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Pratarmeé

Knygoje nagriné¢jamos formalios logikos pagrindinés savybés bei skai¢iavimai: sekvencinis,
semantiniy lenteliy, rezoliucijy, natiiralios dedukcijos. Supazindinama su pirmos eilés predikaty
logikos taikymais formalioms aksiominéms teorijoms (Peano aritmetika, Zermelo-Frenkelio
aibiy teorija). Skyriuje loginis programavimas apraSyti logikos rezultatai, kuriais remiantis su-
kurtos matematikos teoremy iSvedimy paieskai skirtos programavimy kalbos.

ApraSomos ir aukStesnés eilés logikos bei nagrinéjamos ju galimybés matematikos teoremy
automatizuotai jrodymy paieskai. Knygos tikslas - supaZindinti su naudojamais matematinés
logikos rezultatais programuojant gebéjimq kompiuteriui maqstyti.

Knyga skirta informatikos bei programy sistemy specialybiy aukstyjy mokykly studentams.
Ji bus naudinga klausantiems matematinés logikos, algoritmy teorijos, diskrecios matematikos

bei dirbtinio intelekto kursus.

Yra daug uZdaviniy ir visiems jiems pateikti sprendimai.

Autorius



Ivadas
Matematika susideda i§ daugelio matematiniy teorijy.

Matemating teorija galima pavaizduoti lygiagretainiu, kurio viena krastiné yra tos teorijos
aksiomy sistema, o kita logika (iSvedimo taisyklés).

aksiomos

logika

Lygiagretainio jstrizainé simbolizuoja matemating teorija — aibg visy jrodomy teorijoje teiginiy.

Kintant aksiomy aibei (fiksuotoje logikoje), kinta ir teorija. Gauname kitokia aibg¢ jrodomy
teiginiy. Kintant logikai (aksiomos fiksuotos) taip pat kinta teorija. Taip pat, suprantama, pasi-
keis teorija, jei pakeisim ir aksiomas, ir logika.

Aksiomy samprata bégant amziams keitési. Euklido ,,Pradmenyse* aksiomomis vadinami aki-
vaizdis teiginiai. Véliau aksiomomis pradéta vadinti teiginius, kurie autoriy (sugalvojusiy nau-
jas aksiomas) nuomone jdomis, sukuriantys naujas neprieStaringas matematines teorijas.
Euklidas (apie 365 — 275 m. per. Kr.) savo veikale Pradmenys suformulavo tokias geometrijos
aksiomas:

1. Per du nesutampancius taSkus visada galima nubréZti tiese.

2. Atkarpa, jungiancia du taskus visada galima pratesti j abi puses ir gauti tiesg.

3. Apie bet kokj taska galima apibrézti bet kokio spindulio apskritima.

4. Visi statos kampai tarpusavyje lygus.

5. Jeigu tiesei (A) kertant dvi kitas tieses (B, C) vienoje puséje susiformuoja kampai, nelygus
dviems statiems, tai tas dvi tieses (B, C) pratesus neribotai, jos susikirs toje pus¢je, kur vidiniy
kampy suma maZesné uz du staciuosius.

Pakeitus penktajj postulata Riemanno aksioma gaunama Riemanno neeuklidiné geometrija.
Riemanno aksioma. Per taska, nesantj ties¢€je, tasko ir tiesés plokStumoje néra nei vienos tiesés,
einancios per taska ir nekertancios turimos tieseés.

Pakeitus penktaji Euklido geometrijos postulata Lobacevskio aksioma gaunama Lobacev-
skio neeuklidine geometrija.

Lobacevskio aksioma. Per taSka, nesant] ties¢je, tasSko ir tiesés plokStumoje galime nubréZti
maziausiai dvi skirtingas tieses, nekertancias turimos tiesés.

Abiem atvejais pakito aksiomos, o logika liko ta pati. Ilga laika buvo manoma, kad yra
vieninteleé logika, kurig naudojame kaip Snekamojoje kalboje, taip ir matematikoje, fizikoje bei
kitose mokslo Sakose. Tik dalis logikos taisykliy aprasytos iSreikStiniu pavidalu. NeZinoma
tiksliai kokiais logikos désniais naudojasi matematikai. Matematinis mastymas susiformavo sa-
vaime per tiksligjy moksly pamokas mokykloje.

Vokieciy matematiko ir logiko G. Frege’s (1848-1925) déka logikoje naudojamas simbolis



. Sakinj tvirtinama, kad teisingas F jis raSydavo F. Dabar tas simbolis naudojamas kaip
irodomas (isvedamas) F.

Turime teiginj (teorema) F. Galimi keturi atvejai:

1. FF ir ¥ =F, jrodomas F ir nejrodomas —F;
Irodoma, kad teiginys teisingas, ir nejrodoma, kad jis klaidingas,

2. ¥F ir - =F, nejrodomas F ir jrodomas —F ;
nejrodoma, kad teiginys teisingas, o jrodoma, kad jis klaidingas,

3. ¥F ir #=F, nejrodomi nei F, nei ~F;
negalime jrodyti, kad teiginys teisingas, negalime jrodyti ir kad jis klaidingas,

4. FF ir =F, jrodomas F ir jrodomas —F’; galime jrodyti, kad teiginys teisingas ir kad jis
yra klaidingas.

Seniai matematikai suprato, kad ketvirtas atvejis matematikoje, kaip ir bet kurioje kitoje
mokslo teorijoje, nepriimtinas. Nes i§ priestaravimo isplaukia bet kuris teiginys. Tod¢l vienin-
teliu reikalavimu bet kuriai matematikos teorijai tapo nepriestaringumo jrodymas.

O kaip su treciuoju atveju? O kaip galima juo pasinaudoti, jei matematikoje iki XX amZiaus
vidurio jrodymas buvo netiksli, tik intuityviai suprantama sagvoka? Nebuvo aiSku kas yra irodymas.
Tik suteikus savokai jrodymas tikslia matemating prasme, galima kelti klausima jrodomas F, ar
ne? Taigi, iStisus Simtmecius matematiky mastysenoje tre€io atvejo nebuvo. Buvo tik du pirmie-
ji atvejai. Galiojo treciojo negalimo désnis. Koks bebiity F;, arba irodomas F, arba nejrodomas
F.

Sakau ,,iki XX maZziaus vidurio, bet matematikos teorijos su trecio negalimo désniu sékmingai
vystomos toliau. Kodel? Palikti susikurta matematikos rojy, nors daugeliu atveju ir iliuzinj, ne-
lengva.

Jei yra treCias atvejis, tai prie aksiomy sistemos galima prijungti bet kurj, arba F, arba —F.
Jei matematiné teorija buvo neprieStaringa, tai naujosios irgi bus nepriestaringos.

Pavyzdziui, teiginys egzistuoja begaliné aibé (turima omenyje naturaliyjy skaiciy aibé) ma-
tematikoje nejrodomas. Tai Zinomy logiky B.Russel ir A.Whitehead praeito Simtmecio pradZio-
je gautas rezultatas. Gaunamos dvi matematinés teorijos. Vienoje yra tik baigtinés aibés, kitoje
atsiranda ir nauja begaliné aibé. Abi neprieStaringos. Kuria norite, tg ir pasirinkite. Skonio
reikalas. Informatikai pasirinko pirmaja. Ir nieko neatsitiko. UZdirba pragyvenimui ir su tokia
matematika.

Kokios dar yra logikos?

Pradésim i§ toli, nuo XIX amzZiaus pabaigos. ki 19 amZiaus pabaigos placiai buvo papli-
tus nuomoné, kad pasaulis sukurtas pagal matematikos désnius. Tam pasitarnavo ir Koperniko,
Keplerio, Galiléjaus darbai. Matematikos tvirtinimy (teoremy) pagrindiniu teisingumo kriteri-
jumi buvo juy atitikmuo realaus pasaulio reiSkiniams t.y. stebéjimy ir eksperimenty rezultatams.



Matematika buvo efektyvus biidas fizikos, astronomijos ir kity taikomyjy uzdaviniy sprendimui.

Nebuvo domimasi matematiniy savoky bei jrodymy patikimumu, grieZtumu. Jrodymai
daznai rémési geometrine intuicija. DaZniausiai tai buvo tik hipotezés, o ne jrodymai. Jrodymais
tebuvo laikomi samprotavimai, kuriais jus tiek itikino, kad jiis pasiruoses itikinti ir kitus. Dar
didesnj netikruma matematikoje inesé vokieCiy matematiko G.Kantoro apraSyta aibiy teorija su
savo paradoksais.

Galbut didziausia jtaka tuometinés matematikos raidai padaré vokieciy matematiko D.Hilberto
(1862-1943) idéjos. Jis matematikos iSéjimo is krizés sprendimu laiké matematikos formaliza-
vima. Samprotavimai matematikoje turi buti prasmingi ir patikimi. Kiekvienoje matematikos
teorijoje turi buti dviejy rusiy teiginiai. Aksiomos (teiginiai laikomi teisingais be jrodymo) ir
teiginiai iSvedami i§ aksiomy naudojant logika. Bitina iSreikStiniu pavidalu apraSyti logikos
désnius naudojamus matematiniuose jrodymuose ir atsakyti j klausima kas yra jirodymas. Tu-
rime funkcija, jei mokame, Zinodami argumento reikSmes, apskaiciuoti funkcijos reik§Smes. Tai
yra egzistuoja algoritmas funkcijai apskaiciuoti. Kas yra algoritmas?

Po A.Puankare mirties (1912 m.) vokieCiy matematikas D.Hilbertas buvo pripaZintas pasau-
lio matematiky lyderiu. Turéjo didelg jtaka jauniems matematikams besirenkantiems moksliniy
darby temas. Zymaus matematiko idéjos apie matematikos formalizavima sudomino daugelj.
Pirmas XX amziaus pusmetis buvo matematinés logikos aukso laikotarpis.

Tai kaip atsirado kompiuteriai? Kam kilo idéjos jj sukurti? Kompiuteriuy atsiradimo istorija
yra geras pavyzdys kaip matematikams sprendZiant problema, lyg tai labai abstrakcia, nieko
bendro neturincia su taikymais, netikétai gaunami dideli atradimai. Tad kas yra jrodymas, kas
yra algoritmas?

IS kur kilo Zodis algoritmas? Tai sulotynintas araby (kai kurie Saltiniai nurodo, kad persuy)
matematiko Al Chorezmio (ca 783-850) vardas. Penktame amziuje deSimt skaitmenuy O, 1, 2,
3,4,5,6,7, 8, 9 bei deSimtaing skaiiavimo sistema sugalvojo Indijos matematikai. Tik po
mazdaug 300 mety deSimtaing sistema peréme arabai. Al Chorezmi iSgarséjo savo knyga, ku-
rioje apraS¢ veiksmus su skaiciais, perimtais i$ Indijos. Naujoji poziciné skaifiavimo sistema
(tuo metu Europoje buvo naudojami roméniski skaitmenys) greitai paplito pasaulyje, o jo knyga
tapo daugelio Zmoniy parankine knyga. Skaitmenis pradéta vadinti arabiskais. Knygoje buvo
daug taisykliy rinkiniy, kuriuos taikant po baigtinio Zingsniy skaiciaus gaunamas rezultatas.

Algoritmo savoka buvo tikslinama dviem budais:
1) kuriama idealizuota (matematiné) skai¢iavimo masina,
2) apraSoma algoritmiSkai apskaiciuojamy funkcijy klase.

Po daugelio mety - 1934-1936 m. ir viena, ir kita kryptimi dirbantys mokslininkai gavo
daug formalizmu bei idéjomis skirtingy algoritmo savokos patikslinimy. Pirmosios krypties

Zinomiausiais darbais tapo A.Turingo ir E.Posto apraSytosios masinos. Antrosios krypties —



K.Godelio, A.Churcho bei S.Kleene aprasytosios funkcijy klasés.

Church -Turingo tezé. Algoritmiskai apskaiciuojamy funkcijy aibé sutampa su Turingo
masina apskaiciuojamomis funkcijomis. Tezé buvo paskelbta 1936 metais. Teze vadinama todél,

kad tai tvirtinimas, kuriuo, reikia tikéti, bet jrodyti negalima. Negalima jrodyti dviejy aibiy ly-
gybés, nes, viena - tai matematiskai tiksli funkcijy klasé, kita - intuityvi, netiksli, skirtingy
Zmoniy skirtingai suprantama algoritmiskai apskaicuojamy funkcijy klase.

Kodel tikima teze? Pagrindiniai argumentai yra du:

1. Visu pasiiilyty, skirtingomis idéjomis aprasyty algoritmiskai apskai¢iuojamy funkciju klasés
sutampa tarpusavyje ir su idealizuoty skai¢iavimo masiny apskaic¢iuojamomis funkcijy klasémis.

2. Néra Zinomas joks apskai¢iuojamos funkcijos pavyzdys, kuris nebiity apskai¢iuojamas Tu-
ringo masina.

.....

Visy algoritmy aibé yra skaicioji.

Funkcijy, apskaiciuojamy Siuolaikiniais kompiuteriais aibé, sutampa su apskaiciuojamy
Turingo masina aibe ir yra skaicioji.

Taigi atsirado galimybeé jrodymams visiSkai kitokio tipo teoremoms: Jei f(x) neapskaiciuo-
jama Turingo masina, tai funkcija neapskaiciuojama algoritmiskai. Tai reiSkia, kad néra al-
goritmo f(x) apskaiCiavimui. Niekas nemoka jos apskaiiuoti dabar (t.y. Zinodami argumento
reikSmes nemokame apskaiciuoti funkcijos reikSmiy) ir nemokés niekada.

Turingas laikomas informatikos mokslo tévu. 2007 mety birzelio 23-¢ia diena Anglijoje,
Sackville parke greta Mancesterio universiteto atidengta memorialiné skulptiira skirta A.Turingui.
Jis pavaizduotas sédintis ant suolelio. Memorialingje lentoje parasyta

Alan Mathison Turing, 1912-1954, Father of Computer Science, Mathematician, Logician.
O ka bendro turi algoritmo savokos apibrézimas su kompiuteriais?

O gi, kad apskaiCiuotum bet kurig funkcija, tereikia mokéti nedaug ir labai paprasty veiksmy.
Visy pirma atkreipiu démesj, kad nagrinéjamos tik funkcijos apibréZtos natiraliyjy skaiciy
aibéje su reikSmémis taip pat natiiraliyjy skaiCiy aibéje. Jos gali buti ir dalinés, t.y. su kai
kuriomis reikSmémis neapibréztos. Apibendrinti tokias funkcijas iki racionaliyju skaiciy aibés
nesudétinga. Visas sudétingumas — aprasyti algoritmiskai apskai¢iuojamas funkcijas nattraliyjy
skaiCiy aibeje. O, jei sugalvosit apskaiciuoti funkcija, kai argumentas iracionalus skaiCius, tai
nesuspésit iki mirties uZraSyti vien tik argumento reikSmes.

Pabandysiu paaiskinti algoritmiSkai apskai¢iuojamas funkcijas. Pateiksiu pora pavyzdZziu.
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Pirmas pavyzdys. Tarkime mokame pridéti vienetuka. T.y. mokame apskaiciuoti funkcija n+ 1.
Tuomet n + m galima apskaiCiuoti taip: n + 1+ 1 4 ... + 1 (reikia pridéti m vienetuky). Terei-
kia moketi kaip uzbaigti vienetuky pridéjima. Tuo tikslu apibréZiamas rekursijos operatorius.
n-m=n+n-+ ...+ n (reikia m karty pridéti n, o sudéti du skaicius jau mokame pridédami
vienetuka).

nxm=n+n-+...+n.

Kad apskaicCiuotum bet kurig funkcija tereikia turéti funkcija n 4 1 ir kelis operatorius: kom-
pozicijos (1§ funkcijy mokeéti sudaryti jy kompozicija), rekursijos ir minimizacijos. Jei tokiais
veiksmais nejmanoma jisy sugalvotos funkcijos apskaiciuoti su duota argumento reikSme, tai
nei jus, nei kas nors kitas niekada jos ir nemokeés apskaiciuoti.

Antras pavyzdys. Visas algoritmiSkai apskai¢iuojamas funkcijas galima apskaiciuoti tokiu biidu:
tarkime funkcijos f(z) argumento reik§mé n, tuomet pradiniais algoritmo skai¢iavimo duome-
nimis imamas skai¢ius 2". Algoritmo skai¢iavimo rezultatas bus 2/ Apskai¢iavimui bet
kurios funkcijos (suprantama, jei ji algoritmiSkai apskai¢iuojama) tereikia moketi atlikti tik to-
kius veiksmus: X2, x3, x5, : 30 (dauginti i§ 2, 3 ir 5, bei dalinti i$ 30). Be abejo, tuos veiksmus
reikia suraSyti tam tikra tvarka (paraSyti programa). Jei f(n) neapibréZta (su argumento reik§me
n), tai rezultato paieSka uZzsiciklins (sakoma, dirbs be galo ilgai).

Suprantama, kad kai buvo aprasSyti veiksmai, kuriy pakanka paskaiciavimui bet kurios al-
goritmiSkai apskai¢iuojamos funkcijos reikSmeéms, tai daugeliui kilo didelé pagunda realizuoti
techniSkai. Tie iS pradziy gremézdiski aparatai ir buvo pavadinti kompiuteriais.

Matematikoje kai kurioms naudojamoms savokoms reikalingas patikslinimas. PavyzdZziui,
ka reiSkia duota skaiciy seka? Su patikslinimu keiciasi ir mastymo taisyklés (logika). Nors
aksiomos tos pacios, matematiné teorija gaunama kitokia. Gauname konstruktyviaja mate-
matika, kurioje naudojama jau kitokia logika — intuicionistiné logika.

Intuityviai, kai sakome duota seka a4, as, as, . . . lyg tai turime suprasti, kad egzistuoja algo-
ritmas (mokame, Zinome) kaip uZraSyti pirmuosius n sekos narius. Cia n bet kuris naturalusis
skaicius.

Jei to nemokame, tai ka reiSkia duota begaliné seka? Kad mokame 17, gal 20, paraSyti
pirmyjuy sekos nariy, o toliau neZinome kokie sekos nariai?

Ka reiSkia duotas iracionalus skaicius a? Ta pati ka ir duota seka. Koks bebuty n, mokame
(egzistuoja algoritmas) paraSyti pirmuosius n skaitmenis. Tik tuomet ir galima tvirtinti, kad
egzistuoja iracionalusis skaicius a.

PavyzdZiui, egzistuoja iracionalusis skai¢ius /2. Nes Zinomas algoritmas kaip ji apskai¢iuo-
ti. Juo ir nustatau, kad, pavyzdZiui,

jein =3, tai v2 = 1,41,
jein =7, tai V2 = 1,414213,
jein = 11, tai /2 = 1,4142125624.
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Panasiai su e, 7, su Saknimis i§ 3, 5, 6, . . . . T.y. egzistuoja be galo daug iracionaliy skaiCiy.
O tiksliau? O tiksliau, tiek, kiek egzistuoja algoritmy.

O kaip su logika?

D.Hilbertas buvo universalus matematikas. Dideli jo nuopelnai daugelyje matematikos
Saky: geometrijoje, funkcionalinéje analizéje, diferencialiniame skaiciavime, skaiciy teorijoje,
matematinéje fizikoje, matematinéje logikoje, algebroje. Jis ,,maté visa matematika*, o ne ku-
rig nors vieng sritj. Pastebéjo, kad visose matematikos Sakose mastymo taisyklés vienos ir tos
pacios. Ju baigtinis skaiius. Apra$é jas. Dabar tai vadinama pirmos eilés logika. [rodé jos
neprieStaringuma. Pilnumo jam nepavyko jrodyti. Daugiau kaip po deSimties mety Hilberto
loginés sistemos (predikaty logikos skai¢iavimo) pilnuma jrodé K.Godelis.

Po K.Godelio jrodymo buvo gautas naujas instrumentas tyrimams matematikoje. ApibréZta
tiksli savoka kas yra jrodymas. Atsirado galimybé:

a) irodyti, kad kai kurie teiginiai matematikoje nei iSvedami, nei paneigiami,

b) suprogramuoti teoremy iSvedimo paieska (iS pradziy buvo tik teoriniai samprotavimai, o
véliau atsirado daug realizuojanciy jrodymus programy).

Atsirado nauja matematikos Saka — matematiné logika su naujais problemy matematikoje
sprendimy metodais.

Skaitome knyga apie Arvydo gyvenima. Laikome, kad viskas ir tik tai kas paraSyta yra
teisinga. T.y. i knygos teiginius Ziarime kaip j aksiomas (laikome, kad turime neprieStaringa
sistema). Norime i$siaiSkinti ar Arvydas buvo Vokietijoje. Knygoje randame tik vieng sakinj
apie jo kelione j uzsienj Vasarq Arvydas atostogavo uZsienyje. Tvirtinti, kad jis buvo Vokietijo-
je negalime (nenurodyta kokioje Salyje buvo). Lygiai taip pat negalime tvirtinti, kad jis nebuvo
Vokietijoje. Buvo uzsienyje. Galbiit Vokietijoje.

Vadinasi, negalime jrodyti nei teiginio Arvydas buvo Vokietijoje, nei jo neigimo.
Apibrézus tiksliai logikos taisykles, kuriomis naudojasi matematikai, jrodyta, kad panasi situ-
acija yra ir matematikoje. Kiekvienoje matematinéje teorijoje (jei ji néra triviali) galima sufor-
muluoti be galo daug teiginiy, kurie nei jrodomi, nei paneigiami. Ne triviali, jei, pavyzdZiui,
teorija naudoja aritmetika arba aibiy teorija pilna apimtimi.

Logikos taisyklés irgi pasirodo paprastos. PaaiSkinsiu naudodamas vokieCiy matematiko
G.Gentzeno predikaty logikos skai¢iavimu (tai perdarytas Hilberto skai¢iavimas). Jos beveik
atitinka ta mastyma, kuris susiformuoja per matematikos pamokas.

Parasysime keleta ju.

1.Jei reikia jrodyti = F' A G (F ir G), tai reikia jrodyti kaip -+ F', taip ir = G. Jrodyma
suskaidome } du. Tai uZraSoma taisykle (ji skaitoma i§ apacios j virSy; apacioje, tai ka turime,
virSuje — ] ka transformuojame jrodyma).

FFE G
N —Faa
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2. Jei reikia jrodyti - F' <+ G (F tada ir tiktai tada, kai G), turime taisykle

FG GRF
FEF <G

(F<)
(duota F, jrodyti G; duota G, jrodyti F).

Su teiginiy logikos taisyklémis viskas aiSku. Jas matematikai iSmoksta intuityviai, o logikai
bei informatikai uZraSo taisyklémis (logikos formulémis). Juy teisinguma galima patikrinti tei-
singumo lentelémis. Ir jos galioja bet kurios eilés logikoje (nebiitinai pirmosios).

O kaip su predikaty logika? Kaip matematikai jrodo, kad tvirtinimas pavidalo V2 P(x) yra
teisingas (tarkime x natiralieji skaiciai)? Juk reikia jrodyti, kad P(0), P(1), P(2),... yra tei-
singi. Bet jy yra be galo daug. Kaip matematikai pagauna begalybg? Kaip iSmokyti kompiuterj
spresti tokio pavidalo teoremas?

Prisiminkime kad ir Pitagoro teorema. Teoremos jrodymy yra labai daug. Bet daugumos
esme tokia: tarkime a, b, ¢ yra kurie nors stataus trikampio krastiniy ilgiai. Parodysime, kad
c? = a® + b? (nesigilinkime j detales: suprantama, ¢ yra jZambiné; teisingas ir priesingas teigi-

nys).

Dar kartq: reikia jrodyti, kad su visais x, y, z, o jrodant perSokame prie kuriy nors a, b, c.
Duodama suprasti, kad a, b, ¢ yra konkretus kraStiniy ilgiai. Bet juk jie konkretus biuty, jei tai
buty skaiciai, pavyzdziui 3, 4, 5. Bet a, b, ¢ yra kintamieji, o ne skaiciai. Jie lygiai tokie patys
kintamieji kaip ir x, y, z, tik paZymeéti kitomis raidémis.

Nelabai aiSku, kodél toks peréjimas visiems moksleiviams ir studentams suprantamas, ne-
kyla abejoniy. Bet jame gludi labai svarbi mintis: Yz P(x) jrodomas (visiems x), jei irodomas
Sablonas P(a) (kuriam nors a). Tai reiskia, kad pakeitgs jrodyme a bet kuriuo konkreciu
skai¢iumi, pavyzdZziui 25, pakaks kartoti ta patj jrodyma P(25) kaip ir su a (su kai kuriais konk-
reCiais skaiCiais galbiit jrodymas bus dar trumpesnis). Taigi, peréjimas yra grynai sintaksinis.
Tai pastebeje logikai naudoja taisykle:

F P(a)
FVxP(x)

Suvarzytuosius kintamuosius Zymint x, y, z, o laisvuosius - @, b, c. Nesunku iSmokyti kompiuterj
mastyti.

Bet, sakysite, jei matematikai tik taip pagauna begalybe, tai gali taip buti, kad visi
P(0), P(1), P(2),... teisingi, o Sablonas P(a) nejrodomas. Tuomet nejrodoma ir VzP(x).
Taip, tai tiesa. Tarkime jus norite jrodyti teorema VxP(x). Jei a lyginiai skai¢iai — mokate
irodyti. Jei a dalosi i$ 3 taip pat mokate, bet jrodymas jau kitoks. Jei a dalosi i$ 5, tai jrodymas
dar kitoks, negalit jy apjungti j viena, reikia skaidyti j atvejus. Ir taip toliau. Bet skirtingy atveju
bus be galo daug. Vx P(z) bus nejrodomas (reikia $ablono).

Matematiné indukcija yra atskiras Sablono atvejis. Ji taitkoma, kai turime aibe, kurioje jvesta
griezta tvarka ir yra funkcija nurodanti pagal kiekviena n sekantj (paskesnjji) nari.
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Turbit pastebéjote, kad logikos taisyklés yra sintaksinés. Ziiirima tik j formulés pavidala, o
ne ] turinj. PavyzdZiui, jei reikia rasti iSvedima - F' A G, tai bus ieSkomi - F - G iS§vedimai.
Kas aprasoma formulémis F, G mus nedomina. Tai galima palyginti su uzZduotimi: vieno litro
talpos butelius sudekite 1 virSuting lentyna, 0,75 litro talpos butelius i viduring lentyna, o 0,5
litro talpos butelius } apating lentyna. Atliksime darbg atsiZvelgdami tik j buteliy talpg (nusta-
tom pagal etiketes ant buteliy), o buteliy turinys tos pacios talpos buteliuose gali buti jvairus
(galbtt kai kurie tusti).

PavyzdZziui, Zermelo-Frinkelio aibiy teorija ZF aprasoma pirmos eilés predikaty logikos
formulémis, kuriose téra tik simbolis ) ir du dvivieCiai predikatai =, €. () téra simbolis, ten-
kinantis tam tikras aksiomas, kurj kaip norit, taip ir interpretuokit — tuscia aibé, o gal ir ne.
Kompiuteriui, kaip ir logikui, tas pats. Yra aksiomos, taisyklés bei tikslas (teorema, kurig reikia
irodyti). Zitirima  sintakse ir ie§komas teoremos irodymas.

Elementarioje (formalioje loginéje teorijoje) plokStumos geometrijoje pradinémis sagvoko-
mis yra taSkai, Zymima juos raidémis a, b, c, ..., tiesé - du taskai, dvi raidés ab, ac, bc, . . .. Ir
nereikia jokios sampratos, kas yra taskas ar ties¢. ParaSyta ac, vadinasi tai tiesé (o ka reiskia
ties€, nesvarbu) per taskus a ir c. Be abejo, yra aksiomos. Bet jos tarp simboliy. Pavyzdziui,
ab = ba.

Taip iSvengiama neaiSkiy apibrézimy: taskas — dydZio neturintis geometrijos objektas, kurj
apibiidina jo padeétis.

Vadinasi, atkarpa nuo O iki 1, susidedanti i§ objekty, neturinciy dydZio, turi dydj (ilgi) lygu 1
(formalioje geometrijoje pabréZiama, kad visos figitros plokstumoje yra plokstumos tasky po-
aibis). O atkarpos dydis, nuo 0 iki 2, lygus 2. Nors tarp abejas atkarpas sudaranciy objekty,
neturinciy dydziy, yra bijekcija.

Rinkimo aksioma — jei aibés elementais yra aibés (baigtinés ar begalinés), tai visada galima
parinkti po elementa iS kiekvienos netuscios aibés ir sudaryti nauja atstovy aibe.

Si aksioma placiai naudojama matematikoje. Keletas rezultaty, kuriuose buvo panaudota
rinkimo aksioma:
1. G.Kantoras 1887 metais jrodé, kad bet kurioje begalinéje aib¢je yra skaitusis poaibis.
2. Bet kurioje apréZtoje realiyjy skaiCiy aib¢je yra konverguojanti seka.
3. Realiyjy skaiciy konstravimas naudojant Peano aritmetika.

Bet teiginys, vadinamas rinkimo aksioma, jrodomas atvejais, kai aibé yra baigtiné arba
skaiCioji, ir nei jrodomas, nei paneigiamas atveju, kai aibé yra kontinuumo galios (tai jrodyta
tik XX amziuje). Todel teiginys ir vadinamas aksioma (laikomas teisingu be jrodymo). Kaip
matome, G.Kantoras naudojo rinkimo aksioma dar iki to, kai buvo gautas rezultatas, kad ji nei
irodoma, nei paneigiama (todél ir prieStaravimo negavo). Lygiai taip pat turi teis¢ egzistuo-
ti neprieStaringa matematiné teorija, kurioje teiginys (dabar vadinamas rinkimo aksioma) yra
klaidingas. Kurig norite, ta ir rinkités. Jrodyta, kad jei aibiy teorija Z F' néra prieStaringa, tai ga-
lima gauti dvi neprieStaringas teorijas: viena yra Z F' su rinkimo aksioma, kita - Z F' su rinkimo
aksiomos neigimu.

O ka renkamés? XVII a. gyvenusio olandy filosofo Spinoza pastebéjimas kaip Zmonés nu-
stato teiginiy teisinguma:
Snekamojoje kalboje teiginio paprastumas lemia, kad jis nebyliai priimamas kaip teisingas.



14

Daugelis Zmoniy nepakencia dviprasmybiy ir todél patikima greitai, o abejojimas ateina létai
ir yra neiprasta biuisena. Teiginys priimamas kaip teisingas, jei jo supratimui nereikia daug
pastangy. Dauguma nereikalauja teiginio jirodymo, nes tai priestarauja igimtam polinkiui lai-
kyti teisinga tai, kq greitai perprantame.

D.Hilbertas jrodymams kéle patikimumo reikalavimus. Vienas tokiy buvo niekada negalima
tvirtinti apie objekto egzistavima, jei nenurodytas jo konstravimo biidas.

Jei jrodymais pripazinsime tik patikimus (pakeisime mastymo taisykles), tai gausim kitokia
matematika.
Teorema. Egzistuoja du tokie iracionalieji a, b, kad a® yra racionalusis skaicius.

. V2 . oy .
Irodymas. Tarkime /2"~ yra racionalus skai¢ius. Tuomet parinkg a = b = /2 , gauname,
V2 . . oy . . iy .y L.
kad a® = +/2" yra racionalusis skaiGius, o a,b — iracionalieji skai¢iai. PrieSingu atveju, jei

\/5\/i yra iracionalus, imkime a = \/5\/E ,ob=+2. Tadaa® = (vV2)? = 2, ty. a’ yra
racionalus skai€ius. Teorema jrodyta.

Tai kam vis délto lygts a ir b? Nors ir jrodéme egzistavima tokiy skaiciy, bet kam jie lygus,
nezinome. Toks jrodymas vadinamas nekonstruktyviuoju jrodymu. Jrodoma, kad egzistuoja
koks nors objektas, bet 1§ jrodymo neiSplaukia algoritmas, kaip jj rasti. Sios teoremos atve-
ju galima rasti kita, konstruktyvy jos jrodyma. Jis yra ilgesnis ir sudétingesnis. Jrodyta, kad

a=v2"b= 3

Teorema (Bolzano-Weierstrasso). Is kiekvienos apréZtos skaiciy sekos galima isrinkti
konverguojantj posekj.

Ar galima apraS8yti algoritma, kuriuo remiantis rastumém konverguojantj posekj? Deja, toks
neegzistuoja.
Néra algoritmo, kuris pagal bet kuriq duotq (t.y. duota programa generuojanti sekos narius)
begaling sekq is intervalo [0,2], nurodyty, kuriame is intervaly [0,1), [1,2] yra be galo daug
sekos nariy.

Reziumeé.

Matematineé teorija panasi i logini zaidima, kuriame fiksuotos aksiomos (ZaidZiantysis galbut
pats dalj ju sugalvojo) ir logika (kad ir neapibréZta taisyklémis, intuityvi). Baigtiniy aibiy at-
vejais daugelis teorijy turi taikymus realiame pasaulyje. Kaip ir bet kuris Zaidimas, nepriesta-
ringa matematikos teorija turi teise egzistuoti.

Egzistuoja skaitiné aibé, kuri néra nei skaicioji, nei kontinuumo galios.
1963 m. amerikietis P. Cohen jrodé, kad §j teigin} negalima (aksiominéje aibiy teorijoje) nei
irodyti, nei paneigti. O tai reiSkia, kad, jei prie aksiomy sistemos ZF' prijungsime teiginj
egzistuoja skaitiné aibé, kuri néra nei skaicioji, nei kontinuumo galios, tai turésime nauja
idomy loginj Zaidima (matemating teorija), nes Sio teiginio neigimas nejrodomas. Tereikia
tik norinciy Zaisti.

Kai pavargsti nuo loginio Zaidimo, 1jungi kompiuterj, prisimings, kad reikia paskaiciuoti
funkcijos lokalyji minimuma ir grizti i§ realiyjy skaicCiy aibiy | realyji gyvenimq — baigtine
racionaliyju skaiciu aibe.



1 Skyrius
TEIGINIU LOGIKA

1.1 Loginés iSvados

Savoka dirbtinis intelektas 1955 m. sugalvojo amerikietis J. McCarthy, kartu su M. Minsky
ikiires pirmaja dirbtinio intelekto laboratorija. Jis yra ir programavimo kalbos LISP autorius.
Intelektas - gebéjimas logiSkai mastyti. Ka kompiuteris turi mokéti, kad galétum sakyti jog tai
dirbtinis intelektas, kad kompiuteris masto? Diferenciavimas, veiksmy su matricomis atliki-
mas néra dirbtinio intelekto poZymiai. IS pat pradZiy susiformavo dvi problemuy sritys, kurias
suprogramavus galima sakyti, kad tai dirbtinio intelekto programos: Zaidimas Sachmatais ir
matematikos teoremy irodymas. Mus domins antroji problema. Véliau atsirado ir kitokio tipo
uzdaviniy. Bet keleta deSimtmeciy po 1955 mety tik Siy dviejy problemy sprendimas dominavo
straipsniuose (ypa¢ naujy matematikos teoremy irodymo paieska naudojant kompiuterius) apie
dirbtinj intelekta.

Netgi XIX amZiaus pabaigoje teoremy jrodymuy stilius vis dar labai skyrési nuo Siuolaikiniy.
Neretai jrodymuose pagrindiniu argumentu buvo tai akivaizdu. Irodymai nebuvo formalis.
Irodymais buvo siekiama jtikinti, o ne pagristi logiSkai, kad teiginys yra teisingas. Dar prisidéjo
nesusipratimai su aibiy teorija, sukélusiai matematikoje kriz¢ dél joje aptikty paradoksy.

Esant tokiai situacijai, XX amZiaus pradZioje Zymus vokieCiy matematikas Davidas Hilber-
tas paskelbé programa kitokiai matematikai kurti. Pagrindinius Hilberto programos reikalavi-
mus idealiai matematikai galima nusakyti taip:

* Kiekviena matematikos teorija turi buti aksiomatizuojama (visos matematikos aksiomati-
zavimas). Kiekvienoje matematikos teorijoje turi buti iSvardinti teiginiai laikomi teisingais be
Irodymo (aksiomos).

* Matematikos teiginiai turi buti paraSyti tikslia formalia kalba.

* Visi teisingi teiginiai turi buti formaliai jrodomi.

* Funkcijos apskai¢iuojamos.

* [rodymai apie idealius objektus (tokius, pavyzdziui, kaip begalinés aibés) turi buti gauna-
mi nenaudojant paciy idealiy objekty.

Kaip matome, vienas 1§ D.Hilberto programos tiksly - matematikos teiginiai turi biiti pa-
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rasyti tikslia formalia kalba. Gerokai anksCiau vokieCiy matematikas G.Leibnicas (1646-1716)
jau buvo iSkéles idéja sukurti universalig visai matematikai kalbg ir ta kalba formalizuoti mate-
matinius jrodymus. Taip buvo norima iSspresti vis pasitaikanc¢ia problema, kai vienas ,,jrodo*
teorema, kitas ,,jrodo* jos neigima, o kuris teisus neijmanoma nustatyti. Jei turime funkcija
parasyta formalia kalba, pavyzdziui y = sinz), tai bet kurios Salies, nepriklausomai nuo jo
gimtosios kalbos, matematikas vienareikSmiSkai supranta kas tai per funkcija.

20 amZiaus pradZioje jau buvo susiformavus nuomoné de¢l kalbos, priimtiniausios laikyti
universalia, tai matematinés logikos formuliy kalba.

Knygoje aprasysime mastymo taisykles, kurias naudoja matematikai. Turédami jas galima
kurti ir programas. Kompiuteris modeliuos matematiko mastysena. Taisyklés beveik tos pacios
kaip ir naudojamos Snekamojoje kalboje. Tik matematikoje vartojamos tikslesnés savokos ir
yra kai kurios specifinés taisyklés (pavyzdziui, matematinés indukcijos). Kaip galima nustatyti
mastymo taisykles? Paaiskinsiu pavyzdZiu. Jis stebite Zaidima (tarkime Sachmaty) ir norite nu-
statyti Zaidimo taisykles. Matydami ZaidZianciuosius jus pastebite: ,,éjimai atliekame paeiliui®,
»zaidimas pradedamas baltomis figiromis® ir t.t. Stebédami ir analizuodami Sachmaty partijas
jus galite apraSyti Zaidimo taisykles. PanaSiai ir su matematiky mastymu. Tik ty taisykliy ap-
raSymui prireiké poros tukstanciy mety. Nelengva buvo jas nustatyti.

Turime du samprotavimus:
Jei skaiCius dalosi 18 SeSiy, tai jis dalosi i§ dviejy
Skaicius nesidalo i$ dviejy
Vadinasi, skaiCius nesidalo iS SeSiy

Jei trikampis status, tai jZambinés ilgio kvadratas yra lygus jo statiniy ilgiy kvadraty sumai
IZambinés ilgio kvadratas nelygus statiniy ilgiy kvadraty sumai
Vadinasi, trikampis néra status

Virs§ bruks$nio paraséme prielaidas (tai kas yra duota), o apacioje briikk$nio iSvada. Jei abi
prielaidos teisingos, tai iSvada irgi teisinga. Samprotavimy turiniai skirtingi, o0 mastymo forma
ta pati:

Jeip, tai g
Néra q
Vadinasi, néra p

Cia p, q teiginiai (tvirtinamojo pobadzio sakiniai, kuriy atZvilgiu prasmingas klausimas, tei-
singas jis ar klaidingas). Ar tokia mastymo forma yra logikos désnis? Taip, tai logikos désnis.
Nesvarbu kokie biity p, ¢ teiginiai (3nekamosios kalbos ar i§ matematikos srities). Stai ir susi-
pazinom su vienu logikos désniu.

Logines jungtis ,jei, ..., tai ...“, ,néra* bei kitas paraSytas lietuviy kalba pakeisime sim-
boliais naudojamais tiksliuose moksluose ir vadinsime juos loginémis operacijomis. Teiginius
Zymime maZzosiomis lotyniSkomis raidémis, bei raidémis su indeksais. Dazniausiai naudosime
raides p, q, r, s, taip pat su indeksais: pg, qo, 70, So, P1, q1, 71, S1, - - -- Jie gali buti teisingi (tuomet
sakysime, kad jy reikSmé ¢) arba klaidingi (tuomet sakysime, kad juy reikSmé k). Jei teiginys
p teisingas, tai raSysime p = t . Jei teiginys klaidingas, tai p = k. [ teiginius Zitrime kaip j
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kintamuosius (nebent tai yra konkretus tvirtinamojo pobuidzio sakinys), kuriy reikSmiy aibe yra
{t,k}. Mes juos vadinsime loginiais kintamaisiais.

Apibrésime Sias logines operacijas: neigimq, konjunkcijq, disjunkcijq, grieztqjq disjunkcijq,
implikacijq, ekvivalentumaq, o véliau Shefferio funkcijq ir Peirco operacijq. Logines operacijas
pritaike teiginiams, gauname sudétinius teiginius. Loginius kintamuosius bei sudétinius teigi-
nius vadinsime formulémis. Formules raSysime didZiosiomis lotyniSkomis raidémis.

Konjunkcija Zymima simboliu A. UZrasa p A g skaitome ,, p ir ¢*.

Disjunkcija Zymima simboliu V. UZrasa p V ¢ skaitome ,,p arba ¢*.

Grieztoji disjunkcija Zymima simboliu \ . UZrasa pVq skaitome ,,arba p, arba ¢*.

Implikacija Zymima —. UZrasa p — ¢ skaitome ,,jei p, tai ¢* arba ,,i§ p iSplaukia ¢*.

Ekvivalentumas Zymimas <> . UZrasa p <> ¢ skaitome ,,p ekvivalentus ¢*, arba ,,p ir ¢
ekvivalentiis®.

ApraSytyjy formuliy reikSmeés nusakomos teisingumo lentele:

P q|-p|pAg|pVa|pVe|p—=q|peg
t ot k| t t k t t
t k| k| k ¢ ¢ k k
kot] ¢t | k ¢ ¢ ¢ k
kok| t | k k k t t

IS pateiktos lentelés matome, kad:

* formulés —p reik§Smé prieSinga teiginio p reikSmei: jei teiginio p reikSmé lygi &, tai for-
mulés —p reik§meé lygi ¢, o jei teiginio p reikSmé yra k, tai formulés —p reik§mé yra 7,

e formulé p A g teisinga tada ir tiktai tada, kai abu teiginiai p, q teisingi,

* formulé p V ¢ klaidinga tada ir tiktai tada, kai abu teiginiai p, ¢ klaidingi,

« formulé pVq teisinga tada ir tiktai tada, kai teisingas tik vienas iS teiginiy p, g,

 formulé p — ¢ klaidinga tada ir tiktai tada, kai teiginys p teisingas, o teiginys q klaidingas,

 formulé p <+ ¢ teisinga tada ir tiktai tada, kai abu teiginiai p, g teisingi arba abu klaidingi.

Toks keistas implikacijos apibréZimas reikalauja paaiskinimo.

Netikslus atsakymas butuy toks. Paaiskinimas pavyzdZiu. Sakinys jei v < y, tai x < y + 8
laikomas teisingu bet kurioms x, y reikSméms. Galima parinkti tokius naturaliuosius x, y, kad
tvirtinimas x < y (t.y. p) buty klaidingas, o z < y + 8 (t.y. ¢) vienu atveju biity teisingas,

kitu klaidingas (pavyzdziui, z = 6,y = 3;z = 10,y = 1), bet néra tokiy z,y, kad p buty
teisingas, o ¢ klaidingas. Formule p — ¢ mes netvirtiname, kad abu p ir ¢ bitinai teisingi. Mes
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tik nurodome, kad jei p teisingas, tai bitinai ir ¢ bus teisingas.

Jei skaicius lyginis, tai jis dalijasi is 2.

Tikslesnis atsakymas buty toks. 1879 metais vokieCiy matematikas G.Frege, (kai dar
nebuvo Zinoma, kad logikos désnius galima nustatyti ir teisingumo lentelémis) sukiiré skaicia-
vima, kuriame aksiomomis (formulémis) tiksliai aprasé kaip naudojama implikacija matema-
tikoje. Tik praéjus SeSeriems metams Ch.S.Peirc’as sugalvojo teisingumo lenteles. ApraSyto-
ji teisingumo lentelé uzpildyta remiantis G.Frege’s aksiomomis implikacijai. Ji tokia, kokia
ir sitlau jums naudotis. Esmé tame, kad matematikai jrodymuose naudoja trecio negalimo
desnj. Kiekvienas teiginys matematikoje buvo (ir tebéra) laikomas arba teisingu, arba klai-
dingu, nors praeitame Simtmetyje jrodyta, kad matematikoje yra be galo daug teiginiy, kuriy
negalima nei jrodyti, nei paneigti. Pateiktas implikacijos apibréZimas naudojamas matematikos
teoremy jrodymuose su trecio negalimo désniu.

Tikslus atsakymas buty toks. Susitaikykite su tokiu keistu implikacijos apibréZimu.

Nors susitaiké ne visi. Implikacija p — ¢ sitloma interpretuoti taip: p — ¢ jrodomas, jei
turint p jrodyma galima rasti ¢ jrodyma. Kalbant apie teiginius naudojamos ne sagvokos teisin-
gas, klaidingas o irodomas, neirodomas. Siuo atveju loginés operacijos neapra$omos teisingu-
mo lentelémis. Gaunamos kitokios mastymo taisyklés. Tokia logika vadinama intuicionistine
(konstruktyvigja). Ji dazniausiai naudojama informatiky. Sioje logikoje néra vietos tvirtinimui,
kad is klaidingo teiginio isvedamas bet koks.

Knygoje pagrindinj démes; skirsime klasikinei logikai, bet apraSysime ir konstruktyvia.

Loginiy kintamyjy apibrézimo aibe kai kada patogu laikyti aibe {1, 0}, t.y. ¢ keisti vienetu,
o k keisti nuliu.

IS loginiy kintamyjy, loginiy operacijuy ir skliausty konstruojame sudétingesnius reiSkinius
ir vadiname juos formulémis. Jei neigimas yra pries loginj kintamajj, tai skliausty neraSome.
Formuliy pavyzdZiai:

(pVaq) = =(=pVa),p=(pVa), (P p2)V—o(p1 A(psV —p1)).

XVII a. gyvenusio olandy filosofo Spinoza pastebéjimas kaip Zmonés nustato teiginiy tei-
singuma;

Snekamojoje kalboje teiginio paprastumas lemia, kad jis nebyliai priimamas kaip teisingas.
Daugelis Zmoniy nepakencia dviprasmybiy ir todél patikima greitai, o abejojimas ateina létai
ir yra nejprasta biisena. Teiginys priimamas kaip teisingas, jei jo supratimui nereikia daug
pastangy. Dauguma nereikalauja teiginio irodymo, nes tai priestarauja igimtam polinkiui lai-
kyti teisinga tai, kq greitai perprantame.

Turime formulg F: —=p — (p V (¢ <> —7)). Ar ji teisinga? Atsakymas priklausys nuo to
kokias reikSmes priskirsime kintamiesiems p, ¢, 7. Jeip = ¢ = ¢, r = k, tai /' = ¢ (nesunku tai
paskaiciuoti naudojantis loginiy operaciju teisingumo lentelémis). Sakysime, kad su interpre-
tacija p = ¢ = t,r = k formulé F teisinga. Jei p = ¢ = r = k, tai su §ia interpretacija formulé
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F klaidinga. O kiek i§ viso yra formulés interpretacijy, jei joje n skirtingy loginiy kintamyjy.
I3 viso bus 2". Nagrinéjamoje formuléje F yra trys kintamieji. Taigi, i§ viso yra 2° = 8 in-
terpretacijos. ISraSysime jas visas ir paskaic¢iuosime formulés reikSmes. Gauname formulés F’
teisingumo lentele.

p g r|w|r|ger | pV(geror) | p—(pV(g e o))
t t t| k| k k t t
t ot k| k|t t t t
t kot k| k t t t
t k k| k|t k t t
kot t|t |k k k k
kot k|t |t t t t
k k t|t |k t t t
k ok k|t |t k k k

Matome, kad su kai kuriomis interpretacijomis formulé teisinga, o su kai kuriomis — for-
mule klaidinga.

Dvi formules F, G, kuriose yra vienodi loginiai kintamieji, vadiname ekvivalenciosiomis
(rasome ' = G), jei su bet kuria interpretacija galioja: arba abi formulés teisingos, arba abi

klaidingos.

Sis ekvivalentumo simbolis = nenaudojamas kaip loginé operacija (knygoje tik <> yra ek-
vivalentumo loginé operacija).

Pavyzdziui, formulés p — ¢, -q¢ — —p yra ekvivalencios (t.y. p — ¢ = =q — —p).

P q| P | q | P—>q| q—>Tp
t t| k| k t t
t k| k t k k
Et] t k t t
kE k| t t t t

Stulpeliai atitinkantys p — ¢ ir =¢ — —p reikSméms sutampa. Ekvivalen¢iy formuliy
pavyzdZiai:

pA(gAT)=(pAq) AT,
pVi(gVr)=(VgVr.
Formuliy ekvivalentumas nustatomas sudarant jy teisingumo lenteles. Kaip matome, formuliy

reikSmeés nuo suskliaudymo tvarkos nepriklauso, jei jos yra pavidalo Fy A ... A F,, arba I3 V
...V F,. Todél tokio pavidalo formulése skliaustus praleisime.

Aprasém formuliy ekvivalentumo nustatymo metoda naudojantis teisingumo lentelémis.
Teisingumo lentelémis retai naudojamasi dél metodo sudétingumo. Jis tinka tik atvejais, kai
formuléje nedaug kintamyjy. 2" yra greitai auganti funkcija.

Informacija (Zinias, duomenis) apie tai kas duota (t.y. kokios yra prielaidos) bei kg reikia
irodyti pateikiama kompiuteriui formuliy pavidalu. Duomeny uZraSymas formulémis vadina-
mas formalizavimas. Formalizavimo tikslas — paversti matematikos teiginius tiksliais matema-
tiniais objektais.
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Panagrinésime kelis pavyzdzius. Formalizuoti:
1. Elena pavargusi arba serga. Jei pavargusi, tai ji irzli. Ji néra irzli. Vadinasi, ji serga.

Turima informacija ir tai ka norime suZinoti apraSysime formulémis. Teiginius Zymime maZo-
siomis lotyniSkomis raidémis:

p — Elena pavargusi.
s — Elena serga.
i — Elena irzli.

UZduotj uzrasysime sekvencija, reiskiniu pavidalo Ay, As, ..., A, - B.
Ay, As, ... Ay, B yra formulés. Simbolis - vadinamas isvedimo (irodymo) simboliu. Jo

kairéje raSome prielaidas, o deSinéje iSvada (tai, ka reikia jrodyti).

Pavyzdj paraSysime tokia sekvencija (uZzduoties paraSymas sekvencija ir yra uzduoties for-
malizavimas):

pVs,p—i,iks

Prielaidy tvarka nesvarbi. Kairéje nuo simbolio - esancias formules galima raSyti bet kuria
tvarka.

2. Tyrimu jrodyta:

a) kaltas bent vienas is A, B, C,

b) jei A kaltas, tai ir C kaltas,

c) jei C nekaltas, tai ir B nekaltas.
Klausiama: ar kaltas C?

Zymésime:
a — kaltas A,
b — kaltas B,
¢ — kaltas C.

UZduoties formalizavimas. Ji uzraSoma sekvencija:

aV(bVve),a—c,—c—-bkc

3. Jei skaicius dalijasi is 2 ir 3, tai jis dalijasi ir is 6. Duotas skaicius nesidalija is 2, bet
dalijasi is 3. Vadinasi, skaicius nesidalija is 6.

Zymime:
po — skaicius dalijasi i8 2 ir 3,
p3 — skaiCius dalijasi 1§ 3,
pe — skaiCius dalijasi 1§ 6.
UZduotis uzrasoma sekvencija

(p2 A\ p3) = ps, P2 A p3 F —pg
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Pastaba. ]prastinéje kalboje konjunkcija reiSkiama ne tik ZodZiu ir. Kai kuriais atvejais
loginiu pozitriu jungciai ir lygiavercios Sios jungtys: ,,0%, ,,bet, ,taciau®, ,nors*. Musy pa-
vyzdyje buvo ,,bet".

Dar vienas pavyzdys. Atskrido pulkas Zvirbliy ir varny. Visi Zvirbliai nutiipé ant elektros
laidy (2), o visos varnos ant medZiy virsiniy (v). Toks teiginys uZraSomas formule ZAv.

4. Jei keturkampio priesingosios krastinés lygios ir lygiagrecios, tai keturkampis yra lygiagre-
tainis. Duoto keturkampio prieSingosios krastinés lygios arba lygiagrecios. Vadinasi, ketur-
kampis néra lygiagretainis.

Zymime:
p — keturkampio prieSingosios kraStinés lygios,
q — keturkampio prieSingosios krastinés lygiagrecios,
[ — keturkampis yra lygiagretainis.

UZduotis uzrasoma sekvencija
(pAg) = LpVagk -l

5. Nagrinéjamasis erdvinis kiinas yra ritinys, kiigis arba rutulys. Jei kiinas yra ritinys arba
kiigis, tai jis gautas sukant tam tikro pavidalo daugiakampj apie vienq jo krastiniy . Kiinas néra
nei kiigis, nei rutulys. Vadinasi, jis yra gautas sukant daugiakampj apie vienq jo krasting ir yra
ritinys.

Zymime:
r —kiinas yra ritinys,
g — kinas yra kugis,
[ — kunas yra rutulys,
d — kiinas gautas sukant tam tikro pavidalo daugiakampj apie vieng jo kraStiniy.

UzZduotis uzraSoma sekvencija
rVi(gVi),(rvg) —d,—gAN-lEdAr.

UZduotis formalizavom. Dabar laikas jas spresti. Tik neskubékite. Uzduotys néra sudétingos
ir tikiu, kad jus jau Zinot atsakymus. Tikslas — apraSyti mastymo taisykles. Turédami jas,
galésime suprogramuoti panasaus tipo uzdaviniy sprendima. Juk yra uzZdaviniy ir Zymiai sudétin-
gesniy, kuriy apraSymui reikia daug formuliy, o sprendimui daug laiko. Lengvesniais uzdavi-
niais norime tik paaiskinti pacia idéja kaip galima ta darba perkelti kompiuteriui ant peciy.

Siek tiek Ziniy is istorijos.

1955 ir 1956 mety bégyje, t.y. praéjus deSimciai mety po pirmyjy kompiuteriy pasirodymo,
amerikieciai A. Newellis, H. Simonas ir J.C. Shaw’as sukiiré programq Logic Theorist, ku-
ria jrode 38 is 52 teiginiy logikos teoremy aprasyty tritomyje Principia Mathematica. Viesas
programos demonstravimas jvyko 1956 m. rugpjicio 9 dienq. Tai buvo pirmoji dirbtinio in-
telekto programa pasaulyje. M.Davisas sukiiré panasiq programq anksciau, bet spaudoje jos
aprasSymas pasirodé Siek tiek véliau negu Logic Theorist. Abi programos naudojo kai kuriuos
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specifinius metodus, tinkamus tik nagrinéjamiems uZdaviniams spresti ir todél neturéjo itakos
vélesniems darbams is automatinio teoremy isvedimo srities. Automatinio teoremy isvedimo
pradininku laikomas kiny kilmés amerikietis X. Wangas. IBM kompiuteriu 1957 m. jis irodé
apie 400 teiginiy logikos ir pirmosios eilés logikos su lygybés predikatu désniy, aprasyty trito-
myje Principia Mathematica.

Jau mokame formalizuoti matematikos uzduotis. T.y. aprasyti tai, kas yra duota, ir tai, ka
reikia jrodyti, teiginiy logikos formulémis. Dabar pateiksime loginiy taisykliy rinkinj, kuriuo
naudojantis ir tikrinsime ar sekvencijos iSvedamos.

Zinau, kad jus neZinote, kad teiginiy logikos skai¢iavimo taisykles jau Zinote. Teisingo
loginio mastymo pagrindai susiformuoja jau mokykloje per tiksliyju moksly pamokas. Jau
Zinote taisykles, tik niekas jums nepateike jy formaliu (iSreikStiniu) pavidalu. PavyzdZziui, reikia
Irodyti teiginj A ir B. Be abejo Zinote, kad jrodymas skaidomas j du: jrodyti A, jrodyti B. Tai
apraSoma taisykle:

FE G
FEAG

Tai, ka reikia jrodyti, raSome briik$nio apacioje. [rodymas skaidomas j du.

ParasSysime pilng saraSa taisykliy. Jas aprasé vokieciy matematikas G.Gentzenas. Taisykliy
rinkinj pavadino sekvenciniu skai¢iavimu. Visy pirma pateiksime tiksly sekvencijos apibrézima.

Apibrézimas. Sekvencija vadiname reiskini pavidalo Ay, ..., A, = By,..., B,,. Reiski-
nyje Ai(t = 1,...,n) bei Bi(i = 1,...,m) yra formulés. Sekvencijoje turi biiti bent viena
Sformulé, todél n + m # 0.

Ty, T, A Ay, As Zymi baigtines formuliy sekas (jos gali bati ir tuséios). Sekvencijoje
'-A

Pastaba deél sekvencijos A,T F A, B raSymo. Sj uZraia reikia suprasti taip: antecedente
yra sarasas formuliy (gali buti ir viena formulé A, tuomet I" buty tuscias saraSas), tarp kuriy yra
formulé A (ji, suprantama, nebitinai pirma tame sarase). AnalogiSkai ir su formule B sukceden-
te.

Kode¢l sukcedente sekvencijos apibréZime yra daugiau kaip viena formulé? Matematikams
tai nejprasta. Stai kodél: pradinéje sekvencijoje, kaip taisyklé, yra viena formulé. Bet skaiCia-
vimo eigoje atsiranda ir daugiau (toks jau Gentzeno skaiciavimas).

Sekvencinis skaic¢iavimas G.
Aksiomos: F,\I' = A, F

Loginiy operacijy taisyklés:

T A F FTFA
(=F) “FTFA (--) TFA -F

(= k) ir (- =) yra taisykliy vardai (neigimo antecedente, neigimo sukcedente)
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4y DFAF GrEa iy PIEAG
FSGTFA TEAF G
F.GTHA TEAF THAG

WE) FaeTra e Y INe
FTHFA GTFA I'HAFG

VE) —Fmverra V) FEraavE

(h) 'EAFG F,G,T'EA () FITEFAG GTHAF
F+GTEA 'EAF <G

Taisyklé vadinama leistina, jei, prijungg ja prie sekvencinio skaiciavimo taisykliy, iSvedamy
sekvencijy aibé nekinta.

Kam leistinos taisyklés reikalingos? Tiesiog turéjimas tokiy taisykliy (be kuriy galima ir
apsieiti) kai kuriais atvejais supaprastina i§vedima.

Leistinos sekvenciniame skaiciavimui taisyklés:

Silpninimas
r-A r+A
'-AF FTEA
Jei iSvedimo metu gauname formules, kurios nebebus naudojamos tolimesnéje iSvedimo eigoje,
tai galima jas paSalinti.

Pakeit¢ kurioje nors taisykléje I'; A, F, G konkreCiomis formulémis, gauname taisyklés tai-
kyma.

Taisyklése yra sekvencijos. Vir§ briikkSnio (jy gali biiti ne daugiau kaip dvi) vadinamos prie-
laidomis, o esanCios Zemiau briksnio iSvada (ji visada viena). Pavyzdziui, taisykléje (A )
prielaida yra sekvencija F',G,T' = A, oiSvadayra F A G, ' - A.

Apibrézimas. Sekvencijos isvedimu sekvenciniame skaiciavime G vadiname baigtini medj,
kurio visose galinése virsiinése yra aksiomos. Visose likusiose virsiunése - sekvencijos, gautos
pagal kuriq nors sekvencinio skaiciavimo taisykle is tiesiogiai virs ju medyje esanciy sekvencijy.
Saknyje esanti sekvencija sutampa su pradine

ISvedimas vaizduojamas orientuotu grafu. Kryptis — i apacios j virsy.




24

a,b,c,d,ef,gh li,...ls-sekvencijos. a - pradiné sekvencija (medZio Saknis), [; ... [s - ga-
linés virSunés (lapai).

Spresime anksciau apraSytus penkis uzdavinius.

1. Elena pavargusi (p) arba serga (s). Jei pavargusi, tai ji irzli (i). Ji néra irzli. Vadinasi, ji
serga
pVs,p—1i,-iks

Sekvencijos iSvedimo paieska (neuzmirskite, is' apacios j virsy):

Sprendimas:

Virs aksiomos rasysime @, vir§ nesékmés klaustuka. Formules, kurioms taikomos taisyklés, yra
paryskintos.

D D
pki,s,p Pyt s s>
p,p—itki,s s,p—ilta1,s
pVs,p—ibki,s
pVs,p—i,- ik s

Atsakymas: isvada yra teisinga.

Pradinei formulei turéjome galimybe taikyti kurig nors i§ taisykliy (V +), (—=F), (= F).
ISvados teisingumas nepriklauso nuo pasirinkimo. Galéjome taikyti bet kurig. Taikéme — .

Primename, kad sekvencijoje formuliy tvarka kaip antecedente, taip ir sukcedente néra fik-
suota. Todél, pavyzdZiui, jei reikia jraSyti formule antecedente, tai jus galite ja jraSyti tarp
esanciy antecedente formuliy bet kurioje pozicijoje (pirmoje vietoje, paskutinéje, ar bet kurioje
kitoje).

Sekvencija yra tam tikros abécélés zZodis. Sakoma, kad sekvencijoje yra n loginés operacijos
leiCiy, jei ji aptinkama (einant i$ kairés i deSing) n karty. PavyzdZziui, sekvencijoje

pV(g—= (rAp)kFqg—=rpAs,s— (pAT)

yra trys — jeitys, viena jeitis V ir trys A. IS viso yra 7 loginiy operacijy jeitys.

Pritaikius taisykle gauname sekvencijq (arba dvi) kurioje viena loginiy operacijy ieitimi maZiau.
Vadinasi, jei sekvencijoje n loginiy operacijy jeiciy, tai po ne daugiau kaip n Zingsniy pasibaigs

isvedimo paieska. Visada gausime atsakymaq. Jei sekvencija iSvedama, tai atsakymas teigiamas,

jei ne, tai neigiamas.

2. Tyrimu irodyta:
e kaltas bent vienas is A, B, C,
e jei A kaltas, tai ir C kaltas,
e jei C nekaltas, tai ir B nekaltas.

Raide a Zymime teiginj kaltas A, raide b - kaltas B, raide c - kaltas C.

aV(bVe),a—c,~c— bk c
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Sprendimas:
C S
2] b,-¢c— -btca c¢c,—c— -blca
a,—c— bk ca bVc,—¢c— -bkca @
aVv(bVve),—c— bk ca aV(bVe),c,mc— -blkc

aV(bVe),a—c,—c—-blkc

C sudaro dvi sekvencijos: b, b = c,a ir b - ¢, a, —c. Jy iSvedimai:

_9® _9®
btk c,a,b b,ctrc,a
b,-btFca bk c a,—c

Atsakymas: isvada teisinga.

3. Jei skaicius dalijasi is 2 ir 3, tai jis dalijasi ir is 6. Duotas skaicius nesidalija is 2, bet dalijasi
is 3. Vadinasi, skaicius nesidalija is 6.

(p2 A p3) = pe, ~p2 A ps F —pe
Sprendimas:

?
D3, D6 F P2, p2 A p3 EE—
D6, D3, D6 = D2

(P2 A P3) — Pe;P3,P6 I P2
(P2 A p3) = ps, P2, D3, Ps -
(p2 A\ p3) — ps, P2, p3 = ~Pe

(p2 A p3) = pe; ~P2 A Ps = —ps

Matome, kad ne visose galinése virsinése bus aksiomos, todél nutraukiame iSvedimo paieska.
Atsakymas: isvada klaidinga. IS duoty prielaidy neisplaukia, kad skaicius nesidalija is 6.

Duomeny kompiuteriui nepakanka, kad daryty iSvada skaicius nesidalija is 6. Per mazai
duomeny apie dalyba. Mes Zinome daugiau, o kopiuteris ne.

O kas gautusi, jei prielaida jei skaicius dalijasi is 2 ir 3, tai jis dalijasi ir i§ 6 pakeistume
kita skaicius dalijasi is 2 ir 3 tada ir tiktai tada, kai jis dalijasi is 6.

Nagrinésime sekvencija

(p2 A\ p3) <> ps, P2 A p3 F —pg

Sprendimas:
@
P2, D3, P6; P3, Pe b P2 D
P2 /\ P3,P6,P3,P6 - P2 P3, 6 I P2, p2 A\ p3, pe

(P2 A\ P3) < Pe;P3,P6 - 2
(P2 A p3) <> ps, P2, D3, Ps -
(p2 A\ p3) > ps, P2, p3 = ~Pg

(p2 A p3) <> pe, ~P2 A Ps = —ps
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Atsakymas: isvada teisinga.

4. Jei ketrukampio priesingosios krastinés lygios (p) ir lygiagrecios (q), tai keturkampis yra
lygiagretainis (I). Duoto keturkampio priesingosios krastinés lygios ir lygiagrecios. Vadinasi,
keturkampis néra lygiagretainis.

(pAq)—=1LpVagk-l

Sprendimas:
o

LplF lg,lF
(pAq) = LplF  (pAq)—LglE
(pANq) = 1l,pVaq,lt
(pANq) = 1lpVagt -l

p,lEpAg .lFpAg

Atsakymas: isvada klaidinga.
Kas blogai Siuo atveju? Duoto keturkampio priesingosios krastinés lygios arba lygiagrecios.

Prisiminkime disjunkcijos teisingumo lentele:

pvyg

I+
T T R

V
t
t
t
k

Disjunkcija teisinga trimis atvejais. p V q juk teisinga ir kai arba p = t, arba q = t. Vadina-
si, pagal prielaida duoto keturkampio krastinés gali biti lygios ir lygiagrecios, tuomet jis biity
lygiagretainis.

Pastaba. Galima neraSyti pasikartojanciy formuliy antecedente (sukcedente).

5. Nagrinéjamasis erdvinis kiinas yra ritinys (r), kiigis (g) arba rutulys(l). Jei kiinas yra ritinys
arba kugis, tai jis gautas sukant tam tikro pavidalo daugiakampi apie vienq jo krastiniy (d).
Kiinas néra nei kiigis, nei rutulys. Vadinasi, jis yra gautas sukant daugiakampj apie vienq jo
krasting ir yra ritinys.

rV(gVi),(rvg) —d,—gAN-lEdAr

Sprendimas:

Raide S Zymime sekvencijar, (rVg) = dF-dAr,g,l.

SV ¥
g,(rvg) —>d-dAr,gl I,(rVg) —-dEdArg,l
gVl (rvg) —dFdArg,l
rV(gvl),(rvg) —dFdArg,l
rV(gVvl,(rvg) —»d-l-dArg
rV(gVi),(rvg) —d—-g -lEdAT
rV(gVi),(rvg) —d,—~gAN-l1EdAr
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Sekvencijos S iSvedimas:

%
rd,g,l,rg D
S5) rtd,g,l,xrNvg r.db-d gl

r,(rvg) —dtFrgl r,(rvg)—dFdg,l
r,(rvg) —-d+-dAr,g,l

Atsakymas: isvada teisinga.

Sekvencinio skai¢iavimo taisyklés yra sintaksinés. Zitrima tik j formulés pavidala ir vi-
siSkai nesvarbus turinys, kg ta formule nusakome. PavyzdZiui, jei turime sekvencija pavidalo
F p A g, tai bus ieSkomi sekvencijy - p, F ¢ iSvedimai. Kas apraSoma teiginiais p, ¢ mus nedo-
mina. Tai galima palyginti su uzduotimi: vieno litro butelius sudékite j virsuting lentyng, 0,75
litro talpos butelius i viduring lentyng, o 0,5 litro talpos butelius i apating lentynq. Atliksime
darba atsizvelgdami tik i buteliy talpa, o buteliy turinys tos pacios talpos buteliuose gali buti
ivairus.

Pastabos dél formalizavimo:
gal. .., gal.... Motina dukteriai: pas tave buvo atéjus draugé, gal leva (i), gal Vaiva (v).
Teiginys uzraSomas grieZta disjunkcija: i\v.

Gal nepatinka, kad iSvedimo paieska vykdoma is apacios i virsy? Sunku nustatyti kiek pa-
likti lape vietos, kad tilpty iSvedimas? RaSykite, jei patinka is virsaus j apaciq arba dar kuriuo
nors kitu jums priimtinesniu badu.

Kodél knygoje neraSoma? Todel, kad G.Gentzenas taip aprasé skai¢iavima ir visuose moks-
liniuose straipsniuose naudojama tik paieSka iS apacios j virsy.

ISvedima G.Gentzenas vaizdavo medziu, kurio Saknis formulé, kurig reikia jrodyti, o ga-
linése virSunése (lapuose) aksiomos. O juk medZio virSiinés auks¢iau negu Saknis. Bet studen-
tams taip raSyti nebutina. RaSykite taip, kaip jums patogiau.

Kai kada teiginiy logikos formulés tapaty teisinguma daug lengviau patikrinti naudojan-
tis teisingumo lentelémis, negu ieskoti jos iSvedimo skaiiavime. Bet sudétingesniy logiky
(predikaty, deskriptyviosios, modalumo, laiko ir kt.) formuliy tapac¢iam teisingumui nustaty-
ti teisingumo lenteliy metodas iS viso nenaudojamas, nes interpretacijy skaicius yra begalinis
arba ji pakankamai sudétinga apraSyti.

Siek tiek i§ istorijos apie loginiy operaciju Zyméjima

Pirmasis matematinés logikos vadovélis pasaulyje Principia Mathematika (autoriai
B.Russellas ir A.Whiteheadas) pasirodé 1910 metais. Kitas vadovélis iSleistas tik po 18 mety.
1928 m. iSleista D.Hilberto ir W.Ackermanno knyga Grundziige der theoretischen Logik. Véliau
iS¢jo D.Hilberto ir P.Bernayso knyga Grundlagen der Mathematik (pirmasis tomas 1934 m., o
antrasis - 1939 m.). Dauguma tose knygose loginéms operacijoms Zyméti jvesty simboliy nau-
dojami iki Siolei.
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Loginés B.Russellas D.Hilbertas
operacijos A.Whiteheadas | P.Bernaysas
neigimas ~p D
konjunkcija p-q p&q
disjunkcija pVq pVyq
implikacija pDq p—q
ekvivalentumas pP=q p~q
Simbolius ~, V, =, D 1908 m. sugalvojo B.Russellas, o - konjunkcijai Zyméti — D.Boole’is.

Simboliy —, A autoriumi yra A.Heytingas (1929 m.), simbolio & — M. Schonfinkelis (1924 m.),
simbolio — — D.Hilbertas (1917 m.), o simbolio <+ — A.Tarskis (1940 m.).
1.2 Loginiuy operaciju aibiuy pilnumas

O kaip nustatomas formuliy ekvivalentumas sekvencijy skai¢iavimu? Formulés F, G ekvivale-
ncios tada ir tiktai tada, jei irodoma sekvencijat F < G.

Pavyzdys. p V q, —p — ¢ ekvivalencios, nes skai¢iavime i§vedama sekvencija - (p V ¢) <
(=p = q).

= =
ptagp @ pkpgq ®
p,PFq ¢pFq Fpg-p qFpgq
pVgqg phtg pP—= 49 pg
pVgk—-p—q p—>q-pVg

Vg < (-p—q)
Pageidautina iSmokti mintinai daZnai naudojamas ekvivalen¢iy formuliy poras. ISvardinsime
jas.

Nr. Ekvivalencios formulés Pavadinimas

1 “(pANq)=-pVq Neigimo jkélimas j skliaustus (De Morgano désnis)
2 -(pVq) =-pA—q Neigimo jkélimas j skliaustus (De Morgano désnis)
3 p—>q=-pVgq Implikacijos eliminavimas

4 | (pANgVr=(pVr)A(gVvr) Distributyvumo désnis

5 [ (pvgAr={@pAr)V(gATr) Distributyvumo désnis

6 pqg=(p—>q N(q—Dp) Ekvivalentumo eliminavimas

O kai kurios ekvivalenciy formuliy poros akivaizdZios ir lengvai jsiminamos.

PavyzdZiui:
—p =,
PAG=qANp,
pVqg=qVp.

Knygoje nagrinéjamos Sesios loginés operacijos: —, A, V, V, —, <». Bet pakanka ir dviejuy:
-, A. Likusias keturias galima iSreik$ti operacijomis —, A. Aibé {—, A} vadinama pilnaja.
Loginiy operacijy aibés, kuriomis galima iSreiksti nagrinéjamas logines operacija, vadinamos
pilnosiomis.
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Irodysime, kad aibé {—, A} yra pilna.

ISreikSkime operacijas naudodamiesi ekvivalenCiomis formulémis 1 - 6, savybe =——p = p
bei savybe, kad, jei A= Bir B=C, taiir A = C:

* pVgqg=-(-pA-q).

e pVg = (pV q) A—(pA q). Mes retai naudosimés Sia ekvivalenciy formuliy pora. Todél
jos ir nejtraukéme ] saraSa pageidautiny Zinojimui mintinai.
(pVa)A=(pAg)=—(=pA—g) A=(pAqg).

*p—=qg=-pVqg=-(pAg).

cpeq=pP—=9ANg—p)=-(pA-g) AN=(gA—p).
Pilnomis aibémis yra, pavyzdZziui, ir {—, V}, {—, —}. (Zr. 28 - 29 psl. knygoje [1]).

Kaip matome, pateiktuose pavyzdziuose aibés susideda i§ dviejy elementy. Ar galima rasti
aibe su vienu elementu? Tarp apraSytyjy loginiy operacijy tokios vienos néra. Buvo sugalvotos
specialiai (atitinkanciy loginiy jungciy joms Snekamojoje kalboje néra) tam tikslui operacijos.
Pirmasis tokia operacija 1880 m. sugalvojo Ch.Peirce’as. O véliau - 1913 m. kita operacija
aprasé H.M.Shefferis (mes ja vadiname Shefferio funkcija). Peirce’o operacija Zymésime 1 o
Shefferio funkcija - |. Jos nusakomos tokiomis lentelémis:

P q|plq p q|plgq
t t]| k t t| k
t k| k t k|t
k t] k kot]| ¢
k k| ¢ k k| ¢

Kompiuteriy architektiiros kursuose jprasta Peirc’o funkcija Zyméti NOR, o Sheffer’io NAND.
Jos sudaro pilngsias aibes. Ekvivalenciy formuliy poros:

p=p7Tp, pVag=pTq 1T (1q),

p=plp,.  phe=@lalP|9).
Matematin¢je logikoje dazniausiai nagrinéjamos formulés, kuriose yra tik loginés operacijos
-, A\, V, —, nors pakakty ir maZesnio skai¢iaus (tiesiog, turint daugiau loginiy operacijy papra-
sCiau, patogiau formalizuoti uzduotis). Mes kai kada prijungsime dar ir <.

Formulés gali buti tapaciai teisingos, tapaciai klaidingos ar ijvykdomos.

Apibrézimas. Formulé F vadinama tapaciai teisinga, jei ji teisinga su bet kuria interpreta-
cija.

Irodyta, kad formulé F tapaciai teisinga tada ir tiktai tada, kai iSvedama sekvencija - F'.
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Matemating¢je logikoje taip pat naudojamos savokos tautologija, logikos désnis. Tai savo-
kos tapaciai teisinga formulé sinonimai. Dauguma matematinés logikos uzdaviniy susiveda j
kurios nors formulés tapataus teisingumo nustatyma, t.y. jai atitinkancios sekvencijos iSvedima.

Formulés F tapaciam teisingumui nustatyti jau Zinome du biidus: a) naudojant teisingumo
lentele (paskutiniame stulpelyje turéty biiti tik reikSmés 7), b) nustatyti ar - F' iSvedama sek-
venciniame skaiCiavime. Jei isvedama sekvenciniame skaiciavime, tai F tapaciai teisinga, jei
ne, tai F néra tapaciai teisinga.

Irodysime, kad F' = (p — —q) <> (¢ — —p) yra tapaciai teisinga sudarydami jos teisingu-
mo lentele:

p q|p|q|p—>q|q—>p|F
t t] k| k k k t
t k| k|t t t t
E ot| t |k t t t
E k|t |t t t t

Apibézimas. Formulé vadinama tapaciai klaidinga, jei ji klaidinga su bet kuria interpreta-
cija.

p A —p yra tapaciai klaidingos formulés pavyzdys. Kai kuriose matematinés logikos taiky-
muose naudojama loginé konstanta k (melas). k yra priestaringo tvirtinimo (tapaciai klaidin-
gos formulés) simbolis. Mokslingje literatiiroje i konstanta Zymima simboliu L arba ZodZiu
FALSE. Naudojant Sia logine konstanta formulése galima eliminuoti neigimo operacija, nes
—p = p — L. Daznai literatiiroje sekvencijos su tusciu sukcedentu I' - raSomos taip I' -_L.

Tapaciai klaidingy formuliy savybés:

F tapaciai klaidinga tada ir tiktai tada, kai =/ tapaciai teisinga formule,

Tarkime, turime formules GG, F' — . Jei F tapaciai klaidinga formulé, o G - kuri nors
formule, tai F' — G yra tapaciai teisinga formule,

F tapaciai klaidinga tada ir tiktai tada, kai iSvedama sekvencija - — F’,

F tapaciai klaidinga tada ir tiktai tada, kai iSvedama sekvencija F’ .

Apibrézimas. Formulé vadinama ivykdoma, jei atsiras tokia interpretacija, su kuria ji tei-
singa.

Tapaciai teisinga formulé yra teisinga su bet kuria interpretacija, todél ji jvykdoma. Turbut
savaime aiSku, kad ne visos jvykdomos formulés yra tapaciai teisingos (pavyzdZziui, p — q).

Apibrézimas. Sakome, kad formulé F yra formuliy aibés A = {F}, ..., F,} loginé isvada,
jei su bet kuria interpretacija, su kuria visos aibés A formulés teisingos, teisinga yra ir F.
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Vadinasi, F yra formuliy aibés {F71, ..., F,,} loginé i§vada tada ir tiktai tada, kai
(FyN...NF,) = F
yra tapaciai teisinga formulé.

Savo ruoZtu (Fy, ..., F,) — F yra tapaciai teisinga tada ir tiktai tada, kai isvedama sek-
vencija
... F,FF.

1.3 Semantiniu lenteliy metodas

Turbiit pastebéjote, kad vykdant sekvencijos iSvedimo paiesSka tenka perrasinéti (kartoti) daug
formuliy. PavyzdZiui, taikant taisykle (- V)

I'AFG
TFAFVG

teks perraSyti ir visas formules esancias sarasuose I', A. Kaip to iSvengti? Aisku, galima pasi-
naudoti silpninimo taisykle ir iSbraukti formules, kuriy nereikés ateityje. Visy pirma, yra sunku
nustatyti, kuriy nereikés. Ir vis tiek neapsieisime be dalies formuliy perrasinéjimo. 1972 metais
amerikieCiy logikas M.Fittingas aprasé sekvencinio skaiiavimo variantg be formuliy kartojimo
ir pavadino ji semantiniy lenteliy metodu. Aprasysime Siuolaikinj, 1994 metais pasirodZiusj
spaudoje, F.Massacci patobulinta lenteliy metodq.

Vietoje sekvencijos F}, ..., F, - Gy,...,G,, nagrinégjama I, ... F, =Gy, ...,~G,, F.
Taisykles juk galima perraSyti taip, kad formuliy, iSvedimo paieSkos metu, nebiity sukcedente.
T.y. iSvedime aptinkamos tik sekvencijos pavidalo I' I-. Bet tuomet simbolis I i§ viso nereika-
lingas.

Kaip perrasSomos sekvencinio skaiCiavimo taisyklés, kai sukcedentas tuscias? PaaiSkinsi-
me pavyzdziu. Tarkime, sekvencijai I', =(F" — G) I norime taikyti taisykle, kuria panaikin-
tuméme implikacijos jeit], iSlaikant sukcedenta tuscia.

Galima isivaizduoti tokia veiksmu seka:
1. Perkeliame ' — ( j sukcedenta: ' - F' — G.
2. Taikome sekvencinio skai¢iavimo taisykle (F—) : ', F = G.
3. Perkeliame G j antecedenta: I', F', -G |-.

Dabar galima parasyti ir taisykle su tusciu sukcedentu:

I F, -G F
I'=(F—G)F

ISvedimas lenteliy metodu vykdomas is virsaus i apaciq. Kadangi sukcedentas tuscias, tai ne-
raSomas iSvedimo simbolis F.

Semantinio lenteliu metodo taisyklés
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Konjunkcijos taisykles:

FAG — —~(FVG) ~(F = Q)
F -F F
G -G -G

Disjunkcijos taisyklés:

FvaG —(FAG) F—G
F |G -F | =G -F | G

Dvigubo neigimo taisykle:
_|_|F
F
ISvedimo paieska pradedama uzduoties paraSymu formuliy seka I'. Jei uzduotis paraSyta
sekvencija Fi, ..., F, - G, ..., G, tai pradiné formuliyseka ' = Fy, ..., F,, -Gy, ..., G,
Parasomos visos sekos I' formulés (bet kuria tvarka) i§ virSaus j apacia. Taisyklés gali buti tai-
komos bet kuriai auk$¢iau esanciai formulei. ISvedimo paieska iliustruojam tokiu bréZiniu:

r
Fy

L, | Ls

Brézinyje, formulés pazymétos raidémis L, ..., Ls, yra iSvedimo paieSkos medZio galinés
virsiings. Saka vadiname formuliy seka prasidedancia pirmaja formule ir besibaigian¢ia kuria
nors galine virSiine. Pavyzdziui, seka formuliy Fi,...,~G,,, Hy, Hs, L, yra Saka. BréZinyje
yra penkios Sakos. Jei Sakoje yra dvi formulés, viena i$ jy yra kitos neigimas (t.y. Sakoje yra
dvi formulés pavidalo A, —A), tai Saka vadinama uzdarqgja. Jei iSvedimo paieSkos medyje visos
Sakos uZdaros, tai medis yra formuliy uzduoties I' isvedimas lenteliy metodu.

Gal bus lengviau suprasti lenteliy metodo taisykles, jei priminsime kai kurias ekvivalencias

formules (jy iSvedimui panaudojome ekvivalencias formules iS saraSo 1 - 6):

~(pVq)=-pA—q
“(p—=q)=-(-pVg =pA—q
“(pAg)=-pV g

Isvedimy pavyzdZiai:
1. Trodysime implikacijos tranzityvuma: - (p — ¢) — ((¢ = 1) — (p — 1)).

Sprendimas:
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~(p—=a) = (g—=r)—=>(p—r))
Neigimas dviejy formuliy p — ¢, (¢ — r) — (p — r) implikacijos.
p—q
~((g—=7) = (p—r))
Dar kartg ta pati taisykle.

q—r
—(p— )
Ir dar karta ta pati taisykleé.
p
—r
Taikome formulei ¢ — r taisyklg. Gauname dvi Sakas.
—|q ’ T
Taikome formulei p — ¢ taisykle &5
Gauname dvi Sakas.
—p | q
S S

2. Jei vaZiuosiu savaitgali pas tévus (v), tai neislaikysiu algebros egzamino. Jei neismokés
Siomis dienomis stipendijos, tai vaZiuosiu pas tévus. Algebros egzaming islaikiau (a). Vadinasi,
ismokéjo stipendijq laiku (s).

Formalizavimas: v — —a, ~s — v,a F s.

Patikrinsim ar i§vada teisinga semantiniy lenteliy metodu. Jei sekvencija iSvedama, tai iSva-
da teisinga. Jei ne, tai i§vada klaidinga.

Galima buisimg uZdavinio rezultata paaiSkinti ir taip: jei sekvencija iSvedama, tai formulé
((v — —a) A (ms — v) Aa) — s yra tapaciai teisinga. Jei ne, tai formulé néra tapaciai teisinga
(ji yra arba jvykdoma, arba tapaciai klaidinga). Taigi, ar iSvada teisinga, galima patikrinti ir
naudojant teisingumo lentelg.

v — Da, S — v, a, S

v — —a
s = v
a
s
-V | -a
S | v S
D S

Atsakymas: isvada teisinga.

3. Jei 25 nesidalija is 3, tai ir 15 nesidalija is 3. 15 dalijasi is 3. Vadinasi, 25 dalijasi is 3.
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Zymime:
p - 15 dalijasi iS 3,
q - 25 dalijasi i§ 3.

UZduotis uZraSoma sekvencija ¢ — —p,p F q.

Sprendimas semantiniy lenteliy metodu:

-q — 7P, p,q
p
-q
> ¥

Atsakymas: isvada teisinga.
ISvada teisinga, o tvirtinimas 25 dalijasi i§ 3 klaidingas. Nieko nuostabaus. Isvada teisinga

reiSkia, kad samprotauta teisingai. Vadinasi, ne visos prielaidos buvo teisingos.

4. Geometrijos uzduotis. Duota tiesé kertanti plokstumaq. Jei ji statmena dvejoms tieséms
a, b plokstumoje (p) ir tos tiesés néra lygiagrecios (—q), tai ji statmena ir bet kuriai tiesei toje
plokstumoje (r). Vadinasi, jei tiesé statmena dvejoms tieséems plokstumoje (p) ir nestatmena
kuriai nors tiesei plokstumoje (—r), tai tiesés a, b lygiagrecios (q).

UZduotis uzraSoma sekvencija (p A =q) — 7+ (p A —r) — q.

Sprendimas semantiniy lenteliy metodu:

(pA=gq) =7, =~((pA-r)—q)

(pA=q) =T
~((pA—r) = q)
pA-T
-q
p
—r
(p A —q) | r
&5 &5

5. Jei trikampis yra daugiakampis (d), tai jis maZiausiai kraStiniy turintis daugiakampis
(m). Jei trikampis yra maZiausiai krastiniy turintis daugiakampis, tai atkarpa néra daugiakam-
pis (—a). Vadinasi, trikampis yra daugiakampis.
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UZduotis uzrasoma sekvencija d — m, m — —a F d.

Sprendimas:

d— m,m — —a,d

d—m
m— —a
—d
—m | —a
—d | m —d | m
? ® ? ?

Atsakymas: isvada klaidinga.

Apraséme antrajj skai¢iavima. Véliau bus apraSytas rezoliuciju metodas bei natiiralioji de-
dukcija. Sie keturi skai€iavimai yra pagrindiniai (daZniausiai naudojami) kaip teoriniuose dar-
buose, taip ir logikos taikymuose.

Kuo semantiniy lenteliy metodas geresnis uZ kitus? Ziarint koks yra kriterijus gerumui

nustatyti.

Vieta

Studentams lengviausia iSmokti

Tinkamiausias suprogramavimui

1

2
3
4

Sekvencinis skaic¢iavimas
Semantiniy lenteliy metodas
Rezoliucijy metodas
Natiiralioji dedukcija

Rezoliucijy metodas
Semantiniy lenteliy metodas
Natiiralioji dedukcija
Sekvencinis skai¢iavimas

1.4 Pratimai

1. Sudarykite teisingumo lentele ir nustatykite formulés tipa: fapaciai teisinga, tapaciai klai-
dinga ar jvykdoma:

) (p = q) N(=(=pVr) = (g A ),

b) (pAq) = —r)Vv(lg—=7r)V(=p—q)),
) ((p—=q) = (@—=p)A(CpAg).

2. I8reikskite disjunkcija ir neiginiu Sias formules:

a)pA(q—p),

b) (p— q) — (¢ Vp),
p— (g — (pAq)),

d) (—=p = —~q) =

(g — p).

3. ISreikskite Peirc’o funkcija logines operacijas —, A.

4. I8reikskite Schefferio funkcija vV, —.
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5. Naudodamiesi sekvenciniu skai¢iavimu nustatykite ar formulés tapaciai teisingos:
a(p—=(g—=r)—=(p—=9—=0@—=271),
b) (=p = —q) = ((-p = @) = p).

6. Naudodamiesi sekvenciniu skaiciavimu, nustatykite ar formulé tapaciai klaidinga: ((pA¢q) —
r)— ((pA-r)—r)

7. Naudodamiesi sekvenciniu skaiciavimu, nustatykite ar samprotavimuose daroma teisinga
iSvada:

a) Jei vaziuosiu troleibusu ir troleibusas pavéluos, tai aS pavéluosiu j paskaitas. Jei paveluosiu
1 paskaitas, tai neiSspresiu uzduoties. Jei neiSspresiu uZzduoties, tai neiSlaikysiu testo. Vadinasi,
jei nevaZziuosiu troleibusu, tai nepaveéluosiu j paskaita ir iSlaikysiu testa.

b) A ir B nutare pirkti sklypus. Jei sklypa pirks A, tai reiSkia, kad jis pigus. Jei jis brangus, tai
perka B. B nepirko sklypo. Vadinasi, pirks A.

8. Naudodamiesi semantiniy lenteliy metodu, nustatykite ar formulé tapaciai teisinga:
(pV(gAT)) = [PV A(pVT)).

9. Naudodamiesi semantiniy lenteliy metodu, nustatykite ar formule

~((epA=g) V(pVq))
tapaciai klaidinga.

10. Naudodamiesi semantiniy lenteliy metodu, nustatykite ar samprotavimuose daroma teisinga
iSvada:

a) | vakarelj Zadéjo ateiti Arvydas arba Aurimas (bent vienas i$ jy). GreiCiausiai bus Arvydas,
o Elena ne. O, jei bus Elena, tai butinai ir Tomas. Vadinasi, vakarélyje bus Arvydas ir Tomas.
b) Netiesa, kad Tomas buvo Ispanijoje ar Portugalijoje. Jei jis biity iSvaZiaves, kaip kad jam
buvo sitiloma, j Pranciizija, tai darbo klausimais biity nuvaziaves ir j Ispanija. Vadinasi, Tomas
nevaziavo j Prancizija.

¢) Jei Aurimas laiku buty praneSes apie gauta telegrama, tai Elena su Tomu bity laiku iSskridg.
Zinoma, kad bent vienas i3 ju pavélavo j lektuva. Vadinasi Aurimas laiku nepranesé.



2 SKkyrius
PIRMOS EILES LOGIKA

2.1 Formalizavimas

Tarkime D kuri nors netusia aibeé.

n-vieciu (n = 1, 2,3, ...) predikatu aibéje D vadiname vienareiksme n argumenty funkcijaq,
kurios apibréZimo sritis yra aibé D, o reikSmiy aibé - t, k.

Predikatus Zymime didZiosiomis lotyniSkomis raidémis (kartais su indeksais). Juos vadinsi-
me atominémis formulémis. Skliaustuose daZniausiai nurodome ir viety (argumenty) skaiciy:

P(a, b, ¢), Q(ay,as, ..., a,), R(a), ...

Aibés D elementus vadinsime individinémis konstantomis. Prisiminkime, kad logikoje yra
dar ir loginés konstantos 7, k.

Pavyzdziai:

1. D yra visy tiesiy ploksStumoje aibé. Predikaty pavyzdZiai:
P(a) yra teisingas tada ir tiktai tada, kai tiesé a eina per koordinaciy pradziq.
Q(a, b) teisingas tada ir tiktai tada, kai tiesés a, b lygiagrecios.
R(a, b) teisingas tada ir tiktai tada, kai tiesés a, b statmenos

Cia P(a) vienvietis predikatas, Q(a, b), R(a, b) dvivieciai predikatai. Kintamuosius a, b va-
gauname teiginj, kuris gali biti teisingas arba klaidingas (priklauso nuo pasirinkty elementy).
Priminsime, kad logikoje yra dar ir loginiai kintamieji.

Laisvuosius individinius kintamuosius Zymésime raidémis a, b, ¢, d, e, ay,as,as, . . .

2. Individiniy konstanty aibé yra natiraliyjy skaic¢iy aibé N = {0,1,2,...}. Predikaty pa-
vyzdZiai:

P(a) teisingas tada ir tiktai tada, kai a yra lyginis.

Q(a) teisingas tada ir tiktai tada, kai a pirminis skaicius.
R(a, b) teisingas tada ir tiktai tada, kai a dalijasi is b.
V(a, b) teisingas tada ir tiktai tada, kai a < .
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S(a, b, c) teisingas tada ir tiktai tada, kai a + b = c.
3. D - grafo virSuniy aibé.

L(a, D) teisingas tada ir tiktai tada, kai yra lankas is virsinés a j b.
4. D - informatikos specialybés studenty grupé.

P(a) teisingas tada ir tiktai tada, kai a yra mergina.

Q(a) teisingas tada ir tiktai tada, kai studentas a islaiké algoritmy teorijos egzaming.

R(a, b) teisingas tada ir tiktai tada, kai a ir b per loginio programavimo pratybas sédi viename
suole.

IS pavyzdziy turbiit supratote, kad savokos predikatas (kai viety skaiius > 2) ir sqrysis
matematikoje naudojami kaip sinonimai.

Kodé¢l sakome vienvietis, dvivietis predikatas, o ne vieno, dvieju argumenty predikatas. Tai
yra todel, kad predikatais pradéta vadinti teiginius, kuriy kai kuriose vietose buvo kintamieji.
PavyzdZiui, x ir y yra kaimynai. Siame teiginyje yra du kintamieji. Taigi, jis dvivietis predika-
tas. Tik pakeite kintamuosius Zmoniy pavardémis gauname feiginj, kurio atZvilgiu galime kelti
klausima, teisingas teiginys ar klaidingas. Taip ir iSliko iki Siolei savokos vienvietis, dvivietis,
n-vietis predikatas.

Matematikoje naudojami teiginiai apraSomi ir predikaty logikos formulémis. Jy apraSymui
naudosime predikatus, logines operacijas ir du kvantorius (lot. guantum - kiek). Tai bendrumo
kvantorius (Zymime V) bei egzistavimo kvantorius (Zymime J). IS kur kilo tokie Zyméjimai?
19 amziaus pabaigoje bei 20 amZiaus pirmoje puséje matematinéje logikoje dominavo vokiSkai
kalbantys mokslininkai. Zenklas 3 yra vokie&iy kalbos Existieren apversta pirmoji raidé, o ¥V
- 7zodZio Alle apversta pirmoji raidé. Kadangi panasSiai raSomi ZodZiai egzistuoja, kiekvienas
(visi) ir angly kalba (Exist, All), tai tokie Zyméjimai tiko visiems. Kvantorius naudojame tik

kvatoriniais kompleksais. UZraSg Vx skaitome "kiekvienam x", "kiekvienam x teisinga", "kad
g

"non "non

ir koks bty x", o Jz - "egzistuoja x", "egzistuoja x, su kuriuo teisinga", "yra toks x".

Prisiminkime antrg pavyzdj. Jame individiniy konstanty aibé D yra naturaliyjy skaiciy aibé
N = {0,1,2,...}. Naudodamiesi $io pavyzdzio predikatus, paraSysime formules su kvanto-
riais.

P(a) teisingas tada ir tiktai tada, kai a yra lyginis. Formule Vx P(x) tvirtinama, kad visi
natiralieji skaiciai yra lyginiai. Ji klaidinga.

Kaip pastebéjote, priraséme ne tik kvantorinj kompleksa Vx, bet ir predikate laisvaji kintamajj
a pakeitéme kintamuoju x.

Jei kintamasis aptinkamas formuléje kvantoriniame komplekse, tai jis vadinamas suvarzy-
tuoju kintamuoju. Miisy pavyzdyje x yra suvarzytas kintamasis.
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SuvarZytuosius kintamuosius Zymeésime x, y, 2, U, v, W, Ty, Ta, T3, - - .

Individinius kintamuosius skirstome j laisvuosius ir suvarzytuosius. Formulése juos Zymi-
me skirtingomis raidémis.

Formule 3z P(z) tvirtinama, kad egzistuoja natiralieji lyginiai skaiciai arba tarp natiira-
liyjy skaiciy yra lyginiai. Ji teisinga.

Nesunku matyti, kad, jei kurj nors suvarZytaji kintamajj pakeisime kuriuo nors kitu (nauju)
nejeinanciu j formule, tai formulés reik§mé nepasikeis. Pavyzdziui, formuliy Va P(z), Vy P(y), VzP(z)
prasmeés bei jy reikSmés (jos visos klaidingos) nekinta.

V(a, b) teisingas tada ir tiktai tada, kai a < .

Formule VaVyV (x,y), t.y. formule VaVy(x < y) tvirtinama, kad su bet kuriais natiira-
liaisiais skaiciais x, y teisinga nelygybé x < y. Tai netiesa. PavyzdZiui, tvirtinimas 5 < 3 yra
klaidingas.

Formule Jz3y(z < y) tvirtinama, kad egzistuoja natiralieji skaiciai x, y, su kuriais nely-
gybe teisinga. Tai tiesa.

Jei pervardinsime individinius kintamuosius kitais, kuriy néra formuléje, gauname ta patj
tvirtinima. Pavyzdziui, formulg 3x3y(z < y) galima pakeisti Judv(u < v).

Jei sukeisime vietomis du egzistavimo kvantorius vietomis, tai taip pat turésime ta patj tvir-
tinima Juv(u < v) = Fv3u(u < v) (egzistuoja natiralieji skaiciai u, v, su kuriais nelygybé
u < v teisinga). Sukeisti kvantorinius kompleksus galima ne tik Siuo konkreciu atveju. Tai
galioja bet kurioms formuléms.

Turime poras ekvivalenciy formuliy:

VaVyF = VyVaF,
dxdyF = dydzF.

Tai nesunku atsiminti. O kaip, jei kvantoriniai kompleksai prasideda skirtingais kvantoriais?
Tuomet, deja, sukeisti negalima. Pavyzdziui, formulés VazIy(z < y) ir JyVe(x < y) turi
skirtinga prasme¢. Pirmaja tvirtinama, kad kiekvienam natiraliajam skaiciui x galima rasti ne
maZesnj y. Tai teisingas teiginys. O antraja tvirtinama egzistuoja toks natiaralusis skaicius, kad
visi natiralieji yra uZ ji maZesni arba lygis. T.y., tvirtinama, kad nataraliyjy skaiciy aibéje
egzistuoja didZiausias. Toks tvirtinimas klaidingas.

Reiks prisiminti, kad
VedyF # JyVaF.
Nustebsite, bet predikaty logikoje yra nedaug ekvivalen¢iy formuliy, kurias vertéty Zinoti min-

tinai. Be to, jas lengva jsiminti. Jus ir patys galétumét jas jrodyti. Pateiksime dar porg tokiy.

Prisiminkime ketvirta pavyzdj: D - informatikos specialybés studenty grupé. Predikatas
Q(a) teisingas tada ir tiktai tada, kai studentas x islaiké algoritmy teorijos egzaming.
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Teiginys ne visi islaiké algoritmy teorijos egzaming uzrasomas formule —VxQ(z). Bet, jei
ne visi studentai islaiké egzaming, tai ta patj teiginj galima pasakyti ir taip: yra grupéje bent
vienas studentas neislaikes egzamino. O §is teiginys uzraSomas formule 3z—Q)(x).

Teiginj netiesa, kad grupéje yra bent vienas studentas islaikes egzaming (formulé =3zQ(x))
galima nusakyti ir kitais Zodziais: visa grupé neislaiké egzamino (formulé Vr—Q(x))

Gavome dar dvi poras ekvivalenciy formuliy. Kad neuzmirStumét, parasysiu jas lenteléje
(atkreipkit démesj, kad pirmoji pora yra neekvivalenciy formuliy, nesuklyskite).

VadyF £ 3yvaF
—VrQ(z) = Jx—-Q(x)
~3Q(x) = VaQ(x)

ParaSysim kai kurias grafy savybes naudodami trecio pavyzdZzio predikata.

D =V - grafo virSuniy aibé. Predikatas L(a, b) teisingas tada ir tiktai tada, kai grafe yra
lankas is virsiinés a i b.

a) Teiginys grafas refleksyvus uzraSomas formule Vz L(x, x).
b) Teiginys grafas irefleksyvus uzraSomas formule Vz—L(z, x).

c) Teiginys totalusis grafas (grafas vadinamas totaliuoju, jei i§ kiekvienos vir§iinés iSeina
bent vienas lankas) uZraSomas formule Vz3yL(z, y).

d) Teiginys grafas simetrinis (jei yra lankas 1§ x | y, tai grafe yra ir lankas 1§ virSiinés y |
vir§tng x) uzraomas formule VaVy(L(x,y) — L(y, x)).

e) Teiginys grafas tranzityvus (jei grafe yra lankas 1§ virSunés x j y ir iS y j virSung z, tai grafe
bus ir lankas i§ vir§unés x j z) VaVyVz((L(z,y) A L(y, z)) = L(z, 2)).

f) Teiginys grafas euklidinis (jei bet kokiems v, y, z € V, i§ to, kad yra lankas i§ x j y ir yra
lankas i$ x j z, iSplaukia, kad grafe bus ir lankas i$ y j z) uzZraSomas formule VaVyVz((L(z,y) A
Lz, 2)) = L(y, 2)).

Suformuluosime keleta grafy savybiy. Ne visos yra akivaizdZios. Kitame skyrelyje, kai
aprasSysime predikaty logikos skaiciavimus, mes jrodysime pirmuosius du teiginius. Siame sky-
relyje supazindiname tik su teiginiy apraSymu predikaty logikos formulémis.

ApraSome sekvencijomis samprotavimus:
1. Jei grafas simetrinis ir tranzityvus, tai jis euklidinis.
VaVy(L(z,y) — L(y,x)),VaVyVz((L(z,y) A L(y,z)) — L(z,2)) F YaVyVz((L(z,y) A

Lz, z)) = Ly, 2))

2. Grafas simetrinis, tranzityvus ir totalusis tada ir tiktai tada, kai jis refleksyvus ir euklidinis.
= [VaVy(L(z,y) — Ly, x)) AVaVyVz((L(z,y) A L(y, 2)) = L(z,2))] AVzIyL(z, y)] <
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VaL(z,xz) ANVaVyVz((L(xz,y) A L(z, 2)) — L(y, 2)).

Kaip pastebéjote, naudojame ir skliaustus [, ]. Taip lengviau matoma formulés struktura.
Dazniausiai apsieisime be skliausty [,].

Teiginiai pavidalo (S, P yra vienvieciai predikatai)

Visi S yra P,
Kai kurie S yra P,
Neé vienas S néra P,
Kai kurie S néra P

formalizuojami tokiomis predikaty logikos formulémis (placiau apie tokio tipo teiginius skaityk
132 - 135 psl. knygoje [1]):

Vx(S(z) — P(x)),
Jz(S(z) A P(x)),
Va(S(x) — = P(x)),
Jz(S(x) A =P(x)).

Pavyzdziui, teiginiai: a) visi informatikos studentai (S) islaiké algebros (A) egzaming, b) kai
kurie informatikos studentai (S) neislaiké diskrecCiosios matematikos (DM) egzamino uzZrasomi
formulémis:

a) Va(S(z) — A(z)),
b) Jx(S(x) A ~DM(z)).

Predikaty logika yra tinkama kalba matematikos teiginiy apraSymui. Turime nurodyti individiniy
konstanty aibg ir joje apibréZtus predikatus.

Individiniy konstanty aibé: R (realiyjy skaiciy aibe).
Predikatai:
1. Z(a) yra teisingas tada ir tiktai tada, kai a yra sveikasis skaicius.

2. Lygybés predikatas a = b.
3. Predikatai a < b, a > b.

Naudodami Siuos predikatus apraSysime teiginius (jie nebutinai teisingi).
a) Sveikyjy skaiciy aibéje egzistuoja maZiausias skaicius:
Jz(Z(x) AVY(Z(y) = = <y)).
b) Koks bebiity sveikasis skaicius, atsiras didesnis bei maZesnis uZ ji sveikieji skaiciai:
Va(Z(z) — [Fy(Z(y) ANy > ) AT2(Z(2) A z < 2))]).
c) Atsiras vienintelis realusis skaicius, su kuriuo formulé F(x) yra teisinga:

dxF(x) AVaVy((F(x) AN Fy)) = =1y)
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arba
vy (F(y) = = =y).

d) Egzistuoja ne daugiau kaip n individiniy konstanty (konstantomis Siame pavyzdyje yra rea-
lieji skaiciai), su kuriomis teisinga formulé F(x):

dr3xy ...z, (VyF(y) = (xr1 =yVaoa=y V...V, =1y)).

Pastaba. Dar trys Sio pavyzdzio uzduotys yra pratimy skyrelyje (1a, 1b, 1c¢).

2.2 ISvedimo paieska

Siame skyrelyje susipaZinsim su sekvenciniu skaiciavimu bei semantiniy lenteliy metodu predikaty
logikai. Taip pat su savokomis ivykdoma, tapaciai teisinga, tapaciai klaidinga formuleé.

Praeitame skyrelyje iSmokom apraSyti teiginius predikaty logikos formulémis, kai duota
individiniy konstanty aibé ir joje apibréZti predikatai. Tokios formulés vadinamos pirmos eilés
logikos formulémis. O dabar pabandykim spresti prieSinga uzdavin;.

Turim formule Vz3y(P(z,y) A —~P(x,x)) (2.1)

Kokia jos prasmé? Ka norima ja pasakyti? Atsakymo paieska susiveda j tokios aibés ir joje
apibrézto dvivie€io predikato paieSka, kad duota formulé bity teisinga. IeSkosime formulés
sprendinio. Jame yra du neZinomieji: individiniy konstanty aibé ir dvivietis predikatas. For-
mulé turi ne vieng sprendinj. Pateiksime du:

1. Individiniy konstanty aibé N = {0,1,2,...}, P(z,y) =z < .
Vedy(x <y A—(x < x)) =t.

2. Individiniy konstanty aibé D yra visy tiesiy plok§tumoje aibé. P(x,y) = t tada ir tiktai tada,
kai tiesé x statmena tiesei y (predikatas z L v).

Vedy(x Ly A—(x L)) =t

Sprendinys (pora: netuscCia aibé ir predikatas) logikoje vadinamas formulés modeliu. O bet kuri
pora (netuscia aibé ir joje apibréZtas predikatas) - struktura.

Formulé vadinama ivykdoma, jei yra struktiira, kurioje ji teisinga. T.y., jei ji turi modelj.
Formule vadinama tapaciai teisinga (tautologija), jei ji teisinga bet kurioje struktiiroje.

Formulé vadinama tapaciai klaidinga, jei ji neturi modelio. T.y., jei ji klaidinga bet kurioje
struktitroje.

Formulése gali buti ir laisvieji kintamieji. Tarkime, turime formulg F'(ay,...,a,) su lais-
vaisiais kintamaisiais ag, . . . , a,. Kintamiesiems priskiriamos strukttros kurios nors individinés
konstantos. Formulés teisingumo nustatymas priklauso nuo uzduoties:



43

a) formulé F(ay,...,a,) ivvkdoma, jei galima rasti tokias individines struktiros konstan-
tas, kad ji buty teisinga, t.y. F'(aq,...,a,) ekvivalenti formulei 3z ... Iz, F(xq, ..., z,).

b) formulé F(ay, ..., a,) tapaciai teisinga, jei teisinga su bet kuriomis individinémis strukttiros
konstantomis, t.y.F'(ay, . . ., a,) ekvivalenti formulei Vx; ... Vo, F(zq, ..., x,).

Pavyzdziui, turime formule V(P (a) V =P(z)) ir struktira, kurioje individiniy konstanty
aibe yra natiiraliyjy skaiciy aibé, o predikatas P teisingas, jei argumento reikSmé yra lyginis
skaicius. Formulé jvykdoma, nes, jei kintamajam a priskirsime kurj nors lyginj skaiciy (pa-
vyzdziui, a = 4), tai Vo (P(4) V = P(z)) = t. Nustatant jvykdomuma, ji ekvivalenti formulei
JyVz(P(y) V- P(z)) be laisvyju kintamyjy. Formule su vienu laisvuoju kintamuoju nusakome
aibe. Jos elementais yra tos individinés konstantos, su kuriomis formulé teisinga.

Formule be laisvyju kintamyjy vadiname uZdara.

Uzdara formule gauname teiginj, kuris teisingas arba klaidingas. Formule P(a) nusakome
lyginiy skai¢iy aibe (individiniy konstanty poaibj). O formule Jx P(x) paraséme teiginj, kuris
gali biti teisingas (taip yra Siuo atveju) arba klaidingas.

Matematiniai reiskiniai skirstomi j teisingus su visais elementais i§ apibréZimo srities, klai-
dingus su visais elementais, bei teisingus (jvykdomus) su kai kuriais elementais. Tvirtinimas
(x+vy)? = 2%+ 22y +y? yra teisingas su visais realiaisiais skai¢iais. 2> + 5z — 6 = 0 teisingas
su kai kuriais skaiciais. Tvirtinimas x +y = 0 A 2x+ 2y — 3 = 0 klaidingas su visais realiaisiais
skaiCiais.

Norint jrodyti, kad formulé jvykdoma, pakanka rasti bent vieng struktura, kurioje ji teisinga.
(2.1) formule jvykdoma. O kaip jrodyti, kad formulé tapaciai teisinga, t.y. jrodyti, kad ji teisin-
ga su bet kuriais formulés predikatais, apibréztais joje. Teisingumo lenteliy metodui, nagrinétam
teiginiy logikoje, analogo néra predikaty logikoje. Struktiiry yra be galo daug. XX amZziaus pir-
moje puséje buvo aprasyti keli formuliy tapaciai teisingumo nustatymo metodai. Tai buvo vieni
i$ Zymiausiy praeito amziaus matematiky pasiekimy. Mes supaZindinsime Siame skyrelyje su
dviem formulés tapaciai teisingumo nustatymo budais: sekvenciniu skaiciavimu predikaty lo-
gikai ir semantiniy lenteliy metodu predikaty logikai. Véliau bus apraSytas rezoliucijy metodas
bei natiralioji dedukcija.

Primename, kad sekvencija vadiname reiskini Ay, ..., A, & By, ..., By ¢ia Ai(i=1,...,n)
bei B;(i = 1,...,m) yra formulés. Sekvencijoje turi biiti bent viena formulé, todél n +m # 0.

Sekvencinis predikaty logikos skai¢iavimas gaunamas papildZius teiginiy logikos sekvencinj
skaiciavimq keturiomis kvantorinémis taisyklémis. Jy vardai: (- V), (F 3), (V ), (3 F).

Tarkime, norime jrodyti formulg pavidalo VzF'(z), kai duota, kad individiniy konstanty
aibé natiralieji skaiciai. Taigi, reikia jrodyti, kad F'(0), F'(1), F'(2), F'(3), ... yra teisingos for-
mulés. Betgi ju be galo daug. Kaip galima tuomet jas visas jrodyti? Kaip pagaunama begalybé,
kaip baigtiniu samprotavimu jrodoma be galo daug formuliy? Sakysite, tokiu atveju matema-
tikai naudoja matemating indukcijq. Taip, daugeliui uzdaviniy tai tinkamas metodas. Bet ne
visiems. Tinkamesné idéja rasta kitokio tipo matematikos teoremy jrodymuose. Pavyzdziui, Pi-
tagoro teoremos. Kokios bebiity x, y,z (stataus trikampio krastinés, z - iZambiné) galioja lygybé
2% = 22 +12. Yra daug skirtingy $ios teoremos jrodymy. Kai kuriuose yra tokie samprotavimai:
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tarkime a, b, ¢ kurios nors stataus trikampio krastinés (c - jZambiné), irodysime, kad c* =
2 2
a” + b

Pereinama nuo suvarzytujy kintamujy x, y, z VoVyvz(z? = 2 + y?) prie laisvyjy kintamyjy
c? = a® + b?. Irodomas Sablonas. Begalybé pagaunama Sablonu. Jei paimsime konkreCius
realivosius skaiCius - kurio nors trikampio kraStiniy ilgius, tai, pakeitg jrodyme kintamuosius
a, b, ¢ gausime Pitagoro teoremos jrodyma konkretaus stataus trikampio atveju. Sia jrodymuy
ideja peréme ir logikai. Pasirodo tai universalus metodas tinkamas visiems uZzdaviniams apraso-

miems pirmos eilés logikos formulémis.
Taisyklé (- V) tokia:

- F(5)
F Vo F(x)

Cia 3 kuris nors naujas, nejeinantis j apating sekvencija, laisvasis kintamasis.
Per¢jimas nuo kokie bebiity x, y, z prie kuriy nors a, b, ¢ néra tik ZodZiy Zaismas.

Todél Sioje knygoje Zymime laisvuosius ir suvarzytuosius kintamuosius skirtingomis raidémis,
kad jos skirtysi vizualiai (sunku rasti kita tokj vadovelj pasaulyje). Primenu:

Laisvuosius kintamuosius Zymime a, b, ¢, d, e, a1, as,as, . . .
SuvarZytuosius kintamuosius Zymime x,y, 2, u, v, W, L1, Ta, T3, - - -

Pastaba. Patogumo délei galite laisvuosius kintamuosius Zymeéti ir kitomis raidémis, bet
jos vis tiek turi skirtis nuo suvarZytyjy kintamyjy x,y, z,u, v, w, £y, To, T3, . . .

Pavyzdys.
Irodysime, kad formulé VaVy((F(z) — F(y)) — (—=F(y) — —F(x))) yra tapaliai teisinga.
@ S
Fla) = F(b), F(a) F(b), F(a) = F(b)
F(a) —» F(b),F(a) - F(b)

F(b), 7F(b),F(a) -
F(b), ~F(b) = —F(a)
(a) = F(b) = —F(b) — ~F(a)
F (Fla) = F(b)) = (2F(b) = ~F(a))
Evy((Fla) = F(y)) = (~F(y) = ~F(a)))
Fy)) = (=F(y) = =F(x)))

FVaVy((F(x) —
Jel individiniy konstanty aibé baigtiné, tai predikaty logikos formules galima transformuoti }
teiginiy logikos formules.

Pavyzdys.
Studentams A, B, C, D teko perlaikyti egzaming. Pazymékime I(a) - studentas a islaiké egza-
ming.
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Tuomet tvirtinimas visi studentai islaiké egzaming parasomas formule VaI(x). Ji yra ekvi-
valenti teiginiy logikos formulei.

Val(z) = I(A) A I(B) A I(C) A I(D)

Tvirtinimas kai kurie studentai islaiké egzaming paraSomas formule 3x7(x). Ji ekvivalenti
teiginiy logikos formulei.

dxl(z) =1(A) VvV I(B)VI(C)VI(D)

I$siaiSkinom, kad formulés pavidalo Va F'(x) jrodomos, jei rasime jrodyma Sablono F'(a). O jei-

gu visos formulés (tarkime, individiniy konstanty aibé yra naturalieji skaiciai) £'(0), F/(1), F'(2),. ..

nejrodomos, tai gautusi, kad visos formulés F'(0), F'(1), F'(2),. .. teisingos, o formulé Vz F'(x)
nejirodoma? Taip, tai tiesa.

Laikas apraSyti taisykle (- 3).

F F(y),3zF(x)
F 3z F(x)

Cia v kuris nors laisvasis kintamasis i$ apatinés sekvencijos. O, jei apatinéje sekvencijoje néra
laisvyjy kintamuju, tai v yra naujas laisvasis kintamasis.

Taikydami taisykle keiCiame kintamajj x. Jeigu ne ta pasirinkome, tai nieko tokio, formulé
Jz F(x) kartojama ir galésite x pakeisti kitu (gal dabar pasiseks parinkti tinkama).

Turime sekvencija - F'. Ji jrodoma tada ir tiktai tada, kai iSvedama —F" |-.

Sekvencija = —F jrodoma tada ir tiktai tada, kai iSvedama F' |-

T.y., perkeliant formulg i$ vienos (nuo iSvedimo simbolio) pusés j kita, priraSomas neigimas
(arba panaikinamas, jei ji prasidéjo neigimu, nes ——F = F'). Todél taisykle (V +) panasi
(F3),03Fi(FV). Juk -VzQ(x) = Fz—Q(x) ir ~3Q(z) = V2—-Q(x).

Pirmos eilés logikos predikaty skaiciavimas.

Aksiomos: F,\T'+ A, F

Loginiy operacijy taisykles:

T FAF FTFA
(=) “FTFA (F-) TFA,—F

FGTFA TFAF TFHAG
B FaeTra e S W Ne

vH) FTFA GTFA V) I'AFG
FVGTFA TFAFVG
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(h) r-AF G,TEFA (F—) FTHAG
F—-GTFA 'EAF =G
(k) 'FAFG F,G,TFA (F) FTHFAG GTEFAF

F+GTEA 'EAF <G

Kvantorinés taisyklés:

F(B), '+ A C'EA F(y),3xF(z)

3h) dxF(z), '+ A (-3 I'F A 3zF(x)
F(y),VaF(x), ' A C'FA F(p)
(VH) VeF(z),I'F A (V) I'FAVzF(z)

(E'EH_) F(/817527"'a6n)7F'_A

dr3xy .. o, Fxy, 29, ... x,), [ A

r - F(ﬁl?ﬁ?r"uﬁn)
['F Vo Ve, .. Yo, F(zy, xe, ..., 2y)

Raide C Zymime aibe laisvyjy kintamyjy, esanciy apatiné€je sekvencijoje.

(FV...V)

(), (FV),(3...3F),(FV...V)taisyklése 3, 51, B2, . .., Bn & C. 5, b1, Ba, - . ., B, yra nauji
laisvieji kintamieji.

Taisyklése (- 3) ir (V ) v € C. Jei C tusCia aibé, tai y naujas laisvasis kintamasis.

Leistinos sekvenciniam skaiciavimui taisykles.
Silpninimas:
I'EA I'EA

A F FTFA
Jel iSvedimo paieSkos metu gauname formules, kurios nebebus naudojamos tolimesnéje iSvedi-
mo paieskos eigoje, tai galima jas paSalinti.

Pjuvio taisykle:
A F FTFA

A
Visi formulés F laisvieji kintamieji turi biiti ir apatinéje sekvencijoje.

Pavyzdziai:

l.VzP(a,a,x) — Jy3zP(y,b, 2) F Ve P(x,z,b).
C = {a,b}.

2.VeQ(x,z) V ~3JyP(y) - JxIyQ(x,y) AVe—-P(x).
C =0.

Irodyta:



47

* sekvencija - F' jrodoma tada ir tiktai tada, kai F tapaciai teisinga,

* sekvencija F' I bei - —F iSvedamos tada ir tiktai tada, kai F tapaciai klaidinga,

* sekvencija Fi, ..., F, - Gy,...,G,, iSvedama tada ir tiktai tada, kai (F} A ... A F,,) —
(G1 V...V G,) tapadiai teisinga formule.

Taisyklés (- 3) baigtinumo savybé. Taikant $ig taisykle, v renkamés i§ laisvyju kintamyjy
apatinéje sekvencijoje (ju gali buti tik baigtinis skaicius).

Jei nagrinéjamos formulés tik su predikatiniais kintamaisiais, t.y. formulése néra nei konkreciy
predikaty, nei konkreciy individiniy konstanty, tai tokia logika vadinama grynaja.

Taisyklés (- 3) baigtinumo savybé galioja grynajai logikai bei daugeliui $ioje knygoje
nagrinéjamy formaliy teorijy, pavyzdziui, grynajai logikai su lygybés predikatu. Bet ne visoms.
Negalioja aibiy teorijai ZF bei antros eilés logikos formalioms teorijoms.

Pateikta pastaba galioja ir taisyklei (V ). Juk, jei reikia jrodyti - 3z P(x), tai tas pats, kas
jrodyti~3z P(z) t-. O tai ekvivalentu sekvencijos Vz—Q(x) F jrodymui.

Formuliy isvedimy pavyzdZiai (sekvencijy neatskirsime brukSniais; vietomis komentuosime
iSvedima).

1. Nors Va3dyF(z,y) # JyVaF(z,y), bet yVaF (z,y) — VaIyF(x,y) yra tapadiai teisinga
formulé.

Primename, i§vedimas is apacios i virsy.

D
F(b,a),VeF(z,a) F JyF(b,y), F(b,a)
C = {a, b}. Taikome (- 3).
F(b,a),VeF(z,a) b JyF(b,y)
C = {a, b}. Taikome (V ) (galé¢jom taikyti (- 3)).
VeF(z,a) F JyF(b,y)
VeF(x,a) - Ve3dyF (z,y)

Yra pasirinkimas. Galim taikyti arba (3 F), arba (- V). Abiem atvejais suvarZytuosius kin-
tamuosius turim keisti naujais laisvaisiais kintamaisiais. Kas yra nuostabu Siame skaiciavime,
kad nuo taisykliy pasirinkimo tvarkos priklauso tik iSvedimo sudétingumas (iSvedimo medzio
aukstis). Jei formulé tapaciai teisinga, tai rasim jos iSvedima nepriklausomai nuo taisykliy
pasirinkimo. Rekomendacija greitesniam isvedimui: jei yra galimybé, taikome kuria nors i§
(FF), (F V).

Ve F(x,y) - VeIyF(z,y)
F3yVeF(x,y) — YaIyF(z,y)

2. Jei grafas refleksyvus, tai jis totalusis. Vo L(x,z) b Vae3yL(x, y).
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@
VL(z,x), L(a,a) b L(a,a),3yL(a,y)
C ={a}
VeL(xz,x), L(a,a) - JyL(a,y)
C = {a}
VxL(x,x) F JyL(a,y)
VaeL(z,z) - Vx3yL(x,y)

3. Jei grafas simetrinis ir tranzityvus, tai jis euklidinis.
VaVy(L(z,y) — L(y,x)), VavyVz((L(z,y) A Ly, 2)) = L(z,2)) b VavyVz((L(z, y) A
Lz, 2)) = L(y, 2)).

Pazymeékime F} formulg VaVy(L(x,y) — L(y, x)),
FQ - Vy(L(a,y) - L(yv a))’

G1 - VaVyVz((L(z,y) A L(y, 2)) — L(z, 2)),

G - VyVz((L(b,y) A L(y,z)) — L(b, 2)),

Gs -Vz((L(b,a) A L(a, z)) — L(b, 2)).

Isvedimo medis (i$ apacCios | virsy):

[1] L(b, a), L(a, b), L(a, ¢) & L(b, c), L(b, a).
[2] L(b,a), L(a,b), L(a, c) = L(b,c), L(a, c).
Taikome (- A) taisyklg. Gauname dvi ([1], [2]) aksiomas.

a,
)
[2] L(b, a), L(a,b), L(a,c) = L(b,c),L(b,a) A L(a,c)
[1]1 L(b,a), L(b,¢), L(a,b), L(a,c) & L(b, ).
Taikome (—+) taisyklg. Gauname dvi [1], [2] sekvencijas. [1] sekvencija yra aksioma. Tesia-
me antros ([2]) sekvencijos iSvedima.

L(b,a), (L(b,a) A L(a,c) — L(b,c)), L(a,b), L(a,c) = L(b, c).

L(b,a),Vz((L(b,a) AL(a,z)) — L(b,2)), Ga, L(a,b), L(a,c) - L(b, c).

L(b,a), ¥yVz((L(b,y) A L(y,2)) = L(b,2)). G1, L(a.b). L(a. ) - L(b.c).

[1] L(b, a), ¥xVyV¥z((L(x,y) A L(y,2)) = L(x,2)), L{a,b), L{a,c)  L(b,0).
[21VaVyV=((L(z,y) A L(y, 2)) = L(z, 2)), L(a, ), L(a.c) - L(b,c), L{a,b).

Taikome (—t) ir silpninimo taisykles. Gauname dvi [1], [2] sekvencijas. [2] sekvencija yra
aksioma. Tgsiame pirmos ([1]) sekvencijos iSvedima.

L(a,b) — L(b,a),Fa, VaVyVz((L(x,y) A L(y, 2)) = L(z, 2)), L(a,b), L(a,c) = L(b, ¢).
Taikome (V &) ir silpninimo taisykles.

Vy(L(a,y) — Lly. a)), Fx, VaVy¥=((L(z, y)AL(y, 2)) = L(z, )), L(a,b), L{a,c) - L(b,0).
C ={a,b,c}.

h

VxVy(L(x,y) — L(y, x)), VaVy¥Vz((L(x,y) A L(y, 2)) — L(z, 2)), L(a,b), L(a,c) - L(b,c).
VaVy(L(z,y) — L(y, z)), VaVyVz((L(z,y)AL(y, z)) — L(z, )) L(a,b) AL(a,c) F L(b, ).
VaVy(L(z,y) — L(y,x)),VaVyVz((L(z,y)AL(y, z)) — L(z,z)) - (L(a,b) A L(a,c)) — L(b, c).

Taikome (- V...V).
VaVy(L(z,y) — L(y, z)), YaVyVz((L(z,y)AL(y, 2)) — L(z, 2)) F ¥xVyVz((L(x,y) A L(x, z))
— L(y,2z)).

Loginiy operaciju bei kvantoriniy taisykliy (3 ), (F V), (3...3 F), (- V...V) taikymas
"automatiSkas". Yra dvi taisykles (- 3), (V F), kurias taikant tenka dar pagalvoti kurj laisvajj
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kintamajj pasirinkti. Nuo pasirinkimo priklauso iSvedimo medZio aukstis.

Irodyta, kad tapaciai teisingu pirmos eilés predikatu logikos formuliu aibé neiSspren-
dziama. Tai reiSkia, kad néra galimybiy nustatyti ar formulé tapaciai teisinga, ar ne.

Tai ka duoda sekvencinis predikaty skaiCiavimas? Jei formulé tapaciai teisinga sekvenci-
niame skai¢iavime yra medis - formulés jrodymas. Tai kame problema? Mes, kaip jprasta,
nezinome ar duota formulé tapaciai teisinga, ar ne. Vykdydami paieska ir nerasdami jrodymo
nezinome kada baigti paieSka. Jei tapaciai teisinga, tai yra jrodymas - baigtinis medis (ir galim
testi jo paiesSka), bet, jei néra tapaciai teisinga, tai paiesSka gali testis be galo ilgai.

Jei formulé F tapaciai teisinga, tai turime sekvencinj skai¢iavima, kuriame sekvencija - F
irodoma. Jei formulé tapaciai klaidinga, tai jrodoma sekvencija = —F'. O, jei formulé néra nei
tapaciai teisinga, nei tapaciai klaidinga? Tuomet apskritai negalima sugalvoti tokio skaiciavi-
mo, kuriame bty jrodomos tokio tipo formulés ir tik jos. Kodel? Tarkime, sugalvojome tokj
skaiCiavima (pazymékime ji H), kuriame jrodomos formulés, kurios néra nei tapaciai teisingos,
nei tapaciai klaidingos (jrodomos tiktai tokio tipo formulés). Tuomet buty ir algoritmas, kuriuo
galima nustatyti ar formulés tapaciai teisingos, ar ne. Paleiskime lygiagreciai tris programas:
pirmaja ieSkome sekvencijos - F' jrodymo, antraja sekvencijos - —F" jrodymo, o treciaja ies-
kome formulés F' jrodymo skaiCiavime H. O dabar galite ramiai sédéti ir laukti rezultato. Po
baigtinio Zingsniy skaiciaus kompiuteris baigs darba. Viena iS trijy programy paskelbs jums
rezultata. Deja, jrodyta, kad tapaciai teisingy predikaty logikos formuliy aibé neissprendZiama.

Nei tapaciai teisingy, nei tapaciai klaidingy, nei jvykdomuy (arba jvykdomy, bet ne tapaciai
teisingy) formuliy aibés néra algoritmiskai iSsprendZiamos.

Semantiniy lenteliy metodas predikaty logikai

Semantiniy lenteliy metodas susideda i$ konjunkcijos, disjunkcijos taisykliy, dvigubo neigi-
mo taisyklés (jas jau apraséme anksciau) ir kvantoriniy taisykliy.

Kvantorinés taisyklés:
VaF(x) —JzF(z) JzF(x) -V F(x)
F(v) ~F(v) F(B) ~F(5)

Kvantorinése taisyklése 3, v yra laisvieji kintamieji, kuriems keliami tie patys reikalavimai kaip
ir sekvenciniame skai¢iavime. Saka vadinama uZdargja, jei joje yra dvi kurios nors formulés
pavidalo G, =G, t.y. viena kitos neiginys. Saka, kuri néra uzdara, vadinama atviraja. Medis
vadinamas uZdaruoju, jei visos jo Sakos uzdaros. UZdaras medis su Saknimi —F' vadinamas
formulés F isvedimu semantiniy lenteliy metodu.

Pavyzdys:

Irodysime sekvencija - (VxP(z) — JzQ(x)) — Jz(P(z) — Q(x)).

~[(VeP(r) = 32Q(x)) = Jz(P(r) — Q(z))]
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VeP(z) — JxQ(z) (1)
—Jz(P(z) = Q(z))  (2)

18 (1) gauname

=VzP(z) | 3JzQ(z)

~P(a) Q(a)
i$ (2) gauname
~(P(a) — (a)) ~(P(a) = Q(a))
P(a) P(a)
—Q(a) —Q(a)
) S

Pastaba. Kuo skiriasi jrodymas nuo isvedimo? Tarkime, turime prading sekvencija I' - F
ir, naudodamiesi predikaty skai¢iavimo taisyklémis sukonstravome baigtinj medj, kurio visuo-
se lapuose yra aksiomos. Kas tai, jrodymas ar isvedimas? Jei prielaidy saraSas [' pradingje
sekvencijoje yra tuscCias, tai jrodymas. Jei prielaidy sarasas I' netusScias, tai isvedimas. Tos
savokos tokia prasme tebevartojamos Hilberto skaiiavimuose (juos apraSysime veliau). Kituo-
se skai¢iavimuose daZniausiai vartojamas iSvedimas, suprantant, kad prielaidy saraSas I' gali
buti ir tus¢ias. Terminas jrodymas vartojamas tada, kai norima pabreéZti, kad prielaidy sarasSas
tuscias.

2.3 Normaliosios prieSdélinés formos

Kai norima suprogramuoti iSvedimo paieSka sekvenciniu skaiiavimu ar semantiniy lenteliy
metodu, dazniausiai formulés transformuojamos j tinkamesnj programavimui pavidala, vadina-
ma priesdéline normaligja forma.

Formulés F normaligja priesdéline forma vadiname jai ekvivalenciq formule pavidalo P(M);
cia M - formulé, kurioje néra kvantoriy (bekvantoré formulé dar vadinama matrica) o P yra
kvantoriy seka, vadinama formulés F prefiksu.

Formulés

Va3y(P(x) A Q(y)),
VavyVz((L(z,y) A L(y, 2)) = L(z, 2)),

VaVyvz((F(z) = F(y)) = (-F(2) = ~F(2))).

yra normaliosios prie$délinés formos. Pirmosios prefiksas yra Vz3y, o P(x) AQ(y) yra matrica.

Formulés

JzA(z) A JzB(x),
Va(JyP(z,y) — Vz—P(z,x)),
(FzA(x) ANVz(A(x) — FYA(y))) — Ve A(x).

néra normaliosios prieSdélinés formos.

Parodysime, kaip bet kuri predikaty logikos formulé transformuojama j jai ekvivalenciq nor-
maliosios prieSdélinés formos.
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Paaiskinsime atvejui, kai transformuojamoje formuléje i§ loginiy operacijy yra tik —, A,V
(néra —, <+, V). Be to, laikysime, kad, jei formuléje yra Iz (arba V) jeitis, tai ji vienintelé (Cia
x kuris nors suvarzytas kintamasis). Tai pasiekiama pervardijant kintamuosius. Pervardijama
remiantis ekvivalen¢iomis formulémis: JzA(z) = JyA(y), Ve A(z) = VyA(y) (Cia y - naujasis
individinis kintamasis, neaptinkamas formuléje A(x)).

Transformuojant naudojames:

» 2.1 skyrelyje apraSytomis ekvivalenc¢iomis formulémis:

—VrA(z)
—E|:CA((£)

= HxﬁA(SE),

= Vr-A(z).

e Formulémis, kuriy ekvivalentiSkuma nesunku jrodyti (laikome, kad formuléje B néra kin-
tamojo x jeiciy):

VrA(x) N B=Vz(A(x) A B),
VeA(x)V B =Va(A(z) vV B),
EIxA(x) A B =3(A(z) A B),

JA(z) v B = 3x(A(x) V B).

Pavyzdziai:

1. JzP(x) V y(VxQ(z,y) A P(y)).

Pervardijam kintamuosius.

JxP(z) vV 3y(V2Q(z,y) A P(y)).

Yra pasirinkimas. Galima iSkelti prie§ visa formulg¢ Jz arba Jy. Galim iSkelti Vz prie§ formulg
(Q(z,y) N P(y)) (bet negalima Yz iskelti pries Jy(Q(z,y) N P(y))). Taigi, atsakymas néra
vienareikSmis. Jei néra kokiy nors papildomy reikalavimy normaliosios prieSdélinés formos
prefiksui, tai galima rinktis bet kurj varianta.

JxP(z) vV 3y(V2Q(z,y) A P(y))

=JzP(z) V 3yV2(Q(z,y) A Py)) =
Jx3y(P(x) VV2(Q(2,y) A P(y))) =

JzIyvz(P(x) V (Q(z,y) A P(y))).

2. x—VyP(x,y) ANVx(P(x,z) V IyQ(z,y)) = Jo—VyP(z,y) AVz(P(z,2) V EIuQ( u)) =
Jr3y—P(z,y) ANVz(P(z,2) V IuQ(z,u)) = Jody—P(x,y) AVzIu(P(z, 2)
Vz(Jxdy—P(x,y) A Ju(P(z,2) V Q(z,u))) = Vz3z(Jy—P(x,y) A Fu(
Vz3dzIu(Fy—P(z,y) A (P(z,2) V Q(z,u))) = Vz3xIudy(—P(x,y) A (

Priminsime, kad bendru atveju néra algoritmo nustatymui ar formulé tapaciai teisinga.
Sekvencija = F' iSvedama tada ir tiktai tada, kai F tapaciai teisinga. Tai reiSkia, kad atsiras
baigtinis iSvedimo medis, jei formulé tapaciai teisinga. Bet, kada nutraukti iSvedimo paieska?
Jei néra tapaciai teisinga, tai iSvedimo paieSka gali testis be galo ilgai.

Atskiru atveju, kai formuliy normaliosios prieSdélinés formos yra pavidalo

Vo Vo .. Ve, y Jys ... Jy, M,
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egzistuoja algoritmas, kuriuo nustatoma ar formulé tapaciai teisinga, ar ne (m, n bet kurie
natiiralieji skaiciai).

Pritaikius sekvencijai - Vz1Vxsy . .. Vo, 3y ys . .. Jyn M (z1, T2y - o, Ty Y1, Yo, - - -, Yn) ta-
syklg (- V...V), gauname Jy;3ys ...y, M(ay, as, ..., am, Y1, Yo, - - -, Ys). Kitais Zingsniais
y; keisime kintamaisiais a;. IS viso galimy varianty baigtinis skaiCius. Po baigtinio Zingsniy
skaiCiaus baigsis iSvedimo paieska. Gausime arba iSvedimo med; (formulé tapaciai teisinga),
arba medj, kuris néra iSvedimas (formulé néra tapaciai teisinga).

Pavyzdys.
Transformuokime
VaIyA(z,y) vV Vy(B(y,y) A 3z Ay, z))

1 normaliaja prieSdeling forma.

Sprendimas:
VeIyA(z,y) VVy(B(y,y) A JzA(y, x)) =
YoduA(v,u) VVy(B(y,y) A JzA(y, x)) =
VoFuA(v,u) VVy3z(B(y,y) A Ay, ) =
VoVy(FuA(v,u) V Jz(B(y,y) A Ay, x))) =
VoVy(FuA(v,u) V Ju(B(y,y) A Aly,u))) =
VovyFu(A(v,u) vV (B(y,y) A Ay, u)))

Formulés prefiksas yra VoVy3Ju. Sakoma, kad prefikso forma ¥YV3, ty. V?3. Matricoje (t.y
formuléje A(v, u) V Ju(B(y,y) A JxA(y, u))) yra trijy individiniy kintamuyjuy jeitys. I§vedimo
paieska atliekame tokiu budu:

1. taikome taisykle (- VV); pakeiiame v, y kintamaisiais a, b,
2. taikome taisyklg (- 3) du kartus; pirma kartg u kei¢iame j a, antruoju j b,
3. taikome silpninimo taisykle (iSbraukiame visas formules, prasidedancias kvantoriais),

4. gavome teiginiy logikos formulg, kuria mokame patikrinti ar ji tapaciai teisinga.

2.4 Algoritmai

Idealioje matematikoje, sutinkamai su Hilberto programa, reikéty nagrinéti tik funkcijas, kurias
mokame apskaiciuoti. T.y. nagrinéti tik funkcijas, kuriy apskai¢iavimui Zinome biidq, metodq,
algoritmq. Intuityvi algoritmo savoka paprasta ir visiems suprantama. Bet, jeigu norime jrodyti,
kad kurios nors problemos sprendimui neegzistuoja algoritmo, tai intuityvios sagvokos nepa-
kaks. Reikia turéti tiksly algoritmo sqvokos matematini apibréZimq. Tuomet galésim jrodyti,
kad kazkuri tai funkcija néra algoritmiSkai apskai¢iuojama. Nemokame mes jos apskaiciuoti,
nemokés ir niekas ateityje. T.y. visy galimy algoritmy aibéje néra ja apskaiciuojancio. Hilberto
idéjos sudomino daugelj Zymiy matematiky ir buvo pasitilyta daug algoritmeo bei algoritmiskai
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apskaiciuojamy funkcijy klasiy apibréZzimy.

Buvo nagrin¢jamos tik funkcijos, kuriy apibréZimo sritimi yra natiraliyjy skaiciy aibé, o
reikSmiy sritimi, kuris nors natiaraliyjy skaiciy poaibis. 1931 metais K.Godelis pirmasis apraseé
apskaic¢iuojamy funkcijy klasg. A.Church’as, naudodamas kitus metodus, 1936 m. irgi aprasé
apskaic¢iuojamy funkcijy klase, kuri, pasirodo, sutampa su Godelio klase. A.Church’as apraSy-
taja klas¢ pavadino rekursyviosiomis funkcijomis. Jis pirmasis paskelbé tezg¢ (dabar vieni ja
vadina Church’io teze, kiti Church’io - Turingo teze), kad rekursyviyjy funkciju klasé sutampa
su apskaiciuojamy (apibréztomis natiiraliyjy skaiciy aibéje) funkcijy aibe. Tais paciais metais
S.Kleene apibendrino A.Church’io klase, nagrinédamas ir dalines rekursyviasias funkcijas.

Rekursyviyjy funkcijy klasé yra algoritmiSkai apskai¢iuojamy funkcijy klasé. O kas yra al-
goritmas? | ta klausima atsaké E.Postas (1936 m.) ir A.Turingas (1937 m.), beveik vienu metu
apraS¢ algoritmus, remdamiesi A.Church’io ir S.Kleene rezultatais, matematiniy masiny pavi-
dalu. Abiejy maSinos nedaug skyrési ir véliau pradéta jas vadinti vienu vardu - Turingo masinos.

Tai kas gi vis tiktai yra algoritmas? Egzistuoja algoritmas funkcijai apskaiciuoti tada ir tik-
tai tada, kai egzistuoja ja apskaiciuojanti Turingo masina. Turingo masina ir yra algoritmas.
O kodél? Jau vien todél, kad dar niekas nesugalvojo algoritmo, kurio nebuty galima redukuoti
1 Turingo maSing. Turingo maSinomis apskaiciuojamy funkcijy klasé sutampa su rekursyviyjy
funkcijy klase.

1945 m. D7.Ekerto ir DZ.Moklio kompiuteris ENIAC sukurtas pagal Turingo aprayta ma-
tematinés masinos modelj. Tai vienas pirmyju kompiuteriy pasaulyje. Siuolaikiniai kompiu-

teriai atitinka Turingo masiny modelius. Jei ne Hilberto programa, kaZin ar mes turétumeém
Siandien kompiuterius.

Sios, mokslinéje bei mokomojoje literatiiroje, naudojamos savokos yra sinonimai (jomis nusa-
koma ta pati funkcijy klaseé):

« apskaiciuojamyju funkciju (computable functions) klasé (aib¢),
« algoritmiskai apskaiciuojamyju funkciju klasé,
* rekursyviyju funkciju klase,

* suprogramuojamuy funkciju klasé.

ApraSysime vieng i§ pagrindiniy apskaiciuojamy funkcijy klasés formalizmy - rekursy-
vigsias funkcijas.

Siame skyrelyje supaZindinsim ir su 1953 metais amerikie¢io Wang Hao apraSytais opera-
toriniais algoritmais. Tai dar vienas algoritmo apibréZimas.
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Tai istorija. O dabar visi jau Zino ir dar vieng algoritmo savokos apibréZima. Juk mokykloje
yra informatikos pamokos. Jose supazindinama su kuria nors programavimo kalba. Algorit-
mas, kuriai nors uzduociai spresti, yra programa.

Tada kyla klausimas, o kam reikia Zinoti Turingo masSinas, Wang Hao algoritmus, rekur-
syviasias funkcijas? Todél, kad algoritmas, kuriai nors uzduociai spresti, gali biiti, bet gali
ir nebuti. Kai norima jrodyti, kad néra algoritmo, dazniausiai naudojamasi Turingo masino-
mis, Wang Hao algoritmais bei rekursyviosiomis funkcijomis. Tai yra paprasciausias kelias
Irodymui, kad néra algoritmo.

Kaip suprasti, kad néra algoritmo funkcijai f apskaiciuoti? Studentui lengviausia buty pa-
sakyti (bet nelengva jam bus suprasti), kad funkcijos f neimanoma suprogramuoti. Tai reis-
kia, kad tarp visy kompiuteriui programy (nepriklausomai nuo programavimo kalbos) néra ap-
skaiCiuojancios f. PavyzdZziai tokiy funkcijy bus kituose skyriuose.

Nagrinéjamos tik funkcijos apibréZtos natiiraliyjy skaiciy aibéje su reikSmémis kurio nors
nattraliyjy skai¢iy netus¢iame poaibyje. Apibendrinti tokias funkcijas, iki racionaliyjy skaiciy
aibés, nesudétinga. Visas sudétingumas - aprasyti algoritmiSkai apskai¢iuojamas funkcijas
natiraliyjy skaiciy aibéje. O, jei sugalvosit apskaiciuoti funkcija, kai argumentas iracionalus
skaiCius, tai nespésit iki mirties uzraSyti vien tik argumento reikSmes.

Priminsime, kad aibé A vadinama skaicigja, jei yra abipusiai vienareikSmeé atitiktis (bijek-
cija) tarp aibiy A ir N~ = {1,2,3,...} (arbatarp A ir N = {0,1,2,3,...}; naudojamés tuo
apibréZimu, kuris patogesnis nagrinéjamu atveju). PaaiSkinsime, kode¢l aibé, visy kompiuteriui

..........

ZodZius galima iSvardinti taip vadinama leksikografine tvarka:
a,b,c,aa,ab, ac, ba,bb, be, ca, cb, cc, aaa, . . .

Vienodo ilgio ZodZius raSome panasia tvarka, kaip kad jie raSomi Zodynuose. Jei pirmosios
raidés sutampa, tai lyginame pagal antrasias raides. Jei ir antrosios sutampa, tai pagal treCigsias
ir t.t. Kaip matote, visy pirma para$éme ZodZius ilgio 1 (ZodZiai i§ vienos raidés), po to, ilgio 2
ir t.t. Remiantis §ia idéja galima iSvardinti (t.y. jrodyti, kad visy ZodZiy aibé skaiCioji) ir visus
Zodzius bet kurios baigtinés abécélés, jvede griezta tvarka tarp abécelés raidziy.

O kas gi yra programa kuria nors programavimo kalba? Kai kuriuose vadovéliuose ap-
raSomos jose nagrinéjamy programavimo kalby abécélés. Pavyzdziui, Paskalio kalbos (ar dar
prisimenate tokia?) abécele apraSyta vadovelyje "V.Tumasonis. Paskalio programavimo kalba.
Vilnius. Mokslas. 1983". Abécelés yra baigtinés. Programa, tai Zodis baigtinéje abécéléje. Va-
apskaic¢iuojamy funkcijy Paskal kalba aibé sutampa su apskaiciuojamy Java kalba. O ap-
skaiCiuojamos Java kalba sutampa su apskai¢iuojamomis primityviomis (i§ pirmo Zvilgsnio)
vienajuostémis Turingo masinomis.

AiSku kas yra skaicioji aibé. Su ta sagvoka supazindinama ne viename universiteto paskaity
kurse. O kokia aibé vadinama rekursyviai skaic¢iaja? Aibé A vadinama rekursyviai skaicigja,
jei egzistuoja algoritmiskai apskaifiuojama abipusiai vienareik§mé atitiktis (bijekcija) tarp
aibiy A ir nattraliyjy skaiCiy aibés N (t.y., jei galima suprogramuoti bijekcijq). PlaCiau skaity-
kite vadovelyje [1].
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Tikiuosi sudominau ir norite Zinoti bent vieng skaiciosios, bet ne rekursyviai skai¢iosios
aibés pavyzdj. Tokig aibg jau minéjau Sioje knygoje. Aibé pirmos eilés predikaty logikos
formuliy, kurios néra nei tapaciai teisingos, nei tapaciai klaidingos. Formulés yra zodZiai
(pastaruosius du teiginius sidilyCiau aiskintis per logikos uzsiémimus su déstytoju). Aibé pirmos
eiles predikaty logikos formuliy, kurios néra nei tapaciai teisingos, nei tapaciai klaidingos yra
begalinis skaiciosios aibés (visy formuliy aibés) poaibis, todél sudaro skaicigjq aibe. Bet, deja,
Irodyta, kad ji néra rekursyviai skaicioji.

Turbiit nelabai supratote.
Siame skyrelyje nagrinéjamos funkcijos, kuriy apibréZimo aibé yra natiiraliyjy skaiiy. Pa-
teiktame pavyzdyje kalbama apie bijekcija tarp formuliy aibés ir N~ . Formulés yra Zodziai tam
tikroje baigtinéje abéceléje. Jas galima sunumeruoti natiiraliaisiais skai€iais. Yra Zinoma jvairiy
numeravimo budy. DaZniausiai naudojamas tapusia klasika formuliy Godelio numeracija (apie
ja veliau, kitame skyriuje).

Kuo skiriasi savoka indukcija nuo rekursijos? Tarkime, reikia jrodyti, kad tvirtinimas P(n)
teisingassun =0,1,2, ...

IS pradziy jrodome teisingumg P(0), o paskui P(1), P(2), P(3), ... remiantis tuo, kad, jei
P(i) teisingas, tai ir P(1 + 1) teisingas, tai indukcija.

Jei i§ pradZiy jrodome teisinguma P(0), o paskui P(1), P(2), P(3), ... remiantis tuo, kad, jei
P(m)(m < 1) teisingi, tai ir P(i + 1) teisingas, tai rekursija.

Pradinémis arba bazinémis pasirinktos tokios funkcijos, kurios niekam nekelia abejoniy,
kad jas mokame apskaiciuoti.

Pradinés funkcijos. Konstanta 0, paskesniojo nario funkcija s(x) ir projekcijos funkcijos
pr;(xl, conxp) =xi(p>1;1<i<p).

s(x) yra Peano apibréZta ir taip literatiroje Zymima paskesnio nario funkcija s(z) = x + 1.
Rekursyviyjy funkcijy teorijoje tokia jos prasme paaiskeja tik apibréZus kompozicijos operatoriy.
Nes kol kas neturime vieneto.

AlgoritmiSkai apskaiciuojamy funkcijy klasé nusakoma remiantis tokia idéja: apraSomos
pradinés funkcijos, kurios savaime aisku yra apskaiCiuojamos, ir trys operatoriai (taisyklés),
kaip i$ turimy apskaic¢iuojamy funkcijy gauti kitas.

Kompozicijos (superpozicijos) operatorius. Tarkime, turime (k + 1) funkcija:

Fr, o ue)sgi(xr, oo ), o ge(@1, - ).

IS jy, panaudojus kompozicijos (superpozicijos) operatoriy, gaunama n argumenty funkcija
f(g1,--.,9x). Pritaikg kompozicijos operatoriy funkcijoms s(x) ir 0, gauname s(0); pritaike
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funkcijoms s(x) ir s(0), gauname s(s(0)). Taigi, galima gauti funkcijas (termus) s(0), s(s(0)),
s(s(s(0))) ir t.t. Juos Zymime (suteikiame vardus) 1, 2, 3 ir t.t. Tiktai Zymime, o turime s5(0),

s(s(0)), s(s(s(0))) ir t.t.

Primityviosios rekursijos operatorius. Jj taikysime dvejoms funkcijoms. Tarkime, yra
dvi funkcijos g(x1,...,2n—1), h(z1, ..., Zse1). Vienaju (n — 1) argumento, o antroji - (n + 1)
argumento (Stai kur pravercia projekcijos funkcijos; ju déka galime fiktyviai padidinti funkcijy
argumenty skaiciy). ApibréZiame nauja n argumenty funkcija tokia schema:

flxy, ... 2y-1,0) =gz, ..., x01),
f(mla ey Tp—1,Y + 1) = h<x1a s 7xn—layaf($la s axn—lvy))'

Atveju, kai n = 1, schema tokia (a - konstanta):

f(0) =a,
fly+1)=nh(y, f(y))

Atveju, kai n = 2, schema bus tokia:

f(z,0) = g(z),
f(may + 1) = h(l‘,y,f(l‘,y)).

Minimizavimo operatorius. Taikome jau turimai n argumenty (n = 1,2, ...) funkcijai f. Api-
bréZiame nauja, taip pat n argumenty funkcija g(x1, ..., x,). Jos reikSmé lygi maziausiam y,
su kuriuo g(z1,...,2,-1,y) = z,. Naujai gauta funkcija privalo buti algoritmiSkai apskaiiuo-
jama. Todél, nusakydami nauja funkcija g, privalome nurodyti ir algoritma, kaip bus ieSkomas
maziausias y:

e jei f(x1,...,2,-1,0) = z,, tai funkcijos g reik§me lygi O; jei ne, tai tikriname ar
f(xb <oy Tp—1, 1) = Tn,

e jei f(xy,...,0p1,1) = z,, tai funkcijos g reik§mé lygi 1; jei ne, tai tikriname ar
flxy, ..., xy1,2) =z, irtt.

Suprantama, kad tokia aprasytoji maziausio y paieSka gali testis be galo ilgai. Tuo atveju sako-
ma, kad su duotomis argumenty reikSmeémis funkcija neapibréZta, arba jos reiksmé lygi begaly-
bei.

Minimizacijos operatoriumi nauja gauta funkcija g Zymima taip:

g(z1, .. xn) = py(f(21, .. Tno1,Y) = T).

Pati maZiausia aibé, kuriai priklauso pradinés funkcijos ir kuri uzdara kompozicijos bei primi-
tyvios rekursijos atZvilgiu, vadinama primityviai rekursyviy funkcijy aibe (klase). Ji Zymima
PR.

Pati maZiausia aibé, kuriai priklauso pradinés funkcijos ir kuri uZzdara kompozicijos, pri-
mityvios rekursijos bei minimizavimo atZvilgiu, vadinama daliniy rekursyviyjy funkcijy aibe
(klase). Ji Zymima DR.
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Visur apibrézta daliné rekursyvioji funkcija vadinama bendrgja rekursyvigja funkcija. Ji
Zymima BR.

PavyzdZiai:

l. z+n € PR, nes s(s(...s(x))...) = z + n. Funkcija gauta panaudojus tik kompozicijos
operatoriy (n — 1) karta pradinei funkcijai s(z).

2. Skirtumo funkcija z — y € DR, nes x —y = pu,(y + z = x) Minimizavimo operatoriumi
aprasome funkcijas nusakytas "neiSreikStiniu budu".

Minimizavimo operatoriumi patogu aprasyti atvirkstines funkcijas. f~(z) = p,(f(y) = z)
(toks maZiausias y, su kuriuo f(y) = x). PavyzdZiui, duota funkcija y = 2. Jai atvirkstiné yra
1y (y* = ), ty. © = \/y.

Daugiau uzdaviniy (8 - 11) rasite pratimy skyrelyje. O ju atsakymus ir sprendimus tam skir-
tame skyriuje.

Netuscia aibé rekursyviai skaiti, jei ji sutampa su kurios nors primityviai rekursyvios funk-
cijos reiksmiy aibe.

Egzistuoja rekursyviai skaicios neissprendZiamos (néra rekursyvi, charakteringossios funk-
cijos nejmanoma suprogramuoti) aibés.

Wang Hao algoritmai

Wang Hao algoritmas vadinamas programa. Programa yra baigtiné¢ komandy seka. Koman-
dos uZraSomos tokiu pavidalu

i (fims ).
Cia i yra komandos numeris (natiiralusis skai¢ius) programoje, f - komandos veiksmas. Koman-
dos veiksmai yra tik pavidalo: x2, x3, x5, : 30. m, n yra komandy numeriai. m yra komandos,
1 kuria bus pereinama (jei f apibréZta), numeris. Jei f neapibrézta, pereinama j komanda nume-
riu j.

Kadangi daugyba yra visada apibréZztas veiksmas, tai daugybos atveju uZraSas paprastesnis
i (fim).

Yra dar komanda O : stop. Jei pereiname } komanda numeriu nulis, tai programa baigia darba.
Programos darbo rezultatas - paskutinés komandos, prie§ pereinant j stop, duomenys. Jei nepa-
tenkama j komanda stop, tai laikoma, kad programos darbo rezultatas neapibrézta (su duotais
pradiniais duomenimis).

ISvardinsime visy komandy pavidalus:

0:stop, i:(x2;m), i:(x3;m), i:(xb5;m), i:(:30;m;j). (2.2



58
Ciai > 0.

Irodyta, kad kokia bebity daliné rekursyvioji funkcija f(n), galima rasti tokiq programgq,
kad pritaike jq duomenims 2", po baigtinio Zingsniy skaiciaus gausime 27" jei f(n) apibrézta.

Programa dirbs be galo ilgai, jei f(n) neapibréZta.

Duomenys programoje yra pavidalo 2! - 3% - 5%; &ia I, u, v - natiiralieji skai¢iai. Pradiniais
duomenimis daZniausiai biina 2".

PavyzdZiai.

Pradiniai duomenys 2" (n - kuris nors natiiralusis skaicius). ParaSykite Wang Hao programa:

1. Po baigtinio Zingsniy skai¢iaus programa baigia darba. Darbo rezultatas 2" "3,

Atsakymas: 0 : stop, 1: (x2;2),2:(x2;3),3:(x2;0).

2. Jein > 0, tai darbo rezultatas 2", Jei n = 0, tai programa dirba be galo ilgai.
Atsakymas: 0 : stop, 1 : (x3;2),2:(x5;3),3: (:30;0;4),4: (x2;4).

Pastaba. Tikiuosi supratote, kad komanda ¢ : (: 2;m) leistina (gaunama naudojant taisykles
(2.2)). Jei norite padalinti 1S 2, tai dauginkite 1S 3 ir 5, dalinkite 1§ 30. Tas pats ir su dalyba i$ 3

arba 5.

Todél komandy sarasa (2.2) papildysime naujomis komandomis:
i:(:25myg),0: (:3;m;9),4: (2 Bymsg).
Irodykite, kad komandos i : (: 6;m;7),7: (: 10;m;7),4 : (: 15;m; j) taip pat leistinos.
3. Darbo rezultatas 5".

Atsakymas: O : stop, 1: (: 2;2;0),2: (x5;1).

Reziume.

Pagrindiniai Sio skyrelio teiginiai, kuriais véliau naudosimes:

* Yra apskaic¢iuojamos funkcijos (rekursyvios, suprogramuojamos) ir neapskai¢iuojamos.
Matematikai neskirsto taip funkcijy. Savoka funkcija matematikoje suprantama kaip ku-
ri nors funkcija (apskai¢iuojama arba neapskaiciuojama).

* Yra apskaic¢iuojamos aibés (rekursyviai skai¢iosios, suprogramuojamos) ir neapskaiciuo-
jamos. Naturaliyjy skaiciy begalinis poaibis A suprogramuojamas, jei turime tokia kom-
piuteriui programa 11, kad koks bebiuty n, po baigtinio Zingsniy skai¢iaus programa baigia
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darba ir rezultatas yra kuris nors aibés A elementas. Sarase I1(0), I1(1),

I1(2), ... yra visi (ir tiktai jie) aibés A elementai. Kai kurie elementai sarase gali buti ne
viena karta.

Matematikai neskirsto taip aibiy. Savoka aibé suprantama kaip bet kuris jisivaizduojamas
poaibis. Jis gali buiti suprogramuojamas, gali ir nebiiti.

» Egzistuoja suprogramuojami begaliniai natiiraliyju skai¢iy poaibiai, kuriy papildiniai (iki
naturaliyjy skaiciy aibés) néra suprogramuojami.

2.5 Pratimai

1. Formalizuoti teiginius naudojant lygybés predikata = (individiniy konstanty aibé R):
a) egzistuoja ne maziau kaip du elementai, su kuriais formulé F(a) yra teisinga,

b) egzistuoja lygiai du elementai, su kuriais formulé F(a) teisinga,

¢) egzistuoja ne daugiau kaip du elementai, su kuriais formulé F(a) teisinga.

2. D kuri nors netuscCia aibé. Predikatas a € F (E - kuris nors aibés D poaibis) teisingas tada
ir tiktai tada, kai aibés D elementas a priklauso aibei E. A, B, C yra aibés D poaibiai. Predikaty
logikos kalba paraSykite (formalizuokite) teiginius:

a)A=BNC,b)A=BUC,c)A=10,d) A= D,e) A yra aibés B papildinys.

3.D yra tasky ir tiesiy, kurioje nors plokStumoje, aibé. Joje apibrézti predikatai:

T(a) yra teisingas tada ir tiktai tada, kai a yra taskas,

I(a) teisingas tada ir tiktai tada, kai a yra tiese,

a = b teisingas tada ir tiktai tada, kai @, b yra arba sutampantys taskai, arba sutampancios tiesés,
a € b teisingas tada it tiktai tada, kai a yra taskas, b - tiesé ir taskas yra tieséje.

ParaSykite formulémis teiginius:

a) per bet kuriuos du taskus galima nubréZzti tiesg,

b) per bet kuriuos skirtingus taskus galima nubréZti vienintelg tiese,

c) skirtingos (nesutampancios) tiesés a, b yra lygiagrecios,

d) kiekvienoje tieséje yra bent du skirtingi taskai,

e) egzistuoja susikertancios tieseés,
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f) bet kurios dvi tiesés arba sutampa, arba nesusikerta.

4. Naudodami 3 uzduoties predikatus, parasykite formule Riemanno aksioma.

Riemanno aksioma. Per taska, nesant] ties¢je, néra (negalima nubréZti) nei vienos tiesés neker-
tancCios turimos tieseés.

5. Naudodami 3 uZduoties predikatus, paraSykite formule Lobacevskio aksioma.

Lobacevskio aksioma. Per taska, nesantj tieséje, galime nubréZti maZiausiai dvi skirtingas tie-
ses, nekertancias turimos tiesés.

6. D = {1,2,3}. Aibéje D apibréZtas predikatas P(x, y) nusakytas lentele:

x\y|1]2]|3
1 t|t|k
2 |t|k|t
3 | k|k|t

Nustatyti ir paaiSkinti kurios i§ formuliy teisingos:
a) JxP(z,x),VeP(z,z), Jo—P(x,z), Y- P(z, x),

b) Hévﬂy()l;j(:r, y) = =P(y,x)),VaVy(P(z,y) = ~P(y, z)), Vz3y(P(z,y) = ~P(y,x)), J2Vy(P(z,y) —
-P(y,x)).

7. Individiniy konstanty aibé D = {A, B, C'}. Transformuoti predikaty logikos formules j ek-
vivalencias teiginiy logikos formules:

a) Ve P(x) — 3xQ(x), b) VaIy(P(z) A Q(y)), ¢) YaIyP(z,y).

8. Raskite bent vieng struktiira, kurioje formulé klaidinga:
a) Vavy(P(z,y) — Ply,x)) — YaP(z, ),

b) 3x(P(z) = Q(x)),

¢) (FrP(x) = 32Q(x)) = V(P (x) = Q(x)),

d) 3x(P(x) A Q(x)) < (3P (x) A 32Q(y)),

e) Va(P(x) vV Q(z)) +» (VxP(z) VVzQ(x)).
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9. I8veskite sekvenciniame predikaty logikos skaiCiavime:
a) JzP(z,x) F oy P(x,y),
b) dzP(x) — VzQ(x) F Va(P(x) — Q(x)),

¢) Jz(P(x) A Q(x)) F =V (P(r) = —Q(x)).

10. ISveskite semantiniy lenteliy metodu:
a) bk (JzP(z) vV IzQ(x)) +» Jx(P(z) V Q(x)),

b) - (VaP(z) ANVzQ(x)) <> VY (P(z) A Q(z)).

11. Transformuokite j normaliaja prieSdéling forma:
a) VeIyA(z,y) — Vy(B(y,y) A JxA(y, x)),
b) Va(P(z,z) A Jy—P(z,y)) VVa(Q(z,z) A Iz(P(z,x) V Vu-P(z,u))),

¢) JaVyP(z,y) — VaIyP(y, x).

12. Raskite formulés normaliaja prieSdéling forma su minimaliu kvantoriniy kompleksuy skaiciu-
mi prefikse:

a) Iy P(z,y) v IxvyQ(z,y),
b) VaIyVzP(z,y, z) A VuduVwQ(u, v, w),

¢) VzIyP(z,y) V VudzQ(u, z) A vVwR(v, w)).

13. Parasykite jvykdoma formulg struktiiroje, kurios individiniy konstanty aibéje:

a) ne maziau kaip du elementai, b) ne maZziau kaip trys elementai.

14. Irodykite, kad funkcijos yra primityviai rekursyvios:
aAz+y, bz -y, c)nl ka0l =1,d)r—1,e) v—u,

f) sg(x), @) max(x,y), h) min(z,y).i) |z -y,
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j) funkcija u(zy, . .., x,, x,41) primityviai rekursyvi; jrodykite, kad ir f(z1,...,Z,, T,11) yra
primityviai rekursyvi:

Tn+1

fl1, . o Tn, Tngr) = Z U(T1, ..oy T,y ).
i=0
15. Kokia funkcija f(z,y) apskai¢iuojame primityviosios rekursijos schema:
a) g(z) =z, h(z,y, z) = z,
b) g(x) =z, h(z,y,z) = x + z,

o) g(x) =z, h(z,y,2) = +y.

16. Raskite funkcijos atvirksting:

a)y = .
by =a—1.
c)y = 2%,

17. Pradiniai duomenys 2" (n > 0). ParaSykite Wang Hao programa, kuri visada baigia darba,
o darbo rezultatas:

a) jei n dalijasi i$ 4, tai 3; prieSingu atveju 5,

b) 2. 3".

18. Parasykite Wang Hao programa. Pradiniai duomenys 2-3" (n > 0). Programa visada baigia
darba, o darbo rezultatas 2%".



3 Skyrius .
FORMALIOS AKSIOMINES TEORILJOS

3.1 Termai

Predikaty logikos kalba patogi matematiniy samprotavimy formalizavimui. Formulése naudo-
jame predikatus. Matematikoje naudojamos ir funkcijos. Logikoje galima be juy apsieiti. Pa-
vyzdZiui, vietoje a + b pakanka nagrinéti predikata S(a, b, ¢), kuris teisingas tada ir tiktai tada,
kai c lygus a + b. Bet, turint funkcijas, suprantamiau (patogiau, formulés trumpesnés) aprasomi
matematiniai teiginiai. Be to, kai kurios iSvedimo sistemos (pavyzdZiui, rezoliucijy metodas)
pritaikytas darbui su formulémis, kuriose yra funkciniai simboliai. Papild¢ kalba funkcijomis
gauname logika su funkciniais simboliais. Funkcijos, kaip ir predikatai, apibréZiami vienoje ir
toje pacioje aibéje - individiniy konstanty aibéje. Tik predikaty reikSmiy aibe yra ¢, k, o funkcijy
- individiniy konstanty aibé.

Taigi, naudojamos dviejy rasiy funkcijos. Pirmosios vadinamos predikatais, o antrosios,
tiesiog funkcijomis.
Yra savokos predikatinis kintamasis ir funkcinis simbolis. Jas vartojame, kai kalbama ne apie
konkrecius predikatus ar funkcijas.

Pavyzdziui, nagrinéjame funkcijq f(a, b) su apibréZimo ir reiSmiy aibe N. Mes neturime
konkrecios funkcijos. Nurodome tik, kad kalba eina apie kaZkuriq dviejy argumenty funkcijq su
apibrézimo ir reikSmiy aibe N. DaZniausiai tokiu atveju sakoma furime funkcini simbolj f(a, D).
Nors galima sakyti ir funkcija, jei i§ konteksto aiSku, kad tai yra konkreti funkcija.

Termo apibrézimas.

1. Individiné konstanta yra termas.

2. Individinis laisvasis kintamasis yra termas.

3. Jei f yra n-vietis funkcinis simbolis (funkcija) ir ty, ..., t, - termai, tai f(tq,...,t,) taip pat
yra termas.

Pastaba. Termo apibrézimas skiriasi nuo apibrézimo knygoje [1] (138 psl.). Termu musy
knygoje, 1§ kintamyjy, gali buti tik laisvasis.

Pavyzdziai: Individiniy konstanty aibé D = {0, 1}, f - vienvietis funkcinis simbolis.

Termy pavyzdziai: 0,1, a,b, ¢, f(a), f(0), f(1), F((0)), f(f (1)), F(f(f(c)))-
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Individiniy konstanty aibé D = {0}. Funkcijos s(a),a + b,a - b.
Termy pavyzdziai: 0,b, (a + 0) - s(0), s(s(b)) + ((c+ 0) - s(s(s(0)))).

Formulés apibrézimas.

1. Jei P yra n-vietis predikatas (predikatinis kintamasis) ir ty, . . ., t, - termai, tai P(t1, ... t,)
yra formulé. Ji vadinama atomine formule.

2. Jei E, G - formulés, tai (—F),(FV G),(FANG),(F < G),(F — G) - irgi formuleés.

3. Jei F - formulé ir a - laisvasis kintamasis, tai koks bebiity suvarZytas kintamasis x, neieinantis
i formule F, reiskiniai (3xF(a/x)), (VxF(a/x)) yra irgi formulés. Cia F(a/x) Zymi reiskinj,
gautg pakeitus formuléje F' visas laisvojo kintamojo a jeitis kintamuoju x.

Formulés konstruojamos pradedant atominémis. Galutinés formulés iSorinius skliaustus ga-
lima nerasyti.

Teorijos, kuriose visos aksiomos uzrasytos predikaty logikos formulémis ir jrodymai vyk-
domi naudojant predikaty logikos skai¢iavima, vadinamos formaliosiomis aksiominémis teo-
rijomis.

Formaliosios aksiominés teorijos nusakomos: a) signatitra (nurodomos teorijos konstantos,
predikatai ir funkcijos), b) teorijos aksiomy sqrasu, uZraSytu predikaty logikos formulémis, ku-
riose konstantos, konkretus predikatai ir funkcijos yra tik i$ nurodytyjy signaturoje, c) predikaty
logika (aksiomy ir taisykliy sqrasas).

Formali aksiominé teorija = signatura + teorijos aksiomos + predikatu logika

Teorijos pavyzdys. Tarkime, turime aibg, kurioje apibrézta binariné operacija x (dvieju
argumenty funkcija). Be to, aibé uzdara operacijos * atzvilgiu (jei a, b priklauso aibei, tai ir a*b
turi priklausyti). Tokia aibé su operacija (algebriné struktura) vadinama grupe, jei tenkina dar
ir tam tikras savybes (jos nusakomos aksiomy pavidalu). Likusios grupés savybés iSvedamos

naudojant predikaty logika.

Priminsime, kad predikaty logikoje naudojame kintamuosius (jie nepriklauso signatiirai).
Jie fiksuoti ir priklauso predikaty logikos kalbai:

laisvieji kintamieji a,b, c,d, e, a1, as,as, . ..
suvarzytieji kintamieji x,y, 2, u, vV, W, Ty, Lo, T3, . . .

Deja, grupiy teorijoje naudojama konstanta Zymima raide e. Tod¢l grupiy teorijoje laisvieji
predikaty logikos kintamieji yra be raidés e:

laisvieji kintamieji a, b, c,d, a1, as,as, . ..

Grupiy teorija.
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Signatira:

* konstantos: e (kairysis neutralusis grupés elementas).

* predikatai: a = b. Vienas dvivietis predikatas (lygybés predikatas).

* funkcijos: a x b, inv(a) (kairysis atvirkStinis elementas). Viena dviejy, o kita vieno argu-
mento funkcijos.

Teorijos aksiomos:

l.Vz(exz = x)

2. Vz(inv(z) xx = e)

3. VaVyVz((z x y) x 2 = x * (y * z)) Asociatyvumo savybe.

Pavyzdziai:

a) grupiy teorijos termai: e, a, b, e * a, inv(inv(a)), ((inv(b) * e) * inv(e),

b) paraSyti formule teiginj: kiekvienas kairysis atvirkstinis elementas yra ir desinysis atvirksti-
nis elementas (atsakymas: Vz(x * inv(z) = e),

c) paraSyti formule teiginj: bet kuris elementas lygus neutraliajam tada ir tiktai tada, kai jis
lygus algebrinei operacijai su savimi (atsakymas: Vz(z x z = x <> x = ¢e)).

Dar vienas formalios aksiominés teorijos pavyzdys.

Signatura:

* konstantos (apibrézimo aibé): 0, 1,2, 3, ...

* predikatai: = Vienas lygybés predikatas.

* funkcijos: +, - Dvi dviejy argumenty funkcijos (sudétis, daugyba).

UZduotys:
1. ParaSyti formulg, su vienu laisvuoju kintamuoju a, teisinga tada ir tiktai tada, kai:
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a) a yra lyginis skaicius,
b) a yra pirminis skai¢ius.

Atsakymai:
a) dz(a = x + ) arba Jz(a = 2 - ),
b) (= 0) A~(a=1) AVa¥yl(a =) = (& = 1) V (y = 1))].

2. Kokie termai yra formuléje Jz(a = 2 - x)?

Atsakymas: yra tik du termai: a, 2.

Reiskinys 2 - x néra termas. Kai kuriuose vadoveliuose laikoma, kad termuose gali buti ir su-
varzytieji kintamieji, kai kuriuose - kintamieji gali buti tik laisvieji. Mes prisilaikome pastarojo
reikalavimo.

O kaip tada gavome formulg Jx(a = 2 - x)? Ja gavome prisilaikydami Zingsniy, apraSyty
formulés apibrézime:

a = 2 - bpagal 1-3 Zingsnj (= yra predikatas, o a, 2 - b - termai),
Jz(a = 2-z) pagal 3-ia Zingsnj (b - laisvasis kintamasis, x - suvarzytasis kintamasis, nejeinantis
1 formulg a = 2 - b).

Priminsime, kad formulé vadinama ivykdoma, jei yra struktiira, kurioje ji teisinga. T.y., jei
Jji turi modelj.

UZduotis. Ar jvykdoma formulé Vx3y(P(x,y) A P(z, f(x))) struktiroje, kurioje D =
{2, 3} yra individiniy konstanty aibé. Duota vieno argumento funkcija f (f(2) = 3; f(3) = 2)
bei dvivietis predikatas P, nusakomas lentele:

a|b| P(a,b)
212 k
213 t
312 t
313 k

Atsakymas: taip, jvykdoma (struktiira yra modelis), nes, jei:
a) r = 2, tai y pasirenkam lygu 3, f(2) = 3. Su Siomis reik§mémis formulé teisinga.
b) x = 3, tai y pasirenkam lyguy 2, f(3) = 2. Su Siomis reik§mémis formulé teisinga.

Formali aksiominé lygybés predikato teorija.
Signatura:

* konstantos (apibrézimo aibé D): bet kuri netusc¢ia baigtiné ar begaliné aibé.

* predikatai: =
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» Aksiomos:
1. Va(z = z),
2.VaVy(le =y —» y = x),
3.VaVyVz((x =y ANy =2) = = 2).

Sios teorijos formulése yra tik predikatas =. Formulé¢ G i§vedama teorijoje, jei i§vedama
sekvencija Ay, Ay, A3+ G. Cia A;(i = 1,2, 3) yra trys teorijos aksiomos.

Matematinés teorijos apraSymas formalios aksiominés teorijos pavidalu suteikia kitokias
iSvedimo paieskos galimybes. Formalus iSvedimas grynai sintaksinis. Neatsizvelgiama j iSve-
dime gaunamy formuliy prasm¢. Todél iSvedimy paieskai patogu naudoti kompiuterius. Nau-
dojant loginj i§vedimg pereinama nuo tesingy iSvady prie teisingy prielaidy nesinaudojant in-
tuicija, patirtimi ar Kitais iSoriniais faktoriais.

Pavyzdys. Parodysime, kad formulé Vo3yVz3u(u = 2 A (-(x = z) Vo = y)) iSvedama
teorijoje. IS aksiomy, Sios formulés iSvedimui, mums tereikeés tik pirmosios.

Raide F i§vedime Zymime formulg JyVz3u(u = 2 A (=(a = 2) Va =y)),

oraide G - formulg Ju(u = bA (—(a =b) Va = a)).

S
& a=aVr(r=x)F-(a=0b),a=a,F,G
b=bvVr(r=2)Fb=0bFG Vx(x =x)F =(a=b),a=a,F,G
Vx(x=x)Fb=0bFG Ve(r =z)F-(a=b)va=a,F G

Ve(zr =z)F (b=DbA(-(a=b)Vva=a)),F G

Ve(z =xz)F Ju(u=DbA (-(a= b)Va a)), I

Ve(r =z)FVz3u(u=2zA (-(a=1z)Va=a)),F

Ve(r =x)F JyVzau(u=z A (-(a=z)Va=y))
Vx(:c—x)I—VXEIyVZEIu(u_z/\(—|(x:z)VX:y))

Teorijoje irodomos tik tokios lygybés savybés, kurios nepriklauso nuo aibés D.

Formali aksiominé teorija vadinama pilna, jei, kokia bebtty teorijos uzdara formulé F,
irodoma arba F, arba —F'.

Formali aksiominé lygybés predikato teorija néra pilna. PavyzdZiui, uzdara formulé VzVy(x =
y) néra jrodoma, nes struktiiroje i§ dviejy elementuy (kai aibéje D yra du skirtingi elementai) ji
klaidinga. Jos neigimas Jx3Jy—(x = y) yra klaidingas aibéje i§ vieno elemento. Teorijoje
irodomos tik formulés teisingos bet kurioje struktiiroje (tapaciai teisingos formulés). Matema-
tikoje retai nagrinéjamos teorijos yra pilnos. Todél kelia nuostaba, kai daugelis matematiky
stebisi, kad formali Peano aritmetika yra nepilna.

Jei teorija pilna ir efektyviai aksiomatizuojama, tai ji iSsprendziama. Jei Peano aritme-
tika buty pilna, tai egzistuoty algoritmas, kuriuo galétumém patikrinti bet kurig uzdarg aritme-
tikos formule, ar ji iSvedama. Teorija T efektyviai aksiomatizuojama, jei egzistuoja algoritmas,
kuriuo atpaZistamos teorijos T aksiomos.
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Papildysime predikaty logikos skai¢iavima nauja aksioma ir dvejomis taisyklémis.

Aksioma: T+ At = t. Cia t (pirmoji ZodZio termas raidé) yra kuris nors termas.

Taisykleés lygybés predikatui:

t =, TI=" | A= t=rIr=tF Ar=t
t=rTFA t=rTFA

Pirmoji taisyklé tvirtina, kad, jei turim antecedente lygybe ¢ = r, tai visose sekvencijos for-
mulése terma ¢ kei¢iame jam lygiu r, o antroji - visose sekvencijos formulése keiiame r jam
lygiu ¢.

Gautasis skaiCiavimas vadinamas pirmos eilés predikaty logikos sekvenciniu skai¢iavimu
su lygybés predikatu. Formaliose teorijoje dazniausiai naudojamas skai¢iavimas su lygybés
predikatu.

Pavyzdys. Sekvencijos F VaVyVuvo((u = y Au = v A F(x,y)) — F(u,v)) iSvedimas
skaiCiavime su lygybés predikatu. Cia F bet kurios formalios teorijos formulé.

@
a=bc=d, F(bd)F F(bd)
a=bc=d,F(bc)t F(bd)
a=b,c=d, F(a,c) - F(b,d

)
a=bANc=dAF(a,c)F F(b,d)
Fa=bAc=dA Fl(a,c)) —
FVavYyVuVo(u =y Au=v A F(z,y

d
}q\_/
s}

S

<

Formali aksiominé grieZtos tvarkos teorija.
Signatura:
* konstantos (apibrézimo aibéD): bet kuri netuscia baigtiné ar begaliné aibe.
* predikatai: <,
* funkcijos: néra
* Aksiomos:

1. Vo (z < z),
2.VaVyVz((x <y ANy < z) = x < z).

Pavyzdys. Parasysime sekvencijos VaVy(r < y — —(y < x)). iSvedima. Taikydami (- V)
taisykle, formulés nekartosime, nes jos nebereiks (t.y. taikome ir silpninimo taisykle).
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@ S
a<bb<ablFa<aa<b a<bb<alFa<ab<a S5
a<bb<alFa<aa<bAb<a a<a,a<bb<alFa<a

(a<bAb<a)—a<aa<bb<aba<a
—-(a<a),la<bAb<a) va<a,a<bb<al
—(a<a),Vz((a<bAb<z)—>a<z),a<bb<at
—(a<a),VyVz(la<yAy<z)—>a<z)a<bb<al
—(a<a),VxVyVz((x <y Ay <z) o x<z)a<bb<al

Vx—(x < x),VaVyVz((r <y Ay < z) > x <z2),a<bb<at

Voe-(x < x),VaVyVz((r < y Ay < z) > x < 2),a <bF —(b < a)

Ve—(x < x),VaVyVz((r < yAy<z) »x<z)Fa<b— -(b<a)

Ve—(x < x),VaVyVz((r < y Ay < z) > x < 2) FVxVy(x <y — =(y < x))
Teorija nepilna. Teorijoje nejrodoma formulé Jz3y(z < y), nes egzistuoja aibés su apibrézta
griezta daline tvarka, kurioje visi elementai nepalyginami. Nejrodomas ir formulés neigimas
—JzIy(x < y) = VaVy—(z < y), nes egzistuoja aibés su griezta daline tvarka, kurioje yra bent
du palyginami elementai.

Sekvencinis akiciavimas su funkciniais simboliais.
Aksiomos: F,\I'= A, F

Loginiy operacijy taisyklés tos pacios kaip ir visuose sekvenciniuose skaiciavimuose.

Kvantorinés taisyklés:

F(B),TFA T+ A, F(y),3aF (z)
Chy) eF(2),0 F A (-3) Tk A, JeF(x)
VaF(z), F(),T F A T A, F(3)
(V) VzF(z), T F A A A,V F ()

Raide C Zymime apatinés sekvencijos visy termy aib¢. Neuzmirskite, kad, sutinkamai su kny-
goje vartojamu termo apibréZimu, termuose negali buti suvarZytyjy kintamyjy jeiciy. K - teori-
jos konstanty aibé (kai iSvedimo paieSka vykdoma formalioje aksiomingje teorijoje).

(3 k) ir (- V) taisyklése 8 ¢ C'. [ yra naujas laisvasis kintamasis.
Taisyklése (F 3) ir (VF) v € K UC. Jei C tusCia aibe, tai v € K. Jei K U C' tusCia aibé, tai y
yra naujas laisvasis kintamasis.

Pavyzdys.

Irodysime sekvencija (vis tenka priminti, kad jrodymas is’ apacios j virsy)

fla) = g(b),b = g(a), Ve (P(f(z)) A Q(g(x))) F 3z(P(g(x)) A Q(x)).
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& P
fla) = g(b),b = g(a), P(g(b)), Q(g(a)) = P(g(b)) _ fla) = g(b),b = g(a), P(f(a)), Q) - Q(b)
f(a) = g(b),b = g(a), P(f(a)), @(g(a)) F P(g(b)) f(a) =g(b),b = g(a), P(f(a)),@(g(a)) F Qb)
fla) = g(b),b = g(a), P(f(a)), Qg(a)) = P(g(b)) A Q(b)
f(a;), Qg(a)) - Ix(P(g(x)) A Q(x))

3.2 Godelio numeriai

Jau raséme, kad matematikoje naudojama savoka funkcija, o logikoje galima apsieiti ir be
funkcijy. Praplésdami logikos kalba funkcijomis padarome ja labiau jprasta ir suprantames-
ne matematikams.

Struktiira susideda is predikaty ir ju apibrépimo aibés D. Nagrinésime ir funkcijas, kuriy
apibréZimo aibémis yra ta pati aibé D. O reikSmiy aibémis - D poaibiai.
Naudojant funkcinius simbolius bei termus, matematikos teiginius galima uZraSyti jprastesne
matematikams kalba.

Pavyzdziai:
Struktira: D = R. Predikatai: <, <,>. Funkcijos: —, |a|, f.

UZduotis. ParaSyti predikaty logikos formule teiginius (kintamuosius raSyti jprastais mate-
matikoje simboliais):

1. Funkcijos f(x) tolydumo taske x apibréZimas.

Atsakymas: VedoVz((e > 0N > 0 A |x — zo] < ) — | f(z) — f(z0)] < €).

2. Tagkas x, yra funkcijos f(x) lokalus minimumas.

Atsakymas: 36Vz((0 > 0 A |z — xo| < ) = f(x) < f(xo)).

Jei aibés D poaibis nusakomas kuriuo nors vienvieCiu predikatu, pavyzdziui N(a), teisingas
tada ir tiktai tada, kai @ nataralusis skaicius, tai vietoje N(a) galima rasyti a € N. Suprantama,
jet strukturoje yra predikatas €.

Struktiira. D: R ir jos poaibis N. Predikatai: <,<,>, € . Funkcijos: —, |a|.

3. Skaitinés sekos a1, as, as, . .. riba yra skaicius a.

Atsakymas: VednoVn((e > 0Ang € NAne€ NAn>ng) — |ag—al <e).
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4. Kosi kriterijus. Skaitinés sekos ay, as, as, . . . riba yra skaicius a.

Atsakymas: VedngVnVm((e > 0Ang € NAn € NAm € NAn >ngAm > ng) —
lag — am| < €).

.....

ir tapaciai teisingy, tapaciai klaidingy bei jvykdomy formuliy aibés. Formuléms galima priskirti
numerius (natiraliuosius skai¢ius) ir nagrinéti ne formuliy aibes, o natiiraliyjy skai¢iy poaibius.
Pirmasis tuo pasinaudojo K.Godelis, nagrinédamas formaliaja aritmetika. Kiekvienam aritmeti-
kos formulés simboliui e priskiriamas numeris (nattiralusis skai¢ius) g(e). Formulei susidedan-
Ciai 1§ n simboliy ejeqes . . . e, priskiriamas skaiCius 2°t - 32 - 5 . .. pfn. Cia Dp, Yra n-tasis
pirminis skai¢ius. Kiekvienai formulei priskiriamas vienintelis skaiCius. Skirtingos formulés
turi skirtingus numerius. Be to, pagal natiiralyjj skaiCiy galima nustatyti, ar jis yra kurios nors
formulés numeris. Jei skaiius yra kurios nors formulés numeris, tai mokame vienareikSmiskai
parasyti ta formulg. Toks formuliy numeravimo metodas vadinamas Godelio numeravimu, o
skaiciali, priskirti formuléms, vadinami Godelio numeriais.

PavyzdZziui, paraSysime aritmetikos formuliy kodavima, kai jos uZzraSomos naudojant sim-
bolius:

¢ konstantas: 0, 1

funkcijas: +, -

predikata: =

* logines operacijas: —, A\, V, —

e kvantorius: V, 3

skliaustus: (, )

individinius kintamuosius xg, 1, 22, . . .

Kiekvienam simboliui priskiriamas Gdodelio numeris:
9(0) =3,9(1) =5,9(+) = 7,9(-) = 9,9(=) = 11,9(=) = 13,9(A) = 15, g(V) = 17,
g(—)=19,9(¥) =21,9(3) = 23,9(() = 25,9()) = 27, 9(x;) =29+ 2i(i = 0,1,2,...)

Tuomet formulei 3x¢(zo + 0 = 1) priskiriamas numeris

223 . 329 . 525 . 729 . 117 . 133 . 1711 . 195 . 2327.
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Grynosios logikos su lygybés predikatu ir funkciniais simboliais formuliy uZtaSymui pakan-
ka baigtinio skaiciaus simboliy:

* predikatas =

* loginés operacijos —, A, V, —
* kvantoriai V, 3

e skliaustai: (,)

* kablelis ,

* predikatinis kintamasis P

* funkcinis simbolis f

* laisvasis kintamasis a

* suvarzytas kintamasis x

* abécelé kintamyjy indeksams 0,1,2,...,9

Kiekviena formulé yra Zodis baigtinéje abécéléje {=, -, A, ..., 9}. Pavyzdziui, j formule
—Pi7(ay3, f21(as)) zitrime kaip j zodi —17(a13, f21(a5)) duotoje baigtinéje abécéléje (joje yra
24 simboliai). n raidZiy ZodZiui priskirsime skaiciy 2¢ - 3% - 5% . .. .. p». Cia p,, yra n-tasis

pirminis skaicius, e; yra i-tosios raidés Zodyje numeris, t.y. raidés vieta (i$ kairés j deSing) baig-
tingje abécéleje (1 < e; < 24).

Vietoje kurio nors formuliy poaibio, atsirado galimybé, nagrinéti poaibio formuliy numeriy
aibe, t.y. nattiraliyjy skaiciy poaibj.

Nagrinéjame funkcijas, kuriy apibréZimo aibé yra N, o reikSmiy - kuris nors N poaibis.
Tokiy funkcijy yra kontinuumas.

Apibrézimas. Funkcija f(a) vadinama apskaic¢iuojama, jei ja galima suprogramuoti.

kalboje, yra baigtinis Zodis tos programavimo kalbos abécéléje.

Vadinasi, tik dalis funkciju, nagrinéjamy matematikoje, yra apskai¢iuojamos.

Pazymékime raide T visy fapaciai teisingy predikaty logikos formuliy Godelio numeriy ai-
be; raide K - visy tapaciai klaidingy formuliy Godelio numeriy aibe; raide I - visy jvykdomy
formuliy Godelio numeriy aibe.

Irodyta, kad, nei funkcija fr(n)

1, jeineT
0, prieSingu atveju

frin) = §
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nei analogiskos funkcijos fx(n), fr(n) néra apskaiciuojamos. Tai reiskia, kad nejmanoma
ju suprogramuoti, t.y. tarp visy galimy programy néra tokiy, kuriomis apskai¢iuojamos fr(n),

fr(n), fr(n).

Matematikoje jrodyta, kad bet kuris begalinis nattraliyjy skaiciy poaibis yra skaitusis. Tai
reiskia, kad tarp natiiraliyjuy skaiciy aibés ir aibiy 7, K, I yra bijekcijos (abipusiai vienareikSmeés
atitiktys) f : N =+ T,9g: N — K, h: N — I. Klausimas tik, ar funkcijos (bijekcijos) f, g, h
apskaiciuojamos. Né viena i§ jy néra apskai¢iuojama

O kaip su funkcija

1, jeineT
oo, prieSingu atveju

Frim) = {

bei analogiskomis Fix(n), F;(n)? Irodyta, kad funkcijos fr(n), Fk(n) apskai¢iuojamos, o
funkcija F;(n) néra apskaiciuojama.

Remiantis Siais rezultatais, sukurti predikaty logikos skaiciavimai, kuriuose jrodomos ta-
paciai teisingos formulés ir tiktai jos. Bet néra tokio predikaty skai¢iavimo, kuriame bty
irodomos gvykdomos formulés ir tiktai jos.

Tie patys rezultatai galioja ir predikaty logikai su lygybés predikatu bei su funkciniais sim-
boliais.

Jei manoma, kad formulé néra tapaciai teisinga, tai daZniausiai ieSkoma struktiira, kurioje
formulé klaidinga.

Pavyzdys. Rasti struktiira, kurioje formule Vz3y(P(y, f(x) A P(y, f(f(z)))) klaidinga.

Atsakymas. D = N. Predikata P(a,b) kei¢iame lygybe, o funkcinj simbolj f(a) - funkcija
a+1.
Vedyly=az+1Ay=(x+1)+1).

Pagrindinés pirmos eilés grynosios logikos savybés:
1. Sekvencija - F'iSvedama tada ir tiktai tada, kai F' tapaciai teisinga formule.

2. Kompaktiskumas. Formuliy aibé M jvykdoma tada ir tiktai tada, kai jvykdomas kiekvienas
Jjos baigtinis poaibis.

3. Lowenheimo-Skolemo teorema. Jei formulé jvykdoma, tai ji jvykdoma ir numeruojamoje
aibéje (baigtinéje arba skaiciojoje).
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3.3 Elementarioji geometrija

Pirmasis geometrijos aksiomas aprasé D.Hilbertas 1899 metais. Buvo 40 aksiomy. Véliau 1959
metais A.Tarskis su 12 aksiomy apraSé¢ geometrijos dalj, kurioje nenaudojama aibiy teorija ir
kurios aksiomos apraSomos pirmos eilés logikos su lygybés predikatu formulémis. Pavadino
elementarigja geometrija. 1983 metais iSleista knyga, kurioje apraSyta elementari geometrija
su 11 aksiomy. Tai yra ilgo A.Tarskio darbo, pradéto 1926 metais su geometrijos aksiomatiza-
vimu, rezultatas. Gavosi graZi pirmos eilés logikos su lygybés predikatu teorija apraSanti dalj
geometrijos.

Be to, A.Tarskis jrodé:

» Elementarioji geometrija yra pilna. Kokia bebuty uZzdara formulé paraSyta elementarios
geometrijos signatiiroje, arba ji, arba jos neigimas jrodomas elementarios geometrijos
teorijoje.

» Elementarioji geometrija issprendZiama. Egzistuoja algoritmas, kuriuo, kokia bebuty
uzdara formule, paraSyta elementarios geometrijos signatiiroje, nustatoma ar formulé
1vykdoma.

Nagrinéjamoje teorijoje predikaty apibrézimo aibé - plokStumos tasky aibé. Yra du predikatai:
1) simboliu = nusakome keturvietj predikata. Formule ab = cd tvirtiname, kad atkarpos ab ir
cd yra vienodo ilgio. 2) TrivieCiu predikatu B(a, b, ¢) teigiama, kad taskas b yra tarp tasky a, ¢
tieséje, einancioje per taskus a, c.

Dar nuo Euklido laiky matematikai pateikia vis kitokius pradiniy matematikos savoky tas-
kas, tiesé, apibréZimus.

Bet niekas nesugalvojo geresnio biido, kaip pateikti apibréZimus aksiomy pavidalu. Toks
savoky apibrézimo biidas yra tikslus.

Elementarios geometrijos signatiira:
* konstantos (apibrézimo aibé): R?
e predikatai: =, B

* funkcijos: néra

Elemntarios geometrijos aksiomos:

Aksiomose néra laisvyju kintamyjuy. Paprastumo délei kai kada bendrumo kvantoriy neraSome.
Vietoje B(a, b, c) rasysime, praleisdami skliaustus (taip raS¢ A.Tarskis), Babc.

2.ab=cc—a=0>
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3. (ab=cdNab=rs) — cd=rs
Trecia aksioma aprasome predikato = tranzityvuma.

4. Baba - a =15

5. 3z(Bdax A ax = be)
Ties¢je da galima nubrézti atkarpa bc, prieSinga kryptimi, negu kad iS a patenkame | d.

6. (Badc N Bebc) — Jz(Bdze N\ Bbzxa)
Dvi iSkylaus keturkampio adbe jstrizainés susikerta viename taske.

7. (-(a=b) N Babc N Bajbijcy; N ab = a;by A be = by AN oad = aydy N bd =
b1d1> — cd = Cldl

Ar galima kalbéti apie kampa, neturint savokos kampas predikato? Pasirodo, kai kuriais atve-
jais, galima. Turim keturias atkarpas ab, bc, ad, bd ir brézZinj, kuriame yra joms lygios atkarpos
albl, blcl, aldl, bldl tuomet iéplaukia, kad ed = Cldl.

8. dxJyIz(—Bryz A ~Byzx A =Bzzxy)
Egzistuoja trys taSkai nepriklausantys vienai ir tai paciai tiesei. Sia aksioma nustatome, kad
nagrin¢jamy taSky aibé néra vienos tiesés tasky aibé.

9. JxFyFz((—(d=¢€) N ad=ae AN bd=be N cd=ce)— (BryzV ByzxV Bzzy))
Trys taskai a, b, ¢, vienodai nutol¢ nuo tasky d, e yra vienoje ties¢je. Sia aksioma tvirtinama,
kad nagrin¢jamy taSky aibé néra daugiamatés (tame tarpe, trimates) erdves tasky aibe.

10. (Bade A Bbde A —(d = e)) — JxJy(Babx N Bacy A Byex).
Euklido aksioma.

11. Bet kurioms formuléms elementarios geometrijos signatiiroje C'(a) ir D(b) su laisvaisiais
kintamaisiais a, b, teisinga formule

JuVaVy((C(z) A D(y)) — Buzxy) — FoVaVy((C(z) A D(y)) — Bzvy).

Jei taskai, su kuriais C teisinga yra tarp fiksuoto u ir bet kurio tasko, su kuriuo D teisinga, tai
atsiras taskas v atskiriantis C taskus nuo D tasku.

Geometrijoje yra daug pirminiy (neapibréZiamy) savoky. Priimta matematikoje jas tik pa-
aiskinti, kad suprastumét, intuityviai. Elementarioje geometrijoje pradinémis sagvokomis yra
taskas, tiesé, atkarpa. Enciklopedijose jprasta lyg tai pateikti pradiniy savoku apibréZimus,
bet jie tik daugiau sukelia neaiSkumy. Taskas: dydZio neturintis geometrijos objektas, kurj
apibidina jo padétis. Bet juk atkarpa [3;5] sudaryta iS taSky (dydZio neturiniy geometri-
jos objekty) ir turi dydj, jos ilgis 2. Atkarpos [3;5] ir [6;9] yra skirtingy 1lgiy, nors tarp jas
sudaranciy tasky yra bijekcija.

Kaip i8sisuko A.Tarskis geometrijoje su pradinémis sagvokomis? Taskas yra raidé. jos Zymi-
mos a, b, c,. .. arba raide su indeksu.

Atkarpa yra dvi raidés. Tiesé - trejetas taskuy (kuriy kai kurie, arba visi, gali ir sutapti), pa-
zymeéty raide B. Nieko geresnio ir negalima sugalvoti kaip apibréZzti pradines savokas (musy
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atveju atkarpa, ties¢) aksiomomis. 11 aksiomy ir yra atkarpy ir tiesiy tikslus apibréZimas.
Atkarpai nepriskiriamas skaiCius, jo ilgis. Bet jas galima palyginti. Nustatyti kuri ilgesné.
Elementariaja geometrija sudaro visi teiginiai, uZraSyti formuliy pavidalu, kurie iSvedami nau-
dojant pirmos eilés logika su lygybes predikatu i§ 11 aksiomy. Si teorija i§sprendZiama, yra
paraSytos programos kompiuteriui, kurios j bet kokia uzklausa, paraSyta formulés pavidalu, at-
sakys ar ji teisinga (ir pateiks jrodyma), ar ne. Toks formalus apraSymas kainuoja. Tenka netgi
ir akivaizdzius teiginius jrodyti, nes joje teisinga tiktai tai, kas yra jrodyta.

Irodysime, kad aa = bb, t.y. jrodysime, kad visi taSkai turi vienoda ilgj. Panaudosime 2-g ir
5-ta aksiomas.
¥

2] a = e, Bdae,aa = bb t- aa = bb

Bdae,aa = bbF aa = bb,ae = bb a = e, Bdae,ae = bbt aa = bb
Fae = bb — a = e, Bdae,ae = bbt aa = bb
ae = bb — a = ¢,Bdae A ae = bb) F aa = bb

VxVyVz(xy = zz — x =y), Bdae A\ ae = bb) F aa = bb
VaVyVz(zy = zz — o = y), Iv(Bdav A av = bb) - aa = bb
VaVyVz(zy = 2z — © = y), VxVyVzVudv(Buxv A xv X yz) - aa = bb
VaVyVz(zy = 2z — x = y), VaVyVzVudv(Buzv A zv = yz) F VxVy(xx = yy)

Kai kurios jrodytos teoremos (jomis, per pratybas, galima naudotis, kaip duotomis):
1. Babc — Bcba,
2. (Babd N\ Bbed) — Babe,
3. (Babce A\ Bade) — (Babd V Badb),
4. (=(a = b) A Babc A\ Babd) — (Bacd V Badc).

Ketvirtoji formulé buvo laikoma aksioma. Bet pavyko ja jrodyti ir sumaZinti aksiomy
skaiCiy. Jos jrodymas ganétinai sudétingas.

Kiti naudojami elementarioje geometrijoje predikatai yra iSvestiniai. Juos galima uZraSyti
logikos formulémis su pradiniais =, B predikatais.

Pavyzdziai:

* ab < cd uzraSomas formule 3z (ab = cx A Baxd),

* Teiginys taskas c priklauso tiesei nubréZtai per taskus a, b, Zymimas c € ab ir uZzraSomas
formule Bcab VvV Bacb Vv Babc,

» Teiginys tiesé, einanti per taskus a, b, lygiagreti tiesei, einanciai per taskus c, d, Zymimas
ab||cd ir uZzraSomas formule —(a = b) A =(c = d) AVz—(z € abA z € cd).

3.4 Peano aritmetika

Matematinius teiginius norime paversti tiksliais matematiniais objektais. Tuo tikslu matema-
tin¢je logikoje kuriamos dirbtinés formalios kalbos. ApraSysime dar vieng jy - formalios arit-
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metikos kalbq.

Italy matematikas G.Peano 1889 metais paskelbé aksiomy sistema nattiraliyjy skaiciy aibei
apibudinti. Véliau, 1900 metais, pataisé ja. Tiksliau, tik pirmaja aksioma, kuria nulis dabar jau
laikomas nattraliuoju skai¢iumi.

1. Elementas, Zymimas 0, vadinamas nuliu yra nattiralusis skaicius.

2. Kiekvienam nataraliajam skaiCiui n egzistuoja paskesnysis skaicius s(n).
3. 0 néra jokio natiiralaus skaiCiaus paskesniuoju.

4. Naturalieji skaiCiai lygus, jei ju paskesnieji skaiciai sutampa.

5. Jei S yra natuiraliyjy skaiciy savybe ir:

a) nulis tenkina savybeg S,

b) jei natiiralusis skaiius tenkina savybe S, ir taip pat ja tenkina jo paskesnysis skaicius,
tuomet visi nataralieji skaiciai tenkina savybe S.

1901 metais Dedekindas aprasé pusiau aksiominj aritmetikos (t.y. tik dalis aksiomy buvo
apraSytos formuliy pavidalu) varianta ir pavadino ta sistema Peano aritmetika. Véliau buvo
paskelbti spaudoje keli aksiomy sistemy variantai, paraSyti tik predikaty logikos kalba, ir visi
jie buvo vadinami Peano vardu. Aprasysime vieng juy.

Peano aritmetikos (sutrumpintai PA) signatura:

* konstantos: 0
e predikatai: =
e funkcijos: s, +, -

Yra tik vienas dvivietis lygybeés predikatas, trys funkcijos: s(a) = a+1,a+b (sudétis), a-b
(daugyba) bei viena konstanta O (nulis).

Aritmetikos aksiomos.

1. Vz—(s(x) = 0)

2. Vay(s(x) = s(y) = = = y)
3.Ve(z 4+ 0=2)

4. Vavy(x + s(y) = s(z + 1))

5.Vx(z-0=0)
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6. VaVy(z - s(y) = (v - y) +y)
7. (A(0) AVzA(z) — A(s(z)))) = VrA(x)
7-a aksioma yra matematinés indukcijos aksioma. Ja raSysime taisyklés pavidalu.

Indukcijos taisykle:

I'EAJAQ0) THAVe(A(x) = A(s(x)))
I'F A VzA(x)

ia A - kuri nors PA formulé su laisvuoju kintamuoju a, formuléje A(a).

Teiginys, uzrasytas PA formule F, teisingas, jei iSvedama sekvencija Py, P, ..., Py F F
predikaty skaiciavime su funkciniais simboliais ir lygybés predikatu bei indukcijos taisykle.
P, P, ..., Fsyraaritmetikos aksiomos.

Visy aksiomy neraSysime antecedente. Jei kurig nors naudosime, tai paryskintai parasysime
ja, bei is jos gauta formulg antecedente.

ISvedimy pavyzdZiai:

l. FVz(z =0V Jy(z = s(y))).

)
a=0V3dyla=s(y))tF s(a) =0,s(a) = s(a)
@ a=0V3y(a=s(y)) F s(a) =0,3y(s(a) =s(y))
F0=0,3y(0 = s(y)) a=0V3y(a=s(y))s(a=0VIy(s(a) =s(y))

F0=0VIy(0=s(y)) F(a=0VIyla=s(y))) = (s(a) =0V Iy(s( _) s()))
FVz(x =0V Jy(z = s(y)))(taikymas — indukcija)

Robinsono aritmetika gaunama iSbraukus i§ PA matematinés indukcijos aksioma ir prijun-
gus naujg aksioma Va(z = 0V Jy(z = s(y))). Kaip matome (pirmas pavyzdys), ji irodoma PA
formulé, bet nejrodoma Robinsono aritmetikoje.

2.Vz(0+ 2 = x).

D
0+s(a) =s(a),0+a=at s(a) =s(a)
0+s(a)=s(0+a),0+a=ak 0+ s(a) =s(a)

® aks.(6),0+s(a) =s(0+a)0+a=at 0+ s(a) =s(a)
aks.(5),0+0=0F0+0=0 O+a=at 0+ s(a) =s(a)
FO+0=0 FO+a=a— 0+ s(a) = s(a)

Vz(0 + z = z)(taikymas — indukcija)

3.F-Vz(0+ 2 =2+0).
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S
s(a) +0=s(a) - s(a) = s(a)
aks.(5),s(a) + 0 =s(a) F s(a) = s(a) + 0
Fs(a) =s(a)+0
silpn.,0+a=at s(0+a)=s(a)+0

aks.(5),a+0=a0+a=a+0Fs(0+a)=s(a)+0
silp.,0 +s(a) =s(0+a)0+a=a+0Fs(0+a)=s(a)+0
aks.(6),0 +s(a) =s(0+a)0+a=a+0F 0+ s(a) =s(a) +0
® O+a=a+0F0+s(a)=s(a)+0
FO+0=0+0 FO+a=a+0—0+s(a) =s(a)+0
FVz(0 + z =z + 0)(tatkymas — indukcija)

1931 m. K.Godelis jrodé dvi svarbias teoremas.

1 teorema. Egzistuoja tokia PA formulé F, kad nei - F, nei = = F' nejrodomos Peano arit-
metikoje. T.y. PA aritmetika nepilna.

2 teorema. Tvirtinimas Peano aritmetika neprieStaringa aprasomas uZdara (be laisvyjy
kintamyju) PA formule (paZymékime jq F). Bet nei = F', nei = —F neirodomi Peano aritmetikoje.

K.Godelis kodavo formules bei ju jrodymus natiiraliaisiais skaiciais (Zr. skyrelj Godelio
numeriai). O natiiralivosius skaiCius k formalioje aritmetikoje uzrasydavo termu, vadinamu
numeralu k& = s(s(...s(0))...). Numerale yra k funkcijos s jeiciy.

Jis jrodeé, kad teorijoje PA yra tokia formule Prf(m, n), kuri teisinga tada ir tiktai tada, kai
n yra kurios nors formulés kodas, o m yra jos iSvedimo kodas. Taigi, m - formulés kodas, n -
1Svedimo kodas.

Prisiminkime pirmaja aksioma V—(s(z) = 0). Jei x = 0, tai turime teisinga PA formulg
—(s(0) = 0), t.y. teiginj 1 # 0. Jei Peano aritmetikoje buty jrodomas teiginys 1 = 0, t.y.
formulé s(0) = 0, tai PA buty priestaringa. Kiekvienai formulei yra priskirtas kodas. Tarkime
formulés s(0) = 0 kodas k.

Taigi, jei PA prieStaringa, tai joje jrodoma sekvencija - JyPrf(k,y). Jei ji nepriestarin-
ga, tai jrodoma sekvencija - —Prf(k,y). Pagal antraja K.Godelio teorema né viena is Siy
sekvenciju néra PA jrodoma.

Nepavyks PA nepilnumo i§vengti papildZius aksiomy sara$a naujomis formulémis. K.Godelis
irodé, kad bet kurioje matematikos teorijoje, kurioje yra PA, neprieStaringumas negali buti
irodytas tos teorijos metodais.

Daugelis matematiky laiko, kad Hilberto svajonés apie idealia matematika Zlugo, Peano
aritmetika néra pilna. Nors, knygos autoriaus nuomone, tokia kritika abejotina. Jei PA biity
pilna, tai ji buty ir iSsprendZiama. Pasirodyty, kad matematikos pasaulis yra gana primityvus.
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Kaip irodomas aksiominiy formaliy teoriju nepriestaringumas?

Matematiné teorija nepriestaringa, jei néra tokios teorijos formulés F, kad abi F ir —F
irodomos.

Formaliy aksiominiy matematiniy teorijy neprieStaringumo jrodymo budai:

* Papildant nagrinéjamq teorijq (pazymékime T') naujomis aksiomomis ar taisyklémis (gau-
ta nauja teorija pazymekime S).

Jei teorija T yra S poaibis ir S nepriestaringa, tai T taip pat neprieStaringa. Siuo atveju
gauname salyginj nepriestaringuma;: 7 nepriestaringa tik su salyga, kad S neprieStarin-
ga. O gal, savo ruoZtu, jrodomas ir S tik salyginis neprieStaringumas. Ir taip gali tgstis be
galo ilgai.

Gal nera absoliutaus nepriestaringumo. Priimta laikyti teorija T nepriestaringa (abso-
liutus neprieStaringumas), jei egzistuoja konstruktyvus (naudojant intuicionisting logika)
teorijos S neprieStaringumo jrodymas. Taip suprantama, kad jrodymas priimtinas ir pa-
kankamai jtikinantis.

* Randant teorijos modeli, kurio neprieStaringuma mokame jrodyti.

* Analizuojant visus galimus jrodymus (metamatematika).

* Redukuojant j nepriestaringq arba sqlyginai nepriestaringq teorijq.

Panagrinésime kai kuriuos Peano aritmetikos, pirmos eilés teorijos, neprieStaringumo jrodymus.

1) PA aksiomy saraSas papildomas transfinitine indukcijos aksioma. Transfinitiné indukcija
aprasoma antros eilés logikoje, bet neapraSoma jokia pirmos eilés logikos formule. PA teorija
yra poaibis PA + transfinitiné indukcija teorijos. Naujoje teorijoje irodomas PA neprieStaringu-
mas. Bet ar pati naujoji teorija nepriestaringa? Deja, to iki Siolei nepavyko jrodyti.

Irodytas sqlyginis neprieStaringumas:
jei PA + transfinitiné indukcija neprieStaringa, tai PA nepriestaringa.

2) PA aksiomy sistema papildoma Carnapo taisykle

FFO) FF(1) FF@2)...
FVaF(x)

Irodyta, kad naujoje teorijoje PA yra pilna ir neprieStaringa.
Irodytas salyginis nepriestaringumas.
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Prisiminkime predikaty logikos iSvedimo taisykle
F P(a)
FVzP(x)

Priminsime, kad Vz P(x) jrodomas, jei irodomas Sablonas P(a) (¢ia a) naujas laisvasis
kintamasis). Tai reiskia, kad pakeitus a bet kuriuo konkreciu skai¢iumi, pavyzdziui 25, pakaks
kartoti ta patj jrodyma P(25), kaip ir su a (su kai kuriais konkrecCiais skaiciais galbut jrodymas
bus trumpesnis).

Matematikoje tik taip ir pagaunama begalybé. Gali taip buti, kad visi P(0), P(1), P(2),. ..
teisingi, o Sablonas P(a) nejrodomas. Tuomet nejrodoma ir Vz P(x).

Taigi, 1§ PA pilnumo, prijungus Carnapo taisykle, iSplaukia, kad Peano aritmetikoje yra be
galo daug teiginiy F;(n), kurie teisingi su visais nataraliaisiais skaiciais, bet formulés Yo F;(n)
nejrodomos. Ir tik dél to aritmetika nepilna.

3) Prijungsim prie PA aksiomy vienvietj predikata P, apibrézta naturaliyjy skaiciy aibéje.
g(F) zymi uzdaros formulés F Godelio numerj. P(g(F')) teisingas tada ir tiktai tada, kai F
yra teisinga. Toks predikatas neapraSomas jokia PA formule. Tokioje teorijoje jrodomas PA
neprieStaringumas. Vadinasi, jrodomas salyginis neprieStaringumas.

4) Nagrinéjimo objektai yra ne formulés, o formuliy jrodymai. Tokia teorija vadinama
irodymy teorija arba metamatematika. Tik analizuojant jrodymus, bei juos redukuojant j pa-
prastesnius, G.Genzenui pavyko jrodyti, kad visy iSvedamy formuliy aibéje néra tokiy dviejy
irodymy, kad vienas baigtusi kuria nors formule F, o kitas jos neigimu. Vieni matematikai tai
vadina absoliuciu neprieStaringumo jrodymu, kiti salyginio neprieStaringumo jrodymu.

Yra apraSyta ir daugiau PA neprieStaringumo jrodymu. Todé¢l nebeliko abejoniy, kad PA yra
absoliuciai nepriestaringa.

Pirmos eilés predikaty logikos absoliutus nepriestaringumas jrodytas naudojant inter-
pretacija, kurioje individiniy konstanty aibéje tik vienas elementas (Zr., pavyzdZiui, [2]). Tokio-
je interpretacijoje predikaty logikos formulés transformuojamos j teiginiy logikos formules, o
tokios logikos absoliutus neprieStaringumas niekam nekelia abejoniy.

Panasiai jrodomas ir grupiuy teorijos nepriestaringumas. Aprasomas modelis, kuriame
nejrodoma bent viena formulé.

Euklido geometrijos nepriestaringumas jrodomas transformuojant ja j aritmetika.

3.5 Definavimas

Aibé A C N™ (¢ian > 1) vadinama aritmetine, jei yra tokia Robinsono aritmetikos formulé
F(ay,...,ay,) (priminsime, kad Robinsono ir Peano aritmetiky signatiiros sutampa) su laisvai-
siais kintamaisiais a4, . . . , a,, kad, kokie bebuity natiralieji skaiciai k, ..., k,
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(k1,...,ky,) € Atadair tiktai tada, kai F'(ki,...,k,) = t.

Sakoma, kad aibé A definuojama (apraSoma) formule F. Cia ky,..., k, yra numeralai (termai
pavidalo s(s(...s(0))...)).

PavyzdZiui, aibé {(a,b) | a < b} definuojama formule Ix(a + x = b A —(x = 0)).

Funkcija vadinama aritmetine, jei jos apibréZimo aibé yra natiiraliyjy skaiciy aibé, o reikSmiy
aibé E yra kuris nors nattraliyjy skaiciy poaibis.

Aritmetinés funkcijos b = f(ay, ..., a,) grafiku vadiname aibg vektoriy

G= {<k717 .. -aknakn+1> | kn+1 = f(kb .- 7kn)}

Aritmetiné funkcija definuojama Robinsono aritmetikoje, jei joje definuojamas funkcijos gra-
fikas.

Irodyta, kad aritmetiné funkcija definuojama Robinsono aritmetikoje tada ir tiktai ta-
da, kai ji rekursyvioji.
Parodysime tik kaip definuojamos bazinés funkcijos bei tos, kurios gaunamos taikant superpo-
zicijos ar minimizavimo operatorius:

* Baziné funkcija b = a + 1 definuojama formule b = s(a).

* Baziné funkcija 0 definuojama formule b = 0.

* Baziné funkcija pr;(as, ..., a,) = a; (1 <i < n)definuojama formule b =0-a;+...+
O-ai_l+ai+0-ai+1+...+0-an.

* Tarkime, turime (k + 1) funkcija
fbr, o be),g1(ar, ... an), .., gxlar, ... an). (3.1)

I$ ju, panaudojus superpozicijos operatoriy, gaunama n argumenty funkcijab = f(g1, ..., gr)-
Tarkime, kad funkcijos (3.1) definuojamos formulémis

F(bla SR bka bk-i—l)a Gl(ah <oy ap, an—l—l)v SR Gk(ala <oy Qp, an—‘rl)-
Tuomet funkcijy superpozicija definuojama aritmetikos formule

dry ... 3xk(Gi(ar, ..o an,x) Ao AGr(ag, ... an, xp) A F(zq, ..., 25, 0)).

* Minimizacijos operatoriumi nauja gauta funkcija g apraSoma taip:

glar, ..., an) = py(flar, ..., an-1,9) = ap.

Tarkime, kad funkcija f definuojama formule F(ay, ..., a,,b). Tuomet funkcija g defi-
nuojama formule

F(ay,...,a,,0)V 3Iz[F(ay,...,an, ) AVy(ly <z — —=F(ay,...,an,y))]



83

PA definuojamy funkcijy aibé sutampa su Robinsono aritmetikoje definuojamomis funkci-
jomis. Vadinasi, aritmetiné funkcija definuojama Peano aritmetikoje tada ir tiktai tada, kai ji
rekursyvioji.

Robinsono aritmetikoje nejrodomos daugelis funkciju savybiy, jrodomy Peano aritmetikoje.
Pavyzdziui, formulé VzVy(z + y = y + x) irodoma Peano aritmetikoje, bet nejrodoma Robin-
sono aritmetikoje.

Irodyta, kad Peano aritmetika ekvivalenti (izomorfiska) aibiy teorijai ZF be begalybés ak-
siomos.

Idomi Peano aritmetikos uzdary formuliy pavidalo 3x; ...3z,(F = G) klasé. CiaE G
bekvantorés PA formulés. Ji yra:

* pilna (teisingy, aprasSytojo pavidalo, formuliy atzvilgiu),

* neiSsprendZiama.

A.Tarskis laikomas matematinés logikos pradininku Jungtinése Valstijose. Jis sukiré pir-
maja JAV matematinés logikos mokykla (Berklyje, Kalifornijos universitete). A.Tarskis 1956
metais jrodé bendresng, nei K.Godelio rezultatas apie aritmetikos nepilnuma, teorema.

A.Tarskio teorema. Pirmos eilés aritmetikos teisingy formuliy aibé (tiksliau, ty formuliy
Godelio numeriy aibé) néra aritmetine.

Neegzistuoja aksiomy sistemos, parasytos pirmos eilés logikos formulémis, kurioje biity
isvedamos visos natiraliyjy skaiciy savybeés.

3.6 Antros eilés logika

Predikaty logikos formulés skirstomos j aibes (logikos formuliy eiles) Ly, Lo, L3, ... Pateik-
sime du skirtingus logikos eiliy apibréZimus. Pirmuoju apibréSime savybes, kurias tenkina
ivykdomos L;(i = 1,2,...) formulés, o antruoju - kokio pavidalo formulés patenka j L; (i =
1,2,...). Siame skyrelyje nagrinésime grynosios logikos formules, t.y. logikos formules, ku-
riose néra nei konkreciy predikaty, nei konkreciy funkcijy, nei konkreciy konstanty (gali buti

Pirmasis apibrézimas.

Tarkime, F kuri nors predikaty logikos formulé. Tikriname, ar ji jvykdoma. leSkome
struktaros, kurioje ji buty teisinga. IeSkome konstanty aibés D bei joje apibrézty predikaty,
funkcijy. Kiekviena jvykdoma formulé patenka bent i viena i8 Siy aibiy:

Lq: D yra baigtiné arba skaicioji. Pirmos eilés predikaty logika. Arba tiesiog pirmos
eilés logika.
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.....

Retai kuriame nors matematinés logikos vadovélyje (skirtame aukstyjy mokykly studentams) i§
viso uzsimenama apie antros eilés logikq. Tod¢l studentai, kaip taisykle, terming logika sutapa-
tina su pirmos eilés logikaq.

.....

Tikiuosi supratote logiky klasifikacija. Dar yra logikos Ly, Ls, . . .

L1CL2CL3CL4CL5C...

Kadangi fapaciai teisingos formulés taip pat yra jvykdomos, tai ta pati klasifikacija galioja ir
tapaciai teisingoms formuléms.

Antrasis apibrézimas. Klasés nusakomos pagal formuliy pavidalq.

Priminsime, kad formulés F Godelio numerj Zymime g(F').

Tarkime A C L, yra visy irodomy pirmos eilés logikos formuliy aibé. Deja, tokios algorit-
miskai apskai¢iuojamos funkcijos ¢ 4 neegzistuoja:

oa(9(F)) ={ L jei I'e A

0, prieSingu atveju

Tarp visy galimy kompiuteriui programy néra tokios, kuri apskaiciuoty ¢ 4.

Siek tiek nukrypsiu. Nagrinésime funkcija

f(n) = 1, jei skaiCiuje 7 yra lygiai n greta stovinciy 7
~ | 0, prieSingu atveju

Lygiai n suprantama taip: pavyzdziui, skaiCiuje 3, ...27774 ... yralygiai 3 greta stovintys sep-
tynetukai. Tokia funkcija neapskaifiuojama. Bet, aiSku, kad funkcija h(n) apskai¢iuojama

h(n) = 1, jei skaiCiuje 7 yra lygiai n greta stovinciy 7
~ | oo, prieSingu atveju

Pavyzdziui, h(2) reikSme galima taip rasti: ieSkome ... 277y ... (xir y nelygus 7) perziarédami
skaiCiy 7 i8 kaires i deSing. Jei randame z77y . . ., tai spausdiname 1. Jei néra, tai kompiuteris
iesko (dirbs) "be galo ilgai".

Panasi situacija yra ir pirmos eilés logikoje.

Tarkime A C L; yra visy frodomy pirmos eilés logikos formuliy aibé. Tokia funkcija d 4
algoritmiSkai apskaiCiuojama (1929 metais jrodé¢ K.Godelis):

1, jei Fe A
00, prieSingu atveju

satalF) = {
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Jei problema uZrasoma pirmos eilés grynosios logikos formule F su funkciniais simboliais,
tai galima parasyti tokiq programq, kad, jei F irodoma, tai po baigtinio Zingsniy skaiciaus
kompiuteris baigs darbq ir jums pateiks jos irodymaq tokiu pavidalu, kad bus sunku nustatyti,
Irode tai kompiuteris ar Zmogus. Jei problema neirodoma, tai kompiuteris gali ieskoti irodymo
be galo ilgai (teorinis variantas).

Savo laiku buvo kiles didelis dZiaugsmas tokiu rezultatu. Jei Zinome kurig nors neiSspresta
problema ir mokame ja apraSyti pirmos eilés logikos formule, tai jrodymo paieska galbut gali-
ma pavesti kompiuteriui. Pasipylé automated theorem prover’iy (programy skirty pirmos eilés
grynosios logikos formuliy jrodymy paieskai) raSymas.

Bet, pasirodo, viskas yra sudétingiau. NeuZtenka pakeisti predikatinius kintamuosius ir
funkcinius simbolius konkreciaias predikatais ir funkcijomis, t.y. pirmos eilés formule uZraSyti
kurios nors formalios aksiominés teorijos problema. Yra dar ir papildomi reikalavimai mate-
matinéms teorijoms. Be to, kompiuteris reikalauja daug atminteis ir dirba ilgai netgi su ne-
sudétingais uZdaviniais. Techninés priezastys: atmintis ir laikas. Vis tik kompiuteriu pavyko
irodyti daug teoremy. Bet absoliuti dauguma ir taip buvo Zinomos.

Sioje knygoje yra keletas formaliy aksiominiy teoriju, kurios naudoja pirmos eilés logi-
ka, pavyzdziy:

1. lygybes predikato teorija,
2. grieztos tvarkos teorija,
3. grupiy teorija,

4. Peano aritmetika,

5. aibiy teorija ZF.

Paminésime dar viena matematikos teorija, kurios problemoms spresti naudojama pirmos
eilées logika (tokiy teoriju yra daug; knygoje aprasome tik kelias). Tai sveikuyju skaiciu Ziedas

Signatira:
* konstantos: 0, 1
* predikatai: @ = b. Vienas dvivietis predikatas (lygybés predikatas)

* funkcijos: +, —, X. Viena vienvieté funkcija —, kuri kiekvienam skaiCiui a priskiria jam
prieSinga —a ir dvi dvivietés funkcijos +, X.

mieji, bet ir predikatiniai kintamieji bei funkciniai simboliai.
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Antros eilés logikoje yra formulés, kurios skiriasi vizualiai nuo pirmos eilés.

Formuliy pavyzdZiai.
1. Savybiy dvireik§miskumo principas VPVn(P(n) V =P(n)) yra antros eilés formulé.

2. Va(JyP(x,y) — P(z, f(z))) yra pirmos eilés formulé (ji yra, tuo paciu ir antros, trecios
ir t.t. eilés formulé; bet, priimta, varda pagal pavidala, priskirti Zemiausiai eilei).

3. 3fVx(JyP(x,y) — P(z, f(x))) yra antros eilés logikos formulé, nes funkcija f suvar-
Zyta kvantoriumi .

4. Irodyta, kad antros eilés logikos formule
—3z3fVP[(P(z) ANVx(P(x) — P(f(x))) = Vo P(z)]

ivykdoma kontinuumo galios aibéje ir nejvykdoma jokioje numeruojamoje (baigtinéje arba
skaiCiojoje) aibéje.

5. Turime neorientuotg be kilpy grafa. D - virSuniy aibé. Joje apibréZtas dvivietis predi-
katas E (briauna). Teiginys grafe galima rasti dvi tokias netuscias virsuniy aibes A, B, kad
néra briaunos jungiamcios kuriq nors A virsing su kuria nors B virsine uZrasomas antros eilés
formule

JA3B[(FA(z) A JxB(x) ANVaVy(A(z) A B(y))) — —E(z,y)].

Tarkime A C Ly yra visy irodomy antros eilés logikos formuliy aibé. Deja, tokios algorit-
miskai apskai¢iuojamos funkcijos ¢ 4 neegzistuoja (F' € Ls):

1, jet Fe A
0, priesSingu atveju

eatatr) = {

Neegzistuoja ir tokios (palyginkite su atitinkama funkcija pirmos eiles logikai)

1, jei Fe A
00, prieSingu atveju

satalr) = {

Tarkime 3(F) kuri nors algoritmiskai apskai¢iuojama (t.y. ja galima suprogramuoti) funk-
cija apibréZta su visomis antros eilés formulémis (reik§miy aibé {0,1}). Tuomet aibé Bs =
{F'| jei B(F) = 1} yra grieZtas aibés A (priminsiu, kad aibé A yra visy jrodomy antros eilés
logikos formuliy aibé) poaibis Bz C A, arba grieZtas virSaibis A C Bg.

Antros eilés logika vadinama standartine, jei joje nagrinéjamy funkcijy ir predikaty api-
bréZimy aibé yra viena ir ta pati aibé D, o funkcijy reikSmiy aibé E yra D poaibis.

Sioje knygoje nagrinéjami tik standartiniai dvieju formaliy aksiominiy teoriju pavyzdZiai,
kurie naudoja antros eilés logikq. Tai aibiy teorija ZFC ir antros eilés aritmetika (dar vadinama
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analize).

1955 metais suomiy logikas J.Hintikka irodé, kad kokia bebiity formulé F aukstesnés nei
antros eilés logikos (t.y. trecios, ketvirtos ir t.t.) galima rasti tokiq antros eilés formule G, kad
arba abi jvykdomos, arba abi nejvykdomos.

Ehrenfeucht-Fraisse Zaidimas.

Du Zaidéjai: A, B.

Du grafai: GG ir Gb.

Ejimy skaicius k£ € N.

Zaidimo taisyklés. n-tasis éjimas (n = 1,2, ..., k). Jo metu abu Zaidéjai pasirenka po grafo
virSung. IS pradZiy Zaidéjas A pasirenka kurj nors grafg ir jame virSung. Po to, Zaidéjas B, Zino-
damas A pasirinkima, kitame grafe pasirenka kuria nors virSune.

Po k é¢jimy Zaidimas stabdomas.

Tarkime, pirmame grafe pasirinktos aq, ..., a, 0 antrame by, ..., b, (kai kurios virStnés
gali sutapti). Laimi Zaidéjas B, jei pografiai sudaryti i§ vir§tiniy ay, . . ., ag ir by, . . . , by yra izo-

morfiniai. PrieSingu atveju laimi Zaid¢jas A.

Ar egzistuoja zaidéjui B laiméjimo strategija? Tai priklauso nuo duoty grafy.

Teorema. Seimos S grafu negalima aprasyti pirmos eilés logikos formule, jei kickvienam n
(éjimy skaicius) atsiras tokie sistemoje S du grafai, kad Zaidéjui B egzistuoja laiméjimo strate-
gija.

Grafy Seimy S pavyzdZiai:
a) Eulerio grafai,

b) plokstieji grafai,

¢) medziai.

Grafy teorijos teiginiams formalizuoti daZniausiai naudojami vienvieciai antros eilés predi-
katiniai kintamieji.

Duotas neorientuotas be kilpy grafas (V, E). Cia V - virsiiniy aibé, E - dvivietis predikatas

su apibrézimo aibe V. E(a, b) = t tada ir tiktai tada, kai grafe yra briauna jungianti @, b. Vien-
vieciais predikatais nusakome aibés V poaibius.



88

Pavyzdys. Teiginys egzistuoja pografis, kurio visos virsinés izoliuotos, uzraSomas formule:
IXVr(X(x) = Vy—E(z,y)).

Aukstesnés eilés logikos formulémis paprasCiau ir suprantamiau galima apraSyti matema-
tikos teiginius. Ja daZniausiai tik ir naudoja matematikai teiginiy uZraSymams ir teoremy
irodymams. Bet paprastumas kainuoja.

Antros eilés logikos tapaciai teisngy formuliy aibé néra rekursyviai skaiti. Tai reiskia, kad
néra skaiciavimo, kuriame bet kuri formulé biity isvedama tada ir tiktai tada, kai ji tapaciai
teisinga.

Dar karta priminsime, kad pirmos eilés logika yra grieZtas antros eilés logikos poaibis. Ant-
ros eilés logikoje aprasomi kai kurie teiginiai, kuriy nejmanoma apraSyti pirmos eilés logikos
formule. PavyzdZziui, paraSysime formulg, kuria tvirtinama, kad strukttros aibé D yra begaliné:

Fy3FYX (X (y) A V(X (z) = X(f(2))) = VaX(z))

Priminimas.
1. Formule su vienu laisvuoju kintamuoju F'(n) nusakome kazkurj tai apibréZimo aibés D
poaibi. Jam priklauso tie n, su kuriais F'(n) teisinga.
2. UZdara formulé (formulé be laisvyjy kintamyjy) yra teiginys. Ji yra arba teisinga, arba klai-
dinga.
3. Formali aksiominé teorija vadinama pilngja, jei kokia bebiity jos signatiiroje paraSyta uZdara
formulé F, jrodoma arba F, arba —F'.
4. Peano aritmetikoje yra be galo daug tokiy uzdary formuliy, kad nejrodomos nei jos, nei jy
neiginiai.

3.7 Antros eilés formalioji aritmetika

Peano aritmetikoje jrodoma tik dalis, netgi Zinomy, jrodyty matematikoje, natiiraliyju skaiciy
savybiy. Papildysime aritmetikos aksiomuy sarasa nauja antros eilés aksioma. Antros eilés teo-
rijoje irodomos visos pirmos eilés teorijos formulés bei daug naujy, nejrodomy pirmos eilés
aritmetikoje. Yra jvairiy antros eilés formaliosios aritmetikos teorijy (Zr. knygoje [4]). ApraSy-
sim daZniausiai naudojama varianta - standarting antros eilés aritmetikq Z2, kurig 1939 metais
aprasé D.Hilbertas ir P.Bernays knygoje Grundlagen der Mathematik antrame tome.

Antros eilés aritmetikos Z2 signatiira:
* konstantos: 0
* predikatai: =
e funkcijos: s, +, -

Yra tik vienas dvivietis lygybés predikatas, trys funkcijos: s(a) = a+1,a+ b (sudétis), a-b
(daugyba) bei viena konstanta O (nulis).
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Aritmetikos aksiomos.

1. Va—(s(z) = 0)

2. VaVy(s(z) = s(y) = x =y)
3. Va(r + 0 =x)

4. Yoy (z + s(y) = s(z +y))

6. VaVy(x - s(y) = (x-y) +y)
T.VF[(F(0) A\VzF(z) = F(s(x)))) = Vo F(z)
8. IXVz(X(x) <> F(x))
8-ta aksioma vadinama supratimo aksioma (axiom of comprehension). Cia F bet kuri Z2

formule, kurioje néra X jei¢iy. Aksioma tvirtinama, kad egzistuoja natiiraliyjy skaiciy aibe X,
sudaryta i§ visy tokiy natiraliyjy a su kuriais F'(a) = t.

Teorijoje Z2 individiniy kintamyjy reiksmés yra natiiralieji skaiCiai, o predikatiniy kintamyjy
- natiiraliyjy skaiciy poaibiai.

Tarkime A vienvietis predikatas, nusakantis kurj nors naturaliyjy skaiciy poaibj. Pritaike
formulei — A supratimo aksioma, gauname, kad egzistuoja aibés A papildinys: IXVz(X (z) <
—A(z)).

Formuliy jrodymai teorijoje Z2, kaip taisyklé, vykdomi naudojant antros eilés intuityvig lo-

gikq. Teorija Z2 pakankamai "stipri". Joje irodomi praktiskai visi Zinomi matematikos teiginiai,
kuriuos galima aprasyti Z2 kalboje (signatiiroje).

IS teorijos Z2 , taikant apribojimus supratimo arba indukcijos aksiomoms, gaunamos naujos
penkios teorijos, tarp kuriy yra toks rySys:

RCAy CWKLy C ACAy C ATRy C T} — CAy C Z2.
Tai reiskia, kad, jei F' jrodoma, pavyzdziui, teorijoje RC' Ay, tai ji jrodoma ir visose iSvardintose.

Taip pat yra formulés, jrodomos RC' Ay, bet nejrodomos pirmos eilés aritmetikoje. Indeksu nulis
nurodome, kad nagrinéjamoji teorija yra grieztas teorijos Z2 poaibis.

ApraSysime vieng antros eilés aritmetikos fragmenta.

Antros eiles aritmetika RCA,.
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Teorijos RC'Aq (recursive comprehension axiom) signatiirag sudaro PA signatiira, papildyta pre-
dikatu <.

Aksiomomis yra Robinsono aritmetikos aksiomos plius dar keturios:

Vae—(z < 0),

VaVy(x < s(y) <> (x <yVa=y)),

(F(0) AVz(F(z) — F(s(x)))) = YaF(z) (indukcijos aksioma),

Va(f(z) <> G(x)) —» IXVz(x <t — (X(x) «> F(z))) (supratimo aksioma).

Formulés F, G tenkina tam tikras salygas. ApraSysime jas:

» formulése néra kvantoriniy kompleksy, suvarZzanciy aibiy kintamuosius, t.y. kvantoriniy
kompleksy pavidalo VX, 3X.

* visi kvantoriniai kompleksai, suvarzantys individinius formuliy kintamuosius yra apriboti
termais. T.y. visos formulés (poformuliai) yra pavidalo Vz(z < t — H(x)), Jz(x <t —
H(x)). t yra termas, kriame néra x jei¢iy. Tokios formulés vadinamos apribotomis,

* formulés F'(x) abejose (indukcijos ir supratimo) aksiomose priklauso formuliy klasei
Z? . Jai priklauso apribotos aritmetikos formulés pavidalo 3x; ... 3z, H (21, ..., 2,,a)
su laisvuoju kintamuoju a. Jrodyta, kad tokiomis formulémis apraSomos rekursyviai
skaiCiosios naturaliyjy skaiciy aibes.

Apriboty formuliy pavyzdys.

JeIyFz((z < 2Ny < (x+a) ANz < (z+vy)) — H(x,y,z,a))

Vadinasi, indukcijos aksioma teorijoje RC A, taikoma tik formuléms aprasancioms rekursy-
viai skaicCigsias aibes.

Formulé G supratimo aksiomoje priklauso aritmetikos klasei I1%. Jai priklauso apribotos
aritmetikos formulés pavidalo Vz; ... Vx, H (x4, ..., x,, a). Irodyta, kad, jei funkcija priklauso
abejoms klaséms (tenkina salyga Vz(F'(z) <> G(x))), tai ja nusakoma aibé yra i$sprendziama
(rekursyvi).

Vadinasi, supratimo aksioma teorijoje RC'A, taikoma tik iSsprendZiamoms (rekusy-
vioms) aibéms.

Kadangi jrodymai antros eilés logikoje dazniausiai tik intuityvis, tai praktikoje netikrinama
salyga Vz(F(x) <> G(x))). Stengiamasi kitokiais budais jrodyti, kad formulés, kuriai leidZia-
ma taikyti supratimo aksioma, nusako iSsprendZiama nattraliyjy skaiciy aibe.

Teorija RC A, dar vadinama apskaic¢iuojamos matematikos (computable mathematics) teo-
rija.
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Teoremy, jrodomy teorijoje RC'Aq ir nejrodomy pirmos eilés aritmetikoje pavyzdZziai:

* Jei kurios nors formalios aksiominés teorijos uzdary formuliy aibé turi skaityji modelj,
tai ta formuliy aibé nepriestaringa.

* Jei funkcija f tolydi atkarpoje [0;1] ir £(0) < 0 < f(1), tai egzistuoja toks x (0 < = < 1),
kad f(x) = 0.

Pavyzdys formulés jrodomos antros eilés aritmetikoje ir nejrodomos teorijoje RC' Ag:

Konigo lema. Bet kuriame medZio pavidalo grafe, kurio kiekvienos virSunés laipsnis baig-
tinis, egzistuoja begalinis kelias.

3.8 Aksiomine aibiuy teorija ZFC

Kadangi naivi Kantoro aibiy teorija pasirodé esanti prieStaringa, tai iSeitis, turéti aibiy teori-
ja be paradoksy, buvo rasta aprasant ja formalios aksiominés teorijos pavidalu. Buvo sukurta
ne viena aksiominé¢ aibiy teorija. Labiausiai Zinoma yra Zermelo-Frdnkelio aibiy teorija. Joje
Zingsnis po Zingsnio, pradedant tusCia aibe () (taigi, teorija gaunama "i§ nieko") konstruojamos
kitos: 0, {0},{0,{0}},... Aksiomos apraSomos naudojant tik du predikatus: =, €. Formulé
x € y suprantama kaip x yra aibés y elementas. Kintamaisiais x,y, z, ... Zymime ir aibes, ir jy
elementas (aibiy elementais yra kitos aibés). Nagrin¢jamos aibiy teorijos dalj aksiomy aprase
1908 m. Ernst Zermelo, o likusias 1922 m. Abraham Frinkel ir Toralf Skolem.

Pradésime nuo ZF aibiy teorijos aprasymo, kuria papild¢ dar viena aksioma, gausime aksio-
ming aibiy teorija ZFC. Atkreipiame démesj, kad ZF aksiomos apraSomos pirmos eilés logikos
formulémis.

Zermelo-Frinkelio aibiu teorijos ZF signatura:

* konstantos: ()
e predikatai : =, €

* funkcijos néra

Ar nestebina jiisu Sios teorijos paprastumas? Teorijai, kuri yra visos matematikos pag-
rindas, sukurti tereikia tuscios aibés ir dviejy, visiems suprantamy, predikaty.

Aksiomos:
L.VyVz(Ve(x ey > x € 2) = y = 2).
Jei aibés susideda i$ vienody aibiy (elementy), tai jos lygios.
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2. Va—(z € 0).
TusCios aibés aksioma.
Formule a = () galima para$yti ir taip Vz—(x € a).

3.VaVydz(z €eu v (z=axVz=y)).

Poros aksioma.

Jei a ir b aibés, tai ¢ = {a, b} taip pat aibé. ZF teorijoje jrodoma, kad taip nusakoma aibé u yra
vienintelé. Netu$¢ioms aibéms apraSyti naudojame skliaustus {, }. Tvarka tarp jos elementy
nesvarbi. 3-ia aksioma nusakoma aibé, kurioje nejvesta tvarka (nesutvarkyta aibé). Kaip mato-
me, teiginys ¢ = {a, b} uzraSomas formule Vz(z € c <> (z = a V z =)).

Teiginys ¢ = {a} formule Vz(z € ¢ <> z = a).

4. Vz3y\Wr(z € y <> Ju(u € z Az € u)) .

Sumos aksioma.

Visy aibés z elementy sajunga yra irgi aibé. Sakoma, kad y yra aibés z elementy sajunga ir
Zymima Uz

Pavyzdziui, z = {{0, {0}}, {{{0}}}}. Tuomety = {0, {0}} U {{{0}}} = {0, {0}, {{0}}}.

5.VzayVe(x € y — (z € 2 A A(x))).

Poaibio aksioma ¢ C b.

A(a) - kuri nors formule signattroje {=, €} su vienu laisvu kintamuoju a. Kaip matome,
tiksliau bty sakyti, kad turime poaibiy aksiomy schema, nes aibiy A(a) yra be galo daug. z
yra aibé visy elementy a, su kuriais A teisinga. Aksioma tvirtinama, kad egzistuoja z poaibis Yy,
kurio elementais (aibémis) yra tie x, su kuriais A(x) teisinga. Kai kuriose aksiominése teorijose
vietoje implikacijos 5-toje aksiomoje naudojama lygybé, nes jrodoma, kad kiekvienai A(a)
egzistuoja vienintelis poaibis y.

6. Jx(0 € x AVy(ly € x — yU{y} € x)).

Begalybés aksioma.

Aksioma nusakomas natiiraliyjy skaiCiy aibés egzistavimas. Aksioma galima paraSyti ir be
y U {y}, tik ji bus ilgesné ir sunkiau suprantama:

Vw(Vz(—(z € w) mw e z)) AVy(y € v = Yu(Mo(v Eu> (veyVo=y)) = uc ).
Naudojantis Sia aksioma gaunamos aibés

{0,{0}}, {0,{0}.{0,{0}}}. {0,{0},{0,{0}}{0,{0}{0,{0}}}} irtt.

I tokio tipo aibes patogu, sprendZiant uzduotis, Zitiréti kaip i nattiraliuosius skaicius. Pazymeéjus
tuscia aibe 0, aibg {0} - 1, {0, {0}} - 2 ... gaunama natiraliyjy skailiy aibe.

7. VeIyWe(z € y > x C 2).
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Si aksioma dar vadinama laipsnio aksioma. Sia aksioma apibréZiamas poaibiy aibés egzistavi-
mas. y Zymimas 2°. Taip gaunamos kontinuumo galios ir dar didesniy galiy aibés.
Laipsnio aksioma galima parasyti ir taip

VoVr(r € 27 < x C z).

8.Vo(—(z=0)— Jyly e x Aynz=0)).

ParaSysime ja pirmos eilés logikos formulés pavidalu:

Va(Iz(z € ) — Jy(y € 2 AVw—(w € x Aw € y))).

Bet kurioje aibéje néra begalinés susitraukianciy aibiy sekos.

Seka z1, r9, 73, ... vadinama susitraukianti, jei jos nariai tenkina salygas: xo € 1,73 €
To, Ty € T3, ...

Si aksioma naudojama kaip indukcijos aksioma.

9. VzayVe(x € y +» Jv((v € 2 A G(u,v) =t) = = =u)).

Keitimo aksioma.

Aibé y gaunama i$ z, pakeitus kiekviena aibés z elementa v tokiu elementu u, su kuriuo G(u, v)
yra teisinga (G/(u,v) = t). Cia t - loginé konstanta teisinga. G(u,v) yra kuri nors ZF formulé
su dviem laisvais kintamaisiais. Be to, reikalaujama, kad kiekvienam u egzistuoty vienintelis v.
Turime aksiomy schemq, nes tik pakeit¢ G(u, v) konkrecia formule gausime aksioma. Bet taip
jau jprasta logikoje, kad, jei i§ konteksto aiSku, kad tai schema, tai raSomas tik Zodis aksioma.

Turbit pastebejote, kad aksiomoje 7 naudojame ne tik predikatus i signaturos. Tuo siekia-
ma, kad aksioma biity parasyta trumpesne ir lengviau suprantama formule. Ja galima perraSyti
ir formulémis tik su predikatais i§ signatiiros.

Aibiu teorija ZFC.
Prie aksiomy 1-9 prijungiama dar viena aksioma:

10. V23fVz((x € 2 A =(z = 0)) — f(x) € z).

Rinkimo aksioma.

Kokia bebiity aibé¢ z, atsiras tokia funkcija f iSrenkanti i§ bet kurios aibés z netuscio elemento x
vienintelj elementa f(z) € .

Funkcija f suformuojama nauja aibé - visy aibés z elementuy (netusciy elementy) atstovy aibe.

Pastaba. Funkcijai f nekeliami jokie apribojimai. Kitaip tariant, ji gali buti ir algoritmiSkai
neapskaiciuojama.

10 aksioma yra antros eilés formulé, o 1-9 aksiomomis apibrézta aibiy teorija yra pirmos
eiles formali aksiominé teorija.
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Kokias formules vadiname teisingomis teorijoje ZFC? Tai formulés, kurios iSvedamos i$
teorijos aksiomy. Jei iSvedama sekvencija A, A, ..., Ajg = F antros eilés predikaty logikoje,
tai F priklauso teisingy teorijos ZFC formuliy aibei (A; (i = 1,2,...,10) yra ZFC aksiomos).

Rinkimo aksioma ekvivalenti Zermelo aksiomai bei Corno lemai.

Zermelo aksioma. Bet kurioje aibéje galima jvesti visiSka tvarka (galima apibrézti visiSkos
tvarkos binarinj sarysj).

Corno lema. Jei netusCioje aibéje apibréZtas dalinés tvarkos sarySis ir bet kuri grandiné turi
vienintelj ré7j, tai aibéje egzistuoja bent vienas maksimalus elementas.

PavyzdZiai. Pavyzdziy jrodymui naudosime pirmos eilés predikaty logikos skai¢iavima su
lygybés predikatu.

1. Trodyti, kad aibés {z} ir {x, z} yra lygios su bet kuriomis aibémis x.
Pazymeékime raide u aib¢ {z}, o raide v aibg {z, x}.

u={z},v={x, z}.
Remiantis 3-ia aksioma u = {z} uZraSoma formule Vx3uVz(z € u <> z = x).

Remiantis 3-ia aksioma v = {z, 2z} uZraSoma formule Vx3uvVz(z € v <> (2 = & V 2z = 1)).
Formulg galim supaprastinti Vz3oVz(z € v > 2z = x).

Reikia jrodyti, kad tos formulés ekvivalencios, t.y. jomis nusakomos aibés yra lygios:
QA VrduVz(z €u <> z =2) FVoedowVz(z € v 2 =x) ir
b) VaIuVz(z € v <> z =) F VeduVz(z € u <> 2z = )

Irodysime tik atveji a. Antrasis atvejis jrodomas panaSiai. Jrodymas grynai sintaksinis.
Taikant taisykles (V I-), (- 3) formuliy nekartosime, nes matosi, kad $io uzdavinio sprendimui
to nereikia.

b
Vz(z€b+rz=a)FVz(z €v 4 2=a)
Vz(z€brz=a)F IvVz(z € v <> z = a)
JuVz(zcuwrz=a)F TVz(z €v < 2 =a)
VxJuVz(z c u >z =x)F FoVz(z €v < 2 = a)
VrduVz(z € u <> z =) F Vx3vVz(z € v 3 z = x)

2. Parodysime, kad 1-ojoje aksiomoje VyVz(Vz(z € y <> © € z) — y = z) sukeitus implika-
cijos prielaida su i§vada, gauname jrodoma formule VyVz(y = z — Va(z € y <> x € 2)).



95

S~

a=bFcebsceb
a=Dbltceca+ced
a=bFVx(xca+xeb)

Fa=b—Ve(r€a+>x€b)
FVz(a=z—=Ve(xr €a+ x € 2))
FVYyYVz(y =2z = Va(x € y <>z € 2))

3. Irodysime, kad, kokia bebity aibé x, aibiy teorijoje nejrodoma x € x , t.y. jrodoma Vz—(z €
x). Irodymui pakanka 8-tos aksiomos.
S S
acab—=(a€a),aca acat—-(a€a)aca
ac€at—-(a€a),acanaca

a€a,~(acaNaca)t —(a€a) o
a € a,VYw-(weaAwea)k —(a€a) ccaFaca
acaAVwo(weaAwea)l —(a€a) F-(a€a)aca

Jy(y canvVwo(weaAwey))F—(a€a) F—(a€a)Iz(zc<a)
Jz(z €a) - Jy(y eaAVw(weeaAwEy))F (a€a)
Vx(Fz(z € x) = Jy(y e x AVwo(w exAwEy))) F —(a €a)
Ve(3z(z € ) = Jy(y € e AVw—(w € x Aw € y))) F Vx—(x € X)

Priminsime du apibrézimus:

UZdara formulé F (t.y. formulé be laisvyjuy kintamyjy) yra teiginys. Ji yra arba teisinga, arba
klaidinga.

Formali matematiné teorija vadinama pilngja, jei kokia bebiity jos signatiroje paraSyta uZdara
formulé F, irodoma arba F, arba —F'.

Aibiy teorija ZC vadinama teorija, kurios aksiomomis yra ZFC aksiomos 1, 5, 6, 7 (pri-
minsiu Sias aksiomas: 1) aibiy lygybés, 5) poaibio, 6) begalybés, 7) laipsnio) ir rinkimo aksioma
10. Daugeliu atveju matematikos teoremy jrodymui pakanka teorijos ZC.

Aibiy teorija IZF vadinama teorija, kurios aksiomomis yra ZF aksiomos, o logika pirmos
eilés intuicionistiné. Irodyta, kad IZF C ZF C ZFC.

Pazymeékime raide R rinkimo aksiomq. Jei ji yra teorijos aksiomy saraSe, raSysime R, o
reiSkiniu = R, jei yra jos neigimas. AnalogiSkai, raide K Zymésime kontinumo hipoteze.

Priminsiu kontinuumo hipotez¢. Bet kuris realiyjy skaiciy poaibis arba yra skaitusis, arba
kontinuumo galios.

1937 mety K.Godelio bei 1963 mety P.Koeno darbais jrodyta, kad yra keturios skirtingos
aksiominés formalios aibiy teorijos:



96

1. ZF+R + K,
2.ZF+R + K,
3.ZF+ R+ K,
4. ZF + R + - K.

Kuri patinka, ta ir laikykite matematikos pagrindu. Skonio reikalas. O jei jums dar nepatinka
ir klasikiné logika, rinkités intuicionisting (turésite dar viena skirtinga matematikos samprata).

Kodél nenagrinéjama matematika, kurioje néra rinkimo aksiomos, o yra kontinuumo hipo-
tezés neigimas? Manote tokia teorija prieStaringa? Jei jums tai pavykty jrodyti, tai jrodytumeéte
jau 100 mety egzistuojancia problema - teorija ZF prieStaringa. Visos keturios teorijos suristos
viena virve. Jei kuri nors iS$ jy prieStaringa, tai prieStaringos ir likusios trys.

Keletas pastebéjimu apie aibiy teorija ZF.
* Ji yra aksiominé formalioji pirmos eolés logikos matematiné teorija.

* NeissprendzZiama. Néra algoritmo, kuriuo biity galima bet kurig teorijos formulg patikrinti
ar ji iSvedama.

* Ji nepilna.
* Nepriestaringumas neirodytas.

» ISvedamy formuliy aibé rekusyviai skaiti.

I matematikos nagrinéjamus objektus galima Zinréti kaip i aibes. Teoremas imanoma su-
Sformuluoti kaip teiginius apie aibes. O irodymus formalizuoti isvedimais aibiy teorijoje ZFC.
Taip ZF C tampa visos matematikos pagrindu. Bet jau prag¢jo apie 100 mety, kai aprasyta aibiy
teorija ZFC, bet vis dar nejrodytas jos neprieStaringumas.

Siuolaikiné matematika pagrista tikéjimu, kad ZFC nepriestaringa.

Vienas i8 teiginiy jrodyty teorijoje ZFC: rutulj trimatéje Euklido erdvéje galima taip suskai-
dyti j baigtinj skaiciy nepersikertanciy aibiy, kad, perstumiant aibes, galima gauti du rutulius
to paties, kaip ir pradinio, skersmens.

3.9 Induktyvus apibrézimai

Aibes galima nusakyti jvairiais budais. Pavyzdziui, lyginiy natiraliyjy skaiciy aibé L. Matema-
tikai greiCiausiai raSyty L = {n | 3k € N,n = 2k}, logikai formule 325(z, x,n) (¢ia S(a, b, ¢)
predikatas apibréZtas natiiraliyjy skaiCiy aibéje ir teisingas tada ir tiktai tada, kai a + b = c).
Sakysite, kokia ¢ia problema (dalijasi i§ dviejy, ar ne). O jei nagrinéjamoje teorijoje néra da-
lybos, bet yra sudétis ir atimtis? Programuojant teoremy iSvedimo paieska, pageidautina, kad
1S apraSymo matytusi ir algoritmo Zingsniai kaip patikrinti ar elementas priklauso apraSomai
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aibei. Progaramuojant daznai naudojami induktyviis apibréZimai.
ApibréZziant aib¢ A induktyviai nurodoma:

* Bazé (pradiniai duomenys.) Pateikiamas saraSas aibés A elementy.

* Taisyklés (indukcija), kuriomis naudojantis generuojami (gaunami) visi likusieji aibés A
elementai ir tiktai jie.

Pavyzdziai.
1. Lyginiy nattraliyjy skaiciy aibe L.

Bazeé. 0 € L.

Taisykleés. Jein € L, tai n + 2 taip pat priklauso L.

Turint tokj apibréZima, aiSku kaip patikrinti ar n yra lyginis. Jei n = 0, tai skaiCius lyginis.
Jei n > 0 tai apskaiCiuojame n — 2. Jei gavom 0, tai n lyginis. Jei neigiamas (kai kuriose
teorijose rezultatas buty neapibréZta), tai nelyginis, o, jei teigiamas, tai i§ jo atimam 2. Ir
kartojam apraSytus Zingsnius.
2. Peano aritmetikos natiiraliyjy skaiciy aibé PN.

Bazé. 0 € PN.

Taisyklés. Jein € PN, tai s(n) taip pat priklauso aibei PN.
Apraséme aibe PN = {0, 5(0), s(s(0)), s(s(s(0))),. ..
3. Sudétis Peano aritmetikoje +(n, m).

Bazé. +(0,m) = m.

Taisykles. +(s(n), m) = s(+(n,m)).

3.10 Baigtinumo logika

Teiginys egzistuoja begaliné aibé (turima omenyje natiiraliyjy skaiciy aibg¢) matematikoje ne-
irodomas. Tai Zinomuy logiky B.Russel ir A.Whitehead praeito Simtmecio pradzioje paskelbtas
rezultatas.

Priminsime studentams, kad matematikoje tai yra susitarimas (aksioma): egzistuoja bega-
liné aibe.
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Tarkime, turime dviem budais nusakyta funkcijos f apibréZimo aibeg.
la. Funkcija f apibréZta bet kurioje baigtinéje natiiraliyju skaiciy aibéje.

1b. Funkcija f apibrézta nattraliyjy skaiciy aibéje.

Ar pastebéjote skirtuma tarp la ir 1b? Vargu.
Tarkime, turime predikaty logikos formulg F.
2a. Formulé F jvykdoma bet kurioje baigtinéje nattiraliyjy skaiciy aibéje.

2b. Formulé F jvykdoma natiiraliyjy skai¢iy aibgje.

Pazymekime 7B - tapaciai teisingy bet kurioje baigtingje aibéje (t.y. teisingy bet kurioje
struktiiroje su baigtine individiniy konstanty aibe) predikaty logikos formuliy aibg.

Pazymékime T - aib¢ predikaty logikos formuliy tapaciai teisingy bet kurioje numeruoja-
moje (t.y. baigtin¢je arba skaiCiojoje) aibeje. T - pirmos eilés predikaty logikos tapaciai teisingy
formuliy aibé.

Prisiminkime formule (Zr. 124-125 psl. knygoje [2])
VaedyP(z,y) ANVe—P(z,x) ANVaVyVz((P(xz,y) A P(y, 2)) — P(z,2)).

Si formulé jvykdoma natiiraliyjy skai¢iy aibéje ir nejvykdoma jokioje baigtinéje natiiraliyjy
skaiCiy aibéje. Taigi, galima rasti tokig formulg, kad teiginys 2a klaidingas, o 2b teisingas. Sis
pavyzdys rodo, kad T yra grieztas poaibis 7B.

TCcTB.

Turime matematika be begalinés aibés egzistavimo ir su ja. Kuri matematika sudétingesné?
Dauguma tvirtins, kad susitarus dél begalinés aibés egzistavimo matematika pasidaré sudétingesne.

Logikos pozitriu begalinés aibés egzistavimo aksioma paverté matematika ne sudétingesne
o paprastesne, lengvesne, nes

.....

.....

Pastaba. Primenu, kad aibé A vadinama rekursyviai skaicigja, jei egzistuoja algorit-
miskai apskaiciuojama abipusiai vienareikSmé atitiktis (bijekcija) tarp aibiy A ir N (t.y.
galima suprogramuoti bijekcija).

.....

kuri modeliuoja matematiko mastyma (pavyzdziui, natiiralioji dedukcija).
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Taigi, prijungdami begalinés aibés egzistavimo aksioma matematikai palengvino savo gy-
venima.

Kuo skiriasi vienas nuo kito teiginiai la ir 1b. O gi tuo, kad 1b naudoja begalinés aibés
egzistavimo aksiomaq.

Pastaba. Prisiminkime, kad L; C L,. Kai sakoma, kad uzdaviniy klasé¢ apraSoma antros
eilés logikos formulémis, tai turima omenyje, kad dalis uZdaviniy gali buti apraSoma pirmos
eiles logikos formulémis. Bet yra uZdaviniy toje klaséje, kurie aprasomi antros eilés logikos
formulémis ir neaprasomi jokiomis pirmos eilés logikos formulémis.

ISbraukime begalybés aksioma (ji yra 6-toji aksiomy sarase) i$ aibiy teorijos ZFC. Gau-
name nauja formaliaja teorija. Jdomu tai, kad Peano aritmetika yra ZFC ir be begalybés
aksiomos poaibis. Tokioje aibiy teorijoje nattralieji skaiciai 0, 1, 2 ir t.t prilyginami ter-
mams (), {0}, {0, {0}},... ApibréZiamas predikatas N (a), kuriuo nusakome, kad termas a yra
natdralusis skaiCius. Paskesnio nario funkcija s(a) apibréZiama aibe, kurios elementais yra visi
termo a elementai ir pats termas a. Apibréziamos sudéties ir daugybos operacijos bei jrodomos
(teorijoje ZF'C be begalybés aksiomos) visos Peano aritmetikos aksiomos.

Vadinasi, kaip formalioji teorija ZF, taip ir ZFC be begalybés aksiomos yra nepilnos, nes
joms priklauso Peano aritmetika.

3.11 Antros eilés logikos skaiciavimas

Kiekviena predikaty logikos formule nusakome aibg ty struktiiry, su kuriomis formulé teisinga.
PaaiSkinsime pavyzdZiais.

1.Pirmos eilés logikos formule su lygybés predikatu

Gp=31...3x,(c(x1 =2 )N ... A(xy =) A(mg =23) A A (g =) AL A
_‘(xn—lzxn)

nusakome struktiiras, kuriy individiniy konstanty aibése elementy > n.

2. Formule G,, A =G, 11 nusakome baigtines struktiiras, kuriose lygiai n elementy.

Kaip matome, pirmos eilés logikos formulémis galima nusakyti ir baigtines strukturas. Bet,
deja, ne visas. Pavyzdziui, individiniy konstanty aibé baigtiné nenusakomas jokia pirmos eilés
logikos formule, bet gali biiti apraSytas antros eilés logikos formule.

Idéja tokia: jei baigtiné aibé {ay, as, . .., a,} néra tuscia, tai bet kurioje jos elementy seko-

je, kurioje daugiau kaip n nariy {a;,, a;,,...,a;,,, ..., } atsiras bent du lygilis elementai. Tai
uzraSoma formule
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VP([(VaVyVz((P(z,y) A P(y, 2)) = P(x,z)) AVz3yP(x,y)] — JxP(z,x)).

Antros eilés logika suteikia platesnes galimybes apraSant matematikos teiginius. Formulé
(paskesnio nario formulé) n = m + 1 uZraSoma naudojant tik nelygybés predikata < pirmos
eilés logikos formule

(m <n)A=(Jz((m < x) A (z <n))).

Bet m < n neuZraSomas jokia pirmos eilés logikos formule naudojant tik paskesnio nario
SJormule.

(n=m-+1)VvVIP(P(m)A VaVy((P(x) N\y=x+1) = (Ply) Vn=y+1)]).

Standartinés antros eilés logikos su lygybés predikatu skaiciavimo fragmentas.

Pastaba. Néra tokio sekvencinio skai¢iavimo, kuriame buty iSvedamos tapaciai teisingos
antros eilés formulés ir tiktai jos. Literatiroje apraSomais skaiCiavimais sudaromos galimybés
iSvesti tik dalj tapaciai teisingy antros eilés formuliy.

Sintakse.

* Suvarzytuosius individinius kintamuosius Zymésime x, y, 2, u, v, w, Ty, Ta, T3, . . .

* Laisvuosius individinius kintamuosius dazniausiai Zymésime a, b, c,d, e, ay, as, as, . ..
Galima zyméti ir kitomis raidémis ar Zodziais. Svarbiausia, kad jie skirtusi nuo suvarzytyjy
kintamuyjuy.

* Suvarzytuosius predikatinius kintamuosius Zymésime X, Y, 7, U, X3, X5, X5, . ..
* Laisvuosius predikatinius kintamuosius Zymésime P, Q, R, Py, P», Ps, . ..
* Predikatus ir formules zymésime F, G, A, B,C, F, Iy, F3, . ..

Aksiomos, loginiy operacijy bei silpninimo taisyklés yra tos pacios, kaip ir grynosios logi-
kos predikaty skaic¢iavimo su lygybés predikatu.

Kvantorinés taisyklés individiniams kintamiesiems iSlieka tos pacios. O apribojimai keicia-
si.

e (AF),(FV),(3...3F),(FV...V) taisyklése 3, 1, Bo, . . . yra nauji laisvieji kintamieji.
o taisyklese (- 3) ir (V ) y yra kuris nors laisvasis kintamasis.

Naugjos taisyklés:

Kvantorinés taisyklés predikatiniams kintamiesiems:

F(P),T'F A
AXF(X),[F A

I'HA, F(P)

(3F) ['FAVXF(X)

(Fv)
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Cia P naujas laisvasis predikatinis kintamasis, kurio viety skai¢ius sutampa su X.

F(G),YXF(X),T'+ A
VXF(X),['FA

I'FA F(G),3IXF(X)
I'FASXFX)

(VF) (F3)

Cia G (a1, ...,a,) Kkuris nors predikatas (arba laisvasis predikatinis kintamasis), kurio lais-
vuiy kintamyjy skaiCius n sutampa su X (by,...,b,). KeiCiant X predikatu G visi laisvieji G
kintamieji pakei¢iami atitinkamais X jeities laisvaisiais kintamaisiais; a; kei¢iamas i by, ..., a,
kei¢iamas j b,,.

Pavyzdys. Formuléje F yra dvivieCio predikato X jeitys: X(a,b), X (b,a), X (b,b) ir X
kei¢iamas dvivieCiu predikatu ¢ < d. Tuomet X (a,b) kei¢iame j a < b, X (b, a) kei¢iame j
b<a, X(bb)keiCiame j b < b.

Cia G Kuris nors predikatas. O tai reiskia, kad jis gali biti ir neapskaiciuojamas. Jis ga-
li buti bet koks jsivaizduojamas predikatas. Tokie samprotavimai buidingi matematikoje. Tai
viena i§ priezas¢iy kodél neimanoma aprasyti antros eilés logikos skaiiavimo, kuriame biity
1ISvedamos tapaciai teisingos antros eilés logikos formulés ir tiktai jos.

Tai kaip tada apraSyti G? Dazniausiai tokia klititis apeinama taip: apribojama Siose tai-
syklése galimy predikaty G aibeg.
PavyzdZiui, musuy skaiciavime reikalavimai predikatui G tokie: G yra pirmos eilés logikos
su lygybés predikatu formulé (predikatas). Tuomet formulé susideda i$ laisvyju predikatiniy
kintamyjy (dazniausiai naudojami tie, kurie jeina j apating sekvencija) ir lygybés predikato.

Tarkime, P, Q - predikatinai kintamieji. Kokios eilés formule 3z (P (z)VQ(x)) <> (FJxP(x)V
JzQ(x))? Sakysite pirmos. Taip, jus teisus (per egzamina taip ir reikia atsakyti). Bet, formuléje
P, Q Zymi bet Kuriuos predikatus. Tod¢l formulé 3z(P(z) V Q(x)) <> (3xP(x) V FzQ(x))
iSvedama tada ir tiktai tada, kai iSvedama antros eilés formulé VPVQ(Iz(P(z) V Q(x)) <
(FzP(z) VvV 3xQ(z))). Jos deduktyviai ekvivalencios. Praeito Simtmecio pirmoje puséje logikai
matematikai neskirsté formuliy j pirmos ir antros eilés.

PavyzdZiai.
Taikant taisyklg (- 3) formulés nekartosime, jei matome, kad jos daugiau neprisireiks. I$vedi-

muose aiSku kurioms formuléms taikomos taisykles. Todel formuliy parySkinimo néra.

1. A(a), B(a) - 3X3Y3x(X(2) AN Y (2)).

2. F 3AXIYVaVy(X (z,y) — Y(y, x)).
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F3IYVavy(z =y — Y(y,z))
FIX3IYVaVy(X(z,y) = Y(y,z))

3.F (a=b) - VX (X(a) — X(b)).

=D

a="0b,P(b) - P(b)
a=0bF P(b) = P(b)
a=btk P(a) — P(b)

a=bFVX(X(a) = X(D))
F(a=0b) = VX (X(a) = X (b))

Deja, formulé VX (X (a) — X (b)) — (a = b) yra antros eikés logikos tapaciai teisinga, bet
nejrodoma apraSytame skaiciavime.

Matematikai teoremy jrodymui daZniausiai naudoja antros eilés logika (intuityvia antros
eilés logika). Kaip matome, logikai ne kq ir tegali jiems padeti. Patarimas, kad taikant tai-
sykle (- 3) (arba (V I)) pasirenkamas kuris nors predikatas, nelabai guodziantis. Tik Zinantis
matemating teorijq, kurios ieSkomas iSvedimas, gali numatyti kuo reikia keisti kintamuosius tai-
syklése (- 3), (V ). Yra sukurta interaktyviy teoremy i§vedimo paieskos sistemy, kai taisyklés
(F 3), (¥ ) taikomos ne automatikai, o predikatq ar termq parenka vartotojas, iSmanantis
nagrin€¢jama matemating teorija.

Daugelis Zinomy logiky (pavyzdZziui, D.Hilbertas, G.Gentzenas) laiké jrodymus, naudojant ant-
ros eilés logika, nepatikimais. Ir ne veltui. Daugumos matematiniy teorijy, naudojanciy intui-
tyviq logikq, vis dar nejrodytas neprieStaringumas.

AukStesniy eiliy (trecios, ketvirtos ir t.t.) logikos formuliy jvykdomumas redukuojamas }
antros eilés logikos formuliy jvykdomuma.

3.12 Apie matematika

Yra jvairiy matematikos teorijuy bei teoremy skaidymuy j klases pagal sudétinguma. Palyginsime
tik tas formalias aksiomines teorijas, kurios buvo nagrinétos Sioje knygoje:

Robinsono aritmetikq (RA), Peano aritmetikq (PA), aritmetikq su rekursyvia supratimo aksio-
ma RCA, antros eilés aritmetikq (Z2), formaliq aibiy teorijq (ZF), formaliq aibiy teorijq su
parinkimo aksioma (ZFC).

Sias teorijas sieja toks rysys:

RA € PA C RCA, C Z2 C ZF C ZFC.
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Yra Zinoma, kad kiekvienam matematikos teiginiui F egzistuoja toks analogas, teiginys
G, priklausantis bent vienai i§ musy apraSytyjy formaliy aksiominiy teorijy. F ir G arba abu
irodomi, arba ne. Kitaip tariant, visa matematika redukuotina i apraSytasias formalias teorijas.

Jei teorema F jrodoma kurioje nors i§ iSvardinty SeSiy teorijy, tai ji jrodoma ir visose virs-
aibése. Kiekvienoje teorijoje (iSskyrus RA, pagal misy klasifikavima) egzistuoja teoremos
nejrodomos jokiose teorijose poaibése. Teorija ZFC neturi virSaibio. Ji vadinama visos ma-
tematikos pagrindu.

Pazvelkime ] teorijas, naudojantis kitais kriterijais:

Teorija | Naudojama logika | Ar jrodytas teorijos nepriestaringumas?
RA Pirmos eilés Taip
PA Pirmos eilés Taip
RCA, Antros eilés Taip
72 Antros eilés Ne
ZF Pirmos eilés Ne
ZFC Antros eilés Ne

Nesuklydau. ZF yra pirmos eilés teorija.

B.Russel: Matematikai naudojasi jiems suteikta laisve aksiomy pasirinkimui. Bet nebeima-
noma atskirti laisvés nuo viskas leistina.

A.Puankare: Bet kurios mokslo teorijos esmé - sqlyginiai susitarimai. Bet jiems keliama
viena privaloma sqlyga - irodyti, kad teorija netampa priestaringa.

Vienas 1§ Hilberto programos punkty, visos matematikos aksiomatizavimas, jvykdytas. Da-
bar labai aiSkiai matosi, kg sutarta, be jrodymo, laikyti teisingais teiginiais (aksiomomis).

Priminsime kai kuriy teorijy aksiomas.

1. RA (Robinsono aritmetika).

7-ios aksiomos. Jomis nusakomos aritmetinés funkcijos: sudétis ir daugyba nattiraliyjy skaiciy
aibéje. Robinsono aritmetikoje definuojamos visos rekursyviosios funkcijos ir atvirksciai, kiek-
viena Robinsono aritmetikos funkcija yra rekursyvioji.

Kiekviena RA funkcija galima suprogramuoti. Teorija nepriestaringa.

2. PA (Peano aritmetika).

7-ios RA aksiomos + indukcijos aksioma (F(0) A Vx(F(x) — F(s(x)))) — VxF(x).
Prijunge indukcijos aksioma gauname teorija, kurioje jrodomos ir rekursyviyju funkcijy sa-
vybés. Pavyzdziui, VaVy(x +y = y + z).

Kiekvieng PA funkcija galima suprogramuoti. Teorija nepriestaringa.

3. RCA, (aritmetika su supratimo aksioma).
7-ios RA aksiomos + indukcijos aksioma + supratimo aksioma IXVx (X (x) + F(x)).
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Aksiomose visi formuliy kvantoriniai kompleksai, suvarzantys individinius formuliy kintamuo-
sius, apriboti termais. Aritmetikos formulés F'(a) (su vienu laisvu kintamuoju) su kuriomis F
teisinga, aibé yra rekursyviai skaiti. Taigi, indukcija taikoma tik rekursyviai skai¢ioms aibémes,
o supratimo aksioma tik rekursinéms (iSsprendZiamoms) aibéms.

Kiekvieng RCA( funkcija galima suprogramuoti. Teorija nepriestaringa.

4. 72 (antros eilés aritmetika).

7-ios RA aksiomos + indukcijos aksioma + supratimo aksioma be apribojimu.

Taikydami supratimo aksioma (axiom of comprehension) gaunamos ir aibés, kurios nei rekur-
sinés, nei rekursyviai skaiciosios. Nes, pagal Sig aksioma rekursyviai skaiciyjy aibiy papildiniai
i§vedami $ioje teorijoje. Sia aksioma j apyvarta isleidZiamos ir nesuprogramuojamos funkcijos.
Remiantis supratimo aksioma gaunamos ir begalinés aibés. Kitaip tariant, $iai teorijai nereikia
begalybés aksiomos.

Suprogramuoti galima ne visas Z2 funkcijas. Teorijos neprieStaringumas nejrodytas.

5. Z2C (antros eilés aritmetika su parinkimo aksioma.)

72 aksiomos + parinkimo aksioma.

Laikoma, kad Sioje teorijoje galima jrodyti absoliucia dauguma matematikos teoremy. Parin-
kimo aksioma ekvivalenti Zermelo aksiomai: bet kurioje aibéje galima jvesti visiSka tvarka.
Pavyzdziui, matematikoje laikoma (iSplaukia i§ parinkimo aksiomos), kad egzistuoja visiSka
tvarka (<) realiyjy skaiciy aibéje R.

Reziumé.
Tokia matematika (su supratimo ir parinkimo aksiomomis) sukurta dar tada, kai nebuvo Zinoma
nei apie rekursyviasias funkcijas, nei apie kompiuterius.

Dabar, kai matematika yra aksiomatizuota, tapo aiSku kokie susitarimai (teiginiai laiko-
mi teisingais be jrodymo, aksiomomis), naudojami jrodymuose, iSveda i§ suprogramuojamy
funkcijy klasés. Tai: 1) begalybés, 2) supratimo be apribojimy bei 3) parinkimo aksiomos.
Visose teorijose, naudojanciose bent vieng i$ Siy aksiomy, neprieStaringumas neijrodytas iki
Siolei.
Ar Sios aksiomos tik néra fantazijos vaisius? Sunku pasakyti. Teiginiai apraSyti supratimo bei
parinkimo aksiomomis yra teisingi baigtiniy aibiy atveju. Bet, toks jau jprotis, kad tai, kas ga-
lioja baigtinéms aibéms, norisi pratesti ir begalinéms. O ten kitoks pasaulis, su kita valdzia ir
kitokiais jstatymais.
Klausimas: ar kiekvieng intuityvy jrodyma galima transformuoti | formalia logika pagrista
irodyma?

3.13 Pratimai

1. Rasti antros eilés logikos sekvencijos iSvedima:

a) - (FzP(x) AN —VzP(x)) — IX(Fx X (x) A Jz-X(z)),
b) IX - X (2), VXV X (z) F,

o) FVr(a=2x) = VX (X(a) = V2 X(2)).



4 SKkyrius
LOGINIS PROGRAMAVIMAS

Siame skyriuje apraSysime logikos rezultatus, kuriais remiantis sukurtos loginio (Zinomiausias
atstovas Prolog) bei teoremy iSvedimo paieskai skirtos (Zinomiausias atstovas Coq) programa-
vimo kalbos.

4.1 PrieStaringos aibés

UZzdavinius ankstesniuose skyriuose uzrasydavome sekvenciju A;,..., A, = B pavidalu. Ji
iSvedama tada ir tiktai tada, kai (A; A ... A A,) — B tapadiai teisinga formulé. ApraSy-
sime kitokj metoda, kuriuo naudojantis paprasciau suprogramuoti iSvedimo paieSka. Reikeés
nustatyti ar formuliy aibé priestaringa. Remiantis Siuo metodu sukurta programavimo kalba
Prolog (PROgramming in LOGic). Siame skyrelyje metoda iliustruosime teiginiy logikos for-
mulémis, kuriose yra tik loginés operacijos —, A, V, —, o kitame apraSysime predikaty logikos
formuléms.

Sakoma, kad formuliy aibé {A,, ..., A, } priestaringa, jei, kokia bebity interpretacija, at-
siras bent viena klaidinga formule.

PavyzdZiai:

1. {p A q,—p,r — p. Aibéje trys formulés. Ji prieStaringa, nes, kai p = ¢, antroji formulé
klaidinga, o kai p = k, pirmoji klaidinga.

2. {p — q,q — r,r — p}. Aibé nepriestaringa. Pakanka nurodyti bent viena interpretacija, su
kuria visos formulés teisingos. Kai p = ¢ = r = ¢, visos formulés teisingos.

3. {=((p A q) — p)}. Aibéje viena formulé. Aibé priestaringa, kai joje viena formuleé, tik tuo
atveju, kai formulé yra tapaciai klaidinga. Siuo atveju aibé priestaringa.

Atkreipiame démesj, kad aibé {A;,..., A,} prieStaringa tada ir tiktai tada, kai formulé
A; N ... N A, tapaciai klaidinga (kablelis aibéje atitinka konjunkcija formuléje). Primena-
me, kad formulé F tapaciai teisinga tada ir tiktai tad, kai —F' tapaciai klaidinga. 1930 m.
pranciizy logikas J.Herbrand’as apra$¢ algoritma, kuriuo grei¢iau nustatomas formulés —F' ta-
paciai klaidingumas, negu F tapaciai teisingumas zZinomais metodais. 1931 m. J.Herbrand’as
Zuvo, budamas 23 mety, bekopdamas j Alpiy virStng.
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ApraSysime aibés { Ay, ..., A, } prieStaringumo nustatymo metoda. Bet pries tai, aibés for-
mules transformuosime j disjunkty aibes.

Loginj kintamqji bei loginio kintamojo neigimq vadiname litera. Pavyzdziui, p, -q, —r yra
literos.

Litery disjunkcijq l; V I3 V ...V 1, vadiname disjunktu, o skaiciy n - jo ilgiu. Konjunktu
vadiname litery konjunkcijq.

PavyzdZiai:
Turime 6 formules
pV-or, pAN—r, pV—ogVr, g, 7p, TADPAgG.

1, 3, 4 ir 5 formulés yra disjunktai. 2, 4, 5 ir 6 formulés yra konjunktai. Kaip matome, 4 ir 5
formulés yra ir disjunktai, ir konjunktai.

Kadangi (VI = [,INl = [ (I - kuri nors litera), tai laikysime, kad disjunktuose ir konjunktuo-
se yra tik po viena skirtingy litery jeitj. Pavyzdziui, vietoje konjunkto p A —r A=qg Ap A —gA-r,
nagrinésime jam ekvivalenty p A =g A —r.

Formules pavidalo Dy AN Dy A ... N\ D, (¢ia D; (i = 1,...,n) - disjunktai) vadiname
normaliaja konjunkcine forma (NKF).

PavyzdZiai:

(=pV =g) A(pV =gV =r)A=pA(pV-p),
pV —q Vr (Siuo atvejun = 1),
—“p/A—g N T,

Paaiskinsime kaip kiekvieng formulg galima transformuoti j normaliaja konjunkcing forma.
Tuo tikslu apraSysime du transformavimo budus: transformavimas naudojantis teisingumo len-
tele ir transformavimas naudojantis ekvivalenciomis formulémis.

1. Transformavimas i NKF naudojantis teisingumo lentelémis. Tarkime yra formule
F(p1,...,pn) sunloginiais kintamaisiais. Sudarome teisingumo lentelg. Joje bus 2" interpretacijy.
Kiekvienai interpretacijai, su kuria F klaidinga, priskiriame po disjunkta l; VI V ...V [, :

li = _'pu.]el Di = tv
li = pi, jei p; = k.

Jei sudarytumém [y V Is V ... V [, teisingumo lentelg, tai joje biity tik viena interpretacija su
kuria ji klaidinga. Butent ta, su kuria F klaidinga, ir pagal kurig suformavom disjunkta. Kon-
junkcija tokiy disjunkty yra formulé normaliosios konjunkcinés formos ekvivalenti formulei
F(p1,...,pn). Jei F tapaciai teisinga, tai jos NKF laikome p; V —p;. Tai susitarimo reikalas.
Kai kuriuose vadovéliuose reikalaujama, kad F nebity tapaciai teisinga (tik tuomet ja galima
transformuoti j} NKF).



107

Pavyzdys.
p q v |Fpgr)
t t t t
t t k k
t k t k
t k k t
kKt t k
kK t k t
kK k t t
kK k k t

Formulé klaidinga su trimis interpretacijomis:
Dp=gq=tr=Fk,
p=r=tq=k,
Ng=r=t,p=Ek.

Pirmajai interpretacijai priskiriame disjunkta —p V —q V r, antrajai - -p V q V —r, trecigjai
-pV —g—r.. Formulés NKF yra

(—=pV —=gVr)A(=pVqV-r)A(pV-qV-r).

Formulés F'(py, . . ., p,) normalioji konjunkciné forma D, A Dy A. . . A D,, vadinama tobulaja,
jei kiekviename disjunkte D; (i =1,...,n) yraarbap;, arba —p; (j=1,...,n).

Atkreipiame démesj, kad transformavimo metodas, naudojantis teisingumo lentelg, sufor-
muoja tobulg normaliaja forma, iSskyrus atveji, kai formulé yra tapaciai teisinga.

2. Transformavimas § NKF naudojantis ekvivalenciomis formulémis.

Transformavimas nusakomas keturiais algoritmo Zingsniais: eliminavimas, neigimo jkélimas
1 skliaustus, distributyvumo désnio taikymas, prastinimas.

Eliminavimas. Kadangi nagriné¢jame formules, kuriose yra tik loginés operacijos —, A, V, —,
o formulése normaliosios konjunkcinés formos gali buti tik operacijos —, A, V, tai, visy pirma,
reikia eliminuoti implikacija (jei ji yra nagrinéjamoje formuléje). Naudojamés ekvivalentumu
p—qg=-pVyg.

Neigimo jkélimas i skliaustus. Sio Zingsnio tikslas - gauti formule, kurioje neigimas biity
tik prie§ loginius kintamuosius. Naudojamés ekvivalentumais

—(pAqg)=-pV g,
=(pVaq)=-pA g,
—|—|p = p.

Distributyvumo désnio taikymas. Taikant ekvivalentuma

(pAg)Vr=(@PVr)A(gVr)
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galima gauti formule, kuri ir yra NKF.

Prastinimas. Taikome ekvivalentumus:
pVp=Dp,
PAp=Dp.
Jei yra poformuliai pavidalo p A —p, p V —p, tai kei¢iame konstantomis %, ¢ ir jas eliminuojame.
Prastinti galima ir po pirmojo bei antrojo Zingsniy.
Pavyzdys. (pV q) — (r V —p).
Sprendimas.
Elimminuojame implikacija: =(p V q) V (r V —p).
Ikeliame neigima j skliaustus: (—p A —q) V (r V —p).

Taikome distributyvumo désnj: (—p V 7V —=p) A (=g V rV —p).

Prastiname: (—p V 1) A (=g V r V —p).

Formulés gali turéti ne vieninteles normaligsias konjunkcines formas. Gautoji NKF (—p V
r) A (=g V rV —p) néra vienintelé. Pavyzdziui, (—=p V1V =q) A (—pV 1V q) A (=g V1V —p)
taip pat yra tos pacios formulés (p V ¢) — (r V =p) NKF.

GriSim prie pagrindinio tikslo - aibés prieStaringumo nustatymo metodo. Tik dabar nag-
rinésime aibes, kurios elementais yra disjunktai. Uzduotis (problemas) jprasta uzrasyti sekvenciju
A1, ..., A, F Bpavidalu, t.y. nurodant prielaidas (tai, kas yra duota Ay, .. ., A,) ir tai, ka reikia
jirodyti (formulé B). Sekvencija jrodoma tada ir tiktai tada, kai (A; A...AA,) — B tapadiai tei-
singa formulé. O ji tapaciai teisinga tada ir tiktai tada, kai jos neigimas =((A; A...AA,) — B)
yra tapaciai klaidinga formulé.

=((A1N...NA,) = B)
—(=(A; AN ... NAL) VYV B)
Ay N NALNB.

Formulé A, A. . .AA,A—B tapaciai klaidinga tada ir tiktai tada, kai formuliy aibé {A,, ..., A,, "B}
prieStaringa.

Priestaringumo nustatymo algoritmo pirmas Zingsnis - transformuoti formules A, ..., A,,—~B
I NKF ir is ju suformuoti disjunkty aibe.

Sekvencijos Ay, ..., A, b B transformavimo j disjunkty aibe pavyzdZiai:
lL.p—>(rAq),p— qbq—r.

Sprendimas.
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Transformuojame prielaidas (antecedente esancias formules) j NKF:
p=(rAg=-pV(rAg =(-pVr)A(pVa),
p—qg=pV gq.
Transformuojame iSvados neigima (sukcedente esancios formulés neigima):
—(qg—=r)=-(-qVr)=qgN-r
Dabar galim suformuoti disjunkty aibe (pazymékime ja raide S).

Atsakymas. S = {-pVr, -pVgq, pV —q, q, —r}.

2.p—=r)—=(g—=r)F(pAg) =
Sprendimas:

(p—=r)—=(q—1r)==(-pVr)V(-gVr)=(pA-r)V(-qVr)=(pV-qVr)A(-rV
—qVr)=
(formulé —r V r ekvivalenti (lygi) konstantai ¢ )
=(pV-qVr)A(-qVit) =
(formulé pavidalo F'V t yra teisinga)
=(pV-gqVr)At=
(formulée F At = F)
=pV-gVr.

“((pAq) =71)=-(-(pAg)VT)=pAgA-r.

Atsakymas: S = {pV —qV r,p,q,r}.

3. Nagrin¢jame funkcija f apibréZta intervale [a, b]. Jei funkcija diferencijuojama (d), tai ji
tolydi (1) ir aprézta (a). Vadinasi, jei funkcija nediferencijuojama, tai ji néra tolydi arba ji néra
apréZta intervale.

ApraSysime samprotavima disjunkty aibe, kurios prieStaringuma reikia nustatyti.

d— (INa)F (=d— =)V (=d — —a).

Sprendimas:
d—(INa)=-dV(INa)=(-dVI)A(—dVa).

=((=d = =)V (=d = —a)) = =((dV )V (dV—-a) =(dVal)A=(dV —a) =
“dANIAN—-dNa=-dANIAa.

Atsakymas: S = {=d V [,~d V a,—d,l,a}.
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PavyzdZiais paaiSkinome kaip sudaromos disjunkty aibés. O kaip nustatyti ar disjunkty aibé
prieStaringa? 1965 metais amerikieciy logiké J.Robinson apra$é prieStaringumo nustatymo al-
goritma, kurj pavadino rezoliuciju metodu. Greitai jis tapo populiarus, pagrindiniu metodu
priestaringumo nustatymui. Siuo metodu remiasi daugelis sukurty loginio programavimo kalby
- Prolog, Molog ir kitos.

Paaiskinsime rezoliucijy metoda ir panaudosime jj prieStaringumo nustatymui apraSytuose
pavyzdziuose. Tarkime trijy kintamyjy p, ¢, r formulé F tapaciai klaidinga. Tuomet jos teisin-
gumo lentelé tokia:

p q r|F(pgr)
t t t k
t otk k
t kot k
t k k k
kot ot k
kot ok k
kok ot k
kE k k k

Formulés F'(p, q,r) tobula NKF:

(7pV =gV )N (=pV=agVr)A(—pV gV —r)A(=pVagVr)A@pV-qV-r)A(pV
—qVr)AN(pVqgV-r)AN(pVaqgVr).

Disjunkty aibé:

S:{ﬂpVﬁq\/ﬂr, —-pV-gVr, =pVgV-r, -pVqgVr, pV-qV-r, pV-qVr, pV
qV —r, pvVag\Vr.

Tobulos NKF kiekviename disjunkte yra visi trys kintamieji p, ¢, r. Tapaciai klaidingos
formulés NKF turi 23 = 8 disjunktus.

Prastinsime aibés S disjunktus naudodami ekvivalentuma (C' V p) A (C'V —p) = C. Cia
C kuris nors disjunktas (gali biti ir tuScias; tus¢ia disjunkta Zymésime L), o p kuris nors logi-
nis kintamasis. T.y. disjunkty pora C' V p, C' V —p keiCiame disjunktu C. Pavyzdziui, aibéje S
iSbraukiame disjunktus —pV —qV —r, =pV =g V —r ir pakei¢iame juos disjunktu =pV —q. Jei C
yra tusc€ias disjunktas, tuomet turime kurj nors kintamajj ir jo neigima, pavyzdZiui, ¢, —q. Pora
q, —q keiciame tusciu disjunktu [1. ¢ A ~¢ = L. Kadangi taip pat ¢ A —q = k, tai, turbit supra-
tote, kad rezoliucijy metode tuscio disjunkto simboliu Zymima loginé konstanta k (klaidinga).

Vadinasi, jei turite tapaciai klaidinga formule, tai, paraS¢ pagal tobula NKF disjunkty aibe
ir, naudodami tik prastinimo taisykle, gausite tus¢ia disjunkta .

Sudarykime i$ aibés S keturias poras disjunkty (—=pV gV —r, =pV gV r), (-pVqV
-r, =pVaqVr), (pV-ogV-r, pV-ogVr), (pVqgV-r, pVqgVr)
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Taikome prastinimo taisykle poroms atZvilgiu vieno ir to paties kintamojo r. Gauname ke-
turius disjunkus. I8 ju sudarome dvi poras (—p V —q,—p V q), (pV =q,p V q).

Si karta taikome prastinimo taisykle poroms atZvilgiu vieno ir to paties kintamojo g. Gau-
name du disjunkus —p, p. Taikydami prastinimo taisykle, i$ ju gauname tuscia disjunkta.

Tarkime, turime trijy kintamyjy tobula formulés NKF. Jei joje aStuoni skirtingi disjunktai,
tai ji tapaciai klaidinga, o, jeigu maZiau, tai ji néra tapaciai klaidinga (priminsime, kad tapaciai
teisinga formulé taip pat yra ir jvykdoma). Ir, bendru atveju, jei formulés su n kintamaisiais
tobuloje NKF maZiau nei 2" skirtingy disjunkty, tai ji jvykdoma. Taigi, jei turime tobulg NKF,
tereikia suskaiciuoti kiek turime disjunkty ir nustatysime ar ji tapaciai klaidinga.

Bendru atveju, kai disjunkty aibé S sudaryta ne tik iS kurios nors formulés tobulos NKF
disjunkty, taikoma ne apraSytoji prastinimo taisyklé, o iSvedimo taisyklé. Ji vadinama atkirtos
taisykle. Ji taikoma dviem disjunktams, o rezultatas - vienas disjunktas. Taisyklé tokia:

Cl\/p\/CQ, C3\/ﬂp\/04
Cy Vv Oy VOV Oy

Disjunktus Zymime C', Cy, C1, ... TusCias disjunktas Zymimas [J. Taisyklg sutrumpintai
zymesime AT. Kaip matome, taisykle galima taikyti tik tuo atveju, kai viename disjunkty yra
kurio nors loginio kintamojo jeitis, o antrajame - jo neigimas, Taisykléje toks kintamasis pa-
zymétas raide p. Kadangi litery tvarka disjunktuose nesvarbi (p V ¢ = ¢ V p), tai atkirtos
taisykle raSysime taip:

pVCy —pV Oy
01 V 02
Primename, kad disjunktus nagrinéjame tik pavidalo, kuriuose bet kurio kintamojo jeitis yra tik
viena. PavyzdzZiui, vietoje —p V ¢ V —p V ¢ nagrinéjame —p V q.

Sakome, kad disjunktas C isvedamas is disjunkty aibés S (Zymime S F C), jei yra tokia
baigtiné disjunkty seka C1, . .., C,, kurioje kiekvienas C; (i = 1,...,n) arba priklauso aibei
S, arba gautas is kairéje jo stovinciy disjunkty pagal atkirtos taisykle. Be to, C,, = C.

Teiginiy logikos rezoliuciju metodo Zingsniai:

1. formules ar sekvencijos transformavimas } disjunkty aibe,

2. tuscio disjunkto paieSka naudojant atkirtos taisykle.

ISspresime tris auk$Ciau apraSytus pavyzdZzius. Skliaustuose nurodome, kaip gautas disjunk-
tas, t.y., ar jis priklauso pradinei aibei S, ar gautas pagal atkirtos taisykle (AT).

1.S={-pVr, =pVgq, pV—q, q, —r}.Parodysime, kad S I [J.
pV ﬁq(s)v Q(S)a p(AT), ﬁpVT(S), T(AT)a ﬁ"“(‘S’)a D(AT)

Disjunkty iSvedimai aprasomi ir kitokiais buidais. Naudokite ta, kuris jums priimtinesnis.
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ISvedimas kaip raisykliy taikymo seka:

pV—qq —pVrp r-or

P r O

Atsakymas: iSvada teisinga.
lrodyta, kad formuliy aibé prieStaringa tada ir tiktai tada, kai S + 1.

2.S={pV-qVrpq,-r}
Neisvedamas tuscias disjunktas, nes taikydami atkirtos taisyklg, galim gauti tik Siuos naujus
disjunktus: p \V r,;p V —q. Tarp iSvedamy disjunkty néra tuscio.

Suprogramavus paieSka rezoliucijy metodu, generuojami iSvedami disjunktai. Jei randamas
tuSCias disjunktas, tai aibé prieStaringa ir iSvada teisinga. Skirtingy iSvedamy disjunkty yra
baigtinis skaicius. Jei tarp jy néra tuscio, vadinasi aibé néra priestaringa, ji jivykdoma.

Tuscias disjunktas neiSvedamas tada ir tiktai tada, kai aibé S jvykdoma. Dazniausiai, kad
aibé jvykdoma, pavyksta greiiau randant interpretacija, su kuria visi aibés disjunktai teisingi.
Pratyby metu, kai paieSka vykdoma ne kompiuteriu, galima ir taip jrodyti aibés jvykdomuma.

Misy atveju, kai p = g = ¢, = k visos aibés formulés teisingos.

Atsakymas: isvada klaidinga.

3. S ={~dVI,—~dVa,—~d,l,a}. Suinterpretacija d = k,l = a = t visos aibés S formulés
teisingos. Aibé néra priestaringa.

Atsakymas: isvada klaidinga.

Atkreipiame démesj, kad i§ aibés {p V ¢, —p V —q} neisvedamas tuscias disjunktas. Ji
ivykdoma, pavyzdziui, su interpretacijap = t,q = k.

Disjunktai pavidalo =p; V —py V ...V —p, V¢, =p1 V = p2 V ...V —p,, ¢ vadinami
Horno disjunktais. Pirmajj galima uZraSyti formule pavidalo (p; V pa V...V p,) — ¢. Cia
D1, D2, - - - » Pn, q yra loginiai kintamieji.

UZduotis, paraSytas Horno disjunktais, lengviau suprogramuoti.

Formulés pavidalo D1 ADyA. . .AD,, vadinamos Horno formulémis, jei D; (i = 1,...,m)
yra Horno disjunktai

4.2 Rezoliuciju metodas

Preitame skyrelyje apraséme rezoliuciju metoda teiginiy logikai. Siame skyrelyje apradysime
rezoliucijy metoda predikaty logikai. Metodas taikomas tam tikro pavidalo formuliy aibei. Visy
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pirma paaiskinsime kas tai per aibé ir kaip | ja transformuoti sekvencija A4,,..., A, - B, ku-
rioje Ay, ..., A,, B predikaty logikos formulés. Priminsime, kad sekvencija Ay,..., A, - B
iSvedama tada ir tiktai tada, kai aibé { Ay, ..., A,,, 7B} prieStaringa. Rezoliucijy metodu nusta-
tysime ar aibé {Ay, ..., A,, ~B} prietaringa. Tik aibés formules prie§ tai transformuosime j
tam tikra pavidala.

Pirmas Zingsnis. Visos aibés formulés transformuojamos j normaligsias prieSdélines formas.

Antras Zingsnis. Skulemizavimas. Egzistavimo kvantoriy eliminavimas. Jj taitkome norma-
liosios priesdelinés formos formuléms.

Formule Vx3yP(x,y) tvirtiname, kad kiekvienai x reik§mei galima rasti tokia y reik§me
(t.y. y yra funkcija nuo x), kad P(x,y) = t. Tai reiSkia, kad Vz3yP(z,y) jvykdoma tada ir
tiktai tada, kai jvykdoma Vo P(z, f(z)). Sioje formuléje nebéra egzistavimo kvantoriaus.

Formule Vx3y P(x,y) ivykdoma, pavyzdZiui, struktiroje:

1. naturaliyjy skaiciy aibé yra individiniy konstanty aibe,

2. P(x,y) =z <uy.

Formulé Vz P(x, f(x)) taip pat teisinga Sioje struktaroje. Tereikia konkrediai nurodyti kaip
parenkamas f(x) (vietoje y), turint x reik§me. PavyzdZiui, funkcija f galéty bati x + 1.

Paaiskinsime egzistavimo kvantoriy eliminavima bendru atveju. Turime formulg¢ normalio-
sios priesdélinés formos Q121 . . . QG (21, ..., Tp).

IeSkome prefikse pirmojo, 1§ kairés } deSing, egzistavimo kvantoriaus. Tarkime, pirmuoju
yra (), ty. @; = 3. Vadinasi @; = @2 = ... = ;1 = V. ISbraukiame prefikse Q);x;.
Formulés matricoje visas x; jeitis kei¢iame funkcija . f yra naujas, nepriklausantis nagrinéjamai
formulei, funkcinis simbolis. Gauname formule

Vasl .. -v-ri—lQi—i-lxi—i-l c. Qm.CEmG(.Z'l, RN 7 I f(a:l, C. ,Ii_l), Litly--- ,.CEm).

Taip keiciami visi formulés egzistavimo kvantoriai.
PavyzdZiai.
Skulemizuoti formules:

1. F = Va3ayVz3auG(z,y, z,u). Formuléje yra Jy ir Ju. Eliminuosime $iuos kvantorinius
kompleksus. y pakeisime f(x), o u - g(z, z). Ciaf, g nauji funkciniai simboliai. y pakeisime
f(z), nes prie§ Jy prefikse yra vienas kvantorinis kompleksas prasidedantis V, t.y. kvantorinis
kompleksas prasidedantis bendrumo kvantoriumi. O prie§ Ju - du Vz,Vz. Gavome skulemi-

zuota formule.
VaV2Gl(x, f(2), 2 g(, 2)).

2. F = 3z Va3V, 3G (21, 2, T3, 4, x5). Formuléje yra 3z, Jzo, Jus.
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x1 keiiame konstanta a,

9 keiCiame konstanta b,

x5 - f(23,24).
x1, r9 keiCiame kuriais nors naujais (ju neturi biiti formuléje F) laisvaisiais kintamaisiais
(galéjome parinkti ir kitus, nebitinai a, b, i$ laisvyjy kintamyjuy saraso). Priminsime, kad

suvarzytuosius kintamuosius Zymime x, vy, z, u, v, w, 1, T2, T3, . . ., 0 laisvuosius kintamuosius
a,b,c,d,e,ay,as, ... [ -naujas funkcinis simbolis. Gauname skulemizuotg formulg:

VsV, Gla, b, x3, x4, f(23,24)).

Bet kuri normaliosios priesdélinés formos formulé F deduktyviai ekvivalenti skulemizuotai F,
t.y. F ir jai skulemizuota abi yra isvedamos, arba abi néra isvedamos.

Trecias zingsnis. Skulemizuoty formuliy transformavimas j NKF (normaliaja konjunkcing for-
ma).

Skulemizuotosios V1V, . .. Vz,G formuléje G néra kvantoriy. Bekvantoré formulé G dar
vadinama matrica, o Vz,Vzs . .. Vr, vadinamas formulés prefiksu.

Transformuojame matricas | NKF. Gauname formules pavidalo
Vi Vo .. . Vr,(Dy A Dy A ... A Dy,).

Cia D; (i =1,...,m) yra disjunktai.

Ketvirtas zingsnis. Bendrumo kvantoriy eliminavimas. Prisiminkime, kad
Va(A(x) A B(z)) = Ve A(z) AVeB(x).
Formulése pavidalo Va1 Vs ... Vo, (D1 A Dy A ... A D,,) ikeliame prefiksa j skliaustus
VriVes .. Yo, D1 AV Vay .. Ne,Dy A ... A\Nx V2o .. V2,D,,

ir pervardijame suvarzytuosius kintamuosius taip, kad skirtinguose disjunktuose buty skirtingi
suvarzytieji kintamieji. Po to, iSbraukiame prefiksus. Jie nereikalingi, nes visi suvarzytieji
kintamieji yra suvarZyti tik bendrumo kvatoriais ir todél kvantoriy rasymas yra perteklinis. Po
ketvirto Zingsnio gauname aibe formuliy pavidalo D7 A Dy A ... A D;,..

Penktas Zingsnis. Disjunkty aibés sudarymas.
Disjunkty aibés S elementais yra visy gauty formuliy pavidalo D} A D5 A ... A D! dis-
junktai D} (¢ =1,...,m). disjunkty aibéje skirtinguose disjunktuose yra skirtingi suvarzytieji

kintamieji.

PavyzdZiai.
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a) Transformuoti sekvencija Vz—P(z) V 3zQ(z) F Jz(P(x) — Q(x)) i disjunkty aibg.

Transformuosime {Vz—P(z) V JzQ(z), ~3Jz(P(z) — Q(x))}
Atliekame transformavimo algoritmo Zingsnius:

1. Transformuojame Vz—P(x) V JxQ(z), -Jz(P(x) — Q(z)) i normaliaja prieSdéling forma.
Vr—=P(z) V JzQ(x) = Yz—P(x) V JyQ(y) = (jei yra pasirinkimas - iSkelti egzistavimo ar
bendrumo kvantoriy, rekomenduojama iskelti egzistavimo kvantoriy) = JyVz(—P(x) V Q(y)).
~Ae(P(z) > Q) = Ya(P(x) - Q(x)
2. Skulemizavimas.
JyVz(=P(z) V Q(y)). Gauname formule V(=P (z) V Q(a)).
Formule Vz—(P(z) — ((x)) jau yra skulemizuota.
3. Transformuojame matrica i NKF.
Formuleé Vz(—P(x) V Q(a)) jau yra NKF formos.
Vo (P(z) = Q(x)) = Ya~(=P(x) V Q(x)) = Ya((P(z) A ~Q(x).
4. Eliminuojame bendrumo kvantorius.
Va(—-P(z) V Q(a)) kei¢iame | ~P(x) V Q(a).
Va(P(z) A ~Q(x)) = VoP(z) A Vo-Q(x) = YyP(y) AV2-Q(2) = P(y) A —Q(2).

Atsakymas: Sekvencijos disjunkty aibé {—P(x) V Q(a), P(y), ~Q(z)}.

b) Ar tapaciai teisinga formulé Va3yVz(P(y, z) — P(z,y))?
Formulé tapaciai teisinga, jei iSvedama sekvencija - Vx3yVz(P(y, z) — P(z,y)).
Transformuosime {—Vz3yVz(P(y, z) — P(z,y))} i disjunkty aibe.
Atliekame transformavimo algoritmo Zingsnius:
1. Transformuojame } normaliaja prieSdeling forma:
—VaIyVz(P(y, z) — P(z,y)) = xVy3z—(P(y, z) — P(x,y)).

2. Skulemizavimas: JxVy3z—(P(y, z) — P(x,y)) deduktyviai ekvivalenti Vy—(P(y, f(y)) —
P(CL, y))
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3. Transformuojame matrica ] NKF:

Yy=(P(y, f(y)) = Pla,y)) = Vy=(=P(y, f(y)) vV P(a,y)) = Yy(P(y, f(y)) A—=P(a,y)).

4. Eliminuojame bendrumo kvantoriy:

Vy(P(y, f(y)) AN —=P(a,y)) = VyP(y, f(y)) ANVy=P(a,y) = P(y, f(y)) AN =P(a,z).
Atsakymas: S = {P(y, f(y)), " P(a,x)}.

Zemiau rezoliucijy metodu nustatysime ar aibé S priestaringa, t.y. ar tapadiai teisinga for-
mule Vz3IyVz(P(y, z) — P(x,y)).

Irodém kaip formuliy aibés transformuojamos j tam tikra formuliy pavidala - disjunkty aibe.
J.A.Robinson apraSytas rezoliucijy metodas remiasi dviem fundamentaliais logikos rezultatais:
Herbrand’o universumu ir kompaktiSkumo teorema. PaaiSkinsime juos.

Herbrand’o universumas.

Jau buvo aiskinta, kad jei nagrinéjame formulg VG (x) baigtinéje individiniy konstanty
aibéje D = {ay,...,an}, tai

VeG(z) = Glar) A ... A G(ay,).

T.y. tokiu atveju galima apsieiti be bendrumo kvantoriaus. Jj mokame eliminuoti ir predikaty
logikos formulg galime transformuoti j teiginiy logikos formulg. O ar bet kuriai formulei pavi-
dalo V1V, ... Vx,G (formuléje G néra kvantoriy jeiciy) egzistuoja tokia individiniy konstanty
aibé D?

Nagrinéjame normaliosios priesdélinés formos su funkciniais simboliais formules. Prancuzy
logikas J.Herbrand’as jrodé, kad bet kuriai skulemizuotai formulei F' = VaG(z) visada galima
rasti tokia termy aib¢ H, kad formulé jvykdoma tada ir tiktai tada, kai ji jvykdoma aibéje H.
Aibé H dar vadinama Herbrand’o universumu. Deja, aibé H ne visada baigtiné.

Herbrand’o universumas konstruojamas tokiu budu:

1. Visi laisvieji kintamieji, priklausantys formulei F, priklauso ir universumui H. Jei for-
muléje F néra laisvyjy kintamyjy, tai aibés H elementu yra a (vadinasi, aibé H negali biti

tuscia).
2. Jei f" yra n-vietis funkcinis simbolis, priklausantis F, ir ¢, ... ,t, yra H elementai, tai
f(tq, ..., t,) taip pat priklauso universumui H.
PavyzdZiai.

1. VaVy(P(x,c) V =Q(b,y)). H = {b,c}.
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2. VaVyVz(P(x,y) AN Q(y, 2)). H = {a}.

3.Va(P(x, f(f(a))) = Qb,a)). H = {a,b, f(a), f(b), f(f(a)), F(f(0)), F(f(f(a))),
D)),

4. Vr(P(z, f(g9(a)) V =Q(b,a)). H = {a,b, f(a), f(b), g(a), g(b), f(f(a)), f(f (b)), f(g(a)),
f(g(0)),9(f(a)),g(f (D)), ...}

Pirmame ir antrame pavyzdZiuose aibé H baigtiné. O tokiu atveju jau mokame eliminuoti
kvantorius:

L VaVy(P(z,a) V =Q(b,y)) = Vy(P(a,a) vV =Q(b,y)) ANVy(P(b,a) V —=Q(b,y)) =
= (P(a,a) V =Q(b,a)) A (P(a,a) V =Q(b,b)) A (P(b,a) V =Q(b,a)) A (P(b,a) V =Q(b,b)).

2. VaVyVz(P(z,y) A Q(y,2)) = VyVz(P(a,y) N Q(y,z)) = Vz(P(a,a) AN Qa,z)) =
P(a,a) AN Q(a,a)).

Begalinés H atveju (3 pavyzdys) formulei Va(P(z, f(f(a))) — Q(b,a)) priskiriamas be-
galinis reiSkinys (tai néra formule, nes formulés yra baigtiniai reiSkiniai).

Formule Vz(P(z, f(f(a))) — Q(b,a)) pazymékime G(x). Tuomet formulei VzG(z) pri-
skiriame begalin;j reiskinj

Ga) NG(b) ANG(f(a)) NG(f(B) ANG(f(f(a)) NGB A -

UZraSysime ji begalinés aibés pavidalu (konjukcija pakeisime kableliu)

{G(a), G(b), G(f(a)), G(f (1)), G(f(f(a), G(F(f(D))), -}

Jei G yra NKE, tai turésime teiginiy logikos disjunkty aibe. Aibé jvykdoma tada ir tiktai
tada, kai formulé Vz(P(z, f(f(a))) — Q(b,a)) ivykdoma. Vadinasi, aibé priestaringa tada ir
tiktai tada, kai formulé Vz(P(z, f(f(a))) — Q(b,a)) tapadiai klaidinga (nejvykdoma). Taigi,
Herbrand’ui pavyko jrodyti, kad pagal bet kurig predikaty logikos formulg F, galima rasti tokia
teiginiy logikos disjunkty aibe, kad formulé F' tapaciai klaidinga tada ir tiktai tada, kai teiginiy
logikos formuliy aibé priestaringa.

KompaktiSkumo teorema. Jei teiginiy logikos formuliy aibé prieStaringa, tai egzistuoja
jos baigtinis prieStaringas poaibis.

Tarkime kuri nors begaliné teiginiy logikos formuliy aibé {G1, Gz, G3, G4, G5,GG, . . .}
prieStaringa. Pagal kompaktiSkumo teorema, egzistuoja baigtinis prieStaringas poaibis. Tarki-
me tik {G2, G4, G5} yra priestaringas tarp pirmy penkiy jos elementy. Mes to nezinome. Kaip
jirasti? Galima naudoti tokj algoritma:

1. Tikriname ar {G} priestaringa. Kadangi tai teiginiy logikos formulé, tai patikrinti galima ir
teisingumo lentele. Neéra prieStaringa. Aibg papildome antruoju elementu.

2. Tikriname ar {G1, G2} priestaringa. Néra. Aibe papildome treCiuoju elementu.
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3. Tikriname ar {G, G, G5} prieStaringa. Néra. Aib¢ papildome ketvirtuoju elementu.
4. Tikriname ar {G1, Gz, G35, G4} priestaringa. Néra. Aibe papildome penktuoju elementu.

5. Tikriname ar {G1, Gz, G3, G4, Gg} priestaringa. Taip. Aibei atitinkancios sekvencijos i§va-
da teisinga. Baigiame paieska.

Turbut prisimenate, kad, jei F tapaciai klaidinga, tai ir F' A G tapaciai klaidinga su bet kuria
formule G.

ApraSytuoju algoritmu visad rasite baigtinj prieStaringa poaibj, jeigu toks nagrinéjamoje
aibéje egzistuoja. Jei baigtinio prieStaringo poaibio néra, tai paieska bus begaliné.

Be to, toks algoritmas néra efektyvus (reikalauja daug kompiuterio atminties ir atlieka daug
Zingsniy, be dalies kuriy galétumém ir apsieiti). J.Robinson apraSius rezoliucijy metoda, jis
greitai paplito po pasaulj ir laikomas vienu efektyviausiu prieStaringumo nustatymo algoritmu.

Rezolucijy metodas taikomas predikaty logikos formuliy aibei, kurios visi elementai sku-
lemizuoti disjunktai. O taisyklé yra tik viena. Ji vadinama rezoliucijos taisykle. Ji taikoma
dviem disjunktams, rezultatas - vienas disjunktas. Priminsime atkirtos taisykle teiginiy logikos

formuléms
pVCy —pV Oy

Cy VvV Oy

Panasi taisyklé yra ir predikaty logikos formuléms, bet vadinama rezoliucijos taisykle. Tik
vietoje loginiy kintamyjy yra atominés formulés. Priminsime apibréZima.

Jei P yra n-vietis predikatas (predikatinis kintamasis) ir ty, . . . , t,, - termai, tai P(ty, ..., t,)
yra formulé (ji vadinama atomine formule).

Norint taikyti rezoliucijos taisykle vienoje prielaidoje (disjunkte) turime turéti atoming for-
mule, o kitoje tokios pacios (jai lygios) neigima. Jei atominés formulés néra lygios, tai, kai
kuriais atvejais, rezoliucijy metode galima jas suvienodinti.

Pavyzdziui, P(z) ir P(y) yra skirtingos atominés formulés. Bet, jei laikysime x = y (per-
vardinsime), tai gausime jas lygias. Tiksliau, jei pakeisime y 1 x (arba x 1 y). ApibréSime keitinio
savoka.

Keitiniu vadiname reiskini pavidalo (t1/x1,ts/xs,. .. t,/x,); Cia t; - termai. Keitinio
prasme tokia - formuléje visy kintamyjy x1, xs, ..., x, leitys keiCiamos atitinkamais termais
t1,ta,...,t,. Keitinius Zymime raidémis «, c. Formule F, kurioje visos kintamojo z; (i =
1,...,n) jeitys pakeistos termu ;. T.y. a = (t1/x1,ta/xo, ..., tn/Ty)). Zymima Fa.

Atkreipiame démes}, kad rezoliucijy metode naudojamuose termuose gali buti ir kintamyjy
X, y, z Ir t.t jeitys, t.y. kintamyjy, kuriais jprasta Zyméti suvarZytuosius. Tai yra todel, kad
rezoliucijy metode naudojamuose disjunktuose kvantoriai neraSomi.

Keitinys « vadinamas formuliy F, G unifikatoriumi, jei Fo = Ga.
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Pavyzdziui, P(z) ir P(y) yra skirtingos atominés formulés, bet keitiniu o = (x/y) mes jas
suvienodiname (unifikavome) P(x)a = P(y)a. Siuo keitiniu tik antroje formuléje y pakeitéme
ix. P(x)aa = P(x), P(y)a = P(x).

Tarkime A, B - atominés formulés, A V Cy,—~B V (), - disjunktai ir « toks keitinys, kad
Aa = Ba. Tuomet rezoliucijos taisyklé yra tokia

(Av(C))a (mBV(CY)a
(Cl V CQ)CY

Bet kurios literos (atominés formulés arba jos neigimo) jeitis bet kuriame disjunkte yra tik viena.
Pavyzdziui, AV AV —B V =B laikysime lygiu A V =B ir nagrinésime pastarajj.

Sakoma, kad is disjunkty aibés S isvedamas tuscias disjunktas, jei egzistuoja baigtiné disjunkty
seka E, ..., E,, tenkinanti sqlygas:

HE, =0,

2) kiekviena E; priklauso aibei S arba gauta iS kairéje jos esanciy disjunkty pagal rezoliucijos
taisykle.

Teorema. Disjunkty aibé S priestaringa tada ir tiktai tada, kai is jos isvedamas tuscias
disjunktas.

Turéjome dvi sekvencijas, kurias transformavome j disjunkty aibes. Naudodamiesi jomis
baigsime spresti uzduotis.

a) Rezoliucijy metodu nustatysime ar i§vedama sekvencija Ve—P(z)V3zQ(x) + Jz(P(x) —

Q(x)).

Ja transformavome j disjunkty aib¢ {—P(z) V Q(a), P(y), ~Q(z)}. IeSkome tuscio disjunkto
iSvedimo is aibeés S.

1. =P(z) V Q(a) prielaida,

2. P(y) prielaida,

3. Q(a) pagal rezoliucijos taisykle i$ 1, 2 su keitiniu 0 = (z/y),
4. =Q)(z) prielaida,

5. O pagal rezoliucijos taisykle i 3, 4 su keitinius 0 = (a/z).

Atsakymas: sekvencija isvedama.
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Sprendima galima rasyti ir taisyklés taikymuy seka:

P@) VW@ P e
0 o= (@/y) - (a/2)

b) Ar tapaciai teisinga formulé Va3yVz(P(y, z) — P(z,y))?

Uzduotj transformavome j aibés S = { P(y, f(y)), ~P(a, x)} prieStaringumo nustatyma.
Naudosime rezoliucijy metoda.

p(y,f<y>>D Pl )y Fa))2)

Atsakymas: formulé tapaciai teisinga.

4.3 Naturalioji dedukcija

Sakoma, kad logikos désniy aibé aprasyta natiiraliu loginiu skaiCiavimu, jei jis tenkina dvi
salygas. Visy pirma, skaiiavimas yra aksiominés matematinés teorijos pavidalo, t.y. jis ap-
raSomas kaip aksiomy ir taisykliy rinkinys, kuriame kaip aksiomos, taip ir taisyklés yra aki-
vaizdZios, savaime suprantomos ir naudojamos matematiniuose jrodymuose. B.Russellas ir
A.N.Whiteheadas buvo pirmieji apras¢ savo tritomyje Principia Mathematika logikos désniy
aibe kaip aksioming teorija. Be to, ta dirbtiné, formali sistema turi biti artima Snekamosios
kalbos struktiirai. Tokias dedukcijos sistemas nepriklausomai vienas nuo kito 1934 m. ap-
ra8¢ lenkas S.Jaskowskis ir vokietis G.Gentzenas. Pavadino jas naturaliomis dedukcijomis
(pirmieji panaudojo §} terming), nes per¢jimai nuo prielaidy prie iSvady geriausiai modeliuoja
Snekamosios bei mokslininky vartojamus iSvedimuose samprotavimus.

Sekvencinis skaiciavimas irgi modeliuoja matematiko mastysena. Kuo jis nejtiko Gentze-
nui?
Pagrindinés priezastys yra dvi:

1. Matematiniuose jrodymuose naudojama ir tokia taisyklé (o sekvenciniame néra):

I—-FF
'-F
ISvedimo paieSka daZniausiai vykdoma 1S apacios | virSy. Mgstymo schema tokia: norime
irodyti F. Tariame, kad F klaidinga (t.y. perkeliam j prielaidy sarasa F su neigimu) ir jrodome
priestaravimq (prieStaravimo atitikmuo - sukcedente néra formuliy, t.y. jis tusCias, kai kuriuose
skaiCiavimuose tai Zymima ).

2. Matematikai nenaudoja tokios taisykles

I'-AFG
A FVG

Matematiniuose jrodymuose visada yra ne daugiau kaip viena formulé (viena arba sukcedentas
tuscias).
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Siuo skaiCiavimu dar labiau priartéta prie matematiko mastymo modeliavimo. Jrodomy
sekvencijuy aibé nattraligja dedukcija sutampa au aibe jrodomy sekvenciniame skaic¢iavime.

Paminésiu pora atveju, kai naturaliosios dedukcijos skaiCiavimas pranasesnis uz sekvencin;.

1. Norima jrodyti teorema (dazniausiai naudojant kompiuterj) ir pateikti matematikams su-
prantama logine kalba (nattraliosios dedukcijos skai¢iavimas modeliuoja matematiko
mastysena, o sekvencinis ne),

2. Pavyko rasti ry§j tarp mastymo (naturalioji dedukcija) ir algoritmiskai apskaic¢iuojamy
funkcijy (A-skai¢iavimas). Juo naudojantis sukurtos programavimo kalbos, kuriomis
paraSyty programy nebereikia verifikuoti. Tai padaro pati programavimo kalbos aplin-
ka.

Natiiraliosios dedukcijos skaiciavimas.
Aksioma: ', F - F
Loginiy operacijy taisyklés:

— jvedimas — eliminavimas

I FFG I'FF AFF -G
TFF-G T AFG

Pastaba. Jei I ir A sutampa, tai taisyklé — eliminavimas atrodo Sitaip:

'-F THFF—-G

-G
A ivedimas /A1 eliminavimas A9 eliminavimas
'-F ARG I'-FAG '-FAG
AFFAG I'-F I'-G

Pastaba. Jei I ir A sutampa, tai taisyklé A jvedimas atrodo Sitaip:

- I'r+@
'-FAG
V1 1ivedimas V9 1vedimas V eliminavimas
I'F I'-G '-FvG AJFHH A,GHH
I'EFVG I'-FVG I'AAFH

Pastaba. Jei [', A ir A; sutampa, tai taisyklé \V eliminavimas atrodo Sitaip:

'-rvG I''FFH I''GFH
'-H
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— jvedimas —; eliminavimas -9 eliminavimas

I'F '-F AF-F I-FF

I'E-=F IAF 'eF
Pastaba. Jei I ir A sutampa, tai taisyklé —; eliminavimas atrodo $itaip:

'cF I'kE-F
'~
silpninimas
-G 'k
INFEG 'eF

CiaT, A, A, yra baigtinés formuliy sekoa (gali biti ir tus¢ios). F, G, H - formulés. Priminsi-
me, kad sekvenciju antecedente esanciy formuliy tvarka nesvarbi. Taisyklése virSuje bruksnio
yra sekvencija prielaida, kuriai taikoma taisyklé. Apacioje bruksnio, taisyklés taikymo rezulta-
tas - isvada. Kai kuriuose vadoveliuose tus€¢iame sukcedente raSomas simbolis L (klaidinga).
PavyzdZziui, vietoje I' - raSoma I' - L.

Formuliy jrodymy pavyzdZiai.

1. =(FVG) = (~F A-G).

® ®
-~(FVG),FFF ® -(FVG),GFG ®
HFFFVG HFF=(FVQG) HGFFVG HGF-(FVQG)
-(FVG),FF -(FVG),GH
-(FVG)F-F -(FVG)F -G

-(FVG)F-FA-G
F=(FVG)— (-F AN-G)

(vjia, kai kuriose sekvencijose, H zZymi formulg —(F V G).

2.F(FAG)—= (GAF)

D D
FNGEFANG FAGEFAG
FAGEG FANGEF
FANGEGAF

F(FAG) = (GAF)

3.F——F = F
O ©
——F,—F F
—~FFF

F——F = F
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Priminsime, kad laisvuosius kintamuosius Zymime a, b, c,d, e, a1, as,as, . ..
SuvarZytuosius kintamuosius Zymime x,y, 2, u, U, W, T1, Ta, T3, - - -

Vadovéliuose natiiraliosios dedukcijos kvantorinés taisyklés dazniausiai nusakomos tokiu
budu:

3 jvedimas 3 eliminavimas
I'EF(y) 'F3dzF(z) AF(P)EG
['FJzF(z) ARG
Y jvedimas V eliminavimas
'k F(B) I'FVaF(z)
I'FVaF(z) I'E F(y)

Raide C Zymime aibg laisvyjy kintamyjuy taisyklése:

1. djvedimas - visi laisvieji kintamieji, esantys apatinéje sekvencijoje,

2. Vivedimas - visi laisvieji kintamieji, esantys apatinéje sekvencijoje,

3. deliminavimas - visi laisvieji kintamieji, esantys formulése I', 32 F(z), A, G,

4. VY eliminavimas - visi laisvieji kintamieji, esantys virSutinéje sekvencijoje.

Taisykleése 8 ¢ C, 8 yra naujas laisvasis kintamasis, o 7y taisyklése Zymi kintamajj priklausantj
C. (v € C). Jei C tuilia aibé, tai v naujas laisvasis kintamasis.

Pastaba dél taisykliy pavadinimy. Taisyklés skaitomos is virsaus i apaciq (vir§ briikkSnio
prielaida, apacioje iSvada). Taisykléje — ivedimas virS briikSnio néra loginés operacijos —,
o apacioje ji atsiranda (jvedama —). Taisykléje — eliminavimas vir§ brukSnio vienoje sek-
vencijoje yra loginé operacija —, o apatinéje jos nebéra (vyksta loginés operacijos Salinimas,
eliminavimas).

Kai kada formuliy iSvedimai natiiralioje dedukcijoje vykdomi is' apacios i virsy, kaip ir sek-
venciniame skai¢iavime. Tuomet patogu naudoti sekvencinio skai¢iavimo kvantorines taisykles
(3 F), (V F). Parodysime, kad §ios sekvencinio skai¢iavimo taisyklés yra leistinos nattiraliosios
dedukcijos skaiCiavime:

LF(B)FG
[ 3zF(x) -G
Taisykle (3 F) modeliuojame tokius i§vedimu:
S ?
['3zF(x) - 3zF(z) T,32F(z), F(6) -G

taikome J eliminavimas taisykle
[, 3zF(z) G

[VaF(x), F(y) - G
I'WaF(z) -G

(3H) (VH)
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Gavome, kad I, 3z F'(x) - G i§vedama, jei iSvedama I', F'(5) - G, t.y. gavome ta patj, jei
taikytumém sekvencinio skai¢iavimo taisykle (3 F).

Taisykle (V ) modeliuojame tokiu budu:
?

[ VaF(x), F(y) -G

silpninimas @
I\WaeF(x), -G, F(y) - G I'\VaF(x),~G, F(y) F -G
&5 taikome —;
[ WaF(z), -G &+ Vo F(x) I\VaF(x), -G, F(vy) F
[ WVaF(x), -G F F(7) [\VaF(x), -G F =F(7)
I VeF(x), -G F
IWVeF(x) G

Gavome, kad I', Va F'(z) - G i§vedama, jei iSvedama I', Vo F'(z), F(v) + G, t.y. gavome ta
patj, jei taikytumém sekvencinio skai¢iavimo taisykle (V ).

Pavyzdziai.

1. 3z2(A(z) — B(z)) F VzA(x) — JzB(x).
S S
A(a) — B(a),VzA(z), A(a) - A(a) A(a) — B(a),VzA(z), Ala) - A(a) — B(a)
A(a) — B(a),VzA(z), A(a) - B(a)
A(a) = B(a),VzA(z), A(a) F IxB(x)
A(a) — B(a),VxA(x) F 3z B(x)
A(a) — B(a) F ¥xA(x) — 3xB(x)
Ix(A(x) —» B(x)) F V2 A(x) — JxB(z)

2. A(a) — JzB(z) F Jx(A(a) — B(z)). Atkreipiu démesj. ISvedimo pradzia - treCiasis
iSvedimo paieskos medis.

©
B(b), A(a) F B(b)
(b) - A(a) > B(b)
T, B( ) 3x(A(a) — B(x)) T, B() - —32(A(a) — B(z))

I', B(b) -
Antrosios sekvencijos iSvedimas.
S D
I',=A(a), A(a),—B(a) F A(a) T',-A(a), A(a),~B(a) - —A(a)
I, =A(a), A ), B(a) -
ﬁA(a),A( ) F B(a)
-A(a) - A(a) — B(a) S
I, ( ) F 3x(A(a) = B(x)) ' —A(e) F —32(A(a) = B(x))

[, =A(a) -
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Pirmosios sekvencijos iSvedimas.

pirma sekven. antra sekven.

I —A(a) - > I, B(b) -
I'FA(a) TI'FA(a) »3zB(x) TI,3xB(x)F
I' F 3xB(x) I' F -3xB(x)

Pazymeékime raide I' sarasa formuliy A(a) — JzB(z), ~3x(A(a) — B(z))
A(a) — JzB(x),~3x(A(a) — B(z)) F
A(a) — JzB(x) - 3x(A(a) — B(x))

Naturaliosios dedukcijos predikatuy logikos skaic¢iavimas su funkciniais simboliais. Tai-
syklés tokios pacios, tik vietoje laisvyjy kintamyjy naudojame termus ir kitokie reikalavimai
individiniams kintamiesiems (3, v kvantorinése taisyklése (Zr. skyrelj termari).

4.4 Intuicionistinée naturalioji dedukcija

Tarkime F' kuri nors formulé. Galimi keturi atvejai:

1. F Fir ¥ = F. Irodoma F ir nejrodoma —F’; jrodoma, kad formulé teisinga, ir nejrodoma,
kad ji klaidinga.

2. ¥ Fir = —F. Nejrodoma F ir jrodoma —F’; nejrodoma, kad formulé teisinga, o jrodoma,
kad ji klaidinga.

3. ¥ Fir ¥ —F. Nejrodomos nei F, nei —F'; negalime jrodyti, kad formulé teisinga, negali-
me jrodyti ir kad ji klaidinga.

4. - FirF —F. Irodoma F ir jrodoma —F'; galime jrodyti, kad formulé teisinga ir kad ji
klaidinga.

Ketvirtas atvejis bet kurioje mokslo teorijoje nepriimtinas. Nes is prieStaravimo isplaukia
bet kuris teiginys. Todél bitinas reikalavimas bet kuriai mokslo teorijai yra nepriestaringumo
Irodymas.

TrecCig atvejj yra prasmeé nagrinéti tik teorijose, kuriose yra tiksliai apibrézta kas yra jirodymas.
Tiksliau, teorijose, kuriose jrodymai gaunami naudojant loginius skai¢iavimus. Kadangi pir-
mas pilnas ir neprietaringas loginis skai¢iavimas aprasytas tik XX amziaus pirmoje puséje, tai
iki to laiko visuose matematiniuose jrodymuose buvo laikomasi, kad trecias atvejis negalimas.
T.y., koks bebuty tvirtinimas F, teisinga formulé /' VV —F’ (tre¢iojo negalimo désnis). Loginiai
skaiCiavimai, kuriuose yra aksioma F'V —F', arba tokia formulé jrodoma, vadinami klasikiniais
loginiais skaic¢iavimais (klasikiné logika).

Siame skyrelyje nagrinésime loginj skai¢iavima, kuriame formulé F'VV—F' néra jrodoma. To-
kie skaiCiavimai vadinami intuicionistiniais (konstruktyviais). Tokius skai¢iavimus daZniausiai
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naudoja informatikai. Konstruktyvioje matematikoje samprotaujama naudojant intuicionistinés
logikos taisykles. Nes tvirtinimai pavidalo F'V—F' laikomi jrodomais tik tuo atveju, jei irodoma,
kuris i§ F', —~F yra teisingas. ApraSysime viena intuicionistinés logikos skaiiavimy variantg -
intuicionisting natiraliqjq dedukcijq.

Intuicionistingje logikoje daug kas keiciasi. Tiesa, sintakseé ta pati. Formuliy apibréZzimai
tie patys (pagal pavidala klasikinés ir intuicionistinés logikos formulés nesiskiria). Semanti-
ka kitokia. Kalbant apie teiginius daZniausiai naudojamos ne savokos teisingas, klaidingas, o
Irodomas, nejirodomas (priestaringas). Nes kitokia teisingumo samprata:

1. F' A G jrodomas, jei jrodomi kaip F, taip ir G,

2. —F jrodoma, jei jrodoma F' — 1, F prieStaringa,

3. F' — ( irodoma, jei, turint F' jrodyma, mokame rasti G jrodyma,
4. F'V G jrodoma, jei F arba G jrodomi,
5

. JzF(z) jrodoma, jei nurodome algoritma, kuriuo galima rasti tokj a, su kuriuo F'(a)
jrodomas,

6. Yz F(x) jrodoma, jei, kokj bepaimtumém elementa a i§ apibréZimo aibés, jrodoma F'(a).

Intuicionistinéje logikoje loginés operacijos neapraSomos teisingumo lentelémis. Formuliy
1vykdomumui, tapaciai teisingumui ar tapaciai klaidingumui naudojamos Kripke struktiiros ar-
ba intuicionistiniai loginiai skaiiavimai. Visy pirma susipaZinsim su Kripke strukttromis.

Apibrézimas. Intuicionistinés teiginiy logikos formulés F(p,...,p,) Kripke’s struktiira
vadiname trejetq ® = (D, R,V); D - kuri nors netu$¢ia aibé, vadinama galimy pasauliy ai-
be, R - apibréitas aibéje D binarinis refleksyvus ir tranzityvus predikatas, vadinamas pasauliy
sqrysiu, V - aibé interpretacijy pasauliuose (kiekvienam pasauliui prikiriamas kuris nors loginiy
kintamyjy aibés {p, . .., pn} poaibis tenkinantis sqlygq: jei, kuriam nors pasauliui i priskiria-
mas poaibis A, pasauliui j - B ir R(i,j) = t, tai A C B).

Pateiksime Kripke’s struktiiros pavyzdi formulei, kurioje yra loginiai kintamieji p, g. Strukttra
nusakysime orientuotu grafu. Galimi pasauliai - grafo vir§unés. Pasauliy sqrysiai Zymimi lan-
kais. Greta virSuniy raSome jai priskirto poaibio elementus - loginius kintamuosius. Jei poaibis
tuscias, tai greta virStnés néra loginiy kintamyjy.

Pavyzdys.
Galimy pasauliy aibe D = {1,2,3,4,5,6}.

Pasauliy sarysiy aibé R = {(1,1), (2,2),(3,3), (4,4),(5,5),(6,6), (1,2),(1,3),(1,4), (1,5),
(1,6),(2,4),(2,5),(3,5),(3,6)}.

Interpretacijy aibé V:
vir§anei (pasauliui) 3 priskirta aibé {p}, virSunei4 - {q},5 - {p}, 6 - {p, ¢}, likusioms vir§anéms
priskirtos tuscios aibés.
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Tarkime ® yra Kripke’s struktra formulei F'(ps, ..., p,). Formulés F struktiros ¢ pasau-
lyje s ivykdomumo sqrysis ®, s |- F' apibréZiamas tokiu budu:

1. jei F yra loginis kintamasis p; € {p1,...,pn}, tai ®,s Ik F (t.y. F jvykdoma struktaros
® pasaulyje s), jei p; yra aibés, priskirtos virSunei s, elementas;

2. jei F =G A H, tai &, s Ik F tada ir tiktai tada, kai @, s I- G ir ®, s I+ H;
3. jei =GV H,tai ¢, s I F tada ir tiktai tada, kai ¢, s I- G arba &, s |- H;

4. jei ' = G — H, tai ®,s I F tada ir tiktai tada, jei kiekviename pasaulyje m, i kurj
galima patekti (yra kelias) i$ s, tenkinama salyga: jei &, m I+ G, taiir &, m |- H;

5. jei ' = G, tai @, s Ik F' tada ir tiktai tada, jei @, s ¥ G kiekviename pasaulyje m, j kurj
galima patekti iS s.

Formulé F vadinama intuicionistinés logikos désniu, jei kiekvienos Kripke’s struktiiros ¢
kiekviename pasaulyje s teisinga @, s |- F'.

Pavyzdys. Struktira :
Galimy pasauliy aibée D = {1, 2}.
Pasauliy sarysiy aibé R = {(1,1),(2,2), (1,2)}.

Interpretacijy aibé V:
vir§anei (pasauliui) 2 priskirta aibé {p}, o virSinei 1 - tusia aibe.
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Nagrinéjame formuliy p, —p ijvykdomuma virStinéje (pasaulyje) 1. ®, 1 ¥ p, nes priskirtoje
virSunei 1 aibéje néra p (priskirtoji aibé tuscia).

Taip pat ®, 1 ¥ —p, nes tam, kad bty @, 1 I~ p, visose virSiinése, j kurias galime patekti i$
pirmos virSuine, turéty nebiti p (t.y. visose virSunése, i kurias galima patekti 1§ pirmos, turi biiti

nejvykdoma p). Bet taip néra. Galima patekti j virSung 2 (jai priskirtoje aibeje yra p).

Vadinasi ®,1 ¥ p V —p. Radome struktiirg ir joje pasaulj, kuriame nejvykdoma p V —p.
Taigi, p V —p néra intuicionistinés logikos désnis.

Kripke’s struktiiros naudojamos, kaip taisyklé, kai norima jrodyti, kad formulé nejvykdoma.

ApraSysime natiraliosios dedukcijos skaiiavima. Jame iSvedamos formulés yra tapaciai
teisingos remiantis Kripke’s semantika. Jos vadinamos intuicionistinés logikos désniais.

Intuicionistinés naturaliosios dedukcijos teiginiu skaiciavimas.

Aksioma: ', F + F

Loginiy operacijy taisyklés:

— jvedimas — eliminavimas
IFFG ''-F THF -G
'-F—Ga TG
A ivedimas /A1 eliminavimas A9 eliminavimas
'rF T'HG I'-FAG I'-FAG
I'EEFANG r'-F IN=NE
V1 ivedimas V4 1vedimas V eliminavimas
'-F '-G r-rvG INFr-H TI'"GFH
I'-FVG I'-FVG '-H
- jvedimas — eliminavimas
I'F+ '-F I'k~-F

I'F=F '
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Struktiirinés taisykles:

silpninimas
r-aG '+
INFEG r-r
CiaT yra baigtinés formuliy sekos (gali buti ir tus¢ios). F, G, H - formulés. Sekvencijy

antecedente esanc¢iy formuliy tvarka nesvarbi.

PavyzdZiai.

1. =(pV —p) F =—p.

@
~(pV-p),—pk —p @
—(pV—p),pEPV P ~(pV-p),-pk (pV-p)
taikoma taisyklée — eliminavimas
~(pV-p),phk
—(pV—p) F——p

2.Fp—=(g—= (pNq)).

D D

P.q-p patgq
p,g-pAq
pFa—(pAa)
Fp—(¢g— (pAq))

3.Fp— -

® o
p,pbEp p,opk —p
p,phE
pkE—-p
Fp— —p

Intuicionistiniame sekvenciniame skai¢iavime (Zr. knyga [1]) yra prastinimo taisyklé (for-
mulés kartojimo taisykle), kuri batina.

IVELFEA
INEFEA
Masy skaiciavime jos néra. Ji jame nereikalinga. Nes formulés, loginiy ir kvantoriniy

operacijy taisyklémis, nenutrinamos antecedente. Tai galima atlikti tik strukturine taisykle, jei
matome, kad iSvedimo paieskai ji nereikalinga.

Formuliy iSvedimy paieska intuicionistiniame natiiraliosios dedukcijos skai¢iavime néra
lengva. Zymiai lengvesné paieSka ituicionistiniame sekvenciniame skaiCiavime (Zr. prieda B).
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Deja, ne visuose informatikos ir matematikos taikymuose galime naudotis intuicionistiniu sek-
venciniu skai¢iavimu. Kai kuriuose taikymuose (pavyzdZziui, funkcinio programavimo kalbose)
tenka naudoti intuicionistinj natiiraliosios dedukcijos skai¢iavima. Literatiiroje kai kada naudo-
jamas ir iutuicionistinis naturaliosios dedukcijos variantas, kuriame néra neigimo. —p kei€iamas
formule p — k (&ia k - loginé konstanta). Sis variantas pateiktas priede C.

Kvantorinis intuicionistinés logikos variantas gaunamas papildZius intuicionistinj nataralios
dedukcijos teiginiy skaiiavima kvantorinémis taisyklémis, apraSytomis praeitame skyrelyje
natiralioji dedukcija.

UzZduotis pamastymui. Formulé p V =p VV =—p nejrodoma intuicionistinéje logikoje (Zr. Sio
skyriaus pratima 9c¢). Bet, jei Zinome, kad p V —p nejrodoma, tai —(p V —p) F ——p:

®
—(pV p),~pkp D
~(pV-p),~pFpV-p =(pV-p),-pk-(pV-p)
~(pV —p),~pk
=(pV —p) F—==p

4.5 Lambda skaic¢iavimas

Kai kada skirtingi objektai Zymimi vienodai. PavyzdZiui, 22 + 3 gali biti termas, gali buti ir
funkcija. Jei funkcija raSysime Az.z? + 3, suprasdami, kad funkcijoje argumentu yra x, tai ji
sintaksiSkai skirsis nuo termo. Jei norime paskaiCiuoti funkcijos reikSme taske 5, tai raSome
(Az.x? + 3)5. Argumentas nebitinai raSomas skliaustuose. PanaSiai yra ir matematikoje. Pa-
vyzdZiui, sin x. Funkcijos reik§mé bus 52 + 3.

Lambda skaic¢iavimas jdomus tuo, kad daugelio kintamyjy funkcijos skaic¢iavima redukuoja-
me j vieno argumento funkcijos skai¢iavima. PaaiSkinsiu pavyzdZiu. Turime dviejy argumenty
funkcija f(z,y) =z + y.

Azr.x 4+ y yra vieno argumento x funkcija. \y.z + y irgi yra vieno argumento y funkcija.
O kaip skai¢iuojama funkcijos A\x.(Ay.z + y) reikSmé? Tarkime, x = 5,y = 2. Skai¢iuojame
vieno argumento funkcijos (Az.(Ay.z + y))5 reikSme. Ji lygi Ay.5 + y. Dabar skaifiuojame

kitos vieno argumento funkcijos \y.5 + y reik§me taske 2. (\y.5 4 y)2 = 7. Dviejy argumenty
funkcijos f(5, 2) reik§mg paskai¢iavom naudodami tik vieno argumento funkcijas.

Kintamuosius Zymésime mazomis lotyniSkomis raidémis.
A—skaic¢iavimo termo apibrézimas.
1. Kintamasis yra termas.
2. Jei M, N yra termai, tai (MN) taip pat termas (aplikacija).

3. Jei x yra kintamasis, M - termas, tai A\x.M taip pat termas (abstrakcija).
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ISorinius skliaustus jprasta praleisti. Bet, deja, lambda skai¢iavime daZnai praleidZiami ne
tik iSoriniai. Reikia atsiminti, kad termas MNE lygus ((MN)E). Termas Az.M lygus (Ax.(M)).
Termas \x.A\y.Az.M lygus (Az.(Ay.(Az.M))). Nepatyrusiam daZnai skliaustai sukelia painia-
va. Bet, ka padarysi, taip jau raSoma.

Kaip matome, nei A, nei Az néra termai. Terme MN M gali buti funkcija, o N argumentas.
Termy pavyzdZiai:

(zy)z
(A\x.yx)z
(A\x. \y.xyz)uv

Kaip ir predikaty logikos formulése, taip ir A-skaiCiavimo termuose, kintamyjuy jeitys (i$-
skyrus tas, kurios yra tiesiogiai simbolio A\ deSingje) skirstomos j laisvasias ir suvarzZytasias.
Predikaty logikos formulése, bent jau Sioje knygoje, laisvieji ir suvarzytieji kintamieji Zymimi
skirtingomis raidémis. Deja, laisvieji ir suvarzytieji kintamieji lambda skai¢iavime Zymimi,
taip jau priimta, tomis pac¢iomis raidémis. Todél reikalingas apibréZimas, kada kintamojo jeitis
laikoma laisvaja, o kada suvarzytaja.

1. Jei termas E yra kintamasis x, t.y. F = x, tai kintamojo x ieitis terme E yra laisva.

2. Jei termas E sintaksiskai lygus termui (MN), tai visos laisvosios x jeitys termuose M, N
yra laisvosios ir terme E.

3. Jei termas E sintaksiskai lygus termui \y.M ir x # y, tai visos laisvosios x jeitys terme
M yra laisvosios ir terme E, o jei x = y tai terme E néra laisvyjy x jeiciy.

PavyzdZiui, terme x((Az.xy)x) pirmoji, ketvirtoji x jeitys ir y jeitis yra laisvosios. Treioji
X jeitis yra suvarzyta.

Jei terme néra laisvyjuy kintamyjy jeiciy, tai jis vadinamas uZdaruoju. Pavyzdziui, termas
Az \y.(ryx) yra uzdaras.

Termai M, N vadinami a-ekvivalendiais, jei

1. M yra gautas i§ N, pervardijus visas kurio nors kintamojo laisvasias jeitis naujais, nejeinanciais

1 N kintamaisiais.

2. M gautas i§ N, pakeitus kurio nors termo Az.E jeitj termu \z.E’. Cia E’ gautas i§ E,
pervardijus visas laisvasias x jeitis terme E kintamuoju z, kuris yra naujas, nejeinantis j £
kintamasis.

A-skaiciavime du termai laikomi lygiais, jei jie yra a-ekvivalentiis. Sakoma, kad lambda

skai¢iavime nagrinéjami termai su tikslumu iki c-ekvivalentumo. PavyzdZiui, termai (Az.x)(Ay.zy)

ir (Az.2)(Ay.zy) yra a-ekvivalentas.
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Terme E kintamajj x pakeite termu Y, gauname nauja terma E’ ir Zymime £’ = E[Y/x].

Apibrézimas. Termas (\x.E)Y vadinamas redeksu, o EY /x] - jo santrauka.

Lambda skaic¢iavime galima apskaiCiuoti visas rekursyviasias funkcijas. Apskaiciuojant
funkcija vykdomi tam tikri algoritmo Zingsniai (vadinami redukcijos Zingsniais). Funkcijos
(ji nusakoma lambda skaiciavimo termu) apskaiciavimo Zingsniai vadinami termo [-redukcija.
Ji vykdoma tokius budu: ieSkomas pirmas i$ kairés redeksas ir jis kei¢iamas jo santrauka. Tai
vadinama redukcijos Zingsniu ir Zymima [ >. Gautasis termas vél perZitirimas i$ kairés j desi-
n¢ ir, jei randame redeksa, keiCiame jj jo santrauka. Jei terme daugiau nebéra redeksuy, t.y.
nejmanoma jo daugiau redukuoti, tai jis vadinamas normalizuotu, Termas, j kurj redukavome
pradinj, vadinamas normaligja forma.

PavyzdZiai.
(Az.2)y By,

(Az.y)z By,
(Ax.z(zy))v B v(vy).

Termas vadinamas nenormalizuojamu, jei jo neimanoma redukuoti j normaliaja forma.

PavyzdZziui, termas (Az.(xx))(Ax.(zz)) nenormalizuojamas:

(Ax.(zx))(Az.(zx)) B> (Az.(zz))(Ax.(zx)) B >...
E*M zymime terma F(...(E(EM))...); ¢ia E kartojamas k karty. Jei k = 0, tai E*M = M.

\-skaiciavimo natiralivoju skaiciumi (Church’o skaiciumi) vadiname termq k = \f \x.(f*x).

Daliné funkcija g(z1, . . . , x,,) definuojama \-skaiciavimo termu E, jei, kokie bebiity natiralieji
ki,... kyiSto, kad g(x1,...,x,) = k, iSplaukia, kad (...((Eky)ks)...)k, redukuojamas j
normalyji termq k. Jei g(xy,...,xy,) neapibréita, tai (... ((Ek1)ks) .. .)k, nenormalizuoja-
mas.

A-skaiCiavimas yra dar vienas algoritmiskai apskai¢iuojamy funkcijy formalizmas. Kiek-
vieng daling rekursyviaja funkcija galima definuoti A-skai¢iavimo termu.

Atrodyty, kad dalinés funkcijos apskaiciavimas \-skaiCiavime yra ganétinai paprastas. Ap-
skaiCiuojant tereikia tik kai kuriuos kintamuosius pervardinti (a-redukcija) arba kintamaji pa-
keisti termu (3-redukcija). Deja, studentams tai sunkiai sekasi. Pagrindiné priezastis - painiava
su skliaustais. Gal geriau buty nukrypti nuo tikslaus termo apibrézimo ir naudoti lauZtinius [, ]
bei figurinius {, } skliaustus, esant susitarimamas dél termy lygybeés:
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a) termas MNE lygus ((MN)E,
b) termas \x M lygus (Ax.(M)),
¢) termas Az Ay. Az M lygus (Ax.(Ay.(Az.M))).

Loginéms konstantoms ¢, k priskiriami tokie \-skai¢iavimo termai:

t= v \y.x
k= Ax.\y.y

Loginiy operacijy definavimas termais:

neigimas termu A\x.((x0)1)
konjunkcija termu Az. \y.((xy)x)
disjunkcija termu Az \y.((z2)y).

Reiskinys if B then P else Q nusakomas termu BPQ (Cia P, Q yra kurie nors A-skaiiavimo ter-
mai, o B - termas nusakantis loging konstantg).

Pavyzdziui, jei termu B nusakome loging konstanta ¢, tai

if t then P else Q =
if A\x.\y.x then P else Q =
(Ax.\y.z)PQ B >
(A\y.P)Q 5 > P.

4.6 Termuy tipizavimas

Formulése aptinkami skirtingi objektai: individinés konstantos, funkcijos, predikatai. Funkci-
jos apibrézimo sritimi gali buti naturaliyjy, sveikyjy ar dar kuri nors aibé. Kad buty aiSkiau
kokius objektus naudojame formulése, kokios jy apibréZimo bei reikSmiy aibés, jiems priskiria-
mi reiSkiniai, vadinami fipais. Prisiminkime jprasta matematikoje uzrasa: f : N — R, kuriuo
nurodome, kad nagrin¢jama funkcija apibréZta natiiraliyjy skaiciy aibéje, o realiyjy skaiciy aibé
yra jos reikSmiy aibé. Sakome, kad funkcija yra tipo N — R. Taigi, reiSkinys N — R yra tipas.
Tipas yra simbolis nusakantis aibg objekty, tenkinanciy tam tikras salygas. Musy atveju, tipu
N — R nusakome aibg¢ funkcijy, apibrézty naturaliyjy skaiciy aibéje, kuriy reikSmés yra realie-
ji skaiciai. UZraSu f : N — R nurodome, kad funkcija f priklauso tai klasei (yra jos elementas).

Jei, pavyzdZiui, individinéms kontantoms bei kintamiesiems priskirsime tipa ¢ (Zymésime
x : L, o loginiams kintamiesiems ir konstantoms ¢, k tipa o (¢ : o, k : 0), tai predikatui P bus
priskiriamas tipas © — o. Zymime P : . — o, nes predikatas apibréZtas individiniy konstanty
aibéje (ju tipas ¢) su reikSmeémis aibéje {¢, k}. Loginiy operacijy V, —, A tipas baty 0 — (0 —
0), nes j logines operacijas galima Ziaréti kaip j dviejy argumenty funkcijas, kuriy apibréZimo
ir reik§miy aibés yra {¢, k}.

Nagrinésime teiginiy logikos formules vir$ aibés {—, —} (t.y formules, kuriose loginés ope-
racijos gali bati tik i§ aibés {—, —} ir ju iSvedimus intuicionistinés natiraliosios dedukcijos
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skaiciavime. Vietoje —p naudosime p — k (Cia k yra loginé konstanta klaidinga). Konstantai k
priskirsime tipa L. (k : L).

Loginiy operacijy pora {—, —} sudaro pilng sistema klasikinéje logikoje (t.y. kiekvienai
teiginiy logikos formulei galima rasti jai ekvivalencia, kurioje téra tik loginés operacijos 1§
aibés {—, —}), bet nesudaro pilnos intuicionistinéje logikoje.

A-skaiCiavimo termams priskirsime tipus - teiginiy logikos formules. Kadangi vietoje —p
naudojame p — k, tai nagrin¢jamose formulése i§ loginiy operacijy gali buti tik implikacijos
leitys ir iSvedimo paieskai tereikia tik intuicionistinés (konstruktyvios) natiiraliosios dedukcijos
skaiCiavimo implikacijos taisykliy.

ApraSysime kaip A-skaiCiavimo termams priskiriami tipai. Priskirimas pradedamas nuo
kintamyjy. Kintamieji, kuriems priskirti tipai, vadinami tipizuotais kintamaisiais. SaraSas
tipizuoty kintamyjy I' vadinamas kontekstu. Kontekstas susideda i§ reiSkiniy pavidalo = : A
(x yra A-skaiCiavimo kintamasis, A - tipas (teiginiy logikos formulé¢)). Be to, kiekvienas kinta-
masis yra tik vieno tipo.

Termy tipizavimas, esant duotam termo kintamuyjyu kontekstui, vykdomas prisilaikant tokiy
taisykliy:

Aksioma: F'Fx:A jei x:Ael

Taisyklés:

— Salinimas
I'FM:A—-B THFN:A
' (MN):B

— 1vedimas
x:A-M:B
'CXe:AM:A— B

Cia M, N yra A-skaiiavimo termai.

Taisyklés skaitomos is virsaus i apaciq. Vir§ briikk8nio duota sekvencija, o apatinéje - isva-
da. Priminsime kode¢l tokie taisykliy pavadinimai. Vir§ briikk§nio yra —, o apatingje néra (—
salinimas). Vir§ brukSnio néra —, o apatingje atsiranda (— ivedimas).

A-skaiCiavimo tipizuoti termai formuojami i§ jau turimy dvejomis taisyklémis: aplikacija
(— Salinimas) bei abstrakcija (— ivedimas).

Pavyzdys.
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Antecedente suraSomi tipizuoti suvarzytieji kintamieji, o sukcedente, taikant taisykles (is
virsaus i apaciq) ieSkomas duoto termo tipas (tipizuojame terma).

Tarkime, I' = {z : p, y : p}. Tipizuojame terma \y.\z.x (priskirsime duotam termui tipa).

r:py:pkx:p
y:pEXXx:px:p—p
FXy:pAxipx:ip— (p—p)

Atsakymas: \y : p\x :p.x:p — (p — p).
Tipy teorijoje priimta vietoje A — (B — C) rasyti A — B — C. Tiksliau,
Al Ay > A3 — ... A,

suprantamas kaip
A = (A = (A3 — ... = A)) ...

Intuicionistinés natiiraliosios dedukcijos aksiomomis yra sekvencijos pavidalo I', A = A.
Yra dvi taisyklés implikacijai. Jos panasios j termy tipizavimo taisykles:

— Salinimas
'rA—-B TFA

I'-B

— jvedimas
I''A+B

'HrA— B

Curry-Howardo izomorfizmas: egzistuoja abipusiai vienareiksmé atitiktis tarp tipizuoty
termy ir formuliy, iSvedamy intuicionistinéje natiralioje dedukcijoje.
Atitiktis:
formulé - tipas
isvedimas - programa (tipizuotas termas)

Pavyko susieti mgstymq (intuicionistinés naturaliosios dedukcijos skaiCiavima) su algorit-
miskai apskaiciuojamomis funkcijomis (A-skai¢iavimo tipizuotais termais).

Aplikacija (uv) tarp dviejy tipizuoty termy v : A, v : B galima tik atveju, jei u tipas yra pa-
vidalo B — C, ty. A= B — (. Todél ne visi A-skaiCiavimo termai tipizuojami. Pavyzdziui,
termas A\x.xx néra tipizuojamas, nes aplikacijai (xx) nejmanoma priskirti tipo.

Irodyta, kad visi tipizuoti termai yra normalizuojami.
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PavyzdZiais paaiskinsime Curry-Howardo izomorfizma.

Kai termas yra pavidalo \z;.\xs. ... Ax,,.M ir terme M néra \ jeiiy, tai M vadinamas ter-
mo kiinu.

1. UZduotis. Tipizuoti terma Az.\y.\z.(yz)(xz), kai duotas kontekstas I' = {z : p — (¢ —
),y 1P —q 2}

Prisilaikysime tokios strategijos: visy pirma (tipizavima vykdome i§ virSaus i apacia taiky-
dami termy tipizavimo taisykles) taikysime tik taisykle — Salinimas tol, kol rasime termo kiino
tipq. O po to, taikydami tik taisykle — jvedimas, rasime duoto termo tipq.

F'tez:p—>(¢q—r) 'kz:p P'Fy:p—qg T'Fz:p
'kFxz:q—r I'Fyz:q
r:p—=>(q@—=r),y:p—>qz:pk(rz)(yz):r
r:p—=>(q—r)y:p—=>qkiz:p(xz)(yz):p—>r
x:p—=>(@—=>r)FXy:p—qgrz:p(zz)(yz):(p—>q) > p—r
FX:p—=(g—r) y:p—=>qgrz:p(xz)(yz): (p—(¢g—71) > (pPp—=>q —p—r

Atsakymas:
A ip—= (q—=1r) \y:p—=qgrz:p(xz)(yz): (p—(¢g—71) > (pP—=>q) —p—r

Pagal Curry-Howardo izomofizma formulé yra tipas. Paziurékite kaip paprastai gaunamas
formulés (p — (¢ — 7)) — (p — q) — p — r iSvedimas intuicionistinés nataraliosios deduk-
cijos skaiciavime. Tereikia termo tipizavimo iSvedime palikti tik termy tipus (pas mus jie yra
formulés).

I$vedime raide A Zymime aibg formuliy p — (¢ — r),p — ¢,p

D ) D 7]
AFp—(g—r) AFp AFp—qlkp
AFqg—r At q

p—=(q—=r),p—=qptr
p—=(q—=7r),p—=qkp—r
p—=>(q@—=r)F(p—=q —p—r
Fp—=(g—=r)—=@—=>q —p—r

2. UZduotis. Raskite formulés (p — q) — ((p — ¢) — ¢) — ¢ i8vedimg intuicionistinés
naturaliosios dedukcijos skaiCiavime ir, remiantis iSvedimu, sukonstruokite formulei atitinkantj
tipizuota terma.

ISvedimas intuicionistinés natiiraliosio dedukcijos skaiciavime (iSvedimas is apacios j virsy):

@ ®
p—=q¢(p—>q9 —~qtp—9) 29 p—q(p—>q 2qgkbp—g
p—=>q¢,(p—=q —qkq
p—=qF((p—>q9) =9 —q
Fp—=q9 = ((p—9 =9 —q
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Pagal aksiomy (iSvedimo galiniy sekvencijy) antecedentuose esancias formules sudarome
konteksta. Tarkime, u, v A-skaiCiavimo kintamieji (t.y. kintamyjy vardus pasirenkame savo
nuozitra). Priskirkime jiems tipus:

u:p—qu:(p—q) —q

Eidami is virsaus i apaciq priskirkime visoms formuléms, aptinkamoms i§vedime, termus.
Naudojame termuy tipizavimo taisykles.

u:p—=>qu:(p—>qg) 2qFv:(p—=q) —>q u:p—=qu:(p—q) —qbu:p—gq
u:p—=qu:(p—>q) —>qgkvu:q
u:p—=qgFl:(p—=q) —quu:((p—q) —q) —¢q
FX:u:p—=qgi:(p—q) = quu:(p—q) = ((p—=q —q) —q

Atsakymas: \u:u:p —q v :(p—q) = qou:(p—>q) — ((p—=>4q) —q) —q.

Termy tipizavimo taisykles galima papildyti ir formuléms, kuriose gali buti konjunkcija,
disjunkcija. Taip pat galima aprasyti tipizavimo taisykles ir natiiraliosio dedukcijos intuicionis-
tiniam predikaty skaiCiavimui.

Paaiskinsime tik konjunkcijos atvejui. Parodysime kaip randami termai, kai tipai yra in-
tuicionistinés nattraliosios dedukcijos formulés vir§ aibés {—, —, A}. Klasikinéje logikoje A
iSreiSkiamas per -, —. Pavyzdziui, taip: p A ¢ = —(p — —q). Deja, intuicionistingje logi-
koje konjunkcija neiSreiSkiama per —, —. Reikia apraSyti kaip gaunami termai, kai taikomos
intuicionistinés logikos konjunkcijos taisyklés. Jos yra trys:

A ivedimas /A1 eliminavimas Ag eliminavimas
r-r I'+@ I'-FAG '-FAG
I'-FAG I'-F '-G

Termy tipizavimas esant duotam termy kintamyjy kotekstui vykdomas prisilaikant tokiy
taisykliy:

'FM:F THN:G TFM:FAG I'FM:FAG
I'F(M,N):FAG Tk fstM:F [+ sndM : G

Cia M, N - termai, F, G - formulés. O (MN), fstM, sndM nusakomi taip:

(M,N)=Xz.zMN
fstM = Mt; Tarkime, M = KN fst(K,N) = (Az.2KN)t = Ax.\yaKN = K
sndM = Mk; Tarkime, M = KN snd(KN) = (Az.zKN)k = Ax.\y.yKN = N

Priminsime, kad ¢t = Ax.\y.x, k = Ax.\y.y.
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Du paprastosios tipy teorijos taikymai:

1. Naturaliosios dedukcijos predikatuy logikos skai¢iavimus, naudojant kintamuosius (indivi-
dinius, funkcinius, predikatinius) su tipais, sudaroma galimybé nagrinéti matematikos teiginius,
kuriy jrodymui reikalinga aukstesnés eilés logika.

2. 1 A-skaiCiavimg galima Ziuréti kaip | paprasta programavimo kalba. A-skaifiavimo ti-
pizuotas termas definuoja programa, kurios specifikacija apraSoma formule (tipu). Formulés
Irodymas uZtikrina programos korektiskumaq.

Aukstesnés eilés logika

Loginiai skaiCiavimai skirstomi pagal eiles j pirmos, antros, trecios ir. t.t. Visy aprasomy
skaiciavimy taisyklés panaSios. Skiriasi tik kvantorinés taisyklés. Taikant jas skirtingos eilés
logikose parenkami skirtingo tipo kintamieji bei konstantos. Naudojant tipus loginiams reiski-
niams galima skirtingy eiliy skai¢iavimus apjungti j viena. Toks skai¢iavimas (jis gali buti sek-
vencinis, natiiraliosios dedukcijos ar Hilberto tipo) vadinamas aukstesnés eilés logikos (Higher-
Order Logic) skaiciavimu.

Paaiskinsime tik kaip apjungiami pirmos ir antros eilés logiky skaiCiavimai su funkciniais
simboliais.

Paprasty tipy abés T apibrézimas:
1. ¢ yra individiniy konstanty bei kintamyjy tipas,
2. o yraloginiy konstanty {¢, £} bei loginiy kintamuyjuy tipas,

3. jei 7,0 yratipai, tai 7 — o irgi yra tipas (funkcijos 1§ 7 i o tipas).

Loginéms operacijoms priskiriami tipai:

1. neigimui priskiriamas tipas o — 0; neigimas yra funkcija apibrézta loginiy konstanty
aibeéje su reikSmeémis irgi loginiy konstanty aibéje,

2. A, V, —, <> priskiriamas tipas 0 — (0 — 0). Ziarima kaip i dviejy argumenty funkcijas.
Daugelio argumenty funkcijas galima redukuoti j vieno argumento funkcijy skai¢iavima.

Individinéms konstantoms ir kintamiesiems bei funkciniams simboliams ir funkcijoms priski-
riami tipai i§ aibés

Tr={,te—=>,0—=(t—=1),(t—=10) =0, }
Pavyzdziui, jei x individinis kintamasis, tai jo tipas ¢ (Zymima z*). Jei x yra vieno argumento
funkcija (tipas ¢ — ¢), tai Zymima z*~*. Jei x dviejy argumenty funkcija, tai tipas ¢ — (¢ — ¢).
Jei funkcija yra dvieju vieno argumento funkcijy kompozicija, tai jos tipas (¢ — ¢) — ¢.

Loginéms konstantoms ir kintamiesiems bei predikatiniams kintamiesiems ir predikatams
priskiriami tipai i$ aibés

Tp={o,t 0,0 — (t—=0),(t—=>1)—=o0,...}.
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PavyzdZziui, vienvieCiam predikatiniam kintamajam ar predikatui priskiriamas tipas ¢ — o, kai
argumentu yra individinis kintamasis ar konstanta. Jei vienviecio pradikato argumentu yra vieno
argumento funkcija, tai tipas (¢t — ¢) — o.

Dabar pirmos ir antros eilés logikos taisykles galime apjungti. PavyzdZiui, nataraliosios
dedukcijos taisykle

V ivedimas
' F(B)
I'FVaF (z)
B yra naujas laisvasis kintamasis.
Galima pakeisti taisykle
C'EF(y)

['F V2™ F(z7)

Cia 4y yra naujas individinis, predikatinis kintamasis ar funkcinis simbolis (priklausomai nuo
tipo 7).

Jei T = «, visose taikomose kvantorinése iSvedimo taisyklése, tai turim pirmos eilés logika.
PrieSingu atveju turime antros eilés logika.

Taip galima apjungti visy eiliy logiky skaiiavimus (ne tik pirmos ir antros eilés) j viena.
Toks skai¢iavimas vadinamas aukstesnés eilés logikos skaiciavimu.

4.7 Pratimai
1. Transformuoti j normaliaja konjunkcing forma naudojant teisingumo lenteles:
a)p — q.

b)p — (gAT).

2. Transformuoti j normaliaja konjunkcing forma naudojant ekvivalencias formules:
a)pA(g— (-pVr)),
b)~(p = (¢Vr)A(lg—r1)—Dp)

(A V)N (p— (mg— (pVT))).

3. I8veskite rezoliucijy metodu:
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ar—pr—pP—=qFr—aq,

b)pA(gV(p—q) kg,

) (pATr)V(gAT)E(pVg) AT

4. Kurios yra Horno formulés:
a)(pAq) =,

b) (pAgAT) = 5)A—g,

o) ((pAgA-T) = )N,

d) ((pAg) = r)ANsAT?

5. Raskite sekvencijy iSvedimus rezoliucijy metodu:
a) JzQ(z),Vr(Q(r) — (P(x) V R(x))) F Jz(=P(x) — R(x)),

b) dz(P(z) — Q(x)),Vx(Q(z) — R(x)) F VaP(z) — JxR(z),

c) Ve M(z), ~JaVy(=M(z) A =P(z,y)) F VeIyP(z,y).

6. Rezoliucijy metodu nustatykite ar formulé
JzVyVzFu((P(z) V -~ P(y)) A (P(z) V = P(v))) tapadiai teisinga?

7. Rezoliucijy metodu nustatykite ar formulé
Va(P(z) — P(f(x))) A P(a) AN=P(f(f(f(a)))) tapaciai klaidinga?

8. ISveskite nattiraliosios dedukcijos klasikiniame skai¢iavime formules:
a) " FA-GF(FVGE),

b)F—-(G—-H)F(FANG)— H,

o) F - GF -G — —F,

d) A(a) — VzB(z) F Vz(A(a) — B(x)),

e) - Vz(A(z) — B(a)) — Jz(A(z) — B(a)),
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9. Naudodami Kripke’s strukttiras jrodykite, kad Sios formulés néra intuicionistinés logikos
désniai:

a)(p—q) = (-pVa),
b) =(pAq) = (=pV —q),

c)pV -pV-op.

10. Raskite sekvencijy iSvedimus intuicionistiniame naturaliosios dedukcijos skaiiavime:
) =(p A —p),

b (=pVae) = (p—aq),

) F (mpA—g) = =(pVa),

d)F ——=—p = —p.

11. Redukuokite termus:

a) (Az.Ay.y(zzy)) fg,

b) (A\y.yzy)(Az.cd),

¢) Az \y.(Az.z0)yz,

d) (Az.((Ay.zy)u))(Av.v),

e) Mz Az fz) (e fz)z),
f) O\ \y.ya) 20,

2) (Az.(Ay.yz)z)v,

h) (A\z. \y.z(zy)) fu,

D) A\ y.x(( Az \y.z(z(zy)))zy).

12. Kurios kintamyjy x, y, z jeitys laisvos?

a) (\r.((A\y.zy)z))(Az.2)(Az.2y)yz,

b) Az x.(Ax.zx)(Az. fx)z( Az Ay.yzz),
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¢) (Az.(Ay.yx)z)x( Az y.z2(xy))y.

13. Tipizuoti terma A\x.\y.\z.y(zz), kai duotas kontekstas ' = {x : p — ¢,y : ¢ — 1,2 : p}.

14. Rasti terma, kurio tipas yra s, naudojant tik taisykle — Salinimas. Kontekstas I' = {x :
pup—=qy:p—(p—=r)z:ir—(q—s)}

15. Naudojant tipizavimo taisykles jrodyti, kad termo —((«<> ((V¢)r))p) tipas o. Kontekstas
F'={p:0,qg:0,m:0—=0,V:o—(0—0),<:0— (0—0)}

16. Raskite A\-termo Ax.zAy.yAz.xAu.z tipo ((((p — q¢) = p) — p) = q) — ¢ iSvedima.



S Skyrius
PRIEDAI

A. Kai kurios iSsprendziamos predikaty logikos klasés
Nagrinéjame normaliosios prieSdélinés formos pirmos eilés predikaty logikos formules, t.y.
formules pavidalo Q x1Qs25 ... Q,x,G; ¢ia G - formulé, kurioje néra kvantoriy (bekvan-
toré formule, dar vadinama matrica), o Q1x1Q2xs . . . Q,x, vadiname formules prefiksu (Q; €
{¥,3} (i=1,...,n)). Prefikso forma vadiname Zodj Q1Qs . . . Q.

PavyzdZiai.

1. Formulés Va3y(P(x) A Q(y)) prefiksas VaTy, o prefikso forma V3.

2. Formules VzVyVz((L(z,y) A L(y, z)) — L(z, z)) prefiksas VaVyVz, o prefikso forma VvV
(sutrumpintai Zymeésime V).

3. Formulés VaVy3z3v((F(x) — F(y)) — (=F(z) — —F(v))) prefiksas VzVy3z3v, o pre-
fikso forma VV33 (sutrumpintai Zymésime V23?).

Formulés vadinamos baigiai jvykdomos, jei jos jvykdomos, kurioje nors baigtinéje individi-
niy konstanty aibéje. Kai kuriais atvejais, pagal formuliy pavidala, galima nurodyti tokj natralyjj
n, kad formulé jvykdoma tada ir tiktai tada, kai ji ijvykdoma kurioje nors individiniy konstanty
aibeéje susidedancioje 1S ne daugiau kaip n elementy. Tokiy formuliy aibés (klasés) yra is-
sprendziamos pagal ivykdomumgq - egzistuoja algoritmas, kuriuo mokame nustatyti ar formulés
1vykdomos.

ISvardinsime gerai Zinomas iSsprendZiamy baigiai jvykdomy formuliy klases:

1. Klasé formuliy, kuriose yra tik vienvieciai predikatiniai kintamieji.

2. Klasé formuliy, kuriy prefiksy forma yra pavidalo 3"V"* (m =0,1,2,...;n=0,1,2...1r,
suprantama, m +n # 0 ).

3. Klasé formuliy, kuriy prefiksy forma yra pavidalo 3"v3" (m = 0,1,2,...;n=0,1,2,...).
4. Klasé formuliy, kuriy prefiksy forma yra pavidalo 3™v?3" (m = 0,1,2,...;n=0,1,2,...).

Naudojama ir savoka issprendZiamumas pagal irodomumgq (tapacCiai teisingumo nustaty-
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mas). Tuomet i§sprendZiamos klasés perraSomos taip: V keiiamas egzistavimo kvantoriumi 4,
o J kei¢iama bendrumo kvantoriumi V. PavyzdZiui, ketvirtoji formuliy klasé pagal irodomumaq
apraSoma taip:

klasé formuliy, kuriy prefiksy forma yra pavidalo V"3V (m = 0,1,2,...;n =0,1,2,...).
Pagal jrodomumgq reiSkia, kad kalbame apie formules, kurios yra sekvencijos sukcedente:

egzistuoja algoritmas, kuriuo galima nustatyti ar sekvencija - F' iSvedama, kai formulés prefik-
so forma V™3™,

B. Intuicionistinis sekvencinis skaic¢iavimas

Aksiomos: I'NFEF

Struktiirinés taisyklés:

Silpninimas

T+ T A
T-F FTFA

Prastinimas
FETEA

FTFA

Loginiy operacijy taisyklés:

e F FTF
CH Frra R
F.GTEA TEF TFG
by ol T2 -
B FaeTra O e e
FTFA GTFA - F TG
VB —FveTrra V) Frrve ™ Trrve
TFF GTFA FTFG

=N Foerra =) Frroa
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Kvantorinés taisyklés:

F(B), T+ A L' F(y)
(35 dxF(x),['F A (-3) 'k 3xF(z)
F(v),TFA ' F(B)
(V) VeF(z), T F A (V) I'FVaF ()

Pjavio taisykle:

IWFF FTyFA
I, F A

A zymi vieng formulg arba tuscia formuliy aibe.

Raide C Zymime aibg laisvyjy kintamyjy, esanciy apatinéje sekvencijoje.

(k) ir (F V) taisyklese 8 ¢ C. 8 yra naujas laisvasis kintamasis.

Taisyklése (F 3) ir (V) v € C. Jei C tusCia aibé, tai v naujas laisvasis kintamasis.

Kvantoringje taisykleje (V F) néra formulés VaF'(z) kartojimo. Reikalui esant formulg
galima kartoti remiantis prastinimo (kai isvedimas is apacios i virsy) taisykle.

Sekvencija = F'V —F' intuicionistiniame skai¢iavime iSvedama tik tuo atveju, kai iSvedama
viena i§ sekvencijy - F', = = F', o sekvencija - F' — ——F" iSvedama.

PavyzdZiai. ISvedimuose nesunku matyti kurioms formuléms taikomos taisyklés. Todél formuliy
paryskinimo néra.

Sekvenciju - =(F A =F) ir - === — —F i§vedimai:

®
FFF
F,—F I

FA-FF
|——|(F/\—|F)

S~

FHF
~F, FF
FF——F
~——F, F F
|— I/ — ﬁF

Intuicionistiniame skai¢iavime sekvencija - -——F" — F' neiSvedama, nebent biity iSvedama
FF.
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Intuicionistingje logikoje teisingi teiginiai:
1. ISvedamy sekvencijy aibe yra grieZtas poaibis iSvedamy klasikiniame sekvenciniame skaicia-
vime, t.y., jei kuri nors sekvencija I' - A iSvedama intuicionistiniame skaiciavime, tai ji i§ve-

dama ir klasikiniame skai¢iavime.

2. Intuicionistiniame skaiiavime galima apsieiti be pjivio taisuklés, t.y. pjiivio taisyklé Siame
skaiCiavime turi leistinos taisyklés statusa.

Pjuvio taisyklé leistina, o be prastinimo taisyklés apsieiti negalime. Be jos, pavyzdZiui,
sekvencija - ——(F V —F') nei§vedama (Zr. knygoje [1]).
Pratimai.
ISveskite sekvencijas (atsakymai ir sprendimai knygos pabaigoje):
l.E—==(F - G)— (F——-G),
2FH—-F)—= (H—=(F—-@G)— (H—G),
3. Jey(—(=—F () = F(y))),
4. EVrIy((—=F(x) = F(y)) = (==(F(z) = F(y)) = (F(z) = F(y)))),

5. 3zF(x) vV 32G(z) F Jx(F(z) V G(2)).

C. Intuicionistinés naturaliosios dedukcijos skaiciavimas be nei-
gimo operacijos

ApraSysime daZnai literatiiroje aptinkama intuicionistinés natiiraliosios dedukcijos varianta, ku-
riame nenaudojamas neigimo simbolis. Neigimas iSreiSkiamas implikacija ir logine konstanta
klaidinga: -F = F' — 1. Tokiame skaiCiavime néra taisykliy neigimo operacijai. Nenaudo-

jamas tuscias sukcedentas. Tus¢ias sukcedentas laikomas lygiu konstantai L. T.y. vietoje ' -
raSoma [' - L.

Aksiomos. T, F I F.

Taisyklés.

NFFEG 'FF—-G TFHF
N = e S e
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(/\I)FI—F -G (/\E)FI—F/\G 'FFANG
'-FAG '-F -G
(V1) '-F -G (\/E)FI—F\/G NNFFH T'GFH
'-rFvG THFHFVG '-H
-1
LE) 7rF

Pavyzdys. - (F — -G) — (G — —F).
Irodysime formulei - (F' — —G) — (G — —F') ekvivalen¢ia formule - (F — (G — 1)) —
(G—= (F—1)).

I§vedime raide I' Zymime formuliy seka F' — (G — 1), G.

D b
® TL,FFFT,FFF—(Go1)
T FFG TFFG— L
implikacijos eliminavimas (— F)
'EF— 1
F>G—-1L+FG—(F—1)

F(F—-(G—1)—>(G—((F—1))

Jei sekvencijoje néra neigimo, tai ji iSvedama taip pat kaip ir intuicionistiniame naturaliosios
dedukcijos skaiCiavime, apraSytame skyrelyje 4.4.

Pratimai.
ISveskite sekvencijas (atsakymai ir sprendimai knygos pabaigoje):
1. = F — ———F ,

2.F(F—G)— (-G — ~F).
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D. Davido Hilberto skaic¢iavimas

D.Hilbertas (1862 - 1943) buvo universalus matematikas. Dideli jo nuopelnai daugelyje ma-
tematikos Saky: geometrijoje, funkcionalinéje analizéje, diferancialiniame skaiciavime, skaiciy
teorijoje, matematingje fizikoje, matematinéje logikoje, algebroje. Jis "maté visa matematika",
o ne kurig nors vieng sritj. Pastebéjo, kad visose matematikos Sakose mastymo taisyklés vienos
ir tos pacios. Aprasé jas. Veéliau buvo jrodyta kad jos sudaro pilna (formulé jrodoma tada ir
tiktai tad, kai ji tapaciai teisinga) ir neprieStaringa loginj skaiiavima. Tai buvo pirmasis to-
kios tipo loginis skaiiavimas. Juo apimama dalis matematikoje naudojamy taisykliy. Véliau,
remiantis skai¢iavimu, apraSyti kiti Zinomi loginiai skai¢iavimai (naturalioji dedukcija, sekven-
cinis skai¢iavimas, semantiniy lenteliy metodas, rezoliucijy metodas).

Teiginiy skaiCiavime yra 11 aksiomy schemu ir viena taisyklé. Formulés jrodymo paieska
ganétinai sudétinga ir todél logikos taikymuose retai naudojama. Yra sukurta daug patogesniy
isvedimo paieskai loginiy skaiCiavimy. Bet tai yra pirmasis pilnas ir nepriestaringas loginis
skaiCiavimas (daZniausiai naudojamas teoriniuose darbuose). Juk tik jo déka ir atsirado pato-
gesni skaiCiavimai.

Aksiomos (A, B, C - bet kurios formulés):
1.1A— (B—A),

12(A—-(B—=C)) = ((A—B)— (A—(0)),
21 (AANB) = A,

22 (ANB)— B,

23(A=-B) - ((A—=C)—= (A= (BACQ))),
31A— (AV B),

32B — (AV B),

33(A—-C)—= ((B—=0C)— ((AVB)—0)),
41(A— B) = (=B — —A),

42 A — —|—|A,

43 -—A— A

Sios 1.1 - 4.3 aksiomos dar vadinamos aksiomy schemomis. Skai¢iavime yra be galo daug
aksiomy. Jos gaunamos i§ aksiomy schemy keiciant A, B, C bet kuriomis formulémis.

Vienintelé teiginiy skaiCiavimo taisykle yra modus ponens (MP):
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A A— B

¢ia A ir B - bet kurios formulés.

Irodymu teiginiy skaiciavime vadiname baigting formuliy sekq, kurioje kiekviena formulé
yra arba aksioma, arba gauta is pries jq esanciy formuliy pagal modus ponens taisykle. Sako-
me, kad formulé A jrodoma teiginiy skaiciavime (Zymime &= A), jei galime rasti irodymaq, kurio
paskutinis narys A.

Tarkime, norime jrodyti formule F. Kurioje nors aksiomy schemoje pavyko pakeisti A, B, C
taip, kad:

* gautoji aksioma yra pavidalo G; — (Gy — (... (G, — F)...)),

* G1,Gy, ..., G, yra aksiomos.
Tuomet F jrodymas atrodys Sitaip:
.Gy — (G — (... (G, — F)...)) aksioma,
2. (G; aksioma,
3.Go — (... (G, = F)...)) yra gauta pagal MP taisykle i$ 1 ir 2 formuliy,
4. (G, aksioma,
5.G3 — (...(G, = F)...)) gauta pagal MP taisykle i§ 3 ir 4 formuliy,
n + 2. G, — F' gauta pagal MP taisykle i§ n ir n + 1 formuliy,
G,, aksioma,

n + 4. F' gauta pagal MP taisykle 1§ n 4 2 ir n + 3 formuliy.

Tarkime, nepavyko gauti tokios aksiomos G; — (G2 — (... (G, — F)...)), kurioje vi-
sos formulés G, G, . .., G, yra aksiomos (tarkime, (G; néra aksioma). Tuomet ieSkome tokiy
formuliy A, B, C keitiniy ir tokios aksiomy schemos, kad H; — (Hy — (... (H,, — Gi)...))
bei Hy, Ho, ..., H,, buty aksiomos. Taikydami taisykle MP rasime (5; i§vedima.

Jei kuri nors i§ Hy, H,, ..., H,, néra aksioma, tai vél ieSkome aksiomy chemos ir mums
tinkamo keitinio formuléms A, B, C ir t.t.

PavyzdZiai.
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1. Parodysime, kad formulé A — A t.y. sekvencija A — A, kurioje prielaidy sarasas tuscias,
yra jrodoma.

Pastaba. Siuo pavyzdZiu pradedamas i§vedimy Hilberto skai¢iavime demonstravimas be-
veik visose studentams skirtose matematinés logikos knygose, tame tarpe ir [1].

Formuléje yra tik viena loginé operacija - implikacija. Todél formulés jrodymui pakaks tik
aksiomy schemy, kuriomis nusakomos implikacijos savybes, t.y. aksiomy schemy 1.1 ir 1.2.

Nors implikacija ir jeina j visas aksiomy schemas, bet likusiose aksiomy schemose nusakomos
kity loginiy operacijy savybés naudojant implikacija.

Aksiomy schemoje 1.2 atlieckame keitima: kei¢iame Bj A — A, C j A. Gauname aksioma
A= (A—-A4)—-A4)) > (A-(A—=A4) > (A—A).

Pazymeékime raide G; formule A — ((A — A) — A),

raide G, formulg A — (A — A),

raide F musy tiksla, formule A — A.

Gauta aksioma yra pavidalo G; — (G2 — F'). G; bus aksioma, kai aksiomy schemoje 1.1
pakeisime B formule A — A. (G, taip pat bus aksioma, kai aksiomy schemoje 1.1 pakeisime B
formule A.

Taigi, formulés A — A jrodymas Hilberto skai¢iavime yra toks:

. (A= (A=A = A)) - (A= (A= A)) - (A= A) aksioma 1.2
(B—A— A;C—A),

22A— (A= A) = A) aksioma 1.1 (b — A — A),
33.A-(A—A4) - (A— A) MP 1 ir 2 formuléms,
4. A— (A= A) aksioma 1.1 (B — A),

5 A= A MP 3 ir 4 formuléms.

2. Rasime formulés ————A — A jrodyma.

Sioje formuléje yra dvi loginés operacijos - neigimas ir implikacija. Todél formulés jrodymui
turi pakakti aksiomy schemy, kuriomis apraSomos neigimo bei implikacijos savybés - 1.1, 1.2.

Paaiskinsime, kokias implikacijos savybes nusakome aksiomomis 1.1, 1.2.

Jei F yra aksioma arba prielaida (duota formulé be jrodymo), tai Hilberto skaiCiavime
irodoma formulé¢ M — F' su bet kuria formule M. T.y., jei turime F, tai leidZiama priraSyti
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prie§ implikacija bet kurig formule M. NeuZmirskite to. Tai daznai naudojama jrodymuose sa-
vybeé.

1. F aksioma (arba prielaida),
2.F - (M —F) aksioma 1.1 (A — F'; B — M (kuri nors formul¢)),

3. M —- F MP 1 ir 2 formuléms.

Aksioma 1.2 nusakome implikacijos tranzityvumq. DaZniausiai implikacijos tranzityvumas
nusakomas teiginiu jei A — B ir B — C, tai A — C. T.y., jei jrodomos formulés A — B ir
B — C, tai jrodoma ir A — C'. Hilberto skaiCiavime yra savotiska tranzityvumo aksioma

12(A-(B—-C) = (A= B)—=(A—0C)).

Tik nesuklyskite naudodami aksiomy schema 1.2. Formules Zymincios raidés joje atitinka
raidéms teiginyje jei A — B ir B — C, tai A — C. Tiesa, yra formul¢ A — (B — C).
Bet juk formulé B — C duota, o priekyje tereikia priraSyti A (panaudojus aksioma 1.1) ir gauti
A— (B—C).

Taigi, turime (duota) A — B ir B — C. Kaip jrodyti A — C?

Tranzityvumo jrodymo Sablonas:
.L(A-(B—-C)—= (A= B)—=>(A—C0C)) aksioma 1.2,
2.(B—-C)—= (A= (B—0)) aksioma 1.1 (A — B — C; B — A),

3. B=>C duota (turima) formulé (tai yra aksioma, prielaida ar iSvedimo eigoje gauta
formulé),

4. A— (B—C) MP 3 ir 2 formuléms,
5$.(A=-B)—=(A—=0C) MP 4 ir 1 formuléms,
6.A— B turima formuleé,

7.A—=C MP 6 ir 5 formuléms.

Grjztame prie formulés -———-A — A jrodymo.

I§ 4.3 aksiomy schemos gauname formules =————A — ——A, == A — A. Telieka pasinau-
doti implikacijos tranzityvumu (aksioma 1.2). A — =—=—=—A; B — -—A;C — A.

Formulés ————A — A jrodymas:

l. A - ——A aksioma 4.3 (A — ——A),
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2.—A—- A aksioma 4.3,

3. (A= (A—-A) = (A - A - (A — A)) aksioma 1.2
(A———==2A;B——-A4,C - A),

4. (——A— A) = (A — (-mA - A)) aksioma 1.1 (A — =—A; B — =——=—=A),
5.7 —A = (A — A) MP 2 ir 4 formuléms,

6. (A — —A) - (- A - A) MP 5 ir 3 formuléms,

7. ——A—= A MP 1 ir 6 formuléms.

Sekvencijose prielaidy saraSas gali buti ir netuscias. Tuomet sakoma, isvedimai is prielaidy.
ISvedimai beveik tokie patys, kaip ir be prielaidy. Tik galima naudotis prielaidomis kaip aksio-
momis t.y. duotomis formilémis, kuriy nereikalaujame jrodymo.

3. Sekvencijos A - C, A — (C — B) - A — B iSvedimas:

I.A—=C prielaida,

2.A— (C — B) prielaida,

3A—-(C—-B)—(A—-C)—(A—DB)) aksioma 1.2 (B — C;C — B),
4. (A—-C)— (A— B) MP 2 ir 3 formuléms,

A— B MP 1 ir 4 formuléms.

Konjunkcijos irodymo Sablonas.

Tarkime duotos formulés B, C. Reikia jrodyti B A C'. Aksioma, prielaida ar iSvedimo eigoje
gauta formule vadiname duota (turima) formule. Naudosime aksioma 2.3 (A — B) — ((A —
C) — (A — (B AC(C))). Vietoje A reikia imti kurig nors turimg formulg. PavyzdZziui, 4.2
A — ——A

1. B duota formulé,

2.C duota formule,

33.(A—- -4 - B) - ((A—-—--4) - C) - (A— A - (BA(O))) aksio-
ma 2.3,

4. B — ((A — ——A) — B) aksioma 1.1 (A — B; B— A — ——A),
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5.(A—-—A) —» B MP 1 ir 4 formuléms,

6. ((A——-A4) =) —=C)—= (A—--A) = (BA(C)) MP 5 ir 3 formuléms,
7.C— (A——-—A) = C) aksioma 1.1 (A—C; B — A — ——A),

8.(A— ——A) = C MP 2 ir 7 formuléms,

9.(A— —-=A) — (BANC) MP 8 ir 6 formuléms,

10. A —» ——A aksioma 4.2,

11. BAC MP 10 ir 9 formuléms.

Pratimai. ISveskite sekvencijas (atsakymai ir sprendimai knygos pabaigoje):
.- (AVB)— (BVA),

2.FA— ~(-AAN-B),

3.F(AANB) = (AN (BVC(Q)),

4. A— (B—(C),-C,AF =B,

5.(AvB) - C,(CVD)— E,AFE,

Irodyta, kad Hilberto skai¢iavime I' = A — B tada ir tiktai tada, kai I'; A - B (dedukcijos
teorema). Kitaip tariant, jei sukcedente yra formulé pavidalo A — B, tai A galima perkelti
1 prielaidy sarasa. Daugeliu atveju taikant dedukcijos teorema gaunami trumpesni iSvedimai.
Vietoje vienos taisyklés (modus ponens) dabar turime tris. Gauname dar dvi leistinas taisykles,
t.y. taisykles, be kuriy galima ir apsieiti, bet su jomis kai kuriais atvejais iSvedimai tampa
trumpesni.

INFEG '-F—G '-rF—-G T'FHF

'-F—G INFEG '-G

Turbiit pastebéjote, kad pirma ir tredia yra natiraliosios dedukcijos taisyklés. Stai kaip ir
atsirado naturalioji dedukcija. Hilberto skai¢iavimas, kuriame viena taisykle ir daug aksiomy
schemy buvo perdarytas j skai¢iavima, kuriame viena aksioma ir daug taisykliy. Tai natiralioji
dedukcija, kuriai Sioje knygoje skyréme daug démesio. O prasidejo Hilberto skai¢iavimo trans-
formavimas j natiiraliaja dedukcija nuo dedukcijos teoremos.

Pavyzdys. Trodyti - (A — B) — ((B — C)—(A — C)) naudojant dedukcijos teorema.
.LA—-BF(B—C)— (A—=C) (taikéme dedukcijos teorema),

22 A—-B,B—-CFA-=C (taikéme dedukcijos teorema),
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33J.A-B,B—>C,AFC (taikéme dedukcijos teorema),

Taigi, - (A - B) — ((B — C)=(A — ()) irodoma tada ir tiktai tada, kai iSvedama
A—B,B—C AFC.

Irodysime A - B, B —- C,AF C.

4. A - B prielaida,

5.A prielaida,

6. B gauta pagal MP 5 ir 4 formulém:s,
7. B—=C prielaida,

8.C gauta pagal MP 6 ir 7 formuléms.

Taikant dedukcijos teorema iSvedimas gavosi trivialus. Nesinaudojant dedukcijos teorema,
iSvedimas formulés (A — B) — ((B — C')—(A — (') yra zymiai sudétingesnis.

Pratimas. ISveskite sekvencijas naudojant dedukcijos teorema (sprendimas knygos pabaigoje):

6.F(A— (B—C)) = (B—(A—=0)),
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Savokuy Zodynas
Abécélé baigtiné netuscia aibé.
- Zodis abécéléje A 1. Jei a yra abécélés A elementas, tai, a yra Zodis abécéléje A.
2. Jei x yra zZodis abécéléje A ir a € A, tai za yra taip pat Zodis
abeceleje A.
Aibé

- begaliné aktuali aibeé su kuria operuojama kaip su duotu, uzbaigtu, realiai egzis-
tuojanciu objektu. PavyzdZiui, iracionaliyjy skaiciy aibe.

- begaliné potenciali aibés elementai gaunami tgsiant procesa neribotai (t.y. bet kurj
baigtinj skaiciy karty) pagal nurodytas taisykles.
Pavyzdys:
1. Nulis yra natiralusis skaicius.
2. Jei n natiralusis skaicius, tai n + 1 irgi natiralusis skaicius.

- kontinuumo galios jei yra bijekcija tarp nagrinéjamos aibés ir realiyjy skaiciy aibés.

.....

ooooo

- skaicioji jei yra bijekcija tarp nagrinéjamos aibés ir natiiraliyjy skaiciy
aibés.

.....

Formuliy aibé
- iSsprendzZiama jel galima suprogramuoti jos charakteringaja funkcija.

- ivykdoma jei galima rasti struktiirg (interpretacija), kurioje visos aibés
formulés teisingos.

- prieStaringa jei, kokia bebiity struktiira (interpretacija), aibéje yra bent
viena klaidinga formulé.

Formali aksiominé teorija

- efektyviai aksiomatizuojama jei joje iSvedamy formuliy Gédelio numeriy aibé rekur-

.....

atpazistantis teorijos aksiomas.
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- iSsprendziama

- kategoriska

- kompaktiska

- korektiSka

- nepriestaringa

- pilna

- pilna atzvilgiu . . .

Irodymas (iSvedimas)

- intuityvus

- normalinis

Logika

- grynoji

- vieninga

Matematika

- finitiné

jei egzistuoja algoritmas, kuriuo, kokia bebiity teorijos
formulé, galima nuastatyti, ar ji iSvedama teorijoje.

jei bet kurie du teorijos modeliai yra izomorfiniai.
kokia bebiity teorijos uzdary formuliy aibé M (ji gali biti ir be-
galiné), jei kiekvienas jos baigtinis poaibis jvykdomas, tai jvykdoma

ir aibé M.

irodomos formulés yra teisingos teorijoje (nebutinai visos
teisingos yra jrodomos, bet, jei jrodomos, tai teisingos).

jei teorijoje jrodoma kuri nors formulé, tai nejrodomas jos neigi-
mas.

kiekviena teorijos formulé arba jos neigimas jrodomi teorijoje.

PavyzdZiui, teorija pilna atzvilgiu tapaciai teisingy formuliy.
Teorijoje iSvedamos visos tapaciai teisingos formulés ir tiktai jos.

jei iSvedime nesinaudojama vien tik formaliu loginiu skaicia-
vimu.

irodymas, kuriame nenaudojama pjiivio taisykle.

loginis skai¢iavimas su tus¢ia signatiira, t.y. formulése néra nei
konkreciy konstanty, nei konkreciy predikaty, nei konkreciy funkcijy.

hipoteze (pozitris), kad Zmogaus mastymui budinga vienintelé
logika.

konstruktyvioji matematika; irodymams naudoja intuicionisting
(konstruktyviaja) logika.
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Uzdaviniy sprendimai ir atsakymai

1 skyrius. Teiginiu logika

la. F=(p—=q) A (=(mpVr) = (A -T)).

p g r|p| | pVr|gA-r | =(pVr) | a(-pVr) = (@A) [ p—q | F
t t t| k| k t k k t t |t
t ot k| k|t k t t t t |t
t k t| k| k t k k t k k
t k k| k|t k k t k k| k
kot t|t |k ¢ k k t t |t
kot k|t |t t t k t t |t
k k t|t |k t k k t t |t
k ok k|t |t t k k t t |t
Atsakymas: formulé jvykdoma.
Ib. F' = ((pAg) = —r)V((g—=r)V(=p—q)).
p g r|op|or|pAr|(pAg —=r|g=r | p—=q|(g=r)V(p—q) | F
¢t t| k| k| ¢ k t ¢ t t
t ot k| k| t]| ¢ t k t t t
t k t| k| k| k t t t t t
t k k| k| t]| k ¢ t t t ¢
kot ¢t | k| k t t ¢ t ¢
kot k|t |t | k t k ¢ t ¢
k k t|t | k| k t t k t t
k k k|t |t | k t t k t t
Atsakymas: formulé tapaciai teisinga.
le. (p—q) = (@—=p) A(=pA Q).
P q|p|pAqg|p—=qlg—p| (=9 = (g—p) | F
t ot k k t t ¢ k
t k| k k k t t k
kot t t t k k k
kE k| t k t t t k

Atsakymas: formulé tapaciai klaidinga.
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2a. pA (g —=p)=pA(mgVp)=-(-pV (=g Vp)).
2b. (p—q) = (qVp)=(-pVqg) = (qVp)=-(=pVaq) V(¢Vp)

2. p = (g = (pANg) =p— (@ — =(pV—q) =p—= (~gV-(pV~—g) =
—pV (=g V =(=pV q)).

2d. («p = —q) = (¢ = p) = (p— ¢ = (~qVp) = (PV-q = (-qVp)
=(pV =q) V(=g Vp).

3. Pasinaudosime jau apra$ytomis formulémis -p=p T pirpVg=(pTq) T (p 1 q).
p—=qg=-pVa=(pTtp)Va=(1tp)Ta T ((pTr)Ta).

pAg==(pV-g)=-(pTtp) Vigtq)= (((pr)T( 0
[(ptp) T @Ta) T ((eto) T @t T (((ptp) 1 (@Tq)

4. Pasinaudosime ekvivalen¢iomis formulémis -p =p |pirpAqg=(p|q) | (p| q).
pVag=-(pA-q ==(plp)Aelg) = ~(((p]

[((plp)A(ala) [ ((plp)A(gla)]|[((p|p)A(a]q)]

p—>qE—|p\/qE—'(p/\_'Q)E_‘(p/\(€7||Q))E_‘(((p|(Q|CI>)|<p|(Q|Q)))E

(el ala) (@l @la)]|[(pl(ala)| @] (a]a)]

Sa.
) D
D q¢,pFr,qg r,qpkr
® ¢,pErp q—r,qpkr
p—(q—r),pFrp p—(q—r)gpkr

p—(g—r)p—apkr
p—=(@—=r)p—=qkp—r
p—(qg—>r)F(p—q) — (p—r)
Fp—=(@—=r)—=> (=9 — @)

Atsakymas: formulé tapaciai teisinga.

Sb.

® ®
® .pFp qbpg
p—¢,ptp qgbp,-p q,qbp
p—qbp,op  —P—qqFp
-p— ¢, 7p > qkp
-p— g (-p—>q) = p
= (=p = —~q) = ((=p = q) = p)
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Atsakymas: formulé tapaciai teisinga.

6. Formulé tapaciai klaidinga, jei iSvedama sekvencija F' |- (arba sekvencija - —F).
?
FpA-r rk
F(pAg)—r (pA-T)—Th
(pAg) —r)=((pA-T)—=7)F

Atsakymas: formuleé néra tapaciai kladinga.

7a. Jei vaziuosiu troleibusu (v) ir troleibusas paveluos (p), tai a$ paveluosiu j paskaitas (s). Jei
paveluosiu j paskaitas, tai neiSspresiu uzduoties (—n). Jei neiSspresiu uzduoties, tai neislaikysiu
testo (—t). Vadinasi, jei nevaZiuosiu troleibusu, tai nepaveéluosiu j paskaita ir iSlaikysiu testa.

Reikia patikrinti ar iSvedama sekvencija (v A p) — s,s — —n,—n — -t F —v — (0s A t).
Atsakymas: isvada klaidinga (sekvencija neisvedama).

7b. A ir B nutare pirkti sklypus. Jei sklypa pirks A (a), tai reiSkia, kad jis pigus (p). Jei jis
brangus (—p), tai perka B (b). B nepirko sklypo. Vadinasi, pirks A.

Reikia patikrinti ar iSvedama sekvencija a — p,—p — b, =b F- a.

? ?
pka,b pta,b
pka,b,—p pta,b,—p s>
a—phka,b—p a—pbka,b
a—p,—p—>bkab
a—p,—p—b-bkFa

Atsakymas: isvada klaidinga.

8. Nustatysime semantiniy lenteliy metodu ar formulé (pV (gA1r)) — ((pVq) A (pVr)) tapaciai
teisinga, t.y. ar iSvedama sekvencijat (pV (g A1) = (pV q) A (pVr)).

F®V(gAr) = ((pVa ApVr))

pV(gAT)
—((pVg A(pVr))
=(pVq) | =(pVr)
—p —p
_|q —_/r
p | qAr p | gAr
S q S q
T T
® ®
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Atsakymas: formuleé tapaciai teisinga.

9. Naudodamiesi semantiniy lenteliy metodu, nustatykite ar formulé

~((pA=q) V(P V)
tapaciai klaidinga.

—((=pA=q) vV (pVaq)

=(=p A —q)
~(pVaq)
—|—|p | —|ﬁq
-p -p
-q -q
¥ S¥

Atsakymas: formulé tapaciai klaidinga.

10a. | vakareélj Zadéjo ateiti Arvydas (a) arba Aurimas (r) (bent vienas i$ jy). Greiciausiai bus
Arvydas, o Elena (e) ne. O, jei bus Elena, tai butinai ir Tomas (). Vadinasi, vakarélyje bus
Arvydas ir Tomas.

Nustatysime ar iSvedama sekvencijaa V r,a A me,e =t = a A t.

aVral-ee—t,=(aNt)

aVr
a N\ —e
e —t
—(aAt)
a
—e
—a -t
® —e | t
a | r @
? ?

Atsakymas: isvada klaidinga.

10b. Netiesa, kad Tomas buvo Ispanijoje (i) ar Portugalijoje (p). Jei jis buity iSvaziaves, kaip kad
jam buvo sitloma, j Prancuzija (r), tai darbo klausimais buty nuvaZziaves ir 1 Ispanija. Vadinasi,
Tomas nevaziavo | Prancuzija.

Nustatysime ar iSvedama sekvencija =(i V p),r — 7, 7.
=(tVp),r—ir

=(7Vp)
r—1
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r
)
P
—r | i
S D

Atsakymas: isvada teisinga.

10c. Jei Aurimas laiku biity pranesgs apie gauta telegrama (a), tai Elena (e) su Tomu (t) biity
laiku i$skrid¢. Zinoma, kad ent vienas i3 jy pavélavo j léektuva. Vadinasi Aurimas laiku nepra-
nese.

Nustatysime ar i§vedama sekvencija a — (e A t), —e V =t F —a.

a— (eNt),meV —t,a

a— (eNt)
—eV it
a
—a | ent
S e
t
—e | —t
¥ %

Atsakymas: isvada teisinga.

2 skyrius. Pirmos eilés logika
la. JzJy(—(z =y) AN F(z) AN F(y))
1b. 3zy(—(x = y) AV2(F(2) <> (z =2V z=19))).

le. VaVyVz([—(z = y) A =(z = 2) A =(y = 2)] — [F(z) A F(y) A F(2)]).

2a.Ve(zr e A (xe BAz € ())
2b.Vez(x € A< (x € BVz e())
2¢. ~Jz(z € A)

2d.Vaz(zr € A<z € D).

2e.Vo(x € A+ —~(z € B))

3 Pastaba. Nenusiminkite, jei gausite ne tokj atsakyma. Ta patj teiginj galima paraSyti skirtin-
gomis bet ekvivalenciomis formulémis.
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3a. VaVy([T'(z) ANT(y)] — Fz[I(z) Nz € z ANy € 2]).

3b. VaVy([T(z) AN T(y) AN=(x =y)] = Fz[I(z) Az € zAhy € zAYVu((I(u) Nz EuNy €
u) — z = u)).

3c. I(a) NI(b) AVz(T(x) — =(x € a Nz €D)).
3d. Ve[l (z) —» JyFz(T(y) ANT(z) Ny ex ANz ex A=y =2))].
Je. xTy[I(x) N (y) AN—=(z=y) ANFz(T(2) Nz €x Az €Evy).

3 VaVy[(I(z) AN (y)) = (x =y VV2(T(z) > ~(z €x Az €y))].
4. VaVy([T(z) N(y) AN—(x € y)] = Vz[(I(2) Ax € z) =» Fu(T(u) Nu €y Au € z)]).

5. VaVy([T'(x) AN (y) A =(z € y)] = Fudv[l(u) ANT(v) AN=(u =v)ANx € uNz € VA
V2(T(z2) Nz €y) — (—(z € u) A=(z €0)))])

6a. 3P (z,x) = t, nes, pavyzdziui, P(1,1) =t,

VaP(z,x) = k, nes ne su visais x € {1,2,3} P(z,z) yra teisingas. P(2,2) = k,

Jr—P(x,x) =t,nes P(2,2) = k; tuomet ~P(2,2) = tir Jx—-P(z,x) = t,

Va—P(z,r) = k, nes Vx—P(z,x) buty teisingas, jei su visais x € {1,2,3} —~P(x,z) bty
teisingas, t.y. P(x, z) buty klaidingas. Bet, pavyzdZziui, P(3,3) = t.

6b. Ix3y(P(x,y) - —~P(y,z)) =t,nes,kaiz =3,y =1, P(3,1) = k,-P(1,3) =,
k—t=t YaVy(P(z,y) - - P(y,z)) = k, nes ne su visomis x,y reik§mémis formulé teisin-
ga.

Formulé VaVy(P(z,y) — —P(y, x)) klaidinga, kai z = y = 1.
Formulé Vz3y(P(x,y) — —P(y,x)) bus teisinga, jei kiekvienam x € {1,2, 3} galim rasti to-
kias y reikSmes, kad formulé P(z,y) — —P(y, x) buty teisinga. Kadangi su visais x, tai reikia
perziaréti visas x reikSmes. Pradedam is eilés.
x = 1. Ar galim rasti tokia y reikSme, kad formulé bty teisinga? Galim, y = 3.
r = 2. Imam y = 2. Tuomet P(2,2) = k,~P(2,2) =t,k >t =1.
z = 3.Imam y = 1. Tuomet P(3,1) = k,-P(1,3) =t,k — t =t.
Taigi, jrodém, kad Vz3y(P(x,y) — —~P(y,x)) = t.
Ir paskutinis atvejis formulei J2Vy(P(z,y) — —P(y,x)). Ar rasim tokia x reikSmg aibéje

{1, 2, 3}, kad, kokj bepaimtumém y i§ {1, 2, 3}, formulé buty teisinga? PerZiarim visus varian-
tus.

x = 1. Ar su visomis y reik§mémis formulé teisinga? T.y. ar visos formulés P(1,1) —
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-P(1,1), P(1,2) - —=P(2,1), P(1,3) — —P(3, 1) teisingos? Ne, formulé P(1,1) — —P(1,1) =

k. Vadinasi, variantas, kai x = 1, netinka. PerZitirésim likusius galimus variantus.

x = 2. Ar su visomis y reikSmémis formulé teisinga? T.y. ar visos formulés P(2,1) —
2

-P(1,2),P(2,2) — —P(2,2), P(2,3) — =P(3,2) teisingos? Ne, formulé P(2,1) — = P(1,2) =

k. Vadinasi, variantas, kai x = 2, netinka. PerZiiirésim paskutinj varianta.

x = 3. Ar su visomis y reikSmémis formulé teisinga? T.y. ar visos formulés P(3,1) —

-P(1,3),P(3,2) - =P(2,3), P(3,3) — —P(3,3) teisingos? Ne, formulé P(3,3) — —P(3,3) =

k.

Vadinasi, formulé Vz3y(P(x,y) — —P(y, x)) yra klaidinga.

7a. Vo P(z) — J2Q(z) = (P(A) A P(B) A P(C)) = (Q(A) V Q(B) V Q(C)).

7b. VaIy(P(x) A Q(y)) = Fy(P(A) A Q(y)) A 3y(P(B) A Q(y)) A y(P(C) AQ(y)) =
= [P(A) A (Q(A)VQ(B) v QO)IA[P(B)A (Q(A) V Q(B) v Q(C))]A
[P(C) A (Q(A) v Q(B) V Q(C))].

Te. VadyP(x,y) = Jy
)V

= Ay
[P(B,A)V P(B,B

P(A,y) AJyP(B,y) AyP(C.y) = [P(A, A)V P(A, B)V P(A, C)]A
P(B,0)

[AIP(C, A) Vv P(C,B)V P(C,C)].

8. Pastaba. Yra daug struktiiry, kuriuose duotos formulés klaidingos. Todél jusy rasta struktiira
gali skirtis nuo Cia apraSytyjy.

8a. Individiniy konstanty aibé susideda i$ visy plokstumos tiesiy. P(a,b) teisingas tada ir tiktai
tada, kai tiese a statmena tiesei b.

8b. Individiniy konstanty aibé susideda i§ vieno elemento D = {A}. P(A) =t,Q(A) = k.

8c. Individiniy konstanty aibé susideda i§ dviejy elementy D = {A, B}. P(A) =t,P(B) =
t,Q(A) =t,Q(B) =

8d, 8e. Individiniy konstanty aibe yra nataraliyjy skaiCiy aibé. P(a) = ¢ tada ir tiktai tada, kai
a lyginis ski¢ius. Q)(a) = t tada ir tiktai tada, kai a nelyginis skaicius.

9a.

D
P(a,a) - P(a,a),IyP(a,y),3xIyP(z,y)
P(a,a) - 3yP(a,y), JxIyP(z,y)
P(a,a) - Ix3yP(x,y)
IxP(x,x) F dzdyP(x,y)
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9b.
P &
Pla) - Q(a), P(a), 3xP(x)  Qa),VaQ(z), Pla) - Q(a)
P(a) F Q(a), 3xP(x) VxQ(x), P(a) = Q(a)
- P(a) — Q(a), Iz P(x) vrQ(z) F P(a) = Q(a)

a), )
FVx(P(x) — Q(x)),3zP(x) VzQ(z)F Vx(P(x) = Q(x))
IxP(x) = VxQ(x) F Vz(P(x) — Q(x))

9c.
©®

Q(a),Vx - a
- P(a) P(a),Q(a),~Q(a), Vz(P(r) = —~Q(z)) -

® Pla),Qa),Va(P(r) = —Q(x)) - Q(a)
(P(z) = =
— ~Q(a), vz (P(r) = ~Q(x)) F

Vx(P(x) = ~Q(x)) -

a),
) F =vx(P(x) = ~Q(x))

) F =Va(P(z) = ~Q(x)

)
I (P(x) A Q(x)) F =V (P(r) = —~Q(x))
10a. - (JzP(x) vV 32Q(z)) <> 3x(P(z) V Q(z))

S[BaP(z) vV 3rQ(y)) < 3(P(z) V Q(x))]

=(JzP(z) V IzQ(x)) | JxP(x) V JzQ(x)
Jz(P(z) vV Q(z)) | —Jz(P(z) V Q(x))
P(a) v Q(a) JxP(z) | F2Q(z)
P(a) | Q(a) P(a) Q(a)
—JzP(z) —JzP(z) —(P(a)VQa)) —(P(a)V Q(a))
—32Q(x) —32Q(x) —P(a) —P(a)
—P(a) —Q(a) —Q(a) —Q(a)
S¥) S S¥) S¥)
10b. F (VzP(z) AVxQ(z)) <> Ya(P(z) A Q(x)).
—[(VaP(z) ANVzQ(z)) > Vo(P(z) A Q(x))]
(Ve P(z) AVzQ(z)) | Vo (P(z) A Q(x))
Ve (P(z) A Q(z)) | —Va(P(z) A Q(z))
—VzP(z) | —~VrQ(r) —(P(a) A Q(a))
—P(a) -Q(a) VaP(z)
P(a) A Q(a) P(a) A Q(a) VaQ(z)
P(a) P(a) P(a)
Q(a) Q(a) Q(a)
® ® —P(a) | -Q(a)

D S2)
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11a. Va3yA(z,y) — Yy(B(y,y) A Iz A(y, x))
Eliminuojame implikacija —Vz3yA(z,y) V Vy(B(y,y) A JxA(y, x)).

Yra pasirinkimas tarp veiksmy, kuriuos galima atlikti. Todél atsakymas néra vienareikSmis.
Parasysime viena i§ galimy sprendimy varianty.

I$keliame kvantorinius kompleksus prie§ neigima JzVy—A(x,y) V Vy(B(y,y) A IxA(y, )).
Pervardijame kintamuosius JzVy—A(x,y) V Vz(B(z, z) A JuA(z,u)).

Vy—A(z,y) VVz(B(z,2) A JuA(z,u)) = FaVy—A(z,y) VVzIu(B(z,2) AN A(z,u)) =
Jx(Vy—A(z,y) VVzIu(B(z, 2) N A(z,u))) = FaVy(—A(x,y) VVzIu(B(z, 2) AN A(z,u))) =

JeVyVz(—-A(z,y) V Ju(B(z, 2) A A(z,u))) = FaVyVzIu(-A(z,y) V (B(z, 2) A A(z,u))).

11b. Vo (P(x,z) A Jy—P(x,y)) V Ve (Q(x,z) A Jz(P(z,x) VVu—-P(x,u))).
Pervardijame kintamuosius V(P (x,z) A Jy—P(x,y)) V Vw(Q(w, w)A
J2(P(z,w) VVYu—P(w,u))).

ISkeliame kvantorinius kompleksus

Va(P(z,z) A Jy—P(z,y)) VVw(Q(w,w) A Jz(P(z,w) V Yu—-P(w,u)))

VaJy(P(z,z) AN —P(z,y)) VVw(Q(w,w) A IzVu(P(z,w) V - P(w,u)))

VeIy(P(x,z) A —P(x,y)) V VwIzVu(Q(w,w) A (P(z,w) V ~P(w,u)))

VeIyVwIVu|(P(z, ) A =P(z,y)) V (Q(w,w) A (P(z,w) V = P(w,u)))].

11c. 3aVyP(z,y) — Va3yP(y,x)) = ~FaVyP(z,y) V VaIyP(y,z) =
Vady—P(z,y) VVaeIyP(y,z) = Vaedy—P(x,y) VVzIuP(u, z) =

VaeIyVzIu(—P(z,y) V P(u, 2)).

12. Naudosimes ekvivalenciomis formulémis

Ve A(z) ANVzB(x)
dxA(x) V JzB(x)

Vz(A(x) A B(x)),
Jz(A(x) V B(z)).
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12a. JaVyP(x,y) V JaVyQ(z,y) = Jz(VyP(x,y) V VyQ(z,y)) = pervardijame =

Jx(VyP(z,y) VVzQ(z,2)) = JaVyVz(P(z,y) V Q(z, 2)).

12b. Vx3yVzP(z,y, 2) A YudvVwQ(u, v, w) = pervardijame =
VaeIyVzP(z,y, z) AVeIoVwQ(z, v, w) = Vo (IyVzP(z,y, 2) A IvVwQ(z,v,w)) =
VeIyFu(VzP(z,y, z) ANVwQ(z, v, w)) = pervardijame =

VedyFu(VzP(z,y,2) ANV2Q(x,v, 2)) = VedyFuVz(P(z,y, 2) A Q(x,v, 2)).

12¢. Va3yP(z,y) V (VuIzQ(u, 2) A JVwR(v, w)) =
YaTyP(z,y) V o(VuIzQ(u, 2) AVwR(v, w)) = pervardijame =

YaTyP(z,y) V o(VuIzQ(u, 2) AVuR(v,u)) =

YaTyP(z,y) V IVu(32Q(u, 2) A R(v,u)) = YaIyP(z,y) V IovuIz(Q(u, 2) A R(v,u)) =
Ya(Jy Pz, y) v IovuIz(Q(u, 2) A R(v, u))) = pervardijame =

Ya(JyP(z,y) V IpvuIz(Q(u, 2) A R(y, w))) = YaTy(P(z,y) V Yu3z(Q(u, 2) A R(y, u))) =

VaeIyVudz(P(z,y) V (Q(u, 2) A R(y,u))).

13a. Jz(P(z) A Q(x)) A Jz(=P(x) A =Q(x)).

13b. Jz(P(x) A Q(x)) A Jz(—P(x) A =Q(x)) A Jx(=P(x) A Q(x)).

14a. = +y.
Reikia rasti tokias dvi primityviai rekursyvias funkcijas g(x), h(z,y, z), kad

r+0=g(x),
v+ (y+1) = hz,y, f(2,9)).
Kadangi = + 0 = z, tai g(z) = pri(z).

Ieskant h(z,y, z), reikia iSreiksti © + (y + 1) per ankstesne (vienetu maZesng) funkcija (ja ir
Zymimeraide z). x + (y + 1) = (zr + y) + 1 = s(2).
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Atsakymas: g(z) = pri(z), h(z,y, z) = s(2).
14b. x - y.
Reikia rasti tokias dvi primityviai rekursyvias funkcijas g(z), h(z,y, z), kad

Kadangi z - 0 = 0, tai g(z) = 0.

Teskant h(zx,y, z), reikia iSreik$ti « - (y + 1) per ankstesng (y vienetu mazesnis) funkcija (ja ir
Zymime raide z). z - (y +1) = -y + & = z + x. 14a uzduotyje jau jrodém, kad sudétis
primityviai rekursyvi funkcija, todél ieSkoma funkcija ir yra lygi h(zx, y, 2).

Atsakymas: g(z) = 0, h(z,y,2) = z + .

14c. nl, kai 0! = 1

Kadangi funkcija vieno argumento, tai reikia rasti tokia konstanta a ir primityviai rekursyvia
funkcija h(y, z), kad

0! = a,
(y+ 1! = h(y, yh).

Taigi,a =1=s5(0), (y+ )=y - (y+1)=2-(y+1).

Atsakymas: a = s(0), h(y,z) =z - (y + 1).

14d. x—1.
0-1=0.a=0
(y+1)-1=y

Atsakymas: a = 0, h(y, z) = .
14e. z—u.

(L’%OZZE:pT’%(:‘L‘). . '
r—(y+1) = (z—y)—1=2—1.

Atsakymas: g(z) = pri(z), h(z,y,z) = 2—1.
14f. sg(z).

sg(0) = 0. Taigi, konstanta (Zr. uzduotj 14c) a lygi nuliui.
sg(y +1) =1=s(0).

Atsakymas: a = 0, h(y, z) = s(0).
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14g. maz(x,y).
Atsakymas: maz(z,y) = (z—y) + y.

14h. min(z,y)

Atsakymas: min(z,y) = z—(x—y).
14i. |z — y|.

Atsakymas: |z — y| = (z—y) + (y—=x).

14j. Funkcija u(xy, ..., x,, T,e1) primityviai rekursyvi; jrodykite, kad ir f(x1,...,%,, Tpi1)
yra primityviai rekursyvi:

8
3
F
—

f<$1;"'7$n7xn+1) U(xl,...,l'n,i)-

Sprendimas:
flz1,...,2,,0) = u(zy, ..., 2,,0),

flxy, ...,z y + 1) = Z?:Ou(:pl,...,a:n,i)+u(w1,...,xn,y+1) = flz1,...,z0,y) +
w(ry, ..., Ty + 1) =z+u(zy, ...,y +1).

Atsakymas: g(z1,...,2,) = u(z1,...,2,,0), h(x1,. .., Tp 1,9, 2) = zFu(xy,. .., Ty, y+1).

15a. g(z) = x, h(z,y, 2) = =.

Skaicivosime f(x,y) su reikSmémis y = 0, 1,2, 3, . . . kol pastebésime désninguma.
f(2,0) =g(z) =z,

f(@,1) = Wz, 0, f(x,0)) = f(z,0) =z,

f(@,2) = Mz, 1, f(x,1)) = f(z,1) =z,

f@,3) = h(x,2, f(x,2)) = f(z,2) =,

Turbiit uzZtenka skaiciuoti. Tikiuosi pasteb&jote désninguma.

Atsakymas: f(z,y) = .

15b. g(z) =z, h(x,y,2) =z + 2.

f(2,0) = g(z) = =,
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f@,1) = h(z,0, f(2,0) =2+ 2 =+ f(2,0) = 2 + = = 2,
f(x,2) =h(z,1, f(z,1) =2+ 2z=a+ f(z,1) = v + 22 = 3z,
F@,3) =h(2,2, f(2,2) =2+ 2 =12+ f(2,2) = 2 + 3z = 4a.
Atsakymas: f(z,y) = z(y + 1).
15¢. g(z) = z, h(z,y,2) = = + .
f(2,0) = g(x) =,
f(z,1) = h(z,0, f(z,0)) =2z +y=2+0=ux,
f(x,2) =h(z,1, f(z,1) =x+y=a+1,
f(z,3) =h(x,2, f(x,2)) = +y=a+2,
f(x,4) = h(z,3, f(z,3)) =x+y=ax+3.

Atsakymas: f(z,y) = = + (y—1).

16a. Priminsime teorija: f~'(z) = p,(f(y) = z) (toks maZiausias y, su kurivo f(y) = z).
Atsakymas: 2! =y, (y = z).
16b. Atsakymas: (z—1)"' = p,(y—1 = ).

16c. (2°)~' = p, (2Y = z).

17a. Atsakymas: 0 : stop, 1 : (: 2;2;3),2: (: 2;1;4), 3 : (x3;0),4 : (x5;0).

17b. Atsakymas: 0 : stop, 1 : (: 2;2;3),2: (x3;1),3:(x2;0).

18. Atsakymas: O : stop, 1 : (: 3;2;0), 2 : (: 2;3;4),3 : (x5;2),4: (: 5;5;1),5 : (x2;6),
6:(x2;4).
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3 Skyrius. Formalios aksiominés teorijos
1a.

S
® P(a), P(b) - 3x—P(z), P(b)
P(a) - P(a),3xzP(x), P(b) P(a)t —P(b),3z—P(x), P(b)
P(a) F 3xP(x), P(b) P(a) F 3x-P(x), P(b)
P(a) F 3IxP(x) A 3x—P(x), P(b)
P(a) F 3IX(3IxX(x) A 3x=X(x)), P(b)
P(a) F 3X(FzX (z) A Jz-X (2)), VxP(x)
P(a), =vxP(x) F 3X (o X (x) A Jz—=X(z))

IxP(x),~VzP(x) F 3X (Fz X (x) A Jz—=X(z))
IxP(x) A

—VxP(x) F 33X (Fz X (x) A Jz—-X (2))
F (3xP(x) AN Ve P(z)) — IX(3Fx X (z) A Jz—X(x))

1b.

D
P(a),YxP(z),VXVzX(z) F P(a)
VxP(x), VXV X (x) - P(a)
VXVxX(x) F P(a)
-P(a), VXV X(z)
Ix-P(x), VXV X (z)
IX3Ix—X(x), VXV X (z) -

1c.

S
a="0b,Vz(b=uz),P(b)F P(b)
a=Db,Vz(a =2z),P(a) - P(b)
Vx(a =x), P(a)
Vr(a = z), P(a) - VxP(x)
Vr(a =z) F P(a) = VxP(x)
Vr(a =z) F VX (X(a) = VxX(x))

FVz(a=2x) = VX(X(a) - V2 X(2))

P(b)
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4 Skyrius Loginis programavimas

1a.
p—q

~+

T T
T T[T R
&+

~+

Formulé klaidinga tik su viena interpretacija: p = t,q = k. Todél ir NKF bus tik i§ vieno dis-
junkto: —p V q.

Atsakymas: —p V q.

1b.
p q rlgAr|p—(qAr)
t ot t] ¢t t
t ot k| k k
t ok ot| k k
t k k| k k
kot t]| t ¢
kot k| k t
k ok t| k t
kL k k| k t

Yra trys interpretacijos, su kuriomis formulé klaidinga. NKF formuléje bus trys disjunktai.

Atsakymas: (—pV —qV 1) A(-pV gV -r)A(-pVqVr).

2a. pA (¢ — (—pVr)) = (eliminuojame implikacija) p A (=g V (—pV 1)) = p A (—qV —p V).
Atsakymas: p A (—qg V —p V r).

2b. =(p = (¢Vr)) A((¢ = r) — p) = (eliminuojame implikacija) —=(—pV (g V7)) A (=(—q V
r)Vp) = (jkeliame neigima j skliaustus) pA—gA—rA((gA—r)Vp) = (taikome distributyvumo
désnj) p A =g A—r A(qgVp)A(—rVDp).

Atsakymas: p A =g A —r A (¢ V p) A (—r V p).

2c. (pAgVr)AN(p — (g — (pVr)) = (eliminuojame implikacija) ((p A q) V r) A
(-pV qV pVr) = (taikome distributyvumo désnj) (p Vr) A (gVr)A(-pVqgVpVr) =
(kadangi —p V p lygi konstantai ¢, gauname) (p V) A (¢ Vr) A (tV ¢V r) = (kadangi t V F
(¢ia F bet kuri formulé) lygi 7) (pVr)A(qVr) At = (kadangi t A F ekvivalenti F) (pVr)A(qVr).

Pastaba. Jei turime formule, kurioje yra loginé konstanta, tai ja eliminuojame naudojantis
teisingumo lentele. Pavyzdziui, F' — k = —F, nes , kai F' = t, gauname k, kai F' = k, gauna-
me ?.



172

Atsakymas: (p V1) A (q V).

3a.r > pr—(p—q Fr—q

S={-rVp-rVvV-pVgr q}.

-rvV-pVgqg T -pVqg —q -p —rVp -

pVq —p - O
3b.pA(qgV(p—q)Faq

S ={p,qV -p,q}.

p qV—p q —q
q O]

3c(pAr)V(gATr)E(pVag) Ar.

(PAT)V(@AT)=@V(@AT)ATV(@AT)=@VOANPVT)ANTVOATVT)=
(VO ANPVT)AN(rVag AT

“(pvVa)Ar)==(pVqgV-r=(pA-q)V-r=(pV-r)A(-qgV-r).

S={pVagpVr,rVvgr,—pV-r,-qV-r}

pVgqg —qV-r pVvV-or o r p —pV-or -roor

pV -r D -r U

4. a, d - Horno disjunktai, b, ¢ - ne, nes b formuléje yra —q jeitis, o ¢ formuléje - —r jeitis.

Sa. Nustatysime ar aibé {3xQ(z), Vz(Q(x) — (P(xz)VR(x))), ~3z(-~P(x) — R(zx))} priesta-
ringa.
) P(z) vV R(z))) F Jz(-P(x) —

Jei ji prieStaringa, tai sekvencija 3zQ(z), Vz(Q(z) — (
— R(x)) yra teisinga su prielaidomis

R(x)) iSvedama. O tai reiskia, kad isvada Jz(—P(
JxQ(x),Vx(Q(z) = (P(x) V R(x))).

(x
z)

Transformuojame j normaliaja prieSdeling forma:
{F2Q(z), Vz(Q(z) — (P(z) V R(x))), Vo~ (=P(z) = R(z))}.
Skulemizuojame:

{Q(a), Ve (Q(x) = (P(x) V R(x))), Vo= (=P(z) = R(z))}.
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Transformuojame j NKF:
{Q(a),Va(=Q(z) v P(z) V R(z)),Va(~P(x) A ~R(z))}.

Bendrumo kvantoriy eliminavimas:
{Q(a),Vx(=Q(z) V P(x) V R(x)),Vx—P(z) ANVx—R(z))},
{Q(a),Vz(=Q(z) v P(x) vV R(x)),Vy—=P(y) AVz—=R(2))},
{Q(a),~Q(z) V P(z) V R(x), =P(y) A ~R(z2)}

Disjunkty aibé: S = {Q(a), ~Q(z) V P(z) V R(x),~P(y), " R(z)}

Naudojantis rezoliucijy taisykle randame tusc¢io disjunkto iSvedima:

Q@) ~Q@VP@VRE)
P(a)V R(a)
Pla)V R(a) —P(y)
R(a) 0= (a’/y)
R(a) —R(z)
= o = (of2)

Atsakymas: isvada teisinga.

5b. Nustatysime ar aibé {Iz(P(z) — Q(z)),Vz(Q(x) — R(z)),~(VxP(zx) — JzR(x))}
prieStaringa.

Transformuojame j normaliaja prieSdeling forma:

{Fz(P(z) = Q(z)), Va(Q(z) — R(x)), 7(=VaP(z) V JxR(z))},

{Fz(P(z) — Q(x)),Vx(Q(z) — R(x)),YxP(x) ANVz-R(x)},

{3z(P(z) = Q(x)), Va(Q(z) — R(x)), VyP(y) AVz=R(2)},

{3z(P(z) = Q(x)), Va(Q(z) — R(z)), Vyvz(P(y) A —R(2))}.
Skulemizuojame:

{P(a) = Q(a), Ve (Q(x) — R(x)), Vy¥z(P(y) A —R(2))}-

Transformuojame } NKF:

{=P(a) v Q(a), Ve (=Q(z) V R(x)), Vyv=(P(y) A ~R(2))}.

Bendrumo kvantoriy eliminavimas:

{=P(a) v Q(a), ~Q(x) V R(x), P(y) A —R(2)}.

Disjunkty aibé:
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S ={-P(a)VQ(a), Q(x)V R(zx), P(y), ~R(z)}.
Naudojantis rezoliuciju taisykle randame tuscio disjunkto iSvedima:

~P(a) v Q(a) P(y)

o= (a/y)

Q(a)
A0) Q@AW
R(CL) o _( / )
R(a) = R(2)
— g = (a/z)

Atsakymas: isvada teisinga.

5c. Nustatysime ar aibé {Va—M (z), ~FxVy(—~M (z) A= P(z,y)), "VoIyP(z,y)} priestaringa.
Transformuojame j normaliaja prieSdéling forma:

{Va=M (x),VoeIy—=(—-M(x) AN =P(x,y)), JxVy—P(x,y)}.
Skulemizuojame:

{Va=M (z),Vo=(=M(x) N =P(z, f(z))), Yy=P(a,y)}.
Transformuojame ; NKF:

{VenM (z),Vo(M(x) V P(z, f(2))), Vy=P(a,y)}.
Bendrumo kvantoriy eliminavimas. Disjunkty aibé:

{=M(z), M(2) V P(z, f(2)),~P(a,y)}.
Naudojantis rezoliucijy taisykle ieSkome tuscio disjunkto iSvedimo:

~M(x) M(2) Vv P(z, f(2))

Kokj pasirinkti keitinj? Galima o = (t/z,t/z) (Cia  bet kuris termas i§ nagrinéjamos sekven-
cijos Herbrand’o universumo). Galima ir 0 = (z/x,z/z), t.y. kintamojo x nekei¢iame. Tokiu
atveju keitinj galima radyti ir taip 0 = (z/z), nes jis yra bendriausias unifikatorius.

Unifikatorius o vadinamas bendriausiuoju reiskiniams R, R’, jei, bet kuriam reiskiniy
R, R’ unifikatoriui «, egzistuoja toks /3, kad « yra lygus 3 ir o kompozicijai o« = o ().

Keiciame z j x. Véliau, jei reiks, galésime tus¢io disjunkto iSvedime kintamajj x pakeisti bet
kuriuo kitu termu i§ Herbrand’o universumo. O vietoje ¢ negalétuméme. Sunku nusakyti, kai
uzdaviniai sudétingi, kurj keitinj pasirinkti, kokio prisireiks ateityje, todél imamas universalus,
bendriausias keitinys. Musy atveju, tai 0 = (z/z).

M(z) M(z)V P(z f(2))
P(z, f(2))

o= (z/z)
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P(z,f(2>>D 2PY) o (agz fla) )

Atsakymas; isvada teisinga.
6. Formulé tapaciai teisinga tada ir tiktai tada, jei iSvedama sekvencija - JzVyVz3u((P(z) Vv
—P(y))A(P(z)vV—P(v))). Sekvencija i§vedama tada ir tiktai tada, kai aibé { —(IxVyVz3v((P(z)V
=P(y)) A (P(z) V —P(v)))} priestaringa.

Transformuojame i normaliaja prieSdeling forma:
[Va3y3vu((P(x) V ~P(y)) A (P(2) V ~P(u)))}

Skulemizuojame: {VzVu—((P(x) Vv -P(f(x))) A (P(g(z)) V =P (v)))}.

Transformuojame j NKF:

{VaVu((—=P(z)
{VaVu((—=P(z)

Bendrumo kvantoriy eliminavimas. Disjunkty aibé:

{=P(x) vV =P(g(x)),~P(y) v P(v), P(f(2)) V ~P(g(2)), P(f(u)) V P(m)}.

Naudojantis rezoliucijy taisykle randame tuscio disjunkto iSvedima:

i o = (vfm, f()/y)
Pv) —P(x)V-P(g(x)
_‘P(ZIZ') 0= (g(l’)/’U)
~P(x) Pl)
= o= (z/v)

Atsakymas: formulé tapaciai teisinga.

7. Formulé tapaciai klaidinga tada ir tiktai tada, kai i§vedama sekvencija V(P (x) — P(f(x)))A
P(a) N =P(f(f(f(a)))) F. Sekvencija i§vedama tada ir tiktai tada, kai aibé {Vx(P(x) —

P(f(x))) A P(a) N=P(f(f(f(a))))} priestaringa.
Pakeiskime konjunkcija tarp formuliy kableliu:
{Va(P(z) = P(f(x))), P(a), ~P(f(f(f(a))))}-

Aibeés formulés normaliosios prieSdélinés formos ir skulemizuotos.
Transformuojame j NKF:

{Ve(=P(x) v P(f(2))), P(a), ~P(f(f(f(a))))}-



176

Eliminuojame bendrumo kvantorius ir gauname disjunkty aibe:

{(=P(x) v P(f(2)), P(a), ~P(f(f(f(a))))}-
Naudojantis rezoliucijy taisykle randame tusc¢io disjunkto i§vedima:

~P(z) v P(f(z)) P(a)

Pl () 7= (afx)
P(fla) ~P@)VPUE) o
PO @) o= fla)/z)
PUU@) ~P@)VPUE) b
PUG@)) o= (f@)/=)
PUG(@) ~PUGT@) |,

Atsakymas: formulé tapaciai klaidinga.

8a. Visy pirma jrodysime, kad sekvencija Sk = =F' A =G, F'V G, G - iSvedama. Ja panaudo-
sime sekvencijos = F' A =G =(F V G) i§vedime.

)
-FAN-G FVGGE-FA-G S
-FAN-G,FVGGF-G “-FAN-G,FVGGEFG
“FAN-G,FVG,GHFH

%
“-FAN-G,FVG FF-FA-G 3]
S -FAN-G,FVG,FF-F —|F/\—|G,F\/G,F|—F_
-FAN-G,FVGFFVG -FAN-G,FVG,FF Sk

“FA-G,FVGF
“FA-GF ~(FVG)

8b. I8 pradziy rasime sevencijos Sk = F — (G — H),F NG F G — H iSvedima. Ja
panaudosime sekvencijos F' — (G — H) - (FANG) — H

S
@ F—(G—H),FNGFFAG
F—-(G—H),FN\G-F—-(G—H) F—(G—H),FNGFF
F—-(G—-H),FNG-FG—H

@
F—(G—H),FNGFFAG
Sk F—(G—H),FANGFG
F—-(G—H),FNGFH
F—-(G—-HWFFNG) - H

8c.
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S S
S F—-G -G FFF—-G F—-G-GFFF
F—G -G FF -G F—G -G FFG
F— G, -G F+

F—G,-GF-F
F—-GF-G—=-F

8d.
I§ pradziy jrodome sekvencija Sk = I' - —VzB(z) Cia T yra formuliy seka. T' = A(a) —
V.T}B<$), A(CL), _'B<b)

® @
T.VzB(z), B(b) F B(b) T,YzB(z), B(b) - —B(b)
T,VzB(z), B(b) F

[ VaB(x)
I' - =VaB(z)
D S
I'tA(a) T'F A(a) = VaB(x)
T+ VaB(z) Sk

A(a) — Yz B(x), A(a),~B(b)
A(a) = VzB(x), A(a) + B(b)
Aa) — VzB(z) - A(a) — B(b)
A(a) — VxB(x) F Vz(A(a) — B(x))

8e.
D
Va(A(x) — B(a)), A(a) — B(a) F A(a) — B(a)
Vz(A(x) — B(a)) F A(a) — B(a)
Vr(A(z) = B(a)) - 3z(A(x) — B(a))
FVz(A(x) — B(a)) = Jz(A(x) — B(a))

9a.

1

2 P-q

Turim refleksyvu ir tanzityvy orientuota grafa. Yra lankas i§ 1-os virStnés j 2-aja.
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Pirmoje virSunéje ®,1 ¥ p, nes priskirtoje virSiinei 1 aibéje néra p (priskirtoji aibé yra
tusc¢ia). Taip patir @, 1 ¥ q.

Priminsime, kad formulé¢ /' — G jvykdoma virS§iingje s tada ir tiktai tada, kai G jvykdoma
kiekvienoje virSunegje, kurioje jvykdoma F (jei | ta virSung galima patekti i§ s). Kadangi p
ivykdoma 2-oje virSunéje (i ja galima patekti i§ 1-os), kurioje jvykdoma ir g tai ¢, 1 F p — gq.

® 1 ¥ —p, nes tam, kad biity jvykdoma —p, reikia kad visose virSuinése, j kurias galima
patekti i§ 1-0s, nebiity p. Bet 2-oje virSinéje yra p. ®,1 ¥ ¢, todel ¢,1 ¥ —pV q.

Gavome, kad 1-oje vir§unéje &,1 F p — qir ®,1 ¥ —p Vv q. Todel &, 1 ¥ (p — q) —
(=pVq).

9b. Turim refleksyvy ir tranzityvy grafag ®. Yra lankai i§ 1-os virStnés j 2-3jq ir 3-iaja bei visose
virSunése kilpos.

Visose vir§inése nejvykdoma p A g, todél visose vir§anése jvykdoma —(pAq). Taigi, turime,
kad &, 1 F —=(p A q).

®,1 ¥ —p, nes tam, kad buty jvykdoma —p, reikia kad visose virStunése, j kurias galima
patekti i§ 1-os, nebiity p. Bet 2-oje virSiinéje yra p. PanaSiai jrodoma, kad ®,1 I —¢q (3-ioje
vir§unéje yra g). Todel &, 1 ¥ —p V —q.

Vadinasi, ®, 1 ¥ =(p A q) = (—p V —q).
Radom Kripke’s struktiirg ir joje pasaulj (virStng 1), kuriame formulé klaidinga. Vadinasi,

—(pAq) — (—pV —q) néra intuicionistinés logikos désnis (néra tapaciai teisinga pagal Kripke’s
semantika).
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9c.

1-oje virSungje p nejvykdomas, nes aibei 1 priskirty kintamyjy aibé tuscia. Taigi, ¢, 1 ¥ p.

1-oje virSungje nejvykdomas ir —p. samprotaujama taip pat, kaip ir pavyzdZiuose 9a, 9b.
Taigi, ¢, 1 ¥ —p.

1-oje virSanéje nejvykdoma ir =—p. Tam kad baty jvykdoma ——p (=—p = —(—p)), reikia,
kad visose virSanese @, ¢ ¥ —p (i = 1,2, 3). Bet —p ivykdoma virStnéje 3. Todel @, 1 ¥ ——p.

Priminsime apibréZima

—A jvykdoma virsunéje s, jei visose virSiinése, j kurias galima patekti i$ s, nejvykdoma A.

Vadinasi, ¢, 3 F —p, nes i§ 3-ios virStnés galima patekti tik | 3-igja virStng, o jai priskirtoje
aibéje néra p.

Taigi, struktiros ® pirmoje virSunéje nejvykdoma p V —p V ——p. Todél p V —p V —=—p néra
intuicionistinés logikos désnis.

10a.

D ®
pA-pEpA-p pA-pEpA-p
pApkD pApEp
pA—-phk
F=(p A -p)

10b.
I8 pradziy jrodome sekvencija Sk. Sk = —-pV ¢q,p, —p F q.

= ®
pVg,p,ptp —pVg,p,ptp
—pVg,pphk
pVgp,pkgq
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@ ®
pVaqgpt-pVg Sk -pVgpqtq
pVq,ptq
pVqgkp—q

F(=pVaq) —(p—q)

10c. Irodysime sekvencijas Sk1 = -pA—q,pVq,pt, Sk2 = =-pA—q,pVq, q - ir, remdamiesi
jomis, jrodysime - (—p A =¢) — =(p V q).

D
D “pA-q,pVqgpk-pA—q
-pA-q,pVgptEp  —pA-g,pVgpk-p
“pA-q,pVq,pht

D
D —pA=q,pVq,qbF—pA-q
“pA-q,pVqgqbq  —pA-qpVgqqk g
—“pA-q,pVq,qt

-
pA-q,pVaqgkpVg Skl Sk2
“pA-g,pVql
—pA—gk=(pVa)
F(=pA=g) = —(pVq)

10d.
o ®
-, p,pEp ooop,p,opE p
——=p, p, p F NP
—oop,p b op 2 AR
—==p, p F
———p k= —p

11. Priminsime, kad:
termas MNE lygus ((MN)E),
termas \x.M lygus (Az.(M)),
termas Ax. \y.A\z. M lygus (Az.(Ay.(Az.M))),

redeksas yra pavidalo (Az.E)Y. Redeksus sprendimuose pabrauksime.
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Pastabos:
1. Nebitina raSyti visy skliausty, jei jums aisku kaip redukuoti,
2. Nors A-skai¢iavime naudojami tik skliaustai (, ), bet, kad biity aiSkiau (metodiniais sumeti-
mais), kartais naudosime ir lauztinius [, ].

11a. (A\z. \y.y(zxy)) fg.

Az Ayy(zey)) fg = [(MeXyy(@ay) flg B> Myy(ffylg B> g(ffg).

11b. (\y.yzy)(A\z.cd).
Oyyzy)Ared) Bo (Ared)z(Ared) = [(Ar.cd)z](hacd) Bo cd(Ar.cd).
1e. Az My (Az.20)yz.

Ae Ay (Azzo)yr = Az [[(Azzo)yle] B Az [[yola).

11d. (\z.((\y.zy)u)) (Av.v)

Az.((A\y.zy)u))(Avw) B (Ay.(Awo)y)u > (Awo)u > u.

11e. A\f  \x.(Az.fx)((Az. fx)x)

M. Ax.fz)(Ax.fr)xr) av (pervardijimas) Af A x.(Au.fu)((Av.fo)z) B>
Az (Au.fu)(fx) B Af x.f(fz).

11f. (\z. \y.yz)zv.
Ax A \yyx)zo = [(Ax A yyx)zlv > [Ayyzlo B> vz
11g. (\z.(Ay.yx)z)v.

Ae.(Ayyz)z)v B> (Ayyv)z B> zv.

Si uzduotis jdomi tuo, kad yra du redeksai pradiniame terme (A\z.(\y.yx)z)v ir (A\y.yz)z.
Kuri rinktis? Reikia rinktis pirma i kairés, t.y. (Az.(A\y.yx)z)v. Nors §iuo atveju ir nesvarbu.
Abiem atvejais gautumét ta patj rezultata.

11h. (M. \y.z(zy)) fu.

Az Ay.x(zy)) fu= [Nz yx(zy) flu Be [Ny f(fy)lu Be  f(fu)

11i. Az \y.z((Ax A y.x(z(xy)))xy).

Az y.x((Az A y.x(z(zy)))zy) a> Axdy.z((Auw vau(ww)))zy) = Az y.x([((Aw vu(u(uww)))z]y)
pr Az yx([Mwa(x(zv)]y]) B> Ary.x(z(x(zy))).
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12a. Atsakymas: x -treCia, y - treCia, ketvirta, z - pirma.

12b Atsakymas: néra laisvyjuy kintamyjy, nes

Az Ax.(Az.zz)(Az. fr)2) AeAy.yze) = Az [de.(Ax.zz)(Ax. fz)z)(Ax. Ay.yzx)].

12¢. Atsakymas: x - treCia, y - penkta, z - pirma, antra.

13. Tipizuoti terma \x.A\y.\z.y(zz2), kai duotas kontekstas ' = {z : p = q,y : ¢ = r, 2 : p}.

Nuoroda. Kai termas yra pavidalo A\xy.Azs. ... Ax,.M ir terme M néra A\ jeiCiy, tai M
vadinamas termo kinu. Prisilaikysime tokios stategijos: visy pirma taikysime tik taisykle —
Salinimas tol, kol rasime termo kiino tipq. o po to, taikydami tik taisykle — jvedimas, rasime
duoto termo tipq. Tipo nustatymas vyksta is virsaus i apaciq.

'Fx:p—qlkz:p
I'Fzz:q
r:p—=>qy:q—>rz:pkylxz):r
r:p—=qy:q—>rEXzipy(zz):ip—>r
r:p—=>qbAy:q—ordzipyzz):(¢g—r)—=>p—r
FAXx:p—=qgly:q—=riz:pylxz):(p—q) = (qg—r)—=p—r

'Fy:q—r

Atsakymas: Az :p — ¢ \y:q —r A z:py(xz):(p—q) — (¢q—71)—=>p—r.

14. Rasti terma, kurio tipas yra s, naudojant tik taisykle — Salinimas. Kontekstas I' = {z :
puip—=qy:p—p—=r)zir—(qg—s)}

Termo paieska vykdoma is virsaus i apaciq.

'ty:p—>p—r)ThHa:p
'Fyr:p—r
C'F(yx)z:r
'k z2((yx)x) 1 q — s

'Fx:p

F'Fz:r—(¢g—9)

''Fru:p—q T'kFxz:p
'Fux:q

i§ dviejy gauty sekvenciju I' F z((yx)x) : ¢ — s 'k ux : ¢ ir gauname terma, kurio tipas s.

'k z((yz)x) :q—s Thuzr:q
I'F (z((yz)x))(ux) : s

Atsakymas: (z((yz)x))(uz) : s.
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15.
S S
Vio—=(0—0) g:o @
¥ Vg:0—o0 r:o
10— (00— 0) (Vg)r:o ®
® « ((Vg)r):0o—o0 p:o
ni0—o (< ((Vg)r))p :

=((+> ((Vg)r))p) : o

16. PaZymekime:
A=({((p—q9) —p) —Dp —q
B=(p—q —p

Visy pirma iSvesime C =x: A,y : B,z :pF x\u.z : q.
S
S r:Ay:Bz:pu:((p—>q) —p) —pkz:p
r:Ay:Bz:pkaxz: A z:Ay:Bz:pkluz:((p—q) —p) —p
x:Ay:B,z:pFxlu.z:q

) C
x:Ay:BFy:B x:Ay:BFAzxdu.z:p—q
S3) x:Ay: BFylzaxdluz:p
r:Akz: A r: AE Ayyrzaduz: ((p—q) = p) = p

x: AF xdyylz.axduz g
FAx.adyyrzxduz : ((p—q) = p) = p) = q) —q

5 Skyrius. Priedai

B priedas
1.
= -
FFF FGFG
FF—-GFG
F,-G,F - GF

F,-GF—(F = G)
~—~(F = G),F,~GF
ﬁ—|(F — G),F F -G
——(F = G)F F — -G
= —|ﬁ(F — G) — (F — —|—|G)
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® ®
® FHFF FGHFG

® FH-FH FF—oGHFG

H—((F—-G),HFH FFH—((F—-G),HFG

H—FH—(F—-G),HFG

H—-FH—(F—-GHFH—>G

H—-FF(H—(F-G)—(H-G)

FH—-F)— (H—(F->G)—(H—G)

S
F(a), 7F(a) - F(a)
F(a )l——|—|F(a) — F(a)
~(2F(a) = F(a)), F(a) -
—(—=F(a) = F(a)) F —F(a
~(==F(a) = F(a)), ~~F(a) - F(a)
~(—=F(a) = F(a)) - ﬁﬁF(a) F(a)
—(-=F(a) = F(a)), ~(—~F(a) = F(a)) b
—~(—F(a) = F(a)) b
F (= F(a) = F(a))
F 3y(——(—~F(a) = F(y)))
F 3z3y(~—(-F(z) = F(y)))

®
Fla) = F(a)), F(a) - F(a)

—=F(a) — F(a), = (F(a
—~F(a) = Fla), ~~(F(e) = F(a)) - F(a) =

F(a F(a)
—F(a) = Fla) F ==(F(a) = Fla)) = (F(a) = F(a))
- (ooF(e) = F(a) = ( ~(F(a) = F(a)) = (F(a) — F(a)))

F (- F(a) = Fy) = (0=(F(e) = Fly)) = (F(a) = F(y))))
= Vady(-=F(2) = Fy)) = (o=(F

() = F(y)) = (F(z) = F(y))))
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S.
9 9
F(a) - F(a) G(a) - G(a)
Fla) F F(a) V G(a) G(a) - F(a) V G(a)
Fla) F3e(F(x) vV G(x)  Gla) F3a(F(z) vV G(x))
JuF(x) - 3r(F(x) V G(x) FoG(x) F3e(F(z) v G(z))
2 F(z) VIxG(z) b Jx(F(z) vV G(x))
C priedas

1. -F — ——=F kei¢iame j - (F —1) — ((F —L1) —»1) —1).

D D
F—1(F—-1l)—>lFF—1 F—1(F—-1l)—>1lF(F—1)—1
F—1 (F—1l)—1FL
F—ol1l-(F—1)—1)—>1
F(F—1l)—= ((F—Ll)—1)—1)

2.F(F—G)— (-G — —F) kei¢iame j - (FF — G) —» (G —1) —» (FF —1).

Irodyme raide I' Zymime formuliy seka F' — G, G — L1, F.

D D
'F THFF—-G ®
N G =1
FFL

F—-GG—l1lFF—1
F—GF(G—-1)— (F—1)
F(F—G)— (G—l)— (F—l1))
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D priedas

.- (AVB) > (BVA)

l.(A=- (BVA)) - (B—(BVA)) = ((AVvB) - (BVA))) aksioma3.3(C—BVA)

2. A— (BV A) aksioma 3.2 (A - B; B - A)
3.(B— (BV A)) = (AV B) = (BV A)) MP (2, 1)

4. B — (BV A) aksioma 3.1 (A — B; B — A)
5.(AV B) — (BV A) MP(4,3)

2.F A — —(-A A-B)

l.(mAAN=-B) —-A aksioma 2.1 (A — = A; B — —A)

2. (FAAN-B) = -A) - (-—A — ~(mAAN-B))  aksioma4.l (A——-AAN-B;B—-A)
3. =—A — —(=AA-B) MP(1,2)

4. A — ——A aksioma 4.2

Norédami i§ 4 ir 3 formuliy gauti A — —(—A A = B), panaudosime implikacijos tranzityvuma
aprasancia aksiomy schema 1.2 bei aksiomy schema 1.1.

5. (A= (724 = =(=AA=B))) = (A = —=24) = (A = =(-AA=B)))
aksioma 1.2 (B — ——A;C ——(=AA-B))
6. (A — =(mAAN-B)) = (A — (A = ~(mAAN-B)))
aksioma 1.1 (A — —=—A — —~(=AA—B); B— A)
7. (A— A — (A—-(-AAN-B)) MP (3,6)

8. A — =(=AA-B) MP (4,7)

3.- (AAB) = (AA(BVC)).

1. ((AAB) = A) = (AAB) = (BVC)) = (AN B) = (AA (BVC))))).

aksioma23 (A—AANB;B—A;C—-BV ()
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2. (ANB) — A aksioma 2.1
3. (AAB) = (BVC)) = (AAB) = (AA (BVC)))) MP (2.1)
4. (ANB) > B aksioma 2.2
5.B— (BVC) aksioma 3.1
6. (AAB) = (B—= (BVC()) = ((AANB) = B) = ((AAB) = (BV(C)))
aksioma 1.2 (A— AA B;C — BV C)
7.(B— (BVC)) = (AAB) = (B — (BV(C)))

aksioma 1.2 (A— B — (BV(C);B—AAB)

8. (AAB) = (B — (BV () MP (5,7)
9. (AAB) = B) = (AAB) = (BV C)) MP (8,6)
10.(LAA B) = (BVC) MP (4,9)
11. (AAB) = (AA(BVC)) MP (10,3)

4.A — (B— C),-C,AF —-B.

1.LA— (B—C) prielaida

2. A prielaida

3.B—=>C MP (2,1)

4. (B—C)— (-C — -DB) aksioma 4.1 (A— B; B — ()
5.-C - -B MP (3.4)

6. -C prielaida

7. B MP (6,5)

5.(AVB)—= C,(CvD) > E,AFE.

1.A— (AV B) aksioma 3.1



188

2. A prielaida
3.AVEB MP (2,1)
4. (AvB)—>C prielaida
5.C MP (3.4)
6.C — (CVvD) aksioma 3.1 (A —C; B — D)
7.CV D MP (5,6)
8.(CVvD)—FE prielaida
9.F MP (7,8)

6+F(A—-B—-C)—-(B—(A—C)

LA—-(B—-C)FB—(A—C) pagal dedukcijos teorema
2A-(B—C),BFA-=C pagal dedukcijos teorema
3.A-(B—0),B,AFC pagal dedukcijos teorema

Taigi, - (A — (B — C)) — (B — (A — ()) irodoma tada ir tiktai tad, kai jrodoma
A= (B—C),B,AFC.

Irodysime A — (B — C),B, Al C.

4. A prielaida
5.A— (B—C) prielaida
6. B— C MP (4.5)
7. B prielaida

8.C MP (7,6)
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