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Pratarm
e

Matematin
es statistikos metodu� i�sisavinimas yra nei�sivaizduojamas, jeigu nebandoma ju�
pritaikyti sprendºiant i�vairaus tipo uºdavinius.

Kiekvienoje matematin
es statistikos knygoje, monogra�joje ar vadov
elyje pateikiama
daug i�vairiu� pratimu�. Priklausomai nuo knygos paskirties, didesnis d
emesys skiria-
mas statistiniu� metodu� taikymui realiems duomenims analizuoti arba teoriniams uº-
daviniams. Klasikinio tipo vadov
eliuose i�prastai pateikiami i�vairaus sud
etingumo ir
tipo uºdaviniai, didelis d
emesys skiriamas teoriniams pratimams, kuriuos sprendºiant
i�sigilinama, kaip konstruojami metodai, sukuriamos ju� taikymo rekomendacijos. Tik
supratus, kaip gaunami matematin
es statistikos rezultatai, galima kvali�kuotai interpre-
tuoti konkre£iu� statistiniu� duomenu� analiz
es rezultatus ir, susidu	rus su nestandartine
situacija, sukurti nauj¡ arba pakoreguoti esam¡ sprendimo metod¡.

Daugelyje matematin
es statistikos knygu� pateikiami teorinio pobu	dºio uºdaviniai pa-
pildo ir i²ple£ia d
estom¡ medºiag¡. Neretai juose pateikiami naujausi matematin
es statis-
tikos rezultatai, kuriuos galima rasti mokslin
ese publikacijose. Tokie uºdaviniai daugu-
mai studentu� yra sunkiai i�veikiami. I²kyla poreikis matematin
es statistikos uºdavinyno,
kuriame bu	tu� pateikti teoriniu� uºdaviniu� sprendimai arba gana detalu	s ju� sprendimo
nurodymai. Be to, tokiame uºdavinyne tur
etu� bu	ti ir praktiniu� uºdaviniu�, skirtu� realiu�
statistiniu� duomenu� analizei ir gautu� analiz
es rezultatu� interpretavimui. Iki ²iol ne-
turime tokio uºdavinyno lietuviu� kalba. �is uºdavinynas ir skirtas ²iai spragai uºpildyti.
I² uºsienio kalbomis i²leistu� tokio pobu	dºio uºdavinynu� pamin
esime [6], [9], [10].

Kad suprastu� pateikiamu� uºdaviniu� sprendimus, skaitytojas tur
etu� bu	ti i²klaus¦s uni-
versitetin
es apimties tikimybiu� teorijos kurs¡ ir i�sisavin¦s atitinkamu� matematin
es statis-
tikos skyriu� medºiag¡, pavyzdºiui, i² vadov
elio [2], [3], [4]. Uºdavinius pateikiame i²
min
eto vadov
elio, papildydami juos uºdaviniais i² kitu� matematin
es statistikos knygu� ir
uºdavinynu�. Sprendºiant pratimus pateikiamos nuorodos i� taikomas formules, teoremas
ar skyrelius i² min
eto vadov
elio. S¡vokas ar apibr
eºimus galima pasitikslinti min
etame
vadov
elyje pasinaudojus dalykine rodykle.

Uºdavinynas skirtas universitetu� statistikos ir matematikos studiju� kryp£iu� studen-
tams, studijuojantiems matematin
es statistikos kurs¡, taip pat ir kitu� mokslin
es ar prak-
tin
es sri£iu� specialistams, taikantiems matematin
es statistikos metodus.

Autoriai
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Trumpiniai ir ºymenys

A. d. � atsitiktinis dydis;
n. a. d. � nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai;
a. v. � atsitiktinis vektorius;
n. a. v. � nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai;
TG � tolygiai galingiausias (kriterijus);
TGN � tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus);
DT � didºiausiojo tik
etinumo (funkcija, metodas, i�vertinys);
ASE � asimptotinis santykinis efektyvumas (i�vertiniu�, kriteriju�);
NMD i�vertinys � nepaslinktasis minimalios dispersijos i�vertinys
X, Y, Z, ... � atsitiktiniai dydºiai;
X, Y , Z, ... � atsitiktiniai vektoriai;
XT � transponuotas vektorius, t. y. vektorius � eilut
e;
αk � pradinis k-osios eil
es momentas;
µk � centrinis k-osios eil
es momentas;
γ1 � asimetrijos koe�cientas;
γ2 � eksceso koe�cientas;
x(P ) � P -asis kvantilis;
xP � P -oji kritin
e reik²m
e;
pv � P reik²m
e;
Σ = [σij ]k×k � kovariaciju� matrica;
ρ = [ρij ]k×k � koreliacijos koe�cientu� matrica;
P{A} � i�vykio A tikimyb
e;
P{A|B} � i�vykio A s¡lygin
e tikimyb
e;
Pθ{A}, P{A|θ} � tikimyb
e, priklausanti nuo parametro θ;
Fθ(x), F (x; θ), F (x|θ) � pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro θ

(analogi²kai tankio funkcijai);
EX � a. d. X vidurkis;
V X � a. d. X dispersija;
Eθ(X), E(X|θ), V θ(X), V (X|θ) � a. d. X vidurkis ar dispersija, priklausantys nuo

parametro θ;
E(X) � a. v. X vidurkiu� vektorius;
V (X) � a. v. X kovariaciju� matrica;
Cov (X, Y ) � a. d. X ir Y kovariacija;
Cov (X, Y ) � a. v. X ir Y kovariaciju� matrica;
B(n, p) � binominis skirstinys su parametrais n ir p;
B−(n, p) � neigiamasis binominis skirstinys su parametrais n ir p;
P(λ) � Puasono skirstinys su parametru λ;
H(N, M, n) � hipergeometrinis skirstinys su parametrais N , M ir n;
N(0, 1) � standartinis normalusis skirstinys;
N(µ, σ2) � normalusis skirstinys su parametrais µ ir σ2;
LN(µ, σ) � lognormalusis skirstinys su parametrais µ ir σ;
K(µ, σ) � Ko²i skirstinys su parametrais µ ir σ;

7



8 Trumpiniai ir ºymenys

E(λ) � eksponentinis skirstinys su parametru λ;
E(α, λ) � paslinktasis eksponentinis skirstinys su parametrais α ir λ;
G(λ, η) � gama skirstinys su parametrais λ ir η;
W (θ, ν) � Veibulo skirstinys su parametrais θ ir ν;
Pa(α, θ) � Pareto skirstinys su parametrais α ir θ;
Be(γ, η) � beta skirstinys su parametrais γ ir η;
U(α, β) � tolygusis skirstinys intervale (α, β);
χ2(n) � chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu�;
χ2(n; δ) � necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo

parametru δ;
S(n) � Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu�;
S(n; δ) � necentrinis Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo

parametru δ;
F (m, n) � Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu�;
F (m, n; δ) � necentrinis Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo

parametru δ;
zα � standartinio normaliojo skirstinio α kritin
e reik²m
e;
tα(n) � Stjudento skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
χ2
α(n) � chi kvadrato skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
Fα(m, n) � Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
Pk(n, π) � k-matis polinominis skirstinys su parametrais n ir π = (π1, ..., πk)T ,

π1 + ...+ πk = 1;
Hk(N,M , n) � k-matis hipergeometrinis skirstinys su parametrais N ,M = (M1, ...,

Mk)T ir n;
Nk(µ, Σ) � k-matis normalusis skirstinys su vidurkiu� vektoriumi µ ir kovariaciju�

matrica Σ;
X ∼ N(µ, σ2) � a. d. X, pasiskirst¦s pagal normalu�ji� d
esni� su parametrais µ ir σ2

(analogi²kai kitu� skirstiniu� atveju);

Xn
P→ X � konvergavimas pagal tikimyb¦ (n→∞);

Xn
b.t.→ X � konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n→∞);

Xn
kv.v.→ X � konvergavimas pagal kvadratini� vidurki� (n→∞);

Xn
d→ X, Fn(x)

d→ F (x) � konvergavimas pagal pasiskirstym¡ (silpnasis; n→∞);

Xn
d→ X ∼ N(µ, σ2) � a. d. Xn asimptoti²kai (n → ∞) turi normalu�ji� skirstini� su

parametrais µ ir σ2;
Xn

d
= Yn � a. d. Xn ir Yn skirstiniai vienodi;

||x|| � kai x = (x1, ..., xk)T yra vektorius, rei²kia atstum¡ (xTx)1/2 = (
∑
i x

2
i )

1/2;
||A|| � kai A = [aij ] yra matrica, rei²kia (

∑
i

∑
j a

2
ij)

1/2;
A > B (A ≥ B) � kai A ir B yra vienodos dimensijos kvadratin
es matricos, rei²kia,

kad matrica A−B yra teigiamai (neneigiamai) apibr
eºta.



I. Parametrin
e statistika

I.1. Empirin
es charakteristikos

I.1.1. Statistinis modelis

I.1.1. Yra dvi nepriklausomos paprastosios a. d. X ∼ B(1, p) imtys, kuriu� didumai
yra n1 ir n2. Tegu vieneto pasirodymu� skai£iai ²iose imtyse yra X1 ir X2. Sudarykite
jungtin
es imties X = (X1, X2)T statistini� modeli�. Raskite statistikos

T =
X1

n1
− X2

n2

vidurki� ir dispersij¡.

I.1.2. Objektu�, turin£iu� savyb¦ A, dalys k populiacijose atitinkamai yra π1, ..., πk.
a) Atsitiktinai parenkama populiacija ir i² jos atsitiktinai imama gr¡ºinant didumo n

imtis.
b) Atsitiktinai parenkama populiacija ir i² jos atsitiktinai imamas gr¡ºinant vienas

elementas. Procedu	ra kartojama n kartu�.
Sudarykite ²iu� eksperimentu� statistinius modelius. Raskite statistikos X/n vidurki� ir

dispersij¡, kai X yra skai£ius imties objektu�, turin£iu� savyb¦ A.

I.1.3. (I.1.2 pratimo t¦sinys). I² kiekvienos populiacijos atsitiktinai imama gr¡ºinant
didumo n imtis. Sudarykite ²io eksperimento statistini� modeli�. Raskite statistikos X/n
vidurki� ir dispersij¡, kai X yra jungtin
es nk didumo imties objektu�, turin£iu� savyb¦ A,
skai£ius.

I.1.4. I² populiacijos, kurioje poºymi� A turin£iu� objektu� dalis lygi π, atsitiktinai
imama gr¡ºinant didumo n1 imtis. I² tos imties atsitiktinai imama gr¡ºinant didumo n2

imtis. Sudarykite ²io eksperimento statistini� modeli�.

I.1.5. (I.1.4 pratimo t¦sinys). Tar¦, kad eksperimento metu uºregistruojami tik
skai£iai X1 ir X2 pirmosios ir antrosios imties objektu�, turin£iu� savyb¦ A, sudarykite
imties (X1, X2)T statistini� modeli�. Raskite statistikos X1/n1−X2/n2 vidurki� ir disper-
sij¡.

I.1.6. I²spr¦skite I.1.5 pratim¡, kai imtys imamos atsitiktinai ir negr¡ºinant (popu-
liacij¡ sudaro N elementu�, n2 < n1 < N).

I.1.7. Atrankinei kontrolei pateko N dydºio gaminiu� partija, kurioje yra neºinomas
skai£ius M defektiniu� gaminiu�. Atsitiktinai imama negr¡ºinant n gaminiu� ir nustatomas
defektiniu� skai£ius X i² ju�. Sudarykite imties X statistini� modeli�.

9



10 I. PARAMETRIN 
E STATISTIKA

I.1.8. (I.1.7 pratimo t¦sinys). Tegu partija pripaºi�stama gera, kai X ≤ c. Kaip
priklauso partijos pri
emimo tikimyb
e nuo ²ios partijos defektiniu� gaminiu� skai£iaus M?

I.1.9. Aib¦ sudaro N objektu�, kurie apibu	dinami tam tikru poºymiu y, t. y. aib
e
ON = {y1, ..., yN} sudaryta i² poºymio y reik²miu�. Atsitiktinai imame negr¡ºinant n ≤ N
objektu�. Tegu a. v. X = (X1, ..., Xn)T koordinat
e Xi lygi i-ojo parinkto objekto poºymio
y reik²mei. a) I�rodykite, kad a. v. X koordinat
es yra priklausomi a. d. ir imtis n
era
paprastoji; sudarykite imties X statistini� modeli�. b) Raskite a. d. Y = X1 + ... + Xn

vidurki� ir dispersij¡. c) Raskite a. d. Y tikimybini� skirstini�, kai yi, i = 1, ..., N , i�gyja tik
dvi reik²mes: 0 arba 1.

I.1.10. (I.1.9 pratimo t¦sinys). I²spr¦skite I.1.9 pratim¡ tuo atveju, kai objektai
imami atsitiktinai gr¡ºinant.

I.1.11. Tegu X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra dvi paprastosios imtys,
gautos stebint nepriklausomus a. d. X ∼ P(λ1) ir Y ∼ P(λ2). Sudarykite jungtin
es
didumo m + n imties statistini� modeli�. Kaip pasikeistu� ²is modelis, jeigu bu	tu� ºinoma,
kad λ1 = λ2?

I.1.12. Tegu X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra dvi paprastosios imtys,
gautos stebint nepriklausomus a. d. X ∼ N(µ1, σ

2
1) ir Y ∼ N(µ2, σ

2
2). Sudarykite

jungtin
es didumo m+ n imties statistini� modeli�, jeigu ºinoma, kad: a) µ1 = µ2; b) σ1 =
σ2; c) jokios informacijos apie parametrus n
era.

I.1.13. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, yra paprastoji atsitiktin
e a. v. (X,Y )T , turin£io

dvimati� normalu�ji� skirstini�, imtis. Sudarykite imties statistini� modeli�. Kaip pasikeistu�
statistinis modelis, jeigu bu	tu� ºinoma, kad marginalieji atsitiktiniu� dydºiu� X ir Y skirs-
tiniai vienodi?

I.1.14. Imties X = (X1, ..., Xn)T elementai Xi ∼ N(µ, σ2), i = 1, ..., n. Koreliacijos
koe�cientas ρ(Xi, Xj) = ρ, kai |i− j| = 1, ir ρ(Xi, Xj) = 0, kai |i− j| > 1. Sudarykite
imties X statistini� modeli�.

I.1.15. Tegu Xi = (Xi1, ..., Xini)
T , i = 1, ...,m, yra paprastosios atsitiktin
es imtys,

gautos stebint absoliu£iai tolydºius n. a. d. X1, ..., Xm. Sudarykite jungtin
es imties X =
(XT

1 , ...,X
T
m)T statistini� modeli�, kai ºinoma, kad: a) a. d. X1, ..., Xm skirstiniai gali skirtis

tik poslinkio parametru; b) gali skirtis tik mastelio parametru; c) gali skirtis poslinkio ir
mastelio parametrais; d) jokios papildomos informacijos n
era.

I.1.16. Imties X = (X1, ..., Xn)T nariai yra nepriklausomi absoliu£iai tolydu	s atsitik-
tiniai dydºiai. Sudarykite imties X statistini� modeli�. Kaip pasikeistu� statistinis modelis,
jeigu imtis bu	tu� paprastoji?

I.1.17. Paprastoji atsitiktin
e imtis X(i) = (X1i, ..., Xki)
T , i = 1, ..., n, gauta stebint

a. v. X = (X1, ..., Xk)T . Sudarykite imties statistini� modeli�, jeigu ºinoma, kad a. d.
X1, ..., Xk marginalieji skirstiniai yra vienodi.

I.1.18. Ta²kas tolygiai juda tiese grei£iu v. Laiko momentais t1, ..., tn uºregistruoja-
mas ta²ko nueitas kelias X1, ..., Xn; laiko momentu t = 0 ta²kas buvo ta²ke x0. Tarkime,
kad matavimo rezultatai tarpusavyje nepriklausomi, matavimo paklaidos neturi siste-
min
es dedamosios, o atsitiktin
e dedamoji pasiskirs£iusi pagal normalu�ji� d
esni� N(0, σ2).
Sudarykite imties X = (X1, ..., Xn)T statistini� modeli�.

I.1.19. (I.1.18 pratimo t¦sinys). Sudarykite statistini� modeli� tuo atveju, kai ºinoma,
kad x0 = 0.
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I.1.20. Sveriant t¡ pati� ku	n¡ n kartu�, gauti sv
erimo rezultatai X1, ..., Xn. Tegu jie
tarpusavyje nepriklausomi. Pirmu�ju� k sv
erimu� sistemin
e paklaida 0, o likusiu�ju� � µ.
Atsitiktin
es visu� sv
erimu� paklaidu� dedamosios turi normaliuosius skirstinius N(0, σ2).
Sudarykite imties X = (X1, ..., Xn)T statistini� modeli�.

I.1.2. Empirin
e pasiskirstymo funkcija ir tankis

I.1.21. Tegu F̂n(x) yra empirin
e pasiskirstymo funkcija, gauta i² paprastosios didumo
n = 100 imties a. d. X ∼ N(1, 4). Raskite aproksimacij¡ tikimyb
es, kad F̂n(0) absoliu-
tiniu didumu skirsis nuo teorin
es pasiskirstymo funkcijos ta²ke x = 0 ne daugiau kaip
0,1; 0,05.

I.1.22. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint absoliu£iai tolydu�ji� a. d. su pa-
siskirstymo funkcija F (x). Raskite aproksimacij¡ tikimyb
es, kad empirin
es pasiskirstymo
funkcijos F̂n(x) maksimalus nuokrypis nuo teorin
es pasiskirstymo funkcijos nevir²ys ε.
Raskite apytiksl¦ ²ios tikimyb
es reik²m¦, kai n = 50; 100 ir ε = 0, 1; 0, 05.

I.1.23. Paprastoji imtis gauta stebint a. d. X ∼ P(3). Koks apytiksliai turi bu	ti
imties didumas n, kad, vertinant tikimyb¦ P{X = 2} santykiniu daºniu, absoliutin
e
paklaida nevir²ytu� 0,05 su tikimybe, ne maºesne uº 0, 95?

I.1.24. Lentel
eje pateikiamos n = 100 atsitiktinai atrinktu� gaminiu� tam tikro para-
metro pamatuotos reik²m
es (didumo n paprastosios imties realizacija).

24 41 30 37 25 32 28 35 28 51
36 26 43 25 27 39 21 45 39 25
29 43 66 25 24 56 29 31 41 41
36 57 36 48 25 36 48 24 48 22
40 7 31 24 32 53 33 46 22 33
25 37 34 32 41 36 19 32 25 19
19 37 20 21 48 44 35 19 44 34
29 48 38 43 48 35 42 37 35 36
58 45 34 40 37 21 41 11 41 27
50 24 37 39 33 45 39 43 21 34

a) Sugrupuokite stebinius ilgio h = 10 intervalais prad
edami nuo 0.
b) Nubraiºykite empirin
es pasiskirstymo funkcijos realizacijos gra�k¡ ir histogram¡.

I.1.25. (I.1.24 pratimo t¦sinys). Palyginkite empirin
es pasiskirstymo funkcijos re-
alizacijos gra�k¡ ir histogram¡ su normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija ir tankiu
(vietoje neºinomu� parametru� imkime ju� empirinius analogus).

I.1.3. Pozicin
es statistikos

I.1.26. Paprastoji didumo n = 50 imtis gauta stebint a. d., kurio tankis f(x|µ) =
2e−2(x−µ), x > µ. Raskite tikimyb¦, kad X(1) − µ ≤ 0, 05.

I.1.27. Variacin
e eilut
e X(1), ..., X(n) gauta stebint paslinkt¡ eksponentini� a. d. X ∼
E(1/σ, µ), kurio tankio funkcija

f(x|µ, σ) =
1

σ
exp{−x− µ

σ
}, x > µ.
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a) Raskite statistikos

T =
n(X(1) − µ)

W
, (W =

1

n− 1

n∑
i=2

(X(i) −X(1)))

tikimybini� tanki�. b) I�rodykite, kad X(1) skirstinys yra E(n/σ, µ); a. d. 2(
∑n
i=1Xi −

nX(1))/σ turi χ2 skirstini� χ2(2n− 2). c) Tarkime, kad paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta
stebint a. d. E(λ). I�rodykite, kad a. d. Y1 = nX(1), Y2 = (n − 1)(X(2) − X(1)), ..., Yn =
X(n) −X(n−1) yra nepriklausomi ir turi t¡ pati� eksponentini� skirstini� E(λ).

I.1.28. Variacin
e eilut
e X(1), ..., X(n) gauta stebint tolydu�ji� a. d. X, kurio pa-
siskirstymo funkcija yra F (x). I�rodykite, kad a. d.

Yi =

(
F (X(i))

F (X(i+1))

)i
, i = 1, 2, ..., n− 1,

yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦ pagal U(0, 1).

I.1.29. Tegu X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra dvi paprastosios nepri-
klausomos atsitiktin
es imtys, gautos stebint tolygu�ji� a. d. U(0, 1). Raskite tu� im£iu�
maksimaliu� reik²miu� santykio X(m)/Y(n) tikimybini� skirstini�.

I.1.30. Imtis, kurios didumas n = 2k+1, gauta stebint a. d. X ∼ U(0, 1). I�rodykite,
kad empirin
es medianos dispersija lygi 1/(4(2k + 3)).

I.1.31. Variacin
e eilut
e X(1), ..., X(n) gauta stebint tolydu�ji� a. d., kurio pasiskirstymo
funkcija yra F (x). Raskite a. v. (F (X(k1)), F (X(k2)))

T kovariaciju� matric¡.

I.1.32. Variacin
e eilut
e X(1), ..., X(n) gauta stebint tolydu�ji� a. d., kurio pasiskirstymo
funkcija yra F (x). I�rodykite, kad imties plo£io Wn = X(n) −X(1) vidurkis yra

EWn =

∫ ∞
−∞

(1− Fn(x)− (1− F (x))n)dx,

jeigu pasiskirstymo funkcija F (x) tenkina s¡lyg¡ x[1 − Fn(x) − (1 − F (x)n)] → 0, kai
x→ ±∞.

I.1.33. Raskite kra²tiniu� poziciniu� statistiku� pirmuosius momentus, kai stebimo a. d.
skirstinys yra eksponentinis.

I.1.34. Yra k nepriklausomu� paprastu�ju� didumo n im£iu�, gautu� stebint a. d. Xi ∼
U(0, 1). Tegu i-osios imties maksimali reik²m
e yra X(i)

(n) ir V = X
(1)
(n)...X

(k)
(n). Raskite

a. d. V tikimybiu� pasiskirstymo d
esni�.

I.1.35. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra a. d. X ∼ G(λ, η) paprastoji atsitiktin
e imtis.
I�rodykite, kad

∑n
i=1Xi ir

∑n
i=1[lnXi − lnX(1)] yra nepriklausomi.

I.1.36. Sakykime, X = (X1, . . . , Xn)T yra a. d. X ∼ U(a, b), −∞ < a < b < ∞,
paprastoji atsitiktin
e imtis. I�rodykite, kad Yi = (X(i)−X(1))/(X(n)−X(1)), i = 2, . . . , n−
1, yra nepriklausomi nuo X(1) ir X(n).

I.1.37. Tegu X1, ...Xk+1 yra n. a. d., turintys gama skirstinius Xi ∼ G(λ, ηi), i =
1, ..., k+1. I�rodykite, kad a. v. (Z1, ..., Zk)T , kai Zi = Xi/(X1 + ...+Xk+1), i = 1, 2, ..., k,
turi k-mati� Dirichl
e skirstini� D(η1, ..., ηk; ηk+1). Jeigu k = 1, tai Z1 ∼ Be(η1, η2).
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I.1.38. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X ∼ U(0, θ), θ > 0. I�rodykite, kad
X(n) tankio funkcija yra nxn−1/θn, kai 0 < x < θ.

I.1.39. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X ∼ U(µ − θ/2, µ + θ/2), θ > 0.
I�rodykite, kad imties plo£io X(n) −X(1) tankio funkcija

(n(n− 1)/θ)(x/θ)n−2(1− x/θ), 0 < x < θ.

I.1.40. (I.1.39 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad a. d. Z = ((X(1) + X(n))/2 −
µ)/(X(n) −X(1)) tankio funkcija f(x) = (n− 1)/(1 + 2|x|)n, −∞ < x <∞.

I.1.41. Tegu X1, X2, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X ∼ U(0, 1). I�rodykite, kad
a. d. Y = (X1 · ... ·Xn)1/n tankio funkcija yra

f(y) =
nnyn−1

(n− 1)!
(− ln y)n−1, 0 < y < 1.

I.1.42. Tegu X(k) yra k-oji pozicin
e statistika i² didumo m imties, gautos stebint
a. d. X su absoliu£iai tolydºia pasiskirstymo funkcija F (x). Tarkime, kad gauta kita
nepriklausoma didumo n imtis su ta pa£ia pasiskirstymo funkcija F (x). Paºym
ekime
Z skai£iu� tokiu� antrosios imties elementu�, kurie nevir²ija X(k). I�rodykite, kad a. d. Z
skirstinys nusakytas tikimyb
emis

P{Z = z} =
CkmC

z
n

Ck+z
m+n

k

k + z
, z = 0, 1, ..., n.

I.1.43. (I.1.42 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad a. d. Z r-asis faktorialinis momentas

E(Z [r]) =
m!n!(k + r − 1)!

(k − 1)!(m+ r)!(n− r)!
, 1 ≤ r ≤ n.

I.1.44. Tegu Y1, ..., Yn yra paprastoji imtis a. d. Y ∼ U(0, 1). I�rodykite, kad jei
k, n→∞, k/n→ p, 0 < p < 1, tai

√
n(Y(k) − p)

d→ Y ∼ N(0, p(1− p)).

I.1.45. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X su tolydºia pasiskirstymo
funkcija F (x). I�rodykite, kad jei F (x) tolydºiai diferencijuojama ta²ko x(p), 0 < p < 1,
0 < p < 1 aplinkoje ir tankis f(x(p)) > 0, k/n→ p, n→∞, tai

√
n(x̂(p)− x(p))

d→ Y ∼ N(0, p(1− p)/f2(x(p))).

I.1.46. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X su tolydºia pasiskirstymo
funkcija F (x). I�rodykite, kad jei F (x) tolydºiai diferencijuojama ta²ku� x(p1), x(p2),
0 < p1 < p2 < 1 aplinkose ir tankio reik²m
es f(x(p1)) > 0, f(x(p2)) > 0, tai n→∞

√
n(x̂(p2)− x̂(p1)− (x(p2)− x(p1))

d→ Y ∼ N(0, σ2(p1, p2)),

σ2(p1, p2) =
p1(1− p1)

f2(x(p1))
− 2

p1(1− p2)

f(x(p1))f(x(p2))
+
p2(1− p2)

f2(x(p2))
.
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I.1.47. (I.1.46 pratimo t¦sinys). Jeigu p1 = 1/4, o p2 = 3/4, tai z = x(3/4)−x(1/4)
vadinamas interkvartiliniu plo£iu. Raskite statistikos ẑ = x̂(3/4) − x̂(1/4) asimptotini�
skirstini�.

I.1.48. Tarkime, kad paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ K(µ, σ).
�io skirstinio vidurkis neegzistuoja, o parametras µ yra mediana x(1/2) = µ. Kvartiliai
x(1/4) = µ−σ, x(3/4) = µ+σ, ir (x(3/4)−x(1/4))/2 = σ. Raskite statistiku� µ̂ = x̂(1/2)
ir σ̂ = (x̂(3/4)− x̂(1/4))/2 asimptotinius skirstinius.

I.1.49. (I.1.48 pratimo t¦sinys). Tegu 0 < p < 1/2. a) parinkite konstant¡ c(p)
taip, kad (x(1−p)−x(p))/c(p) = σ; b) raskite toki¡ parametro p reik²m¦, kad statistikos
σ̂ = (x̂(1− p)− x̂(p))/c(p) asimptotinio skirstinio dispersija bu	tu� minimali.

I.1.50. Tarkime, kad paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2).
�io skirstinio mediana sutampa su vidurkiu x(1/2) = µ. Kvartiliai x(1/4) = µ − z1/4σ,
x(3/4) = µ + z1/4σ, z1/4 yra standartinio normaliojo skirstinio kritin
e reik²m
e z1/4 =
Φ−1(3/4), ir (x(3/4) − x(1/4))/(2z1/4) = σ. Raskite statistiku� µ̂ = x̂(1/2) ir σ̂ =
(x̂(3/4)− x̂(1/4))/(2z1/4) asimptotinius skirstinius.

I.1.51. (I.1.50 pratimo t¦sinys). Tegu 0 < p < 1/2. a) parinkite konstant¡ c(p)
taip, kad (x(1−p)−x(p))/c(p) = σ; b) raskite toki¡ parametro p reik²m¦, kad statistikos
σ̂ = (x̂(1− p)− x̂(p))/c(p) asimptotinio skirstinio dispersija bu	tu� minimali.

I.1.52. Tarkime, kad paprastoji imtisX1, ..., Xn gauta stebint a. d. X, turinti� Laplaso
skirstini�, kurio tankis

f(x|µ, σ) =
1

2σ
e−|x−µ|/σ, σ > 0, x, µ ∈ R.

�io skirstinio mediana sutampa su vidurkiu x(1/2) = µ. Kvartiliai x(1/4) = µ − σ ln 2,
x(3/4) = µ + σ ln 2, ir (x(3/4) − x(1/4))/(2 ln 2) = σ. Raskite statistiku� µ̂ = x̂(1/2) ir
σ̂ = (x̂(3/4)− x̂(1/4))/(2 ln 2) asimptotinius skirstinius.

I.1.53. (I.1.52 pratimo t¦sinys). Tegu 0 < p < 1/2. a) parinkite konstant¡ c(p)
taip, kad (x(1−p)−x(p))/c(p) = σ; b) raskite toki¡ parametro p reik²m¦, kad statistikos
σ̂ = (x̂(1− p)− x̂(p))/c(p) asimptotinio skirstinio dispersija bu	tu� minimali.

I.1.54. Empirin
e mediana x̂(1/2) gauta i² paprastosios didumo n imties a. d. X su
tolydºia pasiskirstymo funkcija F (x). I�rodykite, kad asimptoti²kai (n→∞)

2
√
n(F (x̂(1/2))− 1/2)

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.55. I�rodykite, kad eksponentinio skirstinio E(λ) empirin
e mediana x̂(1/2), gauta
i² didumo 2n+ 1 paprastosios imties, turi toki� asimptotini� (n→∞) skirstini�

λ
√

2n+ 1(x̂(1/2)− ln 2

λ
)
d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.56. Variacin
e eilut
eX(1) ≤ ... ≤ X(n) gauta stebint tolydu�ji� a. d. su pasiskirstymo
funkcija F (x). Tegu Y(i) = F (X(i)), i = 1, ..., n ir Zi = Y(i)−Y(i−1), i = 1, ..., n+1, Y(0) =
0, Y(n+1) = 1. I�rodykite, kad �ksuoto skai£iaus k skirtingu� a. d. Zi suma Sk asimptoti²kai
(n→∞) turi gama skirstini� G(1, k).

I.1.57. (I.1.56 pratimo t¦sinys). Raskite asimptotinius skirstinius statistiku� X(k) ir
X(n−k+1), kai steb
etas a. d. X ∼ U(a, b).

I.1.58. (I.1.56 pratimo t¦sinys). Raskite asimptotinius skirstinius statistiku� X(k) ir
X(n−k+1), kai steb
etas a. d. X ∼ E(λ).
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I.1.4. Empiriniai momentai ir ju� funkcijos

I.1.59. Pagal didumo n1, n2, ..., nk paprast¡sias nepriklausomas imtis gauti em-
piriniai vidurkiai X̄i ir nepaslinktos empirin
es dispersijos s2

i , i = 1, 2, ..., k. Raskite
jungtin
es didumo n = n1 + ... + nk imties empirini� vidurki� X̄ ir nepaslinkt¡j¡ empirin¦
dispersij¡ s2.

I.1.60. Ekspertu� grup
e vertino kino kadru�, nu�lmuotu� dvieju� tipu� kino juostomis,
kokyb¦. Gauti ²ie rezultatai:

I tipo kino juosta II tipo kino juosta
i ni X̄i s2

i i ni X̄i s2
i

1 20 25 6 1 10 21 6
2 10 23 5 2 10 18 25
3 10 21 4 3 10 17 5
4 10 18 4 4 9 17 5
5 10 22 9

�ia ni yra i-osios imties didumas, X̄i � empirinis vidurkis, s2
i � nepaslinktasis dis-

persijos i�vertis. Raskite I ir II tipo kino juostu� jungtiniu� im£iu� empirinius vidurkius ir
nepaslinkt¡sias empirines dispersijas.

I.1.61. Pagal didumo n imti� gauta empirinis vidurkis X̄ ir nepaslinktoji empirin
e
dispersija s2. Kaip perskai£iuoti ²ias empirines charakteristikas, jeigu imtis papildyta dar
vienu nepriklausomu steb
ejimu?

I.1.62. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis ir X̄ = (X1 + ... + Xn)/n
� aritmetinis vidurkis. I�rodykite, kad a) jeigu Xi ∼ N(µ, σ2), tai X̄ ∼ N(µ, σ2/n);
b) jeigu Xi ∼ K(µ, σ), tai X̄ ∼ K(µ, σ); c) jeigu Xi ∼ G(λ, η), tai nX̄ ∼ G(λ, nη); d)
jeigu Xi ∼ B(k, p), tai nX̄ ∼ B(nk, p); d) jeigu Xi ∼ P(λ), tai nX̄ ∼ P(nλ).

I.1.63. Tegu X̄, s2
1 ir Ȳ , s2

2 yra empiriniai vidurkiai ir nepaslinktosios empirin
es
dispersijos dvieju� nepriklausomu� didumom ir n im£iu�, gautu� stebint a. d. X ∼ N(µ1, σ

2)
ir Y ∼ N(µ2, σ

2). I�rodykite, kad

t = (X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2))/

√
(m− 1)s2

1 + (n− 1)s2
2

m+ n− 2

m+ n

mn
∼ S(m+ n− 2).

I.1.64. Yra k nepriklausomu� a. d. X ∼ N(µ, σ2) im£iu�, kuriu� didumai � n1, ..., nk.
Tegu X̄i ir s2

i yra i-osios imties empirinis vidurkis ir nepaslinktoji empirin
e dispersija.
I�rodykite, kad funkcijos

U =
k∑
i=1

(ni − 1)
s2
i

σ2
i

, V =

k∑
i=1

ni
(X̄i − X̄)2

σ2
i

,

W = n
(X̄ − µ)2

σ2
, (X̄ =

∑
i niX̄i

n
, n =

∑
i

ni)

yra n. a. d., turintys χ2 skirstinius.
I.1.65. (I.1.64 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad

W (n− k)

U
∼ F (1, n− k),

V (n− k)

U(k − 1)
∼ F (k − 1, n− k).
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I.1.66. Tarkime, kad (X1i, X2i)
T , i = 1, 2, ..., n yra paprastoji imtis, gauta ste-

bint dvimati� normalu�ji� a. v. (X1, X2)T ∼ N2(µ,Σ), µ = (µ1, µ2)T ,Σ = [σij ]2×2,
σ11 = σ2

1 , σ22 = σ2
2 , σ12 = ρσ1σ2. Tegu X̄1 ir X̄2 yra empiriniai vidurkiai, o s2

1 ir s2
2 �

nepaslinktosios empirin
es dispersijos ir r � empirinis koreliacijos koe�cientas. I�rodykite,
kad √

n(X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2))/
√
s2

1 + s2
2 + rs1s2 ∼ S(n− 1).

I.1.67. Paprastosios imtys X = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Ym)T gautos stebint
n. a. d. X ir Y su vienodomis dispersijomis σ2. Raskite statistikos Z̄ − X̄ vidurki� ir
dispersij¡, kai Z̄ = (mȲ + nX̄)/(m+ n).

I.1.68. Tegu X ∼ N(µ, σ2) ir F (x) = P{X ≤ x|µ, σ}. I�rodykite, kad a. d. X ir
F (X) koreliacijos koe�cientas yra

√
3/π.

I.1.69. Tegu Y1, ..., Yn yra n. a. d. ir Yi ∼ N(α + β(xi − x̄), σ2), i = 1, 2, ..., n; £ia
α, β, x1, ..., xn, x̄ =

∑
xi/n � konstantos. Tegu

SSE = min
α,β

SS(α, β) = min
α,β

n∑
i=1

(Yi − α− β(xi − x̄))2 =

n∑
i=1

(Yi − α̂− β̂(xi − x̄))2.

I�rodykite, kad a) α̂ ir β̂ yra nepriklausomi ir turi normaliuosius skirstinius su vidurkiais α
ir β ir dispersijomis σ2/n ir σ2/

∑
i(xi− x̄)2; b) SSE nepriklauso nuo α̂ ir β̂, o SSE/σ2 ∼

χ2(n− 2).
I.1.70. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2).

Paºym
ekime

Yj = Xj+1 −
1

1 +
√
n
X1 −

n

n+
√
n
X̄, j = 1, 2, ..., n− 1.

I�rodykite, kad a. d. Y1, ..., Yn−1 yra nepriklausomi ir Yi ∼ N(0, σ2).
I.1.71. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2), ir

tegu d empirinis aritmetinis nuokrypis nuo µ

d =
1

n

n∑
i=1

|Xi − µ|.

I�rodykite, kad
Ed =

√
2/πσ, V d = (σ2/n)(1− 2/π).

I.1.72. Paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X, kurio ketvirtas momentas
baigtinis E(X4) < ∞. Raskite empirinio vidurkio X̄ vidurki�, dispersij¡, asimetrijos ir
eksceso koe�cientus.

I.1.73. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a. d. X su baigtine dispersija EX =
µ, V X = σ2 <∞. I�rodykite, kad n→∞

√
n
X̄ − µ
σ

d→ Z ∼ N(0, 1),
√
n
X̄ − µ
√
m2

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.74. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a. d. X ∼ P(λ). I�rodykite, kad
n→∞

S =
√
n
X̄ − λ√

λ

d→ Z ∼ N(0, 1).
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I.1.75. (I.1.74 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad n→∞

Z =
√
n(2
√
X̄ − 2

√
λ)

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.76. (I.1.74 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad n→∞

U = 3
√
n((X̄ + 1/(2n))2/3 − λ2/3)/(2λ1/6)

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.77. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint Bernulio a. d. X ∼ B(1, p). I�rody-
kite, kad n→∞

√
n

X̄ − p√
p(1− p)

d→ Z ∼ N(0, 1),
√
n

X̄ − p√
X̄(1− X̄)

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.78. (I.1.77 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad n→∞

√
n(arcsin(2X̄ − 1)− arcsin(2p− 1))

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.79. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a. d. X ∼ U(0, θ), θ > 0. I�rodykite,
kad

Eθ(2X̄) = θ, V θ(2X̄) =
θ2

3n
= O(

1

n
),
√

3n
2X̄ − θ

θ

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.80. (I.1.79 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad

Eθ(
n+ 1

n
X(n)) = θ, V θ(

n+ 1

n
X(n)) =

θ2

n(n+ 2)
= O(

1

n2
).

I.1.81. (I.1.79 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad

√
3n(ln(2X̄)− ln θ)

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.82. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint geometrini� a. d., kurio skirstinys
nusakytas tikimyb
emis

Pp{X = k} = pqk−1, q = 1− p, k = 1, 2, ...

I�rodykite, kad n→∞
√
n(pX̄ − 1)/

√
q
d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.83. (I.1.82 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad n→∞

√
n{ln[X̄(1 +

√
1− 1/X̄)− 1/2]− ln[(1 +

√
q)/p− 1/2]} d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.84. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a. d. X, kurio antras momentas
baigtinis V X = σ2 < ∞. Patikrinkite, kad empirin
es dispersijos vidurkis Eσm2 6= σ2.
Nepaslinktoji empirin
e dispersija s2 = nm2/(n− 1) ir Eσs

2 = σ2.

I.1.85. (I.1.84 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad yra baigtinis ir ketvirtas momentas
µ4 = E(X −EX)4 <∞. Raskite empirin
es dispersijos m2 dispersij¡ Vm2.
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I.1.86. Paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X, turinti� baigtini� moment¡
α2k = EX2k. I�rodykite, kad n→∞

ak
b.t.→ αk,

√
n(ak − αk)

d→ Y ∼ N(0, α2k − α2
k).

I.1.87. Paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X, turinti� baigtini� moment¡
α2k = EX2k. I�rodykite, kad n→∞

√
n(a−α)

d→ Y ∼ Nk(0,Σ),

£ia a = (a1, a2, ..., ak)T , aj =
∑
iX

j
i /n, j = 1, ..., k; α = (α1, ..., αk)T ; Σ = [σij ]k×k,

σij = αi+j − αiαj , i, j = 1, ..., k.

I.1.88. I�rodykite, kad n→∞ a) m2
P→ σ2, s2 P→ σ2.

b)
m2 − σ2

√
Vm2

d→ Z ∼ N(0, 1),
√
n
m2 − σ2√
µ4 − σ4

d→ Z ∼ N(0, 1),

√
n
s2 − σ2√
µ4 − σ4

d→ Z ∼ N(0, 1).

c) normaliojo skirstinio atveju

nm2/σ
2 ∼ χ2(n− 1), (n− 1)s2/σ2 ∼ χ2(n− 1).

I.1.89. Pagal dvi didumo n1 ir n2 nepriklausomas paprast¡sias imtis, gautas stebint
a. d. X ir Y su vidurkiais µ1 = EX ir µ2 = EY , turin£iais baigtines dispersijas, gauti
empiriniai vidurkiai ir empirin
es dispersijos X̄, s2

1 ir Ȳ , s2
2. I�rodykite, kad n1, n2 →∞

X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√
s2

1/n1 + s2
2/n2

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.90. Didumo n paprastoji imtis gauta stebint a. d. X su baigtiniu tre£iuoju
momentu E|X|3 <∞. Raskite a. d. X̄ ir s2 kovariacij¡.

I.1.91. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a. d. X su baigtiniu ketvirtu mo-
mentu µ4 = E(X − EX)4) < ∞, σ2 = V X. Patikrinkite, kad Em3 6= µ3, Em4 6= µ4.
Kaip reikia pataisyti ²ias empirines charakteristikas, kad gautu�ju� statistiku� vidurkiai
sutaptu� su µ3 ir µ4.

I.1.92. Paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X, turinti� baigtini� moment¡
α2k = EX2k. I�rodykite, kad n→∞

mk
b.t.→ µk,

√
n(mk − µk)

d→ Y ∼ N(0, B2
k),

£ia B2
k = µ2k − µ2

k − 2kµk−1µk+1 + k2µ2
k−1σ

2, o kai steb
etas normalusis a. d., tai B2
k =

σ2k[(2k − 1)!!− ((k − 1)!!)2], kai k lyginis, ir B2
k = σ2k[(2k − 1)!!− 2k(k − 2)!!(k − 1)!! +

k2(k − 2)!!], kai k nelyginis.
I.1.93. (I.1.92 pratimo t¦sinys). Tarkime, egzistuoja momentas E(X2k+2l) < ∞.

I�rodykite, kad n→∞
√
n(mk − µk,ml − µl)

d→ (Y,Z) ∼ N2(0,Σ),
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£ia Σ = [σij ]2×2, σ11 = B2
k, σ22 = B2

l , σ12 = Bkl, Bkl = µk+l − kµl+1µk−1 − lµl−1µk+1 −
µkµl + klµk − 1µl−1σ

2.

I.1.94. Tegu paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ P(λ), λ > 0.
Nagrin
ekime statistik¡ H(X̄) = 1/X̄3. I�rodykite, kad n→∞

√
n(1/X̄3 − 1/λ3)

d→ Z ∼ N(0, 9/λ7).

Paºym
esime, kad funkcijos H(X̄) dispersija neegzistuoja, nes vardiklis su teigiama tiki-
mybe i�gyja reik²m¦ 0: P{X̄ = 0} = e−nλ > 0.

I.1.95. Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji didumo n imtis. I�rodykite, kad
a) jeigu egzistuoja µ4 = E(Xi −EXi)

4, tai

Es = σ +O(1/n), V s =
µ4 − σ4

4nσ2
+O(1/n3/2),

o kai skirstinys normalusis

Es = σMn−1, V s = σ2(1−M2
n−1), Mn =

√
2

n

Γ((n+ 1)/2)

Γ(n/2)
;

b) jeigu egzistuoja µ6 = E(Xi −EXi)
6, tai

Eg1 = γ1 +O(1/n), V g1 =
4µ6σ

4 − 12µ5µ3σ
2 + 9µ4µ

2
3 + 35µ2

3σ
4

4nσ10

+
9σ4 − 6µ4

nσ4
+O(1/n3/2),

o kai skirstinys normalusis

Eg1 = 0, V g1 =
6(n− 1)

(n+ 1)(n+ 3)
;

c) jeigu egzistuoja µ8 = E(Xi −EXi)
8, tai

Eg2 = γ2 +O(1/n), V g2 =
µ8σ

4 − 4µ6µ4σ
2 + 4µ3

4 + 16µ4µ
2
3σ

2

nσ12

+
16µ2

3σ
2 − µ2

4 − 8µ5µ3

nσ8
+O(1/n3/2),

o kai skirstinys normalusis

Eg2 = − 6

n+ 1
, V g2 =

24n(n− 2)(n− 3)

(n+ 1)2(n+ 3)(n+ 5)
.

Visais atvejais statistiku� asimptotiniai skirstiniai yra normalieji su pateiktomis asimp-
totin
emis dispersijomis.

I.1.96. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, 2, ..., n, yra didumo n paprastoji imtis, gauta stebint

a. v. (X,Y )T . I�rodykite, kad
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a) jeigu egzistuoja µ22 = E[(X −EX)2(Y −EY )2], tai

Em11 =
n− 1

n
µ11, Vm11 =

µ22 − µ2
11

n
+O(1/n2);

b) jeigu egzistuoja µ66 = E[(X −EX)6(Y −EY )6], tai

Cov (m20,m11) =
µ31 − µ20µ11

n
+O(1/n2), Cov (m20,m02) =

µ22 − µ20µ02

n
+O(1/n2);

o kai skirstinys normalusis

Cov (m20,m11) =
2ρσ3

1σ2

n
+O(1/n2), Cov (m20,m02) =

2ρ2σ2
1σ

2
2

n
+O(1/n2).

I.1.97. (1.96 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad jei egzistuoja

µ66 = E[(X −EX)6(Y −EY )6],

tai Er = ρ+O(1/n),

V r =
ρ2

4n

(
µ40

µ2
20

+
µ04

µ2
02

+
2µ22

µ20µ02
+

4µ22

µ2
11

− 4µ31

µ11µ20
− 4µ13

µ11µ02

)
+O(1/n3/2) =

b2r/n+O(1/n3/2),
√
n(r − ρ)

d→ Y ∼ N(0, b2r),

o kai skirstinys normalusis, tai b2r = (1− ρ2)2.
I.1.98. Tegu r yra empirinis koreliacijos koe�cientas, gautas i² didumo n paprastosios

dvima£io normaliojo vektoriaus imties. I�rodykite, kad n→∞ (Fi²erio transformacija)

√
n

(
1

2
ln

1 + r

1− r
− 1

2
ln

1 + ρ

1− ρ

)
d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.5. Sprendimai, nurodymai, atsakymai

I.1.1 skyrelis

I.1.1. A. d. X1 ir X2 yra nepriklausomi binominiai a. d. Imties (X1, X2)T skirstinys
yra diskretusis, nusakomas tikimyb
emis Pp{X1 = m1, X2 = m2} = Cm1

n1
Cm2
n2
pm1+m2(1−

p)(n1+n2−m1−m2), m1 = 0, 1, ..., n1, m2 = 0, 1, ..., n2, 0 < p < 1; EpT = Ep(X1/n1) −
Ep(X2/n2) = p− p = 0, V pT = V pX1/n

2
1 + V pX2/n

2
2 = p(1− p)(n1 + n2)/(n1n2).

I.1.2. a) Tegu Xi yra a. d., kuris i�gyja reik²m¦ 1, jeigu i-uoju 
emimu paimtas objek-
tas, turintis savyb¦ A, ir reik²m¦ 0 � prie²ingu atveju. Tada imties X = (X1, ..., Xn)T

tikimybinis modelis nusakomas tikimyb
emis

P{Xi = ji, i = 1, ..., n} =
1

k

k∑
r=1

(πr)
∑
i ji × (1− πr)n−

∑
i ji , ji = 0, 1,

0 < πj < 1, j = 1, ..., k.
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Tarkime, kad Bj yra atsitiktinis i�vykis, kuris rei²kia, kad parinkta j-oji populiacija,
P{Bj} = 1/k, j = 1, ..., k. Jeigu i�vyko Bj , tai s¡lyginis X skirstinys yra binominis
(X|Bj) ∼ B(n, πj); E(X|Bj) = nπj , E(X2|Bj) = nπj(1 − πj) + n2π2

j . Tada E(X/n) =
1
k

∑k
r=1 πr = π̄, V (X/n) = E(X/n)2− (E(X/n))2 = 1

kn

∑k
r=1 πr(1−πr) + 1

k

∑k
r=1 π

2
r −

( 1
k

∑k
r=1 πr)

2.
b) Eksperiment¡ galima traktuoti kaip Bernulio eksperimentus, kuriuose i�vykis A

pasirodo su tikimybe π̄. Imties X = (X1, ..., Xn)T tikimybinis modelis nusakomas tiki-
myb
emis P{X1 = j1, ..., Xn = jn} = (π̄)

∑
i ji(1 − π̄)n−

∑
i ji , ji = 0, 1. A. d. X turi

binomini� skirstini� X ∼ B(n, π̄); E(X/n) = π̄, V (X/n) = π̄(1− π̄)/n.

I.1.3. Jungtin
es imties X = (XT
1 , ...,X

T
n )T tikimybinis modelis nusakomas tikimyb
e-

mis P{X1 = x1, ...,Xn = xn} = P{X1 = x1}...P{Xn = xn}; P{Xi = xi} = P{Xi1 =

j1, ..., Xin = jn} = π
∑
i ji

i (1 − πi)
n−

∑
i ji , j1, ..., jn = 0, 1. Atsitiktinis dydis X yra

suma X = X1 + ... + Xk, kai X1, ..., Xk yra nepriklausomi a. d. ir Xj ∼ B(n, πj);
E(X/n) =

∑k
r=1 πr, V (X/n) = 1

n

∑k
r=1 πr(1− πr).

I.1.4. Jungtin
es imties X = (X11, ..., X1n1 , X21, ..., X2n2)T tikimybinis skirstinys
nusakomas tikimyb
emis Pπ{X1i = ji, X2l = kl; i = 1, ..., n1, l = 1, ..., n2} = π

∑
i ji(1 −

π)n1−
∑
i ji(
∑
i ji/n1)

∑
l kl , (1−

∑
i ji/n1)n2−

∑
l kl , ji, kl = 0, 1, 0 < π < 1.

I.1.5. A. d. X1 ∼ B(n1, π), o a. d. X2 s¡lyginis skirstinys, kai X1 = m1 �ksuotas,
yra binominis B(n2,m1/n1). Taigi a. v. (X1, X2)T skirstinys nusakomas tikimyb
emis

Pπ{X1 = m1, X2 = m2} = Cm1
n1
πm1(1− π)n1−m1Cm2

n2
(m1/n1)m2(1−m1/n1)n2−m2 ,

m1 = 0, ..., n1, m2 = 0, ..., n2, 0 < π < 1.

Randame

EπX1 = n1π, EπX2 = Eπ{E(X2|X1)} = Eπ(n2X1/n1) = n2π, Eπ(
X1

n1
− X2

n2
) = 0;

V π(X1/n1 −X2/n2) = Eπ(X1/n1)2 − 2Eπ(X1X2/(n1n2) + Eπ(X2/n2)2;

EπX
2
1 = V πX1 + (EπX1)2 = n1π(1− π) + n2

1π
2;

Eπ(X1X2) = Eπ{X1E(X2|X1)} = Eπ(n2X
2
1/n1) = n2π(1− π) + n1n2π

2;

EπX
2
2 = Eπ(n2

X1

n1
(1− X1

n1
) + n2

2(
X1

n1
)2) = n2π +

n2(n2 − 1)

n1
π(1− π) + n2(n2 − 1)π2.

I�ra²¦ i� dispersijos i²rai²k¡ ir sutrauk¦ pana²iuosius narius, gausime

V π(X1/n1 −X2/n2) =
(n1 − 1)π(1− π)

n1n2
.

I.1.6. Populiacijos objektu�, turin£iu� savyb¦ A, skai£ius yra M = Nπ ir π = M/N .
Tada a. d. X1 skirstinys yra hipergeometrinis X1 ∼ H(N,M,n1), o a. d. X2 s¡lygi-
nis skirstinys, esant s¡lygai, kad a. d. X1 i�gijo reik²m¦ m, taip pat hipergeometrinis
(X2|X1 = m) ∼ H(n1,m, n2).

Randame

EπX1 = n1π, EπX2 = Eπ{E(X2|X1)} = Eπ(n2X1/n1) = n2π, Eπ(
X1

n1
− X2

n2
) = 0;
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V π(X1/n1 −X2/n2) = Eπ(X1/n1)2 − 2Eπ(X1X2/(n1n2) + Eπ(X2/n2)2;

EπX
2
1 = V πX1 + (EπX1)2 = n1π(1− π)

N − n1

N − 1
+ n2

1π
2;

Eπ(X1X2) = Eπ{X1E(X2|X1)} = Eπ(n2X
2
1/n1) = n2π(1− π)

N − n1

N − 1
+ n1n2π

2;

EπX
2
2 = Eπ(n2

X1

n1
(1−X1

n1
)+n2

2(
X1

n1
)2) = n2π+

n2(n2 − 1)

n1

N − n1

N − 1
π(1−π)+n2(n2−1)π2.

I�ra²¦ i� dispersijos i²rai²k¡ ir sutrauk¦ pana²iuosius narius, gausime

V π(X1/n1 −X2/n2) =
(n1 − 1)N

n1n2(N − 1)

M

N
(1− M

N
), π =

M

N
.

I.1.7. A. d. X skirstinys yra hipergeometrinis X ∼ H(N,M,n).

I.1.8. Partijos pri
emimo tikimyb
e

P{X ≤ c|M} =

c∑
m=0

h(m|N, M, n) = H(c|N, M, n),

£ia h(m|N, M, n) = CmMC
n−m
N−M/C

n
N .

I.1.9. a) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xn)T koordinat
es priklausomos: koor-
dinat
e Xi negali i�gyti reik²m
es yj , jei kuri nors kita koordinat
e jau i�gijo ²i¡ reik²m¦. A. v.
X galimos reik²m
es yra visi galimi skirtingi rinkiniai (yi1 , yi2 , ..., yin)T i² aib
es {y1, ..., yN}
(visi indeksai i1, i2, ..., in skirtingi); ju� i�gijimo tikimyb
es visos vienodos ir lygios 1/CnN .

b)

EY =

n∑
i=1

EXi =
n

N

N∑
i=1

yi = nȳ;

EY 2 = E(

n∑
i=1

X2
i +

∑
i6=j

XiXj) =
n

N

N∑
j=1

y2
j +

n(n− 1)

N(N − 1)

∑
i 6=j

yiyj =

n

N

N∑
j=1

y2
j +

n(n− 1)

N(N − 1)
[(

N∑
i=1

yi)
2 −

N∑
i=1

y2
i ].

Gauname

V Y = EY 2 − (EY )2 =
n(N − n)

N(N − 1)

N∑
i=1

y2
i −

n(N − n)

N2(N − 1)
(

N∑
i=1

yi)
2.

Jeigu paºym
esime s2
y = 1

N

∑N
i=1(yi − ȳ)2 aib
es reik²miu� dispersij¡, tai V Y = ns2

y(N −
n)/(N − 1).

c) Tarkime, vienetu� skai£ius aib
eje ON lygus M . Tada Y ∼ H(N, M, n).

I.1.10. a) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xn)T koordinat
es yra nepriklausomos;
a. v. X reik²m
es yra visi galimi rinkiniai (yi1 , yi2 , ..., yin)T , kuriu� kiekviena koordinat
e
nepriklausomai nuo kitu� gali i�gyti reik²mes y1, ..., yN su tikimyb
emis 1/N , t. y. kiekvieno
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rinkinio tikimyb
e yra 1/Nn; b) EY = nȳ, V Y = ns2
y; c) Jeigu vienetu� skai£ius aib
eje

yra M , tai Y ∼ B(n, p), p = M/N .

I.1.11. Jungtin
es imties (XT , Y T )T tikimybinis skirstinys nusakomas tikimyb
emis
P{X1 = k1, ..., Xm = km, Y1 = l1, ..., Yn = ln} = λk1+...+km

1 e−mλ1λl1+...+ln
2 e−nλ2/

(k1!...km!l1!...ln!), 0 < λ1, λ2 <∞, kj , li = 0, 1, · · · . Jeigu λ1 = λ2 = λ, tai ²i tikimyb
e
yra λk1+...+km+l1+...+ln e−(m+n)λ/(k1!...km!l1!...ln!).

I.1.12. c) Jungtin
es imties (X1, ..., Xm, Y1, ..., Yn)T tikimybinio tankio funkcija yra∏m
i=1 ϕ(xi|µ1, σ1)

∏n
j=1 ϕ(yj |µ2, σ2), −∞ < µ1, µ2 < ∞, 0 < σ1, σ2 < ∞; £ia

ϕ(z|µ, σ) � normaliojo skirstinio N(µ, σ2) tankio funkcija. Atveju a) reikia i�ra²yti
µ1 = µ2 = µ, o atveju b) σ1 = σ2 = σ.

I.1.13. Imties tankio funkcija yra
∏n
i=1 ϕ(xi, yi|µ, Σ), µ = (µ1, µ2)T ,−∞ <

µ1, µ2 < ∞, Σ = [σij ]2×2, 0 < σ11, σ22 < ∞, σ12 = σ21 = ρ
√
σ11σ22,−1 < ρ < 1; o

ϕ(x, y|µ, Σ) � dvima£io normaliojo skirstinio N2(µ, Σ) tankio funkcija. Jeigu a. d. X
ir Y marginalieji skirstiniai vienodi, tai reikia i�ra²yti µ1 = µ2 = µ, σ11 = σ22 = σ2.

I.1.14. Atsitiktinio vektoriaus X skirstinys yra n-matis normalusis Nn(µ, Σ), kurio
vidurkiu� vektorius µ = (µ, ..., µ)T , −∞ < µ < ∞; kovariacin
es matricos Σ = [σij ]n×n
elementai ant pagrindin
es i�striºain
es yra σ2, 0 < σ < ∞; elementai ant i�striºainiu�,
gretimu� pagrindinei, yra ρσ2, −1 < ρ < 1, o visi kiti elementai lygu	s 0.

I.1.15. Jungtin
es imties X pasiskirstymo funkcija F priklauso absoliu£iai tolydºiu�
(n1 + ... + nm)-ma£iu� pasiskirstymo funkciju� aibei F : a) F yra aib
e pasiskirstymo
funkciju�

∏m
j=1

∏nj
i=1 F (xij − µj), −∞ < µ1, ..., µm < ∞; b) F yra aib
e pasiskirstymo

funkciju�
∏m
j=1

∏nj
i=1 F (xij/σj), 0 < σ1, ..., σm < ∞; c) F yra aib
e pasiskirstymo funk-

ciju�
∏m
j=1

∏nj
i=1 F ((xij − µj)/σj), −∞ < µ1, ..., µm < ∞, 0 < σ1, ..., σm < ∞; d) F

yra aib
e pasiskirstymo funkciju�
∏m
j=1

∏nj
i=1 Fj(xij); £ia F, Fj � vienmat
es absoliu£iai

tolydºios pasiskirstymo funkcijos.

I.1.16. Imties X pasiskirstymo funkcija F priklauso absoliu£iai tolydºiu� n-ma£iu�
pasiskirstymo funkciju� aibei F pavidalo

∏n
i=1 Fi(xi); £ia F1, ..., Fn � vienmat
es absoliu£iai

tolydºios pasiskirstymo funkcijos. Jeigu imtis paprastoji, tai pasiskirstymo funkcijos
F1, ..., Fn vienodos.

I.1.17. Imties nario X(i) pasiskirstymo funkcija F priklauso absoliu£iai tolydºiu� n-
ma£iu� pasiskirstymo funkciju� aibei F = {F (x1, ..., xn) : F (x,∞, ...,∞)
= F (∞, x, ...,∞) = ... = F (∞,∞, ..., x),−∞ < x <∞}.

I.1.18. Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xn)T tikimybinio tankio funkcija yra
(
√

2πσ)−n exp{− 1
2σ2

∑n
i=1(xti − x0 − vti)2}, −∞ < x0, xt1 , ..., xtn <∞, v > 0.

I.1.19. I� I.1.18 pratimo tankio formul¦ reikia i�ra²yti x0 = 0.

I.1.20. A. v. X = (X1, ..., Xn)T tikimybinio tankio funkcija yra

(
√

2πσ)−n exp{− 1

2σ2

k∑
i−1

x2
i } exp{− 1

2σ2

n∑
i=k+1

(xi − µ)2},

kai −∞ < x1, ..., xn <∞, −∞ < µ <∞, σ > 0.
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I.1.2 skyrelis

I.1.21. Paºym
ekime p = P{X ≤ 0} = Φ(−0, 5). Remiantis [2], 2.1.3 teorema

√
n
F̂n(0)− p√
p(1− p)

d→ Z ∼ N(0, 1).

Randame

Pp{|F̂n(0)− p| ≤ ε} = Pp{−ε
√
n/(p(1− p)) ≤

√
n
F̂n(0)− p√
p(1− p)

≤ ε
√
n/(p(1− p))}

≈ 2Φ(ε
√
n/(p(1− p)))− 1.

Kai n = 100, ε = 0, 1; 0, 05, gauname apytiksles tikimybiu� reik²mes 0,9696; 0,7210.

I.1.22. Paºym
ekime Dn = supx |F̂n(x) − F (x)|. Tada remiantis Kolmogorovo teo-
rema ([2], 2.1.4 teorema)

PF {Dn ≤ ε} = P{
√
nDn ≤

√
nε} ≈ K(ε

√
n).

Kai ε = 0, 1; 0, 05, o n = 50, tai ε
√
n = 0, 7071; 0, 35355. Gauname apytiksles tikimybiu�

reik²mes K(0, 7071) = 0, 3006; K(0, 35355) = 0, 0004. Kai ε = 0, 1; 0, 05, o n = 100, tai
ε
√
n = 1; 0, 5. Gauname apytiksles tikimybiu� reik²mes K(1) = 0, 7300; K(0, 5) = 0, 0361.

I.1.23. Tegu p = P{X = 2} = 32e−3/2 ≈ 0, 224, o p̂n = Sn/n, kai Sn yra imties
elementu�, i�gijusiu� reik²m¦ 2, skai£ius. Kadangi Sn ∼ B(n, p), tai remiantis CRT

√
n(p̂n − p)

d→ Z ∼ N(0, p(1− p)).

Gauname nelygyb¦ n atºvilgiu

Pp{|p̂n − p| ≤ 0, 05} = Pp{−0, 05
√
n/(p(1− p))) ≤

≤
√
n

p̂n − p√
p(1− p)

≤ 0, 05
√
n/(p(1− p))}

≈ 2Φ(0, 05
√
n/(p(1− p)))− 1 ≥ 0, 95.

I² £ia
0, 05

√
p(1− p)/n ≥ z0,025 ⇔ n ≥ z2

0,025p(1− p)/0, 052 = 267, 095.

Taigi imties didumas n ≥ 268.

I.1.24. a) Sugrupav¦ duomenis ilgio h = 10 intervalais gauname grupuotosios imties
realizacij¡

X ′i 5 15 25 35 45 55 65
ni 1 6 26 37 24 5 1

�ioje lentel
ejeX ′i yra i-ojo intervalo vidurys, o ni � stebiniu�, patekusiu� i� i-¡ji� interval¡,
skai£ius.

b) Empirin
es pasiskirstymo realizacijos Fn(x) gra�kas gaunamas braiºant funkcij¡,
kuri kinta didumo ni/n ²uoliukais ta²kuose X ′i.
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Histogramos fn(x) gra�kas gaunamas braiºant sta£iakampius stulpelius, kuriu� auk²tis
i-ame intervale ni/(nh) = ni/(10n).

Apie grupavimo intervalu� ilgio parinkim¡ ir branduolinius tankio i�vertinius ºr. [2],
2.6.2 ir 2.6.3 skyrelius.

I.1.25. Neºinomu� parametru� i�vertiniu� realizacijos yra µ̂ = X̄ = 34, 75; σ̂ = s =
10, 56.

Vizualus palyginimas su normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija daºnai atlieka-
mas braiºant empirin
es pasiskirstymo funkcijos gra�ke funkcij¡ Φ((x− X̄)/s).

Analogi²kai, vizualiai lyginant su normaliojo skirstinio tankiu daºnai histogramos
gra�ke pavaizduojama funkcija ϕ((x− X̄)/s)/s.

Pateiktieji palyginimai n
era vaizdu	s. Jeigu paprastoji imtis X1, X2, ..., Xn gauta ste-
bint normalu�ji� a. d. X ∼ N(µ, σ2), tai a. d. Yi = Φ((Xi − µ)/σ) ∼ U(0, 1) turi tolygu�ji�
intervale [0; 1] skirstini�. Tod
el ta²kai (Y(i); i/n), i = 1, 2, ..., n, bus i²sid
est¦ apie vienetinio
kvadrato i�striºain¦.

A. d. Ŷi = Φ(Ẑi), Ẑi = (Xi − X̄)/s n
era tolygiai pasiskirst¦ intervale [0; 1]; be to, jie
yra priklausomi. Ta£iau esant pakankamai dideliam imties didumui n, ta²kai (Ŷ(i); i/n)
irgi bus i²sid
est¦ apie vienetinio kvadrato i�striºain¦.

�i� princip¡ galima panaudoti ir vizualiai lyginant histogram¡ su teoriniu tankiu. Su-
dalinkime interval¡ [0; 1] i�, pavyzdºiui, 10 vienodo ilgio intervalu�. Sugrupuokime a. d.
Ŷ1, Ŷ2, ..., Ŷn i� intervalus [0; 0, 1]; (0, 1; 0, 2]; ...; (0, 9; 1, 0]. Tarkime, steb
ejimu�, patekusiu� i�
²iuos intervalus, skai£iai yra m1,m2, ...,m10. Pagal ²iuos duomenis braiºoma histograma,
t. y. auk²£io mi/(0, 1n) = mi/10 stulpelius i-ame intervale. �i¡ histogram¡ vizualiai ly-
giname su skirstinio U(0, 1) tankiu f(x) ≡ 1, kai x ∈ [0; 1], ir f(x) ≡ 0, kai x < 0 arba
x > 1.

�is palyginimas turi tam tikru� privalumu� lyginant su pradiniu� duomenu� grupavimu
i� vienodo ilgio intervalus. Tada i� kra²tinius intervalus patenka maºiau stebiniu� ir pa-
lyginimas ²iuose intervaluose yra maºiau tikslus negu centriniuose intervaluose. Be to,
lyginimas su tiesine funkcija yra vaizdesnis negu su kreivalinijine funkcija ϕ((x−X̄)/s)/s.

Apie formalius suderinamumo kriterijus, kai tikrinama prielaida, kad turima papras-
tosios imties realizacija neprie²tarauja prielaidai, kad stebimas a. d., turintis konkretu�
skirstini� ar priklausantis parametrinei skirstiniu� ²eimai, ºr. 3 skyriuje.

I.1.3 skyrelis

I.1.26. Statistikos X(1) tankio funkcija

f1(x) = 2ne−2n(x−µ), x > µ.

Randame

Pµ{X(1) − µ ≤ 0, 05} =

∫ µ+0,05

µ

f1(x)dx = 1− e−2n0,05 = 1− e−5 = 0, 9933.

I.1.27. a) Atlikime transformacij¡
Z1 = X(1) − µ,
Z2 = X(2) −X(1),
......................,
Zn = X(n) −X(n−1).
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Atvirk²tin
e transformacija 
X(1) = Z1 + µ,
X(2) = Z2 + Z1 + µ,
......................,
X(n) = Zn + ...+ Z1 + µ.

Pakeitimo jakobianas J lygus 1. Variacin
es eilut
es (X(1), ..., X(n))
T tankio funkcija

f(x1, ..., xn) =
n!

σn
e−(x1−µ)/σ · ... · e−(xn−µ)/σ, µ < x1 < ... < xn <∞.

Atlik¦ kintamu�ju� keitim¡, gauname a. v. (Z1, ..., Zn)T tankio funkcij¡

g(z1, ..., zn) = (n/σ)e−(n/σ)z1((n− 1)/σ)e−((n−1)/σ)z2 · ... · (1/σ)e−(1/σ)zn ,

kai 0 < z1, ..., zn < ∞. Matome, kad a. d. Z1, ..., Zn nepriklausomi; Zi ∼ E((n − i +
1)/σ), i = 1, ..., n. Gauname 2nZ1/σ = 2n(X(1) − µ)/σ ∼ χ2(2), o suma

n∑
i=2

(X(i) −X(1)) = (n− 1)Z2 + (n− 2)Z3 + ...+ Zn ∼ G(1/σ, n− 1),

nes a. d. (n− i+ 1)Zi ∼ G(1/σ, 1). Tada (2/σ)
∑n
i=2(X(i) −X(1)) ∼ χ2(2(n− 1)).

Gauname

T =
n(X(1) − µ)

W
=

(2/σ)n(X(1) − µ)/2

(2/σ)
∑n
i=2(X(i) −X(1))/(2(n− 1))

∼ F (2, 2(n− 1)).

b) Remiantis p. a) a. d. X(1) − µ ∼ E(n/σ), taigi X(1) ∼ E(n/σ, µ).
c) Imdami p. a) µ = 0 ir σ = 1/λ, gausime, kad a. d. Y1, ..., Yn yra nepriklausomi ir

Yi ∼ E(λ), i = 1, ..., n.

I.1.28. A. v. (Y(1), ..., Y(n))
T = (F (X(1)), ..., F (X(n)))

T yra variacin
e eilut
e, gauta
stebint a. d. Y ∼ U(0, 1); jo tankis lygus n!, kai 0 < y1 < ... < yn < 1. Atlikime
transformacij¡ 

Z1 = Y(1)/Y(2),
Z2 = (Y(2)/Y(3))

2,
......................,
Zn−1 = (Y(n−1)/Y(n))

n−1,
Zn = Y(n).

Atvirk²tin
e transformacija
Y(1) = ZnZ

1/(n−1)
n−1 · ... · Z1/2

2 Z1

Y(2) = ZnZ
1/(n−1)
n−1 · ... · Z1/2

2

......................,

Y(n−1) = ZnZ
1/(n−1)
n−1 ,

Y(n) = Zn.

Pakeitimo jakobianas J = zn−1
n /(n − 1)!. Atlik¦ kintamu�ju� keitim¡ gauname, kad a. v.

(Z1, ..., Zn−1, Zn)T tankio funkcija yra nzn−1
n . Suintegrav¦ pagal zn, gauname a. v.
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(Z1, ..., Zn−1)T tanki�, kuris lygus 1, kai 0 < z1, ..., zn−1 < 1. Taigi a. d. Z1, ..., Zn−1

yra nepriklausomi ir kiekvienas i² ju� turi tolygu�ji� skirstini� U(0, 1).

I.1.29. Atsitiktinio vektoriaus (X(m), Y(n))
T tankio funkcija f(x, y) = mnxm−1yn−1

vienetiniame kvadrate 0 < x, y < 1. Randame

P{X(m)/Y(n) ≤ z} =

∫ 1

0

nyn−1

∫ zy

0

mxm−1dxdy =
n

m+ n
zm, 0 < z < 1;

P{X(m)/Y(n) ≤ z} = 1−
∫ 1

0

mxm−1

∫ x/z

0

nyn−1dydx = 1− m

m+ n

1

zn
, 1 < z <∞.

Diferencijuodami randame tankio funkcij¡

g(z) =
mn

m+ n
zm−1, kai 0 < z < 1,

g(z) =
mn

m+ n

1

zn+1
, kai 1 < z <∞.

I.1.30. Empirin
es medianos Xk+1 skirstinys (ºr. [2], 2.3 skyreli�) yra Be(k+1, k+1).
Tada (ºr. 1 priedo 1.P.2 lentel¦)

V X(k+1) =
k + 1

2(k + 1)

k + 1

2(k + 1)

1

2(k + 1) + 1
=

1

4(2k + 3)
.

I.1.31. Tegu 1 ≤ k1 < k2 ≤ n. A. d. F (X(k1)) ir F (X(k2)) yra pozicin
es statistikos
Y(k1) ir Y(k2), gautos stebint a. d. Y ∼ U(0, 1). �inome, kad Y(k1) ∼ Be(k1, n− k1 + 1),
Y(k2) ∼ Be(k2, n − k2 + 1). Taigi V (Y(k1)) = p1(1 − p1)/(n + 2), V (Y(k2)) = p2(1 −
p2)/(n+ 2); £ia p1 = k1/(n+ 1), p2 = k2/(n+ 1).

Atsitiktinio vektoriaus (Y(k1), Y(k2))
T tankio funkcija (ºr. [2], 2.3 skyreli�)

n!

(k1 − 1)!(k2 − k1 − 1)!(n− k2)!
yk1−1

1 (y2 − y1)k2−k1−1(1− y2)n−k2 , 0 < y1 < y2 < 1.

Turime

Cov (Y(k1), Y(k2)) = E(Y(k1)Y(k2))−EY(k1)EY(k2), EY(k1) =
p1

n+ 2
,EY(k2) =

p2

n+ 2
.

Randame

E(Y(k1)Y(k2)) = E(Y(k1) − Y(k1)(1− Y(k2))) =
p1(k2 + 1)

(n+ 2)
,

Cov (Y(k1), Y(k2)) = p1
k2 + 1

n+ 2
− p1

k2

n+ 1
= p1

n− k2 + 1

(n+ 1)(n+ 2)
=
p1(1− p2)

n+ 2
.

I.1.32. Remiantis [2], 2.3 skyreliu, a. d.

E(Wn) = n

∫ ∞
−∞

x[(F (x))n − (1− F (x))n]f(x)dx =
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−
∫ ∞
−∞

xd[1− (F (x))n − (1− F (x))n] =

∫ ∞
−∞

[1− (F (x))n − (1− F (x))n]dx.

I.1.33. Remiantis [2], 2.3 skyreliu, a. d. X(1) tankio funkcija

n(1− F (x))n−1f(x) = nλe−nλx; Eλ(X(1)) = 1/(nλ).

A. d. X(n) tankio funkcija

n(F (x))n−1f(x) = nλ(1− e−λx)n−1e−λx = nλ

n−1∑
j=0

Cjn−1(−1)je−λ(j+1)x,

Eλ(X(n)) = n
n−1∑
j=0

Cjn−1(−1)j/(λ(j + 1)2).

I.1.34. Randame − lnX
(j)
(n) ∼ E(n), j = 1, ..., k. Tada

− lnV = − lnX
(1)
(n) − ...− lnX

(k)
(n) ∼ G(n, k).

I.1.35. Atsitiktinio vektoriaus (X(1), ..., X(n))
T tankis yra

n!(λη/(Γ(η))n)xη−1
1 ...xη−1

n exp{−λ(x1 + ...+ xn)}

srityje 0 < x1 < x2 < ... < xn <∞. Atliekame transformacij¡
s = x1 + ...+ xn,
y2 = lnx2 − lnx1,
......................,
yn = lnxn − lnx1.

Atvirk²tin
e transformacija
x1 = s/(1 + ey2 + ...+ eyn)
x2 = sey2/(1 + ey2 + ...+ eyn)
......................,
xn = seyn/(1 + ey2 + ...+ eyn).

Pakeitimo jakobianas

J =

[
D(s, y2, ..., yn)

D(x1, x2, ..., xn)

]−1

=
x1x2...xn

x1 + ...+ xn
=

sn−1e1+y2+...+yn

(1 + ey2 + ...+ eyn)n
.

I�ra²¦ i� tankio formul¦ matome, kad jis lygus funkcijos, priklausan£ios tik nuo s, ir
funkcijos, priklausan£ios nuo y2, ..., yn, sandaugai. Taigi a. d. X1 + ... + Xn ir a. v.
(lnX(2) − lnX(1), ..., lnX(n) − lnX(1))

T yra nepriklausomi.

I.1.36. Atsitiktinio vektoriaus (X(1), ..., X(n))
T tankio funkcija yra f(x1, ..., xn) =

n!/(b− a)n srityje a < x1 < ... < xn < b. Atliekame transformacij¡
y1 = x1

y2 = (x2 − x1)/(xn − x1)
......................,
yn−1 = (xn−1 − x1)/(xn − x1),
yn = xn.
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Atvirk²tin
e transformacija 
x1 = y1

x2 = y2(yn − y1) + y1

......................,
xn−1 = yn−1(yn − y1) + y1,
xn = yn.

Pakeitimo jakobianas J = (yn − y1)n−2.
Atlik¦ keitim¡ gauname a. v. (Y1, Yn, Y2, ..., Yn−1)T tankio funkcij¡

n(n− 1)(yn − y1)n−2

(b− a)n−2
(n− 2)!, a < y1 < yn < b, 0 < y2, ..., yn−2 < 1.

Tankis yra sandauga a. v. (Y1, Yn)T tankio ir a. v. (Y2, ..., Yn−1)T tankio (n − 2)!. Tai
tankis variacin
es eilut
es, gautos pagal paprast¡j¡ a. d. Y ∼ U(0, 1) imti�, kurios didumas
n− 2.

I.1.37. A. v. (X1, ..., Xk+1)T tankio funkcija

f(x1, ..., xk+1) =
λη1+...+ηk+1

Γ(η1)Γ(η2)...Γ(ηk+1)
xη1−1

1 · ... · xηk+1−1
k+1 e−λ(x1+...+xk+1).

Atliekame transformacij¡ 
z1 = x1/(x1 + ...+ xk+1)
z2 = x2/(x1 + ...+ xk+1)
......................,
zk = (xk/(x1 + ...+ xk+1),
s = x1 + ...+ xk+1.

Atvirk²tin
e transformacija 
x1 = sz1

x2 = sz2

......................,
xk = szk,
xk+1 = s(1− z1 − ...− zk).

Pakeitimo jakobianas J = sk. Atlik¦ keitim¡ gauname tanki�

λη1+...+ηk+1

Γ(η1)Γ(η2)...Γ(ηk+1)
(sz1)η1−1 · ... · (szk)ηk−1(s(1− z1 − ...− zk))ηk+1−1e−λssk.

Suintegrav¦ pagal s, gauname a. v. (Z1, ..., Zk)T tanki�

g(z1, ..., zk) =
Γ(η1 + ...+ ηk+1)

Γ(η1)Γ(η2)...Γ(ηk+1)
zη1−1

1 · ... · zηk−1
k (1− z1 − ...− zk)ηk+1−1,

kai zi > 0, z1+...+zk < 1. O tai yra Dirichl
e skirstinio D(η1, ..., ηk; ηk+1) tankio funkcija.
Kai k = 1, gauname beta skirstini� Be(η1, η2).
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I.1.38. Statistikos X(n) tankio funkcija yra nFn−1(x)f(x), 0 < x < θ; kai F ir f yra
a. d. X pasiskirstymo funkcija ir tankis. Kadangi F (x) = x/θ, f(x) = 1/θ, tai gauname,
kad X(n) tankis yra nxn−1/θn, kai 0 < x < θ.

I.1.39. Tegu Yi = (Xi − µ + θ/2)/θ. Tada Y1, ..., Yn yra paprastoji imtis a. d Y ∼
U(0, 1). Imties plotis X(n)−X(1) = (Y(n)−Y(1))θ. Rasime a. d. Y(n)−Y(1) pasiskirstymo
funkcij¡

G(z) = 1−P{Y(n) − Y(1) > z} = 1−
∫ 1−z

0

∫ 1

x+z

n(n− 1)(y − x)n−2dydx =

1−
∫ 1−z

0

n(n− 1)xn−1

∫ 1/x

(x+z)/x

(t− 1)n−2dtdx = nzn−1 − (n− 1)zn.

Diferencijuodami gauname tankio funkcij¡

g(z) = G′(z) = n(n− 1)zn−2(1− z), 0 < z < 1.

Taigi imties plotis Y(n) − Y(1) ∼ Be(n − 1, 2). A. d. X(n) − X(1) tankio funkcija yra
g(z/θ)/θ, 0 < z < θ.

I.1.40. Tegu Yi = (Xi − µ + θ/2)/θ ∼ U(0, 1), i = 1, ..., n. Tada Z = ((Y(1) +
Y(n))/2− 1/2)/(Y(n) − Y(1)), 0 < Y(1) < Y(n) < 1. Atlikime transformacij¡

U = Y(n) − Y(1), Z = ((Y(1) + Y(n))− 1)/(2(Y(n) − Y(1))).

Atvirk²tin
e transformacija

Y(1) = (U(2Z − 1) + 1)/2, Y(n) = (U(2Z + 1) + 1)/2.

Pakeitimo jakobianas |J | = U . Gauname a. v. (U,Z)T tankio funkcij¡ g(u, z) = n(n −
1)un−1. Reikia nustatyti argumentu� u, z kitimo sriti�. Gauname

0 < (u(2z − 1) + 1)/2 < (u(2z + 1) + 1)/2 < 1,

−1 < u(2z − 1) < u(2z + 1) < 1, (1− 1/u) < 2z < (1/u− 1).

Jeigu z > 0, tai 0 < u < 1/(1 + 2z); jeigu z < 0, tai 0 < u < 1/(1 − 2z). Taigi visais
atvejais 0 < u < 1/(1 + 2|z|), −∞ < z <∞.

A. d. Z tankio funkcij¡ gauname integruodami g(u, z) pagal u

f(z) =

∫ 1/(1+2|z|))

0

n(n− 1)un−1du = (n− 1)(1/(1 + 2|z|))n, −∞ < z <∞.

I.1.41. Nagrin
ekime logaritm¡

−n lnY = Z = − lnX1 − ...− lnXn ∼ G(1, n),

nes a. d. − lnXi ∼ E(1). Pereidami prie a. d Y = e−Z/n, gauname jo tanki�

g(y) =
nn

Γ(n)
yn−1(− ln y)n−1, 0 < y < 1.
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I.1.42. Fiksuokime statistik¡ X(k) = y. Tada antrosios imties elementu� i²sid
estym¡
galime interpretuoti kaip Bernulio eksperimentus: i�gijimas reik²m
es, ne didesn
es uº y su
tikimybe y, ir reik²m
es, didesn
es uº y su tikimybe 1−y. Taigi a. d. Z s¡lyginis skirstinys
yra binominis (Z|X(k) = y) ∼ B(n, y),

P{Z = z|X(k) = y} = Czny
z(1− y)n−z, z = 0, 1, ..., n.

Norint gauti bes¡lygini� Z skirstini�, reikia suvidurkinti pagal a. d. X(k) skirstini� X(k) ∼
Be(k,m− k + 1).

P{Z = z} = Czn
m!

(k − 1)!(m− k)!

∫ 1

0

yk+z−1(1− y)m+n−k−zdy =

CznC
k
m

Ck+z
m+n

k

k + z
, z = 0, 1, ..., n.

I.1.43. Binominio a. d. X ∼ B(n, p) r-asis faktorialinis momentas EX [r] = E(X(X−
1)...(X − r + 1)) = n[r]pr, r ≤ n. Taigi a. d. Z s¡lyginio skirstinio r-asis faktorialinis
momentas E(Z [r]|X(k)) = n[r]Xr

(k). Suvidurkin¦ pagal X(k) skirstini�, gausime

EZ [r] = n[r] m!

(k − 1)!(m− k)!

∫ 1

0

yk+r−1(1− y)m−kdy =
m!n!(k + r − 1)!

(k − 1)!(m+ r)!(n− r)!
.

I.1.44. Galima pasiu	lyti kelet¡ bu	du� i�rodyti ²i� fakt¡.
1. I�rodyti, kad a. d.

√
n(Y(k)− p)/

√
np(1− p) tankio funkcija konverguoja i� standar-

tinio normaliojo skirstinio tanki� ϕ(x). �is bu	das panaudotas [2], 2.4.2 teoremoje.
2. Pasinaudosime s¡ry²iu P{Y(k) < z} = P{Zn ≥ k}; £ia Zn ∼ B(n, z). Imdami

z = p + x/
√
n, gauname P{Y(k) < z} = P{

√
n(Y(k) − p) < x} = P{Zn ≥ k}, kai

Zn ∼ B(n, p+ x/
√
n). Taikydami CRT, gauname

P{Zn ≥ k} ≈ 1− Φ

(
k − np− x

√
n√

n(p+ x/
√
n)(1− p− x/

√
n)

)
=

1− Φ

 (k − np)/
√
np(1− p)− x/

√
p(1− p)√

1 + x/
√
np
√

1− x/
√
n(1− p)

→ Φ(x/
√
p(1− p)),

nes (k − np)/
√
n→ 0, x/

√
n→ 0.

I.1.45. Kadangi Yi = F (Xi) ∼ U(0, 1), tai a. d. Y ∼ U(0, 1) eil
es p kvantilio y(p)
empirinis analogas yra ŷ(p) = Y(k), kai k = [np], jei np sveikasis skai£ius, ir k = [np] + 1
kitu atveju; bet kuriuo atveju k/n→ 0, kai n→∞. Remiantis I.1.44 pratimu

√
n(ŷ(p)− p) d→ Z ∼ N(0, p(1− p)).

Kadangi x̂(p) = F−1(ŷ(p)), x(p) = F−1(y(p)), tai remiantis delta metodu

√
n(x̂(p)− x(p))

d→ U ∼ N(0, σ2(p)),
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£ia
σ2(p) = [(F−1)′(p)]2p(1− p) = p(1− p)/f2(x(p)).

I.1.46. Tvirtinimas yra i²vada i² a. v. (x̂(p1), x̂(p2))T asimptotikos, pateiktos [2],
2.4.3 teoremoje.

I.1.47. Pakanka I.1.46 pratime i�ra²yti p1 = 1/4, p2 = 3/4; jeigu tankis simetri²kas,
tai f(x(1/4)) = f(x(3/4)).

I.1.48. Kadangi f2(µ|µ, σ) = 1/(π2σ2), tai a. d. x̂(1/2) asimptotin
e dispersija yra
π2σ2/(4n); f2(µ+σ|µ, σ) = 1/(4π2σ2), tai a. d. σ̂ asimptotin
e dispersija yra π2σ2/(4n).

I.1.49. a) Prilygin¦ pasiskirstymo funkcij¡ tikimybei p

F (x) =
1

π
arctg

x− µ
σ

+
1

2
= p

gauname p kvantili�

x(p) = µ+ σ tg(π(p− 1/2)) = µ− σ tg(π(1/2− p)),

x(1− p)− x(p) = 2σ tg(π(1/2− p)), c(p) = 2 tg(π(1/2− p)).
Remiantis I.1.46 pratimu statistikos σ̂ asimptotin
e dispersija

σ2(p) =
1

c2(p)

2p(1− 2p)

f2(x(p))

σ2

n
=

π22p(1− 2p)

sin2(π(1− 2p))

σ2

n
.

Paºym
ej¦ z = π(1− 2p), gausime

σ2(p) =
z(π − z)

sin2 z

σ2

n
= h(z)

σ2

n
.

Kai z = π/2 (t. y. p = 1/4), tai h′(z) lygi nuliui ir kei£ia ºenkl¡ i² neigiamo i� teigiam¡.
Asimptotin
e dispersija minimali, kai p = 1/4; σ2(1/4) = π2σ2/(4n).

I.1.50. Kadangi f2(µ|µ, σ) = 1/(2πσ2), tai a. d. x̂(1/2) asimptotin
e dispersija yra
πσ2/(2n); 1/f2(µ+z1/4σ|µ, σ) = 2πez

2
1/4σ2, tai, remiantis I.1.44 pratimu, a. d. σ̂ asimp-

totin
e dispersija yra πez
2
1/4σ2/(8nz2

1/4) ≈ 1, 3605σ2/n.

I.1.51. a) Kadangi x(p) = µ− σzp, x(1− p) = µ+ σzp, tai c(p) = 2zp. b) Remiantis
I.1.46 pratimu statistikos σ̂ asimptotin
e dispersija

V (σ̂) = πp(1− 2p)ez
2
pσ2/(nz2

p).

Skaitiniais metodais minimizuodami ²i¡ funkcij¡ p atºvilgiu, gauname, kad minimumas
pasiekiamas, kai p = 0, 0692. Tada asimptotin
e dispersija yra 0, 7666σ2/n. Vietoje
kvartiliu� imdami kvantilius x(0, 0692) ir x(0, 9308) asimptotin¦ dispersij¡ sumaºiname
nuo 1, 3605σ2/n iki 0, 7666σ2/n.

Paºym
esime, kad a. d. s =
√
s2, kai s2 yra nepaslinktoji empirin
e dispersija, asimp-

totin
e dispersija (ºr. I.1.95 pratim¡) yra 0, 5σ2/n.

I.1.52. Kadangi f2(µ|µ, σ) = 1/(4σ2), tai a. d. x̂(1/2) asimptotin
e dispersija yra
σ2/n; 1/f2(µ + σ ln 2|µ, σ) = 16σ2, tai, remiantis I.1.46 pratimu, a. d. σ̂ asimptotin
e
dispersija yra σ2/(n ln2 2) ≈ 2, 0814σ2/n.
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I.1.53. a) Randame x(p) = µ+ σ ln(2p), x(1− p) = µ− σ ln(2p) ir c(p) = −2 ln(2p).
b) Remiantis I.1.46 pratimu statistikos σ̂ asimptotin
e dispersija

σ2(p) =
1− 2p

2p ln2(2p)

σ2

n
.

Skaitiniais metodais minimizuodami ²i¡ funkcij¡ p atºvilgiu, gauname, kad minimu-
mas pasiekiamas, kai p ≈ 0, 1015. Tada asimptotin
e dispersija yra 1, 5441σ2/n. Vietoje
kvartiliu� imdami kvantilius x(0, 1015) ir x(0, 8985) asimptotin¦ dispersij¡ sumaºiname
nuo 2, 0814σ2/n iki 1, 5441σ2/n.

I.1.54. Statistika F (x̂) yra empirin
e mediana, gauta stebint a. d. Y ∼ U(0, 1).
Tvirtinimas i²plaukia i² I.1.44 pratimo.

I.1.55. A. d. X ∼ E(λ) mediana x(1/2) = ln 2/λ. Remiantis I.1.45 pratimu

λ
√

2n+ 1(x̃− ln 2/λ)
d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.56. A. d. Sk ∼ Be(k, n−k+1). Remiantis s¡ry²iu su gama skirstiniu (ºr. 1 priedo
1.P.3 lentel¦) Sk = Y/(Y+Z); £ia Y ir Z nepriklausomi ir Y ∼ G(1, k), Z ∼ G(1, n−k+1).
Jeigu k �ksuotas, o n→∞, tai

nSk = Y/((Y + Z)/n)
d→ Y ∼ G(1, k),

nes Y + Z ∼ G(1, n+ 1) ir remiantis didºiuoju skai£iu� d
esniu

Y + Z

n
=
Y + Z

n+ 1

n+ 1

n

P→ 1, n→∞.

I.1.57. Pagal I.1.56 pratim¡ a. d. Uk = nF (X(k))
d→ Y ∼ G(1, k). Kadangi F (x) =

(x−a)/(b−a), a < x < b, tai a. d. X(k) = a+ (b−a)Uk/n. Taigi a. d. X(k)−a skirstinys
aproksimuojamas gama skirstiniu G(n/(b− a), k).

A. d. Vk = n(1 − F (X(n−k+1)))
d→ Y ∼ G(1, k), o X(n−k+1) = b − (b − a)Vk/n yra

a. d. Vk tiesin
e funkcija.

I.1.58. Eksponentinio skirstinio E(λ) pasiskirstymo funkcija F (x) = 1− e−λx. I² ly-
gyb
es Uk = nF (X(k)) = n(1−e−λX(k)) gauname X(k) = −(1/λ) ln(1−Uk/n) ≈ Uk/(nλ).
Kadangi Uk skirstinys aproksimuojamas skirstiniu G(1, k), tai a. d. X(k) skirstini� galima
aproksimuoti skirstiniu G(nλ, k).

I² lygyb
es Vk = n(1−F (X(n−k+1))) gauname X(n−k+1) = −(1/λ)(lnVk− lnn). A. d.
Vk skirstinys aproksimuojamas gama skirstiniu G(1, k). Tada − lnVk aproksimuojamas
skirstiniu, kurio tankis

g(y) =
1

(k − 1)!
e−kye−λe

−y
.

Matome, kad a. d. X(n−k+1) asimptotinis skirstinys yra dvigubo eksponentinio (eks-
tremaliu� reik²miu�) tipo.
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I.1.4 skyrelis

I.1.59. Gauname X̄ = 1
n

∑k
i=1 niX̄i, n = n1 + ...+ nk;

s2 = {
k∑
i=1

(ni − 1)s2
i +

k∑
i=1

niX̄
2
i − nX̄2}/(n− 1).

I.1.60. Gauname I tipo kino juostoms X̄(1) = 22, 333, (s(1))2 = 11, 278; II tipo kino
juostoms X̄(2) = 18, 282, (s(2))2 = 12, 368.

I.1.61. Gauname X̄n+1 = (nX̄n +Xn+1)/(n+ 1);

s2
n+1 = [(n− 1)s2

n + nX̄2
n − (n+ 1)X̄2

n+1]/n.

I.1.62. Remsim
es charakteristiniu� funkciju� i²rai²komis i² 1 priedo 1.P.2-1.P.3 lenteliu�.
a) a. d. X ∼ N(µ, σ2) charakteristin
e funkcija ϕX(t) = eiµt−t

2σ2/2; tada a. d. X̄

charakteristin
e funkcija ϕX̄(t) = eiµt−t
2σ2/(2n), t. y. X̄ ∼ N(µ, σ2/n);

b) a. d. X ∼ K(µ, σ) charakteristin
e funkcija ϕX(t) = eiµt−|t|σ; tada a. d. X̄ charak-
teristin
e funkcija ϕX̄(t) = eiµt−|t|σ, t. y. X̄ ∼ K(µ, σ);

c) a. d. X ∼ G(λ, η) charakteristin
e funkcija ϕX(t) = (λ/(λ − it))η; tada a. d. nX̄
charakteristin
e funkcija ϕnX̄(t) = (λ/(λ− it))nη, t. y. nX̄ ∼ G(λ, nη);

d) a. d. X ∼ B(k, p) charakteristin
e funkcija ϕX(t) = (q + peit)k; tada a. d. nX̄
charakteristin
e funkcija ϕnX̄(t) = (q + peit)kn, t. y. nX̄ ∼ B(nk, p);

e) a. d. X ∼ P(λ) charakteristin
e funkcija ϕX(t) = eλ(eit−1); tada a. d. nX̄ charak-
teristin
e funkcija ϕnX̄(t) = enλ(eit−1), t. y. nX̄ ∼ P(nλ).

I.1.63. A. d. X̄ − Ȳ ∼ N(µ1 − µ2, σ
2((1/m) + (1/n))) arba Z = (X̄ − Ȳ − (µ1 −

µ2))/(σ2((1/m) + (1/n))) ∼ N(0, 1). Toliau s2
1(m− 1)/σ2 ∼ χ2(m− 1), s2

2(n− 1)/σ2 ∼
χ2(n − 1), tada V = [s2

1(m − 1) + s2
2(n − 1)]/σ2 ∼ χ2(m + n − 2). Pagal Stjudento

skirstinio apibr
eºim¡

t =
Z√

V/(m+ n− 2)
∼ S(m+ n− 2).

I.1.64. Tegu i-osios imties elementai yra Xi1, ..., Xini , i = 1, ..., k. Nagrin
ekime
d
estini�

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − µ)2/σ2 =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − X̄i + X̄i − X̄ + X̄ − µ)2/σ2 =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − X̄i)
2/σ2 +

k∑
i=1

ni(X̄i − X̄)2/σ2 + n(X̄ − µ)2/σ2.

Kair
eje lygyb
es pus
eje turime kvadratin¦ form¡, kuri turi χ2 skirstini� su n laisv
es laipsniu�.
De²in
eje pus
eje pirmasis d
emuo yra U =

∑k
i=1(ni − 1)s2

i /σ
2 ∼ χ2(n − k). Kadangi

X̄ ∼ N(µ, σ2/n), tai paskutinis d
emuoW ∼ χ2(1). Remiantis Fi²erio ir Ko£reno teorema
(ºr. [15], 3b.4 skyreli�) vidurinysis de²in
es pus
es narys V ∼ χ2(k − 1) ir U, V,W yra
nepriklausomi.
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I.1.65. I²plaukia i² Fi²erio skirstinio apibr
eºimo.

I.1.66. Tegu Zi = X1i −X2i,EZi = µ1 − µ2,V Zi = σ2 = σ2
1 + σ2

2 − 2ρσ1σ2. A. d.
Z1, ..., Zn yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. Z ∼ N(µ1 − µ2, σ

2). Remiantis [2],
2.5.1 teorema

√
n(Z̄ − (µ1 − µ2))/sZ ∼ S(n− 1), Z̄ =

n∑
i=1

Zi/n, s2
Z =

n∑
i=1

(Zi − Z̄)2/(n− 1).

Ta£iau

s2
Z =

1

n− 1

n∑
i=1

(X1i−X2i− (X̄1− X̄2))2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(X1i− X̄1)2 +
1

n− 1

n∑
i=1

(X2i− X̄2)2

−2
1

n− 1

n∑
i=1

(X1i − X̄1)(X2i − X̄2) = s2
1 + s2

2 − 2rs1s2.

I.1.67. Randame

Z̄ − X̄ =
m

m+ n
(Ȳ − X̄), E(Z̄ − X̄) =

m

m+ n
(EYi −EXi);

V (Z̄ − X̄) =
m2

(m+ n)2
(
σ2

m
+
σ2

n
) =

mσ2

n(m+ n)
.

I.1.68. Randame V X = σ2, F (X) ∼ U(0, 1),V (F (X)) = 1/12,

Cov (X,F (X)) = Cov (X − µ, F (X)) = E((X − µ)F (X)) =∫ ∞
−∞

x− µ
σ

Φ(
x− µ
σ

)ϕ(
x− µ
σ

)dx =
σ√
2π

∫ ∞
−∞

tΦ(t)e−t
2/2dt =

− σ√
2π

∫ ∞
−∞

Φ(t)de−t
2/2 =

σ

2π

∫ ∞
−∞

e−t
2

dt =
σ

2
√
π
.

Gauname ρ(X,F (X)) = Cov (X,F (X))/
√
V XV (F (X)) =

√
3/π.

I.1.69. Imdami SS(α, β) i²vestines pagal α ir β ir prilygin¦ i²vestines nuliui, gauname
lyg£iu� sistem¡

2
∑
i

(Yi − α− β(xi − x̄)) = 0,

2
∑
i

(Yi − α− β(xi − x̄))(xi − x̄) = 0.

I²sprend¦ gauname α̂ = Ȳ , β̂ =
∑
i Yi(xi−x̄)/

∑
i(xi−x̄)2. A. d. α̂ ir β̂ turi normaliuosius

skirstinius, nes yra normaliu�ju� a. d. Yi tiesiniai dariniai. Randame V (α̂) = σ2/n, V (β̂) =

σ2/
∑
i(xi − x̄)2 ir Cov (α̂, β̂) = 0. Taigi a. d. α̂ ir β̂ yra nepriklausomi. Nesunku

patikrinti, kad Cov (α̂, Yi − α̂− β̂(xi − x̄)) = 0, Cov (β̂, Yi − α̂− β̂(xi − x̄)) = 0. Tod
el
SSE nepriklauso nuo α̂ ir β̂.
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Nagrin
ekime kvadratin¦ form¡∑
i

(Yi−α−β(xi− x̄))2/σ2 =
∑
i

[(Yi− α̂− β̂(xi− x̄)) + (α̂−α) + (β̂−β)(xi− x̄)]2/σ2 =

SSE/σ
2 + n(α̂− α)2/σ2 + (β̂ − β)2

∑
i

(xi − x̄)2/σ2,

nes visos dvigubos sandaugos lygios nuliui. Kair
eje lygyb
es pus
eje kvadratin
e forma turi
χ2 skirstini� su n laisv
es laipsniu�. De²in
eje pus
eje du paskutiniai nariai turi χ2 skirstinius
su 1 laisv
es laipsniu. Remiantis Fi²erio ir Ko£reno teorema (ºr. [15], 3b.4 skyreli�),
SSE/σ

2 turi χ2 skirstini� su n− 2 laisv
es laipsniais.

I.1.70. A. d. Yj turi normalu�ji� skirstini�, nes yra normaliu�ju� a. d. tiesinis darinys.
Tiesiogiai patikriname, kad V Yj = σ2, Cov (Yj , Yj′) = 0, j 6= j′. Taigi a. d. Y1, ..., Yn−1

yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦ pagal N(0, σ2).

I.1.71. Ed =
∑n
i=1 E|Xi − µ|/n = E|Xi − µ|,V d = V |Xi − µ|/n. Randame

E|Xi − µ| =
2√
2πσ

∫ ∞
0

(x− µ)e−(x−µ)2/(2σ2)dx =
2σ√
2π

∫ ∞
0

te−t
2/2dt =

√
2

π
σ;

V d = V |Xi − µ|/n = [E(Xi − µ)2 − (E|Xi − µ|)2]/n = σ2(1− 2/π)/n.

I.1.72. Randame

EX̄ =
1

n

∑
i

EXi = µ; V X̄ =
1

n2

∑
i

V Xi =
σ2

n
.

Paºym
ekime Yi = Xi − µ, EYi = 0,EY 2
i = σ2,EY 3

i = µ3,EY
4
i = µ4. Tada

µ3(X̄) = E(X̄ − µ)3 =
1

n3
E(
∑
i

Yi)
3 =

1

n3
E(
∑
i

Y 3
i ) =

µ3

n2
,

nes kitose sumose bus d
emenys pavidalo Y 2
i Yj , i 6= j, arba pavidalo YiYjYl, i 6= j 6= l.

Kadangi Y1, ..., Yn nepriklausomi ir EYi = 0, tai tokiu� sumu� vidurkiai lygu	s nuliui.

µ4(X̄) =
1

n4
E(
∑
i

Yi)
4 =

1

n4
E(
∑
i

Y 4
i + 3

∑
i6=j

Y 2
i Y

2
j ) =

µ4 + 3(n− 1)σ4

n3
.

Randame

γ1(X̄) =
µ3(X̄)

V (X̄)3/2
=

µ3

σ3
√
n

=
γ1√
n

;

γ2(X̄) =
µ4(X̄)

V (X̄)2
− 3 =

1

n
(
µ4

σ4
− 3) =

γ2

n
.

Aritmetinio vidurkio asimetrija
√
n, o ekscesas n kartu� maºesni uº steb
eto a. d. asimetrij¡

ir eksces¡.

I.1.73. Pirmasis tvirtinimas yra CRT atskiras atvejis. Antrasis tvirtinimas i²plaukia
i² to, kad

√
m2

P→ σ.
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I.1.74. Tai atskiras atvejis CRT, nes X̄ yra suma vienodai pasiskirs£iusiu� a. d.,
Eλ(X̄) = λ, V λ(X̄) = λ/n.

I.1.75. Kadangi
√
n(X̄ − λ)

d→ Y ∼ N(0, λ), tai remiantis delta metodu (ºr. [2], 2.4
skyreli�)

√
n(g(X̄)− g(λ))

d→ Y g′(λ) ∼ N(0, λ[g′(λ)]2).

Kadangi g(λ) =
√
λ, [g′(λ)]2 = 1/(4λ), tai

2
√
n(
√
X̄ −

√
λ)

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.76. Kadangi
√
n(X̄ + 1/(2n)− λ)

d→ Y ∼ N(0, λ), tai remiantis delta metodu

√
n(g(X̄)− g(λ))

d→ Y g′(λ) ∼ N(0, λ[g′(λ)]2).

Kadangi g(λ) = λ2/3, [g′(λ)]2 = 4/(9λ2/3), tai

√
n

(X̄ + 1/(2n))2/3 − λ2/3

2λ1/6/3

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.77. Pirmasis tvirtinimas yra CRT atskiras atvejis. Antrasis tvirtinimas i²plaukia
i² to, kad X̄ P→ p.

I.1.78. Kadangi
√
n(X̄ − p) d→ Y ∼ N(0, p(1 − p)), tai remiantis delta metodu (ºr.

[2], 2.4 skyreli�)

√
n(g(X̄)− g(p))

d→ Y g′(p) ∼ N(0, p(1− p)[g′(p)]2).

Kadangi g(p) = arcsin(2p− 1), [g′(p)]2 = 1/(p(1− p), tai

√
n(arcsin(2X̄ − 1)− arcsin(2p− 1))

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.1.79. A. d. X ∼ U(0, θ) vidurkis ir dispersija yra EθX = θ/2, V θX = θ2/12. Tada
Eθ(2X̄) = θ, V θ(2X̄) = θ2/(3n) ir pritaikome CRT.

I.1.80. A. d. X(n) tankio funkcija fn(x) = nxn−1/θn, 0 < x < θ. Randame

EθX(n) =
n

n+ 1
θ, Eθ(X

2
(n)) =

nθ2

n+ 2
, V θ(X(n)) =

nθ2

(n+ 1)2(n+ 2)
.

Tada

Eθ(
n+ 1

n
X(n)) = θ, V θ(

n+ 1

n
X(n)) =

θ2

n(n+ 2)
= O(

1

n2
).

I.1.81. Remiantis I.1.79 pratimu
√
n(2X̄ − θ)

d→ Y ∼ N(0, θ2/3); g(θ) = ln θ,
[g′(θ)]2 = 1/θ2. Remiantis delta metodu

√
3n(ln(2X̄)− ln θ)

d→ X ∼ N(0, 1).
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I.1.82. Kadangi stebimo a. d. pirmieji momentai yra EpX = 1/p, V pX = q/p2, tai
tvirtinimas yra CRT atskiras atvejis.

I.1.83. Pagal I.1.82 pratim¡
√
n(X̄ − 1/p)

d→ Y ∼ N(0, q/p2), tai remiantis delta
metodu (ºr. [2], 2.4 skyreli�)

√
n(g(X̄)− g(1/p))

d→ Y g′(1/p) ∼ N(0, (q/p2)[g′(1/p)]2).

Kadangi g(1/p) = ln[(1+
√
q)/p−1/2], [g′(1/p)]2 = p2/q, tai i�ra²¦ gauname suformuluot¡

tvirtinim¡.

I.1.84. Centriniai empiriniai momentai nekinta kei£iant imties elementus Xi i� Yi =
Xi − µ. Tada EYi = 0,V Yi = V Xi = σ2

m2 =
1

n

n∑
i=1

(X1 − X̄)2 =
1

n

n∑
i=1

(Y1 − Ȳ )2 =
1

n

n∑
i=1

Y 2
i − Ȳ 2.

Randame

Em2 =
1

n

n∑
i=1

EY 2
i −EȲ 2 = σ2 − σ2

n
=
n− 1

n
σ2 6= σ2.

Nepaslinktoji empirin
e dispersija

s2 =
n

n− 1
m2 =

n

n− 1

1

n

n∑
i=1

(X1 − X̄)2, Es2 = σ2.

I.1.85. Turime Vm2 = E(m2)2 − (Em2)2, Em2 = (n− 1)σ2/n.

Em2
2 = E(a2 − Ȳ 2)2 = E(a2

2 − 2a2Ȳ
2 + Ȳ 4).

Ea2
2 =

1

n2
E(
∑
j

Y 2
j )2 =

µ4 + (n− 1)σ4

n
,

E(a2Ȳ
2) =

1

n3
E(
∑
j

Y 2
j (
∑
i

Y 2
i +

∑
i 6=k

YiYk)) =
µ4 + (n− 1)σ4

n2
,

EȲ 4 =
1

n4
E(
∑
j

Y 2
j +

∑
i 6=k

YiYk)2 =
1

n4
E(
∑
j

Y 4
j +

∑
j 6=l

Y 2
j Y

2
l

+2
∑
j

Y 2
j

∑
i 6=k

YiYk +
∑
i 6=k

YiYk
∑
i′ 6=k′

Yi′Yk′) =
µ4 + 3(n− 1)σ4

n3
.

Gauname

Em2
2 =

(n− 1)2

n3
µ4 +

(n− 1)(n2 − 2n+ 3)

n3
σ4.

At
em¦ (Em2)2 ir i²rikiav¦ narius n laipsniais, gauname

Vm2 =
µ4 − σ4

n
− 2µ4 − 2σ4

n2
+
µ4 − 3σ4

n3
=
µ4 − σ4

n
+O(

1

n2
).
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I.1.86. Statistika nak yra suma nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� a. d. Xk
1 , ...,

Xk
n su vidurkiais EXk

i = αk ir dispersijomis V Xk
i = EX2k

i − (EXk
i )2 = α2k − α2

k.
Pakanka pasinaudoti sustiprintu DSD ir CRT.

I.1.87. Statistika na yra suma nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� a. v. (X1
i , X

2
i ,

..., Xk
i )T , i = 1, 2, ..., n, su vidurkiu� vektoriumi α ir kovariaciju� matrica Σ = [σij ]k×k,

σij = Cov (Xi, Xj) = EXi+j − E(Xi)E(Xj) = αi+j − αiαj , i, j = 1, ..., k. Pakanka
pasinaudoti daugiamate CRT.

I.1.88. a)m2 = a2−X̄2; kadangi a2
P→ α2, a2

1
P→ α2

1, taim2 = a2−a2
1
P→ α2−α2

1 = σ2.
b) Nagrin
ejant empirin¦ dispersij¡ (ar kitus auk²tesniu� eiliu� centrinius empirinius mo-
mentus), nemaºinant bendrumo galima tarti, kad EX = α1 = 0, ir pradinius momentus
αj galima pakeisti centriniais µj , j = 2, 3, ...

Remiantis I.1.87 pratimu

√
n(X̄ − α1, a2 − α2)T

d→ Y ∼ N2(µ,Σ);

£ia µ = (0, 0)T , Σ = [σij ]2×2, σ11 = µ2, σ12 = µ3, σ22 = µ4 − σ4. Statistika m2 yra
momentu� X̄ ir a2 funkcija; m2 = g(X̄, a2) = a2− X̄2; g(α1, α2) = α2−α2

1; g
′
α1

(α1, α2) =
0, g′α2

(α1, α2) = 1. Remiantis delta metodu

√
n(m2 − σ2)

d→ Y ∼ N(0, µ4 − σ4),

arba √
n(m2 − σ2)/

√
µ4 − σ4 d→ Z ∼ N(0, 1).

Remiantis I.1.85 pratimu Vm2 = (µ4−σ4)/n+O(1/n2), tai (µ4−σ4)/n galima pakeisti
Vm2. Kadangi s2 = nm2/(n− 1), tai m2 galime pakeisti s2.

c) �r. [2], 2.5.1 teorem¡.

I.1.89. Kadangi
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√

σ2
1/n1 + σ2

2/n2

d→ Z ∼ N(0, 1),

tai reikia tik pasinaudoti tuo, kad s2
1
P→ σ2

1 , s
2
2
P→ σ2

2 .

I.1.90. Cov (X̄, s2) = Cov (Ȳ , s2), kai Yi = Xi − µ,EYi = 0,EY ki = µk.

Cov (Ȳ , s2) = E(Ȳ s2) =
1

n(n− 1)
E[
∑
i

Yi(
∑
j

Y 2
j −

1

n
(
∑
j

Y 2
j +

∑
j 6=l

YjYl))] =
µ3

n
.

I.1.91. Jeigu paºym
esime Yi = Xi − µ, tai

m3 =
1

n

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )3 = a3 − 3a2Ȳ + 2Ȳ 3.

Em3 = E[
1

n

n∑
i=1

Y 3
i −

3

n2

n∑
i=1

Y 2
i

n∑
j=1

Yj+



40 I. PARAMETRIN 
E STATISTIKA

2

n3
(

n∑
i=1

Y 2
i +

∑
i 6=j

YiYj)

n∑
l=1

Yl] =
(n− 1)(n− 2)

n2
µ3.

Analogi²kai gauname

Em4 =
(n− 1)(n2 − 3n+ 3)

n3
µ4 +

3(n− 1)(2n− 3)

n3
σ4.

Jeigu imsime statistikas

m∗3 =
n2

(n− 1)(n− 2)
m3, m∗4 =

[
m4 −

3(2n− 3)

n2 − 2n+ 3
m2

2

]
n(n2 − 2n+ 5)

(n− 1(n− 2)(n− 3))
,

tai Em∗3 = µ3, Em∗4 = µ4.

I.1.92. Kadangi

mk = C0
kak − C1

kak−1a1 + ...+ (−1)kak1

yra pradiniu� momentu� a1, ..., ak tolydi funkcija, tai remiantis daugiamate CRT (I.1.87
pratimas) statistikamk asimptoti²kai turi normalu�ji� skirstini�. Pagal delta metod¡ asimp-
totin
es dispersijos pagrindin
e dalis B2

k = ψTΣψ; vektorius ψ = (ψ1, ..., ψk)T gaunamas
imant mk dalines i²vestines ta²ke α (primename, kad nagrin
ejant centrinius momentus
galima imti α1 = 0, αj = µj).

Randame ψ1 = −kαk−1, ψ2 = ... = ψk−1 = 0, ψk = 1.

nB2
k = ψ2

1α2 + 2ψ1ψkαk+1 + ψ2
k(α2k − α2

k) =

µ2k − µ2
k − 2kµk−1µk+1 + k2µ2

k−1σ
2.

Normaliojo skirstinio atveju µ2r = σ2r(2r − 1)!!, µ2r+1 = 0.

I.1.93. Gauname analogi²kai ankstesniam pratimui taikydami delta metod¡ dvima£iu
atveju.

I.1.94. Kadangi funkcija H(λ) tolydi, o a. d. X̄ galioja CRT, t. y.
√
n(X̄ − λ)

d→
Y ∼ N(0, λ), tai, remdamiesi delta metodu, gauname

√
n

(
1

X̄3
− 1

λ3

)
d→ Y ∼ N(0, B2),

B2 = [H ′(λ)]2V X =
9

λ7
.

I.1.95. a) Atlikta transformacija s = H(s2) =
√
s2. Funkcija H tolydi, o statistikai

s2 galioja CRT. Remiantis delta metodu funkcijai s irgi galioja CRT, o asimptotin
es
dispersijos pagrindin
e dalis B2/n = [H ′(σ2)]2V s) = (µ4 − σ4)/(4nσ2).

Kai skirstinys normalusis, s momentus galima rasti remiantis tuo, kad (n−1)s2/σ2 ∼
χ2(n− 1).

b) Statistika g1 = H(m2,m3) = m3/
√
m3

2. Tegu H1 = H ′m2
(µ2, µ3) = −3µ3/(2σ

5),
H2 = H ′m3

(µ2, µ3) = 1/(σ3). Tada remiantis delta metodu asimptotin
es dispersijos
pagrindin
e dalis B2

1/n = [H2
1Vm2 + 2H1H2Cov (m2,m3) +H2

2Vm3]. I�ra²¦ dispersiju� ir
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kovariacijos i²rai²kas (I.1.90, I.1.91 pratimai) ir sutrauk¦ pana²iuosius narius, gausime
pratime pateikt¡ i²rai²k¡.

c) Statistika g2 = H(m2,m4) = m4/m
2
2 − 3. Tegu H1 = H ′m2

(µ2, µ4) = −2µ4/σ
6,

H2 = H ′m3
(µ2, µ4) = 1/(σ4). Tada remiantis delta metodu asimptotin
es dispersijos

pagrindin
e dalis B2
2/n = [H2

1Vm2 + 2H1H2Cov (m2,m4) +H2
2Vm4]. I�ra²¦ dispersiju� ir

kovariacijos i²rai²kas (I.1.90, I.1.91 pratimai) ir sutrauk¦ pana²iuosius narius, gausime
pratime pateikt¡ i²rai²k¡.

I.1.96. Kaip ir ankstesniuose pratimuose nemaºinant bendrumo galima tarti, kad
EXi = EYi = 0. a) Randame

Em11 = E(a11 − a10a01) = E[
1

n

n∑
i=1

XiYi −
1

n2
(

n∑
i=1

XiYi +
∑
i 6=j

XiYj)] =
n− 1

n
µ11;

Vm11 = E(a2
11 − 2a11a10a01 + a2

10a
2
01)− ((n− 1)µ11/n)2,

Ea2
11 =

1

n2
E(

n∑
i=1

XiYi)
2 =

1

n2
E(

n∑
i=1

X2
i Y

2
i +

∑
i 6=j

XiYiXjYj) =
µ22 + (n− 1)µ2

11

n
,

E(a11a10a01) =
1

n3
E[

n∑
i=1

XiYi(

n∑
j=1

XjYj +
∑
l 6=j

XlYj)] =
µ22 + (n− 1)µ2

11

n2
.

Nesunku i�sitikinti, kad E(a2
10a

2
01) = O(1/n2). Sutrauk¦ pana²iuosius narius, gauname

V (m11) =
µ22 − µ2

11

n
+O(

1

n2
).

b) Analogi²kai gauname

Cov (m20,m11) =
µ31 − µ11µ20

n
+O(

1

n2
), Cov (m20,m11) =

µ22 − µ02µ20

n
+O(

1

n2
).

I.1.97. Statistika r = H(m11,m20,m02) = m11/
√
m20m02. Tegu H1 = H ′m11

(µ11,
µ20, µ02) = ρ/µ11, H2 = H ′m20

(µ11, µ20, µ02) = −ρ/µ20,
H3 = H ′m02

(µ11, µ20, µ02) = −ρ/µ02. Tada remiantis delta metodu asimptotin
es disper-
sijos pagrindin
e dalis

B2
r/n = [H2

1Vm11 +H2
2Vm20 +H2

3Vm02 + 2H1H2Cov (m11,m20)+

+2H1H3Cov (m11,m02) + 2H2H3Cov (m20,m02)].

I�ra²¦ dispersiju� ir kovariacijos i²rai²kas ir sutrauk¦ pana²iuosius narius, gausime pratime
pateikt¡ i²rai²k¡.

Normaliojo skirstinio atveju tardami, kad dispersijos vienetin
es, naudodami charak-
teristin¦ funkcij¡ gausime µ04 = µ40 = 3, µ31 = µ13 = 3ρ, µ11 = ρ, µ22 = 1 + 2ρ2. Tada
asimptotin
es dispersijos pagrindin
e dalis B2

r/n = (1− ρ2)2/n.

I.1.98. Remiantis I.1.97 pratimu
√
n(r − ρ)

d→ Y ∼ N(0, (1 − ρ2)2). Naudojama
Fi²erio dispersij¡ stabilizuojanti transformacija g(r) = (1/2) ln((1 + r)/(1− r)). Kadangi
(g′(ρ))2 = 1/(1 − ρ2)2, o dispersijos V r pagrindin
e dalis (1 − ρ2)2/n, tai asimptotinio
skirstinio dispersija nepriklauso nuo parametro ρ:

√
n(

1

2
ln

1 + r

1− r
− 1

2
ln

1 + ρ

1− ρ
)
d→ Z ∼ N(0, 1).
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I.2. Parametru� i�vertiniai

I.2.1. I�vertiniai ir ju� klasi�kacija

I.2.1. Kokio didumo turi bu	ti a. d. X ∼ N(µ, 4) imtis, kad parametro µ i�vertinio
µ̂ = X̄ absoliu£ioji paklaida bu	tu� ne didesn
e uº 0,1 su tikimybe, ne maºesne kaip 0,99?

I.2.2. Kokio didumo turi bu	ti normaliojo a. d. imtis, kad dispersijos σ2 i�vertinio
σ̂2 = s2 santykin
es paklaidos modulis bu	tu� ne didesnis uº 0,1 su tikimybe, ne maºesne
kaip 0,99?

I.2.3. Kokio didumo turi bu	ti a. d. X ∼ G(1/λ, 5) imtis, kad parametro λ i�vertinio
λ̂ = X̄/5 santykin
es paklaidos modulis bu	tu� ne didesnis uº 0,1 su tikimybe, ne maºesne
kaip 0,99?

I.2.4. Ju	ros gylis matuojamas prietaisu, kurio sistemin
e paklaida 0, o atsitiktin
e
paklaida pasiskirs£iusi pagal normalu�ji� d
esni� su vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu σ =
25m. Kiek kartu� reikia nepriklausomai matuoti ju	ros gyli�, kad matavimo paklaida bu	tu�
ne didesn
e kaip 15 m su tikimybe, ne maºesne uº 0,99?

I.2.5. Parametro θ i�vertinio θ̂n = Tn = Tn(X1, ..., Xn) poslinkis yra

ETn − θ =

∞∑
i=1

ai
ni

= O(
1

n
), n→∞.

I�rodykite, kad statistikos T ′n = nTn − (n − 1)T̄n−1 poslinkis yra O(1/n2); statistikos
T ′′n = [n2T ′n − (n − 1)T̄ ′n−1]/[n2 − (n − 1)2] poslinkis yra O(1/n3) ir t. t. �ia T̄n−1

yra aritmetinis vidurkis statistiku� Tn−1, apskai£iuotu� pagal visus didumo n − 1 imties
poaibius.

I.2.6. X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
Veibulo skirstiniu� ²eimai P = {f(x|ρ), 0 < ρ <∞}; £ia tankio funkcija yra

f(x|ρ) = αραxα−1e−(ρx)α , 0 < x <∞,

o α > 1 � ºinoma konstanta. I�rodykite, kad funkcijos γ(ρ) = ρr nepaslinktasis i�vertinys,
kai n > r/α, yra

γ̂ =

(
n∑
i=1

Xα
i

)−r/α
(n− 1)!

Γ(n− r/α)
.

I.2.7. Tegu θ̄ = θ̄(X) yra nepaslinktasis θ i�vertinys. I�rodykite, kad bet kuris nepa-
slinktasis θ i�vertinys θ̃ yra tokio pavidalo:

θ̃ = θ̄ − U(X);

£ia U(X) tenkina s¡lyg¡ Eθ(U(X)) ≡ 0.
I.2.8. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(0, θ),

0 < θ < ∞. Raskite θ i�vertinio cX(n) poslinki� ir dispersij¡; £ia c � ºinoma teigiama
konstanta. Raskite c toki�, kad cX(n) bu	tu� nepaslinktasis θ i�vertinys.

I.2.9. Tarkime, X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio
skirstinys priklauso ²eimai P = {Pθ, θ ∈ {θ1, ..., θk}} su �ksuotu natu	raliuoju skai£iumi
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k. Tegu Tn(X) yra θ i�vertinys, i�gyjantis reik²mes i² aib
es {θ1, . . . , θk}. I�rodykite, kad
Tn(X) yra pagri�stasis tada ir tik tada, kai Pθ{Tn(X) = θ} → 1, n→∞.

I.2.10. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(θ −
1/2, θ + 1/2), θ ∈ R yra neºinomas. I�rodykite, kad θ̄ = (X(1) + X(n))/2 yra nα, α < 1,

pagri�stas θ i�vertinys, t. y. nα(θ̄ − θ) P→ 0, kai n→∞.
I.2.11. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji a. d. X ∼ B(1, p) imtis. Tarkime,

statistika T i�gyja reik²m¦ 0, jei ne maºiau kaip pus
e visu� Xi yra 0; i�gyja reik²m¦ 1, jeigu
daugiau negu pus
e visu� Xi yra 1; i�gyja reik²m¦ 1/2, jeigu lygiai pus
e visu� Xi yra 0.
I�rodykite, kad statistika T n
era pagri�stasis tikimyb
es p i�vertinys.

I.2.12. Tegu g1, g2, . . . yra tokios tolydºiosios, apibr
eºtos intervale (a, b) ⊂ R, funkci-
jos, kad gn(x)→ g(x) tolygiai pagal x bet kuriame intervale, priklausan£iame (a, b). Tegu
Tn yra pagri�stasis θ ∈ (a, b) i�vertinys. I�rodykite, kad gn(Tn) yra pagri�stasis parametro
ϑ = g(θ) i�vertinys.

I.2.13. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio
vidurkis µ ∈ R ir dispersija σ2 > 0 neºinomi. Be to, g(µ) = 0, kai µ 6= 0, ir g(0) = 1.
Nurodykite pagri�st¡ji� ϑ = g(µ) i�vertini�.

I.2.14. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2),
−∞ < µ <∞, σ > 0. I�rodykite, kad aritmetinis vidurkis X̄ ir empirin
e mediana x̂(0, 5)
yra vidurkio µ pagri�stieji i�vertiniai.

I.2.15. Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼
K(µ, σ), −∞ < µ < ∞, σ > 0. I�rodykite, kad aritmetinis vidurkis X̄ n
era pagri�stasis,
o empirin
e mediana x̂(0, 5) yra pagri�stasis parametro µ i�vertinys.

I.2.16. Tegu X ir Y yra nepaslinktieji atitinkamai parametru� θ ir θ2 i�vertiniai.
Raskite a. d. X dispersijos V θX nepaslinkt¡ji� i�vertini�.

I.2.17. Tegu X ir Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, vienodai pasiskirst¦ pa-
gal N(µ, σ2). Ar |X − Y | ir |X − Y |2 yra nepaslinktieji parametru� σ ir σ2 i�vertiniai?
Raskite ²iu� i�vertiniu� poslinkius.

I.2.18. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(−θ, θ),
0 < θ < ∞. I² kokios konstantos reikia padauginti statistik¡ T = X(n) − X(1), kad
gautume nepaslinkt¡ji� parametro θ i�vertini�? Kokia gautojo i�vertinio dispersija?

I.2.2. Pakankamosios statistikos. NMD i�vertiniai

I.2.19. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ E(λ, µ), 0 < λ <
∞, −∞ < µ < ∞. I�rodykite, kad T = (X(1), X(2) + ... + X(n))

T yra pakankamoji
parametro (λ, µ)T statistika.

I.2.20. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ W (η, σ), 0 <
η < ∞, 0 < σ < ∞, turin£io Veibulo skirstini�. I�rodykite, kad: a) kai η neºinomas,
egzistuoja tik triviali pakankamoji statistika; b) kai η ºinomas, T =

∑
iX

η
i yra parametro

σ pakankamoji statistika.
I.2.21. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys pri-

klauso ²eimai P = {f(x; λ, η, µ), 0 < λ, η <∞, −∞ < µ <∞}; £ia tankio funkcija

f(x; λ, η, µ) =
λη

Γ(η)
xη−1e−λ(x−µ), x ≥ µ.
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Raskite pakankam¡j¡ statistik¡: a) parametro η, kai µ ir λ ºinomi; b) parametro λ, kai µ
ir η ºinomi; c) parametru� η ir λ, kai µ ºinomas; d) parametro µ, kai λ ºinomas, o η = 1.

I.2.22. Tegu Y1, ...Yn yra n. a. d. ir Yi ∼ N(α + βxi, σ
2); £ia x1, ..., xn � ºinomos

konstantos, −∞ < α, β < ∞, 0 < σ < ∞ � neºinomi parametrai. I�rodykite, kad
T = (

∑
i Yi,

∑
i Yixi,

∑
i Y

2
i )T yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ = (α, β, σ)T

statistika.

I.2.23. TeguX = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d., kurio skirstinys
priklauso ²eimai P = {Pθ, θ ∈ Θ}. Raskite parametro θ pakankam¡j¡ statistik¡, kai
Pθ yra:

a) Puasono skirstinys P(λ), λ ∈ (0,∞);
b) neigiamas binominis skirstinys B−(n, p) su ºinomu n, p ∈ (0, 1);
c) eksponentinis skirstinys E(θ), θ ∈ (0,∞);
d) gama skirstinys G(λ, η), θT = (λ, η) ∈ (0,∞)× (0,∞);
e) beta skirstinys Be(γ, η), θT = (γ, η) ∈ (0, ∞)× (0, ∞);
f) lognormalusis skirstinys LN(µ, σ), θT = (µ, σ) ∈ R× (0,∞).

I.2.24. Atsitiktinio dydºio X skirstinys priklauso ²eimai P = {f(x; θ), 0 < θ <∞};
£ia tankis f(x; θ) = 2(θ − x)/θ2, kai 0 < x < θ, ir lygus 0, kai x i�gyja kitas reik²mes.
Raskite ²eimos P netriviali¡ pakankam¡j¡ statistik¡ pagal a. d. X didumo n paprast¡j¡
imti�.

I.2.25. TeguX = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio tankio
funkcija

f(x; θ) = θ(1 + x)−(θ+1), x > 0;

£ia θ > 0 neºinomas parametras.
a) I�rodykite, kad T =

∑n
i=1 ln (1 +Xi) yra pakankamoji θ statistika.

b) Raskite T vidurki� ir dispersij¡.

I.2.26. I�rodykite: jei T yra pakankamoji statistika ir T = h(S), £ia h yra ma£ioji
funkcija, S � kita statistika, tai S taip pat yra pakankamoji statistika.

I.2.27. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio
skirstinys yra Pareto ir tankis

f(x|a, θ) = θaθ/xθ+1, 0 < a, θ <∞, a < x <∞.

Raskite parametro (a, θ)T pakankam¡j¡ statistik¡.

I.2.28. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, ku-
rio skirstinys priklauso visu� absoliu£iai tolydºiu�ju� skirstiniu� ²eimai P. I�rodykite, kad
variacin
e eilut
e (X(1), ..., X(n))

T yra ²eimos P pakankamoji statistika.

I.2.29. I�rodykite, kad P = {Pθ : θ ∈ Θ} yra eksponentin
e ²eima. Uºra²ykite jos
kanonini� pavidal¡ ir natu	rali¡j¡ parametru� erdv¦, kai Pθ yra:

a) Puasono skirstinys P(λ), λ ∈ Θ = (0,∞);
b) neigiamas binominis skirstinys B−(n, p) su �ksuotu n ir p ∈ Θ = (0, 1);
c) eksponentinis skirstinys E(a, θ) su �ksuotu a ir θ ∈ Θ = (0,∞);
d) gama skirstinys G(λ, η), θT = (λ, η) ∈ Θ = (0,∞)× (0,∞);
e) beta skirstinys Be(γ, η), θT = (γ, η) ∈ Θ = (0, 1)× (0, 1);
f) Veibulo skirstinys W (α, θ) su �ksuotu α > 0 ir θ ∈ Θ = (0,∞).
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I.2.30. I�rodykite, kad eksponentiniu� skirstiniu� ²eima E(a, θ) su dviem neºinomais
parametrais a ir θ n
era eksponentin
e ²eima.

I.2.31. I�rodykite, kad neigiamu� binominiu� skirstiniu� ²eima B−(n, p) su dviem neºi-
nomais parametrais p ir n n
era eksponentin
e ²eima.

I.2.32. I�rodykite, kad Ko²i skirstiniu� ²eimaK(µ, σ) su dviem neºinomais parametrais
µ ir σ n
era eksponentin
e ²eima.

I.2.33. I�rodykite, kad Veibulo skirstiniu� ²eimaW (α, θ) su dviem neºinomais parame-
trais α ir θ n
era eksponentin
e ²eima.

I.2.34. I�rodykite, kad k-ma£iu� normaliu�ju� skirstiniu� ²eima Nk(µ, Σ) yra ekspo-
nentin
e ²eima. Uºra²ykite jos kanonini� pavidal¡.

I.2.35. Raskite gama skirstinio G(λ, η) momentu� generuojan£i¡j¡ funkcij¡.

I.2.36. Diskre£iojo a. d. X skirstinys nusakomas tikimyb
emis

P{X = k} = γ(k)
θk

c(θ)
, k = 0, 1, 2, . . . .

I�rodykite, kad ²ie skirstiniai, kai θ > 0, sudaro eksponentin¦ ²eim¡, ir raskite X momentu�
generuojan£i¡j¡ funkcij¡.

I.2.37. Tegu X yra a. d., kurio skirstinys priklauso ²eimai P = {Pθ : θ ∈ Θ} ir fθ
yra Pθ tankio funkcija σ-baigtinio mato ν atºvilgiu, o A yra i�vykis, kurio Pθ{A} > 0.
Nagrin
ejama nupjautiniu� skirstiniu� ²eima, PA = {fθI{A}/Pθ{A}, θ ∈ Θ}. I�rodykite,
kad:

a) jeigu T (X) yra pakankamoji ²eimos P statistika, tai ji pakankamoji ir ²eimos PA
statistika;

b) jeigu T (X) yra pilnoji ir pakankamoji ²eimos P statistika, tai ji pilnoji ir pakan-
kamoji ir ²eimos PA statistika.

I.2.38. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio tankis

f(x|θ) = c(θ) exp{−θx}, 0 < x < a, θ > 0,

konstanta a ºinoma. Raskite parametro θ piln¡j¡ ir pakankam¡j¡ statistik¡.

I.2.39. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(θ, θ +
1), 0 < θ <∞. I�rodykite, kad pakankamoji statistika (X(1), X(n))

T n
era pilnoji.

I.2.40. Tegu ψ(x), x ∈ R, yra tokia teigiama Borelio funkcija, kad bet kuriems a ir
b, −∞ < a < b <∞,

∫ b
a
ψ(x)dx <∞. Tegu θ = (a, b)T . Apibr
eºkime tankio funkcij¡

f(x|a, b) =
ψ(x)∫ b

a
ψ(u)du

, a < x < b.

I�rodykite, kad (X(1), X(n))
T yra ²eimos P = {f(x|θ), θ ∈ Θ} pilnoji ir pakankamoji

statistika.

I.2.41. Tegu X yra diskretusis a. d., kurio skirstinys nusakytas tikimyb
emis

P{X = k|θ} =

{
θ, k = 0,
(1− θ)2θk−1, k = 1, 2, . . . ,
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£ia θ ∈ (0, 1). I�rodykite, kad X n
era pilnoji, ta£iau yra apr
eºtai pilnoji.

I.2.42. Tegu (X1, ..., Xn)T ) yra paprastoji imtis, gauta stebint Bernulio a. d. X ∼
B(1, p). I�rodykite, kad Sn = X1 + ... + Xn yra pakankamoji statistika a) remdamiesi
pakankamosios statistikos apibr
eºimu; b) naudodami Neimano ir Fi²erio faktorizacijos
kriteriju�.

I.2.43. (I.2.42 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad Sn = X1 + ... + Xn yra pilnoji
statistika a) remdamiesi apibr
eºimu; b) remdamiesi tuo, kad Bernulio skirstinys priklauso
eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai.

I.2.44. (I.2.42 pratimo t¦sinys). Raskite parametro γ = γ(p) = pi(1−p)j , 0 ≤ i, j ≤
n, 1 ≤ i + j ≤ n, dviem bu	dais a) vidurkindami nepaslinkt¡ji� i�vertini� pakankamosios
statistikos atºvilgiu; b) spr¦sdami funkcin¦ lygti� Eph(Sn) ≡ γ(p) funkcijos h atºvilgiu.

I.2.45. (I.2.42 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad a) polinomo tk(p) =
∑k
i=1 aip

i

NMD i�vertinys yra t̂k(p) =
∑k
i=1 aiS

[i]
n /n[i]; b) parametro pk, kai k > n, NMD i�vertinys

neegzistuoja.

I.2.46. (I.2.42 pratimo t¦sinys). Atlikus n = 50 Bernulio eksperimentu�, kai i�vykio
A tikimyb
e yra p, i�vykis A i�vyko 12 kartu�. Raskite parametru� q + p3, pq, p12q38, q50, p49

NMD i�vertiniu� realizacijas (i�ver£ius).

I.2.47. Tegu (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint Puasono a. d. X ∼
P(λ). I�rodykite, kad Sn = X1 + ... + Xn yra pakankamoji statistika a) remdamiesi
pakankamosios statistikos apibr
eºimu; b) naudodami Neimano ir Fi²erio faktorizacijos
kriteriju�.

I.2.48. (I.2.47 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad Sn = X1 + ... + Xn yra pilnoji
statistika a) remdamiesi apibr
eºimu; b) remdamiesi tuo, kad Puasono skirstinys priklauso
eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai.

I.2.49. (I.2.47 pratimo t¦sinys). a) Raskite parametro γ = γ(λ) = λk NMD i�vertini�;
b) I�rodykite, kad parametro 1/λ NMD i�vertinys neegzistuoja.

I.2.50. (I.2.47 pratimo t¦sinys). a) Raskite tikimyb
es πm(λ) = λme−λ/m! NMD
i�vertini�; b) Raskite generuojan£ios funkcijos g(s) = eλ(s−1) NMD i�vertini�.

I.2.51. Tegu (X1, ..., Xn)T ) yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X ∼ B−(1, p).
I�rodykite, kad Sn = X1 + ...+Xn yra pilnoji ir pakankamoji statistika.

I.2.52. (I.2.51 pratimo t¦sinys). Raskite imties s¡lygini� skirstini�, kai pakankamoji
statistika Sn = t yra �ksuota.

I.2.53. (I.2.51 pratimo t¦sinys). Raskite parametro γ = γ(p) = pmql, l = 0, 1, ..., 1 ≤
m ≤ n, NMD i�vertini�.

I.2.54. (I.2.51 pratimo t¦sinys). Raskite parametru� q/p, p, p2, pq NMD i�vertinius.

I.2.55. (I.2.51 pratimo t¦sinys). Atliekant Bernulio eksperimentus i�vykis A pirm¡
kart¡ i�vyko per 14 bandym¡. Raskite parametro p ln p NMD i�vertinio realizacij¡; £ia p
yra i�vykio A pasirodymo tikimyb
e per atskir¡ bandym¡.

I.2.56. Tegu a. v. X = (X1, ..., Xn)T turi k-mati� polinomini� skirstini� Pk(n; (p1,
..., pk)), 0 < pi < 1, p1 + ... + pk = 1. a) I�rodykite, kad a. v. (X1, ..., Xk−1)T yra
parametro θ = (p1, ..., pk−1)T pilnoji ir pakankamoji statistika. b) Raskite parametru�
pmi ir pki p

l
j NMD i�vertinius.
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I.2.57. Tegu (X1, ..., Xn)T ) yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d.

X ∼ U(0, θ), θ > 0.

I�rodykite, kad X(n) yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ statistika.
I.2.58. (I.2.57 pratimo t¦sinys). Raskite parametro θ NMD i�vertini�.
I.2.59. Tegu (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ U(θ, θ + 1), θ > 0.

I�rodykite, kad vienmat
e pakankamoji statistika neegzistuoja. Dvimat
e statistika T =
(X(1), X(n))

T yra pakankamoji, ta£iau n
era pilnoji.
I.2.60. Tegu (X1, ..., Xn)T ) yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d.

X ∼ U(θ1, θ2), θ1 < θ2.

I�rodykite, kad a) (X(1), X(n))
T yra pilnoji ir pakankamoji parametro (θ1, θ2)T statistika;

b) parametru� γ1 = (θ1 + θ2)/2 ir γ2 = θ2 − θ1 NMD i�vertiniai yra γ̂1 = (X(1) +X(n))/2,
γ̂2 = (n + 1)(X(n) − X(1))/(n − 1), o ju� dispersijos V θ1,θ2 γ̂1 = γ2

2/(2(n + 1)(n + 2)),
V θ1,θ2 γ̂2 = 2γ2

2/((n− 1)(n+ 2)).
I.2.61. Tegu (X1, ..., Xn)T ) yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d.

X ∼ U(−θ, θ), θ > 0.

I�rodykite, kad a) T = max(−X(1), X(n)) yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ statis-
tika; b) parametro θ NMD i�vertinys yra θ̂ = (n+ 1)T/n.

I.2.62. Paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d.

X ∼ N(µ, σ2), −∞ < µ <∞, σ > 0.

I�rodykite, kad a) T = (X̄, s2)T , X̄ =
∑n
i=1Xi/n, s2 =

∑n
i=1(Xi − X̄)2/(n − 1), yra

pilnoji ir pakankamoji parametro (µ, σ2)T statistika; b) X̄ ir s2 yra parametru� µ ir σ2

NMD i�vertiniai.
I.2.63. (I.2.62 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad parametro σ NMD i�vertinys yra

σ̂ = s/Mn−1, Mν =
√

2/νΓ((ν + 1)/2)/Γ(ν/2).

I.2.64. (I.2.62 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad a) jeigu parametras µ ºinomas, tai
parametro σ2 pilnoji ir pakankamoji statistika yra s2

0 =
∑n
i=1(Xi − µ)2/n, o parametru�

σ2 ir σ NMD i�vertiniai yra s2
0 ir s0/Mn; b) jeigu parametras σ ºinomas, parametro µ

pilnoji ir pakankamoji statistika yra X̄, kuri yra parametro µ NMD i�vertinys.
I.2.65. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d.

X ∼ E(µ, λ), −∞ < µ <∞, λ > 0.

I�rodykite, kad a) (X(1),
∑n
i=1Xi)

T yra pilnoji ir pakankamoji parametro (µ, λ)T statis-
tika; b) nλ(X(1) − µ) ∼ E(1), λT2(X) = λ[

∑n
i=1Xi − nX(i)] ∼ G(1, n − 1), o X(1) ir

T2(X) nepriklausomi; c) parametru� γ1 = µl ir γ2 = 1/λm NMD i�vertiniai yra γ̂1 =
X l

(1) − lT2(X)X l−1
(1) /(n(n− 1)) ir γ̂2 = Tm2 (X)Γ(n− 1)/Γ(n+m− 1).

I.2.66. (I.2.65 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad a) jei parametras µ ºinomas, tai
parametro 1/λ NMD i�vertinys yra X̄ − µ; b) jeigu λ ºinomas, tai parametro µ NMD
i�vertinys yra µ̂ = X(1) − 1/(nλ).
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I.2.67. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ G(λ, η), λ, η >
0. Raskite parametro (λ, η)T piln¡j¡ ir pakankam¡j¡ statistik¡. I�rodykite, kad X̄ yra
parametro γ = η/λ NMD i�vertinys.

I.2.68. (I.2.67 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad jei parametras η ºinomas, tai
parametro λ pilnoji ir pakankamoji statistika yra T =

∑n
i=1Xi. Parametro γ = λk

NMD i�vertinys yra γ̂ = Γ(nη)/[Γ(nη − k)T k], nη > k.
I.2.69. (I.2.67 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad jei parametras λ ºinomas, tai

parametro γ = Γ′(η)/Γ(η) NMD i�vertinys yra lnλ+ (
∑
i lnXi)/n.

I.2.70. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X, kurio tankio
funkcija f((x − θ1)/θ2)/θ2 priklauso nuo poslinkio ir mastelio parametru� −∞ < θ1 <
∞, θ2 > 0. Tarkime, egzistuoja pilnoji ir pakankamoji parametro θ = (θ1, θ2)T statistika
T (X) = (T1(X), T2(X))T ir tokie i�vertiniai θ̂1, θ̂2, kad statistikos U(X) = (X1 − θ̂1)/θ̂2

skirstinys nepriklauso nuo parametro θ. I�rodykite, kad jei egzistuoja funkcija h(z), kad
Eθ(h(X1)) = τ(θ) <∞ su visais θ, tai parametro τ(θ) NMD i�vertinys yra

τ̂(T (X)) =

∫ ∞
−∞

h(uθ̂2 + θ̂1)g(u)du,

£ia g(u) yra statistikos U(X) tankis. Jeigu vienas i² parametru� θ1 arba θ2 yra ºinomas,
tai U(X) ir τ̂(T ) i²rai²kose reikia atitinkam¡ i�vertini� pakeisti ºinomu parametru.

I.2.71. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, 1),−∞ <
µ <∞. Raskite parametru� γ1 = Φ(y − µ) ir γ2 = ϕ(y − µ) NMD i�vertinius.

I.2.72. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(0, σ2), σ > 0.
Raskite parametru� γ1 = Φ(y/σ) ir γ2 = ϕ(y/σ)/σ NMD i�vertinius.

I.2.73. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2), su
abiem neºinomais parametrais −∞ < µ < ∞, σ > 0. I�rodykite, kad parametro γ =
Φ((y − µ)/σ) NMD i�vertinys yra

γ̂ =

∫ (y−X̄)/S

−
√

1−1/n

g(u)du, kai |y − X̄|/S ≤
√

1− 1/n,

£ia X̄ =
∑
iXi/n, S2 =

∑
i(Xi − X̄)2,

g(u) =
Γ((n− 1)/2)√
πΓ((n− 2)/2)

√
n

n− 1
(1− nu2

n− 1
)(n−4)/2, |u| ≤

√
1− 1/n.

I.2.74. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ E(θ, 1), −∞ <
θ <∞. I�rodykite, kad parametro γ = Pλ{X > y} = e−(y−θ) NMD i�vertinys yra

γ̂ =
n− 1

n
e−(y−X(1)), y > X(1).

I.2.75. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ E(a, λ), λ > 0,
parametras a ºinomas. Raskite parametro γ = P{X > y} NMD i�vertini�.

I.2.76. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X, kuris turi Pareto
skirstini� su tankio funkcija

f(x|α, σ) = σασ/yσ+1, y > α, σ > 0.
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I�rodykite, kad parametro γ = αm,m < nσ, NMD i�vertinys, kai σ ºinomas, yra

γ̂ = [lnX(1)]
m(1− m

nσ
).

I.2.77. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X, kurio tankio
funkcija

f(x|θ) = e−(x−θ) exp{−e−(x−θ)}, −∞ < x, θ <∞.

Raskite parametro γ = f(z|θ) NMD i�vertini�.

I.2.78. Didumo N gaminiu� partijoje defektiniu� gaminiu� skai£ius M neºinomas. At-
sitiktinai negr¡ºinant atrenkama n gaminiu�. Tegu Xi = 1, jei i-asis atrinktas gaminys
defektinis, ir Xi = 0 prie²ingu atveju. Tarsime, kad 0 < n < N yra ºinomi, o M
neºinomas parametras, i�gyjantis reik²mes 0, 1, ..., N . I�rodykite, kad T =

∑n
i=1Xi yra

parametro M pilnoji ir pakankamoji statistika.

I.2.79. Turima didumo n = 1 imtis diskre£iojo a. d. X, kurio skirstinys, priklausantis
nuo neºinomo parametro θ, 0 < θ < 1, nusakytas tikimyb
emis

P{X = −1} = θ, P{X = k} = (1− θ)2θk, k = 0, 1, 2, ...

I�rodykite, kad
a) X yra pakankamoji parametro θ statistika, ta£iau n
era pilnoji;
b) T (X) = 1{0}(X) yra parametro γ = (1− θ)2 NMD i�vertinys;
c) θ̂ = 1{−1}(X) + cX, kai c bet kokia konstanta yra nepaslinktasis parametro θ

i�vertinys, o NMD i�vertinys neegzistuoja.

I.2.80. A. d. X turi nupjaut¡ Puasono skirstini�: P{X = k} = e−λλk/(k!(1− e−λ)),
k = 1, 2, ... . I�rodykite, kad parametro γ = 1− e−λ NMD i�vertinys γ̂ yra toks: γ̂ = 0, kai
X nelyginis, ir γ̂ = 2, kai X lyginis.

I.2.81. Tarkime, paprastosios imtys X = (X1, ..., Xn)T , Y = (Y1, ..., Ym)T gau-
tos stebint n. a. d. X ∼ N(µ1, σ

2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2). I�rodykite, kad a) T (X,Y ) =

(
∑
iXi,

∑
i Yi,

∑
iX

2
i ,
∑
i Y

2
i )T yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ = (µ1, µ2, σ1,

σ2)T statistika; b) jeigu ºinoma, kad µ1 = µ2 = µ, tai T (X,Y ) yra pakankamoji
parametro (µ, σ1, σ2)T statistika, ta£iau ji n
era pilna; c) jeigu ºinoma, kad σ1 = σ2 = σ,
tai T (X,Y ) yra pakankamoji parametro (µ1, µ2, σ)T statistika, ta£iau ji n
era pilna;
statistika T ∗(X,Y ) = (

∑
iXi,

∑
i Yi,

∑
iX

2
i +

∑
i Y

2
i )T yra pilnoji ir pakankamoji para-

metro (µ1, µ2, σ)T statistika.

I.2.82. Tegu paprastoji imtis (Xi, Yi)
T , i = 1, 2, ..., n, gauta stebint a. v. (X,Y )T ∼

N2(µ,Σ), µ = (µ1, µ2)T , Σ = [σij ]2×2, σ11 = σ2
1 , σ22 = σ2

2 , σ12 = ρσ1σ2. I�rodykite,
kad T = (

∑
iXi,

∑
i Yi,

∑
iX

2
i ,
∑
i Y

2
i ,
∑
iXiYi)

T ) yra pilnoji ir pakankamoji parametro
θ = (µ1, µ2, σ1, σ2, ρ)T statistika.

I.2.83. Tarkime, paprastosios imtys X = (X1, ..., Xn)T , Y = (Y1, ..., Ym)T gautos
stebint n. a. d. X ∼ N(µ1, 1), Y ∼ N(µ2, 1). Raskite parametro γ = Pµ1,µ2{Y1 < X1}
NMD i�vertini�.

I.2.84. Tarkime, paprastosios imtys X = (X1, ..., Xn)T , Y = (Y1, ..., Ym)T gautos
stebint n. a. d. X ∼ G(λ1, 1), Y ∼ G(λ2, 1). Raskite parametro γ = Pλ1,λ2

{Y1 < X1}
NMD i�vertini�.
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I.2.85. Paprastoji imtis (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ U(0, θ), θ > 0.
Tarkime, funkcija γ(θ) turi tolydºi¡ i²vestin¦ ir E(γ′(X(n))) < ∞. Raskite parametro
γ = γ(θ) NMD i�vertini�.

I.2.86. Tegu Y1, ..., Yn yra n. a. d. ir Yi ∼ N(α + βxi, σ
2); £ia x1, ..., xn � ºi-

nomos konstantos, −∞ < α, β < ∞, σ > 0 � neºinomi parametrai. I�rodykite, kad
T = (

∑
i Yi,

∑
i Yixi,

∑
i Y

2
i ) yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ = (α, β, σ2)T statis-

tika.

I.2.87. Tarkime, n kartu� atliekami kampu� matavimai ir k-ojo matavimo metu kampo
didumas yra kϕ, k = 1, 2, ..., n. Sistemin
es matavimu� paklaidos lygios 0, o atsitiktin
es
paklaidos sumuojamos, t. y. k-ojo matavimo atsitiktin
e paklaida yra Z1 + ... + Zk; £ia
Z1, ..., Zn yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai ir Zi ∼ N(0, σ2).
Raskite parametru� ϕ ir σ2 NMD i�vertinius.

I.2.88. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys
priklauso ²eimai P = {p(i|θ), θ > 0}; £ia p(i|θ) = P{X = i|θ} = aiθ

i/f(θ), i =
c, c + 1, ... I�rodykite: a) T = X1 + ... + Xn yra pilnoji ir pakankamoji ²eimos P
statistika, o jos skirstinys yra nusakomas tokio pavidalo tikimyb
emis P{T = k|θ} =
bkθ

k/(f(θ))n, k = nc, nc+1, ...; b) parametro θr NMD i�vertinys yra Ur(T ) = (bT−r)/bT ,
kai T ≥ nc+r, ir Ur(T ) = 0, kai T < nc+r; c) i�vertinio Ur(T ) dispersijos NMD i�vertinys
yra (Ur(T ))2 − U2r(T ).

Taip pasiskirst¦ daugelis diskre£iu�ju� a. d., kuriu� galimu� reik²miu� skai£ius yra begalinis
(Puasono, geometrinis ir pan., i�skaitant ir nupjautinius i² kair
es).

I.2.89. TeguX = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2),
0 < µ <∞, 0 < σ <∞. Vertinamas parametras ϑ = µ2. Apskai£iuokite ϑ i�vertinio X̄2

poslinki� ir dispersij¡. Raskite ϑ NMD i�vertini� ir palyginkite jo dispersij¡ su i�vertinio X̄2

dispersija.

I.2.90. Tegu X = (X1, . . . , Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra paprastosios atsitiktin
es
imtys, gautos stebint n. a. d. X ∼ N(µx, σ

2
x) ir Y ∼ N(µy, σ

2
y).

a) Raskite parametru� µx−µy ir (σx/σy)r, r > 0 NMD i�vertinius, kai µx ∈ R, µy ∈ R,
σx > 0 ir σy > 0.

b) Raskite σ2
x ir (µx − µy)/σx NMD i�vertinius, kai µx ∈ R, µy ∈ R, σx = σy > 0.

c) Raskite µx NMD i�vertini�, kai µx = µy ∈ R, σx > 0, σy > 0 ir σ2
x/σ

2
y = γ yra

ºinomas.
d) I�rodykite, kad µx NMD i�vertinys neegzistuoja, kai µx = µy ∈ R, σx > 0, σy > 0.
e) Raskite P{X1 6 Y1} NMD i�vertini�, kai µx = µy ∈ R, σx > 0, σy > 0.
f) Atlikite e) punkto uºduoti�, kai σx = σy.

I.2.91. Tegu X = (X1, . . . , Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra paprastosios atsitiktin
es
imtys, gautos stebint n. a. d. X ∼ E(ax, θx) ir Y ∼ E(ay, θy); £ia θx, θy > 0 ir ax,
ay ∈ R.

a) Raskite ax − ay ir θx/θy NMD i�vertinius.
b) Raskite θx ir (ax − ay)/θx NMD i�vertinius, kai θx = θy.
c) I�rodykite, kad ax NMD i�vertinys neegzistuoja, kai ax = ay.

I.2.3. Rao ir Kramerio nelygyb
e. Efektyvieji i�vertiniai

I.2.92. Tarkime, imtiesX skirstinys priklauso nuo parametro θ = (θ1, ..., θk)T , k > 1,
ir Fi²erio informacin
e matrica I = [Iij ]k×k nei²sigimusi. Paºym
ekime I−1 = [Iij ]k×k
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matricos I atvirk²tin¦ matric¡. I�rodykite, kad teisinga nelygyb
e Iii ≥ 1/Iii.

I.2.93. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys pri-
klauso binominiu� skirstiniu� ²eimai P = {B(1, p), 0 < p < 1}. Raskite funkciju� p, pq, p2

nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersiju� ribas remdamiesi Rao ir Kramerio nelygybe.

I.2.94. (I.2.93 pratimo t¦sinys). Raskite tikslesn¦ funkciju� p2, pq nepaslinktu�ju�
i�vertiniu� dispersiju� ribas remdamiesi patikslinta Rao ir Kramerio nelygybe.

I.2.95. (I.2.93 pratimo t¦sinys). Apskai£iuokite funkciju� p, pq, p2 NMD i�vertiniu�
dispersijas ir palyginkite jas su gautomis I.2.93 ir I.2.94 pratimuose ribomis.

I.2.96. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys pri-
klauso Puasono skirstiniu� ²eimai P = {P(λ), 0 < λ < ∞}. Raskite funkciju� λ, λ2, e−λ

nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersiju� ribas pagal Rao ir Kramerio nelygyb¦.

I.2.97. (I.2.96 pratimo t¦sinys). Raskite tikslesnes funkciju� λ2, e−λ nepaslinktu�ju�
i�vertiniu� dispersiju� ribas remdamiesi patikslinta Rao ir Kramerio nelygybe.

I.2.98. (I.2.96 pratimo t¦sinys). Apskai£iuokite funkciju� λ, λ2, e−λ NMD i�vertiniu�
dispersijas ir palyginkite jas su gautomis I.2.96 ir I.2.97 pratimuose ribomis.

I.2.99. (I.2.96 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad parametro γ = e−λ i�vertiniai γ̃ =
e−X̄ ir γ̂ = (1− 1/n)nX̄ yra a) asimptoti²kai efektyvu	s; b) asimptoti²kai efektyvu	s pagal
Rao.

I.2.100. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2), −∞ <
µ < ∞, 0 < σ < ∞}. Tarkime, parametras σ ºinomas. a) Raskite parametru� µ ir µ2

NMD i�vertinius ir ju� dispersijas. b) Raskite parametru� µ ir µ2 nepaslinktu�ju� i�vertiniu�
dispersiju� ribas Rao ir Kramerio nelygyb
eje. c) Raskite parametro µ2 nepaslinktojo
i�vertinio dispersijos rib¡ patikslinus Rao ir Kramerio nelygyb¦.

I.2.101. (I.2.100 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad parametras µ ºinomas. a) Ras-
kite parametru� σ2 ir σ NMD i�vertinius ir ju� dispersijas. b) Raskite parametru� σ2 ir σ
nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersiju� ribas Rao ir Kramerio nelygyb
eje.

I.2.102. (I.2.100 pratimo t¦sinys). Uºra²ykite Rao ir Kramerio nelygyb¦ vektorin
es
funkcijos θ = (µ, σ2)T nepaslinktojo i�vertinio kovariaciju� matricai.

I.2.103. (I.2.100 pratimo t¦sinys). a) Raskite P -osios kritin
es reik²m
es xP = σzP+µ
NMD i�vertini� ir jo dispersij¡. b) Raskite parametro xP nepaslinktojo i�vertinio dispersijos
rib¡ Rao ir Kramerio nelygyb
eje.

I.2.104. Atsitiktinio dydºio X skirstinys priklauso ekstremaliu�ju� skirstiniu� ²eimai.
Tankio funkcija

f(x|θ) = exp{−(x− θ)− exp{−(x− θ)}}, −∞ < θ <∞.

Pagal didumo n paprast¡j¡ imti� raskite parametro θ ir parametro α = exp{−θ} Fi²erio
informacijos kieki�.

I.2.105. Tarkime, kad X1, . . . , Xn n. a. d. Tegu Xi tankio funkcija

fi(x;β) =
1

βti
exp(−x/(βti)), x > 0;

£ia t1, . . . , tn � ºinomos konstantos.
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a) I�rodykite, kad

β̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi/ti

yra nepaslinktasis β i�vertinys.
b) Apskai£iuokite nepaslinktojo β i�vertinio dispersijos rib¡ Rao ir Kramerio nely-

gyb
eje. Ar i�vertinio, nurodyto a) punkte, dispersija pasiekia ²i¡ rib¡?
I.2.106. Tegu X skirstinys priklauso ²eimai P = {Pθ, θ ∈ Θ}. Raskite Fi²erio

informacij¡ I(θ) pagal didumo n paprast¡j¡ imti�, kai Pθ yra:
a) N(µ, σ2) skirstinys, θ = µ ∈ R; σ ºinomas;
b) N(µ, σ2) skirstinys, θ = σ2 > 0; µ ºinomas;
c) N(µ, σ2) skirstinys, θ = σ > 0; µ ºinomas;
d) N(σ, σ2) skirstinys, θ = σ > 0;
e) N(µ, σ2) skirstinys, θ = (µ, σ2)T ;
f) neigiamas binominis skirstinys B−(k, p), θ = p ∈ (0, 1); k ºinomas;
g) gama skirstinys G(α, γ), θT = (α, γ) ∈ (0,∞)× (0,∞);
h) beta skirstinys B(α, β), θT = (α, β) ∈ (0, ∞)× (0, ∞).
I.2.107. (I.2.106 pratimo t¦sinys). Raskite θ funkcij¡, kurios informacijos kiekis

nepriklauso nuo θ, kai Pθ yra:
a) Puasono skirstinys P(θ), θ > 0;
b) binominis skirstinys B(n, p), θ = p ∈ (0, 1); n ºinomas;
c) gama skirstinys G(θ, γ), θ > 0; γ ºinomas.
I.2.108. (I.2.106 pratimo t¦sinys). Raskite Fi²erio informacijos matric¡, kai Pθ yra:
a) Ko²i skirstinys K(µ, σ), µ ∈ R, σ > 0;
b) ekstremaliu� reik²miu� skirstinys, kurio parametrai µ ∈ R, θ > 0;
c) logistinis skirstinys LG(µ, σ), kurio parametrai µ ∈ R, σ > 0;
d) Fr(

x−µ
σ ), £ia Fr yra Stjudento skirstinio su ºinomu laisv
es laipsniu� skai£iumi r

pasiskirstymo funkcija, µ ∈ R, σ > 0.
I.2.109. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(0, θ)

su θ > 0.
a) I�rodykite, kad Rao ir Kramerio teoremos s¡lygos netenkinamos.
b) I�rodykite, kad parametro θ NMD i�vertinio dispersija yra eil
es O(1/n2), n → ∞

(reikia paºym
eti, kad reguliariu atveju, kai Rao ir Kramerio nelygyb
e galioja, dispersijos
riba Rao ir Kramerio nelygyb
eje yra eil
es O(1/n)).

I.2.110. TeguX yra a. d., turintis ekstremaliu� reik²miu� skirstini� su parametrais µ = 0
ir θ > 0. Raskite nurodytu� parametru� NMD i�vertinius ir kiekvienu atveju nustatykite, ar
NMD i�vertinio dispersija pasiekia Rao ir Kramerio nelygyb
eje nurodyt¡ rib¡: a) ϑ = θ;
b) ϑ = θr, £ia r > 1 ºinomas.

I.2.111. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼
N(µ, σ2), −∞ < µ <∞, σ � ºinomas.

a) Raskite ϑ = etµ NMD i�vertini�, kai t 6= 0 �ksuotas.
b) Nustatykite, ar a) punkte rasto i�vertinio dispersija pasiekia Rao ir Kramerio nely-

gyb
eje nurodyt¡ rib¡.
c) I�rodykite, kad asimptoti²kai (n→∞) tenkinama Rao ir Kramerio nelygyb
e.
I.2.112. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ G(1/λ, η), 0 <

λ, η <∞. Tarkime, parametras η ºinomas. a) Raskite parametru� λ ir λ2 NMD i�vertinius
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ir ju� dispersijas. b) Raskite parametru� λ ir λ2 nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersiju� ribas
Rao ir Kramerio nelygyb
eje. c) Raskite parametro λ2 nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersijos
rib¡ patikslinus Rao ir Kramerio nelygyb¦.

I.2.113. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ G(λ, η), 0 < λ, η <
∞. Tarkime, parametras η ºinomas. a) Raskite parametru� λ ir λ2 NMD i�vertinius ir ju�
dispersijas. b) Raskite parametru� λ ir λ2 nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersiju� ribas Rao ir
Kramerio nelygyb
eje.

I.2.114. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼
N(µ, 1), µ ∈ R. Tegu ϑ = P{X1 ≤ c}, £ia c � �ksuota konstanta. Nagrin
ejami tokie ϑ
i�vertiniai: T1n = F̂n(c), £ia F̂n yra empirin
e pasiskirstymo funkcija, ir T2n = Φ(c − X̄),
£ia Φ yra standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija. Raskite i�vertinio T1n

ASE T2n atºvilgiu.

I.2.115. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼
N(0, σ2), £ia σ > 0 neºinomas. Vertinama ϑ = σ.

Raskite i�vertinio σ̂1 =
√
π/2

∑n
i=1 |Xi|/n ASE i�vertinio σ̂2 = (

∑n
i=1X

2
i /n)1/2 atºvil-

giu.

I.2.116. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio
EX = µ, V X = 1 ir EX4 < ∞. Tegu T1n = n−1

∑n
i=1X

2
i − 1 ir T2n = X̄2 − n−1 yra

ϑ = µ2 i�vertiniai.
a) Raskite i�vertinio T1n ASE atºvilgiu i�vertinio T2n.
b) I�rodykite, kad ASE ≤ 1, jeigu Xi − µ pasiskirstymo funkcija yra simetrin
e 0

atºvilgiu.
c) Raskite skirstini�, kurio ASE > 1.

I.2.117. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ B(1, p),
0 < p < 1. Vertinamas parametras p. Tegu a ir b yra teigiamos konstantos. Raskite
i�vertinio (a+ nX̄)/(a+ b+ n) ASE i�vertinio X̄ atºvilgiu.

I.2.118. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼
U(0, θ), 0 < θ < ∞. Nagrin
ejami tokie θ i�ver£iai: T1n = (n + 1)X(n)/n ir T2n = X(n).
Raskite poslinkius bTjn(θ), j = 1, 2 ir i�vertinio T1n ASE i�vertinio T2n atºvilgiu.

I.2.119. Tegu paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ N(0, σ2). Disper-
sijos i�vertiniu imkime nX̄2 ir s2. Koks i�vertinio nX̄2 efektyvumas i�vertinio s2 atºvilgiu.

I.2.120. Paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X, kurio tankio funkcija

f(x|µ) =
λ

2
e−λ|x− µ|, −∞ < x, µ <∞,

parametras λ > 0 ºinomas. Raskite parametro µ i�vertinio µ̂2 = X̄ ASE empirin
es
medianos µ̂1 = x̂1/2 atºvilgiu.

I.2.121. Vertinant atsitiktinio dydºio X ∼ N(µ, σ2) parametr¡ µ, gautos trys pa-
prastosios atsitiktin
es nepriklausomos imtys, i² kuriu� gauti i�ver£iai: X̄1 = 17, 24 (didumo
n1 = 5 imtis); X̄2 = 16, 81 (didumo n2 = 10 imtis); X̄3 = 17, 22 (didumo n3 = 100 imtis).
Raskite parametro µ NMD i�vertinio realizacijos reik²m¦ naudodamiesi visais matavimais.
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I.2.4. I�vertiniu� radimo metodai

I.2.122. Momentu� metodu raskite parametru� α ir β i�vertinius pagal didumo n pa-
prast¡j¡ atsitiktin¦ imti� a. d. X, kurio skirstinys yra N(0, 1) su tikimybe β ir N(α, 1)
su tikimybe 1− β.

I.2.123. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys
priklauso ²eimai P = U(θ1, θ2), −∞ < θ1 < θ2 < ∞}. a) Raskite parametru� µ =
(θ1 + θ2)/2 ir σ = θ2 − θ1 NMD i�vertinius. b) Palyginkite ju� dispersijas su momentu�
metodo i�vertiniu� dispersijomis. c) Raskite parametru� µ ir σ DT i�vertinius.

I.2.124. TeguX = (X1, ..., Xn)T yra a. d. X paprastoji imtis. Raskite parametru� DT
i�vertinius ir palyginkite juos su tu� pa£iu� parametru� NMD i�vertiniais, kai a. d. X skirstinys
priklauso a) normaliu�ju� skirstiniu� ²eimai P = {N(µ, σ2), −∞ < µ < ∞, σ > 0};
b) gama skirstiniu� ²eimai P = {G(λ, η), 0 < λ <∞}, η > 0 � ºinoma konstanta;
c) tolygiu�ju� skirstiniu� ²eimai P = {U(0, θ), 0 < θ <∞}.

I.2.125. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys
priklauso ²eimai P = {p(x|θ), 0 < θ <∞}; £ia

p(i|θ) = P{X = i|θ} =
aiθ

i

f(θ)
, i = 0, 1, 2, . . . .

I�rodykite, kad parametro θ DT i�vertinys randamas i² lygties

θf ′(θ)/f(θ) = X̄,

kuri sutampa su lygtimi, gaunama θ i�vertinio ie²kant momentu� metodu.
I.2.126. (I.2.125 pratimo t¦sinys). Uºra²ykite lygtis, i² kuriu� randami DT para-

metru� i�vertiniai, kai skirstinys yra Puasono, binominis B(1, p), logaritminis, taip pat
nupjautinis Puasono (praleista reik²m
e 0).

I.2.127. (I.2.125 pratimo t¦sinys). Palyginkite binominio ir Puasono skirstiniu�
parametru� p2 ir λ2 DT ir NMD i�vertiniu� kvadratin
es rizikos funkcijas.

I.2.128. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys
priklauso tolygiu�ju� skirstiniu� ²eimai: a) P1 = {U(θ, 2θ), 0 < θ < ∞}; b) P2 = {U(θ −
1/2, θ + 1/2), −∞ < θ < ∞}. I�rodykite, kad ²eimos P1 parametro θ DT i�vertinys yra
θ̂ = X(n)/2, o ²eimos P2 parametro θ DT i�vertinys n
era vienareik²mis, � jis gali bu	ti bet
kuri statistika, i�gyjanti reik²mes i² intervalo (X(n) − 1/2, X(1) + 1/2).

I.2.129. (I.2.128 pratimo t¦sinys). Palyginkite DT i�vertiniu� dispersijas su i�vertiniu�,
gautu� momentu� metodu, dispersijomis.

I.2.130. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys
priklauso Laplaso skirstiniu� ²eimai P = {f(x|θ), −∞ < θ <∞}; £ia f(x|θ) = exp{−|x−
θ|}/2, −∞ < x <∞. I�rodykite, kad parametro DT i�vertinys yra empirin
e mediana x̂0,5

ir √
n(x̂0.5 − θ)

d→ Z ∼ N(0, 1/4), n→∞.

I.2.131. Tegu X = {(X1i, ..., Xki)
T , i = 1, ..., n} yra paprastoji imtis a. v. (X1, ...,

Xk)T , kurio skirstinys priklauso polinominiu� skirstiniu� ²eimai P = {Pk = (1, π)}; £ia
π = (π1, ..., πk)T yra k-ma£iai vektoriai, kuriu� 0 < πi < 1, π1 +π2 + ...+πk = 1. Raskite
parametru� π1, ..., πk DT i�vertinius, ju� dispersijas ir kovariacijas.
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I.2.132. (I.2.131 pratimo t¦sinys). Raskite parametro α DT i�vertini�, kai k = 3, π1 =
(1 + α)/2, π2 = π3 = (1− α)/4, ir jo asimptotini� (n→∞) skirstini�.

I.2.133. (I.2.131 pratimo t¦sinys). Dvieju� berniuku�, dvieju� mergai£iu� ir mi²riu�
dvynuku�, kai pirmasis gim
e berniukas ir pirmoji gim
e mergait
e, tikimyb
es atitinkamai
yra π1 = p2, π2 = (1− p)2 = q2, π3 = α(1− p2− q2) ir π4 = (1−α)(1− p2− q2). Raskite
parametru� p ir α DT i�vertinius.

I.2.134. Realizuojant n = 8000 kartu� nepriklausomus eksperimentus, kuriu� metu gali
i�vykti vienas i² triju� nesutaikomu� i�vykiu� A, B ir C su tikimyb
emis 1/2− 2α, 1/2 + α ir
α, 0 ≤ α ≤ 1/4, uºregistruoti ²iu� i�vykiu� daºniai: 2 014, 5 012 ir 974. Raskite parametro
α didºiausiojo tik
etinumo i�verti�.

I.2.135. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, yra imtis a. v. (X, Y )T , kurio skirstinys

priklauso dvima£iu� normaliu�ju� skirstiniu� ²eimai P = N2(µ, Σ); £ia µ = (µ1, µ2)T ,
−∞ < µ1, µ2 < ∞, Σ = [σij ], σ11 = σ2

1 , σ22 = σ2
2 , σ12 = σ21 = ρσ1σ2, 0 < σ1, σ2 <

∞, |ρ| < 1. Raskite parametru� DT i�vertinius. Apskai£iuokite matricos, atvirk²tin
es
informacinei matricai, elementus.

I.2.136. Asimptoti²kai (n→∞) palyginkite dispersijas ekstremaliu�ju� reik²miu� skirs-
tinio parametru� i�vertiniu�, gautu� pagal didumo n paprast¡j¡ imti� DT ir momentu� meto-
dais.

I.2.137. Asimptoti²kai (n → ∞) palyginkite dispersijas gama skirstinio parametru�
i�vertiniu�, gautu� pagal didumo n paprast¡j¡ imti� DT ir momentu� metodais.

I.2.138. Asimptoti²kai (n→∞) palyginkite dispersijas neigiamojo binominio skirs-
tinio parametru� i�vertiniu�, gautu� pagal didumo n paprast¡j¡ imti� DT ir momentu� meto-
dais.

I.2.139. Asimptoti²kai (n → ∞) palyginkite dispersijas Ko²i skirstinio parametru�
i�vertiniu�, gautu� pagal didumo n paprast¡j¡ imti�: a) DT metodu, b) grindºiamu� statis-
tikomis x̂0,5, x̂0,25, x̂0,75.

I.2.140. Tegu Tn yra pagri�stasis ir asimptoti²kai normalusis parametro θ i�vertinys,
t. y.

√
n(Tn − θ)

d→ X ∼ N(0, σ2(θ)), n→∞.

I�rodykite, kad i�vertinys

T ′n =

{
αTn, kai |Tn| ≤ n−1/4,
Tn, kai Tn > n−1/4,

taip pat asimptoti²kai (n→∞) normalusis ir dispersija lygi α2σ2(θ), kai θ = 0, ir σ2(θ),
kai θ 6= 0. Taigi i�vertinio T ′n dispersija gali bu	ti maºesn
e uº Tn dispersij¡, kai θ = 0, ir
lygi Tn dispersijai, kai θ 6= 0.

I.2.141. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼
N(0, σ2), σ > 0.

a) I�rodykite, kad E(|Xi|) = σ
√

2/π.
b) Naudodamiesi a) punkte gautu rezultatu, momentu� metodu raskite σ i�vertini� σ̂n.

Raskite
√
n(σ̂n − σ) asimptotini� skirstini�.

c) Kitas momentu� metodu, kai naudojamas antrasis momentas, gautas σ i�vertinys
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yra

σ̃n =

(
1

n

n∑
i=1

X2
i

)1/2

.

Raskite
√
n(σ̃n − σ) asimptotini� skirstini� ir palyginkite ji� su b) punkto rezultatu.

I.2.142. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼
E(µ, 1), µ ∈ R.

a) I�rodykite, kad X(1) = min(X1, . . . , Xn) yra pakankamoji µ statistika.

b) I�rodykite, kad X(1)
P→ µ, kai n→∞.

I.2.143. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� tankio
funkcija

f(x; θ1, θ2) =

{
a(θ1, θ2)h(x), kai θ1 6 x 6 θ2,
0, kitais atvejais;

£ia h(x) > 0 � ºinoma tolydºioji funkcija, apibr
eºta realiu�ju� skai£iu� ties
eje.
I�rodykite, kad θ1 ir θ2 DT i�vertiniai yra atitinkamai X(1) ir X(n).

I.2.144. Tegu (X1, Y1)T , . . . , (Xn, Yn)T yra nepriklausomos vienodai pasiskirs£iusios
normaliu�ju� a. d. poros; £ia Xi, Yi ∼ N(µi, σ

2).
a) Raskite parametru� µ1, . . . , µn ir σ2 DT i�vertinius.
b) I�rodykite, kad parametro σ2 DT i�vertinys n
era pagri�stasis. Ar ²is rezultatas prie²-

tarauja teorijai apie DT i�vertiniu� pagri�stum¡? Kod
el?
c) Stebimi tik Z1, . . . , Zn; £ia Zi = Xi− Yi. Raskite σ2 DT i�vertini�, gaut¡ naudojant

Z1, . . . , Zn, ir i�rodykite, kad jis yra pagri�stasis.

I.2.145. Tegu X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn yra nepriklausomi a. d., turintys eksponentinius
skirstinius. Tegu Xi tankio funkcija

fi(x) = λiθ exp(−λiθx), x > 0,

o Yi tankio funkcija
gi(x) = λi exp(−λix), x > 0;

£ia λ1, . . . , λn ir θ yra neºinomi parametrai.
a) I�rodykite, kad parametro θ DT i�vertinys tenkina lygti�

n

θ̂
− 2

n∑
i=1

Ri

1 + θ̂Ri
= 0;

£ia Ri = Xi/Yi.
b) I�rodykite, kad Ri tankio funkcija yra

fR(x; θ) = θ(1 + θx)−2, x > 0,

o θ DT i�vertinys, gautas naudojant R1, . . . , Rn, sutampa su pateikiamu a) punkte.
c) Tegu θ̂n yra DT i�vertinys, nurodytas b) punkte. Raskite

√
n(θ̂n−θ) ribini� skirstini�.

d) Lentel
eje pateikiami (Xi, Yi), i = 1, . . . , n duomenys. Apskai£iuokite θ DT i�verti�
artutiniu metodu. Parinkite tinkam¡ pradini� artini� ir pagri�skite pasirinkim¡.
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xi yi xi yi xi yi xi yi
0,7 3,8 20,2 2,8 1,1 2,8 15,2 8,8
11,3 4,6 0,3 1,9 1,9 3,2 0,2 7,6
2,1 2,1 0,9 1,4 0,5 8,5 0,7 1,3
30,7 5,6 0,7 0,4 0,8 14,5 0,4 2,2
4,6 10,3 2,3 0,9 1,2 14,4 2,3 4,0

e) Pateikite DT i�ver£io, gauto d) punkte, standartin
es paklaidos pagri�st¡ji� i�verti�.
I.2.146. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami a. d. ir

gedimu� intensyvumo funkcija

λ(x) =

{
λ1, kai x 6 x0,
λ2, kai x > x0;

£ia λ1 ir λ2 yra neºinomi parametrai, o x0 � ºinoma konstanta.
Xi tankio funkcija

f(x;λ1, λ2) =

{
λ1 exp(−λ1x), kai x 6 x0,
λ2 exp(−λ2(x− x0)− λ1x0), kai x > x0.

Raskite parametru� λ1 ir λ2 DT i�vertinius ir ju� ribini� bendr¡ skirstini�.
I.2.147. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio

skirstinys priklauso ²eimai P = {Pθ, θ ∈ Θ}. Momentu� metodu raskite parametru�
i�vertinius, kai Pθ yra:

a) gama skirstinys G(α, γ), θ = (α, γ)T , α > 0, γ > 0;
b) eksponentinis skirstinys E(a, γ), θ = (a, γ)T , a ∈ R, θ > 0;
c) beta skirstinys Be(α, β), θ = (α, β)T , α > 0, β > 0;
d) lognormalusis skirstinys LN(µ, σ), θ = (µ, σ)T , µ ∈ R, σ > 0;
e) tolygusis skirstinys U

(
θ − 1

2 , θ + 1
2

)
, θ ∈ R;

f) neigiamas binominis skirstinys B−(n, p), θ = (p, n)T , p ∈ (0, 1), n = 1, 2, . . .;
g) logaritminis skirstinys, kurio parametras θ = p ∈ (0, 1);
h) chi kvadrato skirstinys χ2(k), θ = k, k = 1, 2, . . . .
I.2.148. Tegu X yra imtis i² skirstinio, kurio tankio funkcija yra fθ, o T (X) �

pakankamoji θ statistika. I�rodykite: jeigu egzistuoja DT i�vertinys, tai jis yra T funkcija.
I.2.149. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� tankio

funkcija yra fθ σ baigtinio mato ν atºvilgiu. Raskite parametro θ DT i�vertini� tokiais
atvejais:

a) fθ(x) = 1/θ, kai x = 1, 2, ..., θ, θ yra sveikasis skai£ius tarp 1 ir θ0;
b) fθ(x) = e−(x−θ), θ ≤ x <∞, θ > 0;
c) fθ(x) = θ(1− x)θ−1, 0 < x < 1, θ > 1;
d) fθ(x) = θ

1−θx
(2θ−1)/(1−θ), 0 < x <∞, θ ∈

(
1
2 , 1

)
;

e) fθ(x) = 2−1e−|x−θ|, x ∈ R, θ > 0;
f) fθ(x) = θx−2, θ < x <∞, θ > 0;
g) fθ(x) yra tankio funkcija skirstinio N(θ, θ2), θ ∈ R;
h) fθ(x) yra tankio funkcija eksponentinio skirstinio E(µ, σ), θT = (µ, σ) ∈ R ×

(0,∞);
i) fθ(x) yra tankio funkcija lognormalaus skirstinio LN(µ, σ), θT = (µ, σ) ∈ R ×

(0,∞);
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j) fθ(x) = 1, x ∈ (0, 1), kai θ = 0, ir fθ(x) = (2
√
x)−1, x ∈ (0, 1), kai θ = 1;

k) fθ(x) = β−ααxα−1, 0 < x < β, α > 0, β > 0;
l) fθ(x) = Cxθ p

x(1− p)θ−x, x = 0, 1, . . . , θ, θ = 1, 2, . . .; £ia p ∈ (0, 1) yra ºinomas.

I.2.150. Tegu (Y1, Z1)T , . . . , (Yn, Zn)T yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. v.,
kuriu� tankio funkcija

f(y, z|λ, µ) = λ−1µ−1e−y/λe−z/µ, 0 < y, z <∞,

£ia λ > 0 ir µ > 0.
a) Raskite (λ, µ)T DT i�vertini�.
b) Stebima tik Xi = min(Yi, Zi) ir ∆i = 1, kai Xi = Yi, ir ∆i = 0, kai Xi = Zi.

Raskite (λ, µ)T DT i�vertini�.
c) Raskite i�vertiniu� asimptotinius skirstinius.

I.2.151. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ diskretieji a. d.,
kuriu� skirstinys nusakytas tikimyb
emis

P{X1 = x} = [x!(1− e−θ)]−1θxe−θ, x = 1, 2, ...;

£ia θ > 0. I�rodykite, kad tik
etinumo lygtis turi vienintel¦ ²akni�, kai x̄ > 1. Ar ²i ²aknis
yra θ DT i�vertinys?

I.2.152. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ E(a, θ),
parametrai a ir θ neºinomi. Raskite parametru� a ir θ DT i�vertiniu� ASE ju� NMD i�vertiniu�
atºvilgiu.

I.2.153. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio
skirstinys yra Pareto su parametrais a ir θ.

a) Raskite (a, θ) DT i�vertini�.
b) Raskite parametro a DT i�vertinio ASE NMD i�vertinio atºvilgiu.

I.2.154. Tegu X1, . . . ,Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ k-ma£iai a. v., tu-
rintys Nk(µ,Σ) skirstini� su neºinomais µ ir Σ. Raskite µ ir Σ DT i�vertinius ir ju�
asimptotinius skirstinius.

I.2.155. Tegu X1, . . . , Xn ir Y1, . . . , Yn yra nepriklausomi a. d., turintys atitinkamai
N(µ, σ2) ir N(µ, τ2) skirstinius su neºinomu θ = (µ, σ2, τ2)T . Raskite θ DT i�vertini� ir
i�rodykite, kad jis asimptoti²kai efektyvusis.

I.2.156. Tegu X ∼ B(n, p), 0 < p < 1, p ºinomas. Raskite parametro n DT i�vertini�.

I.2.157. Tegu X ∼ H(N,M,n). Raskite parametro M DT i�vertini�, kai N ir n
ºinomi.

I.2.5. Intervaliniai i�vertiniai

I.2.158. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2),
−∞ < µ <∞, σ > 0 ºinomas. Raskite parametro µ lygmens Q pasikliovimo interval¡.

I.2.159. (I.2.158 pratimo t¦sinys). Tarkime, σ > 0 neºinomas parametras, o
parametras µ ºinomas. Raskite parametru� σ2 ir σ lygmens Q pasikliovimo intervalus.

I.2.160. (I.2.158 pratimo t¦sinys). Tarkime, abu parametrai µ ir σ > 0 neºinomi.
Raskite parametru� µ ir σ2 lygmens Q pasikliovimo intervalus.
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I.2.161. (I.2.160 pratimo t¦sinys). Raskite parametro σ2 lygmens Q pasikliovimo
interval¡, kurio vidutinis santykinis ilgis b = Eσ(σ2−σ2)/σ2 bu	tu� maºiausias. Palyginkite
jo vidutini� santykini� ilgi� su simetri²ko intervalo vidutiniu santykiniu ilgiu, kai Q = 0, 95,
ir n = 10; 20; 50; 100.

I.2.162. (I.2.160 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad

C(X̄, s2) = {(µ, σ2) : σ2 >
n(X̄ − µ)2

χ2
α1

(1)
,
s2(n− 1)

χ2
α2

(n− 1)
< σ2 <

s2(n− 1)

χ2
1−α2

(n− 1)
}

yra parametro (µ, σ2)T lygmens Q = (1− α1)(1− 2α2) pasikliovimo sritis.
I.2.163. Pagal normaliojo a. d. didumo n = 100 paprast¡j¡ imti� gauti tokie pasiklio-

vimo intervalo r
eºiai: µ = 1, 25, µ = 2, 05. Koks to intervalo pasikliovimo lygmuo, jei
σ2 = 4?

I.2.164. Kokio didumo turi bu	ti atsitiktinio dydºio X ∼ N(µ, 1) imtis, kad para-
metro µ pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95, ilgis bu	tu� ne didesnis
kaip 0,1?

I.2.165. Pagal didumo n = 25 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2),

gautos parametru� µ ir σ2 NMD i�vertiniu� realizacijos µ̂ = X̄ = 6, 334, σ̂2 = s2 = 0, 012.
Raskite parametru� µ ir σ lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo intervalu� realizacijas.

I.2.166. Tarkime, paprastosios imtys X1, ..., Xm ir Y1, ..., Yn gautos stebint n. a. d.
X ∼ N(µ1, σ

2
1) ir Y ∼ N(µ2, σ

2
2) , −∞ < µ1, µ2 < ∞, σ1, σ2 > 0. a) Raskite parametro

β = σ2
1/σ

2
2 lygmens Q pasikliovimo interval¡. b) Tarkime, ºinoma, kad σ2

1/σ
2
2 = k.

Raskite parametro σ2 = σ2
2 ir parametro θ = µ1−µ2 lygmens Q pasikliovimo intervalus.

I.2.167. (I.2.166. pratimo t¦sinys). Tarkime, apie dispersijas nieko neºinome, o
imtys pakankamai didel
es. Raskite asimptotini� parametro θ = µ1 − µ2 pasikliovimo
interval¡.

I.2.168. Tarkime, paprastoji imtis (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, gauta stebint a. v.

(X,Y )T ∼ N2(µ,Σ), µ = (µ1, µ2)T , −∞ < µ1, µ2 <∞,

Σ = [σij ]2×2, σ11 = σ2
1 , σ22 = σ2

2 , σ12 = σ1σ2ρ.

Raskite parametro θ = µ1 − µ2 lygmens Q pasikliovimo interval¡.
I.2.169. (I.2.168 pratimo t¦sinys). Raskite koreliacijos koe�ciento ρ lygmens Q

pasikliovimo interval¡.
I.2.170. (I.2.168 pratimo t¦sinys). Raskite koreliacijos koe�ciento ρ aproksimacini�

lygmens Q pasikliovimo interval¡.
I.2.171. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d., turinti� Rel
ejaus

skirstini� su parametru σ > 0 (ºr. 1 priedo 1.P.2 lentel¦). Raskite parametro σ lygmens
Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.

I.2.172. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d., turinti� Maksvelo
skirstini� su parametru σ > 0 (ºr. 1 priedo 1.P.2 lentel¦). Raskite parametro σ2 lygmens
Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.

I.2.173. Tarkime, imties X1, ..., Xn nariai yra n. a. d. ir Xi ∼ G(λ, ηi), i = 1, ..., n,
λ > 0. Parametrai η1, ..., ηn ºinomi. Raskite parametro λ lygmens Q = 1− 2α pasiklio-
vimo interval¡.
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I.2.174. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn, gauta stebint a. d. turinti� ekstremaliu�
reik²miu� skirstini�, kurio tankio funkcija

f(x|µ) = ex−µ exp{−ex−µ}, −∞ < µ <∞.

Raskite parametro µ lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.
I.2.175. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ P(λ). Raskite

parametro λ lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.
I.2.176. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint Bernulio a. d. X ∼

B(1, p), 0 < p < 1. Raskite parametro p lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.
I.2.177. Tegu paprastosios imtys X1, ..., Xn ir Y1, ..., Yn gautos stebint n. a. d. X ∼

P (λ1) ir Y ∼ P (λ2), 0 < λ1, λ2 <∞. Raskite parametro β = λ1/λ2 lygmens Q = 1− 2α
pasikliovimo interval¡.

I.2.178. Tarkime, imties X1, ..., Xn koordinat
es yra n. a. d. ir Xi ∼ B−(mi, p), i =
1, ..., n, 0 < p < 1. Parametrai m1, ...,mn ºinomi. Raskite parametro p lygmens Q =
1− 2α pasikliovimo interval¡.

I.2.179. Turime didumo N gaminiu� partij¡, kurioje yra neºinomas skai£ius M
defektiniu�. Atsitiktinai negr¡ºinant atrenkama n gaminiu�. Tegu Xi = 1, jei i-sis atrink-
tas gaminys defektinis, ir Xi = 0 prie²ingu atveju. Gauname imti� X1, ..., Xn, kuri n
era
paprastoji. Tegu N ir n ºinomi, o M = 0, 1, ..., N yra neºinomas parametras. Raskite
parametro M lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.

I.2.180. (I.2.179 pratimo t¦sinys). Tarkime, partijos didumas N = 300. Patikrinus
n = 50 gaminiu� rasti 6 defektiniai. Raskite parametro M ta²kini� ir intervalini� pasiklio-
vimo lygmens Q = 0, 9 i�ver£ius.

I.2.181. Tegu Y1, ..., Yn yra n. a. d. ir Yi ∼ N(β0 + β1(xi − x̄), σ2), i = 1, ..., n;
£ia x1, ..., xn, x̄ =

∑
i xi/n � ºinomos konstantos, o −∞ < β0, β1 < ∞, σ > 0 neºinomi

parametrai.
a) Raskite parametro σ2 lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.
b) Raskite parametro θ = aβ0 + bβ1 lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.

I.2.182. (I.2.181 pratimo t¦sinys). Fiksuotuose ta²kuose τi, i = 1, ..., n, gauti
nepriklausomi tiesin
es funkcijos β + β1τ matavimai X1, ..., Xn. Matavimo paklaidos
εi ∼ N(0, σ2). Raskite parametro γ = 4β0 + 4β1τ̄ , kai β0 = β+β1τ̄ , lygmens Q = 1−2α
pasikliovimo interval¡.

I.2.183. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ U(0, θ), 0 < θ.
Raskite parametro θ lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.

I.2.184. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ U(−θ, θ), 0 <
θ. Raskite parametro θ lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡.

I.2.185. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ U(θ− 1/2, θ+
1/2). Raskite parametro θ lygmens Q = 1 pasikliovimo interval¡ ir raskite jo vidutini�
ilgi�.

I.2.186. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ U(θ1, θ1 +
θ2),−∞ < θ1 < ∞, θ2 > 0. Raskite parametro θ2 lygmens Q = 1 − 2α pasikliovimo
interval¡.

I.2.187. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ E(a, 1/θ),
−∞ < a <∞, 0 < θ. a) Raskite parametro θ lygmens Q = 1−2α pasikliovimo interval¡.
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b) Raskite parametro a lygmens Q = 1 − 2α pasikliovimo interval¡, kai parametras θ
ºinomas ir kai parametras θ neºinomas. c) Raskite parametro (a, θ)T pasikliovimo sriti�.

I.2.188. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2),
|µ| <∞, σ > 0. Raskite nepriklausomo tolimesnio steb
ejimo Xn+1 lygmens Q = 1− 2α
prognoz
es interval¡.

I.2.189. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ K(µ, 1),
−∞ < µ < ∞. a) Raskite parametro µ lygmens Q = 1 − 2α aproksimacini� interval¡,
kai parametro µ ta²kiniu i�ver£iu imame empirin¦ median¡ x̂1/2. b) Raskite parametro
µ lygmens Q = 1− 2α aproksimacini� interval¡, kai parametro µ i�vertinys gaunamas DT
metodu. Kuris i² ²iu� intervalu� trumpesnis?

I.2.190. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X ∼ P(λ). a) Raskite parametro
λ lygmens Q = 1 − 2α aproksimacini� pasikliovimo interval¡ remdamiesi tuo, kad a. d.√
n(X̄ − λ)/

√
X̄ skirstinys asimptoti²kai nepriklauso nuo neºinomo parametro.

b) Raskite parametro λ lygmens Q = 1−2α aproksimacini� pasikliovimo interval¡ rem-
damiesi tuo, kad a. d.

√
n(X̄ −λ)/

√
λ skirstinys asimptoti²kai nepriklauso nuo neºinomo

parametro.
c) Raskite parametro λ lygmens Q = 1 − 2α aproksimacini� pasikliovimo interval¡

remdamiesi dispersij¡ stabilizuojan£ia transformacija, t. y. tuo, kad a. d.
√
n(2
√
X̄−2

√
λ)

skirstinys asimptoti²kai nepriklauso nuo neºinomo parametro.
d) Tegu pagal didumo n = 50 imti� gauta NMD i�vertinio realizacija λ̂ = 2, 4. Raskite

lygmens Q = 0, 95 p. a), b), c) aproksimacinius intervalus ir palyginkite juos su tiksliu
pasikliovimo intervalu i² I.2.175 pratimo.

I.2.191. Tegu Y1, . . . , Yn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d. su baigtiniais
µy = EY1, σ2

y = V (Y1), α3 = EY 3
1 ir α4 = EY 4

1 . Raskite statistik¡, kurios skirstinys
asimptoti²kai (n→∞) nepriklausytu� nuo neºinomu� parametru�, ir sudarykite parametro
θ = (µy, σ

2
y)T aproksimacin¦ pasikliovimo sriti�.

I.2.192. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X ∼ LN(µ, σ).
a) I�rodykite, kad θ = EX = exp{µ+ σ2/2}, γ = V X = exp{2µ+ σ2}(exp{σ2} − 1).
b) I�rodykite, kad parametru� θ ir γ DT i�vertiniai yra

θ̂ = exp{Ȳ +m2/2}, γ̂ = exp{2Ȳ +m2}(exp{m2} − 1),

£ia

Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi, m2 =
1

n

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2, Yi = lnXi, i = 1, ..., n.

c) I�rodykite, kad

Eµ,σ θ̂ = θ exp{−(n− 1)σ2/(2n)}(n/(n− σ2))(n−1)/2 = θ +O(1/n2), n→∞;

V µ,σ θ̂ = exp{2µ+ σ2/n}[exp{σ2/n}(n/(n− 2σ2))(n−1)/2 − (n/(n− σ2))n−1] =

θ2σ2/n+O(1/n2).

I.2.193. (I.2.192 pratimo t¦sinys). Tarkime, pagal didumo n = 100 imti� gauti
i�ver£iai Ȳ = 1, 45, m2 = 4, 21.

a) Apskai£iuokite parametru� θ ir γ DT i�ver£ius.
b) Raskite parametro θ asimptotini� pasikliovimo interval¡ (Q = 0, 95).
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I.2.194. Pas
ejus kultu	r¡ Petri l
ek²tel
eje po tam tikro laiko registruojamas bakteriju�
skai£ius Y = X1 +X2 + ...+XN ; £ia N � koloniju� skai£ius, Xi � bakteriju� skai£ius i-oje
kolonijoje. Tarkime, kad X1, X2, ... yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d., turintys Puasono
skirstini� su parametru θ, o N yra nepriklausantis nuo X1, X2, ... a. d., turintis Puasono
skirstini� su parametru λ. Momentu� metodu raskite parametru� λ ir θ i�vertinius.

I.2.195. (I.2.194 pratimo t¦sinys). Tarkime, pagal didumo n = 20 imti�, gaut¡
stebint a. d. Y , apskai£iuoti nepaslinktieji vidurkio µ = EY ir dispersijos σ2 = V Y
i�ver£iai µ̂ = Ȳ = 50 ir σ̂2 = s2 =

∑n
i=1(Yi − Ȳ )2/(n− 1) = 360.

a) Apskai£iuokite parametru� θ ir λ momentu� metodo i�ver£ius.
b) Raskite vidurkio µ = λθ lygmens Q = 1 − 2α asimptotini� pasikliovimo interval¡

naudodami aproksimacij¡

√
n(µ̂− µ)/s

d→ Z ∼ N(0, 1)

ir aproksimacij¡
√
n(µ̂− µ)/

√
µ(1 + θ̂)

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.2.196. Paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2). Raskite
kritin
es reik²m
es xP = µ+ σzP ir funkcijos F (x) = Φ((x− µ)/σ) aproksimacinius pasi-
kliovimo intervalus.

I.2.197. (I.2.196 pratimo t¦sinys). Tarkime, pagal didumo n = 100 paprast¡j¡
imti�, gaut¡ stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2), apskai£iuotos empirin
es charakteristikos X̄ =
1, 28; s2 = 4; g1 = −0, 25; g2 = 0, 1. Sudarykite parametru� x(0, 9);F (0); γ1; γ2 lygmens
Q = 0, 95 aproksimacinius pasikliovimo intervalus.

I.2.198. Paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼W (θ, ν), turinti� Veibulo
skirstini�, kurio pasiskirstymo funkcija

F (x|θ, ν) = 1− e−(x/θ)ν , x > 0.

Raskite eil
es P kvantilio t(P ) = θ(− ln(1 − P ))1/ν aproksimacini� pasikliovimo inter-
val¡.

I.2.199. (I.2.198 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad gaminio darbo laikas apra²omas
Veibulo skirstiniu su parametrais θ ir ν. Pagal paprast¡j¡ imti�, gaut¡ i²bandºius 100
gaminiu�, surastos parametru� DT i�vertiniu� realizacijos θ̂ = 0, 198, ν̂ = 2, 15. Raskite
parametru� θ, ν ir kvantilio t(0, 9) lygmens Q = 0, 95 aproksimacinius pasikliovimo inter-
valus.

I.2.6. I�ver£iu� radimo pavyzdºiai

I.2.200. Bandant sportini� l
ektuv¡, gautos ²ios jo maksimalaus grei£io (m/s) reik²m
es:
422,2; 418,7; 425,6; 420,3; 425,8; 423,1; 431,5; 428,2; 438,3; 434,0; 411,3; 417,2; 413,5;
441,3; 423,0. Tar¦, kad buvo stebimas normalusis a. d., raskite vidurkio ir vidutinio
kvadratinio nuokrypio ta²kinius ir intervalinius (Q = 0, 95) i�ver£ius.

I.2.201. Lentel
eje pateikti skai£iai mi tokiu� vienodo ploto (0,25 kv. km) pietin
es
Londono dalies rajonu�, i� kuriuos Antrojo pasaulinio karo metu pataik
e po i l
ektuvu�-
sviediniu�.
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i 0 1 2 3 4 5 Σ
mi 229 211 93 35 7 1 576

Tar¦, kad buvo stebimas Puasono a. d., raskite parametro λ ta²kini� ir intervalini�
(Q = 0, 95) i�ver£ius.

I.2.202. Laikas nuo uºsakymo pateikimo iki jo gavimo (pristatymo laikas) yra
pasiskirst¦s pagal gama skirstini� G(λ, η). Lentel
eje pateikiamos atsitiktinai parinktu�
uºsakymu� pristatymo laikas (i � eil
es numeris, Xi � laikas).

i Xi i Xi i Xi i Xi

1 10 6 7 11 10 16 7
2 10 7 11 12 6 17 6
3 6 8 12 13 13 18 16
4 11 9 12 14 8 19 9
5 8 10 6 15 12 20 5

a) Raskite parametru� λ ir η ta²kinius i�ver£ius.
b) Tar¦, kad parametro η reik²m
e lygi 10, DT metodu raskite parametro λ i�verti�.

Palyginkite ji� su NMD i�ver£iu. Sudarykite parametro λ pasikliovimo interval¡ (Q =
0, 95).

I.2.203. Kiekvienomis i² 100 vienodu� stakliu� gaminami I ir II ru	²ies gaminiai.
Tikrinant produkcijos kokyb¦, atsitiktinai paimta po 10 gaminiu�, pagamintu� skirtin-
gomis stakl
emis, ir nustatytas II ru	²ies gaminiu� skai£ius. Bandymo rezultatai pateikiami
lentel
eje (mi � skai£ius im£iu�, kuriose rasta po i II ru	²ies gaminiu�).

i 0 1 2 3 4 5 Σ
mi 1 10 27 36 25 1 100

Tar¦, kad buvo stebimas binominis a. d., raskite parametro p NMD i�verti� ir pasiklio-
vimo interval¡ (Q = 0, 95).

I.2.204. Bandant kiekvien¡ i² 10 prietaisu�, nebuvo rasta n
e vieno defektinio prietaiso.
Raskite tikimyb
es, kad prietaisas yra defektinis, pasikliovimo interval¡, kai pasikliovimo
lygmenys yra 0,8; 0,9; 0,99 ir defektiniu� prietaisu� skai£iaus skirstinys yra binominis.

I.2.205. Nustatant 200 elektros lempu£iu� degimo laik¡ T , gauti stebiniai, kurie
pateikiami lentel
eje.

i ai−1 � ai Si i ai−1 � ai Si
1 0�300 53 7 1800�2100 9
2 300�600 41 8 2100�2400 7
3 600�900 31 9 2400�2700 5
4 900�1200 22 10 2700�3000 3
5 1200�1500 16 11 3000�∞ 2
6 1500�1800 12

�ioje lentel
eje ai−1 ir ai yra i-ojo intervalo galai, o Si stebiniu�, patekusiu� i� i-¡ji�
interval¡, skai£ius.

Tar¦, kad a. d. T skirstinys yra eksponentinis, raskite parametro λ ta²kini� ir asimp-
totini� intervalini� i�ver£ius (Q = 0, 99).

I.2.206. Pagal tris didumo n1 = 20, n2 = 50, n3 = 30 imtis, gautas stebint n. a. d.
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X ∼ N(µ1, σ
2), Y ∼ N(µ2, σ

2), Z ∼ N(µ3, σ
2), apskai£iuotos NMD i�vertiniu� realizacijos

µ̂1 = X̄ = 2, 12, s2
x = 2, 84, µ̂2 = Ȳ = 1, 09, s2

y = 3, 91, µ̂3 = Z̄ = 3, 14, s2
z = 2, 53.

a) Raskite parametro σ2 NMD i�verti� naudodami visus duomenis; raskite parametro
σ lygmens Q = 0, 99 pasikliovimo interval¡.

b) Raskite parametro θ = µ1 + µ2 − µ3 NMD i�verti�; sudarykite parametro θ lygmens
Q = 0, 95 pasikliovimo interval¡.

I.2.207. Krakmolo kiekis bulv
ese nustatomas dviem bu	dais. Norint palyginti tuos
bu	dus, buvo paimta 16 bulviu� ir kiekvienos i² ju� krakmolo kiekis nustatytas abiem bu	dais.
Gauti stebiniai (krakmolingumas procentais) sura²yti lentel
eje (Xi � krakmolingumas
tiriant i-¡j¡ bulv¦ pirmu bu	du; Yi � antru bu	du).

i Xi Yi i Xi Yi
1 21,7 21,5 9 14,0 13,9
2 18,7 18,7 10 17,2 17,0
3 18,3 18,3 11 21,7 21,4
4 17,5 17,4 12 18,6 18,6
5 18,5 18,3 13 17,9 18,0
6 15,6 15,4 14 17,7 17,6
7 17,0 16,7 15 18,3 18,5
8 16,6 16,9 16 15,6 15,5

Pri
em¦ normalumo prielaid¡, palyginkite ²iuos du krakmolingumo nustatymo meto-
dus. a) Raskite parametro θ = EX − EY lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo interval¡
remdamiesi I.2.160 pratimu. b) Raskite parametro θ lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo
interval¡ remdamiesi I.2.168 pratimu. c) Paai²kinkite, kod
el gaunami tokie skirtingi
rezultatai. d) Raskite koreliacijos koe�ciento ρ ta²kini� ir intervalini� (Q = 0, 95) i�ver£ius.

I.2.208. Per pirm¡ dien¡ skaitiklis uºregistravo 20 026 puasoninio srauto impulsus,
o per antr¡ � 19 580. Raskite intensyvumu� santykio θ = λ1/λ2 pasikliovimo interval¡
(Q = 0, 99).

I.2.209. Dviejose nepriklausomose Bernulio bandymu� schemose atlikus n1 = n2 =
5000 bandymu� i�vykis A i�vyko S1 = 2602 ir S2 = 2398 kartus. Tegu i�vykio A pasirodymo
tikimyb
e pirmoje bandymu� schemoje yra p1, o antroje � p2. Raskite parametro θ = p1−p2

asimptotini� pasikliovimo interval¡ (Q = 0, 99). Ar yra pagrindo teigti, kad i�vykio A
pasirodymo tikimyb
es abiejose schemose yra vienodos?

I.2.210. Tarkime, kad daugialypis integralas, kurio tikroji reik²m
e yra 0,3, buvo
skai£iuojamas Monte Karlo metodu. Kiek apytiksliai reikia atlikti nepriklausomu� mode-
liavimu� N , kad gautosios reik²m
es absoliuti santykin
e paklaida su tikimybe, ne maºesne
uº 0,99, nevir²ytu� a) 0,2; b) 0,1?

I.2.211. Lentel
eje pateikti prapuolimo kampai 209 pa²to balandºiu�, kai atliekant
bandym¡ buvo bandoma paveikti ju� �vidini� laikrodi�� (ºr. [14]).

Duomenys sugrupuoti i� 30◦ ilgio intervalus. Lentel
eje nurodyti kampai ϕi, atitinkan-
tys i-ojo intervalo pradºi¡, ir patekusiu� i� i-¡ji� interval¡ daºniai ni, i = 1, ...12. Tardami,
kad turimus duomenis galima traktuoti kaip paprastosios imties, gautos stebint atsitiktini�
kamp¡ ϕ ∼ M(µ, θ), realizacij¡, raskite parametru� µ, θ ta²kinius i�ver£ius ir sudarykite
aproksimacinius intervalus su pasikliovimo lygmeniu Q = 0, 95.



I.2. Parametru� i�vertiniai 65

Kryptis Daºnis Kryptis Daºnis
0◦− 26 180◦− 14
30◦− 22 210◦− 11
60◦− 26 240◦− 12
90◦− 30 270◦− 5
120◦− 29 300◦− 5
150◦− 18 330◦− 11

I.2.212. Lentel
eje pateikti duomenys apie uºregistruotus susirgimo leukemija atvejus
Anglijoje per 1946-1960 metu� laikotarpi�, sugrupuoti m
enesiniais intervalais (ºr. [14]).

M
enuo Susirgo M
enuo Susirgo M
enuo Susirgo
Sausis 39 Geguº
e 38 Rugs
ejis 37
Vasaris 37 Birºelis 59 Spalis 47
Kovas 29 Liepa 50 Lapkritis 34

Balandis 45 Rugpju	tis 54 Gruodis 37

Paverskite duomenis kampu� steb
ejimais sutapatindami metu� interval¡ su intervalu
(0, 2π], t. y. sausis atitinka sektoriu� nuo 0◦ iki 30◦; vasaris � sektoriu� nuo 30◦ iki 60◦

ir t. t. Tardami, kad buvo stebimas atsitiktinis kampas ϕ ∼M(µ, θ) a) raskite ta²kinius
parametru� (µ, θ) i�ver£ius; b) sudarykite pasikliovimo lygmens Q = 0, 95 aproksimacinius
pasikliovimo intervalus.

I.2.7. Sprendimai, nurodymai, atsakymai

I.2.1 skyrelis

I.2.1. A. d.
√
n(X̄ − µ)/2 ∼ N(0, 1). Imties didumui n rasti gauname nelygyb¦

Pµ{|X̄ − µ| ≤ 0, 1} = Pµ{−0, 1
√
n/2 ≤

√
n(X̄ − µ)/2 ≤ 0, 1

√
n/2} =

2Φ(0, 1
√
n/2)− 1 ≥ 0, 99.

I² ²ios nelygyb
es randame

Φ(0, 1
√
n/2) ≥ 0, 995 ⇔ 0, 1

√
n/2 ≥ z0,005 ⇔ n ≥ 2654.

I.2.2. A. d. s2(n− 1)/σ2 ∼ χ2(n− 1). Imties didumui n rasti gauname nelygyb¦

Pσ{|s2 − σ2|/σ2 ≤ 0, 1} = Pσ{0, 9(n− 1) ≤ s2(n− 1)/σ2 ≤ 1, 1(n− 1)} ≥ 0, 99.

I² ²ios nelygyb
es randame

P{0, 9(n− 1) ≤ χ2
n−1 ≤ 1, 1(n− 1)} ≥ 0, 99 ⇔ n ≥ 1330.

I.2.3. A. d. nX̄ ∼ G(1/λ, 5n). Remdamiesi gama skirstinio s¡ry²iu su χ2 skirstiniu
(ºr. 1 priedo 1.P.3 lentel¦) gauname 2nX̄/λ ∼ χ2(10n). Imties didumui n rasti gauname
nelygyb¦

Pλ{|X̄/5− λ|/λ ≤ 0, 1} = Pλ{0, 9 ≤ X̄/(5λ) ≤ 1, 1} =

Pλ{9n ≤ 2nX̄/λ ≤ 11n} = Pλ{9n ≤ χ2
10n ≤ 11n} ≥ 0, 99.
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I² ²ios nelygyb
es randame n ≥ 133.

I.2.4. A. d.
√
n(X̄ − µ)/25 ∼ N(0, 1); £ia µ � neºinomas ju	ros gylis. Matavimu�

skai£iui n rasti turime nelygyb¦

Pµ{X̄ − µ ≤ 15} = Pµ{
√
n(X̄ − µ)/25 ≤ 3

√
n/5} = Φ(3

√
n/5) ≥ 0, 99.

I²sprend¦ gauname

Φ(3
√
n/5) ≥ 0, 99 ⇔ 3

√
n/5 ≥ z0,01 ⇔ n ≥ 15.

I.2.5. Paºym
ekime T1n, T2n, ..., Tnn imties narius. Yra n aib
es {1, 2, ..., n} poaibiu�,
susidedan£iu� i² n − 1 elemento. Taigi yra n statistiku� T (1)

n−1, ..., T
(n)
n−1, gautu� i² didumo

n− 1 im£iu�; T̄n−1 = 1
n

∑n
j=1 T

(j)
n−1. Kadangi

EθT
(j)
n−1 = θ +

∞∑
i=1

ai/(n− 1)i,

tai ir statistika T̄n−1 tenkina s¡lyg¡

EθT̄n−1 − θ =

∞∑
i=1

ai/(n− 1)i.

Taigi

EθT
′
n = nEθTn − (n− 1)EθT̄n−1 = θ +

∞∑
i=2

ai(1/n
i−1 − 1/(n− 1)i−1 =

θ + a2(1/n− 1/(n− 1)) +O(1/n2) = θ +O(1/n2).

Analogi²kai randame T ′′n , T
′′′
n , ... poslinkius.

I.2.6. Tegu Y = Xα. Tada Y ∼ E(ρα). Suma
∑n
i=1X

α
i ∼ G(ρα, n). Randame

vidurki�

Eργ̂ =
ρnα

Γ(n− r/α)

∫ ∞
0

yn−r/α−1e−ρ
αydy = ρr.

I.2.7. Jeigu θ̄ ir θ̃ yra nepaslinktieji parametro θ i�vertiniai, tai Eθ(θ̄ − θ̃) ≡ 0. Taigi
nepaslinktieji i�vertiniai gali skirtis tik tokia statistika U , kad EθU ≡ 0.

I.2.8. Statistikos X(n) tankio funkcija yra fn(x) = nxn−1/θn, 0 < x < θ. I�vertinio
cX(n) vidurkis ir dispersija

Eθ(cX(n)) =
cn

θn

∫ θ

0

xndx = θ
cn

n+ 1
, Eθ(cX(n))

2 =
c2n

θn

∫ θ

0

xn+1dx = θ2 c2n

n+ 2
,

V θ(cX(n)) = c2θ2 n

(n+ 1)2(n+ 2)
.

I�vertinys nepaslinktas, kai c = (n+ 1)/n. Tada

Eθ((n+ 1)X(n)/n) = θ, V θ((n+ 1)X(n)/n) = θ2/(n(n+ 2)).
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I.2.9. Tarkime, ε < min |θi − θj |. Tada

Pθ{|Tn(X)− θ| ≥ ε} = 1−Pθ{|Tn(X)− θ| < ε} = 1−Pθ{Tn(X) = θ}.

Taigi
Pθ{|Tn(X)− θ| ≥ ε} → 0 ⇔ Pθ{Tn(X) = θ} → 1.

Jeigu ∀ ε > 0 tikimyb
e Pθ{|Tn(X)− θ| ≥ ε} → 0, tai

Pθ{|Tn(X)− θ| ≥ ε} → 0, ∀ ε < min |θ1 − θj | ⇒ Pθ{Tn(X) = θ} → 1.

Atvirk²£iai, jeigu Pθ{Tn(X) = θ} → 1, tai Pθ{|Tn(X)− θ| < ε} → 1 ∀ ε > 0. I² £ia
gauname, kad ∀ ε > 0 tikimyb
e Pθ{|Tn(X)− θ| ≥ ε} → 0.

I.2.10. Tegu Yi = Xi − (θ − 1/2), i = 1, ..., n. Tada Y1, ..., Yn yra paprastoji imtis,
gauta stebint a. d. Y ∼ U(0, 1); Eθ((X(1) + X(n))/2) = E((Y(1) + Y(n))/2) + θ − 1/2;
V θ((X(1) +X(n))/2) = V ((Y(1) + Y(n))/2). Gauname

E(Y(1) + Y(n)) = n

∫ 1

0

x(1− x)n−1dx+ n

∫ 1

0

xndx = nB(2, n) + n/(n+ 1) = 1,

Eθ((X(1) +X(n))/2)) = E((Y(1) + Y(n))/2) + θ − 1/2 = θ,

A. v. (Y(1), Y(n))
T tankio funkcija (ºr. [2], 2.3 skyreli�) yra n(n − 1)(y − x)n−2, 0 < x <

y < 1. Randame

E(Y(1) + Y(n))
2 = n(n− 1)

∫ 1

0

∫ y

0

(x+ y)2(y − x)n−2dxdy.

Atlik¦ keitim¡ x = yt, dx = ydt, gauname

E(Y(1) + Y(n))
2 = n(n− 1)

∫ 1

0

yn+1dy

∫ 1

0

(1 + t)2(1− t)n−2dt =

n(n− 1)

n+ 1
[B(1, n− 1) + 2B(2, n− 1) +B(3, n− 1)] =

n2 + 3n+ 4

(n+ 1)(n+ 2)
;

V θ((X(1) +X(n))/2) = V ((Y(1) + Y(n))/2) = 1/(2(n+ 1)(n+ 2)).

Remdamiesi �eby²ovo nelygybe randame

Pθ{nα|θ̂ − θ| ≥ ε} ≤
n2α

2(n+ 1)(n+ 2)ε2
→ 0, n→∞.

I.2.11. Tarkime, Sn = X1 + ... + Xn. Statistika T i�gyja reik²m¦ 0 su tikimybe
Pn = P{Sn ≤ n/2} ir reik²m¦ 1 su tikimybe Qn = 1 − Pn. Statistikos T pirmieji
momentai ET = Qn,V T = PnQn. Jeigu 0 < p < 1/2, tai

Qn = Pp{Sn > n/2} = Pp{
Sn − np√
np(1− p)

>

√
n(1/2− p)√
p(1− p)

} → 0,

kai n→∞. Taigi statistika T P9 p su visais 0 < p < 1.
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I.2.12. I² funkcijos gn(x) tolygaus konvergavimo i²plaukia, kad bet kuriam ε > 0
egzistuoja toks N , kad

|gn(x)− g(x)| < ε/2, ∀ x ∈ (a, b), n > N.

Remdamiesi gn(x) tolydumu ir tolygiu konvergavimu gauname, kad g(x) yra tolydi
funkcija. Taigi duotam ε > 0 egzistuoja toks δ > 0, kad

|g(Tn)− g(θ)| < ε/2,

jei |Tn − θ| < δ. Gauname

|gn(Tn)− g(θ)| ≤ |gn(Tn)− g(Tn)|+ |g(Tn)− g(θ)| < ε,

jeigu n > N ir |Tn − θ| < δ. Taigi, kai n > N

Pθ{|Tn − θ| < δ} ≤ Pθ{|gn(Tn)− g(θ)| < ε};

Pθ{|Tn − θ| < δ} → 1 ⇒ Pθ{|gn(Tn)− g(θ)| < ε} → 1

⇒ Pθ{gn(|Tn)− g(θ)| > ε} → 0, n→∞.

I.2.13. Tegu ϑ̂ = 1, kai |X̄| ≤ cn, ir ϑ̂ = 0, kai |X̄| > cn; £ia cn = 1/nα, 0 < α < 1/2.
Gauname

P{|ϑ̂− g(µ)| ≥ ε} = P{|1− g(µ)| ≥ ε, |X̄| ≤ cn}+ P{|g(µ)| ≥ ε, |X̄| > cn}.

Tada

P{|ϑ̂− g(µ)| ≥ ε|µ = 0, σ} = P{|X̄ −EX̄| > cn|µ = 0, σ} < V σX̄

1/n2α
= σ2n2α−1 → 0;

P{|ϑ̂− g(µ)| ≥ ε|µ 6= 0, σ} = Pµ,σ{
−cn − µ
σ
√
n
≤ X̄ − µ

σ
√
n
≤ cn − µ

σ
√
n
} → Φ(0)− Φ(0) = 0,

nes pagal CRT (X̄ − µ)/(σ
√
n)

d→ Z ∼ N(0, 1).

I.2.14. �r. I.1.50, I.1.62 pratimus.

I.2.15. �r. I.1.48, I.1.62 pratimus.

I.2.16. A. d. X dispersija V θX = EθX
2 − (EθX)2 = EθX

2 − θ2. Imkime statistik¡
T = X2−Y . Tada EθT = EθX

2−EθY = EθX
2−θ2 = V θX. Taigi T yra nepaslinktasis

dispersijos V θX i�vertinys.
I.2.17. A. d. X − Y ∼ N(0, 2σ2). Randame

Eσ|X − Y | =
1√
πσ

∫ ∞
0

xe−x
2/(4σ2)dx =

2σ√
π
6= σ;

Eσ(X − Y )2 = 2σ2 6= σ2.

I.2.18. Tegu Yi = (Xi + θ)/(2θ). Tada Y1, ..., Yn yra paprastoji imtis a. d. Y ∼
U(0, 1); Eθ(X(n) − X(1)) = 2θE(Y(n) − Y(1)), V θ(X(n) − X(1)) = 4θ2V (Y(n) − Y(1)).
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Remiantis I.1.37 pratimu a. d. Y(n) − Y(1) ∼ Be(n − 1, 2). Tada (ºr. 1 priedo 1.P.2
lentel¦)

E(Y(n) − Y(1)) =
n− 1

n+ 1
, V (Y(n) − Y(1)) =

2(n− 1)

(n+ 1)2(n+ 2)
.

Nepaslinktasis parametro θ i�vertinys θ̂ = (X(n) −X(1))(n+ 1)/(2(n− 1))

Eθ θ̂ = θ, V θ θ̂ =
2θ2

(n− 1)(n+ 2)
.

I.2.2 skyrelis

I.2.19. Tik
etinumo funkcija

L(µ, λ) = λne−λ
∑n
i=1(Xi−µ), µ < X1, ..., Xn <∞.

Arba
L(µ, λ) = λneλnµe−λX(1)e−λ(X(2)+...+X(n))1(µ,∞)(X(1)).

Remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi T = (X(1), X(2) + ...+X(n))
T yra

parametro (µ, λ)T pakankamoji statistika.

I.2.20. Tik
etinumo funkcija

L(η, σ) = ηn(1/σ)nη(
∏
i

Xi)
η−1e−(1/ση)

∑
iX

η
i .

a) jeigu η neºinomas, tai L priklauso nuo visu� imties elementu�;
b) jeigu η ºinomas, tai tik
etinumo funkcija

L(σ) = ηn(
∏
i

Xi)
η−1(1/σnη)e−(1/ση)

∑
iX

η
i = W (X)q(T ;σ),

kai T =
∑
iX

η
i . Remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi T yra parametro

σ pakankamoji statistika.

I.2.21. Tik
etinumo funkcija

L(λ, η, µ) =
λnη

[Γ(η)]n
(
∏
i

Xi)
η−1e−λ

∑
i(Xi−µ)1(µ,∞)(X(1)).

a) Kai µ ir λ ºinomi, tik
etinumo funkcija

L(η) = e−λ
∑
i(Xi−µ)1(µ,∞)(X(1))

λnη

[Γ(η)]n
(
∏
i

Xi)
η−1 = W (X)q(T ; η),

kai T =
∏
iXi. Remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi T yra parametro

η pakankamoji statistika.
b) Kai µ ir η ºinomi, tik
etinumo funkcija

L(λ) =
1

[Γ(η)]n
(
∏
i

Xi)
η−11(µ,∞)(X(1))λ

nηe−λ
∑
i(Xi−µ) = W (X)q(T ;λ),



70 I. PARAMETRIN 
E STATISTIKA

kai T =
∑
i(Xi − µ). Remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi T yra

parametro λ pakankamoji statistika.
c) Kai µ ºinomas, tik
etinumo funkcija

L(λ, η) = 1(µ,∞)(X(1))
λnη

[Γ(η)]n
(
∏

Xi)
η−1e−λ

∑
i(Xi−µ) = W (X)q(T ;λ, η),

kai T = (
∏
iXi,

∑
i(Xi − µ))T . Remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi

T yra parametro (λ, η)T pakankamoji statistika.
d) Kai λ ºinomas, o η = 1, tik
etinumo funkcija

L(µ) = λne−λ
∑
iXieλnµ1(µ,∞)(X(1)) = W (X)q(T ;µ),

kai T = X(1). Remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi T yra parametro
µ pakankamoji statistika.

I.2.22. Tik
etinumo funkcija

L(θ) = (2π)−n/2 exp{− 1

2σ2

∑
i

(Yi − α− βxi)2 − n

2
lnσ2} =

(2π)−n/2 exp{− 1

2σ2

∑
i

Y 2
i +

α

σ2

∑
i

Yi +
β

σ2

∑
i

Yixi −B(θ)}

priklauso triparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Parametru� kitimo sritis turi
vidiniu� ta²ku�. Taigi statistika T yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ statistika.

I.2.23. Remdamiesi Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi gauname pakanka-
mas statistikas: a) b) c) T =

∑
iXi; d) T = (

∏
iXi,

∑
iXi)

T ; e) T = (
∏
iXi,

∏
(1 −

Xi))
T ; f) T = (

∑
i lnXi,

∑
i ln2Xi)

T .

I.2.24. Tik
etinumo funkcija

L(θ) = (2/θ2)n
∏
i

(θ −Xi)1(0,θ)(X(n)).

Egzistuoja tik triviali pakankamoji statistika T = (X1, ..., Xn)T .

I.2.25. a) Tik
etinumo funkcija

L(θ) = θn/
∏
i

(1 +Xi)
θ+1 = θne−(θ+1)

∑
i ln(1+Xi);

remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi T =
∑
i ln(1+Xi) yra pakankamoji

parametro θ statistika; b) nesunku patikrinti, kad a. d. ln(1 +Xi) ∼ E(θ); T =
∑
i ln(1 +

Xi) ∼ G(θ, n). Tada EθT = n/θ, V θT = n/θ2.

I.2.26. Pagal Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriteriju� L(θ) = W (X)q(T ; θ). Tada
L(θ) = W (X)q(h(S); θ). Taigi S irgi pakankamoji statistika.

I.2.27. Tik
etinumo funkcija

L(λ, θ) = θnαnθ/(
∏
i

Xi)
θ+11(α,∞)(X(1)).
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Remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi T = (X(1),
∏
iXi)

T yra pakan-
kamoji parametro (α, θ)T statistika.

I.2.28. Variacin
es eilut
es tik
etinumo funkcija fn(X(1), ..., X(n)) = n!f(X(1)) · ... ·
f(X(n)). Remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi (X(1), ..., X(n))

T yra
²eimos P pakankamoji statistika.

I.2.29. Eksponentinio tipo skirstiniu� tankio kanonin
e forma yra

f(x|η) = h(x) exp{ηTT (x)−B(η)}.

a) h(x) = 1/x!, η = lnλ, T (x) = x, B(η) = eη;−∞ < η <∞, x = 0, 1, ...;
b) h(x) = Cn−1

n+x−1, η = ln(1− p), T (x) = x, B(η) = − ln(1− eη), −∞ < η < 0, x =
0, 1, ...;

c) h(x) = I(a,∞)(x), η = −θ, T (x) = x, B(η) = ηa− ln(−η), −∞ < η < 0, 0 < x <
∞;

d) h(x) = 1/x, η = (η1, η2)T = (−λ, η)T , T (x) = (x, lnx)T , B(η) = ln Γ(η2) −
η2 ln(−η1), −∞ < η1 < 0, 0 < η2 <∞, x > 0;

e) h(x) = 1/[x(1 − x)], η = (η1, η2)T = (γ, η)T , T (x) = (lnx, ln(1 − x))T , B(η) =
ln[Γ(η1)Γ(η2)/Γ(η1 + η2)], 0 < η1, η2 <∞, 0 < x < 1;

f) h(x) = αxα−1, η = −1/θα, T (x) = xα, B(η) = ln(−1/η), −∞ < η < 0, 0 < x <
∞.

I.2.30. Tankio funkcija f(x|α, θ) = θe−θ(x−α), x > α negali bu	ti uºra²yta eksponen-
tinio tipo tankiu (ºr. [2], 3.3.2 apibr
eºim¡).

I.2.31. Tankio funkcija f(x|n, p) = Cxn+x−1p
n(1−p)x, x = 0, 1, ... negali bu	ti uºra²yta

eksponentinio tipo tankiu.

I.2.32. Tankio funkcija f(x|µ, σ) = (1/(σπ))(1/(1+(x−µ)2/σ2)) negali bu	ti uºra²yta
eksponentinio tipo tankiu.

I.2.33. Tankio funkcija f(x|α, θ) = (αxα−1/θα)e−(x/θ)α negali bu	ti uºra²yta ekspo-
nentinio tipo tankiu.

I.2.34. Tankio funkcij¡ f(x|µ, Σ) = (
√

2π)−k/
√
|Σ| exp{(−1/2)(x − µ)TΣ−1(x −

µ)} galima perra²yti f(x|µ, Σ) = (
√

2π)−k exp{(−1/2)
∑
i σ

iix2
i −

∑
i>j σ

ijxixj +∑
i xi
∑
j µjσ

ij− (1/2)
∑
i

∑
j µiσ

ijµj − (1/2) ln |Σ|}; £ia Σ−1 = [σij ]k×k. Gauname
(k(k + 1)/2)-mati� eksponentinio tipo skirstini�. Kanonin
es formos parametrai yra η =
(−σii/2, i = 1, ..., k; −σij , i > j, i, j = 1, ..., k;

∑
j µjσ

ij , i = 1, ..., k)T , T =

(
∑
iX

2
i , i = 1, ..., k;

∑
i<j XiXj , i > j, i, j = 1, ..., k;

∑
iXi, i = 1, ..., k)T , B(η) =

(1/2)
∑
i

∑
j µiσ

ijµj + (1/2) ln |Σ|.

I.2.35. M(t) = (1− t/λ)−η, t < λ.

I.2.36. Tankis skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu yra

f(x|θ) = γ(x)ex ln θ−ln c(θ), x = 0, 1, ...

priklauso eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Kadangi

∞∑
x=0

γ(x)θx = c(θ),
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tai

M(t) = Eθ(e
tX) =

1

c(θ)

∞∑
x=0

γ(x)etxθx =
c(θet)

c(θ)
.

I.2.37. a) �eimos P tik
etinumo funkcija

L(θ) =

n∏
i=1

f(Xi|θ) = W (X)q(T ; θ), θ ∈ Θ.

Tada ²eimos PA tik
etinumo funkcija

L(θ) =

n∏
i=1

f(Xi|θ)/[Pθ(A)]n = W (X)q(T ; θ)/[Pθ(A)]n, θ ∈ Θ.

Taigi T yra ir ²eimos PA pakankamoji statistika. b) Jeigu i² s¡lygos Eθh(T ) ≡ 0, θ ∈ Θ
i²plaukia, kad h(T ) = 0 b. v. skirstiniu� P atºvilgiu, tai tuo labiau i² s¡lygos Eθ(h(T )|A) ≡
0, θ ∈ Θ, i²plaukia, kad h(T ) = 0 b. v. skirstiniu� PA atºvilgiu.

I.2.38. Pilnoji ir pakankamoji statistika T = X1 + ...+Xn. Nurodymas. Pasiremkite
I.2.37 pratimu.

I.2.39. Vidurkis Eθ(X(n) −X(1) − (n− 1)/(n+ 1)) ≡ 0, 0 < θ <∞, nors ²i funkcija
n
era tapa£iai lygi 0.

I.2.40. Tik
etinumo funkcija

L(a, b) =

n∏
i=1

ψ(Xi)/[

∫ b

a

ψ(x)dx]n1(a,∞)(X(1))1(−∞,b)(X(n)).

Remiantis Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijumi T = (X(1), X(n))
T yra parametro

(a, b)T pakankamoji statistika. Statistikos T tankio funkcija

g(x, y) =
n(n− 1)

[
∫ b
a
ψ(x)dx]n

[∫ y

x

ψ(u)du

]n−2

ψ(x)ψ(y), a < x < y < b.

Tarkime,

Ea,bh(X(1), X(n)) =

∫ b

a

∫ y

a

h(x, y)g(x, y)dxdy ≡ 0, ∀ a < b.

Diferencijuokime tapatyb¦∫ b

a

∫ y

a

h(x, y)

[∫ y

x

ψ(u)du

]n−2

ψ(x)ψ(y)dxdy ≡ 0

pagal b ir po to pagal a. Gausime[∫ b

a

ψ(u)du

]n−2

ψ(a)ψ(b)h(a, b) ≡ 0, ∀ a < b.



I.2. Parametru� i�vertiniai 73

Matome, kad funkcija h(X(1), X(n)) b. v. lygi 0. Statistika T = (X(1), X(n))
T yra pilnoji.

I.2.41. Randame

EθX = (1− θ)2
∞∑
k=1

kθk−1 = (1− θ)2/(1− θ)2 = 1, 0 < θ < 1.

Imdami ψ(X) = X − 1, gauname Etheta(ψ(X)) ≡ 0, ∀ θ ∈ (0, 1). Ta£iau ψ(X) i�gyja
reik²mes −1, 0, 1, 2, .... Taigi statistika X n
era pilnoji.

I² s¡lygos

Eθ(ψ(X)) = θψ(0) +

∞∑
k=1

ψ(k)(1− 2θ + θ2)θk−1 =

ψ(1) +

∞∑
k=1

[ψ(k − 1)− 2ψ(k) + ψ(k + 1)]θk ≡ 0 ∀ θ ∈ (0, 1),

i²plaukia, kad

ψ(1) = 0, ψ(k)− 2ψ(k + 1) + ψ(k + 2) = 0, k = 0, 1, 2, ...

Nuosekliai spr¦sdami gauname ψ(2) = −ψ(0), ψ(3) = −2ψ(0), ..., ψ(k) = −(k−1)ψ(0), ...
Jeigu ψ(0) 6= 0, tai funkcija ψ neapr
eºta. Jeigu ψ(0) = 0, tai ψ apr
eºta ir ψ(k) =

0, k = 0, 1, 2, ... Statistika X yra apr
eºtai pilnoji.

I.2.42. a) Reikia i�rodyti, kad imties (X1, ..., Xn)T s¡lyginis skirstinys, kai Sn =
X1 + ...+Xn = t �ksuotas, nepriklauso nuo neºinomo parametro. Randame

Pp{X1 = m1, ..., Xn = mn|Sn = t} =
Pp{X1 = m1} · ... ·Pp{Xn = mn}

Pp{Sn = t}
=

pm1(1− p)1−m1 ...pmn(1− p)1−mn

Ctnp
t(1− p)n−t

=
1

Ctn
,

kai mi = 0; 1, i = 1, ..., n ir m1 + ... + mn = t. S¡lyginis skirstinys nepriklauso nuo
neºinomo parametro p. Taigi Sn yra pakankamoji parametro p statistika.

b) Tik
etinumo funkcija

L(p) = p
∑
iXi(1− p)n−

∑
iXi .

Remiantis faktorizacijos kriterijumi Sn = X1 + ...+Xn yra pakankamoji statistika.

I.2.43.(I.2.42 pratimo t¦sinys). a) Tarkime, kad

Eph(Sn) =

n∑
m=0

h(m)Cmn p
m(1− p)n−m ≡ 0, 0 < p < 1.

Arba, paºym
ejus x = p/(1− p),

n∑
m=0

h(m)Cmn x
m ≡ 0, 0 < x <∞.
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Kair
eje tapatyb
es pus
eje turime n-ojo laipsnio polinom¡ x atºvilgiu. Polinomas tapatin-
gai lygus 0, kai koe�cientai prie x laipsniu� lygu	s nuliui. Taigi h(0) = h(1) = ... = h(n) =
0. Funkcija h(Sn) lygi nuliui su tikimybe 1.

b) Bernulio skirstinio tankis skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu priklauso eksponentinio
tipo skirstiniu� ²eimai; tankis kanonine forma yra

f(x|p) = exp{xθ + ln(1 + eθ)}, θ = ln(p/(1− p)).

Parametro θ kitimo sritis yra intervalas (−∞,∞), taigi jai priklauso vidiniai ta²kai.
Statistika Sn yra pilnoji.

I.2.44. (I.2.42 pratimo t¦sinys). a) Statistika U(X) = X1X2...Xi(1 −Xi+1)...(1 −
Xi+j) i�gyja reik²m¦ 1 su tikimybe pi(1 − p)j ir reik²m¦ 0 prie²ingu atveju. Statistika
U(X) yra nepaslinktasis γ i�vertinys.

E(U(X)|Sn = t) = P{U(X) = 1|Sn = t}.

Pastar¡j¡ tikimyb¦ galime rasti naudodami klasikini� tikimyb
es apibr
eºim¡. Elementa-
riu�ju� i�vykiu� skai£ius lygus skai£iui skirtingu� bu	du�, kuriais galima t simboliu� 1 ir n − t
simboliu� 0 i²d
estyti i� n vietas, t. y. Ctn (ºr. I.2.42 pratim¡). Palankiu� i�vykiu� skai£ius
lygus skai£iui bu	du�, kuriais galima t− i likusius simbolius 1 ir n− t− j likusius simbolius
0 i²d
estyti i� likusias n− i− j vietas, t. y. Ct−in−i−j . Taigi

E[U(X)|Sn = t] = Ct−in−i−j/C
t
n = t[i](n− t)[j]/n[i+j],

£ia m[k] = m(m− 1)...(m− k + 1). Parametro γ NMD i�vertinys yra

γ̂ = S[i]
n (n− Sn)[j]/n[i+j].

Pavyzdºiui, parametru� p; p2;p(1-p) NMD i�vertiniai yra

Sn/n; Sn(Sn − 1)/(n(n− 1)); Sn(n− Sn)/(n(n− 1)).

b) Tegu h yra funkcija, tenkinanti tapatyb¦

Eph(Sn) =

n∑
m=0

h(m)Cmn p
m(1− p)n−m ≡ pi(1− p)j , 0 < p < 1.

Padauginkime de²ini¡j¡ tapatyb
es pus¦ i² 1:

n∑
m=0

h(m)Cmn p
m(1− p)n−m ≡ pi(1− p)j

n−i−j∑
k=0

Ckn−i−jp
k(1− p)n−i−j−k =

n−i−j∑
k=0

Ckn−i−jp
k+i(1− p)n−i−k =

n−j∑
m=i

Cm−in−i−jp
m(1− p)n−m.

Sulygin¦ koe�cientus prie pm(1− p)n−m, kai m = i, ..., n− j, gauname, kad

h(m) = Cm−in−i−j/C
m
n = m[i](n−m)[j]/n[i+j].
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Gauname t¡ pati� NMD i�vertini�, kaip ir p. a).

I.2.45. (I.2.42 pratimo t¦sinys). a) Nurodymas. Pasiremkime I.2.44 pratimu.
b) Tarkime, kad parametro pk NMD i�vertinys egzistuoja. Tada egzistuoja tokia funkcija
h(m), kad

n∑
m=0

h(m)Cmn p
m(1− p)n−m ≡ pk.

Kair
eje tapatyb
es pus
eje yra n-ojo laipsnio polinomas p atºvilgiu, o de²in
eje � polinomas
didesnio negu n laipsnio. Tokia tapatyb
e negalima.

I.2.46. (I.2.42 pratimo t¦sinys). 38/50 + 12 · 11 · 10/(50 · 49 · 48); 12 · 38/(50 · 49);
12!38!/50!;0; 0.

I.2.47. a) Imties (X1, ..., Xn)T s¡lyginis skirstinys, kai Sn = X1 + ... + Xn = t
�ksuotas, nusakomas tikimyb
emis

Pλ{X1 = m1, ..., Xn = mn|Sn = t} =

=
Pλ{X1 = m1} · ... ·Pλ{Xn = mn}

Pλ{Sn = t}
=

t!

m1!...mn!

1

nt
,

kai mi ≥ 0 ir m1 + ...+mn = t. S¡lyginis skirstinys yra polinominis Pn(t; (1/n, ..., 1/n)).
S¡lyginis skirstinys nepriklauso nuo neºinomo parametro λ. Taigi Sn yra parametro λ
pakankamoji statistika.

b) Tik
etinumo funkcija

L(λ) = λ
∑
iXie−nλ/(X1!...Xn!).

Remiantis faktorizacijos kriterijumi Sn = X1 + ...+Xn yra pakankamoji statistika.

I.2.48. (I.2.47 pratimo t¦sinys). a) Tarkime, kad

Eλ(h(Sn)) =

∞∑
k=0

h(k)(nλ)ke−nλ/k! ≡ 0, 0 < λ <∞.

Arba
∞∑
k=0

h(k)nkλk/k! ≡ 0, 0 < λ <∞.

Laipsnin
e eilut
e tapatingai lygi 0, kai koe�cientai prie λ laipsniu� lygu	s nuliui. Taigi
h(0) = h(1) = ... = h(k) = ... = 0. Funkcija h(Sn) lygi nuliui su tikimybe 1.

b) Puasono skirstinio tankis skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu priklauso eksponentinio
tipo skirstiniu� ²eimai; tankis kanonine forma yra

f(x|λ) = exp{xθ − eθ}/x!, θ = ln(p/(1− p)).

Parametro θ = lnλ kitimo sritis yra intervalas (−∞,∞), taigi jai priklauso vidiniai
ta²kai. Statistika Sn yra pilnoji.

I.2.49. (I.2.47 pratimo t¦sinys). a) Atºvilgiu h sprendºiame funkcin¦ lygti�

Eh(Sn) =

∞∑
k=0

h(k)(nλ)ke−nλ/k! ≡ λm,
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arba
∞∑
k=0

h(k)nkλk/k! ≡ λmenλ =

∞∑
j=0

λj+mnj/j! =

∞∑
k=m

λknk−m/(k −m)! .

Sulygin¦ koe�cientus prie vienodu� laipsniu� λk, gauname h(0) = h(1) = ... = h(m−1) = 0,
h(k) = k[m]/nm, kai k ≥ m.

Taigi parametro γm(λ) = λm NMD i�vertinys yra γm(λ) = S
[m]
n /nm = Sn(Sn −

1)...(Sn −m+ 1)/nm.
b) Tarkime prie²ingai, kad parametro 1/λ NMD i�vertinys egzistuoja. Tada egzistuoja

funkcija h, tenkinanti tapatyb¦
∞∑
k=0

h(k)(nλ)k/k!e−nλ ≡ 1/λ,

arba
∞∑
k=0

h(k)nkλk/k! ≡
∞∑
j=0

njλj−1/j!, ∀ λ > 0.

Kair
eje pus
eje yra laipsnin
e eilut
e atºvilgiu λ, kai laipsnio rodikliai yra 0, 1, 2, ..., o
de²in
eje tapatyb
es pus
eje laipsnio rodikliai yra −1, 0, 1, .... Tokia tapatyb
e negalima.
Prielaida buvo neteisinga.

I.2.50. (I.2.47 pratimo t¦sinys). a) Atºvilgiu h sprendºiame funkcin¦ lygti�

Eλh(Sn) =

∞∑
k=0

h(k)(nλ)ke−nλ/k! ≡ λme−λ/m!,

arba
∞∑
k=0

h(k)nkλk/k! ≡
∞∑
j=0

λj+m(n− 1)j/(j!m!) =

∞∑
k=m

λk(n− 1)k−m/(j!(k −m)!).

Sulygin¦ koe�cientus prie vienodu� laipsniu� λk, gauname h(0) = h(1) = ... = h(m −
1) = 0 ir

h(m) = Cmk (1/n)m(1− 1/n)k−m, k ≥ m.
Taigi, kai Sn ≥ m, tai puasonin
e tikimyb
e πm(λ) vertinama binominio skirstinio

B(Sn, 1/n) tikimybe CmSn( 1
n )m(1− 1

n )Sn−m.
b) Atºvilgiu h sprendºiame funkcin¦ lygti�

Eλh(Sn) =

∞∑
k=0

h(k)(nλ)ke−nλ/k! ≡ eλ(s−1),

arba
∞∑
k=0

h(k)nkλk/k! ≡
∞∑
j=0

λj(n+ s− 1)j/j!, h(k) = (1− 1

n
+
s

n
)k.

Generuojan£ios funkcijos g(s) NMD i�vertinys yra binominio skirstinio generuojan£ioji
funkcija

ĝ(s) = (1− 1

n
+
s

n
)Sn .
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I.2.51. A. d. X skirstinio tankis skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu

f(x|p) = pqx = exp{xθ + ln(1− eθ)}, −∞ < θ = ln q < 0

priklauso vienparametrei eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai. Pakankamoji statistika Sn =
X1 + ... + Xn. Kadangi parametro θ kitimo sritis turi vidiniu� ta²ku�, tai Sn yra pilnoji
statistika.

I.2.52. (I.2.51 pratimo t¦sinys). Imties (X1, ..., Xn)T s¡lyginis skirstinys, kai Sn =
X1 + ...+Xn = t �ksuotas, nusakomas tikimyb
emis

Pp{X1 = m1, ..., Xn = mn|Sn = t} =
Pp{X1 = m1} · ... ·Pp{Xn = mn}

Pp{Sn = t}
=

1

Ctn+t−1

,

kai mi ≥ 0 ir m1 + ...+mn = t. S¡lyginis skirstinys nepriklauso nuo neºinomo parametro.
Statistika Sn yra pakankamoji parametro p statistika.

I.2.53. (I.2.51 pratimo t¦sinys). Tegu h yra funkcija, tenkinanti tapatyb¦

Eph(Sn) =

∞∑
k=0

h(k)Ckn+k−1p
nqk ≡ pmql, 0 < p < 1.

Padauginkime de²ini¡j¡ tapatyb
es pus¦ i² 1:

∞∑
k=0

h(k)Ckn+k−1p
nqk ≡ pmql

∞∑
j=0

Cjn−m+j−1p
n−mqj =

∞∑
k=l

Ck−ln+k−m−l−1p
nqk.

Sulygin¦ koe�cientus prie pnqk, kai k ≥ l, gauname

h(k) = Ck−ln+k−m−l−1/C
k
n+k−1, k ≥ l.

Parametro γ = pmql NMD i�vertinys

γ̂ = CSn−ln+Sn−m−l−1/C
Sn
n+Sn−1, Sn ≥ l.

I.2.54. (I.2.51 pratimo t¦sinys). Kadangi EpSn = nq/p, tai parametro q/p NMD
i�vertinys yra X̄ = Sn/n. Kitu� parametru� i�vertiniai gaunami i² I.2.53 pratimo

p̂ =
n− 1

n+ Sn − 1
, p̂2 =

(n− 1)(n− 2)

(n+ Sn − 1)(n+ Sn − 2)
, p̂q =

Sn(n− 1)

(n+ Sn − 1)(n+ Sn − 2)
.

I.2.55. (I.2.51 pratimo t¦sinys). Funkcijos h atºvilgiu spr¦sdami funkcin¦ lygti�
Ep(h(X)) ≡ p ln p, gauname

Ep(h(X)) = p

∞∑
k=1

h(k)qk−1 ≡ p ln(1− q) = −p
∞∑
k=1

qk/k.
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Sulygin¦ koe�cientus prie vienodu� qk laipsniu� gausime h(k) = −1/(k − 1), k > 1. Taigi
parametro γ = p ln p NMD i�vertinys yra γ̂ = −1/(X − 1), X > 1. I�vertinio realizacija
yra −1/13.

I.2.56. a) Tik
etinumo funkcija

L(θ) = W (X) exp{X1 ln p1 +X2 ln p2 + ...+Xk ln pk}, W (X) =
n!

X1!...Xk!
,

£ia Xk = n − X1 − ... − Xk−1, pk = 1 − p1 − ... − pk−1; priklauso eksponentinio tipo
skirstiniu� ²eimai. Statistika T = (X1, ...Xk−1)T yra pakankamoji. Kadangi parametro
(ln p1, ..., ln pk−1)T kitimo sritis turi vidiniu� ta²ku�, tai statistika T yra pilnoji.

b) A. v. (Xi, Xj)
T generuojan£ioji funkcija

ψ(s1, s2) = E(sXi1 s
Xj
2 |pi, pj) =

∑
k1,k2

n!

k1!k2!(n− k1 − k2)!
(pie

s1)k1((pje
s2)k2)

(1− pi − pj)n−k1−k2 = (pis1 + pjs2 + 1− pi − pj)n.

Imdami funkcijos ψ m-¡j¡ i²vestin¦ pagal s1 ta²ke s1 = s2 = 1, gauname faktorialini�
moment¡ E(X

[m]
i |pi, pj) = n[m]pmi ; imdami ψ k-¡j¡ i²vestin¦ pagal s1 ir l-¡j¡ i²vestin¦

pagal s2 ta²ke s1 = s2 = 1, gauname E(X
[k]
i X

[l]
j |pi, pj) = n[k+l]pki p

l
j . Taigi parametru�

pmi ir pki p
l
j NMD i�vertiniai yra X [m]

i /n[m] ir X [k]
i X

[l]
j /n

[k+l].

I.2.57. Tik
etinumo funkcija

L(θ) = 1/θn, kai 0 < X1, ..., Xn < θ,

arba
L(θ) = (1/θn)1(0,θ)(X(n)).

Remiantis faktorizacijos kriterijumi T = X(n) yra pakankamoji statistika.
Statistikos T tankio funkcija

fn(x|θ) = nxn−1/θn, 0 < x < θ.

Tarkime, kad funkcijos h(X(n)) vidurkis tapatingai lygus 0:

Eθh(X(n)) =
n

θn

∫ θ

0

h(x)xn−1dx ≡ 0, 0 < θ <∞.

Diferencijuodami tapatyb¦ ∫ θ

0

h(x)xn−1dx ≡ 0, 0 < θ <∞

pagal θ gausime h(θ)θn−1 ≡ 0, kai 0 < θ <∞. Taigi funkcija h(X(n)) lygi 0 su tikimybe
1. Statistika T yra pilnoji.

I.2.58. (I.2.57 pratimo t¦sinys). Randame

EθX(n) =
n

θn

∫ θ

0

xxn−1dx =
n

n+ 1
θ, Eθ θ̂ = Eθ((n+ 1)X(n)/n) = θ.
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Kadangi θ̂ yra pilnosios ir pakankamosios statistikos X(n) funkcija ir Eθ θ̂ = θ, tai θ̂ yra
parametro θ NMD i�vertinys.

I.2.59. Tik
etinumo funkcija

L(θ) = 1(θ,∞)(X(1))1(−∞,θ+1)(X(n)).

Pakankamoji statistika T = (X(1), X(n))
T yra dvimat
e.

Randame EθX(1) = θ + 1/(n+ 1), EθX(n) = θ + 1− 1/(n+ 1). Tokiu bu	du vidurkis
Eθ(X(n)−X(1)−(n−1)/(n+1)) ≡ 0, nors pati funkcija n
era tapatingai lygi 0. Statistika
T n
era pilnoji.

I.2.60. a) Tik
etinumo funkcija

L(θ1, θ2) =
1

(θ2 − θ1)n
1(θ1,∞)(X(1))1(−∞,θ2)(X(n).

Remiantis faktorizacijos kriterijumi statistika T = (X(1), X(n))
T yra pakankamoji.

Tarkime, kad funkcijos h(X(1), X(n)) vidurkis tapatingai lygus 0:

Eθ1,θ2h(X(1), X(n)) =
n(n− 1)

(θ2 − θ1)n

∫ θ2

θ1

∫ y

θ1

h(x, y)(y − x)n−2dxdy ≡ 0 θ1 < θ2.

Diferencijuokime tapatyb¦∫ θ2

θ1

∫ y

θ1

h(x, y)(y − x)n−2dxdy ≡ 0 θ1 < θ2

pagal θ2, po to pagal θ1. Gauname h(θ1, θ2)(θ2 − θ1)n−2 ≡ 0 su visais θ1 < θ2, t. y.
funkcija h(X(1), X(n)) ≡ 0 b. v. Statistika T yra pilnoji.

b) Kadangi γ̂1 ir γ̂2 yra pilnosios ir pakankamosios statistikos T funkcijos, tai pakanka
patikrinti ju� nepaslinktum¡. D
el paprastumo atlikime keitim¡ Yi = (Xi−θ1)/(θ2−θ1) ∼
U(0, 1). Tada

Eθ1,θ2((X(n) +X(1))/2) = E((Y(n) + Y(1))/2)(θ2 − θ1) + θ1,

V θ1,θ2((X(n) +X(1))/2) = V ((Y(n) + Y(1))/2)(θ2 − θ1)2;

Eθ1,θ2((X(n) −X(1))
n+ 1

n− 1
) = E((Y(n) − Y(1))

n+ 1

n− 1
)(θ2 − θ1),

V θ1,θ2((X(n) −X(1))
n+ 1

n− 1
) = V ((Y(n) − Y(1))

n+ 1

n− 1
)(θ2 − θ1)2.

Randame (ºr. I.2.10 ir I.2.18 pratimus)

E((Y(n) + Y(1))/2) = 1/2, Eθ1,θ2((X(n) +X(1))/2) = γ1;

V ((Y(n) + Y(1))/2) =
1

2(n+ 1)(n+ 2)
, V θ1,θ2((X(n) +X(1))/2) =

γ2
2

2(n+ 1)(n+ 2)
;

E((Y(n) − Y(1))) =
n− 1

n+ 1
, Eθ1,θ2 γ̂2 = θ2 − θ1 = γ2;
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V ((Y(n) − Y(1))) =
2(n− 1)

(n+ 1)2(n+ 2)
, V θ1,θ2 γ̂2 =

2γ2
2

(n+ 2)(n− 1)
.

I.2.61. Tik
etinumo funkcija

L(θ) =
1

(2θ)n
1(−θ,∞)(X(1))1(−∞,θ)(X(n)) =

1

(2θ)n
1(−∞,θ)(max(−X(1), X(n))).

Remiantis faktorizacijos kriterijumi T = max(−X(1), X(n)) yra pakankamoji statistika.
Tegu Yi = |Xi| ∼ U(0, θ), T = Y(n). Statistikos T pilnumas i�rodytas I.2.57 pratime.
Ten pat i�rodyta, kad θ̂ = (n+ 1)T/n yra parametro θ NMD i�vertinys.

I.2.62. a) A. d. X tankio funkcija

f(x|µ, σ) = (2π)−1/2 exp{− 1

2σ2
x2 +

µ

σ2
x− µ2

2σ2
− 1

2
lnσ2}

priklauso dviparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. I² tankio pavidalo i²-
plaukia, kad U(X) = (

∑
iXi,

∑
iX

2
i )T yra pakankamoji statistika. Tada statistika

T = T (U(X)) = (X̄, s2)T irgi pakankama. Parametro (−1/(2σ2), µ/σ2)T kitimo sritis
yra pusplok²tum
e, tod
el jai priklauso vidiniai ta²kai. Statistika T ne tik pakankamoji,
bet ir pilnoji.

b) Kadangi Eµ,σX̄ = µ,Eµ,σs
2 = σ2, tai X̄ ir s2 yra parametru� µ ir σ2 NMD

i�vertiniai.

I.2.63. (I.2.62 pratimo t¦sinys). �inome, kad s2(n − 1)/σ2 ∼ χ2(n − 1) (ºr. [2],
2.5.1 teorem¡). Tada

Eµ,σs =
σ√
n− 1

E
√
χ2
n−1 =

σ√
n− 1

1

2(n−1)/2Γ((n− 1)/2)

∫ ∞
0

xn/2−1e−x/2dx =

σ√
n− 1

√
2Γ(n/2)

Γ((n− 1)/2)
= σMn−1; Eµ,σ(s/Mn−1) = σ.

I.2.64. (I.2.62 pratimo t¦sinys). a) Tik
etinumo funkcija

L(σ2) = (2π)−n/2 exp{− 1

2σ2

∑
i

(Xi − µ)2 − n

2
lnσ2}.

Matome, kad pilnoji ir pakankamoji statistika yra s2
0. Be to, s2

0n/σ
2 ∼ χ2(n); t. y.

Eσs
2
0 = σ2,Eσ(s0/Mn) = σ.
b) Tik
etinumo funkcija

L(µ) = (2πσ)−n/2 exp{− 1

2σ2

∑
i

X2
i } exp{µnX̄

σ2
− nµ2

2σ2
}.

Pilnoji ir pakankamoji statistika X̄; EµX̄ = µ.

I.2.65. a) Tik
etinumo funkcija

L(µ, λ) = λnenµλe−λ
∑
iXi1(µ,∞)(X(1)).
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Remiantis faktorizacijos kriterijumi (X(1),
∑
iXi)

T yra pakankamoji. Pakankamoji yra
ir jai ekvivalenti statistika (X(1), T2(X))T .

b) Kadangi X(1) ir T2 yra nepriklausomi (ºr. I.1.27 pratim¡), tai jos pilnum¡ galima
i�rodyti nagrin
ejant ²ias statistikas atskirai.

c) Kadangi γ̂1 ir γ̂2 yra pilnos ir pakankamos statistikos funkcijos, tai pakanka patik-
rinti ju� nepaslinktum¡. Randame

Eµ,λγ̂2 =
1

λmΓ(n+m− 1)

∫ ∞
0

xmxn−2e−xdx =
1

λm
.

Statistikos X(1) tankio funkcija (ºr. I.1.25 pratim¡)

f(x|µ, λ) = nλe−nλ(x−µ), µ < x <∞.

Skai£iuojame vidurki�

Eµ,λX
l
(1) = nλ

∫ ∞
µ

xle−nλ(x−µ)dx = nλ

∫ ∞
0

(t+ µ)le−nλtdt.

Integruodami dalimis gauname

Eµ,λX
l
(1) = µl + l

∫ ∞
0

(t+ µ)l−1e−nλtdt = µl + l/(nλ)Eµ,λX(1).

Kadangi Eµ,λT2/(n − 1) = 1/λ, o X l−1
(1) ir T2 nepriklausomi a. d., tai antrasis d
emuo

yra vidurkis a. d. lX l−1
(1) T2/(n(n − 1)). At
em¦ ²i� a. d. i² X l

(1) gausime statistik¡, kurios
vidurkis lygus µl.

I.2.66. (I.2.65 pratimo t¦sinys). a) Tik
etinumo funkcija

L(λ) = λne−λ
∑
i(Xi−µ),

taigi T =
∑
i(Xi−µ) yra pilnoji ir pakankamoji statistika; Xi−µ ∼ E(λ); Eλ(X̄ −µ) =

1/λ.
b) Tik
etinumo funkcija

L(µ) = λne−λ
∑
iXienλµ1(µ,∞)(X(1)),

taigi X(1) yra pilnoji ir pakankamoji statistika. I.2.64 pratime parod
eme (imkime l = 1),
kad EµX(1) = µ+ 1/(nλ). Taigi Eµ(X(1) − 1/(nλ)) = µ.

I.2.67. Tik
etinumo funkcija

L(λ, η) = exp{−λ
∑
i

Xi + (η − 1)
∑
i

lnXi + nη lnλ− n ln(Γ(η))}.

Skirstinys priklauso dviparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai; pakankamoji
statistika T = (

∑
iXi,

∑
i lnXi)

T . Kadangi parametro kitimo sri£iai priklauso vidiniai
ta²kai, tai statistika T pilnoji. A. d. X̄ yra pilnosios ir pakankamosios statistikos T
funkcija ir E(X̄|λ, η) = η/λ, tod
el X̄ yra parametro η/λ NMD i�vertinys.
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I.2.68. (I.2.67 pratimo t¦sinys). Kai η ºinomas, tik
etinumo funkcija yra

L(λ) =
1

(Γ(η))n
(
∏
i

Xi)
η−1e−λ

∑
iXi+nη lnλ.

Pilnoji ir pakankamoji statistika T =
∑
iXi ∼ G(λ, nη). Randame (atlik¦ kintamu�ju�

keitim¡ λx = y)

Eλγ̂ =
λnη

Γ(nη − k)

∫ ∞
0

x−kxnη−1e−λxdx = λk.

I.2.69. (I.2.67 pratimo t¦sinys). Kai λ ºinomas, tik
etinumo funkcija yra

L(η) = e−λ
∑
iXie(η−1)

∑
i lnXi+nη lnλ−n ln Γ(η).

Pilnoji ir pakankamoji statistika T =
∑
i lnXi. Randame

Eη(lnXi) =
λη

Γ(η)

∫ ∞
0

lnx xη−1e−λxdx =
1

Γ(η)

∫ ∞
0

(ln t− lnλ)tη−1e−tdt =
Γ′(η)

Γ(η)
− lnλ.

I.2.70. Reikia suvidurkinti nepaslinkt¡ji� i�vertini� h(X1) pakankamosios statistikos
T (X) atºvilgiu (ºr. [2], 3.3.5 skyreli�). Gauname

τ̂(T ) = E(h(X1)|T ) = E(h

(
X1 − θ̂1

θ̂2

θ̂2 + θ̂1

)
|T ) =

E(h(U(X)θ̂2 + θ̂1)|T ).

Remiantis Basu teorema [9] statistikos U(X) ir T = T (X) yra nepriklausomos. Taigi

τ̂(T ) =

∫ ∞
−∞

h(uθ̂2 + θ̂1)g(u)du.

I.2.71. Nepaslinktasis parametro γ1 i�vertinys yra h(X1) = 1(−∞,y)(X1), nes

Eµh(X1) = Pµ{X1 ≤ y} = Φ(y − µ).

Parametro µ pilnoji ir pakankamoji statistika yra X̄. I.2.70 pratime imkime

U = U(X) = X1 − X̄, θ̂1 = X̄, θ̂2 = 1.

Gauname

γ̂1 = E(h(X1)|T ) = E(h(U + X̄)|T ) =

∫ ∞
−∞

h(u+ X̄|T )g(u)du =

∫ y−X̄

−∞
g(u)du = Φ((y − X̄)/

√
1− 1/n),

nes U ∼ N(0, 1− 1/n). Diferencijuodami tapatyb
es

Eµγ̂1 =

∫ ∞
−∞

Φ((y − X̄)/
√

1− 1/n)
√
nϕ(
√
n(x− µ))dx ≡ Φ(y − µ)
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abi puses pagal y i�sitikiname, kad parametro γ2 NMD i�vertinys yra

γ̂2 = ϕ((y − X̄)/
√

1− 1/n)/
√

1− 1/n.

I.2.72. Nepaslinktasis parametro γ1 i�vertinys yra h(X1) = 1(−∞,y)(X1), nes

Eσh(X1) = Pσ{X1 < y} = Φ(y/σ).

Parametro σ pilnoji ir pakankamoji statistika yra S2 = X2
1 + ... + X2

n. I.2.70 pratime
imkime U = U(X) = X1/S, θ̂1 = 0, θ̂2 = S. Gauname

γ̂1 = E(h(X1)|T ) = E(h(US)|T ) =

∫ y/S

−∞
g(u)du.

Reikia rasti statistikos U(X) tankio funkcij¡ g(u). Kadangi X2
i /σ

2 ∼ χ2
1, X

2
2 + ...+X2

n ∼
χ2
n−1, tai U

2(X) = X2
1/(X

2
1 + ...+X2

n) ∼ Be(1/2, (n−1)/2). Statistika U(X) simetri²ka.
Kai u > 0, pasiskirstymo funkcija

G(u) = P{U < u} =
1

2
+

1

2
P{U2 < u2} =

1

2
+

Γ(n/2)

2Γ(1/2)Γ((n− 1)/2)

∫ u2

0

v−1/2(1− v)(n−3)/2dv.

Diferencijuodami pagal u gausime tankio funkcij¡

g(u) = G′(u) =
Γ(n/2)

Γ(1/2)Γ((n− 1)/2)
(1− u2)(n−3)/2, |u| < 1.

Gauname NMD i�vertini�

γ̂1 =

∫ y/S

−1

g(u)du =
Γ(n/2)

Γ(1/2)Γ((n− 1)/2)

∫ y/S

−1

(1− u2)(n−3)/2du, |y/S| < 1.

Tankio funkcijos i�vertinys γ̂2 = g(y/S)/S.

I.2.73. Nepaslinktasis parametro γ i�vertinys yra h(X1) = 1(−∞,y)(X1), nes

E(µ,σ)h(X1) = P(µ,σ){X1 < y} = Φ((y − µ)/σ).

Parametro (µ, σ)T pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (X̄, S2)T , S2 =
∑
i(Xi−X̄)2.

I.2.70 pratime imkime U = U(X) = (X1 − X̄)/S, θ̂1 = X̄, θ̂2 = S. Statistikos U(X)
skirstinys nuo neºinomu� parametru� nepriklauso, tod
el statistikos U(X) ir T nepriklau-
somos. Gauname

γ̂1 = E(h(X1)|T ) = E(h(US + X̄)|T ) =

∫ (y−X̄)/S

−∞
g(u)du.

Lieka rasti statistikos U(X) = (X1 − X̄)/S tankio funkcij¡ g(u).
Atlikime ortonormuot¡ transformacij¡ Y = CX, parink¦ matricos C pirm¡sias dvi

eilutes tokio pavidalo:
(1/
√
n, 1/

√
n, ..., 1/

√
n);
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(
√

1− 1/n,−1/
√
n(n− 1), ...,−1/

√
n(n− 1)).

Tada Y1 =
√
nX̄, Y2 =

√
n/(n− 1)(X1 − X̄), S2 =

∑
iX

2
i − nX̄2 =

∑
i Y

2
i − Y 2

1 =

Y 2
2 + Y 2

3 + ... + Y 2
n . Statistika U(X) =

√
(n− 1)/nY2/

√
Y 2

2 + ...+ Y 2
n . Kadangi U(X)

skirstinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru�, tai galime imti µ = 0, σ = 1. Tada
Y 2
i ∼ χ2

1 ir U2(X)/(1− 1/n) ∼ Be(1/2, n− 2). Remiantis U(X) simetrija pasiskirstymo
funkcija, kai u > 0, yra

G(u) = P{U(X) < u} =
1

2
+

1

2
P{U2(X) < u2} =

1

2
+

Γ((n− 1)/2)

2Γ(1/2)Γ((n− 2)/2)

∫ u2n/(n−1)

0

v−1/2(1− v)(n−4)/2dv.

Diferencijuodami pagal u gauname tankio funkcij¡

g(u) =
Γ((n− 1)/2)

Γ(1/2)Γ((n− 2)/2)

√
n/(n− 1)(1− nu2/(n− 1))(n−4)/2, |u| <

√
1− 1/n.

I.2.74. Kadangi X(1) yra pilnoji ir pakankamoji statistika, tai pakanka patikrinti
i�vertinio γ̂ nepaslinktum¡. A. d. X(1) tankio funkcija ne−n(x−θ), x > θ. Gauname

Eθγ̂ =
n− 1

n
e−y

∫ ∞
θ

nexe−n(x−θ)dx = e−(y−θ).

I.2.75. Tik
etinumo funkcija

L(λ) = λne−λ
∑
i(Xi−a)1(a,∞)(X(1)).

Pilnoji ir pakankamoji statistika T =
∑
i(Xi − a) ∼ G(λ, n). Nepaslinktasis parametro

γ i�vertinys

h(X1) = 1(y,∞)(X1), Eλh(X1) = Pλ{X1 > y} = e−λ(y−a).

I.2.70 pratime imkime θ̂1 = a, θ̂2 = T . Kadangi λ(Xi − a) ∼ E(1), tai 2λ(Xi − a) ∼ χ2
2

ir statistika U(X) = (X1 − a)/T ∼ Be(1, n− 1) nepriklauso nuo T. Gauname

γ̂ =

∫ ∞
−∞

h(uT + a)g(u)du = (n− 1)

∫ 1

(y−a)/T

(1− x)n−2dx = (1− (y − a)/T )n−1,

kai 0 < (y − a)/T < 1.

I.2.76. A. d. Y = lnX ∼ E(lnα, σ). Statistika Y(1) = lnX(1) yra pilnoji ir
pakankamoji parametro lnα statistika. Pakanka patikrinti i�vertinio γ̂ nepaslinktum¡.

Eαγ̂ =
nσ −m
nσ

Eα(lnX(1))
m =

nσ −m
nσ

∫ ∞
lnα

nσxme−nσ(x−lnα)dx = αm.

I.2.77. A. d. Y = e−X ∼ E(eθ). Pasinaudoj¦ I.2.75 pratimu gauname

f̂(z|θ) = (n− 1)e−z(1− e−z/T )n−2/T, z > − lnT,
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£ia T =
∑
i e
−Xi .

I.2.78. Tik
etinumo funkcija

L(M) =
M [T ](N −M)[n−T ]

N [n]
=
CTMC

n−T
N−M

CnN
;

£ia K [m] = K(K−1)...(K−m+1), o T =
∑n
i=1Xi. Remiantis faktorizacijos kriterijumi

T yra parametro M pakankamoji statistika. Statistika T i�gyja reik²mes i² aib
es D = {t :
max(0, n− (N −M)) ≤ t ≤ min(n,M)}.

Remiantis statistikos pilnumo apibr
eºimu reikia i�rodyti, kad i² s¡lygos

E(h(T )|M) =
∑
D

h(t)
CtMC

n−t
N−M

CnN
≡ 0, ∀ M = 0, 1, ..., N,

i²plaukia, kad h(t) = 0 su visais t ∈ D.
Imkime paeiliui M = 0, 1, ..., N . Kai M = 0, tai aibei D priklauso vienintelis ta²kas

t = 0. Taigi
E(h(T )|0) = h(0) · 1 = 0 ⇒ h(0) = 0.

KaiM = 1 ir 1 ≤ n ≤ N−1, tai aib
e D susideda i² dvieju� ta²ku� t = 0 ir t = 1. Gauname

E(h(T )|1) = h(0)
CnN−1

CnN
+ h(1)

Cn−1
N−1

CnN
= 0 ⇒ h(1) = 0.

T¦sdami ²i¡ procedu	r¡ i�sitikinsime, kad h(t) = 0 su visais t ∈ D. Taigi pakankamoji
statistika T yra pilnoji parametro M statistika.

I.2.79. a) Randame

EθX = −θ + θ(1− θ)2
∞∑
k=1

kθk−1 = −θ + θ(1− θ)2 1

(1− θ)2
≡ 0,

nors X n
era tapa£iai lygi nuliui. Statistika X n
era pilnoji.
b) Parametro γ = (1− θ)2 nepaslinktasis i�vertinys turi toki� pavidal¡ γ̂ = T (X) + cX,

kai c bet kokia konstanta, nes

Eθγ̂ = EθT (X) + cEθX = (1− θ)2.

Kadangi Cov (T (X), X) = Eθ(XT (X)) = 0, tai dispersijos V θγ̂ = V θ(T (X)) + c2V θX
minimumas gaunamas, kai c = 0. Taigi T (X) yra parametro γ NMD i�vertinys.

c) I�vertinys θ̂ yra nepaslinktasis

Eθ θ̂ = P{X < 1|θ}+ cEθX = θ, c ∈ R.

Randame
Eθ θ̂

2 = Eθ1{−1}(X) + 2cEθ(X1{−1}(X)) + c2EθX
2;

V θ θ̂ = θ(1− θ)− 2cθ + c2EθX
2.
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Gauname

EθX
2 = θ + θ(1− θ)2

∞∑
k=1

k2θk−1 = θ + θ(1− θ)2 1− θ
(1− θ)3

=
2θ

1− θ
.

Tada dispersija

V θ θ̂ = θ(1− θ)− 2cθ + 2c2
θ

1− θ
i�gyja minimali¡ reik²m¦, kai c = (1− θ)/2. Ta£iau c i�eina i� i�vertinio i²rai²k¡, tod
el negali
priklausyti nuo neºinomo parametro θ. NMD i�vertinys neegzistuoja.

I.2.80. Kadangi X yra pilnoji ir pakankamoji statistika, tai pakanka patikrinti
i�vertinio γ̂ nepaslinktum¡, t. y. patikrinti tapatyb¦

2e−λ

1− e−λ
∞∑
k=1

λ2k

(2k)!
≡ 1− e−λ, 0 < λ <∞.

Gauname ekvivalen£i¡ tapatyb¦

∞∑
k=1

λ2k

(2k)!
= (eλ + e−λ − 2)/2.

Skleisdami eksponentes eilute i�sitikiname, kad de²in
eje tapatyb
es pus
eje gauname kair
eje
pus
eje para²yt¡ sum¡.

I.2.81. a) Tik
etinumo funkcija

L(θ) =
1

(
√

2πσ1)n
1

(
√

2πσ2)m
exp{− 1

2σ2
1

∑
i

X2
i +

µ1

σ2
1

∑
i

Xi−

1

2σ2
2

∑
i

Y 2
i +

µ2

σ2
2

∑
i

Yi −
nµ2

1

2σ2
1

− mµ2
2

2σ2
2

}

priklauso keturparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Parametro kitimo sritis
turi vidiniu� ta²ku�. Statistika T yra pilnoji ir pakankamoji.

b) Eθ(X̄ − Ȳ ) ≡ 0, ta£iau statistika X̄ − Ȳ 6= 0 b. v.
c) E(θ)(s

2
1 − s2

2) ≡ 0, ta£iau statistika s2
1 − s2

2 6= 0 b. v., £ia s2
1 =

∑
i(Xi − X̄)2/(n −

1), s2
2 =

∑
i(Yi−Ȳ )2/(m−1). Imdami statistik¡ T ∗, gauname triparametr¦ eksponentinio

tipo skirstiniu� ²eim¡, kai parametro kitimo sritis turi vidiniu� ta²ku�. Statistika T ∗ yra
pilnoji ir pakankamoji.

I.2.82. Tik
etinumo funkcija

L(θ) =
1

(
√

2π(1− ρ2)σ1σ2)n
exp{− 1

2(1− ρ2)
[

1

σ2
1

∑
i

X2
i −

2µ1

σ2
1

∑
i

Xi+

1

σ2
2

∑
i

Y 2
i −

2µ2

σ2
2

∑
i

Yi +
4ρ

σ1σ2
(µ1

∑
i

Yi + µ2

∑
i

Xi) + b(θ)]}

priklauso penkiaparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Parametro kitimo sritis
turi vidiniu� ta²ku�. Statistika T yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ statistika.
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I.2.83. Parametro θ = (µ1, µ2)T pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (X̄, Ȳ )T .
Gauname

γ̂ = E[1(−∞,0)(Y1−X1)|X̄, Ȳ ] = P{Y1 < X1|X̄, Ȳ } = P{Y1−Ȳ < X1−X̄+X̄−Ȳ |X̄, Ȳ }.

Statistikos X1 − X̄, Y1 − Ȳ , X̄, Ȳ nepriklausomos; X1 − X̄ ∼ N(0, 1 − 1/n), Y1 − Ȳ ∼
N(0, 1− 1/m). Gauname

γ̂ = Φ((X̄ − Ȳ )/
√

2− 1/n− 1/m).

I.2.84. Parametro θ = (λ1, λ2)T pilnoji ir pakankamoji statistika yra

T = (
∑
i

Xi,
∑
i

Yi)
T = (T1, T2)T .

Gauname
γ̂ = P{Y1 < X1|T1, T2} = P{Y1

T2
<
X1

T1

T1

T2
|T1, T2}.

Statistikos X1/T1, Y1/T2, T1, T2 nepriklausomos;

X1/T1 ∼ Be(1, m− 1), Y1/T2 ∼ Be(1, n− 1).

Paºym
ekime Z = T1/T2. Tarkime, Z ≤ 1. Tada

γ̂ = (m− 1)(n− 1)

∫ 1

0

(1− u)n−2

∫ uZ

0

(1− v)m−2dvdu =

(n− 1)

∫ 1

0

(1− u)n−2(1− (1− uZ)m−1)du =

1− (n− 1)

∫ 1

0

(1− u)n−2(1− uZ)m−1du.

Kai Z > 1, gauname

γ̂ = 1− (m− 1)(n− 1)

∫ 1

0

(1− v)m−2

∫ v/Z

0

(1− u)n−2dudv =

1− (m− 1)

∫ 1

0

(1− v)m−2(1− (1− v/Z)n−1)dv =

(m− 1)

∫ 1

0

(1− v)m−2(1− v/Z)n−1dv.

I.2.85. Parametro θ pilnoji ir pakankamoji statistika yra X(n), kurios tankis

fn(x|θ) = nxn−1/θn, 0 < x < θ.

Reikia funkcijos h atºvilgiu i²spr¦sti funkcin¦ lygti� (ºr. [2], 3.3 skyreli�)

Eθh(X(n)) ≡ γ(θ).
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I²bandome funkcij¡ γ(X(n))

Eθγ(X(n)) =
n

θn

∫ θ

0

γ(x)xn−1dx =
γ(x)xn

θn
|θ0−

1

θn

∫ θ

0

γ′(x)xndx = γ(θ)−Eθ(X(n)γ
′(X(n)))/n.

Parametro γ(θ) NMD i�vertinys

γ̂ = γ(X(n)) +X(n)γ
′(X(n))/n, Eθγ̂ = γ(θ).

I.2.86. Tik
etinumo funkcija

L(α, β, σ2) =
1

(
√

2πσ)n
exp{− 1

2σ2

∑
i

Y 2
i +

α

σ2

∑
i

Yi +
β

σ2

∑
i

Yixi−
1

2σ2

∑
i

(α+βxi)
2}

priklauso triparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Parametro kitimo sritis turi
vidiniu� ta²ku�. Statistika T yra pilnoji ir pakankamoji.

I.2.87. Tegu gautoji imtis (X1, ..., Xn)T . Paºym
ekime Y1 = X1, Yi = Xi −Xi−1, i =
2, ..., n. Tada Y1, ..., Yn yra paprastoji imtis a. d. Y ∼ N(ϕ, σ2). Parametru� ϕ ir σ2 NMD
i�vertiniai yra ϕ̂ = Ȳ = Xn/n; σ̂2 =

∑n
i=1(Xi −Xi−1 − ϕ̂)2/(n− 1), X0 = 0.

I.2.88. a) Tik
etinumo funkcija

L(θ) = (

n∏
i=1

aXi) exp{
n∑
i=1

Xi ln θ − n ln f(θ)}

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Statistika T =
∑
iXi

yra pilnoji ir pakankamoji. Jos skirstinys yrs tokio paties eksponentinio tipo: kai k =
2c, 2c+ 1, ... ir n = 2, gauname

Pθ{X1 +X2 = k} = Pθ{X1 = i,X2 = k − i} =

k−c∑
i=c

aiθ
i

f(θ)

ak−iθ
k−i

f(θ)
=

θk

f2(θ)

k−c∑
i=c

aiak−i =
bkθ

k

f2(θ)
.

Naudodami indukcij¡ gausime, kad tokio tipo skirstinys galioja ir kai n > 2.
b) Funkcijos h atºvilgiu sprendºiame funkcin¦ lygti�

Eθh(T ) =

∞∑
k=nc

bkθ
k/(f(θ))n ≡ θr, θ > 0.

Padaugin¦ de²ini¡j¡ tapatyb
es pus¦ i² vieneto, gauname

Eθh(T ) =

∞∑
k=nc

bkθ
k/(f(θ))n ≡ θr

∞∑
j=nc

bjθ
j/(f(θ))n

ir, sulygin¦ koe�cientus prie vienodu� laipsniu� θk, matome, kad parametro θr
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NMD i�vertinys yra Ur(T ), kai Ur(T ) = 0, jei T < nc+r, Ur(T ) = bT−r/bT , jei T ≥ nc+r.
c) Dispersija V θ(Ur(T )) = Eθ(Ur(T ))2 − (Eθ(Ur(T )))2 = Eθ(Ur(T ))2 − θ2r. Nepa-

slinktasis dispersijos i�vertinys yra (Ur(T ))2 − U2r(T ).

I.2.89. Eµ,σ(X̄)2 = µ2 + σ2/n,V µ,σ(X̄)2 = (2σ2/n)(2µ2 + σ2/n); NMD i�vertinys
ϑ̂ = X̄2 − s2/n, V µ,σϑ̂ = (2σ2/n)(2µ2 + σ2/(n(n− 1))).

I.2.90. Tegu θ = (µx, µy, σ
2
x, σ

2
y) ir X̄, Ȳ , s2

x, s
2
y � parametru� µx, µy, σ2

x, σ
2
y NMD

i�vertiniai. Tada
a) Eθ(X̄ − Ȳ ) = µx − µy; (m− 1)s2

x/σ
2
x ∼ χ2

m−1, (n− 1)s2
y/σ

2
y ∼ χ2

n−1;

σ2
y

σ2
x

s2
x

s2
y

∼ Fm− 1, n− 1,

(
σy
σx

)r
Eθ

(
sx
sy

)r
= E

(
F
r/2
m−1,n−1

)
.

Parametru� µx − µy ir (σx/σy)r NMD i�vertiniai yra X̄ − Ȳ ir (sx/sy)r/(E(F
r/2
m−1,n−1));

b) s2 = [s2
x(m − 1) + s2

y(n − 1)] ∼ σ2
xχ

2
ν , ν = m + n − 2; Eθ(s2/ν) = σ2

x; statis-
tika (X̄ − Ȳ )/(s

√
1/m+ 1/n) turi necentrini� Stjudento skirstini� su ν laisv
es laipsniu� ir

necentri²kumo parametru (µx − µy)/(σx
√

1/m+ 1/n);

Eθ
X̄ − Ȳ
s

=
µx − µy
σx

√
ν

Γ((ν − 1)/2)

Γ(ν/2)
.

Parametru� σ2
x ir (µx − µy)/σx NMD i�vertiniai yra s2 ir

[(X̄ − Ȳ )/s]/(
√
νΓ((ν − 1)/2)/Γ((ν)/2));

c) [mX̄ + γnȲ ]/(m+ nγ);
d) pakankamoji statistika (X̄, Ȳ , s2

x, s
2
y)T n
era pilnoji: statistikos X̄ − Ȳ vidurkis

tapa£iai lygus 0, ta£iau statistika X̄ − Ȳ n
era lygi nuliui b. v.
e), f) Pθ{X1 ≤ Y1} = Pθ{X1 − Y1 ≤ 0} = 1/2, nes X1 − Y1 ∼ N(0, σ2

x + σ2
y);

tikimyb
es NMD i�vertinys yra 1/2.

I.2.91. Paºym
ekime Sx =
∑
i(X(i) −X(1)), Sy =

∑
i(Y(i) − Y(1)). Tada:

a) θ = ax − ay, θ̂ = X(1) − Y(1) − Sx/(m(m − 1)) + Sy/(n(n − 1)); γ = θx/θy,
γ̂ = Sx(n− 2)/(Sy(m− 1));

b) θ̂x = (Sx +Sy)/(m+n− 2); η = (ax− ay)/θx, η̂ = (X(1)−Y(1))(m+n− 3)/(Sx +
Sy)− (n−m)/(mn);

c) pakankamoji statistika (X(1), Y(1), Sx, Sy)T n
era pilnoji.

I.2.3 skyrelis

I.2.92. Pasinaudokite tokiu algebros faktu. Tegu A ir D � kvadratin
es matricos ir
|D| 6= 0. Tada determinantas

A B
C D

yra lygus |D||A−BD−1C|. Suskaidykime matric¡ I i� blokus

I11 BT

B D
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Tada

I11 =
|D|
|I|

=
|D|

|D|(I11 −BTD−1B)
=

1

I11 −BTD−1B
≥ 1

I11
.

I.2.93. V pp̂ ≥ pq/n; V p(p̂q) ≥ pq(q − p)2/n; V p(p̂2) ≥ 4p3q/n.

I.2.94. Tik
etinumo funkcija

L = L(p) = CSn e
S ln(p/(1−p))+n ln(1−p), S = X1 + ...+Xn ∼ B(n, p).

Tegu

Y1 =
L′

L
=
S − np
pq

, Y2 =
L′′

L
=

(S − np)2

p2q2
− (S − np)(1− 2p)

p2q2
− n

pq
.

Randame a. v. Y = (Y1, Y2)T kovariaciju� matric¡ J = [Jij ]2×2.

J11 = EpY
2
1 = n/(pq), J12 = µ3/(p

3q3)− n(1− 2p)/(p2q2) = 0,

nes µ3 = Ep(S −EpS)3 = nEp(Xi −EpXi)
3 = npq(1− 2p).

J22 =
µ4

p4q4
+
µ2(1− 2p)2

p4q4
+

n2

p2q2
− 2

µ3(1− 2p)

p4q4
− 2

nµ2

p3q3
=

2n(n− 1)

p2q2
,

nes µ4 = Ep(S−EpS)4 = nEp(Xi−EpXi)
4 +3n(n−1)(V pXi)

2 = npq(1−3pq)+3n(n−
1)p2q2.

Atvirk²tin
es matricos J−1 = [J ij ]2×2 elementai J11 = pq/n, J12 = J21 = 0, J22 =
p2q2/(2n(n− 1)). Funkciju� γ1(p) = p2 ir γ2(p) = pq i²vestiniu� vektoriai Γ1 = (2p, 2)T ir
Γ2 = (1− 2p,−2)T . Gauname patikslintas Rao ir Kramerio nelygybes

V pγ̂1 ≥ ΓT1 J
−1Γ1 =

4p3q

n
+

2p2q2

n(n− 1)
,

V pγ̂2 ≥ ΓT2 J
−1Γ2 =

(1− 2p)2pq

n
+

2p2q2

n(n− 1)
.

I.2.95. Parametru� NMD i�vertiniai (ºr. I.2.53 pratim¡) yra p̂ = S/n, p̂2 = S(S −
1)/[n(n− 1)], p̂q = S(n− S)/[n(n− 1)]. V pp̂ = pq/n (Rao ir Kramerio nelygyb
e virsta
lygybe).

V p(p̂2) = Ep(S(S − 1))2/(n(n− 1))2 − p4.

Faktorialiniai momentai νk = EpS
[k] = pkn[k], k = 1, 2, .... Pertvarkome (S(S − 1))2 =

S[4] + 4S[3] + 2S[2]. Tada

V p(p̂2) =
ν4 + 4ν3 + 2ν2

(n(n− 1))2
− p4 =

4p3q

n
+

2p2q2

n(n− 1)
.

Analogi²kai S2(n − S)2 = S[2](n − S)[2] + S[2](n − S) + S(n − S)[2] + S(n − S),
νkl = E(S[k](n− S)[l]) = pkqln[k+l], k, l = 1, 2, ...
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Randame

V p(p̂q) =
ν22 + ν21 + ν12 + ν11

(n(n− 1))2
− p2q2 =

(1− 2p)2pq

n
+

2p2q2

n(n− 1)
.

Abiem atvejais patikslinta Rao ir Kramerio nelygyb
e virsta lygybe.

I.2.96. Dispersijos ribos Rao ir Kramerio nelygyb
eje V λλ̂ ≥ λ/n; V λ(λ̂2) ≥ 4λ3/n;
γ = e−λ, V λ(γ̂) ≥ λe−2λ/n.

I.2.97. Tik
etinumo funkcija

L = L(λ) = (1/
∏
i

Xi!)e
S ln(λ)−n ln(λ), S = X1 + ...+Xn ∼ P(λ).

Tegu

Y1 =
L′

L
=
S − nλ
λ

, Y2 =
L′′

L
=

(S − nλ)2

λ2
− (S − nλ)

λ2
− n

λ
.

Randame a. v. Y = (Y1, Y2)T kovariaciju� matric¡ J = [Jij ]2×2.

J11 = EλY
2
1 = n/λ, J12 = µ3/λ

3 − µ2/λ
3 = 0,

nes µ3 = Eλ(S −EλS)3 = nλ, µ2 = Eλ(S −EλS)2 = nλ.
Skai£iuojant centrinius momentus µk patogu juos i²reik²ti faktorialiniais momentais

νk = EλS
[k] = nkλk, k = 1, 2, ...;

µ3 = ν3 − 3ν2ν1 + 3ν2 + 2ν3
1 − 3ν2

1 + ν1 = nλ.

J22 =
µ4

λ4
+
µ2

λ4
+
n2

λ2
− 2

µ3

λ4
− 2

nµ2

λ3
=

2n2

λ2
,

nes µ4 = ν4 − 4ν3ν1 + 6ν3 + 6ν2ν
2
1 − 12ν2ν1 + 7ν2 − 3ν4

1 + 6ν3
1 − 4ν2

1 + ν1 = 3n2λ2 + nλ.
Atvirk²tin
es matricos J−1 = [J ij ]2×2 elementai J11 = λ/n, J12 = J21 = 0, J22 =

λ2/(2n2). Funkciju� γ1 = λ2 ir γ2 = e−λ i²vestiniu� vektoriai Γ1 = (2λ, 2)T ir Γ2 =
(−e−λ, e−λ)T . Gauname patikslintas Rao ir Kramerio nelygybes

V λγ̂1 ≥ ΓT1 J
−1Γ1 =

4λ3

n
+

2λ2

n2
,

V λγ̂2 ≥ ΓT2 J
−1Γ2 =

λe−2λ

n
+
λ2e−2λ

2n2
.

I.2.98. Parametru� NMD i�vertiniai (ºr. I.2.49, I.2.50 pratimus) yra λ̂ = S/n,
λ̂2 = S(S − 1)/n2, γ = e−λ, γ̂ = (1− 1/n)S .
V λλ̂ = λ/n (Rao ir Kramerio nelygyb
e virsta lygybe).

V λλ̂2 = E(S(S − 1))2/n4 − λ4.

Pertvark¦ analogi²kai I.2.95 pratimui, gauname

V λλ̂2 = (ν4 + 4ν3 + 2ν2 − n4λ4)/n4 =
4λ3

n
+

2λ2

n2
.



92 I. PARAMETRIN 
E STATISTIKA

Dispersija sutampa su patikslintos Rao ir Kramerio nelygyb
es riba.

Eλγ̂ =

∞∑
k=0

(1− 1/n)2k
(nλ)k

k!
e−nλ = e−λ(1/n−2),

V λγ̂ = e−2λ(eλ/n − 1) =
e−2λλ

n
+
e−2λλ2

n2
+O(

1

n3
).

I�vertinio γ̂ dispersija skiriasi nuo klasikin
es Rao ir Kramerio nurodytos ribos eil
esO(1/n2)
nariu; patikslinus nelygyb¦ panaudojant antr¡j¡ L i²vestin¦, skirtumas yra O(1/n3).
Matyt, nelygyb¦ galima dar patikslinti panaudojant auk²tesniu� eiliu� i²vestines.

I.2.99. a) Kadangi
√
n(X̄ − λ)

d→ Y ∼ N(0, λ), tai remiantis delta metodu
√
n(γ̃ −

γ)
d→ Z ∼ N(0, λe−2λ) ir λ[γ′(λ)]2/(i(γ) = 1; γ̃ = γ̂ +OP (1/n).
b) Reikia rasti toki¡ funkcij¡ B(λ), kad

√
n(e−X̄ − e−λ −B(λ) ˙̀(λ)/n)

P→ 0.

Kadangi ˙̀(λ)/n = (X̄ − λ)/λ, tai, imdami B(λ) = −λe−λ, gausime

√
n(e−X̄ − e−λ + e−λ(X̄ − λ)) = e−λ

√
n(X̄ − λ)[(e−(X̄−λ) − 1)/(X̄ − λ) + 1].

Kadangi X̄ P→ λ, tai lauºtiniuose skliaustuose para²ytas rei²kinys pagal tikimyb¦ art
eja
i� 0. I�vertinys e−X̄ asimptoti²kai efektyvus pagal Rao.

I.2.100. a) µ̂ = X̄, µ̂2 = X̄2 − σ2/n; V µµ̂ = σ2/n, V µµ̂2 = Eµ((X̄ − µ)2 + 2µ(X̄ −
µ)− σ2/n)2 = 4µ2σ2/n+ 2σ4/n2.

b) V µµ̂ ≥ σ2/n, V µµ̂2 ≥ 4µ2σ2/n. I�vertinys µ̂ = X̄ yra efektyvusis. I�vertinys
µ̂2 = X̄2 − σ2/n asimptoti²kai efektyvus pagal Rao, nes

√
n(X̄2 − µ2 −B(µ)(X̄ − µ)/σ2) =

√
n(X̄ − µ)(X̄ + µ−B(µ)/σ2)

P→ 0,

kai B(µ) = 2µσ2.
c) Tik
etinumo funkcija

L = L(µ) = (
√

2πσ)−n exp{−
n∑
i=1

X2
i /(2σ

2)} exp{nµX̄/σ2 − nµ2/(2σ2)}.

Tegu

Y1 =
L′

L
=

n

σ2
(X̄ − µ), Y2 =

L′′

L
=
n2

σ4
(X̄ − µ)2 − n

σ2
.

Randame a. v. Y = (Y1, Y2)T kovariaciju� matric¡ J = [Jij ]2×2.

J11 =
n2

σ4
Eµ(X̄ − µ)2 =

n

σ2
, J12 = J21 = 0,

J22 =
n4

σ8
Eµ(X̄ − µ)4 − 2

n3

σ6
Eµ(X̄ − µ)2 +

n2

σ4
=

2n2

σ4
.
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Atvirk²tin
es matricos J−1 elementai J11 = σ2/n, J12 = J21 = 0, J22 = σ4/(2n2).
Funkcijos µ2 i²vestiniu� vektorius Γ = (2µ, 2)T . Gauname patikslint¡ Rao ir Kramerio
nelygyb¦

V µµ̂2 ≥ ΓTJ−1Γ =
4µ2σ2

n
+

2σ4

n2
.

NMD i�vertinio µ̂2 dispersija sutampa su patikslinta dispersijos riba.

I.2.101. a) σ̂2 = s2
0 =

∑
i(Xi − µ)2/n, V σs

2
0 = 2σ4/n; σ̂ = s0/Mn, Mn =√

2/πΓ((n + 1)/2)/Γ(n/2) (ºr. I.2.63 pratim¡), V σσ̂ = σ2(1/M2
n − 1) ≈ σ2(1/(2n) +

1/(4n2)).
b) V σσ̂2 ≥ 2σ4/n, V σσ̂ ≥ σ2/(2n). I�vertinys s2

0 efektyvus, o σ̂ asimptoti²kai efek-
tyvus.

I.2.102. V µ,σ(µ̂, σ̂2)T ≥ I−1 = [Ikl]2×2; I11 = σ2/n, I12 = I21 = 0, I22 = 2σ4/n.

I.2.103. a) x̂P = X̄ + zP s/Mn−1, V µ,σx̂P = σ2/n+ z2
Pσ

2(1/M2
n−1 − 1).

b) V µ,σx̂P ≥ σ2/n+ z2
Pσ

2/(2n).

I.2.104.

i(θ) = −Eθ(
∂2 ln f(X|θ)

∂θ2
) = Ee−(X−θ) =

∫ +∞

θ

e−2(x−θ) exp
(
−e−(x−θ)

)
=

= |e−(x−θ) = y; dx = dy/y|

= −
∫ 0

1

y2e−ydy/y =

∫ 1

0

ye−ydy = −
∫ 1

0

yd(e−y) = −ye−y|10 +

∫ 1

0

e−ydy =

= 1/e− 1/e+ 1 = 1; I(θ) = ni(θ) = n.

Nagrin
ekime parametr¡ α = exp{−θ}. Gauname θ = − lnα

i(α) = −E

((
˙̀
θ θ̇α

)′
α

)
= −E

(
῭
θθ θ̇α θ̇α + ˙̀

θ θ̈αα

)
=

=
(
θ̇α

)2 (
−E

(
῭
θθ

))
+ θ̈αα

(
−E

(
˙̀
θ

))
=
(
θ̇α

)2

i(θ)

θ̇α = − 1

α

I(e−θ) = n

(
− 1

α

)2

= n/e−2θ.

I.2.105. a) Eβ β̂ = β; b) V β β̂ = β2/n; kadangi I(β) = n/β2, tai i�vertinio β̂ dispersija
lygi Rao ir Kramerio nelygyb
eje nurodytai ribai.

I.2.106. a) n/σ2; b) n/(2σ4); c) 2n/σ2; d) 3n/σ2; e) I(θ) = [Ikl]2×2, I11 =
n/σ2, I22 = n/(2σ4), I12 = I21 = 0; f) nk/(qp2); g) I(α, γ) = [Iij ]2×2; I11 = nλ/α2,
I12 = I21 = −n/α, I22 = n[ln Γ(λ)]′′; h) I(α, β) = [Iij ]2×2; I11 = n[lnB(α, β)]′′α2 ,
I12 = I21 = n[lnB(α, β)]′′α,β , I22 = n[lnB(α, β)]′′β2 .

I.2.107. a) 2
√
λ; b) arcsin (2p− 1); c)

√
γ ln θ.
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I.2.108. a) I(µ, σ) = [Ikl]2×2; I11 = I22 = 2σ2; I12 = I21 = 0; b) I(µ, θ) =
[Ikl]2×2; I11 = 1/θ2, I12 = I21 = (1 + Γ′(1))/θ2; I22 = (1 + 2Γ′(1) + Γ′′(1))/θ2;
c) I11 = n/(3θ2), I12 = I21 = −µ/(3θ3), I22 = 1/θ2 + 2µ/θ3 + µ2/(3θ4); d) I11 =
(r + 1)

√
r + 4/(σ2(r + 3)

√
r); I22 = (1 + I11/σ

2)/σ2, I12 = I21 = I11/σ.

I.2.109. a) Aib
e {x : f(x|θ) > 0} priklauso nuo θ. b) Parametro θ NMD i�vertinys
(ºr. I.2.55 pratim¡) yra θ̂ = (n+ 1)X(n)/n, V θ̂ = θ2/((n+ 1)(n+ 2)).

I.2.110. a) ϑ̂ = −X/Γ′(1); V ϑ̂ = θ2(Γ′′(1) − Γ′2(1))/Γ′2(1) ≥ I−1(θ) = θ2(2 +

2Γ′(1) + Γ′′(1)); b) ϑ̂ = (−1)rXr/Γ(r)(1); V (ϑ̂) = θ2r(Γ(2r)(1)− [Γ(r)(1)]2)/ [Γ(r)(1)]2)
> I−1(θr) = θ2rr2/(1 + 2Γ′(1) + Γ′′(1)).

I.2.111. a) ϑ̂ = exp{tX̄ − t2σ2/2n}; b) V ϑ̂ = exp{2tµ}(exp{t2σ2/n} − 1) >
I−1(ϑ) = exp{2tµ}σ2t2/n. Rao ir Kramerio nelygyb
eje nurodyta riba nepasiekiama.
V ϑ̂− I−1(ϑ) = O(1/n2). c) I�vertinys ϑ̂ asimptoti²kai efektyvus.

I.2.112. Tik
etinumo funkcija

L(λ) = (
∏
i

Xi)
η−1/[Γ(η)]n exp{− 1

λ

n∑
i=1

Xi − nη lnλ}, λ > 0

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Statistika T =
∑
iXi ∼

G(1/λ, nη) yra pilnoji ir pakankamoji statistika.
a) Parametru� λ ir λ2 NMD i�vertiniai λ̂ = T/(nη), λ̂2 = T 2/(nη(nη + 1)). A. d. T

pradiniai momentai αk = EλT
k = λkΓ(nη + k)/Γ(nη), k = 1, 2, ... Gauname

Eλλ̂ = λ, V λλ̂ =
λ2

nη
; Eλλ̂2 = λ2, V λλ̂2 =

4λ4

nη
+

2λ4

nη(nη + 1)
.

b) Randame Fi²erio informacij¡

I(λ) = −Eλ(lnL(λ))′′ = Eλ(2T/λ3 − nη/λ2) = nη/λ2.

Parametru� λ ir λ2 nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersiju� ribos Rao ir Kramerio nelygyb
eje
yra

V λ(λ̂) ≥ λ2/(nη), V λλ̂2 ≥ 4λ4/(nη).

c) Tegu

Y1 =
L′

L
=

T

λ2
− nη

λ
, Y2 =

L′′

L
=
T 2

λ4
− 2

T (nη + 1)

λ3
+
nη(nη + 1)

λ2
.

Randame a. v. Y = (Y1, Y2)T kovariacin¦ matric¡

J11 = Eλ(
T 2

λ4
− 2

Tnη

λ3
+

(nη)2

λ2
) =

α2

λ4
− 2

α1nη

λ3
+

(nη)2

λ2
=
nη

λ2
;

J12 =
α3

λ6
− 2

α2(nη + 1)

λ5
− α2nη

λ5
+ 3

α1nη(nη + 1)

λ4
− (nη)2(nη + 1)

λ3
= 0;

J22 =
α4

λ8
− 4

α3(nη + 1)

λ7
+ 2

α2(3nη + 2)(nη + 1)

λ6
−
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4
α1nη(nη + 1)2

λ5
+

(nη)2(nη + 1)2

λ4
=

2nη(nη + 1)

λ4
.

Atvirk²tin
es matricos J−1 = [J ij ]2×2 elementai J11 = λ2/(nη), J12 = J21 = 0, J22 =
λ4/(2nη(nη + 1)). Funkcijos λ2 i²vestiniu� vektorius Γ = (2λ, 2)T . Gauname patikslint¡
Rao ir Kramerio nelygyb¦

V λλ̂2 ≥ ΓTJ−1Γ =
4λ4

nη
+

2λ4

nη(nη + 1)
.

I�vertinio λ̂2 dispersija lygi patikslintai Rao ir Kramerio nelygyb
es ribai.

I.2.113. Tik
etinumo funkcija

L(λ) = (
∏
i

Xi)
η−1/[Γ(η)]n exp{−λ

n∑
i=1

Xi + nη lnλ}, λ > 0

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Statistika T =
∑
iXi ∼

G(λ, nη) yra pilnoji ir pakankamoji statistika.
a) Parametru� λ ir λ2 NMD i�vertiniai λ̂ = (nη−1)/T , λ̂2 = (nη−1)(nη−2)/T 2. A. d.

T pradiniai momentai αk = EλT
k = λ−kΓ(nη − k)/Γ(nη), k = 1, 2, ... Gauname

Eλλ̂ = λ, V λλ̂ =
λ2

nη − 2
; Eλλ̂2 = λ2, V λλ̂2 = 2λ4 2nη − 5

(nη − 3)(nη − 4)
, nη > 4.

b) Randame Fi²erio informacij¡

I(λ) = −Eλ(lnL(λ))′′ = nη/λ2.

Parametru� λ ir λ2 nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersiju� ribos Rao ir Kramerio nelygyb
eje
yra

V λ(λ̂) ≥ λ2/(nη), V λλ̂2 ≥ 4λ4/(nη).

I�vertiniai n
era efektyvu	s, ta£iau yra asimptoti²kai efektyvu	s.

I.2.114. V µ(T1n) = Φ(c−µ)(1−Φ(c−µ)/n; V µ(T2n) = [Φ′(c−µ)]2/n+O(1/n
√
n);

ASE = [Φ′(c− µ)]2/(Φ(c− µ)(1− Φ(c− µ)).

I.2.115. Gauname i�vertiniu� dispersijas

V σσ̂2 = V σ(
∑
i

X2
i )1/2 = σ2/(2n) +O(1/(n

√
n)),

V σσ̂1 = V σ(
√
π/2|Xi|)/n = σ2(π − 2)/(2n).

Tada E21 = 1/(π − 2).

I.2.116. a) ASE = 4µ2/(4µ2 + µ4 − 1 + 4µ3µ); b) ASE ≤ 1, kai µ3 = 0; c) pvz.,
a. d. X tankio funkcija f(x) = kx2I(0, a)(x), a > 0.

I.2.117. ASE = 1.

I.2.118. bT1n = 0, bT2n = −θ/(n+ 1); ASE = 1.
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I.2.119. ASE = 2/3.

I.2.120. Randame √
n(µ̂1 − µ)

d→ Z ∼ N(0, 1/λ2),

√
n(µ̂2 − µ)

d→ Y ∼ N(0, 2/λ2),

E21 = 1/2.

I.2.121. µ̂ = 17, 185.

I.2.4 skyrelis

I.2.122. Turime lyg£iu� sistem¡ Eα,βX = (1− β)α = X̄, Eα,βX
2 = β + (1− β)(1 +

α2) = a2. I²sprend¦ randame α̂ = (a2 − 1)/X̄, β̂ = 1− X̄2/(a2 − 1).

I.2.123. a) Parametru� µ ir σ NMD i�vertiniai (ºr. I.2.60 pratim¡) yra µ̂ = (X(1) +
X(n))/2, σ̂ = (n + 1)(X(n) − X(1))/(n − 1); ju� dispersijos V θ1,θ2 µ̂ = (θ2 − θ1)2/(2(n +
1)(n+ 2)), V θ1,θ2 σ̂ = 2(θ2 − θ1)2/((n− 1)(n+ 2)).

b) Momentu� metodu gauname i�vertinius µ̃ = X̄, σ̃ = 2
√

3s. Dispersijos

V θ1,θ2 µ̃ = (θ2 − θ1)2/(12n); V θ1,θ2 σ̃ = 12
µ4 − µ2

2

4nµ2
+O(1/n

√
n).

Tegu Y = (X − θ1)/(θ2 − θ1) ∼ U(0, 1); Y − 1/2 = (X −EX)/(θ2 − θ1). Tada

µ4 = (θ2 − θ1)4E(Y − 1/2)4 = (θ2 − θ1)4

∫ 1/2

−1/2

z4dz = (θ2 − θ1)4/80.

Gauname

V θ1,θ2 σ̃ = 12
µ4 − µ2

2

4nµ2
+O(1/n

√
n) =

(θ2 − θ1)2

5n
+O(

1

n
√
n

).

Momentu� metodu gautu� i�vertiniu� dispersijos yra eil
es O(1/n), o NMD i�vertiniu� eil
es
O(1/n2).

c) Tik
etinumo funkcija

L(θ1, θ2) =
1

(θ2 − θ1)n
1(−∞,θ2)(X(n))1(θ1,∞)(X(1))

i�gyja maksimum¡ ta²ke θ̂1 = X(1), θ̂2 = X(n). Remiantis invarianti²kumo principu
parametru� µ ir σ DT i�vertiniai yra (X(1) +X(n))/2 ir X(n)−X(1). Antrasis i�vertinys yra
paslinktas. Poslinki� galima atitaisyti (ºr. p. a).

I.2.124. a) DT i�vertiniai yra X̄ ir m2, o NMD i�vertiniai yra X̄ ir s2;
b) DT i�vertinys yra nη/S, S = X1 + ...+Xn, o NMD i�vertinys yra (nη − 1)/S;
c) DT i�vertinys yra X(n), o NMD i�vertinys yra (n+ 1)X(n)/n.

I.2.125. Tik
etinumo funkcija

L = L(θ) =
∏
i

(aXi) exp{
∑
i

Xi ln θ − n ln(f(θ))},
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` = lnL = ln(
∏
i

(aXi)) + nX̄ ln θ − n ln(f(θ)),

˙̀ = 0 ⇔ θf ′(θ)/f(θ) = X̄.

Paºym
ej¦ η = ln θ, gauname kanoninio pavidalo eksponentiniu� skirstiniu� ²eim¡

L = L(η) =
∏
i

(aXi) exp{
∑
i

Xiη − n ln(f(eη))}.

Tada momentu� metodo lygtis

EθX̄ = (ln(f(eη)))′ = eηf ′(eη)/f(eη) = θf ′(θ)/f(θ) = X̄.

I.2.126. λ̂ = X̄; p̂ = X̄; −q/(p ln p) = X̄; λ̂ exp{λ̂}/(exp{λ̂} − 1) = X̄.

I.2.127. NMD i�vertinius ir ju� dispersijas ºr. I.2.95 ir I.2.98 pratimuose. Remiantis
invarianti²kumo principu parametru� p2 ir λ2 DT i�vertiniai yra p̂2 = S2/n2, λ̂2 = S2/n2.
Kvadratin
es rizikos funkcijos

Ep(p̂2 − p2) =
4p3q

n
− p2q(11p− 7)

n2
+
pq(1− 6pq)

n3
,

Eλ(λ̂2 − λ2) =
4λ3

n
+

5λ2

n2
+

λ

n3
.

I.2.128. a) Tik
etinumo funkcija

L(θ) =
1

θn
, θ < X(1) ≤ ... ≤ X(n) < 2θ,

i�gyja maksimali¡ reik²m¦ (2/X(n))
n, kai θ̂ = X(n)/2.

b) Tik
etinumo funkcija

L(θ) = 1, kai θ − 1/2 < X(1) ≤ X(n) < θ + 1/2,

igyja maksimali¡ reik²m¦ 1, kai X(n)− 1/2 < θ < X(1) + 1/2, ir reik²m¦ 0 kitais atvejais.

I.2.129. a) DT i�vertinys θ̂ = X(n)/2 yra paslinktasis; Eθ(θ̂) = θ(2n + 1)/(2n + 2);
imdami nepaslinkt¡ji� i�vertini� θ̃ = X(n)(n + 1)/(2n + 1), gauname V θ θ̃ = nθ2/((n +

2)(2n+ 1)2; momentu� metodo i�vertinys θ̂ = 2X̄/3, V θ θ̂ = θ2/(27n);
b) V θ((X(n) + X(1))/2) = nθ2/((n + 1)2(n + 2)); momentu� metodo i�vertinys θ̂ = X̄

ir V θ θ̂ = θ2/(12n).

I.2.130. Tik
etinumo funkcijos

L(θ) = (1/2n) exp{−
∑
i

|Xi − θ|}

maksimumas gaunamas, kai
∑
i |Xi − θ| yra minimali. Suma i�gyja minimali¡ reik²m¦,

kai θ̂ = Xk+1, jei n = 2k + 1 nelyginis, ir kai θ ∈ (X(k), X(k+1)), jei n = 2k lyginis, t. y.
parametro θ DT i�vertinys yra empirin
e mediana x̂1/2. Remiantis [2], 2.4.2 teorema

√
n(x̂(0, 5)− x(0, 5))

d→ Y ∼ N(0, 1/(4f2(x(0, 5)))).
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Kadangi x(0, 5) = 0, f2(0) = 1, tai

√
n(θ̂ − θ) d→ Y ∼ N(0, 1/4).

I.2.131. Paºym
ekime S = (S1, ..., Sk)T =
∑
i(X1i, ..., Xki)

T . Tada tik
etinumo
funkcija

L(π1, ..., πk−1) =

n∏
i=1

(πX1i
1 · ... · πXkik ) = πS1

1 · ... · π
Sk
k =

exp{
k−1∑
i=1

Si ln(πi/πk) + n lnπk},

£ia πk = 1 − π1 − ... − πk−1, priklauso (k − 1)-parametrei eksponentinio tipo skirstiniu�
²eimai.

Statistika T = (S1, ..., Sk−1)T yra pilnoji ir pakankamoji parametro (π1, ..., πk−1)T

statistika. Gauname DT lyg£iu� sistem¡

∂`

∂πi
=
Si
πi
− Sk
πk

⇔ Si
πi

=
Sj
πj
, i, j = 1, ..., k.

Sumuodami pagal i lygyb¦ Siπj = πiSj ir tur
edami omenyje, kad
∑
i Si = n,

∑
i πi = 1,

gausime DT i�vertinius π̂j = Sj/n, j = 1, ..., k;

V (π̂j |πj = πj(1− πj)/n, Cov (π̂i, π̂j |πi, πj) = −πiπj/n, i, j = 1, ..., k.

I.2.132. α̂ = (S1 − S2 − S3)/n; Sj =
∑
iXji, j = 1, 2, 3;

√
n(α̂ − α)

d→ Y ∼
N(0, (1− α2)).

I.2.133. α̂ = (S3/(S3 + S4); p̂ = (2S1 + S3 + S4)/(2n).

I.2.134. α̂ = 0, 1235.

I.2.135. µ̂1 = X̄, µ̂2 = Ȳ ; σ̂11 =
∑
i(Xi − X̄)2/n, σ̂22 =

∑
i(Yi − Ȳ )2/n, σ̂12 =

σ̂21 =
∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )/n, ρ̂ = σ̂12/

√
σ̂11σ̂22. Parametro θ = (µ1, µ2, σ

2
1 , σ

2
2 , ρ)T

informacin
es matricos atvirk²tin
es I−1(θ) = [Ikl]5×5 elementai yra I11 = σ2
1/n, I

22 =
σ2

2/n, I
12 = I21 = ρσ1σ2/n; I33 = 2σ4

1/n, I
44 = 2σ4

2/n, I
34 = I43 = 2ρ2σ2

1σ
2
2/n;

I55 = (1 − ρ2)2/n, I35 = I53 = ρ(1 − ρ2)σ2
1/n, I

45 = I54 = ρ(1 − ρ2)σ2
2/n; I

kl = 0, kai
k = 1, 2, o l = 3, 4, 5.

I.2.136. A. d. Z = (X − µ)/σ pradiniai momentai yra

αk = EZk =

∫ ∞
0

(lnx)ke−xdx = Γ(k)(1), k = 1, 2, ...,

£ia Γ(k)(1) yra gama funkcijos k-oji i²vestin
e ta²ke 1. Tur
edami ²iuos momentus, jais
galime i²reik²ti ir centrinius a. d. Z momentus µk = E(Z −EZ)k:

µ2 = α2 − α2
1 = Γ(2)(1)− [Γ(1)(1)]2.

µ3 = Γ(3)(1)− 3Γ(2)(1)Γ(1)(1) + 2(Γ(1)(1))3,
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µ4 = Γ(4)(1)− 4Γ(3)(1)Γ(1)(1) + 6Γ(2)(1)(Γ(1)(1))2 − 3(Γ(1)(1))4.

A. d. X pirmieji momentai yra

Eµ,σX = µ− γσ, Eµ,σ(X − µ)2 = σ2π
2

6
.

Randame parametru� µ ir σ i�vertinius momentu� metodu:

µ̂ = X̄ + γσ̂, σ̂ =

√
6

π
s.

Remdamiesi [2], 2.5.5 skyreliu, gauname, kad ²ie i�vertiniai asimptoti²kai nepaslinktieji
ir normalieji. √

n(µ̂, σ̂)
d→ Y ∼ N2(0, Σ).

Kovariacin
es matricos Σ = [σij ]2×2 elementai yra tokie:

σ11 = σ2

(
µ2 +

3γ2(µ4 − µ2
2)

2π2µ2
− γ
√

6µ3

π
√
µ2

)
,

σ22 = σ2 3(µ4 − µ2
2)

2π2µ2
,

σ12 = σ21 = σ2

(
−3γ(µ4 − µ2

2)

2π2µ2
+

√
6µ3

2π
√
µ2

)
.

Ie²kant parametro θ = (µ, σ)T DT i�vertinio θ̃ = (µ̃, σ̃)T , reikia µ ir σ atºvilgiu
spr¦sti lyg£iu� sistem¡ {

1
n

∑
i exp{Xi−µσ } = 1,

1
n

∑
i
Xi−µ
σ (1 + exp{Xi−µσ }) = 1.

DT i�vertiniu� savybes galime gauti pasinaudoj¦ [2], 3.5.3 teorema, kurios s¡lygos ten-
kinamos.

DT i�vertinys θ̃ = (µ̃, σ̃)T yra asimptoti²kai efektyvusis ir normalusis:

√
n(θ̃ − θ)

d→ Z ∼ N2(0, i−1(θ)).

Informacin
es matricos i = [ikl]2×2 elementai yra i11 = 1/σ2, i12 = (1 + Γ′(1))/σ2,
i22 = (1 + 2Γ′(1) + Γ′′(1))/σ2.

I.2.137. Momentu� metodu gauname i�vertinius

λ̂ =
X̄

s2
, η̂ =

X̄2

s2
.

Remiantis [2], 2.5.5 teorema, ²ie i�vertiniai asimptoti²kai (n → ∞) nepaslinktieji ir nor-
malieji √

n(θ̂ − θ)
d→ Z ∼ N2(0, Σ),

£ia Σ = [σij ]2×2; σ11 = λ2(3 + 2η)/η, σ22 = 2η(1 + η), σ12 = σ21 = 2λ(1 + η).
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DT metodu ta²kinius i�vertinius randame i² lyg£iu� sistemos{
nη̃ − λ̃T1 = 0,

n ln λ̃− n(ln Γ(η̃))′ + lnT2 = 0.

�ie i�vertiniai (remiantis [2], 3.5.3 teorema) asimptoti²kai (n→∞) efektyvieji ir nor-
malieji

√
n(θ̃ − θ)

d→ Y ∼ N2(0, G);

£ia G = [gij ]2×2; g11 = aλ2/(aη − 1), g22 = η/(aη − 1), g12 = g21 = λ/(aη − 1),
a = (ln Γ(η))′′.

I.2.138. Momentu� metodu gauname gana paprast¡ lyg£iu� sistem¡, i² kurios randame
i�vertinius

p̂ =
X̄

s2
, k̂ =

X̄2

(s2 − X̄)
,

£ia X̄ ir s2 � empiriniai vidurkio ir dispersijos analogai.
Remiantis [2], 3.5.1 skyreliu, ²ie i�vertiniai asimptoti²kai (n → ∞) nepaslinktieji ir

normalieji
√
n(θ̂ − θ)

d→ Z ∼ N2(0, Σ), θ = (p, k)T ,

£ia Σ = [σij ]2×2; σ11 = [p2(1− p) + 2(1 + k)]/k, σ22 = 2k(1 + k)/(1− p)2, σ12 = σ21 =
2p(1 + k)/(1− p).

DT metodu gauname sud
etingesn¦ lyg£iu� sistem¡{
k̃ − p̃(k̃ + X̄) = 0,
ln p̃+ Z̄ = 0;

£ia

Z̄ =
1

n

n∑
i=1

Zi, Zi =
∂

∂k̃
ln

Γ(k̃ +Xi)

Γ(k̃)
.

DT i�vertinio θ̃ = (k̃, p̃)T asimptotini� (n → ∞) skirstini� gauname remdamiesi [2],
3.5.3 teorema

√
n(θ̃ − θ0)

d→ Y ∼ N2(0, i−1(θ0)).

Informacin
es matricos i = [ikl]2×2 elementai yra i11 = k/(qp2), i12 = −1/p, i22 =
V p,k(Γ′(k +X)/Γ(k +X)).

I.2.139. Net pirmasis ²io skirstinio momentas neegzistuoja. Parametras µ yra skirs-
tinio mediana, σ � mastelio parametras.

Parametro µ ta²kiniu i�vertiniu imkime empirin¦ median¡ µ̂ = x̂0,5 = X([n/2]+1).
Asimptoti²kai (n→∞) ²is i�vertinys yra normalusis

√
n(x̂0,5 − µ)

d→ Y ∼ N(0, π2σ2/4).

Parametro σ i�vertinys
σ̂ = (x̂0,25 − x̂0,75)/2,
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asimptoti²kai (n→∞) yra normalusis:

√
n(σ̂ − σ)

d→ Y ∼ N(0, π2σ2/4).

Jeigu parametrus µ ir σ vertintume DT metodu, tai gautieji i�vertiniai µ̃ ir σ̃ bu	tu�
asimptoti²kai normalieji ir efektyvieji. I�vertiniu� µ̃ ir σ̃ asimptotin
es dispersijos lygios
2σ2/n. Taigi i�vertiniu� µ̂ ir σ̂ ASE, palyginti su DT i�vertiniais µ̃ ir σ̃, yra 8/π2 ≈ 0, 81.
Tai yra, naudojant DT metod¡, reikia apie 19 procentu� maºiau stebiniu� tam pa£iam
tikslumui pasiekti.

I.2.141. b) σ̂ =
√
π/2

∑
i |Xi|/n,

√
n(σ̂ − σ)

d→ Y ∼ N(0, (π − 2)σ2/2);

c)
√
n(σ̂ − σ)

d→ Y ∼ N(0, σ2/2).

I.2.142. a) Tik
etinumo funkcija

L(µ) = e−
∑
iXienµ1(µ,∞)(X(1)).

Remiantis faktorizacijos kriterijumi X(1) yra parametro µ pakankamoji statistika.
b) A. d. X(1) tankio funkcija yra ne−n(x−µ), x > µ; EµX(1) = µ + 1/n, V µX(1) =

Eµ(X(1) − µ− 1/n)2 = 1/n2;

Pµ{|X(1) − µ| > ε} = Pµ{|X(1) −EµX(1) + 1/n| > ε} =

Pµ{X(1) −EµX(1) > ε− 1/n,X(1) −EµX(1) < −ε− 1/n} ≤

Pµ{|X(1) −EµX(1)| > ε− 1/n} ≤
V µX(1)

(ε− 1/n)2
=

1

n2(ε− 1/n)2
→ 0,

kai n→∞, t. y. X(1)
P→ µ.

I.2.143. Tik
etinumo funkcija

L(θ1, θ2) = [a(θ1, θ2)]n
n∏
i=1

h(Xi)1(θ1,∞)(X(1))1(−∞,θ2)(X(n))

i�gyja maksimali¡ reik²m¦, kai θ1 = X(1), θ2 = X(n), nes a(θ1, θ2) = 1/
∫ θ2
θ1
h(x)dx.

Parametru� θ1 ir θ2 DT i�vertiniai yra θ̂1 = X(1) ir θ̂2 = X(n).

I.2.144. a)µ̂j = (Xj + Yj)/2, j = 1, 2, ..., n, σ̂2 =
∑
i(Xi − Yi)2/(4n);

b) Eσ(σ̂2) = σ2/2. Parametro (µ1, ..., µn, σ)T dimensija n+ 1 priklauso nuo n, tod
el
teorema apie ribines DT i�vertiniu� savybes netaikytina;

c) σ̂2 =
∑
i(Xi − Yi)2/(2n); σ̂2 P→ σ2, nes Eσ(σ̂2) = σ2, V σ(σ̂2) = σ4/(2n).

I.2.145. a) Tik
etinumo funkcija

L(λ1, ..., λn, θ) = exp{−θ
∑
i

(λiXi) +
∑
i

ln(θXi)−
∑
i

(λiYi) +
∑
i

lnλi}.

DT i�vertiniams rasti gauname lyg£iu� sistem¡

˙̀
λi(λ̂1, ..., λ̂n, θ̂) = −θ̂Xi − Yi + 2/λ̂i = 0, i = 1, 2, ..., n,
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˙̀
θ(λ̂1, ..., λ̂n, θ̂) = −

∑
i

(λiXi) + n/θ̂ = 0.

I²sprend¦ i² pirmu�ju� lyg£iu� λ̂i, i = 1, ..., n ir i�ra²¦ i� paskutini¡j¡, gauname

˙̀
θ(λ̂1, ..., λ̂n, θ̂) = −

∑
i

2Xi

Yi + θ̂Xi

+
n

θ̂
= 0 ⇒ n

θ̂
− 2

∑
i

Ri

1 + θ̂Ri
= 0.

b) A. d. Ri pasiskirstymo funkcija

F (x|θ) = Pθ{Xi ≤ xYi} =

∫ ∞
0

∫ ∞
xv

λ2θe−λθue−λvdudv =
1

1 + θx

ir tankio funkcija

f(x|θ) = F ′(x|θ) =
θ

(1 + θx)2
, x > 0.

Imties R1, ..., Rn tik
etinumo funkcija

L(θ) = θn
∏
i

1

(1 + θRi)2
= exp{−2

∑
i

ln(1 + θRi) + n ln θ}.

Prilygin¦ jos logaritmo i²vestin¦ pagal θ nuliui, DT i�vertiniui rasti gauname lygti�

˙̀
θ(θ̂) =

n

θ̂
− 2

∑
i

Ri

1 + θ̂Ri
= 0.

c) Informacijos kiekis

I(θ) = −E῭
θ2 =

n

θ2
− 2n

∫ ∞
0

θx2dx

(1 + θx)4
=

3θ2

n
.

Gauname √
n(θ̂ − θ) d→ Y ∼ N(0, 3θ2).

d) θ̂ = 2, 0102; kadangi Eθ(Ri) neegzistuoja, tai pradini� artini� θ̂0 galima parinkti,
pvz., naudojant empirin¦ median¡ θ̂0 = 1/x̂0,5;

e) σ̂θ̂ =
√

3θ̂/
√
n = 0, 7785.

I.2.146. λ̂1 = K/(S1 + (n − K)x0), λ̂2 = (n − K)/S2; S1 =
∑K
i=1X(i), S2 =∑n

i=K+1(X(i)−x0); K � gedimu�, maºesniu� uº x0, skai£ius;
√
n(λ̂1−λ1, λ̂2−λ2)

d→ Y ∼
N2(0, Σ); Σ = [σij ]2×2; σ11 = λ2

1/(1− p), σ12 = σ21 = 0; σ22 = λ2
2/p, p = e−λ1x0 .

I.2.147. a) α̂ = X̄/m2, γ̂ = X̄2/m2;
b) θ̂ = 1/

√
m2, â = X̄ +

√
m2;

c) α̂ = X̄(1− X̄(1− X̄)/m2), β̂ = (1− X̄)(1− X̄(1− X̄)/m2);
d) µ̂ = Ȳ , σ̂ =

√
m2, m2 = (1/n)

∑
i(Yi − Ȳ ), Yi = lnXi, i = 1, ..., n;

e) θ̂ = X̄; f) p̂ = X̄/m2, n̂ = X̄2/(m2 − X̄);
g) −q̂/p̂ ln p̂ = X̄; h) k̂ = X̄.

I.2.148. Pagal faktorizacijos kriteriju� T yra pakankamoji parametro θ statistika
tada ir tik tada, kai tik
etinumo funkcija L(θ) = q(T ;θ)W (X) ir W (X) nuo parametro θ
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nepriklauso. Funkcijos L maksimizavimas pagal θ ekvivalentus funkcijos q maksimizavi-
mui.

I.2.149. a) θ̂ = X(1); b) θ̂ = X(1);
c) θ̂ = n/

∑
j ln(1−Xj);

d) θ̂ = n/(n−
∑
j lnXj), 1/2 < θ̂ < 1;

e) θ̂ = x̂1/2;
f) θ̂ = X(1);
g) θ̂ = (

√
X̄2 + 4a2 − X̄)/2;

h) µ̂ = X(1), σ̂ = n/
∑
i(Xi −X(1));

i) µ̂ = (1/n)
∑
j lnXj = Ȳ , σ̂ = [

∑
j(lnXj − Ȳ )2/n]1/2;

j) θ̂ = 0, kai 2n
∏
j

√
Xj > 1, ir θ̂ = 1 prie²ingu atveju;

k) β̂ = X(n), α̂ = n/(n ln β̂ −
∑
j lnXj);

l) θ̂ = X(n), n>1.

I.2.150. a) λ̂ = Ȳ , µ̂ = Z̄;
b) Atsitiktinio vektoriaus (Xi,∆i)

T pasiskirstymo funkcija

F (x, k) =

∫ x

0

fk1 (u, λ)[1− F1(u, λ)]1−kf1−k
2 (u, µ)[1− F2(u, µ)]kdu.

Tik
etinumo funkcija

L(λ, µ) =
∏
i

{( 1

λ
e−Xi/λ)∆i(e−Xi/λ)1−∆i(

1

µ
e−Xi/µ)1−∆i(e−Xi/µ)∆i}.

Randame parametru� λ ir µ DT i�vertinius

λ̂ =
∑
i

Xi/
∑
i

∆i, µ̂ =
∑
i

Xi/(n−
∑
i

∆i).

I.2.151. Tik
etinumo funkcija

L(θ) =
1

(1− e−θ)n
θ
∑
iXie−nθ,

i² kurios parametro θ DT i�vertiniui rasti gauname lygti�

− 1

eθ − 1
+
X̄

θ
− 1 = 0 ⇔ X̄ =

θ

1− e−θ
.

Nagrin
ekime funkcij¡ g(θ) = θ/(1− e−θ);

g′(θ) =
1− e−θ − θe−θ

(1− e−θ)2
.

Skaitiklis yra did
ejanti funkcija, nes (1− e−θ − θe−θ)′ = θe−θ > 0. Skaitiklis lygus 0, kai
θ = 0. Taigi skaitiklis teigiamas su visais θ > 0. Ta²ke θ = 0 funkcija g(θ) = 1. Funkcija
g(θ) did
eja nuo 1 iki ∞, kai θ kinta nuo 0 iki ∞.
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Lygtis X̄ = θ/(1− e−θ) turi vieninteli� sprendini�, kai X̄ > 1.

I.2.152. ASE = 1.

I.2.153. α̂ = X(1), θ̂ = n/S, S =
∑
j(lnXj − lnX(1)); NMD i�vertiniai α̂ = X(1)(1−

S/n), θ̂ = (n− 1)/S; ASE = 1.

I.2.154. µ̂ = X̄ ∼ Nk(µ, Σ/n), Σ̂ =
∑
j(Xj−X̄)(Xj−X̄)T /n = S/n; paºym
ekime

θ = (σij , i ≤ j) vektoriu�, sudaryt¡ i² skirtingu� kovariacin
es matricos Σ elementu�, o θ̂ DT

i�vertiniu� (t. y. atitinkamu� matricos S/n elementu�) vektoriu�. Tada
√
n(θ̂ − θ)

d→ Z ∼
Nk(k−1)/2(0, Γ); £ia kovariacin
es matricos Γ = [γijrs]k(k−1)/2×k(k−1)/2 elementai yra
γiiii = 2σ2

ii, γiijj = 2σ2
ij , γiiij = 2σiiσij , i 6= j, γijrs = (σirσjs + σisσjr), i 6= j 6= r 6= s.

I.2.155. σ̂2 =
∑
j(Xj − µ̂)2/n, τ̂2 =

∑
j(Yj − µ̂)2/n, o i�vertinys µ̂ randamas i²

lygties µ̂ = [X̄
∑
j(Yj − µ̂)2 + Ȳ

∑
j(Xj − µ̂)2]/[

∑
j(Yj − µ̂)2 +

∑
j(Xj − µ̂)2]; ²ie i�ver£iai

asimptoti²kai nekoreliuoti ir normalieji:
√
n(σ̂2 − σ2)

d→ Z ∼ N(0, 2σ4),
√
n(τ̂2 − τ2)

d→
Y ∼ N(0, 2τ4),

√
n(µ̂− µ)

d→ V ∼ N(0, σ2τ2/(σ2 + τ2)).

I.2.156. Palygin¦ tikimybes b(X|n, p) = CXn p
X(1− p)n−X ir b(X|n+ 1, p) gausime,

kad maksimumas pasiekiamas, kai n̂ = [X/p], jei X/p n
era sveikasis skai£ius, ir n̂ =
X/p− 1, jei X/p � sveikasis skai£ius.

I.2.157. Palygin¦ tikimybes h(X|N,M,n) = CXMC
n−X
N−M/C

n
N ir h(X|N,M + 1, n)

gausime, kad maksimumas pasiekiamas, kai M̂ = [X(N + 1)/n], jei X(N + 1)/n n
era
sveikasis skai£ius, ir M̂ = X(N + 1)/n− 1, jei X(N + 1)/n � sveikasis skai£ius.

I.2.5 skyrelis

I.2.158. Parametro µ pilnoji ir pakankamoji statistika X̄ ir funkcijos T (X̄;µ) =√
n(X̄ − µ)/σ ∼ N(0, 1) skirstinys nepriklauso nuo neºinomo parametro µ. Parinkime

tokius skai£ius k1 < k2, kad

Pµ{k1 <
√
n(X̄ − µ)/σ < k2} = Q = 1− 2α.

I²sprend¦ nelygybes µ atºvilgiu, gausime parametro µ pasikliovimo interval¡. Intervalo
ilgis bus tuo maºesnis, kuo maºesnis k2 − k1, t. y. ta²kai k1, k2 tur
etu� bu	ti simetri²ki 0
atºvilgiu. Gauname k1 = −zα, k2 = zα. Pasikliovimo intervalas

(µ;µ) = (X̄ − zασ/
√
n; X̄ + zασ/

√
n).

I.2.159. Parametro σ2 pilnoji ir pakankamoji statistika s2
0 =

∑
i(Xi − µ)2/n ir

funkcijos T (s2
0;σ2) = s2

0n/σ
2 ∼ χ2(n) skirstinys nepriklauso nuo neºinomo parametro

σ2. Parinkime konstantas k1 < k2, kad

Pσ{k1 < s2
0n/σ

2 < k2} = Q = 1− 2α.

Imdami simetri²kus r
eºius k1 = χ2
1−α(n), k2 = χ2

α(n), gauname pasikliovimo interval¡

(σ2;σ2) =

(
s2

0n

χ2
α(n)

,
s2

0n

χ2
1−α(n)

)
.
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Kadangi σ = h(σ2) =
√
σ2 yra monotoni²ka funkcija, tai gauname

(σ;σ) = (
√
σ2;
√
σ2).

I.2.160. Parametro (µ, σ2)T pilnoji ir pakankamoji statistika (X̄, s2)T . Remiantis
[2], 2.4.1 teorema funkciju� s2(n − 1)/σ2 ∼ χ2(n − 1),

√
n(X̄ − µ)/s ∼ S(n − 1) skirs-

tiniai nepriklauso nuo neºinomu� parametru�. Analogi²kai I.2.158 ir I.2.159 pratimams
gauname lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo intervalus

(µ;µ) = (X̄ − tα(n− 1)s/
√
n; X̄ + tα(n− 1)s/

√
n),

(σ2;σ2) =

(
s2(n− 1)

χ2
α(n− 1)

,
s2(n− 1)

χ2
1−α(n− 1)

)
.

I.2.161. Maºiausio vidutinio santykinio ilgio interval¡ gauname, kai α1 = α∗1, α2 =
1−Q− α∗1, o α1∗ randamas i² s¡lygos

min
0≤α1≤1−Q

b(α1) = b(α∗1), b(α1) = (1/χ2
1−α1

(n− 1)− 1/χ2
1−Q−α1

(n− 1)).

Simetri²ku atveju α1 = α2 = (1−Q)/2.
Maºiausio vidutinio santykinio ilgio pasikliovimo intervalo ilgio santykis su simetri²ko

intervalo vidutiniu santykiniu ilgiu, kai Q = 0, 95 ir n = 10; 20; 50; 100, yra 0,8378; 0,9156;
0,9652; 0,9826.

I.2.162. Nurodymas. Pasiremkite tuo, kad a. d. X̄ ir s2 yra nepriklausomi.

I.2.163. Randame

µ− µ = 0, 4, zα = 0, 8, zα = 2, Q = 1− 2α = 2Φ(2)− 1 ≈ 0, 9544.

I.2.164. Gauname

µ− µ = 2z0,025/
√
n ≤ 0, 1⇔ n ≥ (20z0,025)2 = 1537.

I.2.165. Tegu α = (1−Q)/2 = 0, 025. Gauname

(µ;µ) = (X̄ − tα(24)s/5; X̄ + tα(24)s/5) = (6, 289; 6, 379);

(σ;σ) = (
√
σ2;
√
σ2) = (0, 0855; 0, 1524).

I.2.166. a) Funkcija T = βs2
2/s

2
1 ∼ F (n − 1,m − 1) yra monotoni²ka pagal β, o jos

skirstinys nuo neºinomu� parametru� nepriklauso. Remdamiesi [2], 3.6.4 pastaba gauname
lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡

(β;β) =

(
s2

1

s2
2

F1−α(n− 1,m− 1),
s2

1

s2
2

Fα(n− 1,m− 1)

)
.

b) Parametro σ2 NMD i�vertinys s2 = (s2
1(m− 1)/k+ s2

2(n− 1))/(m+n− 2), s2(m+n−
2)/σ2 ∼ χ2(m+ n− 2). Analogi²kai I.2.159 pratimui gauname

(σ2;σ2) =

(
s2(m+ n− 2)

χ2
α(m+ n− 2)

,
s2(m+ n− 2)

χ2
1−α(m+ n− 2)

)
.
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Parametro θ = µ1 − µ2 NMD i�vertinys θ̂ = X̄ − Ȳ ∼ N(θ, kσ2
2/m+ σ2

2/n). Tada

X̄ − Ȳ − θ
σθ̂

∼ S(m+ n− 2), σ2
θ̂

= s2 kn+m

mn
;

(θ; θ) = (X̄ − Ȳ − tα(m+ n− 2)σθ̂, X̄ − Ȳ + tα(m+ n− 2)σθ̂).

I.2.167. Parametro θ NMD i�vertinys θ̂ = X̄ − Ȳ ∼ N(θ, σ2
1/m + σ2

2/n). Kadangi

s2
1
P→ σ2

1 ir s2
2
P→ σ2

2 , tai

X̄ − Ȳ − θ√
s2

1/m+ s2
2/n

P→ Z ∼ N(0, 1), m, n→∞.

Gauname lygmens Q = 1− 2α asimptotini� pasikliovimo interval¡

(θ; θ) = (X̄ − Ȳ − zα
√
s2

1/m+ s2
2/n, X̄ − Ȳ + zα

√
s2

1/m+ s2
2/n).

I.2.168. A. v. (X,Y )T skirstinys priklauso penkiu� parametru� eksponentinio tipo
skirstiniu� ²eimai. Pilnoji ir pakankamoji statistika

T =

(∑
i

X1,
∑
i

Yi,
∑
i

X2
i ,
∑
i

Y 2
i ,
∑
i

XiYi

)T
.

Parametro θ NMD i�vertinys θ̂ = X̄ − Ȳ ∼ N(θ, σ2), σ2 = σ2
1 + σ2

2 − 2ρσ1σ2. Tegu
Zi = Xi − Yi, tada Z1, ..., Zn yra paprastoji imtis a. d. Z ∼ N(θ, σ2). Parametro θ
lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo intervalas randamas analogi²kai 2.160 pratimui

(θ; θ) = (X̄ − Ȳ − tα(n− 1)s/
√
n; X̄ − Ȳ + tα(n− 1)s/

√
n),

£ia s2 =
∑
i(Zi − Z̄)2/(n− 1).

I.2.169. Parametro ρ DT i�vertinys ρ̂ yra empirinis koreliacijos koe�cientas

ρ̂ = r =

∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑

i(Xi − X̄)2
∑
i(Yi − Ȳ )2

.

Statistikos r tankio funkcija f(r|ρ) pateikta [5], 4.1 skyrelyje

f(r|ρ) =
2n−3(1− ρ2)(n−1)/2(1− r2)(n−4)/2

π(n− 3)!

∞∑
j=0

(2rρ)j

j!
Γ2(

n− 1 + j

2
).

Pasiskirstymo funkcija F (r|ρ) =
∫ r
−1
f(u|ρ)du yra monotoni²kai did
ejanti pagal ρ. Re-

miantis Bol²evo teorema (ºr. [2], 3.6.1 teorem¡) lygmens Q = 1 − 2α pasikliovimo
intervalo r
eºiai randami i² lyg£iu�

F (r|ρ) = 1− α, F (r|ρ̄) = α.

I.2.170. Statistikos r skirstinio aproksimacija

√
n
r − ρ
1− ρ2

d→ Z ∼ N(0, 1)
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gali bu	ti netiksli, ypa£ kai ρ artimas ±1 ir r skirstinys yra labai asimetri²kas.
Rekomenduojama taikyti Fi²erio pasiu	lyt¡ dispersij¡ stabilizuojan£i¡ transformacij¡

V = V (r) =
1

2
ln

1 + r

1− r
,
√
n− 3(V (r)− V (ρ))

d→ Z ∼ N(0, 1).

Pritaik¦ ²i¡ aproksimacij¡ ir remdamiesi tuo, kad V (ρ) monotoni²ka funkcija, gauname
lygmens Q = 1− 2α aproksimacini� interval¡

ρ =
e2V1−1

e2V1+1
, ρ̄ =

e2V2−1

e2V2+1
,

V1 =
1

2
ln

1 + r

1− r
− zα

1√
n− 3

, V2 =
1

2
ln

1 + r

1− r
+ zα

1√
n− 3

.

I.2.171. Parametro σ2 NMD i�vertinys

σ̂2 =

n∑
i=1

X2
i /(2n), 2nσ̂2/σ2 ∼ χ2(2n).

Analogi²kai I.2.159 pratimui gauname pasikliovimo interval¡ α = (1−Q)/2

(σ;σ) = (

√
2nσ̂2/χ2

α(2n),

√
2nσ̂2/χ2

1−α(2n)).

I.2.172. Parametro σ2 NMD i�vertinys

σ̂2 =

n∑
i=1

X2
i /(3n), 3nσ̂2/σ2 ∼ χ2(3n).

Analogi²kai I.2.159 pratimui gauname pasikliovimo lygmens Q = 1− 2α interval¡

(σ2;σ2) = (3nσ̂2/χ2
α(3n), 3nσ̂2/χ2

1−α(3n)).

I.2.173. Parametro λ pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = X1 + ... + Xn ∼
G(λ, η), η = η1 + ... + ηn. Funkcija Y = 2λT ∼ χ2(2η) yra monotoni²ka pagal λ, o jos
skirstinys nuo neºinomo parametro nepriklauso. Remdamiesi [2], 3.6.4 pastaba gauname
pasikliovimo interval¡

λ = χ2
1−α(2η)/(2T ), λ̄ = χ2

α(2η)/(2T ).

I.2.174. A. d. Y = eX turi eksponentini� skirstini� su parametru λ = e−µ. Sudar¦
parametro λ pasikliovimo interval¡ (ºr. I.2.173 pratim¡)

λ = χ2
1−α(2n)/(2T ), λ = χ2

α(2n)/(2T ), T = Y1 + ...+ Yn,

gauname ir parametro µ pasikliovimo interval¡

µ = ln(1/λ), µ = ln(1/λ).

I.2.175. Pilnosios ir pakankamosios statistikos T = X1 + ... + Xn ∼ P(nλ) pa-
siskirstymo funkcija

F (t;λ) =

t∑
k=0

(nλ)k

k!
e−nλ = P{χ2

2t+2 > 2nλ}



108 I. PARAMETRIN 
E STATISTIKA

yra maº
ejanti pagal λ, kai t > 0. Remiantis Bol²evo teorema (ºr. [2], 3.6.1 teorem¡)
pasikliovimo intervalo r
eºiai randami i² lyg£iu�

F (T ; λ̄) = P{χ2
2T+2 > 2nλ̄} = α,

F (T ;λ) = P{χ2
2T > 2nλ} = 1− α

ir λ = 0, kai T = 0. I²sprend¦ gauname

λ =
1

2n
χ2

1−α(2T ), λ =
1

2n
χ2
α(2T + 2).

I.2.176. Pilnosios ir pakankamosios statistikos T = X1 + ... + Xn ∼ B(n, p) pa-
siskirstymo funkcija

F (t; p) =

t∑
m=0

Cmn p
t(1− p)n−t = I1−p(m− t, t+ 1)

yra maº
ejanti pagal p, kai 0 < t < n, £ia Ix(γ, η) = P{U < x}, U ∼ Be(γ, η). Remiantis
Bol²evo teorema pasikliovimo intervalo r
eºiai randami i² lyg£iu�

F (T ; p) = I1−p(m− T, T + 1) = α,

F (T − 0; p) = I1−p(m− T + 1, T ) = 1− α

ir p = 0, kai T = 0, p = 1, kai T = n. Paºym
ej¦ βα(γ, η) beta skirstinio su parametrais
γ ir η lygmens α kritin¦ reik²m¦, gauname

p = 1− βα(m− T + 1, T ), kai T > 0,

p = 1− β1−α(m− T, T + 1), kai T < n.

I.2.177. Parametro (λ1, λ2)T pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (T1, T2)T ,
T1 = X1 + ...+Xm ∼ P(mλ1), T2 = Y1 + ...+Yn ∼ P(nλ2). A. d. T1 s¡lyginis skirstinys,
kai T1 + T2 �ksuotas, yra binominis

(T1|T1 + T2 = N) ∼ B(N, p), p = mλ1/(mλ1 + nλ2).

Surad¦ tikimyb
es p pasikliovimo interval¡ (p, p), gauname ir parametro β pasikliovimo
interval¡

β =
n

m

p

1− p
, β =

n

m

p̄

1− p̄
.

I.2.178. Pilnosios ir pakankamosios statistikos T = X1 + ... + Xn ∼ B−(m, p),
m = m1 + ...+mn, pasiskirstymo funkcija

F (t; p) =

t∑
i=0

Cm−1
m+i−1p

m(1− p)i = Ip(m, t+ 1)

yra did
ejanti pagal p, kai 0 < T . Remiantis Bol²evo teorema (ºr. [2], 3.6.1 teorem¡)
pasikliovimo intervalo r
eºiai randami i² lyg£iu�

F (T − 0; p) = Ip(m,T ) = α,
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F (T ; p) = Ip(m,T + 1) = 1− α

ir p = 0, kai T = 0. Paºym
ej¦ βα(γ, η) beta skirstinio su parametrais γ ir η lygmens α
kritin¦ reik²m¦, gauname

p = β1−α(m,T + 1), p = βα(m,T ).

I.2.179. Parametro M pilnoji ir pakankamoji statistika T = X1 + ... + Xn ∼
H(N,M,n). Pasiskirstymo funkcija

F (t;M) =

t∑
m=0

CmMC
n−m
N−M

CnN
= H(t|N,M,n)

yra monotoni²kai maº
ejanti pagal M . Remiantis Bol²evo teorema parametro M apati-
nis lygmens (1 − α) pasikliovimo r
eºis M yra didºiausias sveikasis skai£ius, tenkinantis
nelygyb¦

F (T − 1,M) = H(T − 1|N,M,n) ≥ 1− α,

o vir²utinis lygmens (1−α) pasikliovimo r
eºis M̄ yra maºiausias sveikasis skai£ius, tenk-
inantis nelygyb¦

F (T, M̄) = H(T |N, M̄, n) ≤ α.

I.2.180. Parametro M NMD i�vertinys yra M̂ = NT/n; jo realizacija M̂ = 300 ×
6/50 = 36. Pasikliovimo r
eºius gauname spr¦sdami I.2.179 pratime pateiktas nelygybes

H(5|300,M, 50) ≥ 0, 95 ⇔ M ≥ 13, H(6|300,M, 50) ≤ 0, 05 ⇔ M ≤ 58.

Pasikliovimo r
eºiai M = 13, M = 58.

I.2.181. Parametru� β0, β1, σ
2 NMD i�vertiniai (ºr. I.1.69 pratim¡) β̂0 = Ȳ ∼

N(β, σ2/n), β̂1 =
∑
i Yi(xi − x̄)/

∑
i(xi − x̄)2 ∼ N(β1, σ

2/
∑
i(xi − x̄)2);

σ̂2 = s2 = SSE/(n− 2), SSE =
∑
i

(Yi− β̂0− β̂1(xi− x̄))2, s2(n− 2)/σ2 ∼ χ2(n− 2).

a) Analogi²kai I.2.160 pratimui gauname lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡

(σ2, σ2) = (s2(n− 2)/χ2
α(n− 2), s2(n− 2)/χ2

1−α(n− 2)).

b) I�vertiniai β̂0, β̂1, s
2 nepriklausomi (ºr. I.1.69 pratim¡). Tada

θ̂ = aβ̂0 + bβ̂1 ∼ N(θ, σ2
θ), σ2

θ = σ2(a2/n+ b2/
∑
i

(x1 − x̄)2)

ir (θ̂ − θ)/σθ̂ ∼ S(n − 2), σ2
θ̂

= s2(a2/n + b2/
∑
i(x1 − x̄)2). Gauname pasikliovimo

interval¡
( underlineθ, θ) = (θ̂ − tα(n− 2)σθ̂, θ̂ + tα(n− 2)σθ̂).

Imdami a = 1, b = 0; a = 0, b = 1; a = 1, b = x− x̄ gausime parametru� β0, β1, β0 +β1(x−
x̄) pasikliovimo intervalus.

I.2.182. Pasikliovimo interval¡ gauname I.2.181 pratimo p. b) imdami a = 4, b =
4τ̄ .
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I.2.183. Parametro θ pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = X(n). A. d. T = X(n)

pasiskirstymo funkcija yra F (t|θ) = (t/θ)n, 0 < t < θ. Fiksuotam t > 0 funkcija t/θn, θ >
t yra maº
ejanti θ atºvilgiu. Pagal Bol²evo teorem¡ lygmens Q = 1 − 2α pasikliovimo
intervalo r
eºiai gaunami i² lyg£iu�

(X(n)/θ)
n = 1− α, (X(n)/θ)

n = α.

Gauname pasikliovimo interval¡

(θ; θ) = (X(n)/(1− α)1/n; θ = X(n)/α
1/n).

I.2.184. Pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = |X|(n) ir |X| ∼ U(0, θ). Gauname
analogi²k¡ interval¡, kaip ir I.2.183 pratime.

I.2.185. Kadangi Pθ{X(n) − 1/2 < θ < X(1) + 1/2} = 1, tai intervalas (θ; θ) =

(X(n)−1/2;X(1) +1/2) uºdengia neºinom¡ parametr¡ θ su tikimybe 1. �io intervalo ilgis
X(1) + 1/2− (X(n) − 1/2) = 1− (X(n) −X(1)) = Y(1) + 1− Y(n), kai Yi ∼ U(0, 1). Taigi
intervalo ilgis turi beta skirstini� Be(2, n− 1) ir jo vidurkis 2/(n+ 1) = O(1/n).

I.2.186. Paºym
ekime Yi = (Xi − θ1)/θ2 ∼ U(0, 1). Tada funkcijos T = (X(n) −
X(1))/θ = Y(n) − Y(1) ∼ Be(n − 1, 2) tankio funkcija f(x;n) = n(n − 1)xn−2(1 − x)
ir pasiskirstymo funkcija F (x;n) = nxn−1 − (n − 1)xn. Paºym
ekime T1−α ir Tα ²ios
pasiskirstymo funkcijos eil
es 1− α ir α kritines reik²mes. Jos randamos i² lyg£iu�

nTn−1
1−α − (n− 1)Tn1−α = α, nTn−1

α − (n− 1)Tnα = 1− α.

Gauname lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡

(θ2; θ2) = ((X(n) −X(1))/Tα; (X(n) −X(1))/T1−α).

I.2.187. Pilnoji ir pakankamoji statistika yra (T1, T2)T = (X(1), n(X̄ −X(1)))
T (ºr.

I.1.27 pratim¡). a) Funkcija 2T2/θ ∼ χ2(2n − 2). Gauname lygmens Q = 1 − 2α
pasikliovimo interval¡

(θ; θ) = (2T2/χ
2
α(2n− 2); 2T2/χ

2
1−α(2n− 2)).

b) Funkcija T1 − a = X(1) − a ∼ E(n/θ). �ios funkcijos pasiskirstymo funkcija F (x) =

1− e−nx/θ. Randame eil
es 1− α ir α kritines reik²mes u1−α ir uα:

F (u1−α) = α, F (uα) = 1− α ⇒ u1−α = − θ
n

ln(1− α), uα = − θ
n

lnα.

Randame parametro a lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡

(a; a) = (X(1) + (θ/n) lnα;X(1) + (θ/n) ln(1− α)).

Kai ir parametras θ neºinomas, tai remsim
es tuo, kad T1 ir T2 nepriklausomi ir

(2n/θ)(X(1) − a) ∼ χ2(2), 2T2/θ ∼ χ2(2n− 2).

Tada funkcija n(n−2)(X(1)−a)/T2 ∼ F (2, 2n−2). I² £ia lygmensQ = 1−2α pasikliovimo
intervalas yra

(a; a) = (X(1) − (T2/(n(n− 2)))F1−α(2, 2n− 2), X(1) − (T2/(n(n− 2)))Fα(2, 2n− 2)).
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c) Tegu

C(T1, T2) = {(a, θ) : X(1) + (θ/n) lnα1 < a < X(1) + (θ/n) ln(1− α), θ < θ < θ}.

Tada Pa,θ{(a, θ) ∈ C(T1, T2)} = (1− 2α1)(1− 2α).

I.2.188. A. d. Xn+1 − X̄ ∼ N(0, σ2(1 + 1/n)). Tada (Xn+1 − X̄)/s
√

1 + 1/n ∼
S(n− 1). I² £ia randame

(Xn+1;Xn+1) = (X̄ − tα(n− 1)s
√

1 + 1/n; X̄ + tα(n− 1)s
√

1 + 1/n).

I.2.189. a)
√
n(µ̃ − µ)

d→ Z ∼ N(0, π2/4). Gauname lygmens Q = 1 − 2α
aproksimacini� pasikliovimo interval¡

(µ;µ) = (µ̃− zαπ/(2
√
n); µ̃+ zαπ/(2

√
n)).

b)
√
n(µ̂−µ)

d→ Y ∼ N(0, 2). Gauname lygmens Q = 1−2α aproksimacini� pasikliovimo
interval¡

(µ;µ) = (µ̂− zα
√

2/n); µ̂+ zα
√

2/n)).

Intervalo a) ilgis yra π/(2
√

2) ≈ 1, 11 karto didesnis uº intervalo b) ilgi�.

I.2.190. a) (λ;λ) = (X̄ − zα
√
X̄/n; X̄ + zα

√
X̄/n).

b) Spr¦sdami antrojo laipsnio nelygyb¦, gauname

(λ;λ) = (X̄ + z2
α/(2n)− zα

√
X̄/n+ z2

α/(4n
2); X̄ + z2

α/(2n)− zα
√
X̄/n+ z2

α/(4n
2)).

c) Randame

(λ;λ) = ((
√
X̄ − zα/(2

√
n))2; (

√
X̄ + zα/(2

√
n))2).

d) Randame a) (1,9706; 2,8294); b) (2,0073; 2,8695); c) (1,9898; 2,8486); remdamiesi
I.2.175 pratimu gauname (1,9898; 2,8698). Intervalas a) maºiau tikslus.

I.2.191. C(Y1, ..., Yn) ≈ {(µy, σ2
y) : n[(Ȳ −µy)2/s2 +(s2−σ2

y)2/(m4−s4)] < χ2
α(2)}.

I.2.192. Nurodymas. a) ir c) pasinaudokite vidurkio ir dispersijos apibr
eºimu bei
faktu, kad Y = ln(X) N(µ, σ). b) Raskite parametru� µ ir σ DT i�vertinius µ̂ ir σ̂. Tada
parametru� θ ir γ DT i�vertiniai gaunami i�ra²ius µ̂ ir σ̂ i� θ ir γ i²rai²kas.

I.2.193. a) θ̂ = 34, 988, γ̂ = 81230, 195. b) Naudodami aproksimacij¡
√
n(θ̂ −

θ)/(θ
√
m2)

d→ Z ∼ N(0, 1), gauname pasikliovimo interval¡ (θ; θ) = (θ̂/(1+zα
√
m2/n);

θ̂/(1− zα
√
m2/n), α = (1−Q)/2; pagal turimus duomenis randame realizacij¡ (θ; θ) =

(24, 953; 58, 524).

I.2.194. Kai N = n �ksuotas, tai (Y |N = n) ∼ P(nθ); generuojan£ioji funkcija
ψ(s|n) = Eθ(s

Y |N = n) = enθ(s−1). Bes¡lygin
e a. d. Y generuojan£ioji funkcija

ψ(s) = Eθ,λs
Y =

∞∑
k=0

ekθ(s−1)λ
k

k!
e−λ = exp{λ(eθ(s−1) − 1)}.

Randame momentus

Eθ,λY = ψ′(1) = λθ, V θ,λY = ψ′′(1) + ψ′(1)− [ψ′(1)]2 = λθ(θ + 1).
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Prilygin¦ empiriniam vidurkiui Ȳ ir empirinei dispersijai s2, gauname momentu� metodo
i�vertinius

θ̂ = (s2 − Ȳ )/Ȳ , λ̂ = Ȳ 2/(s2 − Ȳ ).

I.2.195. a) θ̂ = 6, 2, λ̂ = 8, 0645.
b) Pagal pirm¡j¡ aproksimacij¡ gauname lygmens Q = 1−2α aproksimacini� pasiklio-

vimo interval¡ interval¡

(µ;µ) = (µ̂− zαs/
√
n; µ̂+ zαs/

√
n),

o pagal antr¡j¡ � interval¡ (µ;µ) :

µ = (µ̂+ (1 + θ̂)z2
α)/(2n)−

√
µ̂(1 + θ̂)z2

α/n+ (1 + θ̂)2z4
α/(4n),

µ = (µ̂+ (1 + θ̄)z2
α)/(2n) +

√
µ̂(1 + θ̂)z2

α/n+ (1 + θ̂)2z4
α/(4n).

c) Pagal turimus duomenis gauname intervalus (41, 685; 58, 315), (42, 347; 59, 036).

I.2.196. Parametru� µ ir σ2 DT i�vertiniai yra empirinis vidurkis X̄ ir empirin
e dis-
persija m2. Asimptotinis i�vertinio (X̄, m2) skirstinys yra dvimatis normalusis su neko-
reliuotomis koordinat
emis

√
n(X̄ − µ)

d→ Y ∼ N(0, σ2),
√
n(m2 − σ2)

d→ Z ∼ N(0, 2σ4).

Nagrin
ejamu� charakteristiku� DT i�vertiniai yra

x̂P = X̄ + zP
√
m2, F̂ (x;µ, σ) = Φ

(
x− X̄
√
m2

)
.

Pakeit¦ dispersijas ju� i�vertiniais ir paºym
ej¦, kad

∂xP
∂µ

= 1,
∂xP
∂σ2

=
zP
2σ
,

naudodami delta metod¡ gauname i�vertinio x̂P asimptotin
es dispersijos i�vertini�

σ̂2
x̂P =

m2

n
+

(
zP

2
√
m2

)2
2m2

2

n
=
m2

n

(
1 +

z2
P

2

)
.

Parametro xP aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo Q =
1− 2α, yra

(x̂P − zασ̂x̂P , x̂P + zασ̂x̂P ).

Analogi²kai gauname

∂F

∂µ
= − 1

σ
ϕ

(
x− µ
σ

)
,
∂F

∂σ2
= −x− µ

2σ3
ϕ

(
x− µ
σ

)
,

σ̂2
F̂

=
1

n

(
1 +

(x− X̄)2

2m2

)
ϕ2

(
x− X̄
√
m2

)
,
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F = F̂ (x)− zασ̂F̂ , F = F̂ (x) + zασ̂F̂ .

I.2.197. Parametru� x(0, 9) ir F (0) ta²kiniai i�ver£iai yra

x̂(0, 9) = X̄ + sz(0, 9) = 3, 8432; F̂ (0) = Φ(−1, 28/2) = 0, 2611.

Asimptotiniu� dispersiju� i�ver£iai

σ̂2
x̂(0,9) = 4(1 + z2(0, 9)/2)/n = 0, 0728; σ̂2

F̂ (0)
= (1 + 1, 282/8)ϕ2(0, 64)/n = 0, 00127.

Gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

x(0, 9) = x̂(0, 9)− z0,025σ̂x̂(0,9) = 3, 3144, x(0, 9) = x̂(0, 9) + z0,025σ̂x̂(0,9) = 4, 3720;

F (0) = F̂ (0)− z0,025σ̂F̂ (0) = 0, 1913, F (0) = F̂ (0) + z0,025σ̂F̂ (0) = 0, 3309.

Statistiku� g1 ir g2 pirmu�ju� momentu� i²rai²kos pateiktos I.1.95 pratime. Naudodami
²ias i²rai²kas gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

γ
1

= g1 − z0,025

√
V̂ g1 = −0, 7184, γ1 = g1 + z0,025

√
V̂ g1 = 0, 2184;

γ
2

= g2−6/(n+1)−z0,025

√
V̂ g2 = −0, 8507, γ2 = g2−6/(n+1)+z0,025

√
V̂ g2 = 0, 9319.

I.2.198. Paºym
ekime up = − ln(1− p). I²vestin
es

∂t(p)

∂θ
= u1/µ

p ,
∂t(p)

∂ν
= − θ

ν2
u1/ν
p lnup,

taigi

σ̂2
t̂(p)

= u2/ν̂
p

(
Î11 − 2Î12 θ̂

ν̂2
lnup + Î22 θ̂

2

ν̂4
ln2 up

)
;

£ia Îij yra matricos Î
−1

n elementai. Informacin
es matricos I pagri�stojo i�vertinio În =
[Îij ]2×2 elementai

Î11 = n
ν̂2

θ̂2
, Î22 = n

1 + Γ′′(2)

ν̂2
, Î12 = Î21 = n

Γ′(2)

σ̂
.

Intervalas (
t̂(p)− σ̂t̂(p) z1−α/2, t̂(p) + σ̂t̂(p) z1−α/2

)
yra parametro t(p) aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo Q =
1− 2α.

I.2.199. Parametru� θ ir ν i�vertiniu� vidutinius kvadratinius nuokrypius i�vertinkime
taip:

σ̂θ̂ = 1/

√
Î

11
= θ̂/(ν̂

√
n) = 0, 0092, σ̂ν̂ = 1/

√
Î

22
= ν̂/

√
n(1 + Γ′′(2)) = 0, 1592.
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Gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

θ = θ̂ − z0,025σ̂θ̂ = 0, 0568, θ = θ̂ + z0,025σ̂θ̂ = 0, 3392;

ν = ν̂ − z0,025σ̂ν̂ = 1, 8380, ν = ν̂ + z0,025σ̂ν̂ = 2, 4620.

Parametro t(0, 9) ta²kinio i�vertinio realizacija yra t̂(0, 9) = θ̂(− ln 0, 1)1/ν̂ = 0, 2918.
Vertinant dispersij¡ reikia rasti Fi²erio informacin
es matricos atvirk²tin¦. Gauname
Î

11
= 0, 0094/n, Î

22
= 2, 8104/n, Î

12
= −0, 0509/n. Tada σ̂t̂(0,9) = 0, 0172 ir pasi-

kliovimo intervalas

t(0, 9) = t̂(0, 9)− z0,025σ̂t̂(0,9) = 0, 2580, t(0, 9) = t̂(0, 9) + z0,025σ̂t̂(0,9) = 0, 3427.

I.2.6 skyrelis

I.2.200. µ̂ = X̄ = 424, 933, σ̂ = s = 8, 598; (µ, µ) = (420, 172; 429, 695), (σ, ; σ) =
(6, 295; 13, 560).

I.2.201. λ̂ = X̄ = 0, 9288; (λ; λ) = (0, 850; 1, 009).

I.2.202. a) Momentu� metodu gauname i�ver£ius λ̂ = 1, 073, η̂ = 9, 928;
DT i�ver£ius galime rasti maksimizuodami tik
etinumo funkcijos L(λ, η) logaritm¡

max
λ,η

= max
λ,η

[−λT1 + (η − 1)T2 + nη lnλ− n ln(Γ(η))] = `(λ̃, η̃);

£ia T1 = X1 + ...+Xn, T2 =
∑
i lnX − i.

b) DT i�vertinys λ̂ = η/X̄ paslinktasis; NMD i�vertis λ̂ = (nη − 1)/(nX̄) = 1, 076;
(λ; λ) = (0, 936; 1, 236).

I.2.203. p̂ = 0, 277; (p; p) = (0, 2495; 0, 3059).

I.2.204. (p; p) = (0, 000; 0, 206), (0, 000; 0, 259), (0, 000; 0, 411).

I.2.205. Parametro λ i�verti� galime rasti maksimizuodami tik
etinumo funkcijos L(λ)
logaritm¡

max
λ

`(λ) = max
λ

11∑
i=1

Si ln(πi(λ)) = `(λ̂),

£ia πi(λ) = e−λai−1 − e−λai , i = 1, ..., 11, a0 = 0, a12 =∞.
Asimptotini� pasikliovimo interval¡ gauname naudodami aproksimacij¡

√
n(λ̂− λ)

d→ Y ∼ N(0, 1/i(λ̂)),

i(λ) = −E(῭
λ2(λ))/n =

∑
i

[(π̇i(λ))2/πi(λ)].

Asimptotinis pasikliovimo intervalas

(λ;λ) = (λ̂− z0,025i(λ̂)/n; λ̂+ z0,025i(λ̂)/n).

I.2.206. a) σ̂2 = s2 = [s2
x(n1− 1) + s2

y(n2− 1) + s2
z(n3− 1)]/ν, ν = n1 +n2 +n3− 3;

s2ν/σ2 ∼ χ2(ν). Remdamiesi turimais duomenimis, gauname realizacijas s2 = 3, 288,
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(σ;σ) = (
√
s2ν/χ2

0,995(ν);
√
s2ν/χ2

0,005(ν)) = (1, 528; 2, 217). b) θ̂ = X̄ + Ȳ − Z̄ ∼

N(θ, σ2(1/n1 + 1/n2 + 1/n3)), (θ̂ − θ)/σθ̂ ∼ S(ν), σθ̂ = s
√

1/n1 + 1/n2 + 1/n3. Rem-
damiesi turimais duomenimis, gauname realizacijas θ̂ = 0, 070, (θ; θ) = (−1, 087; 1, 227).

I.2.207. a) θ̂ = 0, 075, s2
x = 3, 9686, s2

y = 3, 8783; (θ; θ) = (−1, 355; 1, 505). Kadangi
nulis yra per viduri� ²io intervalo, tai darytina i²vada, kad a. d. X ir Y vidurkiai nesiskiria.

b) s2
z =

∑
i(Xi − Yi − (X̄ − Ȳ ))2/(n − 1) = 0, 02867; (θ; θ) = (−0, 015; 0, 165).

Intervalas trumpesnis, o nulis yra ²io intervalo kra²te. Tod
el i²vada d
el a. d. X ir Y
vidurkiu� lygyb
es kelia abejoniu�.

c) Pagal prasm¦ a. d. X ir Y tur
etu� bu	ti priklausomi (jei bulv
e turi daugiau krakmolo,
tai abu metodai tur
etu� duoti didesnes reik²mes ir atvirk²£iai). Tod
el lentel
es duomenis
reik
etu� traktuoti kaip dvima£io a. v. (X,Y )T realizacijas.

d) Ta²kinis koreliacijos koe�ciento i�vertis ρ̂ = r = 0, 9964. Remdamiesi I.2.171
pratimu gauname pasikliovimo interval¡ (ρ; ρ) = (0, 9894; 0, 9988). A. d. X ir Y yra
stipriai priklausomi.

I.2.208. (θ; θ) = (0, 9966; 1, 0497).

I.2.209. θ̂ = 0, 0408; (θ; θ) = (0, 0151; 0, 0665); yra pagrindo tvirtinti, kad p1 > p2.

I.2.210. Taikydami normali¡j¡ aproksimacij¡ gauname: a) N ≥ 316; b) N ≥ 1263.

I.2.211. Randame (ºr. [2], 4.7.12 skyreli�) C̄ = −0, 0345, S̄ = 0, 3222, R̄ =

0, 3240; µ̂ = 96, 1605◦, θ̂ = 0, 6854. Aproksimaciniai pasikliovimo intervalai: (µ; µ) =

(79, 6766◦; 112, 6444◦); (θ; θ) = (0, 4768; 0, 8940).

I.2.212. a) Ĉ = −0, 0954, Ŝ = −0, 0316, R̂ = 0, 1005; µ̂ = 198, 34◦, θ̂ = 0, 2021.
b) (µ; µ) = (163, 31◦; 233, 37◦); (θ; θ) = (0, 0779; 0, 3263).

I.3. Parametriniu� hipoteziu� tikrinimas

I.3.1. Statistiniai kriterijai

I.3.1. Psichologas nori nustatyti, ar pel
es atmintis pasikei£ia pa²alinus tam tikr¡
smegenu� dali�. I² pradºiu� jis i�pratino 6 peles neklystamai rasti labirinte vieninteli� keli¡
prie maisto. Paskui pa²alino smegenu� dali�. Galima tarti, kad neturinti atminties pel
e
teising¡ keli¡ ras su tikimybe 0,2. Psichologas teigia, kad pel
e atminties neturi, jei tei-
sing¡ keli¡ randa ne daugiau kaip 2 pel
es i² 6 peliu�. Suformuluokite uºdavini� hipoteziu�
tikrinimo terminais. Kokia psichologo taikomo kriterijaus kritin
e sritis? Koks ²io kriteri-
jaus reik²mingumo lygmuo? Apskai£iuokite kriterijaus gali¡, kai p = 0, 4, 0, 6, 0, 8, 1, 0.

I.3.2. Gaminant tam tikr¡ chemikal¡, pageidautina, kad vartojamo vandens tu	rio
vienete bu	tu� vidutini²kai ne daugiau kaipm0 bakteriju�. Nuo per didel
es ju� koncentracijos
apsisaugoma taip: imama n vienodo tu	rio V vandens pavyzdºiu�, kiekvieno i² tu� pavyzdºiu�
vanduo supilamas i� kolb¡ su maitinam¡ja terpe. Jeigu pavyzdºio vanduo uºter²tas (t. y.
jame yra nors viena bakterija), tai bakteriju� kolonija pl
esis ir buv¦s skaidrus tirpalas
susidrums.

Vanduo laikomas pakankamai ²variu ir vartojamas gamyboje, jeigu kolbu� su susidrum-
stusiu vandeniu skai£ius X ne didesnis uº skai£iu� t. Prie²ingu atveju vanduo valomas.
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Tegu:

a) m0 = 1, V = 1, n = 10, t = 7;

b) m0 = 1, V = 2, n = 8, t = 7.

Suformuluokite uºdavini� hipotez
es tikrinimo terminais ir apskai£iuokite pirmosios
ru	²ies klaidos tikimyb¦.

Nurodymas. Vandens tu	ri�, i² kurio imami pavyzdºiai, laikykite daug kartu� didesni� uº
pavyzdºio tu	ri�. Tiksliau kalbant, bakteriju� skai£iaus pasiskirstym¡ tu	ryje V aproksimuo-
kite Puasono skirstiniu.

I.3.3. S
eklu� pirk
ejas ir pardav
ejas susitar
e, kad s
eklu� partijos kain¡ nustatys po
bandymo. I² partijos buvo paimta 250 s
eklu� ir pas
eta. Tegu X yra i² 250 s
eklu� i²augusiu�
augalu�, turin£iu� tam tikru� savybiu�, skai£ius. Jeigu X ≤ 25, tai nusprendºiama, kad s
eklu�
partijos kaina bus pripaºinta normalia; prie²ingu atveju s
eklu� partijos kaina sumaºinama.
Kiek procentu� s
eklu� turi tur
eti min
etas savybes, kad tikimyb
e, jog partijos kaina bus
normali, bu	tu� lygi (apytiksliai) 0,95?

I.3.4. Parduodant elektros lempu£iu� partijas (N = 10 000) atliekama atrankin
e kon-
trol
e: atsitiktinai negr¡ºinant atrenkama n lempu£iu� ir nustatomas defektiniu� lempu£iu�
skai£ius X; jeigu X ≤ d, partija pripaºi�stama gera, prie²ingu atveju � defektine. Sufor-
muluokite uºdavini� hipoteziu� tikrinimo terminais. Nurodykite kriterijaus kritin¦ sriti�.

I.3.5.( I.3.4 pratimo t¦sinys). Tarkime, pirk
ejui nepriimtina, jei defektuotu� lempu£iu�
procentas ne maºesnis uº 10; jis reikalauja, kad partija bu	tu� atmesta su tikimybe 0,95,
jeigu joje defektuotu� lempu£iu� yra 10 procentu�. Pardav
ejas i�sitikin¦s, kad defektuotu�
lempu£iu� procentas ne didesnis uº 5. Jis nori, kad kiekvien¡ kart¡, kai defektuotu�
lempu£iu� yra 5 procentai, partija bu	tu� priimama su tikimybe 0,9. Pasiu	lykite kriteriju�,
kuris tenkintu� ir pirk
ej¡, ir pardav
ej¡.

I.3.6. Nustatyta, kad gamyklos produkcijoje vidutini²kai yra 5 procentai broko.
Per pamain¡ pagaminama 500 gaminiu�. Atliekant kontrol¦ nustatomas per pamain¡
pagamintu� defektiniu� gaminiu� skai£ius X. Jeigu X i�gyja didel¦ reik²m¦, tai daroma
i²vada, kad gamybos procesas sutriko. Suformuluokite uºdavini� hipoteziu� tikrinimo ter-
minais.

I.3.7. (I.3.6 pratimo t¦sinys). a) Nurodykite rib¡, kuri¡ defektiniu� gaminiu� skai£ius
vir²ija su tikimybe, ne didesne uº 0,01, kai defektinio gaminio pagaminimo tikimyb
e
lygi 0,05. Apskai£iuokite tikimyb¦, kad t¡ rib¡ vir²ys defektiniu� gaminiu� skai£ius, kai
defektinio gaminio pagaminimo tikimyb
e lygi 0,08; 0,10; 0,12. b) Nurodykite kontrolin¦
rib¡ ir min
etas tikimybes, jei tikrinama tik 50 atsitiktinai paimtu� gaminiu�.

I.3.8. Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2),
σ ºinomas. a) Tikriname hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄1 : µ > µ0 arba
H̄2 : µ < µ0. Suformuluokite kriterijus remdamiesi pasikliovimo intervalais (ºr. [2], 4.5
skyreli�); suformuluokite kriterijus P reik²miu� terminais (ºr. [2], 4.1.2 skyreli�).

b) Tikriname hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄1 : µ 6= µ0. Suformuluokite
kriteriju� remdamiesi pasikliovimo intervalais; suformuluokite kriteriju� P reik²miu� termi-
nais.
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I.3.2. Neimano ir Pirsono lema

I.3.9. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
²eimai P = {f(x; θ), θ = θ0, θ = θ1}; £ia tankio funkcija f(x; θ) = θ exp{−θx}, x > 0.
Raskite galingiausi¡ hipotez
es H : θ = θ0, kai alternatyva yra H̄ : θ = θ1, tikrinimo
kriteriju� (reik²mingumo lygmuo lygus α). Apskai£iuokite rastojo kriterijaus gali¡.

I.3.10. Tegu X yra atsitiktinis dydis, kurio skirstinys priklauso Ko²i skirstiniu� ²eimai
P = {f(x; θ), θ = 0, θ = 1}; £ia

f(x; θ) =
1

π

1

1 + (x− θ)2
, −∞ < x <∞.

Raskite galingiausi¡ kriteriju� hipotezei H : θ = 0, kai alternatyva H̄ : θ = 1, tikrinti.
Imties didumas n = 1.

I.3.11. Raskite galingiausi¡ kriteriju� hipotezei H, kad a. d. X yra pasiskirst¦s pagal
standartini� normalu�ji� skirstini� N(0, 1), esant alternatyvai H̄, kad a. d. X skirstinys yra:
a) Laplaso, kurio tankis

1

2
e−|x|, −∞ < x <∞;

b) tolygus intervale (−δ, δ), tikrinti. Imties didumas lygus 1.
I.3.12. Paprastosios imties realizacija yra −0, 260; −0, 114; −0, 325; 0, 196; −0, 174.

Sudarykite galingiausi¡ji� kriteriju� hipotezei H: stebimo a. d. skirstinys yra normalusis
N(0, 0, 025), esant alternatyvai H̄ : stebimo a. d. skirstinys yra tolygusis U(−0, 5, 0, 5),
tikrinti. Ar atmetama hipotez
e H pagal turim¡ realizacij¡, jei reik²mingumo lygmuo
α = 0, 1?

I.3.13. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� raskite galingiausi¡ji� kriteriju� hipotezei H:
stebimo a. d. skirstinys N(0, 1), esant alternatyvai H̄: stebimo a. d. skirstinys yra
N(1, 1), tikrinti. Koks tur
etu� bu	ti maºiausias imties didumas n, kad abieju� ru	²iu� klaidu�
tikimyb
es nevir²ytu� 0,01?

I.3.14. Yra n = 1 didumo imtis atsitiktinio dydºio X ∼ P(λ), turin£io Puasono
skirstini�. Tikrinama hipotez
e H : λ = λ0, kai alternatyva H̄ : λ = λ1. Raskite galingiau-
siojo kriterijaus gali¡, kai λ0 = 0, 1, λ1 = 0, 2; λ0 = 1, λ1 = 2; λ0 = 10, λ1 = 20; λ0 =
0, 1, λ1 = 0, 4, o kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 1.

I.3.15. Imties X skirstinys priklauso ²eimai P = {fθ(x), θ = 1, 2}. Tikrinama
paprastoji hipotez
e H : θ = 1, esant paprastajai alternatyvai H̄ : θ = 2. Tegu η i�gyja
reik²m¦ 1, jeigu priimta hipotez
e H, reik²m¦ 2, jeigu priimta alternatyva H̄, ir reik²m¦
0, jeigu atsisakoma sprendimo, kuri i² hipoteziu� teisinga. Paºym
ekime

ϕi(x) = P{η = i|X = x}, i = 1, 2, 0;

0 ≤ ϕi(x) ≤ 1; ϕ1(x) + ϕ2(x) + ϕ0(x) ≡ 1.

Pirmosios ir antrosios ru	²ies klaidu� tikimyb
es yra

α12 = P{η = 1|θ = 2} = E(ϕ1(X)|θ = 2), α21 = P{η = 2|θ = 1} = E(ϕ2(X)|θ = 1).

Raskite kriteriju� (t. y. raskite funkcijas ϕi(X), i = 1, 2, 0), tenkinanti� s¡lygas
α12 ≤ α, α21 ≤ β ir minimizuojanti� tikimybes

α02 = P{η = 0|θ = 2} = E(ϕ0(X)|θ = 2), α01 = P{η = 0|θ = 1} = E(ϕ0(X)|θ = 1).
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I.3.16. (I.3.15 pratimo t¦sinys). Tegu apriorin
es hipoteziu� H ir H̄ tikimyb
es yra ω1

ir ω2 (ω1 + ω2 = 1) ir β21 ir β12 � aposteriorin
es tikimyb
es:

β21 = P{θ = 2|η = 1} =
α12ω2

α12ω2 + (1− α01 − α21)ω1
,

β12 = P{θ = 1|η = 2} =
α21ω1

α21ω1 + (1− α02 − α12)ω2
.

Raskite kriteriju�, tenkinanti� s¡lygas β21 ≤ b2, β12 ≤ b1 ir minimizuojanti� tikimybes
α01, α02.

I.3.17. Tegu H0 ir H1 yra paprastosios hipotez
es ir reik²mingumo lygmuo α ∈ (0, 1).
Be to, ϕ∗ yra tolygiai galingiausias α lygmens kriterijus hipotezei H0, kai alternatyva yra
H1, tikrinti, o kriterijaus galia β < 1, kai H1 teisinga. I�rodykite, kad 1− ϕ∗ yra tolygiai
galingiausias 1− β lygmens kriterijus hipotezei H1, kai alternatyva yra H0, tikrinti.

I.3.18. Tegu X yra vienetin
e imtis i² skirstinio, kurio tankio funkcija lygi fθ(x).
Raskite galingiausi¡ lygmens α ∈ (0, 1/2) kriteriju� hipotezei H0 : θ = θ0, kai alternatyva
yra H1 : θ = θ1, tikrinti tokiais atvejais:

a) fθ(x) = 2θ−2(θ − x), 0 < x < θ, θ0 < θ1;
b) fθ(x) = 2[θx+ (1− θ)(1− x)], 0 < x < 1, 0 6 θ1 < θ0 6 1;
c) fθ0(x) = 4xI(0, 1/2)(x) + 4(1− x)I(1/2, 1)(x) ir fθ1(x) = I(0, 1)(x).

I.3.19. Tegu X1, . . . , Xn nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� tankio funk-
cija fθ(x). Raskite galingiausi¡ lygmens α kriteriju� hipotezei H0 : θ = θ0, kai alternatyva
yra H1 : θ = θ1, tikrinti tokiais atvejais:

a) fθ(x) = e−(x−θ), θ < x <∞, θ0 < θ1;
b) fθ(x) = θx−2, θ < x <∞, θ0 > θ1.

I.3.20. Imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint Bernulio a. d. B(1, p). Sudarykite
kriteriju� hipotezei H : p = 0, kai alternatyva yra H̄ : p = 0, 01, tikrinti. Raskite
maºiausi¡ji� imties didum¡ n, kad pirmosios ir antrosios ru	²ies klaidu� tikimyb
es nevir²ytu�
0,01.

I.3.3. Skirstiniai, priklausantys nuo vieno parametro

I.3.21. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2),−∞ < µ <
∞, o 0 < σ � ºinomas. a) Raskite reik²mingumo lygmens α hipotez
es H : µ = µ0, kai
alternatyvos yra H̄1 : µ > µ0 arba H̄2 : µ < µ0, tikrinimo TG kriterijus ir ju� galios
funkcijas. b) Raskite TGN kriteriju�, kai alternatyva dvipus
e H̄3 : µ 6= µ0, ir jo galios
funkcij¡.

I.3.22. (I.3.21 pratimo t¦sinys). Suformuluokite I.3.21 pratime gautus kriterijus
pasikliovimo intervalu� terminais.

I.3.23. (I.3.21 pratimo t¦sinys). Suformuluokite I.3.21 pratime gautus kriterijus P
reik²miu� terminais.

I.3.24. (I.3.21 pratimo t¦sinys). Remiantis tuo, kad kriteriju� galios funkcijos priklau-
so ne tik nuo skirtumo µ− µ0, bet ir nuo imties didumo n, i²spr¦skite toki� eksperimento
planavimo uºdavini�. Tikrinama hipotez
e H : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄1 : µ > µ0.
a) Raskite toki� imties didum¡ n, kad hipotez
e H bu	tu� priimama su tikimybe, ne didesne
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uº α′, kai µ ≥ µ′ > µ0. b) Raskite imties didum¡, kai α = 0, 05;α′ = 0, 01;σ2 = 4;µ′ =
µ0 + 0, 5.

I.3.25. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2), 0 <
σ, o vidurkis µ ºinomas. a) Raskite reik²mingumo lygmens α hipotez
es H : σ2 =
σ2

0 , kai alternatyvos yra H̄1 : σ2 > σ2
0 arba H̄2 : σ2 < σ2

0 , tikrinimo TG kriterijus ir
ju� galios funkcijas. b) Raskite TGN kriteriju�, kai alternatyva dvipus
e H̄3 : σ2 6= σ2

0 .
c) Dvipus
es alternatyvos atveju suformuluokite paslinkt¡, ta£iau papras£iau randam¡
simetri²k¡ kriteriju�.

I.3.26. (I.3.25 pratimo t¦sinys). Dvipus
es alternatyvos atveju palyginkite TGN ir
simetri²ko kriterijaus gali¡, kai n = 10; 20; 50 ir λ = σ2/σ2

0 = 0, 5; 0, 75; 1; 1, 25; 1, 5, o
kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05.

I.3.27. (I.3.25 pratimo t¦sinys). Suformuluokite I.3.25 pratime gautus kriterijus
a) pasikliovimo intervalu� terminais; b) P reik²miu� terminais.

I.3.28. (I.3.25 pratimo t¦sinys). Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi tikri-
nama hipotez
e H : σ2 = σ2

0 , kai alternatyva yra H̄1 : σ2 > σ2
0 . Raskite toki� imties

didum¡ n, kad hipotez
e H bu	tu� atmetama su tikimybe, ne maºesne uº 0, 9, kai tikroji
parametro σ2 tenkina nelygyb¦ σ2 ≥ 1, 5σ2

0 .

I.3.29. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, turintis Rel
ejaus
skirstini� (ºr. 1 priedo 1P1 lentel¦) su parametru σ > 0. Raskite TG arba TGN kriterijus
hipotezei H : σ2 = σ2

0 tikrinti vienpusiu� ir dvipus
es alternatyvu� atvejais.

I.3.30. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, turinti� Maksvelo
skirstini� (ºr. 1 priedo 1P1 lentel¦) su parametru σ > 0. Raskite TG arba TGN kriterijus
hipotezei H : σ2 = σ2

0 tikrinti vienpusiu� ir dvipus
es alternatyvu� atvejais.

I.3.31. Tarkime, imties X1, ..., Xn elementai yra n. a. d., turintys gama skirstinius
Xi ∼ G(λ, ηi), 0 < λ, o η1, ..., ηn ºinomi, η1 + ... + ηn = η. a) Raskite reik²mingumo
lygmens α hipotez
es H : λ = λ0, kai alternatyvos yra H̄1 : λ > λ0 arba H̄2 : λ <
λ0, TG kriterijus. b) Raskite TGN kriteriju�, kai alternatyva dvipus
e H̄3 : λ 6= λ0.
c) Dvipus
es alternatyvos atveju suformuluokite paslinkt¡, ta£iau papras£iau randam¡
simetri²k¡ kriteriju�.

I.3.32. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ P(λ), 0 < λ.
a) Raskite reik²mingumo lygmens α TG kriterijus hipotezei H : λ = λ0, kai alternatyvos
yra H̄1 : λ > λ0 arba H̄2 : λ < λ0. b) Remdamiesi [2], 4.1.3 pastaba suformuluokite
nerandomizuotus kriterijus.

I.3.33. (I.3.32 pratimo t¦sinys). a) Raskite TGN kriteriju� dvipus
es alternatyvos
H̄3 : λ 6= λ0 atveju. b) Suformuluokite simetri²k¡ kriteriju� atsisakius randomizacijos.

I.3.34. (I.3.32 pratimo t¦sinys). Tarkime, pagal didumo n = 40 paprast¡j¡ imti�
gauta parametro λ NMD i�vertinio realizacija λ̂ = 2, 0. Reik²mingumo lygmens α = 0, 05
kriterijumi patikrinkite hipotez¦ H : λ ≥ 2, 5, kai alternatyva yra H̄2 : λ < 2, 5.

I.3.35. Tarkime, paprastoji imtisX1, ..., Xn gauta stebint Bernulio a. d. X ∼ B(1, p),
0 < p < 1. a) Raskite reik²mingumo lygmens α TG kriterijus hipotezei H : p = p0, kai
alternatyvos yra H̄1 : p > p0 arba H̄2 : p < p0, tikrinti ir TGN kriteriju�, kai alternatyva
dvipus
e. b) Suformuluokite nerandomizuotus ir simetri²kus kriterijus.

I.3.36. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys pri-
klauso Bernulio skirstiniu� ²eimai P = {B(1, p), 0 < p < 1}. Reikia patikrinti hipotez¦
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H : p ≤ p0, kai alternatyva yra H̄ : p > p0. Raskite TG kriterijaus galios β(p) reik²mes
ta²kuose p = 0, 3, 0, 4, 0, 5, 0, 6, kai n = 6, p0 = 0, 25 ir kriterijaus reik²mingumo
lygmuo α = 0, 05; 0, 1; 0, 2. Naudodami nerandomizuot¡ kriteriju� raskite minimalu�
imties didum¡ n, kad kriterijaus galia β(p) tenkintu� nelygyb¦ β(p) ≥ 0, 9, kai p ≥ p1,
ir: a) p0 = 0, 2, p1 = 0, 4; b) p0 = 0, 02, p1 = 0, 04, o kriterijaus reik²mingumo lygmuo
α = 0, 1.

I.3.37. Eksperimentais nustatyta, kad gamykla pagamina vidutini²kai 5 procen-
tus defektin
es produkcijos. I² 50 atsitiktinai paimtu� gaminiu� 6 gaminiai buvo defek-
tuoti. Patikrinkite prielaid¡, kad defektuotu� gaminiu� procentas padid
ejo. Kriterijaus
reik²mingumo lygmuo α = 0, 05.

I.3.38. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ Bernulio a. d.
B(1, p). Raskite α lygmens TGN kriteriju� hipotezei H0 : p = p0, kai alternatyva yra
H1 : p 6= p0, tikrinti, kai

a) n = 10, α = 0, 1 ir p0 = 0, 2;
b) n = 10, α = 0, 05 ir p0 = 0, 4.

I.3.39. Tegu X yra a. d., turintis geometrini� skirstini�. Raskite α lygmens TGN
kriteriju� hipotezei H0 : p = p0, kai alternatyva yra H1 : p 6= p0, tikrinti.

I.3.40. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys pri-
klauso tolygiu�ju� skirstiniu� ²eimai P = {U(0, θ), 0 < θ < ∞}. Raskite TG kriterijus
hipotezei H : θ = θ0, esant vienpus
ems ir dvipusei alternatyvoms, tikrinti.

I.3.41. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys
priklauso eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai P = {f(x, µ, σ),−∞ < µ <∞, 0 < σ <∞};
£ia tankis

f(x; µ, σ) = σe−σ(x−µ), µ < x <∞.

Raskite TG kriteriju� hipotez
ems
a) H : σ = σ0, kai µ ºinomas;
b) H : µ = µ0, kai σ ºinomas,

esant vienpus
ems alternatyvoms, tikrinti.

I.3.42. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� tankio
funkcija fθ(x), θ ∈ Θ ⊂ R. Raskite tolygiai galingiausi¡ α lygmens kriteriju� hipotezei
H0 : θ 6 θ0, kai alternatyva yra H1 : θ > θ0, tikrinti tokiais atvejais:

a) fθ(x) = θ−1e−x/θ, 0 < x <∞, θ > 0;
b) fθ(x) = θxθ−1, 0 < x < 1, θ > 0;
c) fθ yra N(1, θ) skirstinio tankio funkcija;
d) fθ(x) = θ−ccxc−1e−(x/θ)c , 0 < x <∞, θ > 0; £ia c > 0 � ºinomas.

I.3.43. TeguX1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., turintys tolygu�ji�
skirstini� U(θ, θ + 1), θ ∈ R. Tegu n > 2.

a) Raskite bendr¡ X(1) ir X(n) skirstini�.
b) Tegu tikrinant hipotez¦ H : θ = θ0 taikomas toks kriterijus: hipotez
e H priimama,

kai X(n) − 1 < θ0 < X(1). Koks ²io kriterijaus reik²mingumo lygmuo?
c) Raskite p. b) pateikto kriterijaus gali¡, kai θ > θ0.
d) Raskite imties didum¡, kad p. b) apibr
eºtas kriterijus atmestu� hipotez¦ H su

tikimybe, ne maºesne uº 0,99, jei tikroji parametro θ reik²m
e tenkina nelygyb¦ θ ≥
θ0 + 0, 1.
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I.3.44. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, turin£io
diskretu�ji� tolygu�ji� skirstini�, sukoncentruot¡ ta²kuose 0, 1, ..., θ, kai neºinomas θ = 1, 2, ...

a) Tegu tikrinama hipotez
e H0 : θ 6 θ0, kai alternatyva yra H1 : θ > θ0. I�rodykite,
kad

ϕ∗(X) =

{
1, X(n) > θ0,
α, X(n) 6 θ0

yra α lygmens TG kriterijus.
b) Tegu tikrinama hipotez
e H0 : θ = θ0, kai alternatyva yra H1 : θ 6= θ0. I�rodykite,

kad

ϕ∗(X) =

{
1, X(n) > θ0 arbaX(n) 6 θ0α

1/n,
0, prie²ingu atveju

yra α lygmens TG kriterijus.
c) I�rodykite, kad a) ir b) punktai i²lieka teisingi, diskretu�ji� tolygu�ji� skirstini� pakeitus

tolygiuoju skirstiniu U(0, θ), θ > 0.

I.3.45. I�rodykite, kad ²ios ²eimos turi monotonini� tik
etinumo santyki�:
a) Laplaso skirstiniu� ²eima {L(µ, θ)}, kai θ ºinomas;
b) paslinktu�ju� eksponentiniu� skirstiniu� ²eima {E(θ, c)}, kai c ºinomas;
c) logistiniu� skirstiniu� ²eima {LG(θ, c)}, kai c ºinomas;
d) tolygiu�ju� skirstiniu� ²eima {U(θ, θ + 1)};
e) hipergeometriniu� skirstiniu� ²eima {H(N,M,n)}, kai n ir N ºinomi.

I.3.46. I�rodykite, kad ²eima {fθ : θ ∈ R}, kai fθ(x) = c(θ)h(x), a(θ) < x < b(θ), turi
monotonini� tik
etinumo santyki�; £ia h(x) yra pagal Lebego mat¡ integruojama teigiama
funkcija, a(θ < b(θ) yra nemaº
ejan£ios θ funkcijos.

I.3.47. Tegu X turi vienparametri� eksponentinio tipo skirstini�. I�rodykite, kad TG
kriterijus, kai alternatyvos dvipus
es, neegzistuoja.

I.3.48. Paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, kµ), µ >
0, k � ºinoma teigiama konstanta. Sudarykite kriteriju� hipotezei H : µ = µ0, kai alter-
natyva yra H̄ : µ > µ0, tikrinti. Tar¦, kad n didelis, raskite apytiksles kritin
es srities ir
galios funkcijos i²rai²kas.

I.3.49. (I.3.48 pratimo t¦sinys.) Tar¦, kad ºinomas tik vidurkis X̄, raskite TG
kriteriju� hipotezei H : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄ : µ > µ0, tikrinti, grindºiam¡
statistika X̄. Raskite kriterijaus galios funkcij¡.

I.3.50. Atsitiktinis dydis X i�gyja sveik¡sias neneigiamas reik²mes ir jo pasiskirstymo
funkcija

F (x|β) = Pβ{X ≤ x} = 1− βx, 0 < β < 1, x = 0, 1, 2, ...

Raskite kriteriju� hipotezei H : β = β0, kai alternatyva yra H̄ : β > β0, tikrinti.

I.3.4. Skirstiniai, priklausantys nuo keleto parametru�

I.3.51. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2),−∞ <
µ <∞, 0 < σ, kai abu parametrai neºinomi. Raskite reik²mingumo lygmens α hipotez
es
H : µ = µ0, kai alternatyvos yra H̄1 : µ > µ0 arba H̄2 : µ < µ0, tikrinimo TGN kriterijus.

I.3.52. (I.3.51 pratimo t¦sinys). Raskite reik²mingumo lygmens α TGN kriteriju�
tikrindami hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva dvipus
e H̄3 : µ 6= µ0.
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I.3.53. (I.3.51 pratimo t¦sinys). Raskite reik²mingumo lygmens α TGN kriteriju�
tikrindami hipotez¦ H : σ2 = σ2

0 , kai alternatyvos vienpus
es

H̄1 : σ2 > σ2
0 arba H̄2 : σ2 < σ2

0 .

I.3.54. (I.3.51 pratimo t¦sinys). Raskite reik²mingumo lygmens α TGN kriteriju�
tikrindami hipotez¦ H : σ2 = σ2

0 , kai alternatyva dvipus
e H̄3 : σ2 6= σ2
0 .

I.3.55. Remiantis didumo n imtimi, tikrinama hipotez
e H : µ = 0 apie normaliojo
skirstinio vidurkio reik²m¦, esant alternatyvai H̄1 : µ > 0 arba alternatyvai H̄3 : µ 6= 0,
kai σ neºinomas. I�rodykite, kad kriterijaus galia yra did
ejanti µ/σ funkcija, kai alter-
natyva yra H̄1, ir did
ejanti |µ|/σ funkcija, kai alternatyva yra H̄3.

I.3.56. (I.3.55 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad kriterijus, kurio reik²mingumo lyg-
muo yra α ir kurio galia, esant visoms alternatyvoms {(µ, σ) : µ > µ1 > 0}, yra ne
maºesn
e uº β, β > α, neegzistuoja.

I.3.57. (I.3.55 pratimo t¦sinys). Kai alternatyva yra H̄1, Stjudento kriterijaus
gali¡ palyginkite su atitinkamo kriterijaus, kai σ ºinomas, galia, jei n = 5; 10; 15 ir
µ/σ = 0, 8; 1, 0; 1, 2 (kriteriju� reik²mingumo lygmuo α = 0, 05).

I.3.58. Tegu X1, X2, ..., Xn yra nepriklausomi normalieji atsitiktiniai dydºiai Xi ∼
N(µi, σ

2), i = 1, ..., s ir Xi ∼ N(0, σ2), i = s + 1, ..., n; £ia −∞ < µi < ∞, i =
1, ..., s; 0 < σ < ∞. Raskite TGN kriterijus hipotezei H : µ1 = µ0

1, esant vienpus
ems ir
dvipusei alternatyvoms, tikrinti.

I.3.59. Tegu Xi = β0 + β1(ti − t̄) + εi; £ia ti yra �ksuotos konstantos (ne visos
vienodos), t̄ =

∑
i ti/n, εi yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., turintys normalu�ji�

skirstini�N(0, σ2), β0, β1 ir σ2 yra neºinomi parametrai. Raskite α lygmens TGN kriteriju�
hipotez
ems tikrinti:

a) H0 : β0 6 θ0, kai alternatyva H1 : β0 > θ0;
b) H0 : β0 = θ0, kai alternatyva H1 : β0 6= θ0;
c) H0 : β1 6 θ0, kai alternatyva H1 : β1 > θ0;
d) H0 : β1 = θ0, kai alternatyva H1 : β1 6= θ0.

I.3.60. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., turintys gama
skirstini� G(λ, η) su neºinomais λ ir η.

a) I�rodykite, kad tikrinant hipotez¦ H0 : γ ≤ γ0, kai alternatyva yra H1 : γ > γ0,
TGN kriterijus atmeta H0, kai

∏n
i=1Xi > g(X̄); £ia g � tam tikra reali funkcija.

b) I�rodykite, kad tikrinant hipotez¦ H0 : η 6 η0, kai alternatyva yra H1 : η > η0,
TGN kriterijus atmeta H0, kai X̄ > h (

∏n
i=1Xi); £ia h � tam tikra reali funkcija.

I.3.61. Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Ym)T yra nepriklausomos pa-
prastosios imtys, gautos stebint n. a. d. XX ∼ N(µ1, σ

2
1) ir Y ∼ N(µ2, σ

2
2). Raskite

reik²mingumo lygmens α TGN kriterijus tikrindami hipotez¦ H : µ1 − µ2 = β0 su vien-
pus
emis ir dvipuse alternatyvomis, kai dispersijos yra ºinomos σ2

1 = σ2
10, σ

2
2 = σ2

20.

I.3.62. (I.3.61 pratimo t¦sinys). Raskite reik²mingumo lygmens α TGN kriterijus
tikrindami hipotez¦ H : µ1 − µ2 = β0 su vienpus
emis ir dvipuse alternatyvomis, kai
dispersijos yra lygios σ2

1 = σ2
2 = σ2.

I.3.63. (I.3.61 pratimo t¦sinys). Raskite reik²mingumo lygmens α TGN kriterijus
tikrindami hipotez¦ H : σ2

1 = σ2
2 su vienpus
emis ir dvipuse alternatyvomis.
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I.3.64. Tarkime, (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, yra paprastoji imtis a. v. (X,Y )T ∼ N2(µ,Σ),

µ = (µ1, µ2)T , Σ = [σij ]2×2, σ11 = σ2
1 , σ22 = σ2

2 , σ12 = ρσ1σ2. Raskite TGN reik²min-
gumo lygmens α kriterijus a. d. X ir Y nepriklausomumo hipotezei H : ρ = 0 tikrinti
vienpusiu� ir dvipus
es alternatyvu� atvejais.

I.3.65. (I.3.64 pratimo t¦sinys). a) Raskite reik²mingumo lygmens α tik
etinumu�
santykio kriteriju� hipotezei H : ρ = ρ0 6= 0 tikrinti, kai alternatyva H̄3 : ρ 6= ρ0, b)
Pasiu	lykite papras£iau randam¡ simetri²k¡ kriteriju�. c) Pateikite kriterijus vienpusiu�
alternatyvu� atvejais.

I.3.66. (I.3.64 pratimo t¦sinys). Raskite reik²mingumo lygmens α apytikslius kri-
terijus hipotezei H : ρ = ρ0 6= 0 tikrinti vienpusiu� ir dvipus
es alternatyvu� atvejais
naudodami Fi²erio dispersiju� stabilizuojan£i¡ transformacij¡.

I.3.67. (I.3.64 pratimo t¦sinys). Raskite reik²mingumo lygmens α kriterijus hipo-
tezei H : µ1 = µ2 = β0 tikrinti vienpusiu� ir dvipus
es alternatyvu� atvejais.

I.3.68. Tarkime, paprastosios imtys X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T gautos
stebint n. a. d. X ∼ P(λ1) ir Y ∼ P(λ2). Raskite reik²mingumo lygmens α TGN
kriterijus hipotezei H : λ1/λ2 = c0 tikrinti vienpusiu� ir dvipus
es alternatyvu� atvejais.

I.3.69. (I.3.68 pratimo t¦sinys). Per pirm¡j¡ ir antr¡j¡ valandas i� komutatoriu� buvo
kreiptasi atitinkamai 15 ir 13 kartu�. Kit¡ dien¡ per 5 valandas buvo kreiptasi 45 kartus.
Tarus, kad i²kvietimu� skai£iai pasiskirst¦ pagal Puasono d
esni� su parametru λ (vidutinis
i²kvietimu� skai£ius per valand¡), reikia patikrinti, ar i²kvietimu� intensyvumas nepakito
(kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05).

I.3.70. Tegu X1 ir X2 yra nepriklausomi a. d., turintys Puasono skirstinius P(λ1) ir
P(λ2).

a) Raskite α lygmens TGN kriteriju� hipotezei H0 : λ1 > λ2, kai alternatyva yra
H1 : λ1 < λ2, tikrinti.

b) Apskai£iuokite punkte a) gauto kriterijaus gali¡, kai α = 0, 1, (λ1, λ2) = (0, 1, 0, 2);
(1, 2); (10, 20); (0, 1, 0, 4).

I.3.71. Tarkime, paprastosios imtys X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T gautos
stebint n. a. d. X ∼ B(1, p1) ir Y ∼ B(1, p2)). Raskite reik²mingumo lygmens α TGN
kriterijus hipotezei H : p1 = p2 tikrinti vienpusiu� ir dvipus
es alternatyvu� atvejais.

I.3.72. (I.3.71 pratimo t¦sinys). Vienos brigados 20 darbininku� buvo paskiepyti
nuo gripo, per 6 m
enesius i² ju� susirgo 6 darbininkai. Tos pa£ios brigados 5 darbininkai
skiepytis atsisak
e, 4 i² ju� susirgo per t¡ pati� 6 m
enesiu� laikotarpi�. Ar galima daryti i²vad¡
apie teigiam¡ prie²gripinio serumo poveiki�?

I.3.73. Tegu X1 = X11, . . . , X1n1
ir X2 = X21, . . . , X2n2

yra dvi nepriklausomos
imtys vienodai pasiskirs£iusiu� n. a. d., turin£iu� atitinkamai gama skirstinius Γ(θ1, γ1) ir
Γ(θ2, γ2).

Tegu γ1 ir γ2 ºinomi. I�rodykite, kad, tikrinant hipotez¦ H0 : θ1 6 θ2, kai alternatyva
yra H1 : θ1 > θ2, ir hipotez¦ H0 : θ1 = θ2, kai alternatyva H1 : θ1 6= θ2, egzistuoja TGN
kriterijai, kuriu� statistiku� skirstiniai i²rei²kiami beta skirstiniais.

I.3.74. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, yra paprastoji atsitiktin
e imtis dvima£io nor-

maliojo a. v. (X, Y )T ∼ N2(µ,Σ), µ = (µ1, µ2)T , −∞ < µ1, µ2 < ∞, Σ =
[σij ]2×2, σ11 = σ2

1 , σ22 = σ2
2 , σ12 = σ21 = ρσ1σ2, 0 < σ1, σ2 <∞, −1 < ρ < 1.

Be to, S11 =
∑
i(Xi − X̄)2, S22 =

∑
i(Yi − Ȳ )2 ir S12 =

∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ).
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a) I�rodykite, kad TGN kriterijus hipotezei H0 : σ2/σ1 = ∆0, kai alternatyva yra
H1 : σ2/σ1 6= ∆0, tikrinti atmeta H0, kai

R = |∆2
0S11 − S22|/

√
(∆2

0S11 + S22)2 − 4∆2
0S

2
12 > c.

b) Raskite R i² a) punkto skirstini�, kai σ2/σ1 = ∆0.
c) Tegu σ1 = σ2. I�rodykite, kad TGN kriterijus hipotezei H0 : µ1 = µ2, kai alter-

natyva yra H1 : µ1 6= µ2, tikrinti atmeta H0, kai

V = |X̄2 − X̄1|/
√
S2

1 + S2
2 − 2S12 > c.

d) Raskite punkto c) a. d. V skirstini�, kai µ1 = µ2.

I.3.75. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., turintys pa-
slinkt¡ji� eksponentini� skirstini� E(a, θ) su neºinomais a ir θ.

a) I�rodykite, kad tikrinant H0 : θ = 1, kai alternatyva yra H1 : θ 6= 1, α lygmens TGN
kriterijus atmetaH0, kai V < c1 arba V > c2; £ia V = 2

∑n
i=1(Xi−X(1)) = 2n(X̄−X(1)),

o ci apibr
eºti taip: ∫ c2

c1

f(x|2n− 2)dx =

∫ c2

c1

f(x|2n)dx = 1− α,

f(x|ν) yra χ2 skirstinio su ν laisv
es laipsniu� tankio funkcija.
b) I�rodykite, kad, tikrinant hipotez¦ H0 : a = 0, kai alternatyva yra H1 : a 6= 0,

lygmens α TGN kriterijus atmeta H0, kai X(1) < 0 arba 2nX(1)/V > c(n − 1); £ia c
randamas i² lygties

(n− 1)

∫ c

0

(1 + v)−ndv = 1− α.

I.3.5. Hipoteziu� tikrinimas, kai imtys didel
es

I.3.76. Tegu Xi1, ..., Xini , i = 1, ..., k, ni ≥ 2, yra k paprastu�ju� nepriklausomu� im£iu�
eksponentiniu� a. d. X1, ..., Xk, kuriu� tikimybiniai tankiai yra

1

σi
exp{−x− θi

σi
}, θi < x <∞, i = 1, ..., k;

£ia 0 < σi <∞, −∞ < θi < +∞, i = 1, ..., k.
Raskite tik
etinumu� santyki�, kai tikrinama hipotez
e: a) H1 : θ1 = θ2 = ... = θk;

b) H2 : σ1 = ... = σk; c) H3 : θ1 = ... = θk, kai visi σi yra lygu	s.

I.3.77. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2), −∞ <
µ < +∞, 0 < σ < +∞. I�rodykite, kad: a) tik
etinumu� santykio kriterijus hipotezei
H : µ = µ0 tikrinti yra ekvivalentus Stjudento kriterijui; b) tik
etinumu� santykio kriterijus
hipotezei H : σ2 = σ2

0 tikrinti yra ekvivalentus χ2 kriterijui.

I.3.78. Tegu (X1i, ..., Xki)
T , i = 1, ..., n, yra imtis vektoriaus (X1, ..., Xk)T , kurio

skirstinys priklauso polinominiu� skirstiniu� ²eimai {Pk(1, π)}; £ia π = (π1, ..., πk)T yra
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k-matis vektorius, kurio koordinat
es tenkina s¡lygas 0 < πi < 1, π1 + ... + πk = 1.
I�rodykite, kad tik
etinumu� santykis hipotezei H : π1 = π0

1 , ..., πk = π0
k tikrinti yra

Λ =

(
k∏
i=1

(
π0
i

π̂i

)π̂i)n
;

£ia π̂i = Vi/n, Vi = Xi1 + ...+Xin, i = 1, ..., k.
I.3.79. (I.3.78 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad statistiku� −2 ln Λ ir

∑
i(Vi −

nπ0
i )2/nπ0

i skirstiniai, kai hipotez
e H yra teisinga, silpnai konverguoja i� χ2 skirstini�
su k − 1 laisv
es laipsniu�.

I.3.80. TeguX = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra nepriklausomos paprastosios
a. d. X ∼ N(µ1, σ

2
1) ir Y ∼ N(µ2, σ

2
2) imtys. I�rodykite, kad: a) tik
etinumu� santykio

kriterijus hipotezei H : µ1 = µ2, kai alternatyva yra H̄ : µ1 6= µ2, tikrinti, kai σ2
1 = σ2

2 ,
yra ekvivalentus Stjudento kriterijui; b) tik
etinumu� santykio kriterijus hipotezeiH : σ2

1 =
σ2

2 , kai alternatyva yra H̄ : σ2
1 6= σ2

2 , tikrinti ekvivalentus Fi²erio kriterijui.
I.3.81. Tegu (Xi1, ..., Xini)

T , i = 1, ..., k, yra k paprastu�ju� nepriklausomu� im£iu�,
gautu� stebint normaliuosius a. d. Xi ∼ N(µi, σ

2
i ). I�rodykite, kad tik
etinumu� santykio

kriterijus hipotezei H : µ1 = ... = µk tikrinti, kai σ2
1 = ... = σ2

k, yra ekvivalentus
kriterijui, grindºiamam statistika

F =
(n− k)

∑k
i=1 ni(X̄i. − X̄)2

k
∑k
i=1

∑ni
j=1(Xij − X̄i.)2

,

kurios skirstinys, kai H teisinga, yra Fi²erio F (k, n− k), n = n1 + ...+ nk,

X̄i. =
1

ni

ni∑
j−1

Xij , X̄ =
1

n

k∑
i=1

niX̄i..

I.3.82. Tegu (X1, ..., Xn1
)T ir (Y1, ..., Yn2

)T yra paprastosios nepriklausomos imtys
a. d. X ∼ B(1, p1), 0 < p1 < 1, ir Y ∼ B(1, p2), 0 < p2 < 1. Raskite tik
etinumu� santyki�

Λ hipotezei H : p1 = p2 tikrinti ir i�rodykite, kad −2 ln Λ
d→ χ2(1), kai n1, n2 →∞, ir H

yra teisinga.
I.3.83. Apibendrinkite I.3.82 pratim¡ ir jo sprendim¡ tuo atveju, kai im£iu� skai£ius

didesnis uº 2.
I.3.84. Tegu (X1, ..., Xn1

)T ir (Y1, ..., Yn2
)T yra paprastosios nepriklausomos imtys

a. d. X ∼ P(λ1), 0 < λ1 < ∞, ir Y ∼ P(λ2), 0 < λ2 < ∞. Raskite tik
etinumu� santyki�

Λ hipotezei H : λ1 = λ2 tikrinti ir i�rodykite, kad −2 ln Λ
d→ χ2(1), kai n1, n2 →∞, ir H

yra teisinga.
I.3.85. Apibendrinkite I.3.84 pratim¡ tuo atveju, kai im£iu� skai£ius didesnis uº 2.
I.3.86. Tegu (X1, ..., Xn1

)T ir (Y1, ..., Yn2
)T yra paprastosios nepriklausomos imtys

a. d. X ir Y , turin£iu� eksponentinius skirstinius X ∼ E(1/θ1) ir Y ∼ E(1/θ2), 0 <
θ1, θ2 < ∞. Raskite statistikos X̄/Ȳ skirstini�. I�rodykite, kad tik
etinumu� santykio
hopotezei H : θ1 = θ2 tikrinti statistikos yra X̄/Ȳ funkcijos. Raskite kriteriju� gali¡.

I.3.87. Atlikta 500 nepriklausomu� steb
ejimu� ir jie sugrupuoti i� intervalus; mi �
steb
ejimu�, patekusiu� i� atitinkam¡ interval¡, skai£ius.
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Intervalas mi

(−∞, −3/2) 2
[−3/2, −1/2) 78
[−1/2, 1/2) 339
(1/2, ∞) 81

Ar neprie²tarauja ²ie duomenys prielaidai, kad buvo sugrupuota paprastosios atsitik-
tinio dydºio X ∼ N(0, 1/4) imties realizacija?

I.3.88. Lentel
eje i² 2 000 atsitiktiniu� skai£iu� skaitmuo 0 aptinkamas 160 kartu�, skait-
muo 3 � 247 kartus, skaitmuo 6 � 191 kart¡, o likusieji skaitmenys � 1 402 kartus. Ar
neprie²tarauja ²ie duomenys prielaidai, kad skaitmenys 0,1,...,9 pasitaiko su vienodomis
tikimyb
emis 1/10?

I.3.89. Tarp 2 020 ²eimu�, turin£iu� du vaikus, uºregistruota 527 ²eimos, kuriose abu
vaikai berniukai; 476 ²eimos, kur abu vaikai mergait
es, o likusiose 1 017 ²eimu� � vienas
berniukas ir viena mergait
e. Patikrinkite prielaid¡ apie berniuko ir mergait
es gimimo
tikimybiu� lygyb¦. Patikrinkite prielaid¡, kad berniuku� skai£ius X ²eimose, turin£iose du
vaikus, yra binominis X ∼ B(2, p).

I.3.90. Atlikus 200 nepriklausomu� bandymu�, i�vykiai A, B ir C pasirod
e atitinkamai
49, 93 ir 58 kartus. Patikrinkite hipotez¦, pagal kuri¡ P{A} = P{C} = p, P{B} =
1− 2p, 0 < p < 1/2.

I.3.91. Atlikus 8 000 nepriklausomu� bandymu�, i�vykiai A, B ir C i�vyko atitinkamai
2 018, 5 012 ir 970 kartu�. Patikrinkite hipotez¦, pagal kuri¡ P{A} = 1/2− 2p, P{B} =
1/2 + p, P{C} = p, 0 < p < 1/4.

I.3.6. Hipoteziu� tikrinimo pavyzdºiai

I.3.92. Tikrinama hipotez
e H : µ = 1, kai alternatyva yra H̄ : µ 6= 1, remiantis a. d.
X ∼ N(µ, 4) paprast¡ja imtimi. Kokio didumo turi bu	ti imtis, kad hipotez
e H bu	tu�
atmetama su tikimybe 0,05, kai ji teisinga, ir priimama, kai tikroji parametro reik²m
e
tenkina nelygyb¦ |µ− 1| ≥ 1 su tikimybe, ne didesne kaip 0,01?

I.3.93. Remiantis n = 50 didumo normaliojo skirstinio N(0, σ2) imtimi, tikrinama
hipotez
e H : σ2 = σ2

0 , kai alternatyva yra H̄ : σ2 > σ2
0 . Kokia tikimyb
e, kad ta hipotez
e

bus atmesta, jei tikroji parametro reik²m
e σ2 tenkina nelygyb¦ σ2 > 1, 5σ2
0 , o kriterijaus

reik²mingumo lygmuo α = 0, 05? Kokio didumo turi bu	ti imtis, kad ta tikimyb
e bu	tu� ne
maºesn
e uº 0,95?

I.3.94. Tegu hipotezeiH : σ2 = σ2
0 , kai alternatyva yra H̄ : σ2 6= σ2

0 , tikrinti taikomas
TGN kriterijus ir paslinktasis kriterijus. Raskite, kokio didumo turi bu	ti imtys, kad
kriteriju� galios funkcijos bu	tu� ne maºesn
es uº 0,9, kai σ2 ≥ 2σ2

0 ir σ2 ≤ σ2
0/2, o kriteriju�

reik²mingumo lygmuo yra 0,05.

I.3.95. Lentel
eje pateikti duomenys apie dviejose fermose vienodo amºiaus kiauliu�
svorio prieaugi� per tam tikr¡ laik¡. Pirmoje fermoje pamatuota n1 = 16 kiauliu� svorio
prieaugisXi, i = 1, ..., 16; antroje fermoje n2 = 15 kiauliu� svorio prieaugis Yi, i = 1, ..., 15.
Reikia patikrinti hipotez¦, kad vidutinis svorio priaugis nesiskiria, kai alternatyva yra,
jog pirmoje fermoje vidutinis svorio priaugis yra didesnis.
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I ferma II ferma
i Xi i Xi i Yi i Yi
1 109,95 9 108,86 1 81,45 9 85,63
2 103,54 10 98,69 2 94,63 10 90,92
3 104,58 11 97,51 3 73,70 11 95,58
4 114,43 12 100,48 4 87,36 12 71,52
5 90,92 13 96,76 5 89,12 13 108,85
6 104,59 14 102,77 6 96,69 14 87,36
7 103,85 15 100,47 7 83,93 15 99,48
8 88,23 16 99,48 8 86,49

Nurodymas. I² lentel
es matyti, kad a. d. skirstiniai asimetri²ki. Tod
el reik
etu� atlikti
stebimojo dydºio transformacij¡, kad naujo a. d. skirstinys bu	tu� patenkinamai apra²o-
mas normaliuoju skirstiniu, paskui remtis Stjudento kriterijumi. Nesunku i�sitikinti, kad
nagrin
ejamame pavyzdyje steb
ejimu� logaritmai tiksliau apra²omi normaliuoju skirstiniu.
Kitaip sakant, stebimasis a. d. tiksliau apra²omas lognormaliuoju skirstiniu.

I.3.96. Uºregistruota 100 metu� duomenys apie vidutin¦ liepos m
enesio temperatu	r¡.
Remiantis ²iais duomenimis, gauta X̄ = 16, 482, s = 1, 6145. Naudojant ²io laikotarpio 30
pirmu�ju� metu� duomenis, gauti i�ver£iai X̄1 = 16, 893, s1 = 1, 5904, o pagal paskutiniu�ju�
30 metu� duomenis � i�ver£iai X̄2 = 15, 963, s2 = 1, 6531. Patikrinkite hipotezes, kad
²iu� dvieju� laikotarpiu� vidutin
e temperatu	ra nesiskiria nuo vidurinio laikotarpio vidutin
es
temperatu	ros, tar¦, kad vidutin¦ temperatu	r¡ galima apra²yti normaliuoju skirstiniu.

I.3.97. Pagal dvi nepriklausomas n1 = n2 = 50 imtis, gautas stebint n. a. d. X ∼
N(µ1, 1) ir Y ∼ N(µ2, 1), gauti i�ver£iai X̄ = 0, 103 ir Ȳ = 0, 368. Sudarykite TG
kriteriju� hipotezei H : µ1 = µ2, kai alternatyva yra H̄ : µ1 < µ2, tikrinti. Ar ²i hipotez
e
atmetama pagal turimas realizacijas, jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05?

I.3.98. Yra dvi nepriklausomos paprastosios vienodo didumo n imtys, gautos stebint
nepriklausomus normaliuosius a. d., ir, remiantis Fi²erio kriterijumi, tikrinama hipotez
e
H : σ2

1 = σ2
2 , kai alternatyva yra H̄ : σ2

1/σ
2
2 > 1. Raskite toki� imties didum¡ n,

kad kriterijaus galia bu	tu� ne maºesn
e uº 0,9, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo yra
α = 0, 05 ir σ2

1/σ
2
2 = 1, 5; 2; 3.

I.3.99. Dviejose laboratorijose buvo matuojamas sieros dyzeliniame kure kiekis pa-
gal identi²kus pavyzdºius, kuriuose sieros kiekis buvo 0,870. Atlikus 8 nepriklausomus
matavimus, pirmoje laboratorijoje gauti tokie rezultatai: 0,869; 0,874; 0,867; 0,875;
0,870; 0,869; 0,864; 0,872. Kitoje laboratorijoje atlikus 10 matavimu�, gauti tokie rezul-
tatai: 0,865; 0,870; 0,866; 0,871; 0,868; 0,870; 0,871; 0,870; 0,869; 0,874. Tar¦, kad
matavimo paklaidos turi normaliuosius skirstinius, patikrinkite dispersiju� lygyb
es hipote-
z¦. Tar¦, kad dispersijos vienodos, patikrinkite laboratoriju� paklaidu� vidurkiu� vienodumo
hipotez¦.

I.3.100. Tikrinama hipotez
e, kad impulso atpaºinimo paklaidos dispersija nepriklau-
so nuo jo intensyvumo. Buvo atlikti du nepriklausomi eksperimentai. Impulsas, kurio
intensyvumas 10 s¡lyginiu� vienetu�, buvo i�vertintas taip: 9, 9, 8, 10, 12, 12, 13, 10, 10;
impulsas, kurio intensyvumas 20 s¡lyginiu� vienetu�, � taip: 15, 16, 17, 23, 22, 20, 21,
24, 27. Ar ²ie duomenys neprie²tarauja i²keltajai hipotezei (tarkite, kad buvo stebimi
nepriklausomi normalieji a. d.)?
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I.3.101. (I.2.206 pratimo t¦sinys). I.2.206 pratimo s¡lygomis a) patikrinkite triju�
dispersiju� lygyb
es hipotez¦ H : σ2

x = σ2
y = σ2

z ; b) patikrinkite hipotez¦ H : θ = 0.

I.3.102. Tikrinant keturias didumo n1 = 20, n2 = 38, n3 = 25, n4 = 50 lempu£iu�
partijas, gautos ju� darbo laiko iki gedimo vidutin
es reik²m
es T̄1 = 154, 3, T̄2 = 165, 1,
T̄3 = 159, 0, T̄4 = 175, 5. Tardami, kad i-osios partijos lemput
es darbo laikas iki gedimo
turi eksponentini� skirstini� E(1/λ), patikrinkite hipotez¦ H : λ1 = λ2 = λ3 = λ4.

I.3.103. Tiriant specialios s
ejamosios efektyvum¡, 10 sklypeliu� buvo s
ejama pa-
prasta s
ejam¡ja ir 10 sklypeliu� � specialia s
ejam¡ja, paskui buvo lyginamas derlingu-
mas. Dvide²imt vienodo ploto sklypeliu� buvo taip sugrupuoti poromis, kad bu	tu� greta
vienas kito. Metant monet¡ buvo pasirenkama, kuriame i² dvieju� sklypeliu� s
eti specialia
s
ejam¡ja. Rezultatai pateikti lentel
eje.

Eil. Nr. Speciali Paprasta Eil. Nr. Speciali Paprasta
1 8,0 5,6 6 7,7 6,1
2 8,4 7,4 7 7,7 6,6
3 8,0 7,3 8 5,6 6,0
4 6,4 6,4 9 5,6 5,5
5 8.6 7,5 10 6,2 5,5

Patikrinkite hipotez¦, kad abieju� s
ejamu�ju� efektyvumas vienodas: a) taikydami dvieju�
im£iu� Stjudento kriteriju�; b) taikydami Stjudento kriteriju� atitinkamu� sklypeliu� derlin-
gumu� skirtumams; c) paai²kinkite, kod
el gaunamos skirtingos i²vados.

I.3.104. (I.3.103 pratimo t¦sinys). I�vertinkite koreliacijos koe�cient¡ ir patikrinkite
koreliacijos koe�ciento lygyb
es 0 hipotez¦.

I.3.105. (I.2.207 pratimo t¦sinys). I.2.207 pratimo s¡lygomis patikrinkite prielaid¡,
kad a. d. X ir Y vidurkiai nesiskiria.

I.3.106. Lentel
eje nurodyta 10 pacientu�, vartojusiu� migdomuosius vaistus A ir B,
papildomo miego trukm
e X ir Y (valandomis).

i Xi Yi i Xi Yi
1 1, 9 0, 7 6 4, 4 3, 4
2 0, 8 −1, 6 7 5, 5 2, 7
3 1, 1 −0, 2 8 1, 6 0, 8
4 0, 1 −1, 2 9 4, 6 0, 0
5 −0, 1 −0, 1 10 3, 4 2, 0

Patikrinkite hipotez¦, kad vaistu� poveikis vienodas, tar¦, kad buvo stebimas normalu-
sis atsitiktinis vektorius.

I.3.107. (I.2.202 pratimo t¦sinys). I.2.202 pratimo s¡lygomis tar¦, kad parametras
η = 10, patikrinkite hipotez¦ H : λ ≤ 1, kai alternatyva yra H̄ : λ > 1.

I.3.108. (I.2.205 pratimo t¦sinys). I.2.205 pratimo s¡lygomis tar¦, kad parametras
η = 10, patikrinkite hipotez¦ H : λ = λ0 = 0, 001, kai alternatyva yra H̄ : λ 6= 0, 001.
(α = 0, 01).

I.3.109. (I.2.201 pratimo t¦sinys). I.2.201 pratimo s¡lygomis rei²mingumo lygmens
α = 0, 05 kriterijumi patikrinkite hipotez¦ H : λ = λ0 = 1, kai alternatyva yra H̄ : λ 6= 1.

I.3.110. Tegu X1, X2, ..., X7 yra �rmoje uºregistruotu� klientu� skambu£iu� skai£iai per
7 savait
es dienas. Tar¦, kad a. d. X1, ..., X7 yra nepriklausomi ir turi Puasono skirstinius
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Xi ∼ P(λi), a) patikrinkite hipotez¦ H : λ1 = ... = λ7 remdamiesi a. d. X1, ..., X7

realizacija: 52; 65; 60; 71; 75; 43; 40. b) Matome, kad savaitgali� skambu£iu� skai£ius yra
maºesnis. Patikrinkite hipotez¦ H : λ1 = ... = λ5, kad skambu£iu� intensyvumas darbo
dienomis yra vienodas.

I.3.111. (I.2.203 pratimo t¦sinys). I.2.203 pratimo s¡lygomis patikrinkite hipotez¦,
kad II ru	²ies gaminiu� dalis nevir²ija 0,25.

I.3.112. Per pirm¡ valand¡ skaitiklis uºregistravo 150 tam tikru� kosminiu� daleliu�,
per tolesnes dvi valandas � 250 daleliu�. Patikrinkite hipotez¦, kad daleliu� srauto inten-
syvumas nepakito.

I.3.113. Du nepriklausomi a. d., pasiskirst¦ pagal Puasono d
esni�, i�gijo atitinkamai
reik²mes 75 ir 200. Patikrinkite hipotez¦ H : λ1 = λ2/2 , kai alternatyva H̄ : λ1 < λ2/2.

I.3.114. Per pirm¡j¡ dien¡ skaitiklis uºregistravo 20 026 puasoninio srauto impul-
sus, o per antr¡j¡ dien¡ � 19 580 impulsu�. Ar yra pagrindo teigti, kad impulsu� srauto
intensyvumas sumaº
ejo?

I.3.115. Ar galima teigti, kad dviejose nepriklausomose Bernulio bandymu� schemose
i�vykio A tikimyb
e vienoda, jeigu atlikus n1 = n2 = 5000 bandymu� i�vykis A i�vyko 2 602
ir 2 398 kartus?

I.3.116. Patikrinus 5 vienodo didumo n = 200 gaminiu� partijas, jose buvo surasta
atitinkamai 15; 10; 6; 12; 4 defektiniai gaminiai. Tegu defektiniu� gaminiu� skai£ius j-oje
partijoje turi binomini� skirstini� B(n, pi), i = 1, ..., 5. Patikrinkite hipotez¦ H : p1 = ... =
p5.

I.3.117. (I.2.211 pratimo t¦sinys). I.2.211 pratimo s¡lygomis patikrinkite hipotez¦,
kad prapuolimo kampas turi tolygu�ji� pasiskirstym¡.

I.3.118. (I.2.212 pratimo t¦sinys). I.2.212 pratimo s¡lygomis patikrinkite hipotez¦,
kad susirgimai leukemija tolygiai pasiskirst¦ per metus.

I.3.119. Lentel
eje pateikta sm
elio gru	deliu� orientacija plok²tumoje (ºr. [14]).

Kampas Kiekis Kampas Kiekis Kampas Kiekis
0◦− 244 60◦− 326 120◦− 322
10◦− 262 70◦− 340 130◦− 295
20◦− 246 80◦− 371 140◦− 230
30◦− 290 90◦− 401 150◦− 256
40◦− 284 100◦− 382 160◦− 263
50◦− 314 110◦− 332 170◦− 281

Kampai sugrupuoti i� ilgio 10◦ intervalus (nurodoma grupavimo intervalo pradºia).
Gretimuose stulpeliuose nurodomi sm
elio gru	deliu�, kuriu� orientacija patenka i� atitinka-
mus intervalus, skai£iai.

Padvigubin¦ kampus, perveskite duomenis i� interval¡ [0◦−360◦]. Patikrinkite kampu�
skirstinio tolygumo hipotez¦.
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I.3.7. Sprendimai, nurodymai, atsakymai

I.3.1 skyrelis

I.3.1. Pagal didumo n = 6 paprast¡j¡ imti� (X1, ..., X6)T gaut¡ stebint a. d. X ∼
B(1, p), tikrinama hipotez
e H : p = 0, 2 kai alternatyva yra H̄ : p > 0, 2. Kriterijaus
kritin
e sritis K = {(X1, ..., X6) : S = X1 + ... + X6 ≥ 3}. Reik²mingumo lygmuo
α = P{S ≥ 3|p = 0, 2} = 0, 0989. Kriterijaus galia: 0,4557; 0,8208; 0,9830; 1,000.

I.3.2. Tegu bakteriju� skai£ius tu	rio vienete turi Puasono skirstini� P(λ). Tada
bakteriju� skai£ius N tu	rio V kolboje turi Puasono skirstini� P(V λ.). Tikimyb
e, kad van-
duo kolboje susidrums, p = P{N > 0} = 1 − e−V λ. Patikrinus n kolbu� susidrumstusiu�
skai£ius X ∼ B(n, p). Remiantis a. d. X tikrinama hipotez
e H : p ≤ p0 = 1 − e−Vmo ,
kai alternatyva yra H̄ : p > p0. Kritin
e sritis K = {X : X > t}.

a) p0 = 1 − e−1, n = 10; kritin
e sritis K = {X : X > 7}; pirmosios ru	²ies klaidos
tikimyb
e

α ≤ P{X > 7|p0} =

10∑
m=8

Cm10p
m
0 (1− p0)10−m = 0, 2247.

b) p0 = 1− e−2, n = 8; kritin
e sritis K = {X : X > 7}; pirmosios ru	²ies klaidos tikimyb
e

α ≤ P{X > 7|p0} = p8
0 = 0, 3126.

I.3.3. Pagal didumo n = 250 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint Bernulio a. d. X ∼
B(1, p), tikrinama hipotez
e H : p ≤ p0, kai alternatyva H̄ : p > p0. Kriterijaus pri
emimo
sritis S =

∑
iXi ≤ 25. Reikia rasti toki� p0, kad P{S ≤ 25|p = p0} = 0, 95. Naudodami

SAS, MS Excel, R arba SPSS program¡ randame p0 ≈ 7, 39 %.

I.3.4. Tegu defektiniu� gaminiu� skai£ius partijoje yra M . Tikrinama hipotez
e H :
M/N ≤ p0, kai alternatyva yra H̄ : M/N > p0 remiantis a. d. X ∼ H(N,M,n).
Hipotez
es pri
emimo sritis A = {X : X ≤ d} ir kritin
e sritis K = {X : X > d}.

I.3.5. Kadangi partijos didel
es, o tikrinama, kaip matysime, nedidel
e partijos dalis,
tai a. d. X skirstini� galima aproksimuoti binominiu B(n, p), p = M/N . Tada atrankin
es
kontrol
es plano charakteristikoms n ir d rasti turime nelygybiu� sistem¡

P{X ≤ d|p = p0 = 0, 05} =

d∑
m=0

Cmn p
m
0 (1− p0)n−m ≥ 0, 9;

P{X ≤ d|p = p1 = 0, 1} =

d∑
m=0

Cmn p
m
1 (1− p1)n−m ≤ 0, 05.

Gauname, kad minimalus imties didumas n = 251; partija priimama, kai X ≤ 17.

I.3.6. Turime didumo n = 500 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint Bernulio a. d. X ∼
B(1, p). Tada defektiniu� gaminiu� skai£ius S = X1 + ... + Xn ∼ B(n, p). Tikrinama
hipotez
e H : p ≤ p0 = 0, 05, kai alternatyva H̄ : p > p0. Taikomo kriterijaus kritin
e sritis
K = {S : S ≥ k}.

I.3.7. a) k = 37; 0,6527; 0,9726; 0,9995; b) k = 7; 0,0438; 0,1221; 0,2467.
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I.3.8. a) Parametro µ pasikliovimo lygmens Q = 1 − α de²ininis vienpusis pasiklio-
vimo intervalas yra (µ,∞), kai µ = X̄ − zασ/

√
n. Taigi hipotez
es H pri
emimo sritis

A1 = {X̄ : µ < µ0 < ∞} ⇔ {X̄ : Z =
√
n(X̄ − µ0)/σ < zα} (ºr. [2], 4.5 skyreli�).

Kritin
e sritis K1 = {X̄ : Z > zα}. P reik²miu� terminais kriterijus formuluojamas taip:
hipotez
e atmetama, kai pv = P{Z > z|µ = µ0} = 1 − Φ(z) ≤ α; £ia z yra statistikos Z
realizacija (ºr. [2], 4.1.2 skyreli�).

Analogi²kai, kai alternatyva H̄2 : µ ≤ µ0, gauname kritin¦ sriti� K2 = {X̄ : µ0 >
µ̄ = X̄ + zασ/

√
n} ⇔ {X̄ : Z < −zα}. P reik²miu� terminais hipotez
e atmetama, kai

pv = Φ(z) < α.
b) Parametro µ pasikliovimo lygmens Q = 1− α pasikliovimo intervalas yra (µ, µ) =

(X̄ − zα/2σ/
√
n, X̄ + zα/2σ/

√
n). Ji� atitinkanti hipotez
es H pri
emimo sritis A3 = {X̄ :

µ < µ0 < µ̄}. Kritin
e sritis K3 = {X̄ : |Z| > −zα′2}. P reik²miu� terminais hipotez
e
atmetama, kai

pv = 2 min(Φ(z), 1− Φ(z)) = 2(1− Φ(|z|)) < α.

I.3.2 skyrelis

I.3.9. Remiantis Neimano ir Pirsono lema (ºr. [2], 4.2.1 skyreli�) hipotez
e H at-
metama, kai

L(θ1;X)

L(θ0;X)
=
θn1
θn0
e−(θ1−θ0)Sn > c ⇔ −(θ1 − θ0)Sn > d;

£ia Sn = X1 + ...+Xn ∼ G(θ0, n); 2θ0Sn ∼ χ2(2n), kai hipotez
e H teisinga; konstanta d
randama i² s¡lygos

Pθ0{−(θ1 − θ0)Sn > d} = α.

Tarkime, kad θ1 > θ0.

Pθ0{−(θ1 − θ0)Sn > d} = α ⇒ Pθ0{(θ1 − θ0)Sn < −d} = α ⇒

Pθ0{2θ0Sn < −
d2θ0

θ1 − θ0
} = α ⇒ − d2θ0

θ1 − θ0
= χ2

1−α(2n) ⇒

d = −χ2
1−α(2n)

θ1 − θ0

2θ0
;

−(θ1 − θ0)Sn > d ⇒ −(θ1 − θ0)Sn > −χ2
1−α(2n)

θ1 − θ0

2θ0

⇒ Sn < χ2
1−α(2n)/(2θ0).

Jeigu θ1 > θ0, tai H atmetame, kai Sn < χ2
1−α(2n)/(2θ0).

Kriterijaus galia:

β(θ1) = Pθ1
(
Sn < χ2

1−α(2n)/(2θ0)
)

= Pθ1

(
2θ1Sn <

χ2
1−α(2n)2θ1

2θ0

)
=

= P

(
χ2

2n <
χ2

1−α(2n)θ1

θ0

)
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Analogi²kai, jeigu θ1 < θ0, tai H atmetame, kai Sn > χ2
α(2n)/(2θ0); kriterijaus galia

β(θ1) = P{χ2
2n > (θ1/θ0)χ2

α(2n)}.

I.3.10. Tegu kriterijaus reik²mingumo lygmuo α tenkina nelygyb¦ α < 1/2 −
arctg(1/2)/π ≈ 0, 352. Remiantis Neimano ir Pirsono lema hipotez
e atmetama, kai

f(X; 1)

f(X; 0)
=

1 +X2

1 + (X − 1)2
> c ⇔ (c− 1)X2 − 2cX + 2c− 1 < 0.

Taigi hipotez
e atmetama, kai x1 < X < x2;

x1 = [c−
√
c− (c− 1)2]/(c− 1), x2 = [c+

√
c− (c− 1)2]/(c− 1);

konstanta c randama i² s¡lygos (arctg(x2)− arctg(x1))/π = α.

I.3.11. a) Hipotez
e atmetama, kai |X| > zα/2, jeigu α < 0, 0455; hipotez
es atmetimo
sritis: |X| < x1 arba |X| > x2, x1 = 1−

√
1 + c, x2 = 1 +

√
1 + c; konstanta c randama

i² s¡lygos α = 2[1− Φ(x2)] + 2Φ(x1)− 1, jeigu α > 0, 0455.
b) Hipotez
e atmetama, kai δ−c < |X| < δ; konstanta c randama i² s¡lygos 2[Φ(δ)−

Φ(δ − c)] = α; jeigu toks c < δ neegzistuoja, tai H atmetama, kai |X| < δ.

I.3.12. Imties X = (X1, ..., X5)T tankis, kai teisinga hipotez
e, yra

ϕ(x) = (1/
√

2πσ)5 exp{−(x2
1 + ...+ x2

5)/(2σ2)};

esant teisingai alternatyvai skirstinys yra tolygus vienetiniame penkiama£iame kube
−1/2 < x1, ..., x5 < 1/2. Remiantis Neimano ir Pirsono lema, H priimama, kai

max(|X1|, ..., |X5|) > 1/2,

arba kai a. v. X patenka i� penkiamat¦ sfer¡ su centru koordina£iu� pradºioje: X2
1 + ...+

X2
5 < r2. Tikimyb
e P{max(|X1|, ..., |X5|) > 1/2} = 1− (2Φ(1/0, 316)− 1)5 = 0, 0077. I²

s¡lygos P{X2
1 + ...+X2

5 < r2} = P{χ2
5 < r2/0, 025} = 0, 9− 0, 0077 = 0, 8923 randame

r2 = 0, 2258, t. y. penkiamat
e sfera patenka i� kubo vidu�. Kadangi X2
1 +...+X2

5 = 0, 2549,
tai H atmetama.

I.3.13. Remiantis Neimano ir Pirsono lema H atmetama, kai X̄ > c. Abieju� klaidu�
tikimyb
es vienodos, kai c = 1/2. Tada imties didumui rasti turime nelygyb¦

P{X̄ > 1/2|µ = 0} = P{
√
nX̄ >

√
n/2|µ = 0} = 1− Φ(

√
n/2) ≤ 0, 01.

I²sprend¦ gauname, kad n ≥ 22.

I.3.14. TG kriterijus atmeta hipotez¦, kai X > m, ir atmeta su tikimybe γ, kai
X = m. Konstantos m ir γ randamos i² s¡lygos

P{X > m|λ0}+ γP{X = m|λ0} = 0, 1.

Pirmuoju atveju gauname m = 0, γ = 0, 00535. Kriterijaus galia

β(λ1) = P{X > 0|λ1}+ γP{X = 0|γ1} = 0, 1856.

Analogi²kai kitais atvejais kriterijaus galia 0, 3523; 0, 9074; 0, 3655.
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I.3.15. Neatsiºvelgiant i� randomizacij¡, kriterijus yra toks: ϕ1(x) = 1, kai f1(x) >
c1f2(x); ϕ2(x) = 1, kai f2(x) > c2f1(x); ϕ0(x) = 1 − ϕ1(x) − ϕ2(x). Konstanta c1
randama i² s¡lygos α12 = α, o konstanta c2 � i² s¡lygos α21 = β, jeigu sprendiniai c1 ir c2
tenkina s¡lyg¡ c1c2 > 1. Prie²ingu atveju sprendinys neegzistuoja (tokiu atveju galima
minimizuoti, pvz., sum¡ α01 + α10).

I.3.16. Sprendinys yra tokio pat pavidalo kaip ir I.3.15 pratime. Konstantos c1, c2
randamos i² s¡lygu� β12 = b1, β21 = b2, jei tik c1c2 > 1 (ºr. [4], 6.1.3 skyreli�).

I.3.18. a)H0 atmetame, kaiX > θ0(1−
√
α); b)H0 atmetame, kaiX < [−(1−θ0)+√

(1− θ0)2 + α(2θ0 − 1)]/(θ0 − 1/2) ir θ0 6= 1/2; atmetama, kai X < α, jeigu θ0 = 1/2;
c) hipotez
e atmetama, kai X <

√
α/2 arba kai X > 1−

√
α/2.

I.3.19. a) H0 atmetama, kai X(1) > θ0 − (lnα)/n; b) hipotez¦ atmetame, kai
X(1) > θ0α

−1/n, esant alternatyvai θ1 > θ0; hipotez¦ atmetame su tikimybe 1, kai
X(1) < θ0, ir atmetame su tikimybe α, kai X(1) ≥ θ0, esant alternatyvai θ1 < θ0.

I.3.20. Remiantis TG kriterijumi H atmetama su tikimybe 1, kai S = X1+...+Xn ≥
1, ir atmetama su tikimybe α = 0, 01, kai S = 0. Abieju� ru	²iu� klaidos nevir²ija 0,01, kai
n ≥ 458.

I.3.3 skyrelis

I.3.21. a) Kadangi tik
etinumo funkcija

L(µ) = W (X)eX̄η(µ)−b(µ), η(µ) =
nµ

σ2
, b(µ) =

nµ2

2σ2

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai, T = X̄ yra pakankamoji
statistika, tai egzistuoja TG kriterijus (ºr. [2], 4.3.2 pastab¡), kai alternatyva H̄1, kurio
kritin
e sritis

K1 = {X : X̄ > c} ⇔ {X : Z =
√
n
X̄ − µ0

σ0
> zα}.

Kriterijaus galia

β1(µ) = Pµ{
√
n
X̄ − µ0

σ0
> zα} = Pµ{

√
n
X̄ − µ
σ0

> zα − λ} = Φ(λ− zα),

£ia λ =
√
n(µ− µ0)/σ0, β1(µ)→ 1, kai λ→∞.

Analogi²kai, kai alternatyva yra H̄2, TG kriterijaus kritin
e sritis yra

K2 = {X : Z =
√
n
X̄ − µ0

σ0
< −zα}.

�io kriterijaus galia

β2(µ) = Pµ{
√
n
X̄ − µ0

σ0
< −zα} = Φ(−λ− zα)

monotoni²kai art
eja prie 1, kai µ− µ0 → −∞.
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b) Kai alternatyva H̄3 : µ 6= µ0 yra dvipus
e, TG kriterijus neegzistuoja. Remiantis
[2], 4.3.2 teorema, TGN kriterijaus kritin
e sritis

K3 = {X : |Z| =
√
n
|X̄ − µ0|

σ0
> zα/2},

o galios funkcija
β3(µ) = Φ(−λ− zα/2) + Φ(λ− zα/2)

art
eja prie 1, kai |µ− µ0| → ∞ (arba |λ| → ∞).

I.3.22. Patekti i� kritin¦ sriti� K1 yra ekvivalentu nelygybei µ0 < µ, o patekti i�
K2 � nelygybei µ0 > µ; £ia µ ir µ yra parametro µ pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo
lygmuo Q = 1 − 2α, vir²utinis ir apatinis r
eºiai. Patekti i� kritin¦ sriti� K3 ekvivalentu
nelygyb
ems µ0 < µ arba µ0 > µ, kai intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1 − α (ºr. [2],
4.5 skyreli�).

I.3.23. Tarkime, z yra statistikos Z =
√
n(X̄ − µ0)/σ realizacija. Tada P reik²miu�

terminais kriterijai, kuriu� kritin
es sritys K1,K2,K3, formuluojami taip: hipotez
e H at-
metama, kai atitinkamai (ºr. [2], 4.1.2 skyreli�)

pv = 1− Φ(z) < α, pv = Φ(z) < α, pv = 2(1− Φ(|z|)) < α.

I.3.24. a) Imties didumui n rasti gauname nelygyb¦

β1(µ′) = Φ(
√
n
µ1 − µ0

σ0
− zα) ≥ 1− α′.

I² £ia gauname, kad imties didumas n tenkina nelygyb¦

n ≥ σ2
0

(µ1 − µ0)2
(zα′ + zα)2.

Matome, kad imties didumas tiesiog proporcingas dispersijai ir atvirk²£iai proporcingas
atstumo µ1 − µ0 kvadratui.

b) I�ra²¦ zα ir zα′ i² 2 priedo 2P2 lentel
es, gauname

n ≥ σ2

(µ1 − µ0)2
(zα + zα′)

2 =
4

0, 52
(z0,05 + z0,01)2 = 252, 33.

Taigi imties didumas turi bu	ti ne maºesnis uº 253.

I.3.25. a) Imties X = (X1, ..., Xn)T skirstinys priklauso vienparametrei eksponen-
tinio tipo skirstiniu� ²eimai, o tankis

f(x, θ) = h(x) exp{η(θ)T (x)− b(θ)};

£ia

η(θ) = − 1

2σ2
, T = T (x) =

∑
i

(xi − µ0)2, b(θ) = n lnσ, h(x) = (
√

2π)−n.
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Remiantis [2], 4.3.2 pastaba, egzistuoja TG kriterijai vienpusiu� alternatyvu� H̄1, H̄2

atvejais. Ju� kritin
es sritys

K1 = {X :
T (X)

σ2
0

> χ2
α(n)}, K2 = {X :

T (X)

σ2
0

< χ2
1−α(n)}.

�iu� kriteriju� galios funkcijos β1(σ2), β2(σ2) ir i²rei²kiamos χ2 skirstinio pasiskirstymo
funkcija

β1(σ2) = Pσ2{T (X)

σ2
0

> χ2
α(n)} = P{χ2

n >
σ2

0

σ2
χ2
α(n)},

β2(σ2) = P{χ2
n <

σ2
0

σ2
χ2

1−α(n)}.

b) Kai alternatyva H̄3 : σ2 6= σ2
0 yra dvipus
e, TG kriterijus neegzistuoja. Ta£iau,

naudojantis [2], 4.3.2 teorema, galima rasti TGN kriteriju�, kurio kritin
e sritis

K3 = {X :
T (X)

σ2
0

< c1 arba
T (X)

σ2
0

> c2};

£ia konstantos c1 ir c2 randamos i² lyg£iu� sistemos

Pσ2
0
{c1 < T/σ2

0 < c2} = 1− α,

Eσ2
0
[(T/σ2

0)1(c1,c2)(T/σ
2
0)] = (1− α)Eσ2

0
(T/σ2

0) = (1− α)n.

Kadangi Eσ2
0
[(T/σ2

0)1(c1,c2)(T/σ
2
0)] = nP{c1 < χ2

n−2 < c2}, tai konstantoms c1 ir c2
rasti gauname lyg£iu� sistem¡{

P{c1 < χ2
n < c2} = 1− α,

P{c1 < χ2
n+2 < c2} = 1− α.

Kriterijaus galios funkcija

β3(σ2) = 1−P{σ
2
0

σ2
c1 < χ2

n <
σ2

0

σ2
c2}.

c) Simetrinio kriterijaus kritin
e sritis

K∗3 = {X :
T (X)

σ2
0

< χ2
1−α/2(n), arba

T (X)

σ2
0

> χ2
α/2(n)}.

I.3.26. Sprendºiame I.3.25 pratime pateikt¡ lyg£iu� sistem¡, kai n = 10, 20, 50.
TGN kriterijaus galios β3(σ2) ir simetri²ko kriterijaus galios β̃3(σ2) i²rai²kas ºr. I.3.25
pratime.

I.3.27. a) Kritines sritisK1 irK2 atitinka kriterijai: hipotez
e atmetama, kai atitinka-
mai σ2

0 < σ2 ir σ2
0 > σ2; £ia σ2 ir σ2 yra lygmens Q = 1 − 2α pasikliovimo intervalo

apatinis ir vir²utinis r
eºiai. Kritin¦ sriti� K∗3 atitinka kriterijus: hipotez
e atmetama, kai
teisingos nelygyb
es σ2

0 < σ2 arba σ2
0 > σ2; £ia (σ2, σ2) yra lygmens Q = 1− α pasiklio-

vimo intervalas.
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b) Tegu t yra statistikos T/σ2
0 realizacija, o F (x|ν) yra a. d. χ2

ν pasiskirstymo funkcija.
Tada kriterijus K1,K2,K

∗
3 P reik²miu� terminais atitinka tokios taisykl
es: hipotez
e at-

metama, kai atitinkamai

pv = 1− F (y|n− 1) ≤ α, pv = F (y|n− 1) ≤ α,

pv = 2 min(1− F (y|n− 1), F (y|n− 1)) ≤ α.

I.3.28. Remdamiesi I.3.25 pratime pateikta galios funkcija, imties didumui rasti
turime nelygyb¦

β1(1, 5σ2
0) = P{χ2

n >
2

3
χ2

0,05(n)} ≥ 0, 9 ⇔ n ≥ 104.

I.3.29. Imties X tankis

f(X, σ) = (
∏
i

Xi) exp{η(σ)T (X)−B(σ)},

£ia
η(σ) = − 1

2σ2
, T (X) =

∑
i

X2
i , B(σ) = 2n lnσ.

Kadangi T (X)/σ2
0 ∼ χ2(2n), kai hipotez
e teisinga, tai palygin¦ su I.3.25 pratimu darome

i²vad¡, kad kriterijai bus nusakyti kritin
emis sritimis K1,K2,K3,K
∗
3 , kuriose n reikia

pakeisti i� 2n.

I.3.30. Imties X tankis

f(X, σ) = (2/π)n/2(
∏
i

X2
i ) exp{η(σ)T (X)−B(σ)},

£ia
η(σ) = − 1

2σ2
, T (X) =

∑
i

X2
i , B(σ) = 2n lnσ.

Kadangi T (X)/σ2
0 ∼ χ2(3n), kai σ = σ0, tai palygin¦ su I.3.25 pratimu darome i²vad¡,

kad kriterijai bus nusakyti kritin
emis sritimis K1,K2,K3,K
∗
3 , kuriose n reikia pakeisti i�

3n.

I.3.31. a) Imties X tankio funkcija

f(X, λ) = exp{η(λ)T −B(λ)}h(X),

£ia
η(λ) = −λ, T =

∑
i

Xi, B(λ) = −η lnλ,

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai; statistika V = 2λ0T ∼
χ2(2η), kai λ = λ0. Remiantis [2], 4.3.2 pastaba, egzistuoja TG kriterijai, esant vien-
pus
ems alternatyvoms H̄1 ir H̄2. Kritin
es sritys yra tokios:

K1 = {X : 2λ0T < χ2
1−α(2η)}, K2 = {X : 2λ0T > χ2

α(2η)}.
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Paºym
ekime t statistikos T realizacij¡ ir tegu F (x|ν) yra χ2 skirstinio su ν laisv
es laips-
niais pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijus galima suformuluoti P reik²miu� terminais:
hipotez
e atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = F (2λ0t|2η) ≤ α, pv = 1− F (2λ0t|2η) ≤ α.

b) Kai alternatyva H̄3 : λ 6= λ0 yra dvipus
e, remiantis [2], 4.3.2 teorema egzistuoja
TGN kriterijus, kurio kritin
e sritis

K3 = {X : 2λ0T < c1 arba 2λ0T > c2}.

Analogi²kai I.3.25 pratimui konstantos c1 ir c2 randamos i² tokios lyg£iu� sistemos:{
P{c1 < χ2

2η < c2} = 1− α,
P{c1 < χ2

2η+2 < c2} = 1− α.

c) Simetri²ko kriterijaus kritin
e sritis

K∗3 = {X : 2λ0T < χ2
1−α/2(2η) arba 2λ0T > χ2

α/2(2η)},

arba P reik²miu� terminais hipotez
e H3 atmetama, kai

pv = 2 min(F (2λ0t|2η), 1− F (2λ0t|2η)) ≤ α.

I.3.32. Imties tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu)

f(X, λ) = exp{η(λ)T −B(λ)}h(X),

£ia
η(λ) = lnλ, T =

∑
i

Xi, B(λ) = nλ,

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai.
Remiantis [2], 4.3.2 pastaba, egzistuoja TG kriterijus, kai alternatyva yra H̄1, tikrinti.

Kriterijus nusakomas taip:

ϕ(T ) =

 1, kai T > k,
γ, kai T = k,
0, kai T < k,

£ia konstantos k ir γ randamos i² s¡lygos

Eλ0
(ϕ(T )) = Pλ0

{T > k}+ γPλ0
{T = k}.

Kadangi statistika T ∼ P(nλ0), kai λ = λ0, tai ²i s¡lyga rei²kia, kad

∞∑
m=k+1

(nλ0)m

m!
e−nλ0 + γ

(nλ0)k

k!
e−nλ0 = α.

Statistikos T skirstinys yra diskretusis, tod
el daugumai λ0 reik²miu� TG kriterijus bus
randomizuotas, t. y. γ 6= 0; 1. Norint, kad reik²mingumo lygmuo bu	tu� tiksliai lygus α,
tenka i�traukti γ dydºio ta²ko k �dali�� ir taip papildyti reik²mingumo lygmeni� iki α.
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Kaip min
ejome (ºr. [2], 4.2.3 pastab¡), paprastai nereikalaujama, kad reik²mingumo
lygmuo bu	tu� tiksliai lygus α. Tod
el daºniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gau-
nami ²iek tiek sumaºinus reik²mingumo lygmeni�. Tiksliau, parenkamas toks maºiausias
sveikasis skai£ius k′, kad

Pλ0
(T ≥ k′) =

∞∑
m=k′

(nλ0)m

m!
e−nλ0 = 1−P{χ2

2k′ > 2nλ0} ≤ α.

Tada kriterijaus kritin
e sritis
K1 = {X : T ≥ k′}.

Paºym
ekime t statistikos T realizacij¡ ir tegu F (x|ν) yra χ2 skirstinio su ν laisv
es
laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijus P reik²miu� terminais formuluojamas
taip: hipotez
e atmetama, kai teisinga nelygyb
e

pv = Pλ0{T ≥ t} = 1− F (2nλ0|2t) ≤ α.

Pagaliau kritin¦ sriti�K1 galima uºra²yti parametro λ pasikliovimo intervalo terminais:

K1 = {X : λ0 < λ =
1

2n
χ2

1−α(2T )};

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α.
Analogi²kai sudarome TG kriteriju�, kai alternatyva yra H̄2. Atsiºvelgus i� ankstesnes

pastabas, kriterijaus kritin¦ sriti� galima uºra²yti trimis ekvivalen£iais pavidalais. Tegu
k′′ � didºiausias sveikasis skai£ius, kuriam

Pλ0
(T ≤ k′′) = P{χ2

2k′′+2 > 2nλ0} ≤ α.

Tada kriterijaus kritin
e sritis

K2 = {X : T ≤ k′′} ⇔ pv = F (2nλ0|2t+ 2) ≤ α⇔

⇔ {X : λ0 > λ =
1

2n
χ2
α(2T + 2)};

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α.

I.3.33. a) Kai alternatyva dvipus
e λ 6= λ0, tai, remiantis [2], 4.3.2 teorema, egzistuoja
TGN kriterijus

ϕ(T ) =

 1, kai T < c1, arba T > c2,
γ, kai T = ci, i = 1, 2,
0, kai c1 < T < c2.

Konstantos c1, c2, γ1, γ2 randamos i² s¡lygu�

Eλ0(ϕ(T )) = α, Eλ0(Tϕ(T )) = αEλ0(T ).

Kadangi

Eλ0(T ) = nλ0, Eλ0(T1[a, b](T )) = nλ0Pλ0{a− 1 ≤ T ≤ b− 1},
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tai lygtis konstantoms rasti galime perra²yti taip:

c2−1∑
k=c1+1

(nλ0)k

k!
e−nλ0 +

2∑
i=1

(1− γi)
(nλ0)ci

ci!
e−nλ0 = 1− α,

c2−2∑
k=c1

(nλ0)k

k!
e−nλ0 +

2∑
i=1

(1− γi)
(nλ0)ci−1

(ci − 1)!
e−nλ0 = 1− α.

b) Atsisakius randomizacijos ir imant simetri²kus kriterijus kritin
e sritis gali bu	ti
uºra²yta trimis ekvivalen£iais pavidalais. Tegu k′′ ir k′ yra tokie didºiausias ir maºiausias
sveikieji skai£iai, kad

Pλ0
{T ≤ k′′} ≤ α

2
, Pλ0

{T ≥ k′} ≤ α

2
.

Tada kriterijaus kritin
e sritis yra

K3 = {X : T ≤ k′′ arba T ≥ k′} ⇔

⇔ pv = 2 min(1− F (2nλ0|2t), F (2nλ0|2t+ 2)) ≤ α⇔

⇔ {X : λ0 < λ =
1

2n
χ2

1−α/2(2T ), arba λ0 > λ =
1

2n
χ2
α/2(2T + 2)},

pastarojo intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− α.

I.3.34. Kai hipotez
e H teisinga ir λ = λ0 = 2, 5, tai a. d. T =
∑
iXi turi Puasono

skirstini� su parametru nλ0 = 100. Kadangi P{T ≤ 83|λ = λ0} = 0, 0463 < 0, 05, o
P{T ≤ 84|λ = λ0} = 0, 0575 > 0, 05, tai reik²mingumo lygmens TG kriterijus yra toks:
hipotez
e H atmetama, kai T ≤ 83, atmetama su tikimybe γ = 0, 327, kai T = 84, ir
priimama kitais atvejais. Kadangi ²iame pavyzdyje statistikos T realizacija yra T =
λ̂n = 80, tai hipotez
e H atmetama.

Daºniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gaunami ²iek tiek sumaºinus reik²min-
gumo lygmeni�. �iame pavyzdyje nerandomizuotu kriterijumi hipotez
eH bu	tu� atmetama,
kai T ≤ 83. Kriterijaus reik²mingumo lygmuo α′ = 0, 0463 < 0, 05.

Kriteriju� galima suformuluoti P reik²miu� terminais: hipotez
e atmetama, kai P reik²-
m
e pv = P{T ≤ 80|λ = λ0} = 0, 0226 yra maºesn
e uº reik²mingumo lygmeni� α = 0, 05.
Hipotez
e atmetama.

Pagaliau kriteriju� galime suformuluoti pasikliovimo intervalo terminais. Randame
parametro λ pasikliovimo lygmens Q = 1− 2α = 0, 9 pasikliovimo interval¡

(λ; λ) =

(
1

2n
χ2

1−α(2T );
1

2n
χ2
α(2T + 2)

)
=

=

(
1

80
χ2

0,95(160);
1

80
χ2
α(162)

)
= (1, 6470; 2, 4088).

Kadangi λ < 2, 5, t. y. pasikliovimo intervalas pasislink¦s i� kair¦ nuo hipotetin
es reik²m
es
λ0 = 2, 5, tai hipotez¦ atmetame.

I.3.35. a) Imties tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu) yra

f(X, p) = exp{θT (X)−B(θ)},



140 I. PARAMETRIN 
E STATISTIKA

£ia
θ = ln

p

1− p
, T = T (X) = X1 + · · ·+Xn, B(θ) = −n ln(1− p),

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Tod
el egzistuoja TG kri-
terijai hipotezei d
el p reik²m
es tikrinti, kai alternatyvos vienpus
es, ir TGN kriterijus �
kai alternatyva dvipus
e.

Kai alternatyva yra H̄1, TG kriterijus yra

ϕ(T ) =

 1, kai T > m,
γ, kai T = m,
0, kai T < m;

£ia konstantos m ir γ randamos i² s¡lygos

Ep0(ϕ(T )) =

n∑
k=m+1

Cknp
k
0(1− p0)n−k + γCmn p

m
0 (1− p0)n−m = α.

Analogi²kai, kai alternatyva yra H̄2, TG kriterijus yra

ϕ(T ) =

 1, kai T < m,
γ, kai T = m,
0, kai T > m;

£ia konstantos m ir γ randamos i² s¡lygos

Ep0(ϕ(T )) =

m−1∑
k=0

Cknp
k
0(1− p0)n−k + γCmn p

m
0 (1− p0)n−m = α.

Kai alternatyva dvipus
e, egzistuoja TGN kriterijus

ϕ(T ) =

 1, kai T < m1 arba T > m2,
γi, kai T = mi, i = 1, 2,
0, kai m1 < T < m2;

£ia konstantos m1, m2, γ1, γ2 randamos i² lyg£iu� sistemos (q0 = 1− p0){ ∑m2−1
k=m1+1 C

k
np

k
0q
n−k
0 +

∑2
i=0(1− γi)Cmin pmi0 qn−mi0 = 1− α,∑m2−1

k=m1+1 C
k−1
n−1p

k−1
0 qn−k0 +

∑2
i=0(1− γi)Cmi−1

n−1 pmi−1
0 qn−mi0 = 1− α.

Nereikalaujant, kad reik²mingumo lygmuo bu	tu� tiksliai lygus α, t. y. i�traukiant ta²kus
T = mi i� pri
emimo sriti�, nerandomizuotus kriterijus galima suformuluoti taip. Tegu m′

yra maºiausias sveikasis skai£ius, kuriam Pp0{T ≥ m′} ≤ α. Nerandomizuotas kriterijus
gali bu	ti uºra²ytas tokiais trimis ekvivalen£iais pavidalais:

K1 = {X : T ≥ m′} ⇔ pv = Ip0(t, n− t+ 1) ≤ α⇔

⇔ {X : p0 ≤ p = X1−α(T, n− T + 1)};

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1 − 2α, o t yra statistikos T realizacija, Ix(γ, η)
beta skirstinio su parametrais γ ir η, o Xα(γ, η) ²io skirstinio eil
es α kritin
e reik²m
e.
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Paºym
ej¦ m′′ didºiausi¡ sveik¡ji� skai£iu�, kuris tenkina nelygyb¦ Pp0{T ≤ m′′} ≤ α,
gauname nerandomizuot¡ kriteriju�, kuris taip pat gali bu	ti uºra²ytas trimis ekvivalen£iais
pavidalais

K2 = {X : T ≤ m′′} ⇔ pv = 1− Ip0(t+ 1, n− t) ≤ α⇔

⇔ {X : p0 > p = X1−α(T + 1, n− T )};

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α.
Paºym
ekime m′′ didºiausi¡ sveik¡ji� skai£iu�, kuriam Pp0{T ≤ m′′} ≤ α/2, o m′�

maºiausi¡ sveik¡ji� skai£iu�, kuriam Pp0{T ≥ m′} ≤ α/2. Tada gauname nerandomizuot¡
paslinkt¡ji�, ta£iau lengviau randam¡ kriteriju�:

K3 = {X : T ≤ m′′ arba T ≥ m′} ⇔

⇔ pv = 2 min(Ip0(t, n− t+ 1), Ip0(t+ 1, n− t)) ≤ α⇔

⇔ {X : p0 < p = X1−α/2(T, n− T + 1) arba p0 > p = Xα/2(T + 1, n− T )};

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− α.

I.3.36. 0,0879; 0,2052; 0,3731; 0,5703, kai α = 0, 05; 0,1581; 0,3101; 0,4917; 0,6752,
kai α = 0, 1; 0,2891; 0,4877; 0,6804; 0,8350, kai α = 0, 2. Imties didumas: a) n ≥ 39;
b) n ≥ 471.

I.3.37. Prielaida atmetama, nes P reik²m
e pv = P{x ≥ 6|n, p0} = 0, 0378 < 0, 05.

I.3.38. a) H0 atmetame, kai S = X1 + ... + X10 ≥ 5; atmetame su tikimybe
γ1 = 0, 4657, kai S = 0; atmetame su tikimybe γ2 = 0, 1954, kai S = 4; b) H0

atmetame, kai S = 0; 8; 9; 10; atmetame su tikimybe γ1 = 0, 4702, kai S = 1;
atmetame su tikimybe γ2 = 0, 2992, kai S = 7.

I.3.39. Hipotez¦ H0 atmetame, kai X < k1 arba X > k2; atmetame su tikimybe
γi, kai X = ki, i = 1, 2; konstantos k1, k2, γ1, γ2 randamos i² lyg£iu� sistemos:

p0

[
k2−1∑
k=k1+1

qk−1
0 + (1− γ1)qk10 + (1− γ2)qk20

]
= 1− α,

p2
0

[
k2−1∑
k=k1+1

kqk−1
0 + (1− γ1)k1q

k1−1
0 + (1− γ2)k2q

k2−1
0

]
= 1− α.

I.3.40. Tik
etinumo funkcija

L(θ) = 1(0,θ)(X(n))/θ
n.

Tegu θ1 < θ2. Tada santykis L(θ2)/L(θ1) yra nemaº
ejanti statistikos X(n) funkcija.
Remiantis [2], 4.3.1 teorema TG kriterijus alternatyvos H̄1 : θ > θ0 atveju atmeta
hipotez¦, kai X(n) > (1− α)1/nθ0.

Analogi²kai, alternatyvos H2 : θ < θ0 atveju TG kriterijus atmeta hipotez¦, kai
X(n) < α1/nθ0.

Pasteb
ekime, kad abieju� alternatyvu� atveju TG kriterijai ekvivalentu	s kriterijui su
kritine sritimi

K = {X(n) : X(n) < α1/nθ0 arba X(n) > θ0}.
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I² tikru�ju�
Pθ0{X(n) < α1/nθ0}+ Pθ0{X(n) > θ0} = α.

Jeigu θ > θ0, tai pirmojo TG kriterijaus galia

Pθ{X(n) > (1− α)1/nθ0} = 1− (1− α)(θ0/θ)
n,

o kriterijaus su kritine sritimi K galia tokia pat:

Pθ{X(n) < α1/nθ0}+ Pθ{X(n) > θ0} = α(θ0/θ)
n + 1− (θ0/θ)

n = 1− (1− α)(θ0/θ)
n.

Jeigu θ < θ0, tai antrojo TG kriterijaus galia

Pθ{X(n) < α1/nθ0} = α(θ0/θ)
n,

kai α(θ0/θ)
n < 1, ir lygi 1 prie²ingu atveju. Kriterijaus su kritine sritimi K galia tokia

pat, nes Pθ{X(n) > θ0} = 0.
Taigi kriterijus su kritine sritimi K yra TG ir dvipus
es alternatyvos atveju.

I.3.41. a) Kai alternatyva yra H̄ : σ > σ0, tai H atmetame, kai T =
∑
i(Xi −

µ) < χ2
1−α(2n)/(2σ2

0); jeigu alternatyva yra H̄ : σ < σ0, tai H atmetame, kai T >
χ2
α(2n)/(2σ2

0); b) Jeigu alternatyva yra H̄ : µ > µ0, tai kriterijaus funkcija ϕ(X) = 1,
kai X(1) ≥ µ0 − (lnα)/(σn), ir ϕ(X) = 0 kitais atvejais; jeigu alternatyva yra µ < µ0,
tai kriterijaus funkcija ϕ(X) = 1, kai X(1) < µ0, ir ϕ(X) = α, kai X(1) ≥ µ0.

I.3.42. H0 atmetame, kai: a) S = X1 + ...+Xn > θ0χ
2
α(2n)/2; b) S = −(lnX1 +

... + lnXn) < χ2
1−α(2n)/(2θ0); c)

∑
i(Xi − 1)2 > θ0χ

2
α(n); d) S = Xc

1 + ... + Xc
n >

θc0χ
2
α(2n)/2.

I.3.43. a) (X(1), X(n)) ∼ f(x, y) = n(n− 1)(y − x)n−2, θ < x < y < θ + 1. b) 0. c)
β(θ) = 1− (1− (θ − θ0))n, kai θ0 ≤ θ ≤ θ0 + 1; β(θ) = 1, kai θ > θ0 + 1. d) n ≥ 44.

I.3.48. TG kriterijus atmeta H, kai a2 =
∑
iX

2
i /n > c; konstanta c randama i²

s¡lygos P{a2 > c|µ0} = α. Kadangi E(a2|µ) = µ2 + kµ ir V (a2|µ) = 2kµ2(k + 2µ),
tai esant dideliems n konstanta c ≈ µ2

0 + kµ0 + µ0zα
√

2k(k + 2µ0)/n; kriterijaus galia
β(µ) ≈ 1− Φ(

√
n(c− µ2 − kµ)/(µ

√
2k(k + 2µ)), µ > µ0.

I.3.49. Tai atskiras I.3.48 pratimo atvejis, kai imties didumas lygus 1, o vietoje k
imama k/n, t. y. I.3.48 pratimo atsakymuose reikia i�ra²yti X̄2 vietoje a2 ir k/n vietoje
k.

I.3.50. Kadangi Pβ(0) = 0, tai a. d.X i�gyja reik²mes 1,2,... Tankio funkcija f(x|β) =
βx−1 − βx, x = 1, 2, .... Kai β1 > β0, tai santykis

f(x|β1)

f(x|β0)
= (

β1

β0
)X−1 1− β1

1− β0

did
eja X atºvilgiu. Remiantis [2], 4.3.1 teorema TG kriterijus turi pavidal¡: ϕ(X) = 1,
kai X > c; ϕ(X) = γ, kai X = c; ϕ(X = 0) = 0, kai X < c, ir kriterijaus reik²mingumo
lygmuo α = Eθ0ϕ(X). Randame, kad c yra maºiausias sveikasis skai£ius, tenkinantis
nelygyb¦ p = βc0 ≤ α ir γ = (α− p)/(βc−1

0 (1− β0)).

I.3.4 skyrelis
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I.3.51. Pereidami prie a. d. Yi = Xi − µ0 nesiaurindami prasm
es galime tarti, kad
µ0 = 0. Tik
etinumo funkcija

L(µ, σ2) = (
√

2π)−n exp{θU + ϑT} exp{−nµ2/(2σ2)− n lnσ}

priklauso dviparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai su parametru θ = nµ/σ2,
trukdan£iuoju parametru ϑ = −1/(2σ2) ir statistikomis U = X̄, T =

∑
iX

2
i .

Kai µ = 0, statistikos

V = h(U, T ) =

√
n(n− 1)U√
T − nU2

=

√
nX̄

s
∼ S(n− 1), s2 =

1

n− 1

∑
i

(Xi − X̄)2

skirstinys nepriklauso nuo ϑ ir monotoninis pagal U . Remiantis [2], 4.4.3 teorema egzis-
tuoja TGN kriterijus hipotezei H : θ = 0, kai alternatyva yra H̄1 : θ > 0, tikrinti, kurio
kritin
e sritis

K1 = {X : t(X) =
√
nX̄/s > tα(n− 1)}.

Kai θ > 0 statistika t(X) turi necentrini� Stjudento skirstini� su n − 1 laisv
es laipsniu ir
necentri²kumo parametru δ =

√
nθ/σ. Tod
el kriterijaus galia

β1(µ, σ2) = P{tδ;n−1 > tα(n− 1)}.

Analogi²kai, kai alternatyva yra H̄2 : θ < 0, TGN kriterijaus kritin
e sritis

K2 = {X : t(X) =
√
nX̄/s < −tα(n− 1)}.

Gri�ºdami prie hipotez
es H : µ = µ0 gausime, kad vienpusiu� alternatyvu� atvejais
kriterijai nusakomi kritin
emis sritimis K1,K2, kuriose reikia imti t(X) =

√
n(X̄ −µ0)/s.

Tegu t yra statistikos t(X) realizacija, o F (x|ν) Stjudento skirstinio su ν laisv
es
laipsniu� pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijai su kritin
emis sritimis K1,K2 P reik²miu�
terminais formuluojami taip: hipotez
e H atmetama, kai atitinkamai

pv = 1− F (t|n− 1) < α, pv = F (t|n− 1) < α.

I.3.52. Statistika V n
era tiesin
e statistikos U atºvilgiu. Imkime statistik¡

W =
U√
T

=
X̄√∑
iX

2
i

,

kurios skirstinys, kai θ = 0, nepriklauso nuo σ2 ir ji tiesin
e U atºvilgiu. Remiantis [2],
4.4.3 teorema egzistuoja TGN kriterijus, kurio pri
emimo sritis yra

c1 < W < c2.

Statistikos W skirstinys, kai θ = 0, yra simetri²kas 0 atºvilgiu. Tod
el kritin
e sritis yra
|W | > c, kai c randamas i² s¡lygos P0{W > c} = α/2. Statistikos W ir t(X) susietos
lygybe

t(X) =
W
√
n(n− 1)√

1− nW 2
,
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i² kurios matome, kad |t| yra did
ejanti |W | funkcija. Tod
el α lygmens kriterijaus kritin¦
sriti� |W | > c galima perra²yti taip

K3 = {X : |t(X)| =
√
n|X̄ − µ0|/s > tα/2(n− 1)}.

P reik²miu� terminais hipotez
e atmetama, kai

pv = 2(1− F (|t||n− 1)) < α.

I.3.53. Perra²ykime tik
etinumo funkcij¡ tokiu bu	du

L(µ, σ2) = (
√

2π)−n exp{θU + ϑT} exp{−nµ2/(2σ2)− n lnσ},

kai dominantis parametras θ = −1/(2σ2), trukdantysis parametras ϑ = nµ/σ2 ir statis-
tikos U =

∑
iX

2
i , T = X̄.

Statistika
V = h(U, T ) = U − nT 2 =

∑
i

(Xi − X̄)2

yra tiesin
e U funkcija, o jos skirstinys, kai σ �ksuotas, nepriklauso nuo ϑ, taip pat ir nuo
T ; statistika V/σ2

0 ∼ χ2(n− 1), kai H teisinga.
Remiantis [2], 4.4.3 teorema alternatyvos H̄1 : σ2 > σ2

0 atveju egzistuoja TGN krite-
rijus, kurio kritin
e sritis yra

K1 = {X : V/σ2
0 > χ2

α(n− 1)}.

Jeigu v yra statistikos V/σ2
0 realizacija, tai P reik²miu� terminais hipotez
e atmetama, kai

pv = P{χ2
n−1 > v} < α.

Analogi²kai, kai alternatyva H̄2 : σ2 < σ2
0 , egzistuoja TGN kriterijus, kurio kritin
e

sritis yra
K2 = {X : V/σ2

0 < χ2
1−α(n− 1)},

arba P reik²miu� terminais hipotez
e atmetama, kai

pv = P{χ2
n−1 < v} < α.

Kriteriju� galios funkcijos

β1(σ2) = P{χ2
n−1 > (σ2

0/σ
2)χ2

α(n− 1)}, β2(σ2) = P{χ2
n−1 < (σ2

0/σ
2)χ2

1−α(n− 1)}.

I.3.54. Statistika V tiesin
e U atºvilgiu. Remiantis [2], 4.4.3 teorema egzistuoja TGN
kriterijus, kurio pri
emimo sritis

A3 = {X : c1 < V/σ2
0 < c2}.

Analogi²kai I.3.25 pratimui konstantos c1 ir c2 gali bu	ti surastos i² lyg£iu� sistemos

P{c1 < χ2
n−1 < c2} = 1− α,

P{c1 < χ2
n+1 < c2} = 1− α.
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Imdami paslinkt¡, ta£iau papras£iau randam¡ simetrini� kriteriju� gausime kritin¦ sriti�

K∗3 = {X : V/σ2
0 < χ2

1−α/2(n− 1), arba V/σ2
0 > χ2

α/2(n− 1)};

P reik²miu� terminais hipotez
e atmetama, kai

pv = 2 min(P{χ2
n−1 < v},P{χ2

n−1 > v}) < α.

Kriterijaus galios funkcija

β3(σ2) = 1−P{(σ2
0/σ

2)χ2
1−α/2 < χ2

n−1 < (σ2
0/σ

2)χ2
α/2}.

I.3.55. �r. I.3.51 pratim¡.

I.3.56. �r. I.3.51 pratim¡.

I.3.57. Jeigu σ ºinoma, tai kriterijaus galia lygi 0,5573; 0,7228; 0,8505, kai n = 5;
0,8119; 0,9354; 0,9842, kai n = 10; 0,9270; 0,9871; 0,9987, kai n = 15. Jeigu σ neºinoma,
tai kriterijaus galia lygi 0,5869; 0,7280; 0,8393, kai n = 5; 0,8077; 0,9275; 0,9795, kai
n = 10; 0,9216; 0,9844; 0,9961, kai n = 15.

I.3.58. Uºra²¦ tik
etinumo funkcij¡ tokiu bu	du

L(µ1, ..., µs, σ
2) = exp{θ1X1 +

n∑
j=2

θjXj −
1

2σ2

n∑
i=1

X2
i −B(θ1, ..., θs, σ

2)},

£ia θi = µi/σ
2, i = 1, ..., s, matome, kad ji priklauso (s+1)-ma£iu� eksponentiniu� skirstiniu�

²eimai. Dominantis parametras θ1, o trukdantysis ϑ = (θ2, ..., θs,−1/(2σ2))T ; pakanka-
mosios statistikos U = U(X) = X1, T = T (X) = (X2, ..., Xs,

∑
iX

2
i )T . Nemaºinant

bendrumo galima tarti, kad tikrinama hipotez
e H : θ1 = 0, t. y. µ0
1 = 0 (prie²ingu atveju

vietoje X1 imsime Y1 = Xi − µ0
1). Statistikos V (U,T ) = (X1 − µ1)/

√
σ̂2 ∼ S(n − n),

£ia σ̂2 =
∑n
i=s+1X

2
i /(n − s), skirstinys, kai θ1 = 0, nepriklauso nuo ϑ. Remiantis

[2], 4.4.3 teorema, kai alternatyva yra H̄1 : θ1 > 0, reik²mingumo α TGN kriterijus
atmeta hipotez¦, kai T = (X1 − µ0

1)/
√
σ̂2 > tα(n − s). Alternatyvos H̄2 : θ1 < 0 atveju

hipotez
e atmetama, kai T < −tα(n− s), o dvipus
es alternatyvos H̄3 : θ1 6= 0 atveju � kai
|T | > tα/2(n− s).

I.3.59. Paºym
ekime β̂1 =
∑
iXi(ti − t̄)/

∑
i(ti − t̄)2, β̂0 = X̄, σ̂2 = s2 =

∑
i(Xi −

β̂0− β̂1(ti− t̄))2/(n−2). Tada: a) H0 atmetame, kai
√
n(β̂0−θ0)/(s) > tα(n−2); b) H0

atmetame, kai |β̂0−θ0|/(s) > tα/2(n−2); c)H0 atmetame, kai (β̂1−θ0)/(sd) > tα(n−2),
d2 = 1/

∑
i(ti − t̄)2; d) H0 atmetame, kai |β̂1 − θ0|/(sd) > tα/2(n− 2).

I.3.60. a) Tik
etinumo funkcija

L(λ, η) = exp{θU + ϑT} exp{nη lnλ− n ln Γ(η)}/
∏
i

Xi

priklauso dviparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Dominantis parametras
θ = η, trukdantysis parametras ϑ = −nλ ir statistikos U =

∑
i lnXi, T = X̄. Remiantis
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[2], 4.4.2 teorema egzistuoja TGN kriterijus, kuri� apibr
eºiame kaip s¡lygini� pavir²iuose
T = t. Kritin
e sritis

K = {X : U > c(T )} ⇔ {X :
∏
i

Xi > g(X̄)}.

b) Analogi²kai p. a).

I.3.61. Jungtin
es imties (XT ,Y T )T tankis

f(X,Y ;θ) = C exp{− 1

2σ2
1

∑
i

X2
i +

µ1

σ2
1

∑
i

Xi −
1

2σ2
2

∑
i

Y 2
i +

µ2

σ2
2

∑
i

Yi − b(θ)}

priklauso keturparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai, parametras θ = (µ1, µ2,
σ1, σ2)T , −∞ < µ1, µ2 <∞, 0 < σ1, σ2 <∞, C = (2π)−(m+n)/2.

Pertvarkykime tanki� taip, kad i²siskirtu� parametras µ1 − µ2 − β0:

f(X,Y ; θ, ϑ) = exp{θU(X,Y ) + ϑT (X,Y )−B(θ, ϑ)},

θ =
(µ1 − µ2 − β0)mn

mσ2
10 + nσ2

20

, ϑ =
nσ2

20(µ1 − β0) +mσ2
10µ2

mσ2
10 + nσ2

20

,

U = U(X,Y ) = X̄ − Ȳ , T = T (X,Y ) =
n

σ2
10

X̄ +
m

σ2
20

Ȳ .

Statistikos

Z =
(X̄ − Ȳ − β0)

√
mn√

mσ2
10 + nσ2

20

skirstinys, kai µ1 − µ2 = β0, yra N(0, 1) ir nepriklauso nuo ϑ, tai jis nepriklauso ir
nuo T . Remiantis [2], 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai d
el parametro θ (kartu
d
el skirtumo µ1 − µ2) reik²miu�, kai yra vienpus
es ar dvipus
e alternatyvos. Kadangi
Z yra monotoni²kai did
ejanti ir tiesin
e pagal U , tai alternatyvu� H̄1 : µ1 − µ2 > β0,
H̄2 : µ1 − µ2 < β0, H̄3 : µ1 − µ2 6= β0 atvejais kritin
es sritys yra

K1 = {(X,Y ) : Z > zα}, K2 = {(X,Y ) : Z < −zα},

K3 = {(X,Y ) : |Z| > zα/2}.

Kriteriju� galios funkcijos i²rei²kiamos standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo
funkcija Φ(x).

Paºym
ekime z statistikos Z realizacij¡. Tada P reik²miu� terminais kriterijai K1, K2,
K3 formuluojami taip: hipotez
e atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = 1− Φ(z) ≤ α, pv = Φ(z) ≤ α,

pv = 2 min(1− Φ(z),Φ(z)) = 2(1− Φ(|z|)) ≤ α.

I.3.62. Pertvarkykime tanki� taip, kad i²siskirtu� dominantis parametras µ1−µ2−β0:

f(X,Y ; θ, ϑ) = exp{θU + ϑ1T1 + ϑ2T2 −B(θ, ϑ1, ϑ2)},

U = X̄ − Ȳ , T1 = nX̄ +mȲ , T2 =
∑
i

X2
i +

∑
i

Y 2
i ,
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θ =
(µ1 − µ2 − β0)mn

(m+ n)σ2
, ϑ1 =

n(µ1 − β0) +mµ2

(m+ n)σ2
, ϑ2 = − 1

2σ2
.

Nagrin
ekime statistik¡

V = V (U, T1, T2) =
X̄ − Ȳ − β0√∑

i(Xi − X̄)2 +
∑
i(Yi − Ȳ )2

=
U − β0√

T2 − 1
m+nT

2
1 − mn

m+nU
2
.

Funkcija V yra monotoni²kai did
ejanti pagal U . Be to, jos skirstinys, kai θ = 0,
nepriklauso nuo parametru� µ1, µ2, σ (kartu nuo T1, T2). Tuo i�sitikinti galima paºym
ejus,
kad V reik²m
e nepakinta, kai Xi pakei£iama i� (Xi−µ1)/σ ir Yi pakei£iama i� (Yi−µ2)/σ.

Remiantis [2], 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijus, kai alternatyva yra H1 : θ >
0. Jo kritin
e sritis yra V ≥ c1, arba ekvivalen£ia forma T ≥ c′1,

T = V

√
mn(m+ n− 2)

m+ n
=

X̄ − Ȳ − β0√
s2

1(n− 1) + s2
2(m− 1)

√
mn(m+ n− 2)

m+ n
;

£ia s2
1 ir s2

2 yra nepaslinktieji dispersijos σ2 i�vertiniai, sudaryti pagal imti� X ir imti� Y .
Kadangi statistikos T skirstinys, kai µ1 − µ2 = β0, yra Stjudento su m + n − 2 laisv
es
laipsniu�, TGN kriterijaus kritin
e sritis yra

K1 = {(X,Y ) : T > tα(m+ n− 2)}.

Analogi²kai, kai alternatyva yra H2 : µ1 − µ2 < β0, TGN kriterijaus kritin
e sritis yra

K2 = {(X,Y ) : T < −tα(m+ n− 2)}.

Tikrinant hipotez¦ H3 : θ = 0 (arba µ1 − µ2 = β0), kai alternatyva H3 : θ 6= 0 yra
dvipus
e, tiesiogiai pritaikyti [2], 4.4.3 teoremos negalima, nes V n
era tiesin
e U funkcija.
Imkime funkcij¡

W =
X̄ − Ȳ − β0√∑

iX
2
i +

∑
i Y

2
i − 1

m+n (
∑
iXi +

∑
i Yi)

2
=

U√
T2 − 1

m+nT
2
1

,

kuri tiesi²kai priklauso nuo U . Kadangi W ir V susieti lygybe

V =
W√

1− mn
m+nW

2
,

tai W skirstinys, kai θ = 0, taip pat nepriklauso nuo T1, T2. Be to, W skirstinys,
kai θ = 0, yra simetrinis ta²ko θ = 0 atºvilgiu, tod
el, remiantis 4.4.2 teorema, TGN
kriterijaus kritin
e sritis yra |W | > c.

Funkcija |V | yra monotoni²kai did
ejanti pagal |W |. Tod
el ²i¡ kritin¦ sriti� galima
perra²yti |V | (kartu ir |T |) terminais. Gauname kritin¦ sriti�

K3 = {(X,Y ) : |T | > tα/2(m+ n− 2)}.

Paºym
ekime t statistikos T realizacij¡ ir tegu F (x|ν) yra Stjudento skirstinio su ν
laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reik²miu� terminais kriterijai K1,K2,K3

formuluojami taip: hipotez
e atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = 1− F (t|m+ n− 2) ≤ α, pv = F (t|m+ n− 2) ≤ α,
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pv = 2 min(1− F (t|m+ n− 2), F (t|m+ n− 2)) = 2(1− F (|t||m+ n− 2)) ≤ α.

I.3.63. Tanki� pertvarkykime taip:

f(X,Y ; θ, ϑ) = exp{θU + ϑ1T1 + ϑ2T2 + ϑ3T3 −B(θ, ϑ)},

θ = − 1

2σ2
2

+
1

2σ2
1

, ϑ1 = − 1

2σ2
1

, ϑ2 =
nµ1

σ2
1

, ϑ3 =
nµ2

σ2
2

,

U =
∑
i

Y 2
i , T1 =

∑
i

X2
i +

∑
i

Y 2
i , T2 = X̄, T3 = Ȳ .

Nagrin
ekime ²iu� statistiku� funkcij¡

F =
(m− 1)

∑
i(Xi − X̄)2

(n− 1)
∑
i(Yi − Ȳ )2

=
s2

1

s2
2

=
(m− 1)(T1 − U − nT 2

2 )

(n− 1)(U − nT 2
3 )

,

kuri monotonin
e pagal U . Jos skirstinys, kai θ = 0 (t. y. σ2
1 = σ2

2), yra Fi²erio skirstinys
su n−1 irm−1 laisv
es laipsniu�. Taigi F skirstinys, kai θ = 0, nepriklauso nuo parametru�
ϑ1, ϑ2, ϑ3, o kartu nuo statistiku� T1, T2, T3. Remiantis [2], 4.4.3 teorema, egzistuoja TGN
kriterijai, kai alternatyvos yra H̄1 : σ2

1 > σ2
2 , H̄2 : σ2

1 < σ2
2 vienpus
es. Ju� kritin
es sritys

yra
K1 = {(X,Y ) : F > Fα(n− 1,m− 1)},

K2 = {(X,Y ) : F < F1−α(n− 1,m− 1)};

£ia Fα(ν1, ν2) yra Fi²erio skirstinio su ν1 ir ν2 laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e.
Paºym
ekime f statistikos F realizacij¡. Tada P reik²miu� terminais kriterijai K1,K2

formuluojami taip: hipotez
e atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = 1−P{Fn−1,m−1 ≥ f} ≤ α, pv = P{Fn−1,m−1 ≤ f} ≤ α.

Kriteriju� K1,K2 galia i²rei²kiama Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija, kai jos
argumentas priklauso nuo dispersiju� santykio λ = σ2

1/σ
2
2 :

β1(λ) = P{Fn−1,m−1 >
1

λ
Fα(n− 1,m− 1)}, λ > k,

β2(λ) = P{Fn−1,m−1 <
1

λ
F1−α(n− 1,m− 1)}, λ < k.

Kai alternatyva H̄3 : θ 6= 0 yra dvipus
e, tiesiogiai pritaikyti [2], 4.4.3 teoremos nega-
lima, nes F n
era tiesin
e U funkcija. Apibr
eºkime statistik¡ W lygybe

W =
(n− 1)F

m− 1 + (n− 1)F
=

T1 − kU − nT 2
2

(T1 − nT 2
2 − knT 2

3 )
.

Statistika W yra tiesin
e pagal U . Kadangi ji i²rei²kiama per F , tai jos skirstinys, kai
θ = 0, taip pat nepriklauso nuo T1, T2, T3. Remiantis [2] 4.4.3 teorema, hipotez
e H3

atmetama, kai
W < c′1 arba W > c′2.
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Funkcija W yra monotoni²kai did
ejanti pagal F , kai 0 < F < ∞. Tod
el kritin¦ sriti�
galime perra²yti statistikos F terminais: F < c1, arba F > c2. Konstantos c1 ir c2
randamos i² s¡lygu�

E(ϕ(F )|σ2
1 = σ2

2) = P{Fn−1,m−1 < c1}+ P{Fn−1,m−1 > c2} = α,

E(Fϕ(F )|σ2
1 = σ2

2) = αE(F |σ2
1) = σ2

2 .

Tada
E(F |σ2

1 = σ2
2) = E(Fn−1,m−1) =

m− 1

m− 3
,

E(Fϕ(F )|σ2
1 = σ2

2) =
m− 1

m− 3
[P{Fn+1,m−3 < c1}+ P{Fn+1,m−3 > c2}].

Lyg£iu� sistema parametrams c1 ir c2 rasti gali bu	ti uºra²yta taip:{
P{c1 < Fn−1,m−1 < c2} = 1− α,
P{c1 < Fn+1,m−3 < c2} = 1− α.

Prakti²kai vietoje K3 TGN kriterijaus daºniau naudojamas paslinktasis, ta£iau pa-
pras£iau randamas simetrinis kriterijus, kurio kritin
e sritis

K̃3 = {(X,Y ) : F < F1−α/2(n− 1,m− 1), arba F > Fα/2(n− 1,m− 1)},

P reik²miu� terminais kriterijus formuluojamas taip: hipotez
e atmetama, kai teisinga
nelygyb
e

pv = 2 min(1−P{Fn−1,m−1 ≤ f},P{Fn−1,m−1 ≥ f}) ≤ α.

I.3.64. Tik
etinumo funkcij¡ L(µ,Σ) uºra²ykime tokiu pavidalu

L(µ,Σ) = exp{θU + ϑ1T1 + ϑ2T2 + ϑ3T3 + ϑ4T4 −B(θ,ϑ)},

£ia θ = ρ/(σ1σ2(1− ρ2)) yra dominantis parametras

ϑ1 =
−1

2σ2
1(1− ρ2)

, ϑ2 =
−1

2σ2
2(1− ρ2)

, ϑ3 =
1

(1− ρ2)
(
µ1

σ2
1

− ρµ2

σ1σ2
),

ϑ4 =
1

(1− ρ2)
(
µ2

σ2
2

− ρµ1

σ1σ2
)

trukdantieji parametrai; statistikos

U =
∑
i

XiYi, T1 =
∑
i

X2
i , T2 =

∑
i

Y 2
i , T3 =

∑
i

Xi, T4 =
∑
i

Yi.

Turime penkiaparametr¦ eksponentinio tipo skirstiniu� ²eim¡. Hipotez
e H : ρ = 0 ekvi-
valenti hipotezei H : θ = 0. Nagrin
ekime statistik¡

r = r(U,T ) =
s12

s1s2
=

∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑

i(Xi − X̄)2
∑
i(Yi − Ȳ )2

=
U − T3T4/n√

(T1 − T 2
3 /n)(T2 − t24/n)

.

Statistikos r skirstinys nepriklauso nuo parametru� µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 . Kai hipotez
e H :

ρ = 0 yra teisinga, tai r skirstinys nepriklauso nuo parametro ϑ = (ϑ1, ϑ2, ϑ3, ϑ)T , o
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kartu pa£iu ir nuo statistikos T = (T1, T2, T3, T4)T . Kadangi r yra tiesin
e U funkcija, tai
remiantis [2] 4.4.3 teorema, tikrinant hipotez¦ H : ρ = 0 , kai alternatyvos yra H̄1 : ρ > 0
arba H̄2 : ρ < 0, egzistuoja TGN kriterijai, kuriu� atmetimo sritys r > c2, arba r < c1.
Dvipus
es alternatyvos H̄3 : ρ 6= 0 atveju, remiantis statistikos r skirstinio simetri²kumu
0 atºvilgiu, TGN kriterijus atmeta hipotez¦, kai |r| > d. Jeigu kriterijaus reik²mingumo
lygmuo α, tai konstantos c1, c2, d randamos i² s¡lygu�

F (c1|0) = α, 1− F (c2|0) = α, F (−d|0) + 1− F (d|0) = α,

£ia F (x|ρ) � statistikos r pasiskirstymo funkcija; tankio funkcija f(x|ρ) pateikta I.2.169
pratime. Kai ρ = 0, tankis yra

f(x|0) =
1√
π

Γ(n−1
2 )

Γ(n−2
2 )

(1− r2)
n−4
2 .

Atlik¦ a. d. r transformacij¡: t =
√
n− 2r/

√
1− r2, gauname, kad t ∼ S(n− 2), kai

ρ = 0. Kadangi t yra monotoni²kai did
ejanti r funkcija, tai pateiktieji reik²mingumo
lygmens α TGN kriterijai i�gauna toki� pavidal¡

t > tα(n− 2), t < −tα(n− 2), |t| > tα/2(n− 2).

Tegu S(x|ν) yra Stjudento skirstinio su ν laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija.
Tada P reik²miu� terminais kriterijai formuluojami taip: hipotez
e atmetama, kai atitinka-
mai teisingos nelygyb
es

pv = 1− S(t|n− 2) ≤ α, pv = S(t|n− 2) ≤ α,

pv = 2 min(1− S(t|n− 2), S(t|n− 2)) = 2(1− S(|t||n− 2)) ≤ α;

²iose nelygyb
ese t yra statistikos realizacija.

I.3.65. a) Tik
etinumu� santykis

Λ =
maxµ,Σ:ρ=ρ0 L(µ,Σ)

maxµ,Σ L(µ,Σ)
=
L(µ̃, Σ̃)

L(µ̂, Σ̂)
;

£ia µ̂, Σ̂ yra parametru� µ, Σ DT i�vertiniai, o µ̃, Σ̃ DT i�vertiniai, surasti esant s¡lygai
ρ = ρ0.

Parametru� µ,Σ DT i�vertiniai (ºr. [4], 1.2 skyreli�) yra µ̂1 = X̄, µ̂2 = Ȳ , Σ̂ = S/n;S =
[Sij ]2×2, S11 =

∑
i(Xi − X̄)2, S22 =

∑
i(Yi − Ȳ )2, S12 = S21 =

∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ), o

tik
etinumo funkcijos maksimumas

L(µ̂, Σ̂) = (
√

2π)−nnne−n|S|−n/2.

Uºra²¦ tik
etinumo funkcij¡, kai ρ = ρ0, tokiu pavidalu

L(µ,Σ) =
1

(
√

2π(1− ρ2
0)σ1σ2)n

exp

{
− 1

2(1− rho2
0)

S11

σ2
1

− 2ρ0
S12

σ1σ2
+
S2

22

σ2
2

}

exp

{
− n

2(1− ρ2
0)

[
(X̄ − µ1)2

σ2
1

− 2ρ0
(X̄ − µ1)(Ȳ − µ2)

σ1σ2
+

(Ȳ − µ2)2

σ2
2

]}
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matome, kad paskutinis daugiklis i�gyja maksimali¡ reik²m¦ 1, kai µ̃1 = µ̄1 = X̄, µ̃2 =
µ̄2 = Ȳ . Lieka rasti daugiklio, priklausan£io nuo σ1 ir σ2, maksimum¡. Logaritmuodami
gauname

h(σ1, σ2) = −n lnσ1 − n lnσ2 −
1

2(1− ρ2
0)

[
S11

σ2
1

− 2ρ0
S12

σ1σ2
+
S222

σ2
2

].

Prilygin¦ funkcijos h i²vestines pagal σ1 ir σ2 nuliui, gauname lyg£iu� sistem¡

S11

σ2
1

− ρ0
S12

σ1σ2
= n(1− ρ2

0),

S22

σ2
2

− ρ0
S12

σ1σ2
= n(1− ρ2

0).

At
em¦ i² pirmosios lygties antr¡j¡ gauname, kad S11/σ
2
1 = S22/σ

2
2 . I�ra²¦ i� pirm¡j¡ lygti�

randame
S11

σ2
1

− ρ0r
S11

σ2
1

⇒ σ̃2
1 =

S11(1− ρ0r)

n(1− ρ2
0)

= σ̂2
1

1− ρ0r

1− ρ2
0

.

Analogi²kai i² antrosios lygties gauname

S22

σ2
2

− ρ0r
S22

σ2
2

⇒ σ̃2
2 =

S22(1− ρ0r)

n(1− ρ2
0)

= σ̂2
2

1− ρ0r

1− ρ2
0

.

Naudodami ²iuos i�vertinius gauname tik
etinumo funkcijos s¡lygini� maksimum¡

L(µ̃, Σ̃) =

√
2π
−n
nne−n(1− rho2

0)n/2

(S11S22)n/2(1− rho0r)n
.

Tada

Λ2/n =
(1− ρ2

0)(1− r2)

(1− ρ0r)2
.

Tik
etinumu� santykio kriterijus atmeta hipotez¦, kai Λ i�gyja maºas reik²mes (ºr. [2], 4.6.1
skyreli�). Spr¦sdami nelygyb¦

(1− ρ2
0)(1− r2) < c(1− ρ0r)

2

r atºvilgiu gausime, kad hipotez
e atmetama, kai

r < d1(c) =
cρ0 − (1− ρ2

0)
√

1− c
1− ρ2

0(1− c)
arba r > d2(c) =

cρ0 + (1− ρ2
0)
√

1− c
1− ρ2

0(1− c)
.

Parametr¡ c reikia parinkti taip, kad

F (d1(c)|ρ0) + 1− F (d2(c)|ρ0) = α;

£ia F (x|ρ) yra statistikos r pasiskirstymo funkcija.
b) Hipotez¦ atmetame, kai r < c1 arba r > c2. Konstantos c1 ir c2 randamos i² s¡lygu�

F (c1|ρ0) = α/2, 1− F (c2|ρ0) = α/2,
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arba P reik²miu� terminais hipotez
e atmetama, kai

pv = 2 max(F (r|ρ0), 1− F (r|ρ0)) < α,

£ia r yra empirinio koreliacijos koe�ciento realizacija.
c) Vienpusiu� alternatyvu� H̄1 : ρ > ρ0, H̄2 : ρ < ρ0 atvejais natu	ralu naudoti vienpu-

sius kriterijus. Hipotez
e atmetama, kai atitinkamai

pv = 1− F (r|ρ0) < α, pv = F (r|ρ0) < α, pv = 2 min(F (r|ρ0), 1− F (r|ρ0)) < α.

�iose nelygyb
ese r yra empirinio koreliacijos koe�ciento realizacija.
I�rodyta (ºr. [12]), kad pateiktieji kriterijai yra TG tarp kriteriju�, kuriu� statistikos

invarianti²kos poslinkio ir mastelio transformaciju� atºvilgiu.

I.3.66. Prakti²kai daºniau naudojami apytikslieji kriterijai, kurie grindºiami statis-
tikos r Fi²erio transformacija

Z = Z(r) =
1

2
ln

1 + r

1− r

ir a. d. Z asimptotiniu (n→∞) normalumu

Vn(ρ0) =
√
n− 3

(
1

2
ln

1 + r

1− r
− 1

2
ln

1 + ρ0

1− ρ0

)
d→ Y ∼ N(0, 1),

kai tikroji parametro reik²m
e yra ρ0. Apytikslieji kriterijai gaunami lyginant Vn(ρ0)
su standartinio normaliojo skirstinio kritin
emis reik²m
emis. Gauname tokias apytiksliu�
kriteriju� kritines sritis

Vn(ρ0) > zα, Vn(ρ0) < −zα, |Vn(ρ0)| > zα/2.

Paºym
ekime v statistikos Vn(ρ0) realizacij¡. Tada kriterijus galima suformuluoti
asimptotiniu� P reik²miu� pva terminais: hipotez
e atmetama, kai atitinkamai teisingos
nelygyb
es

pva = 1− Φ(v) ≤ α, pva = Φ(v) ≤ α,

pva = 2 min(1− Φ(v),Φ(v)) = 2(1− Φ(|v|)) ≤ α.

I.3.67. Paºym
ekime Zi = Xi − Yi, i = 1, 2, ..., n. Tada Z = (Z1, ..., Zn)T yra
paprastoji imtis a. d. Z ∼ N(µ, σ2), µ = µ1 − µ2, σ2 = V Z = σ2

1 − 2ρσ1σ2 +
σ2

2 . Vietoje hipotez
es H galime tikrinti analogi²k¡ hipotez¦ d
el normaliojo skirstinio
vidurkio µ reik²m
es naudodamiesi imtimi (Z1, ..., Zn)T , kai dispersija σ2 yra neºinoma
(ºr. I.3.51,I.3.52 pratimus).

I.3.68. Jungtin
es imties tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu) priklauso dvipara-
metrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Ji� galime pertvarkyti taip:

f(X,Y |λ1, λ2) = exp{θU + ϑT −B(θ, ϑ)}h(X,Y ),

θ = ln
λ2

λ1
, ϑ = lnλ1, U =

∑
i

Xi, T =
∑
i

Xi +
∑
i

Yi,

B(θ, ϑ) = mλ1 + nλ2.
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Remiantis [2], 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotez
ems d
el θ (kartu ir d
el san-
tykio λ1/λ2) reik²miu� tikrinti. Jie sudaromi kaip s¡lyginiai pavir²iuose T = t. Kadangi
s¡lyginis U skirstinys, kai T = t, λ1/λ2 = c0, yra binominis B(t,mc0/(mc0 + n)), tai
kriterijus hipotezeiH : λ1/λ2 = c0 tikrinti sudarome kaip ir kriterijus d
el binominio skirs-
tinio tikimyb
es p reik²miu� (ºr. I.3.35 pratim¡), kur tikimyb
es p hipotetine reik²me reikia
laikyti p0 = mc0/(mc0 + n). Tikrinant hipotez¦ reikia tarti, kad Bernulio eksperimentu�
skai£ius t, o teigiamu� i�vykiu� skai£ius yra U .

I.3.69. Turime dvi n. a. d. X ir Y , pasiskirs£iusiu� pagal Puasono d
esni� su parame-
trais λ1 ir λ2, imtis, kuriu� didumai m = 2 ir n = 1. Reikia patikrinti hipotez¦
H3 : λ1/λ2 = 1/5, kai alternatyva H̄3 : λ1/λ2 6= 1/5. Vietoje ²ios hipotez
es tikri-
name hipotez¦ H ′3 : p = p0 = 2/7, kai alternatyva yra H̄ ′3 : p 6= 2/7, o bandymu�
skai£ius yra a. d. T = X1 + X2 + Y , jo realizacija t = 73; teigiamo i�vykio i�vykimu�
skai£iaus U = X1 + X2 realizacija u = 28. Randame tikimyb
es pasikliovimo interval¡,
kurio pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95. Gauname (p, p) = (0, 272, 0, 505). Kadangi
p0 = 0, 286 patenka i� ²i� interval¡, tai darome i²vad¡, kad turimi steb
ejimai suformu-
luotai hipotezei neprie²tarauja. Naudodami kriteriju� P reik²miu� terminais, randame
pv = 2 min(I5/7(45, 29), I2/7(28, 46)) = 2 min(0, 9736, 0, 0454) = 0, 0908 > 0, 05.
Hipotez
e neatmetama.

I.3.70. a) A. d. X1 s¡lyginis skirstinys (X1|X1 +X2 = N) ∼ B(N, p), p = λ1/(λ1 +
λ2). Hipotez¦ H0 atmetame, kai X1 < k, ir atmetame su tikimybe γ, kai X1 = k; £ia
k yra maºiausias sveikasis skai£ius, kuriam galioja nelygyb
e

∑k−1
m=0 C

m
N /2

N = p ≤ α;
γ = (α− p)/(CkN/2N ); N = X1 +X2.

b) β =
∑k−1
m=0 C

m
N 2N−m/3N + γCkN2N−k/3N pirmaisiais trimis atvejais ir

β =

k−1∑
m=0

CmN 4N−m/5N + γCkN4N−k/5N

paskutiniu atveju.

I.3.71. Jungtin
es imties tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu) priklauso dvipara-
metrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Ji� galime pertvarkyti taip:

f(X,Y , |p1, p2) = exp{θU + ϑT −B(θ, ϑ)},

θ = ln

(
p1(1− p2)

(1− p1)p2

)
, ϑ = ln

p2

1− p2
, U =

∑
i

Xi, T =
∑
i

Xi +
∑
i

Yi.

Remiantis [2], 4.4.1 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotez
ems d
el θ reik²miu�
tikrinti. Jie sudaromi kaip s¡lyginiai pavir²iuose T = t. Hipotez
e H : θ = 0 yra ek-
vivalenti hipotezei H ′ : p1 = p2. Nesunkiai patikriname, kad kai tikimyb
es vienodos
p1 = p2, a. d. U s¡lyginis skirstinys, kai T = t, yra hipergeometrinis H(n+m, n, t).

Vadinasi, hipotez
e H, kai alternatyva yra H̄1 : p1 > p2, taikant nerandomizuot¡
kriteriju�, yra atmetama, kai U ≥ k′; £ia k′ yra maºiausias sveikasis skai£ius, tenkinantis
nelygyb¦

1−H(k′ − 1|n+m, n, t) =

min(n,t)∑
i=k′

CinC
t−i
m

Ctn+m

≤ α.
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Norint i�sitikinti, kad U pateko i� kritin¦ sriti�, galima apskai£iuoti P reik²m¦, t. y.
hipotez¦ atmesti, kai 1−H(u− 1|n+m, n, t) ≤ α; £ia u yra statistikos U realizacija.

Analogi²kai, kai alternatyva yra H̄2 : p1 < p2, kritin
e sritis gali bu	ti uºra²yta taip:
pv = H(u|n+m, n, t) ≤ α.

Kai alternatyva H̄3 : p1 6= p2 yra dvipus
e, H atmetama, kai teisinga kuri nors i²
pateiktu� nelygybiu�, kuriose α reikia pakeisti i� α/2.

I.3.72. Tarkime, p1 ir p2 yra tikimyb
es, kad susirgs pirmosios ir antrosios grupiu�
darbininkai. Reikia patikrinti hipotez¦ H1 : p1 = p2, kai alternatyva yra H̄1 : p1 < p2.
Parinkime reik²mingumo lygmeni� α = 0, 05. Tada n + m = 25, t = 6 + 4 = 10, u =
6, n = 20. Naudojantis I.3.71 pratimo kriterijumi, hipotez¦ reikia atmesti, jeigu suma

pv = H(u|n+m, n, t) =

u∑
i=max(0,t−m)

CinC
t−i
m

Ctn+m

≤ 0, 05.

Tada (kadangi t−m = 5, tai suma turi tik du d
emenis)

pv = H(6|25, 10, 20) =
C5

20C
5
5

C10
25

+
C6

20C
4
5

C10
25

= 0, 064.

Taigi i²keltosios hipotez
es neatmetame.

I.3.73. Paºym
ekime Si =
∑ni
j=1Xij , i = 1, 2. Tik
etinumo funkcija

L = h(X1,X2) exp{−θS1 − ϑ(S1 + S2)−B(θ, ϑ)}, θ = θ1 − θ2, ϑ = θ2.

Kadangi esant teisingai hipotezei H : θ1 = θ2 (arba θ = 0) statistika S1/(S1 + S2) ∼
Be(n1γ1, n2γ2), tai remdamiesi [2], 4.4.3 teorema TGN kriterijus galime suformuluoti
naudodami beta skirstini�.

I.3.74. a) Atlikime transformacij¡ Ui = ∆0Xi + Yi, Zi = Xi − Yi/∆0, i = 1, ..., n.
Tada hipotez
e H0 : σ2/σ1 = ∆0 yra ekvivalenti hipotezei, kad koreliacijos koe�cien-
tas ρ = ρ(Ui, Zi) = 0. Statistika R yra empirinio koreliacijos koe�ciento, apskai£i-
uoto pagal imti� (Ui, Zi)

T , i = 1, ..., n, modulis; b) (n − 2)R2/(1 − R2) ∼ F (1, n − 2);
c) Atlikime transformacij¡ Ui = Xi + Yi, Zi = Xi − Yi, i = 1, ..., n. Tada statistika

V = |Z̄|/
√∑

i(Zi − Z̄)2; d) (n− 1)V 2 ∼ F (1, n− 1).

I.3.75. a) Remiantis I.2.13 pratimu V/θ ∼ χ2(2n − 2). Hipotez
e atmetama, kai
V < c1 arba V > c2. Lygtys konstantoms c1, c2 apskai£iuoti randamos analogi²kai
I.3.30 pratimui. Imant simetri²kus kriterijus hipotez
e atmetama, kai V < χ2

1−α/2 arba
V > χ2

α/2.
b) Remiantis I.2.13 ir I.2.14 pratimais X(1) ir V nepriklausomi; X(1) ∼ E(a, θ/n).

Jei teisinga hipotez
e H : a = 0, tai X(1) ∼ E(θ/n) ir n(n − 2)X(1)/V ∼ F (2, 2n − 2).
Hipotez
e atmetama simetri²ku reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

n(n− 2)X(1)

V
< F1−α/2(2, 2n− 2), arba

n(n− 2)X(1)

V
> Fα/2(2, 2n− 2).
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I.3.5 skyrelis

I.3.76. Paºym
ekime n = n1 + ...+ nk,

Xi(1) = min(Xi1, ..., Xini), X(1) = min(X1(1), ..., Xk(1)).

Tada
a) tik
etinumu� santykis Λ =

∏k
i=1(σ̂i/σ̃i)

ni ,

σ̂i =

ni∑
j=1

(Xij −Xi(1))/ni, σ̃i =

ni∑
j=1

(Xij −X(1))/ni;

b) Λ =
∏k
i=1(σ̂i/σ̂)ni , σ̂ =

∑k
i=1 niσ̂i/n; c) Λ = (σ̂/σ̃)n, σ̃ =

∑k
i=1 niσ̃i/n.

I.3.77. a) Tik
etinumu� santykis

Λ =
maxµ=µ0,σ2 L(µ, σ2)

maxµ,σ2 L(µ, σ2)
=
L(µ0, σ̃2)

L(µ̂, σ̂2)
=

(
σ̂2

σ̃2

)n/2
;

£ia σ̂2 = m2 = (n − 1)s2/n =
∑
i(Xi − X̄)2/n yra dispersijos σ2 DT i�vertinys, o σ̃2 =∑

i(Xi − µ0)2/n yra dispersijos σ2 DT i�vertinys, kai µ = µ0. Gauname

Λ2/n =
1

1 + n(X̄ − µ0)2/((n− 1)s2)
=

1

1 + t2(X)/(n− 1)
.

Taigi
{X : Λ < c} ⇔ {X : |t(X)| > tα/2(n− 1)}.

b) Tik
etinumu� santykis

Λ =
maxµ,σ2=σ2

0
L(µ, σ2)

maxµ,σ2 L(µ, σ2)
= (m2/σ

2
0)n/2e−nm2/(2σ

2
0)+n/2.

Funkcija h(x) = xn/2e−nx/2 did
ejanti intervale (0, 1) ir maº
ejanti intervale 1,∞. Gau-
name

Λ < c ⇔ nm2

σ2
0

< c1 arba
nm2

σ2
0

> c2.

I.3.78. Tik
etinumu� santykis

Λ =
maxπi=π0

i
L(π1, ..., πk)

maxπi L(π1, ..., πk)
=
L(π0

1 , ..., π
0
k)

L(π̂1, ..., π̂k)
=

∏k
i=1(π0

i )Vi∏k
i=1(Vi/n)Vi

;

£ia π̂i = Vi/n yra parametro πi DT i�vertinys (ºr. I.2.131 pratim¡). Gauname

Λ =

(
k∏
i=1

(π0
i /π̂i)

π̂i

)n
.

I.3.79. Remiantis [2], 3.5.4 skyreliu −2 ln Λ
d→ χ2

k−1. Skleidºiant −2 ln Λ eilute (ºr.
[4], 2.2.1 teorem¡) gaunama, kad −2 ln Λ =

∑
i(Vi − nπ0

i )2/(nπ0
i ) + oP (1).
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I.3.80. a) Tik
etinumu� santykis

Λ =
maxµ1=µ2,σ2 L(µ1, µ2, σ

2)

maxµ1,µ2,σ2 L(µ1, µ2, σ2)
=
L(µ̃1, µ̃2, σ̃2)

L(µ̂1, µ̂2, σ̂2)
=

(
σ̂2

σ̃2

)n
,

£ia µ̂1 = X̄, µ̂2 = Ȳ , σ̂2 = [
∑
i(Xi − X̄)2 +

∑
i(Yi − Ȳ )2]/(2n) yra parametru� µ1, µ2, σ

2

DT i�vertiniai, o µ̃1 = µ̃2 = (X̄ + Ȳ )/2,

σ̃2 = [
∑
i

(Xi − µ̃1)2 +
∑
i

(Yi − µ̃2)2]/(2n) = (n− 1)(s2
1 + s2

2)/(2n) + n(X̄ − Ȳ )2/4

yra parametru� µ1, µ2, σ
2 DT i�vertiniai, kai µ1 = µ2.

Vienodo didumo im£iu� atveju Stjudento statistika

T = T (X,Y ) =
√
n(X̄ − Ȳ )/

√
s2

1 + s2
2 ∼ S(2n− 2),

kai hipotez
e teisinga. Gauname

Λ1/n =
1

1 + nT 2(X,Y )/(2(n− 1))
.

Tik
etinumu� santykis Λ yra monotoni²kai maº
ejantis T 2 atºvilgiu. Taigi

Λ < c ⇔ |T (X,Y )| > tα/2(2(n− 1)).

b) Tik
etinumu� santykis

Λ =
maxµ1,µ2,σ2

1=σ2
2
L(µ1, µ2, σ

2
1 , σ

2
2)

maxµ1,µ2,σ2
1 ,σ

2
2
L(µ1, µ2, σ2

1 , σ
2
2)

=
(σ̂2

1)n/2(σ̂2
2)n/2

((σ̂2
1 + σ̂2

2)/2)n
;

£ia σ̂2
1 =

∑
i(Xi − X̄)2/n = (n − 1)s2

1/n, σ̂2
2 =

∑
i(Yi − Ȳ )2/n = (n − 1)s2

2/n yra
parametru� σ2

1 ir σ2
2 DT i�vertiniai. Fi²erio statistika F = s2

1/s
2
2 ∼ F (n − 1, n − 1), kai

hipotez
e teisinga. Gauname

Λ1/n =
2s1s2

s2
1 + s2

2

= 2

√
F

1 + F
.

Nelygyb
e Λ < c ekvivalenti nelygybei 2
√
F/(1 + F ) > d, d > 0. Funkcija h(x) =

2x/(1 + x2), kai x > 0, did
eja nuo 0 iki 1, kai x kinta nuo 0 iki 1, ir maº
eja nuo 1 iki 0,
kai x kinta nuo 1 iki ∞. Taigi

Λ < c ⇔ F < c1 arba F > c2.

I.3.81. Tik
etinumu� santykis Λ = [1/(1 + kF/(n− k))]n/2.

I.3.82. Tik
etinumu� santykis

Λ = p̂S1(1− p̂)n1−S1 p̂S2(1− p̂)n2−S2/[p̂S1
1 (1− p̂1)n1−S1 p̂S2

2 (1− p̂2)n2−S2 ];
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S1 = X1+...+Xn1
, S2 = Y1+...+Yn2

, p̂1 = S1/n1, p̂2 = S2/n2, p̂ = (S1+S2)/(n1+n2).

Remiantis I.3.79 pratimu −2 ln Λ
d→ χ2

1.

I.3.83. Λ = p̂S(1− p̂)n−S/(
∏k
i=1 p̂

Si
i (1− p̂i)ni−Si), S = S1 + ...+Sk, n = n1 + ...+

nk, p̂ = S/n, p̂i = Si/ni, i = 1, 2, ..., k; −2 ln Λ
d→ χ2

k−1, kai ni → ∞, i = 1, 2, ..., k, ir
hipotez
e H : p1 = p2 = ... = pk yra teisinga.

I.3.84. Tik
etinumu� santykis Λ = (λ̂S1+S2/(λ̂S1
1 λ̂S2

2 )) exp{n1λ̂1 +n2λ̂2− (n1 +n2)λ̂};
S1 = X1+...+Xn1

, S2 = Y1+...+Yn2
, λ̂1 = S1/n1, λ̂2 = S2/n2, λ̂ = (S1+S2)/(n1+n2).

Remiantis I.3.79 pratimu 2 ln Λ
d→ χ2

1.

I.3.85. Λ = λ̂S/(
∏k
i=1 λ̂

Si
i ), S = S1 + ... + Sk, n = n1 + ... + nk, λ̂ = S/n, λ̂i =

Si/ni, i = 1, 2, ..., k; −2 ln Λ
d→ χ2

k−1, kai ni → ∞, i = 1, 2, ..., k, ir hipotez
e H : λ1 =
λ2 = ... = λk yra teisinga.

I.3.86. A. d. X̄/Ȳ ∼ (θ1/θ2)F2n1,2n2
; £ia Fm,n � a. d., turintis Fi²erio skirstini� su m

ir n laisv
es laipsniu�. Tik
etinumu� santykis

Λ =
maxθ1=θ2 L(θ1, θ2)

maxθ1,θ2 L(θ1, θ2)
=

L(θ̃, θ̃)

L(
ˆ

θ1, θ̂2)
,

£ia θ̂1 = X̄, θ̂2 = Ȳ yra parametru� θ1, θ2 DT i�vertiniai, θ̃ = (n1X̄ + n2Ȳ )/(n1 + n2) yra
parametro θ i�vertinys, kai θ1 = θ2 = θ. Gauname

Λ =
(n1 + n2)n1+n2

nn1
1 nn2

2

(n1X̄)n1(n2Ȳ )n2

(n1X̄ + n2Ȳ )n1+n2
= (

n1 + n2

n2
)n1+n2

Fn1

1 + n1F/n2

n1+n2

Λ < c ⇔ F < c1 arba F > c2.

Tegu alternatyva yra H̄ : θ1 > θ2. Tada hipotez
e H atmetama, kai

X̄/Ȳ > Fα(2n1, 2n2),

o kriterijaus galia β(θ2) = P{F2n1,2n2 > (θ2/θ1)Fα(2n1, 2n2)}, θ2 < θ1.

I.3.87. Nurodymas. Pasinaudokime tuo, kad a. d. V =
∑
i(mi−np0

i )
2/(np0

i ) apytiks-
liai turi χ2 skirstini� su 3 laisv
es laipsniais; £ia p0

i � tikimyb
e, kad a. d. X ∼ N(0, 1/4) i�gijo
reik²m¦ i² i-ojo intervalo: p0

1 = 0, 00135; p0
2 = 0, 1573; p0

3 = 0, 6827; p0
4 = 0, 15865. Atsi-

tiktinis dydis V i�gijo reik²m¦ 2,6578. Asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2
3 > 2, 6578} =

0, 4474. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

I.3.88. Analogi²kai kaip ir I.3.87 pratime gauname, kad a. d. V , kuris apytiksliai
turi χ2 skirstini� su 3 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 19,453. Asimptotin
e P -reik²m
e
pva = P{χ2

3 > 19, 453} = 0, 00022. Hipotez¦ atmetame.

I.3.89. Atsitiktinis dydis V , kuris apytiksliai turi χ2 skirstini� su 2 laisv
es laipsniais,
i�gijo reik²m¦ 5,3446. Asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2

2 > 5, 3446} = 0, 0691. Hipotez¦
atmetame, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0691. Tikrindami hipotez¦ H :
X ∼ B(2, p), apskai£iuojame statistikos V̂ = (m0−np̂2)2/(np̂2)+(m1−n2p̂q̂)2/(n2p̂q̂)+
(m2 − nq̂2)2/(nq̂2), kuri apytiksliai turi χ2 skirstini� su 1 laisv
es laipsniu, reik²m¦; £ia
p̂ yra tikimyb
es p DT i�vertinys. Gauname p̂ = = (1017 + 1054)/4040 = 0, 5126; V̂ =
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0, 2317. Asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2
1 > 0, 2317} = 0, 6303. Atmesti hipotez¦ n
era

pagrindo.

I.3.90. Parametro p DT i�vertis p̂ = 0, 2675. Analogi²kai kaip I.3.89 pratime statis-
tikos V̂ , kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi χ2 skirstini� su 1 laisv
es laipsniu,
reik²m
e yra V̂ = 0, 757. Asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2

1 > 0, 757} = 0, 3843. Tod
el
atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

I.3.91. Parametro p DT i�vertis p̂ = 0, 1232. Analogi²kai kaip I.3.89 pratime statis-
tikos V̂ , kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi χ2 skirstini� su 1 laisv
es laipsniu,
reik²m
e lygi 0, 444. Tod
el atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

I.3.6 skyrelis

I.3.92. n ≥ 74.

I.3.93. ≤ 0, 6737; n ≥ 133.

I.3.94. Taikant TGN kriteriju� n ≥ 45, taikant simetrini� kriteriju� n ≥ 47.

I.3.95. Pereiname prie logaritmu�. Kadangi atmesti dispersiju� lygyb
es hipotez¦ n
era
pagrindo, tai taikome kriteriju� esant vienodoms dispersijoms. Statistikos T realizacija
t = 4, 2745; P reik²m
e pv = 9, 45× 10−5. Hipotez
e atmetama.

I.3.96. Pagal turimus duomenis randame vidurinio laikotarpio vidurkio ir kvadra-
tinio nuokrypio i�ver£ius X̄0 = 16, 563, s0 = 1, 5362 ir taikome Stjudento dvieju� im£iu�
kriteriju�. Lygindami pirm¡ ir vidurini� laikotarpius, gauname statistikos T realizacij¡
0,8761, o lyginant vidurini� ir paskutini� laikotarpius statistikos T realizacija yra −1, 5652;
atitinkamos P reik²m
es esant dvipusei alternatyvai yra 0,3841 ir 0,1222. Atmesti hipotez¦
n
era pagrindo.

I.3.97. Neatmetama.

I.3.98. n ≥ 211; n ≥ 74; n ≥ 31.

I.3.99. Dispersiju� lygyb
es hipotez
e neatmetama, nes a. d., turintis Fi²erio skirstini�
F (7, 9), i�gijo reik²m¦ 1,9584; sisteminiu� paklaidu� vienodumo hipotez
e neatmetama, nes
a. d., turintis Stjudento skirstini� S(16), i�gijo reik²m¦ 0,4099.

I.3.100. Tikriname hipotez¦ H : σ2
1 = σ2

2 , kai alternatyva yra H̄ : σ2
1 < σ2

2 . Statistika
F = s2

1/s
2
2, kuri esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� su ν1 = 10 ir ν2 = 10 laisv
es

laipsniu�, i�gijo reik²m¦ 0,1783. P reik²m
e pv = P{F10;10 < 0, 1783} = 0, 0059. Hipotez¦
atmetame, kai α ≥ 0, 0059.

I.3.101. a) Tik
etinumu� santykio statistika R̃TS i�gijo reik²m¦ 1,8931; asimptotin
e P
reik²m
e pva = P{χ2

2 > 1, 8931} = 0, 3881; atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. b) Hipotez
e
neatmetama.

I.3.102. Tik
etinumu� santykio statistika i�gijo reik²m¦ 0,3086; atmesti hipotez¦ n
era
pagrindo.

I.3.103. a) Statistika Z i�gijo reik²m¦ 1,882. Tegu F (x|ν) yra Stjudento skirstinio
su ν laisv
es laipsniu� pasiskirstymo funkcija. Tada P -reik²m
e pv = 2[1− F (1, 882|18)] =
0, 0761. Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi hipotez
e neatmetama. b) Statis-
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tika T i�gijo reik²m¦ 3,2143. P reik²m
e pv = 2[1 − F (3, 2143|8)] = 0, 0106; hipotez¦
atmetame, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo α vir²ija 0,0106. c) Pagal prasm¦ a. d.X
ir Y yra teigiamai priklausomi (jei gretimu� sklypeliu� ºem
e derlingesn
e, tai abu a. d. X ir
Y tur
es tendencij¡ i�gyti didesnes reik²mes ir atvirk²£iai). Tod
el lentel
es duomenis reikia
traktuoti kaip 10 dvima£io a. v. (X,Y )T realizaciju�.

I.3.104. Koreliacijos koe�ciento i�vertis ρ̂ = r = 0, 7055. Statistika U i�gijo reik²m¦
2,8157. Jeigu hipotez
es H : ρ = 0 alternatyva yra H̄ : ρ > 0, tai P reik²m
e pv =
1−F (2, 8157|8) = 0, 0113; nepriklausomumo hipotez
eH : ρ = 0 atmetama, kai kriterijaus
reik²mingumo lygmuo α ≥ 0, 0113.

I.3.105. Statistika T i�gijo reik²m¦ 1,7718. Jeigu alternatyva yra H̄ : θ >0, tai P
reik²m
e pv = 1− F (1, 7718|15) = 0, 0484. Hipotez
e H : θ = 0 atmetama, kai kriterijaus
reik²mingumo lygmuo α ≥ 0, 0484.

I.3.106. Tikriname hipotez¦ d
el a. d. X ir Y vidurkiu� lygyb
es. Statistika T i�gijo
reik²m¦ 4,1212. Jeigu alternatyva dvipus
e, tai P reik²m
e pv = 2[1 − F (4, 1212|9) =
0, 0026. Hipotez
e H : θ = 0 atmetama, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo α ≥ 0, 0026.

I.3.107. Statistika T = X1+...+Xn i�gijo reik²m¦ t = 185. P reik²m
e pv = P{χ2
400 <

2t} = 0, 1435. Hipotez¦ atmesti n
era pagrindo.

I.3.108. Hipotez
e neatmetama. Pasikliovimo intervalas uºdengia hipotetin¦ reik²m¦
λ0.

I.3.109. Hipotez
e neatmetama. Pasikliovimo intervalas uºdengia hipotetin¦ reik²m¦
λ0.

I.3.110. a) Tik
etinumu� santykio statistika RTS i�gijo reik²m¦ 19,3386; asimptotin
e
P reik²m
e pva = P{χ2

6 > 19, 3386} = 0, 0036. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus
reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0036. b) Tik
etinumu� santykio statistika RTS i�gijo reik²m¦
5,1783; asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2

4 > 5, 1783} = 0, 2695. Hipotez
e neatmetama.

I.3.111. Antros ru	²ies gaminiu� skai£ius 277; nerandomizuoto kriterijaus P reik²m
e
pv = P{S ≥ 277}; £ia S ∼ B(1000; 0, 25); randame pv = 0, 0275. Hipotez
e atmetama,
jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0275.

I.3.112. Tikrinama hipotez
e H : λ1 = λ2. Jei alternatyva yra H̄ : λ1 > λ2, tai
P reik²m
e pv = P{S ≥ 150}; £ia S ∼ B(400; 1/3). Randame pv = 0, 0442. Hipotez
e
atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0442.

I.3.113. P reik²m
e pv = P{S 6 75}; £ia S ∼ B(275; 1/3). Randame pv = 0, 0181.
Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0181.

I.3.114. Tikrinama hipotez
e H : λ1 = λ2. Jei alternatyva yra H̄ : λ1 > λ2, tai P
reik²m
e pv = P{S ≥ 20026}; £ia S ∼ B(39606; 1/2). Randame pv = 0, 0123. Hipotez
e
atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0123.

I.3.115. Statistika
√
n(p̂1 − p̂2)/

√
p̂1q̂1 + p̂2q̂2, kuri esant teisingai hipotezei asimp-

toti²kai turi standartini� normalu�ji� skirstini�, i�gijo reik²m¦ 4,0834; asimptotin
e P reik²m
e
pva = 2(1− Φ(4, 0834)) = 4, 44× 10−5. Hipotez
e atmetama.

I.3.116. Tik
etinumu� santykio statistika RTS i�gijo reik²m¦ 9,3113; asimptotin
e P
reik²m
e pva = P{χ2

4 > 9, 3113} = 0, 0538. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²min-
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gumo lygmuo vir²ija 0,0538.

I.3.117. Statistika 2nR̄2 (ºr. [2], 4.7.12 skyreli�) i�gijo reik²m¦ 43,888; asimptotin
e
P reik²m
e pva = P{χ2

2 > 43, 888} = 2, 9 · 10−10; statistika −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 55,099;
asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2

11 > 55, 099} = 7, 4 · 10−8. Hipotez
e atmetama.

I.3.118. Statistika 2nR̄2 i�gijo reik²m¦ 10,2248; asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2
2 >

10, 2248} = 0, 006; statistika −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 20,0797; asimptotin
e P reik²m
e pva =
P{χ2

11 > 20, 0797} = 0, 0443. Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi hipotez
e
atmetama.

I.3.119. Hipotez
e atmetama, nes statistika 2nR̄2 i�gijo reik²m¦ 112,8, o statistika
−2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 137,9.



II. Tiesiniai modeliai

II.1. Gauso ir Markovo tiesinis modelis

II.1.1. Maºiausiu�ju� kvadratu� metodas

II.1.1. Turime tiesini� Gauso ir Markovo modeli�, t. y. imtis Y = (Y1, ..., Yn)T turi
toki¡ struktu	r¡

Y = Aβ + e,

£ia A = [aij ]n×m eksperimentu� plano matrica su ºinomais elementais aij ; β = (β1, ...,
βm)T neºinomu� parametru� vektorius; e = (e1, ..., en)T paklaidu� vektorius, E(e) =
0,V (e) = σ2I. Tegu matricos A rangas lygus m. a) Raskite parametro β maºiausiu�ju�
kvadratu� (MK) i�vertini� β̂. b) Raskite i�vertinio β̂ pirmuosius du momentus. c) Raskite
k-ma£io parametro θ = Hβ i�vertinio θ̂ = Hβ̂ vidurki� ir kovariaciju� matric¡ (£ia H yra
dimensijos k ×m rango k ≤ m matrica).

II.1.2. (II.1.1 pratimo t¦sinys). a) I�rodykite, kad liekamoji kvadratu� suma

SSE = min
β
SS(β) = (Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂)

gali bu	ti surasta tokiu bu	du

SSE = Y TY − β̂
T
ATY .

b) Raskite kvadratu� sumos SSE vidurki� ir parametro σ2 nepaslinkt¡ji� i�vertini�.
II.1.3. Norint i²tirti kvie£iu� derlingumo priklausomyb¦ nuo ju� veisl
es, atliekamas

toks eksperimentas. Atsitiktinai parinktu� n1 sklypeliu� aps
ejama pirm¡ja kvie£iu� veisle;
n2 � antr¡ja ir t. t., ir pagaliau nm sklypeliu� � m-¡ja veisle. Paºym
ekime Yij i-osios
kvie£iu� veisl
es derlingum¡ j-ajame sklypelyje. Tarkime, kad derlingumo poky£iai perei-
nant nuo vienos kvie£iu� veisl
es prie kitos nekei£ia dispersijos, o gali keisti tik vidurki�.
a) Uºra²ykite imti� tiesinio modelio (ºr. I.1.1 pratim¡) pavidalu. b) Raskite modelio
parametru� i�vertinius.

II.1.4. Norint i²tirti vyru� sistolinio kraujo spaudimo Y priklausomyb¦ nuo ju� svorio
X1 ir amºiausX2, atsitiktinai atrenkama n vyru� ir jiems pamatuojamos a. v. (Y,X1, X2)T

reik²m
es (Yi, x1i, x2i)
T , i = 1, ..., n. a) Uºra²ykite imti� tiesinio modelio (ºr. II.1.1

pratim¡) pavidalu. b) Raskite modelio parametru� i�vertinius.
II.1.5. Tarkime, imties Y = (Y1, Y2, Y3, Y4)T elementai turi toki¡ struktu	r¡ Y1 =

α − β2 + e1, Y2 = α + 2β1 − β2 + e2, Y3 = α + β2 + e3, Y4 = α − 2β1 + β2 + e4;

161



162 II. TIESINIAI MODELIAI

£ia e1, ..., e4 yra n. a. d., turintys nulinius vidurkius ir vienodas dispersijas σ2. Raskite
parametro β = (α, β1, β2)T MK i�vertini� ir jo realizacij¡ (i�verti�), kai a. v. Y realizacija
yra (−1, 9; 2, 05; 3, 15; 0, 1)T .

II.1.6. (II.1.5 pratimo t¦sinys). Raskite liekamosios kvadratu� sumos SSE realizacij¡.

II.1.7. (II.1.5 pratimo t¦sinys). Raskite i�vertinio β̂ kovariaciju� matric¡ ir dispersijos
σ2 i�verti�.

II.1.8. (II.1.5 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad domina parametras θ = (θ1, θ2)T ,
θ1 = 2α− β1, θ2 = α+ β1 − β2. Raskite parametro θ i�vertini� ir jo kovariaciju� matric¡.

II.1.9. Tegu Y1 = α+ e1, Y2 = 2α−β+ e2, Y3 = α+ 2β+ e3; £ia {ei} nepriklausomi
a. d., E(ei) = 0, V (ei) = σ2. Raskite parametru� α ir β maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius
ir ju� dispersijas.

II.1.10. Turime tiesini� modeli�

E(Yi) = β0 + β1xi + β2(3x2
i − 2), i = 1, 2, 3;

£ia x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1. Raskite parametru� β0, β1, β2 i�vertinius. I�rodykite, kad
parametru� β0, β2 i�vertiniai modelyje, kuriame β1 = 0, turi t¡ pati� pavidal¡.

II.1.11. Parametrams α ir β i�vertinti turime steb
ejimus: m steb
ejimu� a. d. Y1, kurio
E(Y1) = α; m steb
ejimu� a. d. Y2, kurio E(Y2) = α + β, ir n steb
ejimu� a. d. Y3, kurio
E(Y3) = α−2β. Steb
ejimu� paklaidos nekoreliuotos ir turi vienodas dispersijas. I�rodykite,
kad maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai α̂ ir β̂ nekoreliuoti, kai m = 2n.

II.1.12. Maºiausiu�ju� kvadratu� metodu parenkami pirmojo ir antrojo laipsnio poli-
nomai pagal didumo n imti� (Xi, Yi)

T , i = 1, 2, ..., n. Tegu ω ir Ω yra ²itokios prielaidos:

ω : Yi = α+ βXi + ei,

Ω : Yi = α+ βXi + γX2
i + e′i;

£ia ei, e′i � n. a. d. su nuliniais vidurkiais ir vienodomis dispersijomis σ2. Sudarykite
normaliu�ju� lyg£iu� sistemas ir raskite parametru� α, β ir α, β, γ maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertinius.

II.1.13 (II.1.12 pratimo t¦sinys). Raskite parametru� i�vertiniu� dispersijas. I�rodykite:
jeigu prielaidoje ω vietoje α+ βXi imsime δ + β(Xi − X̄), tai Cov (δ̂, β̂) = 0.

II.1.14. Gauti nepriklausomi ir vienodo tikslumo keturkampio ABCD kampu� ABD,
DBC, ABC, BCD, CDB, BDA, CDA, DAB matavimai (laipsniais): 50,78; 30,25; 78,29;
99,57; 50,42; 40,59; 88,87; 89,96. Raskite kampu� β1 =ABD, β2 =DBC, β3 =CDB,
β4 =BDA maºiausiu�ju� kvadratu� i�ver£ius ir matavimo paklaidos dispersijos σ2 nepaslink-
t¡ji� i�verti�.

II.1.15. θ̂1, ..., θ̂k yra vienma£io parametro θ nepaslinktieji i�vertiniai ir Cov (θ̂i,

θ̂j) = σij . Raskite tiesin¦ θ̂1, ..., θ̂k funkcij¡, kuri bu	tu� nepaslinktasis θ i�vertinys ir tur
etu�
minimali¡ dispersij¡. Raskite tos dispersijos reik²m¦.

II.1.16. (II.1.15 pratimo t¦sinys). Tegu Cov (θ̂i, θ̂j) = 0, i 6= j, V θ̂i = σ2
i , i =

1, ..., k. I�rodykite, kad V (c1θ̂1 + ... + ckθ̂k), c1 + ... + ck = 1, yra minimali, kai ci =
σ−2
i /(σ−2

1 + ...+ σ−2
k ), ir raskite tos dispersijos reik²m¦.

II.1.17. I�rodykite, kad jeigu θ̂1, ..., θ̂k yra parametru� θ1, ..., θk nepriklausomi NMD
i�vertiniai, tai c1θ̂1 + ...+ ckθ̂k yra parametro θ = c1θ1 + ...+ ckθk NMD i�vertinys.
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II.1.18. X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio EX = µ ir V X = σ2.
Uºra²ykite steb
ejimus kaip tiesini� modeli�. Raskite parametro µ maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertini�.

II.1.2. Normaliojo skirstinio atvejis

II.1.19. Tarkime, II.1.1 pratimo s¡lygomis papildomai priimama prielaida, kad
paklaidu� vektorius e ∼ Nn(0, σ2I) (arba Y ∼ Nn(Aβ, σ2I). a) I�rodykite, kad MK
metodas parametro β i�vertiniui rasti yra ekvivalentus DT metodui. b) I�rodykite, kad
a. v. T = ((ATY )T ,Y TY )T yra parametro (β1, ..., βm, σ

2)T pilnoji ir pakankamoji
statistika. c) I�rodykite, kad β̂i,LT β̂, s2 yra parametru� βi,LTβ, σ2 NMD i�vertiniai.

II.1.20. (II.1.19 pratimo t¦sinys). a) Raskite i�vertiniu� β̂, θ̂ = LT β̂, s2 tikimy-
binius skirstinius. b) Raskite parametru� βi, θ, σ2 pasikliovimo intervalus. c) Sudarykite
hipoteziu� H : βi = β0

i , H : θ = θ0, H : σ2 = σ2
0 tikrinimo kriterijus.

II.1.21. (II.1.19 pratimo t¦sinys). a) Raskite k-ma£io a. v. θ̂ = Hβ̂ (ºr. II.1.1 pra-
tim¡, p. c) tikimybini� skirstini�. b) Sudarykite parametro θ pasikliovimo sriti�. c)Raskite
reik²mingumo lygmens α kriteriju� hipotezei H : Hβ = θ0 tikrinti. d) Uºra²ykite p.
c) kriteriju� naudodami kvadratin
es formos SS(β) s¡lygini� minimum¡, surast¡, kai H
teisinga.

II.1.22. (II.1.19 pratimo t¦sinys). a) Raskite parametru� β1, ..., βm pasikliovimo
intervalu� rinkini�, kad jie dengtu� visus parametrus su tikimybe, ne maºesne uº Q, rem-
damiesi II.1.21 pratime surasta pasikliovimo sritimi. b) Raskite toki� pasikliovimo inter-
valu� rinkini� pasiremdami Bonferonio nelygybe.

II.1.23. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2). Raskite
parametro µ MK i�vertini� ir liekam¡j¡ kvadratu� sum¡ SSE .

II.1.24. Tegu X = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Ym)T yra paprastosios imtys n. a. d.
X ir Y , kuriu� EX = µ1, EY = µ2 ir V X = V Y = σ2. Uºra²ykite steb
ejimus tiesinio
modelio pavidalu. Raskite parametru� µ1, µ2 maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius.

II.1.25. (II.1.24 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad steb
eti normalieji a. d. X ∼
N(µ1, σ

2) ir Y ∼ N(µ2, σ
2). Raskite liekam¡j¡ kvadratu� sum¡ SSE ir jos skirstini�.

II.1.26. (II.1.24 pratimo t¦sinys). Reikia patikrinti sud
eting¡j¡ hipotez¦ H : µ1 =
µ2. Uºra²ykite ²i¡ hipotez¦ matriciniu pavidalu kaip II.1.21 pratime. Raskite SSEH ir
SSEH − SSE .

II.1.27. (II.1.12 pratimo t¦sinys). Sukurkite kriteriju� hipotezei H : γ = 0 tikrinti,
kai a. d. e′i pasiskirst¦ pagal normalu�ji� skirstini�.

II.1.28. (II.1.5 pratimo t¦sinys). Tarkim, kad II.1.5 pratime paklaidos turi nor-
maliuosius skirstinius. Raskite parametru� α, β1, β2, σ

2 lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo
intervalus.

II.1.29. (II.1.28 pratimo t¦sinys). Raskite parametru� α, β1, β2 pasikliovimo inter-
valu� rinkinius, kurie uºdengtu� visus parametrus su tikimybe, ne maºesne uº Q = 0, 95.
a) Remdamiesi II.1.22 pratimo p. a). b) Remdamiesi II.1.22 pratimo p. b).

II.1.30. Kiek kartu� II.1.22 parametro p. a) intervalu� ilgiai yra didesni uº II.1.22
p. b) intervalu� ilgius, kai n = 20, 100; m = 2, 5, 10, o pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.
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II.1.31. (II.1.7 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad paklaidos normaliosios. a) Raskite
parametro θ = (θ1, θ2)T , θ1 = 2α − β1, θ2 = α + β1 − β2 lygmens Q pasikliovimo sriti�.
b) Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi patikrinkite hipotez¦ H : θ = 0.

II.1.32. (II.1.14 pratimo t¦sinys). Tardami, kad kampu� matavimu� paklaidos turi
normaliuosius skirstinius N(0, σ2), patikrinkite hipotez¦ H : β1 + β2 = 90, β3 + β4 = 90,
t. y. kad keturkampis yra sta£iakampis.

II.1.33. Tarkime, kad tiesinio modelio matrica ATA = [aij ](m)×(m) nei²sigimusi ir
diagonaliniai elementai aii, i = 1, ...,m �ksuoti. I�rodykite, kad

a) parametro βi i�vertinio dispersija tenkina nelygyb¦ V β̂i ≥ 1/aii;
b) i�vertiniu� β̂i dispersijos minimalios, kai plano matricos A stulpeliai ortogonalu	s,

t. y. ATA � diagonalioji matrica.
II.1.34. Turime m objektu�, kuriu� svoriai β1, ..., βm yra neºinomi. Objektu� svoris

nustatomas sveriant juos l
ek²telin
emis svarstykl
emis dviem bu	dais.
1) Kiekvienas objektas sveriamas r kartu� ir jo svorio i�vertiniu imamas gautu� rezultatu�

aritmetinis vidurkis.
2) Sveriant keli objektai dedami ant vienos l
ek²tel
es, keli objektai � ant kitos ir

pridedamas svarelis y, kad svarstykl
es bu	tu� pusiausviros. Tada k-ajam sv
erimui apra²yti
turime tiesini� modeli�:

yk = ak1β1 + ak2β2 + ...+ akmβm + ek, k = 1, ..., n;

£ia plano matrica A = [akj ]n×m, elementas akj = +1, −1 arba 0, atsiºvelgiant i� tai, ar
j-asis objektas pad
etas ant kair
es, de²in
es l
ek²tut
es arba apskritai nedalyvauja sveriant.
Tarkime, kad matavimo paklaidos e abiem sv
erimo bu	dais yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d.
su ta pa£ia dispersija σ2.

I�rodykite, kad antruoju bu	du didºiausio tikslumo pasiekiama, kai plano matricos A
elementai yra arba +1, arba −1 ir jos stulpeliai ortogonalu	s.

II.1.35. (II.1.34 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad reikia i�vertinti m = 4 objektu�
svorius V β̂i = σ2/4 tikslumu. Tada pirmuoju bu	du reik
etu� atlikti mr = 16 sv
erimu�.
Kiek kartu� galima sumaºinti sv
erimu� skai£iu� antruoju bu	du? Raskite tokiu� minimalaus
skai£iaus sv
erimu� plano matricos A pavidalus.

II.1.36. (II.1.34 pratimo t¦sinys). Sveriant 4 objektus antruoju bu	du gauti dvieju�
nepriklausomu� seriju� po 4 sv
erimus rezultatai

yk ak1 ak2 ak3 ak4 yk ak1 ak2 ak3 ak4

20,2 +1 +1 +1 +1 19,9 +1 +1 +1 +1
8,1 +1 −1 +1 −1 8,3 +1 −1 +1 −1
9,7 +1 +1 −1 −1 10,2 +1 +1 −1 −1
1,9 +1 −1 −1 +1 1,8 +1 −1 −1 +1

a) Raskite parametru� β1, ..., β4 i�ver£ius pagal vieno ir kito eksperimento rezultatus.
Ar galima pagal tas atskiras eksperimentu� serijas i�vertinti dispersij¡ σ2?

b) Sujunkite ²iuos abu eksperimentus ir i�vertinkite parametrus β1, ..., β4, σ
2. Kiek

kartu� reik
etu� padidinti sv
erimu� skai£iu� naudojant pirm¡ji� bu	d¡, kad parametru� β1, ..., β4

i�vertiniai bu	tu� tokio paties tikslumo?
c) Tar¦, kad paklaidu� skirstiniai yra normalieji, palyginkite dispersijos σ2 i�vertiniu�

dispersijas pirmuoju ir antruoju bu	du, kai parametru� β1, ..., β4 i�vertiniu� tikslumas yra
vienodas.
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II.1.37. Tarkime, Y = Aβ + e, E(e) = 0,V (e) = σ2Λ; £ia Rang(ATA) = m, o
Λ = [λij ]n×n � ºinoma teigiamai apibr
eºta matrica. Raskite parametro β maºiausiu�ju�
kvadratu� i�vertini� ir jo kovariacin¦ matric¡.

II.1.38. (II.1.37 pratimo t¦sinys). Tegu Yi, i = 1, ..., n, yra nepriklausomi a. d.,
kuriu� E(Yi) = θ, V (Yi) = σ2/ωi; ωi � ºinomi. Raskite parametro θ tiesini� nepaslinkt¡ji�
i�vertini� su minimalia dispersija. Raskite ²ios dispersijos i²rai²k¡.

II.1.39. (II.1.37 pratimo t¦sinys). Tegu Y1, ..., Yn yra nepriklausomi a. d. ir Yi ∼
N(iθ, i2σ2), i = 1, ..., n. Raskite parametro θ NMD i�vertini� ir i�rodykite, kad jo dispersija
lygi σ2/n.

II.1.40. (II.1.37 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad II.1.37 pratimo s¡lygomis e ∼
Nn(0, σ2Λ). Raskite parametru� β ir σ2 i�vertinius ir ju� skirstinius.

II.1.41. (II.1.37 pratimo t¦sinys). Reikia i�vertinti skys£io tanki� d atliekant nepri-
klausomus i�vairaus tu	rio skys£io sv
erimus. Tegu Yi yra gautas tu	rio Xi skys£io svoris;
E(Yi) = dXi, V (Yi) = σ2f(Xi), i = 1, ..., n. Raskite parametro d maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertini�, kai a) f(Xi) = 1; b) f(Xi) = Xi; c) f(Xi) = X2

i .

II.1.42. (II.1.37 pratimo t¦sinys). Tegu Yi = β0 + β1Xi + ei, i = 1, 2, 3; E(e) = 0,
V (e) = σ2Λ; £ia

Λ =

 1 ρ ρ
ρ 1 ρ
ρ ρ 1

 ,

o ρ yra ºinomas. Raskite parametru� β0 ir β1 maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius ir ju� dis-
persijas.

II.1.43. Tegu imties elementai Y1, ..., Yn, apra²omi tiesiniu modeliu su normaliosiomis
paklaidomis, turi vienodas dispersijas V (Yi) = σ2 ir vienodas kovariacijas Cov (Yi, Yj) =
ρσ2, i 6= j. Atliekame ortogonali¡ tiesin¦ transformacij¡, pervedan£i¡ a. v. Y = (Y1, ...,
Yn)T i� vektoriu� Z = (Z1, ..., Zn)T , kai Z1 = (Y1 + ... + Yn)/n. I�rodykite, kad vekto-
riaus Z2 = (Z2, ..., Zn)T koordinat
es nekoreliuotos ir turi vienodas dispersijas σ2(1 −
ρ). I�rodykite, kad parametriniu� funkciju� nepaslinktieji tiesiniai i�vertiniai su minimalia
dispersija yra tiesinio modelio Z2 = Uβ + e, e ∼ Nn−1(0, σ2(1 − ρ)I) maºiausiu�ju�
kvadratu� i�vertiniai.

II.1.44. Tarkime, kad i� II.1.1 pratimo tiesini� modeli� i�traukiame papildomai r
kovarian£iu�. Tada gauname i²pl
est¡ tiesini� modeli�

Y = Aβ +Bγ + e = (A
...B)

 β
· · ·
γ

 = Wδ + e.

Tar¦, kad Rang(W ) = m+ r, gauname i²pl
estinio modelio parametro δ i�vertini�

δ̂ =

 β∗

· · ·
γ∗

 = (W TW )−1W TY ,

kuris yra sistemos, susidedan£ios i² m+ r lyg£iu�, sprendinys. I�rodykite, kad
a) β∗ = (ATA)−1AT (Y −Bγ∗), γ∗ = (BTRB)−1BTRY , R = I−A(ATA)−1AT ,

t. y. galima spr¦sti dvi sistemas, susidedan£ias i² m ir r lyg£iu�;
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b) SSE = (Y −Bγ∗)TR(Y −Rγ∗) = Y TRY − (γ∗)TBTRY ;
c) V (β∗) = σ2[(ATA)−1 +LMLT ], V (γ∗) = σ2M ,

Cov (β∗,γ∗) = −σ2LM ; L = (ATA)−1ATB, M = (BTRB)−1.

II.1.3. Atsakymai, nurodymai, sprendimai

II.1.1 skyrelis

II.1.1. a) Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys gaunamas minimizuojant pagal β kvadra-
tin¦ form¡ (ºr. [3], 1.2 skyreli�)

SS(β) = (Y −Aβ)T (Y −Aβ)→ min
β
.

Diferencijuodami SS(β) pagal β ir prilygin¦ i²vestin¦ nuliui, gauname lyg£iu� sistem¡

ATAβ = ATY ,

i² kurios randame parametro β MK i�vertini�

β̂ = (ATA)−1ATY .

b) I�vertinys β̂ yra tiesin
e a. v. Y funkcija. Taigi

E(β̂) = (ATA)−1ATAβ = β,

V (β̂) = (ATA)−1ATV (Y )A(ATA)−1 = σ2(ATA)−1.

c) I�vertinys θ̂ yra tiesin
e a. v. Y funkcija. Gauname

E(θ̂) = H(ATA)−1ATAβ = Hβ = θ, V (θ̂) = σ2H(ATA)−1HT .

II.1.2. a) Randame

SSE = Y TY − Y TAβ̂ − β̂
T
ATY + β̂

T
ATAβ̂ =

Y TY − β̂
T
ATY + β̂

T
[ATAβ̂ −ATY ] = Y TY − β̂

T
ATY ,

nes (II.1.1 pratimo p. a)) lauºtiniuose skliaustuose para²ytas rei²kinys lygus nuliui.
b) Turime

SS(β) = (Y −Aβ̂ +A(β̂ − β))T (Y −Aβ̂ +A(β̂ − β)) =

SSE + (β̂ − β)TATA(β̂ − β),

nes
(β̂ − β)TAT (Y −Aβ̂) = (β̂ − β)TAT (I −A(aTA)−1AT )Y = 0.

Kadangi E(SS(β)) = E(e2
1 + ...+ e2

n) = nσ2, o (ºr. [3], 7.3 skyreli�)

E((β̂ − β)TATA(β̂ − β)) = Tr(V (β̂)ATA) = σ2Tr(I) = mσ2,
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tai E(SSE) = (n−m)σ2. Nepaslinktasis dispersijos σ2 i�vertinys

s2 = SSE/(n−m), E(s2) = σ2.

II.1.3. a) Sujung¦ steb
ejimus Yij i� vien¡ bendr¡ vektoriu�

Y = (Y11, ..., Y1n1
, Y21, ..., Y2n2

, ..., Ym1, ..., Ymnm)T ,

paºym
ej¦ neºinomu� parametru� vektoriu� β = (µ1, ..., µm)T (£ia µi yra i-osios kvie£iu�
veisl
es vidutinis derlingumas) ir tar¦, kad paklaidu� vektorius e tenkina s¡lygas E(e) = 0,
V (e) = σ2I, gausime modelio apra²ym¡ matricine forma Y = Aβ + e. Matrica A turi
n = n1 + · · ·+ nm eilu£iu� ir m stulpeliu�. Pirmosios n1 eilut
es turi pavidal¡ (1, 0, . . . , 0),
paskui n2 eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 1, 0, . . . , 0), pagaliau paskutin
es nm eilu£iu� turi pavidal¡
(0, 0, . . . , 0, 1).

b) Matrica ATA diagonali su diagonaliniais elementais ni, i = 1, ...,m; vektoriaus
ATY elementai yra

ni∑
j=1

Yij = niȲi., i = 1, ...,m.

Gauname parametru� i�vertinius

µ̂i = Ȳi., i = 1, ...,m, σ̂2 = s2 =

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Yi.)2/(n−m).

II.1.4. a) Tarkime, kad steb
ejimai, kai skirtingi i = 1, ..., n yra nekoreliuoti a. d.;
Y s¡lyginio skirstinio, kai X = (X1, X2)T = (x1, x2)T yra �ksuotas, dispersija lygi σ2

ir nepriklauso nuo x = (x1, x2)T , o Y vidurkis yra tiesin
e funkcija: E(Y |X = x) =
β0 + β1x1 + β2x2. Tardami, kad a. v. (X1, X2)T realizacijos (x1i, x2i), i = 1, ..., n yra
�ksuotos, gauname modeli�

Yi = β0 + β1x1i + β2x2i + ei, i = 1, ..., n.

Paºym
ejus Y = (Y1, ..., Yn)T ir β = (β0, β1, β2)T neºinomu� parametru� vektoriu�, modeli�
galima uºra²yti matriciniu pavidalu Y = ATβ + e su matrica A, kuri turi n eilu£iu� ir
3 stulpelius: i-oji eilut
e turi pavidal¡ (1, x1i, x2i).

b) Parametro β MK i�vertinys yra β̂ = (ATA)−1ATY , kai matricos ATA = [aij ]3×3

elementai yra a11 = n, a22 =
∑
i x

2
1i, a33 =

∑
i x

2
2i, a12 =

∑
i x1i, a13 =

∑
i x2i, a23 =∑

i x1ix2i; vektorius ATY = (
∑
i Yi,

∑
i Yix1i,

∑
i Yix2i)

T ;

σ̂2 = s2 =
∑
i

(Yi − β̂0 − β̂1x1i − β̂2x2i)
2/(n− 3).

II.1.5. Turime tiesini� Gauso ir Markovo modeli� Y = Aβ + e, kuriame

Y =


Y1

Y2

Y3

Y4

 , β =

 α
β1

β2

 , A =


1 0 −1
1 2 −1
1 0 1
1 −2 1

 , e =


e1

e2

e3

e4

 .
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Gauname

(ATA)−1 =
1

4

 1 0 0
0 1 1
0 1 2

 , ATY =

 Y1 + Y2 + Y3 + Y4

2Y2 − 2Y4

−Y1 − Y2 + Y3 + Y4


ir

β̂ = (ATA)−1ATY =

 α̂

β̂1

β̂2

 =
1

4

 Y1 + Y2 + Y3 + Y4

−Y1 + Y2 + Y3 − Y4

−2Y1 + 2Y3

 .

Pagal turim¡ imties realizacij¡ gauname i�verti�

ATY =

 4, 2
3, 9
3, 9

 , β̂ =

 α̂

β̂1

β̂2

 =
1

4

 4, 2
7, 8

11, 7

 =

 1, 05
1, 95
2, 93

 .

II.1.6. Gauname

SSE = (Y1−α̂+β̂2)2+(Y2−α̂−2β̂1+β̂2)2+(Y3−α̂−β̂2)2+(Y4−α̂+2β̂1−β̂2)2 = 0, 0025.

Liekam¡j¡ kvadratu� sum¡ galima rasti ir pagal II.1.2 pratimo p. a) formul¦

SSE = Y 2
1 + Y 2

2 + Y 2
3 + Y 2

4 − 4, 2α̂− 3, 9β̂1 − 3, 9β̂2 = 0, 0025.

II.1.7. Remiantis II.1.1 pratimu

V (β̂) = σ2(ATA)−1 =
σ2

4

 1 0 0
0 1 1
0 1 2

 ,

i² £ia V α̂ = σ2/4,V β̂1 = σ2/4,V β̂2 = σ2/2, Cov (α̂, β̂1) = 0, Cov (α̂, β̂2) = 0,
Cov (β̂1, β̂2) = σ2/4. Dispersijos σ2 nepaslinktasis i�vertis

s2 = SSE/(n−m) = SSE = 0, 0025.

II.1.8. Parametras θ yra tiesin
e β funkcija

θ =

(
θ1

θ2

)
=

(
LTβ

KTβ

)
, L = (2, −1, 0)T , K = (1, 1, −1)T .

Remiantis [3], 1.2.3 teorema vienintelis maºiausios dispersijos i�vertinys tiesiniu� nepa-
slinktu�ju� i�vertiniu� klas
eje yra

θ̂ =

(
θ̂1

θ̂2

)
=

(
LT β̂

KT β̂

)
=

(
2α̂− β̂1

α̂+ β̂1 − β̂2

)
,

o jo kovariacin
e matrica

V (θ̂) = σ2

(
LT (ATA)−1L LT (ATA)−1K

KT (ATA)−1L KT (ATA)−1K

)
=
σ2

4

(
5 2
2 2

)
.
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I�vertinio θ̂ realizacija yra (0, 15, 0, 075).

II.1.9. α̂ = (Y1 + 2Y2 + Y3)/6, β̂ = (2Y3 − Y2)/5, V α̂ = σ2/6,V β̂ = σ2/5,
Cov (α̂, β̂) = 0.

II.1.10. β̂0 = (Y1 + Y2 + Y3)/3, β̂1 = (Y3 − Y1)/2, β̂2 = (Y1 − 2Y2 + Y3)/6.

II.1.11. Matricos ATA = [cij ]2×2 elementas c12 = c21 = m− 2n.

II.1.12. Tarkime, kad Xi = xi, i = 1, ..., n, reik²m
es yra �ksuotos. Atveju ω
parametro β = (α, β)T i�vertinys β̂ gaunamas sprendºiant dvieju� lyg£iu� sistem¡:

ATAβ̂ = ATY ;

£ia matrica ATA = [aij ]2×2, a11 = n, a12 = a21 =
∑
i xi, a22 =

∑
i x

2
i , o vektorius

ATY = (
∑
i Yi,

∑
i Yixi)

T . Atveju Ω parametro β = (α, β, γ)T i�vertinys β̃ gaunamas
sprendºiant triju� lyg£iu� sistem¡: ATAβ̃ = ATY ; £ia matrica ATA = [aij ]3×3, a13 =

a31 =
∑
i x

2
i , a23 = a32 =

∑
i x

3
i , a33 =

∑
i x

4
i , o vektorius ATY = (

∑
i Yi,

∑
i Yixi,∑

i Yix
2
i )
T .

II.1.13. I�vertiniu� dispersijos yra matricos σ2(ATA)−1 diagonaliniai elementai. Jeigu
atveju ω vietoje α+ βXi imsime δ + β(Xi − X̄), tai matrica ATA diagonali.

II.1.14. Imties Y = (Y1, ..., Y8)T elementai turi toki¡ struktu	r¡ Y1 = β1 + e1, Y2 =
β2 + e2, Y3 = β1 + β2 + e3, 180 − Y4 = β2 + β3 + e4, Y5 = β3 + e5, Y6 = β4 + e6,
Y7 = β3 + β4 + e7, 180− Y8 = β1 + β4 + e8. Paºym
ekime Z4 = 180− Y4, Z8 = 180− Y8,
Zi = Yi, i 6= 4, 8. Tada turime tiesini� modeli� Z = Aβ + e, kuriame plano matrica

AT =


1 0 1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 1

 .

Randame

(ATA)−1 =
1

15


7 −3 2 −3
−3 7 −3 2

2 −3 7 −3
−3 2 −3 7

 , ATZ =


Z1 + Z3 + Z8

Z2 + Z3 + Z4

Z4 + Z5 + Z7

Z6 + Z7 + Z8

 =


219, 21
188, 97
219, 72
219, 60

 .

Gauname parametru� i�ver£ius β̂ = (ATA)−1ATZ = (49, 88; 29, 68; 50, 05; 39, 89)T .
Liekamoji kvadratu� suma

SSE =

8∑
i=1

Z2
i − β̂

T
ATZ = 5, 1465.

Dispersijos σ2 nepaslinktasis i�vertis s2 = SSE/4 = 1, 2866.

II.1.15. Paºym
ekime θ̂ = (θ̂1, ..., θ̂k)T ir Σ−1 kovariacin
es matricos Σ = V (θ̂)

atvirk²tin¦ matric¡. Tiesin
es formos θ̂ = LT θ̂ dispersija V θ = LTΣL. I�vertinys θ̂
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nepaslinktas, kai LT1 = 1; £ia 1 + (1, 1, ..., 1)T yra vektorius su vienetin
emis koordi-
nat
emis. Reikia rasti vektoriu� L tenkinanti� s¡lygas{

LTΣL→ minL,

LT1 = 1.

Remiantis Lagranºo neapibr
eºtiniu� daugikliu� metodu reikia minimizuoti LTΣL −
2λ(LT1− 1). Diferencijuodami pagal LT gauname

ΣL− λ1 = 0 ⇔ L = λΣ−11.

I² s¡lygos LT1 = 1 randame λ = 1/(1TΣ−11).
Taigi minimali dispersija V (LT θ̂) = 1/(1TΣ−11).

II.1.16. Remiantis II.1.15 pratimu ci = σ−2
i /(σ−2

1 +...+σ−2
k ) ir V (c1θ̂1+...+ckθ̂k) =

1/(σ−2
1 + ...+ σ−2

k ).

II.1.17. I�vertinys θ̂ = c1θ̂1 + ... + ckθ̂k yra nepaslinktasis Eθ̂ = θ, o jo dispersija
V (θ̂) = c21V (θ̂1)+ ...+c2kV (θ̂k) minimali, nes kiekvienas d
emuo i�gyja minimali¡ reik²m¦.

II.1.18. X = Aµ+ e, AT = (1, 1, ..., 1); E(e) = 0, V (e) = σ2I;

µ̂ = (ATA)−1ATX = X̄.

II.1.2 skyrelis

II.1.19. a) Tik
etinumo funkcija

L(β, σ2) = (2π)−n/2 exp{− 1

2σ2
(Y −Aβ)T (Y −Aβ)− n

2
lnσ2} =

(2π)−n/2 exp{− 1

2σ2
SS(β)− n

2
lnσ2}.

Funkcijos L maksimizavimas β atºvilgiu yra ekvivalentus SS(β) minimizavimui.
b) Perra²ykime tik
etinumo funkcij¡ tokiu bu	du

L(β, σ2) = (2π)−n/2 exp{− 1

2σ2
(Y TY − 2βTATY )− 1

2σ2
βTATAβ − n

2
lnσ2}.

Imties Y tankis priklauso (m + 1) parametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Re-
miantis faktorizacijos kriterijumi T yra pakankamoji statistika. Kadangi parametru�
kitimo sri£iai priklauso vidiniai ta²kai, tai statistika T pilnoji.

c) Kadangi T pilnoji ir pakankamoji statistika, tai bet kuri T funkcija yra jos vidurkio
NMD i�vertinys. I�vertiniai β̂i,LT β̂, s2 yra statistikos T funkcijos ir

Eβ̂i = βi, E(Lβ̂) = Lβ, Es2 = σ2.

II.1.20. a) I�vertiniai β̂ = (ATA)−1ATY ir θ̂ = LT β̂ yra normaliojo vektoriaus Y ∼
Nn(Aβ, σ2I) tiesin
es funkcijos. Remiantis daugiama£io normaliojo vektoriaus savyb
emis
([3], 7.4 skyrelis)

β̂ ∼ Nm(β, σ2(ATA)−1), θ̂ ∼ N(θ, σ2LT (ATA)−1L).



II.1. Gauso ir Markovo tiesinis modelis 171

Turime (ºr. II.1.2 pratim¡)

SS(β)

σ2
=
SSE
σ2

+
(β̂ − β)TATA(β̂ − β)

σ2
.

Kair
eje lygyb
es pus
eje SS(β)/σ2 = (e2
1 + ... + e2

n)/σ2 ∼ χ2(n). Remiantis daugiama£io
normaliojo vektoriaus savyb
emis ([3], 7.4 skyrelis) antrasis d
emuo de²in
eje pus
eje turi
χ2 skirstini� χ2(m). Remiantis Korni²o ir Fi²erio teorema ([15], 3b.4 skyrelis) kvadratin
e
forma s2(n−m)/σ2 = SSE/σ

2 ∼ χ2(n−m) ir nepriklauso nuo β̂.
b) Remiantis p. a)

β̂i − β
s
√
bii
∼ S(n−m),

θ̂ − θ
sb
∼ S(n−m),

£ia bij yra matricos(ATA)−1 = [bij ]m×m elementai, o b2 = LT (ATA)−1L. Gauname
pasikliovimo lygmens Q = 1− α pasikliovimo intervalus

(β
i
;βi) = (β̂i − s

√
biitα/2(n−m); β̂i + s

√
biitα/2(n−m)),

(θ; θ) = (θ̂ − sbtα/2(n−m); θ̂ + sbtα/2(n−m)).

Kadangi s2(n−m)/σ2 ∼ χ2(n−m), tai gauname

(σ2
i;σ

2) =

(
s2(n−m)

χ2
α/2(n−m)

;
s2(n−m)

χ2
1−α/2(n−m)

)
.

c) Kriterijus galime suformuluoti p. b) surastu� pasikliovimo intervalu� terminais.
Arba kriterijai yra tokie: suformuluotos hipotez
es, kai alternatyvos dvipus
es, atmeta-
mos reik²mingumo lygmens α kriterijais, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

|ti| =
|β̂i − β0

i |
s
√
bii

> tα/2(n−m), |t| = |θ̂ − θ0|
sb

> tα/2(n−m);

s2(n−m)

σ2
0

< χ2
1−α/2(n−m) arba

s2(n−m)

σ2
0

< χ2
α/2(n−m).

II.1.21. a) I�vertinys θ̂ = Hβ̂ = H(ATA)−1ATY yra tiesin
e normaliojo a. v. Y ∼
Nn(Aβ, σ2I) funkcija. Taigi

θ̂ ∼ Nk(θ, σ2Σ), Σ = H(ATA)−1HT ,

(θ̂ − θ)TΣ−1(θ̂ − θ)/σ2 ∼ χ2(k).

Kadangi θ̂ ir SSE nepriklausomi, tai

(θ̂ − θ)TΣ−1(θ̂ − θ)

ks2
∼ F (k, n−m)

ir

C(θ̂, s2) =

{
θ :

(θ̂ − θ)TΣ−1(θ̂ − θ)

ks2
< Fα(k, n−m)

}
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yra parametro θ pasikliovimo lygmens Q = 1− α pasikliovimo sritis.
c) Hipotez
e H atmetama, kai

F =
(θ̂ − θ0)TΣ−1(θ̂ − θ0)

ks2
> Fα(k, n−m),

t. y. kai ta²kas θ0 nepatenka i� pasikliovimo sriti� C(θ̂, s2).
d) Paºym
ekime

SSEH = min
β:Hβ=θ0

SS(β) = min
β:Hβ=θ0

(Y −Aβ)T (Y −Aβ).

Tada (ºr. [3], 1.3.2 teorem¡) SSEH−SSE ir SSE yra nepriklausomi; (SSEH−SSE)/σ2 ∼
χ2(k;λ), necentri²kumo parametras λ = (Hβ − θ0)TΣ−1(Hβ − θ0). Jeigu hipotez
e H
teisinga, tai λ = 0 ir (SSEH − SSE)/σ2 ∼ χ2(k). Hipotez
e H atmetama, kai

F =
SSEH − SSE

ks2
> Fα(k, n−m).

Pastaba. Palygin¦ p. c) ir d) kriterijus matome, kad SSEH−SSE = (θ̂−θ0)TΣ−1(θ̂−θ0).
Prakti²kai daºnai yra papras£iau rasti s¡lygini� minimum¡ SSEH negu rasti ir apversti
matric¡ Σ.

II.1.22. a) Remiantis sritimi C(θ̂, s2) gaunama, kad visoms tiesin
ems funkcijoms
cTβ su tikimybe Q = 1− α galioja nelygyb
es (ºr. [3], 1.3.3 teorem¡)

cT β̂ − δα
√
cTΣc ≤ cTβ ≤ cT β̂ + δα

√
cTΣc,

£ia Σ = (ATA)−1, δα = s
√
mFα(m,n−m). Imdami paeiliui c1 = (1, 0, ..., 0)T , c2 =

(0, 1, ..., 0)T ,...,cm = (0, 0, ..., 1)T , gausime

Pβ{βi < βi < β̄i, i = 1, 2, ...,m} ≥ Q = 1− α;

(β
i
;βi) = (β̂i − s

√
bii
√
mFα(m,n−m); β̂i + s

√
bii
√
mFα(m,n−m)).

b) Tegu Ai i�vykis, kad intervalas (β
i
;βi), surastas II.1.20 pratime, uºdengia para-

metr¡ βi ir tegu P{Ai} = 1− αi. Tada

P{
m⋂
i=1

Ai} = 1−P{
m⋃
i=1

Āi} ≥ 1−
m∑
i=1

P{Āi} = 1− (α1 + ...+ αm).

Jeigu parinksime αi = α/m, i = 1, ...,m, tai intervalu� rinkinys

(β′
i
;β
′
i) = (β̂i − s

√
biitα/(2m)(n−m); β̂i + s

√
biitα/(2m)(n−m))

uºdengs visus parametrus βi su tikimybe, ne maºesne uº Q = 1− α.

II.1.23. Plano matrica AT = (1, 1, ..., 1), µ̂ = (ATA)−1ATX = X̄; SSE =
∑
i(Xi−

X̄)2/σ2 ∼ χ2
n−1.

II.1.24. Tegu Z = (X1, ..., Xn, Y1, ..., Ym)T . Tada Z = Aβ + e, β = (µ1, µ2)T ;
E(e) = 0,V (e) = σ2I. Plano matrica A turi n + m eilu£iu� ir du stulpelius; pirmosios
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n eilu£iu� turi pavidal¡ (1, 0), o likusios turi pavidal¡ (0, 1). Parametro β MK i�vertinys
β̂ = (µ̂1, µ̂2)T ; µ̂1 = X̄, µ̂2 = Ȳ .

II.1.25. SSE/σ
2 = [

∑
i(Xi − X̄)2 +

∑
j(Yj − Ȳ )2]/σ2 ∼ χ2

n+m−2.

II.1.26. Tikrinama hipotez
e H : Hβ = 0; £ia H = (1, −1). SSEH =
∑
i(Xi −

Z̄)2 +
∑
j(Yj − Z̄)2, Z̄ = (nX̄ +mȲ )/(m+ n); SSEH − SSE = mn(X̄ − Ȳ )2/(m+ n).

II.1.27. SSE =
∑
i(Yi − α̃− β̃xi − γ̃x2

i )
2, SSEH =

∑
i(Yi − α̂− β̂xi)2. Hipotez
e at-

metama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai (SSEH−SSE)(n−3)/SSE > Fα(1, n−
3).

II.1.28. Remdamiesi II.1.20 pratimu gauname

(σ2;σ2) = (0, 0005; 2, 5456); (α;α) = (0, 7323; 1, 3677);

(β
1
;β1) = (1, 6323; 2, 2677); (β

2
;β2) = (2, 4758; 3, 3742).

II.1.29. Gauname intervalus

a) (α;α) = (0, 4140; 1, 6860); (β
1
;β1) = (1, 3140; 2, 5860); (β

2
;β2) = (2, 0256; 3, 8244).

b) (α;α) = (0, 0953; 2, 0047); (β
1
;β1) = (0, 9953; 2, 9047); (β

2
;β2) = (1, 5748; 4, 2752).

Intervalai gerokai platesni uº II.1.28 pratimo intervalus.

II.1.30. Kaim = 2, atitinkamai 1,0905 ir 1,0919 kartu�; kaim = 5, atitinkamai 1,2925
ir 1,2930 kartu�; kai m = 10, atitinkamai 1,5328 ir 1,5296 kartu�.

II.1.31. a) Parametro θ i�vertinys ir jo kovariaciju� matrica surasti II.1.8 pratime

θ̂ =

(
θ̂1

θ̂2

)
=

(
2α̂− β̂1

α̂+ β̂1 − β̂2

)
,V (θ̂) =

σ2

4

(
5 2
2 2

)
= σ2Σ.

Remiantis II.1.21 pratimu lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo sritis

C(θ̂, s2) = {θ : (θ̂ − θ)TΣ−1(θ̂ − θ)/(2s2) < F0,05(2, 1)} =

{θ : 2(θ̂1 − θ1)2 − 4(θ̂1 − θ1)(θ̂2 − θ2) + 5(θ̂2 − θ2)2 < 1, 496}.

b) Hipotez
e atmetama, kai

F = θ̂
T
Σ−1θ̂/(2s2) > F0,05(2, 1) = 199, 5.

Kadangi statistika F i�gijo reik²m¦ 0,75, tai atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

II.1.32. Tikrinama hipotez
e H : Hβ = θ = θ0; £ia matricos H pirmoji eilut
e
(1, 1, 0, 0), o antroji eilut
e (0, 0, 1, 1); θ0 = (90, 90)T . Randame

V (θ) = σ2Σ = σ2 2

15

(
4 −1
−1 4

)
, Σ−1 =

1

2

(
4 1
1 4

)
.

Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi, kai

F =
(θ̂ − θ0)TΣ−1(θ̂ − θ0)

2s2
> F0,05(2, 4).
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Kadangi statistika F i�gijo reik²m¦ 84,96, o F0,05(2, 4) = 6, 9443, tai hipotez
e atmetama;
P reik²m
e pv = P{F2, 4 > 84, 96} = 0, 0005.

II.1.33. a) V (β̂) = σ2(ATA)−1. Paºym
ekime matricos (ATA)−1 elementus aij ,
Tada V β̂i = σ2aii. Tegu

ATA =

(
a11 b

T

b C

)
, a11 =

|C|
|ATA|

=
|C|

|C|(a11 − bTC−1b)
≥ 1

a11
.

V β̂i ≥
σ2

aii
, i = 1, ...,m.

b) I²plaukia i² p. a).

II.1.34. �r. II.1.33 pratim¡.

II.1.35. Keturis kartus.

II.1.36. a) Pagal pirmo eksperimento rezultatus parametru� i�ver£iai: β̄1 = (Y1 +Y2 +
Y3+Y4)/4 = 9, 975, β̄2 = (Y1−Y2+Y3−Y4)/4 = 4, 975, β̄3 = (Y1+Y2−Y3−Y4)/4 = 4, 175,
β̄4 = (Y1 − Y2 − Y3 + Y4)/4 = 1, 075. Analogi²kai pagal antro eksperimento rezultatus:
β̄1 = 10, 050, β̄2 = 5, 000, β̄3 = 4, 050, β̄4 = 0, 800; negalima.

b) β̄1 = 10, 0125, β̄2 = 4, 9875, β̄3 = 4, 1125, β̄4 = 0, 9375, σ̂2 = s2 = 0, 04875; keturis
kartus;

c) V (σ̂2) = 2σ4/8; taikant pirm¡ji� bu	d¡ reik
etu� 32 sv
erimu�.

II.1.37. Parinkime kvadratin¦ matric¡ B, kad Λ = BBT , ir atlikime transformacij¡
Z = B−1Y . Tada a.v. Z tenkina tiesini� modeli�: Z = Cβ + θ; £ia C = B−1A,
o V (θ) = σ2I. Gauname β̂ = (CTC)−1CTZ = (ATΛ−1A)−1ATΛ−1Y , V (β̂) =
σ2(CTC)−1 = σ2(ATΛ−1A)−1.

II.1.38. II.1.37 pratime reikia imti Λ = [λij ]n×n; λii = 1/ωi, λij = 0, i 6= j.
Gauname θ̂ =

∑
i(ωiYi)/

∑
i ωi, V (θ̂) = σ2/

∑
i ωi.

II.1.39. II.1.37 pratime reikia imti Λ = [λij ]n×n; λii = i2, λij = 0, i 6= j; AT =

(1, 2, ..., n). Gauname θ̂ = [
∑
i(Yi/i)]/n, V (θ̂ = σ2/n.

II.1.40. β̂ ∼ Nm(β, σ2(ATΛ−1A)−1), σ̂2 = s2 = SSE/(n−m), SSE = (B−1)T (Y −
Aβ̂)T (Y −Aβ̂)B−1 ∼ σ2χ2

n−m.

II.1.41. a) d̂ = [
∑
i(XiYi)]/

∑
iX

2
i ; b) d̂ = (

∑
i Yi)/

∑
iXi; c) d̂ = [

∑
i(Yi/Xi)]/n.

II.1.42. β̂0 = Ȳ −β̂1X̄, β̂1 =
∑
i Yi(Xi−X̄)/

∑
i(Xi−X̄)2; V β̂1 = σ2(1−ρ)/

∑
i(Xi−

X̄)2, V β̂0 = σ2[(1 + 2ρ)/3 + X̄2(1 − ρ)/
∑
i(Xi − X̄)2]. Nagrin
ekime tiesini� modeli�

Yi = α+ β1(Xi − X̄) + ei, i = 1, 2, 3;α = β0 + β1X̄. Tada

[ATΛ−1A]−1 =

(
(1 + 2ρ)/3 0

0 (1− ρ)/
∑
i(Xi − X̄)2

)
,

ATΛ−1Y =

( ∑
i Yi/(1 + 2ρ)∑

i Yi(Xi − X̄)/(1− ρ)

)
ir lieka pasinaudoti II.1.37 pratimo sprendimu.
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II.1.43. Atlikime ortogonali¡ transformacij¡ Z = CY , kai matricos C pirmoji eilut
e
yra (1/n, ..., 1/n). Tada i² ortogonalumo s¡lygos

n∑
j=1

cijc1j =

n∑
j=1

cij/n = 0, i = 2, 3, ..., n.

Tarkime, B yra matrica C be pirmosios eilut
es. Tada a. v. Z2 = (Z2, ..., Zn)T = BY
kovariacin
e matrica

V (BY ) = BΣBT = ρσ2BEBT + (1− ρ)σ2BIBT ,

£ia E � matrica, kurios visi elementai lygu	s 1. Gauname, kad pirmasis d
emuo lygus 0,
nes BE = 0. Taigi a. v. Z2 kovariacin
e matrica yra diagonali V (Z2) = (1− ρ)σ2I.

II.1.44. a) Pradºioje tarkime, kad γ yra ºinomas. Gauname tiesini� modeli�

Y −Bγ = Aβ + e.

I² £ia parametro β maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys

β̃ = (ATA)−1AT (Y −Bγ).

I�ra²¦ ²i� i�vertini� i� pradin¦ i²rai²k¡ ir paºym
ej¦ R = I −A(ATA)−1AT , gausime tiesini�
modeli� parametro γ atºvilgiu

RY = RBγ + e.

Parametro γ maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys

γ∗ = (BTRTRB)−1BTRTRY = (BTRB)−1BTRY .

I�ra²¦ i� β̃ i²rai²k¡, gauname parametro β i�vertini�

β∗ = (ATA)−1AT (Y −Bγ∗).

b) Liekamoji kvadratu� suma

SSE = (Y −Aβ∗ −Bγ∗)T (Y −Aβ∗ −Bγ∗) = (Y −Bγ∗)TR(Y −Bγ∗).

II.2. Dispersin
e analiz
e

II.2.1. Vienfaktor
e dispersin
e analiz
e

II.2.1. Tarkime, a. d. Y skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A, kuris gali bu	ti
I lygmenu� A1, A2, ..., AI . Tegu a. d. Y skirstinys, kai faktoriaus A lygmuo yra Ai, yra
normalusis N(µi, σ

2). Tarkime, kad turime I paprastu�ju� nepriklausomu� im£iu�; i-¡j¡ imti�
sudaro Ji elementu� Yi1, Yi2, ..., YiJi , gautu�, kai faktoriaus A lygmuo yra Ai, i = 1, ..., I.

a) Uºra²ykite jungtin¦ imti� Y tiesinio modelio pavidalu (ºr. II.1.1 pratim¡).
b) I�rodykite, kad T = (Ȳ1., ..., ȲI.,Y

TY )T , Ȳi. =
∑
j Yij/Ji, yra pilnoji ir pakanka-

moji parametro θ = (µ1, ..., µI , σ
2) statistika. c) Raskite parametro θ elementu� NMD

i�vertinius.
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II.2.2. (II.2.1 pratimo t¦sinys). Raskite parametru�

µ =
1

n

I∑
i=1

Jiµi, n = J1 + ...+ JI , αi = µi − µ, i = 1, ..., I

NMD i�vertinius.

II.2.3. (II.2.1 pratimo t¦sinys). Pagrindin
e dispersin
es analiz
es hipotez
e yra patik-
rinti, ar priklauso Y skirstinys nuo faktoriaus A. Modelio parametru� terminais reikia
patikrinti hipotez¦ HA : µ1 = ... = µI (arba HA : α1 = ... = αI = 0). Raskite kriteriju�
hipotezei HA tikrinti.

II.2.4. (II.2.3 pratimo t¦sinys). a) Raskite vidutiniu� kvadratu� sumu� vidurkius.
b) Raskite II.2.3 pratime pateikto kriterijaus gali¡.

II.2.5. (II.2.3 pratimo t¦sinys). Jeigu hipotez
e HA neatmetama, tai analiz¦ galima
tuo ir uºbaigti. Prie²ingu atveju natu	raliai i²kyla klausimas, kaip steb
ejimai Yij priklauso
nuo faktoriaus A lygmenu�. Kartais remiantis papildoma informacija apie faktoriaus lyg-
menis galima juos sudalinti i� grupes taip, kad hipotez
es HA atmetim¡ s¡lygotu� skirtumai
tarp grupiu�, o grupiu� viduje vidurkiai skirtu�si neºymiai. Raskite kriteriju� hipotezei
H ′A : µ1 = ... = µr;µr+1 = ... = µI tikrinti.

II.2.6. (II.2.5 pratimo t¦sinys). Jeigu papildomos informacijos apie faktoriaus lyg-
menis nepakanka, tai galima taikyti statistinius steb
ejimu� palyginimo metodus esant
i�vairiems faktoriaus lygmenims, vadinamus kontrastu� analize. Parametru� µ1, ..., µI kon-

trastu vadinama tiesin
e funkcija

ψ =

I∑
i=1

ciµi,

I∑
i=1

ci = 0, ci ∈ R, i = 1, ..., I.

Hipotez
e HA : µ1 = ... = µI ekvivalenti tvirtinimui, kad visi kontrastai ψ lygu	s nuliui.
Jei HA neteisinga, tai atsiras kontrastu�, kurie nelygu	s nuliui.

I�rodykite, kad hipotez
e HA atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi (II.2.3
pratimas) tada ir tik tada, kai egzistuoja kontrastas ψ, kad intervalas

(ψ̂ −
√

(I − 1)Fα(I − 1, n− I)

√
V̂ (ψ̂), ψ̂ +

√
(I − 1)Fα(I − 1, n− I)

√
V̂ (ψ̂))

neuºdengia 0; £ia

ψ̂ =

I∑
i=1

ciµ̂i =

I∑
i=1

ciȲi., V (ψ̂) = σ2
I∑
i=1

c2I/Ji, V̂ (ψ̂) = s2
I∑
i=1

c2I/Ji.

II.2.7. Tegu Yij = µ+αi+eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J ; £ia eij yra vienodai pasiskirst¦
n. a. d. ir E(eij) = 0, o parametrai αi tenkina s¡lyg¡

∑
i diαi = 0, kai di ºinomi ir∑

i di 6= 0. Raskite parametru� µ ir αi maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius.

II.2.8. Tegu Yij = µi + eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J ; £ia eij yra nepriklausomi ir
normalieji eij ∼ N(0, σ2). a) Raskite hipotez
es H : µ1 = 2µ2 = 3µ3 tikrinimo kriteriju�,
kai I = 4. b) I�rodykite, kad hipotez
es H : µ1 = µ2 tikrinimo F kriterijus, kai I = 2, yra
ekvivalentus Stjudento kriterijui d
el vidurkiu� lygyb
es dviejose normaliosiose imtyse.
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II.2.9. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys i²kvepiamo azoto kieki� Y esant
keturioms skirtingoms dietoms (faktoriaus A lygmenys).

A1 A2 A3 A4 A1 A2 A3 A4

4,079 4,368 4,169 4,928 4,679 4,844 5,059 5,038
4,859 5,668 5,709 5,608 2,870 3,578 4,403 4,905
3,540 3,752 4,416 4,940 4,648 5,393 4,496 5,208
5,047 5,848 5,666 5,291 3,847 4,374 4,688 4,806
3,298 3,802 4,123 4,674

Atlikite duomenu� vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦.

II.2.10. I² darbininku�, aptarnaujan£iu� didel
es i�mon
es surinkimo konvejeri�, buvo
atrinkti 4 darbininkai ir kiekvienam i² ju� buvo uº�ksuotas tam tikros detal
es surinkimo
laikas.

Darbininkai Laikas
1 24,2; 22,2; 24,5; 21,1; 22,0;
2 19,4; 21,1; 16,2; 21,2; 21,6; 17,8; 19,6;
3 19,0; 23,1; 23,8; 22,8;
4 19,9; 15,7; 15,2; 19,8; 18,9; 16,1; 16,2; 18,5

Ar skiriasi darbininkai pagal detal
es surinkimo laik¡?

II.2.11. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys gumos tempiam¡ji� atsparum¡
Y kg/cm2 priklausomai nuo vulkanizavimo laiko X min.

Xi Yij
20 152 152 147 152
25 158 155 146 169
30 149 159 115 152
40 143 121 116 156
60 126 165 153 157

Patikrinkite hipotez¦, kad gumos tempiamojo atsparumo vidurkis nepriklauso nuo
vulkanizavimo laiko.

II.2.12. Tiriant retu�ju� elementu� pasiskirstym¡ triaso amºiaus nuogulose netoli Bir²-
tono, buvo gauti lentel
eje pateikti rezultatai (g/t) trijuose ²iu� nuogulu� horizontuose (X̄
ir s empiriniai vidurkiai ir vidutinio kvadratinio nuokrypio i�vertiniai; steb
ejimu� skai£ius
atitinkamai I, II ir III horizontuose yra 136, 77, 111). Patikrinkite hipotezes, kad elementu�
koncentracija visuose trijuose horizontuose yra vienoda.

Elementai
I II III

X̄ s X̄ s X̄ s

Varis 43 12 47 12 44 22
�vinas 13 4 16 5 22 8
Titanas 3428 701 3531 776 4255 1071

Manganas 940 182 1022 146 828 296
Chromas 74 21 84 22 110 64
Nikelis 44 13 55 16 60 22

II.2.13. Tarkime, i² pagamintos produkcijos atsitiktinai atrinkta I gaminiu�. Kiek-
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vienam i² ju� su paklaida J kartu� matuojama tam tikro poºymio X reik²m
e. Tarkime, kad
poºymio ir paklaidos skirstiniai yra nepriklausomi normalieji a. d. Paklaidos vidurkis ly-
gus nuliui. Reikia i�vertinti poºymio parametrus (vidurki� ir dispersij¡). Parinkite tinkam¡
statistini� modeli�.

II.2.14. Nagrin
ejamas vienfaktor
es dispersin
es analiz
es modelis su atsitiktiniu fak-
toriumi

Yij = µ+ ai + eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J ;

paklaidos eij ∼ N(0, σ2), a. d. ai ∼ N(0, σ2
A) ir a. d. {ai}, {eij} nepriklausomi. I�rodykite,

kad parametro θ = (µ, σ2
A, σ

2)T pilnoji ir pakankamoji statistika yra

T = (Ȳ..,
∑
i

Ȳ 2
i. ,
∑
i

∑
j

Y 2
ij)

T .

II.2.15. (II.2.14 pratimo t¦sinys). Raskite parametru� µ, τ2 = σ2 + Jσ2
A, σ

2
A, σ

2

NMD i�vertinius.

II.2.16. (II.2.14 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad a. d. Ȳ.., SSA, SSE yra nepriklau-
somi.

II.2.17. (II.2.14 pratimo t¦sinys). Raskite parametru� µ, τ2, σ2, σ2
A pasikliovimo

intervalus ir sudarykite kriterijus hipotez
ems d
el ²iu� parametru� reik²miu� tikrinti.

II.2.18. (II.2.14 pratimo t¦sinys). Raskite pagrindin
es dispersin
es analiz
es hipotez
es
²ioje schemoje analogo HA : σ2 = 0 tikrinimo kriteriju� ir jo galios funkcij¡.

II.2.19. Atsitiktinai parinkus keturis gaminius po 10 kartu� buvo i²matuotas ju�
poºymis X:

x1 x2 x3 x4 x1 x2 x3 x4

6,34 5,95 5,23 4,55 6,85 6,52 5,52 4,73
6,36 6,04 5,27 4,65 6,91 6,60 5,52 4,78
6,41 6,11 5,32 4,68 6,91 6,62 5,53 4,78
6,42 6,31 5,39 4,68 7,02 6,64 5,60 4,84
6,80 6,36 5,40 4,72 7,12 6,71 5,78 4,86

a) atlikite vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦ su vienu atsitiktiniu faktoriumi A (jo lyg-
menys � gaminiu� numeriai);

b) raskite ta²kinius ir intervalinius (Q = 0, 95) parametru� µ, σ2
A, σ

2 i�ver£ius;
c) raskite parametro σ2

A/σ
2 pasikliovimo interval¡ (Q = 0, 95).

II.2.20. Konservu� fabriko technologiniame procese kiekvienas pjaustantis abrikosus
operatorius buvo stebimas penkis dvieju� minu£iu� laikotarpius. Trijose skirtingose linijose
buvo pjaustomi triju� skirtingu� dydºiu� vaisiai (didesnis numeris rei²kia maºesni� vaisiu�)
ir uº�ksuojamas supjaustytu� vaisiu� skai£ius Yij ; i = 1, ..., I yra operatoriaus numeris,
o j = 1, ..., 5 ºymi laikotarpio numeri�. Analiz
es rezultatai atskirai kiekvieno dydºio
vaisiams pateikti lentel
eje.

Dydis I Y.. MSA MSE
2 9 53,17 59,72 1,144
3 17 52,26 68,20 2,537
4 17 47,32 78,96 4,926
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Tardami, kad yra teisingas modelis Yij = µ + ai + eij , kai a. d. {ai} ir {eij} yra
nepriklausomi ir normalieji ai ∼ N(0, σ2

A), eij ∼ N(0, σ2), raskite ta²kinius parametru�
µ, σ2

A, σ
2 i�ver£ius.

II.2.21. Tarkime, kad II.2.3 pratime faktorius A yra atsitiktinis. Kaip pasikeis
dispersin
e analiz
e?

II.2.2. Dvifaktor
e dispersin
e analiz
e

II.2.22. Tiriama poºymio Y priklausomyb
e nuo faktoriaus A, kuris yra I lygmenu�
A1, ..., AI , ir faktoriaus B, kuris yra J lygmenu� B1, ..., BJ . Kiekvienam lygmenu� dariniui
(Ai, Bj) steb
ejimai pakartojami po K > 1 kartu�. Imties elementai apra²omi dvifaktor
es
dispersin
es analiz
es modeliu

Yijk = µij + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K.

Tarsime, kad paklaidos eijk nepriklausomos ir eijk ∼ N(0, σ2). Modelis visi²kai nusakytas
IJ parametrais µ11, ...µIJ ir dispersija σ2 = V (Yijk) = V (eijk). a) I�rodykite, kad
T = (Ȳ11., ..., ȲIJ.,

∑
i

∑
j

∑
k Y

2
ijk)T yra parametro θ = (µ11, ..., µIJ , σ

2)T pilnoji ir
pakankamoji statistika. b) Raskite parametro θ elementu� NMD i�vertinius.

II.2.23. (II.2.22 pratimo t¦sinys). Raskite parametru�

µ, αi = µ̄i − µ, βj = µ̄j − µ, γij = µij − µ̄i − µ̄j + µ;

µ =
1

IJ

∑
i

∑
j

µij , µ̄i =
1

J

∑
j

µij , µ̄j =
1

I

∑
i

µij ;

NMD i�vertinius.
II.2.24. (II.2.22 pratimo t¦sinys). Raskite kriterijus pagrindin
ems dispersin
es

analiz
es hipotez
ems HA : αi ≡ 0, HB : βj ≡ 0, HAB : γij ≡ 0 tikrinti.
II.2.25. (II.2.24 pratimo t¦sinys). a) I�rodykite, kad kvadratu� sumos SSA, SSB ,

SSAB ne tik nepriklauso nuo SSE (remiantis II.2.21 pratimu), bet nepriklausomos ir
tarpusavyje bei nepriklauso nuo Ȳ... . b) I�rodykite, kad kvadratu� sumas galima skai-
£iuoti tokiu bu	du: reikia pakelti kiekvien¡ daugianariu� d
emenu� kvadratu paliekant bu-
vusius ºenklus ir susumuoti. Pavyzdºiui, SSAB = K

∑
i

∑
j

∑
k Ȳ

2
ij. − JK

∑
i Ȳi.. −

IKȲ.j. + IJKȲ 2
.... c) Patikrinkite lygyb¦ SST = SSA + SSB + SSAB + SSE , £ia

SST =
∑
i

∑
j

∑
k(Yijk − Ȳ...).

II.2.26. (II.2.24 pratimo t¦sinys). a) Raskite vidutiniu� kvadratu� sumu� vidurkius.
b) Raskite II.2.24 pratime pateiktu� kriteriju� galios funkcijas.

II.2.27. Tarkime, kad dvifaktor
es dispersin
es analiz
es schemoje turime po vien¡
steb
ejim¡ langelyje, t. y. K = 1. Tada steb
ejimu� Yij skai£ius n = IJ lygus neºinomu�
parametru� µij skai£iui ir liekamoji kvadratu� suma SSE = 0. Parametru� skai£ius sumaºi-
namas tariant, kad tarp faktoriu� n
era s¡veikos, t. y. γij ≡ 0. Gauname adityvu�ji� modeli�

Yij = µ+ αi + βj + eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J.

Tarsime, kad paklaidos eij nepriklausomos ir eij ∼ N(0, σ2), o parametrai αi, βj tenkina
s¡lygas ∑

i

αi = 0,
∑
j

βj = 0.
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Modeli� visi²kai nusako I + J − 1 parametras µ, α1, ..., αI−1, β1, ..., βJ−1 ir dispersija σ2.
a) Raskite parametru� αi, βj maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius ir liekam¡j¡ kvadratu� sum¡.
b) I�rodykite, kad gautieji i�vertiniai yra NMD i�vertiniai.

II.2.28. (II.2.27 pratimo t¦sinys). Raskite kriterijus faktoriu� i�takos nebuvimo
hipotez
ems HA : αi = 0, HB : βj = 0 tikrinti.

II.2.29. (Tjukio kriterijus). II.2.28 pratime pateikti kriterijai n
era korekti²ki, jeigu
prielaida γij ≡ 0 n
era teisinga. Sudarykite kriteriju� d
el prielaidos γij ≡ 0 teisingumo
remdamiesi steb
ejimais, kaiK = 1, o s¡veika tenkina s¡lyg¡ γij = γαiβj , t. y. patikrinkite
parametrin¦ hipotez¦ Hγ : γ = 0.

II.2.30. Tegu dvifaktor
es dispersin
es analiz
es schemoje faktoriaus A lygmenu� skai£ius
I = 2, o faktoriaus B lygmenu� skai£ius J ≥ 2; kiekviename langelyje turime po vien¡
steb
ejim¡ Yij , i = 1, 2; j = 1, ..., J . I�rodykite, kad hipotez
es HA tikrinimo F kriterijus yra
ekvivalentus Stjudento kriterijui, grindºiamam skirtumais Zj = Y1j − Y2j , j = 1, ..., J .
Tod
el dispersin
es analiz
es prielaidos gali bu	ti susilpnintos: kriterijus nepakis, jeigu tar-
sime, kad paklaidu� vektoriai (e1j , e2j)

T , j = 1, ..., J yra nepriklausomi ir turi dvimati�
normalu�ji� skirstini� su nuliniu vidurkiu� vektoriumi.

II.2.31(II.2.30 pratimo t¦sinys). Lentel
eje pateikti miego trukm
es pakitimo duo-
menys Y1j , naudojant pirmo tipo migdomuosius vaistus, ir Y2j � naudojant antro tipo
migdomuosius vaistus; £ia j ºymi paciento numeri�, j = 1, ..., 10.

i; j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 +0, 7 −1, 6 −0, 2 −1, 2 −1, 0 +3, 4 +3, 7 +0, 8 0, 0 +2, 0
2 +1, 9 +0, 8 +1, 1 +0, 1 −0, 1 +4, 4 +5, 5 +1, 6 +4, 6 +3, 4

a) Pri
em¦ normalumo prielaid¡ patikrinkite hipotez¦, kad miego trukm
es padid
ejimo
vidurkiai, naudojant pirmo ir antro tipo migdomuosius, nesiskiria; α = 0, 01.

b) Tarkime, yra ºinoma, kad V (Y1j − Y2j) ≤ 1, 25. Koki� skai£iu� pacientu� reik
etu�
tur
eti, kad, tikrinant vidurkiu� lygyb
es hipotez¦, ji bu	tu� atmesta su tikimybe, ne maºesne
uº 0,95, kai miego trukm
es padid
ejimo vidurkiu� skirtumas vir²ija 1 valand¡.

II.2.32. Tarkime, kad II.2.9 pratime tiriame i²kvepiamo azoto kiekio priklausomyb¦
ne tik nuo dietos (faktorius A), bet ir nuo lyties (faktorius B). Gauti steb
ejimu� duomenys
pateikti lentel
eje [1].

A1 A2 A3 A4

B1 4,079 4,368 4,169 4,928
4,859 5,668 5,709 5,608
3,540 3,752 4,416 4,940

B2 2,870 3,578 4,403 4,905
4,648 5,393 4,496 5,208
3,847 4,374 4,688 4,806

Atlikite dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦. Patikrinkite pagrindines dispersin
es analiz
es
hipotezes.

II.2.33. I² kiekvienos 4 peliu� (faktorius A) palikuoniu� buvo atrinkta po 1 peliuk¡ ir
jam buvo taikoma viena i² triju� dietu� (faktorius B). Po triju� savai£iu� i²matuotas svorio
prieaugis Y [1].
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A1 A2 A3 A4

B1 5,2 11,4 4,2 10,7
B2 7,4 13,0 9,5 8,8
B3 9,1 13,8 8,8 13,0

Atlikite dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦ su vienu steb
ejimu langelyje. Remdamiesi Tju-
kio kriterijumi patikrinkite s¡veikos nebuvimo hipotez¦.

II.2.34. Tiriant, kiek a²tuoniu� skirtingu� ru	²iu� aliejaus (faktorius A) sugeria spurgos,
²e²ias dienas (faktorius B) buvo gaminamos vienodo didumo spurgu� partijos su kiekviena
aliejaus ru	²imi [16].

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8

B1 164 172 177 178 163 163 150 164
B2 177 197 184 196 177 193 179 169
B3 168 167 187 177 144 176 146 155
B4 156 161 169 181 165 172 141 149
B5 172 180 179 184 166 176 169 170
B6 196 190 197 191 178 178 183 167

Uºpildykite dispersin
es analiz
es lentel¦ ir patikrinkite pagrindines hipotezes.

II.2.35 (II.2.34 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad skirtingu� aliejaus ru	²iu� sug
erimo
vidurkiai tenkina s¡lygas µ5 = µ7 = µ8 = µ, µ1 = µ2 = µ6 = µ + 12, µ3 = µ4 =
µ + 22. Kokia tikimyb
e atmesti hipotez¦ HB , jeigu paklaidos dispersija lygi I.2.34
pratime surastam i�ver£iui (kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05)?

II.2.36 (II.2.34 pratimo t¦sinys). Kadangi 5, 7 ir 8 aliejaus ru	²ys atrodo ekonomi²ki-
ausios, tai tolesni eksperimentai bus atliekami tik su ²iomis trimis ru	²imis. Kiek eksperi-
mentu� reik
etu� atlikti tikrinant hipotez¦ H : µ5 = µ7 = µ8 kriterijumi, kai reik²mingumo
lygmuo α = 0, 05, kad bet koki� vidurkiu� skirtum¡, vir²ijanti� 10 vienetu�, gal
etume
pasteb
eti su tikimybe, ne maºesne uº 0,8?

II.2.37. Tiriama konservu� d
eºut
es svorio priklausomyb
e nuo m
esos tiek
ejo (faktorius
A) ir nuo d
eºutes uºpildan£io automato uºpildymo cilindro (faktorius B). I² kiekvieno
tiek
ejo ir kiekvieno cilindro konservu� d
eºu£iu� partijos atsitiktinai atrenkama po 3 d
eºutes.
D
eºu£iu� svoriai (s¡lyginiais vienetais) pateikti lentel
eje [16].

A1 A2 A3 A4 A5

B1 1 1; 2 4; 3; 5 6; 3; 7 3; 1; 3 1; 3; 3
B1 −1; 3; −1 −2; 1; 0 3; 1; 5 2; 0; 1 1; 0; 1
B3 1; 1; 1 2; 0; 1 2; 4; 3 1; 3; 3 3; 3; 3
B4 −2; 3; 0 −2; 0; 1 3; 3; 4 0; 0; 2 0; 1; 1
B5 1; 1; −1 2; 1; 5 0; 1; 2 1; 0; −1 −2; 3; 1
B6 0; 1; 1 0; 0; 3 3; 3; 4 3; 0; 2 3; 1; 2

Uºpildykite dispersin
es analiz
es lentel¦ ir patikrinkite pagrindines hipotezes.

II.2.38. Eksperimente hibridinius ºiurkiukus maitino hibridin
es ºiurkiu� patel
es.
Lentel
eje pateikti ºiurkiuku� svoriai pra
ejus 28 dienoms nuo gimimo. �iame eksperi-
mente faktorius A yra maitinan£ios ºiurk
es genotipas, o faktorius B � ºiurkiuku� vados
genotipas.
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A1 A2 A3 A4 A1 A2 A3 A4

B1 61,5 55,0 52,5 42,0 B3 37,0 56,3 39,6 50,0
68,2 42,0 61,8 54,0 36,3 69,8 46,0 43,8
64,0 60,2 49,5 61,0 68,0 67,0 61,3 54,5
65,0 52,7 48,2 55,3
59,7 39,6 55,7

B2 60,3 50,8 56,5 51,3 B4 59,0 59,5 45,2 44,8
51,7 64,7 59,0 40,5 57,4 52,8 57,0 51,5
49,3 61,7 47,2 54,0 56,0 61,4 53,0
48,0 64,0 53,0 42,0

62,0 54,0

Atlikite dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦, kai steb
ejimu� skai£iai langeliuose skirtingi. Pa-
tikrinkite s¡veikos nebuvimo hipotez¦. Patikrinkite faktoriu� A ir B i�takos nebuvimo
hipotezes dviem bu	dais: a) tariant, kad modelis adityvus; b) neatsiºvelgiant i� s¡veik¡.

II.2.39. I�rodykite, kad dvifaktor
eje dispersin
eje analiz
eje, kai I = 2, kvadratu� sumas
SSA ir SSAB galima apskai£iuoti ²itaip:

SSA = JK(Ȳ1.. − Ȳ2..)
2/2,

SSAB = (K
∑
j

(Ȳ1j. − Ȳ2j.)
2 − SSA)/2,

o jei K = 2, tai
SSE =

∑
i

∑
j

(Yij1 − Yij2)2/2.

II.2.40. Tarkime, kad imties Y skirstinys gali priklausyti nuo dvieju� atsitiktiniu�
faktoriu�. Imties Y elementai turi toki¡ struktu	r¡ (ºr. [3], 2.5.1 skyreli�):

Yijk = µ+ ai + bj + cij + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K;

£ia {ai}, {bj}, {cij}, {cij}, {eijk} yra nepriklausomi a. d. ir ai ∼ N(0, σ2
A), bj ∼ N(0, σ2

B),
cij ∼ N(0, σ2

AB), eijk ∼ N(0, σ2). Modeli� visi²kai nusako vidurkis µ ir keturios dispersijos
σ2
A, σ

2
B , σ

2
AB , σ

2. I�rodyta (ºr. [15], 4f.3 skyreli�), kad parametro θ = (µ, σ2
A, σ

2
B , σ

2
AB , σ

2)T

pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (Ȳ..., SSA, SSB , SSAB , SSE)T . a) Raskite
vidutiniu� kvadratu� sumu� vidurkius. b) Raskite parametro θ elementu� NMD i�vertinius.

II.2.41. (II.2.40 pratimo t¦sinys). a) I�rodykite, kad kvadratu� sumos SSA, SSB ,
SSAB , SSE yra nepriklausomos. b) Raskite i�vertiniu� σ̂2

A, σ̂
2
B , σ̂

2
AB , σ̂

2 dispersijas.
c) Sudarykite pagrindiniu� dispersijos analiz
es hipoteziu� analogu� HA : σ2

A = 0, HB :
σ2
B = 0, HAB : σ2

AB = 0 tikrinimo kriterijus ir raskite ju� galios funkcijas.

II.2.42. Tegu Yijk = µ + ai + bj + eijk ir a. d. {ai}, {bj}, {eijk} nepriklausomi,
ai ∼ N(0, σ2

A), bj ∼ N(0, σ2
B), eijk ∼ N(0, σ2); i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K.

Parametrai µ, σ2
A, σ

2
B , σ

2 neºinomi. Raskite TGN kriteriju�
a) hipotezei H : τ2 = σ2

A/(σ
2 +Kσ2) ≤ ∆, kai alternatyva H̄ : τ2 > ∆, tikrinti;

b) hipotezei H : σAB/σ
2 ≤ ∆, kai alternatyva H̄ : σ2

AB/σ
2 > ∆, tikrinti.

II.2.43. Atlikus dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦ su dviem atsitiktiniais faktoriais A ir
B, gauta tokia dispersin
es analiz
es lentel
e
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Faktorius ν SS

A 24 3 243
B 3 46 659

A×B 72 459
E 1100 243

a) Patikrinkite hipotezes HA, HB , HAB , kai reik²mingumo lygmuo α = 0, 025.
b) Raskite dispersijos komponen£iu� σ2

A, σ
2
B , σ

2
AB , σ

2 i�ver£ius ir ju� dispersiju� i�ver£ius.
c) Apskai£iuokite kiekvienos dispersijos komponent
es apytiksli� pasikliovimo interval¡,

kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

II.2.44. Atlikite dispersin¦ analiz¦ pagal II.2.33 pratimo duomenis tar¦, kad abu
faktoriai yra atsitiktiniai.

II.2.45. Atlikite dispersin¦ analiz¦ pagal II.2.37 pratimo duomenis tar¦, kad abu
faktoriai yra atsitiktiniai.

II.2.46. Tarkime, kad Y skirstinys gali priklausyti nuo pastovaus faktoriaus A ir
atsitiktinio faktoriaus B. Imties Y elementai turi toki¡ struktu	r¡ (ºr. [3], 2.6.1 skyreli�):

Yijk = µ+ αi + bj + cij + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K,

£ia µ, αi konstantos, o bj , cij , eijk atsitiktiniai dydºiai,∑
i

αi = 0,
∑
i

cij ≡ 0, Ebj = Ecij = Eeijk = 0.

Tarsime, kad a. v. (bj , c1j , ..., cIj)
T skirstinys yra daugiamatis normalusis (su skirtingais

j ²ie vektoriai nepriklausomi), o a. d. eijk ∼ N(0, σ2) nepriklausomi tarpusavyje ir ne-
priklauso nuo ²iu� vektoriu�. �ym
esime V bj = σ2

B ,V cij = σ2
AB;i, i = 1, ..., I. Analogi²kai

pirmesn
ems schemoms sudarykime kvadratu� sumas SSA, SSB , SSAB , SSE . Raskite
vidutiniu� kvadratu� sumu� vidurkius.

II.2.47. (II.2.46 pratimo t¦sinys). a) Raskite parametru� σ2
A, σ

2
B , σ

2
AB , σ

2 nepaslink-
tuosius i�vertinius. b) Sudarykite kriterijus pagrindiniu� dispersin
es analiz
es hipoteziu�
analogams HA : σ2

A = 0, HB : σ2
B = 0, HAB : σ2

AB = 0 tikrinti.

II.2.48. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys kuro i²tek
ejimo i² triju� skirtingu�
tipu� tu	tu� greiti�; matavimus atliko 5 operatoriai, i² kuriu� kiekvienas atliko po 3 matavimus
kiekvienoje tu	toje.

Tu	ta 1 2 3
A 6 6 −15 26 12 5 11 4 4
B 13 6 13 4 4 11 17 10 17
C 10 10 −11 −35 0 −14 11 −10 −17

Tu	ta 4 5
A 21 14 7 25 18 25
B −5 2 −5 15 8 1
C −12 −2 −16 −4 10 24

a) Atlikite mi²raus modelio, kuriame faktorius A (tu	tos) yra pastovus, o faktorius B
(operatorius) � atsitiktinis, dispersin¦ analiz¦.
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b) Atlikite analiz¦ laikydami abu faktorius pastoviais. Kuo paai²kinti skirtingus at-
sakymus, gautus tikrinant hipotez¦, kad rezultatai nepriklauso nuo tu	tu� tipo.

II.2.49. Lentel
eje pateikta tam tikros medºiagos nepralaidumo vandeniui charakte-
ristika priklausomai nuo triju� tipu� stakliu� (faktorius A), su kuriomis ji buvo pagaminta,
per 9 skirtingas dienas (faktorius B) [16].

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9

A1 1,40 1,45 1,91 1,89 1,77 1,66 1,92 1,84 1,54
1,35 1,57 1,48 1,48 1,73 1,54 1,93 1,79 1,43
1,62 1,82 1,89 1,39 1,54 1,68 2,13 2,04 1,70

A2 1,31 1,24 1,51 1,67 1,23 1,40 1,23 1,58 1,64
1,63 1,18 1,58 1,37 1,40 1,45 1,51 1,63 1,07
1,41 1,52 1,65 1,11 1,53 1,63 1,44 1.28 1,38

A3 1,93 1,43 1,38 1,72 1,32 1,63 1,33 1,69 1,70
1,40 1,86 1,36 1,37 1,34 1,36 1,38 1,80 1,84
1,62 1,69 1,49 1,43 1,48 1,49 1,29 1,45 1,75

Atlikite duomenu� dispersin¦ analiz¦, tar¦, kad modelis yra mi²rusis, kuriame faktorius
A yra pastovus, o faktorius B � atsitiktinis.

II.2.50. Tiriant duju� sunaudojim¡ per devynias savaites (faktorius A) buvo �ksuoja-
mas duju� sunaudojimas per par¡ kiekvien¡ savait
es dien¡ nuo pirmadienio iki ²e²tadienio
imtinai (faktorius B). Gauti rezultatai (s¡lyginiais vienetais) pateikiami lentel
eje [16].

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9

B1 5 1 −4 5 −13 −8 −2 −4 −10
B2 3 6 −10 −2 −7 −2 −4 2 2
B3 8 4 −14 −3 3 0 5 −11 −12
B4 8 10 −5 −1 4 −2 4 1 −12
B5 4 −1 7 −5 5 −3 −7 −3 −6
B6 3 −9 3 −8 −6 0 −3 8 −1

Atlikite dispersin¦ analiz¦, tar¦, kad faktorius A atsitiktinis, o faktorius B pastovus.
Kaip pasikeistu� atsakymai, jeigu tartume, kad abu faktoriai yra pastovu	s?

II.2.51. Atlikite II.2.32 pratimo duomenu� analiz¦, tar¦, kad faktorius A yra atsitik-
tinis, o faktorius B � pastovus.

II.2.52. Atlikite II.2.34 pratimo duomenu� analiz¦, tar¦, kad faktorius A yra pas-
tovus, o faktorius B � atsitiktinis.

II.2.3. Daugiafaktor
e dispersin
e analiz
e

II.2.53. Trifaktor
es dispersin
es analiz
es skirtingu� langeliu� steb
ejimu� vidurkiai µijl, i =
1, 2, 3; j = 1, 2, 3; l = 1, 2, pateikti lentel
ese

C1 B1 B2 B3 C2 B1 B2 B3

A1 5 6 10 A1 9 7 14
A2 7 7 1 A2 9 6 3
A3 6 5 7 A3 9 5 10

I�rodykite, kad visu� triju� faktoriu� s¡veika A×B × C yra lygi 0.
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II.2.54. Nagrin
ejame tiesini� modeli� Yijk = µijk + eijk, i = 1, ..., I; j = 1, ..., J ; k =
1, ...,K, kuriame {eijk} yra nepriklausomi normalieji eijk ∼ N(0, σ2) a. d. Tarkime,
vidurkiai µijk tenkina s¡lyg¡

µijk = µ̄... + (µ̄i.. − µ̄...) + (µ̄ij. − µ̄i..) + (µ̄..k − µ̄...) =

= µ+ αi + βij + γk.

Raskite parametru� µ, αi, βij , γk i�vertinius. Sukurkite kriteriju� hipotezei HA : αi = 0, i =
1, ..., I.

II.2.55. Sudarykite trifaktor
es dispersin
es analiz
es lentel¦, kai visi trys faktoriai yra
atsitiktiniai. Sukurkite kriterijus pagrindin
ems hipotez
ems tikrinti.

II.2.56. Tarkime, pilnoje dispersin
es analiz
es schemoje, kai vienodas steb
ejimu�
skai£ius langelyje, faktorius A turi I lygmenu�. Steb
ejimu� aritmetinius vidurkius, gautus
suvidurkinus pagal visu� kitu� faktoriu� lygmenis, paºym
ekime Ȳ1, ..., ȲI . Tegu ²ie vidurkiai
padalyti i� dvi didumo I1 ir I2, I1 + I2 = I aibes Ȳ1, ..., ȲI1 ir ȲI1+1, ..., ȲI , o Ȳ (1) ir Ȳ (2)

yra ²iu� aibiu� vidurkiai. I�rodykite, kad

I∑
i=1

(Ȳi − Ȳ.)2 =

I1∑
i=1

(Ȳi − Ȳ (1))2 +

I∑
i=I1+1

(Ȳi − Ȳ (2))2 + I1I2(Ȳ (1) − Ȳ (2))2/I.

II.2.57. Apibendrinkite II.2.34 pratim¡, kai vidurkiai Ȳ1, ..., ȲI padalijami i� tris
nesikertan£ias aibes.

II.2.58. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys betonini� keli¡ priklausomai nuo
padengimo storio (faktorius A), nuo pagrindo storio (faktorius B) ir nuo papildomo
(apatinio) pagrindo storio (faktorius C). Atlikta po du matavimus kiekvieno i² 27 ke-
lio variantu� ([11]).

A1 A2 A3

B1 B2 B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3

C1 2,8 4,3 5,7 4,1 5,4 6,7 6,0 6,3 7,1
2,6 4,5 5,3 4,4 5,5 6,9 6,2 6,5 6,9

C2 4,1 5,7 6,9 5,3 6,5 7,7 6,1 7,2 8,1
4,4 5,8 7,1 5,1 6,7 7,4 5,8 7,1 8,4

C3 5,5 7,0 8,1 6,5 7,7 8,8 7,0 8,0 9,1
5,3 6,8 8,3 6,7 7,5 9,1 7,2 8,3 9,0

Atlikite trifaktor¦ analiz¦ su trimis pastoviais faktoriais.
II.2.59. Lentel
eje pateikiama izoliacijos kokyb
es charakteristikos priklausomai nuo

keturiu� faktoriu�: A � padengimo tipas; B � temperatu	ra; C � sl
egis; D � skirtingos
plienin
es panel
es, kurios buvo naudojamos eksperimente [16].

A1 A2

B1 B1 B2 B2 B1 B1 B2 B2

C1 C2 C1 C2 C1 C2 C1 C2

D1 0,25 0,16 0,30 0,27 0,41 0,10 0,13 0,06
D2 0,36 0,002 0,18 0,03 0,28 0,04 0,06 0,03
D3 0,36 0,06 0,44 0,13 0,33 0,03 0,19 0,04
D4 0,25 0,10 0,34 0,04 0,21 0,01 0,20 0,01
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A3 A4

B1 B1 B2 B2 B1 B1 B2 B2

C1 C2 C1 C2 C1 C2 C1 C2

D1 0,44 0,24 0,22 0,18 0,43 0,27 0,26 0,21
D2 0,65 0,08 0,14 0,36 0,62 0,03 0,51 0,03
D3 0,42 0,49 0,17 0,25 0,47 0,28 0,21 0,25
D4 0,47 0,14 0,36 0,19 0,52 0,07 0,32 0,38

Atlikite dispersin¦ analiz¦, tar¦, kad visu� keturiu� faktoriu� s¡veika ir s¡veikos po tris
faktorius yra lygios 0.

II.2.4. Nepilni dispersin
es analiz
es planai

II.2.60. Lentel
eje pateikta keturiu� atspaudu� charakteristikos (s¡lyginiais vienetais)
priklausomai nuo keturiu� galvu£iu� skirtinguose spausdinimo i�renginiuose [16].

A1 A2 A3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
6 13 1 7 10 2 4 0 0 10 8 7
2 3 10 4 9 1 1 3 0 11 5 2
0 9 0 7 7 1 7 4 5 6 0 5
8 8 6 9 12 10 9 1 5 7 7 4

A4 A5

13 14 15 16 17 18 19 20
11 5 1 0 1 6 3 3
0 10 8 8 4 7 0 7
6 8 9 6 7 0 2 4
4 3 4 5 9 3 2 0

Atlikite dispersin¦ analiz¦, tar¦, kad faktorius B (galvut
es) yra sugrupuotas pa-
gal faktoriu� A (spausdinimo i�renginiai); galvu£iu� numeriai yra antroje lentel
es eilut
eje.
Faktoriu� B laikyti atsitiktiniu, o skirtingas kopijas interpretuoti kaip matavimo kartoti-
num¡.

II.2.61. Lentel
eje pateikti duomenys apie kondensatorinio popieriaus poringum¡
priklausomai nuo partijos (faktorius A) ir nuo atsitiktinai i² partijos atrinkto rulono
(faktorius B). Kiekvien¡ kart¡ atlikta po tris matavimus [11].

A1 A2 A3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1,5 1,5 2,7 3,0 1,9 2,3 1,8 1,9 2,5 3,2 1,4 7,8
1,7 1,6 1,9 2,4 1,5 2,4 2,9 3,5 2,9 5,5 1,5 5,2
1,6 1,7 2,0 2,6 2,1 2,4 4,7 2,8 3,3 7,1 3,4 5,0

Atlikite dispersin¦ analiz¦, tar¦, kad faktorius B (rulonai) yra sugrupuotas pagal
faktoriu� A (partijos); rulonu� numeriai yra antroje lentel
es eilut
eje. Abu faktorius laikyti
atsitiktiniais.

II.2.62. Atliekant eksperiment¡ 9 ju	ru� kiaulyt
es (faktorius B) atsitiktinai buvo
suskirstytos i� grupes po 3 ir i�d
etos i� skirtingus narvelius. Kiekvieno narvelio gyvu	nai
buvo apru	pinami skirtingai NO2 lygiais (faktorius A); A1 � kontrolinis; A2 � dvigubai
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didesnis uº norm¡; A3 � trigubai didesnis uº norm¡. Po savait
es buvo atlikta po du
kintamojo Y (arterinis PH) matavimus [1].

B1 B2 B3

A1 7,08 7,02 7,04 7,07 7,07 6,98
A2 7,29 7,18 7,42 7,32 7,08 7,28
A3 7,74 7,54 7,53 7,50 7,51 7,63

I²tirkite kintamojo Y priklausomyb¦ nuo faktoriaus A, tardami, kad faktorius B su-
grupuotas pagal faktoriu� A.

II.2.63. Keturios pel
es turi po 3 peliukus. Pel
es atsitiktinai suskirstytos i� 3 grupes
po dvi. Pirmos grup
es peliukams taikoma pirmoji dieta, o antrosios � antroji dieta. Po
triju� savai£iu� uºregistruotas peliuku� svorio prieaugis Y [1].

Dieta Pel
e Y Dieta Pel
e Y

Pirmoji
1 11,8 10,5 12,5

Antroji
3 7,4 9,7 8,2

2 12,3 15,5 11,4 4 7,2 8,6 7,1

Parinkite tinkam¡ dispersin
es analiz
es schem¡ ir uºpildykite dispersin
es analiz
es len-
tel¦. Patikrinkite pagrindines dispersin
es analiz
es hipotezes.

II.2.64. Penkiolikai pacientu� matuotas fermento kiekis i² karto po ²irdies operacijos
(D0), pra
ejus vienai dienai (D1), dviem dienoms (D2) ir savaitei (D7) po operacijos.

Pacientas D0 D1 D2 D7 Pacientas D0 D1 D2 D7

1 108 63 45 42 9 106 65 49 49
2 112 75 56 52 10 110 70 46 47
3 114 75 51 46 11 120 85 60 62
4 129 87 69 69 12 118 78 51 56
5 115 71 52 54 13 110 65 46 47
6 122 80 68 68 14 132 92 73 63
7 105 71 52 54 15 127 90 73 68
8 117 77 54 61

Patikrinkite, ar fermento kiekio vidurkis kinta po ²irdies operacijos.

II.2.65. Lentel
eje pateikti duomenys apie elektroniniu� spinduliniu� vamzdeliu� stiklo
savybes priklausomai nuo cecho (faktorius A) ir nuo pamainos (faktorius B). Matavi-
mai atlikti triju� atsitiktinai parinktu� savai£iu� metu (faktorius C; blokas) [11]. Atlikite
blokuotu�ju� duomenu� dispersin¦ analiz¦.

A1 A2

B1 B2 B3 B1 B2 B3

3 3 3 6 3 6
C1 6 4 6 8 9 8

6 7 7 11 11 13
14 8 11 4 15 4

C2 16 8 12 6 15 7
19 9 17 7 17 10
2 2 2 2 2 10

C3 3 3 4 5 4 12
6 4 6 7 6 13
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II.2.66. Tiriant kineskopo elektros srov
es stiprumo priklausomyb¦ nuo keturiu� kato-
do kaitinimo siu	lelio apdorojimo reºimu� (A, B, C, D), per vien¡ dien¡ galima realizuoti
tik tris apdorojimo metodus. Tod
el eksperimentas atliktas pagal nepilnu� subalansuotu�
bloku� schem¡, kurioje blokus atitinka dienos [11].

Dienos A B C D
1 2 � 20 7
2 � 32 14 3
3 4 13 31 �
4 0 23 � 11

Patikrinkite hipotez¦, kad srov
es stiprumas nepriklauso nuo apdorojimo metodo.

II.2.67. Reikia palyginti televizoriu� ry²kumo i�vertinim¡, gaut¡ keturiu� operatoriu�
(A, B, C, D). Per vien¡ dien¡ eksperimente gali dalyvauti tik trys operatoriai. Duomenys
pateikti lentel
eje [11].

Dienos A B C D
1 780 820 800 �
2 950 � 920 940
3 � 880 880 820
4 840 780 � 820

Atlikite duomenu� analiz¦. Ar galima tvirtinti, kad operatoriu� i�vertinimai skiriasi?

II.2.68. Penkioms skalbimo priemon
ems (A, B, C, D, E) palyginti buvo atliktas toks
eksperimentas. Skalbimo priemon
es buvo lyginamos plaunant specialiai uºter²tas l
ek²tes
blokuose po tris rezervuarus su skirtingomis skalbimo priemon
emis. Lentel
eje pateiktas
i²plautu� vienodu skalbimo priemon
es kiekiu l
ek²£iu� skai£ius [16].

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 27 28 30 31 29 30 � � � �
B 26 26 29 � � � 30 21 26 �
C 30 � � 34 32 � 34 31 � 33
D � 29 � 33 � 34 31 � 33 31
E � � 26 � 24 25 � 23 24 26

Atlikite duomenu� analiz¦. Ar galima tvirtinti, kad skalbimo priemon
es skiriasi?

II.2.69. Tiriant penkiu� tipu� (A, B, C, D, E) elektrodus eksperimento metu buvo
pradeginta po 5 skylutes 5 metalo juostose. Eksperimentas atliktas pagal lotyni²kojo
kvadrato schem¡, kurioje eilut
es atitinka metalo juostas, stulpeliai � skylut
es pad
eti�
metalo juostoje, o elektrodo tipas nurodytas skliausteliuose. Registruojama skylut
es
pradeginimo laikas [11].

3,5 (A) 2,1 (B) 2,5 (C) 3,5 (D) 2,4 (E)
2,6 (E) 3,3 (A) 2,1 (B) 2,5 (C) 2,7 (D)
2,9 (D) 2,6 (E) 3,5 (A) 2,7 (B) 2,9 (C)
2,5 (C) 2,9 (D) 3,0 (E) 3,3 (A) 2,3 (B)
2,1 (B) 2,3 (C) 3,7 (D) 3,2 (E) 3,5 (A)

Atlikite duomenu� analiz¦ ir uºpildykite dispersin
es analiz
es lentel¦. Ar galima tvir-
tinti, kad elektrodu� tipai skiriasi?
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II.2.70. Tiriant tam tikros ank²tin
es kultu	ros ²e²iu� veisliu� (A, B, C, D, E, F) der-
lingum¡, eksperimentas atliktas pagal lotyni²kojo kvadrato schem¡. Lentel
eje nurodyti
gauti derlingumo rodikliai, o kultu	ros veisl
e nurodyta skliausteliuose [16].

220 (B) 98 (F) 149 (D) 92 (A) 282 (E) 169 (C)
74 (A) 238 (E) 153 (B) 228 (C) 48 (F) 188 (D)
118 (D) 279 (C) 118 (F) 272 (E) 176 (B) 65 (A)
295 (E) 222 (B) 54 (A) 104 (D) 213 (C) 163 (F)
187 (C) 90 (D) 242 (E) 96 (F) 66 (A) 122 (B)
90 (F) 124 (A) 195 (C) 109 (B) 79 (D) 211 (E)

Atlikite duomenu� dispersin¦ analiz¦.

II.2.5. Atsakymai, sprendimai, nurodymai

II.2.1 skyrelis

II.2.1. a) Sujung¦ Yij i� vien¡ bendr¡ vektoriu�

Y = (Y11, ..., Y1J1 , Y21, ..., Y2J2 , ..., YI1, ..., YIJI )
T

ir paºym
ej¦ β = (µ1, ..., µI)
T , imti� Y galime uºra²yti kaip tiesini� modeli�

Y = Aβ + e, E(Y ) = Aβ, V (Y ) = V (e) = σ2I, Y ∼ Nn(Aβ, σ2I).

Plano matrica A turi n = J1 + ... + JI eilu£iu� ir I stulpeliu�. Pirmosios J1 eilut
es turi
pavidal¡ (1, 0, ..., 0), paskui J2 eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 1, ..., 0), pagaliau paskutin
es JI
eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 0, ..., 1).

b) Tik
etinumo funkcija

L(θ) = (2π)−n/2 exp{ −1

2σ2

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − µi)2 − n

2
lnσ2} =

(2π)−n/2 exp{ −1

2σ2
Y TY +

1

σ2

I∑
i=1

JiµiȲi. −
I∑
i=1

Jiµ
2
i

2σ2
− n

2
lnσ2}

priklauso (I + 1)-parametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Remiantis faktoriza-
cijos kriterijumi T yra parametro θ pakankamoji statistika. Kadangi parametro kitimo
sri£iai priklauso vidiniai ta²kai, tai statistika T yra pilnoji.

c) Kadangi T yra pilnoji ir pakankamoji statistika, tai bet kuri T funkcija yra jos
vidurkio NMD i�vertinys. Randame EȲi. = µi, tod
el µ̂i = Ȳi. yra parametro µi NMD
i�vertinys. Liekamoji kvadratu� suma

SSE/σ
2 =

∑
i

∑
j

(Yij − Yi.)2/σ2 ∼ χ2(n− I).

Gauname, kad
s2 = SSE/(n− I), Es2 = σ2,

yra parametro σ2 NMD i�vertinys.
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II.2.2. Parametrai µ, αi yra tiesin
es parametru� µi funkcijos. Nepaslinktieji (kartu ir
NMD) i�vertiniai gaunami imant tokias pa£ias tiesines i�vertiniu� µ̂i funkcijas

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

JiȲi. = Ȳ.., α̂i = Ȳi. − Ȳ...

�ie i�vertiniai tenkina s¡ry²i�

I∑
i=1

Jiα̂i =

I∑
i=1

Ji(Ȳi. − Ȳ..) = 0.

II.2.3. Hipotez¦ HA galima suformuluoti tokiu bu	du HA : Hβ = θ0 (ºr. I.1.21

pratim¡), kai matricosH rangas yra k = I−1. Pavyzdºiui, matric¡H galima imti tokio
pavidalo: pirmoji eilut
e (1, 0, ..., 0, −1), antroji (0, 1, ..., 0, −1) ir t. t., ir (I − 1)-oji
eilut
e (0, 0, ..., 1, −1). MatricosH rangas yra I−1, o θ0 = 0. Remiantis I.1.21 pratimo
p. d) hipotez
e HA atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

FA =
(SSEHA − SSE)(n− I)

(I − 1)SSE
=
SSA(n− I)

(I − 1)SSE
> Fα(I − 1, n− I),

£ia SSE � liekamoji kvadratu� suma (surasta II.2.1 pratime), o SSEHA yra kvadratin
es
formos SS(β) s¡lyginis minimumas, surastas esant s¡lygai, kad HA teisinga.

S¡lygin¦ kvadratin¦ form¡ lengva surasti tokiu bu	du. Tapatyb
es

Yij − µi = Yij − µ̂i + α̂i + µ̂− µ

abi puses pakelkime kvadratu ir susumuokime pagal i ir j. Gauname

SS(β) = SSE +
∑
i

Ji(α̂i − αi)2 + n(µ̂− µ)2,

nes visos mi²rios sandaugos lygios nuliui. Tada

SSEHA = min
αi=0

SS(β) = SSE +
∑
i

Jiα̂
2
i ,

SSA = SSEHA − SSE =
∑
i

Ji(Ȳi. − Ȳ..)2.

Paºym
ejus vidutines kvadratu� sumas

MSA =
SSA
I − 1

, MSE =
SSE
n− I

,

kriterijus i�gauna toki� pavidal¡: hipotez
e HA atmetama reik²mingumo lygmens α krite-
rijumi, kai

FA =
MSA
MSE

> Fα(I − 1, n− I).

Skai£iavimo rezultatai analiz¦ atliekant kompiuteriu pateikiami tokioje lentel
eje.

Dispersin
es analiz
es lentel
e
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Faktorius SS ν MS = SS/ν E(MS)
A SSA =

∑
i Ji(Ȳi. − Ȳ..)2 I − 1 MSA σ2 + σ2

A

E SSE =
∑
i

∑
j(Yij − Ȳi.)2 n− I MSE σ2

T SST =
∑
i

∑
j(Yij − Ȳ..)2

�ioje lentel
eje antrame stulpelyje pateikiamos kvadratu� sumos, tre£iame stulpelyje �
laisv
es laipsniai, ketvirtame � vidutin
es kvadratu� sumos, σ2

A =
∑
i Jiα

2
i /(I − 1).

II.2.4. a)

E(SSE) = E(

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(eij − ēi.)2) = σ2
I∑
i=1

(Ji − 1) = σ2(n− I);

E(MSE) = σ2.

E(SSA) = E(

I∑
i=1

Ji(αi + ēi. − ē..)2) =

I∑
i=1

Jiα
2
i + E

I∑
i=1

Ji(ēi. − ē..)2 =

I∑
i=1

Jiα
2
i + (I − 1)σ2; E(MSA) = σ2 +

I∑
i=1

Jiα
2
i

I − 1
= σ2 + σ2

A.

b) remiantis I.1.21 pratimu SSA/σ2 ∼ χ2(I − 1, λ), kai necentri²kumo parametras λ =
(I − 1)σ2

A/σ
2. Tada statistika FA turi necentrini� Fi²erio skirstini� F (I − 1, n − I;λ).

Kriterijaus galia
β(λ) = P{FI−1,n−I;λ > Fα(I − 1, n− I)}.

II.2.5. Kai hipotez
e H ′A teisinga, tai yra tik du parametrai: vidurkis µ′1 pirmajai
faktoriaus lygmenu� grupei ir µ′2 � antrajai. �iu� parametru� DT i�vertiniai

µ̂′1 =

r∑
i=1

Ji∑
j=1

Yij/n
′
1 = Ȳ (1)

.. , µ̂′2 =

I∑
i=r+1

Ji∑
j=1

Yij/n
′
2 = Ȳ (2)

.. ,

n′1 = J1 + ...+ Jr, n′2 = Jr+1 + ...+ JI

ir

SSEH′A − SSE = SS′A =

r∑
i=1

Ji(Ȳi. − Ȳ (1)
.. )2 +

I∑
i=r+1

Ji(Ȳi. − Ȳ (2)
.. )2 d

= σ2χ2
I−2,

kai H ′A teisinga. Hipotez
e H ′A atmetama, kai

F ′A ==
SS′A(n− I)

(I − 2)SSE
=
MS′A
MSE

> Fα(I − 2, n− I).

II.2.6. �r. [3], 2.1.2 teorem¡.

II.2.7. Tarkime, kad dI 6= 0. Tada αI = −
∑I−1
i=1 αidi/dI .

Paºym
ej¦ Y = (Y11, ..., Y1J , Y21, ..., YIJ)T ir β = (µ, α1, ..., αI−1)T , gauname tiesini�
modeli� Y = Aβ + e; β̂ = (ATA)−1ATY .
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II.2.8. a) Vertindami parametr¡ β = (µ1, µ2, µ3, µ4)T turime tiesini� modeli�, kai
matrica ATA diagonali su diagonaliniais elementais J . Taigi parametru� µi i�vertiniai
µ̂i = Ȳi. yra nepriklausomi ir µ̂i ∼ N(µi, σ

2/J). Liekamoji kvadratu� suma

SSE/σ
2 =

4∑
i=1

J∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2/σ2 ∼ χ2(4(J − 1)).

Tikrinam¡j¡ hipotez¦ galima uºra²yti taip H : θ = 0, kai θ = (θ1, θ2)T , θ1 = µ1 −
2µ2, θ2 = µ1 − 3µ3. Parametro θ NMD i�vertinys

θ̂ =

(
θ̂1

θ̂2

)
=

(
µ̂1 − 2µ̂2

µ̂1 − 3µ̂3

)
∼ N2(θ,Σ),

£ia Σ = [σij ]2×2, σ11 = 5σ2/J , σ12 = σ2/J , σ22 = 10σ2/J . Jeigu hipotez
e H teisinga,
tai kvadratin
e forma

θ̂
T
Σ−1θ̂ = J(10θ̂2

1 − 2θ̂1θ̂2 + 5θ̂2
2)/(49σ2) ∼ χ2(2).

Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

F =
2θ̂

T
Σ−1θ̂(J − 1)

SSE/σ2
> Fα(2, 4(J − 1)).

Uºdavini� galima i²spr¦sti kitu bu	du remiantis II.1.21 pratimo p. d). Randame kvad-
ratin
es formos SS(β) s¡lygini� minimum¡ SSEH , kai µ1 = 2µ2, µ1 = 3µ3. Paºym
ej¦
µ2 = µ1/2, µ3 = µ1/3, gausime tiesini� modeli�, priklausanti� tik nuo dvieju� parametru�
µ1 ir µ4. Plano matrica turi 2 stulpelius ir 4J eilu£iu�: pirmosios J eilu£iu� yra (0, 1),
antrosios J eilu£iu� yra (1/2, 0), po to J eilu£iu� (1/3, 0) ir paskutin
es J eilu£iu� yra (0, 1).
Gauname parametru� µ1 ir µ4 i�vertinius

µ̃1 = (µ̂1 + µ̂2/2 + µ̂3/3)/(1 + 1/4 + 1/9) =
36

49
(µ)1 +

µ̂2

2
+
µ̂3

3
, µ̃4 = µ̂4

ir liekam¡j¡ kvadratu� sum¡

SSEH =
∑
i

(Y1j − µ̃1)2 +
∑
i

(Y2j − µ̃1/2)2 +
∑
i

(Y3j − µ̃1/3)2 +
∑
i

(Y4j − µ̂4)2.

Skirtumas

(SSEH − SSE)/σ2 = [(µ̂1 − µ̃1)2 + (µ̂2 − µ̃1/2)2 + (µ̂3 − µ̃1/3)2]/σ2 ∼ χ2(2),

kai hipotez
e teisinga. Hipotez
e atmetama, kai

2(SSEH − SSE)(J − 1)

SSE
> Fα(2, 4(J − 1)).

Nesunku patikrinti, kad abu kriterijai ekvivalentu	s.
b) Stjudento kriterijus atmeta hipotez¦, kai

|t| =
√
J

2

|Ȳ1. − Ȳ2.|
s

> tα/2(2(J − 1)), s2 =
SSE

2(J − 1)
.
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Kadangi SSA = J(Ȳ1. − Ȳ2.)
2/2, tai F kriterijus atmeta hipotez¦, kai

F =
J

2

(Ȳ1. − Ȳ2.)
2

s2
> Fα(1, 2(J − 1)).

Akivaizdu, kad ²ie kriterijai ekvivalentu	s.

II.2.9. Dispersin
es analiz
es lentel
e:

Faktorius SS ν MS F Pr > F
A SSA = 4, 23214 3 1,41071 3,21143 0,0359
E SSE = 14, 05691 32 0,39047
T SST = 18, 28905

Statistika FA (II.2.3 pratimas), kuri esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� su
3 ir 32 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 3,21143; P reik²m
e pv = P{F3,32 > 3, 21143} =
0, 0369. Hipotez
e atmetama kriterijumi, kurio reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0359.

II.2.10. Atlik¦ analiz¦ analogi²k¡ II.2.9 pratimui, gauname, kad statistika FA i�gijo
reik²m¦ 9,9285; hipotez
e atmetama kriterijumi, kurio reik²mingumo lygmuo α > pv =
P{F3;20 > 9, 9285} = 0, 00032.

II.2.11. Statistika FA i�gijo reik²m¦ 1,3574; P{F3;16 > 1, 3574} = 0, 2950; atmesti
hipotez¦ n
era pagrindo.

II.2.12. Statistika FA, kuri esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� su 2 ir 321
laisv
es laipsniu, i�gijo atitinkamai reik²mes: 1,538; 72,507; 31,009; 18,312; 23,904; 27,724.
Duomenys neprie²tarauja prielaidai, kad vario koncentracija yra vienoda; kitu� elementu�
koncentraciju� vienodumo hipotez
es atmetamos kriterijais su auk²tais reik²mingumo lyg-
menimis.

II.2.13. Tarkime, i-ojo gaminio poºymis nusakomas a. d. Xi, o ji� matuojant j-
¡ji� kart¡ prisideda paklaida eij . Tarkime, kad paklaidos eij nepriklausomos ir nor-
maliosios eij ∼ N(0, σ2). Kadangi reikia apibu	dinti vis¡ gaminiu� aib¦, o ne tik paly-
ginti tarpusavyje kelis eksperimente dalyvaujan£ius gaminius, tai tarsime, kad X1, ..., XI

yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X. Tarsime, kad Xi nepriklauso nuo eij ir
Xi ∼ N(µ, σ2

A). Paºym
ej¦ ai = Xi − µ gausime, kad matavimai Yij turi toki¡ struktu	r¡

Yij = Xi + eij = µ+ ai + eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J.

Tai vienfaktor
es dispersin
es analiz
es modelis su atsitiktiniu faktoriumi. Modeli� visi²-
kai nusako parametrai µ, σ2

A, σ
2.

II.2.14. Nagrin
ekime nepriklausomus a. v. Y i = (Yi1, Yi2, ..., YiJ) ∼ NJ(µ,Σ), i =
1, ..., I; £ia µ = (µ, µ, ..., µ)T , Σ = [σkl]J×J , σkk = σ2

A + σ2, k = 1, ..., J , σkl = σ2
A, kai

k 6= l = 1, ..., J .
Atlikime vektoriaus Y i ortonormuot¡ transformacij¡ Zi = CY i = (Zi1, ..., ZiJ)T

pasinaudodami matrica C = [ckl]j×J . Tegu matricos C pirmoji eilut
e (c11, ..., c1J) =

(1/
√
J, ..., 1/

√
J). Tada i² ortogonalumo s¡lygos gauname

J∑
j=1

cij = 0, i = 2, ..., J ;

J∑
j=1

c2ij = 1,

J∑
j=1

cijci′j = 0 i 6= i′.
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Gauname
Zi1 =

√
JȲi., EZi1 =

√
Jµ, EZil = 0, l = 2, ..., J ;

V (Zi) = V (CY i) = CΣCT = σ2
ACUC

T + σ2CICT ,

£ia U � matrica, kurios visi elementai yra vienetai.
Pirmojo d
emens matricos tik pirmos eilut
es pirmasis elementas yra Jσ2

A, o visi kiti ele-
mentai nuliai; antrojo d
emens matrica diagonali su diagonaliniais elementais σ2. Galuti-
nai turime

V (Zi) = Λ = [λrs]J×J , λ11 = σ2 + Jσ2
A, λrr = σ2, r = 2, ..., J, λrs = 0, r 6= s.

Atlik¦ t¡ pa£i¡ transformacij¡ su visais vektoriais Y 1, ...,Y I , gauname nepriklausomu�
a. v. sistem¡ Z1, ...,ZI , kuriu� ir koordinat
es nepriklausomos; pirmosios koordinat
es
Zi1 ∼ N(

√
Jµ, σ2 + Jσ2

A), visos kitos koordinat
es Zil ∼ N(0, σ2), l = 2, ..., J .
Tik
etinumo funkcija Zij terminais yra

L(µ, σ2
A, σ

2) = exp{− 1

2(σ2 + Jσ2
A)

I∑
i=1

(Zi1 −
√
Jµ)2 − 1

2σ2

I∑
i=1

J∑
j=2

Z2
ij − b(µ, σ2

A, σ
2)} =

exp{( 1

2σ2
− 1

2(σ2 + Jσ2
A)

)

I∑
i=1

Z2
i1 +

µ
√
J

σ2 + σ2
A

I∑
i=1

Zi1 −
1

2σ2

I∑
i=1

J∑
j=1

Z2
ij −B(µ, σ2

A, σ
2)},

priklauso triparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Statistika

(
∑
i

Z2
i1,
∑
i

Zi1,
∑
i

∑
j

Z2
ij)

T

yra pilnoji ir pakankamoji. Gri�º¦ prie pradiniu� kintamu�ju� Yij i�sitikiname, kad statistika
T irgi yra pilnoji ir pakankamoji.

II.2.15. Statistika T yra pilnoji ir pakankamoji, tod
el bet kuri T funkcija yra jos
vidurkio NMD i�vertinys. Imkime tokias T funkcijas

µ̂ = Ȳ.. = µ+ ā. + ē.. ∼ N(µ, τ2/(IJ));

SSE =
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi.)2 =
∑
i

∑
j

(eij − ēi.)2 ∼ σ2χ2
I(J−1),

σ̂2 = s2 =
SSE

I(J − 1)
= MSE , Es2 = E(MSE) = σ2;

SSA = J
∑
i

(Ȳi. − Ȳ..)2 = J
∑
i

(ai + ēi. − ā. − ē..)2 = J
∑
i

(Ui − Ū.)2,

£ia U1, ..., UI yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d. ir Ui ∼ N(0, σ2
A + σ2/J). Taigi

SSA ∼ (σ2 + Jσ2
A)χ2

I−1, τ̂2 = SSA/(I − 1) = MSA,

E(τ̂2) = τ2 = σ2 + Jσ2
A.
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Parametro σ2
A NMD i�vertinys

σ̂2
A = (MSA −MSE)/J, E(σ̂2

A) = σ2
A.

II.2.16. �ie a. d. sudaryti i² tokiu� a. d.{ā.}, {ai − ā.}, {ēi. − ē..}, {ēij − ēi.}. A. d.
sistemos, paºym
etos skirtingomis raid
emis, yra nepriklausomos, taigi reikia tik patikrinti,
kad nepriklausomos sistemos ºymimos vienodomis raid
emis. Kadangi a. d. yra normalieji,
tai pakanka patikrinti, kad jie nekoreliuoti. Gauname

Cov (ā., ai − ā.) =
1

J
σ2
A −

J

J2
σ2
A = 0;

Cov (eij − ēi., ēi. − ē..) =
1

J
σ2 − J

J2
σ2 +

J

J2
σ2 − J

J2
σ2 = 0.

II.2.17. Remiantis II.2.13, II.2.14 pratimais

√
IJ

Ȳ.. − µ√
MSA

∼ S(I − 1).

Parametro µ lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo intervalas

(µ;µ) = (Ȳ.. − tα(I − 1)
√
MSA/

√
IJ ; Ȳ.. + tα(I − 1)

√
MSA/

√
IJ).

Parametru� τ2 ir σ2 pasikliovimo intervalai gaunami standartiniu bu	du naudojant s¡ry²ius

τ̂2(I − 1)

τ2
∼ χ2(I − 1),

σ̂2I(J − 1)

σ2
∼ χ2(I(J − 1)).

Parametro σ2
A i�vertinio skirstinys tiesiogiai nesuvedamas prie ºinomo skirstinio. Rem-

damiesi SSA ir SSE nepriklausomumu gauname

V (σ̂2
A) =

2

J2

[
(σ2 + Jσ2

A)2

(I − 1)2
+

σ4

I2(J − 1)2

]
→ 0, I →∞.

Jeigu I pakankamai didelis, tai apytiksli� parametro σ2
A pasikliovimo interval¡ galima gauti

aproksimuojant a. d. (σ̂2
A−σ2

A)/
√
V̂ (σ̂2

A) skirstini� standartiniu normaliuoju. Stogelis vir²
V rei²kia, kad dispersijos i²rai²koje parametrai pakeisti ju� i�vertiniais.

Kriterijai d
el ²iu� parametru� reik²miu� sudaromi standartiniu bu	du (pavyzdºiui, sufor-
muluojant juos pasikliovimo intervalu� terminais).

II.2.18. Kadangi SSA ir SSE nepriklausomi ir

MSA/(σ
2 + Jσ2

A) ∼ χ2
I−1/(I − 1), MSE/σ

2 ∼ χ2
I(J−1)/(I(J − 1)),

tai santykis
MSA

MSE(1 + J∆2)
∼ F (I − 1, I(J − 1)), ∆2 =

σ2
A

σ2
.

I² £ia standartiniu bu	du galime surasti parametro ∆2 pasikliovimo intervalus ar kriterijus
tikrinant hipotezes d
el ²io parametro reik²miu�. Atskiru atveju hipotez
e H : ∆2 = 0 yra
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ekvivalenti hipotezei HA : σ2
A = 0. Hipotez
e HA atmetama reik²mingumo lygmens α

kriterijumi, kai

FA =
MSA
MSE

> Fα(I − 1, I(J − 1)).

Gauname toki� pat kriteriju�, kaip ir schemoje su pastoviu faktoriumi. Ta£iau kriterijaus
galia i²rei²kiama centrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija:

β(σ2
A/σ

2) = β(∆2) = P{FI−1,I(J−1) > Fα(I − 1, I(J − 1))/(1 + J∆2)} → 1, ∆2 →∞.

Dispersin
es analiz
es lentel
e yra tokia pati, kaip ir II.2.3 pratime, tik parametro σ2
A

prasm
e kitokia.

II.2.19. a) Kai faktorius atsitiktinis, gauname tokio pat pavidalo dispersin
es analiz
es
lentel¦, kaip ir pratime II.2.9; MSA = 8, 156,MSE = 0, 0504. Statistika FA = 161, 81;
P reik²m
e pv = P{F3,36 > 161, 81} = 0, 00032. b) µ̂ = 5, 82; (µ;µ)(4, 38; 7, 26);
σ̂2 = 0, 0504; (σ2;σ2) = (0, 033; 0, 085); σ̂2

A = 0, 8105; (σ2
A;σ2

A) = (0, 257; 11, 33);
c) (4, 5; 227, 3).

II.2.20. Pagal pirmos eilut
es duomenis: µ̂ = 53, 17; σ̂2 = 1, 144; σ̂2
A = 11, 715; pagal

antros eilut
es duomenis: µ̂ = 52, 26; σ̂2 = 2, 537; σ̂2
A = 13, 133; pagal tre£ios eilut
es

duomenis: µ̂ = 47, 32; σ̂2 = 4, 926; σ̂2
A = 14, 807.

II.2.21. Kriterijus i²liks toks pat, ta£iau kriterijaus galia bus i²rei²kiama centrinio
Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija.

II.2.2 skyrelis

II.2.22. a) Tik
etinumo funkcija

L(θ) = C exp{− 1

2σ2

∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − µij)2 − IJK

2
lnσ2} =

C exp{− 1

2σ2

∑
i

∑
j

∑
k

Y 2
ijk +

K

σ2

∑
i

∑
j

µij Ȳij. −B(θ)}

priklauso (IJ + 1)-parametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Remiantis faktor-
izacijos kriterijumi T yra pakankamoji statistika. Kadangi parametru� kitimo sritis turi
vidiniu� ta²ku�, tai T yra pilnoji statistika.

b) Bet kuri pilnosios ir pakankamosios statistikos T funkcija yra jos vidurkio NMD
i�vertinys. Kadangi E(Ȳij.) = µij , tai µ̂ij = Ȳij. yra parametro µij NMD i�vertinys.
Liekamoji kvadratu� suma

SSE/σ
2 =

∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳij.)2/σ2 ∼ χ2(IJ(K − 1)).

Taigi

s2 =
SSE

IJ(K − 1)
= MSE , Es2 = σ2,

yra parametro σ2 NMD i�vertinys.
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II.2.23. Parametrai µ, αi, βj , γij yra tiesin
es parametru� µij funkcijos. Nepaslink-
tieji (kartu pa£iu ir NMD) i�vertiniai gaunami imant tokias pa£ias tiesines i�vertiniu� µ̂ij
funkcijas:

µ̂ = Ȳ..., α̂i = Ȳi.. − Ȳ..., β̂j = Ȳ.j. − Ȳ...,

γ̂ij = Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ....

�ie i�vertiniai tenkina analogi²kas s¡lygas, kaip ir parametrai∑
i

α̂i = 0,
∑
j

β̂j = 0,
∑
i

γ̂ij ≡ 0,
∑
j

γ̂ij ≡ 0.

II.2.24. Hipotezes galima suformuluoti II.1.21 pratime nurodytu bu	du H : Hβ =
θ0, kai matricos H rangas yra atitinkamai I−1, J −1, (I−1)(J −1). Remiantis II.1.21
pratimo p. d) hipotez
e HA atmetama, kai

FA =
(SSEHA − SSE)IJ(K − 1)

(I − 1)SSE
=
SSAIJ(K − 1)

(I − 1)SSE
=
MSA
MSE

> Fα(I − 1, IJ(K − 1)),

£ia SSE liekamoji kvadratu� suma (ºr. II.2.22 pratim¡); SSEHA yra s¡lyginis kvadratin
es
formos SS(β) minimumas, surastas esant s¡lygai, kad HA teisinga.

S¡lygini� kvadratin
es formos minimum¡ lengva surasti tokiu bu	du. Tapatyb
es

Yijk − µij = (Yijk − µ̂ij) + (α̂i − α) + (β̂j − β) + (γ̂ij − γij) + (µ̂− µ)

abi puses pakelkime kvadratu ir susumuokime pagal i, j, k. Gauname

S(β) = SSE +JK
∑
i

(α̂i−α)2 + IK
∑
j

(β̂j−β)2 +K
∑
i

∑
j

(γ̂ij−γij)2 + IJK(µ̂−µ)2,

nes visos mi²rios sandaugos lygios nuliui. Tada

SSEHA = min
αi=0

SS(β) = SSE + JK
∑
i

α̂2
i ,

SSA = JK
∑
i

α̂2
i = JK

∑
i

(Ȳi.. − Ȳ...)2.

Analogi²kai
SSB = IK

∑
j

β̂2
j = IK

∑
j

(Ȳ.j. − Ȳ...)2,

SSAB = K
∑
i

∑
j

(Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ...)
2.

Hipotez
es HB , HAB atmetamos, kai atitinkamai

FB =
MSB
MSE

> Fα(J − 1, IJ(K − 1)), FAB =
MSAB
MSE

> Fα((I − 1)(J − 1), IJ(K − 1)).

Skai£iavimo rezultatai analiz¦ atliekant kompiuteriu pateikiami tokioje lentel
eje.
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Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS = SS/ν E(MS)
A SSA I − 1 MSA σ2 + JKσ2

A

B SSB J − 1 MSB σ2 + IKσ2
B

A×B SSAB (I − 1)(J − 1) MSAB σ2 +Kσ2
AB

E SSE IJ(K − 1) MSE σ2

T SST

Parametrai σ2
a, σ

2
B , σ

2
AB pateikti II.2.26 pratime.

II.2.25. a) Pakanka patikrinti, kad bet kuris sistemu� {Ȳ...}, {Ȳi..− Ȳ...}, {Ȳ.j.− Ȳ...},
{Ȳij.− Ȳi..− Ȳ.j. + Ȳ...}, {Yijk − Ȳij.} a. d. yra nekoreliuotas su bet kuriuo kitos sistemos
a. d. Pavyzdºiui,

Cov (Ȳi.. − Ȳ..., Ȳ.j. − Ȳ...) =
Kσ2

JKIK
− JKσ2

JKIJK
− IKσ2

IJKIK
+
IJKσ2

(IJK)2
= 0.

b) Reikia daugianari� pakelti kvadratu ir sutraukti pana²iuosius narius.
c) Uºra²¦ kvadratu� sumas p. b) nurodytu bu	du ir sud
ej¦, gausime pateikt¡ lygyb¦.

II.2.26. a) Remiantis II.1.21 pratimu

SSA/σ
2 ∼ χ2(I − 1;λA), λA = JK

∑
i

α2
i /σ

2.

Gauname

E(MSA) = E(
SSA
I − 1

) =
σ2

I − 1
(I − 1 + λA) = σ2 +

JK

I − 1

∑
i

α2
i ,

taigi II.2.24 pratime σ2
A =

∑
i α

2
i /(I − 1). Analogi²kai gauname

E(MSB) = σ2 +
IK

J − 1

∑
j

β2
j , E(MSAB) = σ2 +

K

(I − 1)(J − 1)

∑
i

∑
j

γ2
ij .

b) Kriteriju� galios i²rei²kiamos necentrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkci-
jomis. Pavyzdºiui, hipotez
es HA tikrinimo kriterijaus galia

βA(λA) = P{FI−1,IJ(K−1);λA > Fα(I − 1, IJ(K − 1))}.

Analogi²kai hipoteziu� HB ir HAB atvejais.

II.2.27. Imdami kvadratin
es formos

SS(β) =
∑
i

∑
j

(Yij − µ− αi − βj)2

i²vestines pagal µ, αi, βj prilygin¦ nuliui, gausime i�vertinius

µ̂ = Ȳ.., α̂i = Ȳi. − Ȳ.., i = 1, ..., I; β̂j = Ȳ.j − Ȳ.., j = 1, ..., J.
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Gautieji i�vertiniai tenkina s¡lygas∑
i

α̂i = 0,
∑
j

β̂j = 0.

Liekamoji kvadratu� suma

SSAB =
∑
i

∑
j

(Yij − µ̂− α̂i − β̂j)2 =
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ..)
2 =

∑
i

∑
j

(eij − ēi. − ē.j + ē..)
2 ∼ σ2χ2

(I−1)(J−1).

Dispersijos σ2 nepaslinktasis i�vertinys

s2 =
SSAB

(I − 1)(J − 1)
= MSAB , Es2 = σ2.

b) I²rei²k¦ αI = −α1 − ...− αI−1 ir βJ = −β1 − ...− βJ−1, gausime tiesini� modeli�

Y = Aβ + e,

kai neºinomu� parametru� vektorius β = (µ, α1, ..., αi−1, β1, ..., βJ−1)T . Plano matrica A
turi IJ eilu£iu� ir 1+(I−1)+(J−1) = I+J−1 stulpeliu�. Pirmojo matricos A stulpelio
elementai lygu	s 1. Tolimesni I − 1 stulpeliu� yra tokie: pirmosios J eilu£iu� turi pavidal¡
(1, 0, ..., 0), paskui J eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 1, ..., 0), pagaliau J eilu£iu� turi pavidal¡
(0, 0, ..., 1); paskutin
es J eilu£iu� turi pavidal¡ (−1, −1, ...,−1). Aptarsime paskutinius
J−1 matricos A stulpelius: pirmoji eilut
e yra (1, 0, ..., 0), antroji (0, 1, ..., 0), (J−1)-oji
(0, 0, ..., 1), o J-oji (−1, −1, ...,−1). Po to ²ios J eilu£iu� pakartojamos dar I − 1 kart¡.

Remiantis II.1.26 pratimu statistika

T = ((ATY )T ,Y TY ) = (IJȲ.., J(Ȳ1. − ȲI.), ..., J(ȲI−1,. − ȲI.),

I(Ȳ.1 − Ȳ.J), ..., I(Ȳ.,J−1 − Ȳ.J),Y TY )T

yra pilnoji ir pakankamoji parametro β statistika.
Kadangi p. a) surasti i�vertiniai yra nepaslinktieji ir yra statistikos T funkcijos, tai jie

yra NMD i�vertiniai.

II.2.28. Analogi²kai kaip II.2.22 pratime, gausime, kad hipotez
es HA, HB atmeta-
mos reik²mingumo lygmens α kriterijais, kai atitinkamai

FA =
MSA
MSAB

> Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1)), FB =
MSB
MSAB

> Fα(J − 1, (I − 1)(J − 1)),

£ia

MSA =
SSA
I − 1

=
J

I − 1

∑
i

(Ȳi. − Ȳ..)2, MSB =
SSB
J − 1

=
I

J − 1

∑
j

(Ȳ.j − Ȳ..)2,

o SSAB liekamoji kvadratu� suma i² II.2.27 pratimo. Lyginant su II.2.24 pratimo kri-
terijais skirtumas yra tas, kad statistiku� vardiklyje vietoje SSE yra SSAB .
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II.2.29. I�rodyta, kad esant teisingai hipotezei Hγ (ºr. [3], 2.2.5 skyreli�) statistika

SSγ =

∑
i

∑
j α̂iβ̂jYij∑

i α̂
2
i

∑
j β̂

2
j

∼ σ2χ2
1,

£ia α̂i = Ȳi. − Ȳ.., β̂j = Ȳ.j − Ȳ.., ir nepriklauso nuo

SSL = SSAB − SSγ ∼ σ2χ2
IJ−I−J .

Tjukio kriterijus atmeta hipotez¦ Hγ reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Fγ =
SSγ(IJ − I − J)

SSL
> Fα(1, IJ − I − J).

II.2.30. Stjudento kriterijus atmeta hipotez¦ HA, kai

|t| =
√
J(J − 1)

|Ȳ1. − Ȳ2.|√∑
j(Zj − Z̄.)2

> Tα/2(J − 1).

Randame

SSA = J

2∑
i=1

(Ȳi. − Ȳ..)2 = J [(Ȳ1. −
Ȳ1. + Ȳ2.

2
)2 + (Ȳ2. −

Ȳ1. + Ȳ2.

2
)2] =

J(Ȳ1. − Ȳ2.)
2/2;

SSAB =
∑
j

(Y1j − Ȳ1. − Ȳ.j + Ȳ..)
2 +

∑
j

(Y2j − Ȳ2. − Ȳ.j + Ȳ..)
2 =

∑
j

(Zj − Z̄.)2/2.

Gauname

FA =
MSA
MSAB

=
SSA(J − 1)

SSAB
= J(J − 1)

(Ȳ1. − Ȳ2.)
2∑

j(Zj − Z̄.)2
= t2.

Kriterijus
FA > Fα(1, J − 1),

akivaizdu, ekvivalentus Stjudento kriterijui.

II.2.31. a) Statistika, kuri esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� su 1 ir 9
laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 21,824; hipotez
e atmetama kriterijumi, kurio reik²mingu-
mo lygmuo α > P{F1,9 > 21, 824} = 0, 0012; b) n ≥ 32.

II.2.32. Atlik¦ skai£iavimus gauname dispersin
es analiz
es lentel¦

Faktorius SS ν MS F Pr>F
A 3.649 3 1.216 2.48 0.0980
B 0.331 1 0.331 0.68 0.4228

A×B 0.043 3 0.014 0.03 0.9930
E 7.835 16 0.490
T 11.859 23
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Gauname statistiku� realizacijas FA = 2, 48, FB = 0, 68, FAB = 0, 03, kurias atitinka
P reik²m
es 0,0980, 0,4228, 0,9930.

II.2.33. Tjukio statistika Fγ i�gijo reik²m¦ 0,7234; P{F1, 5 > 0, 7234} = 0, 4339;
atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. Gauname statistiku� realizacijas FA = 9, 01, FB = 4, 61,
kurias atitinka P reik²m
es 0,0122, 0,0613.

II.2.34. Tjukio statistika Fγ i�gijo reik²m¦ 2,2754; P{F1, 34 > 2, 2754} = 0, 1407;
atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. Gauname statistiku� realizacijas FA = 9, 11, FB = 15, 31.
Hipotez
es atmestinos.

II.2.35. Kvadratu� suma

SSB/σ
2 ∼ χ2(J − 1;λB), λB = I

8∑
i=1

β2
j .

Vidurkis µ̄ = µ + 10; β6 = β7 = β8 = −10, β1 = β2 = β6 = 2, β3 = β4 = 12 ir λB =
3600/σ2 (σ2 i² 2.34 pratimo). Statistika FB turi necentrini� Fi²erio skirstini� su 7 ir 35
laisv
es laipsniais ir necentri²kumo parametru λB . Randame P{F7,35;λB > F0,05(7, 35)}.

II.2.36. Tarkime, µ5 = µ7 = µ, µ8 = µ+ 10. Tada

SSB/σ
2 ∼ χ2(2;λB), λB = n

∑
j

β2
j .

Vidurkis µ̄ = µ+ 10/3; β5 = β7 = 10/3, β8 = −20/3, ir λB = 200n/(3σ2) (σ2 i² II.2.34
pratimo).

Imties didumui rasti turime nelygyb¦

P{F2,2(n−1);λB > F0,05(2, 2(n− 1))} ≥ 0, 8.

II.2.37. Gauname statistiku� realizacijas FA = 8, 31, FB = 5, 94, FAB = 1, 29, kurias
atitinka P reik²m
es 0,000021, 0,0002, 0,2206.

II.2.38. Statistika FAB i�gijo reik²m¦ 1,92; P reik²m
e 0,0807; a) Gauname statistiku�
realizacijas FA = 4, 54, FB = 0, 42, kurias atitinka P reik²m
es 0,0066, 0,7362; b) Gauname
statistiku� realizacijas FA = 4, 40, FB = 0, 26, kurias atitinka P reik²m
es 0,0085, 0,8546.

II.2.39. Randame

SSA = JK[(Ȳ1.. −
Ȳ1.. + Ȳ2..

2
)2 + (Ȳ2.. −

Ȳ1.. + Ȳ2..

2
)2] =

JK(Ȳ1.. − Ȳ2..)
2/2;

SSAB = K[
∑
j

(Ȳ1j. − Ȳ1.. − Ȳ.j. + Ȳ...)
2 +

∑
j

(Ȳ2j. − Ȳ2.. − Ȳ.j. + Ȳ...)
2] =

K
∑
j

(Ȳ1j. + Ȳ2j.)
2/2− JK(Ȳ1.. + Ȳ2..)

2/2.

Jeigu K = 2, tai

SSE =
∑
i

∑
j

[(Yij1 − Ȳij.)2 + (Yij2 − Ȳij.)2] =
∑
i

∑
j

(Yij1 − Yij2)2/2.
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II.2.40. a) Gauname

SSE =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳij.)2 =
∑
i

∑
j

∑
k

(eijk − ēij.)2 ∼ σ2χ2
IJ(K−1)

ir E(MSE) = σ2.

SSA = JK
∑
i

(Ȳi.. − Ȳ...)2 = JK
∑
i

(ai + c̄i. + ēi.. − (ā. + c̄.. + ē...))
2 =

JK
∑
i

(Zi − Z̄.)2 ∼ (σ2 +Kσ2
AB + JKσ2

A)χ2
I−1,

nes vienodai pasiskirst¦ n. a. d. Zi = ai+ c̄i.+ ēi.. ∼ N(0, σ2
A+σ2

AB/J +σ2/(JK)). Taigi
E(MSA) = σ2 +Kσ2

AB + JKσ2
A.

Analogi²kai gauname, kad

E(MSB) = σ2 +Kσ2
AB + IKσ2

B , E(MSAB) = σ2 +Kσ2
AB .

Dispersin
es analiz
es lentel
e skirsis nuo II.2.24 pratimo lentel
es tik paskutiniuoju
stulpeliu, kuriame reikia i�ra²yti ²iame pratime gautas E(MS) i²rai²kas.

b) Parametro µ NMD i�vertinys

µ̂ = Ȳ... = µ+ ā. + b̄. + c̄.. + ē... ∼ N(µ, σ2
A/I + σ2

B/J + σ2
AB/(IJ) + σ2/(IJK)).

Kitu� parametru� NMD i�vertiniai randami remiantis gautomis E(MS) i²rai²komis.

σ̂2
A =

MSA −MSAB
JK

, σ̂2
B =

MSB −MSAB
IK

,

σ̂2
AB =

MSAB −MSE
K

, σ̂2 = MSE .

II.2.41. a) Kvadratu� sumos sudarytos i² tokiu� a. d. sistemu� {ai − āi}, {bj − b̄j},
{cij − c̄i. − c̄.j + c̄..}, {c̄.j + c̄..}, {c̄i. + c̄..}, {ēi.. + ē...}, {r̄.j. + ē...}, {ēij. − ēi.. − ē.j. +
ē...}, {eijk − ēij.}. Kadangi a. d., ºymimi skirtingomis raid
emis, yra nepriklausomi, tai
reikia tik i�sitikinti, kad a. d. sistemos, sudarytos i² vienodomis raid
emis ºymimu� a. d.,
yra nepriklausomos. Tarkime, kad schemoje su pastoviais faktoriais kintamuosius Yijk
atitinka eijk. Tada remdamiesi II.2.25 pratimu gauname, kad a. d., ºymimu� raid
emis e,
sistemos yra nepriklausomos. Analogi²kai tar¦, kad schemoje su vienu steb
ejime langelyje
kintamuosius Yij atitinka cij , gausime, kad a. d. sistemos, ºymimos raid
emis c, yra
nepriklausomos.

b) Remdamiesi p. a) ir II.2.40 pratimu gauname

V (σ̂2
A) =

1

J2K2
[V (MSA) + V (MSAB)] =

2

J2K2

[
(E(MSA))2

I − 1
+

(E(MSAB))2

(I − 1)(J − 1)

]
,

V (σ̂2
B) =

2

I2K2

[
(E(MSB))2

J − 1
+

(E(MSAB))2

(I − 1)(J − 1)

]
, V (σ̂2) =

2σ4

IJ(K − 1)
,

V (σ̂2
AB) =

2

K2

[
(E(MSAB))2

(I − 1)(J − 1)
+

(E(MSE))2

IJ(K − 1)

]
.
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c) Remiantis II.2.40 pratimu santykiai SS/E(MS) ∼ χ2(ν). Pasirink¦ bet kuriu�
dvieju� skirtingu� trupmenu� MS/E(MS) santykius gausime Fi²erio skirstini� su atitinka-
mais laisv
es laipsniais. Tikrinant hipotez¦ HA : σ2

A = 0, reikia imti santyki� trupmenu�
MSA/E(MSA) irMSAB/E(MSAB), nes esant teisingai hipotezei HA vidurkiai E(MSA)
ir E(MSAB) sutampa. Gauname statistik¡ FA = MSA/MSAB . Hipotez
e HA atmetama
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

FA =
MSA
MSAB

> Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1)).

Analogi²kai hipotez
es HB ir HAB atmetamos, kai

FB =
MSB
MSAB

> Fα(J − 1, (I − 1)(J − 1)),

FAB =
MSAB
MSE

> Fα((I − 1)(J − 1), IJ(K − 1)).

Matome, kad, skirtingai nuo schemos su pastoviais faktoriais, tikrinant hipotezes HA

ir HB statistikos vardiklyje vietoje MSE yra MSAB .
Jeigu hipotez
es neteisingos, tai statistikos skiriasi nuo Fi²erio a. d. tik daugikliu.

Tod
el galios funkcijos i²rei²kiamos centrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija. Pa-
vyzdºiui, tikrinant hipotez¦ HA : σ2 = 0, kriterijaus galios funkcija

β(σ2
A) = P{ MSA

MSAB
> Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1))|σ2

A} =

P{FI−1,(I−1)(J−1) >
σ2 +Kσ2

AB

σ2 +Kσ2
AB + JKσ2

A

Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1))}

art
eja prie vieneto, kai santykis JKσ2
A/(σ

2 +Kσ2
AB) did
eja.

II.2.42. a) Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi, kai FA = MSA/MSAB >
(1 + JK∆)Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1)); b) Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi, kai
FAB = MSAB/MSE > (1 +K∆)Fα((I − 1)(J − 1), IJ(K − 1)).

II.2.43. a) Gauname FA = 21, 196, FB = 2439, 686, FAB = 28, 846; visos trys
hipotez
es atmetamos. b) σ̂2 = 0, 221; σ̂2

AB = 0, 559; σ̂2
A = 2, 926; σ̂2

B = 56, 533; V̂ (σ̂2) =

0, 000089; V̂ (σ̂2
AB) = 0, 00933; V̂ (σ̂2

A) = 0, 7865; V̂ (σ̂2
B) = 2132, 415. c) Taikydami

normali¡j¡ aproksimacij¡ gauname parametru� σ2
A, σ

2
B , σ

2
AB , σ

2 pasikliovimo intervalus:
(1, 188; 4, 664), (0; 147, 042), (0, 370; 0, 748), (0, 203; 0, 239).

II.2.44. Gauname statistiku� realizacijas FA = 9, 01, FB = 4, 61, kurias atitinka P
reik²m
es 0,0122, 0,0613.

II.2.45. Gauname statistiku� realizacijas FA = 6, 44, FB = 4, 60, FAB = 1, 29, kurias
atitinka P reik²m
es 0,0017, 0,0059, 0,2206.

II.2.46. Kvadratu� suma

SSE =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳij.)2 =
∑
i

∑
j

∑
k

(eijk − ēij.)2 ∼ σ2χ2
IJ(K−1)
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turi tokias pa£ias savybes, kaip ir ankstesn
ese schemose; E(MSE) = σ2. Kvadratu� suma

SSB = IK
∑
j

(Ȳ.j. − Ȳ...)2 = IK
∑
j

(bj + ē.j. − b̄. − ē...)2 ∼ (σ2 + IKσ2
B)χ2

J−1,

E(MSB) = σ2 + IKσ2
B ,

nes vienodai pasiskirst¦ n. a. d. bj + ē.j. ∼ N(0, σ2
B + σ2/(IK)).

Likusiu� kvadratu� sumu�

SSA = JK
∑
i

(Ȳi.. − Ȳ...)2 = JK
∑
i

(αi + c̄i. + ēi.. − ē...)2,

SSAB = K
∑
i

∑
j

(cij − c̄i. + ēij. − ēi.. − ē.j. + ē...)
2

skirstiniai bendru atveju nesuvedami i� χ2 skirstinius. Adityviuoju atveju (cij ≡ 0) SSA
suvedama i� necentrini� χ2, o SSAB � i� centrini� χ2 skirstini�. Rasime vidurkius

E(SSA) = JK
∑
i

α2
i + JK

∑
i

E(c̄i.)
2 + JKE(

∑
i

(ēi.. − ē...)2) =

JK
∑
i

α2
i +K

∑
i

σ2
AB;i + σ2(I − 1),

E(MSA) = σ2 +Kσ2
AB + JKσ2

A; σ2
A ==

1

I − 1

∑
i

α2
i , σ2

AB =
1

I − 1

∑
i

σ2
AB;i.

E(SSAB) = KE(
∑
i

∑
j

(cij − c̄i.)2) +KE(
∑
i

∑
j

(ēij. − ēi.. − ē.j. + ē...)
2) =

K(J − 1)
∑
i

σ2
AB;i + (I − 1)(J − 1)σ2; E(MSAB) = σ2 +Kσ2

AB .

Dispersin
es analiz
es lentel
e skirsis nuo II.2.24 pratimo lentel
es tik paskutiniu stul-
peliu, kuriame reikia i�ra²yti ²iame pratime surastas E(MS) i²rai²kas.

II.2.47. a) Naudodami surastas E(MS) i²rai²kas gauname

σ̂2
A =

MSA −MSAB
JK

, σ̂2
B =

MSB −MSAB
IK

,

σ̂2
AB =

MSAB −MSE
K

, σ̂2 = MSE .

b) Hipotez
e HB atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

FB =
MSB
MSE

> Fα(J − 1, IJ(K − 1));

kriterijaus galia i²rei²kiama centrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija. Atkreip-
sime d
emesi�, kad tikrinama hipotez
e apie atsitiktinio faktoriaus i�takos nebuvim¡, ta£iau
statistikos vardiklyje yra MSE (kaip schemoje su pastoviais faktoriais).
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Jeigu hipotez
e HAB teisinga (t. y. cij ≡ 0), tai santykis

FAB =
MSAB
MSE

∼ F ((I − 1)(J − 1), IJ(K − 1)).

Hipotez
e HAB atmetama, kai

FAB > Fα((I − 1)(J − 1), IJ(K − 1)),

t. y. kaip ir ankstesn
ese schemose. Ta£iau kriterijaus galia ºinomais skirstiniais nei²rei²-
kiama.

Kai teisinga hipotez
e HA : α1 = ... = αI = 0, statistikos

FA =
MSA
MSAB

skaitiklio ir vardiklio vidurkiai vienodi, ta£iau ju� skirstiniai n
era χ2 skirstiniai. Tod
el
kriterijus: atmesti HA, kai teisinga nelygyb
e

FA > Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1)),

yra apytikslis. Jeigu faktoriu� s¡veikos n
era (cij ≡ 0), tai FA turi centrini� Fi²erio skirstini�,
kai HA teisinga, ir necentrini� Fi²erio skirstini�, kai HA neteisinga. Taigi ²iuo atveju
kriterijus yra tikslus.

II.2.48. a) Gauname statistiku� realizacijas FA = 4, 04, FB = 2, 63, FAB = 2, 46,
kurias atitinka P reik²m
es 0,0613, 0,0537, 0,0534; b) Gauname statistiku� realizacijas
FA = 9, 92, FB = 2, 63, FAB = 2, 46, kurias atitinka P reik²m
es 0,0005, 0,0537, 0,0534.

II.2.49. Gauname statistiku� realizacijas FA = 6, 29, FB = 1, 05, FAB = 2, 39, kurias
atitinka P reik²m
es 0,0097, 0,4116, 0,0087.

II.2.50. Gauname statistiku� realizacijas FA = 1, 94, FB = 0, 49, kurias atitinka P
reik²m
es 0,0801, 0,7813.

II.2.51. Gauname statistiku� realizacijas FA = 2, 48, FB = 23, 21, FAB = 0, 03, kurias
atitinka P reik²m
es 0,0980, 0,0170, 0,9930.

II.2.52. Gauname statistiku� realizacijas FA = 9, 11, FB = 15, 312, FAB = 2, 46.
Hipotezes atmetame.

II.2.3 skyrelis

II.2.53. Reikia patikrinti, kad su visais i, j, l galioja lygyb
es

µijl − µ̄ij. − µ̄i.l − µ̄.jl + µ̄i.. + µ̄.j. + µ̄..l − µ̄... = 0.

II.2.54. µ̂ = Ȳ..., α̂i = Ȳi.. − Ȳ..., β̂ij = Ȳij. − Ȳi.., γ̂k = Ȳ..k − Ȳ...; hipotez
e HA

atmetama α lygmens kriterijumi, kai (SSEHA −SSE)(IJK− IJ −K+ 1)/(I − 1)SSE >
Fα(I − 1, (IJ − 1)(K − 1)); SSE =

∑
i

∑
j

∑
k(Yijk − Ȳij. + Ȳ..k − Ȳ...)

2; SSEHA =∑
i

∑
j

∑
k(Yijk − Ȳij. − Ȳi.. + Ȳ..k)2.
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II.2.55. Formalios daugiafaktor
es dispersin
es analiz
es lentel
es sudarymo taisykl
es
subalansuotu� planu� atveju pateiktos [3], 2.7 skyrelyje. Tos lentel
es skiriasi paskutiniuo-
ju stulpeliu, kuriame pateikiami vidutiniu� kvadratu� sumu� vidurkiai. Triju� atsitiktiniu�
faktoriu� atveju gauname

E(MSE) = σ2, E(MSABC) = σ2 +Kσ2
ABC , E(MSAB) = σ2 +Kσ2

ABC + LKσ2
AB ,

E(MSAC) = σ2 +Kσ2
ABC + jKσ2

AC , E(MSBC) = σ2 +Kσ2
ABC + IKσ2

BC ,

E(MSA) = σ2 +Kσ2
ABC + LKσ2

AB + JKσ2
AC + JLKσ2

A,

E(MSB) = σ2 +Kσ2
ABC + LKσ2

AB + IKσ2
BC + ILKσ2

B ,

E(MSC) = σ2 +Kσ2
ABC + JKσ2

AC + IKσ2
BC + IJKσ2

C .

Hipotez
eHABC atmetama, kaiMSABC/MSE > Fα((I−1)(J−1)(L−1), IJL(K−1));
hipotez
e HAB atmetama, kaiMSAB/MSABC > Fα((I−1)(J−1), (I−1)(J−1)(L−1)):
analogi²kai hipoteziu� HAC ir HBC atvejais; neegzistuoja tokie du MS, kad ju� vidurkiai
sutaptu� esant teisingai hipotezei HA; remiantis [3], 2.7 skyreliu hipotez
e HA atmetama
apytiksliu Fi²erio kriterijumi, kai MSA/(MSAB −MSAC −MSABC) > Fα(I − 1, ν̃); £ia
ν̃ = (MSAB +MSAC −MSABC)2/[(MSAB)2/((I − 1)(J − 1)) + (MSAC)2/((I − 1)(L−
1)) + (MSABC)2/((I − 1)(J − 1)(L− 1))]; analogi²kai tikrinamos hipotez
es HB ir HC .

II.2.56. Gauname

I∑
i=1

(Yi − Ȳ.)2 =

I1∑
i=1

(Yi − Ȳ (1) + Ȳ (1) − Ȳ.)2 +

I∑
i=I1+1

(Yi − Ȳ (2) + Ȳ (2) − Ȳ.)2 =

I1∑
i=1

(Yi − Ȳ (1))2 +

I∑
i=I1+1

(Yi − Ȳ (2))2 + I1( ¯Y (1) − Ȳ.)2 + I2( ¯Y (2) − Ȳ.)2.

Kadangi Ȳ. = (I1Ȳ
(1) + Ȳ (2))/(I1 + I2), tai paskutiniu� dvieju� d
emenu� suma yra

I1I2
I1 + I2

(Ȳ (1) − Ȳ (2))2.

II.2.57. Tegu I = I1 + I2 + I3. Tada analogi²kai II.2.56 pratimui

I∑
i=1

(Yi − Ȳ.)2 =

I1∑
i=1

(Yi − Ȳ (1))2 +

I1+I2∑
i=I1+1

(Yi − Ȳ (2))2 +

I∑
i=I1+I2+1

(Yi − Ȳ (3))2+

I1( ¯Y (1) − Ȳ.)2 + I2( ¯Y (2) − Ȳ.)2 + I3(Ȳ (3) − Ȳ.)2, Ȳ. =

3∑
i=1

IiȲ
(i)/I.

II.2.58. Gauname, kad statistikos FA, FB , FC i�gijo reik²mes 480,47, 903,91, 786,43;
hipotez
es atmetamos. Statistikos FAB ir FAC i�gijo reik²mes 17,48 ir 17,91; hipotez
es at-
metamos. Statistikos FBC ir FABC i�gyja reik²mes 2,62 ir 4,72, kurias atitinka P reik²m
es
0,0571 ir 0,0011.
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II.2.59. Gauname statistiku� realizacijas FA = 9, 12, FB = 5, 72, FC = 46, 50, FD =
0, 54, kurias atitinka P reik²m
es 0, 0002, 0, 0227, 8, 85 × 10−8, 0, 6560. Gauname
statistiku� realizacijas FAB = 1, 44, FAC = 0, 79, FAD = 0, 34, kurias atitinka P
reik²m
es 0, 2475, 0, 5070, 0, 9539. Gauname statistiku� realizacijas FBC = 10, 32, FBD =
0, 82, FCD = 1, 82, kurias atitinka P reik²m
es 0, 0029, 0, 4897, 0, 1627.

II.2.4 skyrelis

II.2.60. Statistikos FA ir FB(A) (ºr. [3], 2.9 skyreli�) i�gijo reik²mes 0, 60 ir 1,76, kurias
atitinka P reik²m
es 0, 6700 ir 0, 0625.

II.2.61. Statistikos FA ir FB(A) (ºr. [3], 2.9 skyreli�) i�gijo reik²mes 3, 39 ir 4,45, kurias
atitinka P reik²m
es 0, 0798 ir 0, 0016.

II.2.62. Statistikos FA ir FB(A) (ºr. [3], 2.9 skyreli�) i�gijo reik²mes 46, 78 ir 1,27,
kurias atitinka P reik²m
es 0, 0002 ir 0, 3590.

II.2.63. Hierarchin
es klasi�kacijos modelis. Faktoriaus B (pel
e) lygmenys sugrupuoti
pagal faktoriaus A (dieta) lygmenis. Abu faktoriai pastovu	s. Statistikos FA ir FB(A) (ºr.
[3], 2.9 skyreli�) i�gijo reik²mes 28, 67 ir 1,08, kurias atitinka P reik²m
es 0, 0007 ir 0, 3838.

II.2.64. Apie blokuotu�ju� duomenu� analiz¦ ºr. [3], 2.10.2 skyreli�. Pagal turimus
duomenis gauname statistikos FA realizacij¡ 1301,7. Hipotez
e HA atmetama.

II.2.65. Gauname statistiku� realizacijas FA = 157, 92, FB = 30, 42. Hipotez
es HA

ir HB atmestinos.

II.2.66. Apie duomenu� analiz¦, kai eksperimentas atliktas pagal nepilnu� subalan-
suotu� bloku� plan¡, ºr. [3], 2.10.3 skyreli�. Pagal turimus duomenis gauname, kad gumos
mi²inio i�taka padangu� atsparumui yra statisti²kai reik²minga (P reik²m
e 0,0034).

II.2.67. Gauname statistiku� realizacijas FA = 0, 17 (operatorius) ir FB = 10, 61
(diena), kurias atitinka P reik²m
es 0, 9131, 0, 0132.

II.2.68. Gauname statistikos realizacij¡ 27, 24. Hipotez
e, kad skalbimo priemon
es
vienodos, atmetama kriterijumi su auk²tu reik²mingumo lygmeniu.

II.2.69. Apie duomenu� analiz¦, kai eksperimentas atliekamas pagal lotyni²ku�ju�
kvadratu� schem¡, ºr. [3], 2.11 skyreli�. Pagal turimus duomenis gauname statistikos
FA realizacij¡ 15,83. Hipotez
e, kad elektrodu� tipai vienodi, atmetama kriterijumi su
auk²tu reik²mingumo lygmeniu.

II.2.70. Gauname statistikos FA realizacij¡ 19,63. Hipotez
e, kad veisliu� derlingumas
vienodas, atmetama kriterijumi su auk²tu reik²mingumo lygmeniu.

II.3. Regresin
e analiz
e

II.3.1. Prognozavimo uºdaviniai

II.3.1. Tarkime, reikia prognozuoti a. d. Y remiantis a. v. X = (X1, ..., Xm)T .
Prognoze vadiname ma£i¡j¡ funkcij¡ Ŷ = h(X),V (h(X)) < ∞, o skirtum¡ Y − h(X)
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vadiname prognoz
es paklaida. Prognoz
e Ŷ = h(X) vadinama optimali¡ja, jeigu ji mini-
mizuoja vidutin¦ kvadratin¦ paklaid¡ E(Y − h(X))2. a) I�rodykite, kad a. d. Y regresija
a. v. X atºvilgiu µ(X) = E(Y |X) yra optimalioji prognoz
e. b) I�rodykite, kad koreliacijos
koe�cientas tarp Y ir prognoz
es Ŷ = h(X) yra maksimalus, kai Ŷ = µ(X).

II.3.2. (II.3.1 pratimo t¦sinys). Koreliacijos koe�ciento ρ(Y, µ(X)) kvadratas vadi-
namas koreliaciniu santykiu ir ºymimas

η2
YX = η2

Y (X1...Xm) = ρ2(Y, µ(X)) = V (µ(X))/V (Y ).

Pateikite koreliacinio santykio η2
YX interpretacij¡.

II.3.3. (II.3.1 pratimo t¦sinys). Suskaidykime a. v. X i� dvi komponentes X(1) =

(X1, ..., Xk)T irX(2) = (Xk+1, ..., Xm)T . Tada prognoz
es paklaidos dispersijos santykinis
sumaº
ejimas papildºius vektoriu� X(1) komponente X(2) yra

η2
YX(2)|X(1) =

η2
YX − η2

YX(1)

1− η2
YX(1)

.

Dydis ηYX(2)|X(1) =
√
η2
YX(2)|X(1) ≥ 0 vadinamas daliniu koreliaciniu santykiu. I�rodyki-

te lygyb¦

1− η2
Y (X1,...,Xm) =

m∏
j=2

(1− η2
Y Xj |(X1,...,Xj−1))(1− η

2
Y X1

).

II.3.4. Prognozuodami a. d. Y apsiribokime tiesin
emis a. v. X = (X1, ..., Xm)T

funkcijomis l(X) = α+ βTX. Optimali tiesin
e prognoz
e l∗ = α∗ + (β∗)TX minimizuoja
vidurki�

SS(α,β) = E(Y − α− βTX)2.

a) I�rodykite, kad optimali tiesin
e prognoz
e gaunama, kai

β∗ = Σ−1σYX , α∗ = EY − (β∗)TE(X),

£ia Σ = V (X), o σYX = Cov (Y,X). b) I�rodykite, kad koreliacijos koe�cientas tarp Y
ir tiesin
es prognoz
es l = α+ βTX yra maksimalus, kai l = l∗.

II.3.5. (II.3.4 pratimo t¦sinys). Pateikite dauginio koreliacinio koe�ciento inter-
pretacij¡.

II.3.6. (II.3.4 pratimo t¦sinys). Suskaidykime a. v. X i� dvi komponentes X(1) =

(X1, ..., Xk)T ir X(2) = (Xk+1, ..., Xm)T . Tada optimalios tiesin
es prognoz
es paklaidos
dispersijos santykinis sumaº
ejimas papildºius vektoriu� X(1) komponente X(2) yra

ρ2
YX(2)|X(1) =

ρ2
YX − ρ2

YX(1)

1− ρ2
YX(1)

.

Dydis ρYX(2)|X(1) =
√
ρ2
YX(2)|X(1) ≥ 0 vadinamas daliniu dauginiu koreliacijos koe�-

cientu. I�rodykite, kad

1− ρ2
Y (X1,...,Xm) =

m∏
j=2

(1− ρ2
Y Xj |(X1,...,Xj−1))(1− ρ

2
Y X1

).
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II.3.7. Vektorius (X, Y )T pasiskirst¦s pagal dvimati� normalu�ji� skirstini� su nuli-
niais vidurkiais, vienetin
emis dispersijomis ir koreliacijos koe�cientu ρ. Raskite regresijos
kreives: a) a. d. X atºvilgiu Y ; b) a. d. X atºvilgiu Y 2; c) a. d. X2 atºvilgiu Y 2; d) a. d.
X2 atºvilgiu Y .

Apskai£iuokite koreliacinius santykius ir palyginkite juos su koreliacijos koe�cientu�
kvadratais.

II.3.8. Atsitiktinis vektorius (X, Y )T turi tolygu�ji� skirstini� viduje elips
es

ax2 + 2hxy + by2 = c, h 6= 0, h2 < a b; a, b > 0.

I�rodykite, kad a. d. X ir Y regresija kito kintamojo atºvilgiu yra tiesin
e.
II.3.9. Atsitiktinis vektorius (X, Y )T tolygiai pasiskirst¦s lygiagretainyje, apribo-

tame ties
emis x = 3(y + 1), x = 3(y − 1), x = y + 1, x = y − 1. I�rodykite, kad
atsitiktinio dydºio Y regresija X atºvilgiu yra tiesin
e, o X regresija Y atºvilgiu yra
kreiv
e, susidedanti i² triju� atkarpu�.

II.3.10. Atsitiktinis vektorius (X,Y )T tolygiai pasiskirst¦s ant pusapskritimio y =
+
√

1− x2, 0 ≤ x ≤ 1. I�rodykite, kad η2
Y X = 1, o ρ2

Y X = 0.
II.3.11. Atsitiktinis vektorius (X,Y )T tolygiai pasiskirst¦s skritulyje (x− a)2 + (y−

b)2 ≤ r2. I�rodykite, kad η2
Y X = ρ2

Y X = 0.
II.3.12. Tegu ρ = [ρij ]k×k yra koreliacijos koe�cientu� matrica. I�rodykite, kad dau-

ginis koreliacijos koe�cientas ir daliniai koreliacijos koe�cientai susieti lygyb
emis:

1− ρ2
1.(2...k) = (1− ρ2

12)(1− ρ2
13.2)...(1− ρ2

1k.2...k−1);

ρ12.3 =
(ρ12 − ρ13ρ23)

(1− ρ2
13)1/2(1− ρ2

23)1/2
;

ρ12 =
(ρ12.3 − ρ13.2ρ23.1)

(1− ρ2
13.2)1/2(1− ρ2

23.1)1/2
;

ρ12.(3...k−1) =
(ρ12.(3...k) − ρ1k.(2...k−1)ρ2k.(13...k−1))

(1− ρ2
1k.(2...k−1))

1/2(1− ρ2
2k.(13...k−1))

1/2
;

ρ12.(3...k) =
(ρ12.(3...k−1) − ρ1k.(3...k−1)ρ2k.(3...k−1))

(1− ρ2
1k.(2...k−1))

1/2(1− ρ2
2k.(3...k−1))

1/2
.

II.3.2. Tiesin
e vieno kintamojo regresija

II.3.13. Prognozuojamas a. d. Y remiantis vienmate kovariante X. Fiksavus kovari-
ant
es reik²mes x1, ..., xn gauta imtis Y1, ..., Yn. Tarkime, kad Y s¡lyginis vidurkis yra
xi tiesin
e funkcija, o dispersija nuo �ksuotosios kovariant
es reik²m
es nepriklauso. Imties
elementai turi toki¡ struktu	r¡

Yi = α+ β(xi − x̄) + ei, i = 1, ..., n, x̄ =
∑
i

xi/n.

Turime tiesini� modeli� (ºr. II.1.1 pratim¡)

Y = Aβ + e, E(Y ) = Aβ, E(e) = 0, V (e) = σ2I,
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£ia β = (α, β)T , Y = (Y1, ..., Yn)T , e = (e1, ..., en)T ; plano matrica A turi n eilu£iu� ir du
stulpelius, i-oji eilut
e yra (1, xi − x̄). a) Raskite parametru� α, β maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertinius ir ju� pirmuosius momentus. b) Raskite nepaslinkt¡ji� dispersijos σ2 i�vertini�.

II.3.14. (II.3.13 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad paklaidu� vektorius e turi normalu�ji�
skirstini� e ∼ Nn(0, σ2I). a) I�rodykite, kad II.3.13 pratime surasti i�vertiniai yra NMD
i�vertiniai. b) Raskite parametru� α, β, θ = c1α+ c2β, σ

2 i�vertiniu� skirstinius.
II.3.15. (II.3.14 pratimo t¦sinys). a) Raskite parametru� σ2, α, β, µ(x) = α+β(x−x̄)

lygmens Q = 1 − 2α pasikliovimo intervalus. b) Raskite kriterijus hipotez
ems d
el ²iu�
parametru� reik²miu� tikrinti.

II.3.16. Tarkime, kad turime ni a. d. Y steb
ejimu�, kai kovariant
es reik²m
e yra
xi, i = 1, ..., k. Tegu paklaidu� vektorius e ∼ Nn(0, σ2I), n = n1 + ... + nk. Raskite
kriteriju� regresijos tiesi²kumo hipotezei H : E(Y |X = x) = β0 + β1(x− x̄) tikrinti.

II.3.17. (II.3.16 pratimo t¦sinys). Raskite kriteriju� hipotezei H : E(Y |X = x) =
α+ β1(x− x̄) + β2(x− x̄)2 + ...+ βr(x− x̄)r, r < k, tikrinti.

II.3.18. (II.3.14 pratimo t¦sinys). Tarkime, pagal II.3.14 pratimo duomenis i�ver-
tinta regresija µ̂(x) = α̂ + β̂(x − x̄). Tegu gautas tolimesnis nepriklausomas steb
ejimas
Yn+1, kuris gaunamas, kai kovariant
es X reik²m
e yra x. Raskite lygmens Q = 1−α a. d.
Yn+1 prognoz
es interval¡.

II.3.19. (II.3.18 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad steb
ejimas Yn+1 ºinomas. Raskite
kovariant
es reik²m
es x, kuri¡ atitinka Yn+1, pasikliovimo interval¡.

II.3.20. Pagal didumo n imti� Yi = α + β(Xi − X̄) + ei, i = 1, ..., n, kai a. d. {ei}
nepriklausomi ir ei ∼ N(0, σ2) gauti i�vertiniai α̂ ir β̂. Sukurkite TGN kriteriju� hipotezei
H : θ = aα+ bβ = θ0, kai alternatyva H̄ : θ 6= θ0, tikrinti; £ia a, b, θ0 � ºinomi.

II.3.21. Pagal dvi nepriklausomas didumo n1 ir n2 imtis i�vertinti tiesin
es vieno
kintamojo regresijos koe�cientai α̂1, β̂1 ir α̂2, β̂2. Tarkime, kad visi steb
ejimai yra
nepriklausomi ir normalieji, turi vienodas dispersijas σ2. Raskite kriterijus: a) hipotezei
H : β1 = β2 tikrinti; b) hipotezei H : α1 = α2 tikrinti; c) hipotezei H : α1 = α2, β1 = β2

tikrinti; d) hipotezei, kad regresijos ties
es susikerta ta²ke, kurio abscis
e x = c, tikrinti.
II.3.22. Raskite parametru� α, β ir σ2 i�ver£ius naudodami ²iuos steb
ejimus:

0, 15 = α− 3β + e1,

2, 07 = α− β + e2,

4, 31 = α+ β + e3,

6, 49 = α+ 3β + e4,

£ia e1, ..., e4 � nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai ei ∼ N(0, σ2), i =
1, ..., 4.

II.3.23. Ta²kas tolygiai juda tiese. Laiko momentais t = 0, 1, 2, 3, 4 buvo uº�ksuo-
tos tokios jo koordina£iu� reik²m
es: St = 12, 98; 13, 05; 13, 35; 13, 97; 14, 22. Tegu visu�
matavimu� paklaidos nepriklausomos ir turi normalu�ji� skirstini� N(0, σ2). Raskite grei£io
v ir dispersijos σ2 ta²kinius ir intervalinius i�ver£ius, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

II.3.24. Matuojant gauti steb
ejimai, kurie yra tiesin
es parametro α funkcijos:

Y1 = e1,
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Y2 = α+ e1 + e2,

Y3 = 2α+ e1 + e2 + e3,

Y4 = 3α+ e1 + e2 + e3 + e4,

Y5 = 4α+ e1 + e2 + e3 + e4 + e5,

£ia e1, ..., e5 � nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai ei ∼ N(0, σ2), i =
1, ..., 5. Raskite parametro α NMD i�verti�, jeigu atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, ..., Y5)T

realizacija yra (−0, 42, 0, 30, 1, 30, 2, 56, 3, 26)T . Sudarykite parametru� α ir σ2 pasi-
kliovimo intervalus, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

II.3.25. Atsitiktinis vektorius Y = (Y1, ..., Y5)T turi normalu�ji� skirstini� su parame-
trais EYi = (i − 1)α, i = 1, ..., 5; V Yi = Cov (Yi, Yj) = i, j > i, i = 1, ..., 5. Raskite
parametro α pasikliovimo interval¡, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95, pagal atsitiktinio
vektoriaus Y realizacij¡ y = (−0, 42; 0, 30; 1, 30; 2, 56; 3, 26)T .

II.3.26. I²matuotas grunto atsparumas poslinkiui Y, veikiant i�vairiems sl
egiams P
kg/cm2, ir gauti ²itokie rezultatai:

Pi Yi1 Yi2 Yi3 Yi4 Yi5 Yi6 Yi7 Yi8 Yi9
1 0,962 0,612 0,612 0,888 1,038 1,188 0,812 0,988 0,875
2 0,962 0,688 0,662 1,112 1,118 1,325 0,988 1,025 1,075
3 1,125 0,800 0,700 0,900 1,475 1,400 1,150 1,175 1,300
4 1,412 0,850 0,650 1,075 1,312 1,425 1,250 1,175 1,162
5 1,125 0,900 0,675 1,225 1,225 1,650 1,025 1,075 1,500
6 1,138 0,950 0,625 1,500 1,375 1,588 1,025 1,150 1,100

a) patikrinkite Y regresijos P atºvilgiu tiesi²kumo hipotez¦;
b) laikydami Y regresij¡ P atºvilgiu tiesine, i�vertinkite jos koe�cientus;
c) sudarykite regresijos koe�cientu� pasikliovimo intervalus (Q = 0, 95).

II.3.27. S¡lyginis Y skirstinys, kai X reik²m
es �ksuotos, yra normalusis su dispersija
σ2 = 0, 1. Tarkime, kad ta²kuose x = 0, 0; 0, 1; ...; 1, 0 turimos vienodo didumo n nepri-
klausomos imtys. Koks turi bu	ti n, kad regresijos tiesi²kumo hipotez
e H : E(Y |X =
x) = x, x = 0, 0, 0, 1, ... 1, 0 bu	tu� atmesta su tikimybe, ne maºesne uº 0,95, jeigu
E(Y |X = x) = x2 (kriterijaus reik²mingumo lygmuo P = 0, 05).

II.3.28. Tarkime, kad pagal nepriklausomus steb
ejimus Yi = α + β(xi − x̄) + ei,
i = 1, ..., n, kai a. d. {ei} nepriklausomi ir normalu	s ei ∼ N(0, σ2), i�vertinta regresijos
ties
e α̂+β̂(x−x̄). Tegu ta²ke x yra gauta k nepriklausomu� Yn+1 matavimu� Y (1)

n+1, ..., Y
(k)
n+1.

Sukonstruokite steb
ejimo Yn+1 prognoz
es interval¡ ir argumento x pasikliovimo interval¡.

II.3.29. Pasiu	lykite, kaip modeli�

y =
αβ

α sin2 x+ β cos2 x

pertvarkyti i� tiesini� pavidal¡.

II.3.30. Kalibruojamas pieno ru	g²ties koncentracijos kraujuje matavimo prietaisas.
Tuo tikslu gauti n = 20 pavyzdºiu� matavimai Yi, i = 1, 2, ..., 20, kai koncentracija X
tiksliai ºinoma [1].
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X 1 1 1 1 3 3 3 3 3 5
Y 1,1 0,7 1,8 0,4 3,0 4,4 4,9 4,4 4,5 7,3
X 5 5 10 10 10 10 15 15 15 15
Y 8,2 6,2 12,0 13,1 12,6 13,2 18,7 19,7 17,4 17,1

Tardami, kad paklaidos normaliosios, i�vertinkite tiesin
es regresijos parametrus. Pa-
tikrinkite regresijos tiesi²kumo hipotez¦. Raskite tolesniu� nepriklausomu� Y matavimu�
prognoz
es intervalus, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95, jei ºinoma, kad matavimai bus
atliekami ta²kuose X = 12, X = 18.

II.3.31. Pamatavus n = 108 pacientu� arterini� PH (kintamasis Y ) ir venini� PH
(kintamasis X) gauti vidurkiu� ir kovariaciju� matricos elementu� i�ver£iai: X̄ = 7, 373,
Ȳ = 7, 413, s2

X = 0, 1253, s2
Y = 0, 1184, sXY = 0, 1101 [1]. Pri
em¦ prielaid¡ d
el a. v.

(X,Y )T normalumo, i�vertinkite a. d. Y regresijos ties¦ a. d. X atºvilgiu. Patikrinkite
hipotez¦ H : β = 0. Koki¡ dali� a. d. Y sklaidos paai²kina regresijos lygtis?

II.3.32. Kintamasis Y rei²kia tam tikro cheminio proceso savyb¦ priklausomai nuo
laiko t [1]:

t 0,0 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
Y 0,000 0,025 0,035 0,045 0,055 0,065 0,075 0,082
t 4,5 5,0 5,5 6,0 6,5 7,0 7,5 8,0
Y 0,088 0,094 0,100 0,105 0,110 0,115 0,120 0,125

a) I�vertinkite tiesin
es regresijos parametrus. Panagrin
ekite prognoz
es paklaidas ir
aptarkite regresijos tiesinio pavidalo priimtinum¡. b) Tarkime, kad i² teoriniu� samprota-
vimu� gauta, jog regresijos kreiv
e tur
etu� bu	ti tokio pavidalo: Y = α(1−e−βt). I�vertinkite
netiesinio modelio parametrus ir raskite ju� apytikslius pasikliovimo intervalus.

II.3.33. Farmakinetikoje vertinant vaisto koncentracijos Y priklausomyb¦ nuo laiko
t daºnai naudojamas dvikomponentis matematinis modelis Y = α1e

α2t + β1e
β2t. Pagal

pateikiamus duomenis [1]

t 0,10 0,25 0,50 1,00 1,50 2,00 4,00 8,00 12,00 24,00 48,00
Y 18,7 16,9 14,5 11,1 8,9 7,5 5,2 3,6 2,6 1,0 0,2

i�vertinkite regresijos parametrus. Nagrin
edami prognoz
es paklaidas aptarkite prog-
noz
es tikslum¡.

II.3.3. Tiesin
e keleto kintamu�ju� regresija

II.3.34. Tarkime, prognozuojame a. d. Y remdamiesi kovariant
emis X1, ..., Xm.
Tegu X = (X0, X1, ..., Xm)T yra kovarian£iu� vektorius, papildytas koordinate X0 ≡ 1.
Fiksavus kovariant
es reik²mes x(i) = (1, x1i, ..., xmi)

T gauti nepriklausomi steb
ejimai
Yi, i = 1, ..., n. Tarsime, kad imties Y = (Y1, ..., Yn)T elementai turi toki¡ struktu	r¡

Yi = β0 + β1x1i + ...+ βmxmi + ei, i = 1, ..., n.

Tegu paklaidos ei nepriklausomos ir normaliosios ei ∼ N(0, σ2). Paºym
ej¦ β =
(β1, ..., βm)T ir e = (e1, ..., en)T , gauname tiesini� modeli�

Y = Aβ + e, E(Y ) = Aβ, E(e) = 0, V (e) = σ2I,
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kai plano matricos i-oji eilut
e yra (1, x1i, ..., xmi).
a) Raskite parametro θ = (β0, βi, ..., βm, σ

2)T piln¡j¡ ir pakankam¡j¡ statistik¡.
b) Raskite parametro θ elementu� NMD i�vertinius.

II.3.35. (II.3.34 pratimo t¦sinys). Raskite parametru� βi, θ = LTβ, σ2 lygmens
Q = 1− 2α pasikliovimo intervalus.

II.3.36. (II.3.34 pratimo t¦sinys). Raskite kriterijus hipotez
ems Hj1,...,jk : βj1 =
... = βjk = 0 tikrinti. Jei ²i hipotez
e teisinga, tai kovariant
esXj1 , ..., Xjk n
era reik²mingos
prognozuojant Y .

II.3.37. (II.3.34 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad x(i) = (1, x1i, ..., xmi)
T , i = 1, ..., k,

yra skirtingos kovariant
es reik²m
es ir, kai yra reik²m
e x(i), gauta ni nepriklausomu� Y
steb
ejimu� Yij , j = 1, ..., ni, n = n1 + ... + nk. Raskite kriteriju� hipotezei H : E(Y |X =

x) = βTx apie regresijos tiesini� pavidal¡ tikrinti.

II.3.38. (II.3.34 pratimo t¦sinys). Tarkime, pagal II.3.34 pratimo duomenis i�ver-
tinta regresija

µ̂(x) = β̂0 + β̂1x1 + ...+ β̂mxm

Raskite tolesnio nepriklausomo steb
ejimo Yn+1 prognoz
es interval¡, jei ºinoma, kad jis
bus atliktas ta²ke x = (1, x1, ..., xm).

II.3.39. Noradrenalino kiekio Y priklausomyb
e nuo gaunamo su maistu natrio kiekio
X yra arba polinominio, arba eksponentinio tipo. Pagal pateikiamus duomenis

X 2 10 5 6 20 3 14 21
Y 31,66 19,20 45,03 13,30 23,44 20,61 18,46 11,98
X 103 122 136 80 196 196 224 245
Y 5,58 15,21 7,58 9,77 13,60 10,01 3,68 7,03
X 97 86 56 127 171 257 157
Y 13,90 14,00 14,61 15,26 14,12 7,30 10,32

a) parinkite polinomin¦ regresij¡ ir aptarkite prognoz
es tikslum¡; b) parinkite ekspo-
nentinio tipo priklausomyb¦, i�vertinkite parametrus ir aptarkite prognoz
es tikslum¡.

II.3.40. Tarkime, kad i�vertinome regresij¡ E(Y ) = β0 +β1x, o tikroji regresijos lygtis
yra E(Y ) = β0 + β1x+ β2x

2 + β3x
3 pavidalo. Koks bus i�vertiniu� β̂0 ir β̂1 poslinkis, kai

jie i�vertinti pagal nepriklausomus steb
ejimus ta²kuose x = −3,−2,−1, 0,+1,+2,+3?

II.3.41. Tegu Y1 = θ1 + θ2 + e1, Y2 = 2θ2 + e2, Y3 = −θ1 + θ2 + e3; £ia {ei}
nepriklausomi ir ei ∼ N(0, σ2). Sudarykite kriteriju� hipotezei H : θ1 = 2θ2 tikrinti.

II.3.42. Tegu Y1, Y2, Y3, Y4 yra keturkampio kampu� ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 matavimai. Tarki-
me, kad matavimo paklaidos yra normalieji nepriklausomi a. d., turintys nulinius vidurk-
ius ir vienodas dispersijas. Patikrinkite hipotez¦, kad keturkampis yra lygiagretainis, t. y.
H : ϕ1 = ϕ3, ϕ2 = ϕ4.

II.3.43. Tarkime, E(Yt) = β0 + β1 cos(2πk1t/n) + β2 sin(2πk2t/n); £ia t = 1, ..., n,
o k1 ir k2 � ºinomos teigiamos konstantos. Raskite parametru� β0, β1, β2 maºiausiu�ju�
kvadratu� i�vertinius.

II.3.44. Nagrin
ejamas benzino oktaninis skai£ius Y priklausomai nuo priedu� A ir B
koncentraciju� X1 ir X2. Pateikiami tokie duomenys [1]
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X1 2 2 2 2 3 3 3 3
X2 2 3 4 5 2 3 4 5
Y 96,3 95,7 99,9 99,4 95,1 97,8 99,3 104,9
X1 4 4 4 4 5 5 5 5
X2 2 3 4 5 2 3 4 5
Y 96,2 100,1 103,2 104,3 97,8 102,2 104,7 108,8

a) I�vertinkite regresijos parametrus tardami, kad a. d. Y regresija X1 ir X2 atºvil-
giu yra tiesin
e. b) Tar¦, kad paklaidos normaliosios, patikrinkite regresijos koe�cientu�
lygyb
es 0 hipotezes. c) Raskite a. d. Y tolesnio nepriklausomo steb
ejimo, kuris atliktas
ta²ke (X1, X2) = (4, 5, 3, 5), prognoz
es interval¡, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

II.3.45. Dviem skirtingais bu	dais buvo matuojamas 141 paciento arterinis kraujo
spaudimas. Pirmu bu	du matuojant sistolini� X1, diastolini� X2 ir vidutini� X3 kraujo
spaudim¡ buvo naudojamas kateteris. Antru bu	du buvo matuojamas sistolinis X4 ir
diastolinis X5 kraujo spaudimas naudojant kompresin¦ manºet¦. Atlikus pradin¦ analiz¦
gauti ²ie rezultatai.

i X̄i si rij
1 112,2 28,6 1,000 0,839 0,927 0,871 0,753
2 59,4 17,1 1,000 0,967 0,778 0,828
3 76,8 21,0 1,000 0,845 0,852
4 107,0 28,9 1,000 0,837
5 66,8 19,3 1,000

�ioje lentel
eje X̄i � aritmetiniai vidurkiai, o si � vidutiniu� kvadratiniu� nuokrypiu�
i�vertiniai, i = 1, ..., 5; rij � koreliacijos koe�cientu� i�vertiniai.

Naudodami paºingsnin
es regresijos metod¡, parinkite vektoriaus (X1, X2, X3)T ko-
ordinates kintamiesiems X4 ir X5 prognozuoti (P ′ = 0, 01, P = 0, 05). Raskite regresijos
koe�cientus ir dauginius koreliacijos koe�cientus.

II.3.46. Lentel
eje pateikti Velso gyventoju� sura²ymo duomenys Y (mln.)

Metai Y Metai Y Metai Y
1811 10,16 1861 20,07 1901 32,53
1821 12,00 1871 22,71 1911 36,07
1831 13,90 1881 25,97 1921 37,89
1841 15,91 1891 29,00 1931 39,95
1851 17,93

a) Parinkite polinomini� regresijos modeli�.
b) Apskai£iuokite liekamosios kvadratin
es formos sumaº
ejim¡ didindami polinomo

laipsni�. Kokio maºiausiojo laipsnio polinomas priimtinas?

II.3.47. Reikia parinkti tokio pavidalo regresijos modeli�:

E(Yi) = β0 + β1Xi + β2ϕ(Xi), i = 1, 2, 3;

£ia ϕ(x) � antrojo laipsnio polinomas. Parinkite ϕ(x) taip, kad plano matrica tur
etu�
ortogonalius stulpelius, kai X1 = −1, X2 = 0, X3 = +1.
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II.3.4. Kovariacin
e analiz
e

II.3.48. Atliekant dispersin¦ analiz¦, kai tiriama a. d. Y skirstinio priklausomyb
e nuo
tam tikru� faktoriu� ar ju� s¡veiku�, Y skirstinys gali priklausyti ir nuo tam tikru� tolydºiu�
kovarian£iu�, kurios gali i²kreipti i²vadas. Jeigu kartu su a. d. Y steb
ejimais galima
gauti ir tokiu� kovarian£iu� steb
ejimus, tai atliekant analiz¦ ju� i�tak¡ galima eliminuoti.
Kovariacin
eje analiz
eje imties Y = (Y1, ..., Yn)T vidurkis uºra²omas dvieju� d
emenu� suma
(ºr. [3], 4.1�4.3 skyrelius)

E(Y ) = Aβ +Cγ.

Pirmasis d
emuo apibu	dina koki� nors dispersin
es analiz
es modeli�, antrasis apra²o tiesin¦
Y regresij¡ trukdan£iu�ju� kovarian£iu� atºvilgiu. Rango m dimensijos n×m matrica A yra
dispersin
es analiz
es plano matrica; rango k dimensijos n × k matricos C i-asis stulpelis
susideda i² i-osios kovariant
es matavimu�. Imties Y elementai turi toki¡ struktu	r¡

Yi = ai1β1 + ...+ aimβm + γ1x1i + ...+ γkxki + ei, i = 1, ..., n.

I�rodykite, kad parametru� maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai ir liekamoji kvadratu� suma
gali bu	ti surasta tokiu bu	du.

Tegu β̂0 ir β̂i, i = 1, ..., k, yra lyg£iu� sistemu�

ATAβ̂0 = ATY , ATAβ̂i = ATCi, i = 1, .., k,

sprendiniai; £ia Ci yra matricos C i-asis stulpelis. Tegu

Ryy = (Y −Aβ̂0)T (Y −Aβ̂0) = Y TY − β̂
T

0A
TY ,

Ryxi = (Y −Aβ̂0)T (Ci −Aβ̂i), i = 1, ..., k,

Rxixj = (Ci −Aβ̂i)T (Cj −Aβ̂j), i, j = 1, ..., k.

Tarkime, γ̂ = (γ̂1, ..., γ̂k) yra lyg£iu� sistemos

Rx1xi γ̂1 + ...+Rxkxi γ̂k = Ryxi , i = 1, ..., k,

sprendinys ir β̂ = β̂0 − γ̂1β̂1 − ... − γ̂kβ̂k. Tada (γ̂T , β̂
T

)T yra maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertinys, o liekamoji kvadratu� suma

SSE = Ryy − γ̂1Ryx1 − ...− γ̂kRyxk ∼ σ2χ2
n−m−k.

II.3.49. (II.3.48 pratimo t¦sinys). a) Raskite kriteriju� hipotezei Hγ : γ = 0, kad
kovariant
es X1, ..., Xk nedaro i�takos Y skirstiniui, tikrinti. b) Raskite kriteriju� hipotezei
Hi1,...,il : γi1 = ... = γil = 0, kad kovariant
es Xi1 , ..., Xil nedaro i�takos Y skirstiniui,
tikrinti.

II.3.50. (II.3.48 pratimo t¦sinys). Raskite kriteriju� kuriai nors dispersin
es analiz
es
hipotezei tikrinti eliminuodami kovarian£iu�X1, ..., Xk i�tak¡. Tarkime, tikrinam¡ hipotez¦
galima suformuluoti tokiu bu	du H : βi1 = ... = βis .

II.3.51. Pakartokite II.3.48 � II.3.50 pratimus imdami vienfaktori� vieno kintamojo
kovariacin
es analiz
es modeli�.
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II.3.52. Tegu Yij = µi + γ1X
(1)
ij + γ2X

(2)
ij + eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J , o a. d. {eij}

nepriklausomi ir normalieji eij ∼ N(0, σ2).
a) Raskite parametru� γ1 ir γ2 maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius γ̂1 ir γ̂2.
b) Raskite i�vertiniu� γ̂1 ir γ̂2 kovariaciju� matric¡. Kokiomis s¡lygomis i�vertiniai γ̂1 ir

γ̂2 nekoreliuoti?

II.3.53. Tegu Yijk = µij + γijXijk + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K, o
a. d. {eijk} nepriklausomi ir normalieji eijk ∼ N(0, σ2). a) Raskite kriteriju� hipotezei
H : γij = γ tikrinti. b) Tardami, kad hipotez
e H teisinga, sudarykite parametro γ
pasikliovimo interval¡.

II.3.54. Tegu Yijk = µ+αi + βij + γXijk + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K,
o a. d. {eijk} nepriklausomi ir normalieji eijk ∼ N(0, σ2);

∑
i αi = 0,

∑
j βij = 0, i =

1, ..., I. a) Raskite kriteriju� hipotezei H : γ = 0 tikrinti. b) Raskite kriteriju� hipotezei
HA : αi = 0, i = 1, ..., I, tikrinti.

II.3.55. Tegu Yij = µi + γiXj + eij , i = 1, 2, j = 1, ..., J , o a. d. {eij} nepriklausomi
ir normalieji eij ∼ N(0, σ2). Remdamiesi kovariacine analize raskite kriteriju� hipotezei
H : γ1 = γ2 tikrinti. I�sitikinkite, kad gautasis kriterijus yra ekvivalentus dvieju� regresijos
tiesiu� lygiagretumo kriterijui.

II.3.56. Lentel
eje pateiktos bandeliu�, i²keptu� i² 100 (g) te²los, apimtis Y priklauso-
mai nuo 17 miltu� ru	²iu� ir nuo juose esan£io bromistinio kalio kiekio X (g),
kai X = 0, 1, 2, 3, 4 (ºr. [16]).

X 0 1 2 3 4 X 0 1 2 3 4
A1 950 1075 1055 975 880 A10 885 1000 1015 960 895
A2 890 980 955 865 825 A11 895 935 965 950 920
A3 830 850 820 770 735 A12 685 835 870 875 880
A4 770 815 765 725 700 A13 615 665 650 680 660
A5 860 1040 1065 975 945 A14 885 910 890 835 785
A6 835 960 985 915 845 A15 985 1075 1070 1015 1005
A7 795 900 905 880 785 A16 710 750 740 725 720
A8 800 860 870 850 850 A17 785 845 865 825 820
A9 750 940 1000 960 960

a) Atlikite vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦ neatsiºvelgdami i� kintam¡ji� X.
b) Atlikite kovariacin¦ analiz¦, tar¦, kad X yra kiekybinis kintamasis, ir pasirinkdami

pirmojo, antrojo ir tre£iojo laipsnio polinomus kintamojo X atºvilgiu.

II.3.57. Lentel
eje pateikti duomenys, gauti atlikus eksperiment¡ pagal keturfaktor
es
dispersin
es analiz
es piln¡ kryºmin
es klasi�kacijos schem¡. Registruojamas tam tikro
maisto produkto dr
egnumas priklausomai nuo druskos ru	²ies (faktorius A), druskos kiekio
(faktorius B), ru	g²ties lygio (faktorius C) ir dvieju� skirtingu� priemai²u� (faktorius D) [16].

A1 A2 A3

B1 B2 B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3

C1 D1 8 17 22 7 26 34 10 24 39
C1 D2 5 11 16 3 17 32 5 14 33
C2 D1 8 13 20 10 24 34 9 24 36
C2 D2 4 10 15 5 19 29 4 16 34

a) Atlikite keturfaktor¦ dispersin¦ analiz¦. b) Atlikite kovariacin¦ analiz¦ tar¦, kad
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faktorius B kiekybinis, ir parinkdami priklausomybei nuo jo apibu	dinti pirmojo ir antrojo
laipsnio polinomus.

II.3.58. Lentel
eje pateikti duomenys apie krakmolo pl
evel
es tvirtum¡ Y priklausomai
nuo krakmolo tipo (faktorius A); A1 � i² kvie£iu�; A2 � i² ryºiu�; A3 � i² kukuru	zu�; A4 �
i² bulviu�; A5 � i² saldºiu�ju� bulviu�) ir nuo pl
evel
es storio X [16].

A1 A2 A3 A4 A5

Y X Y X Y X Y X Y X
263,7 5,0 556,7 7,1 731,0 8,0 983,3 13,0 837,1 9,4
130,8 3,5 552,5 6,7 710,0 7,3 958,8 13,3 901,2 10,6
382,9 4,7 397,5 5,6 604,7 7,2 747,8 10,7 595,7 9,0
302,5 4,3 532,3 8,1 508,8 6,1 866,0 12,2 510,0 7,6
213,3 3,8 587,8 8,7 393,0 6,4 810,8 11,6
132,1 3,0 520,9 8,3 416,0 6,4 950,0 9,7
292,0 4,2 574,3 8,4 400,0 6,9 1282,0 10,8
315,5 4,5 505,0 7,3 335,6 5,8 1233,8 10,1
262,4 4,3 604,6 8,5 306,4 5,3 1660,0 12,7
314,4 4,1 522,5 7,8 426,0 6,7 746,0 9,8
310.8 5,5 555,0 8,0 382,5 5,8 650,0 10,0
280,8 4,8 561,1 8,4 340,8 5,7 992,5 13,8
331,7 4,8 436,7 6,1 896,5 13,3
672,5 8,0 333,3 6,2 873,9 12,4
496,0 7,4 382,3 6,3 924,4 12,2
311,9 5,2 397,7 6,0 1050,0 14,1
276,7 4,7 619,1 6,8 973,3 13,7
325,7 5,4 857,3 7,9
310,8 5,4 592,5 7,2
288,0 5,4
269,3 4,9

a) Atlikite kintamojo Y vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦ priklausomai nuo faktoriaus
A; b) Atlikite kintamojo Y regresin¦ analiz¦ neatsiºvelgdami i� faktoriu� A. c) Atlikite
kovariacin¦ analiz¦ ir palyginkite gautus rezultatus.

II.3.59. Lentel
eje pateiktas treju� metu� kvie£iu� derlingumas Y (faktorius A) ²e²iose
skirtingose Anglijos ºem
es u	kio stotyse (faktoriusB). Kartu uºregistruotas augalo auk²tis
varpu� atsiradimo metu (kintamasis X1) ir vidutinis augalu� i² vieno kelmelio skai£ius
(kintamasis Z) [16].

Metai Kintamasis B1 B2 B3 B4 B5 B6

1933 Y 19,0 22,2 35,3 32,8 25,3 35,8
X 25,6 25,4 30,8 33,0 28,5 28,0
Z 14,9 13,3 4,6 14,7 12,8 7,5

1934 Y 32,4 32,2 43,7 35,7 28,3 35,2
X 25,4 28,3 35,3 32,4 25,9 24,2
Z 7,2 9,5 6,8 9,7 9,2 7,5

1935 Y 26,2 34,7 40,0 29,6 20,6 47,2
X 27,2 34,4 32,5 27,5 23,7 32,9
Z 18,6 22,2 10,0 17,6 14,4 7,9
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a) Ar yra derlingumo priklausomyb
e nuo metu�, kuri n
era paai²kinama Y regresija X
ir Z atºvilgiu? b) Ar yra derlingumo priklausomyb
e nuo stoties, kuri n
era paai²kinama
Y regresija X ir Z atºvilgiu? c) Patikrinkite hipotez¦, kad n
era regresijos Y kintamojo
Z atºvilgiu. d) 1934 metais stoties B5 apylink
eje uºregistruotas vidutinis augalu� auk²tis
X = 27 ir augalu� i² vieno kru	melio skai£ius Z = 10. Gaukite ta²kini� numatomo derliaus
i�verti�.

II.3.60. Lyginami keturi vaistai (faktorius A), maºinantys kraujo spaudim¡. Re-
gistruojamas kraujo spaudimas po gydymo Y . Kartu uºregistruotas kraujo spaudimas
prie² gydym¡ X [1].

A X Y A X Y
A1 194 157 A3 172 136

162 136 196 182
183 145 158 134
180 153

A2 154 124 A4 158 124
184 123 165 124
173 143 186 132
170 136 182 133

a) Atlikite dispersin¦ analiz¦, neatsiºvelgdami i� kintam¡ji� X.
b) Atlikite vienfaktor¦ vieno kintamojo kovariacin¦ analiz¦.
c) Palyginkite a) ir b) gautus rezultatus.

II.3.61. Lentel
eje pateikta 30 kiauliu� svorio prieaugis Y priklausomai nuo fermos
(faktorius A), maitinimo tipo (faktorius B), lyties (faktorius C). Eksperimentas su-
planuotas pagal trifaktor
es dispersin
es analiz
es kryºmin
es klasi�kacijos schem¡ su vienu
steb
ejimu langelyje. Daroma prielaida, kad svorio prieaugis gali priklausyti nuo tolydºios
kovariant
es � pradinio svorio X, kurio reik²m
es taip pat pateiktos lentel
eje [15].

Reikia i�vertinti faktoriu� A, B, C poveiki� svorio prieaugiui eliminuojant kovariant
es X
i�tak¡.

A B C X Y A B C X Y
A1 B1 C1 48 9,94 A3 B3 C1 33 7,63
A1 B2 C1 48 10,00 A3 B1 C1 35 9,32
A1 B3 C1 48 9,75 A3 B2 C1 41 9,34
A1 B3 C2 48 9,11 A3 B2 C2 46 8,43
A1 B2 C2 39 8,51 A3 B3 C2 42 8,90
A1 B1 C2 38 9,52 A3 B1 C2 41 9,32
A2 B2 C1 32 9,24 A4 B3 C1 50 10,37
A2 B3 C1 28 8,66 A4 B1 C2 48 10,56
A2 B1 C1 32 9,48 A4 B2 C1 46 9,68
A2 B3 C2 37 8,50 A4 B1 C1 46 10,98
A2 B1 C2 35 8,21 A4 B2 C2 40 8,86
A2 B2 C2 38 9,95 A4 B3 C2 42 9,51
A5 B2 C1 37 9,67 A5 B2 C2 40 9,20
A5 B1 C1 32 8,82 A5 B3 C2 40 8,76
A5 B3 C1 30 8,57 A5 B1 C2 43 10,42
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a) Tar¦, kad n
era faktoriu� s¡veikos, atlikite steb
ejimu� trifaktor¦ dispersin¦ analiz¦.
b) Atlikite trifaktor¦ analiz¦ eliminuodami kintamojo X i�tak¡.
c) Palyginkite a) ir b) punktuose gautus rezultatus.

II.3.5. Faktoriniai eksperimentai 2k

II.3.62. Faktoriniame eksperimente 22 su trimis steb
ejimais langelyje gauti rezultatai
pateikti lentel
eje eksperimentus ºymint kodiniu pavidalu (ºr. [3], 4.5.1 skyreli�).

Kodas (1) a b ab
Y 0; 2; 1 4; 6; 2 −1; −3; 1 −1; −3; −7

I�vertinkite Y tiesin
es regresijos parametrus kintamu�ju� Z1 ir Z2 atºvilgiu. Pri
em¦
normalumo prielaid¡, patikrinkite regresijos koe�cientu� lygyb
es 0 hipotezes.

II.3.63. Tiriamos galingumo s¡naudos Y pjaustant metal¡ keraminiu instrumentu
priklausomai nuo instrumento tipo (kintamasis X1), r
eºiklio briaunel
es kampo (kintama-
sis X2) ir nuo pjovimo tipo (kintamasis X3). Atliktas visas faktorinis eksperimentas 23

(ºr. [3], 4.5.2 skyreli�). Rezultatai (s¡lyginiais vienetais), eksperimentus ºymint kodiniu
pavidalu, pateikti lentel
eje [8].

Kodas (1) a b ab c bc ac abc
Y 2 −5 15 13 −12 −2 −17 −7

a) I�vertinkite Y tiesin
es regresijos parametrus kintamu�ju� Z1, Z2, Z3 atºvilgiu. Pri
em¦
normalumo prielaid¡, patikrinkite ²iu� parametru� lygyb
es 0 hipotezes. b) Papildomai
i�vertinkite regresijos koe�cientus βij prie sandaugu� ZiZj , i 6= j. Patikrinkite ²iu� koe�-
cientu� lygyb
es 0 hipotezes.

II.3.64. Lentel
eje pateikti tam tikro cheminio eksperimento duomenys. Atliktas
visas faktorinis eksperimentas 23 (ºr. [3], 4.5.2 skyreli�) su dviem steb
ejimais langelyje.

Kodas (1) a b ab c bc ac abc
Y 1595 1573 1835 1700 1745 1838 2184 1717

1578 1592 1823 1815 1689 1614 1538 1806

Atlikite duomenu� analiz¦.

II.3.65. Lentel
eje pateikti tam tikro faktorinio eksperimento 24 (ºr. [3], 4.5.3 skyreli�)
su dviem steb
ejimais langelyje rezultatai.

Kodas (1) a b ab c bc ac abc
Y 1985 1595 1765 1835 1694 1806 2243 1614

1592 2067 1700 1823 1712 1758 1745 1838
Kodas d ad bd abd cd bcd acd abcd
Y 2156 1578 1923 1863 2184 1957 1745 1917

2032 1733 2007 1910 1921 1717 1818 1922

a) Atlikite duomenu� analiz¦, tar¦, kad regresijos koe�cientai prie triju� ir keturiu�
kovarian£iu� sandaugu� lygu	s 0. b) Pri
em¦ normalumo prielaid¡, patikrinkite regresijos
koe�cientu� lygyb
es 0 hipotezes. c) Raskite tolesnio nepriklausomo Y steb
ejimo prog-
noz
es interval¡, jeigu ºinoma, kad jis bus atliktas ta²ke z = (z1, ..., z4)T , kurio koordi-
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nat
es tenkina s¡lyg¡ ∑
i

z2
i +

∑
i 6=j

z2
i z

2
j = ρ2.

II.3.66. Atliekamas visas faktorinis eksperimentas 32, kai kiekviena kovariant
e Zi
(jeigu reikia atlikus transformavim¡) i�gyja reik²mes −1; 0; +1, t. y. eksperimentas atliktas
kvadrato vir²u	n
ese, centre ir kra²tiniu� vidurio ta²kuose. Patikrinkite, kad regresijos
lygties

Yj = β0 + β1Z1j + β2Z2j + β11U
2
1j + β22U

2
2j + β12U

2
1jU

2
2j+

+β211Z2jU
2
1j + β122Z1jU

2
2j + ej , U2

ij = Z2
ij − Z̄2

i., i = 1, 2; j = 1, ..., 9.

plano matrica turi ortogonalius stulpelius. Raskite regresijos parametru� i�vertinius ir ju�
dispersijas. Tardami, kad a. d. {ej} yra nepriklausomi ir normalieji ej ∼ N(0, σ2), raskite
kriterijus regresijos koe�cientu� lygyb
es 0 hipotez
ems tikrinti.

II.3.67. (II.3.66 pratimo t¦sinys). Norint i�vertinti regresijos koe�cientus prie kova-
rian£iu� sandaugu� ir kvadratu�, eksperimentas 22 atliktas kvadrato vir²u	n
ese, papildomas
steb
ejimais keturiuose ta²kuose (±a, 0), (0,±a). Nor
edami i�vertinti dispersij¡, eksperi-
ment¡ du kartus pakartojame eksperimento centre, t. y. ta²ke (0, 0). Parinkite a taip,
kad regresijos lygties plano matrica tur
etu� ortogonalius stulpelius.

II.3.68. (II.3.67 pratimo t¦sinys.) Apibendrinkite II.3.67 pratim¡ 3 kovarian£iu�
atveju.

II.3.69. Lentel
eje pateiktos j
egos Y , reikalingos nustumti gamini� nuo konvejerio
juostos priklausomai nuo temperatu	ros (kovariant
e X1) ir nuo dr
egnumo (kovariant
e
X2). Eksperimentas atliktas pagal vis¡ faktorinio eksperimento 32 plan¡ su dviem
steb
ejimais langelyje. Pateikiamos lentel
es pirmoje eilut
eje yra transformuotos kovari-
ant
es X1 reik²m
es, o pirmajame stulpelyje � kovariant
es X2 reik²m
es.

−1 −1 0 0 +1 +1
−1 0,8; 2,8 1,5; 3,2 2,5; 4,2
0 1,0; 1,6 1,6; 1,8 1,8; 1,0

+1 2,0; 2,2 1,5; 0,8 2,5; 4,0

I�vertinkite regresijos lygties parametrus. Pri
em¦ normalumo prielaid¡ patikrinkite
regresijos koe�cientu� lygyb
es 0 hipotezes.

II.3.70. Tarkime, kad vienu metu galime atlikti tik keturis II.3.63 pratimo eksperi-
mentus. Sudalinkite eksperimentus i� dvi replikas (ºr. [3], 4.5.4 skyreli�) su tarpblokiniu
efektu sumai²ydami a) visu� triju� faktoriu� s¡veik¡; b) faktoriu� A1 ir A3 s¡veik¡.

II.3.6. Apibendrintieji tiesiniai modeliai

II.3.71. Firmoje uºregistruoti klientu� telefono skambu£iu� skai£iai per kiekvien¡ i²
7 darbo valandu� (kovariant
e X1) kiekvienai i² 5 savait
es darbo dienu� (kovariant
e X2).
Toks pat eksperimentas pakartotas kit¡ savait¦. Skambu£iu� skai£iaus Yijk, i = 1, ..., 7, j =
1, ..., 5, k = 1, 2 stebiniai pateikti lentel
eje.
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Z1iZ2j −2 −1 0 1 2
∑

−3 30 44 30 36 26 30 31 31 18 43 325
−2 29 34 31 36 22 35 18 30 25 31 291
−1 28 41 22 24 23 26 21 29 26 28 268
0 23 24 19 24 23 31 20 25 21 31 241
1 30 30 32 40 26 33 26 34 26 36 313
2 30 38 28 40 36 37 23 25 20 24 301
3 34 39 24 41 25 34 21 26 25 41 310∑

454 427 407 366 395 2049

Lentel
eje pateiktos centruotos kovarian£iu� reik²m
es Z1i = X1i − 4, i = 1, ..., 7; Z2j =
X2j − 3, j = 1, ..., 5.

Tarkime, kad skambu£iu� srautas yra puasoninis su pastoviu intensyvumu valandos
intervale, t. y. Yijk ∼ P(λij).

Atlikite imties

(Y111, Z11, Z21), (Y112, Z11, Z21), ..., (Y771, Z17, Z27), (Y772, Z17, Z27)

puasonin¦ regresin¦ analiz¦ (ºr. [3], 5.2.1 skyreli�). I² paskutinio lentel
es stulpelio matyti,
kad skambu£iu� skai£iaus kitimas dienos metu n
era tiesinis, tod
el Yijk priklausomybei nuo
kovarian£iu� apibu	dinti naudokite toki� modeli�:

EYijk = Ḃ(βTZij) = eβ
TZij = eβ0+β1Z1i+β2Z

2
1i+β3Z2j ,

i = 1, ..., 7, j = 1, ..., 5, k = 1, 2.

a) Raskite parametro β = (β0, β1, β2, β3)T DT i�verti� β̂ ir kovariacin
es matricos V (β̂)

i�verti� V̂ (β̂).
b) Patikrinkite hipotez¦ H : β1 = β2 = β3 = 0 ir hipotezes Hj : βj = 0, j = 1, 2, 3.
c) Raskite tre£ios savait
es darbo dienos pirmos ir ketvirtos valandos vidutinio skam-

bu£iu� skai£iaus ta²kinius ir intervalinius (Q = 0, 95) i�ver£ius.
II.3.72. (II.3.71 pratimo t¦sinys). Atlikite II.3.71 pratimo uºduotis a), b), c)

tardami, kad teisingas normaliosios teorijos tiesinis regresijos modelis:

Yijk = α0 + α1Z1i + α2Z
2
1i + α3Z2i + eijk,

£ia eijk nepriklausomi normalieji a. d. eijk ∼ N(0, σ2). Palyginkite II.3.71 ir II.3.72
pratimu� atsakymus.

II.3.73. (II.3.71 pratimo t¦sinys). Atlikite II.3.71 pratimo stebiniu� dispersij¡ sta-
bilizuojan£i¡ transformacij¡ Uijk =

√
4Yijk − 1. Kai λij didelis, a. d. Uijk skirstinys

aproksimuojamas normaliuoju su vienetine dispersija. Atlikite II.3.71 pratimo uºduotis
a), b), c) tardami, kad teisingas tiesinis regresijos modelis:

Uijk = γ0 + γ1Z1i + γ2Z
2
1i + γ3Z2i + eijk,

£ia eijk nepriklausomi normalieji a. d. eijk ∼ N(0, 1). Palyginkite II.3.71, II.3.72 ir
II.3.73 pratimu� atsakymus.

II.3.74. Tiriant gaminiu� patikimum¡ i² 4 i�moniu� (kovariant
e X) pagamintos produk-
cijos atsitiktinai atrinkta ir i²bandyta po 20 gaminiu�. Gaminiu� darbo laiko iki gedimo
Yij stebiniai pateikti lentel
eje.
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X Yij
I 65,10 74,80 25,11 69,89 28,73 13,27 49,60 26,96 30,03 16,46
II 7,98 31,27 29,81 51,75 18,61 7,07 13,60 27,30 5,56 17,50
III 27,17 13,64 10,66 15,59 26,56 17,76 26,11 13,32 14,40 20,80
IV 15,55 30,47 14,16 24,02 9,09 13,82 18,68 16,73 19,69 21,54

X Yij
I 38,72 59,69 80,03 86,27 19,77 37,36 36,30 37,98 60,31 51,45
II 19,99 53,88 21,94 32,27 32,34 7,28 17,87 7,42 17,17 11,66
III 20,82 30,93 29,28 15,57 35,78 33,10 32,44 15,84 17,11 16,04
IV 27,46 42,90 11,62 13,66 11,54 16,33 18,75 13,14 36,04 24,92

Tarkime, kad gaminio darbo laikas Yij turi gama skirstini� Yij ∼ G(λj , 3). Kadangi
kovariant
e X nominali, tai j¡ koduokime keisdami vektoriumi Z = (Z1, Z2, Z3)T , kuris
i�gyja reik²mes (0, 0, 0)T , (1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T ir (0, 0, 1)T atitinkamai pirmajai,
antrajai, tre£iajai ir ketvirtajai i�monei.

Atlikite imties
(Y11,Z11), ..., (Y20,4,Z20,4)

gama regresin¦ analiz¦ (ºr. [3], 5.2.2 skyreli�). Priklausomybei nuo kovariant
es X apibu	-
dinti naudokite toki� modeli�:

EYij = 3eβ0+β1Zi1+β2Zi2+β3Zi3 , i = 1, ..., 20, j = 1, ..., 4.

a) Raskite parametro β = (β0, β1, β2, β3)T DT i�verti� β̂ ir kovariacin¦ matric¡ V (β̂).
b) Patikrinkite hipotez¦ H : β1 = β2 = β3 = 0, hipotezes Hj : βj = 0, j = 1, 2, 3 ir

hipotez¦ H23 : β2 = β3.
c) Raskite tre£ios i�mon
es pagaminto gaminio darbo laiko vidurkio ta²kini� ir intervalini�

(Q = 0, 95) i�ver£ius.
II.3.75. Turime 24 studentu� i�skaitos duomenis. Priklausomas kintamasis Y = 1,

jeigu studentas gavo i�skait¡, ir Y = 0 � jeigu negavo. Kiek valandu� studentas dirbo
pratybu� metu, rodo kintamasisX2. Ar studentas prie² pat sesij¡ ko nors klaus
e d
estytojo,
rodo kintamasis X1 (X1 = 1, jeigu klaus
e, ir X1 = 0, jeigu neklaus
e). Duomenys pateikti
lentel
eje ([8], II dalis).

Y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
X1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0
X2 19 17 13 15 19 21 17 18 23 15 13 26
Y 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
X2 30 19 22 21 24 28 30 27 21 24 20 16

a) I�vertinkite logistin
es regresijos parametrus. b) I�vertinkite kovarian£iu� X1 ir X2

²ansu� santykius. c) I�vertinkite tikimyb¦ gauti i�skait¡, kai X2 = 20, X1 = 0 ir kai
X2 = 20, X1 = 1. d) Sudarykite klasi�kacin¦ lentel¦, kai objektas priskiriamas tai klasei,
kurios tikimyb
es i�vertis didesnis.

II.3.76. Gimdymo namuose surinkti duomenys apie gimdyv
es amºiu� X1, ru	kym¡
(X2 = 1 � ru	ko, X2 = 0 � neru	ko), hipertonij¡ X3 (X3 = 1 � serga, X3 = 0 � neserga),
moters svori� X4 ir naujagimio svori� Z. Naujagimis sveria nepakankamai, jeigu jo svoris
nesiekia 2500 g ([8], II dalis).
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X1 X2 X3 X4 Z X1 X2 X3 X4 Z
24 0 0 64,0 1703 29 0 0 75,0 2922
21 1 1 82,5 1792 26 1 0 84,0 2922
21 0 0 100,0 1930 17 0 0 56,5 2922
19 0 0 51,0 2084 35 1 0 60,5 2950
24 0 0 69,0 2102 33 1 0 54,5 3035
17 1 0 55,0 2227 21 1 0 92,5 3044
18 0 0 74,0 2284 19 0 0 94,5 3064
15 0 0 57,5 2383 21 0 0 80,0 3064
17 0 0 60,0 2440 19 0 0 57,5 3177
20 0 0 52,5 2452 28 0 0 70,0 3236
14 1 0 50,5 2468 16 1 0 67,5 3376
14 0 0 50,0 2497 22 0 0 65,5 3462
21 1 1 65,0 2497 32 0 0 85,0 3475
33 0 0 77,5 2553 19 0 0 52,5 3574
32 0 0 60,5 2837 24 0 0 55,0 3730
28 0 0 83,5 2879 25 0 1 60,0 3985

a) Tarkime, Y = 1, jeigu naujagimio svoris maºesnis uº 2500 g, ir Y = 0 � prie²ingu
atveju. I�vertinkite logistin
es regresijos parametrus prognozuodami kintam¡ji� Y pagal
X1, X2, X3, X4.

b) I�vertinkite ²ansu� santykius.
c) Patikrinkite hipotezes d
el regresijos parametru� reik²mingumo.
d) I�vertinkite tikimyb¦, kad 30 metu� amºiaus motina, kuri ru	ko, serga hipertonija

ir sveria 85 kg, pagimdys nepakankamo svorio ku	diki�. Palyginkite ²i¡ prognoz¦ su ta,
kuri¡ gautume prognozuodami kintam¡ji� Z tiesine regresija kintamu�ju� X1, X2, X3, X4

atºvilgiu.

II.3.77. Ar galima pagal pajamas (kintamasis X1) ir darbo prestiºi²kumo indeks¡
(kintamasis X2) atpaºinti, kad respondentas turi auk²t¡ji� i²silavinim¡ (Y = 1 � jeigu turi
ir Y = 0 � jeigu neturi)? Duomenys pateikti lentel
eje ([8], II dalis).

X1 3670 1923 3067 3811 3494 2012 1637 1265 2722
X2 60 65 70 105 70 55 55 35 105
Y 1 0 1 1 1 0 0 0 0
X1 3125 4050 3458 2219 3781 2736 2568 3408 3298
X2 95 115 95 95 90 85 135 110 60
Y 0 1 0 0 1 0 0 0 1
X1 4050 1501 3340 3193 3043 3536 3780 3798
X2 135 50 65 60 95 80 94 78
Y 1 0 1 1 1 1 1 1

Atlikite duomenu� logistin¦ regresij¡.

II.3.78. Lentel
eje pateikti dvieju� futbolo lygu� (kintamasis Z) duomenys: atstumas
iki vartu� (X), bandymu� i�mu²ti i�varti� skai£ius (N), s
ekmiu� skai£ius (M).

a) Nagrin
edami lygas atskirai, parinkite logistin
es regresijos modeli�, kuriame kovari-
ant
e yra atstumas.

b) Parinkite logistin
es regresijos modeli�, kuriame kovariant
es yra atstumas ir lyga.
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Lyga Z Atstumas X S
ekmiu� skai£ius M Bandymu� skai£ius N
0 14,5 68 77
0 24,5 74 95
0 34,5 61 113
0 44,5 38 138
0 52,0 2 38
1 14,5 62 67
1 24,5 49 70
1 34,5 43 79
1 44,5 25 82
1 52,0 7 24

II.3.7. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

II.3.1 skyrelis

II.3.1. a) Paºym
ej¦ h = h(X), µ = µ(X), gauname

E(Y − h)2 = E((Y − µ) + (µ− h))2 = E(Y − µ)2 + E(µ− h)2 ≥ E(Y − µ)2,

nes
E((Y − µ)(µ− h)) = E{(µ− h)E[(Y − µ)|X]} = 0.

b) Randame

Cov (Y, h) = E{(h−Eh)E[(Y −EY )|X]} = Cov (h, µ);

kai h = µ, tai Cov (Y, µ) = Cov (µ, µ) = V µ. Tada

ρ2(Y, h) =
Cov 2(Y, h)

V Y V h

V µ

V µ
= ρ2(µ, h)ρ2(Y, µ) ≤ ρ2(Y, µ).

II.3.2. Kadangi
Cov (µ, Y − µ) = V µ− V µ = 0,

tai
V Y = V µ+ V (Y − µ) = V Y η2

YX + V Y (1− η2
YX .)

Koreliacinis santykis η2
YX rodo, kuri¡ dali� Y dispersijos V Y sudaro optimalios prognoz
es

µ(X) dispersija. Prognoz
es paklaidos Y − µ(X) dispersija sudaro (1− η2
YX) dispersijos

V Y dali�. Jeigu η2
YX = 1, tai Y ir X susieti funkcine priklausomybe, nes V (Y −µ(X)) =

0; jeigu η2
YX = 0, tai prognozuoti Y pagal X n
era prasm
es, nes V (µ(X)) = 0 ir µ(X) =

EY nepriklauso nuo X.

II.3.3. At
em¦ η2
YX(2)|X(1) apibr
eºime abi lygyb
es puses i² vieneto ir padaugin¦ i²

1− η2
YX(1) , gauname

1− η2
YX = (1− η2

YX(1))(1− η2
YX(2)|X(1)).

Pakartotinai taikydami ²i¡ lygyb¦ gausime pratime pateikt¡ lygyb¦.



II.3. Regresin
e analiz
e 225

II.3.4. a) Gauname

SS(α,β) = E(Y − α− βTX) =

= E((Y −EY ) + (EY + (EY − α− βTE(X)))− βT (X−E(X)))2 =

V Y + (EY − α− βTE(X)))2 + βTΣβ − 2βTσYX ≥ V Y + βTΣβ − 2βTσYX .

Imdami de²in
es pus
es i²vestin¦ pagal β ir prilygin¦ nuliui, gauname lyg£iu� sistem¡ Σβ =
σYX . I² £ia, jeigu Σ teigiamai apibr
eºta matrica, gauname

β∗ = Σ−1σYX , α∗ = EY − (β∗)TE(X).

b) Paºym
esime, kad σYX = Σβ∗. Gauname

Cov (Y,βTX) = βTσYX = βTΣβ∗, Cov (Y, (β∗)TX) = (β∗)TΣβ∗;

ρ2(Y,βTX) =
(βTΣβ∗)2

V Y βTΣβ
≤ β

TΣβ(β∗)TΣβ∗

V Y βTΣβ
=

((β∗)TΣβ∗)2

V Y (β∗)TΣβ∗
= ρ2(Y, (β∗)TX).

Koreliacijos koe�ciento ρ(Y, l∗) kvadratas yra

ρ2
YX =

V l∗

V Y
=
β∗TΣβ∗

V Y
=
σYXΣ−1σYX

V Y
,

o ρYX =
√
ρ2
YX ≥ 0 vadinamas dauginiu koreliacijos koe�cientu.

II.3.5. Kadangi
Cov (l∗, Y − l∗) = 0,

tai
V Y = V l∗ + V (Y ∗l ) = V Y ρ2

YX + V Y (1− ρ2
YX .)

Dauginio koreliacijos koe�ciento kvadratas ρ2
YX rodo, kuri¡ dali� Y dispersijos V Y sudaro

optimalios tiesin
es prognoz
es l∗ dispersija. Prognoz
es paklaidos Y − l∗ dispersija sudaro
(1− ρ2

YX) dispersijos V Y dali�. Jeigu ρ2
YX = 1, tai Y ir X susieti tiesine priklausomybe,

nes V (Y − l∗) = 0; jeigu ρ2
YX = 0, tai tiesi²kai prognozuoti Y pagal X n
era prasm
es.

Paºym
esime, kad minimali tiesin
e prognoz
e minimizuoja paklaidos dispersij¡ siau-
resn
eje klas
eje negu optimali nebu	tinai tiesin
e prognoz
e, tai galioja nelygyb
es

0 ≤ ρ2
YX ≤ η2

YX ≤ 1.

Jeigu vektorius (Y,X1, ..., Xm)T turi daugiamati� normalu�ji� skirstini�, tai ρ2
YX = η2

YX (ºr.
[3], 7.4 skyreli�).

II.3.6. At
em¦ ρ2
YX(2)|X(1) apibr
eºime abi lygyb
es puses i² vieneto ir padaugin¦ i²

1− ρ2
YX(1) , gauname

1− ρ2
YX = (1− ρ2

YX(1))(1− ρ2
YX(2)|X(1)).



226 II. TIESINIAI MODELIAI

Pakartotinai taikydami ²i¡ lygyb¦ gausime pratime pateikt¡ lygyb¦.

II.3.7. a) A. d. X s¡lyginis skirstinys, kai Y = y �ksuotas, yra normalusis

(X|Y = y) ∼ N(ρy, 1− rho2), E(X|Y = y) = ρy, η2
X|Y = ρ2.

b) A. d. X s¡lyginis skirstinys, kai Y 2 = y �ksuotas, yra mi²inys normaliu�ju� skirstiniu�
N(−rho√y, 1− rho2) ir N(ρ

√
y, 1− ρ2) su vienodais svoriais 1/2.

E(X|Y 2 = y) =
1

2
[−rho√y + ρ

√
y] = 0, E(X|Y 2) = 0, η2

X|Y 2 = 0.

c) Remdamiesi p. b) gauname

E(X2|Y 2 = y2) = 1− ρ2 + ρ2y2, η2
X2|Y 2 =

Cov 2(X2, ρ2Y 2)

V X2V (ρ2Y 2)
= ρ4.

d) Kadangi (X2|Y = y) ∼ N(ρy, 1− ρ2), tai

E(X2|Y = y) = 1− ρ2 + ρ2y2 η2
X2|Y 2 =

Cov 2(X2, ρ2Y 2)

V X2V (ρ2Y 2)
= ρ4.

II.3.8. Pradºioje tarkime, kad elips
e uºra²yta kanoniniu pavidalu x2/a2 +y2/b2 = 1.
Paºym
ekime |S| = πab �gu	ros, apribotos elipse, plot¡, o S pa£i¡ �gu	r¡. Tada tankio
funkcija

fX,Y (x, y) =
1

|S|
, (x, y) ∈ S.

A. d. X tankis

fX(x) =

∫ b
√

1−x2/a2

−b
√

1−x2/a2
fX,Y (x, y)dy =

2b

|S|

√
1− x2

a2
, x ∈ (−a, a).

S¡lyginis tankis

fY |X=x =
1

2b
√

1− x2/a2
, y ∈ (−b

√
1− x2/a2, b

√
1− x2/a2).

S¡lyginis vidurkis

E(Y |X = x) =
1

2b
√

1− x2/a2

∫ b
√

1−x2/a2

−b
√

1−x2/a2
ydy = 0.

Bendras atvejis. Naudojant tiesines transformacijas

y′ = cix+ c2y, x′ = d1x,

elips
es lygtis suvedama i� kanonini� pavidal¡ (pakanka i²skirti piln¡ kvadrat¡). Kanoninio
pavidalo elipsei E(Y ; |X ′) = 0, nes tolygusis skirstinys po tiesin
es transformacijos i²lieka.
I²rei²kiame

X = a1X
′, Y = b1X

′ + b2Y
′
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ir gauname, kad s¡lyginis vidurkis

E(Y |X) = E(b1X
′ + b2Y

′|a1x”) =
b1
a1

E(a1X
′|a1X

′)+

E(g1Y
′|a1X

′) =
b1
a1
X

yra tiesin
e X funkcija.

II.3.9. Paºym
ekime lygiagretainio vir²u	nes A(−3,−2), B(0, 1), C(3, 2), D(0,−1);
ties
es AB lygtis x = y − 1, ties
es BC lygtis x = 3(y − 1), ties
es CD lygtis x = y + 1 ir
ties
es AD lygtis x = 3(y + 1).

Fiksuokime ta²k¡ x i² intervalo (−3, 0). Tada a. d. Y turi tolygu�ji� skirstini� intervale
y1 ≤ y ≤ y2; £ia y1 ta²kas ant ties
es AB, o y2 � ant ties
es AD; y1 = x+ 1, y2 = x/3− 1.
S¡lyginis vidurkis E(Y |X = x) = (y1 + y2)/2 = 2x/3. Taigi kai x ∈ (−3, 0), tai
E(Y |X = x) yra ties
es y = 2x/3 atkarpa. Analogi²kai, imdami interval¡ 0 ≤ x < 3,
gausime, kad E(Y |X = x) yra ties
es y = 2x/3 atkarpa. A. d. Y regresija X atºvilgiu yra
tiesin
e.

Fiksuokime ta²k¡ y i² intervalo (−2,−1). Tada a. d. X turi tolygu�ji� skirstini� intervale
x1 < x < x2; £ia x1 ta²kas ant ties
es AB, o x2 ta²kas ant ties
es AD; x1 = y − 1, x2 =
3(y − 1). S¡lyginis vidurkis E(X|Y = y) = (x1 + x2)/2 = 2y + 1. Kai −2 < y < −1,
tai regresija E(X|Y = y) yra ties
es x = 2y + 1 atkarpa. Fiksuokime ta²k¡ y i² intervalo
(−1, 1). Tada a. d. X turi tolygu�ji� skirstini� intervale x1 < x < x2; £ia x1 ta²kas
ant ties
es AB, o x2 ta²kas ant ties
es CD; x1 = y − 1, x2 = y + 1. S¡lyginis vidurkis
E(X|Y = y) = (x1 + x2)/2 = y. Kai −1 < y < 1, tai regresija E(X|Y = y) yra
ties
es x = y atkarpa. Analogi²kai gausime, kad intervale 1 < y < 2 s¡lyginis vidurkis
E(X|Y = y) yra ties
es x = 2y − 1 atkarpa.

A. d. X regresija Y atºvilgiu yra kreiv
e, susidedanti i² triju� atkarpu�.

II.3.2 skyrelis

II.3.13. a) Kadangi

ATA =

(
n 0
0
∑
i(xi − x̄)2

)
,

tai parametro β = (α, β)T maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys

β̂ = (ATA)−1ATY = (Ȳ ,
∑
i

Yi(xi − x̄)/
∑
i

(xi − x̄)2)T ;

V α̂ = σ2/n, V β̂ = σ2/
∑
i

(xi − x̄)2, Cov (α̂, β̂) = 0.

b) Liekamoji kvadratu� suma

SSE =
∑
i

(Yi − α̂− β̂(xi − x̄))2, E(SSE) = σ2(n− 2),

ir nepaslinktasis dispersijos σ2 i�vertinys

s2 =
SSE
n− 2

, E(s2) = σ2.
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II.3.14. a) Tik
etinumo funkcija

L(α, β, σ2) = (2π)−n/2 exp{− 1

2σ2

∑
i

(Yi − α− β(xi − x̄))2 − n

2
lnσ2} =

(2π)−n/2 exp{− 1

2σ2

∑
i

Y 2
i +

α

σ2

∑
i

Yi +
β

σ2

∑
i

Yi(xi − x̄)−B(α, β, σ2)}

priklauso triparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Statistika

T = (
∑
i

Yi,
∑
i

Y 2
i ,
∑
i

Yi(xi − x̄))

yra pilnoji ir pakankamoji. Tod
el bet kuri T funkcija yra jos vidurkio NMD i�vertinys.
Kadangi α̂, β̂, θ̂ = c1α̂ + c2β̂, s

2 yra T funkcijos ir nepaslinktieji i�vertiniai, tai jie yra ir
NMD i�vertiniai.

b) I�vertiniai α̂, β̂, θ̂ yra normaliu�ju� a. d. Yi ∼ N(α+ β(xi − x̄), σ2) tiesin
es funkcijos,
tai jie turi normaliuosius skirstinius. Centrav¦ ir normav¦ gauname

√
n
α̂− α
σ
∼ N(0, 1),

β̂ − β
σ
√

1/
∑
i(xi − x̄)2

∼ N(0, 1),

θ̂ − θ
σ
√

1/n+ 1/
∑
i(xi − x̄)2

∼ N(0, 1).

Dispersijos σ2 i�vertinys s2 nepriklauso nuo α̂ ir β̂ ir

s2 = SSE/(n− 2), s2(n− 2)/σ2 ∼ χ2(n− 2).

II.3.15. Remdamiesi s¡ry²iu s2(n−2)/σ2 ∼ χ2(n−2) gauname dispersijos σ2 lygmens
Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡

(σ2;σ2) =

(
s2(n− 2)

χ2
α(n− 2)

;
s2(n− 2)

χ2
1−α(n− 2)

)
.

Remdamiesi II.3.14 pratimu gauname s¡ry²ius

√
n
α̂− α
s
∼ S(n− 2),

β̂ − β
s
√

1/
∑
i(xi − x̄)2

∼ S(n− 2),

µ̂(x)− µ()x

s
√

1/n+ (x− x̄)2/
∑
i(xi − x̄)2

∼ S(n− 2),

i² kuriu� standartiniu bu	du gauname pasikliovimo intervalus.
b) Kriterijus d
el parametru� reik²miu� sudarome standartiniu bu	du (pavyzdºiui, su-

formulavus juos pasikliovimo intervalu� terminais). Pateiksime kriteriju� hipotezei d
el
prognozavimo tikslingumo, t. y. hipotezei H : β = 0, tikrinti. Hipotez
e H atmetama
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

|t| = |β̂ − 0|
s
√

1/
∑
i(x1 − x̄)2

> tα/2(n− 2).
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II.3.16. Tegu regresija µ(x) yra bet kokio pavidalo. Paºym
ekime µi = E(Y |xi), i =
1, ..., k; µ = (µ1, ..., µk)T . Turime tiesini� modeli�

Yij = µi + eij , j = 1, ..., ni, i = 1, ..., k.

Parametru� µi DT i�vertiniai µ̂i = Ȳi. =
∑ni
j=1 Yij/ni, o liekamoji kvadratu� suma

SSE =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2 d
= σ2χ2

n−k.

Tikrinam¡j¡ hipotez¦ galima suformuluoti pavidalu H : Hµ = θ0 (ºr. II.1.21 pratim¡),
kai matricos H rangas yra k − 2. I² tikru�ju�

µi = β0 + β1xi, i = 1, ..., k, ⇒ µ1 − µi = β1(x1 − xi), i = 2, ..., k, ⇒

µ1 − µi
x1 − xi

= β1, i = 2, ..., k,
µ1 − µi
x1 − xi

− µ1 − µ2

x1 − x2
= 0, i = 3, ..., k.

Gauname
xi − x2

x1 − x2
µ1 +

x1 − xi
x1 − x2

µ2 − µi = 0, i = 3, ..., k

Galime imti matric¡ H, turin£i¡ k − 2 eilutes ir k stulpeliu�; i-oji matricos eilut
e(
xi − x2

x1 − x2
,
x1 − xi
x1 − xi

, 0, ..., 0 − 1, 0, ..., 0

)
;

£ia −1 yra i-oje pozicijoje, i = 3, ..., k. Hipotez
e uºra²oma pavidalu Hµ = 0; matricos
H rangas yra k − 2. Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

F =
(SSEH − SSE)(n− k)

(k − 2)SSE
> Fα(k − 2, n− k),

£ia

SSEH = min
µi=β0+β1xi

SS(µ) =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − β̂0 − β̂1(xi − x̄))2,

SSEH − SSE =

k∑
i=1

ni(Ȳi. − β̂0 − β̂1(xi − x̄))2.

II.3.17. Hipotez
e H atmetama, kai

F =
(SSEH − SSE)(n− k)

(k − r)SSE
> Fα(k − r, n− k),

£ia SSE surasta II.3.16 pratime, o

SSEH − SSE =

k∑
i=1

ni(Ȳi. − β̂0 − β̂1xi − ...− β̂rxi)2,

parametro β = (β0, β1, ..., βr)
T i�vertinys yra

β̂ = (ATA)−1ATY ,
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kai plano matricos A i-oji eilut
e turi pavidal¡ (1, xi, ..., x
r
i ), o jos rangas lygus r.

II.3.18. Kadangi

Yn+1 − µ̂(x) ∼ N(0, σ2(1 + b2(x))), b2(x) =
1

n
+

(x− x̄)2∑
i(xi − x̄)2

,

tai
Yn+1 − µ̂(x)

s
√

1 + b2x
∼ S(n− 2).

Gauname prognoz
es interval¡

(Y n+1;Y n+1) = (µ̂(x)− stα(n− 2)
√

1 + b2(x); µ̂(x) + stα(n− 2)
√

1 + b2(x)).

II.3.19. Naudojame s¡ry²i�

P{ |Yn+1 − µ̂(x)|
s
√

1 + b2x
< tα(n− 2)} = Q = 1− 2α.

Skliaustuose turime antro laipsnio nelygyb¦ x atºvilgiu. I²sprend¦ nelygyb¦ gausime
pasikliovimo intervalo r
eºius

x̄+ (B ∓
√
B2 −AC)/A, B = β̂(Yn+1 − α̂),

A = β̂2 − s2t2α(n− 2)

(n− 1)
∑
i(xi − x̄)2

, C = (Y 2
n+1 − α̂)2 − n+ 1

n
s2t2α(n− 2).

II.3.20. Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai |θ̂−θ0|/(sc) >
tα/2(n−2); θ̂ = aα̂+bβ̂, s2 =

∑
i(Yi−α̂−β̂(xi−x̄))2/(n−2); c2 = a2/n+b2/

∑
i(xi−x̄)2.

II.3.21. Tegu pirmosios imties elementai yra (Y1i, X1i), i = 1, ..., n1, o antrosios �
(Y2i, X2i), i = 1, ..., n2. Vertinamos regresijos ties
es pavidalo: α1 + β1(X1i − X̄1.) ir
α2 + β2(X2i − X̄2.). a) Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi, kai |β̂1 − β̂2|/(sc) >
tα/2(n1+n2−4); s2 = [

∑
i(Y1i−α̂1−β̂1(X1i−X̄1.))

2+
∑
i(Y2i−α̂2−β̂2(X2i−X̄2.))

2]/(n1+
n2 − 4), c2 = 1/

∑
(X1i − X̄1.)

2 + 1/
∑

(X2i − X̄2.)
2. b) Hipotez
e atmetama α lygmens

kriterijumi, kai |α̂1−α̂2|/(sb) > tα/2(n1+n2−4); b2 = 1/n1+1/n2. c) Hipotez
e atmetama
α lygmens kriterijumi, kai (SSEH − SSE)(n1 + n2 − 4)/(2SSE) > Fα(2, n1 + n2 − 4);
SSE = s2(n1+n2−4); SSEH = [

∑
i(Y1i−α̂−β̂(X1i−X̄..))

2+
∑
i(Y2i−α̂−β̂(X2i−X̄..))

2],
£ia X̄.. = (n1X̄1.+n2X̄2.)/(n1+n2), o α̂ ir β̂ yra regresijos ties
es α+β(x−X̄..) parametru�
i�vertiniai, gauti sujungus visus n1 + n2 steb
ejimus. d) perkelkime koordina£iu� pradºi¡:
Z1i = X1i − c, i = 1, ..., n1 ir Z2j = X2j − c, j = 1, ..., n2. Kintamu�ju� (Y1i, Z1i) ir
(Y2j , Z2j) terminais tikrinamoji hipotez
e ekvivalenti p. b) hipotezei.

II.3.22. Plano matrica

A =


1 −3
1 −1
1 1
1 3

 , (ATA)−1 =

(
1/4 0

0 1/20

)
,

ATY =

(
Y − 1 + Y2 + Y3 + Y4

−3Y1 − Y2 + Y3 + 3Y4

)
.
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Gauname parametru� i�vertinius α̂ = (Y1 +Y2 +Y3 +Y4)/4; β̂ = (−3Y1−Y2 +Y3 +3Y4)/20

ir ju� realizacijas α̂ = 3, 255, β̂ = 1, 063, s2 = SSE/2 = 0, 0121.

II.3.23. Turime tiesini� modeli� St = S0 + vt + εt, t = 0, 1, 2, 3, 4; ε0, ..., ε4 nepri-
klausomi ir normalieji N(0, σ2). Plano matrica

AT =

(
1 1 1 1 1
0 1 2 3 4

)
, (ATA)−1 =

1

10

(
6 −2
−2 1

)
, ATY =

( ∑
t St∑
t tSt

)
.

Gauname parametru� i�vertiniu� realizacijas Ŝ0 = 12, 834, v̂ = 0, 340, s2 = SSE/3 =
0, 0259 ir pasikliovimo intervalus

(v; v) = (0, 178; 0, 502); (σ2;σ2) = (0, 0083; 0, 3601).

II.3.24. Parametro α i�vertis α̂ = 0, 92; s2 = 0, 0967; (α;α) = (0, 5338; 1, 3062);
(σ2;σ2) = (0, 0347; 0, 7992). Nurodymas. A. d. Z1 = Y1, Zj = Yj − Yj−1, j = 2, 3, 4, 5 yra
nepriklausomi su dispersijomis σ2 ir vidurkiais EZ1 = 0,EZ2 = ... = EZ5 = α.

II.3.25. Gauname ta²kini� i�verti� α̂ = 0, 92 ir pasikliovimo interval¡

(α; α) = (0, 5338; 1, 3062).

A. d. Z1 = Y1, Zj = Yj − Yj−1, j = 2, 3, 4, 5 yra nepriklausomi; ju� dispersijos σ2, o
vidurkiai EZ1 = 0,EZ2 = ... = EZ5 = α. Gauname situacij¡, analogi²k¡ II.3.24

pratimui.

II.3.26. a) Statistika F (II.3.17 pratimas) i�gijo reik²m¦ 0,3985; kadangi

pv = P{F4,48 > 0, 3985} = 0, 8087,

tai atmesti tiesi²kumo hipotez¦ n
era pagrindo; b) α̂ = 1, 0762, β̂ = 0, 0540, σ̂2 = 0, 06205;
c) (α;α) = (1, 0082; 1, 1443); (β;β) = (−1, 4982; 1, 6062); (σ2;σ2) = (0, 0437; 0, 0950).

II.3.27. Modelyje

Yij = µi + eij , j = 1, ..., n, i = 1, ..., 11,

liekamoji kvadratu� suma

SSE/σ
2 =

11∑
i=1

n∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2/σ2 ∼ χ2(11(n− 1)).

Jeigu hipotez
e teisinga, tai

SSEH =

11∑
i=1

n∑
j=1

(Yij − xi)2 = SSE + n

11∑
i=1

(Ȳi. − xi)2;

(SSEH − SSE)/σ2 = n

11∑
i=1

(Ȳi. − xi)2/σ2 ∼ χ2(11).

Hipotez
e H atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

F +
(SSEH − SSE)11(n− 1)

11SSE
> Fα(11, 11(n− 1)).



232 II. TIESINIAI MODELIAI

Jeigu E(Y |X = xi) = x2
i , tai

√
n
Ȳi. − xi

σ
∼ N(λi, 1), λi =

√
n
x2
i − xi
σ

.

Tod
el

(SSEH − SSE)/σ2 ∼ χ2(11;λ), λ =

11∑
i=1

λ2
i = 3, 333n.

Imties didumui n rasti turime nelygyb¦

P{F11,11(n−1);λ > F0,05(11, 11(n− 1))} ≥ 0, 95.

I² ²ios nelygyb
es gauname, kad n ≥ 32.

II.3.28. Pratime 3.18 reikia b2(x) apibr
eºti tokiu bu	du:

b2(x) = k/n+ (x− x̄)2/((n− 1)s2
x).

II.3.29. Paºym
ekime u = 1/y, v = sin2 x. Tada

u = γ + δv; γ = 1/α, δ = (α− β)/(αβ).

II.3.30. α̂ = 8, 535, β̂ = 1, 2066, σ̂2 = 0, 8115; statistika F (II.3.16 pratimas) i�gijo
reik²m¦ 1,9864; kadangi

pv = P{F3,15 > 1, 9864} = 0, 1594,

tai atmesti tiesi²kumo hipotez¦ n
era pagrindo; tolesnio matavimo prognoz
es intervalas
yra (14,3215; 15,5385), kai x = 12, ir (21,1458; 23,1934), kai x = 18.

II.3.31. µ̂ = 0, 9343 + 0, 8787x; hipotez
e H : β = 0 atmetama: a. d., turintis
Stjudento skirstini� su 106 laisv
es laipsniais, kai hipotez
e teisinga, i�gijo reik²m¦ 21,7608;
paai²kina 0,817 sklaidos dali�.

II.3.32. a) β̂0 = 0, 0144, β̂1 = 0, 0149, σ̂2 = 0, 00004. Determinacijos koe�cientas
0,9697. Sklaidos diagramoje prognoz
es paklaidos i²sid
es£iusios neatsitiktinai, tod
el reg-
resijos tiesinis pavidalas nepriimtinas. b) α̂ = 0, 1758, β̂1 = 0, 1531. Esant pasikliovimo
lygmeniui Q = 0, 95 gauname (α;α) = (0, 1690; 0, 1827), (β;β) = (0, 1437; 0, 1626).

II.3.33. α̂1 = 13, 2255, α̂2 = 1, 0158, β̂1 = 6, 7978, β̂2 = 0, 0798. Esant pasikliovimo
lygmeniuiQ = 0, 95 gauname (α1;α1) = (13, 0724; 13, 3787), (α2;α2) = (0, 9915; 1, 0402),
(β

1
;β1) = (6, 6336; 6, 9620), (β

2
;β2) = (0, 0767; 0, 0825).

II.3.3 skyrelis

II.3.34. a) Remiantis II.1.19 pratimu parametro θ pilnoji ir pakankamoji statistika
yra T = ((ATY )T ,Y TY )T = (nȲ.,

∑
i Yix1i, ...,

∑
i Yixmi,Y

TY )T .
b) Jeigu plano matricos A rangas lygus m+ 1, tai parametro β NMD i�vertinys yra

β̂ = (ATA)−1ATY .
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Kadangi ²is i�vertinys yra normaliojo a. v. Y tiesin
e funkcija, tai

β̂ ∼ Nm+1(β, σ2(ATA)−1).

Liekamoji kvadratu� suma

SSE =
∑
i

(Yi − β̂0 − β̂1x1i − ...− β̂mxmi)2 d
= σ2χ2

n−m−1

ir dispersijos σ2 NMD i�vertinys

s2 =
SSE

n−m− 1
, Es2 = σ2,

s2(n−m− 1)

σ2
∼ χ2(n−m− 1).

II.3.35. Remdamiesi s¡ry²iu s2(n−m− 1)/σ2 ∼ χ2(n−m− 1) gauname parametro
σ2 lygmens Q = 1− 2α pasikliovimo interval¡

(σ2;σ2) =

(
s2(n−m− 1)

χ2
α(n−m− 1)

;
s2(n−m− 1)

χ2
1−α(n−m− 1)

)
.

Kadangi β̂i ∼ N(βi, σ
2cii), £ia cij yra matricos (ATA)−1 elementai, tai

β̂i − βi
s
√
cii
∼ S(n−m− 1),

θ̂ − θ
sb(L)

∼ S(n−m− 1),

£ia b2(L) = LT (ATA)−1L, tai standartiniu bu	du galime gauti parametru� pasikliovimo
intervalus. Pavyzdºiui,

(θ; θ) = (θ̂ − sb(L)tα(n−m− 1); θ̂ + sb(L)tα(n−m− 1)).

II.3.36. Hipotez¦ Hj1,...,jk galima suformuluoti pavidalu Hj1,...,jk : Hβ = θ0, kai
matricos H rangas lygus k. Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

Fj1,...,jk =
(SS

(m−k)
E − SSE)(n−m− 1)

kSSE
> Fα(k, n−m− 1),

£ia SS(m−k)
E yra liekamoji kvadratu� suma modelyje be kovarian£iu� (xj1 , ..., xjk).

Tikrinant hipotez¦ Hj : βj = 0 apie atskiros kovariant
es xj i�takos prognozei nebu-
vim¡, galima remiantis II.3.36 pratimu kriterijus suformuluoti taip: hipotez
e Hj at-
metama reik²mingumo lygmens kriterijumi, kai

|tj | =
|β̂j |
s
√
cjj

> tα/2(n−m− 1).

Hipotez
es H1,...,m atveju

SS
(0)
E = min

β0

∑
i

(Yi − β0)2 =
∑
i

(Yi − Ȳ )2 = SST ,
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SS
(0)
E − SSE = SSR, ir R2 = SSR/SST vadinamas determinacijos koe�cientu. Jis

yra dauginio koreliacijos koe�ciento kvadrato ρ2
Y (X1,...,Xm) i�vertinys. Hipotez
e H1,...,m

atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

F1,...,m =
SSR(n−m− 1)

mSSE
> Fα(m,n−m− 1).

II.3.37. Tarkime, kad regresija yra bet kokio pavidalo. Paºym
ekime µi = E(Y |X =
x(i)), i = 1, ..., k, µ = (µ1, ..., µk)T . Turime tiesini� modeli�

Yij = µi + eij , j = 1, ..., ni, i = 1, ..., k.

Parametru� µi DT i�vertiniai µ̂i = Ȳi. =
∑ni
j=1 Yij/ni, o liekamoji kvadratu� suma

SSE = min
µ
SS(µ) =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2 ∼ σ2χ2
n−k.

Tikrinam¡j¡ hipotez¦ galima suformuluoti pavidalu H : Hµ = θ0. Rasime matricos H
i²rai²k¡. Jeigu H teisinga, tai

µi = β0 + β1x1i + ...+ βmxmi, i = 1, ..., k.

Imdami skirtumus

µi − µ1 = β1(x1i − x11) + ...+ βm(xmi − xm1), i = 2, ..., k,

matome, kad parametras β0 eliminuotas ir µi, i = 2, ..., k tiesi²kai priklauso nuo µ1 ir
β1, ..., βm. Padalin¦ i² x1i − x11

µi − µ1

x1i − x11
= β1 + β2

x2i − x21

x1i − x11
+ ...+ βm

xmi − xm1

x1i − x11
, i = 2, ..., k,

ir imdami skirtumus (µi−µ1)/(x1i−x11)−(µ2−µ1)/(x1i−x11), i = 3, ..., k, eliminuojame
parametr¡ β1 ir µi, i = 3, ..., k tiesi²kai priklausys nuo µ1, µ2 ir β2, ..., βm. T¦siant ²i¡
procedu	r¡ po (m+ 1)-ojo ºingsnio bus eliminuoti visi parametrai β0, β1, ..., βm ir µi, i =
m+ 2, ..., k tiesi²kai priklausys nuo parametru� µ1, ..., µm+1:

µi = ci1µ1 + ci2µ2 + ...+ ci,m+1µm+1, i = m+ 2, ..., k.

Imkime matricos H i-¡j¡ eilut¦ tokio pavidalo:

(ci1...ci,m+1 0...0 − 1 0...0), i = m+ 2, ..., k,

£ia −1 yra i-oje pozicijoje. Matricos H rangas yra k − m − 1. Tikrinamoji hipotez
e
uºra²oma pavidalu H : Hµ = 0.

Remiantis II.1.21 pratimu hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

F =
(SSEH − SSE)(n− k)

(k −m− 1)SSE
> Fα(k −m− 1, n− k),
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£ia SSEH yra kvadratin
es formos SS(µ) s¡lyginis minimumas, kai teisinga hipotez
e (jis
surastas II.3.34 pratime)

SSEH − SSE =

k∑
i=1

ni(Ȳi. − β̂
T
x(i))2.

II.3.38. Atsitiktiniai dydºiai Yn+1 ir µ̂(x) nepriklausomi ir normalieji. Tada

Yn+1 − µ̂(x) ∼ N(0, σ2(1 + b2(x))), b2(x) = xT (ATA)−1x

ir
Yn+1 − µ̂(x)

s
√

1 + b2(x)
∼ S(n−m− 1).

A. d Yn+1 pasikliovimo lygmens Q = 1− 2α prognoz
es intervalo r
eºiai yra

µ̂(x)∓ s
√

1 + b2(x)tα(n−m− 1).

II.3.39. a) Atlikus polinomin¦ regresij¡ (pirmo, antro tre£io, laipsnio) gauta, kad
netenkinamos tiesin
es regresijos prielaidos.

b) Imkime eksponentinio tipo priklausomyb¦ E(Y |X) = αe−βX . Paºym
ej¦ U = lnY
gausime tiesini� modeli� Ui = β0 − βXi + ei, β0 = lnα. Tardami, kad paklaidos tenkina
i�prastines regresin
es analiz
es s¡lygas, gauname parametru� i�vertinius β̂0 = 4, 29799; β̂ =
−0, 01824. Determinacijos koe�cientas R2 = 0, 3489, tod
el gautas modelis netinkamas
prognozavimui.

II.3.40. Eβ̂0 − β0 = 4β2, Eβ̂1 − β1 = 7β3.

II.3.41. Parametru� θ1, θ2 MK i�vertiniai θ̂1 = (Y1 − Y3)/2, θ̂2 = (Y1 + 2Y2 + Y3)/6;
V (θ̂1) = σ2/2, V (θ̂2) = σ2/6, Cov (θ̂1, θ̂2) = 0; SSE = ((Y1 − Y2)2 + 2Y 2

3 )2/3 ∼ σ2χ2
1.

Tikrinama hipotez
e H : β = θ1 − 2θ2 = 0; β̂ = (Y1 − 4Y2 − 5Y3)/6, V
hatβ = 7σ2/6; 6β̂2/7 ∼ σ2χ2

1. Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

F =
(Y1 − 4Y2 − 5Y3)2

14[(Y1 − Y2)2 + 2Y 2
3 )]

> Fα(1, 1).

II.3.42. Kadangi keturkampio kampu� suma lygi 2π, tai i²rei²k¦ ϕ4 = 2π−ϕ1−ϕ2−ϕ3

gauname, kad modelis priklauso nuo 3 neºinomu� parametru� ϕ1, ϕ2, ϕ3. Steb
ejimai turi
toki¡ struktu	r¡ 

Y1 = ϕ1 + e1,
Y2 = ϕ2 + e2,
Y3 = ϕ3 + e3,
2π − Y4 = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + e4;

(ATA)−1 =
1

4

 3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

 ,ATY =

 Y1 − Y4 + 2π
Y2 − Y4 + 2π
Y3 − Y4 + 2π

 .

Gauname parametru� i�vertinius ϕ̂1 = 3Y1−Y2−Y3−Y4+2π, ϕ̂2 = −Y1+3Y2−Y3−Y4+2π,
ϕ̂3 = −Y1 − Y2 + 3Y3 − Y4 + 2π ir liekam¡j¡ kvadratu� sum¡

SSE =
1

4

(∑
i

Yi − 2π

)2

∼ σ2χ2
1.
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Kai hipotez
e teisinga yra, du neºinomi parametrai ϕ1, ϕ2, kurie susieti lygybe 2ϕ1 +
2ϕ2 = 2π. I²rei²k¦ ϕ2 = π−ϕ1 gauname, kad modelis priklauso tik nuo vieno parametro
ϕ1. Steb
ejimai turi toki¡ struktu	r¡

Y1 = ϕ1 + e1, π − Y2 = ϕ1 + e2, Y3 = ϕ1 + e3, π − Y4 = ϕ1 + e4.

Parametro ϕ1 MK i�vertinys ϕ̃1 = (Y1 +Y3−Y2−Y4 +2π)/4 ir s¡lygin
e liekamoji kvadratu�
suma

SSEH = SSE +
1

2
((Y1 − Y3)2 + (Y2 − Y4)2);

SSEH − SSE =
1

2
((Y1 − Y3)2 + (Y2 − Y4)2) ∼ σ2χ2

2.

Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai F = [(Y1−Y3)2 + (Y2−
Y4)2]/(

∑
i Yi − 2π)2 > Fα(2, 1).

II.3.43. Paºym
ekime Y = (Y1, ..., Yn)T ir β = (β0, β1, β2)T . Tada

β̂ = (ATA)−1ATY ;

£ia matrica AT turi 3 eilutes ir n stulpeliu�; pirmoji eilut
e yra (1, 1, ..., 1);
antroji (cos(2πk1/n), cos(4πk1/n), ..., cos(2nπk1/n)); tre£ioji (sin(2πk1/n), sin(4πk1/n),
..., sin(2nπk1/n)).

II.3.44. a) β̂0 = 84, 55, β̂1 = 1, 83, β̂2 = 2, 68; b) Gauname F1 = 5, 89 ir F2 = 8, 62;
regresijos koe�cientu� lygyb
es nuliui hipotez
es atmetamos; c) 99, 02; 105, 36.

II.3.45. Paºingsnin
es regresijos metodu (ºr. [3], 3.3.11 skyreli�) gauname, kad prog-
nozuojant X4 reikia naudotis visais kintamaisiais X1, X2, X3; regresijos i�vertis X̂4 =
8, 29 + 0, 60X1 − 0, 14X2 + 0, 52X3; rX4(X1,X2,X3) = 0, 8770.

II.3.46. Parink¦ pirmojo, antrojo, tre£iojo ir ketvirtojo laipsnio polinomus gauname,
kad netenkinamos tiesin
es regresijos prielaidos.

II.3.47. ϕ(x) = 2− 3x2.

II.3.4 skyrelis

II.3.48. �r. [3], 4.3.1 skyreli�.

II.3.49. a) S¡lyginis kvadratin
es formos minimumas

SSEHγ = min
β,γ=0

(Y −Aβ −Cγ)T (Y −Aβ −Cγ) = (Y −Aβ̂0)T (Y −Aβ̂0) = Ryy;

SSγ = SSEHγ − SSE = γ̂1Ryx1
+ ...+ γ̂kRyxk .

Hipotez
e Hγ atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Fγ =
SSγ(n−m− k)

kSSE
> Fα(k, n−m− k).

b) S¡lyginis kvadratin
es formos minimumas

SSEHγ1,...,γl = min
β,γ:γi1=...=γil=0

(Y −Aβ −Cγ)T (Y −Aβ −Cγ)
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randamas kaip ir II.3.48 pratime praleidus modelyje kovariantes Xi1 , ..., Xil . Tada
hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Fγ1,...,γl =
(SSEHγ1,...,γl − SSE)(n−m− k)

lSSE
> Fα(l, n−m− k).

II.3.50. Remiantis bendra tiesiniu� modeliu� teorija reikia rasti s¡lygini� minimum¡

SSEH = min
βi1=...=βis

(Y −Aβ −Cγ)T (Y −Aβ −Cγ).

S¡lygini� minimum¡ galima rasti kaip II.3.48 pratime vietoje parametro β imant para-
metr¡ θ = (θ1, ..., θm−s+1). �is vektorius susideda i² likusiu� vektoriaus β koordina£iu� ir
parametro θm−s+1, i�ra²yto vietoje βi1 , ..., βis .

Tada hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

FH =
(SSEH − SSE)(n−m− k)

sSSE
> Fα(s, n−m− k).

II.3.51. Gauname (ºr. II.3.48 pratim¡)

Ryy =

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2, Rxx =

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Xij − X̄i.)
2,

Rxy =

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳi.)(Xij − X̄i.);

γ̂ =
Rxy
Rxx

, SSE = Ryy − γ̂Rxy = Ryy −
R2
xy

Rxx
∼ σ2χ2

n−I−1.

Tikrinant Hγ : γ = 0 (ºr. II.3.49 pratim¡)

SSγ = SSEHγ − SSE =
R2
xy

Rxx
.

Hipotez
e Hγ atmetama, kai

Fγ =
SSγ(n− I − 1)

SSE
=
R2
xy(n− I − 1)

RxxRyy −R2
xy

> Fα(1, n− I − 1).

Tikrinant hipotez¦ HA : α1 = ... = αI = 0 (ºr. II.3.50 pratim¡) s¡lyginis kvadratin
es
formos minimumas

SSEHA = min
µ,γ

∑
i

∑
j

(Yij − µ− γxij)2.

Kartodami II.3.48 pratim¡ (vietoje raidºiu� R imdami T ) gausime

Tyy =
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳ..)2 = Ryy +
∑
i

Ji(Ȳi. − Ȳ..)2 = Ryy + SSA,

Txx =
∑
i

∑
j

(Xij − X̄..)
2, Txy =

∑
i

∑
j

(Yij − Ȳ..)(Xij − X̄..);
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γ̃ =
Txy
Txx

, SSEHA = Tyy − γ̃
Txy
Txx

= Tyy −
T 2
xy

Txx
;

SSEHA − SSE = SSA −
T 2
xy

Txx
+
R2
xy

Rxx
.

Hipotez
e HA atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

FA =
(SSEHA − SSE)(n− I − 1)

(I − 1)SSE
=

=
(SSA −

T 2
xy

Txx
+

R2
xy

Rxx
)(n− I − 1)

(I − 1)(Ryy −
R2
xy

Rxx
)

> Fα(I − 1, n− I − 1).

Nor
edami palyginti pateiksime hipotez
es HA tikrinimo kriteriju� dispersin
es analiz
es sche-
moje (neatsiºvelgiant i� kovariant¦ X): hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kri-
terijumi, kai

SSA(n− I)

(I − 1)Ryy
> Fα(I − 1, n− I).

II.3.52. Paºym
ekime

R0r =
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi.)(X(r)
ij − X̄

(r)
i. ), r = 1, 2;

Rrs =
∑
i

∑
j

(X
(r)
ij − X̄

(r)
i. )(X

(s)
ij − X̄

(s)
i. ), r, s = 1, 2.

Tada a) γ̂1 = (R01R22 − R02R12)/∆, γ̂2 = (R02R11 − R01R12)/∆, ∆ = R11R22 − R2
12;

b) V γ̂1 = σ2I(J−1)R22/∆, V γ̂2 = σ2I(J−1)R11/∆, Cov (γ̂1, γ̂2) = −σ2I(J−1)R12/∆;
γ̂1 ir γ̂2 nekoreliuoti, kai R12 = 0.

II.3.53. a) Randame

Ryy(i, j) =
∑
k

(Yijk − Ȳij.)2, Rxx(i, j) =
∑
k

(Xijk − X̄ij.)
2,

Ryx(i, j) =
∑
k

(Yijk − Yij.)(Xijk − X̄ij.);

SSE(i, j) = Ryy(i, j)−R2
yx(i, j)/Rxx(i, j), SSE =

∑
i

∑
j

SSE(i, j) ∼ σ2χ2
IJ(K−2).

Kai hipotez
e H teisinga, tai

γ̂ = Ryx/Rxx, SSEH = Ryy −R2
yx/Rxx,

Ryy =
∑
i

∑
j

Ryy(i, j), Rxx =
∑
i

∑
j

Rxx(i, j), Ryx =
∑
i

∑
j

Ryx(i, j);

hipotez
e H atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

(SSEH − SSE)(IJ(K − 2))/(SSE(IJ − 1)) > Fα(IJ − 1, IJ(K − 2)).
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b) Kai H teisinga, tai a. d.√
Rxx(γ̂ − γ)/

√
SSEH/(IJK − IJ − 1) ∼ S(IJK − IJ − 1).

II.3.54. Randame Ryy =
∑
i

∑
j

∑
k(Yijk − Ȳij.)2, Rxx =

∑
i

∑
j

∑
k(Xijk − X̄ij.)

2,
Ryx =

∑
i

∑
j

∑
k(Yijk − Yij.)(Xijk − X̄ij.); γ̂ = Ryx/Rxx, SSE = Ryy − γ̂Ryx ∼

σ2χ2
IJK−IJ−1.
a) Hipotez
e H atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai γ̂Rxx(IJK−IJ−

1)/SSE > Fα(1, IJK − IJ − 1).
b) Randame R̃yy = Ryy + JK

∑
i(Ȳi.. − Ȳ...)2, R̃xx = Rxx + JK

∑
i(X̄i.. − X̄...)

2,
R̃yx = Ryx+JK

∑
i(Ȳi..− Ȳ...)(X̄i..−X̄...), SSEH = R̃yy− γ̂R̃yx; hipotez
e HA atmetama

reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai (SSEH −SSE)(IJK− IJ − 1)/((I − 1)SSE) >
Fα(I − 1, IJK − IJ − 1).

II.3.55. Remdamiesi kovariacine analize randame SSE =
∑
i[R

(i)
yy − (R

(i)
yx)2/Rxx],

R
(i)
yy =

∑
j(Yij − Ȳi.)2, R(i)

yx =
∑
j(Yij − Ȳi.)(Xj − X̄.), i = 1, 2, Rxx =

∑
j(Xj − X̄.)

2;

SSEH = R
(1)
yy +R

(2)
yy −(R

(1)
yx +R

(2)
yx )2/(2Rxx. Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α

kriterijumi, kai F = (SSEH −SSE)2(J −1)/SSE = [R
(1)
yx −R(2)

yx ]22(J −1)/(2RxxSSE) >
Fα(1, 2(J − 1)). Tikrindami dvieju� regresijos tiesiu� lygiagretumo hipotez¦ remiam
es
statistika T = (γ̂1 − γ̂2)

√
Rxx/

√
2SSE/(2(J − 1)). Nesunku patikrinti, kad F = T 2.

II.3.56. a) Kadangi statistikos reik²m
e FA = 14, 6, tai hipotez
e atmetama kriterijumi
su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. b) Imdami antro laipsnio polinom¡ gauname,
kad kovariant
e ir jos kvadratas yra reik²mingi, nes statistiku� reik²m
es atitinkamai yra
48,83 ir 53,75. Imdami tre£io laipsnio polinom¡ gauname, kad kovariant
e, jos kvadratas
ir tre£iasis laipsnis yra reik²mingi, nes statistiku� reik²m
es atitinkamai yra 35,23, 17,89 ir
8,87. Kadangi statistikos reik²m
e yra 28,78, tai hipotez
e apie faktoriaus i�takos nebuvim¡
atmetama kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu.

II.3.57. a) Atlik¦ dispersin¦ analiz¦ gauname, kad faktorius C (FC = 1, 17; atitinka-
ma P reik²m
e yra 0,2947) ir kitu� faktoriu� s¡veikos su faktoriumi C (FAC = 1, 35, FBC =
1, 09, FCD = 1, 17; atitinkamos P reik²m
es 0,2878; 0,3609; 0,2947) nereik²mingos. At-
likus dispersin¦ analiz¦ nei�traukiant faktoriaus C ir s¡veiku� su faktoriumi C gautos
tokios statistiku� realizacijos: FA = 124, 60;FB = 728, 98;FD = 118, 78;FAB = 41, 75,
tod
el hipotez
es atmetamos su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. Statistikos FAD =
0, 87, FBD = 3, 09; atitinkamos P reik²m
es 0,4348, 0,0657. b) Atlikus analiz¦, kai elimi-
nuota kovariant
es B i�taka, gauta: faktoriu� A ir C, A ir D, C ir D s¡veikos nereik²min-
gos (statistiku� reik²m
es yra 0,17; 0,11; 0,15; atitinkamos P reik²m
es 0,8469; 0,8933;
0,7059). Faktoriu� A ir D i�takos nebuvimo hipotez
e atmetama auk²to reik²mingumo
lygmens kriterijais. Faktorius C nereik²mingas (statistikos reik²m
e 0,15; atitinkama P
reik²m
e 0,7059).

II.3.58. a) Kadangi FA = 43, 67, tai hipotez
e atmetama. b) β̂0 = −127, 17; β̂1 =
90, 827. Hipotez
eH : β1 = 0 atmetama. c) Tikrinant hipotez¦HA eliminavus kovariant
es
X i�tak¡, hipotez
e atmetama kriterijumi, kurio reik²mingumo lygmuo α > 0, 0098.

II.3.59. a) FA = 2, 72, FB = 5, 50; atitinkamos P reik²m
es 0,1139, 0,0108. b)
Eliminav¦ kintamu�ju� X ir Z i�tak¡, gauname FA = 13, 96, FB = 5, 96; atitinkamos P
reik²m
es 0,0025, 0,0137. Hipotez
e, kad kovariant
e X nereik²minga (statistikos reik²m
e
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57,58) atmetama kriterijumi su auk²tu reik²mingumo lygmeniu. Hipotez
e, kad kovariant
e
Z nereik²minga (statistikos reik²m
e 8,30) atmetama kriterijumi kai reik²mingumo lygmuo
α > 0, 0205.

II.3.60. a) FA = 2, 46; P reik²m
e 0,1173. b) Tikrinant hipotez¦ HA eliminavus
kovariant
es X i�tak¡ statistikos reik²m
e yra 2,88; hipotez
e atmetama kriterijumi, kurio
reik²mingumo lygmuo α > 0, 0896.

II.3.61. a) FA = 3, 08, FB = 2, 88, FC = 1, 13; atitinkamos P reik²m
es 0, 0373,
0, 0773, 0, 3001. b) FA = 2, 58, FB = 5, 08, FC = 5, 63; atitinkamos P reik²m
es 0, 0667,
0, 0159, 0, 0273. Hipotez
e, kad kovariant
e X nereik²minga, atmetama kriterijumi su reik²-
mingumo lygmeniu α > 0, 0006.

II.3.5 skyrelis

II.3.62. β̂0 = 1/12; β̂1 = −1/12, β̂2 = −29/12; σ̂2 = s2 = 6, 75. Statistikos, kurios
esant teisingoms hipotez
ems Hi : βi = 0 turi Fi²erio skirstinius su 1 ir 9 laisv
es laipsniais,
i�gijo reik²mes 0,012; 0,012, 10,383; atmesti parametru� β0 ir β1 lygyb
es 0 hipotezes n
era
pagrindo; hipotez
e H2 : β2 = 0 atmetama, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija
0,01.

II.3.63. a) β̂0 = −13/8, β̂1 = −19/8, β̂2 = 51/8, β̂3 = −63/8, σ̂ = s = 2, 318.
Statistikos, kurios esant teisingoms hipotez
ems Hi : βi = 0 turi Fi²erio skirstinius su 1
ir 4 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²mes 3,930; 8,395; 60,488; 92,302; atitinkamos P reik²m
es
yra 0,118; 0,044; 0,0015; 0,0007. b) β̂12 = 5/8, β̂13 = −1/8, β̂23 = −11/8, σ̂ = s = 1, 768;
atmesti hipotezes n
era pagrindo.

II.3.64. β̂0 = 1727, 63, β̂1 = 13, β̂2 = 40, 875, β̂3 = 38, 75, σ̂ = s = 167, 138.
Hipotez
es Hi : βi = 0, i = 1, 2, 3, neatmetamos. β̂12 = −22, β̂13 = 31, 875, β̂23 = −63, 5,
σ̂ = s = 165, 564; atmesti hipotezes Hij : βij = 0, i 6= j = 1, 2, 3, n
era pagrindo.

II.3.65. a) Parametru� i�ver£iai: β̂0 = 1848, 59, β̂1 = −20, 7188, β̂2 = −13, 9063, β̂3 =

0, 8438, β̂4 = 50, 3438; β̂12 = 26, 2813, β̂13 = 26, 5313, β̂14 = −67, 4688, β̂23 = −19, 4063,
β̂24 = 16, 9688, β̂34 = −2, 1563, σ̂ = 169, 803. b) Hipotez
e H0 : β0 = 0 atmetama;
hipotez
e H14 : β14 = 0 atmetama, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0355;
kitos hipotez
es neatmetamos. c) Prognoz
es intervalas su pasikliovimo lygmeniu Q = 1−α
yra Ŷ ± σ̂tα/2(21)

√
(33 + ρ2)/32.

II.3.66. β̂0 =
∑
i Yi/9, β̂1 = (−Y1 +Y3−Y4 +Y6−Y7 +Y9)/6, β̂2 = (Y1 +Y2 +Y3−

Y7 − Y8 − Y9)/6; β̂11 =
∑
i Yi/3− (Y2 + Y5 + Y7); β̂11 =

∑
i Yi/3− (Y4 + Y5 + Y6); β̂12 =∑

i Yi/9− (Y2 + Y4 − Y5 + Y6 + Y8)/3; β̂211 = (Y1 − 2Y2 + Y3 − Y7 + 2Y8 − Y9)/3; β̂122 =

(−Y1 + Y3 + 2Y4− 2Y6− Y7 + Y8)/3; V β̂0 = σ2/9; V β̂1 = V β̂2 = σ2/6; V β̂11 = V β̂22 =

σ2/2; V β̂12 = 9σ2/4; V β̂211 = V β̂122 = 3σ2/4.

II.3.67. a =
√√

10− 2.

II.3.68. a = 2
√√

2− 1.

II.3.69. Parametru� i�ver£iai: β̂0 = 2, 0444, β̂1 = 0, 4667, β̂2 = −0, 1667, β̂11 = 0, 4667,
β̂22 = 0, 8667, β̂12 = 0, 1361, β̂211 = 0, 650, β̂122 = 0, 625, σ̂2 = s2 = 0, 8066. Hipotez
e
H0 : β0 = 0 atmetama: P reik²m
e pv = 2 × 10−6. Hipotezei H22 : β22 = 0 P reik²m
e
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pv = 0, 082; atmesti kitas hipotezes n
era pagrindo.

II.3.70. Abiem atvejais pirmoji replika ((1), ab, ac, bc).

II.3.6 skyrelis

II.3.71. a) β̂0 = 3, 2975, β̂1 = 0, 0023, β̂2 = 0, 0188, β̂3 = −0, 0437;

V̂ (β̂) = 10−3


1, 198 0 −0, 168 0, 021

0 0, 115 0 0
−0, 168 0 0, 040 0
0, 021 0 0 0, 245

 .

b) Tikrinant hipotezes Hj : βj = 0, j = 1, 2, 3, statistikos (ºr. [3], 5.2.1 skyreli�) i�gijo
reik²mes 0,05; 8,89; 7,81; atitinkamos P reik²m
es yra 0,8299; 0,0029; 0,0052.

c) µ̂13 = eβ̂0−3β̂1+9β̂2 = 31, 80; µ̂43 = eβ̂0 = 27, 04;

(µ
13

;µ13) = (28, 86; 35, 04); (µ
43

;µ43) = (25, 27; 28, 94).

Ta²kinis i�vertinys µ̂ij = eθ̂ij , θ̂ij = β̂
T
Zij . Tiesinio darinio θij = βTZij aproksimacini�

lygmens Q = 1 − 2α pasikliovimo interval¡ gauname aproksimuodami statistikos (θ̂ij −
θij)/

√
V̂ (θ̂ij), V̂ (θ̂ij) = ZTijV̂ (β̂)Zij , skirstini� standartiniu normaliuoju skirstiniu:

(θij ; θij) = (θ̂ij − zα
√
V̂ (θ̂ij); θ̂ij + zα

√
V̂ (θ̂ij)).

Tada µ
ij

= eθij , µij = eθij .

II.3.72. a) α̂0 = 27, 043, α̂1 = 0, 0714, α̂2 = 0, 5571, α̂3 = −1, 279; σ̂2 = s2 =
SSE/(n− 4) = 37, 891;

V̂ (β̂) =


1, 2630 0 −0, 1804 0

0 0, 1353 0 0
−0, 1804 0 0, 0451 0

0 0 0 0, 2707

 .

b) Tikrinant hipotezes Hj : αj = 0, j = 1, 2, 3, statistika i�gijo reik²mes 0, 19; 2, 62;
−2, 46; atitinkamos P reik²m
es yra 0,8466; 0,0108; 0,0166.

c) µ̂13 = α̂0 − 3α̂1 + 9α̂2 = 31, 84; µ̂43 = α̂0 = 27, 04;

(µ
13

;µ13) = (28, 45; 35, 24); (µ
43

;µ43) = (24, 80; 29, 29).

II.3.73. a) γ̂0 = 10, 31, γ̂1 = 0, 0141, γ̂2 = 0, 0998, γ̂3 = −0, 2409; σ̂2 = s2 =
SSE/(n− 4) = 1, 295;

V̂ (β̂) =


0, 04317 0 −0, 00617 0

0 0, 00463 0 0
−0, 00617 0 0, 00154 0

0 0 0 0, 00925

 .

b) Tikrinant hipotezes Hj : γj = 0, j = 1, 2, 3, statistika i�gijo reik²mes 0, 21; 2, 54;
−2, 50; atitinkamos P reik²m
es yra 0,8362; 0,0134; 0,0147.
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c) µ̂13 = 31, 14; µ̂43 = 26, 57;

(µ
13

;µ13) = (27, 77; 34, 75); (µ
43

;µ43) = (24, 45; 28, 73).

II.3.74. a) β̂0 = 1, 897, β̂1 = 0, 8193, β̂2 = 0, 0773, β̂3 = 0, 0788; V (β̂0) = 1/60,

V (β̂j) = 1/30, j = 1, 2, 3; Cov (β̂0, β̂j) = −1/60, j = 1, 2, 3; Cov (β̂j , β̂l) = 1/60,
j 6= l = 1, 2, 3.

b) Tikrinant hipotez¦ H : β1 = β2 = β3 = 0, tik
etinumu� santykio statistika

DR = −120(8 ln 2 + ln(T1T2T3T4/T
4)),

£ia Tj =
∑
i Yij , j = 1, 2, 3, 4; T = T1 + T2 + T3 + T4 = 907, 83 + 432, 27 + 432, 92 +

400, 11 = 2173, 13; i�gijo reik²m¦ 29,77; P reik²m
e yra 1, 54 × 10−6. Tikrinant hipotezes
Hj : βj = 0, statistikos 30β̂2

j i�gijo reik²mes 20,14, 0,179, 0,186; atitinkamos P reik²m
es
7, 20 × 10−6, 0, 6720, 0, 6660. Tikrinant hipotez¦ H23 : β2 = β3 parametro θ = β2 − β3

i�vertinio dispersija V (θ̂) = V (β̂2 − β̂3) = 1/30; statistika 30θ̂2 = 6, 8× 10−5; P reik²m
e
0,9934.

c) µ̂3 = T3/20 = 21, 65; (µ3; µ̄3) = (17, 07; 28, 37).

II.3.75. a) β̂0 = −12, 371, β̂1 = 1, 459, β̂2 = 0, 590. Tikrinant hipotezes Hj : βj =
0, j = 1, 2 statistiku� Wj (ºr. [3], 5.3.6 skyreli�) kvadratai i�gijo reik²mes 1,125, 4,978;
atitinkamos P reik²m
es 0,2889, 0,0257.

b) exp(β̂1) = 4, 302; exp(β̂2) = 1, 803.
c) π(X2 = 20, X1 = 0) = 0, 3593, π(X2 = 20, X1 = 1) = 0, 7070.
d) V11(0, 5) = 9, V01(0, 5) = V10(0, 5) = 4, V00(0, 5) = 7.

II.3.76. a) β̂0 = 6, 549, β̂1 = −0, 303, β̂2 = −0, 327, β̂3 = 1, 741, β̂4 = −0, 009.
b) Tikrinant hipotezes Hj : βj = 0, j = 1, 2, 3, 4 statistiku� Wj (ºr. [3],

5.3.6 skyreli�) kvadratai i�gijo reik²mes 4,987, 0,082, 1,372, 0,071; atitinkamos P reik²m
es
0,0255, 0,7742, 0,2415, 0,7899.

II.3.77. β̂0 = −1, 721, β̂1 = 0, 00117, β̂2 = −0, 0199. Tikrinant hipotezes Hj : βj =
0, j = 1, 2 statistiku� Wj (ºr. [3], 5.3.6 skyreli�) kvadratai i�gijo reik²mes 3,211, 0,921;
atitinkamos P reik²m
es 0,0731, 0,3372.

II.3.78. a) Kai Z = 0, gauname β̂0 = 3, 95, β̂1 = −0, 112; exp(β̂1) = 0, 894; tikrinant
hipotez¦ H1 : β1 = 0 statistikos W1 (ºr. [3], 5.3.6 skyreli�) kvadratas i�gijo reik²m¦ 102,6;
hipotez
e atmetama. Kai Z = 1, gauname β̂0 = 3, 33, β̂1 = −0, 091; exp(β̂1) = 0, 913;
tikrinant hipotez¦ H1 : β1 = 0 statistikos W1 kvadratas i�gijo reik²m¦ 58,8; hipotez
e
atmetama.

b) β̂0 = 3, 63, β̂1 = −0, 103 (atstumas), β̂2 = 0, 1036 (lyga). Tikrinant hipotez¦
H1 : β1 = 0 statistikos W1 (ºr. [3], 5.3.6 skyreli�) kvadratas i�gijo reik²m¦ 161,6; hipotez
e
atmetama. Tikrinant hipotez¦ H2 : β2 = 0 statistikos W2 kvadratas i�gijo reik²m¦ 0,372;
atitinkama P reik²m
e 0,5419; atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.



III. Neparametrin
e statistika

III.1. Chi kvadrato kriterijus

III.1.1. Paprastoji hipotez
e

III.1.1. Mendelis steb
ejo, kokios ºirniu� s
eklos gaunamos kryºminant augalus, kuriu�
s
eklos geltonos ir apvalios, su augalais, kuriu� s
eklos ºalios ir rauk²l
etos. Rezultatai
pateikti lentel
eje kartu su teorin
emis tikimyb
emis, apskai£iuotomis remiantis Mendelio
paveldimumo teorija.

S
eklos Daºnumai Tikimyb
es
Geltonos ir apvalios 315 9/16
Geltonos ir rauk²l
etos 101 3/16

�alios ir apvalios 108 3/16
�alios ir rauk²l
etos 32 1/16

Σ 556 1

Ar steb
ejimo duomenys neprie²tarauja Mendelio paveldimumo teorijai?

III.1.2. Kryºminant du kukuru	zu� tipus gauti keturi skirtingi augalu� tipai. Pa-
gal paprast¡j¡ Mendelio paveldimumo teorij¡ ²ie tipai tur
etu� pasirodyti su tikimyb
emis
9/16, 3/16, 3/16 ir 1/16. Stebint 1301 augal¡ gauti tokie daºniai 773, 231, 238 ir 59. Su
kokiu reik²mingumo lygmeniu χ2 kriterijus neprie²tarauja Mendelio modeliui?

III.1.3. Skaitmenys 0, 1, 2, ..., 9 tarp pirmu�ju� 800 skai£iaus π ºenklu� kartojasi
atitinkamai 74, 92, 83, 79, 80, 73, 77, 75, 76, 91 kart¡. Ar galima ²iuos duomenis
interpretuoti kaip a. v. U ∼ P10(800,π), π = (1/10, ..., 1/10)T realizacij¡?

III.1.4. Tikrinama hipotez
e apie atsitiktiniu� skai£iu� lentel
es korekti²kum¡, t. y.
hipotez
e, kad lentel
eje skaitmenys 0, 1, 2, ..., 9 pasitaiko su vienodomis tikimyb
emis
p = 0, 1. Hipotez
e tikrinama χ2 kriterijumi. Koks turi bu	ti imties didumas, kad
ta hipotez
e bu	tu� atmesta su tikimybe, ne maºesne uº 0,95, jei ºinoma, kad 5 skait-
menys lentel
eje pasirodo su tikimyb
emis 0,11, o kiti 5 � su tikimyb
emis 0,09 (kriterijaus
reik²mingumo lygmuo yra 0,05)?

III.1.5. Nuskaitydami prietaiso skal
es parodymus, kai paskutinis skaitmuo i�verti-
namas i² akies, steb
etojai kartais nes¡moningai suteikia pirmenyb¦ kai kuriems skai-
£iams. Lentel
eje pateikti paskutiniu�ju� skaitmenu� daºniai tam tikram steb
etojui atlikus
200 steb
ejimu�.

243
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Skaitmuo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Daºnis 35 16 15 17 17 19 11 16 30 24

I² lentel
es matome, kad skaitmenys 0 ir 8 pasirodo ²iek tiek daºniau, palyginti su
kitais. Ar galima daryti i²vad¡, kad steb
etojas suteikia pirmenyb¦ kai kuriems skai£iams?

III.1.6. I�rodykite, kad tikrinant hipotez¦ apie polinominio skirstinio (U1, ..., Uk)T ∼
Pk(n,π) tikimybiu� vektoriaus π = (π1, ..., πk)T reik²m¦: H0 : π = π0; £ia π0 =
(π10, ..., πk0)T , 0 < πj0 < 1, π10 + ...+ πk0 = 1 ºinomas vektorius, statistika

X̃2
n = n

k∑
i=1

(1− πi0)[H(Ui/n)−H(πi0)]2

asimptoti²kai (n→∞) pasiskirs£iusi pagal χ kvadrato skirstini� su k− 1 laisv
es laipsniu�;
£ia H(x) = arcsin(2x− 1).

III.1.7. Raskite Pirsono statistikos

X2
n =

k∑
i=1

(Ui − nπi0)2

nπi0
=

k∑
i=1

U2
i

nπi0 − n

pirmuosius du momentus, kai tikrinamoji hipotez
e: a) teisinga; b) neteisinga.
III.1.8. (III.1.7 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad jei tikimyb
es πi0 = 1/k, tai X2

n

dispersija yra V (X2
n) = 2k2{2(n − 2)

∑
i π

3
i − (2n − 3)(

∑
i π

2
i )2 +

∑
i π

2
i }, o jeigu ir

πi = πi0 = 1/k, tai V (X2
n) = 2(k − 1).

III.1.9. Kompiuteriu sugeneruota n = 80 atsitiktiniu� skai£iu�. Gautieji rezultatai:
0,0100 0,0150 0,0155 0,0310 0,0419 0,0456 0,0880 0,1200 0,1229 0,1279 0,1444 0,1456

0,1621 0,1672 0,1809 0,1855 0,1882 0,1917 0,2277 0,2442 0,2456 0,2476 0,2538 0,2552
0,2681 0,3041 0,3128 0,3810 0,3832 0,3969 0,4050 0,4182 0,4259 0,4365 0,4378 0,4434
0,4482 0,4515 0,4628 0,4637 0,4668 0,4773 0,4799 0,5100 0,5309 0,5391 0,6033 0,6283
0,6468 0,6519 0,6686 0,6689 0,6865 0,6961 0,7058 0,7305 0,7337 0,7339 0,7440 0,7485
0,7516 0,7607 0,7679 0,7765 0,7846 0,8153 0,8445 0,8654 0,8700 0,8732 0,8847 0,8935
0,8987 0,9070 0,9284 0,9308 0,9464 0,9658 0,9728 0,9872

Ar ²ie duomenys neprie²tarauja prielaidai, kad tai yra paprastosios imties, gautos
stebint a. d. X ∼ U(0, 1), realizacija?

III.1.2. Sud
etin
es hipotez
es

III.1.10. Per 8000 bandymu� nesutaikomi, sudarantys piln¡ i�vykiu� grup¦ i�vykiai A,
B ir C pasirod
e 2014, 5012 ir 974 kartus. Tarkime, ²iu� i�vykiu� pasirodymo tikimyb
es yra
π1, π2, π3, π1 + π2 + π3 = 1. χ2 kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad i�vykiu� pasirodymo
tikimyb
es yra π1 = 0, 5− 2α, π2 = 0, 5 + α, π3 = α, 0 < α < 0, 25.

III.1.11. Tarp 2020 ²eimu� buvo uºregistruota 527 ²eimos, kuriose abu vaikai berniu-
kai, 476 ²eimos, kuriose abu vaikai mergait
es, ir 1017 ²eimu�, kuriose vaikai skirtingu� ly£iu�.
Ar galima tvirtinti, kad berniuku� skai£ius ²eimose su dviem vaikais yra a) binominis a. d.;
b) binominis a. d., kai berniuko ir mergait
es gimimo tikimyb
es vienodos.

III.1.12. Diskretaus a. d. penkios nepriklausomos realizacijos yra 47, 46, 49, 53 ir
50. Ar galima tvirtinti, kad buvo stebimas Puasono a. d.?
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III.1.13. Rezerfordo ir Geigerio bandymuose buvo registruojamas radioaktyvios
medºiagos per 2608 ilgio 7,5 sek. periodus i²spinduliuotu� α daleliu� skai£ius. Rezul-
tatai pateikti lentel
eje (i � i²spinduliuotu� daleliu� skai£ius, Vi � periodu�, per kuriuos buvo
stebima i daleliu�, skai£ius).

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vi 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 10 4 2

Ar neprie²tarauja gauti duomenys prielaidai, kad per vien¡ period¡ i²spinduliuotu�
daleliu� skai£ius turi Puasono skirstini�?

III.1.14. Kontroliniu prietaisu buvo i²matuotas atstumas r (mikronais) nuo detal
es
svorio centro iki jos i²orinio cilindro a²ies. Matavimo rezultatai pateikti lentel
eje (ri �
reik²m
es, ni � daºniai).

ri ni ri ni
0 � 16 40 80 � 96 45
16 � 32 129 96 � 112 19
32 � 48 140 112 � 128 8
48 � 64 126 128 � 144 3
64 � 80 91 144 � 160 1

Remdamiesi χ2 kriterijumi, patikrinkite, ar steb
ejimo rezultatai neprie²tarauja prie-
laidai, kad stebimi atstumai pasiskirst¦ pagal Rel
ejaus d
esni�.

III.1.15. Nustatant 200 elektros lempu£iu� degimo laik¡ T , gauti rezultatai pateikti
lentel
eje ((ai−1, ai] � degimo laiko intervalai, ni � daºniai).

ai−1 −−ai ni ai−1 −−ai ni
0 � 300 53 1800 � 2100 9
300 � 600 41 2100 � 2400 7
600 � 900 30 2400 � 2700 5
900 � 1200 22 2700 � 3000 3
1200 � 1500 16 3000 � 3300 2
1500 � 1800 12 3300 � 3600 0

Remdamiesi χ2 kriterijumi, patikrinkite, ar steb
ejimo rezultatai neprie²tarauja prie-
laidai, kad lemput
es degimo laikas pasiskirst¦s pagal eksponentini� d
esni�.

III.1.16. Lentel
eje pateikti prapuolimo kampai 209 pa²to balandºiu�, kai atliekant
bandym¡ buvo bandoma paveikti ju� �vidini� laikrodi�� (ºr. [14]).

Kryptis Daºnis Kryptis Daºnis
0◦− 26 180◦− 14
30◦− 22 210◦− 11
60◦− 26 240◦− 12
90◦− 30 270◦− 5
120◦− 29 300◦− 5
150◦− 18 330◦− 11

Duomenys sugrupuoti i� 30◦ ilgio intervalus. Lentel
eje nurodyti kampai ϕi, atitinkan-
tys i-ojo intervalo pradºi¡, ir patekusiu� i� i-¡ji� interval¡ daºniai ni, i = 1, ...12. Patik-
rinkite hipotez¦, kad turimi duomenys neprie²tarauja prielaidai, jog prapuolimo kampas
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turi Mizeso skirstini� M(µ, θ).

III.1.17. Lentel
eje pateikta sm
elio gru	deliu� orientacija plok²tumoje (ºr. [14]).

Kampas Kiekis Kampas Kiekis Kampas Kiekis
0◦− 244 60◦− 326 120◦− 322
10◦− 262 70◦− 340 130◦− 295
20◦− 246 80◦− 371 140◦− 230
30◦− 290 90◦− 401 150◦− 256
40◦− 284 100◦− 382 160◦− 263
50◦− 314 110◦− 332 170◦− 281

Kampai sugrupuoti i� 10◦ ilgio intervalus (nurodoma grupavimo intervalo pradºia).
Gretimuose stulpeliuose nurodomi sm
elio gru	deliu�, kuriu� orientacija patenka i� atitinka-
mus intervalus, skai£iai.

Padvigubin¦ kampus perveskite duomenis i� interval¡ [0◦−360◦]. Patikrinkite hipotez¦,
kad steb
etas atsitiktinis kampas turi Mizeso skirstini� M(µ, θ).

III.1.18. Didumo n = 100 imties realizacija pateikta lentel
eje.

338 336 312 322 381 302 296 360 342 334
348 304 323 310 368 341 298 312 322 350
304 302 336 334 304 292 324 331 324 334
314 338 324 292 298 342 338 331 325 324
326 314 312 362 368 321 352 304 302 332
314 304 312 381 290 322 326 316 328 340
324 320 364 304 340 290 318 332 354 324
304 321 356 366 328 332 304 282 330 314
342 322 362 298 316 298 332 342 316 326
308 321 302 304 322 296 322 338 324 323

Modi�kuotuoju χ2 kriterijumi (grupavimo intervalu� skai£ius k = 8) patikrinkite
hipotez¦, kad buvo stebimas normalusis atsitiktinis dydis.

III.1.19. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys tam tikro elemento koncen-
tracij¡ nesureagavusiame likutyje pasibaigus cheminiam procesui.

10 51 8 47 8 5 56 12 4 5 4 4 7 6 9
30 25 12 3 22 5 15 4 4 29 15 4 2 18 41
3 5 54 110 24 16 2 37 20 2 6 7 16 2 14
68 10 16 11 78 6 17 7 11 21 15 24 6 32 8
11 4 14 45 17 10 15 20 4 65 10 3 5 11 13
35 11 34 3 4 12 7 6 62 13 36 26 6 11 6
13 1 4 36 18 10 37 28 4 12 31 14 3 11 6
4 10 38 6 11 24 9 4 5 8 135 22 6 18 49
17 9 32 27 2 12 8 93 3 9 10 3 14 33 72
14 4 9 10 19 2 5 21 8 25 30 20 12 19 16

Modi�kuotuoju χ2 kriterijumi (grupavimo intervalu� skai£ius k = 10) patikrinkite
hipotez¦, kad buvo stebimas lognormalusis atsitiktinis dydis.

III.1.20. Modi�kuotuoju chi kvadrato kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad pateikti
n = 100 skai£iu� yra normaliojo a. d. realizacija.
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24 41 30 37 25 32 28 35 28 51 36 26 43 25 27 39 21 45 39 25 29 43 66 25 24 56 29 31
41 41 36 57 36 48 25 36 48 24 48 22 40 7 31 24 32 53 33 46 22 33 25 37 34 32 41 36 19
32 25 19 19 37 20 21 48 44 35 19 44 34 29 48 38 43 48 35 42 37 35 36 58 45 34 40 37 21
41 11 41 27 50 24 37 39 33 45 39 43 21 34

Pakoreguokite kriteriju� atsiºvelgdami i� tai, kad duomenys suapvalinti.

III.1.21. Patikrinkite hipotez¦, kad tam tikro dalyko paºymiai (penkiabal
eje sis-
temoje) atestate ir per stojamuosius egzaminus yra nepriklausomi. Duomenys pateikti
lentel
eje (xi � paºymys atestate, yj � paºymys per stojamuosius egzaminus).

xiyj 5 4 3 2
∑

4 � 5 110 70 60 10 250
3 0 10 10 30 50∑

110 80 70 40 300

III.1.22. Paleidus raket¡ 87 kartus, buvo gauti tokie duomenys apie atstum¡ X(m)
ir nukrypim¡ Y (kampo minut
es).

xi\yj (−250,−50) (−50, 50) (50, 250) Σ
0 � 1200 5 9 7 21

1200 � 1800 7 5 5 21
1800 � 2700 8 21 16 45

Σ 20 35 32 87

Ar ²ie poºymiai nepriklausomi?

III.1.23. Viename sraute i² 300 stojan£iu�ju� paºymius �nepatenkinamai�, �patenki-
namai�, �gerai� ir �labai gerai� gavo atitinkamai 33, 43, 80 ir 144; kito srauto stojantieji
atitinkamai 39, 35, 72 ir 154. Ar galima laikyti, kad abieju� srautu� stojantieji pasireng¦
vienodai?

III.1.24. Tiriant granulometrin¦ kvarco sud
eti� Anyk²£iu� ir Afrikos sm
elio pavyz-
dºiuose, buvo gauta duomenu� apie jo gru	deliu� didºiosios a²ies ilgi�. Remiantis pavyzdºiu�
granulometrine sud
etimi daromos tam tikros i²vados apie geologines sm
elio susidarymo
s¡lygas. Pateikiami duomenys sugrupuoti vienodo ilgio intervalais (Xi � i-ojo intervalo
vidurys).

Xi 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 Σ
Anyk²£iu� sm
elis 4 12 35 61 52 23 7 4 2 1 0 201
Afrikos sm
elis 0 6 10 12 13 12 15 12 11 7 4 102

Remdamiesi χ2 kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad gru	deliu� didºiosios a²ies ilgio
skirstinys vienodas Anyk²£iu� ir Afrikos sm
elio pavyzdºiuose.

III.1.25. Dviejose nepriklausomose didumo 500 imtyse buvo uºregistruota laikrodºiu�,
i²statytu� i�vairiu� taisyklu� vitrinose, rodmenys.

Duomenys sugrupuoti i� 12 intervalu� (0 rei²kia interval¡ nuo 0 h iki 1 h; 1 � interval¡
nuo 1 h iki 2 h ir t. t.) ir sura²yti i� lentel¦.

Imtis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Σ
1 41 34 54 39 49 45 41 33 37 41 47 39 500
2 36 47 41 47 49 45 32 37 40 41 37 48 500
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Remdamiesi χ2 kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad abiejose imtyse laikrodºiu� rod-
menu� patekimo i� visus intervalus tikimyb
es yra vienodos.

III.1.26. L¡steles veikiant rentgeno spinduliais, jose kei£iasi kai kurios chromoso-
mos. Lentel
eje pateikti keliu� nepriklausomu� bandymu� seriju� duomenys (i � chromosomu�
pasikeitimu� skai£ius, nik � l¡steliu� su i pasikeitimu� k-ajame eksperimente skai£ius).

i 0 1 2 ≥ 3
∑
nik

ni1 280 75 12 1 368
ni2 593 143 20 3 759
ni3 639 141 13 0 793
n14 359 109 13 1 482

Patikrinkite hipotez¦, kad visos 4 imtys gautos stebint atsitiktinius dydºius, kuriu�
skirstiniai yra a) Puasono; b) tie patys Puasono.

III.1.3. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

III.1.1 skyrelis

III.1.1. Reikia patikrinti hipotez¦ apie polinominio skirstinio

(U1, ..., Uk)T ∼ Pk(n,π)

tikimybiu� vektoriaus π = (π1, ..., πk)T reik²m¦: H0 : π = π0; £ia π0 = (π10, ..., πk0)T ,
0 < πj0 < 1, π10 + ...+ πk0 = 1 ºinomas vektorius.

Tik
etinumu� santykio statistika

Λn =
maxπ=π0 L(π)

maxπ L(π)
=
L(π0)

L(π̂)
=

k∏
i=1

(nπi0/Ui)
Ui .

Kai hipotez
e H0 teisinga ir n→∞, tai (ºr. [4], 7.1.2 pastab¡)

Rn = −2 ln(Λn) = 2

k∑
i=1

Ui ln(Ui/(nπi0))
d→ V ∼ χ2(k − 1).

Pirsono statistika X2
n irgi turi t¡ pati� asimptotini� skirstini� (ºr. [4], 2.1.1 teorem¡)

X2
n =

k∑
i=1

(Ui − nπi0)2

nπi0
=

k∑
i=1

U2
i

nπi0
− n d→ χ2

k−1.

Remdamiesi ²iais s¡ry²iais gauname tokius asimptotinius kriterijus. Hipotez
e H0 at-
metama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α tik
etinumo santykio kriterijumi, kai

Rn > χ2
α(k − 1).

Hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α Pirsono χ kvadrato kri-
terijumi, kai

X2
n > χ2

α(k − 1).
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Asimptotiniu� P reik²miu� terminais hipotez
e atmetama, kai atitinkamai

pva = P{χ2
k−1 > rn}, arba pva = P{χ2

k−1 > x2
n},

£ia rn ir x2
n yra statistiku� Rn ir X2

n realizacijos. Pagal turimus duomenis statistikos Rn
ir X2

n i�gijo reik²mes 0,475 ir 0,47; atitinkamos asimptotin
es P reik²m
es yra 0,9243 ir
0,9254; duomenys neprie²tarauja i²keltajai hipotezei.

III.1.2. Statistika X2
n i�gijo reik²m¦ 9,2714 ir pva = P{χ2

3 > 9, 2714} = 0, 0259;
hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0259.

III.1.3. Statistika X2
n i�gijo reik²m¦ 5,125 ir pva = P{χ2

9 > 5, 125} = 0, 8233;
duomenys neprie²tarauja suformuluotai prielaidai.

III.1.4. Jeigu hipotez
e H0 neteisinga, tai Pirsono statistikos X2
n i² III.1.1 pratimo

skirstinys aproksimuojamas necentriniu χ2 skirstiniu su k − 1 laisv
es laipsniu� ir necen-
tri²kumo parametru

δn = n

k∑
i=1

(πi − πi0)2

πi0

(ºr. [4], 2.1.5 pastab¡).
Pagal pratimo s¡lyg¡ δn = 0, 01 n. Apytiksliam imties didumui rasti gauname nely-

gyb¦
P{χ2

9;δn > χ2
0,05(9)} ≥ 0, 95⇔ n ≥ 881.

III.1.5. a) Tikrinant hipotez¦ H : πi = 1/10, i = 1, ..., 10 statistika X2
n i�gijo reik²m¦

24,9 ir pva = P{χ2
9 > 24, 9} = 0, 0031; hipotez
e atmestina. b) Atlikdami tolesn¦ analiz¦

patikrinkime hipotez¦, kad skaitmenu� 0 arba 8 pasirodymo tikimyb
e 0,2. Esant teisingai
hipotezei S = U1 +U8 ∼ B(n, 0, 2) ir i�gijo reik²m¦ 65. Taigi pv = P{S ≥ 65} = 0, 00002.
I²vada: steb
etojas suteikia pirmenyb¦ skaitmenims 0 ir 8.

III.1.6. Remdamiesi delta metodu i�rodykite, kad a. v.

√
n(
√

1− π10(H(U1/n)−H(π10)), ...,
√

1− πk0(H(Uk/n)−H(πk0)))T

yra asimptoti²kai normalusis Nk(0,Σ) su ta pa£ia kovariacine matrica Σ, kaip ir [4], 2.1.1
teoremoje.

III.1.7. a) Gauname

E(X2
n) =

k∑
i=1

E(U2
i )

nπi0
− n =

k∑
i=1

nπi0 + n(n− 1)π2
i0

nπi0
− n = k − 1;

V (X2
n) = E(X4

n)− (E(X2
n)) = E

(
k∑
i=1

U2
i

nπi0

)2

− (k − 1)2.

Randame

E

(
k∑
i=1

U2
i

nπi0

)2

=

k∑
i=1

EU4
i

n2π2
i0

+
∑
i 6=j

E(U2
i U

2
j )

n2πi0πj0
.
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Pasinaudoj¦ s¡ry²iais tarp pradiniu� αk = EUki ir faktorialiniu� νk = E(Ui(Ui − 1) · ... ·
(Ui − k + 1)) momentu�

α4 = ν4 + 5ν3 + 7ν2 + ν1,

α22 = ν22 + ν21 + ν12 + ν11,

randame

E

(
k∑
i−1

U2
i

nπi0

)2

=
1

n2

k∑
i=1

(n[4]π2
i0 + 6n[3]πi0 + 7n[2])+

1

n2

∑
i 6=j

(n[4]πi0πj0 + 6n[3](πi0 + πj0) + 7n[2]) +

k∑
i=1

1

πi0
,

£ia n[k] = n(n− 1) · ... · (n− k + 1).
Susumav¦ ir sutrauk¦ pana²iuosius narius, gausime

V (X2
n) = 2(k − 1) +

1

n

k∑
i=1

1

πi0
− k2

n
.

b)

E(X2
n) =

k∑
i=1

πi(1− πi)
πi0

+ n

k∑
i=1

π2
i

πi0
− n =

k − 1 +
n− 1

n
δn +

k∑
i=1

(πi/πi0)− k,

necentri²kumo parametras δn apibr
eºtas III.1.4 pratime.
Analogi²kai p. a) gauname dispersijos V (X2

n) i²rai²k¡, kai hipotez
e n
era teisinga

V (X2
n) = 2{(2n− 4)

∑
i

(pi3i /π
2
i0)− (2n− 3)(

∑
i

(π2
i /πi0))2−

2
∑
i

(π2
i /πi0)

∑
i

(πi/πi0) + 3
∑
i

(π2
i /π

2
i0)}+ [

∑
i

(πi/π
2
i0)− (

∑
i

(πi/πi0))2]/n.

III.1.8. Pasiremkime III.1.7 pratimu.

III.1.9. Turime paprast¡j¡ didumo n imti� X = (X1, ..., Xn)T ir tikriname suderina-
mumo hipotez¦ H0 : Xi ∼ F0(x); £ia F0(x) yra ºinoma pasiskirstymo funkcija. Taikant
χ2 kriteriju� abscisiu� a²is sudalinama i� intervalus −∞ = a0 < a1 < ... < ak = ∞.
Paºym
ej¦ Ui imties elementu�, patekusiu� i� i-¡ji� interval¡, skai£iu�, nuo pradin
es imties X
pereiname prie maºiau informatyvios grupuotosios imties U = (U1, ..., Uk)T ∼ Pk(n,π).

Jeigu hipotez
e H0 teisinga, tai π = π0 = (π10, ..., πk0)T , πj0 = F0(aj)−F0(aj−1), j =
1, ..., k. Vietoje hipotez
es H0 : Xi ∼ F0(x) tikriname bendresn¦ hipotez¦ H ′0 : πj =
πj0, j = 1, ..., k (ºr. III.1.1 pratim¡). Atmetus H ′0 natu	ralu atmesti ir H0.

Pagal turimus duomenis sudalinkime interval¡ (0, 1) i� 5 vienodo ilgio intervalus:
[0; 0, 2], (0, 2; 0, 4], (0, 4; 0, 6], (0, 6; 0, 8], (0, 8; 1]. Gauname vektoriaus U realizacij¡:

18; 12; 16; 19; 15.
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Tikriname hipotez¦ H ′0 : πi = 0, 2, i = 1, ..., 5. Gauname

X2
n =

1

n

k∑
i=1

U2
i

πi0
− n =

182 + 122 + 162 + 192 + 152

80 · 0, 2
− 80 = 1, 875.

Asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2
4 > 1, 875} = 0, 7587. Atmesti hipotez¦ H ′0 n
era

pagrindo. Tik
etinumu� santykio kriterijus duoda t¡ pati� atsakym¡, nes statistikos Rn
realizacija yra 1,93 ir pva = P{χ2

4 > 1, 93} = 0, 7486.

III.1.2 skyrelis

III.1.10. Kai hipotez
eje H0 tvirtinama, kad polinomino skirstinio tikimyb
es πi yra
dimensijos s < k − 1 parametro θ funkcijos πi = πi(θ), i = 1, ..., k, tai Pirsono statistika

X2
n(θ) =

k∑
i=1

(Ui − nπi(θ))2

nπi(θ)

priklauso nuo neºinomo parametro θ. Natu	ralu neºinom¡ parametr¡ pakeisti kokiu nors
i�vertiniu ir i²nagrin
eti gautosios statistikos savybes.

1. Kai H0 teisinga, imties U tik
etinumo funkcija ir jos logaritmas yra

L(θ) =
n!

U1!...Uk!

k∏
i=1

πUii (θ), `(θ) =

k∑
i=1

Ui ln(πi(θ)) + C.

Paºym
ekime θ∗n DT i�vertini�, gaut¡ maksimizuojant L(θ) arba `(θ), ir tegu

X2
n(θ∗) =

k∑
i=1

(Ui − nπi(θ∗))2

nπi(θ
∗)

.

2. Parametro θ i�vertini� θ̃ raskime χ2 minimumo metodu, t. y. i² s¡lygos

X2
n(θ̃) = inf

θ

k∑
i=1

(Ui − nπi(θ))2

nπi(θ)
.

3. Kartais parametro θ i�vertini� θ̄ randame modi�kuotuoju chi2 minimumo metodu,
t. y. i² s¡lygos

X2
n(θ̄) = inf

θ

k∑
i=1

(Ui − nπi(θ))2

Ui
.

4. Pagaliau, tegu Rn(θ∗) ºymi tik
etinumu� santykio statistik¡

Rn(θ∗) = −2 ln Λn = 2

k∑
i=1

Ui ln(Ui/(nπi(θ
∗))).

Jeigu hipotez
e H0 teisinga, n → ∞, o funkcijos πi(θ) tenkina gana bendras regu-
liarumo s¡lygas (ºr. [4], 2.2.1 teorem¡), tai visos keturios statistikos X2

n(θ∗), X2
n(θ̃),
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X2
n(θ̄), Rn(θ∗) yra asimptoti²kai ekvivalen£ios ir turi χ2 skirstinius su k − 1 − s laisv
es

laipsniu�.
Pagal pratimo s¡lyg¡ gauname, kad parametro α DT i�vertinio realizacija α∗ = 0, 1235.

Tada statistiku� X2
n(θ∗), Rn(α∗) yra 0,3633, 0,3641. I�vertiniu� α̃ ir ᾱ realizacijos irgi yra

0,1235 (keturiu� ºenklu� po kablelio tikslumu); X2
n(α̃) = 0, 3633, X2

n(ᾱ) = 0, 3658. Visu�
keturiu� statistiku� atveju asimptotin
e P reik²m
e ne maºesn
e uº 0,5453; atmesti hipotez¦
n
era pagrindo.

III.1.11. a) Tegu Xi = 1, jei i-asis vaikas yra berniukas, ir Xi = 0, jei i-asis vaikas
yra mergait
e, i = 1, 2. Tarkime, kad P{X1 = 1} = P{X2 = 1} = p ir a. d. X1 ir X2

nepriklausomi. Tada P{X1 = 1, X2 = 1} = p2, P{X1 = 0, X2 = 0} = (1− p)2, P{X1 =
1, X2 = 0} + P{X1 = 0, X2 = 1} = 2p(1 − p). Tikrinama hipotez
e H : π1 = p2, π2 =
(1 − p)2, π3 = 2p(1 − p). �iuo atveju k = 3, s = 1. Tikimyb
es p DT i�vertinio realizacija
p̂ = 0, 5126. Statistika X2

n(p̂) i�gijo reik²m¦ 0,1159 ir pva = P{χ2
1 > 0, 1159} = 0, 7335;

duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. b) Jeigu tartume, kad berniuko ir mergait
es
gimimo tikimyb
e vienoda ir lygi 1/2, tai jokiu� parametru� vertinti nereikia. Statistika X2

n

i�gijo reik²m¦ 2,6723 ir pva = P{χ2
2 > 2, 6723} = 0, 2629; duomenys neprie²tarauja ir ²iai

hipotezei.

III.1.12. Statistika X2
n, turinti asimptotini� chi kvadrato skirstini� su 4 laisv
es laips-

niais, i�gijo reik²m¦ 0,6122 ir pva = P{χ2
4 > 0, 6122} = 0, 9617; duomenys neprie²tarauja

i²keltai hipotezei. Nurodymas. I�rodykite ir pasiremkite tokiu faktu: esant teisingai
hipotezei imties (X1, ..., Xn)T s¡lyginis skirstinys, kai suma S = X1 + ...+Xn �ksuota,
yra polinominis Pn(S,π0), π0 = (1/n, ..., 1/n)T .

III.1.13. Parametro λ DT i�vertinio realizacija yra λ̂ = 3, 8666. Statistika X2
n(λ̂) i�gijo

reik²m¦ 13,0146 ir pva = P{χ2
10 > 13, 0146} = 0, 2229; duomenys neprie²tarauja i²keltai

hipotezei. Skai£iuojant statistikos reik²m¦ du paskutinieji intervalai buvo sujungti.

III.1.14. Parametro σ2 DT i�vertis yra σ̂2 = 1581, 65. Statistika X2
n(σ̂2) i�gijo reik²m¦

2,6931 ir pva = P{χ2
7 > 2, 6931} = 0, 9119; duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

Skai£iuojant statistikos reik²m¦ du paskutinieji intervalai buvo sujungti.

III.1.15. Parametro θ DT i�vertis yra θ̂ = 878, 4. Statistika X2
n(θ̂) i�gijo reik²m¦

4,0477 ir pva = P{χ2
8 > 4, 0477} = 0, 8528; duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

Skai£iuojant statistikos reik²m¦ trys paskutinieji intervalai buvo sujungti.

III.1.16. Parametru� i�ver£iai µ̂ = 96, 16◦, θ̂ = 0, 6854; statistikos Rn(µ̂, θ̂) ir X2
n(µ̂, θ̂)

i�gijo reik²mes 9,960 ir 10,175; atitinkamos asimptotin
es P reik²m
es pva = 0, 354 ir pva =
0, 337. Hipotez
e neatmetama.

III.1.17. Parametru� i�ver£iai µ̂ = 180, 8◦, θ̂ = 0, 2047; statistikos Rn(µ̂, θ̂) ir X2
n(µ̂, θ̂)

i�gijo reik²mes 24,858 ir 24,641; atitinkamos asimptotin
es P reik²m
es pva = 0, 0519 ir
pva = 0, 0550. Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi hipotez
e neatmetama.
Turint omenyje toki� dideli� steb
ejimu� skai£iu�, matyt, galima daryti i²vad¡, kad tokio tipo
duomenims apra²yti Mizeso modelis yra tinkamas.

III.1.18. Tikriname sud
etin¦ suderinamumo hipotez¦

H0 : F (x) ∈ F0 = {F (x;θ),θ ∈ Θ} ∈ F ,

kad paprastosios imties X = (X1, ..., Xn)T elemento Xj pasiskirstymo funkcija priklau-
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so aibei F0, sudarytai i² ºinomo pavidalo pasiskirstymo funkciju� F (x;θ) priklausan£iu�
nuo neºinomo parametro θ = (θ1, ..., θs)

T . Taikant χ2 suderinamumo kriteriju� abscisiu�
a²is sudalijama i� intervalus −∞ = a0 < a1 < ... < ak = ∞, k > s + 1, ir gaunama
maºiau informatyvi grupuotoji imtis U = (U1, ..., Uk)T ∼ Pk(n,π). Vietoje hipotez
es
H0 tikrinama hipotez
e

H ′0 : π = π(θ), π(θ) = (π1(θ), ..., πk(θ))T , πi(θ) = F0(ai;θ)− F0(ai−1;θ).

Tikrinant ²i¡ hipotez¦ Pirsono χ2 kriterijus (ºr. III.1.10 pratim¡) turi tam tikru�
tru	kumu�. Pirma, nagrin
ejant statistikos asimptotik¡ [4], 2.2.1 teoremoje buvo laikoma,
kad grupavimo intervalu� galai nepriklauso nuo imties. Ta£iau prakti²kai grupavimo in-
tervalai parenkami atsiºvelgiant i� imties rezultatus. Antra, parametro θ i�vertini� reikia
rasti DT ar χ2 minimumo metodu pagal grupuotus duomenis. Gautieji i�vertiniai n
era
optimalu	s, nes naudoja maºiau informatyvi¡ grupuot¡j¡ imti�. Naudotis asimptoti²kai
optimaliais i�vertiniais, gautais pagal pradin¦ negrupuot¡ imti�, negalima, nes tada statis-
tikos asimptotinis skirstinys priklauso ir nuo skirstinio pavidalo, ir nuo parametro.

�iu� tru	kumu� neturi modi�kuotasis χ2 kriterijus. Sudarant jo statistik¡ naudojami
parametro θ DT i�vertiniai, gauti pagal pradin¦ imti�, o grupavimo intervalo galai gali
tam tikru bu	du priklausyti nuo imties.

Kriterijaus statistika Y 2
n , kai n → ∞ ir H ′0 teisinga, asimptoti²kai turi χ2 skirstini�

(ºr. [4], 2.3 skyreli�)

Y 2
n = X2

n(θ̂) +Qn
d→ χ2

k−1.

Atkreipsime d
emesi�, kad laisv
es laipsniu� skai£ius n
era maºinamas i�vertintu� parametru�
skai£iumi s. Statistika Y 2

n yra suma dvieju� kvadratiniu� formu�: pirmoji X2
n(θ̂) yra Pirsono

statistika, o kvadratin
e forma Qn parinkta taip, kad Y 2
n asimptotinis skirstinys bu	tu� χ2

skirstinys su k − 1 laisv
es laipsniu�.
Modi�kuoto χ2 kriterijaus taikymas tikrinant hipotez¦ apie stebimo a. d. normalum¡

detaliai iliustruojamas [4], 2.3.3 skyrelio 2.3.2 ir 2.3.3 pavyzdºiuose.
Pagal turimus duomenis parametru� µ ir σ DT i�ver£iai yra µ̂ = X̄ = 324, 57 ir σ̂ =

20, 8342. Parenkame k = 8 intervalus. Tada X2
n = 8, 0, Qn = 2, 8302, Y 2

n = 10, 8302 ir
pva = P{χ2

7 > 10, 8302} = 0, 1462. Hipotez
e neatmetama.

III.1.19. Per
ej¦ prie logaritmu� Yi = ln(Xi) gauname DT i�ver£ius µ̂ = Ȳ = 2, 4589
ir σ̂ = 0, 9529. Parenkame k = 10 intervalu�. Tada X2

n = 4, 1333, Qn = 1, 0668, Y 2
n =

5, 2001 ir pva = P{χ2
9 > 5, 2001} = 0, 8165. Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

III.1.20. Neatsiºvelgiant i� duomenu� apvalinim¡ gaunama X2
n = 4, 160, Qn = 0, 172,

Y 2
n = 4, 332 ir pva = P{χ2

7 > 4, 332} = 0, 741. Duomenys neprie²tarauja i²keltai
hipotezei. Atlik¦ korekcij¡ atsiºvelgdami i� duomenu� apvalinim¡, gauname X

′2
n = 3, 731,

Q′n = 0, 952, Y
′2
n = 4, 683 ir pv′a = P{χ2

7 > 4, 683} = 0, 699. Duomenys neprie²tarauja
i²keltai hipotezei. Reikia paºym
eti, kad P reik²m
es pv ir pv′ gerokai skiriasi. Nurodymas.

Kadangi duomenys suapvalinti iki sveiku�ju� skai£iu�, tai gautuosius intervalu� galus ai reikia
pastumti iki artimiausiu� m ± 0, 5 pavidalo r
eºiu� (m � sveikasis skai£ius) ir apskai£iuoti
statistikos reik²m¦ naudojant naujai gautus r
eºius a′i.

III.1.21. Tegu turime dvi sistemas {A1, ..., As} ir {B1, ..., Br} nesutaikomu�, suda-
ran£iu� pilnas i�vykiu� grupes atsitiktiniu� i�vykiu�. Tegu Uij yra i�vykio Ai

⋂
Bj pasirodymu�

skai£ius. Atsitiktinis vektorius

U = (U11, ..., U1r, U21, ..., U2r, ..., Us1, ..., Usr)
T
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turi polinomini� skirstini�

U ∼ Ps×r(n,π), π = (π11, ..., πsr)
T ,

∑
i

∑
j

πij = 1.

Dvieju� atsitiktiniu� i�vykiu� sistemu� nepriklausomumo hipotez
e

H ′0 : πij = P{Ai
⋂
Bj} = P{Ai}P{Bj} = πi.π.j , i = 1, ..., s, j = 1, ..., r.

Jei hipotez
e H ′0 teisinga, tai turime sud
etin
es hipotez
es atveji� (ºr. III.1.10 pratim¡),
kai polinominio skirstinio tikimyb
es πij yra dimensijos s+ r − 2 parametro

θ = (π1., ..., πs−1., π.1, ..., π.r−1)T

funkcijos. Parametro θ elementu� DT i�vertiniai yra

π̂i. =
1

n

r∑
j=1

Uij =
Ui.
n
, π̂.j =

1

n

s∑
i=1

Uij =
U.j
n
.

Gauname, kad jei H ′0 teisinga ir n→∞, tai

X2
n(θ̂n) =

∑
i

∑
j

(Uij − nπ̂i.π̂.j)2

nπ̂i.π̂.j
= n

∑
i

∑
j

U2
ij

Ui.U.j
− 1

 d→ χ2
(r−1)(s−1).

Nepriklausomumo hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

X2
n(θ̂n) > χ2

α((r − 1)(s− 1)).

Pagal turimus duomenis gauname, kad statistika X2
n(θ̂n) i�gijo reik²m¦ 121,286. Hi-

potez
e atmetama.

III.1.22. Statistika X2
n(θ̂n) i�gijo reik²m¦ 3,719 ir pva = P{χ2

4 > 3, 719} = 0, 4454;
duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

III.1.23. Tegu yra s nepriklausomu� objektu� grupiu�; i-osios grup
es objektu� skai£ius
ni, i = 1, ..., s. Tegu {B1, ..., Br} yra pilna nesutaikomu� atsitiktiniu� i�vykiu� aib
e. Stebint
bet kuri� objektu� ºinoma, kuris i² i�vykiu� B1, ..., Br i�vyko. Paºym
ekime Uij skai£iu� i-
osios grup
es objektu�, kuriuos stebint i�vyko i�vykis Bj . Tada atsitiktinis vektorius U i =
(Ui1, Ui2, ..., Uir) ∼ Pr(ni, (πi1), ..., πir), i = 1, ..., s; £ia πij tikimyb
e i�vykti i�vykiui Bj ,
kai objektas yra i² i-osios grup
es.

Homogeni²kumo hipotez
e

H ′0 : π1j = π2j = ... = πsj = πj , j = 1, ..., r,

rei²kia, kad i�vykio Bj tikimyb
e yra ta pati visu� grupiu� objektams.
Turime sud
etin
es hipotez
es atveji� (ºr. III.1.10 pratim¡), kai polinominiu� skirstiniu�

tikimyb
es πij yra parametro θ = (π1, ..., πr−1)T funkcijos. DT i�vertiniai yra π̂j = U.j =∑
i Uij/n, n = n1 + ...+ ns. Jeigu H ′0 teisinga ir ni →∞, i = 1, ..., s, tai

X2
n(θ̂n) =

∑
i

∑
j

(Uij − niπ̂j)2

niπ̂j
= n

∑
i

∑
j

U2
ij

niU.j
− 1

 d→ χ2
(r−1)(s−1).
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Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

X2
n(θ̂n) > χ2

α((r − 1)(s− 1)).

Atkreipsime d
emesi�, kad statistika ir kritin
e sritis yra tokia pat, kaip ir III.1.21 pratime,
nors sprendºiamas visai kitas uºdavinys.

Pagal turimus duomenis statistika X2
n(θ̂n) i�gijo reik²m¦ 2,0771 ir pva = P{χ2

3 >
2, 0771} = 0, 5566; duomenys neprie²tarauja i²keltajai hipotezei.

III.1.24. Tegu (Xi1, ..., Xini)
T , i = 1, ..., s, yra s paprastu�ju� nepriklausomu� im£iu� ir

Fi(x) yra a. d. Xij pasiskirstymo funkcija. Tada homogeni²kumo hipotez
e:

H0 : F1(x) ≡ F2(x) ≡ ... ≡ Fs(x).

Sudalin¦ abscisiu� a²i� i� intervalus −∞ = a0 < a1 < ... < ar = ∞, gauname situacij¡,
apra²yt¡ III.1.23 pratime: objektus atitinka im£iu� elementai, o i�vykis Bj rei²kia pate-
kim¡ i� j-¡ji� interval¡. Vietoje hipotez
es H0 tikriname hipotez¦ H ′0 : π1j = ... = πsj = πj ,
j = 1, ..., r. Atmetus hipotez¦ H ′0 natu	ralu atmesti ir hipotez¦ H0.

Pagal turimus duomenis gauname, kad statistika X2
n(θ̂) i�gijo reik²m¦ 75,035 (trys

paskutinieji intervalai sujungti) ir pva = P{χ2
7 > 75, 035} < 10−12; hipotez
e atmetama.

III.1.25. Tarkime, kad III.1.24 pratimo s¡lygomis tikrinama siauresn
e homogeni²-
kumo hipotez
e

H0 : F1(x) ≡ F2(x) ≡ ... ≡ Fs(x) ≡ F0(x),

kurioje tvirtinama ne tik kad pasiskirstymo funkcijos F(x), ..., Fs(x) yra vienodos, bet ir
kad jos sutampa su ºinoma pasiskirstymo funkcija F0(x). Per
ej¦ prie grupuotu�ju� im£iu�
vietoje hipotez
es H0 tikriname paprast¡j¡ hipotez¦

H ′0 : π1j = ... = πsj = π
(0)
j , π

(0)
j = F0(aj)− F0(aj−1).

Kriterijaus statistika

X2
n =

s∑
i=1

r∑
j=1

(Uij − niπ(0)
j )2

niπ
(0)
j

=

s∑
i=1

 r∑
j=1

(Uij)
2

niπ
(0)
j

− ni

 .
Jeigu H ′0 teisinga ir ni → ∞, tai vidin
e suma art
eja i� χ2 skirstini� su r − 1 laisv
es

laipsniu�, o X2
n

d→ χ2
s(r−1). Hipotez
e H ′0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens

α kriterijumi, kai
X2
n > χ2

α(s(r − 1)).

Pagal turimus duomenis gauname, kad statistika X2
n i�gijo reik²m¦ 18,032 ir pva =

P{χ2
22 > 18, 032} = 0, 704.

III.1.26. a) Kiekvienoje imtyje i�vertiname parametr¡ λ, apskai£iuojame statistiku�
X2
ni(λ̂i) reik²mes ir jas sudedame. Gauname statistikos, kuri esant teisingai hipotezei

asimptoti²kai turi chi kvadrato skirstini� su 4 laisv
es laipsniais, realizacij¡. Gautoji
reik²m
e yra 2,5659 ir pva = P{χ2

4 > 2, 5659} = 0, 6329. Hipotez¦ atmesti n
era pag-
rindo; b) i�vertiname parametr¡ λ pagal jungtin¦ imti� ir gauname λ̂ = 0, 2494. Ap-
skai£iuojame statistiku� Xni(λ̂) reik²mes ir jas sudedame; gauname 10,2317. Kadangi
pva = P{χ2

7 > 10, 2317} = 0, 1758, tai ir ²i hipotez
e neatmetama. Skai£iuojant du
paskutinieji intervalai buvo sujungti.



256 III. NEPARAMETRIN 
E STATISTIKA

III.2. Glod	us Neimano ir Bartono kriterijai

III.2.1. Paprastoji suderinamumo hipotez
e

III.2.1. Remiantis paprast¡ja imtimi X = (X1, ..., Xn)T tikrinama paprastoji sude-
rinamumo hipotez
e

H0 : Xi ∼ F0(x);

£ia F0(x) ºinoma absoliu£iai tolydi pasiskirstymo funkcija su tankiu f0(x) = F ′0(x), kai
sud
etin
e alternatyva yra H : Xi ∼ F (x) ∈ F ; £ia F yra absoliu£iai tolydºiu� skirstiniu�
aib
e su tankiais f(x) = F ′(x).

a) Atlikus integralin¦ transformacij¡ Yi = F0(Xi), i = 1, ..., n, hipotez
e H0 pereina
i� toki¡. Remiantis paprast¡ja imtimi Y1, ..., Yn tikrinama hipotez
e H0 : Yi ∼ U(0, 1).
Kaip transformuojama alternatyvu� aib
e F?

b) Tegu tikrinama paprastoji hipotez
e H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai alternatyvu� aib
e yra
H : Yi ∼ g(y) ∈ G; £ia G yra intervale (0, 1) apibr
eºtu� tankiu� g(y), 0 < y < 1, aib
e.
Atlikime transformacij¡ Xi = F−1

0 (Yi). Tada hipotez
e H0 virsta paprast¡ja hipoteze
H0 : Xi ∼ F0(x). Kaip tokiu atveju transformuojasi alternatyvu� aib
e G?

III.2.2. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� X = (X1, ..., Xn)T tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotez
e H0 : Xi ∼ E(1), kai alternatyvu� aib
e yra {E(λ), λ 6= 1, λ > 0}.
Raskite alternatyvu� aib¦ G, kai atlikta a. d. X1, ..., Xn transformacija Yi = 1− e−Xi .

III.2.3. (III.2.1 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad atlik¦ transformacij¡ Yi = F0(Xi)
gavome alternatyvu� aib¦ {Be(λ, 1), λ 6= 1, λ > 0}. Kokia yra pradinio uºdavinio
alternatyvu� aib
e F , jei F0(x) = 1− e−x?

III.2.4. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotez
e H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai Neimano tipo alternatyviu� tankiu� aib
e
yra G = {g(y|θ) = 1

c(θ) exp{θ(y−1/2)}, 0 < y < 1, θ > 0}. Raskite TG kriteriju� hipotezei
H0, kai alternatyva yra H : Yi ∼ g ∈ G, tikrinti. Naudodami normali¡j¡ aproksimacij¡
suformuluokite asimptotini� kriteriju�.

III.2.5. (III.2.4 pratimo t¦sinys). Raskite III.2.4 pratime surasto kriterijaus statis-
tikos asimptotini� skirstini�, kai teisinga alternatyva. Naudodami normali¡j¡ aproksimacij¡
raskite asimptotinio reik²mingumo lygmens α kriterijaus galios funkcij¡.

III.2.6. (III.2.5 pratimo t¦sinys). Apskai£iuokite asimptotin¦ reik²mingumo lyg-
mens α = 0, 05 kriterijaus gali¡, kai a) n = 50; θ = 1, 2; 1, 5; 2; 3; b) θ = 0, 5;n =
50; 100; 200.

III.2.7. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotez
e H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai Neimano tipo alternatyviu� tankiu� aib
e
yra G = {g(y|θ) = 1

c(θ) exp{θ(y − 1/2)2}, 0 < y < 1, θ > 0}. Raskite TG kriteriju�
hipotezei H0, kai alternatyva yra H : Yi ∼ g ∈ G, tikrinti. Naudodami normali¡j¡
aproksimacij¡ suformuluokite asimptotini� kriteriju�.

III.2.8. (III.2.7 pratimo t¦sinys). Raskite III.2.7 pratime surasto kriterijaus statis-
tikos asimptotini� skirstini�, kai teisinga alternatyva. Naudodami normali¡j¡ aproksimacij¡
raskite asimptotinio reik²mingumo lygmens α kriterijaus galios funkcij¡.

III.2.9. (III.2.8 pratimo t¦sinys). Apskai£iuokite asimptotin¦ reik²mingumo lyg-
mens α = 0, 05 kriterijaus gali¡, kai a) n = 50; θ = 1, 2; 1, 5; 2; 3; b) θ = 1, 0;n =
50; 100; 200.
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III.2.10. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotez
e H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai alternatyviu� tankiu� aib
e yra G =
{g(y|γ) = γ(1 − y)γ−1, 0 < y < 1, γ > 1}. Raskite TG kriteriju� hipotezei H0, kai
alternatyva yra H : Yi ∼ g ∈ G, tikrinti ir jo galios funkcij¡.

III.2.11. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama papras-
toji suderinamumo hipotez
e H0 : Xi ∼ U(0, 1), kai alternatyviu� tankiu� aib
e yra
G = {g(y|γ) = γ(1 − y)γ−1, 0 < y < 1, 0 < γ < 1}. Raskite TG kriteriju� hipotezei
H0, kai alternatyva yra H : Yi ∼ g ∈ G, tikrinti ir jo galios funkcij¡.

III.2.12. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotez
e H0 : Xi ∼ U(0, 1), kai alternatyviu� tankiu� aib
e yra 1) G =
{g(y|γ) = γyγ−1, 0 < y < 1, 0 < γ < 1}; 2) G = {g(y|γ) = γyγ−1, 0 < y < 1, 1 < γ}.
Raskite TG kriterijus ir ju� galios funkcijas.

III.2.2. Sud
etin
es suderinamumo hipotez
es

III.2.13. Raskite modi�kuotojo Neimano ir Bartono tipo (2 parametrai) asimptotini�
kriteriju� eksponenti²kumo hipotezei H0 : Xi ∼ E(1/λ), λ > 0 tikrinti.

III.2.14. Raskite modi�kuot¡ji� asimptotini� kriteriju�, grindºiam¡ beta skirstiniu,
eksponenti²kumo hipotezei H0 : Xi ∼ E(1/λ), λ > 0 tikrinti.

III.2.15. (III.2.13 ir III.2.14 pratimu� t¦sinys). Remdamiesi III.2.13 ir III.2.14
pratimuose rastais kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad pateiktieji duomenys gauti stebint
eksponentini� a. d.

5,017 0,146 6,474 13,291 5,126 8,934 10,971 7,863 5,492 13,930 12,708 7,329 5,408 6,808
0,923 4,679 2,242 4,120 12,080 2,502 16,182 6,592 2,653 4,252 8,609 10,419 2,173 3,321
4,086 11,667 19,474 11,067 11,503 2,284 0,926 2,065 4,703 3,744 5,286 5,497 4,881 0,529
10,397 30,621 5,193 7,901 10,220 16,806 10,672 4,209 5,699 20,952 12,542 7,316 0,272
4,380 9,699 9,466 7,928 13,086 8,871 13,000 16,132 9,950 8,449 8,301 16,127 22,698 4,335

III.2.16. Modi�kuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirstiniu grindºiamais
kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad II.1.18 pratimo duomenys gauti stebint normalu�ji�
a. d.

III.2.17. Modi�kuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirstiniu grindºiamais
kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad II.1.20 pratimo duomenys gauti stebint normalu�ji�
a. d.

III.2.18. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint normalu�ji�
a. d., ir, taikydami [4], 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipotez¦, kad buvo sumode-
liuotas a) normalusis a. d.; b) logistinis a. d.; c) Ko²i a. d.

III.2.19. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint lognor-
malu�ji� a. d., ir, taikydami [4], 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipotez¦, kad buvo
sumodeliuotas a) lognormalusis a. d.; b) loglogistinis a. d.

III.2.20. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint Ko²i a. d.,
ir, taikydami [4], 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipotez¦, kad buvo sumodeliuotas
a) normalusis a. d.; b) logistinis a. d.; c) Ko²i a. d.

III.2.21. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint Veibulo a. d.,
ir, taikydami [4], 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipotez¦, kad buvo sumodeliuotas
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a) Veibulo a. d.; b) lognormalusis a. d.; c) maksimaliu� reik²miu� a. d.

III.2.3. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

III.2.1 skyrelis

III.2.1. a) Tegu Xi ∼ F (x). Tada remdamiesi transformacija Yi = F0(Xi) ir atvirk²-
tine transformacija Xi = F−1

0 (Yi) gauname a. d. Yi pasiskirstymo funkcij¡

G(y) = P{Yi < y} = P{F0(Xi) < y} = P{Xi < F−1
0 (y)} = F (F−1

0 (y))

ir tankio funkcij¡

g(y) = G′(y) = f(F−1
0 (y))[F−1

0 (y)]′ =
f(F−1

0 (y))

f0(F−1
0 (y))

, 0 < y < 1.

b) Remdamiesi transformacija x = F−1
0 (y) ir atvirk²tine transformacija y = F0(x),

gauname tankio funkcij¡

f(x) = g(F0(x))d(F0(x)) = g(F0(x))f0(x), g ∈ G.

III.2.2. Remdamiesi III.2.1 pratimu gauname tankio funkcij¡

g(y) = λ(1− y)λ−1, 0 < y < 1, λ 6= 1, λ > 0.

Taigi G = {Be(∞, λ), λ 6=∞, λ > ′}.

III.2.3. Remdamiesi III.2.1 pratimu gauname, kad alternatyvu� aib¦ F sudaro
tankiai f(x) = g(F0(x))f0(x) = λe−x(1−e−x)λ−1, x > 0, λ 6= 1. Jeigu a. d. Yi pakeistume
a. d Zi = 1− Yi, tai alternatyvu� aib
e bu	tu� kaip III.2.2 pratime {E(λ), λ 6= 1, λ > 0}.

III.2.4. Parinkime konkre£i¡ alternatyv¡ g(y|θ) i² alternatyvu� aib
es G. Tikrinkime
paprast¡j¡ hipotez¦ H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai paprastoji alternatyva yra H̄ : Yi ∼ g(y|θ), i =
1, ..., n. Remiantis Neimano ir Pirsono lema hipotez
e atmetama, kai∏n

i=1 g(Yi|θ)
1

=
1

[c(θ)]n
exp{θ

n∑
i=1

(Yi − 1/2)} > b ⇔ T =

n∑
i=1

(Yi − 1/2) > d.

Konstanta d randama i² s¡lygos, kad esant teisingai hipotezei P{T > d} = α; £ia α kri-
terijaus reik²mingumo lygmuo. Kadangi surastas kriterijus nepriklauso nuo pasirinktos
alternatyvos, tai jis yra TG su visomis alternatyvomis i² G.

Randame EYi = ET = 0, V Yi = 1/12,V T = n/12 ir

2
√

3√
n
T =

2
√

3√
n

n∑
i=1

(Yi −
1

2
)
d→ Z ∼ N(0, 1).

Asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi hipotez
e H0 atmetama, kai

2
√

3√
n

n∑
i=1

(Yi −
1

2
) > zα.
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III.2.5. Paºym
ekime µ(θ) = Eθ(Yi − 1/2) ir σ2(θ) = V θ(Yi − 1/2). Jeigu θ tikroji
parametro reik²m
e, tai

T (θ) = (1/(σ(θ)
√
n))

n∑
i=1

(Yi − 1/2− µ(θ))
d→ Z ∼ N(0, 1).

Asimptotin
e reik²mingumo lygmens α kriterijaus galia

β(θ) = Pθ{
2
√

3√
n

n∑
i=1

(Yi −
1

2
) > zα} =

Pθ{T (θ) >
zα

2
√

3σ(θ)
− µ(θ)

√
n

σ(θ)
} = Φ(

√
nµ(θ)

σ(θ)
− zα√

12σ(θ)
).

Reikia dar rasti µ(θ) ir σ(θ). Randame normuojan£i¡ konstant¡ c(θ) = (eθ/2 −
e−θ/2)/θ. Tada

µ(θ) = [ln c(θ)]′θ = [eθ(θ − 2) + θ + 2]/(2θ(eθ − 1));

σ2(θ) = [ln c(θ)]′′θ2 = eθ(eθ + e−θ − θ2 − 2)/(θ(eθ − 1))2.

III.2.6. a) 0,7807; 0,9164; 0,9919; 1,000; b) 0,6451; 0,8897; 0,9925.

III.2.7. Parinkime konkre£i¡ alternatyv¡ g(y|θ) i² alternatyvu� aib
es G. Tikrinkime
paprast¡j¡ hipotez¦ H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai paprastoji alternatyva yra H̄ : Yi ∼ g(y|θ), i =
1, ..., n. Remiantis Neimano ir Pirsono lema hipotez
e atmetama, kai∏n

i=1 g(Yi|θ)
1

=
1

[c(θ)]n
exp{θ

n∑
i=1

(Yi − 1/2)2} > b ⇔ T =

n∑
i=1

(Yi − 1/2)2 > d.

Konstanta d randama i² s¡lygos, kad esant teisingai hipotezei P{T > d} = α; £ia α kri-
terijaus reik²mingumo lygmuo. Kadangi surastas kriterijus nepriklauso nuo pasirinktos
alternatyvos, tai jis yra TG su visomis alternatyvomis i² G.

Kai hipotez
e teisinga, tai E(Yi − 1/2)2 = 1/12, V (Yi − 1/2)2 = 1/180 ir

6
√

5√
n

n∑
i=1

[(Yi −
1

2
)2 − 1

12
]
d→ Z ∼ N(0, 1).

Asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi hipotez
e H0 atmetama, kai

6
√

5√
n

n∑
i=1

[(Yi −
1

2
)2 − 1

12
] > zα.

III.2.8. Paºym
ekime µ(θ) = Eθ(Yi − 1/2)2 ir σ2(θ) = V θ(Yi − 1/2)2. Jeigu θ tikroji
parametro reik²m
e, tai

T (θ) =
1√
nσ(θ)

n∑
i=1

[(Yi − 1/2)2 − µ(θ)]
d→ Z ∼ N(0, 1).
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Asimptotin
e kriterijaus galia

β(θ) = Φ

(√
n(µ(θ)− 1/12)

σ(θ)
− zα

(6
√

5σ(θ))

)
.

Normuojanti konstanta c(θ) =
∫ 1

0
exp{θ(x−1/2)2}dx, c′(θ) =

∫ 1

0
(x−1/2)2 exp{θ(x−

1/2)2}dx, c′′(θ) =
∫ 1

0
(x − 1/2)4 exp{θ(x − 1/2)2}dx. Tada µ(θ) = c′(θ)/c(θ), σ2(θ) =

c′′(θ)/c(θ)− [c′(θ)/c(θ)]2. Kai θ ºinomas, integralus galima apskai£iuoti skaitiniais meto-
dais.

III.2.9. a) 0,1668; 0,2122; 0,3016; 0,5148; b) 0,1403; 0,1950; 0,2912.

III.2.10. Parinkime konkre£i¡ alternatyv¡ g(y|θ) i² alternatyvu� aib
es G. Tikrinkime
paprast¡j¡ hipotez¦ H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai paprastoji alternatyva yra H̄ : Yi ∼ g(y|θ), i =
1, ..., n. Remiantis Neimano ir Pirsono lema hipotez
e atmetama, kai∏n

i=1 g(Yi|γ)

1
= γn

n∏
i=1

(1− Yi)γ−1 = exp{(γ − 1)

n∑
i=1

ln(1− Yi) + n ln γ} > c ⇔

T =

n∑
i=1

ln(1− Yi) > d.

Konstanta d randama i² s¡lygos, kad esant teisingai hipotezei P{T > d} = α; £ia α kri-
terijaus reik²mingumo lygmuo. Kadangi surastas kriterijus nepriklauso nuo pasirinktos
alternatyvos, tai jis yra TG su visomis alternatyvomis i² G.

Esant teisingai hipotezei − ln(1−Yi) ∼ G(1, 1),−2 ln(1−Yi) ∼ χ2(2), tod
el surast¡ji�
TG kriteriju� galima suformuluoti taip: hipotez
e atmetama, kai

−2T = −2

n∑
i=1

ln(1− Yi) < χ2
1−α(2n).

Kai teisinga alternatyva g(y|γ), tai −2 ln(1 − Yi) ∼ G(γ, 1),−2γ ln(1 − Yi) ∼ χ2(2).
Kriterijaus galios funkcija

β(γ) = Pγ{−2

n∑
i=1

ln(1− Yi) < χ2
1−α(2n)} = P{χ2

2n < γχ2
1−α(2n)}

art
eja prie vieneto, kai γ →∞.

III.2.11. Analogi²kai III.2.10 pratimui reik²mingumo lygmens α TG kriterijus at-
meta hipotez¦H0, kai T = −2

∑n
i=1 ln(1−Yi) > χ2

α(2n). Galios funkcija β(γ) = P{χ2
2n >

γχ2
α(2n)} → 1, kai γ → 0.

III.2.12. Atlik¦ keitim¡ Zi = 1−Yi gauname III.2.10, III.2.11 pratimu� alternatyvu�
²eimas.

III.2.2 skyrelis

III.2.13. Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
T = (T 2

1 − 2ρT1T2 + T 2
2 )/(1 − ρ2) > χ2

α(2), £ia T1 = 4
√

3
∑n
i=1(Yi − 1/2)/

√
n,, T2 =
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6
√

5
∑n
i=1[6(Y1 − 1/2)2 − 1/2]/

√
31n, Yi = 1− exp(−Xi/X̄), ρ = −0, 6956. Nurodymas.

Pakartokite [4], 3.4.2 ir 3.4.3 teoremu� i�rodymus, kai yra eksponentinis skirstinys (vienas
mastelio parametras).

III.2.14. Statistikos T̂2 =
∑
i(ln(1−Yi)+1)/

√
n skirstinys i²sigim¦s. Tod
el kriteriju�

sudarome naudodami tik statistik¡ T̂1 =
∑
i lnYi + 1/

√
nσ11, σ11 = π2(12 − π2)/36.

Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai T̂ 2
1 > χ2

α(1).

III.2.15. Statistikos T ir T̂ 2
1 i�gijo reik²mes 11,80085 ir 7,1079; atitinkamos P reik²m
es

0,0027 ir 0,0077. Hipotez
e atmestina.

III.2.16. Statistikos T ir T̃ i�gijo reik²mes 0,2714 ir 0,4506; atitinkamos P reik²m
es
0,8731 ir 0,7983. Hipotez
e neatmetama.

III.2.17. Statistikos T ir T̃ i�gijo reik²mes 0,2714 ir 0,4506; atitinkamos P reik²m
es
0,8731 ir 0,7983. Hipotez
e neatmetama.

III.3. Kriterijai, grindºiami empiriniais procesais

III.3.1. Pratimai

III.3.1. Remiantis paprast¡ja imtimi X = (X1, ..., Zn)T , gauta stebint a. d. X, ku-
rio pasiskirstymo funkcija priklauso tolydºiu�ju� skirstiniu� ²eimai F , tikrinama paprastoji
hipotez
e

H0 : F (x) ≡ F0(x);

£ia F0(x) ºinoma ²eimos F pasiskirstymo funkcija. Tegu F̂n(x) yra empirin
e pasiskirsty-
mo funkcija.

I�rodykite, kad jei H0 teisinga, tai Kolmogorovo ir Smirnovo statistikos

Dn = sup
−∞<x<∞

|F̂n(x)− F0(x)|,

Kramerio ir Mizeso statistikos

Cn =

∫ ∞
−∞

(F̂n(x)− F0(x))2d(F0(x)),

Anderseno ir Darlingo statistikos

An =

∫ ∞
−∞

(F̂n(x)− F0(x))2

F0(x)(1− F0(x))
d(F0(x))

skirstiniai nepriklauso nuo F0(x), o priklauso tik nuo imties didumo n.

III.3.2. (III.3.1 pratimo t¦sinys). Tegu Yi = F0(Xi), i = 1, ..., n. I�rodykite, kad
Kolmogorovo ir Smirnovo statistikos realizacija gali bu	ti surasta tokiu bu	du

Dn = max(D+
n , D

−
n ),

D+
n = max 1 ≤ i ≤ n(

i

n
− Y(i)), D−n = max 1 ≤ i ≤ n(Y(i) −

i− 1

n
).
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III.3.3. (III.3.1 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad Kramerio ir Mizeso statistikos Cn
bei Anderseno ir Darlingo statistikos An realizacijos gali bu	ti surastos tokiu bu	du

nCn =
1

12n
+

n∑
i=1

(Y(i) −
2i− 1

2n
)2,

nAn = −n− 1

n

n∑
i=1

(2i− 1)[ln(Y(i)) + ln(1− Y(n−i+1))].

III.3.4. Jeigu hipotez
e H0 (ºr. III.3.1 pratim¡) teisinga ir n→∞, tai

nCn
d→ C =

∫ 1

0

B2(t)dt, nAn
d→ A =

∫ 1

0

B2(t)

t(1− t)
dt,

£ia B(t) yra intervalo [0, 1] Brauno tiltas (ºr. [4], 8.2.3 skyreli�). Raskite a. d. C ir A
pirmuosius du momentus.

III.3.5. (III.3.4 pratimo t¦sinys). Raskite statistiku� nCn ir nAn pirmuosius du
momentus.

III.3.6. Turime didumo n imti�, gaut¡ stebint tolydu�ji� a. d. su pasiskirstymo funkcija
F (x). Nurodykite sriti�, i� kuri¡ pasiskirstymo funkcija F (x) patenka su tikimybe, ne
maºesne uº Q.

III.3.7. Tarkime, X yra diskretus a. d., kurio galimos reik²m
es 0, 1, 2...., o ju� i�gijimo
tikimyb
es pk = P{X = k}, k = 0, 1, .... I�rodykite, kad a. d.

Z =

X−1∑
k=0

pk + pXY,

−1∑
i=1

= 0,

yra tolygiai pasiskirst¦s intervale (0, 1), kai Y ∼ U(0, 1) ir nepriklauso nuo X.
III.3.8. (III.3.7 pratimo t¦sinys). Tarkime, X1, ..., Xn yra paprastoji imtis diskre-

£iojo a. d. X, o F̂n(x) � empirin
e pasiskirstymo funkcija. Reikia patikrinti hipotez¦
H : E(F̂n(x)) = F0(x), |x| < ∞; £ia F0(x) � visi²kai nusakyta diskre£ioji pasiskirstymo
funkcija. Remdamiesi III.3.7 pratimu sukonstruokite randomizuotus Kolmogorovo ir
Smirnovo, Kramerio ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriteriju� analogus hipotezei H0

tikrinti.

III.3.9. (III.3.8 pratimo t¦sinys). Remdamiesi III.3.8 pratime aptartu kriterijumi
atlikite III.1.3 pratimo uºduoti�.

III.3.10. (III.3.8 pratimo t¦sinys). Remdamiesi III.3.8 pratime aptartu kriterijumi
atlikite III.1.1 pratimo uºduoti�.

III.3.11. Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno
ir Darlingo kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad II.1.18 pratimo imtis gauta stebint
a) normalu�ji� a. d., kai jo parametrais imame DT i�vertiniu� µ̂ ir σ̂2 realizacijas, b) normalu�ji�
a. d.

III.3.12. Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Ander-
seno ir Darlingo kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad II.1.19 pratimo imtis gauta ste-
bint a) lognormalu�ji� a. d., kai jo parametrais imame DT i�vertiniu� µ̂ ir σ̂ realizacijas,
b) lognormalu�ji� a. d.
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III.3.13. Kontroliuojant stakliu� stabilum¡, kiekvien¡ valand¡ paimama 20 gaminiu�
ir remiantis ju� tam tikro parametro matavimo rezultatais apskai£iuojamas nepaslinktasis
dispersijos i�vertinys s2. Lentel
eje pateikta 47 i�vertiniu� realizacijos.

0,1225 0,1764 0,1024 0,1681 0,0841 0,0729 0,1444 0,0900
0,0961 0,1369 0,1521 0,1089 0,1296 0,1225 0,1156 0,1681
0,0676 0,0784 0,1024 0,1156 0,1024 0,0676 0,1225 0,1521
0,1369 0,1444 0,1521 0,1024 0,1089 0,1600 0,0961 0,1600
0,1024 0,1369 0,1089 0,1681 0,1296 0,1521 0,1600 0,0576
0,0784 0,1089 0,1056 0,1444 0,1296 0,1024 0,1369

Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno ir Dar-
lingo kriterijais, patikrinkite hipotez¦, kad prietaisas buvo stabilus (pagal matuojamo
parametro reik²miu� nukrypimus). Laikykite, kad tokiu atveju matuojamasis parametras
pasiskirst¦s pagal normalu�ji� d
esni� su dispersija σ2 = 0, 1090.

III.3.14. Lentel
eje pateikti dvieju� eksperimentu� su mus
emis rezultatai. Pirmame
eksperimente tam tikrais nuodais mus
es veikiamos 30 sekundºiu�, antrame � 60 sekundºiu�.
Paralyºiuojanti� nuodu� poveiki� apibu	dina reakcijos laikas (X1i pirmame ir X2i antrame
eksperimente), pra
ej¦s nuo mus
es s¡ly£io su nuodais iki to momento, kai mus
e nebegali
stov
eti.

i X1i i X1i i X2i i X2i

1 3,1 9 53,1 1 3,3 9 56,7
2 9,4 10 59,4 2 10,0 10 63,3
3 15,6 11 65,6 3 10,7 11 70,0
4 21,9 12 71,9 4 23,3 12 76,7
5 28,1 13 78,1 5 30,0 13 83,3
6 34,4 14 84,4 6 36,7 14 90,0
7 40,6 15 90,6 7 43,3 15 96,7
8 46,9 16 96,9 8 50,0

Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramerio ir Mizeso dvieju� im£iu� kriterijais,
patikrinkite homogeni²kumo hipotez¦.

III.3.15. Sudalinkite II.1.18 pratimo duomenis i� dvi imtis (pirmieji 5 ir likusieji 5
stulpeliai). Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramerio ir Mizeso dvieju� im£iu�
kriterijais, patikrinkite homogeni²kumo hipotez¦.

III.3.16. Sudalinkite II.1.19 pratimo duomenis i� dvi imtis (pirmieji 5 ir likusieji 10
stulpeliu�). Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramerio ir Mizeso dvieju� im£iu�
kriterijais patikrinkite homogeni²kumo hipotez¦.

III.3.2. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

III.3.1. Tegu Yi = (F0(Xi)). Tada Y = (Y1, ..., Yn)T yra paprastoji imtis a. d.
Y ∼ U(0, 1). Paºym
ej¦ Ĝn(y) imties Y empirin¦ pasiskirstymo funkcij¡, gauname

Dn = sup
0≤y≤1

|Ĝn(y)− y|, Cn =

∫ 1

0

(Ĝn(y)− y)2dy,

An =

∫ 1

0

(Ĝn(y)− y)2

y(1− y)
dy.
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Taigi statistiku� Dn, Cn, An skirstiniai nuo F0 nepriklauso.

III.3.2. �r. [4], 4.2.1 teorem¡.

III.3.3. �r. [4], 4.3.1 teorem¡.

III.3.4. EC = 1/6,VC = 1/45; EA = 1,VA = 2π2/3 − 6. Nurodymas. EC =∫ 1

0
E(B2(t))dt, E(C2) = 2

∫ 1

0

∫ t
0

E(B2(t)B2(s))dsdt. Pasinaudokite tuo, kad B(t) ∼
N(0, t(1 − t)), 0 ≤ t ≤ 1; (B(s), B(t))T ∼ N2(0,Σ), σ11 = s(1 − s), σ22 = t(1 − t), σ12 =
s(1− t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

III.3.5. E(nCn) = 1/6,V(nCn) = 1/45− 1/(60n); E(nAn) = 1,V(nAn) = 2π2/3−
6 + (10− π2)/n.

Nurodymas. E(nCn) =
∫ 1

0
nE(Ĝn(y) − y)2dy, E(nCn)2) = 2

∫ 1

0

∫ y
0
n2E[(Ĝn(x) −

x)2(Ĝn(y) − y)2]dxdy. Atsitiktinis dydis nĜn(y) ∼ B(n, y), 0 < y < 1; atsitiktinis
vektorius (nĜn(x), n(Ĝn(y)− Ĝn(x)), n(1− Ĝn(y)))T ∼ P3(n, (x, y − x, 1− y)), 0 ≤ x ≤
y ≤ 1. Randame po integralu� ºenklais para²ytu� momentu� i²rai²kas ir jas integruojame.

III.3.6. Tegu F̂n(x) yra empirin
e pasiskirstymo funkcija, Dn = sup−∞<x<∞ |F̂n(x)−
F (x)| Kolmogorovo ir Smirnovo statistika ir Dα(n) statistikos Dn lygmens α kritin
e
reik²m
e. Tada

P{ sup
−∞<x<∞

|F̂n(x)− F (x)| < Dα(n)} = Q = 1− α,

arba
P{F̂n(x)−Dα(n) < F (x) < F̂n(x) +Dα(n), ∀x ∈ R} = Q.

Kadangi F (x) i�gyja reik²mes i² intervalo [0, 1], tai tikimyb
e nepakis, jeigu apatin¦ rib¡
pakeisime max(0, F̂n(x)−Dα(n)), o vir²utin¦ rib¡ i� min(F̂n(x) +Dα(n), 1).

III.3.7. Paºym
ekime Pk = p0+...+pk, k = 0, 1, .... Pagal pilnosios tikimyb
es formul¦

G(z) = P{Z ≤ z} =

∞∑
k=0

P{Z ≤ z|X = k}pk;

P{Z ≤ z|X = k} = P{Y ≤ (z − Pk−1)/pk};

pastaroji tikimyb
e lygi 0, kai z < Pk−1, lygi (z − Pk−1)/pk, kai Pk−1 ≤ z ≤ Pk, ir lygi 1,
kai z > Pk. Tankio funkcija

g(z) = G′(z) = 1, kai 0 ≤ z ≤ 1.

III.3.8. Hipotez¦ H pakeiskime hipoteze H ′ : E(Ĝn(z)) = G(z), o < z < 1. �ia
Ĝn(z) � empirin
e pasiskirstymo funkcija imties Zi = F0(Xi) + pXiYk, i = 1, ..., n, k =
1, ..., n; Y1, ..., Yn � nepriklausanti nuo X1, ..., Xn paprastoji a. d. Y ∼ U(0, 1) imtis, o
G(z) � tolygiojo skirstinio U(0, 1) pasiskirstymo funkcija. Taip gauname randomizuot¡,
pavyzdºiui, Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijaus analog¡ diskretiesiems skirstiniams.

III.3.9. Atlik¦ III.3.8 pratime nurodyt¡ randomizacij¡, gauname statistiku� realiza-
cijasDn = 0, 0196, Cn = 0, 0603, An = 0, 3901. Atitinkamos P reik²m
es > 0, 25. Hipotez
e
neatmetama.
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III.3.10. Atlik¦ III.3.8 pratime nurodyt¡ randomizacij¡, gauname statistiku� rea-
lizacijas Dn = 0, 0305, Cn = 0, 0814, An = 0, 5955. Atitinkamos P reik²m
es > 0, 25.
Hipotez
e neatmetama.

III.3.11. a) Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo
statistiku� realizacijos yra 0,0828, 0,1139, 0,7948, o atitinkamos P reik²m
es 0,5018, 0,5244,
0,4834. Hipotez
e neatmetama. b) Taikydami modi�kuotuosius kriterijus gauname tas
pa£ias statistiku� realizacijas, o P reik²m
es yra 0,0902, 0,0762, 0,0399. Hipotez
es teisingu-
mas kelia abejoniu�.

III.3.12. a) Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo
statistiku� realizacijos yra 0,0573, 0,0464, 0,3411, o atitinkamos P reik²m
es 0,6927, 0,8911,
0,8978. Hipotez
e neatmetama. b) Taikydami modi�kuotuosius kriterijus gauname, kad
P reik²m
e pirmu atveju > 0, 15, o kitais dviem atvejais > 0, 25. Atsakymas nepakinta.

III.3.13. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo
statistiku� realizacijos yra 0,2547, 0,8637, 4,3106, o atitinkamos P reik²m
es 0,0041, 0,0049,
0,0065. Hipotez
e atmestina.

III.3.14. Statistika Dm,n i�gijo reik²m¦ 0,075. Kritin
e reik²m
e D0,05(15, 16) = 0, 475.
Asimptotin
e P reik²m
e pva = 1 − K(0, 2087) ≈ 1. Hipotez
e neatmetama. Kramerio ir
Mizeso statistikos reik²m
e 0,0032 ir pva = 1− a1(0, 0032) ≈ 1. Hipotez
e neatmetama.

III.3.15. Statistika Dm,n i�gijo reik²m¦ 0,16, pv = 0, 471 ir pva = 1 − K(1, 1) =
0, 5441. Kramerio ir Mizeso statistikos reik²m
e 0,2511 ir pva = 1 − a1(0, 2511) = 0, 187.
Hipotez
e neatmetama.

III.3.16. Statistika Dm,n i�gijo reik²m¦ 0,13, pv = 0, 5227 ir pva = 0, 6262. Krame-
rio ir Mizeso statistikos reik²m
e 0,1668 ir pva = 1 − a1(0, 1668) = 0, 3425. Hipotez
e
neatmetama.

III.4. Ranginiai kriterijai

III.4.1. Nepriklausomumo hipoteziu� tikrinimas

III.4.1. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis absoliu£iai tolydaus a. d. X,
o X(1) ≤ ... ≤ X(n) yra pozicin
es statistikos. Imties elemento Xi rangu Ri vadiname to
elemento eil
es numeri� variacin
eje eilut
eje (X(1), ..., X(n)), t. y.

Ri = rangas(Xi) = j, jeigu Xi = X(j).

Raskite a. d. Ri vidurki� ir dispersij¡.

III.4.2. Krakmolo kiekis bulv
ese nustatomas dviem bu	dais. Norint palyginti tuos
bu	dus, buvo paimta 16 bulviu� ir kiekvienos i² ju� krakmolo kiekis nustatytas abiem bu	dais.
Gauti rezultatai sura²yti lentel
eje (Xi � pirmu bu	du, o Yi � antruoju).
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i Xi Yi i Xi Yi
1 21,7 21,5 9 14,0 13,9
2 18,7 18,7 10 17,2 17,0
3 18,3 18,3 11 21,7 21,4
4 17,5 17,4 12 18,6 18,6
5 18,5 18,3 13 17,9 18,0
6 15,6 15,4 14 17,7 17,6
7 17,0 16,7 15 18,3 18,5
8 16,6 16,9 16 15,6 15,5

Patikrinkite hipotez¦ apie a. d. X ir Y nepriklausomum¡, remdamiesi Spirmeno ir
Kendalo ranginiais koreliacijos koe�cientais.

III.4.3. Tiriant specialios s
ejamosios efektyvum¡, 10 sklypeliu� buvo s
ejama paprasta
s
ejam¡ja ir 10 sklypeliu� � specialia s
ejam¡ja, paskui buvo lyginamas derlingumas. Norint
eliminuoti dirvoºemio i�tak¡, 20 vienodo ploto sklypeliu� buvo taip sugrupuota poromis,
kad jie bu	tu� greta vienas kito. Metant monet¡, buvo nusprendºiama, kuriame i² dvieju�
gretimu� sklypeliu� s
eti specialia s
ejam¡ja. Rezultatai pateikti lentel
eje (Xi � derlingumas
s
ejant specialia s
ejam¡ja, Yi � paprasta s
ejam¡ja).

i Xi Yi i Xi Yi
1 8,0 5,6 6 7,7 6,1
2 8,4 7,4 7 7,7 6,6
3 8,0 7,3 8 5,6 6,0
4 6,4 6,4 9 5,6 5,5
5 8,6 7,5 10 6,2 5,5

Patikrinkite hipotez¦ apie a. d. X ir Y nepriklausomum¡, remdamiesi Spirmeno ir
Kendalo ranginiais koreliacijos koe�cientais.

III.4.4. Patikrinkite atsitiktinumo hipotez¦ pagal II.1.18 pratimo duomenis.
III.4.5. Patikrinkite atsitiktinumo hipotez¦ pagal II.1.19 pratimo duomenis.

III.4.2. Homogeni²kumo hipoteziu� tikrinimas

III.4.6. Remdamiesi Vilkoksono ir Van der Vardeno kriterijais patikrinkite hipotez¦
apie nuodu� poveikio vienodum¡ pagal III.3.15 pratimo duomenis.

III.4.7. I�rodykite, kad gama skirstinio G(1, η) atveju Vilkoksono kriterijaus ASE,
palyginti su Stjudento kriterijumi, kai alternatyvos poslinkio, yra

e(W, t) = A(η) =
3η

24(η−1)((2η − 1)B(η, η))2
.

Patikrinkite, kad A(η) > 1, 25, kai η ≤ 3; A(η) → ∞, kai η → 1/2; A(η) → 3/π, kai
η →∞.

III.4.8. Tikrinama hipotez
e, kad impulso atpaºinimo paklaida nepriklauso nuo jo
intensyvumo. Buvo atlikti du nepriklausomi eksperimentai. Impulsas, kurio intensyvu-
mas 10 s¡lyginiu� vienetu�, buvo i�vertintas 9, 9, 8, 10, 12, 13, 10, 11 vienetu�; impulsas,
kurio intensyvumas 20 s¡lyginiu� vienetu�, � 15, 16, 17, 23, 22, 20, 21, 24, 27. Remdamiesi
ranginiais kriterijais, kai alternatyvos yra mastelio, patikrinkite, ar gauti duomenys ne-
prie²tarauja i²keltai hipotezei.
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III.4.9. Suskaidykime II.1.18 pratimo duomenis i� 10 vienodo didumo im£iu� (duo-
menys sura²yti skirtingose eilut
ese). Remdamiesi Kruskalo ir Voliso ir inversiju� skai£iumi
grindºiamais kriterijais, patikrinkite hipotez¦, kad visais atvejais buvo stebimas tas pats
atsitiktinis dydis.

III.4.10. Trijose gamyklose buvo testuojami kineskopai. Ju� darbo trukm
e (m
enesiais
iki pirmo gedimo) sura²yti pateikiamoje lentel
eje. Ar galima tvirtinti, kad visose trijose
gamyklose gaminamu� kineskopu� darbo trukm
e yra vienoda?

1 gam. 41 70 26 89 62 54 46 77 34 51
2 gam. 30 69 42 60 44 74 32 47 45 37 52 81
3 gam. 23 35 29 38 21 53 31 25 36 50 61

III.4.11. Lentel
eje pateikti avariju� Lietuvos keliuose 1990�1999 metu� duomenys.

1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999
X 5135 6067 4049 4319 3902 4144 4579 5319 6445 6356
Y 933 1093 779 893 765 672 667 725 829 748
Z 5491 6638 4251 4555 4146 4508 5223 6198 7669 7696

Apskai£iuokite konkordancijos koe�cient¡ ir patikrinkite hipotez¦ d
el a. d. X, Y ir
Z priklausomyb
es. Remdamiesi Spirmeno ir Kendalo ranginiais koreliacijos koe�cientais
patikrinkite hipotezes d
el a. d. X ir Y priklausomyb
es; d
el a. d. X ir Z priklausomyb
es.

III.4.12. Remdamiesi Vilkoksono ºenklu� kriterijumi priklausomoms imtims, patik-
rinkite hipotez¦ d
el a. d. X ir Y skirstiniu� vienodumo pagal III.4.2 pratimo duomenis.

III.4.13. Remdamiesi Vilkoksono ºenklu� kriterijumi priklausomoms imtims, patik-
rinkite hipotez¦ d
el a. d. X ir Y skirstiniu� vienodumo pagal III.4.3 pratimo duomenis.

III.4.14. Lentel
eje pateikti duomenys apie 3 tiek
eju� siu	lomu� 12 skirtingu� tipu� spaus-
dintuvu� kainas.

Tipas 1 tiek. 2 tiek. 3 tiek. Tipas 1 tiek. 2 tiek. 3 tiek.
1 660 673 658 7 1980 1950 1970
2 790 799 785 8 2300 2295 2310
3 590 580 599 9 2500 2480 2490
4 950 945 960 10 2190 2190 2210
5 1290 1280 1295 11 5590 5500 5550
6 1550 1500 1499 12 6000 6100 6090

Remdamiesi Frydmano kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad skirtingu� tiek
eju� spaus-
dintuvu� kainos nesiskiria.

III.4.3. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

III.4.1 skyrelis

III.4.1. A. d. Ri i�gyja reik²mes 1, 2, ..., n su vienodomis tikimyb
emis 1/n. Randame

ERi =

n∑
j=1

jP{Ri = j} = (1 + ...+ n)/n =
n+ 1

2
;
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V Ri = ER2
i − (ERi)

2 =
(n+ 1)(2n+ 1)

6
− (n+ 1)2

4
=
n2 − 1

12
.

III.4.2. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai (ºr. [4], 5.3.1 ir 5.3.2 skyrelius)
i�gijo reik²mes rS = 0, 9889 ir τb = 0, 9422. Abieju� kriteriju� atveju pv < 0, 0001. Hipotez
e
atmetama.

III.4.3. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo reik²mes rS = 0, 7822 ir
τb = 0, 6746. Atitinkamos P reik²m
es pv = 0, 0075 ir pv = 0, 0084. Hipotez
e atmetama.

III.4.4. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo reik²mes rS = 0, 0935 ir
τb = 0, 0621. Atitinkamos P reik²m
es pv = 0, 3547 ir pv = 0, 3663. Atmesti hipotez¦
n
era pagrindo.

III.4.5. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo reik²mes rS = 0, 0643 ir
τb = 0, 0390. Atitinkamos P reik²m
es pv = 0, 4343 ir pv = 0, 4852. Atmesti hipotez¦
n
era pagrindo.

III.4.6. Vilkoksono statistika (ºr. [4], 5.5.1 skyreli�) i�gijo reik²m¦ W = 239, Zm,n =
−0, 0198; asimptotin
e P reik²m
e yra pva = 2Φ(−0, 0198) = 0, 9842. Van der Vardeno
statistikos (ºr. [4], 5.5.4 skyreli�) reik²m
e V = −0, 1228 ir pva = 0, 9617. Atmesti hipotez¦
n
era pagrindo.

III.4.7. Vilkoksono kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus atºvilgiu, kai imties ele-
mento tankio funkcija f(x) yra (ºr. [4], 5.5.3 skyreli�)

e(W, t) = 12τ2[

∫ ∞
−∞

f2(x)dx]2, τ2 = V Xi.

Skirstinio G(1, η) atveju gauname

e(W, t) =
3η

24(η−1)((2η − 1)B(η, η))2
.

III.4.8. Reikia naudoti homogeni²kumo kriteriju�, kai alternatyva yra mastelio (ºr.
[4], 5.5.5 skyreli�). Pagal turimus duomenis Zygelio ir Tjukio, Ansario ir Bredlio, Mu	do,
Klotso kriteriju� statistiku� reik²m
es: SZT = 91, 1667; SAB = 47, 5; SK = 2, 2603;
SM = 8, 9333 ir atitinkamos P reik²m
es 0,0623; 0,0713; 0,0320; 0,0342. Asimptotin
es
P reik²m
es: 0,0673; 0,0669; 0,0371; 0,0382. Homogeni²kumo hipotez
e atmestina.

III.4.9. Kruskalo ir Voliso statistika (ºr. [4], 5.8 skyreli�) i�gijo reik²m¦ FKW = 3, 9139
ir pva = 0, 9170. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

III.4.10. Kruskalo ir Voliso statistika i�gijo reik²m¦ FKW = 6, 5490 ir pva = 0, 0378.
Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0378.

III.4.11. Kendalo konkordancijos koe�ciento (ºr. [4], 5.10 skyreli�) reik²m
e 0,6444
ir pva = 0, 0428; nepriklausomumo hipotez
e atmetama, kai reik²mingumo lygmuo vir²ija
0,0428. a) Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo reik²mes rS = 0, 2242
ir τb = 0, 2; P reik²m
es yra 0,5334 ir 0,4208. Nepriklausomumo hipotez
e neatmetama.
b) Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo reik²mes rS = 0, 9879 ir τb = 0, 9556;
P reik²m
es abiem atvejais yra pv < 0, 00001. Nepriklausomumo hipotez
e atmetama.
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III.4.12. Ranginio ºenklu� kriterijaus statistikos (ºr. [4], 5.6 skyreli�) reik²m
e yra
T+ = 69, 5 ir pv = 0, 0989. Homogeni²kumo hipotez
e atmetama, jei reik²mingumo
lygmuo vir²ija 0,0989.

III.4.13. Ranginio ºenklu� kriterijaus statistikos reik²m
e yra T+ = 43 ir pv = 0, 0117.
Homogeni²kumo hipotez
e atmetama, jei reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0117.

III.4.14. Frydmano statistika (ºr. [4], 5.9 skyreli�) i�gijo reik²m¦ SF = 2, 5957; asimp-
totin
e P reik²m
e pva = 0, 2731. Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

III.5. Kiti neparametriniai kriterijai

III.5.1. Pratimai

III.5.1. Remdamiesi ºenklu� kriterijumi patikrinkite hipotez¦ apie dvieju� krakmolo
kiekio nustatymo bu	du� ekvivalenti²kum¡ pagal III.4.2 pratimo duomenis.

III.5.2. Remdamiesi ºenklu� kriterijumi patikrinkite hipotez¦ apie dvieju� s
ejamu�ju�
vienod¡ efektyvum¡ pagal III.4.3 pratimo duomenis.

III.5.3. Remdamiesi seriju� skai£iumi grindºiamu kriterijumi, patikrinkite hipotez¦
apie nuodu� poveikio vienodum¡ pagal III.3.15 pratimo duomenis.

III.5.4. Naudodami seriju� kriteriju� patikrinkite atsitiktinumo hipotez¦ pagal II.1.18
pratimo duomenis.

III.5.5. Naudodami seriju� kriteriju� patikrinkite atsitiktinumo hipotez¦ pagal II.1.19
pratimo duomenis.

III.5.6. Visuomen
es nuomon
es apklausoje tu� pa£iu� 3000 rink
eju� buvo klausiama d
el
ju� nuomon
es apie konkre£i¡ parlamentin¦ partij¡ prie² rinkimus ir po ju�. Prie² rinkimus
neigiam¡ nuomon¦ i²sak
e 300 rink
eju�, o pra
ejus metams po rinkimu� � 350. Be to, 150
rink
eju� nepakeit
e savo neigiamos nuomon
es, 150 rink
eju� neigiama nuomon
e pasikeit
e
i� teigiam¡, o 200 rink
eju� teigiama nuomon
e pasikeit
e i� neigiam¡. Ar pakito partijos
reitingas?

III.5.7. (III.5.6 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad tie patys 3000 rink
eju� buvo ap-
klausti prie² kitus rinkimus. 270 rink
eju� nuomon
e buvo neigiama. I² ju� 180 rink
eju�
buvo tokiu�, kurie pirmose dviejose apklausose tur
ejo teigiam¡ nuomon¦, ir 70 rink
eju�,
kuriu� nuomon
e buvo teigiama vienoje ir neigiama kitoje i² pirmiau buvusiu� apklausu�.
Ar pakito partijos reitingas?

III.5.8. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2) ir Yi = Xi+1 −
X1/(1 +

√
n)−nX̄/(n+

√
n). I�rodykite, kad Y1, ..., Yn−1 yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d.

ir Yj ∼ N(0, σ2).

III.5.9. (III.5.8 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad Z1, ..., Zn−2 yra nepriklausomi
a. d., turintys Stjudento skirstinius Zj ∼ S(n − j − 1), jei Zj = Yj

√
n− j − 1/(Y 2

j+1 +

...+ Y 2
n−1).

III.5.10. Patikrinkite normalumo hipotez¦ naudodami [4], 6.5.1 skyrelio kriterijus
pagal II.1.18 pratimo duomenis.

III.5.11. Patikrinkite lognormalumo hipotez¦ naudodami [4], 6.5.1 skyrelio kriterijus
pagal II.1.19 pratimo duomenis.
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III.5.12. Patikrinkite puasoni²kumo hipotez¦ naudodami tu²£iu� d
eºiu� kriteriju� pagal
II.1.26 pratimo duomenis.

III.5.2. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

III.5.1. Tarp 13 skirtumu� S = 3 yra neigiami ir pv = 2P{S ≤ 3} = 0, 0923. Hipotez
e
atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0923.

III.5.2. Tarp 9 skirtumu� S = 1 yra neigiamas ir pv = 2P{S ≤ 1} = 0, 0391. Hipotez
e
atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0195.

III.5.3. Tikrinant homogeni²kumo hipotez¦ remiantis seriju� skai£iumi daºniausiai
hipotez
e atmetama, kai seriju� skai£ius maºas. Ta£iau per didelis seriju� skai£ius irgi
liudija apie nukrypim¡ nuo atsitiktinio stebiniu� i²sid
estymo. �iame pavyzdyje seriju�
skai£ius V = 29 ai²kiai per daug didelis. Natu	ralu hipotez¦ atmesti, kai V ≥ 29; P
reik²m
e pv = P{V ≥ 29} = 1, 2 · 10−6. Hipotez
e atmetama.

III.5.4. Seriju� skai£ius V = 54, k1 = 50, k2 = 50. Gauname Z∗k1,k2 = 0, 5025 ir
pva = 2(1− Φ(0, 5025)) = 0, 6153. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

III.5.5. Seriju� skai£ius V = 90, k1 = 76, k2 = 74. Gauname Z∗k1,k2 = 2, 4906 ir
pva = 2(1 − Φ(2, 4906)) = 0, 0128. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo
lygmuo vir²ija 0,0128.

III.5.6. Naudojame Maknemaros kriteriju�. Rink
eju�, kuriu� nuomon
e pakito i² teigia-
mos i� neigiam¡, skai£ius yra 200, o i² neigiamos i� teigiam¡ � 150. Tikrinama hipotez
e
H : p = 1/2 apie binominio skirstinio tikimyb¦, kai Bernulio eksperimentu� skai£ius yra
U01 + U10 = 350, o s
ekmiu� skai£ius yra U10 = 150. Gauname pv = 2 min(P{U10 ≤
150},P{U10 ≥ 150}) = 0, 0087. Hipotez
e atmestina.

III.5.7. Duomenu� pakanka, kad bu	tu� galima apskai£iuoti Kochreno statistikos (ºr.
[4], 6.4 skyreli�) reik²m¦. �ym
ekime ºenklu + teigiam¡ rink
ejo nuomon¦ ir ºenklu −
neigiam¡ nuomon¦. Tada rink
eju�, kuriu� nuomon
e buvo ++− yra 180; +−− arba −+−
yra 70, tai −−− yra 20, o −−+ yra 130; rink
eju� + + + skai£ius yra 2500− 180 = 2320,
+ − + arba − + + yra 280. I² £ia gauname x01 = 300, x02 = 350, x03 = 270. Be
to, yra 20 rink
eju�, kuriems xi. = 3, 200 rink
eju�, kuriems xi. = 2, 460 rink
eju�, kuriems
xi. = 1, ir 2320 rink
eju�, kuriems xi. = 0. Gauname 3X̄2 = 9202/3. Statistikos Q
skaitiklio reik²m
e yra 3 · 2(3002 + 3502 + 2702 − 9202/3), o vardiklio reik²m
e 3(3 · 20 +
2 · 200 + 460) − (9 · 20 + 4 · 200 + 460). Gauname statistikos Q realizacij¡ Q = 14, 8485
ir pva = P{χ2

2 > 14, 8485} = 0, 0006. Hipotez
e atmestina.

III.5.8. Reikia patikrinti, kad V Yj = σ2, Cov (Yi, Yj) = 0, i 6= j.

III.5.9. Reikia pasiremti Stjudento skirstinio apibr
eºimu ir tuo, kad Y1, ..., Yn−1 yra
n. a. d. ir Yi ∼ N(0, σ2).

III.5.10. Gauname statistiku� realizacijas: ḡ1 = 2, 1598, ḡ2 = 0, 1524, ḡ3 = −1, 0849
ir jas atitinkan£ias asimptotines P reik²mes 0,0308, 0,8788, 0,2779. Remdamiesi em-
piriniu asimetrijos koe�cientu hipotez¦ atmetame, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo
vir²ija 0,0308. Atlik¦ Sarkadi transformacij¡ gauname paprast¡j¡ a. d. Z ∼ U(0, 1) imti�
Z1, ..., Zn−2. Taikydami Pirsono chi kvadrato kriteriju� hipotezei H : Z ∼ U(0, 1) tikrinti
ir parink¦ k = 8 vienodu� tikimybiu� intervalus, gauname X2

n = 5, 5102 ir pva = 0, 5980.
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Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriteriju� statis-
tikos i�gijo reik²mes 0,1071, 0,2629, 1,6185. Normalumo hipotez
e neatmetama. �apiro
ir Vilkso statistika i�gijo reik²m¦ 0,9716 ir j¡ atitinkanti P reik²m
e yra 0,0293. �apiro ir
Vilkso kriterijus atmeta normalumo hipotez¦, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija
0,0293.

III.5.11. Per
ej¦ prie logaritmu� gauname statistiku� realizacijas: ḡ1 = 0, 5901, ḡ2 =
0, 8785, ḡ3 = 0, 3765 ir jas atitinkan£ias asimptotines P reik²mes 0,5551, 0,3797,//0,7065.
Kriterijai, grindºiami empiriniu� momentu� funkcijomis, lognormalumo hipotez
es neat-
meta. Atlik¦ Sarkadi transformacij¡ gauname paprast¡j¡ a. d. Z ∼ U(0, 1) imti� Z1, ...,
Zn−2. Taikydami Pirsono chi kvadrato kriteriju� hipotezei H : Z ∼ U(0, 1) tikrinti ir
parink¦ k = 10 vienodu� tikimybiu� intervalu�, gauname X2

n = 6, 1892 ir pva = 0, 7208.
Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso ir Anderseno ir Darlingo kriteriju� statis-
tikos i�gijo reik²mes 0,0548, 0,0752, 0,5594. Atitinkamos P reik²m
es vir²ija 0,25. Log-
normalumo hipotez
e neatmetama. �apiro ir Vilkso statistika i�gijo reik²m¦ 0,9920 ir j¡
atitinkanti P reik²m
e yra 0,5644. �apiro ir Vilkso kriterijus lognormalumo hipotez
es taip
pat neatmeta.

III.5.12. a) Tu²£iu� d
eºiu� skai£ius Z(i)
0 , i = 1, 2, 3, 4, yra 280, 593, 639, 359. Ap-

skai£iav¦ E(Z
(i)
0 ),V (Z

(i)
0 ) randame Z̄(i)

0 realizacijas: 0, 399; 0, 937; −0, 947; −0, 826 ir jas
atitinkan£ias asimptotines P reik²mes 0,345; 0,174; 0,828; 0,796. Atmesti hipotezes n
era
pagrindo. b) Tu²£iu� d
eºiu� skai£ius Z0 jungtin
eje imtyje 1871. Randame Z̄0 = −0, 107 ir
pva = 0, 543. Hipotez
e neatmetama.
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1 priedas. Pagalbin
es lentel
es

1.P.1 lentel
e. Pateikiama pagrindiniu� ºiniu� apie daºnai naudojamus diskre£iuosius
tikimybinius skirstinius.

1.P.2 lentel
e. Pateikiama pagrindiniu� ºiniu� apie daºnai naudojamus absoliu£iai
tolydºiuosius skirstinius.

Naudojami trumpiniai: nat. sk. � natu	ralusis skai£ius; sv. nen. sk. � sveikasis
neneigiamas skai£ius; bru	k²nys parodo, kad funkcija neturi paprastos i²rai²kos.

1.P.3 lentel
e. Pateikiama ºiniu� apie tikimybiniu� skirstiniu� s¡ry²ius.
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1.P.1 lentel
e. Diskretieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai P{X = k} Vidurkis Dispersija
Generuojan£ioji

funkcija

Binominis
0 < p < 1, Cknp

k(1− p)n−k ,
np np(1− p) (1− p+ ps)n

n-nat.sk. k = 0, ..., n

Geometrinis 0 < p < 1
p(1− p)k−1, 1

p
q
p2

ps
1−qsk = 1, 2, ...

Paskalio
0 < p < 1, Ckn+k−1p

n(1− p)k n(1−p)
p

n(1−p)
p2

(
p

1−qs

)n
n-nat.sk. k = 0, 1, ...

Neigiamasis 0 < p < 1,
Γ(n+k)
k!Γ(n)

pn(1− p)k n(1−p)
p

n(1−p)
p2

(
p

1−qs

)n
binominis n > 0 k = 0, 1, ...

Apibendrintas γ, η > 0, Ckn
Γ(γ+η)Γ(k+γ)Γ(n−k+η)

Γ(η)Γ(γ)Γ(n+γ+η) n γ
γ+η n

γη(γ+η+n)

(γ+η)2(γ+η+1)
�

binominis n � nat.sk. k = 0, 1, ..., n

Hipergeomet- N,M,n�nat.sk.
CkMCn−k

N−M
Cn
N

, k ≤ min(n, M) nM
N

np(1− p) (N−n)
(N−1) �

rinis M ≤ N, n ≤ N max(0, n−N +m) ≤ k p = M/N

Neigiamasis N,M,n�nat.sk.
Cn−1
n+k−1

CM−n
N−n−k

Ck
N

n(N−M)
M+1

ºr. (2.25) �
hipergeometr. M ≤ N, n ≤ N k = 0, 1, ..., N −M

Pojos b, r, c > 0 ºr. (2.27) nb
b+r

nbr(b+r+nc)

(b+r)2(b+r+c)
�

Puasono λ > 0
λk

k!
e−λ,

λ λ e−λ(1−s)
k = 0, 1, 2, ...

Sud
etingasis t > 0,
� λtψ′(1) λt(ψ′(1) + ψ′′(1)) e−λt(1−ψ(s))

Puasono λ > 0

Logaritminis 0 < p < 1 − 1
ln p

qk

k
, k = 1, 2, ... − q

p ln p
− q
p2 ln p

(1 + q
ln p

)
ln(1−sq)

ln p

Polinominis
0 < πi < 1, n -nat.sk. n!

m1!...mk!
πm1

1 ...π
mk
k nπ

σii = nπi(1− πi), (π1s1 + ...+

π1 + ...+ πk = 1 0 ≤ mi ≤ n, mi + ...+mk = n σij = −nπiπj ,i 6= j +πksk)n

Daugiamatis N,M1, ...,Mk, n- C
m1
M1

...C
mk
Mk

Cn
N

n
N
M

σii = npi(1− pi)(N − n)/(N − 1),
�

hipergeometr. -nat.sk;
∑
iMi = N σij = npipj(N − n)/(N − 1), i 6= j
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1.P.2 lentel
e. Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija
Charakteristin
e

funkcija

Normalusis
−∞ < µ <∞, 1√

2πσ
exp{− (x−µ)2

2σ2 } µ σ2 exp{iµt− t2σ2

2
}

0 < σ <∞ −∞ < x <∞
Pusiau

0 < σ <∞ 2√
2πσ

exp{− x2

2σ2 }, x > 0 σ
√

2
π

σ2(1− 2
π

) 2e−
t2σ2

2 Φ(itσ)}normalusis

Rel
ejaus 0 < σ <∞ x
σ2 exp{− x2

2σ2 }, x > 0 σ
√
π
2

σ2(2− π
2

) �

Maksvelo 0 < σ <∞
√

2
π
x2

σ3 exp{− x2

2σ2 }, x > 0 2
√

2
π

3π−8
π

�

Lognorma- −∞ < µ <∞ 1√
2πσx

exp{− (ln x−µ)2

2σ2 }
eµ+σ2

2 e2µ+σ(eσ
2 − 1) �

lusis 0 < σ <∞ x > 0

Ko²i
−∞ < µ <∞ 1

π
σ

σ2+(x−µ)2 neegzistuoja neegzistuoja eiµt−σ|t|
0 < σ <∞ −∞ < x <∞

Chi kvadrato n � nat.sk. 1
2n/2Γ(n/2)

x
n
2
−1e−

x
2 , x > 0 n 2n 1

(1−2it)n/2

Necentrinis n � nat.sk.
ºr. (3.18) n+ δ 2(n+ 2δ) exp{it

√
δ−t2/2}

(1−2it)(n−1)/2chi kvadrato δ > 0

Stjudento n � nat.sk.
Γ((n+1)/2)√
nπΓ(n/2)

(
1 + x2

n

)−n+1
2

0, n
n−2

,
�

−∞ < x <∞ n > 1 n > 2

Necentrinis n � nat.sk.
ºr. (3.23)

µMn, Mn =
√
n
2
× n

n−2
+

�
Stjudento −∞ < µ <∞ ×Γ((n−1)/2)

Γ(n/2)
, n > 1 +µ2( n

n−2
−M2

n), n > 2

Fi²erio
m � nat.sk.

Γ((m+n)/2)
Γ(m/2)Γ(n/2)

m
m
2 n

n
2 × nm

n−2
,

2n2(n+m−2)

m(n−2)2(n−4)
,

�
n � nat.sk. ×x

m
2
−1(n+mx)−

m+n
2 n > 2 n > 4

Necentrinis m, n � nat.sk.
ºr. (3.27)

n(m+δ)
n−2

, 2n2( m+2δ
(n−2)(n−4)

+
�

Fi²erio δ > 0 n > 2 +
2(m+δ)2

(n−2)2(n−4)
), n>4

Gama λ > 0, η > 0 λη

Γ(η)
xη−1e−λx, x > 0 η

λ
η
λ2

(
λ

λ−it

)η
Eksponentinis λ > 0 λe−λx, x > 0 1

λ
1
λ2

λ
λ−it

Paslinktasis λ > 0, λe−λ(x−µ),
µ+ 1

λ
1
λ2 eiµt λ

λ−iteksponentinis −∞ < µ <∞ µ < x <∞
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1.P.2 lentel
es t¦sinys. Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija
Charakteristin
e

funkcija

Laplaso
−∞ < µ <∞ λ

2
e−λ|x−µ|,

µ 2
λ2 eitµ λ2

λ2+t20 < λ <∞ −∞ < x <∞

Logistinis
θ > 0, 1

θ
exp{−(x−µ)/θ}

(1+exp{−(x−µ)/θ})2 , µ θ2π2

3

eiµtΓ(1 + itθ)×
−∞ < µ <∞ −∞ < x <∞ ×Γ(1− itθ)

Pareto θ > 0, α > 0 θαθ

xθ+1 , α < x <∞ θα2

θ−1
, θ > 1 θα2

(θ−1)2(θ−2)
, θ > 2 �

Eksponentiniu� 0 < θ1, θ2 <∞, p1
θ1

exp{− x
θ1
}+

θ1p1 + θ2p2

p1θ2
1 + p2θ2

2+
p1

1−itθ1
+ p2

1−itθ2skirstiniu� 0 < p1 < 1, + p2
θ2

exp{− x
θ2
}, +p1p2(θ1 − θ2)2

mi²inys p2 = 1− p1 0 < x <∞

Loglogistinis θ > 0, ν > 0

ν
θ

(
x
θ

)ν−1× θΓ(1 + 1/ν)× θ2(Γ(1 + 2/ν)Γ(1−
�×(1 + (x/θ)ν)−2 ×Γ(1− 1/ν) −2/ν)− Γ2(1 + 1/ν)×

0 < x <∞ ×Γ2(1− 1/ν)

Veibulo
η > 0 η

σ

(
x
σ

)η−1
exp{−( x

σ
)η}

σΓ( 1+η
η

) σ2
(

Γ( 2+η
η

)− Γ2( 1+η
η

)
)

�
σ > 0 0 < x <∞

Apibendrin- θ > 0, η
σγ

x
σ

[1 + ( x
σ

)η ](1−γ/γ)×
� � �tasis Veibulo σ > 0, × exp{(1− (1 + x

σ
)η)1/γ},

γ > 0 0 < x <∞
Minimaliu�ju� −∞ < µ <∞, 1

σ
exp{−x−µ

σ
− e−

x−µ
σ } µ+ γσ, (πσ)2

6
�

reik²miu� 0 < σ <∞ −∞ < x <∞ γ = Γ′(1)

Maksimaliu�ju� −∞ < µ <∞, 1
σ

exp{x−µ
σ
− e

x−µ
σ } µ− γσ, (πσ)2

6
�

reik²miu� 0 < σ <∞ −∞ < x <∞ γ = 0.5772156...

Beta
γ > 0,

Γ(γ+η)
Γ(γ)Γ(η)

xγ−1(1− x)η−1, γ
γ+η

γη
(γ+η)2(γ+η+1) �

η > 0 0 < x < 1

Tolygusis ∞ < µ0 < µ1 <∞ 1
µ1−µ0

, µ0 < x < µ1
µ1+µ0

2
(µ1−µ0)2

12
eitµ1−eitµ0
it(µ1−µ0)

k-matis µ = (µ1, ..., µk)T , 1

(
√

2π)k
√
|Σ|

exp{− 1
2
×

µ Σ
ei(t

Tµ)−tTΣt/2,

normalusis Σ = [σij ]k×k ×(x− µ)TΣ−1(x− µ)} t ∈ Rk
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1.P.3 lentel
e. Tikimybiniu� skirstiniu� s¡ry²iai

Atsitiktinis dydis Funkcija Funkcijos skirstinys

X ∼ N(µ, σ2) Y = X−µ
σ

Y ∼ N(0, 1)

X ∼ N(0, 1) Y = X2 Y ∼ χ2(1); Y ∼ F (1, ∞)

Xi ∼ N(0, 1), i = 1, ..., n Y = X2
1 + ...+X2

n Y ∼ χ2(n)

Z ∼ N(0, 1), Xi ∼ N(0, 1) Y = Z√
(X2

1+...+X2
n)/n

Y ∼ S(n)
i = 1, ..., n

Zi ∼ N(0, 1), i = 1, ...,m,
Y =

(Z2
1+...+Z2

m)/m

(X2
1+...+X2

n)/n
Y ∼ F (m, n)

Xj ∼ N(0, 1), j = 1, ..., n

X1 ∼ G(λ, η1),
Y = X1

X1+X2
Y ∼ Be(η1, η2)

X2 ∼ G(λ, η2)

X ∼ G(λ, η) Y = 2λX Y ∼ χ2(2η)

X1 ∼ χ2(n1),
Y = X1

X1+X2
Y ∼ Be(n1

2
, n2

2
)

X2 ∼ χ2(n2)

X1 ∼ G(λ, η1),
Y = η2X1

η1X2
Y ∼ F (2η1, 2η2)

X2 ∼ G(λ, η2)

X ∼ F (m, n) Y = mX
n+mX

Y ∼ Be(m
2
, n

2
)

X ∼ S(n) Y = X2 Y ∼ F (1, n)

X ∼ U(0, 1) Y = − lnX
λ

Y ∼ E(λ)

X ∼ S(n) Y = n
n+X2 Y ∼ Be(n

2
, 1

2
)

Xi ∼ N(µi, σ
2
i ),

Y = c1X1 + ...+ cnXn
Y ∼ N(µ, σ),

i = 1, ..., n µ =
∑
i ciµi, σ

2 =
∑
i c

2
i σ

2
i

Xi ∼ χ2(ni), Y = X1 + ...+Xk
Y ∼ χ2(n),

i = 1, ..., k n = n1 + ...+ nk

Xi ∼ P(λi), Y = X1 + ...+Xn
Y ∼ P(λ),

i = 1, ..., n λ = λ1 + ...+ λn

Xi ∼ B(ni, p), Y = X1 + ...+Xk
Y ∼ B(n, p),

i = 1, ..., k n = n1 + ...+ nk

Xi ∼ B−(ni, p), Y = X1 + ...+Xk − k + 1
Y ∼ B−(n, p),

i = 1, ..., k n = n1 + ...+ nk − k + 1

Xi ∼ E(λ),
Y = X1 + ...+Xn Y ∼ G(λ, n),

i = 1, ..., n

Xi ∼ G(λ, ηi), Y = X1 + ...+Xn
Y ∼ G(λ, η),

i = 1, ..., n η = η1 + ...+ ηn

Xi ∼ K(µi, σi), Y = X1 + ...+Xn
Y ∼ K(µ, σ),

i = 1, ..., n µ =
∑
µi, σ =

∑
i σi

Xi ∼ K(µ, σ),
Y = X̄ = X1+...+Xn

n
Y ∼ K(µ, σ),

i = 1, ..., n

Pastaba. Bet kurios funkcijos i²rai²koje a. d. laikomi nepriklausomais.
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2.P.1 lentel
e. Nurodytos funkcijos Φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ exp{− t

2

2
}dt reik²m
es, kai x = 0, 00 (0, 01)

4(0,1)4, 9. D
el kompakti²kumo devynetai, esantys po kablelio, nera²omi, o tik nurodomas ju� skai£ius.
Pavyzdºiui, Φ(3, 76) = 0, 9415 = 0, 999915. Kadangi skirstinys N(0, 1) simetrinis ta²ko x = 0 atºvilgiu,
tai Φ(−x) = 1− Φ(x).

2.P.2 lentel
e. Pateikiamos standartinio normaliojo skirstinio N(0, 1) P -osios kritin
es reik²m
es
zP (abscisiu� a²ies ta²kai, tenkinantys lygti� Φ(zP ) = 1 − P , t. y. zP = Φ−1(1 − P )), kai P = 0, 0010
(0, 0001) 0, 003 (0, 001) 0,10 (0, 01) 0, 49. Jeigu Q > 0, 5, tai i² pasiskirstymo simetrijos gauname, kad
zQ = −z1−Q.

2.P.3 lentel
e. Pateikiamos χ2(n) skirstinio P -osios kritin
es reik²m
es χ2
P (n), t. y. abscisiu� a²ies

ta²kai, tenkinantys lygti� ∫ ∞
χ2
P

(n)
f(x; n)dx = P ;

£ia f(x; n) � skirstinio χ2(n) tikimybinio tankio funkcija. Argumentu� reik²m
es yra ²ios: n = 1(1) 20(2)
40 (5) 90(10) 100; P = 0, 0005, 0, 0001, 0, 01, 0, 025, 0, 05, 0,10, 0, 20, 0, 80, 0, 90, 0, 95, 0, 975, 0, 99,
0, 995, 0, 999, 0, 9995.

2.P.4 lentel
e. Pateikiamos Stjudento skirstinio S(n) P -osios kritin
es reik²m
es tP = tP (n), t. y.
lygties

P{Tn > x} =

∫ ∞
tP

f(x|n)dx = P

sprendiniai; £ia f(x|n) � Stjudento skirstinio su n laisv
es laipsniu� tikimybinio tankio funkcija. Argumentu�
reik²m
es yra ²ios: n =1(1)20(2)30(4)50(10)100(100)500; P = 0, 0005, 0, 001, 0, 0025, 0, 005, 0, 01, 0, 025,
0, 05, 0,1, 0, 25. Paskutin
eje eilut
eje (n =∞) yra standartinio normaliojo skirstinio kritin
es reik²m
es zP .
Naudojantis 2.P.4 lentele, reikia prisiminti, kad d
el simetrijos tP (n) = −t1−P (n).

2.P.5 lentel
e. Pateikiamos Fi²erio skirstinio F (m, n) P -osios kritin
es reik²m
es, kai P = 0, 05, t. y.
lygties ∫ ∞

FP (m,n)
f(x|m,n)dx = 0, 05

sprendiniai; £ia f(x|m,n) � Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� tikimybinio tankio funkcija.

Argumentu� reik²m
es yra ²ios: m = 1(1)10; 12; 15; 20; 24; 30; 40; 60; 120; ∞; n = 1(1)30(10)80;

100; 150; 200; 500; ∞. Kai n = ∞, tai FP (m,n) = χ2
P (m)/m, ºr. 2.P.3 lentel¦. Pasinaudojus lygybe

FP (m, n)F1−P (n, m) = 1, i² 2.P.2 lentel
es galima rasti Fi²erio skirstinio kritines reik²mes, kai P = 0, 95.
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2.P.1 lentel
e. Standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcijos reik²m
es

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879

0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389

1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319

1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767

2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0.9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936

2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986

3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1 0, 9303 0, 9306 0, 9310 0, 9313 0, 9316 0, 9318 0, 9321 0, 9324 0, 9326 0, 9329
3,2 0, 9331 0, 9334 0, 9336 0, 9338 0, 9340 0, 9342 0, 9344 0, 9346 0, 9348 0, 9350
3,3 0, 9352 0, 9353 0, 9355 0, 9357 0, 9358 0, 9360 0, 9361 0, 9362 0, 9364 0, 9365
3,4 0, 9366 0, 9368 0, 9369 0, 9370 0, 9371 0, 9372 0, 9373 0, 9374 0, 9375 0, 9376

3,5 0, 9377 0, 9378 0, 9378 0, 9379 0, 9380 0, 9381 0, 9381 0, 9382 0, 9383 0, 9383
3,6 0, 9384 0, 9385 0, 9385 0, 9386 0, 9386 0, 9387 0, 9387 0, 9388 0, 9388 0, 9389
3,7 0, 9389 0, 9390 0, 9400 0, 9404 0, 9408 0, 9412 0, 9415 0, 9418 0, 9422 0, 9425
3,8 0, 9428 0, 9431 0, 9433 0, 9436 0, 9438 0, 9441 0, 9443 0, 9446 0, 9448 0, 9450
3,9 0, 9452 0, 9454 0, 9456 0, 9458 0, 9459 0, 9461 0, 9463 0, 9464 0, 9466 0, 9467
4,0 0, 9468 0, 9479 0, 9487 0, 9515 0, 9546 0, 9566 0, 9579 0, 9587 0, 9621 0, 9652
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2.P.2 lentel
e. Standartinio normaliojo skirstinio P -osios kritin
es reik²m
es

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,001 3,0902 3,0618 3,0357 3,0115 2,9889 2,9677 2,9478 2,9291 2,9112 2,8943
0,002 2,8782 2,8627 2,8480 2,8338 2,8202 2,8070 2,7943 2,7822 2,7703 2,7589
0,003 2,7478 2,7370 2,7266 2,7164 2,7065 2,6968 2,6874 2,6783 2,6693 2,6606
0,004 2,6521 2,6437 2,6356 2,6276 2,6197 2,6121 2,6045 2,5972 2,5899 2,5828
0,005 2,5758 2,5690 2,5622 2,5556 2,5491 2,5427 2,5364 2,5302 2,5241 2,5181

0,006 2,5121 2,5063 2,5006 2,4949 2,4893 2,4838 2,4783 2,4730 2,4677 2,4624
0,007 2,4573 2,4522 2,4471 2,4422 2,4372 2,4324 2,4276 2,4228 2,4181 2,4135
0,008 2,4089 2,4044 2,3999 2,3955 2,3911 2,3867 2,3824 2,3781 2,3739 2,3698
0,009 2,3656 2,3615 2,3575 2,3535 2,3495 2,3455 2,3416 2,3378 2,3339 2,3301
0,010 2,3263 2,3226 2,3189 2,3152 2,3116 2,3080 2,3044 2,3009 2,2973 2,2938

0,011 2,2904 2,2869 2,2835 2,2801 2,2768 2,2734 2,2701 2,2668 2,2636 2,2603
0,012 2,2571 2,2539 2,2508 2,2476 2,2445 2,2414 2,2383 2,2353 2,2322 2,2292
0,013 2,2262 2,2232 2,2203 2,2173 2,2144 2,2115 2,2086 2,2058 2,2029 2,2001
0,014 2,1973 2,1945 2,1917 2,1890 2,1862 2,1835 2,1808 2,1781 2,1754 2,1727
0,015 2,1701 2,1675 2,1648 2,1622 2,1596 2,1571 2,1545 2,1520 2,1494 2,1469

0,016 2,1444 2,1419 2,1394 2,1370 2,1345 2,1321 2,1297 2,1272 2,1248 2,1225
0,017 2,1201 2,1177 2,1154 2,1130 2,1107 2,1084 2,1061 2,1038 2,1015 2,0992
0,018 2,0969 2,0947 2,0924 2,0902 2,0880 2,0858 2,0836 2,0814 2,0792 2,0770
0,019 2,0749 2,0727 2,0706 2,0684 2,0663 2,0642 2,0621 2,0600 2,0579 2,0558
0,020 2,0537 2,0517 2,0496 2,0476 2,0456 2,0435 2,0415 2,0395 2,0375 2,0355

0,021 2,0335 2,0315 2,0296 2,0276 2,0257 2,0237 2,0218 2,0198 2,0179 2,0160
0,022 2,0141 2,0122 2,0103 2,0084 2,0065 2,0047 2,0028 2,0009 1,9991 1,9972
0,023 1,9954 1,9936 1,9917 1,9899 1,9881 1,9863 1,9845 1,9827 1,9809 1,9791
0,024 1,9774 1,9756 1,9738 1,9721 1,9703 1,9686 1,9669 1,9651 1,9634 1,9617
0,025 1,9600 1,9583 1,9566 1,9549 1,9532 1,9515 1,9498 1,9481 1,9465 1,9448

0,026 1,9431 1,9415 1,9398 1,9382 1,9366 1,9349 1,9333 1,9317 1,9301 1,9284
0,027 1,9268 1,9252 1,9236 1,9220 1,9205 1,9189 1,9173 1,9157 1,9142 1,9126
0,028 1,9110 1,9095 1,9079 1,9064 1,9048 1,9033 1,9018 1,9003 1,8987 1,8972
0,029 1,8957 1,8942 1,8927 1,8912 1,8897 1,8882 1,8867 1,8852 1,8837 1,8823
0,03 1,8808 1,8663 1,8522 1,8384 1,8250 1,8119 1,7991 1,7866 1,7744 1,7624

0,04 1,7507 1,7392 1,7279 1,7169 1,7060 1,6954 1,6849 1,6747 1,6646 1,6546
0,05 1,6449 1,6352 1,6258 1,6164 1,6072 1,5982 1,5893 1,5805 1,5718 1,5632
0,06 1,5548 1,5464 1,5382 1,5301 1,5220 1,5141 1,5063 1,4985 1,4909 1,4833
0,07 1,4758 1,4684 1,4611 1,4538 1,4466 1,4395 1,4325 1,4255 1,4187 1,4118
0,08 1,4051 1,3984 1,3917 1,3852 1,3787 1,3722 1,3658 1,3595 1,3532 1,3469

0,09 1,3408 1,3346 1,3285 1,3225 1,3165 1,3106 1,3047 1,2988 1,2930 1,2873
0,1 1,2816 1,2265 1,1750 1,1264 1,0803 1,0364 0,9945 0,9542 0,9154 0,8779
0,2 0,8416 0,8064 0,7722 0,7388 0,7063 0,6745 0,6433 0,6128 0,5828 0,5534
0,3 0,5224 0,4959 0,4677 0,4399 0,4125 0,3853 0,3585 0,3319 0,3055 0,2793
0,4 0,2533 0,2275 0,2019 0,1764 0,1510 0,1257 0,1004 0,0753 0,0502 0,0251



280 2 priedas. Matematin
es statistikos lentel
es

2.P.3 lentel
e. Chi kvadrato skirstinio P -osios kritin
es reik²m
es

n�P 0,9995 0,999 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,80
1 0, 06393 0, 05157 0, 04393 0, 03157 0, 03982 0,00393 0,0158 0,0642
2 0,00100 0,00200 0,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211 0,446
3 0,0153 0,0243 0,0717 0,115 0,216 0,352 0,584 1,005
4 0,0639 0,0908 0,207 0,297 0,484 0,711 1,064 1,649
5 0,158 0,210 0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 2,343

6 0,299 0,381 0,676 0,872 1,237 1,635 2,204 3,070
7 0,485 0,598 0,989 1,239 1,690 2,167 2,833 3,822
8 0,710 0,857 1,344 1,646 2,180 2,733 3,490 4,594
9 0,972 1,152 1,535 2,088 2,700 3,325 4,168 5,380
10 1,265 1,479 2,156 2,558 3,247 3,940 4,865 6,179

11 1,587 1,834 2,603 3,053 3,816 4,575 5,578 6,989
12 1,934 2,214 3,074 3,571 4,404 5,226 6,304 7,807
13 2,305 2,617 3,565 4,107 5,009 5,892 7,042 8,634
14 2,697 3,041 4,075 4,660 5,629 6,571 7,790 9,467
15 3,108 3,483 4,601 5,229 6,262 7,261 8,547 10,307

16 3,536 3,942 5,142 5,812 6,908 7,962 9,312 11,152
17 3,980 4,416 5,697 6,408 7,564 8,672 10,085 12,002
18 4,439 4,905 6,265 7,015 8,231 9,390 10,865 12,857
19 4,912 5,406 6,844 7,633 8,907 10,117 11,651 13,716
20 5,398 5,921 7,434 8,260 9,591 10,851 12,443 14,578

22 6,404 6,983 8,643 9,542 10,982 12,338 14,041 16,314
24 7,453 8,085 9,886 10,856 12,401 13,848 15,659 18,062
26 8,538 9,222 11,160 12,198 13,844 15,379 17,292 19,820
28 9,656 10,391 12,461 13,565 15,308 16,928 18,939 21,588
30 10,804 11,588 13,787 14,953 16,791 18,493 20,599 23,364

32 11,979 12,811 15,134 16,362 18,291 20,072 22,271 25,148
34 13,179 14,057 16,501 17,789 19,806 21,664 23,952 26,938
36 14,401 15,324 17,887 19,233 21,336 23,269 25,643 28,735
38 15,644 16,611 19,289 20,691 22,878 24,884 27,343 30,537
40 16,906 17,916 20,707 22,164 24,433 26,509 29,051 32,345

45 20,137 21,251 24,311 25,901 28,366 30,612 33,350 36,884
50 23,461 24,674 27,991 29,707 32,357 34,764 37,689 41,449
55 26,866 28,173 31,735 33,570 36,398 38,958 42,060 46,036
60 30,340 31,738 35,534 37,485 40,482 43,188 46,459 50,641
65 33,877 35,362 39,383 41,444 44,603 47,450 50,883 55,262

70 37,467 39,036 43,275 45,442 48,758 51,739 55,329 59,898
75 41,107 42,757 47,206 49,475 52,942 56,054 59,795 64,547
80 44,791 46,520 51,172 53,540 57,153 60,391 64,278 69,207
85 48,515 50,320 55,170 57,634 61,389 64,749 68,777 73,878
90 52,276 54,155 59,196 61,754 65,647 69,126 73,291 78,558
100 59,896 61,918 67,328 70,065 74,222 77,929 82,358 87,945



2 priedas. Matematin
es statistikos lentel
es 281

2.P.3 lentel
es t¦sinys. Chi kvadrato skirstinio P -osios kritin
es reik²m
es

0,20 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005 P�n
1,642 2,706 3,841 5,024 6,635 7,879 10,828 12,116 1
3,219 4,605 5,991 7,378 9,210 10,597 13,816 15,202 2
4,642 6,251 7,815 9,348 11,345 12,838 16,266 17,730 3
5,989 7,779 9,488 11,143 13,277 14,860 18,467 19,997 4
7,289 9,236 11,070 12,833 15,086 16,750 20,515 22,105 5

8,558 10,645 12,592 14,449 16,812 18,548 22,458 24,103 6
9,803 12,017 14,067 16,013 18,475 20,278 24,322 26,018 7
11,030 13,362 15,507 17,535 20,090 21,955 26,124 27,868 8
12,242 14,684 16,919 19,023 21,666 23,589 27,877 29,666 9
13,442 15,987 18,307 20,483 23,209 25,188 29,588 31,420 10

14,631 17,275 19,675 21,920 24,725 26,757 31,264 33,137 11
15,812 18,549 21,026 23,337 26,217 28,300 32,909 34,821 12
16,985 19,812 22,362 24,736 27,688 29,819 34,528 36,478 13
18,151 21,064 23,685 26,119 29,141 31,319 36,123 38,109 14
19,311 22,307 24,996 27,488 30,578 32,801 37,697 39,719 15

20,465 23,542 26,296 28,845 32,000 34,267 39,252 41,308 16
21,615 24,769 27,587 30,191 33,409 35,718 40,790 42,879 17
22,760 25,989 28,869 31,526 34,805 37,156 42,312 44,434 18
23,900 27,204 30,144 32,852 36,191 38,582 43,820 45,973 19
25,038 28,412 31,410 34,170 37,566 39,997 45,315 47,498 20

27,301 30,813 33,924 36,781 40,289 42,796 48,268 50,511 22
29,553 33,196 36,415 39,364 42,980 45,559 51,179 53,479 24
31,795 35,563 38,885 41,923 45,642 48,290 54,052 56,407 26
34,027 37,916 41,337 44,461 48,278 50,993 56,892 59,300 28
36,250 40,256 43,773 46,979 50,892 53,672 59,703 62,162 30

38,466 42,585 46,194 49,480 53,486 56,328 62,487 64,995 32
40,676 44,903 48,602 51,966 56,061 58,964 65,247 67,803 34
42,879 47,212 50,998 54,437 58,619 61,581 67,985 70,588 36
45,076 49,513 53,384 56,896 61,162 64,181 70,703 73,351 38
47,269 51,805 55,758 59,342 63,691 66,766 73,402 76,095 40

52,729 57,505 61,656 65,410 69,957 73,166 80,077 82,876 45
58,164 63,167 67,505 71,420 76,154 79,490 86,661 89,561 50
63,577 68,796 73,311 77,380 82,292 85,749 93,168 96,163 55
68,972 74,397 79,082 83,298 88,379 91,952 99,607 102,695 60
74,351 79,973 84,821 89,177 94,422 98,105 105,988 109,164 65

79,715 85,527 90,531 95,023 100,425 104,215 112,317 115,578 70
85,066 91,061 96,217 100,839 106,393 110,286 118,599 121,942 75
90,405 96,578 101,879 106,629 112,329 116,321 124,839 128,261 80
101,054 107,565 113,145 118,136 124,116 128,299 137,208 140,782 90
106,364 113,038 118,752 123,858 129,973 134,247 143,344 146,990 95
111,667 118,498 124,342 129,561 135,807 140,169 149,449 153,167 100



282 2 priedas. Matematin
es statistikos lentel
es

2.P.4 lentel
e. Stjudento skirstinio P -osios kritin
es reik²m
es

n�P 0,25 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0025 0,001 0,0005
1 1,0000 3,0777 6,3138 12,7062 31,8205 63,6567 127,321 318,309 636,619
2 0,8165 1,8856 2,9200 4,3027 6,9646 9,9248 14,0890 22,3271 31,5991
3 0,7649 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8409 7,4533 10,2145 12,9240
4 0,7407 1,5332 2,1318 2,7764 3,7469 4,6041 5,5976 7,1732 8,6103
5 0,7267 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321 4,7733 5,8934 6,8688

6 0,7176 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 4,3168 5,2076 5,9588
7 0,7111 1,4149 1,8946 2,3646 2,9980 3,4995 4,0293 4,7853 5,4079
8 0,7064 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 3,8325 4,5008 5,0413
9 0,7027 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 3,6897 4,2968 4,7809
10 0,6998 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693 3,5814 4,1437 4,5869

11 0,6974 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 3,4966 4,0247 4,4370
12 0,6955 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 3,4284 3,9296 4,3178
13 0,6938 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 3,3725 3,8520 4,2208
14 0,6924 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768 3,3257 3,7874 4,1405
15 0,6912 1,3406 1,7531 2,1314 2,6025 2,9467 3,2860 3,7328 4,0728

16 0,6901 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208 3,2520 3,6862 4,0150
17 0,6892 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982 3,2224 3,6458 3,9651
18 0,6884 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,1966 3,6105 3,9216
19 0,6876 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609 3,1737 3,5794 3,8834
20 0,6870 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,1534 3,5518 3,8495

22 0,6858 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188 3,1188 3,5050 3,7921
24 0,6848 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922 2,7969 3,0905 3,4668 3,7454
26 0,6840 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,0669 3,4350 3,7066
28 0,6834 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633 3,0469 3,4082 3,6739
30 0,6828 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,0298 3,3852 3,6460

34 0,6818 1,3070 1,6909 2,0322 2,4411 2,7284 3,0020 3,3479 3,6007
38 0,6810 1,3042 1,6860 2,0244 2,4286 2,7116 2,9803 3,3190 3,5657
42 0,6804 1,3020 1,6820 2,0181 2,4185 2,6981 2,9630 3,2960 3,5377
46 0,6799 1,3002 1,6787 2,0129 2,4102 2,6870 2,9488 3,2771 3,5150
50 0,6794 1,2987 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778 2,9370 3,2614 3,4960

60 0,6786 1,2958 1,6706 2,0003 2,3901 2,6603 2,9146 3,2317 3,4602
70 0,6780 1,2938 1,6669 1,9944 2,3808 2,6479 2,8987 3,2108 3,4350
80 0,6776 1,2922 1,6641 1,9901 2,3739 2,6387 2,8870 3,1953 3,4163
90 0,6772 1,2910 1,6620 1,9867 2,3685 2,6316 2,8779 3,1833 3,4019
100 0,6770 1,2901 1,6602 1,9840 2,3642 2,6259 2,8707 3,1737 3,3905

200 0,6757 1,2858 1,6525 1,9719 2,3451 2,6006 2,8385 3,1315 3,3398
300 0,6753 1,2844 1,6499 1,9679 2,3388 2,5923 2,8279 3,1176 3,3233
400 0,6751 1,2837 1,6487 1,9659 2,3357 2,5882 2,8227 3,1107 3,3150
500 0,6750 1,2832 1,6479 1,9647 2,3338 2,5857 2,8195 3,1066 3,3101
∞ 0,6745 1,2816 1,6449 1,9600 2,3263 2,5758 2,8070 3,0902 3,2905



2 priedas. Matematin
es statistikos lentel
es 283

2.P.5 lentel
e. Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� P -osios kritin
es reik²m
es

n�m 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,88 240,54
2 18,513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371 19,385
3 10,128 9,5521 9,2766 9,1172 9,0135 8,9406 8,8867 8,8452 8,8123
4 7,7086 6,9443 6,5914 6,3882 6,2561 6,1631 6,0942 6,0410 5,9988
5 6,6079 5,7861 5,4095 5,1922 5,0503 4,9503 4,8759 4,8183 4,7725

6 5,9874 5,1433 4,7571 4,5337 4,3874 4,2839 4,2067 4,1468 4,0990
7 5,5914 4,7374 4,3468 4,1203 3,9715 3,8660 3,7870 3,7257 3,6767
8 5,3177 4,4590 4,0662 3,8379 3,6875 3,5806 3,5005 3,4381 3,3881
9 5,1174 4,2565 3,8625 3,6331 3,4817 3,3738 3,2927 3,2296 3,1789
10 4,9646 4,1028 3,7083 3,4780 3,3258 3,2172 3,1355 3,0717 3,0204

11 4,8443 3,9823 3,5874 3,3567 3,2039 3,0946 3,0123 2,9480 2,8962
12 4,7472 3,8853 3,4903 3,2592 3,1059 2,9961 2,9134 2,8486 2,7964
13 4,6672 3,8056 3,4105 3,1791 3,0254 2,9153 2,8321 2,7669 2,7144
14 4,6001 3,7389 3,3439 3,1122 2,9582 2,8477 2,7642 2,6987 2,6458
15 4,5431 3,6823 3,2874 3,0556 2,9013 2,7905 2,7066 2,6408 2,5876

16 4,4940 3,6337 3,2389 3,0069 2,8524 2,7413 2,6572 2,5911 2,5377
17 4,4513 3,5915 3,1968 2,9647 2,8100 2,6987 2,6143 2,5480 2,4943
18 4,4139 3,5546 3,1599 2,9277 2,7729 2,6613 2,5767 2,5102 2,4563
19 4,3807 3,5219 3,1274 2,8951 2,7401 2,6283 2,5435 2,4768 2,4227
20 4,3512 3,4928 3,0984 2,8661 2,7109 2,5990 2,5140 2,4471 2,3928

21 4,3248 3,4668 3,0725 2,8401 2,6848 2,5727 2,4876 2,4205 2,3660
22 4,3009 3,4434 3,0491 2,8167 2,6613 2,5491 2,4638 2,3965 2,3419
23 4,2793 3,4221 3,0280 2,7955 2,6400 2,5277 2,4422 2,3748 2,3201
24 4,2597 3,4028 3,0088 2,7763 2,6207 2,5082 2,4226 2,3551 2,3002
25 4,2417 3,3852 2,9912 2,7587 2,6030 2,4904 2,4047 2,3371 2,2821

26 4,2252 3,3690 2,9752 2,7426 2,5868 2,4741 2,3883 2,3205 2,2655
27 4,2100 3,3541 2,9604 2,7278 2,5719 2,4591 2,3732 2,3053 2,2501
28 4,1960 3,3404 2,9467 2,7141 2,5581 2,4453 2,3593 2,2913 2,2360
29 4,1830 3,3277 2,9340 2,7014 2,5454 2,4324 2,3463 2,2783 2,2229
30 4,1709 3,3158 2,9223 2,6896 2,5336 2,4205 2,3343 2,2662 2,2107

40 4,0847 3,2317 2,8387 2,6060 2,4495 2,3359 2,2490 2,1802 2,1240
50 4,0343 3,1826 2,7900 2,5572 2,4004 2,2864 2,1992 2,1299 2,0734
60 4,0012 3,1504 2,7581 2,5252 2,3683 2,2541 2,1665 2,0970 2,0401
70 3,9778 3,1277 2,7355 2,5027 2,3456 2,2312 2,1435 2,0737 2,0166
80 3,9604 3,1108 2,7188 2,4859 2,3287 2,2142 2,1263 2,0564 1,9991

100 3,9361 3,0873 2,6955 2,4626 2,3053 2,1906 2,1025 2,0323 1,9748
150 3,9042 3,0564 2,6649 2,4320 2,2745 2,1595 2,0711 2,0006 1,9428
200 3,8884 3,0411 2,6498 2,4168 2,2592 2,1441 2,0556 1,9849 1,9269
500 3,8601 3,0138 2,6227 2,3898 2,2320 2,1167 2,0279 1,9569 1,8986
∞ 3,8415 2,9957 2,6049 2,3719 2,2141 2,0986 2,0096 1,9384 1,8799



284 2 priedas. Matematin
es statistikos lentel
es

2.P.5 lentel
es t¦sinys. Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� P -osios kritin
es reik²m
es

n�m 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ∞
1 241,88 243,91 245,95 248,01 249,05 250,09 251 14 252,20 253,25 254,31
2 19,396 19,413 19,429 19,446 19,454 19,462 19,471 19,479 19,487 19,496
3 8,7855 8,7446 8,7029 8,6602 8,6385 8,6166 8,5944 8,5720 8,5494 8,5265
4 5,9644 5,9117 5,8578 5,8025 5,7744 5,7459 5,7170 5,6877 5,6581 5,6281
5 4,7351 4,6777 4,6188 4,5581 4,5272 4,4957 4,4638 4,4314 4,3985 4,3650

6 4,0600 3,9999 3,9381 3,8742 3,8415 3,8082 3,7743 3,7398 3,7047 3,6689
7 3,6365 3,5747 3,5108 3,4445 3,4105 3,3758 3,3404 3,3043 3,2674 3,2298
8 3,3472 3,2839 3,2184 3,1503 3,1152 3,0794 3,0428 3,0053 2,9669 2,9276
9 3,1373 3,0729 3,0061 2,9365 2,9005 2,8637 2,8259 2,7872 2,7475 2,7067
10 2,9782 2,9130 2,8450 2,7740 2,7372 2,6996 2,6609 2,6211 2,5801 2,5379

11 2,8536 2,7876 2,7186 2,6464 2,6090 2,5705 2,5309 2,4901 2,4480 2,4045
12 2,7534 2,6866 2,6169 2,5436 2,5055 2,4663 2,4259 2,3842 2,3410 2,2962
13 2,6710 2,6037 2,5331 2,4589 2,4202 2,3803 2,3392 2,2966 2,2524 2,2064
14 2,6022 2,5342 2,4630 2,3879 2,3487 2,3082 2,2664 2,2230 2,1778 2,1307
15 2,5437 2,4753 2,4034 2,3275 2,2878 2,2468 2,2043 2,1601 2,1141 2,0658

16 2,4935 2,4247 2,3522 2,2756 2,2354 2,1938 2,1507 2,1058 2,0589 2,0096
17 2,4499 2,3807 2,3077 2,2304 2,1898 2,1477 2,1040 2,0584 2,0107 1,9604
18 2,4117 2,3421 2,2686 2,1906 2,1497 2,1071 2,0629 2,0166 1,9681 1,9168
19 2,3779 2,3080 2,2341 2,1555 2,1141 2,0712 2,0264 1,9795 1,9302 1,8780
20 2,3479 2,2776 2,2033 2,1242 2,0825 2,0391 1,9938 1,9464 1,8963 1,8432

21 2,3210 2,2504 2,1757 2,0960 2,0540 2,0102 1,9645 1,9165 1,8657 1,8117
22 2,2967 2,2258 2,1508 2,0707 2,0283 1,9842 1,9380 1,8894 1,8380 1,7831
23 2,2747 2,2036 2,1282 2,0476 2,0050 1,9605 1,9139 1,8648 1,8128 1,7570
24 2,2547 2,1834 2,1077 2,0267 1,9838 1,9390 1,8920 1,8424 1,7896 1,7330
25 2,2365 2,1649 2,0889 2,0075 1,9643 1,9192 1,8718 1,8217 1,7684 1,7110

26 2,2197 2,1479 2,0716 1,9898 1,9464 1,9010 1,8533 1,8027 1,7488 1,6906
27 2,2043 2,1323 2,0558 1,9736 1,9299 1,8842 1,8361 1,7851 1,7307 1,6717
28 2,1900 2,1179 2,0411 1,9586 1,9147 1,8687 1,8203 1,7689 1,7138 1,6541
29 2,1768 2,1045 2,0275 1,9446 1,9005 1,8543 1,8055 1,7537 1,6981 1,6377
30 2,1646 2,0921 2,0148 1,9317 1,8874 1,8409 1,7918 1,7396 1,6835 1,6223

40 2,0772 2,0035 1,9245 1,8389 1,7929 1,7444 1,6928 1,6373 1,5766 1,5089
50 2,0261 1,9515 1,8714 1,7841 1,7371 1,6872 1,6337 1,5756 1,5115 1,4383
60 1,9926 1,9174 1,8364 1,7480 1,7001 1,6491 1,5943 1,5343 1,4673 1,3893
70 1,9689 1,8932 1,8117 1,7223 1,6738 1,6220 1,5661 1,5046 1,4351 1,3529
80 1,9512 1,8753 1,7932 1,7032 1,6542 1,6017 1,5449 1,4821 1,4107 1,3247

100 1,9267 1,8503 1,7675 1,6764 1,6267 1,5733 1,5151 1,4504 1,3757 1,2832
150 1,8943 1,8172 1,7335 1,6410 1,5902 1,5354 1,4752 1,4074 1,3275 1,2226
200 1,8783 1,8008 1,7166 1,6233 1,5720 1,5164 1,4551 1,3856 1,3024 1,1885
500 1,8496 1,7716 1,6864 1,5916 1,5392 1,4821 1,4186 1,3455 1,2551 1,1132
∞ 1,8307 1,7522 1,6664 1,5705 1,5173 1,4591 1,3940 1,3180 1,2214 1,0000
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