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Pratarmeé

Matematinés statistikos metody jsisavinimas yra nejsivaizduojamas, jeigu nebandoma jy
pritaikyti sprendziant jvairaus tipo uzdavinius.

Kiekvienoje matematinés statistikos knygoje, monografijoje ar vadovélyje pateikiama
daug jvairiy pratimy. Priklausomai nuo knygos paskirties, didesnis démesys skiria-
mas statistiniy metody taikymui realiems duomenims analizuoti arba teoriniams uz-
daviniams. Klasikinio tipo vadovéliuose jprastai pateikiami jvairaus sudétingumo ir
tipo uzdaviniai, didelis démesys skiriamas teoriniams pratimams, kuriuos sprendziant
isigilinama, kaip konstruojami metodai, sukuriamos jy taikymo rekomendacijos. Tik
supratus, kaip gaunami matematinés statistikos rezultatai, galima kvalifikuotai interpre-
tuoti konkrediy statistiniy duomeny analizés rezultatus ir, susidarus su nestandartine
situacija, sukurti nauja arba pakoreguoti esama sprendimo metoda.

Daugelyje matematinés statistikos knygy pateikiami teorinio pobudzio uzdaviniai pa-
pildo ir iSplec¢ia déstoma medziaga. Neretai juose pateikiami naujausi matematineés statis-
tikos rezultatai, kuriuos galima rasti mokslinése publikacijose. Tokie uzdaviniai daugu-
mai studenty yra sunkiai jveikiami. I8kyla poreikis matematinés statistikos uzdavinyno,
kuriame buty pateikti teoriniy uzdaviniy sprendimai arba gana detalds jy sprendimo
nurodymai. Be to, tokiame uzdavinyne turéty bati ir praktiniy uzdaviniy, skirty realiy
statistiniy duomeny analizei ir gauty analizés rezultaty interpretavimui. Iki §iol ne-
turime tokio uzdavinyno lietuviy kalba. Sis uzdavinynas ir skirtas Siai spragai uzpildyti.
I8 uzsienio kalbomis igleisty tokio pobudzio uzdavinyny paminésime [6], [9], [10].

Kad suprasty pateikiamy uzdaviniy sprendimus, skaitytojas turéty buti isklauses uni-
versitetinés apimties tikimybiy teorijos kursa ir jsisavines atitinkamy matematinés statis-
tikos skyriy medzZiaga, pavyzdZziui, i§ vadovélio [2], [3], [4]. UZdavinius pateikiame i§
mineéto vadovélio, papildydami juos uzdaviniais i§ kity matematinés statistikos knygy ir
uzdavinyny. Sprendziant pratimus pateikiamos nuorodos j taikomas formules, teoremas
ar skyrelius i§ minéto vadovélio. Savokas ar apibrézimus galima pasitikslinti minétame
vadovélyje pasinaudojus dalykine rodykle.

Uzdavinynas skirtas universitety statistikos ir matematikos studijy krypc¢iy studen-
tams, studijuojantiems matematineés statistikos kursa, taip pat ir kity mokslinés ar prak-
tinés sriciy specialistams, taikantiems matematinés statistikos metodus.

Autoriai



Trumpiniai ir Zymenys

A. d. — atsitiktinis dydis;

n. a. d. — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai;

a. v. — atsitiktinis vektorius;

n. a. v. — nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai;

TG - tolygiai galingiausias (kriterijus);

TGN - tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus);

DT - didZiausiojo tikétinumo (funkcija, metodas, jvertinys);

ASE - asimptotinis santykinis efektyvumas (jvertiniy, kriterijy);

NMD jvertinys — nepaslinktasis minimalios dispersijos jvertinys

X, Y, Z, ... — atsitiktiniai dydziai;

X, Y, Z,... — atsitiktiniai vektoriai;

X7 — transponuotas vektorius, t.y. vektorius — eilute;

ap — pradinis k-osios eilés momentas;

Wi — centrinis k-osios eilés momentas;

1 — asimetrijos koeficientas;

o — eksceso koeficientas;

x(P) — P-asis kvantilis;

xp — P-oji kritiné reikSmé;

pv — P reiksme;

3 = [0i;]kxr — kovariacijy matrica;

P = [pijlexk — koreliacijos koeficienty matrica;

P{A} — jvykio A tikimybé;

P{A|B} —ivykio A salyginé tikimybeé;

Py{A}, P{A|0} — tikimybeé, priklausanti nuo parametro 6;

Fp(x), F(z; 0), F(x|#) — pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro 6
(analogigkai tankio funkcijai);

EX - a. d. X vidurkis;

VX —a. d. X dispersija;

Eo(X), E(X|0), Vo(X), V(X|0) —a. d. X vidurkis ar dispersija, priklausantys nuo
parametro 6,

E(X) — a. v. X vidurkiy vektorius;

V(X) - a. v. X kovariacijy matrica;
Cov (X, Y) —a. d. X ir Y kovariacija;
Cov (X, Y) —a. v. X ir Y kovariacijy matrica;
B(n, p) — binominis skirstinys su parametrais n ir p;
B~ (n, p) — neigiamasis binominis skirstinys su parametrais n ir p;
P (M) — Puasono skirstinys su parametru A;

H(N, M, n) — hipergeometrinis skirstinys su parametrais N, M ir n;
N(0, 1) — standartinis normalusis skirstinys;
N(u, 0?) — normalusis skirstinys su parametrais p ir o2;
LN(u, o) — lognormalusis skirstinys su parametrais p ir o
K(p, o) — Kosi skirstinys su parametrais p ir o;



8 Trumpiniai ir Zymenys

E(N\) — eksponentinis skirstinys su parametru A;

E(a, \) — paslinktasis eksponentinis skirstinys su parametrais a ir A;

G(A, 1) — gama skirstinys su parametrais A ir 7;

W (6, v) — Veibulo skirstinys su parametrais 6 ir v;

Pa(a, 8) — Pareto skirstinys su parametrais « ir 6;

Be(y, n) — beta skirstinys su parametrais + ir 7;

U(a, B) — tolygusis skirstinys intervale («, B);

x%(n) — chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy;

x%(n; §) — necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy ir necentriskumo
parametru &;

S(n) — Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy;

S(n; 0) — necentrinis Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy ir necentriskumo
parametru d;

F(m, n) — Figerio skirstinys su m ir n laisvés laipsniy;

F(m, n; §) — necentrinis FiSerio skirstinys su m ir n laisvés laipsniy ir necentriskumo
parametru &;

Zo — standartinio normaliojo skirstinio a kritiné reiksmeé;

to(n) — Stjudento skirstinio su n laisvés laipsniy « kritiné reiksme;

X2 (n) — chi kvadrato skirstinio su n laisvés laipsniy a kritiné reiksme;
F,(m, n) — Figerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy « kritiné reik§meé;
Pr(n, m) — k-matis polinominis skirstinys su parametrais n ir # = (m1,...,m%)7,

T+ .. + 1 = 1

Hy (N, M, n)— k-matis hipergeometrinis skirstinys su parametrais N, M = (M, ..
Mp)T ir n;

Ni(p, ) — k-matis normalusis skirstinys su vidurkiy vektoriumi p ir kovariacijy
matrica 3;

X ~ N(p, 0%) —a. d. X, pasiskirstes pagal normalyjj désnj su parametrais p ir o
(analogiskai kity skirstiniy atveju);

*9

2

X, 5 X - konvergavimas pagal tikimybe (n — o0);

X, %% X - konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n — 00);

X, Mo x konvergavimas pagal kvadratinj vidurkj (n — 00);

X, 4 x , Fr(x) LA F(z) — konvergavimas pagal pasiskirstyma (silpnasis; n — c0);

X, A X~ N(u, 0?) - a. d. X,, asimptotikai (n — o) turi normalyjj skirstinj su
parametrais y ir o?;

X, 4 Y, —a. d. X, ir Y,, skirstiniai vienodi;

||| — kai @ = (21, ...,2x) " yra vektorius, reigkia atstuma (zx)'/2 = (32, 22)1/2;

||| - kai A = [a,;] yra matrica, reiskia (3, 3 a?;)!/%;

A> B (A > B)-kai Air B yra vienodos dimensijos kvadratinés matricos, reiskia,
kad matrica A — B yra teigiamai (neneigiamai) apibrézta.



I. Parametrine statistika

I.1. Empirinés charakteristikos

I.1.1. Statistinis modelis

I.1.1. Yra dvi nepriklausomos paprastosios a.d. X ~ B(1,p) imtys, kuriy didumai
yra ni ir ng. Tegu vieneto pasirodymuy skaiciai §iose imtyse yra X; ir X,. Sudarykite
jungtinés imties X = (X7, Xo)7T statistinj modelj. Raskite statistikos

X1 Xy

T=2_ 22
ni n2

vidurkj ir dispersija.

1.1.2. Objekty, turinciy savybe A, dalys k populiacijose atitinkamai yra 7y, ..., 7g-

a) Atsitiktinai parenkama populiacija ir i§ jos atsitiktinai imama grazinant didumo n
imtis.

b) Atsitiktinai parenkama populiacija ir i§ jos atsitiktinai imamas graZinant vienas
elementas. Procediira kartojama n karty.

Sudarykite §iy eksperimenty statistinius modelius. Raskite statistikos X/n vidurkj ir
dispersija, kai X yra skaiGius imties objekty, turin¢iy savybe A.

1.1.3. (I.1.2 pratimo tesinys). I8 kiekvienos populiacijos atsitiktinai imama graZinant
didumo n imtis. Sudarykite Sio eksperimento statistinj modelj. Raskite statistikos X/n
vidurkj ir dispersijg, kai X yra jungtinés nk didumo imties objekty, turin¢iy savybe A,
skaicius.

1.1.4. I3 populiacijos, kurioje pozymj A turin¢iy objekty dalis lygi 7, atsitiktinai
imama grazinant didumo n; imtis. IS tos imties atsitiktinai imama grazinant didumo nq
imtis. Sudarykite §io eksperimento statistinj modelj.

I1.1.5. (I.1.4 pratimo tesinys). Tare, kad eksperimento metu uzregistruojami tik
skai¢iai X; ir Xo pirmosios ir antrosios imties objekty, turinéiy savybe A, sudarykite
imties (X1, X5)7 statistinj modelj. Raskite statistikos X;/n; — Xo/no vidurkj ir disper-
sija.

1.1.6. Isspreskite I.1.5 pratima, kai imtys imamos atsitiktinai ir negrazinant (popu-
liacija sudaro N elementy, no < ny; < N).

1.1.7. Atrankinei kontrolei pateko N dydZio gaminiy partija, kurioje yra neZinomas
skai¢ius M defektiniy gaminiy. Atsitiktinai imama negrazinant n gaminiy ir nustatomas
defektiniy skai¢ius X i§ jy. Sudarykite imties X statistinj modelj.

9



10 I. PARAMETRINE STATISTIKA

1.1.8. (I.1.7 pratimo tesinys). Tegu partija pripaZjstama gera, kai X < c¢. Kaip
priklauso partijos priémimo tikimybé nuo §ios partijos defektiniy gaminiy skai¢iaus M?

1.1.9. Aibe sudaro N objekty, kurie apibuidinami tam tikru poZymiu y, t.y. aibé
On = {v1,...,yn } sudaryta i§ poZymio y reiksmiy. Atsitiktinaiimame negrazinant n < N
objekty. Tegu a.v. X = (X1, ..., X,,)T koordinaté X; lygi i-ojo parinkto objekto pozymio
y reikmei. a) Irodykite, kad a.v. X koordinatés yra priklausomi a.d. ir imtis néra
paprastoji; sudarykite imties X statistinj modelj. b) Raskite a.d. ¥ = X; + ... + X,
vidurkj ir dispersija. c¢) Raskite a. d. Y tikimybinj skirstinj, kai y;, ¢ = 1, ..., N, igyja tik
dvi reikSmes: 0 arba 1.

1.1.10. (I.1.9 pratimo tesinys). ISspreskite I.1.9 pratima tuo atveju, kai objektai
imami atsitiktinai grazinant.

I.1.11. Tegu X = (Xy,...., X,,)T ir Y = (Y1,...,Y,)T yra dvi paprastosios imtys,
gautos stebint nepriklausomus a.d. X ~ P(A;) ir Y ~ P(A2). Sudarykite jungtinés
didumo m + n imties statistinj modelj. Kaip pasikeisty §is modelis, jeigu buty zinoma,
kad A; = Ag?

I.1.12. Tegu X = (X1,...,X,,)T ir Y = (¥7,...,Y,,)T yra dvi paprastosios imtys,
gautos stebint nepriklausomus a.d. X ~ N(u1, of) ir Y ~ N(u2, 03). Sudarykite
jungtinés didumo m + n imties statistinj modelj, jeigu Zinoma, kad: a) p3 = pe; b) 01 =
09; ¢) jokios informacijos apie parametrus néra.

1.1.13. Tegu (X;, Y;)T,i = 1,...,n, yra paprastoji atsitiktiné a.v. (X,Y)7T, turincio
dvimatj normalyjj skirstinj, imtis. Sudarykite imties statistinj modelj. Kaip pasikeisty
statistinis modelis, jeigu buty Zinoma, kad marginalieji atsitiktiniy dydziy X ir Y skirs-
tiniai vienodi?

I.1.14. Imties X = (X1, ..., X,,)7 elementai X; ~ N(u, 02), i = 1,...,n. Koreliacijos
koeficientas p(X;, X;) = p, kai |t — j| =1, ir p(X;, X;) =0, kai |i — j| > 1. Sudarykite
imties X statistinj modelj.

I.1.15. Tegu X; = (X1, ..., Xin,)T, i = 1,...,m, yra paprastosios atsitiktinés imtys,
gautos stebint absoliuciai tolydzius n.a.d. X, ..., X;,. Sudarykite jungtinés imties X =
(X7, ..., X\ statistinj modelj, kai Zinoma, kad: a) a.d. X1, ..., X, skirstiniai gali skirtis
tik poslinkio parametru; b) gali skirtis tik mastelio parametru; ¢) gali skirtis poslinkio ir
mastelio parametrais; d) jokios papildomos informacijos néra.

1.1.16. Imties X = (X1, ..., X,,)7 nariai yra nepriklausomi absoliuciai tolydiis atsitik-
tiniai dydziai. Sudarykite imties X statistinj modelj. Kaip pasikeisty statistinis modelis,
jeigu imtis buty paprastoji?

1.1.17. Paprastoji atsitiktiné imtis X0 = (X1iy s Xpi)T, i = 1,...,n, gauta stebint
a.v. X = (Xi1,..., X;)T. Sudarykite imties statistinj modelj, jeigu Zinoma, kad a. d.
X, ..., X marginalieji skirstiniai yra vienodi.

1.1.18. Tagkas tolygiai juda tiese grei¢iu v. Laiko momentais ¢y, ..., ¢, uZregistruoja-
mas tagko nueitas kelias X1, ..., X,,; laiko momentu ¢ = 0 tagkas buvo taske xy. Tarkime,
kad matavimo rezultatai tarpusavyje nepriklausomi, matavimo paklaidos neturi siste-
minés dedamosios, o atsitiktiné dedamoji pasiskirséiusi pagal normalyjj désnj N (0, o2).
Sudarykite imties X = (X1, ..., X,,)7 statistinj modelj.

1.1.19. (I.1.18 pratimo tesinys). Sudarykite statistinj modelj tuo atveju, kai Zinoma,
kad Ty = 0.
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1.1.20. Sveriant ta patj kana n karty, gauti svérimo rezultatai X, ..., X,,. Tegu jie
tarpusavyje nepriklausomi. Pirmuyjuy k& svérimy sisteminé paklaida 0, o likusiyju — p.
Atsitiktinés visy svérimy paklaidy dedamosios turi normaliuosius skirstinius N (0, 02).
Sudarykite imties X = (X7, ..., X,,)T statistinj modelj.

I.1.2. Empiriné pasiskirstymo funkcija ir tankis

1.1.21. Tegu Fn(x) yra empiriné pasiskirstymo funkcija, gauta i$ paprastosios didumo
n = 100 imties a.d. X ~ N(1, 4). Raskite aproksimacija tikimybés, kad F,,(0) absoliu-
tiniu didumu skirsis nuo teorinés pasiskirstymo funkcijos taske x = 0 ne daugiau kaip
0,1; 0,05.

1.1.22. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint absoliuciai tolydyji a.d. su pa-
siskirstymo funkcija F' (z). Raskite aproksimacija tikimybés, kad empirinés pasiskirstymo
funkcijos F,,(x) maksimalus nuokrypis nuo teorinés pasiskirstymo funkcijos nevirgys e.
Raskite apytiksle §ios tikimybés reik§me, kai n = 50; 100 ir ¢ = 0, 1;0, 05.

1.1.23. Paprastoji imtis gauta stebint a.d. X ~ P(3). Koks apytiksliai turi biti
imties didumas n, kad, vertinant tikimybe P{X = 2} santykiniu daZniu, absoliutiné
paklaida nevirsyty 0,05 su tikimybe, ne mazesne uz 0,957

1.1.24. Lenteléje pateikiamos n = 100 atsitiktinai atrinkty gaminiy tam tikro para-
metro pamatuotos reik§meés (didumo n paprastosios imties realizacija).

24 141 | 30 | 37 | 25| 32|28 | 35| 28 |51
36 | 26 | 43 | 25 | 27 |39 |21 | 45|39 |25
29 | 43 | 66 | 25 | 24 | 56 | 29 | 31 | 41 | 41
36 | 57 | 36 | 48 | 25 | 36 | 48 | 24 | 48 | 22
40 | 7 |31 | 24| 32|53 |33 |46 | 22| 33
25 | 37 |34 32|41 |36 |19 32|25 19
19 | 37 |20 | 21 | 48 |44 | 35| 19 | 44 | 34
29 | 48 | 38 | 43 | 48 | 35 |42 | 37 | 35 | 36
58 | 45 | 34 | 40 | 37 | 21 | 41 | 11 | 41 | 27
50 | 24 | 37 | 39 |33 |45 |39 |43 |21 | 34

a) Sugrupuokite stebinius ilgio A = 10 intervalais pradédami nuo 0.
b) Nubraizykite empirinés pasiskirstymo funkcijos realizacijos grafika ir histograma.
1.1.25. (I.1.24 pratimo tesinys). Palyginkite empirinés pasiskirstymo funkcijos re-

alizacijos grafikg ir histogramg su normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija ir tankiu
(vietoje nezinomy parametry imkime jy empirinius analogus).

1.1.3. Pozicinés statistikos

1.1.26. Paprastoji didumo n = 50 imtis gauta stebint a.d., kurio tankis f(z|u) =
2¢—2(==1) g > 1. Raskite tikimybe, kad X1y —u <0,05.

1.1.27. Variaciné eiluté X(y, ..., X(,,) gauta stebint paslinkta eksponentinj a.d. X ~
E(1/o, 1), kurio tankio funkcija

f(al, o) = =

.
= (- e
g g
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a) Raskite statistikos

n( X1y — 1) -

T =
w ’

X))
:2

tikimybinj tankj. b) Irodykite, kad X(;) skirstinys yra £(n/o, u); a.d. 200, X —
nX())/o turi x? skirstinj x2(2n — 2). ¢) Tarkime, kad paprastoji imtis X1, ..., X,, gauta
stebint a.d. £(A). Irodykite, kad a.d. Y1 = nX(1),Ys = (n — 1)(X2) — X(1)), .-, Yo =
Xny — X(n—1) yra nepriklausomi ir turi ta patj eksponentinj skirstinj £(\).

I.1.28. Variaciné eiluté X(y),..., X(,) gauta stebint tolydyji a.d. X, kurio pa-
siskirstymo funkcija yra F'(x). Irodykite, kad a.d.

Yz_<F(X())> i=1,2,..,n—1
F(X(it1))

yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste pagal U(0, 1).

I.1.29. Tegu X = (X1,...,X)7T ir Y = (Y1,...,Y,,)T yra dvi paprastosios nepri-
klausomos atsitiktinés imtys, gautos stebint tolyguji a.d. U(0, 1). Raskite ty imdciy
maksimaliy reik§miy santykio X ,,)/Y(,) tikimybinj skirstinj.

1.1.30. Imtis, kurios didumas n = 2k+1, gauta stebint a.d. X ~ U(0, 1). Irodykite,
kad empirinés medianos dispersija lygi 1/(4(2k + 3)).

I.1.31. Variacine eiluté Xy, ..., X () gauta stebint tolydyjj a. d., kurio pasiskirstymo
funkcija yra F(z). Raskite a.v. (F(X,)), F(X(k,)))" kovariacijy matrica.

1.1.32. Variaciné eiluté X(y), ..., X(,) gauta stebint tolydyjj a.d., kurio pasiskirstymo
funkcija yra F'(x). Irodykite, kad imties plo¢io W,, = X(,,) — X(1) vidurkis yra

B, = [ (- F(a) - (- F@)")as,

jeigu pasiskirstymo funkcija F'(z) tenkina salyga z[1 — F"(x) — (1 — F(z)")] — 0, kai
T — Foo.

1.1.33. Raskite krastiniy poziciniy statistiky pirmuosius momentus, kai stebimo a. d.
skirstinys yra eksponentinis.

I.1.34. Yra k nepriklausomy paprastyjy didumo n imciy, gauty stebint a.d. X; ~
U(0, 1). Tegu i-osios imties maksimali reikSmé yra X((:l)) irV = X((rll; X((kg. Raskite
a.d. V tikimybiy pasiskirstymo désnj.

1.1.35. Tegu X = (X1,...,X,,)T yraa.d. X ~ G(\, n) paprastoji atsitiktiné imtis.
Irodykite, kad 7 ; X; ir 37" | [In X; — In X(y)] yra nepriklausomi.

1.1.36. Sakykime, X = (X1,...,X,,)T yraa.d. X ~ U(a, b), —00o < a < b < oo,
paprastoji atsitiktiné imtis. Jrodykite, kad Y; = (X(;)—X1))/(X(m)— X)), 1 =2,...,n—
1, yra nepriklausomi nuo Xy ir X,).

1.1.37. Tegu Xi,..Xky1 yra n.a.d., turintys gama skirstinius X; ~ G()\ Ni),1 =

., k+1. Trodykite, kad a.v. (Z7, ...,Zk) kai Z; = X /(X1 + ...+ Xi1), 1= 1,2, ..k,
turi k-matj Dirichlé skirstinj D(nq, ..., ni; ﬂk+1) Jeigu k =1, tai Z; ~ Be(nl,ng).
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1.1.38. Tegu X;, ..., X,, yra paprastoji imtis a.d. X ~ U(0,0),6 > 0. Irodykite, kad
X () tankio funkcija yra na™~! /0", kai 0 < x < 6.

1.1.39. Tegu Xy,..., X, yra paprastoji imtis a.d. X ~ U(p—6/2,u+6/2),0 > 0.
Irodykite, kad imties plocio X(,) — X(1) tankio funkcija

(n(n —1)/0)(z/0)"2(1 — z/0), 0<z <.

I.1.40. (I.1.39 pratimo tesinys). Irodykite, kad a.d. Z = ((X(@1) + Xn))/2 —
1)/ (X(n) — X1y) tankio funkcija f(z) = (n —1)/(1 + 2|z])", —o0 < < oo.

1.1.41. Tegu X;, Xs, ..., X,, yra paprastoji imtis a.d. X ~ U(0, 1). Irodykite, kad
a.d. Y = (X;-...- X,,)/" tankio funkcija yra
nnyn—l

= 1)!(—lny)"_17 0<y<1.

fly) =

1.1.42. Tegu X() yra k-oji poziciné statistika i§ didumo m imties, gautos stebint
a.d. X su absoliuciai tolydZzia pasiskirstymo funkcija F'(z). Tarkime, kad gauta kita
nepriklausoma didumo n imtis su ta pacia pasiskirstymo funkcija F'(z). Pazymékime
Z skaitiy tokiy antrosios imties elementy, kurie nevirsija X (). Irodykite, kad a.d. Z
skirstinys nusakytas tikimybémis

ckCz k
P{Z =2} =7+ , =0,1,...,n.

1.1.43. (1.1.42 pratimo tesinys). Irodykite, kad a.d. Z r-asis faktorialinis momentas

min!(k +r —1)!

B(z") = (k—D!(m+7r)(n—7)

1<r<n.

1.1.44. Tegu Y1,...,Y, yra paprastoji imtis a.d. Y ~ U(0, 1). Irodykite, kad jei
k,n— o0, k/n—p, 0<p<1,tai

VY —p) 3 Y ~ N(0,p(1 —p)).

1.1.45. Tegu Xi,...,X, yra paprastoji imtis a.d. X su tolydZzia pasiskirstymo
funkcija F(x). Irodykite, kad jei F(z) tolydziai diferencijuojama tasko z(p), 0 < p < 1,
0 < p < 1 aplinkoje ir tankis f(x(p)) > 0, k/n — p, n — oo, tai

Vi(E(p) — z(p)) %Y ~ N(0,p(1 - p)/f*(x(p))).

1.1.46. Tegu Xy,...,X, yra paprastoji imtis a.d. X su tolydZzia pasiskirstymo
funkcija F(x). Irodykite, kad jei F(x) tolydziai diferencijuojama tasky z(p1),z(p2),
0 < p1 < p2 < 1 aplinkose ir tankio reiksmeés f(x(p1)) > 0, f(z(p2)) > 0, tai n — oo

V(@ (ps) — #(p1) — (x(p2) — (p1)) 2 Y ~ N(0,0%(p1,p2)),

2 _n(l-p) pi(l—p2) p2(1 —po)
T 0np) = TBrn ) T e fam) | Pa)
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1.1.47. (1.1.46 pratimo tesinys). Jeigu p1 = 1/4, 0 po = 3/4, tai z = x(3/4) —x(1/4)

vadinamas interkvartiliniu plociu. Raskite statistikos Z = #(3/4) — #(1/4) asimptotinj
skirstinj.
_ L.1.48. Tarkime, kad paprastoji imtis Xi, ..., X;, gauta stebint a.d. X ~ K(u,o0).
Sio skirstinio vidurkis neegzistuoja, o parametras p yra mediana x(1/2) = pu. Kvartiliai
x(1/4) = p—o, x(3/4) = p+o,ir (x(3/4)—x(1/4))/2 = o. Raskite statistiky i = £(1/2)
ir 6 = (2(3/4) — £(1/4))/2 asimptotinius skirstinius.

1.1.49. (I.1.48 pratimo tesinys). Tegu 0 < p < 1/2. a) parinkite konstanta c(p)

taip, kad (x(1—p) —z(p))/c(p) = o; b) raskite tokia parametro p reik§me, kad statistikos
6 = (&(1 —p) — z(p))/c(p) asimptotinio skirstinio dispersija bty minimali.
_ L.1.50. Tarkime, kad paprastoji imtis X1, ..., X;, gauta stebint a.d. X ~ N(u,o?).
Sio skirstinio mediana sutampa su vidurkiu x(1/2) = p. Kvartiliai 2(1/4) = p — 2140,
x(3/4) = p + 21740, 214 yra standartinio normaliojo skirstinio kritiné reikimeé z;,4 =
®~1(3/4), ir (x(3/4) — x(1/4))/(221/4) = o. Raskite statistiky g = &(1/2) ir 6 =
(#(3/4) — 2(1/4))/(221/4) asimptotinius skirstinius.

I.1.51. (I.1.50 pratimo tesinys). Tegu 0 < p < 1/2. a) parinkite konstantg c(p)
taip, kad (z(1—p)—z(p))/c(p) = o; b) raskite tokia parametro p reik¥me, kad statistikos
6 = (&(1 —p) — 2(p))/c(p) asimptotinio skirstinio dispersija buty minimali.

1.1.52. Tarkime, kad paprastoji imtis X1, ..., X, gauta stebint a.d. X, turintj Laplaso
skirstinj, kurio tankis

1
flalp,o) = —elo7H/7 o >0, z,ueR.
20
Sio skirstinio mediana sutampa su vidurkiu z(1/2) = p. Kvartiliai 2(1/4) = u — oIn2,
x(3/4) = p+oln2, ir (x(3/4) — x(1/4))/(2In2) = 0. Raskite statistiky 4 = #(1/2) ir
&= (2(3/4) —£(1/4))/(21n2) asimptotinius skirstinius.

1.1.53. (I.1.52 pratimo tesinys). Tegu 0 < p < 1/2. a) parinkite konstanta c(p)
taip, kad (z(1—p)—z(p))/c(p) = o; b) raskite tokia parametro p reiksme, kad statistikos
&= (2(1 —p) —&(p))/c(p) asimptotinio skirstinio dispersija bity minimali.

1.1.54. Empiriné mediana %(1/2) gauta i§ paprastosios didumo n imties a.d. X su
tolydZia pasiskirstymo funkcija F'(x). Irodykite, kad asimptotiskai (n — oo)

2vn(F(2(1/2)) — 1/2) % Z ~ N(0, 1).

1.1.55. Trodykite, kad eksponentinio skirstinio £(\) empiriné mediana #(1/2), gauta

i§ didumo 2n + 1 paprastosios imties, turi tokj asimptotinj (n — co) skirstinj
In2
A2n+ 1(2(1/2) — HT) 4 7 ~ N0, 1).

I.1.56. Variaciné eiluteé X(;) < ... < X,,) gauta stebint tolydyji a. d. su pasiskirstymo
funkcija F'(x). Tegu Y(;) = F(X()),i = 1,...,nir Z; = Y;) = Y_1),i = 1,...,n+1,Y(g) =
0,Y(n41) = 1. Irodykite, kad fiksuoto skaiCiaus k skirtingy a.d. Z; suma Sy, asimptotiSkai
(n — o00) turi gama skirstinj G(1, k).

I.1.57. (1.1.56 pratimo tesinys). Raskite asimptotinius skirstinius statistiky X ir
X(n—k+1), kai stebétas a.d. X ~ U(a,b).

I.1.58. (I.1.56 pratimo tesinys). Raskite asimptotinius skirstinius statistiky X ir
X(n—k+1), kai stebétas a.d. X ~ E(N).
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I.1.4. Empiriniai momentai ir jy funkcijos

1.1.59. Pagal didumo nj,ns,...,n; paprastasias nepriklausomas imtis gauti em-
piriniai vidurkiai X; ir nepaslinktos empirinés dispersijos s?, i = 1,2,....k. Raskite
jungtinés didumo n = nq + ... + ny, imties empirinj vidurki X ir nepaslinktaja empirine
dispersija s2.

1.1.60. Eksperty grupé vertino kino kadry, nufilmuoty dviejy tipy kino juostomis,
kokybe. Gauti Sie rezultatai:

I tipo kino juosta | II tipo kino juosta
1120125 6 [ 1|10 21 6
211023 5 |[2]10]| 18 | 25
3|10 21| 4 |3]10] 17 5
4110 18| 4 | 4] 9 | 17 5
51101 22| 9

Cia n; yra i-osios imties didumas, X; — empirinis vidurkis, s? — nepaslinktasis dis-
persijos jvertis. Raskite I ir IT tipo kino juosty jungtiniy imdéiy empirinius vidurkius ir
nepaslinktasias empirines dispersijas.

1.1.61. Pagal didumo n imtj gauta empirinis vidurkis X ir nepaslinktoji empiriné
dispersija s2. Kaip perskai¢iuoti §ias empirines charakteristikas, jeigu imtis papildyta dar
vienu nepriklausomu stebéjimu?

1.1.62. Tegu X = (Xy,...,X,,)T yra paprastoji imtis ir X = (X1 + ..+ Xy)/n
— aritmetinis vidurkis. Irodykite, kad a) jeigu X; ~ N(u,o0?), tai X ~ N(u,o?%/n);
b) jeigu X; ~ K(u,0), tai X ~ K(u,0); ¢) jeigu X; ~ G(A,n), tai nX ~ G(A,nn); d)
jeigu X; ~ B(k,p), tai nX ~ B(nk,p); d) jeigu X; ~ P(X), tai nX ~ P(nl).

1.1.63. Tegu X, s? ir Y, s3 yra empiriniai vidurkiai ir nepaslinktosios empirinés
dispersijos dviejy nepriklausomy didumo m ir n iméiy, gauty stebint a.d. X ~ N(u1,0?)
ir Y ~ N(ps2,0?). Irodykite, kad

t=(X-Y — (1 — p2))/ (m—1)st+(n—1sym+n

~S(m+n-—2).
m+n—2 mn ( )

1.1.64. Yra k nepriklausomy a.d. X ~ N(u, 02) iméiy, kuriy didumai — ny, ..., ng.
Tegu X; ir s7 yra i-osios imties empirinis vidurkis ir nepaslinktoji empiriné dispersija.
Irodykite, kad funkcijos

yra n.a.d., turintys x? skirstinius.
1.1.65. (1.1.64 pratimo tesinys). Irodykite, kad

W(n —k) Vin—k)

i ~ F(1,n—k), Th=1)

~ F(k—1,n—k).
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1.1.66. Tarkime, kad (Xi;, X2;)%,i = 1,2,...,n yra paprastoji imtis, gauta ste-
bint dvimatj normalyjj a.v. (X1,X2)T ~ No(p, %), p = (u1,p2)7, 8 = [04j]2x2,
o1 = 0%7022 = J%,O’lg = poioy. Tegu X, ir X, yra empiriniai vidurkiai, o s% ir s% -
nepaslinktosios empirinés dispersijos ir » — empirinis koreliacijos koeficientas. Irodykite,
kad

V(X1 — Xo — (i1 — p2)) /[ 87 + 53 +rsisa ~ S(n—1).

1.1.67. Paprastosios imtys X = (Xi,..,X,)" ir Y = (¥1,...,Y,,)" gautos stebint
n.a.d. X ir Y su vienodomis dispersijomis o?. Raskite statistikos Z — X vidurkj ir
dispersija, kai Z = (mY +nX)/(m + n).

1.1.68. Tegu X ~ N(u,0?) ir F(z) = P{X < z|u,0}. Irodykite, kad a.d. X ir
F(X) koreliacijos koeficientas yra /3/7.

1.1.69. Tegu Yi,....Y, yran.a.d. ir Y; ~ N(a + B(z; — %),0?), i = 1,2,...,n; &ia
o, B,x1, ey Ty, T =Y x;/n — konstantos. Tegu

§Sp = min S5(a. §) = min g:l(yi —a =B~ 7))’ =Y (Y~ a— Bl - 7))

Irodykite, kad a) & ir B yra nepriklausomi ir turi normaliuosius skirstinius su vidurkiais o
ir B ir dispersijomis o2 /n ir 62/}, (z; — )?; b) SSE nepriklauso nuo & ir B, 0 SSgp/o? ~
X2 (n —2).

1.1.70. Tegu X1,..., X, yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?).
Pazymeékime

Y}:Xj+1— 1,2,...,’[7,—1.

1 n _

X1 — X —
1+ ' ntymn !
Irodykite, kad a.d. Y7,...,Y;,,_1 yra nepriklausomi ir ¥; ~ N(0,0?).

1.1.71. Tegu Xi,..., X,, yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?), ir
tegu d empirinis aritmetinis nuokrypis nuo p

1 n
d:ﬁgpﬁfﬂ\-

Irodykite, kad
Ed = \/2/10, Vd=(o%/n)(1—-2/n).
I.1.72. Paprastoji imtis X, ..., X,, gauta stebint a.d. X, kurio ketvirtas momentas
baigtinis E(X*) < oco. Raskite empirinio vidurkio X vidurkj, dispersija, asimetrijos ir
eksceso koeficientus.

1.1.73. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a.d. X su baigtine dispersija EX =
p, VX = 0% < oo. Jrodykite, kad n — oo

X —
Vet 7 ON@,1), Va

g A/

X —
B4 7N, 1).

1.1.74. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a.d. X ~ P(A). Irodykite, kad
n — 0o _
X -

d
— Z ~ N(0,1).
) 1

S=+n
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1.1.75. (1.1.74 pratimo tesinys). Irodykite, kad n — oo
Z =vn(2VX —2vX) % Z ~ N0, 1).
1.1.76. (1.1.74 pratimo tesinys). Irodykite, kad n — oo
U = 3vn((X +1/(2n))2/3 — \2/3)/(20Y/6) 4 Z ~ N(0, 1).

1.1.77. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint Bernulio a.d. X ~ B(1,p). Irody-
kite, kad n — oo

X—p X-p 4
\/ﬁm%ZNN(O, 1), \/ﬁ\/ﬁ—mwN(o, 1).

1.1.78. (1.1.77 pratimo tesinys). Irodykite, kad n — oo
vn(arcsin(2X — 1) — arcsin(2p — 1)) 4 7~ N(0, 1).

1.1.79. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a.d. X ~ U(0,6),0 > 0. Irodykite,
kad

_ - 62 1 2X -6
Ey(2X) =6, Vy(2X)=g-=0(), Van= 4 7~ N(0, 1).
n
1.1.80. (I.1.79 pratimo tesinys). Irodykite, kad
n+1 n+1 62 1
E X)) = X)) = ——— =0(=).

1.1.81. (I.1.79 pratimo tesinys). Irodykite, kad
V3n(In(2X) —In6) % Z ~ N(0, 1).

1.1.82. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint geometrinj a.d., kurio skirstinys
nusakytas tikimybémis

P, {X =k} =pd" ", g=1-p, k=12,..

Irodykite, kad n — oo
Vi(pX =1)/y/q 5 Z ~ N(0,1).
1.1.83. (1.1.82 pratimo tesinys). Irodykite, kad n — oo

Va{n[X (1 + /1 - 1/X) = 1/2] = In[(1 + @) /p — 1/2]} > Z ~ N(0, 1).

1.1.84. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a.d. X, kurio antras momentas
baigtinis VX = 02 < oco. Patikrinkite, kad empirinés dispersijos vidurkis E,mq # o2.
Nepaslinktoji empiriné dispersija s> = nmsy/(n — 1) ir E,s% = o2.

1.1.85. (1.1.84 pratimo tesinys). Tarkime, kad yra baigtinis ir ketvirtas momentas
ps = E(X — EX)* < oo. Raskite empirinés dispersijos ms dispersija Vms.
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1.1.86. Paprastoji imtis X1, ..., X,, gauta stebint a.d. X, turintj baigtinj momentga
a0, = EX?*, Trodykite, kad n — oo

a2 o, Vnlag — o) Ly~ N(0, ok — o).

1.1.87. Paprastoji imtis X1, ..., X,, gauta stebint a.d. X, turintj baigtinj momentga
asr = EX?F, Trodykite, kad n — oo

Vi(a —a) %Y ~ Nu(0,5),

- T j : C o T. v _
da a = (a1,a9,...,ap)" a5 = >, X /n,j =1,k o = (a1, ...,o0)"s B = [04]kxks
045 = Q5 — Q0. 1, ] = ]., ,k
. P P
1.1.88. Irodykite, kad n — oo a) may — 02, s = o2.
mo — O‘2 d mo — 0’2 d

b) S5 Z~N(0,1), /n

Vm2

82—0'2 d

\/ﬁvu4—a4

c¢) normaliojo skirstinio atveju
nmy/o? ~x3(n—1), (n—1)s%/0% ~x*(n—1).

1.1.89. Pagal dvi didumo n, ir ny nepriklausomas paprastasias imtis, gautas stebint
a.d. X ir Y su vidurkiais p1 = EX ir po = EY, turinciais baigtines dispersijas, gauti
empiriniai vidurkiai ir empirinés dispersijos X, s? ir Y, s2. [rodykite, kad ni,ny — oo

X-Y —(u1 —
_ (’“2 H2) 4y NGO, 1).
Vs1/n1+ s3/ne

I.1.90. Didumo n paprastoji imtis gauta stebint a.d. X su baigtiniu treciuoju
momentu E|X|? < co. Raskite a.d. X ir s? kovariacija.

1.1.91. Paprastoji didumo n imtis gauta stebint a.d. X su baigtiniu ketvirtu mo-
mentu g = E(X — EX)%) < oo, 02 = VX. Patikrinkite, kad Emsz # u3, Emy # 4.
Kaip reikia pataisyti Sias empirines charakteristikas, kad gautyjy statistiky vidurkiai
sutapty su ps ir py.

1.1.92. Paprastoji imtis X1, ..., X,, gauta stebint a.d. X, turintj baigtinj momentga
asr = EX?F, Trodykite, kad n — oo

my s pi,  Vn(mi — ) LY~ N(0, By),

tia B = pio — pi — 2kpp—1pp+1 + k*ui_ 02, o kai stebétas normalusis a.d., tai B =
o2k [(2k — DI — ((k — 1)!1)?], kai k lyginis, it B2 = 02*[(2k — 1)!l — 2k(k — 2)!!1(k — ! +
k%(k — 2)!1], kai k nelyginis.

1.1.93. (I.1.92 pratimo tesinys). Tarkime, egzistuoja momentas E(X2+2!) < oo.
Irodykite, kad n — oo

Valmg — g — ) % (Y, Z) ~ Na(0,3),
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¢ia X = [045]ax2, 011 = B}, 000 = B?, 012 = By, Bri = et — kb1 fe—1 — Li—1ftk+1 —
prp + klpk — 10

1.1.94. Tegu paprastoji imtis Xi,..., X, gauta stebint a.d. X ~ P(A),A > 0.
Nagrinékime statistika H(X) = 1/X3. Irodykite, kad n — oo

Vn(1/X3 = 1/)3) % Z ~ N(0,9/\7).

Pazymésime, kad funkcijos H(X) dispersija neegzistuoja, nes vardiklis su teigiama tiki-
mybe jgyja reikime 0: P{X =0} = e "* > 0.

1.1.95. Tarkime, X = (X3, ..., X,,)T yra paprastoji didumo n imtis. Jrodykite, kad
a) jeigu egzistuoja s = E(X; — EX;)?, tai

4
_ pa—O 3/2
Es = 1 Vs=——— 1
s=o0+0(1/n), s o2 +0(1/n>*),

o kai skirstinys normalusis

((n+1)/
Es=oM, 1, Vs=0%(1-M:,), Mn—\f n/2 ,

b) jeigu egzistuoja ug = E(X; — EX;), tai

dpgot — 12 o + 9pap2 + 35u20t
Egl =7 + O(l/n), Vgl _ e M5 13 Hapb3 H3

4nolo
90 — 614 3/2
o kai skirstinys normalusis
6(n—1
Egi =0, Vg = ( )

(n+1)(n+3)’
c) jeigu egzistuoja ug = E(X; — EX;)8, tai

pso* — Apepao® + Ay 4 16pap30°
TL0'12

Eg =72 +0(1/n), Vga=

16/130 — 1f — 8pspi 3/2
1SS | o1 ),

o kai skirstinys normalusis

24n(n — 2)(n — 3)
n+12(n+3)(n+5)

Egy = — Vs = (

n+1’
Visais atvejais statistiky asimptotiniai skirstiniai yra normalieji su pateiktomis asimp-
totinémis dispersijomis.
1.1.96. Tegu (X;,Y;)?,i = 1,2,...,n, yra didumo n paprastoji imtis, gauta stebint
v. (X, Y)T. Irodykite, kad
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a) jeigu egzistuoja poo = E[(X — EX)2(Y — EY)?], tai

n—1 —ul
Emy = S Han, anZ%*'O(l/”Q);

b) jeigu egzistuoja pgs = E[(X — EX)(Y — EY)9], tai

Cov (mgg,m11) = %4—0(1/#), Cov (mag, mp2) = %4—0(1/1@2);

o kai skirstinys normalusis

2p%0303

2 3
=PIz 2 L 0(1/n?).

Cov (mgo, mn) = + O(l/nZ), Cov (mgo, mog) =

n

1.1.97. (1.96 pratimo tesinys). Irodykite, kad jei egzistuoja
pes = E[(X — EX)G(Y - EY)6]a

tai Er = p+ O(1/n),

2 2 4 4 4
Vsl (Lot S B A M), o00
dn \ u59  HMGe  MooMo2 M1y Hi1f20  H11H02

B /n+ O /n*2), a(r = p) 5 Y ~ N(0,B),
o kai skirstinys normalusis, tai b2 = (1 — p?)2.

1.1.98. Tegu r yra empirinis koreliacijos koeficientas, gautas i§ didumo n paprastosios
dvimacio normaliojo vektoriaus imties. Irodykite, kad n — oo (FiSerio transformacija)

1 147 1. 1+4p
1 -~
¢H(2n1—r 2 "1 —p

)izwmmu

1.1.5. Sprendimai, nurodymai, atsakymai

1.1.1 skyrelis

I.1.1. A.d. X, ir X, yra nepriklausomi binominiai a.d. Imties (X1, X5)T skirstinys
yra diskretusis, nusakomas tikimybémis Pp{X; = mi, Xy = mo} = C* C2p™ 2 (1—
p)(mtnz=mimma) = 0,1, ..,n1, ma = 0,1,..,m9, 0<p<1; E,T=E,(X1/n1)—
E,(Xa/n2) =p—p =0, V,T =V, X1 /n? + V,Xa/n3 = p(1 - p)(m + no)/(nans).

1.1.2. a) Tegu X; yra a.d., kuris jgyja reikSme 1, jeigu i-uoju émimu paimtas objek-
tas, turintis savybe A, ir reiksme 0 — priefingu atveju. Tada imties X = (Xi,..., X,,)T
tikimybinis modelis nusakomas tikimybémis

k
P{X;=ji, i=1,.,n} =2 (m)= x (1—m)" =0 j;=0,1,
r=1

B e

O<m <1, j=1,..,k
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Tarkime, kad B; yra atsitiktinis jvykis, kuris reikia, kad parinkta j-oji populiacija,
P{B;} = 1/k,j = 1,...,k. Jeigu jvyko Bj, tai salyginis X skirstinys yra binominis
(X|Bj) ~ B(TL, 7Tj); E(X|B]) = 77/]'('j, E(X2|B]) = mrj(l — 7Tj) =+ TL27T]2'. Tada E(X/n) =

k _ k k
%Zr;l T =7, V(X/n)=E(X/n)* - (B(X/n))* = 5 oo m(l—m) + 5 S0 ™ —
(% ey ™).

b) Eksperimentg galima traktuoti kaip Bernulio eksperimentus, kuriuose jvykis A
pasirodo su tikimybe 7. Imties X = (X1, ..., X,,)7 tikimybinis modelis nusakomas tiki-
mybémis P{X; = ji, ..., X, = jn} = (@)X:%(1 — 7)"~2idi j; = 0,1. A.d. X turi
binominj skirstinj X ~ B(n,7); E(X/n) =7, V(X/n) =7(1 —7)/n.

1.1.3. Jungtinés imties X = (X7, ..., X2)7 tikimybinis modelis nusakomas tikimybé-
mis P{Xl = IBl,...,Xn = CUn} = P{Xl = :Bl}...P{Xn = .’bn}; P{Xz = :Iil} = P{Xil =
1o Xin = jnt = 727 (1 — )"0 g, = 0, 1. Atsitiktinis dydis X yra
suma X = X; + ... + X, kai Xy,..., X} yra nepriklausomi a.d. ir X; ~ B(n,m;);

k k
E(X/n)=>,_,m, V(X/n)= %Zr:l (1 — 7).

I.1.4. Jungtinés imties X = (X11,..., X1pn,, Xo1,---, Xon,)? tikimybinis skirstinys
nusakomas tlklmybemls Pﬂ-{Xli = jiaX2l = ]{jl; 7 = 17 ey M, | = 17._.7n2} = 7-(21]1(1 —
ﬂ-)nlizl]l(zz ji/nl)zl kl: (1 - Ziji/nl)’naizl kl: jia kl = Oa 17 0<m<1.

I1.1.5. A.d. X; ~ B(ny,7m), o a.d. X salyginis skirstinys, kai X; = m; fiksuotas,
yra binominis B(ng, my/n1). Taigi a.v. (X1, Xo)T skirstinys nusakomas tikimybémis

P {X1=mi, Xo =ma} =Cta™ (1 —m)" "™ O (my /ng)"2 (1 —my/ng)"27 "2,

m1=0,....,n1, me=0,....n9, 0 <7< 1.
Randame
X, X
E.X: =mm, E.X;=E{E(X3/X1)} =E,(naX1/m1) =now, E.(=L—-22)=0;

ni n2

Vo (X1/n1 — Xo/no) = Ep(X1/n1)? = 2B, (X1 Xo/(n1n2) + Ex (X2 /n2)%;
E . X? =V, X1+ (E.X1)? = nyn(1 — ) + nin?;

E.(X1Xs) = E.{X1E(X2|X1)} = Ex(n2X?/n1) = nan(1 — 1) + nynam?;

X X 5

Er X3 = Er(ng (1= T0) + ”2(£)2) = ngm + Mw(

1— ’/T) +n2(n2 — 1)’/T2.
ni ni ni ni

Irase j dispersijos iSraiska ir sutrauke panasiuosius narius, gausime

Va(Xi/n1 — Xa/ng) = o _727;21 —

1.1.6. Populiacijos objekty, turiniy savybe A, skai¢ius yra M = N7 ir m = M/N.
Tada a.d. X skirstinys yra hipergeometrinis X; ~ H(N,M,nq), o a.d. X5 salygi-
nis skirstinys, esant salygai, kad a.d. X igijo reik§me m, taip pat hipergeometrinis
(X2| X1 =m) ~ H(ny, m,ng).

Randame

X1 X

Eﬂ-Xl =nym, Eﬂ—XQ = EW{E(X2|X1)} = E,T(TLQXl/TLl) = NaT, Eﬂ(?l — ?2) = 0,
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Vﬂ-(Xl/Tll — XQ/TL2) = Eﬂ(Xl/nl)Q — QE.,T(X1X2/(7117’L2) =+ Eﬂ—(XQ/'n,Q)z;

N —
E X{ = V. X1+ (E: X1)? = nym(1 — 7) N —nll + nin?;

anl

N_1 + n1n27T2;

E.(X1X2) = E.{X1E(X5|X1)} = Ex(noX7/ny) = nom(1 — 1)

X1 X1 X1 ’I’LQ(TLQ—l)N—TLl
E.X? =E (ng—(1-—)+4ni(—/)?) =
$ = Br(na - (1= ) +n3(00)%) = namt = — o

Irage j dispersijos iSraiska ir sutrauke panasiuosius narius, gausime

7(1=7)4+ng(ng—1)m2.

Vo (Xi/n1 — Xa/ng) = m%(l — %), T = %

I.1.7. A. d. X skirstinys yra hipergeometrinis X ~ H(N, M, n).

1.1.8. Partijos priémimo tikimybe

C
P{X <c¢[M}= > h(m|N, M, n) = H(c|N, M, n),
m=0
¢ia h(m|N, M, n) = Cy,CN " /CR.

I.1.9. a) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X,,)7 koordinatés priklausomos: koor-
dinaté X; negali jgyti reikSmeés y;, jei kuri nors kita koordinaté jau jgijo 8ig reikime. A.v.
X galimos reik§més yra visi galimi skirtingi rinkiniai (v;,, ¥, , ..., vi,, )7 i8 aibés {y1, ..., yn }
(visi indeksai i1, 42, ..., i, skirtingi); ju igijimo tikimybés visos vienodos ir lygios 1/C%.

b)

i=1 i=1
- n o n(n —1)
2 _ 2 2 - _
EY?=E()_X; +ZXZXJ) = NZyJ NN D) Zylyj
=1 1] Jj=1 i#]
ﬁ i 2 + n(n — 1) [(i )2 i 2]
Nj:1 y] N(N— 1) pt yl Pt yz

Gauname

N N
VY —EBy?— (By)? = 2N =) ZyQ — m(z yi)?.

Jeigu pazymésime s2 = 5 Zi]il(yi — 7)? aibés reikdmiy dispersija, tai VY = ns2(N —
n)/(N —1).

c¢) Tarkime, vienety skai¢ius aibéje Oy lygus M. Tada Y ~ H(N, M, n).

1.1.10. a) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X,,)? koordinatés yra nepriklausomos;

a.v. X reik§més yra visi galimi rinkiniai (v;,,vi,, ..., v:,, )7, kuriy kiekviena koordinaté
nepriklausomai nuo kity gali jgyti reik§mes y1, ..., yn su tikimybémis 1/N, t.y. kiekvieno
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rinkinio tikimybé yra 1/N"; b) EY =ng, VY =ns’; c) Jeigu vienety skaitius aibéje
yra M, tai Y ~ B(n, p), p= M/N.

I.1.11. Jungtinés imties (X7, YT)T tikimybinis skirstinys nusakomas tikimybémis
P{X1 = kiy,er,Xom = ki, Y1 = 11,...,Y, = ln} = Alf1+"'+km B_M)\l)\lQIJr"'Jrl"e_nAQ/
(kl'km'll'ln|), 0< )\1, Ao < o0, kj, l; = 0,1,---. Jeigu A=Ay = )\, tai Si tlklmybe
yra Akt thm et o=(mtmA /(1 g 11,

1.1.12. c) Jungtinés imties (X1, ..., X;n, Y1,...,Yy,)T tikimybinio tankio funkcija yra
IT2, e(xilpn, o) TT—y o(yjlpz, 02), —00 < p1, pe < o0, 0 < o1, 02 < o0; ia
©(z|p, o) — normaliojo skirstinio N(u, o?) tankio funkcija. Atveju a) reikia jraSyti
1 = po = W, 0 atveju b) o1 = 09 = 0.

1.1.13. Imties tankio funkcija yra [[;_, o(zi, vilp, E), p = (u1, p2)?,—00 <
1, po < 00, 3= [O’Z‘j]gxg, 0 < o011, 092 < 00, 013 = 091 = pm,—l < p < 1; 0
o(z, ylp, ¥) — dvimadio normaliojo skirstinio No(p, 3) tankio funkcija. Jeigu a.d. X
ir Y marginalieji skirstiniai vienodi, tai reikia jraSyti gy = po = p, 011 = 029 = o2,

1.1.14. Atsitiktinio vektoriaus X skirstinys yra n-matis normalusis N, (u, X), kurio
vidurkiy vektorius p = (g, ..., )T, —o0 < p < oo; kovariacinés matricos ¥ = [04;]nxn
elementai ant pagrindinés jstrizainés yra o2, 0 < o < oo; elementai ant jstrizainiy,
gretimy pagrindinei, yra po?, —1 < p < 1, o visi kiti elementai lygiis 0.

1.1.15. Jungtinés imties X pasiskirstymo funkcija F' priklauso absoliuciai tolydziy
(n1 + ... + n,y,)-maciy pasiskirstymo funkcijy aibei F: a) F yra aibé pasiskirstymo
funkcijy H;n:l [T, F(zij — p1j), —00 < fyeeey i < 00;  b) F yra aibé pasiskirstymo
funkcijy H;nzl [T, F(zij/0), 0 < 01,..., 00 < 00; ¢) F yra aibé pasiskirstymo funk-
cijy H;.”:l H:Zl F((xij — p5)/0); —00 < fi1, ey by < 00, 0 < 01, .00 < 00;  d) F
yra aibé pasiskirstymo funkcijy H;"Zl [T, Fj(zi;); ¢ia F, F; — vienmatés absoliudiai
tolydzios pasiskirstymo funkcijos.

1.1.16. Imties X pasiskirstymo funkcija F' priklauso absoliuiai tolydZziy m-maciy
pasiskirstymo funkcijy aibei F pavidalo []}"_, F;(z;); ¢ia Fi, ..., F}, — vienmatés absoliudiai
tolydzios pasiskirstymo funkcijos. Jeigu imtis paprastoji, tai pasiskirstymo funkcijos
F1, ..., F, vienodos.

1.1.17. Imties nario X pasiskirstymo funkcija F' priklauso absoliuciai tolydziy n-
madiy pasiskirstymo funkcijy aibei F = {F(x1,...,2,) : F (2,00, ...,00)
= F(o0,z,...,00) = ... = F(00,00,...,x),—00 < & < 00}.

1.1.18. Atsitiktinio vektoriaus X = (X7, ..., X,,)? tikimybinio tankio funkcija yra
(V2mo) " exp{—gaz > iy (x4, — w0 — vt;)?}, —00 < T, Ty, ey Ty, < 00,0 > 0.

1.1.19. 1 1.1.18 pratimo tankio formule reikia jrasyti o = 0.
1.1.20. A.v. X = (Xy,..., X,,)T tikimybinio tankio funkcija yra

n

k
(Vara) " expl—g 5 > athexp{—gy Y (@ — w2k

i=k+1

kai —oo < 21, ...,2, < 00, —00 < p < 00, 0 > 0.
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1.1.2 skyrelis

1.1.21. Pazymékime p = P{X <0} = ®(—0,5). Remiantis [2], 2.1.3 teorema

£ =p 4, N(0, 1).
p(1—p)
Randame
P,{|F(0) —p| <&} = P {—cv/n/(p(1 - p)) < Vn——s Fu(0) S ev/n/(p(1 —p))}

/ ( _
~20(ev/n/(p(1 —p))) — L.
Kai n = 100, € = 0, 1; 0,05, gauname apytiksles tikimybiy reik§mes 0,9696; 0,7210.

1.1.22. Pazymékime D,, = sup, |E,(z) — F(z)|. Tada remiantis Kolmogorovo teo-
rema ([2], 2.1.4 teorema)

Pr{D, <&} =P{/nD, < /ne} ~ K(ey/n).

Kai e = 0,1;0,05, o n = 50, tai e/n = 0,7071;0,35355. Gauname apytiksles tikimybiy
reik§mes K(0,7071) = 0,3006; K(0,35355) = 0,0004. Kai ¢ = 0,1;0,05, o n = 100, tai
ey/n = 1;0,5. Gauname apytiksles tikimybiy reik§mes K (1) = 0,7300; K(0,5) = 0,0361.

1.1.23. Tegu p = P{X = 2} = 3%2¢73/2 =~ 0,224, 0 p,, = S,/n, kai S,, yra imties
elementy, jgijusiy reik§me 2, skai¢ius. Kadangi S,, ~ B(n, p), tai remiantis CRT
. d
Vn(pn —p) = Z ~ N(0,p(1 - p)).

Gauname nelygybe n atzvilgiu

Pp{lpn —p[ £0,05} =P,{-0,05y/n/(p(1 - p))) <

Do =P 05/n/p —p
<Vn——— A /(p )}

~ 29(0,054/n/(p(1 —p))) — 1 > 0,95.

0,05y/p(1 — p)/n > 20,025 € N > 25 025p(1 — p)/0,05% = 267, 095.
Taigi imties didumas n > 268.

I8 ¢ia

1.1.24. a) Sugrupave duomenis ilgio & = 10 intervalais gauname grupuotosios imties
realizacija

X/ |5|15|25| 35|45 | 55 | 65
n, |16 |26 |37]24| 5 |1

Sioje lenteléje X/ yra i-ojo intervalo vidurys, o n; — stebiniy, patekusiy j i-ajj intervala,
skaicius.

b) Empirinés pasiskirstymo realizacijos F,(x) grafikas gaunamas braizant funkcija,
kuri kinta didumo n;/n Suoliukais taskuose X/.
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Histogramos f,(z) grafikas gaunamas braizant staciakampius stulpelius, kuriy aukstis
i-ame intervale n;/(nh) = n;/(10n).

Apie grupavimo intervaly ilgio parinkimg ir branduolinius tankio jvertinius zr. [2],
2.6.2 ir 2.6.3 skyrelius.

1.1.25. Nezinomy parametry jvertiniy realizacijos yra g = X = 34,75; &
10, 56.

Vizualus palyginimas su normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija daznai atlieka-
mas braizant empirinés pasiskirstymo funkcijos grafike funkcija ®((z — X)/s).

Analogiskai, vizualiai lyginant su normaliojo skirstinio tankiu daZnai histogramos
grafike pavaizduojama funkcija o((z — X)/s)/s.

Pateiktieji palyginimai néra vaizdus. Jeigu paprastoji imtis X3, Xo, ..., X,, gauta ste-
bint normalyji a.d. X ~ N(u,0?), tai a.d. V; = ®((X; — u)/o) ~ U(0,1) turi tolyguji
intervale [0; 1] skirstinj. Todél taskai (Y{;);i/n), i = 1,2,...,n, bus iSsidéste apie vienetinio
kvadrato jstrizaine.

A.d. Y; = ®(Z), Z; = (X; — X)/s néra tolygiai pasiskirste intervale [0; 1]; be to, jie
yra priklausomi. Taciau esant pakankamai dideliam imties didumui n, tagkai (}Af(i);i /n)
irgi bus i§sidéste apie vienetinio kvadrato jstrizaine.

Si principa galima panaudoti ir vizualiai lyginant histogramg su teoriniu tankiu. Su-
dalinkime intervala [0;1] i, pavyzdZiui, 10 vienodo ilgio intervaly. Sugrupuokime a.d.
Y1,Ys, ..., Y, i intervalus [0;0,1]; (0,1;0,2];...; (0,9;1,0]. Tarkime, stebéjimy, patekusiy j
Siuos intervalus, skai¢iai yra my,ma, ..., m1g. Pagal Siuos duomenis braizoma histograma,
t.y. aukstio m;/(0,1n) = m;/10 stulpelius i-ame intervale. Sig histograma, vizualiai ly-
giname su skirstinio U(0,1) tankiu f(x) = 1, kai € [0;1], ir f(z) =0, kai < 0 arba
x> 1.

Sis palyginimas turi tam tikry privalumy lyginant su pradiniy duomeny grupavimu
i vienodo ilgio intervalus. Tada j krastinius intervalus patenka maziau stebiniy ir pa-
lyginimas Siuose intervaluose yra maziau tikslus negu centriniuose intervaluose. Be to,
lyginimas su tiesine funkcija yra vaizdesnis negu su kreivalinijine funkcija o((z—X)/s)/s.

Apie formalius suderinamumo kriterijus, kai tikrinama prielaida, kad turima papras-
tosios imties realizacija neprieStarauja prielaidai, kad stebimas a.d., turintis konkrety
skirstinj ar priklausantis parametrinei skirstiniy Seimai, zr. 3 skyriuje.

Il
vl
I

1.1.3 skyrelis
1.1.26. Statistikos X(;) tankio funkcija
fi(z) = 2ne M@= sy,

Randame

1+0,05
P, {X1) —p<0,05} = / fi(x)dr =1—e2"00% =1 — 7% = 0,9933.
i

1.1.27. a) Atlikime transformacija

Z1 =Xy —
Zy = X2y = Xq,
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Atvirkstiné transformacija

Xy =21+ p,
Xy =22+ 721+ u,

Pakeitimo jakobianas J lygus 1. Variacinés eilutés (X(q), ..., X(,))? tankio funkcija

n!
flx,.yxy) = —ne_(zl_“)/" crem @O << ay < 00.
o

Atlike kintamuyjy keitima, gauname a.v. (Z1, ..., Z,)T tankio funkcija
9(215 s 2n) = (n)0)e” D ((n = 1) Jo)e” =D/ . (1/g)e= (/)

kai 0 < z1,...,2, < oco. Matome, kad a.d. Zi,..., Z, nepriklausomi; Z; ~ E((n — i +
1)/o),i=1,..,n. Gauname 2nZ; /o = 2n(X 1) — )/ ~ x*(2), o suma

n

S (X = X)) =m—-1)Za+ (n—2)Z5+ ... + Zn ~ G(1/o,n — 1),

i=2
nes a.d. (n—i+1)Z; ~G(1/0, 1). Tada (2/0) >0 5 (X — X(1)) ~ x*(2(n — 1)).
Gauname

T n( Xy — ) _ (2/0)n(X (1) — 1) /2 ~ F(2,2(n —1)).

w (2/0) 2 ia (X = X))/ (2(n = 1))
b) Remiantis p. a) a.d. X1y —p ~ E(n/o), taigi Xy ~ E(n/o, u).
¢) Imdami p. a) g = 0ir 0 = 1/, gausime, kad a.d. Y7,...,Y;, yra nepriklausomi ir
Yi~E(N),i=1,..,n.

L1.28. A.v. (Yuy, -, Yu)' = (F(X(1)), ..., F(X(n)))T yra variaciné eiluté, gauta
stebint a.d. Y ~ U(0, 1); jo tankis lygus n!, kai 0 < y; < ... < y, < 1. Atlikime
transformacija

Z1 =Y1)/Y(2),
Zy = (Y)/Y(3))%

...................... 5

Zp1= (}/(nfl)/}/(n))n_lv
T = Yin).

Atvirkstiné transformacija

Yoy = ZaZ) 0V 2y 2,
Yoy = ZnZ) GV 23
Yino1) = Za 2/ 57V,

Yin) = Zn-

Pakeitimo jakobianas J = 2"~1/(n — 1)!. Atlike kintamyjy keitima gauname, kad a. v.
(Z1y oy Zn_1,Z,)T tankio funkcija yra mz?~!. Suintegrave pagal z,, gauname a.v.
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(Z1y oy Zp—1)T tankj, kuris lygus 1, kai 0 < 21,...,2,_1 < 1. Taigi a.d. Z1,..., Z, 1
yra nepriklausomi ir kiekvienas i§ juy turi tolyguji skirstinj U (0, 1).

I.1.29. Atsitiktinio vektoriaus (X (), Y(n))T tankio funkcija f(z,y) = mna™ 1yn~1
vienetiniame kvadrate 0 < z,y < 1. Randame

1 2y
P{X(n)/Yn <z} :/ ny"_l/ ma™ tdady = n ZM 0<z<1;
0 0

m-+n
1 . x/z . m 1
P{X/ Yoo <z}=1- m= " dydr =1 — —, 1I<z< 0.
{()/() z} /Omx /0 my yax m-+mnz" e
Diferencijuodami randame tankio funkcija
g(z) = mn 2™ kai 0<z<,
m+n
mn 1 .
g(z) = —— kai 1<z <oo.

m+n 2"t
1.1.30. Empirinés medianos X4 skirstinys (zr. [2], 2.3 skyrelj) yra Be(k+1, k+1).
Tada (Zr. 1 priedo 1.P.2 lentele)

k+1 k+1 1 1
(k+1)2(k+1)2(k+1)+1  4(2k+3)’

VX1 =3

I.1.31. Tegu 1 < ky < kp <n. A.d. F(X(,)) ir F(X(,)) yra pozicinés statistikos
Y(k,) ir Y(1,), gautos stebint a.d. Y ~ U(0, 1). Zinome, kad Y,y ~ Be(ki,n — ky + 1),
Yikg) ~ Be(ka,n — kg + 1). Taigi V(Yir,)) = pr(1 —p1)/(n +2), V(Yiry) = p2(1 -
pg)/(n + 2); ¢ia p; = k:l/(n +1), po = kg/(’n +1).

Atsitiktinio vektoriaus (Y{y,), Y(,))" tankio funkcija (zr. [2], 2.3 skyrelj)

n!
(kl - 1)'(/€2 — Ifl — 1)'(TL — kg)

,ylflfl(yz —y)P TR A =) R 0<yp <y <L

Turime

D2
n+2

P
Cov (Y, Yika) = (V1) Yiko) — BY () BY (o), By = =5 E¥py) =

Randame (i )
pi(ke +1
E(Y(k))Yk) = E(Y(y) = Yi)) (1 = Yiiy))) = T(n+2)

k2+1 kQ TL*kQ‘i’l 7P1(1*p2)

Ynre P :pl(n+1)(n+2)  on+2

Cov (Yiiy)s Yiy)) =1

1.1.32. Remiantis [2], 2.3 skyreliu, a.d.

oo

E(W,) = n/ 2[(F(x)" = (1= F(2))"]f(z)de =

— 00
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oo

— [ wdn - (F@) - - PE) = [ 1= (P - 0 - P

1.1.33. Remiantis [2], 2.3 skyreliu, a.d. X(;) tankio funkcija
n(l— F(2)" " f(z) = mhe ™5 Ex(X0)) = 1/(n)).
A.d. X, tankio funkcija

B(F (@)™ f(w) = nA(1 — e *“mz I (1Y e,

X(m) —nZ (=17 + 1)),

Il34RmﬂmwaX% ~ &), j=1,.. k Tada

—V =-mX)— ..~ X" ~ Gnk).

I.1.35. Atsitiktinio vektoriaus (X, ..., X(n))T tankis yra
n!(A"/(T(n))™")a]™ L L Vexp{—N(x1 + ... +x,)}
srityje 0 < 1 < 29 < ... < &, < 00. Atliekame transformacija

S=x1+ ...+ Tp,
Yo =Inzy —Inxq,

Atvirkstiné transformacija

r1=s/(1+e¥2 + .. +e¥)
xo = se¥2 /(1 4+ e¥2 4 ... 4 ¢e¥m)

Ty = Sevn/(l _|_ evz + ..+ eyn.)
Pakeitimo jakobianas

sn—leltyat tun

—1
g [ PGyzeyn) | @i
D(xla$2, ..-,x7z) x1+ ... +xTp (1 +e¥2 4+ ...+ eyn)’n .

Irase i tankio formule matome, kad jis lygus funkcijos, priklausancios tik nuo s, ir
funkcijos, priklausancios nuo yo,...,y,, sandaugai. Taigi a.d. X; + ... + X, ir a.v.
(In X9y —In X(1y,...,In X,y — In X(l))T yra nepriklausomi.

1.1.36. Atsitiktinio vektoriaus (X(yy,..., X(n))? tankio funkcija yra f(a1,...,2,) =
n!/(b— a)™ srityje a < x1 < ... < x, < b. Atlickame transformacija
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Atvirkstiné transformacija

1 =Y
2 =Y2(Yn — 11) + 11

Tn—1 = Yn—-1(Un — ¥1) + Y1,

Pakeitimo jakobianas J = (y, — y1)" 2.
Atlike keitima gauname a.v. (Y3, Yy, Ya,...,Y,,_1)T tankio funkcija
n(n —1)(yn —y1)" >
—2)!
(b — a)n_g (Tl ) )

a<yr <yn<b, 0<ya, .,Yn_o <1l

Tankis yra sandauga a.v. (Y1,Y,)? tankio ir a.v. (Ya,...,Y, 1) tankio (n — 2)!. Tai
tankis variacinés eilutés, gautos pagal paprastaja a.d. Y ~ U(0, 1) imtj, kurios didumas
n— 2.

1.1.37. A.v. (X1,..., Xp41)T tankio funkcija

m+...+Nk+1
A n—1 77k+1*1€7)\(;v1+.‘.+1k+1)'

f(@1, . weg1) = F(nl)r("h)mr('ﬂk-i-l)wl RTR

Atliekame transformacija

z1 = .1‘1/(1'1 + ...+ ,’Bk+1)
2o = 372/(.%1 + ...+ $k+1)
2z = (2 /(21 + oo + Tpg1),
s=x1+ ...+ Tky1.

Atvirkstiné transformacija

Ir1 = 821

To = S22

...................... N

Tk = SZk,

Ty = s(1 — 21 — oo — 2k).

Pakeitimo jakobianas J = s*. Atlike keitima gauname tankj
A\

L)L (n2)---L(0r41)

Suintegrave pagal s, gauname a.v. (Z1,..., Z;)T tankj

(s20)M 71 (sz) ™ (s(1 — 21 — .o — 2)) et T Lem Ao sE,

L+ oo+ 1) m—1 ne—1 -1
TRz 1—21 — o= zg) o170
L ()T ()T (i) ! e

kai z; > 0,21 +...+2 < 1. O tai yra Dirichlé skirstinio D(ny, ..., nx; nx+1) tankio funkcija.
Kai k = 1, gauname beta skirstinj Be(n1,12).

g(z1y ey 2) =
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1.1.38. Statistikos X, tankio funkcija yra nF" ! (z)f(z),0 < z < 0; kai F ir f yra
a.d. X pasiskirstymo funkcija ir tankis. Kadangi F'(z) = z/6, f(x) = 1/0, tai gauname,
kad X(,) tankis yra nz" /0" kai 0 < x < 6.

1.1.39. Tegu Y; = (X; — p+0/2)/0. Tada Y1,...,Y,, yra paprastoji imtis a.d Y ~
U(0,1). Imties plotis X,y — X1y = (Y(n) — Y(1))0. Rasime a.d. Y{,) — Y1) pasiskirstymo
funkcija

11—z 1
Gl2)=1-P{Y,) =Yy >z} =1- / / n(n —1)(y — z)" 2dydr =
0 x+z

1—z 1/z
1-— / n(n —1)z"! / (t — 1" 2dtde = nz""' — (n — 1)2".
0 (z42)/z

Diferencijuodami gauname tankio funkcijg
g(2) =G'(2)=n(n—-1)2""2*(1-2), 0<z<lLl

Taigi imties plotis Y{,,) — Y1) ~ Be(n —1,2). A.d. X(,) — X(;) tankio funkcija yra
9(2/6)/0,0 < z < 6.

I.1.40. Tegu Y; = (X; —pu+0/2)/0 ~ U(0,1), i = 1,...,n. Tada Z = ((Y1) +
Yn))/2—=1/2)/(Yn) — Ya)), 0 < Y4y <Y,y < 1. Atlikime transformacija

U=Yu Yo, Z=(¥u)+Yw) —1/2wm - Yy)
Atvirkstiné transformacija
Yoy =U(RZ -1)+1)/2, Y, =U@2Z+1)+1)/2.

Pakeitimo jakobianas |J| = U. Gauname a.v. (U, Z)T tankio funkcija g(u, 2) = n(n —
1)u™~L. Reikia nustatyti argumenty u, z kitimo sritj. Gauname

0<(u2z—-1)+1)/2 < (u(2z+1)+1)/2 <1,

“l<u2z-1)<u2z4+1) <1, (1-1/u)<2z<1/u—-1).

Jeigu z > 0, tai 0 < u < 1/(1 + 22); jeigu z < 0, tai 0 < u < 1/(1 — 2z). Taigi visais
atvejais 0 < u < 1/(1 4+ 2|z]), —00 < 2 < oo.
A.d. Z tankio funkcija gauname integruodami g(u, z) pagal u

1/(1+2|z]))
fz) = /o n(n — Du"tdu = (n—1)(1/(1+2]2]))", —oc0 < z < 0.

1.1.41. Nagrinékime logaritma

—nlnY=Z=-InX; —...—InX, ~G(1,n),

—Z/n

nes a.d. —In X; ~ £(1). Pereidami prie a.d Y =e¢ , gauname jo tankj

n" n—1 n—1
= — —1 1.
9(y) F(n)y (=Iny)"™7, 0<y<
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1.1.42. Fiksuokime statistika X ;) = y. Tada antrosios imties elementy iSsidéstyma
galime interpretuoti kaip Bernulio eksperimentus: jgijimas reik§més, ne didesnés uz y su
tikimybe y, ir reikSmes, didesnés uz y su tikimybe 1 —y. Taigi a.d. Z salyginis skirstinys
yra binominis (Z|X ) = y) ~ B(n,y),

P{Z:Z|X(k) :y}:CfLyz(lfy)nia 2:0713"'377“

Norint gauti besalyginj Z skirstinj, reikia suvidurkinti pagal a.d. X skirstinj X ) ~
Be(k,m —k+1).

z m! ! k+z—1 m4n—k—z
P{Z:Z}:Cnm/oy (1-y) dy =

Cm+nk+z

1.1.43. Binominio a.d. X ~ B(n, p) r-asis faktorialinis momentas EX"] = E(X (X —
D..(X =7 +1)) =allp", r < n. Taigi a.d. Z salyginio skirstinio r-asis faktorialinis
momentas E(Z [T]|X(k)) =nllXx (k) Suvidurkine pagal X ;) skirstinj, gausime

m! L kg minl(k +r —1)!
i, T = e

£z = 7]

1.1.44. Galima pasiulyti keleta budy jrodyti §j fakta.

1. Trodyti, kad a.d. \/n(Y(r) —p)/+/np(1 — p) tankio funkcija konverguoja j standar-
tinio normaliojo skirstinio tankj ¢(z). Sis bidas panaudotas [2], 2.4.2 teoremoje.

2. Pasinaudosime sarysiu P{Y() < 2} = P{Z, > k}; ¢ia Z, ~ B(n,z). Imdami
z = p+ z/y/n, gauname P{Y,) < z} = P{/n(Yy) —p) < z} = P{Z, > k}, kai
Zn ~ B(n,p+ x/y/n). Taikydami CRT, gauname

k—np—axzyn
P{Z,>kl~l—® -
1 2 k) <v%@+xhﬁxl—p—wv@>

| _ o | k=np)/vnp(l —p) —z/p(l —p) = d(z/\/p(1 =),
\/1+x/\/@\/1 —z/y/n(1—p)
nes (k —np)//n — 0, z/y/n — 0.

1.1.45. Kadangi Y; = F(X;) ~ U(0, 1), tai a.d. Y ~ U(0,1) eilés p kvantilio y(p)
empirinis analogas yra §(p) = Yz, kai k = [np], jei np sveikasis skaicius, ir k& = [np] + 1
kitu atveju; bet kuriuo atveju k/n — 0, kai n — co. Remiantis 1.1.44 pratimu

Vali(p) = p) % Z ~ N(0,p(1 — p)).

Kadangi 2(p) = F~1(9(p)), z(p) = F~1(y(p)), tai remiantis delta metodu

V(@ (p) — z(p)) % U ~ N(0,0%(p)),
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o®(p) = (1) 0)*p(1 — p) = p(1 = p)/F*(2(p)).
1.1.46. Tvirtinimas yra isvada i§ a.v. (2(p1),2(p2))? asimptotikos, pateiktos [2],
2.4.3 teoremoje.

1.1.47. Pakanka 1.1.46 pratime jrasyti p; = 1/4, py = 3/4; jeigu tankis simetriskas,
tai f(x(1/4)) = f(x(3/4)).

1.1.48. Kadangi f?(ulp,0) = 1/(72%0?), tai a.d. #(1/2) asimptotiné dispersija yra
7202 /(4n); f2(u+olp, o) = 1/(472%0?), tai a.d. & asimptotiné dispersija yra 7202 /(4n).

1.1.49. a) Prilygine pasiskirstymo funkcija tikimybei p

1 T — 1
F(m):;arcthu—i—i:p

gauname p kvantilj
z(p) = p+otg(r(p—1/2)) = p—otg(n(1/2 - p)),
z(1—p) —x(p) = 20tg(w(1/2 - p)), clp) =2tg(w(1/2—p)).
Remiantis I.1.46 pratimu statistikos ¢ asimptotiné dispersija

2p) = A=) * | w21 =2p) o
A(p) f2(z(p) n  sin®*(x(1—2p)) n’

Pazyméje z = w(1 — 2p), gausime

2(m — z) o o?

2
o =—F—+—=h(z)—.
0 =TT _he)”
Kai z = w/2 (t.y. p=1/4), tai h'(z) lygi nuliui ir kei¢ia Zenkla i§ neigiamo j teigiama.
Asimptotiné dispersija minimali, kai p = 1/4; 0%(1/4) = w202 /(4n).

1.1.50. Kadangi f2(u|lp,0) = 1/(270?), tai a.d. #(1/2) asimptotiné dispersija yra
wo?/(2n); 1/ f2(u+ 21,40 0, 0) = 2me*1/102, tai, remiantis 1.1.44 pratimu, a.d. & asimp-
totiné dispersija yra 7rezf/402/(8nzf/4) ~ 1, 360502 /n.

1.1.51. a) Kadangi z(p) = p — 02y, (1 —p) = p+ 0%, tai c(p) = 2z,. b) Remiantis
1.1.46 pratimu statistikos ¢ asimptotiné dispersija

V(6) =mp(l— 2p)ez12>02/(nz]2)).

Skaitiniais metodais minimizuodami §ig funkcija p atzvilgiu, gauname, kad minimumas
pasiekiamas, kai p = 0,0692. Tada asimptotiné dispersija yra 0,766602/n. Vietoje
kvartiliy imdami kvantilius 2(0,0692) ir x(0,9308) asimptotine dispersija sumaZiname
nuo 1,360502 /n iki 0, 766652 /n.

Pazymeésime, kad a.d. s = V/s2, kai s2 yra nepaslinktoji empiriné dispersija, asimp-
totiné dispersija (zr. 1.1.95 pratima) yra 0,502 /n.

1.1.52. Kadangi f2(ulu,0) = 1/(40?), tai a.d. #(1/2) asimptotiné dispersija yra

o?/n; 1/f%(u + oIn2|p,0) = 1602, tai, remiantis 1.1.46 pratimu, a.d. & asimptotiné
dispersija yra 02/(n1n*2) ~ 2,081402 /n.
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1.1.53. a) Randame z(p) = p+ o ln(2p), (1 —p) = p— o ln(2p) ir ¢(p) = —21n(2p).
b) Remiantis I.1.46 pratimu statistikos 6 asimptotiné dispersija

1-2p o2
02(p) = P —_—
2pIn*(2p) n

Skaitiniais metodais minimizuodami §ig funkcija p atzvilgiu, gauname, kad minimu-
mas pasiekiamas, kai p ~ 0,1015. Tada asimptotiné dispersija yra 1,544102/n. Vietoje
kvartiliy imdami kvantilius z(0,1015) ir x(0,8985) asimptotine dispersija sumaZiname
nuo 2,081402 /n iki 1, 544102 /n.

1.1.54. Statistika F'(Z) yra empiriné mediana, gauta stebint a.d. Y ~ U(0, 1).
Tvirtinimas iSplaukia i§ 1.1.44 pratimo.

I1.1.55. A.d. X ~ &()\) mediana z(1/2) = In2/X. Remiantis 1.1.45 pratimu

MW2n+1( —In2/X\) % Z ~ N(0, 1).
1.1.56. A.d. S; ~ Be(k,n—k+1). Remiantis sary$iu su gama skirstiniu (7r. 1 priedo

1.P.3lentele) S, = Y/(Y+Z); ¢iaY ir Z nepriklausomiir Y ~ G(1,k), Z ~ G(1,n—k+1).
Jeigu k fiksuotas, o n — oo, tai

nSi=Y/(Y + Z)/n) 5 Y ~ G(1,k),

nes Y + Z ~ G(1,n+ 1) ir remiantis didZziuoju skai¢iy désniu

Y+Z Y+Zn+1p
= —

= 1, n— oo.
n n+1l n

I.1.57. Pagal 1.1.56 pratimg a.d. U = nF(X,) LY ~ G(1,k). Kadangi F(z) =
(r—a)/(b—a),a <z <b, taia.d X =a+(b—a)Ug/n. Taigi a.d. X () —a skirstinys
aproksimuojamas gama skirstiniu G(n/(b — a), k).

Ad Vi = n(l = F(X(n k1) 2 Y ~ G(1,k), 0 X(n_y1) = b— (b— a)Vi/n yra
a.d. Vj tiesiné funkcija.

1.1.58. Eksponentinio skirstinio £()\) pasiskirstymo funkcija F(z) =1 — e~ . I3 ly-
gybés Uy = nF (X)) = n(1—e **®) gauname X () = —(1/X) In(1—Uy/n) = Ui/ (nA).
Kadangi Uy, skirstinys aproksimuojamas skirstiniu G(1, k), tai a.d. X skirstinj galima
aproksimuoti skirstiniu G(nA, k).

I8 lygybés Vi = n(1 — F(X(,—r11))) gauname X, 411y = —(1/A)(InVy, —Inn). A.d.
V. skirstinys aproksimuojamas gama skirstiniu G(1, k). Tada —In 'V} aproksimuojamas
skirstiniu, kurio tankis

— 1 —ky —Xe Y

Matome, kad a.d. X(,_j1) asimptotinis skirstinys yra dvigubo eksponentinio (eks-
tremaliy reik8miy) tipo.
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1.1.4 skyrelis
1.1.59. Gauname X = %Zle niXi, n =11 + ... +np;

k k

s? = {Z(nl —1)s? + an)_(f —nX?}/(n—1).

i=1 =1

1.1.60. Gauname I tipo kino juostoms XM = 22,333, (s(1))? = 11,278; II tipo kino
juostoms X ) = 18,282, (s(2))2 = 12, 368.

1.1.61. Gauname X, 11 = (nX,, + Xn11)/(n +1);
Snp1 = [(n = 1)sy +nX7 — (n+ 1) X7,]/n.

1.1.62. Remsimeés charakteristiniy funkcijy iSraiskomis i§ 1 priedo 1.P.2-1.P.3 lenteliy.

a) a.d. X ~ N(u,o02) charakteristiné funkcija oy () = e#=°7"/2; tada a.d. X
charakteristiné funkcija ¢ ¢ (t) = gint=t?a*/(2n) ¢ v X ~ N(u,02/n);

b) a.d. X ~ K(u,0) charakteristine funkcija ¢ x (t) = e***~117; tada a.d. X charak-
teristiné funkcija @ ¢ (t) = =117 t.y. X ~ K(u,0);

¢) a.d. X ~ G(\,n) charakteristiné funkcija ¢x(t) = (A\/(\ — it))"; tada a.d. nX
charakteristiné funkcija o, ¢ (t) = (\/(A — i)™, t.y. nX ~ G(\,nn);

d) a.d. X ~ B(k,p) charakteristiné funkcija ¢x(t) = (¢ + pe’*)*; tada a.d. nX
charakteristiné funkcija ¢, ¢ (t) = (¢ + pe®)*™, t.y. nX ~ B(nk,p);

e) a.d. X ~ P(\) charakteristiné funkcija ¢y (£) = e*¢~D; tada a.d. nX charak-
teristiné funkcija ¢, ¢ (t) = ™€ D t.y. nX ~ P(n)).

1.1.63. A.d. X —Y ~ N(uy — pa,02((1/m) + (1/n))) atba Z = (X =Y — (1 —
p2))/(@*((1/m) + (1/n))) ~ N(0, 1). Toliau s¥(m —1)/0% ~ x*(m — 1), s3(n —1)/0% ~
X2(n — 1), tada V = [s3(m — 1) + s3(n — 1)]/0? ~ x%(m + n — 2). Pagal Stjudento
skirstinio apibrézima

VA
t= ~S(m+n-—2).
VV/iim+n-—2)
I1.1.64. Tegu ¢-osios imties elementai yra X;i,...,Xin,,4 = 1,...,k. Nagrinékime

déstinj

k n; k  n;
DY Xy —w)?o® =Y (X — X+ Xi = X+ X — p)*/o” =

i=1 j=1 i=1 j=1
k ng k

Z Z(Xij —X;)?/0® + Zni(Xi —X)?)o® + (X —p)?/o”.
i=1 j=1 i=1

Kairéje lygybés puséje turime kvadratine form%é kuri turi x? skirstinj su n laisvés laipsniy.
Desinéje puséje pirmasis démuo yra U = > (n; — 1)s7/0? ~ x*(n — k). Kadangi
X ~ N(u,0%/n), tai paskutinis démuo W ~ x?(1). Remiantis Figerio ir Ko¢reno teorema,
(zr. [15], 3b.4 skyrelj) vidurinysis deginés pusés narys V ~ x%(k — 1) ir U, V,W yra
nepriklausomi.
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1.1.65. Isplaukia i FiSerio skirstinio apibrézimo.

1.1.66. Tegu Z; = Xy; — X5, EZ; = i1 — 2, VZ; = 02 = 0% + 03 — 2po102. A.d.
Zy, ..., Z, yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. Z ~ N(u; — u2,0?). Remiantis [2],
2.5.1 teorema

n

Vi(Z = (- pa)) sz ~ Sn—1), Z = ZZ/n % =32~ 27/(n - 1).

i=1
Taciau
s = : i(Xl —Xoi— (X1 - X))? = ! i(X147X1)2+Li(X2,7X2)2
Z n—li:1 ? g n_lizl 4 n—li:1 i
1 i _ B
7277‘ —1 Z(X“ - Xl)(XQl - XQ) = 5% + 5% — 27"5152,

i=1

1.1.67. Randame

Z-X=—"_(V-%), E(Z-X)-_"(BY,~ EX);
_ - m? o2 o2 mo2
V@)= e T T wmrny

1.1.68. Randame VX = o2, F(X) ~U(0, 1), V(F(X)) = 1/12,

Cov (X, F(X)) = Cov (X — i, F(X)) = E((X — p)F(X)) =

Cw—p_,r—pu, T— L o o 122 4,
[0 dr = td(t dt =
| et et = = [ e
o > 2 o [ 2 o
__v @td*tﬂ:f/ = ——.
\/277 ()e 27T oo6 2ﬁ

Gauname p(X, F(X)) = Cov (X, F(X))/\/VXV(F =/3/m.

1.1.69. Imdami SS(«, B) i8vestines pagal o ir 8 ir prllyglnq igvestines nuliui, gauname
lygéiy sistema

22 —a— Bz, — 7)) =0,

22()@ —a— Bz — ) (x; — ) = 0.

Tssprende gauname & = Y, = 3, Yi(z;—7)/ 3., (zi—7)%. A.d. @ir § turi normaliuosius
skirstinius, nes yra normalugq a.d. Y; tiesiniai dariniai. Randame V(&) = o2 /n, V(B) =

o2/ > (xz; — 7)? ir Cov (& ,B) = 0. Taigi a.d. & ir 8 yra nepriklausomi. Nesunku
patikrinti, kad Cov (&,Y; — & — ﬁ(xl —Z)) =0, Cov (ﬂ, P — Q— ,6’(30z —Z)) = 0. Todél
SSE nepriklauso nuo & ir A.
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Nagrinékime kvadratine forma

Z(Yi —a—B(x;—1))?/o* = Z[(Yi —a—B(z;— 1)+ (G—a)+ (8- B)(zi —3)]*/0? =
SSp/o* +n(d —a)? /o + (B — B)* Z(azi —z)%/0%,

?

nes visos dvigubos sandaugos lygios nuliui. Kairéje lygybés puséje kvadratiné forma turi
x? skirstinj su n laisves laipsniy. Desinéje puséje du paskutiniai nariai turi x? skirstinius
su 1 laisvés laipsniu. Remiantis Figerio ir Koc¢reno teorema (7r. [15], 3b.4 skyrelj),
SSE/o? turi x? skirstinj su n — 2 laisvés laipsniais.

I1.1.70. A.d. Y; turi normalyjj skirstinj, nes yra normaliyjy a.d. tiesinis darinys.
Tiesiogiai patikriname, kad VY; = o2, Cov (Y;,Y;/) = 0,5 # j'. Taigi a.d. Yi,..., Y1
yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste pagal N(0,0?).

1.1.71. Ed =Y | E|X; — u|/n = E|X; — u|, Vd = V|X; — u|/n. Randame

2 > 2 e 2
E|X; —pl= 7%/0 (z — p)e= =m0 g — —(2% i te™2dt = —o;

Vd=V|X; - pl/n=[B(X; — p)* = (E|X; — u))*]/n = a*(1 = 2/7)/n.
1.1.72. Randame

o2

= 1 - 1
EX:E;EXi:u; VXZEZZ,:VXi:n
Pazymékime Y; = X; — u, BEY; = O,EYf =02, EYf’ = us, EYi4 = 4. Tada
5 v 3 1 3 1 3 M3
p3(X) = E(X — p) ZEE(ZYD ZEE(ZYQ ):ﬁy

nes kitose sumose bus démenys pavidalo Y;*Y;,i # j, arba pavidalo Y;Y;Y},i # j # L.
Kadangi Y7, ..., Y, nepriklausomi ir EY; = 0, tai tokiy sumy vidurkiai lygis nuliui.

1 1 ta+3(n—1)o?
na(X) = SEQ V) = SEBQ Y +3) VYP) = #at3n — o~

n3
i#]
Randame (,)
- M3 U3 Y1
X) = AS o
’yl( ) V(X)3/2 0‘3\/ﬁ \/ﬁ?
o (X)L 1 Y2
72( ) V(X)Q 3_77,(0'4 )_ n

Aritmetinio vidurkio asimetrija 1/n, o ekscesas n karty mazesni uz stebéto a. d. asimetrija
ir ekscesa.

1.1.73. Pirmasis tvirtinimas yra CRT atskiras atvejis. Antrasis tvirtinimas igplaukia
i8 to, kad /ms .
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1.1.74. Tai atskiras atvejis CRT, nes X yra suma vienodai pasiskirsciusiy a.d.,
E)\(X) = )\, VA(X) = )\/n

1.1.75. Kadangi /n(X — \) LY ~ N(0, \), tai remiantis delta metodu (zr. [2], 2.4
skyrelj)

Vi(g(X) — g(N) % Yg'(A) ~ N0, Mg (V).
Kadangi g(A) = VA, [¢/(V)]? = 1/(4}), tai

2/n(VX — V) % Z ~ N0, 1).

1.1.76. Kadangi /n(X +1/(2n) — \) LY ~ N(0, ), tai remiantis delta metodu

Vi(g(X) = g(N) 5 Yg'(A\) ~ N0, Mg’ (V2.
Kadangi g(\) = A2/3, [¢/(N)]? = 4/(9X%/3), tai

(X +1/@n)P 25

NG VIE 4 Z~N(0, 1).

1.1.77. Pirmasis tvirtinimas yra CRT atskiras atvejis. Antrasis tvirtinimas i§plaukia
- S P
i§ to, kad X — p.

1.1.78. Kadangi /n(X — p) Ly ~ N(0,p(1 — p)), tai remiantis delta metodu (zr.
[2], 2.4 skyrelj)

Vn(g(X) —g(p)) > Yg' (p) ~ N(0,p(1 — p)lg' (p)]?).
Kadangi g(p) = arcsin(2p — 1), [¢'(p)]* = 1/(p(1 — p), tai

vn(arcsin(2X — 1) — arcsin(2p — 1)) 47~ N(0, 1).

1.1.79. A.d. X ~ U(0,0) vidurkis ir dispersija yra EgX = 6/2, VX = 6*/12. Tada
Ey(2X) =0, V(2X) = 62/(3n) ir pritaikome CRT.

1.1.80. A.d. X(,) tankio funkcija f,(z) = na"'/0",0 < 2 < 6. Randame

EoX(n = 0, Bo(X2,)= "y (Xy) = —
PR T T Ty PO T 2 (n 1 2)
Tada e
n+1 n+1 1
E X =0, V X =——=0(=).

1.1.81. Remiantis 1.1.79 pratimu /n(2X — 6) LY ~ N(0,6%/3); g(f) = In#,
[¢'(0)]> = 1/6%. Remiantis delta metodu

V3n(In(2X) —In6) % X ~ N(0, 1).
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1.1.82. Kadangi stebimo a.d. pirmieji momentai yra E,X = 1/p, V,X = ¢q/p?, tai
tvirtinimas yra CRT atskiras atvejis.

1.1.83. Pagal 1.1.82 pratima /n(X — 1/p) LY~ N(0,q/p?), tai remiantis delta
metodu (zr. [2], 2.4 skyrelj)

Va(g(X) — g(1/p)) % Yo' (1/p) ~ N(O, (a/p*)g' (1/p)]?)-

Kadangi g(1/p) = In[(1+./9)/p—1/2], [¢'(1/p)]* = p*/q, tai jras¢ gauname suformuluota
tvirtinima.

1.1.84. Centriniai empiriniai momentai nekinta keic¢iant imties elementus X; j ¥; =
X; — p. Tada EY; =0,VY; = VX, = o2

DI IEE L) DR S ST el
X — =1

Randame
1 — - o? n—1
E :f§ EY? -EY?’=0?—- — =
mso " i o

: n
i=1

o? #+ o2,

Nepaslinktoji empiriné dispersija

(X, —X)?, Es?=0%
1

s = mo =
n—172 n—-1

n
9 n n 1
n

i=

1.1.85. Turime Vmy = E(m2)? — (Ems)?, Ema = (n — 1)a?/n.

Em32 = E(az — Y?)? = E(a2 — 2a2Y? +Y%).

= iE(Z v2)? = fia + (n —1)o*

n
%) 2y y2 s+ (n—1)o?
E(az¥") ZY ZY + QYY) =
i#k
ZY2+ZYYk — ZY4+ZY2Y1
i#k o
+3 n — 1 0'4
+2Y VY VY4 ) ViV Y| YY) = %
J i#£k i#k i
Gauname . 2
-1 1 _ 9
Em2 = (7 3) a2 )(n3 nt3) 4
n n

Atéme (Emg)? ir iSrikiave narius n laipsniais, gauname

4 4 4 4
ot ou -2 3 - 1
Vm, =M% 20 M08 M9 L o).
n n n n n
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1.1.86. Statistika naj yra suma nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy a.d. XF, ...,
Xk su vidurkiais EXF = a4 ir dispersijomis VX = EX? — (EXF)? = ag, — af.
Pakanka pasinaudoti sustiprintu DSD ir CRT.

1.1.87. Statistika na yra suma nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy a.v. (X}, X2,
e XB)T i = 1,2,...,n, su vidurkiy vektoriumi e ir kovariacijy matrica 3 = (035 xks
oij = Cov (X', X7) = EX"V — E(X")E(X?) = a;4; — a;a;,i,j = 1,...,k. Pakanka
pasinaudoti daugiamate CRT.

1.1.88. a) my = as—X?; kadangi as g o, a% 5 oz%, taimo = agfa% 5 OLQ*O&% =02,
b) Nagrinéjant empirine dispersija (ar kitus auks$tesniy eiliy centrinius empirinius mo-
mentus), nemazinant bendrumo galima tarti, kad EX = oy = 0, ir pradinius momentus
o galima pakeisti centriniais pj,j = 2,3, ...

Remiantis 1.1.87 pratimu

V(X —ar,ap — a2)T 5 Y ~ Na(p, D);

da p = (0, 0), ¥ = [04;]ax2,011 = p2, 012 = pg, 020 = pg — o, Statistika my yra

momenty X ir ay funkcija; mo = g(X, as) = az — X2; g(ay, a0) = ag — a?; G, (a1, 02) =
0, g, (a1,a2) = 1. Remiantis delta metodu

Vn(me — o?) Ay~ N(0, pg — o),
arba,
Vi(ma —02)/\/ja — o* % Z ~ N(0, 1).

Remiantis 1.1.85 pratimu Vmg = (g —0?)/n+0(1/n?), tai (14 —o*)/n galima pakeisti
Vms. Kadangi s2 = nmay/(n — 1), tai my galime pakeisti s2.
) Zr. 2], 2.5.1 teorema.

1.1.89. Kadangi

X-Y (11—
> (/’[/1 > ,LLQ) £> Z ~ N(O, 1),
\Voi/ng +05/ng
tai reikia tik pasinaudoti tuo, kad s2 5 02, s3 5 o2.

1.1.90. Cov (X7S2) = Cov (szz)a kai V; = X; — /%EY; = 07Ey;k = Hk-

Cov (V,s?) = E(Ys?) = ﬁE[Z m(z Y-

1 M3

E(ZY]? + ZYJ‘YZ))] =
J J#l

1.1.91. Jeigu pazymésime Y; = X; — u, tai

n

1 _ -
==Y (Vi Y)®=a3 — 3aY +2Y".
ms ni:l( )° =as — 3a2Y +
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n

25w vy Yow = (oo

i£j =1

Analogiskai gauname

(n—1)(n? —3n+3) n 3(n—1)(2n73)04.

Emy =
4 3 Ha n3
Jeigu imsime statistikas
2 2
n 3(2n -3 nn“—2n+5
i st — g 3@ =3 Tl )

(n—1)(n—2) n2—2n+3 2 (n—1(n—2)(n—3))’

tai Em3 = ps, Emy = pg.

1.1.92. Kadangi
my = Clay — Clag_1a1 + ... + (=1)Fa¥

yra pradiniy momenty a1, ..., ax tolydi funkcija, tai remiantis daugiamate CRT (1.1.87
pratimas) statistika my, asimptotiskai turi normalyjj skirstinj. Pagal delta metoda asimp-
totinés dispersijos pagrindiné dalis B? = 1/7T21/J; vektorius ¥ = (1, ..., ;)T gaunamas
imant my, dalines i$vestines tagke a (primename, kad nagrinéjant centrinius momentus
galima imti o = 0, a; = ;).

Randame ’(/Jl = —kak_l,wg =..= 1/)k_1 = 0;¢k =1.

nBj = Yias + 21 ¥kags1 + i(az, — af) =

piok — pif, — 2kp—1pur + kPpi 00
Normaliojo skirstinio atveju g, = 02" (2r — 1)!!, por11 = 0.

1.1.93. Gauname analogiskai ankstesniam pratimui taikydami delta metoda dvimaciu
atveju.

1.1.94. Kadangi funkcija H()) tolydi, o a.d. X galioja CRT, t.y. /n(X — \) 4
Y ~ N(0, ), tai, remdamiesi delta metodu, gauname

1 1 d
\/ﬁ<X3—)\3) Y ~ N(0,B%),
B? = [H'(V)PVX = -

= [H'(M)] =3

1.1.95. a) Atlikta transformacija s = H(s?) = v/s2. Funkcija H tolydi, o statistikai
s? galioja CRT. Remiantis delta metodu funkcijai s irgi galioja CRT, o asimptotinés
dispersijos pagrindiné dalis B?/n = [H'(0?)]?V's) = (s — 0*)/(4nc?).

Kai skirstinys normalusis, s momentus galima rasti remiantis tuo, kad (n—1)s?/o? ~
X2(n—1).

b) Statistika g1 = H(ma, m3) = mz/\/m3. Tegu Hy = H}, (i, p3) = —3us/(20°),
Hy = H;, (p2,p3) = 1/(0®). Tada remiantis delta metodu asimptotinés dispersijos
pagrindiné dalis B? /n = [H?V'my + 2H; HyCov (ma, m3) + H3V'ms]. Trase dispersijy ir



L.1. Empirinés charakteristikos 41

kovariacijos iSraiskas (I.1.90, 1.1.91 pratimai) ir sutrauke panaSiuosius narius, gausime
pratime pateikta isSraiska.

¢) Statistika go = H(mga,my) = ma/m3 — 3. Tegu Hy = H}, (2, pa) = —2p4/05,
Hy, = H}, (p2,p4) = 1/(c*). Tada remiantis delta metodu asimptotinés dispersijos
pagrindiné dalis B3 /n = [HVms + 2H1 HyCov (ma, my) + H3Vmy|. Irase dispersijy ir
kovariacijos iSraiskas (I.1.90, 1.1.91 pratimai) ir sutrauke panaSiuosius narius, gausime
pratime pateikta iSraiska.

1.1.96. Kaip ir ankstesniuose pratimuose nemazinant bendrumo galima tarti, kad
EX; = EY; = 0. a) Randame

Emi1 = E(an — aioaon) ZXY ZXY —|—ZXY Nll’
i#]
Vimy = E(afl — 2a11a10001 + afpagy) — ((n = 1)pa1/n)?,
L - _ Mot (n—1)u2
Eaiwmzw IO IRCEES DAY Ui,
Z i#]
_ a2+ (n— 1)#11
E(a11a10a01 ZX Y ZX Y +ZXZY 3
l#j
Nesunku jsitikinti, kad E(a3,a3;) = (1 /n?). Sutrauke panasiuosius narius, gauname

— 1
V(m) = w + O(ﬁ)-

b) Analogiskai gauname

Cov (mgg, m11) =

1
w +0(=3),  Cov (mao, m11) =

H22 — L0220 1
Fe2 P00 4 0(—).

1.1.97. Statistika r = H(m11,m20,mo2) = ma1/y/Maomoz. Tegu Hi = H,,  (pa1,
H20, ftoz) = p/par, He = Hy,, (11, fi20, fo2) = —p/ 120,
Hz = H,, (p11, 20, fto2) = —p/po2- Tada remiantis delta metodu asimptotinés disper-
sijos pagrindiné dalis

B?/n = [HV'mi1 + H3Vmag + H;Vimgs + 2H1 HoCov (m11, mag )+
+2H;H3Cov (m11, m()g) + 2HsH3Cov (mg(), mog)}.

Irase dispersijy ir kovariacijos iSraigkas ir sutrauke panasiuosius narius, gausime pratime
pateikta israiska.

Normaliojo skirstinio atveju tardami, kad dispersijos vienetinés, naudodami charak-
teristine funkcija gausime fios4 = fra0 = 3, a1 = f13 = 3p, 11 = P, poz = 1 + 2p%. Tada
asimptotinés dispersijos pagrindiné dalis B?/n = (1 — p?)?/n.

1.1.98. Remiantis 1.1.97 pratimu /n(r — p) LY ~ N(0,(1 — p*)?). Naudojama
Figerio dispersijg stabilizuojanti transformacija g(r) = (1/2) In( 1+7“)/( r)). Kadangi
(¢'(p))? = 1/(1 — p?)?, o dispersijos Vr pagrindiné dalis (1 — p?)?/n, tai asimptotinio
skirstinio dispersija nepriklauso nuo parametro p:

1. 147 1 1+p, 4
—1 - =1 Z ~ N(0, 1).
\/ﬁ(2nl_r 2H1_p)% (0, 1)
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I.2. Parametry jvertiniai

I.2.1. Ivertiniai ir jy klasifikacija

I.2.1. Kokio didumo turi buti a.d. X ~ N(u, 4) imtis, kad parametro p jvertinio
it = X absoliu¢ioji paklaida buty ne didesné uz 0,1 su tikimybe, ne mazesne kaip 0,997
1.2.2. Kokio didumo turi biiti normaliojo a.d. imtis, kad dispersijos o2 jvertinio

&2 = 52 santykinés paklaidos modulis bty ne didesnis uz 0,1 su tikimybe, ne mazesne

kaip 0,997

1.2.8. Kokio didumo turi bati a.d. X ~ G(1/A, 5) imtis, kad parametro A jvertinio
A = X /5 santykinés paklaidos modulis biity ne didesnis uz 0,1 su tikimybe, ne mazesne
kaip 0,997

1.2.4. Jaros gylis matuojamas prietaisu, kurio sisteminé paklaida 0, o atsitiktiné
paklaida pasiskirséiusi pagal normalyji désnj su vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu o =
25 m. Kiek karty reikia nepriklausomai matuoti juros gylj, kad matavimo paklaida buty
ne didesné kaip 15 m su tikimybe, ne mazesne uz 0,997

1.2.5. Parametro 0 jvertinio 0,, = T, = T,,(X1, ..., X,,) poslinkis yra

= a 1
ET, -6= —~ =0(=), n— 0.
2w =G e
Irodykite, kad statistikos T}, = nT, — (n — 1)T,,_1 poslinkis yra O(1/n?); statistikos
T! = [n?T! — (n — 1)T",—1]/[n* — (n — 1)?] poslinkis yra O(1/n3) ir t. t. Cia T,,_1
yra aritmetinis vidurkis statistiky 7,,_1, apskaic¢iuoty pagal visus didumo n — 1 imties
poaibius.
1.2.6. X = (Xi,...,X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
Veibulo skirstiniy Seimai P = {f(x|p), 0 < p < co}; ¢ia tankio funkcija yra

f(x|p) = ap®zle™P?)" 0 < 2 < o0,

o o > 1 — zinoma konstanta. Jrodykite, kad funkcijos v(p) = p" nepaslinktasis jvertinys,

kai n > r/a, yra
n —r/a
. o (n—1)!
7= (;Xz> I'(n—r/a)

1.2.7. Tegu § = 6(X) yra nepaslinktasis 6 jvertinys. Irodykite, kad bet kuris nepa-

slinktasis 6 jvertinys 6 yra tokio pavidalo:

6=0—U(X);
¢ia U(X) tenkina salyga Eq(U (X)) = 0.
I.2.8. Tegu X = (X1,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(0, 6),
0 < 6 < oco. Raskite 0 jvertinio cX,) poslinkj ir dispersija; ¢ia ¢ — Zinoma teigiama
konstanta. Raskite c tokj, kad cX(, bity nepaslinktasis ¢ jvertinys.
1.2.9. Tarkime, X = (X,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio
skirstinys priklauso Seimai P = {Py, 6 € {01, ...,0;}} su fiksuotu naturaliuoju skai¢iumi
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k. Tegu T,(X) yra 6 jvertinys, igyjantis reik§mes i§ aibés {61,...,0;}. Irodykite, kad
T, (X) yra pagristasis tada ir tik tada, kai Po{T},(X) =60} — 1, n — co.

1.2.10. Tegu X = (X1,...,X,)" yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(0 —
1/2, 0 +1/2), 0 € R yra nezinomas. [rodykite, kad 6 = (X(1) + X(»))/2 yra n®, a < 1,
pagrijstas 6 jvertinys, t.y. n®(0 — 6) EiS 0, kai n — oc.

I.2.11. Tegu X = (Xy,..., X,,)? yra paprastoji a. d. X ~ B(1,p) imtis. Tarkime,
statistika 7" jgyja reik§me 0, jei ne maziau kaip pusé visy X; yra 0; igyja reik§me 1, jeigu
daugiau negu pusé visy X; yra 1; jgyja reikme 1/2, jeigu lygiai pusé visy X; yra 0.
Irodykite, kad statistika 7" néra pagristasis tikimybés p jvertinys.

1.2.12. Tegu g1, go, . . - yra tokios tolydZziosios, apibréztos intervale (a, b) C R, funkci-
jos, kad g, (z) — g(z) tolygiai pagal = bet kuriame intervale, priklausanciame (a, b). Tegu
T, yra pagristasis 6 € (a, b) jvertinys. Irodykite, kad g, (T},) yra pagristasis parametro
¥ = g(0) jvertinys.

1.2.13. Tegu X = (X1,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio
vidurkis 1 € R ir dispersija 02 > 0 neZinomi. Be to, g(u) = 0, kai u # 0, ir g(0) = 1.
Nurodykite pagristaji ¥ = g(u) ivertinj.

1.2.14. Tegu X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji atsitiktine imtis a.d. X ~ N(u, a?),
—00 < i < 00, 0 > 0. Irodykite, kad aritmetinis vidurkis X ir empiriné mediana (0, 5)
yra vidurkio p pagristieji jvertiniai.

1.2.15. Tarkime, X = (Xi,...,X,,)7 yra paprastoji atsitiktine imtis a.d. X ~
K(p, o), —00 < p < 00, o > 0. Irodykite, kad aritmetinis vidurkis X néra pagristasis,
o empiriné mediana Z(0,5) yra pagristasis parametro p jvertinys.

1.2.16. Tegu X ir Y yra nepaslinktieji atitinkamai parametry 6 ir 62 jvertiniai.
Raskite a.d. X dispersijos VX nepaslinktajj jvertinj.

1.2.17. Tegu X ir Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, vienodai pasiskirste pa-
gal N(u, 0%). Ar |X — Y| ir |X — Y|? yra nepaslinktieji parametry o ir o2 jvertiniai?
Raskite 8iy jvertiniy poslinkius.

1.2.18. Tegu X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(—0, ),
0 < 0 < oco. I8 kokios konstantos reikia padauginti statistika 7" = X(,) — X(1), kad
gautume nepaslinktajj parametro 6 jvertinj? Kokia gautojo jvertinio dispersija?

I1.2.2. Pakankamosios statistikos. NMD jvertiniai

1.2.19. Tegu X = (Xi,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ E(\, u), 0 < A <
00, —o0 < p < oo. Irodykite, kad T' = (X (1), X(2) + ... + X(n))T yra pakankamoji
parametro (), u)7 statistika.

1.2.20. Tegu X = (Xi,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ W(n, 0),0 <
7 < 00, 0 < 0 < 00, turinfio Veibulo skirstinj. Irodykite, kad: a) kai n neZinomas,
egzistuoja tik triviali pakankamoji statistika; b) kai n Zinomas, T' = >, X" yra parametro
o pakankamoji statistika.

1.2.21. Tegu X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys pri-
klauso Seimai P = {f(z; A\, n, p), 0 < A, n < 00, —00 < p < oo}; ¢ia tankio funkcija

A\

T(n)

flzs Ay m, p) = a1 le A g >,
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Raskite pakankamaja statistika: a) parametro n, kai g ir A Zinomi; b) parametro A, kai
ir 1 Zinomi; ¢) parametry 7 ir A, kai p Zinomas; d) parametro pu, kai A\ Zinomas, o n = 1.
1.2.22. Tegu Yi,..Y, yran.a.d. ir Y; ~ N(a + Bz, o?); ¢a x4, ..., 2, — Zinomos
konstantos, —co < a, 8 < o0, 0 < ¢ < oo — nezinomi parametrai. Jrodykite, kad
=Y, Y, Yiws, >, VAT yra pilnoji ir pakankamoji parametro 6 = (a, 3, o)
statistika.

1.2.23. Tegu X = (X1,...,X,)? yra paprastoji atsitiktiné imtis a. d., kurio skirstinys
priklauso Seimai P = {Pg, 8 € ©}. Raskite parametro § pakankamaja statistika, kai
Py yra:

a) Puasono skirstinys P(\), A € (0,00);

b) neigiamas binominis sklrstlnys B~ (n, p) su zinomu n, p € (0, 1);

c) eksponentinis skirstinys £(6), 6 € (0, c0);

d) gama skirstinys G(\,7), 87 = (\, 1) € (0,00) x (0, 00);

e) beta skirstinys Be(v,7), 87 = (v,1) € (0, o) x (0, 00);

f) lognormalusis skirstinys LN (u, ), 0" = (u,0) € R x (0,00).

1.2.24. Atsitiktinio dydZio X skirstinys priklauso Seimai P = {f(z; 6), 0 < 6 < oco};
¢ia tankis f(z; 0) = 2(0 — x)/6?, kai 0 < x < 6, ir lygus 0, kai « jgyja kitas reiksmes.
Raskite Seimos P netrivialia pakankamaja statistika pagal a.d. X didumo n paprastaja
imt].

)

1.2.25. Tegu X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji atsitiktine imtis a. d. X, kurio tankio
funkcija
fla;0) =0(1+2)"D, w >0

¢ia @ > 0 nezinomas parametras.

a) Irodykite, kad T'= """, In (1 + X;) yra pakankamoji 6 statistika.

b) Raskite T vidurkj ir dispersija.

1.2.26. Irodykite: jei T yra pakankamoji statistika ir T = h(S), ¢ia h yra macioji
funkcija, S — kita statistika, tai S taip pat yra pakankamoji statistika.

1.2.27. Tegu X = (X1,...,X,,)7 yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio
skirstinys yra Pareto ir tankis

f(zla, 0) = 6a’/z°FL, 0 < a, § < 00, a < z < oco.

Raskite parametro (a, #)7 pakankamaja statistika.

1.2.28. Tegu X = (Xi,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, ku-
rio skirstinys priklauso visy absoliuc¢iai tolydziyjy skirstiniy Seimai P. Jrodykite, kad
variaciné eiluté (X, ..., X(,L))T yra Seimos P pakankamoji statistika.

I.2.29. [rodykite, kad P = {Pg : 0 € ©} yra eksponentiné Seima. Uzrasykite jos
kanoninj pavidalg ir naturaliaja parametry erdve, kai Pg yra:

a) Puasono skirstinys P(A), A € © = (0, c0);

b) neigiamas binominis skirstinys B~ (n, p) su fiksuotu n ir p € © = (0, 1);

c) eksponentinis skirstinys E(a,#) su fiksuotu a ir § € © = (0, 00);

d) gama skirstinys G(\, ), o7 = (A, n) € ®=(0,00) x (0,00);

e) beta skirstinys Be(v,7), 87 = (v,1) € ©® = (0, 1) x (0, 1);

f) Veibulo skirstinys W (c, 0) su fiksuotu o > 0 ir 6 € © = (0, 00).
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1.2.30. Irodykite, kad eksponentiniy skirstiniy Seima &(a,6) su dviem neZinomais
parametrais a ir 6 néra eksponentiné Seima.

1.2.31. Irodykite, kad neigiamy binominiy skirstiniy Seima B~ (n, p) su dviem neZi-
nomais parametrais p ir n néra eksponentiné Seima.

1.2.32. Irodykite, kad Kosi skirstiniy Seima K (u, o) su dviem neZinomais parametrais
W ir o néra eksponentiné Seima.

1.2.33. Irodykite, kad Veibulo skirstiniy Seima W («, #) su dviem neZinomais parame-
trais « ir 6 néra eksponentiné Seima.

1.2.34. Trodykite, kad k-maciy normaliyjy skirstiniy Seima Ni(p, X) yra ekspo-
nentiné Seima. Uzragykite jos kanoninj pavidala.

1.2.35. Raskite gama skirstinio G(\, ) momenty generuojanciaja funkcija.
1.2.36. Diskreciojo a.d. X skirstinys nusakomas tikimybémis

ek
P{X =k} = v(k)@,

Irodykite, kad §ie skirstiniai, kai 6 > 0, sudaro eksponentine Seimg, ir raskite X momenty
generuojanciaja funkcija.

k=0,1,2,....

1.2.37. Tegu X yra a.d., kurio skirstinys priklauso Seimai P = {Pg : 8 € ©} ir fg
yra Pp tankio funkcija o-baigtinio mato v atzvilgiu, o A yra jvykis, kurio Pg{A} > 0.
Nagrinéjama nupjautiniy skirstiniy Seima, Pa = {fgl1a}/Pg{A}, 0 € ©}. Irodykite,
kad:

a) jeigu T'(X) yra pakankamoji Seimos P statistika, tai ji pakankamoji ir Seimos P4
statistika;

b) jeigu T'(X) yra pilnoji ir pakankamoji Seimos P statistika, tai ji pilnoji ir pakan-
kamoji ir Seimos P4 statistika.

1.2.38. Tegu X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio tankis

f(z|0) = ¢(0) exp{—bz}, 0 <z <a, >0,

konstanta a zinoma. Raskite parametro 6 pilnagja ir pakankamaja statistika.

1.2.39. Tegu X = (X1,...,X,,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(6, 6 +
1), 0 < 6 < co. Irodykite, kad pakankamoji statistika (X(l),X(n))T néra pilnoji.

1.2.40. Tegu ¥(z), « € R, yra tokia teigiama Borelio funkcija, kad bet kuriems a ir
b, —00 < a < b< oo, f;w(x)d:r < 00. Tegu 8 = (a, b)T. Apibrézkime tankio funkcija

Y(x)
f;d;(u)du

Irodykite, kad (X(1),X(n))" yra Seimos P = {f(x(0), 8 € ©} pilnoji ir pakankamoyji
statistika.

f(zla, b) =

, a<x<b.

1.2.41. Tegu X yra diskretusis a.d., kurio skirstinys nusakytas tikimybémis

0, k=0,
P{ka}{ (1—0)20F1 k=1,2,...
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¢ia 0 € (0, 1). Irodykite, kad X néra pilnoji, taciau yra apréZtai pilnoji.

1.2.42. Tegu (X1,...,X,)T) yra paprastoji imtis, gauta stebint Bernulio a.d. X ~
B(1,p). Irodykite, kad S, = X; + ... + X,, yra pakankamoji statistika a) remdamiesi
pakankamosios statistikos apibrézimu; b) naudodami Neimano ir Fiserio faktorizacijos
kriterijy.

1.2.43. (I.2.42 pratimo tesinys). Irodykite, kad S, = X; + ... + X,, yra pilnoji
statistika a) remdamiesi apibrézimu; b) remdamiesi tuo, kad Bernulio skirstinys priklauso
eksponentinio tipo skirstiniy Seimai.

1.2.44. (I.2.42 pratimo tesinys). Raskite parametro v = v(p) = p*(1—p)/,0 < i,j <
n,1 < i+ j < n, dviem budais a) vidurkindami nepaslinktajj jvertinj pakankamosios
statistikos atzvilgiu; b) spresdami funkcineg lygti E,h(S,) = v(p) funkcijos h atzvilgiu.

1.2.45. (I.2.42 pratimo tesinys). Irodykite, kad a) polinomo ty(p) = Zle a;pt
NMD jvertinys yra i1 (p) = Zle aiS,[f]/n[i]; b) parametro p*, kai k > n, NMD jvertinys
neegzistuoja.

1.2.46. (1.2.42 pratimo tesinys). Atlikus n = 50 Bernulio eksperimenty, kai ivykio
A tikimybé yra p, jvykis A jvyko 12 karty. Raskite parametry ¢ + p?, pq, p*2¢®2, ¢°°, p*°
NMD jvertiniy realizacijas (jvercius).

1.2.47. Tegu (Xi,..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint Puasono a.d. X ~
P(A). Irodykite, kad S, = X; + ... + X,, yra pakankamoji statistika a) remdamiesi
pakankamosios statistikos apibrézimu; b) naudodami Neimano ir Figerio faktorizacijos
kriterijy.

1.2.48. (I1.2.47 pratimo tesinys). Irodykite, kad S, = X; + ... + X, yra pilnoji
statistika a) remdamiesi apibrézimu; b) remdamiesi tuo, kad Puasono skirstinys priklauso
eksponentinio tipo skirstiniy Seimai.

1.2.49. (1.2.47 pratimo tesinys). a) Raskite parametro v = v(\) = \¥ NMD jvertinj;
b) Irodykite, kad parametro 1/A NMD jvertinys neegzistuoja.

1.2.50. (1.2.47 pratimo tesinys). a) Raskite tikimybés m,,(\) = A\"e~*/m! NMD
jvertinj; b) Raskite generuojancios funkcijos g(s) = e**~1) NMD jvertinj.

1.2.51. Tegu (Xy,...,X,,)7) yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X ~ B~(1,p).
Irodykite, kad S,, = X7 + ... + X, yra pilnoji ir pakankamoji statistika.

1.2.52. (I.2.51 pratimo tesinys). Raskite imties salyginj skirstinj, kai pakankamoji
statistika S,, =t yra fiksuota.

1.2.53. (I.2.51 pratimo tesinys). Raskite parametroy = v(p) = p™q¢,1 =0,1,...,1 <
m < n, NMD jvertinj.

1.2.54. (I.2.51 pratimo tesinys). Raskite parametry q/p, p, p?, pg NMD jvertinius.

1.2.55. (I.2.51 pratimo tesinys). Atliekant Bernulio eksperimentus jvykis A pirma
karta jvyko per 14 bandyma. Raskite parametro plnp NMD jvertinio realizacija; ¢ia p
yra jvykio A pasirodymo tikimybé per atskira bandyma.

1.2.56. Tegu a.v. X = (Xi,...,X,,)? turi k-matj polinominj skirstinj Py (n; (p1,
wPk)),0 < pi < 1,p1 + ... +pr = 1. a) Irodykite, kad a.v. (Xy,..,Xp_1)T yra
parametro @ = (p1,...,pr_1)7 pilnoji ir pakankamoji statistika. b) Raskite parametry
pit ir pi»“plj NMD jvertinius.
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1.2.57. Tegu (Xi,..., X,)T) yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d.
X ~U(0,6), 6>0.

Irodykite, kad X(,) yra pilnoji ir pakankamoji parametro 0 statistika.

1.2.58. (1.2.57 pratimo tesinys). Raskite parametro 6 NMD jvertinj.

1.2.59. Tegu (Xi,...,X,)? yra paprastoji imtis a.d. X ~ U(6,0 +1),0 > 0.
Irodykite, kad vienmaté pakankamoji statistika neegzistuoja. Dvimaté statistika T' =
(X(1), X(n))" yra pakankamoji, ta¢iau néra pilnoji.

1.2.60. Tegu (X1, ..., X,)T) yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d.

XNU(H:[,QQ), 01 < 0,.

Irodykite, kad a) (X1, X(n))T yra pilnoji ir pakankamoji parametro (01, 02)7 statistika;
b) parametry y; = (61 + 62)/2 ir 2 = 2 — 6; NMD jvertiniai yra 41 = (X(1) + X(»))/2,
Jo = (n + 1)(X(m) — X1))/(n = 1), o ju dispersijos Vg, 0,51 = 73/(2(n + 1)(n + 2)),
Vo092 = 293 /((n — 1)(n + 2)).

1.2.61. Tegu (X1, ..., X,)T) yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d.
X ~U(-6,0), 6>0.

Irodykite, kad a) 7' = max(—X 1), X(,,)) yra pilnoji ir pakankamoji parametro ¢ statis-
tika; b) parametro § NMD jvertinys yra 6= (n+ 1)T/n.
1.2.62. Paprastoji imtis (X7, ..., X,,)7 gauta stebint a.d.

X ~N(p,0%), —oo<p<oo, o>0.

Irodykite, kad a) T = (X,s*)", X = 3" | X;/n, s> = 31" | (X; — X)?/(n — 1), yra
pilnoji ir pakankamoji parametro (u,02)T statistika; b) X ir s yra parametry p ir o2
NMD jvertiniai.

1.2.63. (1.2.62 pratimo tesinys). Irodykite, kad parametro o NMD jvertinys yra

6=5/My_1, M,=+/2/vT((v+1)/2)/T(v/2).

1.2.64. (1.2.62 pratimo tesinys). Irodykite, kad a) jeigu parametras p Zinomas, tai
parametro o2 pilnoji ir pakankamoji statistika yra s = > ., (X; — u)?/n, o parametry
o2 ir ¢ NMD jvertiniai yra s2 ir so/M,; b) jeigu parametras o Zinomas, parametro p
pilnoji ir pakankamoji statistika yra X, kuri yra parametro p NMD jvertinys.

1.2.65. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., X,,)7 gauta stebint a.d.
X ~&(u,A), —oco<pu<oo, A>D0.

Irodykite, kad a) (X(1y, > 1, X:)T yra pilnoji ir pakankamoji parametro (u, \)T statis-
tika; b) nA\(Xq) —p) ~ E(1), \2(X) = A, Xi —nXy] ~ G(l,n—1), 0 Xy ir
T»(X) nepriklausomi; c¢) parametry v; = p! ir 75 = 1/A™ NMD jvertiniai yra 4; =

Xty = In(X)X (5 /(n(n = 1)) ir 42 = T3"(X)T(n = 1)/T(n +m — 1).

1.2.66. (I1.2.65 pratimo tesinys). Irodykite, kad a) jei parametras y zinomas, tai
parametro 1/\ NMD jvertinys yra X — u; b) jeigu A Zinomas, tai parametro p NMD
jvertinys yra i = X1y — 1/(nA).
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1.2.67. Tegu paprastoji imtis (X1,..., X,,)T gauta stebint a.d. X ~ G(\,n),\,n >
0. Raskite parametro (\,7)7 pilnaja ir pakankamaja statistika. Irodykite, kad X yra
parametro v = /A NMD jvertinys.

1.2.68. (I.2.67 pratimo tesinys). Irodykite, kad jei parametras n Zinomas, tai
parametro A pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = Y. | X;. Parametro v = AP
NMD jvertinys yra 4 = I'(nn)/[T(nn — k)T*], nn > k.

1.2.69. (I.2.67 pratimo tesinys). Irodykite, kad jei parametras A Zinomas, tai
parametro v = I"(n)/T'(n) NMD jvertinys yra In A + (3, In X;)/n.

1.2.70. Tegu paprastoji imtis (X1,..., X,,)T gauta stebint a.d. X, kurio tankio
funkcija f((x — 61)/62)/602 priklauso nuo poslinkio ir mastelio parametry —oo < 6; <
00, 02 > 0. Tarkime, egzistuoja pilnoji ir pakankamoji parametro @ = (0, 02)7 statistika
T(X) = (Ty(X), T»(X))7 ir tokie jvertiniai 6,05, kad statistikos U(X) = (X; — 0,)/0,
skirstinys nepriklauso nuo parametro 8. Irodykite, kad jei egzistuoja funkcija h(z), kad
Eg(h(X1)) = 7(0) < oo su visais 0, tai parametro 7(6) NMD jvertinys yra

(T (X)) = / h(uby + 61)g(u)du,

—oo
¢ia g(u) yra statistikos U(X) tankis. Jeigu vienas i§ parametry 6y arba 6y yra Zinomas,
tai U(X) ir 7(T') israiSkose reikia atitinkama jvertinj pakeisti zinomu parametru.

1.2.71. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., X,,)T gauta stebint a.d. X ~ N(p,1),—00 <
u < oo. Raskite parametry v; = ®(y — u) ir v2 = p(y — ) NMD jvertinius.

1.2.72. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., X,,)T gauta stebint a.d. X ~ N(0,02),0 > 0.
Raskite parametry y1 = ®(y/0) ir v2 = ¢(y/o)/c NMD jvertinius.

1.2.73. Tegu paprastoji imtis (Xi,..., X,,)7 gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?), su

abiem nezinomais parametrais —oco < p < oo, > 0. Irodykite, kad parametro v =
®((y — p)/o) NMD jvertinys yra

(y=X)/8 B
o :/ g(w)du, kai ly—X|/S <+/1-1/n,
—+/1-1/n

Gia X = Zi Xi/n, S2 = Zl(Xz - X)Qa

n — n nu2

1.2.74. Tegu paprastoji imtis (X1,..., X,)? gauta stebint a.d. X ~ £(6,1), —oo <
6 < co. Trodykite, kad parametro v = Py {X > y} = e~ (=% NMD jvertinys yra

n- 16—(y—X(1))’

" y>X(1).

’? =
1.2.75. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., X,,)7 gauta stebint a.d. X ~ &(a,\), A > 0,
parametras a Zinomas. Raskite parametro v = P{X > y} NMD jvertinj.
1.2.76. Tegu paprastoji imtis (X1, ..., X,,)T gauta stebint a.d. X, kuris turi Pareto
skirstinj su tankio funkcija

f(zla,o) =0a®/y°, y>a, o>0.
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Irodykite, kad parametro v = a™,m < no, NMD jvertinys, kai ¢ zinomas, yra

N m m
Y= [IHX(l)] (1- %)-

1.2.77. Tegu paprastoji imtis (X1,...,X,,)T gauta stebint a.d. X, kurio tankio
funkcija

f(@0) =e @D exp{—e @D —o0 < 2,0 < 0.

Raskite parametro v = f(z]|0) NMD jvertinj.

1.2.78. Didumo N gaminiy partijoje defektiniy gaminiy skai¢ius M nezinomas. At-
sitiktinai negrazinant atrenkama n gaminiy. Tegu X; = 1, jei i-asis atrinktas gaminys
defektinis, ir X; = 0 prieSingu atveju. Tarsime, kad 0 < n < N yra zinomi, o M
nezinomas parametras, jgyjantis reikSmes 0, 1,..., N. Irodykite, kad 7' = """ | X; yra
parametro M pilnoji ir pakankamoji statistika.

1.2.79. Turima didumo n = 1 imtis diskreciojo a.d. X, kurio skirstinys, priklausantis
nuo nezinomo parametro 6,0 < 6 < 1, nusakytas tikimybémis

P{X=-1}=0, P{X=k}=(1-0)2%" £k=0,1,2,..

Irodykite, kad

a) X yra pakankamoji parametro 6 statistika, tac¢iau néra pilnoji;

b) T(X) = 140}(X) yra parametro v = (1 — §)*> NMD jvertinys;

c) 6 = 1413 (X) + ¢X, kai ¢ bet kokia konstanta yra nepaslinktasis parametro ¢
ivertinys, o NMD jvertinys neegzistuoja.

1.2.80. A.d. X turi nupjauta Puasono skirstini: P{X = k} = e\ /(K!(1 — ™)),
k =1,2,.... Irodykite, kad parametro v = 1 — e~ NMD jvertinys ¥ yra toks: 4 = 0, kai
X nelyginis, ir 4 = 2, kai X lyginis.

1.2.81. Tarkime, paprastosios imtys X = (X1,.... X)), Y = (Y1,...,Y;,)T gau-
tos stebint n.a.d. X ~ N(p1,07), ¥ ~ N(uz,03). Irodykite, kad a) T(X,Y) =
X, >0, Y, o, X2, 50, VAT yra pilnoji ir pakankamoji parametro 6 = (u1, po, o1,
oo)T statistika; b) jeigu zinoma, kad pu1 = po = p, tai T(X,Y) yra pakankamoji
parametro (u,01,02)7 statistika, taciau ji néra pilna; c) jeigu Zinoma, kad o1 = 09 = 0,
tai T(X,Y) yra pakankamoji parametro (u,us2,0)T statistika, taciau ji néra pilna;
statistika T"(X,Y) = (3, Xi, >, Vi, >0, X2+ 52, Y,2)T yra pilnoji ir pakankamoji para-
metro (uy,pe,o)? statistika.

1.2.82. Tegu paprastoji imtis (X;,Y;)?,i = 1,2,...,n, gauta stebint a.v. (X,Y)T ~
No(p, %), p = (p1,p2)T, & = [04j]ax2, 011 = 02,092 = 03,012 = poioa. Irodykite,
kad T = (3, Xi, >, Vi, >0, X207, V2,57, X;Yi)T) yra pilnoji ir pakankamoji parametro
0 = (111, 12, 01,02, p)T statistika.

1.2.83. Tarkime, paprastosios imtys X = (Xi,...,X,)7, Y = (Y1, ...,Y;,)T gautos
stebint n.a.d. X ~ N(u1,1), Y ~ N(ug,1). Raskite parametro v = P, ,,{¥1 < X}
NMD jvertinj.

1.2.84. Tarkime, paprastosios imtys X = (X1,...,X,)7, Y = (Y1, ...,Y;,)T gautos
stebint n.a.d. X ~ G(A1,1), ¥ ~ G(A2,1). Raskite parametro v = Py, 5, {1 < Xi}
NMD jvertinj.
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1.2.85. Paprastoji imtis (X1,...,X,,)T gauta stebint a.d. X ~ U(0,6),0 > 0.
Tarkime, funkcija () turi tolydzia isvesting ir E(7/(X(,))) < oc. Raskite parametro
v = y(0) NMD jvertinj.

1.2.86. Tegu Yi,..,Y, yra n.a.d. ir Y; ~ N(a + Bx;,02); &a x1,...,70, — Zi-
nomos konstantos, —oo < a, < 00,0 > 0 — neZinomi parametrai. Irodykite, kad
T=,Y,>,Yx,> , Y?) yrapilnoji ir pakankamoji parametro 8 = (a, 3,02)7 statis-
tika.

1.2.87. Tarkime, n karty atliekami kampy matavimai ir k-0jo matavimo metu kampo
didumas yra ke, k = 1,2,...,n. Sisteminés matavimy paklaidos lygios 0, o atsitiktinés
paklaidos sumuojamos, t. y. k-ojo matavimo atsitiktiné paklaida yra Z; + ... + Zj; Cia
Zy,..., Zy yra vienodai pasiskirste nepriklausomi atsitiktiniai dydziai ir Z; ~ N(0, o?).
Raskite parametry ¢ ir 02 NMD jvertinius.

1.2.88. Tegu X = (Xi,...,X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys
priklauso Seimai P = {p(i|0),0 > 0}; ¢ia p(i|0) = P{X = ild} = a;0°/f(0), i =
¢, ¢+ 1,... Irodykite: a) T = X; + ... + X,, yra pilnoji ir pakankamoji Seimos P
statistika, o jos skirstinys yra nusakomas tokio pavidalo tikimybémis P{T = k|f} =
be0* /(f(0))™, k = nc, nc+1,...; b) parametro §” NMD jvertinys yra U,.(T) = (br_,)/br,
kai T > nc+r, ir U.(T) =0, kai T' < nc+r; c) jvertinio U, (T) dispersijos NMD jvertinys
yra (U.(T))? — Us,(T).

Taip pasiskirste daugelis diskreciyjy a. d., kuriy galimy reik§miy skaicius yra begalinis
(Puasono, geometrinis ir pan., jskaitant ir nupjautinius i$ kaires).

1.2.89. Tegu X = (X1,...,X,)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ N(u, 02),
0 < p<oo, 0<o < oo. Vertinamas parametras ¥ = p?. Apskaic¢iuokite 1 jvertinio X2
poslinkj ir dispersijg. Raskite 9 NMD jvertinj ir palyginkite jo dispersija su jvertinio X2
dispersija.

1.2.90. Tegu X = (X1,...,X,,)T ir Y = (Y1,...,Y,,)T yra paprastosios atsitiktinés
imtys, gautos stebint n.a.d. X ~ N(pg,02) it Y ~ N(py, 03).

a) Raskite parametry p, — iy ir (0, /0y)", > 0 NMD jvertinius, kai p, € R, p1,, € R,
oy > 0ir oy > 0.

b) Raskite o2 ir (u; — py)/0x NMD jvertinius, kai p, € R, py € R, 0, = 0 > 0.

c) Raskite p, NMD jvertinj, kai p, = p, € R, 0, > 0, 0, > 0ir 02/0; = 7 yra
Zinomas.

d) Trodykite, kad p, NMD jvertinys neegzistuoja, kai p, = py € R, 0, > 0, 0, > 0.

e) Raskite P{X; <Y} NMD jvertinj, kai po = 1y € R, 0 >0, 0y > 0.

f) Atlikite e) punkto uzduotj, kai o, = oy,

1.2.91. Tegu X = (X1,...,X,,)T it Y = (Y1, ..., Y,)T yra paprastosios atsitiktinés
imtys, gautos stebint n.a.d. X ~ &£(az,0;) ir Y ~ E(ay, 0y); Ga 0y, 0, > 0 ir a,,
ay € R.

a) Raskite a, — a, ir 6,/60,, NMD jvertinius.

b) Raskite 6, ir (ay — a,)/0, NMD jvertinius, kai 0, = 0,,.

c) Irodykite, kad a; NMD jvertinys neegzistuoja, kai a, = ay.

1.2.3. Rao ir Kramerio nelygybé. Efektyvieji jvertiniai

1.2.92. Tarkime, imties X skirstinys priklauso nuo parametro @ = (01, ..., 0,)", k > 1,
ir FiSerio informaciné matrica I = [I;;|xxs neiSsigimusi. Pazymékime ! = [Tk
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matricos I atvirk$ting matrica. Irodykite, kad teisinga nelygybé I** > 1/I;;.

1.2.93. Tegu X = (X,,...,X,,)” yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys pri-
klauso binominiy skirstiniy eimai P = {B(1, p), 0 < p < 1}. Raskite funkcijy p, pq, p?
nepaslinktyjy ivertiniy dispersijy ribas remdamiesi Rao ir Kramerio nelygybe.

1.2.94. (1.2.93 pratimo tesinys). Raskite tikslesne funkcijy p?,pg nepaslinktyjy
ivertiniy dispersijy ribas remdamiesi patikslinta Rao ir Kramerio nelygybe.

1.2.95. (1.2.93 pratimo tesinys). Apskaic¢iuokite funkcijy p, pg, p> NMD jvertiniy
dispersijas ir palyginkite jas su gautomis 1.2.93 ir 1.2.94 pratimuose ribomis.

1.2.96. Tegu X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys pri-
klauso Puasono skirstiniy Seimai P = {P()\), 0 < A < oo}. Raskite funkcijy A, A2, e™*
nepaslinktyjy ivertiniy dispersijy ribas pagal Rao ir Kramerio nelygybe.

1.2.97. (I.2.96 pratimo tesinys). Raskite tikslesnes funkcijy A2, e~ nepaslinktyjy
ivertiniy dispersijy ribas remdamiesi patikslinta Rao ir Kramerio nelygybe.

1.2.98. (1.2.96 pratimo tesinys). Apskai¢iuokite funkcijy A, A2, e=* NMD jvertiniy
dispersijas ir palyginkite jas su gautomis 1.2.96 ir 1.2.97 pratimuose ribomis.

1.2.99. (1.2.96 pratimo tesinys). Jrodykite, kad parametro v = e~ jvertiniai 4 =
e X ir 4 = (1—1/n)"X yra a) asimptotiskai efektyviis; b) asimptotiskai efektyviis pagal
Rao.

1.2.100. Tegu X = (X7, ..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u, 0?), —oo <
p < 00, 0 <o < oo}. Tarkime, parametras o Zinomas. a) Raskite parametry p ir p?
NMD jvertinius ir jy dispersijas. b) Raskite parametry yu ir u? nepaslinktyjy jvertiniy
dispersijy ribas Rao ir Kramerio nelygybéje. c) Raskite parametro p? nepaslinktojo
ivertinio dispersijos riba patikslinus Rao ir Kramerio nelygybe.

1.2.101. (I1.2.100 pratimo tesinys). Tarkime, kad parametras p Zinomas. a) Ras-
kite parametry o2 ir ¢ NMD jvertinius ir jy dispersijas. b) Raskite parametry o? ir o
nepaslinktyjy ivertiniy dispersijy ribas Rao ir Kramerio nelygybéje.

1.2.102. (I.2.100 pratimo tesinys). UzraSykite Rao ir Kramerio nelygybe vektorinés
funkcijos @ = (i, 0?)” nepaslinktojo jvertinio kovariacijy matricai.

1.2.103. (I.2.100 pratimo tesinys). a) Raskite P-osios kritinés reik§més xp = ozp+pu
NMD jvertinj ir jo dispersija. b) Raskite parametro x p nepaslinktojo jvertinio dispersijos
ribg Rao ir Kramerio nelygybéje.

1.2.104. Atsitiktinio dydZio X skirstinys priklauso ekstremaliyjy skirstiniy Seimai.
Tankio funkcija

f(z|0) = exp{—(x — 0) —exp{—(z — 0)}}, —00 < 6 < 0.

Pagal didumo n paprastaja imtj raskite parametro 6 ir parametro oo = exp{—6} Fiserio
informacijos kiekj.

1.2.105. Tarkime, kad Xy, ..., X, n.a.d. Tegu X; tankio funkcija

fi(@:8) = — exp(—z/(B)), x> 0;

Bt

Gia tq1,...,t, — zinomos konstantos.
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a) Irodykite, kad
PO
ﬁ n E z/tz

i=1
yra nepaslinktasis § jvertinys.
b) Apskai¢iuokite nepaslinktojo § jvertinio dispersijos riba Rao ir Kramerio nely-
gybéje. Ar jvertinio, nurodyto a) punkte, dispersija pasiekia Sia riba?
I.2.106. Tegu X skirstinys priklauso Seimai P = {Pg, 6 € ©}. Raskite Fierio
informacija I (0) pagal didumo n paprastaja imtj, kai Pg yra:
a) N(u,0?) skirstinys, = u € R; o Zinomas;
b) N(p,0?) skirstinys, § = 02 > 0; p 7inomas;
¢) N(p,0?) skirstinys, § = o > 0; p Zinomas;
d) N(o, 2) skirstinys, 6 = o > 0;
e) N(u,o?) skirstinys, 8 = (u, 02)7;
f) neigiamas binominis skirstinys B~ (k, p), § = p € (0, 1); k Zinomas;
g) gama skirstinys G(a,), 87 = (a,7) € (0,00) x (0, 00);
h) beta skirstinys B(« ,6’), 6" = (o, B) € (0, 00) x (0, 00).
1.2.107. (I.2.106 pratimo tesinys). Raskite 6 funkcija, kurios informacijos kiekis
nepriklauso nuo 0, kai Py yra:
a) Puasono skirstinys P(6), 6 > 0;
b) binominis skirstinys B(n, p), § = p € (0, 1); n Zinomas;
¢) gama skirstinys G(6,), 8 > 0; v Zinomas.
1.2.108. (1.2.106 pratimo tesinys). Raskite FiSerio informacijos matrica, kai Pg yra:
a) Kosi skirstinys K(u,0), p € R, 0 > 0;
b) ekstremaliy reik8miy skirstinys, kurio parametrai u € R, 6 > 0;
c) logistinis skirstinys LG(u, o), kurio parametrai u € R, o > 0;
d) F.(%*%), ¢ia F, yra Stjudento skirstinio su zinomu laisvés laipsniy skai¢iumi r
pasiskirstymo funkcija, u € R, o > 0.
1.2.109. Tegu X = (X1,...,X,,)" yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(0,6)
su 6 > 0.
a) Irodykite, kad Rao ir Kramerio teoremos salygos netenkinamos.
b) Irodykite, kad parametro § NMD jvertinio dispersija yra eilés O(1/n?), n — oo
(reikia pazyméti, kad reguliariu atveju, kai Rao ir Kramerio nelygybé galioja, dispersijos
riba Rao ir Kramerio nelygybéje yra eilées O(1/n)).

1.2.110. Tegu X yra a.d., turintis ekstremaliy reik§miy skirstinj su parametrais g = 0
ir # > 0. Raskite nurodyty parametry NMD jvertinius ir kiekvienu atveju nustatykite, ar
NMD jvertinio dispersija pasiekia Rao ir Kramerio nelygybéje nurodyta riba: a) ¢ = 6;
b) ¢ = 6", &a r > 1 Zinomas.

I.2.111. Tegu X = (X1,...,X,,)7 yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~
N(u, 0?), —0o < ju < 00, 0 — zinomas.

a) Raskite 9 = e'* NMD jvertinj, kai ¢ # 0 fiksuotas.

b) Nustatykite, ar a) punkte rasto jvertinio dispersija pasiekia Rao ir Kramerio nely-
gybéje nurodyta riba.

c¢) Irodykite, kad asimptotigkai (n — oo) tenkinama Rao ir Kramerio nelygybeé.

1.2.112. Tegu X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ G(1/\, n), 0 <
A\, n < oo. Tarkime, parametras 7 Zinomas. a) Raskite parametry A ir A> NMD jvertinius
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ir jy dispersijas. b) Raskite parametry A ir A\? nepaslinktyjy jvertiniy dispersijy ribas
Rao ir Kramerio nelygybéje. c¢) Raskite parametro A\? nepaslinktijy jvertiniy dispersijos
riba patikslinus Rao ir Kramerio nelygybe.

1.2.113. Tegu X = (X1, ..., X,,)7 yra paprastoji imtis a.d. X ~ G()\, 1), 0 <\, <
oo. Tarkime, parametras n Zinomas. a) Raskite parametry A ir A2 NMD jvertinius ir jy
dispersijas. b) Raskite parametry A ir A% nepaslinktyjy jvertiniy dispersijy ribas Rao ir
Kramerio nelygybéje.

1.2.114. Tegu X = (Xi,...,X,,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~
N(p, 1), p € R. Tegu ¥ = P{X; < ¢}, ¢ia c - fiksuota konstanta. Nagrinéjami tokie o/
ivertiniai: Ty, = F,(c), ¢ia F,, yra empiriné pasiskirstymo funkcija, ir Ts,, = ®(c — X),
¢la ® yra standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija. Raskite jvertinio 71,
ASE Ty, atzvilgiu.

1.2.115. Tegu X = (Xi,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~
N(0, 02), ¢ia o > 0 nezinomas. Vertinama ¥ = o.

Raskite jvertinio 61 = \/7/2> ", | X;|/n ASE ivertinio 6o = (31| X?/n)Y/? atzvil-
giu.

1.2.116. Tegu X = (Xy,...,X,,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio
EX =u, VX =1ir EX? < c0. Tegu T, =n 'Y X2 —1ir To, = X2 —n~! yra
¥ = u? jvertiniai.

a) Raskite jvertinio Ty, ASE atzvilgiu jvertinio T5,,.

b) Irodykite, kad ASE < 1, jeigu X; — p pasiskirstymo funkcija yra simetriné 0
atzvilgiu.

c¢) Raskite skirstinj, kurio ASE > 1.

1.2.117. Tegu X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ B(1, p),
0 < p < 1. Vertinamas parametras p. Tegu a ir b yra teigiamos konstantos. Raskite
jvertinio (a + nX)/(a + b+ n) ASE jvertinio X atzvilgiu.

1.2.118. Tegu X = (Xi,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~
U(0, 0), 0 < 6 < oo. Nagrinéjami tokie 6 jverciai: T1, = (n + 1)X(,)/n ir Ty = X(p.
Raskite poslinkius bz, (€), j = 1,2 ir jvertinio Ty, ASE jvertinio 75, atzvilgiu.

1.2.119. Tegu paprastoji imtis X1, ..., X,, gauta stebint a.d. X ~ N(0,0?). Disper-
sijos jvertiniu imkime nX? ir s2. Koks jvertinio nX? efektyvumas jvertinio s? atzvilgiu.

1.2.120. Paprastoji imtis X1, ..., X, gauta stebint a.d. X, kurio tankio funkcija
A
f(x‘iu’)zgeiA‘xi.u‘? —00 <X, b < 00,

parametras A > 0 Zinomas. Raskite parametro p jvertinio ji; = X ASE empirinés
medianos fi; = %1/ atzvilgiu.

1.2.121. Vertinant atsitiktinio dydZio X ~ N(u, %) parametra ju, gautos trys pa-
prastosios atsitiktinés nepriklausomos imtys, i§ kuriy gauti jverciai: X; = 17,24 (didumo
ny = 5 imtis); X5 = 16,81 (didumo ny = 10 imtis); X3 = 17,22 (didumo nz = 100 imtis).
Raskite parametro p NMD jvertinio realizacijos reik§me naudodamiesi visais matavimais.
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I.2.4. Ivertiniy radimo metodai

1.2.122. Momenty metodu raskite parametry « ir 8 jvertinius pagal didumo n pa-
prastaja atsitiktine imtj a.d. X, kurio skirstinys yra N (0, 1) su tikimybe 8 ir N(«, 1)
su tikimybe 1 — f.

1.2.123. Tegu X = (Xi,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys
priklauso Seimai P = U(fy, 02), —oo < 61 < 6 < oo}. a) Raskite parametry p =
(01 + 02)/2 ir 0 = 03 — 6; NMD jvertinius. b) Palyginkite jy dispersijas su momenty
metodo jvertiniy dispersijomis. c) Raskite parametry p ir o DT jvertinius.

1.2.124. Tegu X = (X1, ..., X,,)T yraa.d. X paprastoji imtis. Raskite parametry DT
ivertinius ir palyginkite juos su ty paciy parametry NMD jvertiniais, kai a.d. X skirstinys
priklauso a) normaliyjy skirstiniy Seimai P = {N(u, 02), —00 < u < o0, o > 0};
b) gama skirstiniy Seimai P = {G(\, ), 0 < A < oo}, n > 0 — zinoma konstanta,

c) tolygiuju skirstiniy Seimai P = {U(0, 0), 0 < 6 < oo}.
1.2.125. Tegu X = (Xi,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys
priklauso Seimai P = {p(z]0), 0 < 0 < oo}; ¢ia
. . aiei .
p(ild) =P{X =i} =—=,i=0,1, 2,....
)

Irodykite, kad parametro 8 DT jvertinys randamas i lygties
0f'(0)/f(0) =X,

kuri sutampa su lygtimi, gaunama 6 jvertinio ieSkant momenty metodu.

1.2.126. (1.2.125 pratimo tesinys). UzraSykite lygtis, i§ kuriy randami DT para-
metry jvertiniai, kai skirstinys yra Puasono, binominis B(1, p), logaritminis, taip pat
nupjautinis Puasono (praleista reik§meé 0).

1.2.127. (I.2.125 pratimo tesinys). Palyginkite binominio ir Puasono skirstiniy
parametry p? ir A2 DT ir NMD jvertiniy kvadratinés rizikos funkcijas.

1.2.128. Tegu X = (Xi,...,X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys
priklauso tolygiyju skirstiniy 8eimai: a) Py = {U(0, 20), 0 < 6 < co}; b) P = {U(0 —
1/2, 0 +1/2), —oo < 6 < oo}. Irodykite, kad Seimos P; parametro § DT jvertinys yra
0 = X(n)/2, 0 Seimos Py parametro 0 DT jvertinys néra vienareiksmis, — jis gali biiti bet
kuri statistika, jgyjanti reikimes i3 intervalo (X, —1/2, X1y +1/2).

1.2.129. (I.2.128 pratimo tesinys). Palyginkite DT jvertiniy dispersijas su jvertiniy,
gauty momenty metodu, dispersijomis.

1.2.130. Tegu X = (Xi,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys
priklauso Laplaso skirstiniy seimai P = {f(z]f), —oco < 0 < o}; €ia f(z|f) = exp{—|z—
0)}/2, —oo < & < co. Irodykite, kad parametro DT jvertinys yra empiriné mediana &g 5
ir

Vi(dos —0) % Z ~ N(0, 1/4), n — .

1.2.131. Tegu X = {(X1;,..., Xxs)T, i = 1,...,n} yra paprastoji imtis a.v. (X7, ...,
X;)T, kurio skirstinys priklauso polinominiy skirstiniy Seimai P = {Py, = (1, m)}; ¢ia
= (71, ...,m) 7 yra k-maciai vektoriai, kuriy 0 < m; < 1, m +mo +... +m, = 1. Raskite
parametry my, ..., 7 DT jvertinius, jy dispersijas ir kovariacijas.
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1.2.132. (I1.2.131 pratimo tesinys). Raskite parametro o DT jvertinj, kai k = 3, m =
(14+a)/2, mg = m3 = (1 — a)/4, ir jo asimptotinj (n — oco) skirstinj.

1.2.133. (I.2.131 pratimo tesinys). Dviejy berniuky, dviejy mergai¢iy ir misriy
dvynuky, kai pirmasis gimé berniukas ir pirmoji gimé mergaité, tikimybeés atitinkamai
yram =p%, m=(1-p)?=¢* m=a(l—p*—¢?) irm = (1—a)(1—p?—q¢?). Raskite
parametry p ir a DT jvertinius.

1.2.134. Realizuojant n = 8000 karty nepriklausomus eksperimentus, kuriy metu gali
ivykti vienas i§ trijy nesutaikomy jvykiy A, B ir C su tikimybémis 1/2 — 2a, 1/2 4+ «v ir
a, 0 <« < 1/4, uzregistruoti $iy jvykiy dazniai: 2 014, 5 012 ir 974. Raskite parametro
« didziausiojo tikétinumo jvertj.

1.2.135. Tegu (X;, Y;)T, i = 1,...,n, yra imtis a.v. (X, Y)T, kurio skirstinys
priklauso dvimaciy normaliyjy skirstiniy Seimai P = No(u, 2); ¢ia p = (1, po)”
—00 < 1, po < 00, X = [0y4], 011 = 0}, 092 = 03, 013 = 021 = po10a, 0 < 01, 0y <
oo, |p| < 1. Raskite parametry DT jvertinius. Apskai¢iuokite matricos, atvirkstinés
informacinei matricai, elementus.

)

1.2.136. Asimptotiskai (n — oo) palyginkite dispersijas ekstremaliyjy reiksmiy skirs-
tinio parametry jvertiniy, gauty pagal didumo n paprastaja imtj DT ir momenty meto-
dais.

1.2.137. Asimptotiskai (n — oo) palyginkite dispersijas gama skirstinio parametry
ivertiniy, gauty pagal didumo n paprastaja imtj DT ir momenty metodais.

1.2.138. Asimptotiskai (n — oo) palyginkite dispersijas neigiamojo binominio skirs-
tinio parametry jvertiniy, gauty pagal didumo n paprastaja imtj DT ir momenty meto-
dais.

1.2.139. Asimptotiskai (n — oo) palyginkite dispersijas Kosi skirstinio parametry
ivertiniy, gauty pagal didumo n paprastaja imtj: a) DT metodu, b) grindZziamy statis-
tikOHliS .’EQ’5, i’o’25, ‘7270775.

1.2.140. Tegu T,, yra pagristasis ir asimptotiSkai normalusis parametro 6 jvertinys,
t.y.

V(T — 0) % X ~ N(0, 62(0)), n — oo.

Irodykite, kad jvertinys

T =

n

aTy,, kai |T,| <n~/4,
T,, kai T, >n"1/4,

taip pat asimptotikai (n — oo) normalusis ir dispersija lygi a?0?%(6), kai 6 = 0, ir 02(0),
kai 6 # 0. Taigi jvertinio 7} dispersija gali buti mazesné uz T,, dispersija, kai § = 0, ir
lygi T,, dispersijai, kai 6 # 0.

1.2.141. Tegu X = (Xi,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~
N(0, %), 0 > 0.

a) Irodykite, kad E(|X;|) = 0/2/7.

b) Naudodamiesi a) punkte gautu rezultatu, momenty metodu raskite o jvertinj &,,.
Raskite \/n(6,, — o) asimptotinj skirstinj.

¢) Kitas momenty metodu, kai naudojamas antrasis momentas, gautas o jvertinys
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yra
Lo 1/2
Go=| =) X? .
)

Raskite y/n(¢,, — o) asimptotinj skirstinj ir palyginkite jj su b) punkto rezultatu.

1.2.142. Tegu X = (X1,...,X,,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~
E(p, 1), peR.

a) Irodykite, kad X1y = min(Xy, ..., X,,) yra pakankamoji y statistika.

b) Irodykite, kad X (1) = p1, kai n—s00.

1.2.143. Tegu X,,..., X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., kuriy tankio
funkcija

) _J a(01,02)h(z), kai 61 <z < 0o,
f(x;01,62) = { 0, kitais atvejais;

¢ia h(x) > 0 — zinoma tolydZioji funkcija, apibrézta realiyjy skaiciy tieséje.
Irodykite, kad 61 ir 63 DT jvertiniai yra atitinkamai X (1) ir X(,).

1.2.144. Tegu (X1,Y1)7, ..., (X,,Y,)T yra nepriklausomos vienodai pasiskirsciusios
normaliyjy a.d. poros; ¢ia X;,Y; ~ N(pi, 02).
a) Raskite parametry j1,. .., i, ir ? DT jvertinius.

b) Irodykite, kad parametro o2 DT jvertinys néra pagrjstasis. Ar §is rezultatas pries-
tarauja teorijai apie DT jvertiniy pagristuma? Kodél?

¢) Stebimi tik Z1,..., Z,; ¢ia Z; = X; — Y;. Raskite 0? DT jvertinj, gauta naudojant
Z1,...,2Zn, ir jrodykite, kad jis yra pagristasis.

1.2.145. Tegu X4,...,X,,Y1,...,Y, yranepriklausomi a. d., turintys eksponentinius
skirstinius. Tegu X; tankio funkcija

fi(z) = Nifexp(—A;0z), x>0,

0 Y; tankio funkcija
gi(z) = Miexp(—N\iz), x>0

Gla Aq,..., A\, ir 0 yra nezinomi parametrai.
a) Irodykite, kad parametro 6 DT jvertinys tenkina lygtj

R
_2§:1+éRi_0

i=1

> 3

b) Irodykite, kad R; tankio funkcija yra

fr(x;0) =0(1+ 0x)72, x>0,

o 6 DT jvertinys, gautas naudojant Ry, ..., R,, sutampa su pateikiamu a) punkte.
¢) Tegu 0,, yra DT jvertinys, nurodytas b) punkte. Raskite /n(6, —6) ribinj skirstinj.
d) Lenteléje pateikiami (X;,Y;), i = 1,...,n duomenys. Apskai¢iuokite § DT jvertj
artutiniu metodu. Parinkite tinkama pradinj artinj ir pagriskite pasirinkima.
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T Yi L Yi L Yi T Yi
0,7 3,8 120,228 )|1,1 28 | 15,2 | 8,8
11,3 4,6 03111919 3,2 0,2 | 7,6
2.1 2,1 0914105 8,5 0,7 | 1,3
30,7 5,6 0,704 |08 | 14,5 04 | 2,2
4,6 | 10,3 23109 |12 144 23 | 4,0

e) Pateikite DT jvercio, gauto d) punkte, standartinés paklaidos pagristajj ivertj.

1.2.146. Tegu Xi,..., X,, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami a.d. ir
gedimy intensyvumo funkcija

Az) = A1, kai x < xg,
Tl A, kai x> o

¢ia Ap ir Ay yra neZzinomi parametrai, o xg — Zinoma konstanta.
X; tankio funkcija

. | AMexp(—XMz), kai z < zg,
f(x7 Al’ >\2) - { )\2 exp(—)\g(x - .’bo) - )\1.’E0), kai = > Zo-

Raskite parametry A1 ir Ao DT jvertinius ir jy ribinj bendra skirstinj.

1.2.147. Tegu X = (X1,...,X,,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio
skirstinys priklauso Seimai P = {Pg, 6 € ©}. Momenty metodu raskite parametry
ivertinius, kai Pg yra:

a) gama skirstinys G(a,7), 8 = (a,7)T, a >0, v > 0;
b) eksponentinis skirstlnys E(a,y), 8 = ( T, aeR, 0> 0;
¢) beta skirstinys Be(a, 3), 8 = (o, 3)T, a > 0, 8 > 0;
d) lognormalusis skirstinys LN(u,a), 0= (u,0)T, ueR, o> 0;
e) tolygusis skirstinys U (9 — %7 0+ ) 0 e R,
f) neigiamas binominis skirstinys B_(n7 p), 0= (p,n)T,pe(0,1),n=1,2,..;
g) logaritminis skirstinys, kurio parametras § = p € (0, 1);
h) chi kvadrato skirstinys x2(k), 0 =k, k=1, 2,....

1.2.148. Tegu X yra imtis i§ skirstinio, kurio tankio funkcija yra fg, o T(X) —
pakankamoji @ statistika. Irodykite: jeigu egzistuoja DT jvertinys, tai jis yra T funkcija.

1.2.149. Tegu X4,..., X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., kuriy tankio
funkcija yra fg o baigtinio mato v atzvilgiu. Raskite parametro @ DT jvertinj tokiais
atvejais:

a) fo(x) =1/60, kai x = 1,2,...,0, 0 yra sveikasis skai¢ius tarp 1 ir 6p;

b) fo(z) =e @9 0 <z < o0, >0

¢) folx)=0(1—-2)"1 0<x<1,0>1;

d) fo(x) = %x(%"l)/(l’e), 0<zx<oo, Be (%, 1);

e) fo(x) =2"te "= z € R, 6 > 0;

f) fo(z) =0272, 0 <2 < o0, 0> 0;

g) fo(z) yra tanklo funkcija skirstinio N(6,60%), 0 € R;

h) fg(z) yra tankio funkcija eksponentinio skirstinio &(u, o), 0" = (u,0) € R x
(0, 00);

i) fe(x) yra tankio funkcija lognormalaus skirstinio LN (u, o), o7 = (1,0) € R x
(0, 00);
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J) fQ(x) = 1a S (01 1)= kai 0 = O: ir f@(CC) = (2\/5)717 HARS (07 1)7 kai 0 = 17

k) fo(z) =B %z, 0<z<B,a>0,5>0;

1) fo(x) =Csp*(1 —p)?=®, 2 =0,1,...,0,0 =1, 2,...; &ape (0, 1) yra Zinomas.

1.2.150. Tegu (Y1,21)7,...,(Yn, Z,)T yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.v.,
kuriy tankio funkcija

Fly 2\, p) = A"tV A1 0 <y, 2 < o0,

ia A >0ir pu > 0.

a) Raskite (A, )T DT jvertinj.

b) Stebima tik X; = min(Y;, Z;) ir A; = 1, kai X; = Y;, ir A; = 0, kai X; = Z,.
Raskite (A, )T DT jvertinj.

c¢) Raskite jvertiniy asimptotinius skirstinius.

1.2.151. Tegu Xi,...,X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste diskretieji a.d.,
kuriy skirstinys nusakytas tikimybémis

P{X; =2} =[z!(1 —e )] 10% Y z=1,2,..;

Ga 6 > 0. Trodykite, kad tikétinumo lygtis turi vienintele Saknj, kai Z > 1. Ar §i 8aknis
yra 6 DT jvertinys?

1.2.152. Tegu X = (X1,...,X,)7 yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ &(a, ),
parametrai a ir  nezinomi. Raskite parametry a ir @ DT jvertiniy ASE jy NMD jvertiniy
atzvilgiu.

1.2.153. Tegu X = (X1,...,X,)7 yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio
skirstinys yra Pareto su parametrais a ir 6.

a) Raskite (a,d) DT jvertinj.

b) Raskite parametro a DT jvertinio ASE NMD jvertinio atzvilgiu.

1.2.154. Tegu X;,...,X,, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste k-maciai a.v., tu-
rintys Ny (p,3) skirstinj su nezinomais p ir . Raskite p ir ¥ DT jvertinius ir jy
asimptotinius skirstinius.

1.2.155. Tegu X,..., X, ir Y3,...,Y, yra nepriklausomi a.d., turintys atitinkamai
N(u,0?) ir N(u,72) skirstinius su nezinomu 6 = (u,02,7%)T. Raskite @ DT jvertinj ir
irodykite, kad jis asimptotigkai efektyvusis.

1.2.156. Tegu X ~ B(n,p), 0 < p < 1, p Zinomas. Raskite parametro n DT jvertinj.

1.2.157. Tegu X ~ H(N,M,n). Raskite parametro M DT jvertinj, kai N ir n
Zinomi.

I.2.5. Intervaliniai jvertiniai

1.2.158. Tarkime, paprastoji imtis X7,..., X,, gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?),
—00 < @ < 00,0 > 0 zinomas. Raskite parametro p lygmens ) pasikliovimo intervalg.

1.2.159. (I.2.158 pratimo tesinys). Tarkime, ¢ > 0 neZinomas parametras, o
parametras o Zinomas. Raskite parametry o2 ir o lygmens Q pasikliovimo intervalus.

1.2.160. (1.2.158 pratimo tesinys). Tarkime, abu parametrai p ir o > 0 neZinomi.
Raskite parametry u ir 02 lygmens Q pasikliovimo intervalus.
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1.2.161. (I.2.160 pratimo tesinys). Raskite parametro o2 lygmens @ pasikliovimo
intervala, kurio vidutinis santykinis ilgis b = E, (02 —g?)/0? biity maziausias. Palyginkite
jo vidutinj santykinj ilgj su simetrisko intervalo vidutiniu santykiniu ilgiu, kai @ = 0, 95,
ir n = 10; 20; 50; 100.

1.2.162. (1.2.160 pratimo tesinys). Irodykite, kad

—— 2. 2 n(X —u? s*(n-—1) o2 _Sfn=1)
O =) > =y - 7 S D)

yra parametro (u,02)7 lygmens Q = (1 — a1)(1 — 2aw) pasikliovimo sritis.

}

1.2.163. Pagal normaliojo a.d. didumo n = 100 paprastaja imtj gauti tokie pasiklio-
vimo intervalo réziai: p = 1,25, & = 2,05. Koks to intervalo pasikliovimo lygmuo, jei
02 =47

1.2.164. Kokio didumo turi buti atsitiktinio dydzio X ~ N(u, 1) imtis, kad para-
metro p pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0,95, ilgis buty ne didesnis
kaip 0,17

1.2.165. Pagal didumo n = 25 paprastaja imtj, gauta stebint a.d. X ~ N(u,o?),
gautos parametry p ir o2 NMD jvertiniy realizacijos fi = X = 6,334, 02 = s> = 0,012.
Raskite parametry p ir o lygmens @ = 0,95 pasikliovimo intervaly realizacijas.

1.2.166. Tarkime, paprastosios imtys Xy, ..., X,, ir Y7,...,Y,, gautos stebint n. a.d.
X ~ N(u1,0%)ir Y ~ N(uz,03) , —00 < p1, 12 < 00,071,092 > 0. a) Raskite parametro
B = 0%/03 lygmens Q pasikliovimo intervala. b) Tarkime, Zinoma, kad o%/03 = k.
Raskite parametro 02 = o3 ir parametro 6 = p1 — po lygmens @ pasikliovimo intervalus.

1.2.167. (I.2.166. pratimo tesinys). Tarkime, apie dispersijas nieko nezinome, o
imtys pakankamai didelés. Raskite asimptotinj parametro 6 = p; — po pasikliovimo
intervalg.

1.2.168. Tarkime, paprastoji imtis (X;,Y;)7,i = 1,...,n, gauta stebint a.v.
(va)TNNQ(H72)7 “:(MMMQ)Ta —00 < 1, p2 < 0,
Y= [Jij}2><27 011 = 0%7 022 = 0%7 012 = 0102p.

Raskite parametro 6 = p1 — po lygmens @) pasikliovimo intervalg.

1.2.169. (I.2.168 pratimo tesinys). Raskite koreliacijos koeficiento p lygmens @
pasikliovimo intervala.

1.2.170. (I.2.168 pratimo tesinys). Raskite koreliacijos koeficiento p aproksimacinj
lygmens ) pasikliovimo intervalg.

1.2.171. Tarkime, paprastoji imtis Xj, ..., X,, gauta stebint a.d., turintj Reléjaus
skirstinj su parametru ¢ > 0 (r. 1 priedo 1.P.2 lentele). Raskite parametro o lygmens
@ = 1 — 2« pasikliovimo intervala.

1.2.172. Tarkime, paprastoji imtis Xi, ..., X,, gauta stebint a.d., turintj Maksvelo
skirstinj su parametru o > 0 (Zr. 1 priedo 1.P.2 lentele). Raskite parametro o2 lygmens
@ = 1 — 2« pasikliovimo intervalg.

1.2.173. Tarkime, imties X1, ..., X,, nariai yra n.a.d. ir X; ~ G(A\,n;), i = 1,...,n,
A > 0. Parametrai 7y, ..., 7, Zinomi. Raskite parametro A\ lygmens ) = 1 — 2« pasiklio-
vimo intervalg.
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1.2.174. Tarkime, paprastoji imtis Xi, ..., X,,, gauta stebint a.d. turintj ekstremaliy
reikSmiy skirstinj, kurio tankio funkcija

Jaln) = ¢ F exp{—e" ), —o0 < p < .

Raskite parametro p lygmens @@ = 1 — 2« pasikliovimo intervala.

1.2.175. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., X,, gauta stebint a.d. X ~ P()\). Raskite
parametro A lygmens @ = 1 — 2« pasikliovimo intervala.

1.2.176. Tarkime, paprastoji imtis Xi,..., X,, gauta stebint Bernulio a.d. X ~
B(1,p),0 < p < 1. Raskite parametro p lygmens @Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalg.

1.2.177. Tegu paprastosios imtys X, ..., X, ir Y7, ..., Y, gautos stebint n.a.d. X ~
P(A)irY ~ P(A2), 0 < A1, A2 < oo. Raskite parametro 5 = A1 /A2 lygmens Q = 1 — 2«
pasikliovimo intervalg.

1.2.178. Tarkime, imties Xy, ..., X,, koordinatés yra n.a.d. ir X; ~ B~ (m;,p),i =
1,...,n,0 < p < 1. Parametrai myq, ..., m, zinomi. Raskite parametro p lygmens @ =
1 — 2« pasikliovimo intervala.

1.2.179. Turime didumo N gaminiy partija, kurioje yra nezinomas skaic¢ius M
defektiniy. Atsitiktinai negrazinant atrenkama n gaminiy. Tegu X; = 1, jei i-sis atrink-
tas gaminys defektinis, ir X; = 0 prieSingu atveju. Gauname imtj X1, ..., X,,, kuri néra
paprastoji. Tegu N ir n zinomi, o M = 0,1,..., N yra nezinomas parametras. Raskite
parametro M lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalg.

1.2.180. (I.2.179 pratimo tesinys). Tarkime, partijos didumas N = 300. Patikrinus
n = 50 gaminiy rasti 6 defektiniai. Raskite parametro M tagkinj ir intervalinj pasiklio-
vimo lygmens @ = 0,9 jvercius.

1.2.181. Tegu Yi,...,Y, yra n.a.d. ir Y; ~ N(Bo + Bi(z; — %),0%), i = 1,...,n;
da x1,...,Ty,T = »_, x;/n — Zinomos konstantos, o —oo < Sy, f1 < 00,0 > 0 nezinomi
parametrai.

a) Raskite parametro o2 lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervala.

b) Raskite parametro 8 = afy + bS; lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervala.

1.2.182. (I.2.181 pratimo tesinys). Fiksuotuose taskuose 7;,7 = 1,...,n, gauti
nepriklausomi tiesinés funkcijos S + (17 matavimai X, ..., X,,. Matavimo paklaidos
g; ~ N(0,02%). Raskite parametro v = 43 + 43,7, kai By = B+ 317, lygmens Q = 1 — 2«
pasikliovimo intervalg.

1.2.183. Tarkime, paprastoji imtis X7, ..., X,, gauta stebint a.d. X ~ U(0,6),0 < 6.
Raskite parametro 6 lygmens @@ = 1 — 2« pasikliovimo intervalg.

1.2.184. Tarkime, paprastoji imtis X7, ..., X,, gauta stebint a.d. X ~ U(—#6,60),0 <
0. Raskite parametro 6 lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalg.

1.2.185. Tarkime, paprastoji imtis X7, ..., X,, gauta stebint a.d. X ~U(6 —1/2,0 +
1/2). Raskite parametro 6 lygmens @ = 1 pasikliovimo intervalg ir raskite jo vidutinj
ilgj.

1.2.186. Tarkime, paprastoji imtis Xi,..., X,, gauta stebint a.d. X ~ U(01,0; +
f2),—00 < 61 < 00,03 > 0. Raskite parametro 65 lygmens @ = 1 — 2« pasikliovimo
intervala.

1.2.187. Tarkime, paprastoji imtis X7, ..., X,, gauta stebint a.d. X ~ &(a,1/0),
—00 < a < 00,0 < 0. a) Raskite parametro 6 lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervala.
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b) Raskite parametro a lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervala, kai parametras 6
zinomas ir kai parametras @ nezinomas. c) Raskite parametro (a,#)” pasikliovimo sritj.

1.2.188. Tarkime, paprastoji imtis X7,..., X,, gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?),
|| < 00,0 > 0. Raskite nepriklausomo tolimesnio stebéjimo X, 11 lygmens @ = 1 — 2«
prognozeés intervala.

1.2.189. Tarkime, paprastoji imtis Xi,..., X,, gauta stebint a.d. X ~ K(u,1),
—00 < p < o0. a) Raskite parametro p lygmens Q = 1 — 2« aproksimacinj intervala,
kai parametro u taSkiniu jverc¢iu imame empirine mediang Z;/,. b) Raskite parametro
u lygmens (Q = 1 — 2« aproksimacinj intervala, kai parametro p jvertinys gaunamas DT
metodu. Kuris i§ §iy intervaly trumpesnis?

1.2.190. Tegu X1, ..., X,, yra paprastoji imtis a.d. X ~ P(\). a) Raskite parametro
A lygmens @@ = 1 — 2« aproksimacinj pasikliovimo intervalg remdamiesi tuo, kad a.d.
V(X —\)/ VX skirstinys asimptotigkai nepriklauso nuo nezinomo parametro.

b) Raskite parametro A lygmens ) = 1—2« aproksimacinj pasikliovimo intervalg rem-
damiesi tuo, kad a.d. /n(X — \)/v/X skirstinys asimptotiskai nepriklauso nuo nezinomo
parametro.

¢) Raskite parametro A lygmens Q@ = 1 — 2« aproksimacinj pasikliovimo intervalg
remdamiesi dispersija stabilizuojantia transformacija, t.y. tuo, kad a. d. v/n(2vV X —2v/X)
skirstinys asimptotiskai nepriklauso nuo nezinomo parametro.

d) Tegu pagal didumo n = 50 imtj gauta NMD jvertinio realizacija A= 2,4. Raskite
lygmens @ = 0,95 p. a), b), ¢) aproksimacinius intervalus ir palyginkite juos su tiksliu
pasikliovimo intervalu i 1.2.175 pratimo.

1.2.191. Tegu Y7,...,Y, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d. su baigtiniais
py = BY1, 02 = V(Y1), az = EY} ir ay = EY}'. Raskite statistika, kurios skirstinys
asimptotiskai (n — oo) nepriklausyty nuo nezinomy parametry, ir sudarykite parametro
0 = (1y, O’;)T aproksimacine pasikliovimo sritj.

1.2.192. Tegu X, ..., X,, yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X ~ LN (u, o).

a) Irodykite, kad = EX = exp{u + 02/2}, v = VX = exp{2u + o2} (exp{c?} — 1).

b) Irodykite, kad parametry 6 ir v DT jvertiniai yra

0 = exp{Y +my/2}, 4= exp{2V + ma}(exp{ma} — 1),

1 n _
=Y (Y=Y, Yi=hX;, i=1,...,n
n

i=1 i=1

c¢) Irodykite, kad
W,é = fexp{—(n—1)02/(2n)}(n/(n — o))" V2 =9+ O(1/n?), n — oo;

E
Vo0 = exp{2p+ 0® /n}exp{a® /n}(n/(n — 20°)) " D/? — (n/(n - %))" "] =
0*0? /n + O(1/n?).
1.2.193. (1.2.192 pratimo tesinys). Tarkime, pagal didumo n = 100 imtj gauti
jverciai Y = 1,45, mo = 4, 21.
a) Apskaiciuokite parametry 6 ir v DT jverCius.
b) Raskite parametro 6 asimptotinj pasikliovimo intervala (Q = 0, 95).
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1.2.194. Paséjus kultara Petri léksteléje po tam tikro laiko registruojamas bakterijy
skaic¢ius Y = X7 + Xo + ... + X; ¢ia N — kolonijy skaic¢ius, X; — bakterijy skaicius i-oje
kolonijoje. Tarkime, kad X;, X, ... yra vienodai pasiskirste n. a. d., turintys Puasono
skirstinj su parametru 6, o N yra nepriklausantis nuo X1, Xo, ... a. d., turintis Puasono
skirstinj su parametru A. Momenty metodu raskite parametry A ir 6 jvertinius.

1.2.195. (I1.2.194 pratimo tesinys). Tarkime, pagal didumo n = 20 imtj, gauta
stebint a. d. Y, apskaic¢iuoti nepaslinktieji vidurkio p = EY ir dispersijos o2 =VY
jveréiai f =Y =50iro2=s2=3" (V; - Y)?/(n—1) = 360.

a) Apskaiciuokite parametry 6 ir A momenty metodo jvercius.

b) Raskite vidurkio p = A0 lygmens @ = 1 — 2« asimptotinj pasikliovimo intervala
naudodami aproksimacija

Vil —p)/s % Z ~ N(0, 1)
ir aproksimacija
V(= p)/\ (1 +6) 5 Z ~ N0, 1).

1.2.196. Paprastoji imtis X1,..., X,, gauta stebint a.d. X ~ N(u,02). Raskite
kritinés reik8més xp = p + ozp ir funkcijos F(x) = ®((x — p)/o) aproksimacinius pasi-
kliovimo intervalus.

1.2.197. (I.2.196 pratimo tesinys). Tarkime, pagal didumo n = 100 paprastaja
imtj, gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?), apskai¢iuotos empirinés charakteristikos X =
1,28; 5% = 4;g; = —0,25;g> = 0,1. Sudarykite parametry x(0,9); F(0); y1;72 lygmens
@ = 0,95 aproksimacinius pasikliovimo intervalus.

1.2.198. Paprastoji imtis X1, ..., X, gauta stebint a.d. X ~ W (0, v), turintj Veibulo
skirstinj, kurio pasiskirstymo funkcija

Fz|f,v) =1—e @0 2 >0.

Raskite eilés P kvantilio ¢(P) = 0(—In(1 — P))'/ aproksimacinj pasikliovimo inter-
vala.

1.2.199. (I.2.198 pratimo tesinys). Tarkime, kad gaminio darbo laikas apraSomas
Veibulo skirstiniu su parametrais 6 ir v. Pagal paprastaja imtj, gauta i§bandzius 100
gaminiy, surastos parametry DT jvertiniy realizacijos 6 = 0,198, = 2,15. Raskite
parametry 0, v ir kvantilio ¢(0,9) lygmens @ = 0,95 aproksimacinius pasikliovimo inter-
valus.

I.2.6. Iverc¢iy radimo pavyzdziai

1.2.200. Bandant sportinj léktuva, gautos §ios jo maksimalaus grei¢io (m/s) reikSmés:
422.2; 418,7; 425,6; 420,3; 425.8; 423,1; 431,5; 428,2; 438,3; 434,0; 411,3; 417,2; 413,5;
441,3; 423,0. Tare, kad buvo stebimas normalusis a.d., raskite vidurkio ir vidutinio
kvadratinio nuokrypio tagkinius ir intervalinius (Q = 0, 95) jvercius.

1.2.201. Lenteléje pateikti skaic¢iai m; tokiy vienodo ploto (0,25 kv. km) pietinés

Londono dalies rajony, j kuriuos Antrojo pasaulinio karo metu pataiké po i léktuvy-
sviediniy.
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T 0 1 213 (4|5 X
m; | 229 | 211 | 93 | 35 | 7 | 1 | 576

Tare, kad buvo stebimas Puasono a.d., raskite parametro A taskinj ir intervalinj
(Q = 0,95) jvercius.

1.2.202. Laikas nuo uzsakymo pateikimo iki jo gavimo (pristatymo laikas) yra
pasiskirstes pagal gama skirstinj G(\, n). Lenteléje pateikiamos atsitiktinai parinkty
uzsakymy pristatymo laikas (¢ — eilés numeris, X; — laikas).

X XX ] ] X,
1106 7 [11][1016] 7
2110 7 |11]12] 6 [17] 6
316 |8 |12]13|13]|18] 16
4011912148 |19] 9
508 |10 6 |15]12]2] 5

a) Raskite parametry A ir n taskinius jvercius.

b) Tare, kad parametro n reiksmeé lygi 10, DT metodu raskite parametro A jvertj.
Palyginkite ji su NMD jver¢iu. Sudarykite parametro A pasikliovimo intervala (Q =
0,95).

1.2.203. Kiekvienomis i§ 100 vienody stakliy gaminami I ir II ruSies gaminiai.
Tikrinant produkcijos kokybe, atsitiktinai paimta po 10 gaminiy, pagaminty skirtin-
gomis staklémis, ir nustatytas II rasies gaminiy skaic¢ius. Bandymo rezultatai pateikiami
lenteléje (m; — skaiGius imé&iy, kuriose rasta po i II rasies gaminiy).

it (0] 1] 2|3 |4]|5| X2
m; | 1110 |27 |36 |25 | 1] 100

Tare, kad buvo stebimas binominis a.d., raskite parametro p NMD jvertj ir pasiklio-
vimo intervala (Q = 0,95).

1.2.204. Bandant kiekvieng i§ 10 prietaisy, nebuvo rasta né vieno defektinio prietaiso.
Raskite tikimybés, kad prietaisas yra defektinis, pasikliovimo intervala, kai pasikliovimo
lygmenys yra 0,8; 0,9; 0,99 ir defektiniy prietaisy skaic¢iaus skirstinys yra binominis.

1.2.205. Nustatant 200 elektros lempuciy degimo laika 7', gauti stebiniai, kurie
pateikiami lenteléje.

i a1 —a; | S;| i ai—1—a; | S
1 0-300 53 | 7 | 18002100 | 9
2 300-600 41 8 | 2100-2400 | 7
3 600900 31 | 9 | 2400-2700 | 5
4 | 900-1200 | 22 | 10 | 2700-3000 | 3
5 | 1200-1500 | 16 | 11 3000—00 2
6 | 1500-1800 | 12

Sioje lenteléje a;_1 ir a; yra i-ojo intervalo galai, o S; stebiniy, patekusiy j i-3ji
intervala, skaicius.

Tare, kad a.d. T skirstinys yra eksponentinis, raskite parametro A taskinj ir asimp-
totinj intervalinj jvercius (Q = 0,99).

1.2.206. Pagal tris didumo n; = 20,n9 = 50,n3 = 30 imtis, gautas stebint n. a. d.
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X ~ N(p1,0%),Y ~ N(uz,0%), Z ~ N(us,0?), apskaiciuotos NMD jvertiniy realizacijos
f1=X=2,12,52 =284, fin =Y = 1,09,55 =3,91, i3 = Z = 3,14,5% = 2,53.

a) Raskite parametro 0> NMD jvertj naudodami visus duomenis; raskite parametro
o lygmens @ = 0,99 pasikliovimo intervalg.

b) Raskite parametro 6 = py + o — pus NMD jvertj; sudarykite parametro 6 lygmens
@ = 0,95 pasikliovimo intervala.
1.2.207. Krakmolo kiekis bulvése nustatomas dviem budais. Norint palyginti tuos

budus, buvo paimta 16 bulviy ir kiekvienos i§ jy krakmolo kiekis nustatytas abiem budais.
Gauti stebiniai (krakmolingumas procentais) suraSyti lenteléje (X; — krakmolingumas

tiriant é-aja bulve pirmu budu; Y; — antru badu).

RS Y; { X Y;

1] 21,7215 ] 9 | 140 | 13,9
21 18,7 | 187 | 10 | 17,2 | 17,0
31183183 | 11 | 21,7 | 21,4
41175 | 174 | 12 | 186 | 18,6
5| 18,5 | 183 | 13 | 17,9 | 18,0
6| 156 | 154 | 14 | 17,7 | 17,6
71170 | 16,7 | 15 | 18,3 | 18,5
8| 16,6 | 16,9 | 16 | 15,6 | 15,5

Priéme normalumo prielaida, palyginkite Siuos du krakmolingumo nustatymo meto-
dus. a) Raskite parametro § = EX — EY lygmens @ = 0,95 pasikliovimo intervala
remdamiesi 1.2.160 pratimu. b) Raskite parametro 6 lygmens @) = 0,95 pasikliovimo
intervalg remdamiesi 1.2.168 pratimu. c) Paaigkinkite, kodél gaunami tokie skirtingi
rezultatai. d) Raskite koreliacijos koeficiento p tagkinj ir intervalinj (Q = 0,95) jvercius.

1.2.208. Per pirma dieng skaitiklis uzregistravo 20 026 puasoninio srauto impulsus,
o per antra — 19 580. Raskite intensyvumy santykio 6 = A; /A pasikliovimo intervalg
(Q =0,99).

1.2.209. Dviejose nepriklausomose Bernulio bandymuy schemose atlikus n; = ng =
5000 bandymuy jvykis A jvyko S; = 2602 ir Sy = 2398 kartus. Tegu jvykio A pasirodymo
tikimybé pirmoje bandymy schemoje yra p1, o antroje — po. Raskite parametro 6 = p;—po
asimptotinj pasikliovimo intervala (Q = 0,99). Ar yra pagrindo teigti, kad jvykio A
pasirodymo tikimybés abiejose schemose yra vienodos?

1.2.210. Tarkime, kad daugialypis integralas, kurio tikroji reiksmé yra 0,3, buvo
skaic¢iuojamas Monte Karlo metodu. Kiek apytiksliai reikia atlikti nepriklausomy mode-
liavimy N, kad gautosios reik§meés absoliuti santykiné paklaida su tikimybe, ne maZesne
uz 0,99, nevir§yty a) 0,2; b) 0,17

1.2.211. Lenteléje pateikti prapuolimo kampai 209 pasto balandziy, kai atliekant
bandyma buvo bandoma paveikti jy ,vidinj laikrodj* (zr. [14]).

Duomenys sugrupuoti j 30° ilgio intervalus. Lenteléje nurodyti kampai ¢;, atitinkan-
tys i-0jo intervalo pradzia, ir patekusiy i i-aji intervala dazniai n;, ¢ = 1,...12. Tardami,
kad turimus duomenis galima traktuoti kaip paprastosios imties, gautos stebint atsitiktinj
kampa ¢ ~ M (u,0), realizacija, raskite parametry p, 6 taskinius jveréius ir sudarykite
aproksimacinius intervalus su pasikliovimo lygmeniu @ = 0, 95.
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Kryptis | Daznis | Kryptis | Daznis
0°— 26 180°— 14
30°— 22 210°— 11
60°— 26 240°— 12
90°— 30 270°— 5
120°— 29 300°— )
150°— 18 330°— 11

1.2.212. Lenteléje pateikti duomenys apie uzregistruotus susirgimo leukemija atvejus
Anglijoje per 1946-1960 mety laikotarpj, sugrupuoti ménesiniais intervalais (zr. [14]).

Ménuo | Susirgo Ménuo Susirgo | Ménuo | Susirgo
Sausis 39 Geguzeé 38 Rugséjis 37
Vasaris 37 Birzelis 59 Spalis 47
Kovas 29 Liepa 50 Lapkritis 34
Balandis 45 Rugpjutis 54 Gruodis 37

Paverskite duomenis kampuy stebéjimais sutapatindami mety intervalg su intervalu
(0, 27], t.y. sausis atitinka sektoriy nuo 0° iki 30°; vasaris — sektoriy nuo 30° iki 60°
ir t.t. Tardami, kad buvo stebimas atsitiktinis kampas ¢ ~ M (u, ) a) raskite taskinius
parametry (u, 0) jvercius; b) sudarykite pasikliovimo lygmens @ = 0,95 aproksimacinius
pasikliovimo intervalus.

1.2.7. Sprendimai, nurodymai, atsakymai

1.2.1 skyrelis

I.2.1. A.d. /n(X — p)/2 ~ N(0, 1). Imties didumui n rasti gauname nelygybe
P, {IX — pl 0,1} = P{~0,1y/2 < VA(X — 1)/2 < 0,1V7/2) =
20(0,1v/n/2) — 1 > 0,99.
I5 Sios nelygybeés randame
®(0,1/n/2) > 0,995

<0, 1\/5/2 > 20,005 =N > 2654.

1.2.2. A.d. s?(n—1)/0% ~ x?(n — 1). Imties didumui n rasti gauname nelygybe
P,{|s* — 0% /0? < 0,1} =P,{0,9(n — 1) < s*(n —1)/0® < 1,1(n — 1)} > 0,99.
I8 Sios nelygybés randame

P{0,9n—1)<x2_,<1,1(n—1)}>0,99 < n > 1330.

1.2.3. A.d. nX ~ G(1/A,5n). Remdamiesi gama skirstinio sarySiu su x? skirstiniu
(zr. 1 priedo 1.P.3 lentele) gauname 2nX /A ~ x?(10n). Imties didumui n rasti gauname

nelygybe B B
PM|X/5-A/A<0,1} =P»{0,9< X/(5)\) < 1,1} =

Py {9n < 2nX /) < 11n} = Py {9n < x%,, < 11n} > 0,99.
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I§ Sios nelygybés randame n > 133.

1.2.4. A.d. n(X — p)/25 ~ N(0,1); ¢a p — nezinomas juros gylis. Matavimy
skaiCiui n rasti turime nelygybe

P {X — <15} =P, {vn(X — p)/25 < 3v/n/5} = ®(3v/n/5) > 0,99.
Issprende gauname
®(3v/n/5)>0,99 < 3Vn/5>z001 < n>15.

1.2.5. Pazymékime Ty, Ton, ..., Tns imties narius. Yra n aibés {1,2,...,n} poaibiy,
susidedanciy i§ n — 1 elemento. Taigi yra n statistiky bel_)l, ...,T,(Li)l, gauty i§ didumo
n—1iméy; T,1 = 5 Y0, TY, . Kadangi

. o0
BT =0+ ai/(n—1),
i=1
tai ir statistika T}, tenkina salyga

oo

EgT, 1 — 0= a;/(n—1)"

i=1

Taigi

EyT), = nEeT, — (n — VEgT, 1 =0+ > a;(1/n'™ = 1/(n—1)""" =

0 +ax(1/n—1/(n—1))+0(1/n?) =0+ O(1/n?).

Analogiskai randame T/, T/, ... poslinkius.

ni - n >’

I.2.6. Tegu Y = X® Tada Y ~ &(p*). Suma > ., X* ~ G(p*,n). Randame
vidurkj

P > Ja—1_—p*
E A= n-r/a=1,—p%y g, _ ;7
p7 F(n . 'I"/Oé) /0\ y € y p
1.2.7. Jeigu 0 ir 9 yra nepaslinktieji parametro @ jvertiniai, tai Ey(0 — 0~) = 0. Taigi
nepaslinktieji jvertiniai gali skirtis tik tokia statistika U, kad EqU = 0.
I.2.8. Statistikos X(,) tankio funkcija yra f,(x) = na"~1/0" 0 < z < 6. Ivertinio

cX(y) vidurkis ir dispersija

2 0 2
c'n c'n
- anrldx — 02 ,

o Jo n -+ 2

6
cn " cn
Eo(cX(n)) = %/0 "dr = é)m, E@(CX(n))2

n
(n+1)*(n+2)°
Ivertinys nepaslinktas, kai ¢ = (n 4+ 1)/n. Tada

V9 (CX(n) ) = 0292

Eo((n+1)Xmy/n) =0, Vo((n+1)X/n) =0?/(n(n+2)).
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1.2.9. Tarkime, ¢ < min |§; — 6,|. Tada
Po{IT.(X) =8| > e} =1 —-Pp{|T(X) — 0] < e} =1 —Py{T,,(X) = 6}.
Taigi
P{ITn(X)—0]|>ec} -0 < Po{l(X)=0}—1.
Jeigu V & > 0 tikimybé P{|T,(X) — 0] > £} — 0, tai
Pg{lTn(X) — 9‘ > E} — 0, V € < min |01 — 9]| = PQ{TH(X) = 9} — 1.
Atvirksciai, jeigu Po{T,(X) =0} — 1, tai Po{|T,(X) — 0| <e} =1 ¥V £ > 0. I8 ¢ia
gauname, kad V ¢ > 0 tikimybé Py{|T,,(X) — 0] > e} — 0.

1.2.10. Tegu Y; = X; — (6 — 1/2), i = 1,...,n. Tada Y7,...,Y,, yra paprastoji imtis,
gauta stebint a.d. Y ~ U(0,1); Eg((X(1) + X(n))/2) = B((Y1) + Yn))/2) +0 — 1/2;
Vo((Xa) +Xwn))/2) = V(Y1) + Y(n))/2). Gauname

1 1
E(Yn) + Y()) :n/ x(l—m)"‘ldx—l—n/ 2"dr =nB(2,n)+n/(n+1) =1,
0 0

Eo((Xq) +Xm)/2)) = E(Y0) +Y(w)/2) +0-1/2 =6,
A.v. (Ya),Y,))" tankio funkcija (zr. [2], 2.3 skyrelj) yra n(n — 1)(y — 2)"2,0 < z <
y < 1. Randame

E(Yq) + Y(n))2 =n(n— 1)/0 /Oy(x +y)%(y — 2)" " 2dzdy.

Atlike keitimg = = yt, dz = ydt, gauname

1 1
E(Y) + Y(m)? =n(n — 1)/ y"“dy/ (14121 — )" 2dt =
0 0

n(n —1) n?+3n+4
—=|B(l,n—1 2B(2,n—1 B 1) =—"F—;
Vo((Xa) +Xn))/2) = V(Y) + Ym))/2) = 1/(2(n + 1)(n + 2)).
Remdamiesi Cebyéovo nelygybe randame

n2o¢
2(n +1)(n + 2)e2
1.2.11. Tarkime, S,, = X; + ... + X,,. Statistika T igyja reik§me 0 su tikimybe
P, = P{S, < n/2} ir reikéme 1 su tikimybe @, = 1 — P,. Statistikos T pirmieji
momentai ET = Q,,, VT = P,Q,. Jeigu 0 < p < 1/2, tai
o, S
\/ np(1 V(1 -

kai n — oco. Taigi statistika T’ EA psu visais 0 < p < 1.

Po{n®|0 — 0] > ¢} < =0, n— oo

Qn =P,{S, >n/2} =Py{ } =0,
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1.2.12. I3 funkcijos g,(z) tolygaus konvergavimo isplaukia, kad bet kuriam ¢ > 0
egzistuoja toks IV, kad

lgn(z) — g(x)| < €/2, ¥ z€(a,b), n>N.

Remdamiesi g, (z) tolydumu ir tolygiu konvergavimu gauname, kad g(x) yra tolydi
funkcija. Taigi duotam e > 0 egzistuoja toks § > 0, kad

9(T) — 9(0)] < /2,

jei [T, — 0] < 6. Gauname

19n(Tn) — 9(0)| < lgn(Tn) — 9(T0)| + |9(T0) — 9(0)] <,
jeigu n > N ir |T,, — 6| < 0. Taigi, kai n > N
Py{|T, — 0] <6} < Po{[gn(Ts) — 9(0)] < e}
P{IT, — 0] <} =1 = Po{logn(Tn) —g(0)] <e} =1
= Pol{g.(|T0) —g(0)| >} -0, n— oo.

1.2.13. Tegu 9 = 1, kai |X| < ¢, ir 0 = 0, kai | X| > ¢p; Gia ¢, = 1/n%, 0 < a < 1/2.
Gauname

P{[) — g(n)| > e} =P{|1— g(p)| > &.|X| < e} + P{lg(p)| > &, |X| > cu}.
Tada

. _ _ V. X
P{l0 —g(u)| z elp = 0,0} = P{{X = EX[ > cy|u = 0,0} < 1/n? =o' = 0;
n «

. —Cp—p _ X—pu ey
_ > = < <
P{|[0 —g(u)| > elp#0,0} =P, -{ py Ry

nes pagal CRT (X — p)/(oy/n) 47~ N(0, 1).
1.2.14. Zr. 1.1.50, 1.1.62 pratimus.
1.2.15. Zr. 1.1.48, 1.1.62 pratimus.

1.2.16. A.d. X dispersija VX = EgX? — (EpX)? = Eg X2 — 2. Imkime statistika
T=X2-Y. Tada EgT = Eg X2 —EgY = EgX?—0? = Vo X. Taigi T yra nepaslinktasis
dispersijos VX jvertinys.

1.2.17. A.d. X —Y ~ N(0,20?). Randame

) B(0) ~ 9(0) =0,

1 o 2
EJ|X - Yl = ﬁ/o .’E€7I2/(4U2)d$ = 7071_; 7£ g,
E,(X —Y)? =20% £ o>

1.2.18. Tegu Y; = (X; + 0)/(26). Tada Y7,...,Y,, yra paprastoji imtis a.d. Y ~
U0,1); Eo(X(ny — X(1)) = 20E(Y(ny — Y1), Vo(X(n) — X1y) = 402V (Y(n) — Y1))-
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Remiantis 1.1.37 pratimu a.d. Y(,) — Y{1) ~ Be(n — 1,2). Tada (7zr. 1 priedo 1.P.2
lentele)

n—1 2(n—1)
= V(Y = e

w1 VY mY) = e

Nepaslinktasis parametro 6 jvertinys 6 = (Xm) — X)) +1)/(2(n — 1))

E(Y—(n) - Yv(l))

A A 262
(n—1)(n+2)

1.2.2 skyrelis
1.2.19. Tikétinumo funkcija
L(p,\) = Ate A Zima Xm0 < XL X, < oo

Arba
L, A) = Nrermte M Xm e XXt Xy, ) (X))

Remiantis Neimano ir Fiserio faktorizacijos kriterijumi T = (X (1), X(2) +... + X(n))T yra
parametro (u,\)? pakankamoji statistika.

1.2.20. Tikétinumo funkcija

Lin,o) =" (1/o)" ([ ] X7 te /oD 2 X,

a) jeigu 1 neZinomas, tai L priklauso nuo visy imties elementy;
b) jeigu 7 Zinomas, tai tikétinumo funkcija

L(o) = ([T X"~ (/o™ )e oD EAX = W(X)g(Ts o),

kai T'= ). X'. Remiantis Neimano ir Figerio faktorizacijos kriterijumi 7" yra parametro
o pakankamoji statistika.

1.2.21. Tikétinumo funkcija
AT
OIK

a) Kai p ir A 7inomi, tikétinumo funkcija

LA n,p) = (J[x)7 termemm, o (X))

AP

L(n) = e 201, (X)) [ (n)]"

(H X)) = W(X)q(T;n),

kai T'= [[, X;. Remiantis Neimano ir FiSerio faktorizacijos kriterijumi 7" yra parametro
1 pakankamoji statistika.
b) Kai p ir n zinomi, tikétinumo funkcija

1

LY =

(X" 1oy (XA 207 = W(X)g(T5 ),
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kai T = 3 .(X; — p). Remiantis Neimano ir FiSerio faktorizacijos kriterijumi 7' yra
parametro A pakankamoji statistika.
c¢) Kai p zinomas, tikétinumo funkcija

PN
(L))
kai T = (T[, Xi, >_;(Xi — p))”. Remiantis Neimano ir Figerio faktorizacijos kriterijumi

T yra parametro (\,1)7 pakankamoji statistika.
d) Kai A Zinomas, o n = 1, tikétinumo funkcija

L) = L0 (X)) (JTx0)7 e 2 = W(X)q(T A, m),

L(p) = A" 2 A, o) (X)) = W(X)q(T; ),
kai "= X(;). Remiantis Neimano ir FiSerio faktorizacijos kriterijumi 7" yra parametro
1 pakankamoji statistika.
1.2.22. Tikétinumo funkcija
L(0) = (271)_"/2exp{—L (Y; — a — By)? — E1n02}:
202 ! ! 2

i
—n/2 1 2, @ B
(2m) exp *@ZYi +§ZK+§ZYM¢*B(9)}
priklauso triparametrei eksponentinio tipo skirstiniy §eimai. Parametry kitimo sritis turi

vidiniy tasky. Taigi statistika T" yra pilnoji ir pakankamoji parametro 6 statistika.

1.2.23. Remdamiesi Neimano ir Figerio faktorizacijos kriterijumi gauname pakanka-
mas statistikas: a) b) ¢) T = >, X;; d) T = ([[; X4, >; X)T5 ) T = ([[; X4, [1(1 —
X)N5 6 T=03nX, Y, " X;)T.

1.2.24. Tikétinumo funkcija
L(0) = (2/6*)" T[(0 — X:) 10,0 (X(m))-
Egzistuoja tik triviali pakankamoji statistika T' = (X1, ..., X,,)7.
1.2.25. a) Tikétinumo funkcija

L(@) _ en/ H(l + Xi)0+1 — 9”67(6+1) Ziln(1+X,;);

remiantis Neimano ir Fiserio faktorizacijos kriterijumi 7" = ), In(14+X;) yra pakankamoji
parametro 6 statistika; b) nesunku patikrinti, kad a.d. In(1+X;) ~ £(0); T =), In(1+
X;) ~ G(0,n). Tada EgT =n/0, VT =n/6>.

1.2.26. Pagal Neimano ir Fiserio faktorizacijos kriteriju L(0) = W (X)q(T’;0). Tada
L) = W(X)q(h(S);0). Taigi S irgi pakankamoji statistika.

1.2.27. Tikétinumo funkcija

LA, 0) = 0"a™ /([T X" La00) (X1))-

7
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Remiantis Neimano ir Figerio faktorizacijos kriterijumi T = (X(1),[]; X;)* yra pakan-
kamoji parametro (o, )7 statistika.

1.2.28. Variacinés eilutés tikétinumo funkcija f,(X 1y, ..., X(n)) = nlf(Xqy) - ..o -
Jf(X(n)). Remiantis Neimano ir Fiserio faktorizacijos kriterijumi (X (i), ...,X(n))T yra
Seimos P pakankamoji statistika.

1.2.29. Eksponentinio tipo skirstiniy tankio kanoniné forma yra

f(aln) = h(z) exp{n"T(z) — B(n)}.

h(z)=1/z!, n = ln)\, T(x)=x, B(n)=e";—co<n<oo, x=0,1,..;
b) h(z) = Cpiy 1, n=I(1—p), T(z) =, B(n) = —In(1—e€"), —00<n <0, z =

C) h( ):I(a,oo)(z)v 77:*9’ T(I) =, B(U) :77@*111(*77)7 7OO<77<07 O<z<

d) hz) = 1/z, n = (m,m2)" = (=A\, n)", T(z) = (z, nx)", B(n) = InT(n) -
m

N2 ln(—n1), —oo <n <0, 0 <12 < oo,z > 0;

e) h(z) = 1/[z(1 —2)], n = (m,n2)" = (v, )7, T(x) = (Inz, n(1 - 2))", B(n) =
[T (m)I" (nz)/F( M+ 1)), 0<n, m2 <00, 0 <z <1

f) h(z) = az* L, = —1/0% T(x) = 2%, B(n) =In(-1/n), —0 <n<0,0<z<

0.
1.2.30. Tankio funkcija f(z|a, 0) = e~ %= 2 > o negali bati uzrasyta eksponen-
tinio tipo tankiu (zr. [2], 3.3.2 apibrézima).
1.2.31. Tankio funkcija f(z|n,p) = C5, . _1p"(1—p)*,x = 0,1, ... negali bati uzrasyta
eksponentinio tipo tankiu.

1.2.32. Tankio funkcija f(z|u, o) = (1/(om))(1/(14(z—p)?/0?)) negali biiti uzrasyta
eksponentinio tipo tankiu.

1.2.33. Tankio funkcija f(z|a,6) = (az®~1/0%)e~ /9 negali biti uzrasyta ekspo-
nentinio tipo tankiu.

1.2.34. Tankio funkcija f(z|p, ) = (vV27)7%//|Z]exp{(~1/2)(x — p)T= " (x —
)} galima perragyti f(z|p, X) = (\/277) exp{( 1/2) 3, 0%a? — 3,0 09wy +

> @iy o — (1/2) 32,57 mio py — (1/2)In B} ¢la 371 = [0Y]ixk. Gauname
(k(k + ) /2)-matj eksponentlmo tipo sklrstln; Kanoninés forrnos parametrai yra n =
ol )2, i = 1,k —o¥, i > g, i, j = 1,..k; dojoti = 1,. ST, T =

(—
(X200 = 1k Y, XiXgi > joigj = 1,k ZzXl,z = 1,...,k) , B(n) =
(1/2) 32,3, wio “uj (1/2) In 3.

1.2.35. M(t)=(1—t/N)"", t <\
1.2.36. Tankis skai¢iuojanciojo mato atzvilgiu yra
F(]6) = A(@)erm0=me®) 5= 0,1,

priklauso eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Kadangi

> y(@)or =
=0
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tai

1.2.37. a) Seimos P tikétinumo funkcija
L(0) = f[f(Xi|9) =W(X)q(T;0), 6€6.
i=1
Tada Seimos P4 tikétinumo funkcija
£6) = [T FCX10)/IPo (A" = W (X)a(T30)/[Po(A))", 6.
i=1

Taigi T yra ir Seimos P4 pakankamoji statistika. b) Jeigu i3 salygos Egh(T) = 0,0 € ©
isplaukia, kad h(T") = 0 b. v. skirstiniy P atzvilgiu, tai tuo labiau i§ salygos Eg(h(T)|A) =
0,6 € O, isplaukia, kad h(T) = 0 b. v. skirstiniy P, atzvilgiu.

1.2.38. Pilnoji ir pakankamoji statistika "= X3 + ...+ X,,. Nurodymas. Pasiremkite
1.2.37 pratimu.

I1.2.39. Vidurkis E¢(X(,) — X1y — (n —1)/(n+1)) = 0,0 < 0 < oo, nors §i funkcija
néra tapaciai lygi 0.

1.2.40. Tikétinumo funkcija

n b
L(a,b) = H¢(Xi)/[/ () dr]" 1 (a,00)(X 1)) L(=00,) (X n)-
=1 a

Remiantis Neimano ir FiSerio faktorizacijos kriterijumi T' = (X (1), X (n))T yra parametro
(a,b)T pakankamoji statistika. Statistikos T' tankio funkcija

-2

g(w,y)= n_l [/ U(u du] Y()P(y), a<z<y<b
Tarkime,

Eoph(X(1), X // (x,y)g(z,y)dzdy =0, V a<b.

Diferencijuokime tapatybe

/ab /aJ i) [/: w(“)d“] " p@ptdedy =0

pagal b ir po to pagal a. Gausime

b n—2
[/ w(u)dul P(a)(b)h(a,b) =0, V a<b.
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Matome, kad funkcija h(X (1), X(n)) b. v. lygi 0. Statistika T = (X (1), X(,,))” yra pilnoji.
1.2.41. Randame

EgX = Zkak l=(1-02/1-60°2=1, 0<6<1.

Imdami ¢(X) = X — 1, gauname E;heta(¢(X)) =0,V 0 € (0,1). Taciau ¥(X) igyja
reikSmes —1,0,1, 2, .... Taigi statistika X néra pilnoji.
I8 salygos

By (6(X)) = 00(0) + 3" w(k)(1 — 20 + 020" =

(1) + ) [k —1) = 20(k) + bk + 1)]6¥ =0 V 6€ (0, 1),
k=1
i8plaukia, kad
(1) =0, k) —20k+1)+¢(k+2)=0, k=0,1,2,..
Nuosekliai spresdami gauname ¥(2) = —(0), ¥(3) = —2¢(0), ..., (k) = —(k—1)1(0), ...

Jeigu ¥(0) # 0, tai funkcija ¢ neaprézta. Jeigu 1(0) = 0, tai ¢ aprézta ir (k)
0,k =0,1,2,... Statistika X yra apréztai pilnoji.

1.2.42. a) Reikia jrodyti, kad imties (X7, ..., X,)T salyginis skirstinys, kai S, =
X7 + ... + X,, =t fiksuotas, nepriklauso nuo nezinomo parametro. Randame

Pp{Xl = ml} et Pp{Xn = mn} _
P,{S, =t}
pml (1 _ p)l—m1 ...pm"(l _ p)l—mn 1
CLp'(1—p)"~ e

kai m; = 0;1,4 = 1,...,n ir my + ... + m,, = t. Salyginis skirstinys nepriklauso nuo
nezinomo parametro p. Taigi S,, yra pakankamoji parametro p statistika.
b) Tikétinumo funkcija

Po{X; =my, ... X, = my|S, =t} =

L(p) = p>+ X1 (1 - p) 2 %0,

Remiantis faktorizacijos kriterijumi S,, = X7 + ... + X,, yra pakankamoji statistika.
1.2.43.(1.2.42 pratimo tesinys). a) Tarkime, kad

= > hm)Crp™(1—p)"" =0, 0<p<L.

m=0

Arba, pazyméjus z = p/(1 — p),

ih Cle™ =0, 0<x<oo.

m=0
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Kairéje tapatybés puséje turime n-ojo laipsnio polinoma z atzvilgiu. Polinomas tapatin-
gai lygus 0, kai koeficientai prie z laipsniy lygus nuliui. Taigi 2(0) = h(1) = ... = h(n) =
0. Funkcija h(S,,) lygi nuliui su tikimybe 1.

b) Bernulio skirstinio tankis skai¢iuojanciojo mato atzvilgiu priklauso eksponentinio
tipo skirstiniy Seimai; tankis kanonine forma yra

f(zlp) = exp{ab + In(1 + %)}, 6 =In(p/(1 - p)).

Parametro 6 kitimo sritis yra intervalas (—o0,0), taigi jai priklauso vidiniai taskai.
Statistika S,, yra pilnoji.

1.2.44. (I1.2.42 pratimo tesinys). a) Statistika U(X) = X1 X2...X;(1 — Xj41)...(1 —
Xi+;) igyja reikdme 1 su tikimybe p’(1 — p)? ir reik§me O prieSingu atveju. Statistika
U(X) yra nepaslinktasis v jvertinys.

E(U(X)[S, = t) = P{U(X) = 1|, = t}.

Pastaraja tikimybe galime rasti naudodami klasikinj tikimybeés apibrézima. Elementa-
riyjy jvykiy skaicius lygus skaiciui skirtingy biidy, kuriais galima ¢ simboliy 1 ir n — ¢
simboliy 0 i§déstyti | n vietas, t.y. C! (7r. 1.2.42 pratima). Palankiy jvykiy skaicius
lygus skai¢iui biidy, kuriais galima ¢ — ¢ likusius simbolius 1 ir n — ¢ — j likusius simbolius
0 isdéstyti j likusias n — i — j vietas, t.y. C*—° Taigi

n—i—j*

E[U(X)|S, =t] = C' i /Ct = 41l (n— t)[j]/n[i+j]7

n—i—j
¢ia mlFl = m(m — 1)...(0m — k + 1). Parametro v NMD jvertinys yra
5= 51[11'] (n — Sn)[j]/n[”j].
PavyzdZiui, parametry p; p?;p(1-p) NMD jvertiniai yra
Sn/n; Sn(Sp —1)/(n(n =1));  Sn(n—5n)/(n(n - 1)).
b) Tegu h yra funkcija, tenkinanti tapatybe
= > hm)Cyrpt(L—p)" " =p'(1-p), 0<p<L
m=0
Padauginkime deginiaja tapatybés puse i§ 1:

nzy

Z ]’L C«m m _p)n—m =p Z ko Jp p)n—i—j—k _

m=0
n—i—j n—j
Z P —p) =y e ()
m=i
Sulygine koeficientus prie p™(1 — p)"~™, kai m =1, ...,n — j, gauname, kad

hm) = G, /O = mb = )l ),

n—i—j
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Gauname ta patj NMD jvertinj, kaip ir p. a).

1.2.45. (1.2.42 pratimo tesinys). a) Nurodymas. Pasiremkime I.2.44 pratimu.
b) Tarkime, kad parametro p* NMD jvertinys egzistuoja. Tada egzistuoja tokia funkcija
h(m), kad

> h(m)Cyp™ (1 —p)"m =t
m=0

Kaireje tapatybés puséje yra n-ojo laipsnio polinomas p atzvilgiu, o desinéje — polinomas
didesnio negu n laipsnio. Tokia tapatybé negalima.

1.2.46. (1.2.42 pratimo tesinys). 38/50 + 12-11-10/(50 - 49 - 48); 12 - 38/(50 - 49);
12138!/50!;0; 0.

1.2.47. a) Imties (Xi,...,X,,)7 salyginis skirstinys, kai S, = X; + ... + X,, = ¢
fiksuotas, nusakomas tikimybémis

PA{Xl =M1, .., Xp = mn|sn = t} =
o P,\{X1:m1}~...-P>\{Xn:mn} - t! i
o P,{S, =1t} T omalmg ! nt’
kai m; > 0ir mq +... +m, = t. Salyginis skirstinys yra polinominis P, (¢; (1/n,...,1/n)).
Salyginis skirstinys nepriklauso nuo nezinomo parametro A. Taigi S,, yra parametro A

pakankamoji statistika.
b) Tikétinumo funkcija

LX) = A= Xigm™ ™A /(X1 X)),
Remiantis faktorizacijos kriterijumi S,, = X7 + ... + X,, yra pakankamoji statistika.

1.2.48. (1.2.47 pratimo tesinys). a) Tarkime, kad

h(k)(n\)Fe ™kl =0, 0< A< oo.

NE

x>
I

0
Arba
oo
> h(k)FNEI=0, 0< A < oo
k=0
Laipsniné eiluté tapatingai lygi 0, kai koeficientai prie A laipsniy lygas nuliui. Taigi
h(0) = h(1) = ... = h(k) = ... = 0. Funkcija h(S,,) lygi nuliui su tikimybe 1.

b) Puasono skirstinio tankis skai¢iuojan¢iojo mato atzvilgiu priklauso eksponentinio
tipo skirstiniy Seimai; tankis kanonine forma yra

f(@[N) = exp{zf — e’} /2!, 0 =In(p/(1 - p)).

Parametro 6 = In\ kitimo sritis yra intervalas (—oo,00), taigi jai priklauso vidiniai
taskai. Statistika S, yra pilnoji.

1.2.49. (1.2.47 pratimo tesinys). a) Atzvilgiu h sprendziame funkcing lygtj

h(k)(nA)ke™ ™kl = \™,

M8

Eh(S,) =

b
Il

0
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arba -
> h(k)nFAF kL= Amen ZAWW/J' Z Nepk=m /(] —m)! .
k=0 3=0 k=m
Sulygine koeficientus prie vienody laipsniy A¥, gauname h(0) = h(1) = ... = h(m—1) = 0,

h(k) = k™ /n™, kai k > m.

Taigi parametro v,(\) = A™ NMD jvertinys yra vm(\) = Si™/n™ = S,(S, —
1)...(Sy, —m+1)/n™

b) Tarkime priesingai, kad parametro 1/\ NMD jvertinys egzistuoja. Tada egzistuoja
funkcija h, tenkinanti tapatybe

Zh (nA\)F/kle™ ™ = 1/,

arba -

> h(k)nFAF /R = an L/l ¥ A>o.

k=0
Kairéje puséje yra laipsniné eilute atzvﬂglu A, kai laipsnio rodikliai yra 0,1,2,..., o
desinéje tapatybés puséje laipsnio rodikliai yra —1,0,1,.... Tokia tapatybé negalima.

Prielaida buvo neteisinga.

1.2.50. (1.2.47 pratimo tesinys). a) Atzvilgiu h sprendziame funkcine lygti

E\h(S Zh )(nA)Fe™ kL = Ame ™ /ml,
arba
Zh(k)nk)\k/k!EZ)\J+m(n—1 lml Z)\k n—l k— m/( ( ))
k=0 §=0
Sulygine koeficientus prie vienody laipsniy A¥, gauname h(0) = h(1) = ... = h(m —
1)=0ir

h(m) = Ci*(L/n)™ (L = 1/n)*""™, k> m.
Taigi, kai S,, > m, tai puasoniné tikimybé m,,(\) vertinama binominio skirstinio
B(Sy, 1/n) tikimybe Cg (£)™(1 — L)S»=m,
b) Atzvilgiu h sprendziame funkcine lygtj

Exh(Sn) = Y (k) (nA)Fe ™ k! = 271,
k=0

arba
oo 1 s
R(k)ynf ARk =) " N ( —1)7/5, h(k)=(1— =+ )k
k§:0( / E n+s—1)/5, hk)=( n+n)

Generuojancios funkcijos g(s) NMD jvertinys yra binominio skirstinio generuojancioji
funkcija
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1.2.51. A.d. X skirstinio tankis skai¢iuojanciojo mato atzvilgiu
f(zlp) = pg® = exp{zf +In(1 — )}, —oco<fh=Ing<0

priklauso vienparametrei eksponentiniy skirstiniy Seimai. Pakankamoji statistika S,, =
X5 + ... + X,,. Kadangi parametro 6 kitimo sritis turi vidiniy tagky, tai S,, yra pilnoji
statistika.

1.2.52. (I.2.51 pratimo tesinys). Imties (X1, ..., X,,)7 salyginis skirstinys, kai S,, =
X1+ ...+ X,, =t fiksuotas, nusakomas tikimybémis
P,{X1=m1} ..-P{X,, =m,} _ 1
P,{S, =t} C’fl—‘rt—l’

kai m; > 0 ir mq+...+m, = t. Salyginis skirstinys nepriklauso nuo nezinomo parametro.
Statistika S,, yra pakankamoji parametro p statistika.

P {X1=m1, .. Xp =my|S, =t} =

1.2.53. (1.2.51 pratimo tesinys). Tegu h yra funkcija, tenkinanti tapatybe
(o)
Zh n+k 1pq *pmqla 0<p<1
k=0
Padauginkime deSiniaja tapatybeés puse i§ 1:

o0
Zh Crip1p"d" =p quC,i_mH_lp"*mq] =
k=0 =

k
ZCan m—1-1P" q".

Sulygine koeficientus prie p"¢*, kai k > [, gauname
hk) = Oy i mi1/Chaiors k2L
Parametro v = p™q' NMD jvertinys
= O /C 1 Su >

1.2.54. (I.2.51 pratimo tesinys). Kadangi E,S, = ng/p, tai parametro ¢/p NMD
ivertinys yra X = S, /n. Kity parametry jvertiniai gaunami i§ I.2.53 pratimo

. n—1 % (n—1)(n—-2) . Sp(n—1)

Py, U VT s, —)m+S, -2 YTt S, D+, 2

1.2.55. (I.2.51 pratimo tesinys). Funkcijos h atZvilgiu spresdami funkcine lygti
E,(h(X)) = plnp, gauname

) =p§:h(1€)qk_1 =pln(l —gq) = —pzq /k.
k=1
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Sulygine koeficientus prie vienody ¢* laipsniy gausime h(k) = —1/(k — 1),k > 1. Taigi
parametro v = plnp NMD jvertinys yra 4 = —1/(X — 1), X > 1. Ivertinio realizacija
yra —1/13.

1.2.56. a) Tikétinumo funkcija

n!

LO)=WX)exp{Xilnps + Xolnpy + ... + X lnp}, W(X) = L0

Gia Xp =n—X1 —... — Xg_1,p6 = 1 —p1 — ... — pr_1; priklauso eksponentinio tipo
skirstiniy Seimai. Statistika T = (X1,...X;_1)T yra pakankamoji. Kadangi parametro
(Inpy,...,Inpr_1)T kitimo sritis turi vidiniy tagky, tai statistika T yra pilnoji.
b) A.v. (X, X;)T generuojancioji funkcija
n!

_ X; Xj 3 D\ — : Ss1\k1 52 \k2
’(/}(81’52) - E(Sl 52 |p“p]) - kzk kl'kg'(n . kl . kg)' (ple ) ((p]e ) )
1,k2

’I’L*klka — (

(1—p; —pj) pis1 +pjs2 +1—p; —pj)".

Imdami funkcijos 1 m-3ja i8vestine pagal s; taske s; = sy = 1, gauname faktorialinj
momenta E(Xi[m] Ipi,pj) = n[m]pgn; imdami ¢ k-3ja iSvestine pagal s; ir [-3ja iSvestine
pagal s, taske s; = so = 1, gauname E(Xi[k]Xj[” lpi,pj) = n[kH]pfpé». Taigi parametry
P ir pfpé- NMD jvertiniai yra Xi[m]/n[m] ir Xi[k]Xj[l]/n[kH].
1.2.57. Tikétinumo funkcija
L(#)=1/6", kai 0< Xq,..,X, <80,

arba
L(0) = (1/6™)1(0,0)(Xn))-
Remiantis faktorizacijos kriterijumi 7' = X, yra pakankamoji statistika.
Statistikos 71" tankio funkcija

fn(z]0) = nz™1/0", 0<x <.
Tarkime, kad funkcijos h(X(,)) vidurkis tapatingai lygus 0:
n [0
Eoh(Xmn)) = e—n/ h(z)z" tdx =0, 0<6 < oo.
0
Diferencijuodami tapatybe
0
/ h(z)z" tdr =0, 0<60<o0
0

pagal 6 gausime h(#)0" " =0, kai 0 < 6 < oo. Taigi funkcija h(X(,)) lygi 0 su tikimybe
1. Statistika 7" yra pilnoji.

1.2.58. (1.2.57 pratimo tesinys). Randame

0, Eo¢ =Eo((n+1)X(,/n) =0.

n [? 1
E(;X(n)ze—n/o zx" dx:n+1
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Kadangi 6 yra pilnosios ir pakankamosios statistikos X, funkcija ir Eq0 = 0, tai 6 yra
parametro & NMD jvertinys.

1.2.59. Tikétinumo funkcija

L(0) = 1(g,00) (X (1)1 (—00,0+1) (X (n))-

Pakankamoji statistika T = (X 1), X(n))T yra dvimaté.

Randame EgX (1) =0+ 1/(n+1), EgX(,) =0 +1—1/(n+1). Tokiu budu vidurkis
Ey(X(n)—X@)—(n—1)/(n+1)) = 0, nors pati funkcija néra tapatingai lygi 0. Statistika
T néra pilnoji.

1.2.60. a) Tikétinumo funkcija
1
L(91,92) = Wl(el,oo)(X(l))]-(—oo,ez)(X(n)'

Remiantis faktorizacijos kriterijumi statistika T' = (X (1), X (n))T yra pakankamoji.
Tarkime, kad funkcijos h(X (1), X(n)) vidurkis tapatingai lygus 0:

n(n—1) 02
Eog,,0,0(X(1), X(n)) = 6a—0)" / / (z,y)(y — 2)" 2dedy =0 61 < 0o,

Diferencijuokime tapatybe

02 ry
/ / h(z,y)(y — )" 2dedy =0 6, < 0,
04 01

pagal 6o, po to pagal 6;. Gauname h(6;,605)(02 — 61)"~2 = 0 su visais 0; < 6, t.y.
funkcija (X (1), X)) = 0 b.v. Statistika T' yra pilnoji.

b) Kadangi v; ir 45 yra pilnosios ir pakankamosios statistikos T funkcijos, tai pakanka
patikrinti jy nepaslinktuma. Dél paprastumo atlikime keitima Y; = (X; —61)/(02—01) ~
U(0, 1). Tada

Eoq, 0, (X(n) + X1))/2) = E((Y(n) + Y(1))/2)(02 — 61) + 01,

Vo,.0.(X(n) + X1))/2) = V((Yn) + Y1) /2)(62 — 61)%;
n-+1 n+1

Boy0, (X = X)) —7) = B(Yon = Yo) =) (02 = 00),
n+1 n+1
Voo (X = X)) ——7) = V(Yo = Yi)) - —7)(02 = 01)°.

Randame (zr. 1.2.10 ir I.2.18 pratimus)
E((Yn) +Y1))/2) =1/2, Eg,0,(X(n) + X(1))/2) = 713

V3

V((Y(n) + 5/(1))/2) = m;

m’ V91,92<<X(n) +X(1))/2) =

n—1

E((Y(n) - Y(l))) = m

, Eo, 0,72 = 02 — 01 = o;
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2(n—1)
(n+1)2(n+2)’
1.2.61. Tikétinumo funkcija

. 293
V(Y —Y)) = V0.7 = (

n+2)(n—1)

1 1
L(0) = Wl(fa,ooﬂX(l))1<foo,e>(X<n>) = Wleooﬁ) (max(—X 1), X(n)))-

Remiantis faktorizacijos kriterijumi 7" = max(—X), X()) yra pakankamoji statistika.

Tegu Y; = |Xi| ~ U(0,0), T = Y{,). Statistikos T' pilnumas jrodytas 1.2.57 pratime.
Ten pat jrodyta, kad 6 = (n+1)T/n yra parametro § NMD jvertinys.

1.2.62. a) A.d. X tankio funkcija

1 2 1
f(x|p, o) = (2m)~1/? exp{—@xZ + %x — ;7 — 511102}

priklauso dviparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. I§ tankio pavidalo is-
plaukia, kad U(X) = (3, X;,>, X?)T yra pakankamoji statistika. Tada statistika
T = T(U(X)) = (X,s?)7 irgi pakankama. Parametro (—1/(202),/0%)T kitimo sritis
yra pusplokstumé, todél jai priklauso vidiniai taskai. Statistika T' ne tik pakankamoji,
bet ir pilnoji.

b) Kadangi E, ,X = i, E,,s> = 02, tai X ir s? yra parametry p ir 0> NMD
ivertiniai.

1.2.63. (I.2.62 pratimo tesinys). Zinome, kad s2(n — 1)/0% ~ x2(n — 1) (zr. [2],
2.5.1 teorema). Tada

E

o o 1 >
s§=—-F 2 _ / n/2—1 —w/?d —
woS = Nl T T om0 (1)) Sy T ¢

o V20(n/2)
Vi 10((n—1)/2)

1.2.64. (1.2.62 pratimo tesinys). a) Tikétinumo funkcija

=oMy_1; E,.(s/M,_1)=o0.

1 n
2\ _ n/2 L 2 2
L(O’ ) = (27T) / exp 5,2 E (X; —p) 3 Ino }

Matome, kad pilnoji ir pakankamoji statistika yra s3. Be to, s3n/o? ~ x2(n); t.y.
E,s3 = 0% E,(s0/M,) = o.

b) Tikétinumo funkcija

unX  np?
o2 202

L) = (2n0) 2 exp{—5 > 3" X2} exp .

Pilnoji ir pakankamoji statistika X; EH)_( = [
1.2.65. a) Tikétinumo funkcija

L, \) = Al HA oA 2 Xil(u,oo)(X(l)).
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Remiantis faktorizacijos kriterijumi (X (1) >, Xi)T yra pakankamoji. Pakankamoji yra
ir jai ekvivalenti statistika (X1, 75(X))".

b) Kadangi X q) ir T3 yra nepriklausomi (7r. 1.1.27 pratima), tai jos pilnumg galima
irodyti nagrinéjant Sias statistikas atskirai.

c) Kadangi +; ir 49 yra pilnos ir pakankamos statistikos funkcijos, tai pakanka patik-
rinti ju nepaslinktuma. Randame

1 > 1
EL a m_n—2 7zd = .
A2 —)\ml"(n Fp— /0 T e T NG
Statistikos X ;) tankio funkcija (7r. 1.1.25 pratima)
(@, A) = nre™™ @1 < 2 < oo

Skaic¢iuojame vidurkj

EPMAXél) = n)\/ xle—n}\(ﬂ’!—ﬂ)dx — n)\/o (t + N)le—nktdt-

12

Integruodami dalimis gauname
EX{(y = + l/ (t+p)' e Mdt = ' +1/(RNEu 2 X1y
0

Kadangi E, z\T>/(n — 1) = 1/X, o Xél_)l ir Ty nepriklausomi a.d., tai antrasis démuo

yra vidurkis a.d. lXéf)ng/(n(n —1)). Atéme § a.d. i3 X(ll) gausime statistika, kurios

vidurkis lygus u'.
1.2.66. (1.2.65 pratimo tesinys). a) Tikétinumo funkcija

L(\) = At A 2slXimn),

taigi T' = >_,(X; — p) yra pilnoji ir pakankamoji statistika; X; — pu ~ E(A); Ex(X — p) =
1/
b) Tikétinumo funkcija

L(p) = Ate M ZiXiem 1, (X)),

taigi X (1) yra pilnoji ir pakankamoji statistika. 1.2.64 pratime parodéme (imkime I = 1),
kad E, X1y = p+1/(n)). Taigi E,(X1) — 1/(nA)) = .

1.2.67. Tikétinumo funkcija

L(\n) = exp{—)\ZXi +(n-1) ZlnXi +nnln A —nln(T(n))}.

Skirstinys priklauso dviparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai; pakankamoji
statistika T = (3, X;, >, In X;)”. Kadangi parametro kitimo sriciai priklauso vidiniai
tagkai, tai statistika T pilnoji. A.d. X yra pilnosios ir pakankamosios statistikos T
funkcija ir E(X|)\,n) = n/), todél X yra parametro n/\ NMD jvertinys.
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1.2.68. (1.2.67 pratimo tesinys). Kai n zinomas, tikétinumo funkcija yra

L()‘> = ! (H Xi)’/—le—AZi Xi-i-nnlrl)\.

(T'(m))"
Pilnoji ir pakankamoji statistika 7" = >, X; ~ G(A,nn). Randame (atlike kintamuyjy
keitima A\x = y)

nn o]
7/\ / g F e e AT g = NP
L(nn—k) Jo

1.2.69. (1.2.67 pratimo tesinys). Kai A Zinomas, tikétinumo funkcija yra

E\y =

L(n) = e_/\Ei Xie(ﬂ_l) >, InX;4nnln A—nlnl“(n).

Pilnoji ir pakankamoji statistika 7= )", In X;. Randame

n o0 1 (oo} 1’\/
E,(InX;) = ] / Inz 2" e dy = —/ (Int —In \)t" te~tdt = ) _ In\.
0 0

T(n) I'(n) I'(n)

1.2.70. Reikia suvidurkinti nepaslinktajj jvertinj h(X;) pakankamosios statistikos
T(X) atzvilgiu (zr. 2], 3.3.5 skyrelj). Gauname

#(T) = B(h(X1)|T) = B(h (Xl ~ 9, + e}) IT) =

E(h(U(X)0 + 6,)|T).
Remiantis Basu teorema [9] statistikos U(X) ir T' = T'(X) yra nepriklausomos. Taigi

HT) = /Oo h(ubs + 61)g(u)du.

I.2.71. Nepaslinktasis parametro 7y jvertinys yra h(X1) = 1(_o ) (X1), nes

Parametro j pilnoji ir pakankamoji statistika yra X. 1.2.70 pratime imkime
U=UX)=X,—-X, =X, 0,=1.
Gauname

41 = E(W(X1)|T) = E(h(U + X)|T) = /jo h(u+ X|T)g(u)du =
y—X
/ g(u)du = B((y — X)/v/I— 1/n),

— 00

nes U ~ N(0,1 —1/n). Diferencijuodami tapatybés

Buii = [ @y —X)/VI= [ npie(yile - )de = 8y — )

— 00
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abi puses pagal y jsitikiname, kad parametro vo NMD jvertinys yra

A2 =@y — X)/V1-1/n)/y/1~1/n.

I.2.72. Nepaslinktasis parametro v; jvertinys yra h(X1) = 1(_oy)(X1), nes

Eoh(X1) = P,{X1 <y} = @(y/0).

Parametro o pilnoji ir pakankamoji statistika yra S? = X7 + ... + X2. 1.2.70 pratime
imkime U = U(X) = X;/S, 61, = 0,02 = S. Gauname

y/S
i = B(X)IT) = BGUS)T) = [ glwdu

Reikia rasti statistikos U (X) tankio funkcija g(u). Kadangi X2/0? ~ x2, X2+ ...+ X2 ~
X2_1, tai U3(X) = X2 /(X2 +...+X2) ~ Be(1/2,(n—1)/2). Statistika U(X) simetrigka.
Kai u > 0, pasiskirstymo funkcija

! 1P{U2 <u?} =

G(u)=P{U <u} =5+

1 I'(n/2)

- “ ,U—l/2 —w (n—=3)/2 v
S AN T, ¢

Diferencijuodami pagal u gausime tankio funkcija

[(n/2)
(1/2)0((n = 1)/2)

g(u) = G'(u) = 3 (1= )92 o] < 1.

Gauname NMD jvertinj

. y/S B F(n/?) y/S (n3)/
“’L 9 = S (0 - 1)/2) / (1= )" du, |y/S] < 1.

Tankio funkcijos jvertinys 42 = g(y/S)/S.

I.2.73. Nepaslinktasis parametro v jvertinys yra h(X1) = 1(_s,y)(X1), nes

E(/L,U)h(Xl) = P(,u,rr){Xl < y} = (I)((y - M)/J)

Parametro (u, o)T pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (X, 5%)7, 52 = 3. (X;—X)%
1.2.70 pratime imkime U = U(X) = (X; — X)/S, 6, = X,0, = S. Statistikos U(X)
skirstinys nuo nezinomy parametry nepriklauso, todél statistikos U(X) ir T nepriklau-
somos. Gauname

B (y=X)/8
51 = B(h(X))|T) = B((US + X)|T) = / g(u)du,

— 00

Lieka rasti statistikos U(X) = (X; — X)/S tankio funkcija g(u).
Atlikime ortonormuotg transformacija Y = CX, parinke matricos C pirmasias dvi

eilutes tokio pavidalo:
(1/v/m, 1/, ey 1/ /)
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(V1 —=1/n,=1/y/n(n —1),...,—1/y/n(n —1)).
Tada Y7 = /nX, Yo = /n/(n—1)(X1 — X), S? =3, X} —nX? =Y, V2 -V} =
Y3 + Y+ ...+ Y2, Statistika U(X) = \/(n — 1)/nY2//YZ + ... + Y,2. Kadangi U(X)
skirstinys nepriklauso nuo nezinomy parametry, tai galime imti © = 0,0 = 1. Tada
Y2 ~x%ir U?(X)/(1 —1/n) ~ Be(1/2,n — 2). Remiantis U(X) simetrija pasiskirstymo
funkcija, kai u > 0, yra

Glu) = P{UX) < u} = + + 1P{U2(X) < u?} = %+

272

F((TL - 1)/2) u’n/(n—1) 1}_1/2 v (n—4)/2 v
AT 273, (L= oy,

Diferencijuodami pagal u gauname tankio funkcija

90) = Fr a7y VA= D0 =/ = D)2, ] < VT 1m

1.2.74. Kadangi X(;) yra pilnoji ir pakankamoji statistika, tai pakanka patikrinti

ivertinio 4 nepaslinktuma. A.d. X(;) tankio funkcija ne "= > §. Gauname

-1 o0
Eo¢y = = efy/ nete M@0 gy = ¢~ (=0,
n 0

1.2.75. Tikétinumo funkcija
L()\) = )\n€_>\ Zi(X"'_a)l(ayoo) (X(l))

Pilnoji ir pakankamoji statistika 7" = >_,(X; — a) ~ G(A,n). Nepaslinktasis parametro
v ivertinys

hMX1) =1y o) (X1), Exh(X1) =Py{X; >y} =e 70,
1.2.70 pratime imkime 6; = a,0, = T. Kadangi A\(X; — a) ~ £(1), tai 2\(X; — a) ~ X3
ir statistika U(X) = (X1 — a)/T ~ Be(1,n — 1) nepriklauso nuo T. Gauname
00 1
i= [ BT+ agdi=(0-1) [ (e e = (1= - /1)
-0 (y—a)/T
kai 0 < (y —a)/T < 1.

I1.2.76. A.d Y = InX ~ &(lna,o0). Statistika Y3y = In Xy yra pilnoji ir
pakankamoji parametro In « statistika. Pakanka patikrinti jvertinio 4 nepaslinktuma.
no —m no—m [

Eo(In X)) = — nox™e @I o — o™

Eoj =

no Ina

1.2.77. A.d. Y = e X ~ £(e?). Pasinaudoje 1.2.75 pratimu gauname

f2l0) = (n—1)e *(1 —e™*/T)""2)T, z>—InT,
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daT =Yy, e i
1.2.78. Tikétinumo funkcija

MIYN — da)n-T) el on,
N T T oy

L(M) =

dia KM = K(K —1)..(K —m+1),0T =3I | X;. Remiantis faktorizacijos kriterijumi
T yra parametro M pakankamoji statistika. Statistika T jgyja reiksSmes i§ aibés D = {¢ :
max(0,n — (N — M)) < ¢ <min(n, M)}.

Remiantis statistikos pilnumo apibrézimu reikia jrodyti, kad i3 salygos

ct, C" ¢
Zh N M507 VY M=0,1,..,N,

isplaukia, kad h(t) = 0 su visais t € D.
Imkime paeiliui M = 0,1,..., N. Kai M = 0, tai aibei D priklauso vienintelis taskas
t = 0. Taigi
E(h(T)|0) =h(0)-1=0 = h(0)=0.

KaiM =1ir1 <n < N -1, tai aibé D susideda i§ dviejy tasky ¢t = 0ir t = 1. Gauname
Cra
Cx

E(h(T)|1) = h(0) =2 4 (1)

= h(1) =0.
cn 0 = h(1)=0

Tesdami $ia procedura jsitikinsime, kad h(t) = 0 su visais ¢ € D. Taigi pakankamoji
statistika T" yra pilnoji parametro M statistika.

1.2.79. a) Randame

1
E¢X =—0+0(1-0 Zke’“ —0+6(1—6)? =0,

nors X néra tapaciai lygi nuliui. Statistika X néra pilnoji.
b) Parametro v = (1 — 6)? nepaslinktasis jvertinys turi tokj pavidala 4 = T(X) + cX,
kai ¢ bet kokia konstanta, nes

Eod = EgT(X) + cEgX = (1 - 6)%

Kadangi Cov (T'(X), X) = E¢(XT(X)) = 0, tai dispersijos Vg9 = Vo(T(X)) + 2V X
minimumas gaunamas, kai ¢ = 0. Taigi T'(X) yra parametro v NMD jvertinys.
c¢) Ivertinys 6 yra nepaslinktasis

Eof = P{X <10} + cEyX =6, cecR.

Randame
Eof? = Egl;_13(X) + 2cEg(X1{_1;(X)) + *Eg X%

Vol =0(1 —0) —2¢0 + PEg X2
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Gauname

1-6 20
EXQ_ 1_ 2nk—1 1— 2 _ )
0 0+ 6( Zké’ =0+6(1—0) T0F ~ 10

Tada dispersija
Vo =0(1 —0) — 2c0 + 2¢°

1-6
igyja minimalia reik§me, kai ¢ = (1 —0)/2. Taciau c jeina j jvertinio iSraiska, todél negali
priklausyti nuo nezinomo parametro §. NMD jvertinys neegzistuoja.

1.2.80. Kadangi X yra pilnoji ir pakankamoji statistika, tai pakanka patikrinti
jivertinio 4 nepaslinktuma, t.y. patikrinti tapatybe
2e N NN

=1-¢e?, 0<)\ )
= e 2= (2h)! € f<A<oo

Gauname ekvivalencia tapatybe
0 A2k

k)] = (M e —2)/2.

k=1

Skleisdami eksponentes eilute jsitikiname, kad deSinéje tapatybeés puséje gauname kairéje
puséje paraSyta suma.

1.2.81. a) Tikétinumo funkcija

exp{

1 1 1 "
L(0) = 5y X+ 5y X
®) (V2roq)™ (V2mog)™ P 207 ; o? Z

2
i omp3
Y2+ Y; - % —
20 Z ; 20% 202}

priklauso keturparametrei eksponentlmo tipo skirstiniy Seimai. Parametro kitimo sritis
turi vidiniy tasky. Statistika T" yra pilnoji ir pakankamoji.

b) E¢(X —Y) = 0, tadiau statistika X — Y ;é 0b.v.

¢) E(g)(s? — s3) = 0, tadiau statistika s} — s3 # 0 b.v., dia s = Y3 ,(X; — X)?/(n —
1),s3 =3 .(Y;—Y)?/(m—1). Imdami statistika T, gauname triparametre eksponentinio
tipo skirstiniy Seimg, kai parametro kitimo sritis turi vidiniy tagky. Statistika T™ yra
pilnoji ir pakankamoji.

1.2.82. Tikétinumo funkcija

1 1 Ly QM
L®) = (V2r(1 = p?)ola?)n eXlD{_2(1 —p?) [J? Z : ZX i

1 2
;%Zyiz HzZY

priklauso penkiaparametrei eksponentinio tipo sklrstlnu; Seimai. Parametro kitimo sritis
turi vidiniy tasky. Statistika T' yra pilnoji ir pakankamoji parametro 6 statistika.
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1.2.83. Parametro 6 = (i1, u2)” pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (X,Y)7.
Gauname

¥ =E[l(Loo0(Y1—X1)|X, Y] =P{Y1 < X1|X,Y} =P{V1-Y < X; - X+X-Y|X,Y}.

Statistikos X; — X,Y; — Y, X, Y nepriklausomos; X; — X ~ N(0,1 —1/n),Y; =Y ~
N(0,1—1/m). Gauname

F=d(X -Y)/V/2—-1/n—1/m).
1.2.84. Parametro 8 = (A, A\2)7 pilnoji ir pakankamoji statistika yra

= ZX“ZY = (T}, T)".

Gauname
X 1 T1

"}/:P{Yl <X1|T1,T2}— {7 < — T T

|T13T2}
Statistikos X3 /T1,Y1/Ts, Th, T> nepriklausomos;
X1/Th ~ Be(l,m—1), Yi/T5~ Be(l,n—1).

Pazymeékime Z = Ty /T5. Tarkime, Z < 1. Tada

1 uZ
4=(m-—1)(n- 1)/0 (1- u)”72/0 (1 —v)™ 2dvdu =

(n—1) /0 (1—u)"?(1— (1 —uZ)™ )du =

1 (n—1) /O 1 —w)""2(1 — uZ)" 'du.

Kai Z > 1, gauname

1 v/Z
Y=1—-(m—-1)(n— 1)/0 (1—v)m_2/0 (1 —u)" *dudv =

1—(m— 1)/O 1—v)"" 21— (1-v/Z2)" Vdv =

(m—1) /01(1 — )" (1 —v/Z)" dv.
1.2.85. Parametro 6 pilnoji ir pakankamoji statistika yra X,), kurios tankis
fn(2]0) = nz™ /0", 0<x <.
Reikia funkcijos h atzvilgiu iSspresti funkcine lygtj (zr. [2], 3.3 skyrelj)

EOh(X(n ) = (9)
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Isbandome funkcijg (X))

0 n
n . x)x
EQ'Y(;((n)) = on /0 v(z)x Yo = 7(07)1 8_

6
g | @) de = +(6) = Bl Xy (X))

Parametro «(6) NMD jvertinys
Y =X ) + XY (X)) /n, Eey =(0).

1.2.86. Tikétinumo funkcija

L(a’ﬁ’UQ) (\/7 ) eXp{ 2% QZYQ_‘_*ZY"' Zyxz % 22044‘/6331

priklauso triparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Parametro kitimo sritis turi
vidiniy tasky. Statistika T' yra pilnoji ir pakankamoji.

1.2.87. Tegu gautoji imtis (X1, ..., X,,)7. Pazymékime Y1 = X1,Y; = X; — X;_1,i =
2,...,n. Tada Yy, ..., Y, yra paprastOJl imtis a.d. Y ~ N(ip,0?). Parametry ¢ ir 0> NMD
jvertiniai yra p =Y = X,,/n;62 = > 1 (X; — Xi—1 — ¢)?/(n — 1), X, = 0.

1.2.88. a) Tikétinumo funkcija
n n
= ([T ax.) exp{d>_ Xiln6 —nln f(6)}
i=1 i=1

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Statistika T = >, X
yra pilnoji ir pakankamoji. Jos skirstinys yrs tokio paties eksponentinio tipo: kai k =
2¢,2c+1,... ir n = 2, gauname

Pg{Xl + X5 :k}:Pg{Xl =1,Xo :k,i}:

19 i0 b ok
Z a A 0 Zazak P = k 0)

Naudodami indukcija gausime, kad tokio tipo skirstinys galioja ir kai n > 2.
b) Funkcijos h atZzvilgiu sprendZiame funkcine lygtj

Eoh(T Z bro" ) (f =0", 6>0.

k=nc

Padaugine desinigja tapatybeés puse i§ vieneto, gauname

Eoh(T) = Y bub"/(f(0))" =67 ) b;67/(f(6))

k=nc j=nc

ir, sulygine koeficientus prie vienody laipsniy #*, matome, kad parametro "
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NMD jvertinys yra U,.(T'), kai U,.(T') = 0, Jel T <ne+r, U (T) = bp_ r/bT, jei T > ne+r.
) Dispersija V(U (T)) = Eg(U(T))? — (Eg(U(T)))? = Eg(U, (T))? — 6% Nepa-
slinktasis dispersijos jvertinys yra (U,(T))? — Ua,(T).

~ L2.89. E,.(X)? = u? +0?/n,V,-(X)? = (202/n)(2u® + ¢%/n); NMD jvertinys
= X8 Vi = @ )3+ 0 = )

1.2.90. Tegu 0 = (i, j1y,02,07) ir X, Y, s2, 52 — parametry fi,, iy, oa, 0, NMD
jvertiniai. Tada

a) Eo(X —Y) = ptp — 3 (m—1)s3/0% ~ X7 1, (n—1)sy /0y ~ X7 1
0.2 2 T r
—gs—; ~Fm—-1n-1, (Jy> Eq <Sz> :E(F;/,Ql n71) .
o Oy Sy :

Parametry ji,; — py, ir (0,/0,)" NMD jvertiniai yra X — Y ir (s$/sy)7'/(E(F;1/21 ne1));
b) s? = [s2(m — 1) 4+ si(n — 1)] ~ o2x2, v = m +n — 2; Eg(s*/v) = 02; statis-
tika (X —Y)/(sy/1/m + 1/n) turi necentrinj Stjudento skirstinj su v laisvés laipsniy ir

necentriskumo parametru (u, — py)/(0z/1/m+1/n);

Xy e ﬁr«;(;/l;)/z)_

Parametry o2 ir (p, — py)/0x NMD jvertiniai yra s? ir

(X =Y)/s]/ (VI ((v = 1)/2)/T((v)/2));

¢) [mX +nY]/(m+ny); o

d) pakankamoji statistika (X, Y, s2, s2)” néra pilnoji: statistikos X — Y vidurkis
tapaciai lygus 0, taciau statistika X — Y néra lygi nuliui b. v.

e), f) Pg{Xl S Yl} = Pg{Xl — Yi S 0} = 1/2, nes Xl — Yl ~ N(0,0’% +CT§),
tikimybés NMD jvertinys yra 1/2.

1.2.91. Paiymékime SgL = ZZ(X(Z) — X(l)), Sy = Zzol(l) — }/(1)) Tada:
)0 = ap —ay, 6 = Xy - Yoy — S/(m(m — 1)) + S, /(n(n — 1); 7 = 6./6,,
Y= Se(n = 2)/(Sy(m —1));
b) by = (S + Sy)/(m+n—2); n = (as —ay)/0z, 1 = (X1) = Y1))(m +n—3)/(S: +

(

—m)/(mn);
¢) pakankamoji statistika (X(1), Y{1), Sz, Sy)” néra pilnoji.

a
Sy) —

1.2.3 skyrelis

1.2.92. Pasinaudokite tokiu algebros faktu. Tegu A ir D — kvadratinés matricos ir
|D| # 0. Tada determinantas

A B
C D

yra lygus |D||A — BD~'C|. Suskaidykime matrica I j blokus

,, BT
B D




90 I. PARAMETRINE STATISTIKA

Tada

w_ 1Dl _ D I
= = TH-1my TH-1g = 11
Il |D|(/u-B'D"'B) I.-B'D'B I

1.2.93. V,p > pa/n; V,(pg) > pa(q — p)?/n; Vy(p?) = 4p°q/n.
1.2.94. Tikétinumo funkcija

L=L(p) = C§€Sln(p/(1—p))+nln(l—l))’ S=X,+..+X,~ B(n,p).
Tegu

L S-
V== =2""

v, L _(S—np)® (S—mp)(1-2p) n
L pg 2L p*q? P22 pq

Randame a.v. Y = (Y1, Y2)T kovariacijy matrica J = [J;j]2x2-
Jin =EY? =n/(pq), Ji2=ps/(p*¢*) — n(l —2p)/(p*¢*) =0,

nes uz = E,(S — E,S)3 =nE,(X; — E, X;)® = npq(1 — 2p).

Joo e p(=2p)2  n® L ps(1-2p) mpp  2n(n—1)
=T g pt¢t P2¢? pigt e PP

nes py = Eyp(S—E,S9)* = nE,(X; —E,X;)* +3n(n—1)(V,X;)? = npq(1 —3pq) + 3n(n—
1)p?q>.

Atvirkstinés matricos J~ = [J¥]oxo elementai J' = pg/n, J'2 = J* =0, J? =
p?q?/(2n(n — 1)). Funkcijy v, (p) = p? ir y2(p) = pq isvestiniy vektoriai I'; = (2p,2)7 ir
Iy = (1 —2p,—2)T. Gauname patikslintas Rao ir Kramerio nelygybes

4 3 2 2 2
V5 > TTg-Ir, = 200, 2

n n(n—1)’

(1—2p)2pq N 2p%q?

Vide 2130 7'Tz = n n(n—1)

1.2.95. Parametry NMD jvertiniai (zr. 1.2.53 pratima) yra p = S/n, pA2 =S5(S —
1)/[n(n —1)], pg = S(n— S5)/In(n — 1)]. Vp = pg/n (Rao ir Kramerio nelygybé virsta
lygybe). A

Vy(0?) = Ep(S(S —1))*/(n(n - 1))* - p*.

Faktorialiniai momentai vy, = E,S* = pFnlFl & = 1,2, ... Pertvarkome (S(S — 1))? =
SH 4+ 458 4 251]. Tada
3

5 vy +4vs + 219 4p°q 2p%q>
Vo(p?) = !

mn—102 Y =0 Tamo1y

Analogiskai S%(n — §)? = SB(n — ) + SBI(n — 8) + S(n — SH + S(n — 9),
ve = B(SHF(n — S)) = plglnl-+l k1 =1,2,..
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Randame

N Vog + Vo1 + V12 + V11 9 90 (1— 2p)%pq 2p°¢?
== — = .
v (#9) (n(n—1))2 P n nm—1)

Abiem atvejais patikslinta Rao ir Kramerio nelygybé virsta lygybe.

1.2.96. Dispersijos ribos Rao ir Kramerio nelygybéje VA > \/n; VA(Xz) > 43 /n;
y=e* Vi[H) > de P n.

1.2.97. Tikétinumo funkcija
I = L(}\) — (1/ HXi!)eSln()\)—nln(X)’ S=X1+..+X,~ ’P()\)

Tegu

Y_E’_S—n/\ Y_L”_(S—nA)Q_(S—nA)_E
L D U D P> 22 £

Randame a.v. Y = (Y1, Y2)T kovariacijy matrica J = [J;;]2x2.
Ji=E\Y? =n/\, Ji2 = ps/A\P — pua /A =0,

nes pus = EA(S — E,\S)S = n)\, Mo = E)\(S — E)\S)2 =nA.
Skai¢iuojant centrinius momentus pj patogu juos iSreiksti faktorialiniais momentais
v = E S = nfdk k=12, ..,

U3 = vz — 3vevy + 3o + QVf - 3V12 + v =nA.

2 2
Ha  H2 T s nfho 2n
Jgp = A B2 T of8 o2 AT
VI VI VA VR CE VA
nes pg = vq — 4vzvy + 6z + 61/2Vf — 12v911 + Ty — 31/jL + 61/113 — 41/12 + 11 = 31202 + n.
Atvirkstinés matricos J ' = [J¥]yy elementai JU = \/n, J2 = J* =0, J? =
A2/(2n?). Funkcijy v; = A? ir 5 = e~ i§vestiniy vektoriai I'; = (2),2)7 ir Ty =
(—e=*,e™MT. Gauname patikslintas Rao ir Kramerio nelygybes
4X3 2)2
Vo >TTJ 7' = — + =,
n n
)\6—2)\ )\26—2>\
n 2n?2
1.2.98. Parametry NMD jvertiniai (7r. 1.2.49, 1.2.50 pratimus) yra A\ = S/n,
N =S8(S—1)/n% y=e* 4= (1-1/n)".
VA = A/n (Rao ir Kramerio nelygybé virsta lygybe).

Ve >T3J7'T, =

VA2 = E(S(S —1))?/n* — M.
Pertvarke analogiskai I.2.95 pratimui, gauname

. 4\3 2)\2
Va2 = (vy + 4vs + 2up — 02\ /0t = o + PR
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Dispersija sutampa su patikslintos Rao ir Kramerio nelygybés riba.

0 k
Z (1-1/n)2k (n)\) e — e—A(l/n—2)7
k=0

Vi =e MM 1) =

+ +O(

).

Ivertinio 4 dispersija skiriasi nuo klasikinés Rao ir Kramerio nurodytos ribos eilés O(1/n?)
nariu; patikslinus nelygybe panaudojant antraja L iSvesting, skirtumas yra O(1/n?).
Matyt, nelygybe galima dar patikslinti panaudojant aukstesniy eiliy i§vestines.

672)\>\ 672)\>\2 1
n3

n

1.2.99. a) Kadangi /n(X — \) LY ~ N(0,)), tai remiantis delta metodu /n(y —
) 5 Z ~ N0, A=) it A (VIP/(i(v) = 1; 5 = 4+ Op(1/n).
b) Reikia rasti tokia funkcija B()), kad

V(e —e > = BN /n) B o
Kadangi £(\)/n = (X — \)/A, tai, imdami B(\) = —Ae™*, gausime

Ve X —e 4 e MX =) =e MVaX = N[(eFN — 1) /(X = A) +1].

Kadangi X LY A, tai lauztiniuose skliaustuose paraSytas reiskinys pagal tikimybe artéja
i 0. Ivertinys e~~ asimptotitkai efektyvus pagal Rao.

1.2.100. a) o= X, p2 = X2 — o?/n; V= o?/n, VMLZQ =E, (X —u)? +2u(X —
p) —o?/n)? = 4u20?/n + 201 /n.

b) Vi > o%/n, V,u? > 4u%0%/n. Ivertinys i = X yra efektyvusis. Ivertinys

(2 = X2 — 02 /n asimptotiskai efektyvus pagal Rao, nes

V(X2 = @2 = B(u)(X = p)/o?) = V(X = p)(X + p— B(n)/0?) 50,
kai B(u) = 2uoc?.

c¢) Tikétinumo funkcija

L= L(u) = (VZro) " exp{~ 3 X7/(20%)} exp{npuX /o — npi2/(202)}.

i=1

Tegu
L n, - L" n? _ n
Vi=—=—(X- Yo="=—(X—p)? - —.
1 L 0_2( M)a 2 = L 0_4( /’[’) o2
Randame a.v. Y = (Y1, Y2)T kovariacijy matrica J = [J;;]2xo-
J —”QE(X 2= Jp=Jun =0
11—04 n w ek 12 = J21 = U,
4 3 2 2
n — 4 n — n 2n
Jaz = gEu(X —p)" = QEEIL(X —)?+ p il et
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Atvirkstinés matricos J ' elementai J'' = o2/n,J? = J*' = 0, J2 = */(2n?).
Funkcijos p? i8vestiniy vektorius I' = (2u,2)7. Gauname patikslintag Rao ir Kramerio
nelygybe

4p?c?  20*

- -1
‘/v‘u,,LL2 2 FTJ F - ?

NMD jvertinio /P dispersija sutampa su patikslinta dispersijos riba.

1.2.101. a) 02 = s2 = Y.(X; — p)%/n, Vo83 = 20%/n; 6 = so/M,, M, =

2/70((n +1)/2)/T(n/2) (#r. 1.2.63 pratima), V,6 = o?(1/M2 — 1) ~ ¢*(1/(2n) +
1/(4n?)).

b) V,02 > 20 /n, V,6 > 02/(2n). Ivertinys s efektyvus, o 6 asimptotigkai efek-
tyvus.

1.2.102. Vuyg(ﬂ,db)T > I = [[M)gyo; IV = 02/, I'? = I?' =0, I?2 = 20*/n.

1.2.103. a) 2p = X + 2ps/Mp_1, Vi oip = 0% /n+ 2%0%(1/M2_, — 1).
b) V,oip > 0?/n+2p0?/(2n).

1.2.104.
9% In f(X|0) oo
i(0) = —Ey (LX) :Ee—<X—9>=/ ~2a=0) gy (e~ (=0)) —
(6) = ~Bo(——55—) 9 ( )
= e = y; de = dy/y|
0 1 1 1
=—/ er‘ydy/y=/ ye‘ydy=—/ yd(e™) = —ye‘y\é+/ e Vdy =
1 0 0 0

=1/e—1/e+1=1; I(0)=ni(f)=n.

Nagrinékime parametra o = exp{—6}. Gauname 6 = —In«

i(0) = B <(é9 e‘a)’a> = B (i o 6+ ol =

- (éa)Q (fE (ggg)) + Oa <7E @9» - (%)2 i(0)
Ie?)=n (—;)O; =nje ¥

1.2.105. a) Egf = f; b) V33 = 52 /n; kadangi I(3) = n/?, tai jvertinio 3 dispersija
lygi Rao ir Kramerio nelygybéje nurodytai ribai.

1.2.106. a) n/o? b) n/(20%); c¢) 2n/o?; d) 3n/o?; e) I(0) = [Ix)ax2, 11 =
n/o?, Iy =n/(20"), iy = Ioy = 0;  f) nk/(qp?); &) I(a, ) = [Lijlax2; 11 = nA/o?,
Ilg = 121 = —n/a, IQQ = ’I’L[IHF(A)]N, h) I(O(,B) = [Iij]2><2; 111 = n[lnB(a,ﬁ)]ZQ,
Ilg = 121 = n[ln B(O[,ﬂ)]gé’ﬁ, 122 = n[lnB(a,ﬂ)]gz

1.2.107. a) 2VA; b) arcsin (2p —1); ¢) /7 Iné.
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1.2.108. a) I(u, o) = [Iulaxo; 111 = Ioo = 20% Lo = Iy = 0; b) I(u, ) =
[Ikl]gxg; Ill = 1/92, I12 = .[21 = (]. + F/(l))/HQ, 122 = (1 + 2F/(1) + F”(l))/é)z,
C) I11 = n/(392), Ilg = 121 = —M/(303), .[22 = 1/02 + 2/1/93 +N2/(304), d) .[11
(’I“+ 1)\/T+4/(02(T +3)\/7j), I = (1 +111/0'2)/02, Iio =15 = 111/0'.

1.2.109. a) Aibé {x : f(z|¢) > 0} priklauso nuo 6. b) Parametro § NMD jvertinys
(2r. 1.2.55 pratima) yra 6 = (n + D)X (ny/m, VO =062/((n+1)(n+2)).

1.2.110. a) J = —X/T'(1); Vi = 02("(1) — I(1))/T72(1) > I71(0) = 6*(2 +
2I(1) +T7(1)); b) 9 = (=1)"X7/T(1); V(D) = 6> (TC (1) — [T (1)]2)/ [TO(1)]?)

THOT) =02 /(14 20'(1) + (1)),

1.2.111. a) J = exp{tX — t262/2n}; b) VI = exp{2tu}(exp{t®c?/n} — 1) >
I7Y(¥) = exp{2tu}o?t?/n. Rao ir Kramerio nelygybéje nurodyta riba nepasiekiama.
Vi — I71(9) = O(1/n?). ¢) Ivertinys 9 asimptotiskai efektyvus.

1.2.112. Tikétinumo funkcija

= ([T X" /eI exp{— > X —nplnA}, A0

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Statistika 7" = ), X; ~
G(1/A,nn) yra pilnoji ir pakankamoji statistika.

/\

a) Parametry X ir A2 NMD jvertiniai A = T/(nn), A2 = 2/(m;(nn +1)). Ad. T
pradiniai momentai ay = ExT* = AFT'(nn + k) /T(nn), k = 1,2, ... Gauname
“ P © A 4\ 271
Exd=) Vyl="1 EN2=)2 V2= 4+ %
n i nn(nn + 1)

b) Randame Figerio informacija
I(\) = —Ex(In L(\))" = Ex(2T/\* — nn/A\?) = nn/\>.

Parametry A ir A\? nepaslinktyjy jvertiniy dispersijy ribos Rao ir Kramerio nelygybéje
yra R A
VA = 02/(nm),  VaX2 = 40/ (nn).
c¢) Tegu

L' T nn A ~,T(nn+1)  np(nn+1)

Y, = = — 1t - -
S S S W A ¥ N T a2

Randame a.v. Y = (Y7, Y2)T kovariacine matrica

T2 Tny  (nm)?, o oqnn | (nm)* oy
v 23 22 )_/\4 Mo T

as  jas(nn+1) asnn  ,amnp(nn+1)  (np)*(en+1)
I U (S G ST N \3 =0
Jpy = 4043(7”7+1) +2@2(3m]+2)(m7+1)_

A8 Y A6
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aynn(nn + 1) (nn)*(nn + 1) 2nn(nn + 1)

A5 A N M '
Atvirkstinés matricos J ™' = [J7]yy5 elementai J'' = A2/(ng), J12 = J*' =0, J2 =
A /(2nn(nn + 1)). Funkcijos A? igvestiniy vektorius I' = (2),2)7. Gauname patikslinta
Rao ir Kramerio nelygybe

4

4N 204

vae>rfyilr="2 4 %
M= nn  nn(nn+1)

Ivertinio X2 dispersija lygi patikslintai Rao ir Kramerio nelygybés ribai.
1.2.113. Tikétinumo funkcija

n

= (H Xi)”_l/[F(n)]"exp{—)\ZXi +nnlnA}, A>0

=1

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Statistika 7" = >, X; ~
G (A, nn) yra pilnoji ir pakankamoji statistika.
a) Parametry A ir A2 NMD jvertiniai A = (nn—1)/T, A2 = (nn—1)(nn — 2)/T?%. A.d.
T pradiniai momentai oy, = E\T* = A\=*T'(nn — k)/T'(nn), k = 1,2, ... Gauname
s s A2 5 5 2nn — 5
E\=)\ V= B2 =22 V2 =200 ;
ni — 2 (nn = 3)(nn — 4)

b) Randame FiSerio informacija

nn > 4.

I(\) = —Ex(InL(\))” = nn/\2.

Parametry A ir A\? nepaslinktyjy jvertiniy dispersijy ribos Rao ir Kramerio nelygybéje
yra .
V() 2 X2/(nn), VaAZ > 40/ ().

Ivertiniai néra efektyvus, tac¢iau yra asimptotiskai efektyvius.

1.2.114. V,(T1,) = ®(c—p) (1= @(c—p)/n; V 1 (Tn) = [/ (c— p)]*/n+ O(1/ny/n);
ASE = [@'(c— p)]?/(®(c — p)(1 — ®(c — p)).

1.2.115. Gauname jvertiniy dispersijas

Vatr = Va3 X2)? = 0%/ (20) + 001/ (1)

V61 =V,(\/7/2|X;|)/n = o*(r —2)/(2n).
Tada E21 = 1/(7T — 2)

1.2.116. a) ASE = 442 /(4p® + pg — 1 +4uzp); b) ASE <1, kai uz =0; c¢) pvz.,
a.d. X tankio funkcija f(z) = kz*I (g, q)(2), a > 0.

1.2.117. ASE = 1.
1.2.118. by, =0, by, = —0/(n+1); ASE = 1.
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1.2.119. ASE — 2/3.
1.2.120. Randame
V(i — ) 5 Z ~ N(0,1/72),
Vi(fiz —p) Y ~ N(0,2/)32),
Ey =1/2.
1.2.121. 4 =17,185.

1.2.4 skyrelis

1.2.122. Turime lyggiy sistema E, 3 X = (1 — B)a= X, E,3X? =8+ (1-8)(1 +
a?) = ay. Tsprende randame & = (ag — 1)/X, f=1— X2/(ag — 1).

1.2.123. a) Parametry g ir o NMD jvertiniai (zr. I.2.60 pratima) yra g = (X(1) +
X)/2, 6 = (n+ 1)(X@m) — X))/ (n — 1); ju dispersijos Vg, gt = (62 — 61)%/(2(n +
1)(n+2)), Vg, 0,6 =202 — 01)%/((n — 1)(n + 2)).

b) Momenty metodu gauname jvertinius ji = X, = 2v/3s. Dispersijos

2
Vouout = (6 = 01)*/(120); Vi, 0,5 = 1250282 1 0(1 /).
2

TeguY = (X —61)/(f2 —01) ~U(0, 1); Y —1/2 = (X —EX)/(f2 — 61). Tada
1/2
pa = (62 — 0 B(Y —1/2)* = (6, — 91)4/ 24z = (0, — 61)*/80.
—-1/2

Gauname

2 2
. [a — i3 (02 — 61) 1
Vo, 0,0 iy + O( /n\/ﬁ) 5n + O(n\/ﬁ

Momenty metodu gauty jvertiniy dispersijos yra eilés O(1/n), o NMD jvertiniy eilés
O(1/n?).
c¢) Tikétinumo funkcija

).

1
L= 00,02) (X () L(01,00) (X (1))

KO0 = G, =g

igyja maksimuma taske 6, = X (1) 6, = X(n)- Remiantis invariantiSkumo principu
parametry g ir o DT jvertiniai yra (X )+ X(,))/2 it X(») — X(1). Antrasis jvertinys yra
paslinktas. Poslinkj galima atitaisyti (7r. p. a).

1.2.124. a) DT jvertiniai yra X ir mg, o NMD jvertiniai yra X ir s?;

b) DT jvertinys yra nn/S, S = X1 + ... + X,,, o NMD jvertinys yra (nn — 1)/5;

c¢) DT jvertinys yra X(,), o NMD jvertinys yra (n + 1) X(,)/n.

1.2.125. Tikétinumo funkcija

L=1L(0) = H(axi) eXp{Z Xiln6 —nln(f(9))},

7 ?
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{=InL = hl(H(aX,-)) +nXInd—nln(f(9)),

(=0 <« 0f(0)/f(0) =X.

Pazymeéje n = In f, gauname kanoninio pavidalo eksponentiniy skirstiniy Seima,

L= L(n) = [[(ax) exp{3" Xin = nin(f(e)}.

7

Tada momenty metodo lygtis
EgX = (In(f(e"))) = e"f'(e")/ f(e") = 0f'(0)/f(0) = X.

1.2.126. \=X; p=X; —q/(plnp) = X; ;\exp{;\}/(exp{j\} -1)=X.

1.2.127. NMD jvertinius ir jy dispersijas Zr. 1.2.95 ir 1.2.98 pratimuose. Remiantis
invariantiskumo principu parametry p? ir A> DT jvertiniai yra p? = S?/n?, \2 = S2/n2.
Kvadratinés rizikos funkcijos

4pq  p*q(1lp—7)  pq(1 — 6pq)
- 2 + 3
n n n

Ep(pAz - p2) =

3

B -z = N0 oM
n

1.2.128. a) Tikétinumo funkcija

L) =+

o 6‘<X(1) S...SX(n) < 26,

igyja maksimalig reiksme (2/X,))", kai 6= Xny/2.
b) Tikétinumo funkcija

LO) =1, kai 971/2<X(1)§X(n)<9+1/2,
igyja maksimalig reikime 1, kai X,y —1/2 < 6§ < X(1) +1/2, ir reik§me 0 kitais atvejais.
1.2.129. a) DT jvertinys 0 = X(ny/2 yra paslinktasis; Eg(f) = 0(2n +1)/(2n + 2);
imdami nepaslinktajj jvertinj § = Xmy(n +1)/(2n + 1), gauname Vb = nd?/((n +
2)(2n + 1)2; momenty metodo jvertinys 6 = 2X /3, Vo0 = 62 /(27n);

b) Vo((X(ny + X1))/2) = n62/((n + 1)?(n + 2)); momenty metodo jvertinys § = X
ir Vgl = 62/(12n).

1.2.130. Tikétinumo funkcijos

L(0) = (1/2") exp{— Z | X — 6]}

maksimumas gaunamas, kai ) . |X; — 6| yra minimali. Suma jgyja minimalig reiksme,
kai = Xpy1, jei n = 2k + 1 nelyginis, ir kai 6 € (Xg), X(x41)), jei n = 2k lyginis, t.y.
parametro § DT jvertinys yra empiriné mediana Z;/,. Remiantis [2], 2.4.2 teorema

Vi((0,5) - 2(0,5)) 5 ¥ ~ N(0,1/(4f2(2(0,5)))).
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Kadangi z(0,5) = 0, f2(0) = 1, tai
v —60) %Y ~ N(0,1/4).

1.2.131. Pazymékime S = (S1,..,5)" = >.(X1is..., Xi)?. Tada tikétinumo

funkcija
n

L(my, ey Tp—1) = H(ﬂ'f{“ Gt ﬂ',i(’”) =7 ~7T,‘j" =
i=1
k-1
exp{z SiIn(m; /7)) + nlnmyg},
i=1
¢a mp, =1 — 7 — ... — mk_1, priklauso (k — 1)-parametrei eksponentinio tipo skirstiniy

Seimai.
Statistika T = (S, ..., Sk_1)T yra pilnoji ir pakankamoji parametro (my,...,mx_1)7
statistika. Gauname DT lygciy sistema
o S; S Si S

=20 Pk 220 ik
om;, m Tk T T

Sumuodami pagal ¢ lygybe S;m; = 7;S; ir turédami omenyje, kad >, S; =n, >, m =1,
gausime DT jvertinius 7; = S;/n,j = 1,..., k;

V(ﬁj|7rj:7rj(1—7rj)/n, COV(TFi,ﬁ']“ﬂ'i,ﬂ'j)=—7T¢7Tj/’rl, i,j=1,...,]€.

1.2.132. & = (S1 — Sy — S3)/m; S = 2. Xjij = 1,2,3; V(@ —a) Y ~
N(0, (1—a?)).

1.2.133. & = (S3/(S3 + Sa); p = (251 + S5+ S4)/(2n).

1.2.134. & = 0,1235.

1.2.135. ﬂl _: X, ﬂQ_: Y; O'Au = Zz(XZ — X)z/n, 0'52 = ZZ(Y; — }7)2/71, G'A12 =
71 = (X, — X)(¥i ~ ¥)/n, p = 0ia/ 1107, Parametro 0 = (u, i, o, o3, )"
informacinés matricos atvirkstinés I~(8) = [I*]5x5 elementai yra I'' = o7 /n, I*? =
o2/n, I'2 = I?' = pojos/n; 123 = 20t /n, I* = 205/n, I** = I*® = 2p%0202 /n;
195 = (1= ) /n, 1% = 1% = p(1 = p?) fm, IS = I = p(1 = )} /m " = 0, ki
k=1,20l=34,5.

1.2.136. A.d. Z = (X — p)/o pradiniai momentai yra
o, =EZF = / (Inz)fe de =TH (1), k=1,2,..,
0

Gia I‘(k)(l) yra gama funkcijos k-oji iSvestiné taske 1. Turédami Siuos momentus, jais
galime igreiksti ir centrinius a.d. Z momentus s, = E(Z — EZ)*:

po =z —ai =T@ (1) — WD)

pz =T (1) =30 (Mroa) + 20 ())>?,
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i = T (1) — AP (1) + 60 (1) (0D (1))2 — 3T (1)1,
A.d. X pirmieji momentai yra
2

s
E,.X=p—vo, E,,(X- u)z = 026.

Randame parametry p ir o jvertinius momenty metodu:

- 6
ﬂ:X—i—’ya’, &:is.
s

Remdamiesi [2], 2.5.5 skyreliu, gauname, kad $ie jvertiniai asimptotiskai nepaslinktieji
ir normalieji.
V(i) 5 Y ~ Na(0, ).

Kovariacinés matricos 3 = [0;j]2x2 elementai yra tokie:

392 (j1q — 113 6
o1 = o <u2+ 7*(a H2)_7\fﬂ3>’

272 s /2
3(pa — pi3)
_ 2 2
022 = 0O 272 11g
01p = a1 = 02 3y(pa — 1) n V6ps _
2’/T2‘LL2 27'(‘//12

Tegkant parametro @ = (u, )7 DT jvertinio 0 = (i, )T, reikia p ir o atzvilgiu
spresti lygciy sistema

{ S exp{ Tty =1,

%Zi M(l +exp{Xi‘“ ) =1.

g g

DT jvertiniy savybes galime gauti pasinaudoje [2], 3.5.3 teorema, kurios salygos ten-
kinamos. _
DT jvertinys @ = (11, &) yra asimptotiskai efektyvusis ir normalusis:

V(0 —0) % Z ~ Ny(0, i71(8)).

Informacinés matricos @ = [ig]ax2 elementai yra i;; = 1/02, i;o = (1 +I7(1))/0?,
i = (1420"(1) + T (1)) /0”.

1.2.137. Momenty metodu gauname jvertinius

Remiantis [2], 2.5.5 teorema, §ie jvertiniai asimptotiskai (n — oo) nepaslinktieji ir nor-
malieji

\/{E(é - 0) _d> Z ~ NZ(Ov E)a
Cia E = [Uij]2><2; g11 — )\2(3 + 277)/77, 099 — 277(]. + 7’]), 012 — 0921 — 2)\(1 + 77)
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DT metodu tagkinius jvertinius randame i§ lyg¢iy sistemos

77,777XT1 :O,
nlnA —n(InT(7)) +1InTy = 0.

Sie jvertiniai (remiantis [2], 3.5.3 teorema) asimptotiskai (n — co) efektyvieji ir nor-
malieji
Vi@ —0) 5 Y ~ N5 (0, G);

ta G = [gijlox2; 911 = aX?/(an — 1), g = n/(an — 1), g12 = g1 = M(an — 1),
a= (T )"

1.2.138. Momenty metodu gauname gana paprasta lygciy sistema, i§ kurios randame
ivertinius
X2

]%:7,
I (SQ—X)7

ﬁ:

an‘ N'

¢ia X ir s? — empiriniai vidurkio ir dispersijos analogai.
Remiantis [2], 3.5.1 skyreliu, 8ie jvertiniai asimptotiskai (n — oo) nepaslinktieji ir
normalieji

Vi@ —-6) %z~ N0, %), 0=(p, k)7,

¢ia 2 = [Jij}2><2; 011 = [p2(1 —p) + 2(1 + k)]/k, 0922 = 2k(1 + k)/(]. —p)2, 012 = 0921 =
2p(1 + k)/(1 = p).
DT metodu gauname sudétingesne lygéiy sistema

Inp+ Z = 0;

7=2%"27, 7= O LX)
" oF T

DT jvertinio 8 = (k, p)T asimptotinj (n — oo) skirstinj gauname remdamiesi [2],
3.5.3 teorema

Vi — 80) 5 Y ~ N2 (0, i (80)).

Informacinés matricos & = [ix]axo elementai yra i1; = k/(qp?), i12 = —1/p, iaa =
V,ou@(k+X)/T(k+ X)).

1.2.139. Net pirmasis §io skirstinio momentas neegzistuoja. Parametras p yra skirs-
tinio mediana, o — mastelio parametras.

Parametro p taskiniu jvertiniu imkime empiring mediang it = Zos5 = X(jn/241)-
Asimptotigkai (n — o0) 8is jvertinys yra normalusis

Vi(dos — p) 5 Y ~ N(0, 202 /4).

Parametro o jvertinys

G = (Zo,25 — To,75)/2,
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asimptotiskai (n — oo) yra normalusis:
V(6 — o) 5 Y ~ N0, m202/4).

Jeigu parametrus p ir o vertintume DT metodu, tai gautieji jvertiniai g ir o bty
asimptotiSkai normalieji ir efektyvieji. Ivertiniy g ir o asimptotinés dispersijos lygios
202 /n. Taigi jvertiniy i ir & ASE, palyginti su DT jvertiniais g ir o, yra 8/72 ~ 0, 81.
Tai yra, naudojant DT metoda, reikia apie 19 procenty maziau stebiniy tam paciam
tikslumui pasiekti.

1.2.141. b) 6 = /7/2 5, | Xi|/n, V(6 — 0) 5 Y ~ N(0, (7 — 2)02/2);
) V(e —a) 3 Y ~ N(0, 02/2).
1.2.142. a) Tikétinumo funkcija

L(,u) =e > Xienltl(#’oo) (X(1)>

Remiantis faktorizacijos kriterijumi X ;) yra parametro y pakankamoji statistika.
b) A.d. Xy tankio funkcija yra ne~ =1 o > E,Xq) =p+1/n, V, X4 =
E.(Xq) —p—1/n)*=1/n%

P {IXq) —pul>et =P {[Xq) —EXq)+1/n[>e} =

PM{X(l) — EMX(l) >e— 1/n,X(1) — E#X(l) < —e—-1/n}<

V. X0 1
P (X —E,X — 1/} < 20— 0
w{IX) —EpX| > e /n}_(e—l/n)Q w2e—1/m)2

kai n — oo, t.y. X(l) E) L.
1.2.143. Tikétinumo funkcija

L(61,02) = [a(61,02)]" [ [ (Xi) 16, 00) (X (1)1 (—00,600) (X ()
=1
igyja maksimalig reikime, kai 0, = X(1),02 = X(,), nes a(f1,02) = 1/ f;f h(z)dx.
Parametry 0; ir 65 DT jvertiniai yra 6; = X1 ir 62 = X(,,).
L.2.144. a)ji; = (X; +Y;)/2, 1= 1,2, ...,n, 02 = 3 ,(X; — Y;)?/(4n);

b) E,(02) = 02/2. Parametro (uy, ..., iin, o)’ dimensija n + 1 priklauso nuo n, todél
teorema apie ribines DT jvertiniy savybes netaikytina;

¢) 02 = 3. (Xi — Yi)2/(2n); 02 5 02, nes B, (02) = 02, V,(02) = 0*/(2n).
1.2.145. a) Tikétinumo funkcija

L(A1, ..., An, 0) = exp{—0 Z(N‘Xi) + Zln(eXi) - Z(AiYi) + Zln A}

K2

DT jvertiniams rasti gauname lygéiy sistema

O, (A, oy Ans0) = —0X, =Y +2/A; =0, i=1,2,..n,
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ée()q, ...,)\n,é) = — Z()\ZXL) + Tl/é =0.

i
Issprende i§ pirmyjy lygciy j\i,i =1,...,n ir jraSe ] paskutinigja, gauname

PN PN 2X; n n R;
by hn, ) = =S 40— = T L
o ) Zy,;wxi 6 0 Z:Hm

b) A.d. R; pasiskirstymo funkcija

F(]0) = Po{X,; < xy;}::jg JCU N0y = L

ir tankio funkcija
0

0) = F'(z|0) = ———— 0.
f(z]9) (x]0) YO x>
Imties Ry, ..., R, tikétinumo funkcija

L(0) = 0" H ﬁ = exp{—2 Z In(1+ 6R;) +nln6}.

Prilygine jos logaritmo isvestine pagal 8 nuliui, DT jvertiniui rasti gauname lygtj

N n_ R;
() = 0 21: 1+0R;
¢) Informacijos kiekis
. n ®© 9r2dx 30?2
10)=—Elp = = —2 — =
() 0 02 n/o (14 0x)* n

Gauname
Vn(h—0) 5 Y ~ N(0,36%).

d) 6 = 2,0102; kadangi Eg(R,»)A neegzistuoja, tai pradinj artinj 6, galima parinkti,
pvz., naudojant empirine mediana 0y = 1/% 5;

e) 55 =/30//n=0,7785.

1.2.146. A\ = K/(Si + (n — K)zo), Ao = (n — K)/S2; S1 = S0, Xy, So =
> g1 (X —x0); K — gedimy, mazesniy uz xo, skaicius; V(AL = A1, Aa — o) Ly ~
N2 (0, X); = [04j]ax2; 011 = A2/(1 = p), 012 = 021 = 0; 022 = A3 /p, p = e~ M1%0,

1.2.147. a) & = X /mo, ¥ = X2 /ma;

b) 6 =1/\/mz, a= X + /ma;

) é = X(1— X(1= X)/ma), B = (1— X)(1— X(1 - X)/ma)
d)p=Y,6=\ma, ma=(1/n)Y . (Y;-Y),Yi=InX;,i=1,..,n
e) 0 X

=X; f)p=X/mg, n=X%/(my— X);

1.2.148. Pagal faktorizacijos kriterijy T yra pakankamoji parametro € statistika
tada ir tik tada, kai tikétinumo funkcija L(6) = ¢(T; 0)W (X) ir W(X) nuo parametro 6
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nepriklauso. Funkcijos L maksimizavimas pagal 0 ekvivalentus funkcijos ¢ maksimizavi-
mui.

1.2 9a)é:X(1' b)éZX(l);

c) 9:n/z In(1 - X;);

d)é:n/(n_z InX;), 1/2 <6 < 1;

e) =2

f) é:X(n,

g)9:(\/X2—|—4a2— X)/2;

h) i = X, & = n/ S(X: - Xo): )

) = (1/n) S, X, = ¥, & = [3,(n X; — V)2/m]!/2
j) 6 =0, kai 2" Hjﬁ>l ir ézl priesingu atveju;

k) B =X, &=n/(nlnf—3;InX;);

) 9 = X(n), n>1.

1.2.150. a) A=Y, o= Z;

b) Atsitiktinio vektoriaus (X;, A;)T pasiskirstymo funkcija

Fla,k) = / S ML = By (, M7 12, )1 = Fo(u, )
0
Tikétinumo funkcija

H{ —XrL/)\ ( _XL/A)]"_A’L(le_X’L/lJ’)l_AL(e_X’L/N)A’L}.
"

Randame parametry A ir 4 DT jvertinius
A=D XD A =) X/ (=) A,
1.2.151. Tikétinumo funkcija

1
_ = i Xi,—nb
L) = (1—6—9)”9 e ",

i§ kurios parametro 6 DT jvertiniui rasti gauname lygti

1 X o 0
6 < X_l—e—g'

Nagrinékime funkcija g(8) = /(1 —e™%);

1—e ¥ — e

/! 0 —
g ( ) (1 _ e_9>2
Skaitiklis yra didéjanti funkcija, nes (1 —e=% —0e=%)" = #e=% > 0. Skaitiklis lygus 0, kai
0 = 0. Taigi skaitiklis teigiamas su visais 6 > 0. Taske § = 0 funkcija g(6) = 1. Funkcija
g(0) didéja nuo 1 iki oo, kai 8 kinta nuo 0 iki oco.
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Lygtis X = 6/(1 — e~?) turi vienintelj sprendinj, kai X > 1.

1.2.152. ASE = 1.

I.2.153. & = X(y), 0=n/S, S = >-;(InX; —In X()); NMD jvertiniai & = X(3)(1 —
S/n), 0 = (n—1)/S; ASE = 1.

1.2.154. 1 =X ~ Nj(p, I/n), 3 = > (X —X)(X; —X)T /n = S /n; pazymékime
0 = (04, © < j) vektoriy, sudaryta i§ skirtingy kovariacinés matricos X elementy, o 6DT
jvertiniy (t.y. atitinkamy matricos S/n elementy) vektoriy. Tada \/ﬁ(O -0) Lz~
Nik—1)/2(0, T); Cia kovariacinés matricos T' = [Vijrs]k(k—1)/2xk(k—1)/2 €lementai yra
Viiii = 205, Yiigi = 2055, Yiiij = 206035, i # §y Vigrs = (OirGjs + OisOjr), i # j # 1 # 5.

1.2.155. 6% = Z](X —@)?/n, 7= (Y u) /n, o 1vert1nys i randamas is
Iygties i = [X 32, (Y; — 0% + 7 32, (X, — 21/ 135, (¥ — 0% + 30, (X; — )]s e jverciai
asimptotiskai nekoreliuoti ir normalieji: /n (6% — o2) 4 7~ ~ N(0, 20%), \/n(7% — 7%) A
Y ~ N(0, 27%), Vi — p) %V ~ N(0, 0%72/(0® + 72)).

1.2.156. Palygine tikimybes b(X|n,p) = CXp*(1 — p)"~X ir b(X|n + 1,p) gausime,
kad maksimumas pasiekiamas, kai 7 = [X/p], jei X/p néra sveikasis skai¢ius, ir 7 =
X/p—1, jei X/p — sveikasis skai¢ius.

1.2.157. Palygine tikimybes h(X|N, M,n) = CyCrn 3, /C% ir h(X|N,M + 1,n)
gausime, kad maksimumas pasiekiamas, kai M = [X(N +1)/n], jei X(N + 1)/n néra
sveikasis skaiCius, ir M = X(N 4+ 1)/n — 1, jei X(N + 1)/n — sveikasis skaicius.

1.2.5 skyrelis

1.2.158. Parametro y pilnoji ir pakankamoji statistika X ir funkcijos T'(X;pu) =
V(X —p)/o ~ N(0, 1) skirstinys nepriklauso nuo nezinomo parametro p. Parinkime
tokius skaitius ki < ko, kad

P {ki <vn(X —p)/o<k}=Q=1-2a.
Issprende nelygybes u atzvilgiu, gausime parametro p pasikliovimo intervala. Intervalo

ilgis bus tuo mazesnis, kuo mazesnis ky — k1, t.y. taskai kp, ko turéty buti simetriski 0
atzvilgiu. Gauname k1 = —z,, ko = z,. Pasikliovimo intervalas

(1) = (X = 2a0/vVn; X + za0//n).
1.2.159. Parametro o? pilnoji ir pakankamoji statistika s3 = >, (X; — p)?/n ir
funkcijos T'(s3;0%) = s3n/o? ~ x2(n) skirstinys nepriklauso nuo nezinomo parametro
o2, Parinkime konstantas ki < ko, kad

P,{k < sin/o? <k} =Q=1-2a.

Imdami simetriskus rézius k1 = x?__,(n), k2 = x2(n), gauname pasikliovimo intervala

(% 02) = (X?&) ’ xf‘fin(n)) '
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Kadangi o = h(0?) = Vo2 yra monotoniska funkcija, tai gauname
(0;9) = (Vg% Vo?).

1.2.160. Parametro (u,02)” pilnoji ir pakankamoji statistika (X,s?)”. Remiantis
[2], 2.4.1 teorema funkcijy s*(n — 1)/0% ~ x%(n — 1), vV/n(X — pu)/s ~ S(n — 1) skirs-
tiniai nepriklauso nuo nezinomy parametry. Analogiskai 1.2.158 ir 1.2.159 pratimams
gauname lygmens (Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalus

(1) = (X —ta(n = 1)s/vVn; X +ta(n — 1)s/Vn),
2 2
Xa(n—1)" xi_o(n—1)
1.2.161. Maziausio vidutinio santykinio ilgio intervala gauname, kai a1 = af, o2 =

1 — @ — of, o a1+ randamas i§ salygos

L baa) =b(ap), baa) = (1t e, (0= 1) = 13} g, (1= 1))

Simetrisku atveju a3 = az = (1 — Q)/2.

Maziausio vidutinio santykinio ilgio pasikliovimo intervalo ilgio santykis su simetri§ko
intervalo vidutiniu santykiniu ilgiu, kai @Q = 0,95 ir n = 10; 20; 50; 100, yra 0,8378; 0,9156;
0,9652; 0,9826.

1.2.162. Nurodymas. Pasiremkite tuo, kad a.d. X ir s? yra nepriklausomi.
1.2.163. Randame
T—p=0,4, 2, =0,8, 2,=2, Q=1-2a=20(2)—1=0,9544.
1.2.164. Gauname
B— pt=220,025/vn < 0,1 & n > (2029,025)> = 1537.
1.2.165. Tegu a = (1 — Q)/2 = 0,025. Gauname

(1) = (X — ta(24)s/5; X + ta(24)s/5) = (6,289;6,379);

(0:7) = (Va% Va?) = (0,0855: 0, 1524).

1.2.166. a) Funkcija T' = 8s3/s? ~ F(n — 1,m — 1) yra monotonigka pagal 3, o jos
skirstinys nuo nezinomy parametry nepriklauso. Remdamiesi [2], 3.6.4 pastaba gauname
lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalg

2

(@B) = (Siﬂ—a(n —1,m-1), %Fa(n —1,m— 1)) .
S5 55

b) Parametro o2 NMD jvertinys s* = (s2(m—1)/k+s3(n—1))/(m+n—2), s*(m+n—
2)/0? ~ x?(m +n — 2). Analogigkai 1.2.159 pratimui gauname

%7 = (

s2(m+n—2) s*(m+n-—2) )
Xa(m+n—=2)"xi_o(m+n=2))"
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Parametro 6 = 11 — po NMD jvertinys = X — Y ~ N(0, ko2 /m + 02 /n). Tada,

X-Y-0 k
—— ~S(m+n-2), 05252M-
o, mn

)

(0;0) = (X =Y —ta(m+n—2)05 X =Y +ta(m+n—2)0;).
1.2.167. Parametro § NMD jvertinys § = X — Y ~ N(0,02/m + 02/n). Kadangi
25620 2 5 62, tai
1 11r 53 2
X-Y-0
_— ngN(O7 1), m,n— occ.
Vsi/m+s3/n

Gauname lygmens ) = 1 — 2a asimptotinj pasikliovimo intervalg

(0;0) = (X =Y — 241/82/m + 82/n, X =Y + 241/52/m + s2/n).

1.2.168. A.v. (X,Y)T skirstinys priklauso penkiy parametry eksponentinio tipo
skirstiniy Seimai. Pilnoji ir pakankamoji statistika

T
T = (le, D Vi) XE Y2 ZXA@-) :

Parametro @ NMD jvertinys 0 = X — Y ~ N(0,02), 02 = 02 + 02 — 2po105. Tegu
Z; = X; - Y;, tada Z, ..., Z, yra paprastoji imtis a.d. Z ~ N(#,0%). Parametro
lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalas randamas analogiskai 2.160 pratimui

(0;0) = (X —Y —to(n—1)s/v/n; X —Y +to(n—1)s/\/n),
da s =>Y,(Zi—2)*/(n—1).
1.2.169. Parametro p DT jvertinys p yra empirinis koreliacijos koeficientas
_ Ei(Xi_X)(Yi—Y)
VX = X)2 5, (v; - V)2

Statistikos r tankio funkcija f(r|p) pateikta [5], 4.1 skyrelyje

p=r

2n—3(1 _ pQ)(n—l)/Q(l _ T2)(n—4)/2 >

(2rp)) o m—1+3j
m(n—3)! 2 j!p P 5.

f(rlp) =

Jj=0

Pasiskirstymo funkcija F(r|p) = ffl f(u|p)du yra monotoniskai didéjanti pagal p. Re-
miantis BolSevo teorema (zr. [2], 3.6.1 teorema) lygmens @) = 1 — 2« pasikliovimo
intervalo réziai randami i§ lygciy

F(rlp)=1-a, F(rlp)=a.

1.2.170. Statistikos r skirstinio aproksimacija

r—p d
\/ﬁl_pQHZNN(O, 1)
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gali buti netiksli, ypaé kai p artimas +1 ir r skirstinys yra labai asimetrigkas.
Rekomenduojama taikyti FiSerio pasitlyta dispersijg stabilizuojanéig transformacija

VeV = sm i mTEwve) - Vi) b Z ~ N, 1),

2 1-r
Pritaike §ia aproksimacija ir remdamiesi tuo, kad V(p) monotoniska funkcija, gauname
lygmens Q = 1 — 2« aproksimacinj intervala

e2\/1 —1 62\/2 —1

L= v PT avrn
11 147 1 v 11 1+7"Jr 1
—In — Za , =—In Zao .
5o T, Jn-3 2 1—¢ Vn—3

1.2.171. Parametro 2 NMD jvertinys

Vi =

o2 =Y X2/(2n), 2n02/c* ~ x*(2n).
1=1

Analogiskai 1.2.159 pratimui gauname pasikliovimo intervalag a = (1 — Q)/2

(0:7) = (y/ 2002 /x2(2n), \ /2002 /x3_, (2n)).

1.2.172. Parametro 02 NMD jvertinys
o2 =Y X?/(3n), 3nc2/c* ~x*(3n).
i=1

Analogiskai I.2.159 pratimui gauname pasikliovimo lygmens Q = 1 — 2« intervalg
(¢2:0%) = (3n0%/xz(3n), 3102 /X3 o (3n).

1.2.173. Parametro A pilnoji ir pakankamoji statistika yra 7" = X7 + ... + X, ~
G(\,n),n=mn1+ ...+ n,. Funkcija Y = 2A\T ~ x?(2n) yra monotoniska pagal ), o jos
skirstinys nuo nezinomo parametro nepriklauso. Remdamiesi [2], 3.6.4 pastaba gauname
pasikliovimo intervala

A=xi_a(20)/(2T), X =xa(2n)/(2D).

1.2.174. A.d. Y = ¥ turi eksponentinj skirstinj su parametru A = e™#. Sudare
parametro A pasikliovimo intervala (zr. 1.2.173 pratima)

A=x1_a(2n)/(2T), A=x5(2n)/(2T), T=Yi+..+Y,
gauname ir parametro p pasikliovimo intervala
p=M(1/N), 7=1n(1/A).

1.2.175. Pilnosios ir pakankamosios statistikos T = X; + ... + X,, ~ P(n\) pa-
siskirstymo funkcija

nAE
P =3 U e, > o)

t
k!
k=0



108 I. PARAMETRINE STATISTIKA

yra mazéjanti pagal A, kai ¢ > 0. Remiantis Bol§evo teorema (7r. [2], 3.6.1 teorema)
pasikliovimo intervalo réziai randami i§ lygciu

F(T;A) = P{x3r42 > 20)} = o,
F(T;)\) =P{x3r >2n)\} =1—a
ir A =0, kai T'= 0. ISsprende gauname
A= oL @T), X= AT +2)
2n 2n

1.2.176. Pilnosios ir pakankamosios statistikos 7' = X; + ... + X,, ~ B(n,p) pa-
siskirstymo funkcija

t
F(tip) =Y Crp'(l—p)" ' =L_p(m—t,t+1)

m=0
yra maZéjanti pagal p, kai 0 < t < n, ¢a I,.(y,n) = P{U < z}, U ~ Be(v,n). Remiantis
Bolsevo teorema pasikliovimo intervalo réziai randami i§ lygciuy
FT;p)=L_3m—-T,T+1) =q,
F(T—=0p)=hL_pm-T+1,T)=1-«a
irp=0,kai T =0,p=1, kai T = n. Pazyméje [,(v,n) beta skirstinio su parametrais
v ir n lygmens « kritine reik§me, gauname

p=1—=LFa(m—-T+1,T), kai T >0,

p=1-F1_a(m-T,T+1), kai T <n.

1.2.177. Parametro (A1, \2)? pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (Ty,Ts)7,
T1 = X1 + +X'm ~ P(m)\l), T2 = Y1 + ... —i—Yn ~ P(?’L}\g) A.d. T1 saclyginis SkiI‘StiI’lyS,
kai T7 + 15 fiksuotas, yra binominis

(I|Ty + Ty = N) ~ B(N,p), p=mAi/(mA1+nlz).

Surade tikimybés p pasikliovimo intervalg (p,p), gauname ir parametro 3 pasikliovimo
intervalg

n_p

P=mi-p "ol

1.2.178. Pilnosios ir pakankamosios statistikos T' = X; + ... + X,, ~ B~ (m,p),
m = mj + ... + my, pasiskirstymo funkcija

t

F(t;p) = Chil o™ (1—p)' = Ip(m,t+1)
=0

yra didéjanti pagal p, kai 0 < T. Remiantis BolSevo teorema (7r. [2], 3.6.1 teorema)
pasikliovimo intervalo réziai randami i§ lygciu

F(T-0;p) =Iz(m,T) = «,
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F(T;B):Ig(m,T—F H=1-«

irp=0, kai T' = 0. Pazyméje 5,(7,n) beta skirstinio su parametrais v ir n lygmens «
kritine reik§me, gauname

Bzﬂl—a(m7T+1)7 ﬁ:ﬂa(m,T).

1.2.179. Parametro M pilnoji ir pakankamoji statistika 7' = X; + ... + X, ~
H(N, M, n). Pasiskirstymo funkcija

t n—m
cyc
F(t; M) = E : %

N

m=0

= H(t|N, M, n)

yra monotoni§kai mazéjanti pagal M. Remiantis BolSevo teorema parametro M apati-
nis lygmens (1 — «) pasikliovimo rézis M yra didziausias sveikasis skaiius, tenkinantis

nelygybe
F(IT-1,M)=H(T-1N,M,n)>1—q,

o vir§utinis lygmens (1 — ) pasikliovimo rézis M yra maziausias sveikasis skai¢ius, tenk-
inantis nelygybe - -
F(T,M)=H(T|N,M,n) < a.

1.2.180. Parametro M NMD jvertinys yra M = NT/n; jo realizacija M = 300 x
6/50 = 36. Pasikliovimo rézius gauname spresdami I.2.179 pratime pateiktas nelygybes

H(5[300,M,50) > 0,95 < M >13, H(6/300,3,50) < 0,05 < M < 58.
Pasikliovimo réziai M = 13, M = 58.
1.2.181. Parametry By, 31,02 NMD jvertiniai (7r. 1.1.69 pratima) Bo =Y ~
N(B,0%/n), b1 =3, Yi(xi — @)/ 3y(zi — 2)* ~ N(B1, 02/ 32, (2 — 2)*);

02 =s>=88g/(n—2), SSE:Z(E—BO—&(%—@))Z, $2(n—2)/0% ~ x3(n—2).

K2

a) Analogigkai 1.2.160 pratimui gauname lygmens @ = 1 — 2« pasikliovimo intervala
(02, 0%) = (s*(n = 2)/xa(n = 2),5°(n = 2) /xi_a(n — 2)).
b) Ivertiniai Bo, B, s% nepriklausomi (zr. 1.1.69 pratima). Tada

0=afo+bp ~N0,03), of =0%(a*/n+b*)> (21— 1)?)

ir (0 — 0)/o; ~ S(n —2), 03 = s*(a®/n 4+ b*/Y_,(z1 — %)?). Gauname pasikliovimo
intervalag B . .

(underlined,0) = (6 — to(n — 2)o4,0 + ta(n — 2)oy).
Imdamia=1,b=0;a=0,b=1; a = 1,b = v — T gausime parametry By, f1, Bo + 51 (z —
Z) pasikliovimo intervalus.

1.2.182. Pasikliovimo intervalg gauname 1.2.181 pratimo p. b) imdami a = 4,b =
47.
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1.2.183. Parametro ¢ pilnoji ir pakankamoji statistika yra T' = X(,,). A.d. T' = X(;
pasiskirstymo funkcija yra F'(¢|0) = (¢t/0)",0 < t < 6. Fiksuotam ¢ > 0 funkcija ¢/6™, 60 >
t yra mazéjanti 0 atzvilgiu. Pagal BolSevo teorema lygmens ) = 1 — 2a pasikliovimo
intervalo réziai gaunami i lygéiy

(X(n)/Q)n =1- a, (X(n)/g)n = Q.
Gauname pasikliovimo intervala
(6:0) = (X(m)/(1 = )"/":0 = Xy fa'/™).

1.2.184. Pilnoji ir pakankamoji statistika yra 7" = | X|(,) ir |X| ~ U(0, ). Gauname
analogiska intervala, kaip ir 1.2.183 pratime.

1.2.185. Kadangi Py{X(,) — 1/2 < 0 < X(1) + 1/2} = 1, tai intervalas (6;0) =
(X(ny —1/2; X(1) +1/2) uzdengia nezinomg parametra 6 su tikimybe 1. Sio intervalo ilgis
X(l) +1/2— (X(n) -1/2)=1- (X(n) — X(l)) = Y(l) +1-— Y(n), kai Y; ~ U(0, 1). Taigi
intervalo ilgis turi beta skirstinj Be(2,n — 1) ir jo vidurkis 2/(n 4+ 1) = O(1/n).

1.2.186. Pazymékime Y; = (X; — 01)/02 ~ U(0, 1). Tada funkcijos T' = (X(,) —
X1))/0 = Yy — Yy ~ Be(n — 1,2) tankio funkcija f(z;n) = n(n — 1)2""%(1 — )
ir pasiskirstymo funkcija F(z;n) = nz"! — (n — 1)2". Pazymékime T)_,, ir T, Sios
pasiskirstymo funkcijos eilés 1 — « ir « kritines reik§mes. Jos randamos i§ lygéiy

nI" - (n-D)T ,=a, nI" ' —n-1)T"=1-a.
Gauname lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalg

(02;02) = (X(n) — X(1))/Ta; (X(n) — X))/ T1—a)-

1.2.187. Pilnoji ir pakankamoji statistika yra (T1,T2)" = (X (1), n(X — X(1)))" (zr.
1.1.27 pratima). a) Funkcija 27%/0 ~ x2(2n — 2). Gauname lygmens Q = 1 — 2«
pasikliovimo intervala

(0:0) = (2T5/x5(2n = 2); 215 /X0 (20 = 2)).
b) Funkcija 71 —a = X1y —a ~ £(n/0). Sios funkcijos pasiskirstymo funkcija F(x) =

1 — e /% Randame eilés 1 — o ir o kritines reik§mes u;_q ir Ug:

Flui—q)=a, Flug)=1—-a = ul_a:—ﬁln(l—a), ua:—ﬁlna.

Randame parametro a lygmens (Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalg
(@;@) = (Xy +(0/n)Inco; Xy + (0/n) In(1 — ).

Kai ir parametras # nezinomas, tai remsimés tuo, kad 7T} ir Ty nepriklausomi ir
(2n/0)(Xay —a) ~x*(2),  2T2/0 ~ x*(2n - 2).

Tada funkcija n(n—2)(X1)—a)/T> ~ F(2,2n—2). I8 ¢ia lygmens Q = 1—2a pasikliovimo
intervalas yra

(@;a) = (X(1) = (T2/(n(n = 2))) F1-a(2,2n = 2), Xy — (Ta/(n(n = 2))) Fa(2, 20 — 2)).
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c) Tegu

C(Ty,T») = {(a,0) : X1y + (6/n)Inay < a < X1y + (6/n)In(1 —a),0 < 6 < 6}.
Tada P,g{(a,0) € C(T1, T2)} = (1 — 2a1)(1 — 2a).

1.2.188. A.d. X, — X ~ N(0,0%(1 + 1/n)). Tada (Xp41 — X)/s\/1+1/n ~

S(n —1). I8 ¢ia randame

(Xpi13 Xng1) = (X —ta(n—1)sy/1+1/n; X +ta(n —1)sy/1+ 1/n).

1.2.189. a) n(g — p) L7~ N(0,7%/4). Gauname lygmens Q = 1 — 2«
aproksimacinj pasikliovimo intervala

(1 7) = (i — zam/(2V/n); fi + 2a7/(2V/n)).

b) vn(f—u) LY ~ N(0, 2). Gauname lygmens ) = 1—2a aproksimacinj pasikliovimo

intervala
(Hyﬁ) = (f— Za\/%)? f+ za\/%»'

Intervalo a) ilgis yra 7/(2v/2) ~ 1,11 karto didesnis uz intervalo b) ilgj.

1.2.190. a) (A \) = (X — 2oV X/ X + 20/ X /).

b) Spresdami antrojo laipsnio nelygybe, gauname

A A) = (X +22/(2n) — za\/ X /0 + 22/(4n2); X 4+ 22 /(2n) — 2o/ X /0 + 22/ (4n2)).

¢) Randame
M) = (VX = za/(2v/n)% (VX + 20/ (2Vn))?).

d) Randame a) (1,9706; 2,8294); b) (2,0073; 2,8695); c) (1,9898; 2,8486); remdamiesi
1.2.175 pratimu gauname (1,9898; 2,8698). Intervalas a) maZziau tikslus.

1.2.191. C(Y1,...,Yo) = {(1y, 07) : n[(Y —py)?/s* + (s —02)? /(ma—s*)] < Xx2(2)}-

1.2.192. Nurodymas. a) ir ¢) pasinaudokite vidurkio ir dispersijos apibrézimu bei
faktu, kad Y = In(X) N(u,0). b) Raskite parametry p ir o DT jvertinius f ir 6. Tada
parametry 6 ir v DT jvertiniai gaunami jraius ji ir 6 j 0 ir -y iSraiskas.

1.2.193. a) 6 = 34,988, 4 = 81230,195. b) Naudodami aproksimacija /n(6 —

0)/(0\/mz2) 47~ N(0, 1), gauname pasikliovimo intervalg (0;8) = (6/(1+4 za+/m2/n);
0/(1 — zq/ma/n), a = (1 — Q)/2; pagal turimus duomenis randame realizacija (0;0) =
(24,953; 58, 524).

1.2.194. Kai N = n fiksuotas, tai (Y|N = n) ~ P(nf); generuojancioji funkcija
Y(s|n) = Eg(s¥ [N =n) = e~ Besalyginé a.d. Y generuojancioji funkcija

P(s) = Egas” Z kB(==1) 67’\ = exp{A(e"7D — 1)}

Randame momentus

Eo Y =v¢/(1) =X, VoY =4¢"(1) + /(1) — [/ (1)) = M(0 + 1).
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Prilygine empiriniam vidurkiui Y ir empirinei dispersijai s?, gauname momenty metodo

ivertinius R S
0=(s>-Y)/Y,A=Y?/(s*-Y).
1.2.195. a) 6 = 6,2, \ = 8,0645.
b) Pagal pirmaja aproksimacija gauname lygmens ) = 1 — 2« aproksimacinj pasiklio-
vimo intervalg intervala
(7)) = (= zas/V/ns i+ Zas/Vn),
— intervala, (p; 1) :

(1+0)22)/(2n) — /(1 + )22 /n + (1 + 6)223 / (4n),

n=(i+(1+0)z2)/(2n) +\/u 1+6)22/n+ (14 6)224/(4n).

) Pagal turimus duomenis gauname intervalus (41, 685; 58,315), (42, 347; 59,036)

o pagal antraja

p=(p+

1.2.196. Parametry p ir 02 DT jvertiniai yra empirinis vidurkis X ir empirine dis-
persija ms. Asimptotinis jvertinio (X, mg) skirstinys yra dvimatis normalusis su neko-

reliuotomis koordinatémis
V(X —p) S Y ~ N0, 02), Vi(ms —02) % Z ~ N(0, 20%)

Nagrinéjamy charakteristiky DT jvertiniai yra

X + 2py/ia, Fz;p,0) =@ (”@é) .

Pakeite dispersijas ju jvertiniais ir pazyméje, kad

3251:' 8xp - zZp

o 7 902 207
naudodami delta metoda gauname jvertinio & p asimptotinés dispersijos jvertinj

2 2 2
52 _ my n zZp 2ms _ma () n Zp
rp n 2./ma n n 2 /)

Parametro xp aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo @ =

1 —2a, yra
(p — 2a0sps Ep+ 2a0ip).
Analogiskai gauname
oF 1 T — oF r—p [T
o o\ o ) 00 253 P
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F = F(m) — 20, F= F(z) + 240 p.
1.2.197. Parametry 2(0,9) ir F(0) taskiniai jver¢iai yra
£(0,9) = X +52(0,9) = 3,8432; F(0) = ®(—1,28/2) = 0,2611.
Asimptotiniy dispersijy jverciai

G200 = 4(1+2°(0,9)/2) /n = 0,0728; &;(0) = (1+1,28%/8)p?(0,64)/n = 0,00127.

Gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

g(07 9) = 5%(07 9) — 20}025655(079) = 3, 3144, E(O, 9) = i(O, 9) + 207025655(0,9) = 4, 3720;

F(0) = F(0) = 20,0056 gy = 0, 1913, F(0) = F(0) + 20,0256 1o() = 0 3309.

Statistiky g1 ir go pirmyjy momenty iSraiskos pateiktos 1.1.95 pratime. Naudodami
Sias iSraiskas gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

v, =91 — 20025\ Vigr = =0, 7184, 7, = g1 + 20,005\/ Vigr = 0,2184;

Y, = 92—6/(n+1)—z20,025\/ Viga = —0,8507, F5 = g2—6/(n+1)+20,025\/ Vg2 = 0,9319.
1.2.198. Pazymékime u, = —In(1 — p). Isvestinés

at(p> :ul/;,a at<p) 0 l/y

00 P o 1/2p Inp,

taigi

~2 .2/ Ill 2]12 é 1 122 92 1 .
Tip) = Up 5 nup + n-uy | ;

71
¢ia i yra matricos I,, elementai. Informacinés matricos I pagristojo ivertinio I,, =
[IZ]}QXQ elementai

02 1+T"(2)

. (2
Inznﬁ, Iy =n E)

——— li=In=n
v

Intervalas
(t(P) — Oip) Z1-ay2,  UP) + Oy Zl—a/2>

yra parametro ¢(p) aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo @ =
1 - 2a.

1.2.199. Parametry @ ir v jvertiniy vidutinius kvadratinius nuokrypius jvertinkime
taip:

- 1/\/> 0/(0v/n) = 0,0002, 6, =1\ I =0/\/n(l +17(2)) = 0, 1592.
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Gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus
0 =0 — 2000555 = 0,0568, 0 =0+ 290256, = 0,3392;
V= U— 20?025(3'[, = ]., 8380, v="r + 20’0256',9 = 2, 4620.

Parametro ¢(0,9) taskinio jvertinio realizacija yra £(0,9) = 6(—1n0,1)Y/? = 0, 2918.
Vertinant dispersija reikia rasti FiSerio informacinés matricos atvirksting. Gauname
I = 0,0004/n, I° = 2,8104/n, I'° = —0,0509/n. Tada &;4 = 0,0172 ir pasi-

kliovimo intervalas

£(0,9) = #(0,9) — 20,02564(0,9) = 0,2580, £(0,9) = £(0,9) + 20,025670.) = 0, 3427.

1.2.6 skyrelis

1.2.200. o= X = 424,933, 6 = s = 8,598; (i, 71) = (420, 172; 429,695), (a,; 7) =
(6,295; 13,560).

1.2.201. A = X = 0,9288; (A; \) = (0,850; 1,009).

1.2.202. a) Momenty metodu gauname jvercius A= 1,073, n =9,928;
DT jvercius galime rasti maksimizuodami tikétinumo funkcijos L(\,n) logaritma

max = H}\l&X[*)\Tl +(n—1DTe+nnln A —nln(T(n))] = £\, 7);
M m

¢ia T1 = X1 + ... —|—Xn7T2 = ZilnX — 1.

b) DT jvertinys A = /X paslinktasis; NMD jvertis A\ = (nn — 1)/(nX) = 1,076;
(A; A) = (0,936; 1,236).

1.2.203. j = 0,277; (p; ) = (0,2495; 0,3059).

1.2.204. (p; p) = (0,000; 0,206), (0,000; 0,259), (0,000; 0,411).

1.2.205. Parametro A jvertj galime rasti maksimizuodami tikétinumo funkcijos L(\)

logaritma
11

m}iaxﬁ()\) = mgle S In(mi (M) = £(N),
i—
Gia mi(\) = e Mim1 — A =1 .11, ap = 0,a12 = .
Asimptotinj pasikliovimo intervalg gauname naudodami aproksimacija

V(A=) Sy ~ N(0,1/i(}),
i) = =E(l2(\)/n =Y _[(7:(X)*/mi(N)].

7

Asimptotinis pasikliovimo intervalas
(A; X) = (5\ — 2070252'(5\)/77/; 5\ + 20,0252'(5\)/71).

1.2.206. a) 6% = s> = [s3(n1 — 1) + 52(ng — 1) + s2(ng — 1)] /v, v = ny +ny + n3z — 3;
s?v/o? ~ x?(v). Remdamiesi turimais duomenimis, gauname realizacijas s? = 3,288,
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(€:7) = (/520 Bo0s ()i /v xEoos () = (1,528:2,217). b) 6 = X +V = Z ~
N(9,02(1/n1 + 1/712 + 1/77,3)), (é — 0)/09 ~ S(l/), oy = s\/l/nl + ]./TLQ + ]./’I‘Lg. Rem-
damiesi turimais duomenimis, gauname realizacijas § = 0,070, (8;6) = (—1,087;1,227).

1.2.207. a) 6= 0,075, s2 = 3,9686, 55 = 3,8783; (6;0) = (—1,355;1,505). Kadangi
nulis yra per vidurj §io intervalo, tai darytina i§vada, kad a. d. X ir Y vidurkiai nesiskiria.

b) s2 =3 ,(X;i—Yi— (X -Y))?/(n—1) = 0,02867; (§;0) = (—0,015;0,165).
Intervalas trumpesnis, o nulis yra §io intervalo kraste. Todél isvada dél a.d. X ir Y
vidurkiy lygybés kelia abejoniy.

c) Pagal prasme a. d. X ir Y turéty buti priklausomi (jei bulvé turi daugiau krakmolo,
tai abu metodai turéty duoti didesnes reiksmes ir atvirkiciai). Todél lentelés duomenis
reikéty traktuoti kaip dvimagio a. v. (X,Y)7 realizacijas.

d) Taskinis koreliacijos koeficiento jvertis p = r = 0,9964. Remdamiesi 1.2.171
pratimu gauname pasikliovimo intervala (p;p) = (0,9894;0,9988). A.d. X ir YV yra
stipriai priklausomi. B

1.2.208. (9;0) = (0,9966; 1,0497).
1.2.209. 6 = 0,0408; (8;0) = (0,0151;0,0665); yra pagrindo tvirtinti, kad p; > po.
1.2.210. Taikydami normaligja aproksimacija gauname: a) N > 316; b) N > 1263.

1.2.211. Randame (7zr. [2], 4.7.12 skyrelj) C = —0,0345, S = 0,3222, R =
0,3240; 1 = 96,1605°, 6 = 0,6854. Aproksimaciniai pasikliovimo intervalai: (p; fi) =
(79,6766°; 112,6444°); (8; 0) = (0,4768; 0,8940).

1.2.212. a) C' = —0,0954, § = —0,0316, R = 0,1005; /i = 198,34°, § = 0,2021.
b) (u; 71) = (163,31°; 233,37°); (8; 6) = (0,0779; 0, 3263).

I[.3. Parametriniy hipoteziy tikrinimas

1.3.1. Statistiniai kriterijai

1.3.1. Psichologas nori nustatyti, ar pelés atmintis pasikei¢ia paSalinus tam tikra
smegeny dalj. I$ pradziy jis jpratino 6 peles neklystamai rasti labirinte vienintelj kelig
prie maisto. Paskui paSalino smegeny dalj. Galima tarti, kad neturinti atminties pelé
teisinga kelig ras su tikimybe 0,2. Psichologas teigia, kad pelé atminties neturi, jei tei-
singg kelig randa ne daugiau kaip 2 pelés i§ 6 peliy. Suformuluokite uzdavinj hipoteziy
tikrinimo terminais. Kokia psichologo taikomo kriterijaus kritiné sritis? Koks Sio kriteri-
jaus reik§mingumo lygmuo? Apskaiciuokite kriterijaus galia, kai p = 0,4, 0,6, 0,8, 1,0.

1.3.2. Gaminant tam tikra chemikala, pageidautina, kad vartojamo vandens turio
vienete buty vidutinigkai ne daugiau kaip mg bakterijy. Nuo per didelés jy koncentracijos
apsisaugoma taip: imama n vienodo turio V' vandens pavyzdziy, kiekvieno i§ ty pavyzdziy
vanduo supilamas | kolba su maitinamaja terpe. Jeigu pavyzdzio vanduo uZterstas (t.y.
jame yra nors viena bakterija), tai bakterijy kolonija plésis ir buves skaidrus tirpalas
susidrums.

Vanduo laikomas pakankamai §variu ir vartojamas gamyboje, jeigu kolby su susidrum-
stusiu vandeniu skai¢ius X ne didesnis uz skaiciy ¢. PrieSingu atveju vanduo valomas.
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Tegu:
a)me=1,V=1n=10,t=T,
b)ymo=1, V=2 n=8,t=".

Suformuluokite uzdavinj hipotezés tikrinimo terminais ir apskai¢iuokite pirmosios
rusies klaidos tikimybe.

Nurodymas. Vandens turj, i§ kurio imami pavyzdziai, laikykite daug karty didesnj uz
pavyzdzio turj. Tiksliau kalbant, bakterijy skai¢iaus pasiskirstymg turyje V' aproksimuo-
kite Puasono skirstiniu.

1.3.3. Sékly pirkéjas ir pardavéjas susitaré, kad sékly partijos kaing nustatys po
bandymo. I§ partijos buvo paimta 250 sékly ir paséta. Tegu X yra i§ 250 sékly iSaugusiy
augaly, turinéiy tam tikry savybiy, skaiéius. Jeigu X < 25, tai nusprendziama, kad sékly
partijos kaina bus pripazinta normalia; prieSingu atveju sékly partijos kaina sumazinama.
Kiek procenty sekly turi turéti minétas savybes, kad tikimybé, jog partijos kaina bus
normali, buty lygi (apytiksliai) 0,957

1.3.4. Parduodant elektros lempuciy partijas (N = 10000) atlickama atrankiné kon-
trolé: atsitiktinai negrazinant atrenkama n lempuciy ir nustatomas defektiniy lempuciy
skaicius X; jeigu X < d, partija pripazjstama gera, priefingu atveju — defektine. Sufor-
muluokite uzdavinj hipoteziy tikrinimo terminais. Nurodykite kriterijaus kritine sritj.

1.3.5.( I.3.4 pratimo tesinys). Tarkime, pirkéjui nepriimtina, jei defektuoty lempudciy
procentas ne mazesnis uz 10; jis reikalauja, kad partija buty atmesta su tikimybe 0,95,
jeigu joje defektuoty lempudiy yra 10 procenty. Pardavéjas jsitikines, kad defektuoty
lempuciy procentas ne didesnis uz 5. Jis nori, kad kiekviena karta, kai defektuoty
lempuciy yra 5 procentai, partija buty priimama su tikimybe 0,9. Pasiulykite kriterijy,
kuris tenkinty ir pirkéja, ir pardavéja.

1.3.6. Nustatyta, kad gamyklos produkcijoje vidutiniskai yra 5 procentai broko.
Per pamaing pagaminama 500 gaminiy. Atliekant kontrole nustatomas per pamaing
pagaminty defektiniy gaminiy skaic¢ius X. Jeigu X jgyja didele reikSme, tai daroma
isvada, kad gamybos procesas sutriko. Suformuluokite uzdavinj hipoteziy tikrinimo ter-
minais.

1.3.7. (1.3.6 pratimo tesinys). a) Nurodykite riba, kuria defektiniy gaminiy skaiius
virSija su tikimybe, ne didesne uz 0,01, kai defektinio gaminio pagaminimo tikimybé
lygi 0,05. Apskai¢iuokite tikimybe, kad ta ribg virSys defektiniy gaminiy skaicius, kai
defektinio gaminio pagaminimo tikimybé lygi 0,08; 0,10; 0,12. b) Nurodykite kontroline
ribg ir minétas tikimybes, jei tikrinama tik 50 atsitiktinai paimty gaminiy.

1.3.8. Tegu paprastoji imtis X = (Xy,..., X,,)T gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?),
o 7inomas. a) Tikriname hipoteze H : u = pg, kai alternatyva yra Hy : u > po arba
Hy : ji < po. Suformuluokite kriterijus remdamiesi pasikliovimo intervalais (zr. [2], 4.5
skyrelj); suformuluokite kriterijus P reik§miy terminais (zr. [2], 4.1.2 skyrelj).

b) Tikriname hipoteze H : u = po, kai alternatyva yra Hy : pu # po. Suformuluokite
kriterijy remdamiesi pasikliovimo intervalais; suformuluokite kriterijy P reik8miy termi-
nais.



L.3. Parametriniy hipoteziy tikrinimas 117

1.3.2. Neimano ir Pirsono lema

1.3.9. Tegu X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
Seimai P = {f(z;60),0 = 0,0 = 61}; ¢ia tankio funkcija f(z;0) = Oexp{—0z},z > 0.
Raskite galingiausig hipotezés H : § = 0, kai alternatyva yra H : § = 6, tikrinimo
kriterijy (reiksmingumo lygmuo lygus «). Apskaiciuokite rastojo kriterijaus galig.

1.3.10. Tegu X yra atsitiktinis dydis, kurio skirstinys priklauso Kosi skirstiniy Seimai
P ={f(x;0),0 =0,0 =1}; ¢ia

1 1

f(z; 0) = ;m,

—00 < x < 00.
Raskite galingiausig kriterijy hipotezei H : § = 0, kai alternatyva H : # = 1, tikrinti.
Imties didumas n = 1.

I.3.11. Raskite galingiausig kriterijy hipotezei H, kad a.d. X yra pasiskirstes pagal
standartinj normalyjj skirstinj N (0, 1), esant alternatyvai H, kad a.d. X skirstinys yra:

a) Laplaso, kurio tankis
1

Ze X
3¢

, —00 < X < 00;

b) tolygus intervale (—¢, d), tikrinti. Imties didumas lygus 1.

1.3.12. Paprastosios imties realizacija yra —0,260; —0,114; —0,325; 0,196; —0, 174.
Sudarykite galingiausiajj kriterijy hipotezei H: stebimo a. d. skirstinys yra normalusis
N(0, 0,025), esant alternatyvai H : stebimo a.d. skirstinys yra tolygusis U(—0,5, 0,5),
tikrinti. Ar atmetama hipotezé H pagal turima realizacija, jei reik§mingumo lygmuo
a=0,17

1.3.13. Pagal paprastaja didumo n imtj raskite galingiausiajj kriterijy hipotezei H:
stebimo a.d. skirstinys N(0, 1), esant alternatyvai H: stebimo a. d. skirstinys yra
N(1, 1), tikrinti. Koks turéty buti maZiausias imties didumas n, kad abiejy rasiy klaidy
tikimybés nevirgyty 0,017

1.3.14. Yra n = 1 didumo imtis atsitiktinio dydzio X ~ P(A), turinio Puasono
skirstinj. Tikrinama hipotezé H : A = )¢, kai alternatyva H : A = )\;. Raskite galingiau-
siojo kriterijaus galia, kai Ag = 0,1,A\1 = 0,2; Ag = 1, A1 = 2; A\g = 10, A\; = 20; A\g =
0,1, A1 = 0,4, o kriterijaus reikdmingumo lygmuo o = 0, 1.

1.3.15. Imties X skirstinys priklauso Seimai P = {fo(x), 6 = 1, 2}. Tikrinama
paprastoji hipotezé H : § = 1, esant paprastajai alternatyvai H : 6 = 2. Tegu 7 igyja
reikime 1, jeigu priimta hipotezé H, reiksme 2, jeigu priimta alternatyva H, ir reik§me
0, jeigu atsisakoma sprendimo, kuri i§ hipoteziy teisinga. Pazymékime

ei(x) =P{n=iX ==}, i=1,2, 0
0 <gi(z) <15 pi(x) + p2(z) + po(x) = 1.
Pirmosios ir antrosios rusies klaidy tikimybés yra
a1y = P{n=1|0 = 2} = E(p1(X)|0 = 2), as1 = P{n = 2|0 = 1} = E(p2(X)|0 = 1).

Raskite kriterijy (t.y. raskite funkcijas ¢;(X), ¢ = 1, 2, 0), tenkinantj salygas
a2 < a, ag; < f ir minimizuojant tikimybes

a02 = P{y = 06 = 2} = E(¢0(X)|6 = 2), o1 = P{n= 06 = 1} = E(pe(X)[6 = 1).
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1.3.16. (I1.3.15 pratimo tesinys). Tegu apriorinés hipoteziy H ir H tikimybés yra w;
ir wy (w1 +wg = 1) ir foy ir B12 — aposteriorinés tikimybés:

Qp2W2

=P{0=2n=1} = ’
Ba1 = P{ In=1} a1aws + (1 — agp — agy )wy

Q21Wq

aziwr + (1 — ap2 — aq2)ws

P2 =P{0 =1n =2} =

Raskite kriterijy, tenkinantj salygas fB21 < ba, B12 < by ir minimizuojantj tikimybes
o1, (X02-

1.3.17. Tegu Hy ir H; yra paprastosios hipotezés ir reiksmingumo lygmuo « € (0, 1).
Be to, ¢. yra tolygiai galingiausias « lygmens kriterijus hipotezei Hy, kai alternatyva yra
H,, tikrinti, o kriterijaus galia § < 1, kai H; teisinga. Irodykite, kad 1 — ¢, yra tolygiai
galingiausias 1 — § lygmens kriterijus hipotezei Hy, kai alternatyva yra Hy, tikrinti.

1.3.18. Tegu X yra vienetiné imtis i§ skirstinio, kurio tankio funkcija lygi fy(z).
Raskite galingiausia lygmens « € (0, 1/2) kriterijy hipotezei Hy : 8 = 6, kai alternatyva
yra Hy : 8 = 61, tikrinti tokiais atvejais:

a) fo(r) =2072(0 —x), 0 <z <0, 0 <0

b) fo(x)=2[0z+(1-6)(1—2)],0<2x<1,0<6; <6y <1

¢) foo(x) = 4xl(0,1/2)(x) + 4(1 — @)L (1/2,1) (@) ir fo, (x) = L(0, 1) ().

1.3.19. Tegu X3, ..., X, nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., kuriy tankio funk-
cija fp(x). Raskite galingiausia lygmens « kriterijy hipotezei Hy : 8 = 0y, kai alternatyva
yra Hy : 8 = 0y, tikrinti tokiais atvejais:

a) folx) =e 9 0 < x < o0, Oy < 0y

b) fo(z) = 0272, 6 < x < o0, Oy > 0.

1.3.20. Imtis X = (Xy,...,X,,)7 gauta stebint Bernulio a.d. B(1,p). Sudarykite
kriterijy hipotezei H : p = 0, kai alternatyva yra H : p = 0,01, tikrinti. Raskite
maziausiajj imties diduma n, kad pirmosios ir antrosios rusies klaidy tikimybés nevirs§yty
0,01.

1.3.3. Skirstiniai, priklausantys nuo vieno parametro

1.3.21. Tegu X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u,02), —co < u <
00, 0 0 < ¢ — zinomas. a) Raskite reik§mingumo lygmens « hipotezés H : u = puo, kai
alternatyvos yra Hy : g > pg arba Ho : pu < pg, tikrinimo TG kriterijus ir jy galios
funkcijas. b) Raskite TGN kriterijy, kai alternatyva dvipusé Hs : g # o, ir jo galios
funkcija.

1.3.22. (I.8.21 pratimo tesinys). Suformuluokite I.3.21 pratime gautus kriterijus
pasikliovimo intervaly terminais.

1.3.23. (1.3.21 pratimo tesinys). Suformuluokite I.3.21 pratime gautus kriterijus P
reiksmiy terminais.

1.3.24. (I.3.21 pratimo tesinys). Remiantis tuo, kad kriterijy galios funkcijos priklau-
so ne tik nuo skirtumo p — g, bet ir nuo imties didumo n, iSspreskite tokj eksperimento
planavimo uzdavinj. Tikrinama hipotezé H : pu = po, kai alternatyva yra Hy : o > po.
a) Raskite tokj imties diduma n, kad hipotezé H buty priimama su tikimybe, ne didesne
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uz o/, kai u > p' > po. b) Raskite imties diduma, kai o = 0,05;0’ = 0,01;02% = 4; ' =
o +0,5.

1.3.25. Tegu X = (X1,...,X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u,02), 0 <
o, o vidurkis p Zinomas. a) Raskite reik§mingumo lygmens o hipotezés H : 0% =
o2, kai alternatyvos yra H; : 02 > o2 arba Hs : 0? < o2, tikrinimo TG kriterijus ir
ju galios funkcijas. b) Raskite TGN kriterijy, kai alternatyva dvipusé¢ Hs : o2 # o2.
c) Dvipusés alternatyvos atveju suformuluokite paslinkta, taciau paprasciau randama
simetriska kriterijy.

1.3.26. (I.3.25 pratimo tesinys). Dvipusés alternatyvos atveju palyginkite TGN ir
simetrigko kriterijaus galia, kai n = 10;20;50 ir A\ = 02/03 = 0,5;0,75;1;1,25;1,5, o
kriterijaus reik§mingumo lygmuo o = 0, 05.

1.3.27. (I.3.25 pratimo tesinys). Suformuluokite 1.3.25 pratime gautus kriterijus
a) pasikliovimo intervaly terminais; b) P reik§miy terminais.

1.3.28. (1.3.25 pratimo tesinys). Reik§mingumo lygmens o = 0,05 kriterijumi tikri-
nama hipotezé H : 0? = o2, kai alternatyva yra H; : 0> > o2. Raskite tokj imties
diduma n, kad hipotezé H buty atmetama su tikimybe, ne mazesne uz 0,9, kai tikroji
parametro o2 tenkina nelygybe o2 > 1,503.

1.3.29. Tegu X = (Xi,...,X,)T yra paprastoji imtis a.d. X, turintis Reléjaus
skirstinj (Zzr. 1 priedo 1P1 lentele) su parametru o > 0. Raskite TG arba TGN kriterijus
hipotezei H : 02 = o tikrinti vienpusiy ir dvipusés alternatyvy atvejais.

1.3.30. Tegu X = (Xi,...,X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, turintj Maksvelo
skirstinj (Zzr. 1 priedo 1P1 lentele) su parametru o > 0. Raskite TG arba TGN kriterijus
hipotezei H : 02 = o tikrinti vienpusiy ir dvipusés alternatyvy atvejais.

1.3.31. Tarkime, imties X, ..., X,, elementai yra n.a.d., turintys gama skirstinius
X; ~ G\ n), 0 < A\ 0n,..., Ny Zinomi, n; + ... + 1, = 1. a) Raskite reik§mingumo
lygmens « hipotezés H : A\ = )g, kai alternatyvos yra H; : A > Ao arba Hy : A\ <
Mo, TG kriterijus. b) Raskite TGN kriterijy, kai alternatyva dvipusé Hs : A # Ag.
c) Dvipusés alternatyvos atveju suformuluokite paslinkta, taciau paprastiau randama
simetriska kriterijy.

1.3.32. Tarkime, paprastoji imtis X7, ..., X,, gauta stebint a.d. X ~ P(N\), 0 < .
a) Raskite reiksmingumo lygmens « TG kriterijus hipotezei H : A = A, kai alternatyvos
yra Hy : A > Ao arba Hy : A < A\g. b) Remdamiesi [2], 4.1.3 pastaba suformuluokite
nerandomizuotus kriterijus.

~ L1.3.33. (I.3.32 pratimo tesinys). a) Raskite TGN kriterijy dvipusés alternatyvos
Hs : X\ # Ao atveju. b) Suformuluokite simetriska kriterijy atsisakius randomizacijos.

1.3.34. (1.3.32 pratimo tesinys). Tarkime, pagal didumo n = 40 paprastaja imtj
gauta parametro A NMD jvertinio realizacija A = 2,0. Reik§mingumo lygmens a = 0,05
kriterijumi patikrinkite hipoteze H : A > 2,5, kai alternatyva yra Hy : A < 2,5.

1.3.35. Tarkime, paprastoji imtis X, ..., X, gauta stebint Bernulioa.d. X ~ B(1, p),
0<p<l. a) Raskite reikSmingumo lygmens o TG kriterijus hipotezei H : p = po, kai
alternatyvos yra Hj : p > po arba Hs : p < pg, tikrinti ir TGN kriterijy, kai alternatyva
dvipusé. b) Suformuluokite nerandomizuotus ir simetriskus kriterijus.

1.3.36. Tegu X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys pri-
klauso Bernulio skirstiniy Seimai P = {B(1, p), 0 < p < 1}. Reikia patikrinti hipoteze
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H : p < po, kai alternatyva yra H : p > po. Raskite TG kriterijaus galios 8(p) reikdmes
taskuose p = 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, kai n = 6, py = 0,25 ir kriterijaus reik§mingumo
lygmuo o = 0,05; 0,1; 0,2. Naudodami nerandomizuota kriterijy raskite minimaly
imties diduma n, kad kriterijaus galia 5(p) tenkinty nelygybe B(p) > 0,9, kai p > py,
ir: a) po =0,2, pp = 0,4; b) pg = 0,02, p; = 0,04, o kriterijaus reik§mingumo lygmuo
a=0,1.

1.3.37. Eksperimentais nustatyta, kad gamykla pagamina vidutiniskai 5 procen-
tus defektinés produkcijos. IS 50 atsitiktinai paimty gaminiy 6 gaminiai buvo defek-
tuoti. Patikrinkite prielaida, kad defektuoty gaminiy procentas padidéjo. Kriterijaus
reik§mingumo lygmuo o = 0, 05.

1.3.38. Tegu X1, ..., X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste Bernulio a.d.
B(1,p). Raskite « lygmens TGN kriterijy hipotezei Hy : p = po, kai alternatyva yra
Hy : p # py, tikrinti, kai

a)n=10,a=0,1ir po =0,2;

b) n =10, « = 0,05 ir po = 0,4.

1.3.39. Tegu X yra a.d., turintis geometrinj skirstinj. Raskite « lygmens TGN
kriterijy hipotezei Hy : p = pp, kai alternatyva yra Hy : p # po, tikrinti.

1.3.40. Tegu X = (Xi,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys pri-
klauso tolygiyjy skirstiniy seimai P = {U(0, ), 0 < 8 < oo}. Raskite TG kriterijus
hipotezei H : 6 = 0y, esant vienpuséms ir dvipusei alternatyvoms, tikrinti.

1.3.41. Tegu X = (Xi,...,X,,)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys
priklauso eksponentiniy skirstiniy Seimai P = {f(z, u, 0),—0c0 < p < 00, 0 < 0 < 00};
¢ia tankis

flx; p, o) = oe 7@ < op < oo

Raskite TG kriterijy hipotezéms

a) H : 0 = 09, kai p Zinomas;

b) H : pu = po, kai o Zinomas,
esant vienpuséms alternatyvoms, tikrinti.

1.3.42. Tegu Xi,...,X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., kuriy tankio
funkcija fo(z), 8 € ® C R. Raskite tolygiai galingiausia « lygmens kriterijy hipotezei

10 < O, kai alternatyva yra H; : 6 > 0, tikrinti tokiais atvejais:

a) folz) =071/ 0 <x < o0, 0>0;

b) fo(x )*0:39 ! 0<x<1 6> 0;

c) fo yra N(l 9) sklrstlmo tankio funkcija;

d) fo(x) =0 cxtte= /D" 0 < x < 00, 6 > 0; &a c > 0 — zinomas.

1.3.43. Tegu Xi,..., X, yranepriklausomi vienodai pasiskirste a. d., turintys tolyguji
skirstinj U (6,0 + 1), 0 € R. Tegu n > 2.

a) Raskite bendra X () ir X, skirstinj.

b) Tegu tikrinant hipoteze H : 6 = 6y taikomas toks kriterijus: hipotezé H priimama,
kai X(,) —1 < < X(1). Koks 8io kriterijaus reikimingumo lygmuo?

c¢) Raskite p. b) pateikto kriterijaus galia, kai 6 > 6.

d) Raskite imties diduma, kad p. b) apibréztas kriterijus atmesty hipoteze H su
tikimybe, ne mazesne uz 0,99, jei tikroji parametro € reikSmé tenkina nelygybe 6 >
6o +0,1.
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1.3.44. Tegu X = (Xy,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, turincio
diskretyji tolyguji skirstinj, sukoncentruotg taskuose 0, 1, ..., 6, kai nezinomas § = 1, 2, ...
a) Tegu tikrinama hipotezé Hy : 8 < 0y, kai alternatyva yra Hy : 6 > 6y. Irodykite,
kad
_ 1, X(n) > 00,
o (X) ‘{ o, X <00

yra a lygmens TG kriterijus.
b) Tegu tikrinama hipotezé Hy : 6 = 6y, kai alternatyva yra Hy : 6 # 6y. Irodykite,
kad
1, X(n) > 6 arbaX(n) < 90041/",
0, prieSingu atveju

o= {

yra a lygmens TG kriterijus.

c) Irodykite, kad a) ir b) punktai islieka teisingi, diskretyjj tolyguji skirstinj pakeitus
tolygiuoju skirstiniu U(0,6), § > 0.

1.3.45. Irodykite, kad Sios §eimos turi monotoninj tikétinumo santykj:

a) Laplaso skirstiniy Seima {L(u, )}, kai 6 Zinomas;

b) paslinktyjy eksponentiniy skirstiniy Seima {£(0, ¢)}, kai ¢ Zinomas;

¢) logistiniy skirstiniy Seima {LG(¢,¢)}, kai ¢ Zinomas;

d) tolygiujy skirstiniy geima {U (0,0 + 1)};

e) hipergeometriniy skirstiniy 8eima {H (N, M,n)}, kai n ir N zinomi.

1.3.46. rodykite, kad Seima {fp : 0 € R}, kai fp(z) = c(0)h(z), a(0) < x < b(#), turi
monotoninj tikétinumo santykj; ¢ia h(x) yra pagal Lebego mata integruojama teigiama
funkcija, a(6 < b(0) yra nemazéjancios 6 funkcijos.

1.3.47. Tegu X turi vienparametrj eksponentinio tipo skirstinj. Irodykite, kad TG
kriterijus, kai alternatyvos dvipusés, neegzistuoja.

1.3.48. Paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)T gauta stebint a.d. X ~ N(u, ku), p >
0, k — Zinoma teigiama konstanta. Sudarykite kriterijy hipotezei H : u = po, kai alter-
natyva yra H : p > pg, tikrinti. Tare, kad n didelis, raskite apytiksles kritinés srities ir
galios funkcijos israigkas.

1.3.49. (I.3.48 pratimo tesinys.) Tare, kad Zinomas tik vidurkis X, raskite TG
kriterijy hipotezei H : p = po, kai alternatyva yra H : u > po, tikrinti, grindziama
statistika X. Raskite kriterijaus galios funkcija.

1.3.50. Atsitiktinis dydis X jgyja sveikasias neneigiamas reikSmes ir jo pasiskirstymo
funkcija

F|f)=Pg{X <z}=1-p5°0<p8<1,2=0,1,2,..

Raskite kriterijy hipotezei H : B = f, kai alternatyva yra H : 3 > By, tikrinti.

1.3.4. Skirstiniai, priklausantys nuo keleto parametry

1.3.51. Tegu X = (Xi,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u,02),—00 <
p < o0, 0 < o, kai abu parametrai nezinomi. Raskite reiksmingumo lygmens o hipotezés
H : j = po, kai alternatyvos yra Hy : p > po arba Hy @ o < po, tikrinimo TGN kriterijus.

1.3.52. (I.3.51 pratimo tesinys). Raskite reikmingumo lygmens o TGN kriterijy
tikrindami hipoteze H : . = pg, kai alternatyva dvipusé Hs : u # pg.
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1.3.53. (I.3.51 pratimo tesinys). Raskite reik§mingumo lygmens o TGN kriterijy
tikrindami hipoteze H : 0% = o2, kai alternatyvos vienpusés

.52 2 7. 52 2
Hy:0° >0y arba Hy:0” < 0.

1.3.54. (I.3.51 pratimo tesinys). Raskite reikSmingumo lygmens o TGN kriterijy
tikrindami hipoteze H : 0% = 02, kai alternatyva dvipusé H3 : 02 # o2.

1.3.55. Remiantis didumo n imtimi, tikrinama hipotezé H : u = 0 apie normaliojo
skirstinio vidurkio reikdme, esant alternatyvai H; : u > 0 arba alternatyvai Hz : pu # 0,
kai o nezinomas. Irodykite, kad kriterijaus galia yra didéjanti p/o funkcija, kai alter-
natyva yra Hy, ir didéjanti |u|/o funkcija, kai alternatyva yra Hs.

1.3.56. (I.3.55 pratimo tesinys). Irodykite, kad kriterijus, kurio reik§mingumo lyg-
muo yra « ir kurio galia, esant visoms alternatyvoms {(u, o) : g > py > 0}, yra ne
mazesné uz 3, 8 > «, neegzistuoja.

1.3.57. (1.3.55 pratimo tesinys). Kai alternatyva yra Hj, Stjudento kriterijaus
galia palyginkite su atitinkamo kriterijaus, kai o zinomas, galia, jei n = 5; 10; 15 ir
w/o=0,8;1,0; 1,2 (kriterijy reik§mingumo lygmuo a = 0,05).

1.3.58. Tegu X1, X, ..., X,, yra nepriklausomi normalieji atsitiktiniai dydziai X; ~
N(ui,0%), i = 1,...,8 ir X; ~ N(0, 0%), i = s+ 1,...,n; ¢ia —00 < p; < 00, i =
1,...,8 0 < o < co. Raskite TGN kriterijus hipotezei H : u; = p, esant vienpuséms ir
dvipusei alternatyvoms, tikrinti.

1.3.59. Tegu X; = By + B1(t; — t) + &;; ¢ia t; yra fiksuotos konstantos (ne visos
vienodos), t = >, t;/n, €; yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a. d., turintys normalyjj
skirstinj N(0,02), Bo, B1 ir 02 yra nezinomi parametrai. Raskite o lygmens TGN kriterijy
hipotezéms tikrinti:

a) Hy : Bo < b, kai alternatyva H; : By > 0p;

) Ho : Bo = by, kai alternatyva Hj : By # 0o;
c) Hy : 81 < 6, kai alternatyva Hy : 81 > 0p;
d) Hy: 61 = 90, kai alternatyva Hy: ,81 7é 90.

1.3.60. Tegu X;,..., X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., turintys gama
skirstinj G(A,n) su nezinomais A ir 7.

a) Irodykite, kad tikrinant hipoteze Hp : v < 7o, kai alternatyva yra Hy : v > 7o,
TGN kriterijus atmeta Hy, kai [[;—, X; > g(X); ¢ia g — tam tikra reali funkcija.

b) Irodykite, kad tikrinant hipoteze Hy : n < 1o, kai alternatyva yra Hy : n > 1o,
TGN kriterijus atmeta Ho, kai X > h ([];_, X;); ¢ia h — tam tikra reali funkcija.

1.3.61. Tarkime, X = (X1,...,X,)T ir Y = (Y1,...,Y,,)T yra nepriklausomos pa-
prastosios imtys, gautos stebint n.a.d. X ~ N(uj,0%) it Y ~ N(ug2,03). Raskite
reik§mingumo lygmens o TGN kriterijus tikrindami hipoteze H : 1 — po = o su vien-
pusémis ir dvipuse alternatyvomis, kai dispersijos yra Zinomos 0% = 0%, 0% = 03,.

=3

1.3.62. (I.3.61 pratimo tesinys). Raskite reiksmingumo lygmens a@ TGN kriterijus

tikrindami hipoteze H : py — ps = Bo su vienpusémis ir dvipuse alternatyvomis, kai
dispersijos yra lygios 0} = 03 = o2.
1.3.63. (I.3.61 pratimo tesinys). Raskite reiksmingumo lygmens a@ TGN kriterijus

tikrindami hipoteze H : 0 = 03 su vienpusémis ir dvipuse alternatyvomis.
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1.3.64. Tarkime, (X;,Y;)7,i = 1,...,n, yra paprastoji imtis a. v. (X,Y)? ~ Ny(u, %),
n = (/Ll,,ug)T, Y= [(Tij]QXQ,Ull = 0—%7022 = 03,012 = po102. Raskite TGN reikSmin-
gumo lygmens « kriterijus a.d. X ir Y nepriklausomumo hipotezei H : p = 0 tikrinti
vienpusiy ir dvipusés alternatyvy atvejais.

1.3.65. (I.3.64 pratimo tesinys). a) Raskite reikSmingumo lygmens « tikétinumy
santykio kriterijy hipotezei H : p = po # 0 tikrinti, kai alternatyva Hs : p # po, b)
Pasitlykite paprasGiau randama simetriska kriterijy. c) Pateikite kriterijus vienpusiy
alternatyvy atvejais.

1.3.66. (1.3.64 pratimo tesinys). Raskite reik§mingumo lygmens « apytikslius kri-
terijus hipotezei H : p = pg # 0 tikrinti vienpusiy ir dvipusés alternatyvy atvejais
naudodami FiSerio dispersijy stabilizuojanc¢ia transformacija.

1.3.67. (I.3.64 pratimo tesinys). Raskite reiksmingumo lygmens « kriterijus hipo-
tezel H : pp = po = By tikrinti vienpusiy ir dvipusés alternatyvy atvejais.

1.3.68. Tarkime, paprastosios imtys X = (X1, ..., X,,)T ir Y = (Y1,..., ;)T gautos
stebint n.a.d. X ~ P(A1) ir Y ~ P(A2). Raskite reik§mingumo lygmens a TGN
kriterijus hipotezei H : A1 /Ao = ¢p tikrinti vienpusiy ir dvipusés alternatyvy atvejais.

1.3.69. (1.3.68 pratimo tesinys). Per pirmaja ir antraja valandas j komutatoriy buvo
kreiptasi atitinkamai 15 ir 13 karty. Kita diena per 5 valandas buvo kreiptasi 45 kartus.
Tarus, kad iskvietimy skai¢iai pasiskirste pagal Puasono désnj su parametru A (vidutinis
iskvietimy skai¢ius per valanda), reikia patikrinti, ar iSkvietimy intensyvumas nepakito
(kriterijaus reiksmingumo lygmuo a = 0,05).

1.3.70. Tegu X; ir X, yra nepriklausomi a.d., turintys Puasono skirstinius P(A;) ir
P(A2).

a) Raskite a lygmens TGN kriteriju hipotezei Hy : Ay > Ao, kai alternatyva yra
Hi: )\ < )\2, tikrinti.

b) Apskai¢iuokite punkte a) gauto kriterijaus galia, kai « = 0,1, (A1, A2) = (0,1, 0,2);
(1, 2); (10, 20); (0,1, 0,4).

1.3.71. Tarkime, paprastosios imtys X = (X1,..., X,,)7 ir Y = (Y1,...,Y,,)T gautos
stebint n.a.d. X ~ B(1,p;) ir Y ~ B(1,p2)). Raskite reik§mingumo lygmens o« TGN
kriterijus hipotezei H : p; = po tikrinti vienpusiy ir dvipusés alternatyvy atvejais.

1.3.72. (1.3.71 pratimo tesinys). Vienos brigados 20 darbininky buvo paskiepyti
nuo gripo, per 6 ménesius i§ jy susirgo 6 darbininkai. Tos pacios brigados 5 darbininkai
skiepytis atsisake, 4 i jy susirgo per tg patj 6 ménesiy laikotarpj. Ar galima daryti i§vada
apie teigiama priesgripinio serumo poveikj?

1.3.73. Tegu X = Xi1,..., X1, ir Xo = Xo1,...,Xop, yra dvi nepriklausomos
imtys vienodai pasiskirs¢iusiy n.a.d., turin¢iy atitinkamai gama skirstinius I'(6y,~1) ir
F(eg, ’}/2)

Tegu 71 ir 72 zinomi. Irodykite, kad, tikrinant hipoteze Hy : 6; < 05, kai alternatyva
yra Hy : 61 > 0o, ir hipoteze Hy : 61 = 0o, kai alternatyva H; : 01 # 05, egzistuoja TGN
kriterijai, kuriy statistiky skirstiniai iSreiskiami beta skirstiniais.

1.3.74. Tegu (X;,Y;)?,i = 1,...,n, yra paprastoji atsitiktiné imtis dvimacio nor-
maliojo a.v. (X, V)T ~ Nop(p, %), p = (u1, p2)’, —0o < pr,pe < 0o, ¥ =
[O’Z‘j]gxg,du = 0‘%7 099 = O'SJ 012 = 091 = p0'10'2: 0< oy, o0 <0, —1 f p < 1.7

Be tO, 511 = Zz(Xl - X)Q, 522 = 21(}/2 - Y)2 ir 512 = Zz(XZ - X)(K - Y)
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a) Irodykite, kad TGN kriterijus hipotezei Hy : o2/01 = Ao, kai alternatyva yra
Hy :09/01 # Ay, tikrinti atmeta Hyp, kai

R=1|A%S1 — Szz\/\/(A%Su + S29)% — 4A5ST, > c.

b) Raskite R i§ a) punkto skirstinj, kai o2/01 = Ay.
c) Tegu o1 = o9. Irodykite, kad TGN kriterijus hipotezei Hy : p; = uo, kai alter-
natyva yra Hy : p1 # o, tikrinti atmeta Hy, kai

V:‘X27X1|/ S%+SQ2*2512>C.

d) Raskite punkto ¢) a.d. V skirstinj, kai g3 = ps.

1.3.75. Tegu Xi,...,X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., turintys pa-
slinktajj eksponentinj skirstinj £(a, ) su nezinomais a ir 6.

a) Irodykite, kad tikrinant Hy : 6 = 1, kai alternatyva yra Hy : 8 # 1, a lygmens TGN
kriterijus atmeta Ho, kai V < ¢y artba V > cp; ia V =23"" [ (X;—X(1)) = 2n(X — X (1),
o ¢; apibrézti taip:

/C2 f(z|]2n — 2)dx = /02 f(z]2n)dx =1 — «,

f(x|v) yra x? skirstinio su v laisvés laipsniy tankio funkcija.

b) Irodykite, kad, tikrinant hipoteze Hy : a = 0, kai alternatyva yra H; : a # 0,
lygmens a TGN kriterijus atmeta Ho, kai X(1) < 0 arba 2nX()/V > ¢(n — 1); &a c
randamas i§ lygties

(n— 1)/00(1—1—1))_"(1@ =1—-a.

1.3.5. Hipoteziy tikrinimas, kai imtys didelés

1.3.76. Tegu X1, ..., Xin,, ¢ =1,...,k, n; > 2, yra k paprastyjy nepriklausomy im¢iy
eksponentiniy a.d. X1, ..., X, kuriy tikimybiniai tankiai yra

—0; .
x hOi<z<oo,i=1,..k;

1
— exp{—
o; { i
Gla0<o; <oo, —00<b; <+o00, i=1,... k.
Raskite tikétinumy santykj, kai tikrinama hipotezé: a) Hy : 61 = 0y = ... = O;
b) Hy : 01 = ... =o0y; ¢) Hs: 01 = ... = 0, kai visi o; yra lygus.
1.3.77. Tegu X = (X1,...,X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u,0?), —0o <
u < 400, 0 < o < 4o00. Irodykite, kad: a) tikétinumy santykio kriterijus hipotezei
H : p = py tikrinti yra ekvivalentus Stjudento kriterijui; b) tikétinumy santykio kriterijus
hipotezei H : 0% = o tikrinti yra ekvivalentus y? kriterijui.
1.3.78. Tegu (Xui4,..., Xzi)', i = 1,...,n, yra imtis vektoriaus (X1, ..., Xz)?, kurio
skirstinys priklauso polinominiy skirstiniy $eimai {Py(1, m)}; ¢ia ® = (71,...,m) yra
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k-matis vektorius, kurio koordinatés tenkina salygas 0 < m; < 1, m + ... + 1 = 1.
Irodykite, kad tikétinumy santykis hipotezei H : my = 79, ..., 7 = 7r2 tikrinti yra

()

1.3.79. (I.3.78 pratimo tesinys). Irodykite, kad statistiky —2InA ir > (V; —
nmd)?/nr? skirstiniai, kai hipotezé H yra teisinga, silpnai konverguoja j x? skirstinj
su k — 1 laisvés laipsniy.

1.3.80. Tegu X = (X1,..., X,,)T ir Y = (Y1, ..., Y;,)T yra nepriklausomos paprastosios
a.d. X ~ N(uj,o0?)ir Y ~ N(ug,03) imtys. Irodykite, kad: a) tikétinumy santykio
kriterijus hipotezei H : u; = po, kai alternatyva yra H : 1 # o, tikrinti, kai 0? = 032,
yra ekvivalentus Stjudento kriterijui; b) tikétinumy santykio kriterijus hipotezei H : 02 =
02, kai alternatyva yra H : 02 # o2, tikrinti ekvivalentus Figerio kriterijui.

1.3.81. Tegu (X;1,..., Xin,)%, i = 1,...,k, yra k paprastyjy nepriklausomy iméiy,
gauty stebint normaliuosius a.d. X; ~ N(u;, o?). Irodykite, kad tikétinumy santykio
kriterijus hipotezei H : pu; = ... = py tikrinti, kai 07 = ... = o7, yra ekvivalentus
kriterijui, grindziamam statistika

(n—k)Yr  ni(X — X)?
Y S (X — X0 )?

kurios skirstinys, kai H teisinga, yra Figerio F'(k, n — k), n =nq + ... + ng,

Uz

5. _iZX,. X_lzk:n,j(,
z.—ni] i —ni=1 IRAY D

j—1

1.3.82. Tegu (Xi,..., Xp,)T ir (Y1,...,Y,,)T yra paprastosios nepriklausomos imtys
a.d. X ~B(1,p1), 0<p; <1,ir Y ~ B(1,p2), 0 < pa < 1. Raskite tikétinumy santykj
A hipotezei H : p; = po tikrinti ir jrodykite, kad —21In A 4 x2(1), kai ny, ny — oo, ir H
yra teisinga.

1.3.83. Apibendrinkite 1.3.82 pratimg ir jo sprendima tuo atveju, kai im¢iy skaicius
didesnis uz 2.

1.3.84. Tegu (Xi,...,X,,)T ir (Y1,...,Y,,)T yra paprastosios nepriklausomos imtys
a.d. X ~P(A), 0< A <o0,irY ~P(A2), 0 < Ay < co. Raskite tikétinumy santykj
A hipotezei H : Ay = Xy tikrinti ir jrodykite, kad —21n A LA x2(1), kai ny, no — oo, ir H
yra teisinga.

1.3.85. Apibendrinkite I.3.84 pratima tuo atveju, kai im¢iy skai¢ius didesnis uz 2.

1.3.86. Tegu (Xi,...,X,,)T ir (Y1,...,Y,,)T yra paprastosios nepriklausomos imtys
a.d. X ir Y, turinéiy eksponentinius skirstinius X ~ &(1/61) ir Y ~ £(1/62), 0 <
01, 62 < oo. Raskite statistikos X /Y skirstinj. [rodykite, kad tikétinumy santykio
hopotezei H : 6, = 05 tikrinti statistikos yra X /Y funkcijos. Raskite kriterijy galia.

1.3.87. Atlikta 500 nepriklausomy stebéjimy ir jie sugrupuoti i intervalus; m; —
stebéjimy, patekusiy j atitinkamg intervala, skaicius.
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Intervalas m;
(=00, —3/2) 2
[-3/2, —1/2) 78
[—1/2, 1/2) 339
(1/2, o0) 81

Ar nepriestarauja §ie duomenys prielaidai, kad buvo sugrupuota paprastosios atsitik-
tinio dydzio X ~ N(0, 1/4) imties realizacija?

1.3.88. Lenteléje i§ 2 000 atsitiktiniy skai¢iy skaitmuo 0 aptinkamas 160 karty, skait-
muo 3 — 247 kartus, skaitmuo 6 — 191 karta, o likusieji skaitmenys — 1 402 kartus. Ar
nepriestarauja Sie duomenys prielaidai, kad skaitmenys 0,1,...,9 pasitaiko su vienodomis
tikimybémis 1/107

1.3.89. Tarp 2 020 Seimy, turinéiy du vaikus, uzregistruota 527 Seimos, kuriose abu
vaikai berniukai; 476 Seimos, kur abu vaikai mergaites, o likusiose 1 017 Seimy — vienas
berniukas ir viena mergaité. Patikrinkite prielaida apie berniuko ir mergaités gimimo
tikimybiy lygybe. Patikrinkite prielaida, kad berniuky skaic¢ius X Seimose, turinciose du
vaikus, yra binominis X ~ B(2, p).

1.3.90. Atlikus 200 nepriklausomy bandymuy, jvykiai A, B ir C pasirodé atitinkamai
49, 93 ir 58 kartus. Patikrinkite hipoteze, pagal kuria P{A} = P{C} = p, P{B} =
1-2p, 0<p<1/2.

1.3.91. Atlikus 8 000 nepriklausomy bandymy, jvykiai A, B ir C jvyko atitinkamai
2 018, 5 012 ir 970 karty. Patikrinkite hipoteze, pagal kurig P{A} =1/2 — 2p, P{B} =
1/24p, P{CY=p, 0<p<1/d

1.3.6. Hipoteziy tikrinimo pavyzdziai

1.3.92. Tikrinama hipotezé H : u = 1, kai alternatyva yra H : u # 1, remiantis a. d.
X ~ N(u, 4) paprastaja imtimi. Kokio didumo turi buti imtis, kad hipotezée H buty
atmetama su tikimybe 0,05, kai ji teisinga, ir priimama, kai tikroji parametro reikSme
tenkina nelygybe | — 1| > 1 su tikimybe, ne didesne kaip 0,017

1.3.93. Remiantis n = 50 didumo normaliojo skirstinio N(0,0?) imtimi, tikrinama
hipotezé H : 02 = o2, kai alternatyva yra H : 0% > o2. Kokia tikimybe¢, kad ta hipotezé
bus atmesta, jei tikroji parametro reikimé o2 tenkina nelygybe o2 > 1,502, o kriterijaus
reik§mingumo lygmuo a = 0,057 Kokio didumo turi bati imtis, kad ta tikimybé bty ne
mazesné uz 0,957

1.3.94. Tegu hipotezei H : 02 = o2, kai alternatyva yra H : 0% # o3, tikrinti taikomas
TGN kriterijus ir paslinktasis kriterijus. Raskite, kokio didumo turi buti imtys, kad
kriterijy galios funkcijos biity ne maZesnés uz 0,9, kai 02 > 202 ir 0% < 03/2, o kriterijy
reik§mingumo lygmuo yra 0,05.

1.3.95. Lenteléje pateikti duomenys apie dviejose fermose vienodo amziaus kiauliy
svorio prieaugj per tam tikra laika. Pirmoje fermoje pamatuota n; = 16 kiauliy svorio
prieaugis X;,7 = 1, ..., 16; antroje fermoje no = 15 kiauliy svorio prieaugis Y;,7 =1, ..., 15.
Reikia patikrinti hipoteze, kad vidutinis svorio priaugis nesiskiria, kai alternatyva yra,
jog pirmoje fermoje vidutinis svorio priaugis yra didesnis.
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I ferma II ferma
X i X; Y; i Y;
109,95 | 9 | 108,86 81,45 | 9 85,63
103,54 | 10 | 98,69 94,63 | 10 | 90,92
104,58 | 11 | 97,51 73,70 | 11 | 95,58
114,43 | 12 | 100,48 87,36 | 12 | 71,52
90,92 | 13 | 96,76 89,12 | 13 | 108,85
104,59 | 14 | 102,77 96,69 | 14 | 87,36
103,85 | 15 | 100,47 83,93 | 15 | 99,48
88,23 | 16 | 99,48 86,49

O~ O U i W N .
Q0 ~J O U s W N .

Nurodymas. 18 lentelés matyti, kad a.d. skirstiniai asimetriski. Todél reikety atlikti
stebimojo dydzio transformacija, kad naujo a.d. skirstinys buty patenkinamai aprago-
mas normaliuoju skirstiniu, paskui remtis Stjudento kriterijumi. Nesunku jsitikinti, kad
nagrinéjamame pavyzdyje stebéjimy logaritmai tiksliau apraSomi normaliuoju skirstiniu.
Kitaip sakant, stebimasis a.d. tiksliau apraSomas lognormaliuoju skirstiniu.

1.3.96. Uzregistruota 100 mety duomenys apie vidutine liepos ménesio temperatira.
Remiantis iais duomenimis, gauta X = 16,482, s = 1,6145. Naudojant Sio laikotarpio 30
pirmyjy mety duomenis, gauti jveréiai X; = 16,893, s; = 1,5904, o pagal paskutiniyjy
30 mety duomenis — jver¢iai Xo = 15,963, sy = 1,6531. Patikrinkite hipotezes, kad
iy dviejy laikotarpiy vidutiné temperatira nesiskiria nuo vidurinio laikotarpio vidutinés
temperatiuros, tare, kad vidutine temperatura galima apraSyti normaliuoju skirstiniu.

1.3.97. Pagal dvi nepriklausomas n; = ny = 50 imtis, gautas stebint n.a.d. X ~
N(uy, 1)ir Y ~ N(po, 1), gauti jverciai X = 0,103 ir Y = 0,368. Sudarykite TG
kriterijy hipotezei H : ji; = o, kai alternatyva yra H : p; < po, tikrinti. Ar 3i hipotezé
atmetama pagal turimas realizacijas, jeigu kriterijaus reikSmingumo lygmuo a = 0,057

1.3.98. Yra dvi nepriklausomos paprastosios vienodo didumo n imtys, gautos stebint
nepriklausomus normaliuosius a. d., ir, remiantis FiSerio kriterijumi, tikrinama hipotezé
H : 02 = 02, kai alternatyva yra H : 0?/o2 > 1. Raskite tokj imties didumg n,
kad kriterijaus galia bty ne maZesné uz 0,9, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo yra
a=0,05ir 0?/02 =1,5; 2; 3.

1.3.99. Dviejose laboratorijose buvo matuojamas sieros dyzeliniame kure kiekis pa-
gal identiskus pavyzdzius, kuriuose sieros kiekis buvo 0,870. Atlikus 8 nepriklausomus
matavimus, pirmoje laboratorijoje gauti tokie rezultatai: 0,869; 0,874; 0,867; 0,875;
0,870; 0,869; 0,864; 0,872. Kitoje laboratorijoje atlikus 10 matavimy, gauti tokie rezul-
tatai: 0,865; 0,870;0,866; 0,871; 0,868; 0,870;0,871; 0,870; 0,869; 0,874. Tare, kad
matavimo paklaidos turi normaliuosius skirstinius, patikrinkite dispersijy lygybés hipote-
ze. Tare, kad dispersijos vienodos, patikrinkite laboratorijy paklaidy vidurkiy vienodumo
hipoteze.

1.3.100. Tikrinama hipotezé, kad impulso atpaZinimo paklaidos dispersija nepriklau-
S0 nuo jo intensyvumo. Buvo atlikti du nepriklausomi eksperimentai. Impulsas, kurio
intensyvumas 10 salyginiy vienety, buvo jvertintas taip: 9, 9, 8, 10, 12, 12, 13, 10, 10;
impulsas, kurio intensyvumas 20 salyginiy vienety, — taip: 15, 16, 17, 23, 22, 20, 21,
24, 27. Ar Sie duomenys neprieStarauja iskeltajai hipotezei (tarkite, kad buvo stebimi
nepriklausomi normalieji a. d.)?
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1.3.101. (1.2.206 pratimo tesinys). 1.2.206 pratimo salygomis a) patikrinkite trijy

dispersijy lygybés hipoteze H : 02 = 05 = 02; b) patikrinkite hipoteze H : 6 = 0.

1.3.102. Tikrinant keturias didumo n; = 20,no = 38,n3 = 25,n4 = 50 lempuciy
partijas, gautos jy darbo laiko iki gedimo vidutinés reikimés Ty = 154,3, Tp = 165, 1,
T3 = 159,0, Ty = 175,5. Tardami, kad i-osios partijos lemputés darbo laikas iki gedimo
turi eksponentinj skirstinj £(1/)\), patikrinkite hipoteze H : A\ = Ao = A3 = A4.

1.3.103. Tiriant specialios séjamosios efektyvuma, 10 sklypeliy buvo séjama pa-
prasta séjamaja ir 10 sklypeliy — specialia séjamaja, paskui buvo lyginamas derlingu-
mas. DvideSimt vienodo ploto sklypeliy buvo taip sugrupuoti poromis, kad buty greta
vienas kito. Metant moneta buvo pasirenkama, kuriame i§ dviejy sklypeliy séti specialia
séjamaja. Rezultatai pateikti lenteléje.

FEil. Nr. | Speciali | Paprasta | Eil. Nr. | Speciali | Paprasta
1 8,0 5,6 6 7,7 6,1
2 8,4 7,4 7 7,7 6,6
3 8,0 7,3 8 5,6 6,0
4 6,4 6,4 9 5,6 5,5
5 8.6 7,5 10 6,2 5,5

Patikrinkite hipoteze, kad abiejy séjamyjy efektyvumas vienodas: a) taikydami dviejy
iméiy Stjudento kriterijy; b) taikydami Stjudento kriterijy atitinkamy sklypeliy derlin-
gumy skirtumams; c¢) paaiSkinkite, kodél gaunamos skirtingos i§vados.

1.3.104. (I.3.103 pratimo tesinys). Ivertinkite koreliacijos koeficienta ir patikrinkite
koreliacijos koeficiento lygybés 0 hipoteze.

1.3.105. (I1.2.207 pratimo tesinys). 1.2.207 pratimo salygomis patikrinkite prielaida,
kad a.d. X ir Y vidurkiai nesiskiria.

1.3.106. Lenteléje nurodyta 10 pacienty, vartojusiy migdomuosius vaistus A ir B,
papildomo miego trukmeé X ir YV (valandomis).

{ X; Y|+ | Xy | Y
1] 1,9 0,7]6 |44]34
2 08| -1.6|7|55]|27
3| 1,1]-02|816]08
4| 01| -12]9 |46]00
50 -0,1]-01]10]34]20

Patikrinkite hipoteze, kad vaisty poveikis vienodas, tare, kad buvo stebimas normalu-
sis atsitiktinis vektorius.

1.3.107. (I.2.202 pratimo tesinys). 1.2.202 pratimo salygomis tare, kad parametras
n = 10, patikrinkite hipoteze H : A < 1, kai alternatyva yra H : A > 1.

1.3.108. (I.2.205 pratimo tesinys). 1.2.205 pratimo salygomis tare, kad parametras
n = 10, patikrinkite hipoteze H : A = Ay = 0,001, kai alternatyva yra H : A # 0,001.
(a =0,01).

1.3.109. (1.2.201 pratimo tesinys). 1.2.201 pratimo salygomis reiSmingumo lygmens
a = 0,05 kriterijumi patikrinkite hipoteze H : A = A\g = 1, kai alternatyva yra H : A # 1.

1.3.110. Tegu X, Xo, ..., X7 yra firmoje uzregistruoty klienty skambuciy skai¢iai per
7 savaites dienas. Tare, kad a.d. Xy, ..., X7 yra nepriklausomi ir turi Puasono skirstinius
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X; ~ P(\;), a) patikrinkite hipoteze H : \y = ... = A7 remdamiesi a.d. Xi,..., X7
realizacija: 52; 65; 60; 71; 75; 43; 40. b) Matome, kad savaitgalj skambuciy skai¢ius yra
mazesnis. Patikrinkite hipoteze H : A\ = ... = A5, kad skambuciy intensyvumas darbo

dienomis yra vienodas.

1.3.111. (I1.2.203 pratimo tesinys). I1.2.203 pratimo salygomis patikrinkite hipoteze,
kad IT rusies gaminiy dalis nevirsija 0,25.

1.3.112. Per pirmg valanda skaitiklis uzregistravo 150 tam tikry kosminiy daleliy,
per tolesnes dvi valandas — 250 daleliy. Patikrinkite hipoteze, kad daleliy srauto inten-
syvumas nepakito.

I.3.113. Du nepriklausomi a.d., pasiskirst¢ pagal Puasono désnj, jgijo atitinkamai
reik8mes 75 ir 200. Patikrinkite hipoteze H : A\; = A\3/2 , kai alternatyva H : \; < \o/2.

1.3.114. Per pirmaja diena skaitiklis uzregistravo 20 026 puasoninio srauto impul-
sus, o per antraja diena — 19 580 impulsy. Ar yra pagrindo teigti, kad impulsy srauto
intensyvumas sumazéjo?

1.3.115. Ar galima teigti, kad dviejose nepriklausomose Bernulio bandymy schemose
ivykio A tikimybé vienoda, jeigu atlikus n; = ne = 5000 bandymy jvykis A jvyko 2 602
ir 2 398 kartus?

1.3.116. Patikrinus 5 vienodo didumo n = 200 gaminiy partijas, jose buvo surasta
atitinkamai 15; 10; 6; 12; 4 defektiniai gaminiai. Tegu defektiniy gaminiy skaicius j-oje
partijoje turi binominj skirstinj B(n,p;),% = 1, ..., 5. Patikrinkite hipoteze H : p; = ... =
Ps-

1.3.117. (I.2.211 pratimo tesinys). 1.2.211 pratimo salygomis patikrinkite hipoteze,
kad prapuolimo kampas turi tolyguji pasiskirstyma.

1.3.118. (I.2.212 pratimo tesinys). 1.2.212 pratimo salygomis patikrinkite hipoteze,
kad susirgimai leukemija tolygiai pasiskirste per metus.

1.3.119. Lenteléje pateikta smélio grudeliy orientacija plok§tumoje (zr. [14]).

Kampas | Kiekis | Kampas | Kiekis | Kampas | Kiekis
0°— 244 60°— 326 120°— 322
10°— 262 70°— 340 130°— 295
20°— 246 80°— 371 140°— 230
30°— 290 90°— 401 150°— 256
40°— 284 100°— 382 160°— 263
50°— 314 110°— 332 170°— 281

Kampai sugrupuoti j ilgio 10° intervalus (nurodoma grupavimo intervalo pradzia).
Gretimuose stulpeliuose nurodomi smélio grudeliy, kuriy orientacija patenka j atitinka-
mus intervalus, skaiciai.

Padvigubine kampus, perveskite duomenis j intervala [0° — 360°]. Patikrinkite kampy
skirstinio tolygumo hipoteze.
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1.3.7. Sprendimai, nurodymai, atsakymai

1.3.1 skyrelis

I.3.1. Pagal didumo n = 6 paprastaja imtj (X1,..., Xs)T gauta stebint a.d. X ~
B(1,p), tikrinama hipotezé H : p = 0,2 kai alternatyva yra H : p > 0,2. Kriterijaus
kritiné sritis K = {(X1,..,X6) : S = X1 + ... + X > 3}. Reiksmingumo lygmuo
a=P{S > 3|p=0,2} =0,0989. Kriterijaus galia: 0,4557; 0,8208; 0,9830; 1,000.

1.3.2. Tegu bakterijy skai¢ius tario vienete turi Puasono skirstinj P(A). Tada
bakterijy skai¢ius N tario V kolboje turi Puasono skirstinj P(VA.). Tikimybé, kad van-
duo kolboje susidrums, p = P{N > 0} = 1 — e~V*. Patikrinus n kolby susidrumstusiy
skai¢ius X ~ B(n,p). Remiantis a.d. X tikrinama hipotezé H : p < pg = 1 — e~ V™o,
kai alternatyva yra H : p > po. Kritiné sritis K = {X : X > t}.

a) po = 1 —e !, n = 10; kritiné sritis K = {X : X > 7}; pirmosios rusies klaidos
tikimybé

10
a <P{X >7lpo} =Y Crapi(1—po)'®~™ =0,2247.

m=8

b) po = 1 —e~2,n = 8; kritiné sritis K = {X : X > 7}; pirmosios riiSies klaidos tikimybé
a<P{X >Tpy} =p5 =0,3126.

1.3.3. Pagal didumo n = 250 paprastaja imti, gauta stebint Bernulio a.d. X ~
B(1,p), tikrinama hipotezé H : p < po, kai alternatyva H : p > po. Kriterijaus priémimo
sritis S = ), X; < 25. Reikia rasti tokj po, kad P{S < 25|p = po} = 0,95. Naudodami
SAS, MS Excel, R arba SPSS programa randame py ~ 7,39 %.

I.3.4. Tegu defektiniy gaminiy skaiius partijoje yra M. Tikrinama hipoteze H :
M/N < pg, kai alternatyva yra H : M/N > py remiantis a.d. X ~ H(N,M,n).
Hipotezés priémimo sritis A = {X : X < d} ir kritiné sritis K = {X : X > d}.

1.3.5. Kadangi partijos didelés, o tikrinama, kaip matysime, nedidelé partijos dalis,
tai a.d. X skirstinj galima aproksimuoti binominiu B(n,p),p = M/N. Tada atrankinés
kontrolés plano charakteristikoms n ir d rasti turime nelygybiy sistema

d
P{X <dp=po=0,05} = > Crpg"(1—po)" ™ >0,9;
m=0
d
P{X <dp=p1=0,1} = Crp{"(1—p1)"" ™ <0,05.
m=0

Gauname, kad minimalus imties didumas n = 251; partija priimama, kai X < 17.

1.3.6. Turime didumo n = 500 paprastaja imtj, gauta stebint Bernulio a.d. X ~
B(1,p). Tada defektiniy gaminiy skai¢ius S = X; + ... + X, ~ B(n,p). Tikrinama
hipotezé H : p < po = 0,05, kai alternatyva H : p > po. Taikomo kriterijaus kritiné sritis
K={S:5>k}.

1.3.7. a) k = 37; 0,6527; 0,9726; 0,9995; b) k =7; 0,0438; 0,1221; 0,2467.
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1.3.8. a) Parametro p pasikliovimo lygmens @ = 1 — « deSininis vienpusis pasiklio-
vimo intervalas yra (u,00), kai u = X — 2,0/y/n. Taigi hipotezés H priémimo sritis
Ay ={X :p<p <o} & {X:7Z=n(X—p)/o <z} (. [2], 4.5 skyrelj).
Kritine sritis K; = {X : Z > 2,}. P reikdmiy terminais kriterijus formuluojamas taip:
hipotezé atmetama, kai pv = P{Z > z|u = po} = 1 — ®(z) < a; ¢a z yra statistikos Z
realizacija (zr. [2], 4.1.2 skyrelj).

Analogigkai, kai alternatyva Hy : u < po, gauname kritine sritj Ko = {X : pg >
fi=X+zo0/ynt & {X:Z < —2,}. P reikimiy terminais hipotezé atmetama, kai
pv=®(z) < a.

b) Parametro p pasikliovimo lygmens ) = 1 — « pasikliovimo intervalas yra (u, ) =
(X = 2ay20 /v, X + 2020 //10). Ji atitinkanti hipotezés H priémimo sritis Az = {X:
< po < @}. Kritiné sritis K3 = {X : |Z]| > —z42}. P reik8miy terminais hipotezé
atmetama, kai

pv =2min(P(z),1 — P(2)) = 2(1 — O(|2|)) < a.

1.3.2 skyrelis

1.3.9. Remiantis Neimano ir Pirsono lema (zr. [2], 4.2.1 skyrelj) hipotezé H at-
metama, kai

L(6;X) 97?67(01700)5

L(6:X) 63 ">e & —(61-60)S, > d;

dia Sy, = X1 + ... + X, ~ G(6,n);200S, ~ x%(2n), kai hipotezé H teisinga; konstanta d
randama i§ salygos
Pgo{—(el — HO)Sn > d} = Q.

Tarkime, kad 6, > 6.

P90{7(01 — oo)Sn > d} =« = Pgo{(al — ao)Sn < 7d} =« =

d290 d290 2
Py, {2 — =a = - = n) =
90{ 00Sy, < o — 90} « 9, — 6, X17a< n)
01— 0
2 1 0,
d=—Xi_qo(2n) 50,
) 01 — 0o
—(01=00)8 >d = —(01 = 00)S > —xi_a(2n) =5,
0

= Sn < Xi-a(2n)/(200).
Jeigu 61 > 6, tai H atmetame, kai S,, < x3_,(2n)/(26).

Kriterijaus galia:

B(61) =Py, (Sn < xT_o(2n)/(200)) = Py, ( 264

b (X e a(2n)01>

Xl @ (Qn) 26, _
20, )
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Analogiskai, jeigu 01 < 6, tai H atmetame, kai S,, > x2(2n)/(26o); kriterijaus galia
B(01) =P{x3, > (61/00)xz(2n)}.

1.3.10. Tegu kriterijaus reik§mingumo lygmuo « tenkina nelygybe a < 1/2 —
arctg(1/2)/m ~ 0,352. Remiantis Neimano ir Pirsono lema hipotezé atmetama, kai

F(X51) 1+ X2

= —1)X?2-2cX +2c—1<0.
F(X;0) 1—|—(X—1)2>C & (e—1) cX +2c <0

Taigi hipotezé atmetama, kai 1 < X < x9;
rp=[c—ve—(c=1?]/(c=1), zz=[c++c—(c—1)%]/(c—1);

konstanta ¢ randama i salygos (arctg(zs) — arctg(z1))/m = a.

I.3.11. a) Hipotezé atmetama, kai | X| > z,/, jeigu o < 0,0455; hipotezés atmetimo
sritis: |X| < @1 arba | X| > z9, 21 =1 — /14 ¢, 22 = 1 + /1 + ¢; konstanta ¢ randama
i§ salygos oo = 2[1 — ®(z2)] + 2P (z1) — 1, jeigu o > 0, 0455.

b) Hipotezé atmetama, kai § —c < |X| < §; konstanta c¢ randama i3 salygos 2[®(d) —
O(§ —c)] = a; jeigu toks ¢ < § neegzistuoja, tai H atmetama, kai | X| < 4.

1.3.12. Imties X = (X1, ..., X5)7 tankis, kai teisinga hipotezé, yra
p(x) = (1/V2r0)" exp{—(af + ... +22)/(20%)};

esant teisingai alternatyvai skirstinys yra tolygus vienetiniame penkiamaciame kube
—1/2 < x1,...,25 < 1/2. Remiantis Neimano ir Pirsono lema, H priimama, kai

max(| X1, ..., | X5]) > 1/2,

arba kai a.v. X patenka j penkiamate sfera su centru koordinaciy pradzioje: X? + ... +
X2 < 2. Tikimybé P{max(|X1], ..., |X5|) > 1/2} = 1 — (2®(1/0,316) — 1)> = 0,0077. I
salygos P{X? + ... + X2 < r?} = P{x% < 2/0,025} = 0,9 — 0,0077 = 0,8923 randame
r? = 0,2258, t.y. penkiamaté sfera patenka j kubo vidy. Kadangi X7 +...4+X2 = 0, 2549,
tai H atmetama.

1.3.13. Remiantis Neimano ir Pirsono lema H atmetama, kai X > c. Abiejy klaidy
tikimybeés vienodos, kai ¢ = 1/2. Tada imties didumui rasti turime nelygybe

P{X > 1/2u =0} = P{VnX > /n/2lu =0} = 1 — &(v/n/2) < 0,01.

Issprende gauname, kad n > 22.

1.3.14. TG kriterijus atmeta hipoteze, kai X > m, ir atmeta su tikimybe ~, kai
X = m. Konstantos m ir v randamos i3 salygos

P{X > m|\o} + 7P{X =m| o} =0, 1.
Pirmuoju atveju gauname m = 0,y = 0,00535. Kriterijaus galia
B(A1) =P{X > 0|A1} +yP{X = 0|y1} = 0, 1856.

Analogiskai kitais atvejais kriterijaus galia 0,3523;0,9074; 0, 3655.
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1.3.15. Neatsizvelgiant j randomizacija, kriterijus yra toks: ¢1(x) = 1, kai fi(x) >
cafo(x); po(x) =1, kai fo(x) > cafi(x); polx) =1 — p1(x) — p2(x). Konstanta c;
randama i§ salygos a2 = «, o konstanta co — i8 salygos ag; = 3, jeigu sprendiniai ¢ ir ¢o
tenkina salyga cico > 1. PrieSingu atveju sprendinys neegzistuoja (tokiu atveju galima
minimizuoti, pvz., suma g + aqp)-

1.3.16. Sprendinys yra tokio pat pavidalo kaip ir 1.3.15 pratime. Konstantos ¢, ¢
randamos i§ salygy S12 = b1, 821 = bo, jei tik c1co > 1 (Zr. [4], 6.1.3 skyrelj).

1.3.18. a) Hy atmetame, kai X > 6p(1—+/a); b) Hy atmetame, kai X < [—(1—6p)+
V(1 =00)2 +a(200 — 1)]/(0p — 1/2) ir 6y # 1/2; atmetama, kai X < a, jeigu 0y = 1/2;
c) hipotezé atmetama, kai X < /a/2 arba kai X > 1 — /a/2.

1.3.19. a) Hp atmetama, kai X(;) > 6p — (Ina)/n;  b) hipoteze atmetame, kai

Xay > Bpa~ /™, esant alternatyvai #; > y; hipoteze atmetame su tikimybe 1, kai
X(1) < b, ir atmetame su tikimybe a, kai X1y > 6, esant alternatyvai 61 < 6.

1.3.20. Remiantis TG kriterijumi H atmetama su tikimybe 1, kai S = X +...+X,, >
1, ir atmetama su tikimybe o = 0,01, kai S = 0. Abiejy rusiy klaidos nevirsija 0,01, kai
n > 458.

1.3.3 skyrelis

1.3.21. a) Kadangi tikétinumo funkcija

2
() nu nuy
L(p) = W(X)eXnm =t = () = poR b(p) = 952

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai, T = X yra pakankamoji
statistika, tai egzistuoja TG kriterijus (7r. [2], 4.3.2 pastaba), kai alternatyva H, kurio
kritiné sritis _

X — o

g0

Ki={X:X>¢c} & {X:Z=+vn

> Za}-

Kriterijaus galia

Bi(p) = Pyt > 2} = Pl

X —
a > 20 — A} = B(\ — za),
0

X—pu
g 0

g

cia A = \/ﬁ(:u - ,U())/O'O, 61(/“1’) — 1, k;a‘l A — oo.
Analogiskai, kai alternatyva yra Ho, TG kriterijaus kritiné sritis yra

X —
KQ:{X:Z:\/HTNO<—2,1}.
0

Sio kriterijaus galia

X — o
o

Ba(p) = Pu{\/H < —za} = P(—)\ - 24)

monotoniskai artéja prie 1, kai pp — pg — —oo.
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b) Kai alternatyva Hs : p # uo yra dvipusé, TG kriterijus neegzistuoja. Remiantis
[2], 4.3.2 teorema, TGN kriterijaus kritiné sritis

X —
K3 = {X|Z‘ :\/E% >Za/2},

o galios funkcija
/BS(IU’) = (I)(_)‘ - Za/Z) + ©(>‘ - ZQ/Q)

artéja prie 1, kai |pu — po| — oo (arba |[A| — 00).

1.3.22. Patekti j kritine sritj K; yra ekvivalentu nelygybei po < p, o patekti i
K5 —nelygybei pg > 11; ¢ia p ir @ yra parametro p pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo
lygmuo Q = 1 — 20, virSutinis ir apatinis réziai. Patekti j kritine sritj K3 ekvivalentu
nelygybéms pg < p arba po > 7, kai intervalo pasikliovimo lygmuo Q@ = 1 — « (7r. [2],
4.5 skyrelj). B

1.3.23. Tarkime, z yra statistikos Z = /n(X — pg)/o realizacija. Tada P reikdmiy
terminais kriterijai, kuriy kritinés sritys K7, Ko, K3, formuluojami taip: hipotezé H at-
metama, kai atitinkamai (zr. [2], 4.1.2 skyrelj)

p=1-d(z)<a, pr==(z)<a, pv=2(1->(z])) <a.

1.3.24. a) Imties didumui n rasti gauname nelygybe
Bi(p) = d(/nt L= > 1 -
o)

Is ¢ia gauname, kad imties didumas n tenkina nelygybe

90 2
(11 — po)? “ “
Matome, kad imties didumas tiesiog proporcingas dispersijai ir atvirk§¢iai proporcingas
atstumo w1 — po kvadratui.
b) IraSe z, ir 24 1§ 2 priedo 2P2 lentelés, gauname

2

o 4
n> m(za + Za/)2 = W(ZO’OE, + 20’01)2 = 252, 33.

Taigi imties didumas turi biiti ne mazesnis uz 253.

1.3.25. a) Imties X = (X1, ..., X,,)7 skirstinys priklauso vienparametrei eksponen-
tinio tipo skirstiniy Seimai, o tankis

f(@, 0) = h(z) exp{n(0)T (x) — b(0)};
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Remiantis [2], 4.3.2 pastaba, egzistuoja TG kriterijai vienpusiy alternatyvy Hy, Ha
atvejais. Juy kritineés sritys

o= (P00 ), K= x: L0 < ).

Siy kriterijy galios funkcijos 1 (c2), B2(02) ir isreiskiamos x2 skirstinio pasiskirstymo
funkcija
T(X)
a3

0.2
Bi(0?) = P2 { > Xa(n)} =P{x; > ;Sxi(mh

2
Ba(0®) = P < 2503 a(m)}.

b) Kai alternatyva Hj : 02 # o2 yra dvipusé, TG kriterijus neegzistuoja. Taciau,
naudojantis [2], 4.3.2 teorema, galima rasti TGN kriterijy, kurio kritiné sritis

T(X (X
Ks={X: (2) < c¢; arba (2) > ot
70 90

¢ia konstantos c; ir ¢ randamos i§ lygéiy sistemos
2
Pyoofer <T/og <o} =1-a,

Eo: [(T/08)1(cy,e)(T/05)] = (1 = @) Bz (T/05) = (1 — a)n.

Kadangi E,2[(T/08)1(c, ) (T/05)] = nP{c1 < x7_» < ¢2}, tai konstantoms ¢; ir ¢
rasti gauname lygciy sistema
Plei <x2<c}=1-aq,
Ploy<x2,<c}=1-o

Kriterijaus galios funkcija
2 2
of o
B3(0?) =1— P{U—gcl <xZ< 0—202}.

¢) Simetrinio kriterijaus kritiné sritis

. T(X T(X
K= x: T e, ame TS ).
0 0

I.3.26. SprendZziame I.3.25 pratime pateikta lyg€iy sistema, kai n = 10, 20, 50.
TGN kriterijaus galios (3(c?) ir simetrigko kriterijaus galios (33(c?) ifraigkas 7r. 1.3.25
pratime.

1.3.27. a) Kritines sritis K ir Ky atitinka kriterijai: hipotezé atmetama, kai atitinka-
mai 02 < o2 ir 08 > 02; ¢ia o2 ir 02 yra lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalo
apatinis ir virSutinis réziai. Kritine sritj K3 atitinka kriterijus: hipotezé atmetama, kai
teisingos nelygybés 02 < g2 arba o2 > o2; da (o2, P) yra lygmens @ = 1 — « pasiklio-
vimo intervalas.



136 I. PARAMETRINE STATISTIKA

b) Tegu t yra statistikos T'/o3 realizacija, o F(z|v) yra a.d. x?2 pasiskirstymo funkcija.
Tada kriterijus K, Ko, K3 P reikSmiy terminais atitinka tokios taisyklés: hipotezé at-
metama, kai atitinkamai

pr=1—F(yn—-1)<a, pv=F(yn-1)<a,

pv =2min(l — F(yln—1), Fyln—1)) < a.

1.3.28. Remdamiesi 1.3.25 pratime pateikta galios funkcija, imties didumui rasti
turime nelygybe

2
B1(1,508) = P{xz > 5xg0s(M)} = 0,9 & n =104,

1.3.29. Imties X tankis

fX, o) = (H Xi) exp{n(e)T(X) — B(o)},

1
o) =—55, T(X)= E;Xf, B(o) = 2nlno.
Kadangi T'(X) /o3 ~ x?(2n), kai hipotezé teisinga, tai palygine su I.3.25 pratimu darome
iSvada, kad kriterijai bus nusakyti kritinémis sritimis K, K, K3, K3, kuriose n reikia
pakeisti j 2n.

1.3.30. Imties X tankis

fX,0) = (2/7T)”/2(H X7) exp{n(e)T(X) — B(o)},

1 2
n(o) = 552 T(X) = ZXi, B(o) =2nlno.

Kadangi T'(X)/02 ~ x?(3n), kai o = 0y, tai palygine su 1.3.25 pratimu darome igvada,
kad kriterijai bus nusakyti kritinémis sritimis K, Ky, K3, K3, kuriose n reikia pakeisti j
3n.

1.3.31. a) Imties X tankio funkcija
X, A) = exp{n(\)T — B(A)}h(X),
Cia

nA) ==\ T=> X, B(\)=-nh),

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai; statistika V' = 2T ~
x*(2n), kai A = Xo. Remiantis [2], 4.3.2 pastaba, egzistuoja TG kriterijai, esant vien-
puséms alternatyvoms H; ir Ho. Kritinés sritys yra tokios:

Ky ={X: 20T < x{_o(20)}, Kz ={X:2XT > x2(20)}.
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Pazymeékime t statistikos T realizacija ir tegu F(z|v) yra x? skirstinio su v laisvés laips-
niais pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijus galima suformuluoti P reik§miy terminais:
hipotezé atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygybés

pv = F(2Xt127) < a, pv=1—F(2)\t|2n) < a.

b) Kai alternatyva Hz : A # Ao yra dvipusé, remiantis [2], 4.3.2 teorema egzistuoja
TGN kriterijus, kurio kritiné sritis

K3 = {X 20T < ¢q arba 20T > 02}.
Analogiskai I.3.25 pratimui konstantos ¢; ir ¢; randamos i8 tokios lygéiy sistemos:

P{c; <x3,<c}=1-aq,
P{c; < X340 <2} =1-—q.

c¢) Simetri§ko kriterijaus kritiné sritis
K5 ={X: 20T < Xi_o/2(2n) arba 20T > X2 5(21)},
arba P reikSmiy terminais hipotezé Hs atmetama, kai
pv = 2min(F(2Mot|2n),1 — F(2X0t|27)) < a.
1.3.32. Imties tankis (skai¢iuojanciojo mato atzvilgiu)

FX, A) = exp{n(N)T = B(A)}h(X),

n(A) =\, T=> X; B =n\

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. -
Remiantis [2], 4.3.2 pastaba, egzistuoja TG kriterijus, kai alternatyva yra H;, tikrinti.
Kriterijus nusakomas taip:

1, kai T > k,
o(T)=1< =, kai T =k,
0, kai T <k,

¢ia konstantos k ir v randamos i§ salygos
Ey, (¢o(T)) = Py {T > k} + 1P {T = k}.

Kadangi statistika T~ P(nlXg), kai A = Ao, tai $i salyga reiskia, kad

0 m k
Dy (20)™ _nxg +,Y(n)\0) o0 _ g,
el X

Statistikos 7' skirstinys yra diskretusis, todél daugumai Ay reik§miy TG kriterijus bus
randomizuotas, t.y. v # 0; 1. Norint, kad reik§mingumo lygmuo buty tiksliai lygus «,
tenka jtraukti v dydzio tasko k ,dalj“ ir taip papildyti reik§mingumo lygmenj iki c.
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Kaip minéjome (zr. [2], 4.2.3 pastaba), paprastai nereikalaujama, kad reik§mingumo
lygmuo buty tiksliai lygus a. Todél dazniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gau-
nami Siek tiek sumazinus reik§mingumo lygmenj. Tiksliau, parenkamas toks maziausias
sveikasis skaicius k', kad

P rzp) = Y )

m=k'

e ™0 =1 - P{x3, > 2n)\} < a.

Tada kriterijaus kritiné sritis
K, ={X:T>Fk}.

Pazymékime ¢ statistikos 7' realizacija ir tegu F(z|v) yra x? skirstinio su v laisvés
laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijus P reik8miy terminais formuluojamas
taip: hipotezé atmetama, kai teisinga nelygybé

pv =P {T >t} =1— F(2n\|2t) < .

Pagaliau kritine sritj K galima uzraSyti parametro A\ pasikliovimo intervalo terminais:
L
Ky ={X: 20 <Ad=xi_a (2T}

¢ia intervalo pasikliovimo lygmuo @ = 1 — 2a.

Analogiskai sudarome TG kriterijy, kai alternatyva yra H,. Atsizvelgus j ankstesnes
pastabas, kriterijaus kritine sritj galima uZraSyti trimis ekvivalenciais pavidalais. Tegu
k" — didziausias sveikasis skaicius, kuriam

P (T < k") =P{X3pr12 > 200} < o
Tada kriterijaus kritiné sritis

K={X:T<K'}ep=F2n\|2t+2)<a&

- 1
S {X: A >A= %xi(2T+2)};

¢ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1 — 2a.

1.3.33. a) Kai alternatyva dvipusé A # Ao, tai, remiantis [2], 4.3.2 teorema, egzistuoja
TGN kriterijus
1, kai T < ¢y, arba T > ¢,
o(T)=<% 7, kai T=¢;, i =1, 2,
0, kai ¢;1 <T < cs.

Konstantos c;, ca, 71, 72 randamos i$ salygy
Ex(o(T) =, Ex(Te(T)) = aEx (T).
Kadangi

Ex (T) =nXo, Ex(T1g, 4(T)) = nXoPr{a -1 <T < b1},
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tai lygtis konstantoms rasti galime perrasyti taip:

co—1 k [
n\ n nAg)% _,
E (no) e ’\O—Q—E (1—%)( O') e ™Mo =1 _q,

| .
k=c1+1 k! i=1 G
co—2 C;—l
> ol z e 1
—1)!
k:cl

b) Atsisakius randomizacijos ir imant simetriskus kriterijus kritiné sritis gali buti
uzraSyta trimis ekvivalen¢iais pavidalais. Tegu k" ir k' yra tokie didZiausias ir maZziausias
sveikieji skaiciai, kad

e

P)\O{T < k/l} 5 P/\D{T 2 kl} <

@
2’ 2’

Tada kriterijaus kritiné sritis yra
Ky={X:T<k'atbaT >k} &
& pv =2min(l — F(2no|2t), F(2nXo|2t + 2)) < a &
S{X:N<A= ! x1 a/2(2T), arba Ao > X = %X3/2(2T+ 2)},
pastarojo intervalo pasﬂ{howmo lygmuo @ =1 — a.

1.3.34. Kai hipotezé H teisinga ir A = \g = 2,5, tai a.d. T' = ), X; turi Puasono
skirstin su parametru nAg = 100. Kadangi P{T < 83|]A = Ao} = 0,0463 < 0,05, o
P{T < 84|\ = Ao} = 0,0575 > 0,05, tai reikdmingumo lygmens TG kriterijus yra toks:
hipotezé H atmetama, kai T' < 83, atmetama su tikimybe v = 0,327, kai T' = 84, ir
priimama Kkitais atvejais. Kadangi Siame pavyzdyje statistikos T' realizacija yra T =
An = 80, tai hipotezé H atmetama.

Dazniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gaunami Siek tiek sumazinus reikSmin-
gumo lygmen]. Siame pavyzdyje nerandomizuotu kriterijumi hipotezé H biity atmetama,
kai T' < 83. Kriterijaus reikSmingumo lygmuo o’ = 0,0463 < 0, 05.

Kriterijy galima suformuluoti P reik§miy terminais: hipotezé atmetama, kai P reiks-
mé pv = P{T < 80|\ = Ao} = 0,0226 yra maZesné u7 reikimingumo lygmenj a = 0, 05.
Hipotezé atmetama.

Pagaliau kriterijy galime suformuluoti pasikliovimo intervalo terminais. Randame
parametro A pasikliovimo lygmens @ = 1 — 2a = 0,9 pasikliovimo intervala

(5 ) = (2T 20T +2)) =

1 1
160 162) | = (1,6470; 2,4088).
— (G hos(100)s gya162)) = (1,6470; 2.4085)

Kadangi \ < 2,5, t.y. pasikliovimo intervalas pasislinkes j kaire nuo hipotetinés reiksmés
Ao = 2,5, tai hipoteze atmetame.

1.3.35. a) Imties tankis (skaiGiuojan¢iojo mato atZzvilgiu) yra

f(X, p) = exp{0T(X) — B(0)},
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9:1n1p L T=T(X)=X1+ - +X,, B(#)=-nln(l—p),

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Todél egzistuoja TG kri-
terijai hipotezei dél p reikSmés tikrinti, kai alternatyvos vienpuseés, ir TGN kriterijus —
kai alternatyva dvipuseé.

Kai alternatyva yra H;, TG kriterijus yra

1, kai T >m,
o(T)=< v, kai T =m,
0, kai T <m;

¢ia konstantos m ir v randamos i§ salygos

n
E, (o(T) = Y Crph(1—po)" " +1CIpg (1 — po)" ™ = a.
k=m+1

Analogiskai, kai alternatyva yra Hs, TG kriterijus yra

1, kai T <m,
p(T)=1< v, kai T =m,
0, kai T >m;

¢ia konstantos m ir v randamos i§ salygos

m—1

Ep, (9(T)) = Y Chph(1 —po)"™F +4Cpf (1 —po)" ™ = .
k=0

Kai alternatyva dvipuseé, egzistuoja TGN kriterijus

1, kai T <mq arbaT > mg,
o(T)=1< v, kai T=m;, i=1, 2,
0, kai m; <T < mgo;

Cia konstantos my, ms, 1, Y2 randamos i§ lygéiy sistemos (go = 1 — pg)

1 — 2
Zz@zml_‘rl plgqg k + Zi—o(l _ %)CQ% mlqg mi_— 1 _ a,
ma—1 -1, k—1 n k C«mlfl m;—1 n—m; __ -1
Zk m1+1 —1Po +ZZ o( Vi) 1 Po qo - .

Nereikalaujant, kad reik§mingumo lygmuo biity tiksliai lygus «, t. y. jtraukiant taskus
T = m; j priémimo sritj, nerandomizuotus kriterijus galima suformuluoti taip. Tegu m’
yra maziausias sveikasis skai¢ius, kuriam P, {T" > m'} < o. Nerandomizuotas kriterijus
gali buti uzraSytas tokiais trimis ekvivalenciais pavidalais:

Ki={X:T>m'}ep=ILn-t+1)<ae

S{X:ipp<p=Xi_oT,n-T+1)};

Cia intervalo pasikliovimo lygmuo @ = 1 — 2a, o t yra statistikos T realizacija, I,(y,n)
beta skirstinio su parametrais 7 ir 1, o X, (v,n) $io skirstinio eilés a kritiné reiksme.
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Pazyméje m’ didziausia sveikaji skai¢iy, kuris tenkina nelygybe P, {T < m"} < q,
gauname nerandomizuotg kriterijy, kuris taip pat gali buti uzrasytas trimis ekvivalenciais
pavidalais

={X:T<m"tep=1-I,t+1,n—t)<as
A {X - Po >p:X1—a(T+ L n*T)};
¢ia intervalo pasikliovimo lygmuo @ = 1 — 2a.

Pazymékime m” didziausia sveikaji skai¢iy, kuriam P, {T < m"} < /2, o m'-
maziausia sveikajj skai¢iy, kuriam P, {T' > m'} < /2. Tada gauname nerandomizuotg
paslinktaji, taciau lengviau randama kriterijy:

K;={X:T<m"arbaT >m'} &

e pv=2min(I,,(t, n—t+1), ,,(t+1, n—1t) <as
= {X po <p= lea/Q(T7 n—"T+ 1) arbapy >p = Xa/Q(T-i- 1, ’I’L—T)};
¢ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q =1 — «.

1.3.36. 0,0879; 0,2052; 0,3731; 0,5703, kai a« = 0,05; 0,1581; 0,3101; 0,4917; 0,6752,
kai « = 0,1; 0,2891; 0,4877; 0,6804; 0,8350, kai o = 0,2. Imties didumas: a) n > 39;
b) n > 471.

1.3.37. Prielaida atmetama, nes P reiksmé pv = P{x > 6|n,po} = 0,0378 < 0, 05.

1.3.38. a) Hj atmetame, kai S = X7 + ... + X9 > 5; atmetame su tikimybe
v1 = 0,4657, kai S = 0; atmetame su tikimybe o = 0,1954, kai S = 4; b) Hy
atmetame, kai S = 0; 8; 9; 10; atmetame su tikimybe ~v; = 0,4702, kai S = 1;
atmetame su tikimybe vy, = 0,2992, kai S = 7.

1.3.39. Hipoteze Hj atmetame, kai X < k; arba X > ko; atmetame su tikimybe
vi, kai X = k;, i =1, 2; konstantos k1, ko, 1, 72 randamos i lygciy sistemos:

k}2 1
[Z a5t (1= )l <1w>q’52]1a

k=ki+1

ka—1
[ Z kay "+ (1 —y)kige ™" + (1 — y2)kaqp?~ 1] =1-a.
k=ki+1

1.3.40. Tikétinumo funkcija

L(0) = 1(0,0)(X(n)) /0"

Tegu 0; < 0. Tada santykis L(62)/L(61) yra nemazéjanti statistikos X(,) funkcija.
Remiantis [2], 4.3.1 teorema TG kriterijus alternatyvos H; : 6 > 6y atveju atmeta
hipoteze, kai X(,,) > (1 — a)!/",.

Analogiskai, alternatyvos Hs : 6 < 6y atveju TG kriterijus atmeta hipoteze, kai
X(n) < Oél/"eo.

Pastebékime, kad abiejy alternatyvy atveju TG kriterijai ekvivalentas kriterijui su
kritine sritimi

K ={X(m): Xm) <a'/"0y atba X, > 6o}
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I8 tikryjy
PgO{X(n) < al/”é)o} + P90{X(n) > 90} = Q.
Jeigu 0 > 6, tai pirmojo TG kriterijaus galia

Po{X(n) > (1—a)/"0p} =1 - (1—a)(60/0)",
o kriterijaus su kritine sritimi K galia tokia pat:
Po{ X < a0y} + Po{ Xy > 00} = a(00/0)" +1—(00/0)" =1 — (1 —)(00/0)".
Jeigu 0 < 6, tai antrojo TG kriterijaus galia
Po{X(m) < a'/"0} = a(8o/0)",

kai «(6/0)™ < 1, ir lygi 1 priesingu atveju. Kriterijaus su kritine sritimi K galia tokia
pat, nes Pg{X,y > 6o} = 0.
Taigi kriterijus su kritine sritimi K yra TG ir dvipusés alternatyvos atveju.

1.3.41. a) Kai alternatyva yra H : o > oy, tai H atmetame, kai T = > (X; —
p) < xX3_,(2n)/(203); jeigu alternatyva yra H : o < 09, tai H atmetame, kai T' >
xX2(2n)/(202); b) Jeigu alternatyva yra H : p > po, tai kriterijaus funkcija ¢(X) = 1,
kai X(1) > po — (Ina)/(on), ir (X) = 0 kitais atvejais; jeigu alternatyva yra u < po,
tai kriterijaus funkcija o(X) = 1, kai X (1) < po, ir ¢(X) = a, kai X(1) > po.

1.3.42. Hj atmetame, kai: a) S = X1 + ... + X;, > 60px2(2n)/2; b) S=—(InX; +
o+ InX,) < x3_o(2n)/(200); ) Do.(Xi—1)? > Oox2i(n); d) S =X{+..+X:>
05xa(2n)/2.

1.3.43. a) (X(1), X(n) ~ f(z, y)=nn—1)(y—2)" 2, 6 <z <y<O+1. b)0.c)
BO)=1—(1—=(0—00))", kai by <O <80+1;56)=1,kaif>0y+1. d)n>44.

1.3.48. TG kriterijus atmeta H, kai ap = Y., X?/n > ¢; konstanta ¢ randama is
salygos P{as > c|lpo} = «. Kadangi E(as|p) = p? + ku ir V(as|u) = 2ku?(k + 2u),
tai esant dideliems n konstanta ¢ ~ u2 + ko + poza/2k(k + 2u0)/n;  kriterijaus galia
Bu) =1 —@(Vnle—p? —kp)/(ny/2k(k +2p)), 11> po.

1.3.49. Tai atskiras 1.3.48 pratimo atvejis, kai imties didumas lygus 1, o vietoje k
imama k/n, t.y. 1.3.48 pratimo atsakymuose reikia jrasyti X2 vietoje ap ir k/n vietoje
k.

1.3.50. Kadangi P(0) = 0, tai a.d.X jgyja reik§mes 1,2,... Tankio funkcija f(x|3) =
pEL — B% 2 =1,2,.... Kai 31 > [, tai santykis

f|Br) _ ﬁ)xq 11—
f(z[Bo) Bo 1-5

didéja X atzvilgiu. Remiantis [2], 4.3.1 teorema TG kriterijus turi pavidala: ¢(X) =1,
kai X > ¢; o(X) =7, kai X = ¢; ¢(X =0) =0, kai X < ¢, ir kriterijaus reik§mingumo
lygmuo o = Eg,(X). Randame, kad ¢ yra maziausias sveikasis skai¢ius, tenkinantis
nelygybe p = 8§ < air v = (o = p) /(85 (1 = Bo))-

1.3.4 skyrelis
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1.3.51. Pereidami prie a.d. Y; = X; — po nesiaurindami prasmeés galime tarti, kad
1o = 0. Tikétinumo funkcija

L(p,0?) = (V271) " exp{0U + 9T} exp{—np?/(20%) — nlno}

priklauso dviparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai su parametru 6 = npjo?,
trukdanéiuoju parametru ¥ = —1/(20?) ir statistikomis U = X, T = >, X?.
Kai p = 0, statistikos

V =h(U,T) = ;%U V’ZX ~8(n—1), 52:;12(&*)2)2

?

skirstinys nepriklauso nuo 9 ir monotoninis pagal U. Remiantis [2], 4.4.3 teorema egzis-
tuoja TGN kriterijus hipotezei H : § = 0, kai alternatyva yra H;y : 6 > 0, tikrinti, kurio
kritiné sritis

K ={X:t(X)=vnX/s>to(n—1)}.

Kai 6 > 0 statistika ¢(X) turi necentrinj Stjudento skirstinj su n — 1 laisvés laipsniu ir
necentriskumo parametru § = \/nf/o. Todél kriterijaus galia

61(/1'7 02) = P{tﬁ;nfl > ta(n - 1)}
Analogigkai, kai alternatyva yra Hs : < 0, TGN kriterijaus kritiné sritis
Ko = {X :t(X) = /nX/s < —to(n—1)}.

Grjzdami prie hipotezés H : pu = pg gausime, kad vienpusiy alternatyvy atvejais
kriterijai nusakomi kritinémis sritimis K1, K, kuriose reikia imti t(X) = \/n(X — po)/s.

Tegu t yra statistikos ¢(X) realizacija, o F'(z|v) Stjudento skirstinio su v laisvés
laipsniy pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijai su kritinémis sritimis K7, Ko P reik§miy
terminais formuluojami taip: hipotezé H atmetama, kai atitinkamai

p=1—-Ftn-1)<a, pv=F(tn—-1) <o
1.3.52. Statistika V néra tiesiné statistikos U atzvilgiu. Imkime statistika

v X
TV VX

kurios skirstinys, kai # = 0, nepriklauso nuo o2 ir ji tiesiné U atZzvilgiu. Remiantis [2],
4.4.3 teorema egzistuoja TGN kriterijus, kurio priémimo sritis yra

w

< W <es.

Statistikos W skirstinys, kai 8 = 0, yra simetriskas 0 atzvilgiu. Todél kritiné sritis yra
[W| > ¢, kai ¢ randamas i§ salygos Po{W > ¢} = «/2. Statistikos W ir ¢(X) susietos
lygybe

Wy/n(n—1)

t(X) =
(X) 1—nW?2

i
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i§ kurios matome, kad |¢| yra didéjanti || funkcija. Todél « lygmens kriterijaus kritine
sritj |W| > ¢ galima perrasyti taip

Ks = {X : [t(X)] = VAlX = uol/s > taa(n—1)}.
P reik8miy terminais hipotezé atmetama, kai
pv=2(1—-F(t|]n—1)) < a.
1.3.53. Perrasykime tikétinumo funkcijag tokiu budu

L(p,02) = (V21) " exp{0U + 9T} exp{—nu®/(20%) — nlno},

kai dominantis parametras ¢ = —1/(20?), trukdantysis parametras ¥ = nu/o? ir statis-
tikos U =3, X2, T = X.
Statistika

V=hUT)=U-nT?>=> (X; - X)?
i

yra tiesiné U funkcija, o jos skirstinys, kai o fiksuotas, nepriklauso nuo 9, taip pat ir nuo
T; statistika V/og ~ x*(n — 1), kai H teisinga.

Remiantis [2], 4.4.3 teorema alternatyvos H; : 02 > 03 atveju egzistuoja TGN krite-
rijus, kurio kritiné sritis yra

Ky ={X:V/o} >x2(n—1)}.

Jeigu v yra statistikos V/o? realizacija, tai P reik§miy terminais hipotezé atmetama, kai

pv=P{x2_| >v} <o

Analogitkai, kai alternatyva Hy : 02 < o2, egzistuoja TGN kriterijus, kurio kritiné
sritis yra
Ky ={X:V/og <xi_o(n—1)},

arba P reikSmiy terminais hipotezé atmetama, kai
p=P{x2_ | <v}<oa
Kriterijy galios funkcijos
B1(0%) = P, > (03/02)2(n— 1)}, fa(0?) = P{OE_, < (02/0)0d_a(n— 1)},

1.3.54. Statistika V tiesiné U atzvilgiu. Remiantis [2], 4.4.3 teorema egzistuoja TGN
kriterijus, kurio priémimo sritis

A3 = {X e < V/Ug < CQ}.
Analogiskai I.3.25 pratimui konstantos ¢; ir ¢y gali buti surastos i§ lygéiy sistemos
Ploo<’ <a}=1-aqa,

Plei <x2i 1 <cl=1-a.
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Imdami paslinkta, tac¢iau paprasciau randama simetrinj kriterijy gausime kritine sritj
K3 = {X: V/0} < X3_apln—1), atba V/3 > X2 u(n — D}
P reik8miy terminais hipotezé atmetama, kai
po =2min(P{x;_; <v},P{xi_; > v}) <o
Kriterijaus galios funkcija

Ba(0®) = 1= P{(05/0")XT a2 < Xn-1 < (05/0%)X2}-

1.3.55. Zr. 1.3.51 pratima.
1.3.56. Zr. 1.3.51 pratima.

1.3.57. Jeigu o zinoma, tai kriterijaus galia lygi 0,5573; 0,7228; 0,8505, kai n = 5;
0,8119; 0,9354; 0,9842, kain = 10; 0,9270; 0,9871; 0,9987, kai n = 15. Jeigu o nezinoma,
tai kriterijaus galia lygi 0,5869; 0,7280; 0,8393, kai n = 5; 0,8077; 0,9275; 0,9795, kai
n =10; 0,9216; 0,9844; 0,9961, kai n = 15.

1.3.58. Uzrage tikétinumo funkcija tokiu badu

n 1 n
L(Hh ceey Mosy 0-2) = eXp{91X1 + ZGJXJ o @ ZXE - B(917 "'79.9’ 0-2)}7
i=1

=2

¢iaf; = p;/o?,i = 1,...,s, matome, kad ji priklauso (s+1)-maciy eksponentiniy skirstiniy
Seimai. Dominantis parametras 6, o trukdantysis ¥ = (6a, ..., 05, —1/(20%))T; pakanka-
mosios statistikos U = U(X) = X3, T = T(X) = (X2,..., X5, ; X?)*. Nemazinant
bendrumo galima tarti, kad tikrinama hipotezé H : 6; = 0, t.y. u{ = 0 (priegingu atveju
vietoje X; imsime Y; = X; — pf). Statistikos V(U,T) = (X; — p11)/V52 ~ S(n — n),
da 6% = Y, X7/(n — s), skirstinys, kai 6; = 0, nepriklauso nuo 9. Remiantis
[2], 4.4.3 teorema, kai alternatyva yra H; : 6; > 0, reikémingumo o TGN kriterijus
atmeta hipoteze, kai T = (X; — p9)/V&2 > to(n — s). Alternatyvos Hs : 6; < 0 atveju
hipotezé atmetama, kai T' < —t,(n — s), o dvipusés alternatyvos H3 : 1 # 0 atveju — kai
‘T| > toz/?(n - 8)

1.3.59. Pazymekime £ = 3, X;(t; — )/ 32,(ti — 0)2, fo = X, 62 = 2 = 3,(X; —
Bo—P1(t;—1))%/(n—2). Tada: a) Hy atmetame, kai \/n(Bo—00)/(s) > ta(n—2); b) Hy
atmetame, kai |3o—0o|/(s) > tas2(n—2); c) Ho atmetame, kai (B1—00)/(sd) > to(n—2),
?=1/3,(t: —1)? d) Hy atmetame, kai |31 — 0p|/(sd) > to/2(n — 2).

1.3.60. a) Tikétinumo funkcija

L(A\,n) = exp{0U + 9T} exp{nnln A — nlnF(n)}/HXi

priklauso dviparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Dominantis parametras
6 = n, trukdantysis parametras ¢ = —nA ir statistikos U = ) . In X;, T = X. Remiantis
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[2], 4.4.2 teorema egzistuoja TGN kriterijus, kurj apibréziame kaip salyginj pavirSiuose
T = t. Kritiné sritis

K={X:U>¢T)} & {X:]J[Xi>gX)}

b) Analogiskai p. a).
1.3.61. Jungtinés imties (X, Y™ tankis

1 1
FX,Y:0) = Coxp{—5 5 > X2+ 53 Xi— 5 > V2 + 53 vi—b(0))
o1 % o1 = 205 - 03 %

priklauso keturparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai, parametras @ = (u1, ua,
o1, O'Q)T, —00 < 1, M2 < 00, 0< 01, 02 < 00, C = (27T)7(m+n)/2.

Pertvarkykime tankj taip, kad i§siskirty parametras py — pz — Bo:
f(Xa Yv 05 19) = exp{HU(X, Y) + ﬂT(X7 Y) - B(07 19)}7

2 2
nogy(p1 — Bo) + moiypz
moi, + nos,

(1 — po — Po)mn
moi, + nos,

9: 719:

VU)XV, T = hx Sy
T10 920
Statistikos o
g _ (X =Y — Bo)/mn
Vmoty +nos,

skirstinys, kai pu; — pe = Bo, yra N(0, 1) ir nepriklauso nuo 9, tai jis nepriklauso ir
nuo 7. Remiantis [2], 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai dél parametro 6 (kartu
dél skirtumo p; — po) reikSmiy, kai yra vienpusés ar dvipusé alternatyvos. Kadangi
Z yra monotoniskai didéjanti ir tiesiné pagal U, tai alternatyvy Hy : pg — pa > So,
Hy : g — pg < Bo, Hs : 1y — pa # Bo atvejais kritinés sritys yra

K ={(X,Y):Z >z}, Ko={X)Y):Z< -z},

K3 ={(X,Y):|Z| > zq/2}.

Kriteriju galios funkcijos iSreiskiamos standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo
funkcija ®(x).

Pazymékime z statistikos Z realizacija. Tada P reik8miy terminais kriterijai K7, Ko,
K3 formuluojami taip: hipotezé atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygybés

pr=1—®(2) <o, pv=2>(2)<aq,

pv = 2min(l — ®(z), &(2)) = 2(1 — &(|2])) < a.
1.3.62. Pertvarkykime tankij taip, kad i8siskirty dominantis parametras pq — pe — Bo:

f(X,Y;G,’lS‘) = eXp{eU + 191T1 + 192T2 - B(0,191,192)},

U=X-Y, Ti=nX+mY, Th=)Y X?+> V2
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0 — (1 — p2 — Bo)mn 9 :n(ﬂ1—5o)+m/$2 9o — 1
(m+n)o? = (m+n)o? 2 '

Nagrinékime statistika
X-Y —p U —fo
S X vi-ve (- 1 e

Funkcija V' yra monotoniskai didéjanti pagal U. Be to, jos skirstinys, kai § = 0,
nepriklauso nuo parametry w1, g2, o (kartu nuo T4, Ts). Tuo jsitikinti galima paZzymeéjus,
kad V reiksmé nepakinta, kai X; pakeic¢iama j (X; —u1)/o ir Y; pakei¢iama j (Y; —us2)/o.

Remiantis [2], 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijus, kai alternatyva yra H; : 6 >
0. Jo kritiné sritis yra V' > ¢, arba ekvivalen¢ia forma T' > ¢,

V=VUT,T) =

T_v mn(m+n—2) XY —p mn(m +n —2)
min JAm DiAm DY min

¢ia s? ir s3 yra nepaslinktieji dispersijos o2 jvertiniai, sudaryti pagal imtj X ir imtj Y.
Kadangi statistikos 7" skirstinys, kai pu; — pus = Bo, yra Stjudento su m + n — 2 laisvés
laipsniy, TGN kriterijaus kritiné sritis yra

K ={X,Y): T >to(m+n—2)}.
Analogiskai, kai alternatyva yra Hoy : j11 — po < B9, TGN kriterijaus kritiné sritis yra
Ky ={(X)Y): T < —to(m+n—2)}.

Tikrinant hipoteze Hs : 6 = 0 (arba puy — u2 = Bo), kai alternatyva Hsz : 6 # 0 yra
dvipusé, tiesiogiai pritaikyti [2], 4.4.3 teoremos negalima, nes V néra tiesiné U funkcija.
Imkime funkcija

X-Y -5 U
\/z X243,V - (5 X+ X, V)2 \/Tg— T2
kuri tiesiSkai priklauso nuo U. Kadangi W ir V susieti lygybe
S —

T m4n

V =

tai W skirstinys, kai § = 0, taip pat nepriklauso nuo 77, 75. Be to, W skirstinys,
kai & = 0, yra simetrinis tasko 6 = 0 atzvilgiu, todél, remiantis 4.4.2 teorema, TGN
kriterijaus kritiné sritis yra |W| > c.

Funkcija |V] yra monotoniskai didéjanti pagal |W|. Todél &ig kritine sritj galima
perrasyti |V| (kartu ir |T'|) terminais. Gauname kriting sritj

Ky = {(X,Y) : |T| > taja(m+n—2)}.

Pazymeékime ¢ statistikos T realizacija ir tegu F(x|v) yra Stjudento skirstinio su v
laisvés laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reik8miy terminais kriterijai K1, Ko, K3
formuluojami taip: hipotezé atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygybés

pr=1—F(tim+n—-2)<a, pv=F({tm+n—-2)<a,
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pv=2min(l — F{tjm+n —2),F(tlm +n—2)) =2(1 — F(Jt|m +n —2)) < a.

1.3.63. Tankj pertvarkykime taip:
f()(7 Y; 9, 19) = eXp{eU + 191T1 + 192T2 + 193T3 - B(@, 19)},

1 1 1
0= -5+, U1=—o—g, Vo=l 9g="E2

2 27 27 2
205 207 207 o o5

U:Z}/ﬁ, T1:ZX3+2Y3, Th=X, Ty3=Y.
K3 K3 3

Nagrinékime 8iy statistiky funkcija

(m-),(X;~ X)? _ & (m—1)(T, ~U —nT3)
1) SR o Sl o (7

kuri monotoniné pagal U. Jos skirstinys, kai = 0 (t.y. 07 = 03), yra Figerio skirstinys
sun—1ir m—1 laisvés laipsniy. Taigi F' skirstinys, kai § = 0, nepriklauso nuo parametry
91,92, Y3, 0 kartu nuo statistiky 77, Tg, Ts. Remiantis [2], 4.4.3 teorema, egzistuoja TGN
kriterijai, kai alternatyvos yra Hy : 02 > 02, Hy : 03 < 02 vienpusés. Jy kritinés sritys
yra

K, ={X,Y): F>F,(n—1,m-1)},
K ={(X,Y): F<Fi_o(n—1,m—1)}

¢ia F, (11, v2) yra Fiserio skirstinio su v ir v, laisvés laipsniy « kritiné reiksme.
Pazymeékime f statistikos F' realizacija. Tada P reikSmiy terminais kriterijai K, Ko
formuluojami taip: hipotezé atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygybés

pv=1-— P{Fn—l,m—l > f} <o, pv= P{Fn—l,m—l < f} <a.

Kriterijy K7, Ko galia isreiskiama FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija, kai jos
argumentas priklauso nuo dispersijy santykio A = 0% /03:

1
SFan—1,m—1)), A>k

/61()\) = P{Fn—l,m—l > Iy

1
XFl,a(n —1m-1)} A<k

Kai alternatyva Hjz : 0 # 0 yra dvipusé, tiesiogiai pritaikyti [2], 4.4.3 teoremos nega-
lima, nes F' néra tiesiné U funkcija. Apibrézkime statistika W lygybe

/BQ(A) = P{anl,mfl <

(n—1)F Ty — kU —nT3
m—1+(n-10)F (Ty —nT§ — knT$)’

Statistika W yra tiesiné pagal U. Kadangi ji iSreiskiama per F, tai jos skirstinys, kai
6 = 0, taip pat nepriklauso nuo Ti,7T»,T5. Remiantis [2] 4.4.3 teorema, hipotezé Hj
atmetama, kai

W <, arba W >d.
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Funkcija W yra monotoniskai didéjanti pagal F', kai 0 < F' < co. Todél kritine sritj
galime perraSyti statistikos F' terminais: F' < ¢;, arba F > cy. Konstantos ¢; ir ¢

randamos i§ salygy
E(p(F)lo} = 03) = P{Fo1m-1 < c1} + P{Fo 1 m1 > 2} = a,
E(Fo(F)|o? = 03) = aE(Flo?) = o3.

Tada
m—1

E(F 1= 2:EFn— m—1) = o>
(Flo = 03) = B(Fy 10 1) = 2

m—1
E(Fp(F)|o} = 03) = g PlFniim-s < e} + P{Fatim-3 > c2}].

Lyg¢iy sistema parametrams c; ir c¢o rasti gali buti uZraSyta taip:

P{Cl < anlvmfl < 02} =1- o,
P{Cl < Fn+1,m73 < 02} =1-a.

Praktigkai vietoje K3 TGN kriterijaus dazniau naudojamas paslinktasis, tac¢iau pa-
pras¢iau randamas simetrinis kriterijus, kurio kritiné sritis

K3 ={(X,Y): F < F_op(n—1m~1), atba F > F,s(n—1,m—1)},
P reik§miy terminais kriterijus formuluojamas taip: hipotezé atmetama, kai teisinga

nelygybé
pv = 2m1n(1 - P{anl,mfl S f}a P{anl,mfl 2 f}) S Q.

1.3.64. Tikétinumo funkcija L(p, ) uzrasykime tokiu pavidalu
L(N, E) = exp{HU + 9 T7 + 9oTs + V3135 + 94Ty — B(&, 19)},

¢ia 0 = p/(o102(1 — p?)) yra dominantis parametras

-1 -1 1 H1 i
S - | U = m ,
R Iy S ) Ml Gy R e

1 B2 pm
Oy = — (22—
! (1—/)2)(05 0102

trukdantieji parametrai; statistikos

U:ZXiYi, T1=ZX§, T2=2Yi2, T;;:ZXi, T4:ZYi.

Turime penkiaparametre eksponentinio tipo skirstiniy Seima. Hipotezé H : p = 0 ekvi-
valenti hipotezei H : § = 0. Nagrinékime statistika
(X = X)(YV; —Y U —T13T,
(U T) = 22— 2l _ )( )_ _ T 4/ __
5182 \/Ei(Xi—X)QZi(Yi—Y)Q V(T = T3 /n)(T> — 3 /n)

Statistikos r skirstinys nepriklauso nuo parametry pi, ju2,0%,05. Kai hipotezé H :
p = 0 yra teisinga, tai r skirstinys nepriklauso nuo parametro ¥ = (91,92,93,9)7, o
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kartu paciu ir nuo statistikos T = (Ty, Ty, T3, T4)”. Kadangi r yra tiesiné U funkcija, tai
remiantis [2] 4.4.3 teorema, tikrinant hipoteze H : p = 0, kai alternatyvos yra Hy : p > 0
arba H, : p < 0, egzistuoja TGN kriterijai, kuriy atmetimo sritys r > ¢y, arba r < c;.
Dvipusés alternatyvos Hs : p # 0 atveju, remiantis statistikos r skirstinio simetrigkumu
0 atzvilgiu, TGN kriterijus atmeta hipoteze, kai |r| > d. Jeigu kriterijaus reik§mingumo
lygmuo «, tai konstantos ci, ¢z, d randamos i§ salygy

F(c1|0) =a, 1—F(c|0)=qa, F(=d|0)+1— F(d|0)=a,

Cia F(z|p) — statistikos r pasiskirstymo funkcija; tankio funkcija f(x|p) pateikta 1.2.169
pratime. Kai p = 0, tankis yra

n—4

(1=

_ 1 rtgh
f(x|0) = JR ()

Atlike a.d. r transformacija: t = v/n — 2r/v/1 — r2, gauname, kad ¢t ~ S(n — 2), kai
p = 0. Kadangi t yra monotoniskai didéjanti r funkcija, tai pateiktieji reikSmingumo
lygmens o TGN kriterijai jgauna tokj pavidaly

t>tan—2), t<—ta(n—2), [t|>tasln—2).

Tegu S(x|v) yra Stjudento skirstinio su v laisvés laipsniais pasiskirstymo funkcija.
Tada P reikSmiy terminais kriterijai formuluojami taip: hipotezé atmetama, kai atitinka-
mai teisingos nelygybeés

pr=1-S(tn—-2)<a, pv=SEtn-2)<a,
pv = 2min(l — S(t|n —2),S(tn —2)) =2(1 — S(Jt||n — 2)) < «;
Siose nelygybése t yra statistikos realizacija.

1.3.65. a) Tikétinumy santykis

)

A= maxy, s:p=p, L(K, X) _ L(p, 2?)
max,, s L(p, 3) L(jt,s

Gia fu, > yra parametry p, 3 DT jvertiniai, o f, 3 DT jvertiniai, surasti esant salygai
P = po- =

Parametry p, 3 DT jvertiniai (zr. [4], 1.2 skyrelj) yra fiy = X
[Sijlax2, S11 =2 ;(Xi — X)2, 820 = >, (YV; = Y)?, S0 = 5o =
tikétinumo funkcijos maksimumas

o =Y,3=8/n;8 =

2(Xi = X)(Yi—Y), 0
L1, 2) = (V2r) "n"e S| 7/2.

Uzrase tikétinumo funkcija, kai p = pg, tokiu pavidalu

1 S 9 S12 5%2}

1
exXpl ——————— — — +
(\/MUNQ)" { 2(1 = rhog) of pOUle o3
X —m)? X — Yy — V — 1o)2
expd " (X — ) 72,00( p)(Y — p2) | ( 2#2)
2(1 = pg) 01 0102 op

L(l"’? Y) =




L.3. Parametriniy hipoteziy tikrinimas 151

matome, kad paskutinis daugiklis jgyja maksimalig reikime 1, kai fi; = fi; = X, fig =

2 =Y. Lieka rasti daugiklio, priklausanc¢io nuo oy ir o2, maksimuma. Logaritmuodami
gauname

1 Si1 Sz Sage
b = —nl —nl — o ol 2 )
(0'1’0'2) nino; —ninog 2(1 7p(2))[0% p00102 * U% ]

Prilygine funkcijos h iSvestines pagal oy ir oo nuliui, gauname lygciy sistema

S11 S12 9
_ = 1 — R
O'% Po o109 TL( pO)
S22 S12 9
22 —n(1-pd).
O'% Po o109 ’I’L( pO)

Atéme i§ pirmosios lygties antraja gauname, kad S11/03 = Sao/03. IraSe i pirmaja lygti
randame

S11 St o Sl —por) 51— por
e —pr— = 0=l =4 .
ot ot Pon(l-p3) 10

Analogiskai i§ antrosios lygties gauname

S22 S22 . Sao(1—por) 51— por
72_p(]7’72 éogzﬁzag 5 -
03 g3 n(1—pj) L—pp

Naudodami 8iuos jvertinius gauname tikétinumo funkcijos salyginj maksimuma

Vor "nremm(1 — rho?)/?

L(N7 2) - (511522)”/2(1 - T’hOQT)"

Tada ) )
A2/n — (l_p())(l_r )
(1= por)?

Tikétinumy santykio kriterijus atmeta hipoteze, kai A jgyja mazas reik§mes (7r. [2], 4.6.1
skyrelj). Spresdami nelygybe

(1= )1 —12) < e(1 = por)?
r atzvilgiu gausime, kad hipotezé atmetama, kai

cpo— (1 —p2)v/1—c epo+ (1 —p2)vV1—c
r<dife) = Olfpg(lozc) arba > da(e) = Olip?)(lozc) '

Parametra c reikia parinkti taip, kad

F(di(c)lpo) + 1 = F(dz(c)lpo) = o

¢ia F(z|p) yra statistikos r pasiskirstymo funkcija.
b) Hipoteze atmetame, kai r < ¢; arba r > ¢y. Konstantos ¢; ir ¢ randamos i$ salygu

F(eilpo) = /2, 1— F(ealpo) = /2,
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arba P reikSmiy terminais hipotezé atmetama, kai
pv = 2max(F(r|po),1 — F(r|po)) < «,

¢ia r yra empirinio koreliacijos koeficiento realizacija.
c) Vienpusiy alternatyvy Hy : p > po, Ha : p < po atvejais natiralu naudoti vienpu-
sius kriterijus. Hipotezé atmetama, kai atitinkamai

pv=1—F(r|py) < a, pv=F(r|po) <o, pv=2min(F(r|p),l— F(r|po)) < cv.

Siose nelygybése r yra empirinio koreliacijos koeficiento realizacija.
Irodyta (zr. [12]), kad pateiktieji kriterijai yra TG tarp kriterijy, kuriy statistikos
invariantiSkos poslinkio ir mastelio transformacijy atzvilgiu.

1.3.66. Praktiskai dazniau naudojami apytikslieji kriterijai, kurie grindziami statis-
tikos r FiSerio transformacija
1 1+7r

Z:Z(T):§lnl—r

ir a.d. Z asimptotiniu (n — oo) normalumu

1. 147 1. 1+4+p0\ 4
= — -1 — =1 —Y ~N 1
Va(po) = vn 3<2“1_r 2n1_p0) (0, 1),

kai tikroji parametro reik§mé yra po. Apytikslieji kriterijai gaunami lyginant V,,(po)
su standartinio normaliojo skirstinio kritinémis reik§mémis. Gauname tokias apytiksliy
kriterijy kritines sritis

Vn([)o) > Za, Vn(po) < —Za, |Vn(p0)| > Za)2-

Pazymékime v statistikos V,,(pg) realizacija. Tada kriterijus galima suformuluoti
asimptotiniy P reikSmiy pv, terminais: hipotezé atmetama, kai atitinkamai teisingos
nelygybés

pra=1—®(W) <a, puv,=PW)<a,

pve = 2min(1 — ®(v), ®(v)) = 2(1 — ®(|v])) < a.

1.3.67. Pazymékime Z; = X; —Y;, i = 1,2,...n. Tada Z = (Zy,...,Z,)" yra
paprastoji imtis a.d. Z ~ N(u, 02), u = p1 — p2, 0> = VZ = 0} — 2poi09 +
o2. Vietoje hipotezés H galime tikrinti analogika hipoteze dél normaliojo skirstinio
vidurkio p reik§més naudodamiesi imtimi (Zy, ..., Z,)T, kai dispersija 0% yra nezinoma
(7r. 1.3.51,1.3.52 pratimus).

1.3.68. Jungtinés imties tankis (skai¢iuojanc¢iojo mato atzvilgiu) priklauso dvipara-
metrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Jj galime pertvarkyti taip:

FX, Y| A1, A2) = exp{0U + 9T — B(9,9)} L (X,Y),

Gzln%, ¥ =1In\, U:Z:Xi, T:;Xﬂr;n,

1

B((‘), ’19) = m>\1 + TL)\Q.
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Remiantis [2], 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotezéms dél 6 (kartu ir dél san-
tykio A1/A2) reik8miy tikrinti. Jie sudaromi kaip salyginiai pavir§iuose T' = ¢. Kadangi
salyginis U skirstinys, kai T = ¢, A1/A2 = co, yra binominis B(t,mco/(mco + n)), tai
kriterijus hipotezei H : A1 /A2 = c¢g tikrinti sudarome kaip ir kriterijus dél binominio skirs-
tinio tikimybés p reiksmiy (Zr. 1.3.35 pratima), kur tikimybés p hipotetine reiksme reikia
laikyti pg = mco/(mco + n). Tikrinant hipoteze reikia tarti, kad Bernulio eksperimenty
skaicius ¢, o teigiamy jvykiy skaicius yra U.

1.3.69. Turime dvi n.a.d. X ir Y, pasiskirséiusiy pagal Puasono désnj su parame-
trais A\ ir Mg, imtis, kuriy didumai m = 2 ir n = 1. Reikia patikrinti hipoteze
Hs : A\i/\a = 1/5, kai alternatyva Hjz : \/\a # 1/5. Vietoje §ios hipotezés tikri-
name hipoteze Hj : p = po = 2/7, kai alternatyva yra H} : p # 2/7, o bandymy
skai¢ius yra a.d. T = X; + X5 + Y, jo realizacija t = 73; teigiamo jvykio jvykimy
skai¢iaus U = X; + X5 realizacija v = 28. Randame tikimybés pasikliovimo intervala,
kurio pasikliovimo lygmuo @ = 0,95. Gauname (p,p) = (0,272, 0,505). Kadangi
po = 0,286 patenka j & intervala, tai darome isvada, kad turimi stebéjimai suformu-
luotai hipotezei neprieStarauja. Naudodami kriterijy P reik§miy terminais, randame
pv = 2min(l5/7(45, 29),15,7(28, 46)) = 2min(0,9736, 0,0454) = 0,0908 > 0,05.
Hipotezé neatmetama.

1.3.70. a) A.d. X; salyginis skirstinys (X1|X; + Xo = N) ~ B(N,p),p = A1 /(A1 +
A2). Hipoteze Hy atmetame, kai X; < k, ir atmetame su tikimybe ~, kai X; = k; ¢ia
k yra maziausias sveikasis skai¢ius, kuriam galioja nelygybé Zi:o cu/2N =p < q
7= (a—p)/(C/2Y); N = X; + Xa.

b) 8= Z:@_:lo CaN=m /3N 4 4Ok 2N=F /3N pirmaisiais trimis atvejais ir

k—1
B=> CRaN=m/sN 4 yCpaN—F /5N
m=0

paskutiniu atveju.

1.3.71. Jungtinés imties tankis (skai¢iuojan¢iojo mato atzvilgiu) priklauso dvipara-
metrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Jj galime pertvarkyti taip:

f(X, Y, |p1,p2) = exp{0U + 9T — B(0, V)},

Pl(l—P2)> P2
g—n (P2 gy o Uv=Sx, T=Sx.+Yv.
(55 o VTN e

Remiantis [2], 4.4.1 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotezéms dél 6 reiksmiy
tikrinti. Jie sudaromi kaip salyginiai pavir§iuose 7' = ¢. Hipoteze H : § = 0 yra ek-
vivalenti hipotezei H' : p; = po. Nesunkiai patikriname, kad kai tikimybés vienodos
p1 = D2, a.d. U salyginis skirstinys, kai 7" = ¢, yra hipergeometrinis H(n + m, n, t).

Vadinasi, hipotezé H, kai alternatyva yra H; : p; > pp, taikant nerandomizuoty
kriterijy, yra atmetama, kai U > k'; ¢ia k' yra maZziausias sveikasis skaicius, tenkinantis
nelygybe

/ - min(n,t) Tzlcfn_l
1—-HF —1n+m, n, t) = ol <a.

i=k' n+m
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Norint jsitikinti, kad U pateko j kritine sritj, galima apskai¢iuoti P reikSme, t.y.
hipoteze atmesti, kai 1 — H(u — 1|n +m, n, t) < a; ¢ia u yra statistikos U realizacija.

Analogiskai, kai alternatyva yra Ho : p; < po, kritiné sritis gali buti uzrasyta taip:
pv=H(uln+m, n, t) < a.

Kai alternatyva Hs : p; # po yra dvipusé, H atmetama, kai teisinga kuri nors i3
pateikty nelygybiy, kuriose « reikia pakeisti j a/2.

1.3.72. Tarkime, p; ir po yra tikimybeés, kad susirgs pirmosios ir antrosios grupiy
darbininkai. Reikia patikrinti hipoteze H; : p; = po, kai alternatyva yra H; : p; < po.
Parinkime reik§mingumo lygmenj v = 0,05. Tadan+m =25, t =6+4 =10, u =
6, n = 20. Naudojantis I1.3.71 pratimo kriterijumi, hipoteze reikia atmesti, jeigu suma

= Cciot-
pv=H(uln+m, n, t) = Z o <0,05.

i=max(0,t—m) n+m

Tada (kadangi ¢ —m = 5, tai suma turi tik du démenis)

C5CE | CCH

pv = H (6|25, 10, 20) = o oo = 0,064.

Taigi i8keltosios hipotezés neatmetame.

1.3.73. Pazymeékime S; = Z;L;l Xij, © = 1,2. Tikétinumo funkcija

L= h(Xl,Xz)exp{—GSl — 19(51 + Sg) - B(9,19)}, 0 =01 —05,9=0-.

Kadangi esant teisingai hipotezei H : §; = 0y (arba 6 = 0) statistika S;/(S; + S2) ~
Be(nivy1,n2v2), tai remdamiesi [2], 4.4.3 teorema TGN kriterijus galime suformuluoti
naudodami beta skirstinj.

1.3.74. a) Atlikime transformacija U; = AoX; + Y;, Z; = X; — Yi/Ag,i = 1,...,n.
Tada hipotezé Hy : o2/01 = Ao yra ekvivalenti hipotezei, kad koreliacijos koeficien-
tas p = p(U;, Z;) = 0. Statistika R yra empirinio koreliacijos koeficiento, apskaiéi-
uoto pagal imtj (U;, Z;)T,i = 1,...,n, modulis; b) (n —2)R?/(1 — R?) ~ F(1,n — 2);
c) Atlikime transformacija U; = X; +Y;,Z; = X; — Y;,i = 1,...,n. Tada statistika

V=12I/\/SiZ - 2% &) (n— 1)V~ F(Lin—1)

1.3.75. a) Remiantis 1.2.13 pratimu V/ ~ x?(2n — 2). Hipotezé atmetama, kai
V < ¢; arba V > ¢o. Lygtys konstantoms c1,co apskaiciuoti randamos analogiskai
1.3.30 pratimui. Imant simetrigkus kriterijus hipotezé atmetama, kai V' < Xia /2 arba
V>3 /2

b) Remiantis I.2.13 ir 1.2.14 pratimais X(;) ir V' nepriklausomi; Xy ~ £(a,0/n).
Jei teisinga hipotezé H : a = 0, tai X(1) ~ £(0/n) ir n(n — 2)X1)/V ~ F(2,2n — 2).
Hipotezé atmetama simetrisku reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

n(n — Q)X(l)
Vv

n(n — Z)X(l)

Fi_ 2,2n -2 b
<1a/2(7n )7 arba Vv

> Foa(2,2n — 2).
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1.3.5 skyrelis
1.3.76. Pazymékime n = nq + ... + ng,
Xz(l) = min(Xil, ""Xim)v X(l) = min(Xl(l), Sy Xk(l))

Tada
a) tikétinumy santykis A = Hle(tii/&i)"i,

Uz Uz

o = Z(Xij - Xiy)/ni, 0= Z(Xij = Xqy)/ni;
j=1 j=1
b) A =T10,(6:/6)", 6 = S0 nidi/n; ¢) A= (6/5)", & =31, nioi/n.
1.3.77. a) Tikétinumy santykis

2 ) 5\ /2

A= max,,—,,,o2 L(,uv g ) _ L(/J/Oa o ) _ O'T .
max,, 2 L(p,0?) L(ji,0?) o2 '

Gia 02 = my = (n— 1)s2/n = ¥,(X; — X)%/n yra dispersijos 0% DT jvertinys, 0 02 =

> i(Xi — po)?/n yra dispersijos o DT jvertinys, kai g = p19. Gauname

1 1
L+ n(X —po)?/((n—1)s2) 1+ 83(X)/(n 1)

A2/n _
Taigi
{X:A<c & {X:|[t(X)]>ta2(n—1)}
b) Tikétinumy santykis

A= maxu,az’:ag L(ﬂa 02)

_ 2\n/2 —nma /(208 )+n/2
max,, 52 L(Ma 0_2) (m2/0'0) € .
Funkcija h(z) = 27/2¢~"%/2 didéjanti intervale (0, 1) ir mazéjanti intervale 1,00. Gau-
name

nm nm
A<ec & 22<cl arba 22>02.
0o 99
1.3.78. Tikétinumy santykis
maxy o L(ms o) L0, omf)  TT, (7)Y

maXy, L(’/Tl,...,’/Tk) o L(ﬁl,...,ﬁk) Hi?:l(‘/i/n)vi’

¢a 7r; = V;/n yra parametro m; DT jvertinys (zr. 1.2.131 pratima). Gauname

k n
A= (H(wg/ﬁi)ﬁi> .

i=1

1.3.79. Remiantis [2], 3.5.4 skyreliu —21In A LN X3_,. Skleidziant —2In A eilute (Zr.
[4], 2.2.1 teorema) gaunama, kad —2InA = > (V; — nn?)?/(n7d) 4+ op(1).
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1.3.80. a) Tikétinumy santykis

A= max,, =y,,02 L(NJDNQ? 02) _ L(ﬂl7ﬂ27(;2) _ <62)n
= = == ,
g

max,,, ., 02 L1, p2, 02) L([Ll,ﬂg,o:Q)

cia /:Ll = X?ﬂQ = Y: 072 = [ZZ(XE_ X)2 + Zz()/l - Y)Q]/(Qn) yra pa‘ra‘metrq M1, 2, 0-2
DT jvertiniai, o fiy = i = (X +Y)/2,

5 =) _(Xi— )’ + Z(Yi = 2)?]/(2n) = (n = 1)(si + 53)/(2n) + (X —Y)?/4

%

yra parametry i, po, 02 DT jvertiniai, kai g1 = po.
Vienodo didumo iméiy atveju Stjudento statistika

T=TX,Y)=n(X-Y)/y\/5? + 53~ 5(2n—2),

kai hipotezé teisinga. Gauname

AV = L )
14+ nT?2(X,Y)/(2(n — 1))

Tikétinumy santykis A yra monotoniskai mazéjantis T2 atzvilgiu. Taigi
A<c & [T(X)Y)|>ta2(2(n—1)).
b) Tikétinumy santykis

A= 0 it L 2,0t o8)  (a3)/2(63)

"= (o3
maxﬂl,p&,af,ag L(H’hl‘('%a%ao’%) ((&% + &%)/Q)TL’

Ga 021 = 3,(Xi — X)2/n = (n — 1)s3/n, 025 = ,(Yi — Y)?/n = (n — 1)s3/n yra
parametry o? ir 03 DT jvertiniai. FiSerio statistika F' = s2/s2 ~ F(n — 1,n — 1), kai
hipotezé teisinga. Gauname

Al/n: 28182 —9 \/F

51+ s3 1+F

Nelygybé A < ¢ ekvivalenti nelygybei 2v/F/(1 + F) > d,d > 0. Funkcija h(z) =
22/(1 + 2%), kai > 0, didéja nuo 0 iki 1, kai 2 kinta nuo 0 iki 1, ir mazéja nuo 1 iki 0,
kai = kinta nuo 1 iki co. Taigi

A<c & F<c arba F > cs.
1.3.81. Tikétinumy santykis A = [1/(1 + kEF/(n — k))]"/2.
1.3.82. Tikétinumy santykis

A= (1= p)™ B P (1= p)™ % /[P (1= o)™ 755 (1= f2) ™
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S1=X1+..+Xp,, So=Y1+..+Y,,, p1 = S1/n1, P2 = Sa/na, p= (S1+S52)/(n1+n2).
Remiantis 1.3.79 pratimu —2In A % y2.

1.3.83. A = pS(1—p)" S /([T 57 (1 —pi)™~51), S =814..+Sp n=n1+..+
ne, p=3S/n, p = Si/ni, i =1,2,..k; —2InA S Xi 1, kain; = 00,4 =1,2,..,k, ir
hipotezé H : p1 = ps = ... = py, yra teisinga.

1.3.84. Tikétinumy santykis A = (AS152 /(X712 352)) exp{ni Ay + nads — (n1 +n2)A};
S1=X1+..4+X,, Sa=Y1+..4Y,,, A = Sy /n1, Ao = Sa/na, A= (S1452)/(n1+n2).
Remiantis 1.3.79 pratimu 21n A 4 X3

1.3.85. A = AS/([T_, A%), S=S1+..4Sk n=ni+..+np A=25/n, \ =
Si/ng, i=1,2,...,k; —2InA 4 X:_, kai n; — 0o, i =1,2,...,k, ir hipotezé H : \; =
A2 = ... = \j yra teisinga.

1.3.86. A.d. X/Y ~ (01/02)Fan, 2n,; Gia Fy,, — a.d., turintis Figerio skirstinj su m
ir n laisvés laipsniy. Tikétinumy santykis

A _ maxg,—g, L(01,05) _ L(6,0)
maxg, g, L(61,02) L(91:ég),

¢ia 6, = X,0, = Y yra parametry 61,6, DT jvertiniai, = (1 X +n2Y)/(n1 + ng) yra
parametro 6 jvertinys, kai 1 = 03 = 0. Gauname

(n +ng)™ ™™ (i X)™(neY)™  mi+ nz)nlJrnQ o mtme

A= — _
nitng? (N X + nyY)mtn2 ng 1+ n1F/ny

A<ec & F<ec arba F > co.

Tegu alternatyva yra H : 0; > . Tada hipotezé H atmetama, kai
X/Y > Fa(2n1, 2712),

o kriterijaus galia ﬂ(eg) = P{F2n1,2n2 > (92/91)Fa(2n1, 2n2)}, 0y < 0.

1.3.87. Nurodymas. Pasinaudokime tuo, kad a.d. V =Y, (m; —np)?/(npf) apytiks-
liai turi x? skirstinj su 3 laisvés laipsniais; ¢ia p? — tikimybé, kad a.d. X ~ N(0,1/4) jgijo
reikime i§ i-ojo intervalo: p{ = 0,00135;pY = 0,1573;p% = 0,6827;p§ = 0, 15865. Atsi-
tiktinis dydis V igijo reik§me 2,6578. Asimptotiné P-reik§mé pv, = P{x3 > 2,6578} =
0,4474. Atmesti hipoteze néra pagrindo.

1.3.88. Analogiskai kaip ir 1.3.87 pratime gauname, kad a.d. V, kuris apytiksliai
turi x? skirstinj su 3 laisvés laipsniais, igijo reik¥me 19,453. Asimptotiné P-reik§mé
pva = P{x3 > 19,453} = 0,00022. Hipoteze atmetame.

1.3.89. Atsitiktinis dydis V, kuris apytiksliai turi y? skirstinj su 2 laisvés laipsniais,
igijo reik§me 5,3446. Asimptotineé P-reikimé pv, = P{x3 > 5,3446} = 0,0691. Hipoteze
atmetame, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0691. Tikrindami hipoteze H :
X ~ B(2,p), apskaitiuojame statistikos V = (mg —np?)2/(np?) + (m1 —n2p§)?/ (n2p§) +
(ma — ng?)?/(ng?), kuri apytiksliai turi x? skirstinj su 1 laisvés laipsniu, reikime; ¢ia
p yra tikimybés p DT jvertinys. Gauname p = = (1017 + 1054)/4040 = 0, 5126; V=
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0,2317. Asimptotiné P-reikimé pv, = P{x? > 0,2317} = 0,6303. Atmesti hipoteze néra
pagrindo.

1.3.90. Parametro p DT jvertis p = 0,2675. Analogiskai kaip 1.3.89 pratime statis-
tikos V, kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi y? skirstinj su 1 laisvés laipsniu,
reiksmé yra V = 0,757. Asimptotiné P-reiksmeé pv, = P{x? > 0,757} = 0,3843. Todél
atmesti hipoteze néra pagrindo.

1.3.91. Parametro p DT jvertis p = 0,1232. Analogiskai kaip 1.3.89 pratime statis-
tikos V, kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi y? skirstinj su 1 laisvés laipsniu,
reikSme lygi 0,444. Todél atmesti hipoteze néra pagrindo.

1.3.6 skyrelis

1.3.92. n > 74.
1.3.93. <0,6737; n > 133.
1.3.94. Taikant TGN kriterijy n > 45, taikant simetrinj kriterijy n > 47.

1.3.95. Pereiname prie logaritmy. Kadangi atmesti dispersijy lygybés hipoteze néra
pagrindo, tai taikome kriterijy esant vienodoms dispersijoms. Statistikos 7' realizacija
t = 4,2745; P reiksmé pv = 9,45 x 1075, Hipotezé atmetama.

1.3.96. Pagal turimus duomenis randame vidurinio laikotarpio vidurkio ir kvadra-
tinio nuokrypio jver¢ius Xo = 16,563,s9 = 1,5362 ir taikome Stjudento dviejy iméiy
kriterijy. Lygindami pirmg ir vidurinj laikotarpius, gauname statistikos 7" realizacija
0,8761, o lyginant vidurinj ir paskutinj laikotarpius statistikos 7" realizacija yra —1, 5652;
atitinkamos P reik8més esant dvipusei alternatyvai yra 0,3841 ir 0,1222. Atmesti hipoteze
néra pagrindo.

1.3.97. Neatmetama.
1.3.98. n > 211; n > 74; n > 31.

1.3.99. Dispersijy lygybés hipotezé neatmetama, nes a.d., turintis FiSerio skirstinj
F(7,9), igijo reiksme 1,9584; sisteminiy paklaidy vienodumo hipotezé neatmetama, nes
a.d., turintis Stjudento skirstinj S(16), jgijo reiksme 0,4099.

1.3.100. Tikriname hipoteze H : 02 = 02, kai alternatyva yra H : 02 < o3. Statistika
F = s2/s2, kuri esant teisingai hipotezei turi Figerio skirstinj su v; = 10 ir v, = 10 laisvés
laipsniy, jgijo reiksme 0,1783. P reiksmé pv = P{Fig,10 < 0,1783} = 0,0059. Hipoteze
atmetame, kai a > 0, 0059.

1.3.101. a) Tikétinumy santykio statistika Rrg jgijo reiksme 1,8931; asimptotiné P
reikimé pv, = P{x% > 1,8931} = 0,3881; atmesti hipoteze néra pagrindo. b) Hipotezé
neatmetama.

1.3.102. Tikétinumy santykio statistika jgijo reiksme 0,3086; atmesti hipoteze néra
pagrindo.

1.3.103. a) Statistika Z jgijo reiksme 1,882. Tegu F(x|v) yra Stjudento skirstinio
su v laisveés laipsniy pasiskirstymo funkcija. Tada P-reiksmé pv = 2[1 — F(1,882|18)] =
0,0761. ReikSmingumo lygmens o = 0,05 kriterijumi hipotezé neatmetama. b) Statis-
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tika T jgijo reik§me 3,2143. P reik8mé pv = 2[1 — F(3,2143|8)] = 0,0106; hipoteze
atmetame, kai kriterijaus reik§mingumo lygmuo « virsija 0,0106. ¢) Pagal prasme a.d. X
ir Y yra teigiamai priklausomi (jei gretimy sklypeliy Zemé derlingesné, tai abu a.d. X ir
Y turés tendencijg igyti didesnes reikSmes ir atvirkséiai). Todél lentelés duomenis reikia
traktuoti kaip 10 dvimacio a.v. (X,Y)7 realizacijy.

1.3.104. Koreliacijos koeficiento jvertis p = r = 0,7055. Statistika U jgijo reiksme
2,8157. Jeigu hipotezés H : p = 0 alternatyva yra H : p > 0, tai P reikimé pv =
1-F(2,8157|8) = 0,0113; nepriklausomumo hipotezé H : p = 0 atmetama, kai kriterijaus
reik§mingumo lygmuo o > 0,0113.

1.3.105. Statistika T jgijo reik§me 1,7718. Jeigu alternatyva yra H : >0, tai P
reik§mé pv = 1 — F'(1,7718|15) = 0,0484. Hipotezé H : § = 0 atmetama, kai kriterijaus
reik§mingumo lygmuo a > 0, 0484.

1.3.106. Tikriname hipoteze dél a.d. X ir Y vidurkiy lygybés. Statistika T jgijo
reik§me 4,1212. Jeigu alternatyva dvipuse, tai P reiksmé pv = 2[1 — F(4,1212]9) =
0,0026. Hipotezé H : # = 0 atmetama, kai kriterijaus reik§mingumo lygmuo o > 0, 0026.

1.3.107. Statistika T = X; +...+ X, igijo reik§me t = 185. P reik§me pv = P{x3o, <
2t} = 0,1435. Hipoteze atmesti néra pagrindo.

1.3.108. Hipotezé neatmetama. Pasikliovimo intervalas uzdengia hipotetine reiksme
Ao-

1.3.109. Hipotezé neatmetama. Pasikliovimo intervalas uzdengia hipotetine reiksme
Ao-

1.3.110. a) Tikétinumy santykio statistika Rpg jgijo reiksme 19,3386; asimptotiné
P reik§mé pv, = P{x2 > 19,3386} = 0,0036. Hipotez¢ atmetama, jei kriterijaus
reik§mingumo lygmuo virgija 0,0036. b) Tikétinumy santykio statistika Rrg jgijo reik§me
5,1783; asimptotine P reikmé pv, = P{x% > 5,1783} = 0,2695. Hipotezé neatmetama.

1.3.111. Antros rasies gaminiy skai¢ius 277; nerandomizuoto kriterijaus P reik§mé
pv = P{S > 277}; ¢ia S ~ B(1000;0,25); randame pv = 0,0275. Hipotezé atmetama,
jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virsija 0,0275.

1.3.112. Tikrinama hipotezé H : A\ = Xy. Jei alternatyva yra H : \; > \g, tai
P reiksmé pv = P{S > 150}; ¢ia S ~ B(400;1/3). Randame pv = 0,0442. Hipotezé
atmetama, jei kriterijaus reikSmingumo lygmuo virsija 0,0442.

1.3.113. P reiksmeé pv = P{S < 75}; ¢ia S ~ B(275;1/3). Randame pv = 0,0181.
Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reikSmingumo lygmuo virgija 0,0181.

1.3.114. Tikrinama hipotezé H : A\; = )o. Jei alternatyva yra H : Ay > \o, tai P
reiksmé pv = P{S > 20026}; ¢ia S ~ B(39606;1/2). Randame pv = 0,0123. Hipotezé
atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virsija 0,0123.

1.3.115. Statistika /n(p1 — p2)/v/P1q1 + D2Ge, kuri esant teisingai hipotezei asimp-
totigkai turi standartinj normalyji skirstinj, jgijo reikSme 4,0834; asimptotiné P reik§mé
pvg = 2(1 — ®(4,0834)) = 4,44 x 10~°. Hipotezé atmetama.

1.3.116. Tikétinumy santykio statistika Rpg igijo reikSme 9,3113; asimptotiné P
reikimé pv, = P{x? > 9,3113} = 0,0538. Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reikimin-
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gumo lygmuo virgija 0,0538.

1.3.117. Statistika 2nR? (7r. [2], 4.7.12 skyreli) igijo reikime 43,888; asimptotiné
P reik§mé pv, = P{x3 > 43,888} = 2,9-1071Y; statistika —21In A jgijo reiksme 55,099;
asimptotiné P reik§meé pv, = P{x%, > 55,099} = 7,4 -10~%. Hipotezé atmetama.

1.3.118. Statistika 2nR? jgijo reiksme 10,2248; asimptotiné P reikimé pv, = P{x2 >
10,2248} = 0, 006; statistika —21n A jgijo reik§me 20,0797; asimptotiné P reiksmé pv, =
P{x% > 20,0797} = 0,0443. Reik§mingumo lygmens o = 0,05 kriterijumi hipotezé
atmetama.

1.3.119. Hipotezé atmetama, nes statistika 2nR? jgijo reiksme 112,8, o statistika
—21In A jgijo reik§me 137,9.



II. Tiesinialr modelial

II.1. Gauso ir Markovo tiesinis modelis

II.1.1. Maziausiyjy kvadraty metodas

I1.1.1. Turime tiesinj Gauso ir Markovo modelj, t.y. imtis Y = (Y1,...,Y,,)? turi
tokia struktirg

Y =A(B+e,
¢ia A = [aij]lnxm eksperimenty plano matrica su Zinomais elementais a;;; 8 = (B, ...,
Bm)T nezinomy parametry vektorius; e = (ey,...,e,)? paklaidy vektorius, E(e) =

0,V (e) = 0%I. Tegu matricos A rangas lygus m. a) Raskite parametro 3 maziausiyjy
kvadraty (MK) jvertinj B. b) Raskite vertinio 3 pirmuosius du momentus. c¢) Raskite
k-macio parametro @ = H 3 jvertinio 0=H ,6' vidurkj ir kovariacijy matrica (¢ia H yra
dimensijos k x m rango k < m matrica).

II.1.2. (II.1.1 pratimo tesinys). a) Irodykite, kad lieckamoji kvadraty suma

SSp = min SS(B) = (Y — AB)T (Y — AB)
gali biiti surasta tokiu bidu
SS;=YTYy -3 ATY.

b) Raskite kvadraty sumos SSg vidurkj ir parametro o2 nepaslinktajj jvertinj.

I1.1.3. Norint istirti kvieciy derlingumo priklausomybe nuo jy veislés, atliekamas
toks eksperimentas. Atsitiktinai parinkty ny sklypeliy apséjama pirmaja kvie¢iy veisle;
ng — antraja ir t. t., ir pagaliau n,, sklypeliy — m-gja veisle. Pazymékime Y;; i-osios
kvieciy veislés derlinguma j-ajame sklypelyje. Tarkime, kad derlingumo poky¢iai perei-
nant nuo vienos kvie¢iy veislés prie kitos nekeic¢ia dispersijos, o gali keisti tik vidurkj.
a) UzragSykite imtj tiesinio modelio (zr. I.1.1 pratima) pavidalu. b) Raskite modelio
parametry jvertinius.

I1.1.4. Norint istirti vyry sistolinio kraujo spaudimo Y priklausomybe nuo jy svorio
X ir amziaus Xy, atsitiktinai atrenkama n vyry ir jiems pamatuojamos a.v. (Y, X1, X2)7
reikimés (Y;, x14,79;)7, i = 1,...,n. a) Uzragykite imtj tiesinio modelio (7r. IIL.1.1
pratima) pavidalu. b) Raskite modelio parametry jvertinius.

I1.1.5. Tarkime, imties Y = (Y1, Y5, Y3,Ys)? elementai turi tokig struktirg Y; =
a—Prte, Yo=a+28 —PBr+ey Vs =a+Br+es Yy =a—20 + B2+ ey

161



162 II. TIESINIAI MODELIAI

¢ia ey, ...,e4 yra n.a.d., turintys nulinius vidurkius ir vienodas dispersijas 2. Raskite

parametro 3 = (a, B1, f2)7 MK jvertinj ir jo realizacija (jvertj), kai a.v. Y realizacija
yra (—1,9;2,05;3,15;0,1)7.

I1.1.6. (I1.1.5 pratimo tesinys). Raskite liekamosios kvadraty sumos SSg realizacija.

II.1.7. (I1.1.5 pratimo tesinys). Raskite jvertinio 3 kovariacijy matrica ir dispersijos
o? jvertj.

I1.1.8. (IL.1.5 pratimo tesinys). Tarkime, kad domina parametras @ = (6y,6,)7,
01 = 2a — B, 02 = a+ B — P2. Raskite parametro 6 jvertinj ir jo kovariacijy matrica.

I1.1.9. Tegu Y7 = a+eq, Yo = 20— B+ €2, Y3 = o+ 25 + e3; ¢ia {e;} nepriklausomi
a.d., E(e;) =0, V(e;) = 02. Raskite parametry « ir 8 maziausiyjy kvadraty jvertinius
ir jy dispersijas.

I1.1.10. Turime tiesinj modelj

E(Y;) = Bo + Bz + B2(3z7 —2), i=1,2,3;

Gia x1 = —1, zo3 = 0, x3 = 1. Raskite parametry Sy, 81, B2 ivertinius. Irodykite, kad
parametry Sy, S ivertiniai modelyje, kuriame 5, = 0, turi ta patj pavidala.

I1.1.11. Parametrams « ir 3 ivertinti turime stebéjimus: m stebéjimy a.d. Y7, kurio
E(Y1) = «; m steb¢jimy a.d. Ys, kurio E(Y3) = a + 8, ir n steb¢jimy a.d. Y3, kurio
E(Y3) = a—20. Stebéjimy paklaidos nekoreliuotos ir turi vienodas dispersijas. Irodykite,
kad maziausiyjy kvadraty jvertiniai & ir B nekoreliuoti, kai m = 2n.

I1.1.12. Maziausiyjy kvadraty metodu parenkami pirmojo ir antrojo laipsnio poli-
nomai pagal didumo n imtj (X;, ¥;)7, i =1,2,...,n. Tegu w ir Q yra Sitokios prielaidos:

w: Y =a+BX; +e,
Q: Y =a+BX; +vX7 +¢€;

©—n. a. d. su nuliniais vidurkiais ir vienodomis dispersijomis o2. Sudarykite
normaliyjy lyg€iy sistemas ir raskite parametry «, [ ir «, §, v maziausiyjy kvadraty
ivertinius.

Gia e;, €

I1.1.13 (I1.1.12 pratimo tesinys). Raskite parametry jvertiniy dispersijas. Irodykite:
jeigu prielaidoje w vietoje o + BX; imsime § + B(X; — X), tai Cov (9, 3) = 0.

I1.1.14. Gauti nepriklausomi ir vienodo tikslumo keturkampio ABCD kampy ABD,
DBC, ABC, BCD, CDB, BDA, CDA, DAB matavimai (laipsniais): 50,78; 30,25; 78,29;
99,57; 50,42; 40,59; 88,87; 89,96. Raskite kampy 5, =ABD, 5, =DBC, g3 =CDB,
B4 =BDA maziausiyjy kvadraty jveréius ir matavimo paklaidos dispersijos o nepaslink-
taji jvertj.

I1.1.15. él,...,ék yra vienmacio parametro 6 nepaslinktieji jvertiniai ir Cov (9},
0;) = 0,;. Raskite tiesine 61, ..., 65 funkcija, kuri btity nepaslinktasis 6 jvertinys ir turéty
minimalia dispersija. Raskite tos dispersijos reiksme.

I1.1.16. (IL.1.15 pratimo tesinys). Tegu Cov (6;, 0;) = 0, i # j, VO; = o2, i
1,..., k. Irodykite, kad V(c160; + ... + ckbk), ¢1 + ... + ¢x = 1, yra minimali, kai ¢; =
0;%)(o7% + ... + 0;,?), ir raskite tos dispersijos reikime.

I1.1.17. Trodykite, kad jeigu él, ...,ék yra parametry 61, ..., 0 nepriklausomi NMD
jvertiniai, tai c1601 + ... + ¢, yra parametro 6 = c¢160; + ... + ¢ NMD jvertinys.
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I1.1.18. X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio EX = pir VX = o2.
Uzrasykite stebéjimus kaip tiesinj modelj. Raskite parametro p maziausiyjy kvadraty
ivertinj.

II.1.2. Normaliojo skirstinio atvejis

11.1.19. Tarkime, II.1.1 pratimo salygomis papildomai priimama prielaida, kad
paklaidy vektorius e ~ N, (0,02I) (artha Y ~ N,(AB,0%I). a) Irodykite, kad MK
metodas parametro 3 jvertiniui rasti yra ekvivalentus DT metodui. b) Irodykite, kad
av. T = (A"Y)T,YTY)T yra parametro (31, ..., Bm,02)T pilnoji ir pakankamoji
statistika. ¢) Irodykite, kad f3;, LT 3, s yra parametry 3;, LT 3,02 NMD jvertiniai.

11.1.20. (II.1.19 pratimo tesinys). a) Raskite jvertiniy B, 6 = LT[, s tikimy-
binius skirstinius. b) Raskite parametry 3;,6, 02 pasikliovimo intervalus. ¢) Sudarykite
hipoteziy H : 8; = 8%, H : 0 = 0y, H : 0> = 03 tikrinimo kriterijus.

I1.1.21. (I1.1.19 pratimo tesinys). a) Raskite k-macio a.v. § = H@ (ar. I1.1.1 pra-
tima, p. ¢) tikimybinj skirstinj. b) Sudarykite parametro @ pasikliovimo sritj. c)Raskite
reik§mingumo lygmens « kriterijy hipotezei H : HB = 0 tikrinti. d) Uzrasykite p.
c) kriterijy naudodami kvadratinés formos SS(3) salyginj minimuma, surasta, kai H
teisinga.

11.1.22. (I1.1.19 pratimo tesinys). a) Raskite parametry (i, ..., B pasikliovimo
intervaly rinkinj, kad jie dengty visus parametrus su tikimybe, ne mazesne uz @, rem-
damiesi I1.1.21 pratime surasta pasikliovimo sritimi. b) Raskite tokj pasikliovimo inter-
valy rinkinj pasiremdami Bonferonio nelygybe.

I1.1.23. Tegu X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u,0?). Raskite
parametro p MK jvertinj ir liekamaja kvadraty suma SSg.

I1.1.24. Tegu X = (X1,..., X,,))T ir Y = (Y1, ..., Y;,)T yra paprastosios imtys n. a. d.
X irY, kuriy EX = py, EY = pp ir VX = VY = ¢2. Uzragykite stebéjimus tiesinio
modelio pavidalu. Raskite parametry g1, pe maziausiyjy kvadraty jvertinius.

11.1.25. (II.1.24 pratimo tesinys). Tarkime, kad stebéti normalieji a. d. X ~
N(ui, 0?)ir Y ~ N(ug, 0?). Raskite liekamaja kvadraty suma SSg ir jos skirstinj.

11.1.26. (I1.1.24 pratimo tesinys). Reikia patikrinti sudétingaja hipoteze H : pu; =
po. UzraSykite Sig hipoteze matriciniu pavidalu kaip I1.1.21 pratime. Raskite SSgy ir
SSgy — SSE.-

11.1.27. (I1.1.12 pratimo tesinys). Sukurkite kriterijy hipotezei H : v = 0 tikrinti,
kai a. d. e} pasiskirste pagal normalyjj skirstinj.

11.1.28. (II.1.5 pratimo tesinys). Tarkim, kad II1.1.5 pratime paklaidos turi nor-
maliuosius skirstinius. Raskite parametry o, 81, 82,02 lygmens Q = 0,95 pasikliovimo
intervalus.

11.1.29. (II.1.28 pratimo tesinys). Raskite parametry «, 81, 82 pasikliovimo inter-
valy rinkinius, kurie uzdengty visus parametrus su tikimybe, ne mazesne uz @ = 0,95.
a) Remdamiesi I1.1.22 pratimo p. a). b) Remdamiesi I1.1.22 pratimo p. b).

11.1.30. Kiek karty I1.1.22 parametro p. a) intervaly ilgiai yra didesni uz 11.1.22
p. b) intervaly ilgius, kai n = 20, 100; m = 2, 5, 10, o pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.
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I1.1.31. (I1.1.7 pratimo tesinys). Tarkime, kad paklaidos normaliosios. a) Raskite
parametro 0 = (61,02)7, 6, = 2a — 1,02 = a + B1 — B2 lygmens @ pasikliovimo sritj.
b) Reiksmingumo lygmens « = 0,05 kriterijumi patikrinkite hipoteze H : 8 = 0.

I1.1.32. (I1.1.14 pratimo tesinys). Tardami, kad kampy matavimy paklaidos turi
normaliuosius skirstinius N (0, 02), patikrinkite hipoteze H : 81 + B2 = 90, 83 + 4 = 90,
t.y. kad keturkampis yra staciakampis.

I1.1.33. Tarkime, kad tiesinio modelio matrica ATA = [aij](m)x(m) neiSsigimusi ir
diagonaliniai elementai a;;, i = 1, ..., m fiksuoti. Irodykite, kad

a) parametro §; jvertinio dispersija tenkina nelygybe VB,» > 1/a;

b) jvertiniy Bl dispersijos minimalios, kai plano matricos A stulpeliai ortogonalus,
t. y. AT A — diagonalioji matrica.

11.1.34. Turime m objekty, kuriy svoriai i, ..., B yra nezinomi. Objekty svoris
nustatomas sveriant juos léksStelinémis svarstyklémis dviem budais.

1) Kiekvienas objektas sveriamas r karty ir jo svorio jvertiniu imamas gauty rezultaty
aritmetinis vidurkis.

2) Sveriant keli objektai dedami ant vienos lékstelés, keli objektai — ant kitos ir
pridedamas svarelis y, kad svarstyklés biity pusiausviros. Tada k-ajam svérimui aprasyti
turime tiesinj modelj:

Yi = ap1 B+ axafo + ...+ apmBm +ex, k=1,...,1;

¢ia plano matrica A = [a;]nxm, elementas ay; = +1, —1 arba 0, atsizvelgiant j tai, ar
j-asis objektas padétas ant kairés, desinés lekstutés arba apskritai nedalyvauja sveriant.
Tarkime, kad matavimo paklaidos e abiem svérimo budais yra vienodai pasiskirste n. a. d.
su ta pacia dispersija o2.

Trodykite, kad antruoju budu didziausio tikslumo pasiekiama, kai plano matricos A
elementai yra arba +1, arba —1 ir jos stulpeliai ortogonalis.

11.1.35. (I1.1.34 pratimo tesinys). Tarkime, kad reikia jvertinti m = 4 objekty
svorius V3; = o2 /4 tikslumu. Tada pirmuoju badu reikéty atlikti mr = 16 svérimy.
Kiek karty galima sumazinti svérimy skai¢iy antruoju biidu? Raskite tokiy minimalaus
skai¢iaus svérimy plano matricos A pavidalus.

11.1.36. (I1.1.34 pratimo tesinys). Sveriant 4 objektus antruoju budu gauti dviejy
nepriklausomy serijy po 4 svérimus rezultatai

Ye | Qg1 | Qg2 | O3 | Ok4 Yk | Qg1 | Qg2 | Gk3 | Ok4
202 | +1 [ +1 [ +1 [ +1 199 +1] +1] +1 [ +1
81| +1| —1| +1| -1 83| +1| —1| +1 | —1
97| 41 | +1 | -1 | —1 102 | +41 | +1 | -1 | -1
1.9 41| -1 | -1 | +1 1.8 41| -1 | -1 | +1

a) Raskite parametry (31, ..., 84 jvercius pagal vieno ir kito eksperimento rezultatus.
Ar galima pagal tas atskiras eksperimenty serijas jvertinti dispersija o2?

b) Sujunkite §iuos abu eksperimentus ir jvertinkite parametrus By, ..., 81, o2. Kiek
karty reikéty padidinti svérimy skai¢iy naudojant pirmajj buda, kad parametry g1, ..., 54
jvertiniai buty tokio paties tikslumo?

c) Tare, kad paklaidy skirstiniai yra normalieji, palyginkite dispersijos o2 jvertiniy
dispersijas pirmuoju ir antruoju budu, kai parametry (i, ..., 84 jvertiniy tikslumas yra
vienodas.
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I1.1.37. Tarkime, Y = AB + e, E(e) = 0,V (e) = 02A; ¢a Rang(ATA) = m, o
A = [Ajj]nxn — Zinoma teigiamai apibrézta matrica. Raskite parametro 8 maziausiyjy
kvadraty jvertinj ir jo kovariacine matrica.

11.1.38. (IL.1.37 pratimo tesinys). Tegu Y;,i = 1,...,n, yra nepriklausomi a.d.,
kuriy E(Y;) = 6, V(Y;) = 0% /w;; w; — zinomi. Raskite parametro 6 tiesinj nepaslinktajj
ivertinj su minimalia dispersija. Raskite Sios dispersijos israiska.

11.1.39. (I1.1.37 pratimo tesinys). Tegu Yi,...,Y,, yra nepriklausomi a.d. ir ¥; ~
N(i0,i%0?), i = 1,...,n. Raskite parametro # NMD jvertinj ir jrodykite, kad jo dispersija
lygi o2 /n.

11.1.40. (I1.1.37 pratimo tesinys). Tarkime, kad II.1.37 pratimo salygomis e ~
N, (0,02A). Raskite parametry 3 ir o2 jvertinius ir jy skirstinius.

11.1.41. (I1.1.37 pratimo tesinys). Reikia jvertinti skyscio tankj d atliekant nepri-
klausomus jvairaus turio skyscio svérimus. Tegu Y; yra gautas turio X; skyscio svoris;
E(Y;) = dX;, V(V;) = 02f(X;), i = 1,...,n. Raskite parametro d maZiausiyjy kvadraty
ivertinj, kai a) f(X;) = 1;b) f(X;) = Xi; ¢) f(Xi) = X7.

1I.1.42. (I1.1.37 pratimo tesinys). Tegu Y; = Bo + 51 X; +¢e;, it = 1,2,3; E(e) = 0,
V(e) = 02A; dia

1 p
A=| p 1
p P

—_—D D

o p yra zinomas. Raskite parametry gy ir 1 maziausiyjy kvadraty jvertinius ir jy dis-
persijas.

11.1.43. Tegu imties elementai Y7, ..., Y;,, aprasomi tiesiniu modeliu su normaliosiomis
paklaidomis, turi vienodas dispersijas V' (Y;) = o2 ir vienodas kovariacijas Cov (V;,Y;) =
po?,i # j. Atliekame ortogonalig tiesine transformacija, pervedancia a.v. Y = (Y1, ...,
Y,)T i vektoriy Z = (Z1,...,Z,)T, kai Z; = (Y1 + ... + Y,,)/n. Irodykite, kad vekto-
riaus Zy = (Za, ..., Z,)T koordinatés nekoreliuotos ir turi vienodas dispersijas o2(1 —
p). Irodykite, kad parametriniy funkcijy nepaslinktieji tiesiniai jvertiniai su minimalia
dispersija yra tiesinio modelio Zy = UB + e,e ~ N,,_1(0,0%(1 — p)I) maziausiyjy
kvadraty jvertiniai.

I1.1.44. Tarkime, kad j II.1.1 pratimo tiesinj modelj jtraukiame papildomai r
kovarian¢iy. Tada gauname iSplésta tiesinj modelj

_ B
Y=A8+By+e=(A:B)| -+ | =Wd+e.

~

Tare, kad Rang(W') = m + r, gauname i$pléstinio modelio parametro § jvertinj
/6*

*

S
I

=wWrw)"'wTy,
o

kuris yra sistemos, susidedancios i§ m + r lygéiy, sprendinys. Irodykite, kad
a)B* = (ATA)'AT(Y-By"), v* = (B'"RB)'B"RY, R=1-A(A"A) ' A",
t.y. galima spresti dvi sistemas, susidedancias i§ m ir r lygéiy;
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b) SSp = (Y — By")"R(Y — Ry’) =Y'RY — (v")"B"RY;
) V(B") =o?[(ATA)' + LML"], V(y*)=0>M,

Cov (B8*,4") = —¢’LM; L= (ATA)'A"B, M= (B'RB)™.
I1.1.3. Atsakymai, nurodymai, sprendimai

I1.1.1 skyrelis

II.1.1. a) MaZiausiyjy kvadraty jvertinys gaunamas minimizuojant pagal 3 kvadra-
tine forma (7r. [3], 1.2 skyrelj)

SS(8) = (¥ ~ AB)" (Y ~ AB) — min.

Diferencijuodami SS(8) pagal 3 ir prilygine i§vestine nuliui, gauname lyg¢iy sistema
ATAB=ATY,
i§ kurios randame parametro 3 MK jvertinj
B=(ATA)'ATY.
b) Ivertinys 3 yra tiesiné a.v. Y funkcija. Taigi
E(B) = (ATA4)'ATAB =B,
V(B) = (ATA) ATV (Y)A(ATA) T = 0 (ATA)
c) Ivertinys 0 yra tiesiné a.v. Y funkcija. Gauname
E) = HATA) 'ATAB=HB=0, V(0)=0c’HATA)'H".
I1.1.2. a) Randame
SSp=Y"Y -YTAB-3 ATY + 3 ATAB =
YTY -3 ATY + B [ATAB - ATY]=YTY - 3 ATY,

nes (I1.1.1 pratimo p. a)) lauztiniuose skliaustuose parasytas reiskinys lygus nuliui.
b) Turime

SS(B)=(Y —AB+AB-B)"(Y - AB+AB-B)) =
SSE+(B-B)TATAB - B),

nes

(B-B)TAT(Y - AB) = (B-B)TAT(I - A(a” 4)'AT)Y =0.
Kadangi E(SS(8)) = E(e? + ... +¢€2) = no?, o (zr. [3], 7.3 skyrelj)

E((B - B)"ATA(B ~ B)) = Tr(V(B)AT A) = o*Tr(I) = mo®,
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tai E(SSg) = (n — m)o?. Nepaslinktasis dispersijos o2 jvertinys
s2=8Sg/(n—m), E(s*) =0
I1.1.3. a) Sujunge stebéjimus Y;; i vieng bendry vektoriy
Y = (Y11, e, Ying, Yo1, 000 Yang s ooy Yoty oo Yo, )
pazyméje nezinomy parametry vektoriy B = (1, ..., tm)T (Gia p; yra i-osios kvieciy

veislés vidutinis derlingumas) ir tare, kad paklaidy vektorius e tenkina salygas E(e) = 0,
V(e) = 0*I, gausime modelio apraSyma matricine forma Y = A3 + e. Matrica A turi

n=mny+ -+ ny, eiluiy ir m stulpeliy. Pirmosios n; eilutés turi pavidala (1,0,...,0),
paskui ny eiluciy turi pavidalg (0,1,0,...,0), pagaliau paskutinés n,, eilu¢iy turi pavidala
(0,0,...,0,1).

b) Matrica ATA diagonali su diagonaliniais elementais n;,i = 1,...,m; vektoriaus
ATY elementai yra

i
E sznlYl, z:l,...,m.
j=1

Gauname parametry jvertinius

m ng

fi=Yi, i=1m, 0= =30 % (Vi = Vi) (n—m).

i=1 j=1

II.1.4. a) Tarkime, kad stebéjimai, kai skirtingi ¢ = 1,...,n yra nekoreliuoti a.d.;
Y salyginio skirstinio, kai X = (X1, X»)?T = (z1,22)7 yra fiksuotas, dispersija lygi o2
ir nepriklauso nuo ® = (z1,22)7, o Y vidurkis yra tiesiné funkcija: E(Y|X = ) =
Bo + P11 + Bowe. Tardami, kad a.v. (X1, X2)? realizacijos (w15, 22;),4 = 1,...,n yra
fiksuotos, gauname modelj

Y; = Bo + Bix1i + Poxo; + €5, i=1,...n.

Pazyméjus Y = (Y1,...,Y,)T ir B = (Bo, f1,B2)T nezinomy parametry vektoriy, modelj
galima uzraSyti matriciniu pavidalu ¥ = AT 3 + e su matrica A, kuri turi n eiludiy ir
3 stulpelius: i-0ji eiluté turi pavidala (1, z1;, z2;)-

b) Parametro 8 MK jvertinys yra B = (ATA)"'ATY, kai matricos AT A = [@ij]3x3
elementai yra aijy = n,as = Y., 3,033 = >, T3;, 12 = Y; T14,a13 = Y_; T2i,A23 =
>, T1i%2; vektorius ATy = > Y, >, Yiw,, ZiYixgi)T;

o2 =3s%= Z(Yi — Bo — Brw1; — Powai)?/(n — 3).

(2

I1.1.5. Turime tiesinj Gauso ir Markovo modelj Y = A3 + e, kuriame

Y, o 1 0 -1 el
Y- 1 2 -1 e
Y = Yz ) ﬂ = ﬂl ) A= 1 0 1 ) e = 62
Y, Pz 1 -2 1 es



Gauname

100 Yi+Yo+Ys5+Y)

ATA) =01 1], ATy= 2Y, — 2V,
01 2 Y1 -Y2+Y3+Y,

ir .
R ?[ 1 Yl + Y2 + KS + Y4
B=ATATATY = | B | =2 V+Ve+Vs-Y,
BQ _2Yi + ZYE’)
Pagal turimg imties realizacija gauname jvertj

4,2 R ?z 1 4,2 1,05

ATy = 3,9 |, B=| 5 =7 8 = L%

3,9 Bo 11,7 2,93

I1.1.6. Gauname

SSE = (Yi—d+52)2+(Yo—a—2B1+F2)2 + (Ys—a— B2)? + (Ya—a+201 — £2)? = 0,0025
Liekamaja kvadraty suma galima rasti ir pagal I1.1.2 pratimo p. a) formule
SSE =Y+ Y+ Y2 +Y2—4,24—3,98; — 3,98, = 0,0025.

I1.1.7. Remiantis I1.1.1 pratimu

A , /1 0 0
V(B):o2(ATA)‘1:UZ 01 1
0 1 2

i§ ¢la Va =

o248, V3 = 0%/4,VBy = ¢2/2, Cov (&, f)
Cov (31, B2) = 0% /4. Dispersijos 02 nepaslinktasis jvertis

= 0; Cov (dvﬁAQ) 07

s = S8Sg/(n —m) = SSE = 0,0025.
I1.1.8. Parametras 0 yra tiesiné 3 funkcija

61
Remiantis [3], 1.2.3 teorema vienintelis maziausios dispersijos jvertinys tiesiniy nepa-
slinktyjy jvertiniy klaséje yra

-(3)-(54)- (238

a+ B — Bo
0 jo kovariaciné matrica

L's _ T _ T
(KTﬁ>’ L=2 -1,07, K=(@,1,-1)".

. LT"(ATA)'L L"(ATA)'K \ >[5 2
V(G)Jz( KT(ATA)—IL KT(ATA)_lK > 4< 2 2 )

II. TIESINIAI MODELIAI
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Ivertinio @ realizacija yra (0,15, 0,075).
IL1.9. & = (Y; 4 2Ys + V3)/6, § = (2Y3 — Y3)/5, Va = 02/6,VB = 02/5,

Cov (&,0) =0.
IL1.10. By = (Y1 + Yo+ ¥3)/3, By = (Y3 — Y1)/2, B = (V1 — 2Y2 + Y3) /6.
I1.1.11. Matricos AT A = [cij}gxg elementas cjo = co; = m — 2n.

I1.1.12. Tarkime, kad X; = ;4 = 1,...,n, reikSmés yra fiksuotos. Atveju w

parametro 3 = (a, 3)7 jvertinys 3 gaunamas sprendziant dviejy lyg¢iy sistema:
ATAB=A"TY;

¢ia matrica ATA = [aij]gxg, ail = N,a12 = a1 = Ei Ti, Q20 = i$127 o vektorius
ATY = (3,3, Yiz)T. Atveju Q parametro 8 = (o, B,7)7 jvertinys B gaunamas
sprendziant trijy lygeiy sistema: AT AB = ATY; ¢a matrica AT A = [aij]3x3, a13 =
asi =y, xf,agg = a3y = sz, as3 = ix?, o vektorius ATY = (>, Y >, Y,
> Yia)"

I1.1.13. Ivertiniy dispersijos yra matricos (ZQ(ATA)_1 diagonaliniai elementai. Jeigu
atveju w vietoje o + BX; imsime § + B(X; — X), tai matrica AT A diagonali.

I1.1.14. Imties Y = (Y7, ..., Y3)T elementai turi tokia struktira Y; = 31 + e, Yo =
Bo+ea, Y3 = B1+ B2 +e3,180 —Yy = B2+ B3 +eq, Y5 = B3+e5Ys = B4+ co,
Y7 = ﬂg + ﬂ4 + er, 180 — Yé = [31 —+ [34 —+ €s. PaZymeklme Z4 = 180 — Y;;, Zg = 180 — Yg,
Z; =Y;,1# 4, 8 Tada turime tiesinj modelj Z = A3 + e, kuriame plano matrica

1 0100001
AT_| 01110000
00011010
0000O0T111
Randame
7 -3 2 -3 71+ Z3 + Zg 219,21
_ 1| -3 7 -3 2 Zy+Zs+ 7 188,97
T 1_ 4 Ty _ 2 3 4 _ )
(474) 15 9o —3 7 -3 | A% Zy+ Zs + Z7 219,72
-3 2 -3 7 Zs+ Z7 + Zg 219, 60

Gauname parametry jvercius 8 = (ATA)"1ATZ = (49,88; 29,68; 50,05; 39,89)7.
Liekamoji kvadraty suma

8
SSp =22 -3 ATZ =5, 1465.

i=1

Dispersijos o2 nepaslinktasis jvertis s = SSg/4 = 1, 2866.

I1.1.15. Pazymékime 8 = (6y,...,0;)7 ir ! kovariacinés matricos £ = V(8)
atvirkstine matrica. Tiesinés formos § = L”@ dispersija VO = LTSL. Ivertinys 0
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nepaslinktas, kai LT1 = 1; ¢a 1 + (1, 1,...,1)T yra vektorius su vienetinémis koordi-
natémis. Reikia rasti vektoriy L tenkinantj salygas

LTSL — ming,
LT1=1.

Remiantis Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metodu reikia minimizuoti L'sr —
2X\(L"1 — 1). Diferencijuodami pagal L’ gauname
SL-A1=0 & L=AZ"'L

I5 salygos LT1 = 1 randame A = 1/(17Z711).
Taigi minimali dispersija V(L70) = 1/(1732~11).

I1.1.16. Remiantis I1.1.15 pratimu ¢; = o ?/(07 >+...4+0, %) ir V(erbr+...+crby) =
(o724 .+ 032).

I1.1.17. Ivertinys 6 = 6191 + oo+ iy, yra nepaslinktasis E) = #, o jo dispersija
V(0) = AV (0,)+.. —|—ciV(0k) mlmmah nes kiekvienas démuo jgyja mlmmahad reik¥me.

I1.1.18. X = Au+e, AT =(1,1,..,1); E(e)=0, V(e)=0>I;
fi=(ATA)TATX = X.

I1.1.2 skyrelis

I1.1.19. a) Tikétinumo funkcija
L(B,0%) = (2m) "2 exp{—fw AB)T(Y — AB) — TIno?} =

1
(21) "2 exp{— = SS(B) — = Ino?}.
202 2
Funkcijos L maksimizavimas 3 atZvilgiu yra ekvivalentus SS(3) minimizavimui.
b) Perrasykime tikétinumo funkcija tokiu badu

L(B,0?) = (2m)~"/? exp{—%(YTY —-287ATY) - ﬂTATAﬂ — ln o?}.

252
Imties Y tankis priklauso (m + 1) parametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Re-
miantis faktorizacijos kriterijumi T yra pakankamoji statistika. Kadangi parametry
kitimo sri¢iai priklauso vidiniai tagkai, tai statistika T" pilnoji.

c) Kadangi T pilnoji ir pakankamoji statistika, tai bet kuri T" funkcija yra jos vidurkio
NMD ijvertinys. Ivertiniai 3;, LT3, s yra statistikos T funkcijos ir

Ef = B, E(LB) =LA, Es®=o>

I1.1.20. a) [vertiniai 8 = (ATA)"'ATY ir = LT3 yra normaliojo vektoriaus Y ~
N,.(AB,*I) tiesinés funkcijos. Remiantis daugiamacio normaliojo vektoriaus savybémis
([3], 7.4 skyrelis)

B~ Nu(B,0°(ATA)™Y), 6~N(6,0°LT(ATA)7'L).
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Turime (7r. I11.1.2 pratima)

SS(8) _ 5Ss , (B—B)"ATAB-B)

o2 o2 g2

Kairéje lygybés puséje SS(8)/0% = (e + ... + €2)/0? ~ x*(n). Remiantis daugiamacio
normaliojo vektoriaus savybémis ([3], 7.4 skyrelis) antrasis démuo deSinéje puséje turi
x? skirstinj x?(m). Remiantis KorniSo ir Figerio teorema ([15], 3b.4 skyrelis) kvadratiné
forma s2(n —m)/o® = SSp/o® ~ x2(n — m) ir nepriklauso nuo 3.
b) Remiantis p. a)
Bi— B 0—90

s b“ NS(n_m)7 s

~ S(n—m),

Ga b;; yra matricos(AT A)~' = [bi;]mxm elementai, o b> = LT (AT A)~'L. Gauname
pasikliovimo lygmens @ = 1 — « pasikliovimo intervalus

(83 B;) = (Bi — 5/ biitaya(n — m); Bi + sv/biita 2 (n — m)),
(6;0) = (é — sbtya(n —m); 0+ sbto2(n —m)).

2 ~ x%(n — m), tai gauname

(02”02)_( s2(n —m) . s2(n —m) )

Xi/g(n - m) ’ X%_Q/Q(n - m)

Kadangi s?(n —m)/o

c) Kriterijus galime suformuluoti p. b) surasty pasikliovimo intervaly terminais.
Arba kriterijai yra tokie: suformuluotos hipotezés, kai alternatyvos dvipusés, atmeta-
mos reik§mingumo lygmens « kriterijais, kai atitinkamai teisingos nelygybés

Bi —ﬂ? 6—0,
|ti| = |5\/E| > toy2(n—m), |t|= % > to/2(n —m);
s?2(n—m s2(n—m
% < Xia/g(n —m) arba % < xi/z(n —m).
0 0

I1.1.21. a) Ivertings @ = H3 = H(AT A)~* AT'Y yra tiesiné normaliojo a.v. Y ~
N, (AB,c*I) funkcija. Taigi

6 ~ N.(0,0%%), T =H(A"A)'HT,
6 —-0)TS"10 —0)/5> ~ (k).
Kadangi 6 ir SSg nepriklausomi, tai
6-6)TS"1(0—0)
ks?

C(8, %) = {9; (é_e)TlZ;(é_a) < Fa(k,n—m)}

~ F(k,n—m)

ir
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yra parametro 0 pasikliovimo lygmens @Q = 1 — « pasikliovimo sritis.
c) Hipotezé H atmetama, kai

(é — 00)T2_1(é — 00)

F =
ks?

> Fo(k,n—m),

t.y. kai taskas 6y nepatenka j pasikliovimo sritj C(é, s?).
d) Pazymékime

SSen =, min SS(B)= min (Y - AB)(Y - Ap).

Tada (7r. [3], 1.3.2 teorema) SSgy —SSE ir SSE yra nepriklausomi; (SSgy—SSg) /0% ~
x2(k; \), necentriskumo parametras A = (HB3 — 00)TS 71 (HB — 6y). Jeigu hipotezé H
teisinga, tai A = 0 ir (SSgpy — SSg)/0? ~ x*(k). Hipotezé H atmetama, kai

SSpy — SSk
F = 22EE 208 > Fok,n—m).

Pastaba. Palygine p. c) ir d) kriterijus matome, kad SSpy—SSE = (0—00)T=~1(0—86,).
Praktiskai daznai yra papras¢iau rasti salyginj minimuma SSgy negu rasti ir apversti
matrica 3.

I1.1.22. a) Remiantis sritimi C(8, s®) gaunama, kad visoms tiesinéms funkcijoms
c’' 3 su tikimybe Q = 1 — « galioja nelygybés (7r. [3], 1.3.3 teorema)

3—6,VelTSe<c'B< "B+ 6,V T Ee,

da X = (ATA) L O = w/mF (m,n —m). Imdami paeiliui ¢; = (1, 0,...,0)7, ¢; =
0, 1,...,0)7, = (0, ,1)T, gausime

Pa{f, <Bi<fi, i=1,2,.,m} >Q=1-0

(55@') = (i — 8@\/ mFq(m,n —m); Bi + s\/bin/mFa(m,n —m)).

b) Tegu A; ivykis, kad intervalas (6 B;), surastas I1.1.20 pratime, uzdengia para-
metra 3; ir tegu P{A4;} =1 — ;. Tada

P{ﬂA}_l_P{UA}>1_ZP{A}_1—(a1+ 4 am).

i=1

Jeigu parinksime «; = a/m,i =1, ..., m, tai intervaly rinkinys

= . A
(85 8:) = (Bi — sV biitaj@m)(n —m); Bi 4 s\/biit o j2m) (n —m))
uzdengs visus parametrus ; su tikimybe, ne mazesne uz @ =1 — «.
~ II.1.23. Plano matrica AT =(1,1,..,1), 0= (ATA)ATX = X; SSp = 3 ,(X,;—
X)?[0% ~ i1
I1.1.24. Tegu Z = (X1,..., X, Y1,... Y)Y, Tada Z = AB +e, B = (u1,p2)7;
E(e) = 0,V (e) = 0%I. Plano matrica A turi n + m eiluéiy ir du stulpelius; pirmosios
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n eiluiy turi pavidala (1, 0), o likusios turi pavidala (0, 1). Parametro 8 MK jvertinys
B = (i, f12)"s =X, fia =Y.
I1.1.25. SSp/o® = [ ,(Xi = X)? + 3°,(Y; = Y)?/0? ~ X3 i o

~ I1.1.26. Tikrinama hipotezé H : HB = 0; ¢ia H = (1, —1). SSpy = ) ,(Xi —
Z)? +22,;(Y; — Z)2,Z =X +mY)/(m+n); SSpy — SSg =mn(X —Y)?/(m +n).

I1.1.27. SSp=>,(Yi—a— Ba; — yx2)?, SSpu =Y, (Yi —a — BA:rl)2 Hipotezé at-
metama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai (SSpg—SSg)(n—3)/SSg > Fa(l,n—
3).

11.1.28. Remdamiesi I1.1.20 pratimu gauname
(¢®;02) = (0,0005;2,5456); (a;@) = (0,7323;1,3677);
(gl;Bl) = (1,6323;2,2677); (@2;32) = (2,4758; 3,3742).
11.1.29. Gauname intervalus
a) (a;@) = (0,4140; 1,6860); (8,;51) = (1,3140;2,5860); (8,; B2) = (2,0256; 3, 8244).
b) (a; @) = (0,0953; 2,0047); (gl;Bl) = (0,9953;2,9047); (g2;32) = (1,5748;4,2752).
Intervalai gerokai platesni uz I1.1.28 pratimo intervalus.

11.1.30. Kai m = 2, atitinkamai 1,0905 ir 1,0919 karty; kai m = 5, atitinkamai 1,2925
ir 1,2930 karty; kai m = 10, atitinkamai 1,5328 ir 1,5296 karty.

11.1.31. a) Parametro @ jvertinys ir jo kovariacijy matrica surasti I1.1.8 pratime

S (0 [ 2a-5 A 02 (5 2\
"—(éz)—(ma_/&z)’”e)w (2 2)“’2'

Remiantis I1.1.21 pratimu lygmens @ = 0,95 pasikliovimo sritis
C(0,5*) ={0:(0-0)"=7(6 - 0)/(25°) < Foos(2, 1)} =
{0 :2(6, — 01)> — 4(0, — 0,)(0 — 02) + 5(0 — 0) < 1,496}.
b) Hipotezé atmetama, kai
F=05719/(25%) > Fo5(2, 1) = 199, 5.
Kadangi statistika F' jgijo reik§me 0,75, tai atmesti hipoteze néra pagrindo.

11.1.32. Tikrinama hipotezé H : HB = 6 = 0,; ¢ia matricos H pirmoji eiluté
(1, 1, 0, 0), o antroji eilute (0, 0, 1, 1); 8y = (90, 90)”. Randame

2 4 -1 174 1
_ 25 2 -1_ 1
[/(9)—02—015(_1 4>, b —2(1 4>.

Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens a = 0, 05 kriterijumi, kai

(6 —60)T="1(6 - 6))
252

F = > F0705(2,4).
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Kadangi statistika F' jgijo reikme 84,96, o Fp o5(2, 4) = 6, 9443, tai hipotezé atmetama;
P reikmé pv = P{F3, 4 > 84,96} = 0, 0005.

I1.1.33. a) V(3) = 02(ATA)"'. Pazymékime matricos (AT A)~! elementus a*,
Tada V 3; = 02a". Tegu

ATA _ ( aii bT > all — |C| _ |C| > i
b C )’ |ATA|  |Cl(a1, —b"C'b) T @

~ o2
Vﬁz > —_—, 1= 1, ey M.

Qg
b) Isplaukia i§ p. a).
I1.1.34. Zr. 11.1.33 pratima.
I1.1.35. Keturis kartus.

I1.1.36. a) Pagal pirmo eksperimento rezultatus parametry jverciai: £, = (Y; + Ya +
Y34Yy)/4=9,975, By = (Y1—Ya+Y3—Yy) /4 = 4,975, B3 = (Yi+Yo—Y3—Yy) /4 = 4,175,
64 = -Y,—Ys+ Y4)/4 = 1,075. Analogiskai pagal antro eksperimento rezultatus:
B = 10,050, B2 = 5,000, B3 = 4,050, 54 = 0,800; negalima.

b) B1 = 10,0125, By = 4,9875, B3 = 4,1125, B4 = 0,9375, 6% = 5% = 0,04875; keturis
kartus;

¢) V(6?) = 20*/8; taikant pirmajj biidg reikéty 32 svérimy.

11.1.37. Parinkime kvadratine matricg B, kad A = BB7 | ir atlikime transformacija
Z = B7'Y. Tada av. Z tenkina tiesinj modelji: Z = CB + 0; ¢ia C = B 'A,
o V(0) = 02I. Gauname 8 = (CTC)'CTZ = (ATA1A)*ATA Y, V(B) =
o2(CTC)' =o?(ATATA)!

I1.1.38. II.1.37 pratime reikia imti A = [Ajjlaxn; Ais = L/wsi, Xy = 0,4 # j.
Gauname § = Yo wiYi)/ >, wi, V(é) =0%/3, wi.

I1.1.39. I1.1.37 pratime reikia imti A = [Njjlnxn; A = 12, \ij = 0,4 # j; AT =
(1, 2,...,n). Gauname 6 = [3..(Yi/i)]/n, V(6 = o2/n.

11.1.40. B ~ N,y (B,0 (ATA TA)™),62 =2 = SSg/(n—m), SSg = (B"H)T(Y —
AB)T(Y —AB)B ' ~ a2,
I1.1.41. a) d = [, (X;Y3)]/ 3, X2 b) d = (3, Yi)/ 32, Xis ©) d = [32,(Yi/ X)) /n.

CIL142. fo =Y -5iX, B = 3, Yi(Xi—X)/ 2 (Xi—X)% VL = 0 (1-p) / T, (X
X)?, VB = o?[(1+2p)/3 + X2(1 — p)/ >;(Xi — X)?]. Nagrinékime tiesinj modelj
Y: :Oz—l—Bl(Xi —X)+e, i=1,2,3;a= 0o+ 5 X. Tada

(142p)/3 0 i )
0 (1=p)/ (X = X)? )7

TA-1v _ > Yi/(1+2p)
AATY = ( > Yi(Xs = X)/(1-p) >

ir lieka pasinaudoti I1.1.37 pratimo sprendimu.

[ATA 1AL = (
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11.1.43. Atlikime ortogonalia transformacija Z = CY, kai matricos C pirmoji eiluté
yra (1/n,...,1/n). Tada i§ ortogonalumo salygos

n n
E CijCl; = E cij/n:O, i:2,3,...,n.
Jj=1 Jj=1

Tarkime, B yra matrica C be pirmosios eilutés. Tada a.v. Zy = (2, ..., Z,)T = BY
kovariaciné matrica

V(BY) = BXB” = p’ BEB" + (1 — p)o?BIB",

¢la E — matrica, kurios visi elementai lygis 1. Gauname, kad pirmasis démuo lygus 0,
nes BE = 0. Taigi a.v. Z5 kovariaciné matrica yra diagonali V (Z5) = (1 — p)o?1I.

1I.1.44. a) PradZioje tarkime, kad « yra Zinomas. Gauname tiesinj modelj
Y -By=A83+e.
I§ ¢ia parametro 3 maziausiyjy kvadraty jvertinys
B=(ATA) AT (Y - Bn).

rase § ivertinj j pradine ifraiska ir pazyméje R = I — A(AT A)~1 AT gausime tiesinj
€ 511 11p € pazymeje ) & 1
modelj parametro ~ atzvilgiu

RY = RB~ +e.

Parametro v maziausiyjy kvadraty jvertinys
~*=(B"R"RB)"'B"R"RY = (B"RB) " 'B"RY.
Irase i B iSraiska, gauname parametro 3 jvertinj
B = (ATA)AT(Y - By"),
b) Liekamoji kvadraty suma

SSp=(Y — AB" — By")'(Y — AB" — By*) = (Y — By")"R(Y — BY").

I1.2. Dispersiné analizeé

11.2.1. Vienfaktoré dispersiné analizé

11.2.1. Tarkime, a.d. Y skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A, kuris gali buti
I lygmeny Aj, A, ..., A;. Tegu a.d. Y skirstinys, kai faktoriaus A lygmuo yra A;, yra
normalusis N (u;,0?). Tarkime, kad turime I paprastyjy nepriklausomy iméiy; i-aja imtj
sudaro J; elementy Y;1,Y;s, ..., Y;s,, gauty, kai faktoriaus A lygmuo yra A;, i =1,..., 1.

a) UZragykite jungtine imtj Y tiesinio modelio pavidalu (Zr. II.1.1 pratima).

b) Irodykite, kad T = (Yi,.... Y., YY), v, = Zj Y;;/Js, yra pilnoji ir pakanka-
moji parametro 6 = (uy, ..., s, 02) statistika. c) Raskite parametro 6 elementy NMD
ivertinius.
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11.2.2. (II.2.1 pratimo tesinys). Raskite parametry

I
1 )
,u:fg Jipi, n=h+...+J, oa=pu—p t=1,..,1
"

NMD jvertinius.

11.2.3. (I1.2.1 pratimo tesinys). Pagrindiné dispersinés analizés hipotezé yra patik-
rinti, ar priklauso Y skirstinys nuo faktoriaus A. Modelio parametry terminais reikia
patikrinti hipoteze Ha : p1 = ... = uy (artba Ha : oy = ... = ay = 0). Raskite kriterijy
hipotezei H 4 tikrinti.

11.2.4. (I1.2.3 pratimo tesinys). a) Raskite vidutiniy kvadraty sumy vidurkius.

b) Raskite I1.2.3 pratime pateikto kriterijaus galia.

I1.2.5. (I1.2.3 pratimo tesinys). Jeigu hipotezé H4 neatmetama, tai analize galima
tuo ir uzbaigti. PrieSingu atveju natiraliai iSkyla klausimas, kaip stebéjimai Y;; priklauso
nuo faktoriaus A lygmeny. Kartais remiantis papildoma informacija apie faktoriaus lyg-
menis galima juos sudalinti j grupes taip, kad hipotezés H4 atmetima salygoty skirtumai
tarp grupiy, o grupiy viduje vidurkiai skirtysi nezymiai. Raskite kriterijy hipotezei
H i pn = ... = pyp i1 = ... = py tikrinti.

11.2.6. (IL.2.5 pratimo tesinys). Jeigu papildomos informacijos apie faktoriaus lyg-
menis nepakanka, tai galima taikyti statistinius stebéjimy palyginimo metodus esant
ivairiems faktoriaus lygmenims, vadinamus kontrasty analize. Parametry uq, ..., uy kon-
trastu vadinama tiesiné funkcija

1 1
¢:ZC¢M1‘, X:C,‘ZO7 geR, 1=1,..,1.
i=1 i=1

Hipotezé Hy : py = ... = py ekvivalenti tvirtinimui, kad visi kontrastai ¢ lygts nuliui.
Jei H 4 neteisinga, tai atsiras kontrasty, kurie nelygus nuliui.

Irodykite, kad hipotezé H4 atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi (I1.2.3
pratimas) tada ir tik tada, kai egzistuoja kontrastas 1, kad intervalas

(= VU = DF(I =10 =D\ V($), 4 + /(I = )F( ~1,n =D/ V()

neuzdengia 0; ¢ia
) I I R I o I
b= =Y aYi, V@) =0 /i, V(@)=Y i/
i=1 i=1 i=1 i=1

I1.2.7. Tegu V;; = p+a;+ei;,i =1,...,1,5 = 1,..., J; ¢ia e;; yra vienodai pasiskirste
n.a.d. ir E(e;;) = 0, o parametrai o; tenkina salyga >, d;a; = 0, kai d; Zinomi ir
>, di # 0. Raskite parametry p ir o; maziausiyjy kvadraty jvertinius.

II.2.8. Tegu Y;; = p; +ei5,t = 1,...,1,5 = 1,...,J; Cia e;; yra nepriklausomi ir
normalieji e;; ~ N(0,02). a) Raskite hipotezés H : p1 = 2us = 3pus tikrinimo kriterijy,
kai I = 4. b) Irodykite, kad hipotezés H : pu; = uo tikrinimo F kriterijus, kai I = 2, yra
ekvivalentus Stjudento kriterijui dél vidurkiy lygybés dviejose normaliosiose imtyse.
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I1.2.9. Lenteléje pateikti duomenys, apibudinantys iSkvepiamo azoto kiekj Y esant
keturioms skirtingoms dietoms (faktoriaus A lygmenys).

A [ A, | A4 | A, a, A, | A5 | A,
1,079 | 4,368 | 4,169 | 4,928 1,679 | 4,844 | 5,059 | 5,038
4,859 | 5,668 | 5,709 | 5,608 2,870 | 3,578 | 4,403 | 4,905
3,540 | 3,752 | 4,416 | 4,940 4,648 | 5,393 | 4,496 | 5,208
5,047 | 5,848 | 5,666 | 5,291 3,847 | 4,374 | 4,688 | 4,806
3,208 | 3,802 | 4,123 | 4,674

Atlikite duomeny vienfaktore dispersine analize.

I1.2.10. 5 darbininky, aptarnaujanciy didelés jmonés surinkimo konvejerj, buvo
atrinkti 4 darbininkai ir kiekvienam i§ jy buvo uzfiksuotas tam tikros detalés surinkimo
laikas.

Darbininkai Laikas
1 24,2;  22,2; 24,5; 21,1; 22.0;
2 19,4; 21,1; 16,2; 21,2; 21,6; 17,8; 19,6;
3 19,0; 23,1; 23,8; 22,8;
4 19,9; 15,7; 15,2; 19,8; 18,9; 16,1; 16,2; 18,5

Ar skiriasi darbininkai pagal detalés surinkimo laikg?

I1.2.11. Lenteléje pateikti duomenys, apibudinantys gumos tempiamaji atsparuma
Ykg/cm? priklausomai nuo vulkanizavimo laiko X min.

Xi Yij

20 | 152 152 147 152
25 | 158 155 146 169
30 | 149 159 115 152
40 | 143 121 116 156
60 | 126 165 153 157

Patikrinkite hipoteze, kad gumos tempiamojo atsparumo vidurkis nepriklauso nuo
vulkanizavimo laiko.

11.2.12. Tiriant retyjy elementy pasiskirstyma triaso amziaus nuogulose netoli Birs-
tono, buvo gauti lenteléje pateikti rezultatai (g/t) trijuose iy nuoguly horizontuose (X
ir s empiriniai vidurkiai ir vidutinio kvadratinio nuokrypio jvertiniai; stebéjimy skaicius
atitinkamai I, IT ir ITT horizontuose yra 136, 77, 111). Patikrinkite hipotezes, kad elementy
koncentracija visuose trijuose horizontuose yra vienoda.

1 II II1

Elementai

X s X s X s
Varis 43 12 47 12 44 22
Svinas 13 | 4| 16 | 5 | 22 8
Titanas | 3428 | 701 | 3531 | 776 | 4255 | 1071
Manganas | 940 | 182 | 1022 | 146 | 828 | 296
Chromas 74 21 84 22 | 110 64
Nikelis 44 13 55 16 60 22

11.2.13. Tarkime, i§ pagamintos produkcijos atsitiktinai atrinkta I gaminiy. Kiek-
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vienam i§ jy su paklaida J karty matuojama tam tikro pozymio X reik§mé. Tarkime, kad
pozymio ir paklaidos skirstiniai yra nepriklausomi normalieji a.d. Paklaidos vidurkis ly-
gus nuliui. Reikia jvertinti poZymio parametrus (vidurkj ir dispersija). Parinkite tinkama
statistinj modelj.

I1.2.14. Nagrinéjamas vienfaktorés dispersinés analizés modelis su atsitiktiniu fak-
toriumi

Yij:,quaiJreij, izl,...,l, jzl,,J,

paklaidos e;; ~ N(0,02), a.d. a; ~ N(0,0%) ir a.d. {a;},{ei;} nepriklausomi. Jrodykite,
kad parametro 6 = (u,0%,0%)T pilnoji ir pakankamoji statistika yra

T= (Y., Y VY Y vy
% 7 7

I1.2.15. (I1.2.14 pratimo tesinys). Raskite parametry u,72 = o2 + Jo3,0%,0°

NMD jvertinius.

I1.2.16. (I1.2.14 pratimo tesinys). Irodykite, kad a.d. Y., S5, SSg yra nepriklau-
somi.

I1.2.17. (II.2.14 pratimo tesinys). Raskite parametry u, 72,02, 0% pasikliovimo

intervalus ir sudarykite kriterijus hipotezéms dél §iy parametry reik§miy tikrinti.

11.2.18. (I1.2.14 pratimo tesinys). Raskite pagrindinés dispersinés analizés hipotezés
Sioje schemoje analogo H 4 : 02 = 0 tikrinimo kriterijy ir jo galios funkcija.

11.2.19. Atsitiktinai parinkus keturis gaminius po 10 karty buvo iSmatuotas jy
poZzymis X:

Z1 Z2 Z3 T4 Z1 Z2 Zs3 Ty
6,34 5,95 5,23 4,55 | 6,85 6,52 552 4,73
6,36 6,04 5,27 465|691 6,60 552 4,78
641 6,11 532 468 | 691 6,62 553 4,78
642 6,31 539 468 | 7,02 6,64 560 484
680 6,36 540 472|712 6,71 578 4,86

a) atlikite vienfaktore dispersine analize su vienu atsitiktiniu faktoriumi A (jo lyg-
menys — gaminiy numeriai);

b) raskite tagkinius ir intervalinius (Q = 0,95) parametry p, 0%, o2 jver¢ius;

¢) raskite parametro 0% /o? pasikliovimo intervala (Q = 0,95).

11.2.20. Konservy fabriko technologiniame procese kiekvienas pjaustantis abrikosus
operatorius buvo stebimas penkis dviejy minuéiy laikotarpius. Trijose skirtingose linijose
buvo pjaustomi trijy skirtingy dydziy vaisiai (didesnis numeris reikia mazesnj vaisiy)
ir uzfiksuojamas supjaustyty vaisiy skaicius Y;;; ¢ = 1,...,I yra operatoriaus numeris,
oj = 1,..,5 7Zymi laikotarpio numerj. Analizés rezultatai atskirai kiekvieno dydzio
vaisiams pateikti lenteléje.

DydiS I Y MSA MSE
2 9 | 53,17 | 59,72 | 1,144
3 17 | 52,26 | 68,20 | 2,537
4 17 | 47,32 | 78,96 | 4,926
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Tardami, kad yra teisingas modelis Y;; = pu + a; + e;;, kai a.d. {a;} ir {e;;} yra
nepriklausomi ir normalieji a; ~ N(0,0%), e;; ~ N(0,0?), raskite taskinius parametry
W, O’i, o? jveréius.

11.2.21. Tarkime, kad II.2.3 pratime faktorius A yra atsitiktinis. Kaip pasikeis
dispersiné analizé?

11.2.2. Dvifaktoré dispersiné analizé

11.2.22. Tiriama pozymio Y priklausomybé nuo faktoriaus A, kuris yra I lygmeny
Ay, ..., Ap, ir faktoriaus B, kuris yra J lygmeny By, ..., By. Kiekvienam lygmeny dariniui
(A;, Bj) stebéjimai pakartojami po K > 1 karty. Imties elementai apraSomi dvifaktorés
dispersinés analizés modeliu

mjkzﬂij+6ijk7 i=1,...,I, 7=1,..,J, k=1 .. K.

Tarsime, kad paklaidos e;;;, nepriklausomos ir e;;;, ~ N (0, 0?). Modelis visiskai nusakytas
IJ parametrais pi11,...u7y ir dispersija 02 = V(Yijx) = V(eyk). a) Irodykite, kad
T = Yii,...Yi5,y, DI Yék)T yra parametro @ = (uiq,..., prs,02)T pilnoji ir
pakankamoji statistika. b) Raskite parametro 0 elementy NMD jvertinius.

11.2.23. (I1.2.22 pratimo tesinys). Raskite parametry

Qi =l By =g s Yig = g — e g
1 7 1 _ 1
H = ﬁZZsz, Mi:jZMija Mj:TZ/Mj;
i 5 5

NMD jvertinius.

11.2.24. (I1.2.22 pratimo tesinys). Raskite kriterijus pagrindinéms dispersinés
analizés hipotezéms Hq : oy =0, Hp : 5, =0, Hap : v;; = 0 tikrinti.

11.2.25. (I1.2.24 pratimo tesinys). a) Irodykite, kad kvadraty sumos SSa,SSg,
SSap ne tik nepriklauso nuo SSg (remiantis I1.2.21 pratimu), bet nepriklausomos ir
tarpusavyje bei nepriklauso nuo Y. . b) Irodykite, kad kvadraty sumas galima skai-
¢iuoti tokiu budu: reikia pakelti kiekvieng daugianariy démeny kvadratu paliekant bu-
vusius Zenklus ir susumuoti. Pavyzdziui, SSap = K, >2,> Y2 - JKY, Y. —
IKY_]; + IJKY?. c¢) Patikrinkite lygybe SSy = SSs + SSp + SSap + SSg, ¢ia
SSr =320 2 Yije —Y.).

I1.2.26. (I1.2.24 pratimo tesinys). a) Raskite vidutiniy kvadraty sumy vidurkius.
b) Raskite I1.2.24 pratime pateikty kriterijy galios funkcijas.

11.2.27. Tarkime, kad dvifaktorés dispersinés analizés schemoje turime po vieng
steb¢jimg langelyje, t.y. K = 1. Tada stebéjimy Y;; skaicius n = IJ lygus neZinomy
parametry ;; skaiciui ir liekamoji kvadraty suma SSg = 0. Parametry skaic¢ius sumazi-
namas tariant, kad tarp faktoriy néra saveikos, t.y. v;; = 0. Gauname adityvyjj modelj

Yij:u—i—ai—i—ﬁj—i—ezj, izl,...,I, ]:].,,J

Tarsime, kad paklaidos e;; nepriklausomos ir e;; ~ N(0,0?), o parametrai «;, 3; tenkina

salygas Z Z
Q; = 0, ﬁ =0.
i j ’
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Modelj visigkai nusako I + J — 1 parametras p, a1, ..., r—1, B1, ..., B7—1 ir dispersija o2.
a) Raskite parametry «;, 5; maziausiyjy kvadraty jvertinius ir liekamaja kvadraty suma.
b) Irodykite, kad gautieji jvertiniai yra NMD jvertiniai.

11.2.28. (I1.2.27 pratimo tesinys). Raskite kriterijus faktoriy jtakos nebuvimo
hipotezéms H4 : a; = 0, Hp : 8; = 0 tikrinti.

11.2.29. (Tjukio kriterijus). I1.2.28 pratime pateikti kriterijai néra korektiski, jeigu
prielaida 7;; = 0 néra teisinga. Sudarykite kriterijy dél prielaidos «;; = 0 teisingumo
remdamiesi stebéjimais, kai K = 1, o saveika tenkina salyga v;; = v 5;, t.y. patikrinkite
parametrine hipoteze H. : v = 0.

11.2.30. Tegu dvifaktorés dispersinés analizés schemoje faktoriaus A lygmeny skaic¢ius
I = 2, o faktoriaus B lygmeny skaic¢ius J > 2; kiekviename langelyje turime po viena
stebéjimg Yi;,7 = 1,2;5 = 1,..., J. Jrodykite, kad hipotezés H 4 tikrinimo F kriterijus yra
ekvivalentus Stjudento kriterijui, grindziamam skirtumais Z; = Y1; — Ya;, j = 1,..., J.
Todél dispersinés analizes prielaidos gali buti susilpnintos: kriterijus nepakis, jeigu tar-
sime, kad paklaidy vektoriai (e1;,e2;)",j = 1,...,J yra nepriklausomi ir turi dvimatj
normalyji skirstinj su nuliniu vidurkiy vektoriumi.

11.2.31(I1.2.30 pratimo tesinys). Lenteléje pateikti miego trukmés pakitimo duo-

menys Y;;, naudojant pirmo tipo migdomuosius vaistus, ir Y2; — naudojant antro tipo
migdomuosius vaistus; ¢ia j zymi paciento numerj, j = 1, ..., 10.

7] 1 2 3 1 5 6 7 ) 9 10
1 | 40,7 1,6 | —0,2 | —1,2 | —1,0 | 43,4 | 43,7 | +0,8 | 0,0 | +2,0
+1,9 | 40,8 | +1,1 | +0,1 | —0,1 | 44,4 | +5,5 | +1,6 | +4,6 | +3,4

a) Priéme normalumo prielaida patikrinkite hipoteze, kad miego trukmés padidéjimo
vidurkiai, naudojant pirmo ir antro tipo migdomuosius, nesiskiria; o = 0, 01.

b) Tarkime, yra zinoma, kad V' (Y1; — Ya;) < 1,25. Kokj skai¢iy pacienty reikéty
turéti, kad, tikrinant vidurkiy lygybés hipoteze, ji buty atmesta su tikimybe, ne mazesne
uz 0,95, kai miego trukmeés padidéjimo vidurkiy skirtumas virgija 1 valanda.

I1.2.32. Tarkime, kad I1.2.9 pratime tiriame iskvepiamo azoto kiekio priklausomybe
ne tik nuo dietos (faktorius A), bet ir nuo lyties (faktorius B). Gauti stebé¢jimy duomenys
pateikti lenteléje [I].

Ay Ao As Ay

By | 4,079 | 4,368 | 4,169 | 4,928
4,859 | 5,668 | 5,709 | 5,608
3,540 | 3,752 | 4.416 | 4,940
By | 2,870 | 3,578 | 4,403 | 4,905
4,648 | 5,393 | 4,496 | 5,208
3,847 | 4,374 | 4,688 | 4,806

Atlikite dvifaktore dispersine analize. Patikrinkite pagrindines dispersinés analizés
hipotezes.

11.2.33. I5 kiekvienos 4 peliy (faktorius A) palikuoniy buvo atrinkta po 1 peliuka ir
jam buvo taikoma viena i§ trijy diety (faktorius B). Po trijy savaifiy iSmatuotas svorio
prieaugis Y [1].
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A | Ay | Ay | Ay
B, | 52 | 114 | 42 | 10,7
By | 74113095 | 88
By | 91| 138 |88 | 13,0

Atlikite dvifaktore dispersine analize su vienu steb¢jimu langelyje. Remdamiesi Tju-
kio kriterijumi patikrinkite saveikos nebuvimo hipoteze.

11.2.34. Tiriant, kiek astuoniy skirtingy rusiy aliejaus (faktorius A) sugeria spurgos,
Sesias dienas (faktorius B) buvo gaminamos vienodo didumo spurgy partijos su kiekviena
aliejaus rasimi [16].

Ay | Ay | As | Ay | As | As | A7 | Asg
By | 164 | 172 | 177 | 178 | 163 | 163 | 150 | 164
By | 177 | 197 | 184 | 196 | 177 | 193 | 179 | 169
B3 | 168 | 167 | 187 | 177 | 144 | 176 | 146 | 155
By | 156 | 161 | 169 | 181 | 165 | 172 | 141 | 149
Bs | 172 | 180 | 179 | 184 | 166 | 176 | 169 | 170
Bg | 196 | 190 | 197 | 191 | 178 | 178 | 183 | 167

Uzpildykite dispersinés analizés lentele ir patikrinkite pagrindines hipotezes.

11.2.35 (I1.2.34 pratimo tesinys). Tarkime, kad skirtingy aliejaus rusiy sugerimo
vidurkiai tenkina salygas pus = pr = ps = p, 1 = p2 = pg = p+ 12, pus = pg =
w+ 22. Kokia tikimybé atmesti hipoteze Hp, jeigu paklaidos dispersija lygi 1.2.34
pratime surastam jverciui (kriterijaus reik§mingumo lygmuo « = 0,05)?

11.2.36 (I1.2.34 pratimo tesinys). Kadangi 5, 7 ir 8 aliejaus risys atrodo ekonomigki-
ausios, tai tolesni eksperimentai bus atliekami tik su Siomis trimis rasimis. Kiek eksperi-
menty reikéty atlikti tikrinant hipoteze H : pus = pr = pg kriterijumi, kai reikSmingumo
lygmuo a = 0,05, kad bet kokj vidurkiy skirtuma, virSijantj 10 vienety, galétume
pastebéti su tikimybe, ne mazesne uz 0,87

11.2.37. Tiriama konservy dézuteés svorio priklausomybé nuo meésos tiekéjo (faktorius
A) ir nuo dézutes uZpildancio automato uzpildymo cilindro (faktorius B). I8 kiekvieno
tiekejo ir kiekvieno cilindro konservy dézuéiy partijos atsitiktinai atrenkama po 3 dézutes.
Dé7uciy svoriai (salyginiais vienetais) pateikti lenteléje [16].

Ay Ay As Ay As
Bi 1 1 2 4, 3 516; 35 7|3 1 3 1, 3 3
By | —-1; 3 -1 =2 1, 0| 3 1, 5| 2 0; 1 1; 0; 1
Bs 1; 1; 1 2, 0, 112 4 3|1, 3 3 3 3 3
By | -2 3 0| -2, 0; 13 3 4|0, 0 2 0, 1; 1
Bs 1; 1, -1 2; 1; 510 1, 21 0 -1]-2 3 1
Bg 0; 1; 1 0, 0; 3] 3; 3; 413, 0 2 3; 1; 2

Uzpildykite dispersinés analizés lentele ir patikrinkite pagrindines hipotezes.

11.2.38. Eksperimente hibridinius Ziurkiukus maitino hibridinés ziurkiy patelés.
Lenteléje pateikti ziurkiuky svoriai praéjus 28 dienoms nuo gimimo. Siame eksperi-
mente faktorius A yra maitinancios ziurkés genotipas, o faktorius B — ziurkiuky vados
genotipas.
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A | A, | A5 | A, A, | A, | A3 | A,
By | 61,5 | 55,0 | 52,5 | 42,0 | B3 | 37,0 | 56,3 | 39,6 | 50,0
68,2 | 42,0 | 61,8 | 54,0 36,3 | 69,8 | 46,0 | 43,8
64,0 | 60,2 | 49,5 | 61,0 68,0 | 67,0 | 61,3 | 54,5
65,0 52,7 | 48,2 55,3
59,7 39,6 55,7
B, | 60,3 | 50,8 | 56,5 | 51,3 | Ba | 59,0 | 59,5 | 45,2 | 44,8
51,7 | 64,7 | 59,0 | 40,5 574 | 52,8 | 57,0 | 51,5
49,3 | 61,7 | 47,2 54,0 | 56,0 | 61,4 | 53,0
48,0 | 64,0 | 53,0 42,0
62,0 54,0

Atlikite dvifaktore dispersine analize, kai stebéjimy skai¢iai langeliuose skirtingi. Pa-
tikrinkite sgveikos nebuvimo hipoteze. Patikrinkite faktoriy A ir B jtakos nebuvimo
hipotezes dviem budais: a) tariant, kad modelis adityvus; b) neatsizvelgiant j saveika.

11.2.39. Jrodykite, kad dvifaktoréje dispersinéje analizéje, kai I = 2, kvadraty sumas
SS4 ir SSap galima apskaiciuoti Sitaip:

SSa = JK(Y,. —Y3.)%/2,

SSap = (K (Vi — Y3;)* = S54)/2,
j

o jei K =2, tai

SSE = Z Z(Yijl - Yij2)2/2'
g

11.2.40. Tarkime, kad imties Y skirstinys gali priklausyti nuo dviejy atsitiktiniy
faktoriy. Imties Y elementai turi tokia struktura (zr. [3], 2.5.1 skyrelj):

Yijkzu—l—ai—i—bj—i-cij—l-eijk, i=1,..,I, j7=1,...,J, k=1,. K;

cia {a;}, {bj}, {cij}, {cij}, {€ijr} yra nepriklausomi a.d. ir a; ~ N(0,0%), b; ~ N(0,0%),
cij ~ N(0,0%3), €ijr ~ N(0,0?). Modelj visigkai nusako vidurkis y ir keturios dispersijos
0%,0%,0% 5, 0% Trodyta (zr. [15], 4£.3 skyrelj), kad parametro 8 = (u,0%,0%,0%5,0%)"
pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (Y.,5954,558,5S545,95¢)T. a) Raskite
vidutiniy kvadraty sumy vidurkius. b) Raskite parametro 6 elementy NMD jvertinius.

11.2.41. (I1.2.40 pratimo tesinys). a) Irodykite, kad kvadraty sumos SSa4,SSg,
SSap, SSg yra nepriklausomos. b) Raskite jvertiniy 6%, 6%, 645, 02 dispersijas.
¢) Sudarykite pagrindiniy dispersijos analizés hipoteziy analogy Ha : 0% = 0, Hp :
0% =0, Hap : 045 = 0 tikrinimo kriterijus ir raskite jy galios funkcijas.

I1.2.42. Tegu Yjx = pt + a; +bj + eir ir a.d. {a;}, {b;}, {eijx} nepriklausomi,
a; ~ N(0,0%), b; ~ N(0,0%), ejjx ~ N(0,0%); i =1,...,1,j = 1,...J.k =1,..,K.
Parametrai p, 0%, 0%, 02 nezinomi. Raskite TGN kriterijy

a) hipotezei H : 72 = 0% /(02 + Ko?) < A, kai alternatyva H : 72 > A, tikrinti;

b) hipotezei H : cap/0? < A, kai alternatyva H : 0% 5 /0% > A, tikrinti.

11.2.43. Atlikus dvifaktore dispersine analize su dviem atsitiktiniais faktoriais A ir
B, gauta tokia dispersinés analizes lentelé
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Faktorius v SS
A 24 3243
B 3 46 659
Ax B 72 459
E 1100 243

a) Patikrinkite hipotezes Ha, Hp, Hap, kai reiksmingumo lygmuo « = 0, 025.

b) Raskite dispersijos komponenciy 0%, 0%, 0% g, o2 jvercius ir jy dispersijy jver¢ius.

c¢) Apskai¢iuokite kiekvienos dispersijos komponentés apytikslj pasikliovimo intervala,
kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.

11.2.44. Atlikite dispersine analize pagal I1.2.33 pratimo duomenis tare, kad abu
faktoriai yra atsitiktiniai.

11.2.45. Atlikite dispersine analize pagal I1.2.37 pratimo duomenis tare, kad abu
faktoriai yra atsitiktiniai.

11.2.46. Tarkime, kad Y skirstinys gali priklausyti nuo pastovaus faktoriaus A ir
atsitiktinio faktoriaus B. Imties Y elementai turi tokia struktira (7r. [3], 2.6.1 skyrelj):
i=1,..1,

Yl]k:M+QL+b]+CZ]+€z]ka jzla"'aja kzla"'aK7

¢ia u, o; konstantos, o by, 5, €55 atsitiktiniai dydziai,
ZO@ = 0, Zcij = 07 Ebj = Ecij = Eeijk =0.
i i

Tarsime, kad a.v. (b;,c1j,...,cr;)7 skirstinys yra daugiamatis normalusis (su skirtingais
Jj Sie vektoriai nepriklausomi), o a.d. e;j; ~ N(0,0?) nepriklausomi tarpusavyje ir ne-
priklauso nuo iy vektoriy. Zymésime Vb, = 0%, Ve = 0.t = 1,..., I. Analogiskai
pirmesnéms schemoms sudarykime kvadraty sumas SS4,S5Sgp, SSap,SSEg. Raskite
vidutiniy kvadraty sumy vidurkius.

I1.2.47. (I1.2.46 pratimo tesinys). a) Raskite parametry 0%, 0%, 0% g, 02 nepaslink-
tuosius jvertinius. b) Sudarykite kriterijus pagrindiniy dispersinés analizés hipoteziy
analogams Hy : 04 =0, Hg : 04 =0, Hap : 0% = 0 tikrinti.

11.2.48. Lenteléje pateikti duomenys, apibidinantys kuro istekéjimo i3 trijy skirtingy
tipy tiity greitj; matavimus atliko 5 operatoriai, i§ kuriy kiekvienas atliko po 3 matavimus
kiekvienoje tiitoje.

Tuata 1 2 3

A 6 6 —15 26 12 51 11 4 4
B 13 6 13 4 4 11 | 17 10 17
C 10 10 -—-11 | =35 0O -—-14 |11 -10 -17
Tata 4 5

A 21 14 71 25 18 25

B -5 2 -5 1| 15 8 1

C -12 -2 16| -4 10 24

a) Atlikite miSraus modelio, kuriame faktorius A (tutos) yra pastovus, o faktorius B
(operatorius) — atsitiktinis, dispersine analize.
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b) Atlikite analize laikydami abu faktorius pastoviais. Kuo paaigkinti skirtingus at-
sakymus, gautus tikrinant hipoteze, kad rezultatai nepriklauso nuo tity tipo.

11.2.49. Lenteléje pateikta tam tikros medZiagos nepralaidumo vandeniui charakte-
ristika priklausomai nuo trijy tipy stakliy (faktorius A), su kuriomis ji buvo pagaminta,
per 9 skirtingas dienas (faktorius B) [16].

B, | By | Bs | Ba | Bs | Bs | Br | Bs | By
Ay | 1,40 | 1,45 | 1,91 | 1,80 | 1,77 | 1,66 | 1,92 | 1,84 | 1,54
1,35 | 1,57 | 1,48 | 1,48 | 1,73 | 1,54 | 1,93 | 1,79 | 1,43
1,62 | 1,82 | 1,89 | 1,39 | 1,54 | 1,68 | 2,13 | 2,04 | 1,70
A, | 1,31 | 1,24 | 151 | 1,67 | 1,23 | 1,40 | 1,23 | 1,58 | 1,64
1,63 | 1,18 | 1,58 | 1,37 | 1,40 | 1,45 | 1,51 | 1,63 | 1,07
1,41 | 1,52 | 1,65 | 1,11 | 1,53 | 1,63 | 1,44 | 1.28 | 1,38
A; | 1,03 | 143 [ 1,38 | 1,72 | 1,32 | 1,63 | 1,33 | 1,69 | 1,70
1,40 | 1,86 | 1,36 | 1,37 | 1,34 | 1,36 | 1,38 | 1,80 | 1,84
1,62 | 1,69 | 1,49 | 1,43 | 1,48 | 1,49 | 1,29 | 1,45 | 1,75

Atlikite duomeny dispersine analize, tare, kad modelis yra miSrusis, kuriame faktorius
A yra pastovus, o faktorius B — atsitiktinis.

11.2.50. Tiriant dujy sunaudojima per devynias savaites (faktorius A) buvo fiksuoja-
mas dujy sunaudojimas per para kiekvieng savaités dieng nuo pirmadienio iki SeStadienio
imtinai (faktorius B). Gauti rezultatai (salyginiais vienetais) pateikiami lenteléje [16].

A | Ay Az | Ay | As | Ag | A7 | Ag Ag

1
By ) 1 —4 5| —13 | =8 | -2 -4 | —10
By 3 6| —10 | -2 7| -2| -4 2 2
Bs 8 4| -14 | -3 3 0 5| —11 | —12
By 8| 10 -5 | —1 4| =2 4 1] —12
Bs 4| -1 7| =5 5| =3 | =7 -3 —6
Bs 31 -9 3| -8 —6 0| -3 8 -1

Atlikite dispersine analize, tare, kad faktorius A atsitiktinis, o faktorius B pastovus.
Kaip pasikeisty atsakymai, jeigu tartume, kad abu faktoriai yra pastovus?

11.2.51. Atlikite IT.2.32 pratimo duomeny analize, tare, kad faktorius A yra atsitik-
tinis, o faktorius B — pastovus.

11.2.52. Atlikite I1.2.34 pratimo duomeny analize, tare, kad faktorius A yra pas-
tovus, o faktorius B — atsitiktinis.

11.2.3. Daugiafaktoré dispersiné analizé

I1.2.53. Trifaktorés dispersinés analizés skirtingy langeliy stebéjimy vidurkiai p;j;,7 =
1,2,3; 5 =1,2,3;1 = 1,2, pateikti lentelése

Cl By By Bg 02 By By Bsg
A | 5 6 | 10 A | 9 7 | 14
A | 7 | 7 [ 1 A | 9] 6 | 3
As | 6 5 7 As | 9 5 | 10

Irodykite, kad visy trijy faktoriy sgveika A x B x C' yra lygi 0.
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1I.2.54. Nagrinéjame tiesinj modelj Yi;r = piji + eiji,t = 1,..., ;5 =1,..., J;k =
1,..., K, kuriame {e;;x} yra nepriklausomi normalieji e;jr ~ N(0,02) a.d. Tarkime,
vidurkiai p;5% tenkina salyga

Wijk = [+ (. — ) + (i, — i) + (e — ) =
=+ o + Bij + Yk

Raskite parametry p, oy, B;, vk ivertinius. Sukurkite kriterijy hipotezei H4 : o; = 0,7 =
1,..., 1.

11.2.55. Sudarykite trifaktorés dispersinés analizés lentele, kai visi trys faktoriai yra
atsitiktiniai. Sukurkite kriterijus pagrindinéms hipotezéms tikrinti.

PEEEY)

11.2.56. Tarkime, pilnoje dispersinés analizés schemoje, kai vienodas stebéjimy
skai¢ius langelyje, faktorius A turi I lygmeny. Stebéjimy aritmetinius vidurkius, gautus
suvidurkinus pagal visy kity faktoriy lygmenis, pazymeékime Y7, ..., Y;. Tegu gie vidurkiai
padalyti j dvi didumo I ir I», I; + I, = I aibes Y7, ...7}711 ir Y]1+17 Y50 YD i Y@
yra §iy aibiy vidurkiai. Irodykite, kad

I Iy I
ST -V =YY+ 3D (V- VP 4 L0 YOI
i=1 i=1 i=I1+1

11.2.57. Apibendrinkite I1.2.34 pratima, kai vidurkiai Y;,...,Y; padalijami j tris
nesikertancias aibes.

I1.2.58. Lenteléje pateikti duomenys, apibudinantys betoninj kelig priklausomai nuo
padengimo storio (faktorius A), nuo pagrindo storio (faktorius B) ir nuo papildomo
(apatinio) pagrindo storio (faktorius C). Atlikta po du matavimus kiekvieno i§ 27 ke-
lio varianty ([11]).

A A, A,
B, DB, B3| Bi B, B;| Bi B, B
Ci |28 43 57|41 54 6,760 63 7.1
26 45 53|44 55 6962 65 69
Cy |41 57 6953 65 7.,7]61 72 81
44 58 71|51 67 74|58 71 84
Cs |55 7,0 81|65 7,7 88|70 80 09,1
53 68 83|67 75 91|72 83 90

Atlikite trifaktore analize su trimis pastoviais faktoriais.

11.2.59. Lenteléje pateikiama izoliacijos kokybeés charakteristikos priklausomai nuo
keturiy faktoriy: A — padengimo tipas; B — temperatira; C' — slégis; D — skirtingos
plieninés panelés, kurios buvo naudojamos eksperimente [16].

Ay A
B, By By By | By B By By
Cq Cs Cq Cy | 4 Cy | (4 Cs
Dy | 025 0,16 | 0,30 | 0,27 | 0,41 | 0,10 | 0,13 | 0,06
Dy | 036 | 0,002 | 0,18 | 0,03 | 0,28 | 0,04 | 0,06 | 0,03
Ds | 036 | 006 | 044 | 0,13 | 0,33 | 0,03 | 0,19 | 0,04
Dy | 0,25 | 0,10 | 0,34 | 0,04 | 0,21 | 0,01 | 0,20 | 0,01




186 II. TIESINIAI MODELIAI

A, A,
Bl | B | B | B, | B | B | B, | B
Ci | G | CL | Cs | CL | Gy | C1 | Gy
Dy | 044 [ 0,24 [ 0,22 [ 0,18 | 0,43 | 0,27 | 0,26 | 0,21
Ds | 0,65 | 0,08 | 0,14 | 0,36 | 0,62 | 0,03 | 0,51 | 0,03
Dy | 042 | 049 | 0,17 | 0,25 | 0,47 | 0,28 | 0,21 | 0,25
D, | 047 | 0,14 | 0,36 | 0,19 | 0,52 | 0,07 | 0,32 | 0,38

Atlikite dispersine analize, tare, kad visy keturiy faktoriy sgveika ir saveikos po tris
faktorius yra lygios 0.

I1.2.4. Nepilni dispersinés analizés planai

11.2.60. Lenteléje pateikta keturiy atspaudy charakteristikos (salyginiais vienetais)
priklausomai nuo keturiy galvuciy skirtinguose spausdinimo jrenginiuose [16].

Ay Ay As
1 2 3 4 5 6 7 &9 10 11 12
6 13 1 7110 2 4 010 10 8 7
2 3 10 4 9 1 1 3|0 11 5 2
0 9 0 7 7 1 7 415 6 0 5
8 8 6 9|12 10 9 1|5 7 7 4
Ay As

13 14 15 16 18 19 20
11 5 1 0 6 3 3

0 10 8 8 7 0 7

6 8 9 6 0 2 4

4 3 4 5 9 3 2 0

Atlikite dispersine analize, tare, kad faktorius B (galvutés) yra sugrupuotas pa-
gal faktoriy A (spausdinimo jrenginiai); galvu€iy numeriai yra antroje lentelés eilutéje.
Faktoriy B laikyti atsitiktiniu, o skirtingas kopijas interpretuoti kaip matavimo kartoti-
numa.

11.2.61. Lenteléje pateikti duomenys apie kondensatorinio popieriaus poringumag
priklausomai nuo partijos (faktorius A) ir nuo atsitiktinai i§ partijos atrinkto rulono
(faktorius B). Kiekviena karta atlikta po tris matavimus [11].

Ay Ay A3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
15 15 27 30|19 23 18 10|25 32 14 78
17 1,6 1,9 24|15 24 29 35|29 55 15 52
16 17 20 26|21 24 47 28|33 71 34 50

Atlikite dispersine analize, tare, kad faktorius B (rulonai) yra sugrupuotas pagal
faktoriy A (partijos); rulony numeriai yra antroje lentelés eilutéje. Abu faktorius laikyti
atsitiktiniais.

11.2.62. Atliekant eksperimenta 9 jury kiaulytés (faktorius B) atsitiktinai buvo
suskirstytos i grupes po 3 ir jdétos i skirtingus narvelius. Kiekvieno narvelio gyvunai
buvo aprupinami skirtingai NOs lygiais (faktorius A); A; — kontrolinis; Ay — dvigubai
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didesnis uz norma; As — trigubai didesnis uz norma. Po savaités buvo atlikta po du
kintamojo Y (arterinis PH) matavimus [T].

Bi | B | Bs
A, [ 7,08 7,02 704 707707 698
Ay | 729 718|742 7,32 | 7,08 7,28
As | 7,74 754 | 753 750 | 7,51 7,63

Istirkite kintamojo Y priklausomybe nuo faktoriaus A, tardami, kad faktorius B su-
grupuotas pagal faktoriy A.

11.2.63. Keturios pelés turi po 3 peliukus. Pelés atsitiktinai suskirstytos i 3 grupes
po dvi. Pirmos grupés peliukams taikoma pirmoji dieta, o antrosios — antroji dieta. Po
trijy savaiciy uzregistruotas peliuky svorio prieaugis Y [1].

Dieta Pele Y Dieta | Pele Y
pomor | L | L8 105 125 T3 [ 74 97 82
TmoJL 9 1123 155 11,4 | UM 4 |72 86 7.1

Parinkite tinkama dispersinés analizés schemg ir uzpildykite dispersinés analizés len-
tele. Patikrinkite pagrindines dispersinés analizés hipotezes.

I1.2.64. Penkiolikai pacienty matuotas fermento kiekis i§ karto po Sirdies operacijos
(Dy), praéjus vienai dienai (D7), dviem dienoms (Ds) ir savaitei (D7) po operacijos.

Pacientas | Dy | Dy | Dy | D7 | Pacientas | Doy | D1 | Dy | D
1 108 | 63 | 45 | 42 9 106 | 65 | 49 | 49
2 112 | 75 | 56 | 52 10 110 | 70 | 46 | 47
3 114 | 75 | 51 | 46 11 120 | 85 | 60 | 62
4 129 | 87 | 69 | 69 12 118 | 78 | 51 | 56
5 115 | 71 | 52 | 54 13 110 | 65 | 46 | 47
6 122 | 80 | 68 | 68 14 132 | 92 | 73 | 63
7 105 | 71 | 52 | 54 15 127 | 90 | 73 | 68
8 117 | 77 | 54 | 61

Patikrinkite, ar fermento kiekio vidurkis kinta po Sirdies operacijos.

11.2.65. Lenteléje pateikti duomenys apie elektroniniy spinduliniy vamzdeliy stiklo
savybes priklausomai nuo cecho (faktorius A) ir nuo pamainos (faktorius B). Matavi-
mai atlikti trijy atsitiktinai parinkty savai¢iy metu (faktorius C; blokas) [11]. Atlikite
blokuotyjy duomeny dispersine analize.

Ay Ay
By By B3| Bi By B3
3 3 3 6 3 6
& 6 4 6 8 9 8
6 7 7 11 11 13
14 8 11 4 15 4
Cy | 16 8 12 6 15 7
19 9 17 7 17 10
2 2 2 2 2 10
Cs 3 3 4 5 4 12
6 4 6 7 6 13
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11.2.66. Tiriant kineskopo elektros srovés stiprumo priklausomybe nuo keturiy kato-
do kaitinimo siulelio apdorojimo rezimy (A, B, C, D), per viena dieng galima realizuoti
tik tris apdorojimo metodus. Todél eksperimentas atliktas pagal nepilny subalansuoty
bloky schema, kurioje blokus atitinka dienos [11].

Dienos | A| B | C | D
1 2| - 120 7
2 - 13214 3
3 4 | 13|31 | -
4 0123 | — 11

Patikrinkite hipoteze, kad srovés stiprumas nepriklauso nuo apdorojimo metodo.
11.2.67. Reikia palyginti televizoriy rySkumo jvertinima, gauta keturiy operatoriy
(A, B, C, D). Per viena dieng eksperimente gali dalyvauti tik trys operatoriai. Duomenys
pateikti lenteléje [11].
Dienos | A B C D
1 780 | 820 | 800 | -

2 950 | — | 920 | 940
3 — | 880 | 880 | 820
4 840 | 780 | — | 820

Atlikite duomeny analize. Ar galima tvirtinti, kad operatoriy jvertinimai skiriasi?

11.2.68. Penkioms skalbimo priemonéms (A, B, C, D, E) palyginti buvo atliktas toks
eksperimentas. Skalbimo priemonés buvo lyginamos plaunant specialiai uzterstas lékstes
blokuose po tris rezervuarus su skirtingomis skalbimo priemonémis. Lenteléje pateiktas
isplauty vienodu skalbimo priemoneés kiekiu léks¢iy skaicius [16].

1123|4567 |8]9]10

Aj27128|130(31(29[30| - |-1|-1-
B|26|26[29| — | - | - [30|21|26| —
Cl30| - | - |34]32]| - |34 31| - |33
D| - |29] - |33 - |34]31]| - |33|31
E| -] -1]126| - [24]25| - |23 |24 ]| 26

Atlikite duomeny analize. Ar galima tvirtinti, kad skalbimo priemonés skiriasi?

11.2.69. Tiriant penkiy tipy (A, B, C, D, E) elektrodus eksperimento metu buvo
pradeginta po 5 skylutes 5 metalo juostose. Eksperimentas atliktas pagal lotyniskojo
kvadrato schema, kurioje eilutés atitinka metalo juostas, stulpeliai — skylutés padétj
metalo juostoje, o elektrodo tipas nurodytas skliausteliuose. Registruojama skylutés
pradeginimo laikas [I1].

35(A) [ 21(B) |25 (C) |35 (D) | 24 (B)
2,6 (E) | 3.3 (A) | 21 (B) | 2,5 (C) | 2,7 (D)
2,0(D) | 26 (E) | 35 (A) | 2,7 (B) | 2,9 (C)
2,5 (C) | 29 (D) | 3,0 (E) | 3,3 (A) | 2,3 (B)
21(B) | 23(C) | 3,7(D) | 32 (B) | 3,5 (A)

Atlikite duomeny analize ir uzpildykite dispersinés analizés lentele. Ar galima tvir-
tinti, kad elektrody tipai skiriasi?
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11.2.70. Tiriant tam tikros ankstinés kulttros Sesiy veisliy (A, B, C, D, E, F) der-
linguma, eksperimentas atliktas pagal lotyniskojo kvadrato schema. Lenteléje nurodyti
gauti derlingumo rodikliai, o kulturos veislé nurodyta skliausteliuose [16].

220 (B) | 98 (F) | 149 (D) | 92 (A) [ 282 (E) | 169 (C)
74 (A) [ 238 (E) | 153 (B) | 228 (C) | 48 (F) | 183 (D)
118 (D) | 279 (C) | 118 (F) | 272 (E) | 176 (B) | 65 (A)
295 (E) | 222 (B) | 54 (A) | 104 (D) | 213 (C) | 163 (F)
187 (C) | 90 (D) | 242 (E) | 96 (F) | 66 (A) | 122 (B)
90 (F) | 124 (A) [ 195 (C) | 109 (B) | 79 (D) | 211 (E)

Atlikite duomeny dispersine analize.

II.2.5. Atsakymai, sprendimai, nurodymai

I1.2.1 skyrelis
II.2.1. a) Sujunge Y;; i viena bendrg vektoriy

Y = (Y1, Yigy, Yoi, oo Yogys oo, Y1, 000, Yo, ) F
ir pazyméje B = (u1, ..., u7)7, imtj Y galime uzradyti kaip tiesinj modelj
Y=AB8+e, EY)=AB, V(Y)=V(e)=0’I, Y ~ N,(AB,5°I).
Plano matrica A turi n = J; + ... + J; eiluciy ir [ stulpeliy. Pirmosios J; eilutés turi
pavidalg (1, 0, ...,0), paskui J eilu¢iy turi pavidala (0, 1,...,0), pagaliau paskutinés J;

eiluciy turi pavidala (0, 0, ...,1).
b) Tikétinumo funkcija

I J;
L(6) = (27)_71/2 exp{ ZZ(YZ‘]‘ - ,Ui)2 — ganQ} =
i=1 j=1

~

I
. -1 1
(2m) /2 exp{ﬁYTY + o Z Jipti lna }
i=1

priklauso (I + 1)-parametrei eksponentinio tipo skirstiniq Seimai. Remiantis faktoriza-
cijos kriterijumi 7" yra parametro 8 pakankamoji statistika. Kadangi parametro kitimo
sri¢iai priklauso vidiniai taskai, tai statistika T" yra pilnoji.

¢) Kadangi T yra pilnoji ir pakankamoji statistika, tai bet kuri T funkcija yra jos
vidurkio NMD jvertinys. Randame EY; = i, todél f; = Y; yra parametro w; NMD
ivertinys. Liekamoji kvadraty suma

SSp/o? —ZZ ij = Yi)? o ~ P (n 1)

Gauname, kad
s2=8Sg/(n—1), Es*=o

yra parametro o2 NMD jvertinys.
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I1.2.2. Parametrai u, «; yra tiesinés parametry p; funkcijos. Nepaslinktieji (kartu ir
NMD) jvertiniai gaunami imant tokias pacias tiesines jvertiniy f; funkcijas

1 n ~ B B B
I = — JY, =Y, =Y, —-Y.
= ; =Y, a
Sie ivertiniai tenkina sarysj
I I
> Jid =) (Y -Y.)=0.
i=1 i=1

11.2.3. Hipoteze H4 galima suformuluoti tokiu budu Hs : HG = 0y (zr. 1.1.21
pratima), kai matricos H rangas yra k = I — 1. PavyzdZiui, matrica H galima imti tokio
pavidalo: pirmoji eiluté (1, 0,...,0, —1), antroji (0, 1,...,0, —1) ir t.t., ir (I — 1)-o0ji
eiluté (0, 0,...,1, —1). Matricos H rangas yra I —1, 0 8y = 0. Remiantis I.1.21 pratimo
p. d) hipotezé H4 atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

_ (SSEHA - SSE)(n - I) o SSA(TL - I)

Fy= = F,(I—-1,n—-1
A (I-1)SSg (- 1855 oI =1n—1),

tia SSE — liekamoji kvadraty suma (surasta II.2.1 pratime), o SSgg, yra kvadratinés
formos SS(83) salyginis minimumas, surastas esant salygai, kad H 4 teisinga.
Salygine kvadratine forma lengva surasti tokiu biadu. Tapatybés

Yij—pi =Yy — i+ &+ —p
abi puses pakelkime kvadratu ir susumuokime pagal i ir j. Gauname
SS(B) =SSk + Y Ji(di — )® + n(f— p)?,
nes visos misrios sandaugos lygios nuliui. Tada

SSpm, = min S5(8) = 55k + Z J:62,

SSa=SSpu, —SSp =Y Ji(Yi —Y.)>.

Pazyméjus vidutines kvadraty sumas

SS4 SSE

M = —_— M =
Sa T Sk —

kriterijus igauna tokj pavidala: hipotezé H, atmetama reikSmingumo lygmens « krite-
rijumi, kai

_ MS 4
-~ MSg

Skaic¢iavimo rezultatai analize atliekant kompiuteriu pateikiami tokioje lenteléje.

Fa > F,(I—1,n—1).

Dispersinés analizés lentelé
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Faktorius SS v MS =5S/v | EMS)
A SSa=> 0, =Y )2 | I-1 MS4 0%+ 0%
E SSE:ZZZ](Y;J—Y;)Q n—1 MSE O'2
T [ 55 =3,5,0% V)

gioje lenteléje antrame stulpelyje pateikiamos kvadraty sumos, tre¢iame stulpelyje —
laisvés laipsniai, ketvirtame — vidutinés kvadraty sumos, 0% = >, J;a? /(I — 1).

11.2.4. a)

I J; I
E(SSp) =B ) (e —)*) =0 (J;i—1) =0o*(n—1I);
=1 j=1 =1
(MSE) =0
I I I
E(SSA) =E()_Jia+& —e)?) =) Jia] +EY_Ji(e
i=1 i=1 =1

I I
Jiaf
D Jiof+(I=1)a% BUMSy) =o*+ 3 757 =o'+l

b) remiantis 1.1.21 pratimu SS4/0? ~ x?(I — 1, \), kai necentriskumo parametras A =
(I —1)0%/0o?. Tada statistika F4 turi necentrinj Figerio skirstinj F(I — 1,n — I; \).
Kriterijaus galia

BA)=P{Fr_1n-12>F,(I-1,n—-1)}.

I1.2.5. Kai hipotezé H/, teisinga, tai yra tik du parametrai: vidurkis 1} pirmajai
faktoriaus lygmeny grupei ir p}, — antrajai. Siy parametry DT jvertiniai

s Ji I Ji
pr=) Y Yiy/my =YW, pp= 3" 3 Vy/np=Y®,
i=1 j=1 i=r+1j=1

:J1+...+JT, n’2:JT+1+...+J[

ir

r I
SSpwy, — SSp =884 = Ji(Vi —YW)2+ 3" (Vi V)2 E0%03,
i=1 1=r+1

kai H’, teisinga. Hipotezé H’; atmetama, kai

SS(n—1) MS
’_ A _ A
Fa== 2 55e = g > Fell 2 =),

I1.2.6. Zr. [3], 2.1.2 teorema.

11.2.7. Tarkime, kad d; # 0. Tada oy = — EZ 1 ' a.d; /dr.
Paiymejq Y = (Y117 ceny Yi], ngl, ceny YIJ)T ir /3 (/,L, aq, .. af,l)T, gauname tiesini
modelj Y = AB+e; 3= (ATA)1ATY.
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I1.2.8. a) Vertindami parametra B = (p1, pio, i3, pta)” turime tiesinj modelj, kai
matrica A7 A diagonali su diagonaliniais elementais .J. Taigi parametry p; jvertiniai
fi; = Y;. yra nepriklausomi ir fi; ~ N(u;,0%/J). Liekamoji kvadraty suma

SSg/o? —ZZY —Y3)%/0% ~ x2(4(J - 1)).

Tikrinamaja hipoteze galima uzragyti taip H : @ = 0, kai 0 = (61,62)7, 61 = u; —
249,02 = p1 — 3us. Parametro & NMD jvertinys

- (3)- (5 ) -,
tia ¥ = [0i5]ax2, 011 = 502/ J, 012 = 02/J, 092 = 100%/.J. Jeigu hipotezé H teisinga,
tai kvadratiné forma
0'x710 = J(1002 — 20,0, + 502)/(4902) ~ v2(2).
Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

20" £-19(J — 1)

F:
SSE/(72

> Fo(2,4(] — 1)).

Uzdavinj galima i§spresti kitu bidu remiantis I1.1.21 pratimo p. d). Randame kvad-
ratinés formos SS(8) salyginj minimuma SSggy, kai pu; = 2us, u1 = 3us. PaZymeéje
to = p1/2, ps = p1/3, gausime tiesinj modelj, priklausantj tik nuo dviejy parametry
p1 ir pg. Plano matrica turi 2 stulpelius ir 4J eilu¢iy: pirmosios J eilu¢iy yra (0, 1),
antrosios J eiluc¢iy yra (1/2, 0), po to J eiluciy (1/3, 0) ir paskutinés J eilu¢iy yra (0, 1).
Gauname parametry pq ir g4 ivertinius

36 fo  fla .

= (s + o2+ is/3)/(1+1/4+1/9) = L+ 22+ B2y =

ir liekamaja kvadraty suma
SSpn =Y (Vi — i)+ Y (Yo — /2 + > (Ya; —un/3)* + > _(Ya; — jia)”.
i i i i
Skirtumas
(SSpw — SSp)/o? = [(fn — n)? + (2 — f1/2)* + (s — i /3)%)/0” ~ X*(2),
kai hipotezé teisinga. Hipotezé atmetama, kai

2(SSen — SSE)(J — 1)

5. > Fo(2,4(J —1)).

Nesunku patikrinti, kad abu kriterijai ekvivalentis.
b) Stjudento kriterijus atmeta hipoteze, kai

I - Ya . SSg
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Kadangi SS4 = J(Y1. — Y3.)?/2, tai F kriterijus atmeta hipoteze, kai

I (Y —Ya)?
=S s F(L,2(J — 1),

Akivaizdu, kad Sie kriterijai ekvivalentis.

I1.2.9. Dispersinés analizés lentelé:

Faktorius SS v MS F Pr>F
A SSa=4,23214 | 3 | 1,41071 | 3,21143 | 0,0359
E SSE =14,05691 | 32 | 0,39047
T SSt = 18,28905

Statistika F4 (I1.2.3 pratimas), kuri esant teisingai hipotezei turi Figerio skirstinj su
3 ir 32 laisvés laipsniais, jgijo reikdme 3,21143; P reik§meé pv = P{F5 30 > 3,21143} =
0,0369. Hipotezé atmetama kriterijumi, kurio reik§mingumo lygmuo vir§ija 0,0359.

11.2.10. Atlike analize analogiska I1.2.9 pratimui, gauname, kad statistika F4 jgijo
reikSme 9,9285; hipotezé atmetama kriterijumi, kurio reikSmingumo lygmuo o > pv =
P{F5.20 > 9,9285} = 0,00032.

I1.2.11. Statistika F4 jgijo reik§me 1,3574; P{F5.q6 > 1,3574} = 0,2950; atmesti
hipoteze néra pagrindo.

11.2.12. Statistika F4, kuri esant teisingai hipotezei turi Fiserio skirstinj su 2 ir 321
laisvés laipsniu, jgijo atitinkamai reikSmes: 1,538; 72,507; 31,009; 18,312; 23,904; 27,724.
Duomenys neprieStarauja prielaidai, kad vario koncentracija yra vienoda; kity elementy
koncentracijy vienodumo hipotezés atmetamos kriterijais su aukstais reik§mingumo lyg-
menimis.

11.2.13. Tarkime, i-0jo gaminio pozymis nusakomas a.d. X;, o ji matuojant j-
aji karty prisideda paklaida e;;. Tarkime, kad paklaidos e;; nepriklausomos ir nor-
maliosios e;; ~ N(0,0%). Kadangi reikia apibudinti visa gaminiy aibe, o ne tik paly-
ginti tarpusavyje kelis eksperimente dalyvaujancius gaminius, tai tarsime, kad X1, ..., X7
yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X. Tarsime, kad X; nepriklauso nuo e;; ir
X; ~ N(u,0%). Pazyméje a; = X; — p gausime, kad matavimai Y;; turi tokia struktira

YijzXZ-—l—eij:,u—kai—i—eij, i:17...717 ]:1,,J

Tai vienfaktorés dispersinés analizés modelis su atsitiktiniu faktoriumi. Modelj visis-

kai nusako parametrai p, 0317 o2.

I1.2.14. Nagrinékime nepriklausomus a.v. Y; = (Y;1,Yia, ..., Yis) ~ Nyj(p, X), i =
LIy &a p = (s, )5, B = [orilyxa, ok = 04 + 0%k =1,...,J, o = 0%, kai
kEf£l=1,..J.

Atlikime vektoriaus Y'; ortonormuotg transformacija Z; = CY; = (Zﬂ,...,ZU)T
pasinaudodami matrica C' = [cg];xs. Tegu matricos C' pirmoji eiluté (ci1,...,c15) =
(1/+/J,...,1/3/J). Tada i§ ortogonalumo salygos gauname

J J

. . 2 _ . ./
E cij =0, 1=2,..,J; c; =1, E cijcir; =0 1 #7.
Jj=1 J=1 Jj=1
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Gauname B
Zin=VJY:, EZy=VJu, EZy=0, 1=2..J;
V(zZ)=V(CY,;) =czc” =s4cuc” +s*cICT,
¢ia U — matrica, kurios visi elementai yra vienetai.
Pirmojo démens matricos tik pirmos eilutés pirmasis elementas yra Jo?, o visi kiti ele-

mentai nuliai; antrojo démens matrica diagonali su diagonaliniais elementais o2. Galuti-
nai turime

V(Z)=A=[Nsluxs, Mi=0>+Jo%, Aw=0> 17=2...J0s=0,71%#s.

Atlike ta patia transformacija su visais vektoriais Y1, ..., Y, gauname nepriklausomy

a.v. sistema Zi,...,Z, kuriy ir koordinatés nepriklausomos; pirmosios koordinatés

Ziy ~ N(VJp, 0%+ Jo?), visos kitos koordinatés Z;; ~ N(0,02), 1 =2, ..., J.
Tikétinumo funkcija Z;; terminais yra

M~

I J
1
L(u,a’i,o‘z) = exp{— 02 + JO' Zin — \/>/~L T 952 § § ,u7a'124’a'2)} =
l=1 =1 j=2

I

I J
1 1 2 1 2 2 2
. = 72 _ B
expi(5,3 2(a2+Jai))z; 2+ o2+ o3 Z T 202 ;; i~ Blwoi, o)},

i=

priklauso triparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Statistika
Q_Zh > 2, 2 3 25"
i i i
yra pilnoji ir pakankamoji. Grjze prie pradiniy kintamuyjy Y;; jsitikiname, kad statistika

T irgi yra pilnoji ir pakankamoji.

11.2.15. Statistika T' yra pilnoji ir pakankamoji, todél bet kuri T' funkcija yra jos
vidurkio NMD jvertinys. Imkime tokias T' funkcijas

=Y. =p+a +e. ~N(ur?/(1J]));
S =22 (Vi =¥i)? =3 3 (e — ) ~ o™iy,
J i

02 =s%= m‘j*gjf” = MSg, Es*=E(MSg)=o0%

SSa=JY (Vi -Y.)?=J> (s;+e& —a —e ) =JY (U-U
¢ia Uy, ..., U yra vienodai pasiskirste n.a.d. ir U; ~ N(0,0% + 02/J). Taigi
SSa ~ (0% + Jo2)x3_,, T2=0854/(I—1) = MSy,

E(r?) = 1% =02 + Jo3.
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Parametro 3 NMD jvertinys
64 = (MS4— MSg)/J, E(6%) =03

I1.2.16. Sie a.d. sudaryti i§ tokiy a.d{a},{a; —a}, {&;. —e .}, {&; —e.}. Ad
sistemos, pazymeétos skirtingomis raidémis, yra nepriklausomos, taigi reikia tik patikrinti,
kad nepriklausomos sistemos zymimos vienodomis raidémis. Kadangi a.d. yra normalieji,
tai pakanka patikrinti, kad jie nekoreliuoti. Gauname

_ _ 1 J
Cov (a,a; —a,) = 30124 — ﬁai 0;
1 J J
Cov (e;; — &.,8. —€.)=—0"— —0°+ 0’ — 0> =0.

11.2.17. Remiantis I1.2.13, I1.2.14 pratimais

\/ﬁj;M;Sf; ~ S(I - 1).

Parametro p lygmens @@ = 1 — 2« pasikliovimo intervalas
() = (Y. —to(I = )N/ MSA/VITY. +to(I — 1)/ MSa/VIJ).

Parametry 72 ir 02 pasikliovimo intervalai gaunami standartiniu biidu naudojant sarysius
o2I(J —1)

M NXQ(I—l),

- S~ - 1))

Parametro o jvertinio skirstinys tiesiogiai nesuvedamas prie Zinomo skirstinio. Rem-
damiesi SS4 ir SSg nepriklausomumu gauname

R 2 o2+ Jo%)? ot
VR = 5 [T

== I oo.
7| ao1)e +12((]—1)2]_)0’ -

Jeigu I pakankamai didelis, tai apytikslj parametro 0% pasikliovimo intervala galima gauti

aproksimuojant a. d. (63 —0%)/1/V (6%) skirstinj standartiniu normaliuoju. Stogelis virs
V reiskia, kad dispersijos iSraiskoje parametrai pakeisti jy jvertiniais.

Kriterijai dél §iy parametry reik§miy sudaromi standartiniu badu (pavyzdZiui, sufor-
muluojant juos pasikliovimo intervaly terminais).

11.2.18. Kadangi SS4 ir SSg nepriklausomi ir
MSa/(0? + Jo3) ~ X3y /(I =1). MSp/o® ~ 3 /(I(] = 1),

tai santykis
MSy o2
— =~ F(I-1,I(J-1)), A?=-4,
MSg(1+ JA?) ( ( ) o?
I§ ¢ia standartiniu biidu galime surasti parametro A? pasikliovimo intervalus ar kriterijus
tikrinant hipotezes dél &io parametro reikimiy. Atskiru atveju hipotezé H : A? = 0 yra
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ekvivalenti hipotezei H : 0% = 0. Hipotezé H,4 atmetama reik§mingumo lygmens a
kriterijumi, kai

_ MSa
-~ MSg
Gauname tokj pat kriterijuy, kaip ir schemoje su pastoviu faktoriumi. Taciau kriterijaus
galia i8reigkiama centrinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija:

Fa > Fo(I —1,1(J — 1)).

B(0%/0?) = B(AY) = P{F; 1 11y > FoI —1,1(J = 1))/(1 + JAY)} = 1, A? = .

Dispersinés analizés lentelée yra tokia pati, kaip ir I1.2.3 pratime, tik parametro o2
prasmé kitokia.

I1.2.19. a) Kai faktorius atsitiktinis, gauname tokio pat pavidalo dispersinés analizés
lentele, kaip ir pratime I1.2.9; MS4 = 8,156, M S = 0,0504. Statistika F4 = 161,81;
P reiksmé pv = P{F33s > 161,81} = 0,00032. b) g = 5,82; (u;7)(4,38;7,26);
62 = 0,0504; (c%;02) = (0,033;0,085); 64 = 0,8105; (024;024) = (0,257;11,33);
¢) (4,5;227,3).

I1.2.20. Pagal pirmos eilutés duomenis: i = 53,17;62 = 1, 144; 6% = 11,715; pagal
antros eilutés duomenis: i = 52,26;6% = 2,537;6% = 13,133; pagal trecios eilutés
duomenis: i = 47,32;62 = 4, 926; &124 = 14, 807.

I1.2.21. Kriterijus i8liks toks pat, taciau kriterijaus galia bus iSreiskiama centrinio
Figerio skirstinio pasiskirstymo funkcija.

11.2.2 skyrelis
I1.2.22. a) Tikétinumo funkcija

1 IJK
L(0) = CGXP{—E ZZZ(Yijk — wij)? — 5 Ino?} =
i 7 k

OeXp{—ﬁ DD Vit g DD mi¥i. —BO)}
i j  k i

priklauso (IJ + 1)-parametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Remiantis faktor-
izacijos kriterijumi T' yra pakankamoji statistika. Kadangi parametry kitimo sritis turi
vidiniy ta8ky, tai T yra pilnoji statistika.

b) Bet kuri pilnosios ir pakankamosios statistikos T' funkcija yra jos vidurkio NMD
jvertinys. Kadangi E(Y;;) = i, tai ;; = Y;; yra parametro p;; NMD jvertinys.
Liekamoji kvadraty suma

SSp/o® =Y 3" (Yijk — Yij)* /o ~ X*(IJ(K — 1)).
7 7 k

Taigi
SSE
2 2 2
=— = —M Es® =
IJ(K-1) Se, s 7

§ )

yra parametro o2 NMD jvertinys.
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11.2.23. Parametrai u, oy, 3;,7:; yra tiesinés parametry p;; funkcijos. Nepaslink-
tieji (kartu paciu ir NMD) jvertiniai gaunami imant tokias pacias tiesines jvertiniy fi;;
funkcijas:

Sie ivertiniai tenkina analogiskas salygas, kaip ir parametrai
dai=0, Y Bi=0, > %;=0, Y 4;=0
i j i j

11.2.24. Hipotezes galima suformuluoti I1.1.21 pratime nurodytu budu H : H3 =
00, kai matricos H rangas yra atitinkamai I —1,J—1,(I —1)(J —1). Remiantis I1.1.21
pratimo p. d) hipotezé H4 atmetama, kai

(SSEHA —SSE)IJ(K— 1) - SSAIJ(K— 1) o MSA
(I -1)SSg - (I-1)SSg  MSg

Fy= > Fo (I - 1,1J(K — 1)),

¢ia SSg liekamoji kvadraty suma (zr. I1.2.22 pratima); SSgg, yra salyginis kvadratinés
formos SS(3) minimumas, surastas esant salygai, kad H 4 teisinga.
Salyginj kvadratinés formos minimuma lengva surasti tokiu budu. Tapatybés

Yij — iz = (Yijr — fliz) + (G — o) + (Bj = B) + (Fij — vij) + (o — )

abi puses pakelkime kvadratu ir susumuokime pagal i, j, k. Gauname

S(8) = SSE+JKZ & — @) +IKZ B +E DN (Fij— i) + TTK (i — p)?,

iog

nes visos misrios sandaugos lygios nuliui. Tada

alf

SSen, = mln SS(B) =SSk + JKZ&ZQ

SSa=JKY» 4} =JKY (V;
i i
Analogiskai
SSp=1IKY B =IK» (Y, -
J J
SSap=KY > (YVij. = Yi =Y, +Y.)%
Hipotezés Hp, Hp atmetamos, kai atitinkamai

MSp
MSg

MSap

Fr —
B MSg

> Fo(J —1,1J(K —1)), Fap= > Fo((I—1)(J—1),[J(K —1)).

Skai¢iavimo rezultatai analize atliekant kompiuteriu pateikiami tokioje lenteléje.
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Dispersinés analizés lentelé

Faktorius | SS v MS=5S/v E(MS)
A SS4 I-1 MSa o2+ JKo?
B SSp J—1 MSg o2 +1Ko%
AxB | SSap | (I—-1)(J 1) MSap o2+ Ko?p
E SSE IJ(K—].) MSE O’2
T SSr

Parametrai 02, 0%, 0% 5 pateikti I1.2.26 pratime.

I1.2.25. a) Pakanka patlkrlntl kad bet kuris sistemy {V._}, {V; -V }, {V,; -Y_},

{Vij =Y —Y; +Y_}, {Yijr — Yi;} a.d. yra nekoreliuotas su bet kuriuo kitos sistemos
a.d. Pavyzdzml
_ - . Ko? JKo? IKo? IJKo?
Cov(Y, - Y .Y, -Y )= - - —0.
ov(ti. - Y., ¥ -Y.) JKIK JKIJK IJKIK * (IJK)?

b) Reikia daugianarj pakelti kvadratu ir sutraukti panasiuosius narius.
c¢) Uzra$e kvadraty sumas p. b) nurodytu buadu ir sudéje, gausime pateikta lygybe.

I1.2.26. a) Remiantis I1.1.21 pratimu

SSa/c% ~ X2 —1;M4), AzJKZa?/UQ.

Gauname

SSA o 02

B(MS4) = B(24) =

(I—1+X4) =0 +7ZO‘W

taigi I1.2.24 pratime 0% = >, a?/(I — 1). Analogiskai gauname

E(MSg) = o2 +—Zﬁ§, E(MSap) =0+

Z Z%]

(1_1

b) Kriterijy galios iSreiskiamos necentrinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkci-
jomis. Pavyzdziui, hipotezés H 4 tikrinimo kriterijaus galia

Ba(Aa) = P{Fi_1 15k—1)a, > Foa(I = 1,1J(K —1))}.

Analogiskai hipoteziy Hp ir Hsp atvejais.

11.2.27. Imdami kvadratinés formos
SSB) =D D (Vi —n—ai— )
iog
iSvestines pagal p, o, 8; prilygine nuliui, gausime jvertinius

p=Y, &=Y -Y i=1,.,3=Y,—
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Gautieji jvertiniai tenkina salygas

Liekamoji kvadraty suma
SSap = ZZ(YU — i — Gy _Bj>2 = ZZ(Y” Y, -V +Y)=
i i

DD ey —ei—ej+e)? ~ o\
i

Dispersijos o2 nepaslinktasis jvertinys

SSap

2 2 2
=—— =M Es® =o0".
S T-1)0J=1) SaB, s o
b) Isreiske oy = —ay — ... — g1 ir 85 = =01 — ... — By—1, gausime tiesinj modelj
Y =AB+e,

kai nezinomy parametry vektorius 8 = (p, a1, ..., @1, B1, ..., B7-1)T. Plano matrica A
turi IJ eiluéiyir 1+ (I —1)+(J—1) = I +J — 1 stulpeliy. Pirmojo matricos A stulpelio
elementai lygus 1. Tolimesni I — 1 stulpeliy yra tokie: pirmosios J eilu¢iy turi pavidala
(1, 0,...,0), paskui J eiluciy turi pavidala (0, 1,...,0), pagaliau J eiluiy turi pavidala
(0, 0,...,1); paskutinés J eilu¢iy turi pavidala (—1, —1,...,—1). Aptarsime paskutinius
J —1 matricos A stulpelius: pirmoji eiluté yra (1, 0,...,0), antroji (0, 1,...,0), (J —1)-0ji
0, 0,...,1), o J-0ji (=1, —1,...,—1). Po to 8ios J eilu¢iy pakartojamos dar I — 1 karta.
Remiantis I1.1.26 pratimu statistika

T =A™ YTY)= (IJY.,J(Y1, = Y1), ... J(Yi_1. — Y1),

IV =Yy, I(Y ;1= Y;), YY)

yra pilnoji ir pakankamoji parametro 3 statistika.
Kadangi p. a) surasti jvertiniai yra nepaslinktieji ir yra statistikos T' funkcijos, tai jie
yra NMD jvertiniai.

11.2.28. Analogigkai kaip I1.2.22 pratime, gausime, kad hipotezés H 4, Hg atmeta-
mos reik§mingumo lygmens « kriterijais, kai atitinkamai

MSy MSg
Fy = (I —1,(I-1)(J—1)), Fg= Fo(J —1,(I—1)(J - 1)),
A= 1 San > Fo( ( )(J —1)) B = MSan > Fo(J ( )(J —=1))
¢ia
854 J C o _ 85 _ I VoY)
MSA_I—]._if—l%(L Y.)*, MSB_J—l_J—l% (Y; =Y,

o SS4p liekamoji kvadraty suma i§ I1.2.27 pratimo. Lyginant su I1.2.24 pratimo kri-
terijais skirtumas yra tas, kad statistiky vardiklyje vietoje SSg yra SSap.
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I1.2.29. Irodyta, kad esant teisingai hipotezei H., (zr. [3], 2.2.5 skyrelj) statistika

daa;=Y; - Y, Bj = Yj — Y, ir nepriklauso nuo
SSp, =554 — 55y ~ X3
Tjukio kriterijus atmeta hipoteze H., reikSmingumo lygmens o kriterijumi, kai

_SS,(IJ—-1-1J)
- SSt
11.2.30. Stjudento kriterijus atmeta hipoteze H 4, kai

Y, - Y-
= VI DXl o),

12

> Fo(1,1J —1—J).

Zj(Zj —Z.)?
Randame
2 — — — —
_ _ _ Y.+ Y5 _ Y.+ Y5
B 2 1. 2.2 1. 2.427 _
SSa = J;(Yi. R B e e R O
J(Y1 — Y5)%/2;
SSap = Z(Yu - -Y;+Y )+ Z(Y2J — Yy - Y;+Y )=
j J
(2, -2))2
J
Gauname
MSs  8S4(J—1) M. -Y)2
Fa= - —JJ -1 J _ — 2,
47 MSap SSap ( )Zj(Zj - Z)?
Kriterijus

Fo>F,(1,J-1),
akivaizdu, ekvivalentus Stjudento kriterijui.

I1.2.31. a) Statistika, kuri esant teisingai hipotezei turi Figerio skirstinj su 1 ir 9
laisvés laipsniais, jgijo reikSme 21,824; hipotezé atmetama kriterijumi, kurio reik§mingu-
mo lygmuo o > P{F; g > 21,824} = 0,0012; b) n > 32.

11.2.32. Atlike skaic¢iavimus gauname dispersinés analizés lentele

Faktorius SS v MS F Pr>F
A 3.649 3 | 1.216 | 2.48 | 0.0980
B 0.331 1 |0.331 | 0.68 | 0.4228
AXx B 0.043 3 | 0.014 | 0.03 | 0.9930
E 7.835 | 16 | 0.490
T 11.859 | 23
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Gauname statistiky realizacijas Fa = 2,48, Fg = 0,68, Fup = 0,03, kurias atitinka
P reiksmeés 0,0980, 0,4228, 0,9930.

I1.2.33. Tjukio statistika F., jgijo reikdme 0,7234; P{F; 5 > 0,7234} = 0,4339;
atmesti hipoteze néra pagrindo. Gauname statistiky realizacijas F4 = 9,01, Fp = 4,61,
kurias atitinka P reik§meés 0,0122, 0,0613.

I1.2.34. Tjukio statistika F, jgijo reikSme 2,2754; P{F} 34 > 2,2754} = 0,1407;
atmesti hipoteze néra pagrindo. Gauname statistiky realizacijas F4 = 9,11, Fg = 15,31.
Hipotezés atmestinos.

I1.2.35. Kvadraty suma
8
SSp/o® ~X*(J = 1iAp), Ap=1Y p2.
i=1

Vidurkis o = pp+10; B = 7 = s = —10, 1 = B2 = 86 = 2, B3 = fa = 12/ir A\p =
3600/02 (02 i§ 2.34 pratimo). Statistika Fjp turi necentrinj FiSerio skirstinj su 7 ir 35
laisvés laipsniais ir necentriskumo parametru Ap. Randame P{F7 35.n, > F,05(7,35)}.

11.2.36. Tarkime, pus = pu7 = pu, us = p+ 10. Tada

SSp/o* ~x*(2;A), Ap = nZBJQ
J

Vidurkis ji = o+ 10/3; 85 = 87 = 10/3, Bs = —20/3, ir Ap = 200n/(30?) (0? i5 11.2.34
pratimo).
Imties didumui rasti turime nelygybe

P{F55(n-1)2s > Fo,05(2,2(n — 1))} > 0,8.
11.2.37. Gauname statistiky realizacijas Fy = 8,31, Fg = 5,94, F4p = 1,29, kurias
atitinka P reik§més 0,000021, 0,0002, 0,2206.

11.2.38. Statistika F4p igijo reiksme 1,92; P reiksmeé 0,0807; a) Gauname statistiky
realizacijas F4 = 4,54, Fp = 0,42, kurias atitinka P reik§més 0,0066, 0,7362; b) Gauname
statistiky realizacijas F)y = 4,40, Fp = 0, 26, kurias atitinka P reik§mes 0,0085, 0,8546.

11.2.39. Randame
ssa = ar((¥ - D ey TV
JK(Y1. —Y2.)?/2;
SSap = K[Z(Ylj. -V - YJ + Y)z + Z(YQj. — Yy, — Y; + Y)z] =
J J
Ky (Vij +Yy;)%/2 = JK(Y1. +Y3.)?/2.
Jeigu K = 2, tai j

SSp = Z Z[(Yijl — Y57 + (Yija — Y35)°] = Z Z(Yiﬂ —Yij2)?/2.
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I1.2.40. a) Gauname

SSe =3 3 > Vi =Y)> =D > > (ein — )" ~ Xk
ik

i j k
ir E(MSE) = 02.

SSa=JKY (Yi.=YV.)?=JKY (a;i+c. +e&.—(a+c +e.)’ =

JKY (Zi— Z)* ~ (0 + Ko + JKo%)X7_1,

nes vienodai pasiskirste n.a.d. Z; = a; +¢;. +é&;. ~ N(0,04 +0%5/J+0%/(JK)). Taigi
E(MS4) = 0%+ Koz + JKd%.
Analogiskai gauname, kad

E(MSp) = 0% + Ko g+ IKo%, E(MSap)= 0>+ Ko?p.

Dispersinés analizés lentelé skirsis nuo I1.2.24 pratimo lentelés tik paskutiniuoju
stulpeliu, kuriame reikia jrasyti $iame pratime gautas E(M.S) israiskas.
b) Parametro x4 NMD jvertinys

=Y =p+a+b+é +e. ~N(uoi/I+op/]+0hp/(I])+0*/(IJK)).

Kity parametry NMD jvertiniai randami remiantis gautomis E(MS) iSraiskomis.

.9 MS4s—MSap .9 MSg — MSap
Op = JK ) op = IK )
MSsgp—MS
6B = ABK B 62=MSg

I1.2.41. a) Kvadraty sumos sudarytos i§ tokiy a.d. sistemy {a; — a;}, {b; — b;},
{ey—a —ej+et {ey+et {a+et {a +e } {ry +e .} {& —e. —e; +
..}, {eijx — €.} Kadangi a.d., Zymimi skirtingomis raidémis, yra nepriklausomi, tai
reikia tik jsitikinti, kad a.d. sistemos, sudarytos i§ vienodomis raidémis zymimy a.d.,
yra nepriklausomos. Tarkime, kad schemoje su pastoviais faktoriais kintamuosius Yj;
atitinka e;;;. Tada remdamiesi I11.2.25 pratimu gauname, kad a. d., Zymimy raidémis e,
sistemos yra nepriklausomos. Analogiskai tare, kad schemoje su vienu stebéjime langelyje
kintamuosius Y;; atitinka c;;, gausime, kad a.d. sistemos, Zymimos raidémis ¢, yra
nepriklausomos.

b) Remdamiesi p. a) ir I1.2.40 pratimu gauname

V(o?) = 7J2%K? [V(MSa)+V(MSag)] = J;Kg [(E(;W_Sf)) ((IEEJ\f)i,;B_))l) ;
5y 2 [(E(MSg))?  (E(MSap))* o 20°
Vios) = pre [ J—1 (1—1)(3—1)}’ Vo) = =y

o . 2 [(B(MSap)? | (BE(MSgp))?
V(6ag) = K2 {(1_ 1)(33_ 1) + IJ(K—El) ]
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¢) Remiantis I1.2.40 pratimu santykiai SS/E(MS) ~ x?(v). Pasirinke bet kuriy
dviejy skirtingy trupmeny M S/E(MS) santykius gausime FiSerio skirstinj su atitinka-
mais laisvés laipsniais. Tikrinant hipoteze Ha : 0% = 0, reikia imti santykj trupmeny
MSA/E(MS4)ir MSap/E(MSap), nes esant teisingai hipotezei H 4 vidurkiai E(M S 4)
ir E(MSap) sutampa. Gauname statistika Fy = MS4/MSap. Hipotezé H, atmetama
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

 MSy,
~ MSag

Fa > Fo(I—1,(I—1)(J —1)).

Analogiskai hipotezés Hp ir H op atmetamos, kai

Fi = 3% > Fald = L(I = )T - 1),
Fap = M548 Fo (I =1)(J=1),IJ(K —1)).

MSg

Matome, kad, skirtingai nuo schemos su pastoviais faktoriais, tikrinant hipotezes H 4
ir Hp statistikos vardiklyje vietoje M Sg yra M Ssp.

Jeigu hipotezés neteisingos, tai statistikos skiriasi nuo FiSerio a.d. tik daugikliu.
Todél galios funkcijos i8reiskiamos centrinio Figerio skirstinio pasiskirstymo funkcija. Pa-
vyzdziui, tikrinant hipoteze H 4 : 02 = 0, kriterijaus galios funkcija

MSy

MSap Foll =1,(I = 1)(J = 1))|o} =

Bo?) = P{

o? + Koip F,(I-1,(I-1)(J-1))}

P{F_1-1)s-1) > o
oo > g 3 Ree

artéja prie vieneto, kai santykis JKo2 /(02 + Ko? p) didéja.

11.2.42. a) Hipotezé atmetama « lygmens kriterijumi, kai Fy = MSa/MSap >
1+ JKA)F,(I —1,(I-1)(J—1)); b) Hipotezé atmetama « lygmens kriterijumi, kai
Fap = MSap/MSg > (14+ KA)E,((I —1)(J —1),IJ(K —1)).

11.2.43. a) Gauname F4 = 21,196, Fg = 2439,686, Fap = 28,846; visos trys
hipotezés atmetamos. b) 62 = 0,221; 6% 5 = 0,559; 6% = 2,926; 63 = 56,533; V (62) =
0,000089; V(635) = 0,00933; V(6%) = 0,7865; V(6%) = 2132,415. c¢) Taikydami
normaligja aproksimacija gauname parametry 0%,0%,0% 5,02 pasikliovimo intervalus:
(1,188;4,664), (0; 147,042), (0,370;0,748), (0,203; 0, 239).

11.2.44. Gauname statistiky realizacijas F4 = 9,01, Fg = 4,61, kurias atitinka P
reiksmeés 0,0122, 0,0613.

I1.2.45. Gauname statistiky realizacijas F'a = 6,44, Fg = 4,60, Fap = 1,29, kurias
atitinka P reik§més 0,0017, 0,0059, 0,2206.

I1.2.46. Kvadraty suma

SSp =Y "33 Vi —Yis)> =D >3 (e —€i.)* ~ Xy 1)
ik

ik
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E(MSg) = 0%, Kvadraty suma

turi tokias pacias savybes, kaip ir ankstesnése schemose;
SSp=1KY (V; =Y.)? =IKY (bj+e, —b -
J

J

e.)" ~ (0 + IKop)X] -1,

E(MSg) =o* + IKo3%,

nes vienodai pasiskirste n.a.d. b; + &, ~ N(0,0% + 02 /(IK))

Likusiy kvadraty sumy
SSa=JKY (Yi.=Y.)?=JK> (i +¢. +&. —¢.)

SSaB = KZZ(CU — G+ €5 —
i g
skirstiniai bendru atveju nesuvedami j x? skirstinius. Adityviuoju atveju (c;; = 0) SS9
suvedama j necentrinj x2, 0 SS4p — i centrinj x? skirstinj. Rasime vidurkius

E(SS4) = JKZa +JKZEQ +JKE(Y (6. —€.)) =

€;..— €  + 5_..)2

JKY o} + K> ohp,+0°(I-1),

1 1
2 U2B:ﬁZi:O'ZB;Z‘.

E(MSs) =o0®+ Ko4p + JKo%; o4 ==7-72.% 0a

= KE( ZZ cij — &)%) + KE( ZZ —&.—éjte.)?) =

E(SSap)
E(MSap) =0 + Ko?p.

J—1 ZaABl (I—1)(J —1)0?

Dispersinés analizés lentelé skirsis nuo 11.2.24 pratimo lentelés tik paskutiniu stul-
peliu, kuriame reikia jrasyti siame pratime surastas E(MS) israiskas.
I1.2.47. a) Naudodami surastas E(MS) israiskas gauname
.o MSp—MSup

)

 MSa—MSap

o4 = JK » 9B TK
MSap — MS
6% = % 6% = MSg.

b) Hipotezé Hp atmetama reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai
MSp
Fp = >F,(J—-1,1J(K—-1));
b= e > Fal (K = 1))

kriterijaus galia iSreiskiama centrinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija. Atkreip-
sime démesj, kad tikrinama hipotezé apie atsitiktinio faktoriaus jtakos nebuvima, taciau

statistikos vardiklyje yra M Sg (kaip schemoje su pastoviais faktoriais)
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Jeigu hipotezé Hap teisinga (t.y. ¢;; = 0), tai santykis

Fap = 555 ~ F((I = 1)(J = 1), 1J(K ~ 1).

Hipotezé H4p atmetama, kai
Fyp>F,(I-1)(J-1),IJ(K -1)),

t.y. kaip ir ankstesnése schemose. Taciau kriterijaus galia zinomais skirstiniais neiSreis-
kiama.
Kai teisinga hipotezé H4 : oy = ... = ay = 0, statistikos

MS 4

F =
AT MSag

skaitiklio ir vardiklio vidurkiai vienodi, ta¢iau jy skirstiniai néra y? skirstiniai. Todél
kriterijus: atmesti H 4, kai teisinga nelygybé

Fy>F,(I-1,(I-1)(J-1)),

yra apytikslis. Jeigu faktoriy saveikos néra (c;; = 0), tai F4 turi centrinj Figerio skirstinj,
kai H, teisinga, ir necentrinj FiSerio skirstinj, kai H4 neteisinga. Taigi Siuo atveju
kriterijus yra tikslus.

11.2.48. a) Gauname statistiky realizacijas Fa = 4,04, Fp = 2,63, Fap = 2,46,
kurias atitinka P reiksmés 0,0613, 0,0537, 0,0534; b) Gauname statistiky realizacijas
Fq=9,92, Fp = 2,63, Fap = 2,46, kurias atitinka P reiksmés 0,0005, 0,0537, 0,0534.

11.2.49. Gauname statistiky realizacijas F'4 = 6,29, Fg = 1,05, Fap = 2,39, kurias
atitinka P reiksmeés 0,0097, 0,4116, 0,0087.

11.2.50. Gauname statistiky realizacijas Fq = 1,94, Fp = 0,49, kurias atitinka P
reiksmés 0,0801, 0,7813.

11.2.51. Gauname statistiky realizacijas F'y = 2,48, Fp = 23,21, Fap = 0,03, kurias
atitinka P reik§smes 0,0980, 0,0170, 0,9930.

11.2.52. Gauname statistiky realizacijas F4 = 9,11, Fp = 15,312, Fap = 2,46.
Hipotezes atmetame.

11.2.3 skyrelis

11.2.53. Reikia patikrinti, kad su visais 4, j, galioja lygybés
Migl — P, — Big — Bt i, H g g — R =0.

I1.2.54. [ = Y, b; = Yz - Y; Bij = ng - Yz s Ve = Yk - Y ;; hipotezé Ha
atmetamaalygmens kriterijumi kai (SSpm, — SSE)(IJK IJj— K+1)/( —-1)SSg >
Fo(I = 1,(IJ = 1)(K = 1)); SSg = }_, Z > (Yige = Yy, + Y - )2 SSpH, =
ZZZk( ijk — U_Y +Yk)-
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11.2.55. Formalios daugiafaktorés dispersinés analizés lentelés sudarymo taisyklés
subalansuoty plany atveju pateiktos [3], 2.7 skyrelyje. Tos lentelés skiriasi paskutiniuo-
ju stulpeliu, kuriame pateikiami vidutiniy kvadraty sumy vidurkiai. Trijy atsitiktiniy
faktoriy atveju gauname

E(MSg) = 0% E(MSapc)=0*>+ Koigo, E(MSap) =0+ Ko%pe +LKdg,

E(MSac) =0+ Koo +iKo4o, E(MSpe) =0*+ Koige + IKoke,
E(MSy) = 0*+ Ko po + LKo% g + JKoi o + JLKo?,
E(MSp) = 0%+ Ko’ pe + LKo%g + Kok + ILKo%,
E(MSc) =0*+ Koo + JKohe + [Koge + 1Kot

Hipotezé H s pc atmetama, kai MSspc/MSg > Fo(I-1)(J—-1)(L—-1),IJL(K—1));
hipotezé Hap atmetama, kai MSap/MSapc > Fo(I-1)(J—=1),(I-1)(J—1)(L—1)):
analogiskai hipoteziy H ¢ ir Hpc atvejais; neegzistuoja tokie du M S, kad jy vidurkiai
sutapty esant teisingai hipotezei H 4; remiantis [3], 2.7 skyreliu hipotezé H4 atmetama
apytiksliu FiSerio kriterijumi, kai MSa/(MSap — MSac —MSapc) > Fo(I —1,0); ¢ia
7= (MSap+ MSac — MSapc)?/[(MSap)2/ (I — 1)(J — 1)) + (MSac)2/((I - 1)(L—
1))+ (MSapc)?/((I —1)(J — 1)(L — 1))]; analogitkai tikrinamos hipotezés Hp ir Hc.

I1.2.56. Gauname

1 I 1
YWYy = iYWy vy 3 (v Y Y ¥R =
i=1 i=1 i=I+1
I I B B
S -vOR+ N G -YOR (YD) - V)2 4 L(Y® - Y)2
i=1 i=I1+1

Kadangi Y. = (I,Y() + Y ) /(I, + I,), tai paskutiniy dviejy démeny suma yra

11.2.57. Tegu I = I + I + I5. Tada analogiskai I1.2.56 pratimui

I I I1+12 1
Nwi-vyP=Ym-vyOr+ Y @m-v@p2+ > (vi-v®)4

=1 =1 i=I1+1 i=I1+I2+1

3
LD = V)2 4+ L(Y® - V)2 4+ LY —¥)2, ¥ =S v

=1

11.2.58. Gauname, kad statistikos Fla, Fg, Fo igijo reikdmes 480,47, 903,91, 786,43;
hipotezés atmetamos. Statistikos Fap ir Fac igijo reikSmes 17,48 ir 17,91; hipotezés at-
metamos. Statistikos Fpe ir Fapce igyja reikSmes 2,62 ir 4,72, kurias atitinka P reik§meés
0,0571 ir 0,0011.
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I1.2.59. Gauname statistiky realizacijas Fa = 9,12, Fg = 5,72, Fc = 46,50, Fp =
0,54, kurias atitinka P reikimés 0,0002, 0,0227, 8,85 x 1078, 0,6560. Gauname
statistiky realizacijas Fap = 1,44, Fac = 0,79, Fup = 0,34, kurias atitinka P
reikSmés 0, 2475, 0,5070, 0,9539. Gauname statistiky realizacijas Fgc = 10,32, Fgp =
0,82, Fop = 1,82, kurias atitinka P reiksmés 0, 0029, 0,4897, 0, 1627.

I1.2.4 skyrelis

I1.2.60. Statistikos Fs ir Fig(a) (7r. [3], 2.9 skyrel]j) jgijo reiksmes 0, 60 ir 1,76, kurias
atitinka P reikimeés 0, 6700 ir 0,0625.

I1.2.61. Statistikos Fg ir Fp(a) (zr. [3], 2.9 skyrelj) jgijo reikSmes 3, 39 ir 4,45, kurias
atitinka P reiksmeés 0,0798 ir 0,0016.

I1.2.62. Statistikos Fs4 ir Fpea) (7r. [3], 2.9 skyrelj) jgijo reikSmes 46,78 ir 1,27,
kurias atitinka P reik§més 0, 0002 ir 0, 3590.

11.2.63. Hierarchinés klasifikacijos modelis. Faktoriaus B (pelé) lygmenys sugrupuoti
pagal faktoriaus A (dieta) lygmenis. Abu faktoriai pastoviis. Statistikos Fa ir Fig(4y (7r.
[3], 2.9 skyrelj) jgijo reiksmes 28,67 ir 1,08, kurias atitinka P reik§més 0, 0007 ir 0, 3838.

I1.2.64. Apie blokuotyjy duomeny analize 7r. [3], 2.10.2 skyrelj. Pagal turimus
duomenis gauname statistikos F4 realizacija 1301,7. Hipotezé H 4 atmetama.

11.2.65. Gauname statistiky realizacijas F4 = 157,92, Fp = 30,42. Hipotezés Hy4
ir Hp atmestinos.

11.2.66. Apie duomeny analize, kai eksperimentas atliktas pagal nepilny subalan-
suoty bloky plana, zr. [3], 2.10.3 skyrelj. Pagal turimus duomenis gauname, kad gumos
misinio jtaka padangy atsparumui yra statistiskai reik§minga (P reiksmeé 0,0034).

11.2.67. Gauname statistiky realizacijas F4a = 0,17 (operatorius) ir Fp = 10,61
(diena), kurias atitinka P reiksmeés 0,9131, 0,0132.

11.2.68. Gauname statistikos realizacija 27,24. Hipotezé, kad skalbimo priemonés
vienodos, atmetama kriterijumi su aukstu reik§mingumo lygmeniu.

11.2.69. Apie duomeny analize, kai eksperimentas atlieckamas pagal lotyniskyjy
kvadraty schema, zr. [3], 2.11 skyrelj. Pagal turimus duomenis gauname statistikos
F4 realizacija 15,83. Hipotezé, kad elektrody tipai vienodi, atmetama kriterijumi su
aukstu reikSmingumo lygmeniu.

11.2.70. Gauname statistikos F4 realizacijg 19,63. Hipotezé, kad veisliy derlingumas
vienodas, atmetama kriterijumi su aukstu reik§mingumo lygmeniu.

I1.3. Regresiné analizé

11.3.1. Prognozavimo uzdaviniai

I1.3.1. Tarkime, reikia prognozuoti a.d. Y remiantis a.v. X = (X1, ., Xon)T.
Prognoze vadiname magciaja funkcija ¥ = h(X), V(h(X)) < oo, o skirtuma Y — h(X)
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vadiname prognozés paklaida. Prognozé Y = h(X) vadinama optimaliaja, jeigu ji mini-
mizuoja viduting kvadratine paklaida E(Y — h(X))2. a) Irodykite, kad a.d. Y regresija
a.v. X atzvilgiu u(X) = E(Y|X) yra optimalioji prognozé. b) Irodykite, kad koreliacijos
koeficientas tarp Y ir prognozés Y = h(X) yra maksimalus, kai ¥ = u(X).

I1.3.2. (I1.3.1 pratimo tesinys). Koreliacijos koeficiento p(Y, u(X)) kvadratas vadi-
namas koreliaciniu santykiu ir Zymimas

Ty X = MY (x,.. X = P (Y, (X)) = V(u(X)/V(Y).

Pateikite koreliacinio santykio n? 5 interpretacija.

11.3.3. (II.3.1 pratimo tesinys). Suskaidykime a.v. X j dvi komponentes X =
(X1, .0, X)) T ir X = (Xj11, ..., X;n)T. Tada prognozés paklaidos dispersijos santykinis
sumazéjimas papildzius vektoriy XM komponente X yra
7712/X - 77;2/ x (1)

2 _
My x@xm = 1_ 12
Ty xm

Dydis 1y X |xM = /7712/ x| x O > 0 vadinamas daliniu koreliaciniu santykiu. Irodyki-
te lygybe

m

1- W}Qf(xl,.i.,xm) = H(l - 7732ij|()(1,4..,)<,-,1))(1 - 77}2/X1)~
j=2

I1.3.4. Prognozuodami a.d. Y apsiribokime tiesinémis a.v. X = (Xi,..., X;n)7
funkcijomis I[(X) = a + BTX. Optimali tiesiné prognozé [* = a* + (8*)TX minimizuoja
vidurkj

S5S(a, B) = E(Y —a — 87X)%

a) Irodykite, kad optimali tiesiné prognozé gaunama, kai
B =% "loyx, o =EY - (8")TEX),
¢ia 3 = V(X), 0 oyx = Cov (Y, X). b) Irodykite, kad koreliacijos koeficientas tarp Y
ir tiesinés prognozes | = o + BTX yra maksimalus, kai [ = [*.

11.3.5. (IL.3.4 pratimo tesinys). Pateikite dauginio koreliacinio koeficiento inter-
pretacija.

11.3.6. (II1.3.4 pratimo tesinys). Suskaidykime a.v. X i dvi komponentes XM =
(X1, Xp)T ir X® = (Xpi1,-, Xom)T. Tada optimalios tiesinés prognozés paklaidos
dispersijos santykinis sumazéjimas papildzius vektoriy x M komponente X (% yra

9 . P2YX - Pf/ x (1
Pyx@|xm = 12
Py x @
Dydis py x| xa = 1/p§/X(Q>‘X(1> > 0 vadinamas daliniu dauginiu koreliacijos koefi-
cientu. Jrodykite, kad

1- P%/(Xl,...,xm) = H(l - P%Xj\(xl ..... X_j_l))(l - P%/Xl)-
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11.3.7. Vektorius (X, Y)7 pasiskirstes pagal dvimatj normalyjj skirstinj su nuli-
niais vidurkiais, vienetinémis dispersijomis ir koreliacijos koeficientu p. Raskite regresijos
kreives: a) a.d. X atzvilgiu Y; b) a.d. X atzvilgiu Y?; ¢) a.d. X? atzvilgiu Y?; d) a.d.
X? atzvilgiu Y.

Apskaiciuokite koreliacinius santykius ir palyginkite juos su koreliacijos koeficienty
kvadratais.

I1.3.8. Atsitiktinis vektorius (X, Y)T turi tolyguyji skirstinj viduje elipsés
az® + 2hxy+ by  =c¢, h#0, h*<ab; a, b>0.

Irodykite, kad a.d. X ir Y regresija kito kintamojo atzvilgiu yra tiesiné.

I1.3.9. Atsitiktinis vektorius (X, Y)7 tolygiai pasiskirstes lygiagretainyje, apribo-
tame tiesemis x = 3(y+ 1), ¢ = 3(y — 1), x = y+ 1, x = y — 1. Irodykite, kad
atsitiktinio dydzio Y regresija X atzvilgiu yra tiesiné, o X regresija Y atzvilgiu yra
kreive, susidedanti i§ trijy atkarpy.

I1.3.10. Atsitiktinis vektorius (X,Y)7 tolygiai pasiskirstes ant pusapskritimio y =
+v1—22,0 <z < 1. Irodykite, kad n¥ y =1, 0 p3- = 0.

I1.3.11. Atsitiktinis vektorius (X,Y)7 tolygiai pasiskirstes skritulyje (z —a)? + (y —
b)? < r?. Trodykite, kad 1% = p% = 0.

I1.3.12. Tegu p = [p;j]ixk yra koreliacijos koeficienty matrica. Irodykite, kad dau-
ginis koreliacijos koeficientas ir daliniai koreliacijos koeficientai susieti lygybémis:

1- P%.(z...k) =(1- P%Q)( Pl3 2)-- p%k.Q...k—l);

(1
_ (P12 — p13p23 )
P12.3 = (1_ P) )1/2(1_p2 )1/27

(p12.3 — p13.2p23.1) .
(1= pi32)t2(1 = p3z 1)t/

(P12.(3...k) - P1k.(2...k-1)ﬂ2k.(13...k—1))

(1- p?k.(z...kq))l/z(l - pgk.(lS...kfl))l/Q 7

P12 =

P12.(3..k—1) =

(,012.(3,..1@71) - plk‘(3...k71)P2k.(3.,.k71))
(1- P%k.(z...kq))l/z(l - P%k.(&..kq))lm

P12.(3...k) =

11.3.2. Tiesiné vieno kintamojo regresija

I1.3.13. Prognozuojamas a.d. Y remiantis vienmate kovariante X. Fiksavus kovari-
antés reikSmes z1,...,z, gauta imtis Y7,...,Y,. Tarkime, kad Y salyginis vidurkis yra
x; tiesiné funkcija, o dispersija nuo fiksuotosios kovariantés reik§més nepriklauso. Imties
elementai turi tokia struktiira

Yi=a+B(x; —T)+e, i=1,..,n, JE:in/n.

Turime tiesinj modelj (Zzr. II.1.1 pratima)
Y =AB+e, E(Y)=AB, E(e)=0, V(e)="I,
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dia B=(a,)T, Y = (Y1,...., V)T, e = (e1,...,e,)T; plano matrica A turi n eiluciy ir du
stulpelius, i-o0ji eiluté yra (1,z; — ). a) Raskite parametry «, 8 maziausiyjy kvadraty
jvertinius ir jy pirmuosius momentus. b) Raskite nepaslinktajj dispersijos o2 jvertinj.

11.3.14. (I1.3.13 pratimo tesinys). Tarkime, kad paklaidy vektorius e turi normalyji
skirstinj e ~ N,,(0,02I). a) Irodykite, kad I1.3.13 pratime surasti jvertiniai yra NMD
jvertiniai. b) Raskite parametry «, 3,0 = cia + co3, 02 jvertiniy skirstinius.

I1.3.15. (I1.3.14 pratimo tesinys). a) Raskite parametry o2, o, 3, u(z) = a+p(z—7)
lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervalus. b) Raskite kriterijus hipotezéms dél iy
parametry reikSmiy tikrinti.

I1.3.16. Tarkime, kad turime n; a.d. Y stebéjimy, kai kovariantés reik§mé yra
zii = 1,...,k. Tegu paklaidy vektorius e ~ N, (0,0%I),n = ny + ... + nj. Raskite
kriterijy regresijos tiesiskumo hipotezei H : E(Y|X = z) = By + f1(x — ) tikrinti.

I1.3.17. (I1.3.16 pratimo tesinys). Raskite kriterijy hipotezei H : E(Y|X = z) =
a+ Bz —Z)+ Bo(z — %)% + ... + Br(x — Z)", r < k, tikrinti.

11.3.18. (I1.8.14 pratimo tesinys). Tarkime, pagal I1.3.14 pratimo duomenis jver-
tinta regresija fi(z) = & + f(z — z). Tegu gautas tolimesnis nepriklausomas stebéjimas
Y, +1, kuris gaunamas, kai kovariantés X reiksmeé yra . Raskite lygmens Q =1—« a.d.
Y, +1 prognozés intervala.

11.3.19. (I1.3.18 pratimo tesinys). Tarkime, kad stebéjimas Y,, 1 Zinomas. Raskite
kovariantés reikSmeés x, kuria atitinka Y,, 1, pasikliovimo intervala.

11.3.20. Pagal didumo n imtj V; = a + 3(X; — X) +e;, i = 1,...,n, kai a.d. {e;}
nepriklausomi ir e; ~ N (0, 0?) gauti ivertiniai & ir 8. Sukurkite TGN kriterijy hipotezei
H :0=aa+bB =0y, kai alternatyva H : 0 # 0y, tikrinti; ¢ia a, b, 0y — Zzinomi.

11.3.21. Pagal dvi nepriklausomag didumo ni ir no imtis jvertinti tiesinés vieno
kintamojo regresijos koeficientai &1, 1 ir do, (2. Tarkime, kad visi stebéjimai yra
nepriklausomi ir normalieji, turi vienodas dispersijas o?. Raskite kriterijus: a) hipotezei
H : 1 = (35 tikrinti; b) hipotezei H : a; = «a tikrinti; c) hipotezei H : a1 = aa, 81 = B2
tikrinti; d) hipotezei, kad regresijos tiesés susikerta tagke, kurio abscisé x = ¢, tikrinti.

I1.3.22. Raskite parametry a, 3 ir o2 jver¢ius naudodami diuos stebéjimus:
0,15=a—38+ey,

2,07 =a — B+ es,
4,31 =a+ B +es,
6,49 = o+ 38 + ey,
¢ia eq, ..., e4 — nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai e; ~ N(0,02), i =
1,...,4.
11.3.23. Taskas tolygiai juda tiese. Laiko momentais ¢ = 0, 1, 2, 3, 4 buvo uzfiksuo-
tos tokios jo koordinaciy reik§meés: S; = 12,98; 13,05; 13,35; 13,97; 14,22. Tegu visy

matavimy paklaidos nepriklausomos ir turi normalyjj skirstinj N (0, o2). Raskite grei¢io
v ir dispersijos o2 tagkinius ir intervalinius jver¢ius, kai pasikliovimo lygmuo @Q = 0, 95.

I1.3.24. Matuojant gauti stebéjimai, kurie yra tiesinés parametro « funkcijos:

Yl = €1,
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Yo =a+e; + e,
Y3 =2a+ ey + e5 + e3,
Yy =3a+e1+ex+e3+ ey,

Ys =4a+e; +ex+e3+eq4+ €5,

¢ia ey, ..., e5 — nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai e; ~ N(0, 02), i =
1,...,5. Raskite parametro o NMD jvertj, jeigu atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, ..., Y5)T
realizacija yra (—0,42, 0,30, 1,30, 2,56, 3,26)7. Sudarykite parametry « ir o2 pasi-
kliovimo intervalus, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.

I1.3.25. Atsitiktinis vektorius Y = (Y7, ..., Y5)” turi normalyjj skirstinj su parame-
trais BY; = (i1 —1)a, 1 = 1,...,5; VY; = Cov (Y}, ;) =4, j >4, i = 1,...,5. Raskite
parametro « pasikliovimo intervalg, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95, pagal atsitiktinio
vektoriaus Y realizacija y = (—0,42; 0,30; 1,30; 2,56; 3,26)T.

I1.3.26. IsSmatuotas grunto atsparumas poslinkiui Y, veikiant jvairiems slégiams P
kg/em?, ir gauti Sitokie rezultatai:

Y; Y; Y; Y; Y; Y; Y; Y; Y;
0,962 | 0,612 | 0,612 | 0,888 | 1,038 | 1,188 | 0,812 | 0,088 | 0,875
0,962 | 0,688 | 0,662 | 1,112 | 1,118 | 1,325 | 0,988 | 1,025 | 1,075
1,125 | 0,800 | 0,700 | 0,900 | 1,475 | 1,400 | 1,150 | 1,175 | 1,300
1,412 | 0,850 | 0,650 | 1,075 | 1,312 | 1,425 | 1,250 | 1,175 | 1,162
1,125 | 0,900 | 0,675 | 1,225 | 1,225 | 1,650 | 1,025 | 1,075 | 1,500
1,138 | 0,950 | 0,625 | 1,500 | 1,375 | 1,588 | 1,025 | 1,150 | 1,100

o otk W N =T

a) patikrinkite Y regresijos P atZvilgiu tiesiSkumo hipoteze;

b) laikydami Y regresija P atZzvilgiu tiesine, jvertinkite jos koeficientus;

c) sudarykite regresijos koeficienty pasikliovimo intervalus (Q = 0, 95).

I1.3.27. Salyginis Y skirstinys, kai X reiksmeés fiksuotos, yra normalusis su dispersija
02 = 0,1. Tarkime, kad taskuose z = 0,0; 0, 1;...; 1,0 turimos vienodo didumo n nepri-
klausomos imtys. Koks turi biti n, kad regresijos tiesiSkumo hipotezé H : E(Y|X =
xz) = z,z = 0,0, 0,1, ... 1,0 buty atmesta su tikimybe, ne maZesne uz 0,95, jeigu
E(Y|X = z) = 22 (kriterijaus reiksmingumo lygmuo P = 0,05).

I1.3.28. Tarkime, kad pagal nepriklausomus stebéjimus Y; = a + 8(z; — T) + e,
i =1,...,n, kai a.d. {e;} nepriklausomi ir normaliis e; ~ N(0,0?), ivertinta regresijos
tiesé a+3 (z—z). Tegu taske x yra gauta k nepriklausomy Y;,11 matavimy Y,Sr)l, ey Yéi)l.
Sukonstruokite stebéjimo Y;,+1 prognozés intervalg ir argumento x pasikliovimo intervala.

I1.3.29. Pasitlykite, kaip modelj

asin®z + Bcos? x

pertvarkyti j tiesinj pavidala.

11.3.30. Kalibruojamas pieno rugsties koncentracijos kraujuje matavimo prietaisas.
Tuo tikslu gauti n = 20 pavyzdziy matavimai Y;,7 = 1,2, ...,20, kai koncentracija X
tiksliai Zinoma [IJ.
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1] 1 1 1 3 3 3 3 3 5
1107 1,8 | 04 | 30 | 44 | 49 | 44 | 45 | 7.3

5 | 5] 10 | 10 | 10 | 10 | 15 | 15 | 15 | 15
82 6,2 | 12,0 | 13,1 | 12,6 | 13,2 | 18,7 | 19,7 | 17,4 | 17,1

e a i

Tardami, kad paklaidos normaliosios, jvertinkite tiesinés regresijos parametrus. Pa-
tikrinkite regresijos tiesiSkumo hipoteze. Raskite tolesniy nepriklausomy Y matavimy
prognozeés intervalus, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0,95, jei zinoma, kad matavimai bus
atliekami taskuose X =12, X = 18.

11.3.31. Pamatavus n = 108 pacienty arterinj PH (kintamasis Y) ir veninj PH
(kintamasis X) gauti vidurkiy ir kovariacijy matricos elementy jver¢iai: X = 7,373,
Y = 7,413, s% = 0,1253,s2 = 0,1184,sxy = 0,1101 [I]. Priéme prielaida dél a.v.
(X,Y)T normalumo, jvertinkite a.d. Y regresijos tiese a.d. X atzvilgiu. Patikrinkite
hipoteze H : f = 0. Kokig dalj a.d. Y sklaidos paaiskina regresijos lygtis?

11.3.32. Kintamasis Y reigkia tam tikro cheminio proceso savybe priklausomai nuo
laiko ¢ [1]:

00 | 1,0 | 1,5 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40
0,000 | 0,025 | 0,035 | 0,045 | 0,055 | 0,065 | 0,075 | 0,082
45 | 50 | 55 | 6,0 | 65 | 70 | 7.5 | 80
0,088 | 0,004 | 0,100 | 0,105 | 0,110 | 0,115 | 0,120 | 0,125

t
Y
t
Y

a) Ivertinkite tiesinés regresijos parametrus. Panagrinékite prognozés paklaidas ir
aptarkite regresijos tiesinio pavidalo priimtinuma. b) Tarkime, kad i§ teoriniy samprota-
vimy gauta, jog regresijos kreivé turéty biti tokio pavidalo: Y = a(1—e~5*). Ivertinkite
netiesinio modelio parametrus ir raskite jy apytikslius pasikliovimo intervalus.

I1.3.33. Farmakinetikoje vertinant vaisto koncentracijos Y priklausomybe nuo laiko
t daznai naudojamas dvikomponentis matematinis modelis Y = aje®?? + B,e%2t. Pagal
pateikiamus duomenis [I]

£ 0,10 [ 0,25 | 0,50 | 1,00 | 1,50 | 2,00 | 4,00 | 8,00 | 12,00 | 24,00 | 48,00
Y [ 18,7 | 16,9 | 145 | 11,1 | 89 | 75 | 52 | 36 | 26 | 1,0 | 0.2

ivertinkite regresijos parametrus. Nagrinédami prognozés paklaidas aptarkite prog-
nozés tiksluma.

I1.3.3. Tiesiné keleto kintamyjy regresija

11.3.34. Tarkime, prognozuojame a.d. Y remdamiesi kovariantémis X, ..., X,,.
Tegu X = (Xg, X1, ..., X;n)T yra kovarianciy vektorius, papildytas koordinate Xy = 1.
Fiksavus kovariantés reik§mes & = (1,14, ..., Zm;)T gauti nepriklausomi stebéjimai
Y;,i =1,...,n. Tarsime, kad imties Y = (Y1, ..., Y,,)? elementai turi tokig struktiira

Yi=Bo+ Brz1i + - + BnTmi + €5, i=1,..,n.

Tegu paklaidos e; nepriklausomos ir normaliosios e; ~ N(0,02). Pazyméje B =
(B1y ey Bm) T ir € = (e1,...,en)T, gauname tiesinj modelj

Y =AB+e, E(Y)=AB, E(e)=0, V(e)=o"I,
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kai plano matricos -oji eiluté yra (1,214, ..., Tmi)-
a) Raskite parametro 8 = (3o, Bi, ..., Bm,02) T pilnaja ir pakankamaja statistika.
b) Raskite parametro 6 elementy NMD jvertinius.

11.3.35. (I1.3.34 pratimo tesinys). Raskite parametry f3;,0 = LT 3,02 lygmens
@ = 1 — 2« pasikliovimo intervalus.

I1.3.36. (II.3.34 pratimo tesinys). Raskite kriterijus hipotezéms Hj, _ ;, : B, =
... = B4, = O tikrinti. Jei i hipotezé teisinga, tai kovariantés X; , ..., X;, néra reikSmingos
prognozuojant Y.

11.3.37. (I1.3.34 pratimo tesinys). Tarkime, kad 9 = (1,214, ..., 2ms)7, i = 1,..., K,
yra skirtingos kovariantés reik§més ir, kai yra reikimé x(), gauta n; nepriklausomy Y
stebéjimy Yi;,j = 1,...,n;, n = ny + ... + ng. Raskite kriterijy hipotezei H : E(Y|X =
x) = BTz apie regresijos tiesinj pavidala tikrinti.

11.3.38. (I1.3.34 pratimo tesinys). Tarkime, pagal 11.3.34 pratimo duomenis jver-
tinta regresija

[L(:I:) = /BO + lel + ...+ Bmxm

Raskite tolesnio nepriklausomo stebéjimo Y, prognozés intervala, jei zinoma, kad jis
bus atliktas taske & = (1,1, ..., T ).

11.3.39. Noradrenalino kiekio Y priklausomybé nuo gaunamo su maistu natrio kiekio
X yra arba polinominio, arba eksponentinio tipo. Pagal pateikiamus duomenis

X | 2 10 5 6 20 3 14 21
Y | 31,66 | 19,20 | 45,03 | 13,30 | 23,44 | 20,61 | 18,46 | 11,98
X | 103 | 122 | 136 | 80 | 196 | 196 | 224 | 245

Y | 5,58 | 15,21 | 7,58 | 9,77 | 13,60 | 10,01 | 3,68 | 7,03
X | 97 86 56 | 127 | 171 | 257 | 157

Y | 13,00 | 14,00 | 14,61 | 15,26 | 14,12 | 7,30 | 10,32

a) parinkite polinomine regresija ir aptarkite prognozés tiksluma; b) parinkite ekspo-
nentinio tipo priklausomybe, jvertinkite parametrus ir aptarkite prognozés tiksluma.

I1.3.40. Tarkime, kad jvertinome regresija E(Y) = o+ (12, o tikroji regresijos lygtis
yra E(Y) = By + B2 + Pox? + P32 pavidalo. Koks bus jvertiniy 3y ir 5 poslinkis, kai
jie jvertinti pagal nepriklausomus stebéjimus taskuose z = -3, -2, —1,0,+1, +2, +37

11.3.41. Tegu Y7 = 01 + 05 + €1, Yo = 205 + €2, Y3 = —01 + 02 + e3; Cia {61}
nepriklausomi ir e; ~ N(0,0?). Sudarykite kriterijy hipotezei H : 6; = 205 tikrinti.

11.3.42. Tegu Y1, Y5, Ys, Y, yra keturkampio kampy o1, v2, 3, o4 matavimai. Tarki-
me, kad matavimo paklaidos yra normalieji nepriklausomi a. d., turintys nulinius vidurk-
ius ir vienodas dispersijas. Patikrinkite hipoteze, kad keturkampis yra lygiagretainis, t. y.
H : 1= 3,02 = pu.

11.3.43. Tarkime, E(Y;) = fo + 51 cos(2mkit/n) + PBosin(2wkat/n); Ga t = 1,...,n,
0 ky ir ko — zinomos teigiamos konstantos. Raskite parametry (g, 51, 82 maZiausiyjy
kvadraty jvertinius.

11.3.44. Nagrinéjamas benzino oktaninis skai¢ius Y priklausomai nuo priedy A ir B
koncentraciju X; ir X». Pateikiami tokie duomenys [I]
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X; | 2 2 2 2 3 3 3 3
X, | 2 3 1 5 2 3 1 5
Y [ 963 957 | 99,9 | 994 | 951 | 97,8 | 99,3 | 104,9
X, | 4 1 1 1 5 5 5 5
X, | 2 3 1 5 2 3 1 5
Y 96,2 | 100,1 | 1032 | 104,3 | 97,8 | 102,2 | 104,7 | 108,8

a) Ivertinkite regresijos parametrus tardami, kad a.d. Y regresija X; ir Xo atzvil-
giu yra tiesiné. b) Tare, kad paklaidos normaliosios, patikrinkite regresijos koeficienty
lygybeés 0 hipotezes. c¢) Raskite a.d. Y tolesnio nepriklausomo stebéjimo, kuris atliktas
tagke (X1, X2) = (4,5, 3,5), prognozés intervala, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.

11.3.45. Dviem skirtingais budais buvo matuojamas 141 paciento arterinis kraujo
spaudimas. Pirmu badu matuojant sistolinj X5, diastolinj X5 ir vidutinj X3 kraujo
spaudimg buvo naudojamas kateteris. Antru bidu buvo matuojamas sistolinis X, ir
diastolinis X5 kraujo spaudimas naudojant kompresine manzete. Atlikus pradine analize
gauti Sie rezultatai.

) Xl S; Tij

1] 1122 | 28,6 | 1,000 0839 0927 0871 0,753
2| 594 | 17,1 1,000 0,967 0,778 0,828
31 768 | 21,0 1,000 0,845 0,852
4| 107,0 | 28,9 1,000 0,837
5| 66,8 | 19,3 1,000

Sioje lenteléje X; — aritmetiniai vidurkiai, o s; — vidutiniy kvadratiniy nuokrypiy
jvertiniai, ¢ = 1, ..., 5; r;; — koreliacijos koeficienty jvertiniai.

Naudodami paZingsninés regresijos metoda, parinkite vektoriaus (X1, X2, X3)7 ko-
ordinates kintamiesiems X, ir X5 prognozuoti (P’ = 0,01, P = 0,05). Raskite regresijos
koeficientus ir dauginius koreliacijos koeficientus.

11.3.46. Lenteléje pateikti Velso gyventojy suraS§ymo duomenys Y (mln.)

Metai Y Metai Y Metai Y
1811 10,16 | 1861 20,07 | 1901 32,53
1821 12,00 | 1871 22,71 | 1911 36,07
1831 13,90 | 1881 25,97 | 1921 37,89
1841 15,91 | 1891 29,00 | 1931 39,95
1851 17,93

a) Parinkite polinominj regresijos model;.
b) Apskaiciuokite liekamosios kvadratinés formos sumazéjima didindami polinomo
laipsnj. Kokio maZziausiojo laipsnio polinomas priimtinas?

11.3.47. Reikia parinkti tokio pavidalo regresijos modelj:
E()/:L) = ﬂ0+/81XZ+/8290(X’L)7 1= 172737

¢ia (z) — antrojo laipsnio polinomas. Parinkite ¢(x) taip, kad plano matrica turéty
ortogonalius stulpelius, kai X; = —1, Xy =0, X3 = +1.
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I1.3.4. Kovariaciné analizé

11.3.48. Atliekant dispersine analize, kai tiriama a. d. Y skirstinio priklausomybé nuo
tam tikry faktoriy ar jy saveiky, Y skirstinys gali priklausyti ir nuo tam tikry tolydziy
kovarianc¢iy, kurios gali i8kreipti iSvadas. Jeigu kartu su a.d. Y stebéjimais galima
gauti ir tokiy kovarianéiy stebéjimus, tai atliekant analize juy jtaka galima eliminuoti.
Kovariacinéje analizéje imties Y = (Y1, ..., ¥,,)T vidurkis uzraomas dviejy démeny suma
(zr. [3], 4.1-4.3 skyrelius)

EY)=A3+Cx.

Pirmasis démuo apibudina kokj nors dispersinés analizés modelj, antrasis apraSo tiesine
Y regresija trukdanciyjy kovarianciy atzvilgiu. Rango m dimensijos n x m matrica A yra
dispersinés analizés plano matrica; rango k dimensijos n x k matricos C' i-asis stulpelis
susideda i3 i-osios kovariantés matavimy. Imties Y elementai turi tokia struktira

Yi = aﬂﬁl + ...+ aimﬁm + Y1T14 + ...+ YkTkq + €, = 1, ., N

Irodykite, kad parametry maziausiyjy kvadraty jvertiniai ir liekamoji kvadraty suma
gali buti surasta tokiu budu.
Tegu By ir B;,% =1, ..., k, yra lyg€iy sistemy

ATAB, = ATY, ATAB,=ATC,, i=1,.k,
sprendiniai; ¢ia C; yra matricos C i-asis stulpelis. Tegu
Ry = (Y — AB)"(Y ~ ABy) =YY - 3, ATY,
Rys, = (Y — ABy)"(Ci — AB), i=1,...k,
Ry, = (Ci — AB)T(C; — AB)), i.j=1,..k
Tarkime, 4 = (%1, ..., J&) yra lyg€iy sistemos

Rzll‘i;}\/l + ...+ kaxl’?k - Rymi, Z = 1, ceey k7

. . . . AT
sprendinys ir 8 = By — 18, — .- — Y&B;,. Tada (’?T,B )T yra maziausiyjy kvadraty
ivertinys, o liekamoji kvadraty suma

SSE = Ryy - '%Ry:rl — . — ’AykRyzk ~ 02X72'7,7m7k"

I1.3.49. (IL.3.48 pratimo tesinys). a) Raskite kriterijy hipotezei Hy : v = 0, kad
kovariantés X, ..., X nedaro jtakos Y skirstiniui, tikrinti. b) Raskite kriterijy hipotezei
Hi it Y, = ... =7, =0, kad kovariantés X;,, ..., X;, nedaro jtakos Y skirstiniui,
tikrinti.

11.3.50. (II.3.48 pratimo tesinys). Raskite kriterijy kuriai nors dispersinés analizés
hipotezei tikrinti eliminuodami kovarianc¢iy Xy, ..., X itaka. Tarkime, tikrinama hipoteze
galima suformuluoti tokiu badu H : §;; = ... = 5;..

11.3.51. Pakartokite I1.3.48 — I1.3.50 pratimus imdami vienfaktorj vieno kintamojo
kovariacinés analizés modelj.

19"
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I1.3.52. Tegu Yi; = u; + ’lei(jl) +72ij2) teijyi=1,.,1,j=1,.,J,0ad. {e;}
nepriklausomi ir normalieji e;; ~ N (0, 0?).

a) Raskite parametry 7 ir 72 maZziausiyjy kvadraty jvertinius 4; ir 9s.

b) Raskite jvertiniy 4 ir 42 kovariacijy matrica. Kokiomis salygomis jvertiniai 4; ir
42 nekoreliuoti?

11.3.53. Tegu Y;jk = Wij + /yinijk + €ijk, 1 = 1,..I,;=1,...J)k=1,...,.K, o
a.d. {e;;r} nepriklausomi ir normalieji e;;5, ~ N(0,02). a) Raskite kriterijy hipotezei
H : ~;; = ~ tikrinti. b) Tardami, kad hipotezé H teisinga, sudarykite parametro -y
pasikliovimo intervala.

11.3.54. Tegu }/ijk =M + o + 6'&']' +7Xijk + €ijk, 1= 17 ...,I,j = 1, ceey J, k= 1, veey K,
o a.d. {e;;x} nepriklausomi ir normalieji e;jx ~ N(0,02); >, a; = 0, Zj Bij = 0,1 =
1,...,I. a) Raskite kriterijy hipotezei H : v = 0 tikrinti. b) Raskite kriteriju hipotezei
Hy:o;,=0,0=1,..., 1, tikrinti.

I1.3.55. Tegu Y;; = p; + v X; +ei5, 0 =1,2,5=1,...,J, 0 a.d. {e;;} nepriklausomi
ir normalieji e;; ~ N (0, 02). Remdamiesi kovariacine analize raskite kriterijy hipotezei
H : ~1 = 7 tikrinti. Isitikinkite, kad gautasis kriterijus yra ekvivalentus dviejy regresijos
tiesiy lygiagretumo kriterijui.

11.3.56. Lenteléje pateiktos bandeliy, iskepty i§ 100 (g) teslos, apimtis Y priklauso-
mai nuo 17 milty rasiy ir nuo juose esancio bromistinio kalio kiekio X (g),
kai X =0,1,2,3,4 (7. [16]).

X 0 1 2 3 4 X 0 1 2 3 4

A; | 950 | 1075 | 1055 | 975 | 880 | Ao | 885 | 1000 | 1015 | 960 | 895
As | 890 | 980 | 955 | 865 | 825 | Aj; | 895 | 935 | 965 | 950 | 920
Az | 830 | 850 | 820 | 770 | 735 | A2 | 685 | 835 | 870 | 875 | 880
Ag | 770 | 815 | 765 | 725 | 700 | Ay | 615 | 665 | 650 | 680 | 660
As | 860 | 1040 | 1065 | 975 | 945 | A4 | 885 | 910 | 890 | 835 | 785
Ag | 835 | 960 | 985 | 915 | 845 | Ay5 | 985 | 1075 | 1070 | 1015 | 1005
A7 | 795 | 900 | 905 | 880 | 785 | A | 710 | 750 | 740 | 725 | 720
Ag | 800 | 860 | 870 | 850 | 850 | A;7 | 785 | 845 | 865 | 825 | 820
Ag | 750 | 940 | 1000 | 960 | 960

a) Atlikite vienfaktore dispersine analize neatsizvelgdami j kintamajj X.

b) Atlikite kovariacine analize, tare, kad X yra kiekybinis kintamasis, ir pasirinkdami
pirmojo, antrojo ir treciojo laipsnio polinomus kintamojo X atzvilgiu.

11.3.57. Lenteléje pateikti duomenys, gauti atlikus eksperimentg pagal keturfaktores
dispersinés analizés pilng kryzminés klasifikacijos schemy. Registruojamas tam tikro
maisto produkto drégnumas priklausomai nuo druskos rasies (faktorius A), druskos kiekio
(faktorius B), ruigsties lygio (faktorius C) ir dviejy skirtingy priemaisy (faktorius D) [16].

Ay Ay Az
By By B3| DB By B3| By DBy Bs
C1 | D 8 17 22 7 26 34 | 10 24 39
C1 | Do 5 11 16 3 17 32 5 14 33
Cy | Dy 8 13 20 | 10 24 34 9 24 36
Cy | Dy 4 10 15 5 19 29 4 16 34

a) Atlikite keturfaktore dispersine analize. b) Atlikite kovariacine analize tare, kad
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faktorius B kiekybinis, ir parinkdami priklausomybei nuo jo apibudinti pirmojo ir antrojo
laipsnio polinomus.

I1.3.58. Lenteléje pateikti duomenys apie krakmolo pléveleés tvirtuma Y priklausomai
nuo krakmolo tipo (faktorius A); A; — i§ kvie€iy; Ao — i§ ryziy; Az — i§ kukurazy; A4 —
i§ bulviy; As — i8 saldziyjy bulviy) ir nuo plévelés storio X [16].

A, A, A, A, A;
Y X | Y X | Y X Y X Y X
263,7 50 | 556,7 7,1 | 731,0 8,0 | 983,3 13,0 | 837,1 94
130,8 3,5 | 552,5 6,7 | 7100 7.3 | 9588 13,3 | 901,2 10,6
3829 47| 3975 56 | 604,7 7,2 | 7478 10,7 | 595,7 9,0
3025 43| 532,3 8,1 | 5088 6,1 | 866,0 12,2 | 5100 7.6
213,3 3.8 | 587,8 8,7 | 3930 64 | 8108 11,6
132,1 3,0 | 520,9 8,3 | 4160 64 | 950,0 9,7
292,0 4,2 | 574,3 84 | 4000 6,9 | 1282,0 10,8
3155 4,5 | 5050 7,3 | 3356 5.8 | 12338 10,1
2624 4,3 | 604,6 85 | 3064 5,3 | 1660,0 12,7
3144 4,1 | 5225 7,8 | 426,0 6,7 | 7460 98
310.8 55 | 5550 8,0 | 3825 58 | 650,0 10,0
280,8 4,8 | 561,1 84 | 3408 57| 992,5 13,8
3317 4.8 436,7 6,1 | 896,5 13,3
672,5 8,0 333,3 62| 8739 124
496,0 7.4 3823 6,3 | 9244 12,2
3119 52 3977 6,0 | 1050,0 14,1
276,7 4,7 619,1 6.8 | 9733 13,7
3257 5.4 8573 7.9
3108 5.4 592,5 7.2
2880 5.4
269,3 4,9

a) Atlikite kintamojo Y vienfaktore dispersine analize priklausomai nuo faktoriaus
A; b) Atlikite kintamojo Y regresine analize neatsizvelgdami j faktoriy A. c¢) Atlikite
kovariacine analize ir palyginkite gautus rezultatus.

11.3.59. Lentel¢je pateiktas trejy mety kvieciy derlingumas Y (faktorius A) SeSiose
skirtingose Anglijos Zemeés tkio stotyse (faktorius B). Kartu uZregistruotas augalo aukstis
varpy atsiradimo metu (kintamasis X;) ir vidutinis augaly i§ vieno kelmelio skaicius

(kintamasis Z) [16].

Metai

Kintamasis

B,

By

Bs

By

Bs

Bg

1933

e

19,0
25,6
14,9

22,2
25,4
13,3

35,3
30,8
4,6

32,8
33,0
14,7

25,3
28,5
12,8

35,8
28,0
7.5

1934

32,4
25,4
7.2

32,2
28,3
9,5

43,7
35,3
6,8

35,7
32,4
9,7

28,3
25,9
9,2

35,2
24,2
7.5

1935

N > <IN > <IN

26,2
27,2
18,6

34,7
34,4
22,2

40,0
32,5
10,0

29,6
27,5
17,6

20,6
23,7
14,4

472
32,9
7.9
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a) Ar yra derlingumo priklausomybé nuo mety, kuri néra paaiskinama Y regresija X
ir Z atzvilgiu? b) Ar yra derlingumo priklausomybé nuo stoties, kuri néra paaiskinama
Y regresija X ir Z atzvilgiu? c) Patikrinkite hipoteze, kad néra regresijos Y kintamojo
Z atzvilgiu. d) 1934 metais stoties Bs apylinkéje uzregistruotas vidutinis augaly aukstis
X = 27 ir augaly i§ vieno kramelio skai¢ius Z = 10. Gaukite taskinj numatomo derliaus
ivertj.

11.3.60. Lyginami keturi vaistai (faktorius A), mazinantys kraujo spaudima. Re-
gistruojamas kraujo spaudimas po gydymo Y. Kartu uzregistruotas kraujo spaudimas
pries gydyma X [I].

Al X Y Al X Y

Ay | 194 | 157 | A3z | 172 | 136
162 | 136 196 | 182
183 | 145 158 | 134
180 | 153

Ao | 154 | 124 | A4 | 158 | 124
184 | 123 165 | 124
173 | 143 186 | 132
170 | 136 182 | 133

a) Atlikite dispersine analize, neatsizvelgdami j kintamajj X.

b) Atlikite vienfaktore vieno kintamojo kovariacine analize.

c) Palyginkite a) ir b) gautus rezultatus.

I1.3.61. Lenteléje pateikta 30 kiauliy svorio prieaugis Y priklausomai nuo fermos
(faktorius A), maitinimo tipo (faktorius B), lyties (faktorius C). Eksperimentas su-
planuotas pagal trifaktorés dispersinés analizés kryzminés klasifikacijos schemg su vienu
stebéjimu langelyje. Daroma prielaida, kad svorio prieaugis gali priklausyti nuo tolydzios
kovariantés — pradinio svorio X, kurio reik§més taip pat pateiktos lenteléje [15].

Reikia jvertinti faktoriy A, B, C poveikj svorio prieaugiui eliminuojant kovariantés X

itaka.

A[B[C[X|] Y [A[B[C[X]| Y

A, | By | Cr | 48] 9,94 | A3 | B; | C1 | 33| 7,63
Ay | By | €y | 48 110,00 | A3 | By | €1 | 35| 9,32
Ay | By | €y | 48] 975 | A3 | Bo | Oy | 41| 9,34
A | By | Oy | 48| 9,11 | A3 | By | Co | 46 | 8,43
A | By | Co | 39| 851 | A3 | By | Oy | 42| 8,90
A | By | Co | 38] 952 | A3 | By | Gy | 41| 9,32
A, | By | Ch |32 924 | Ay | B; | C1 | 50 | 10,37
Ay | By | O | 28| 866 | Ay | By | Co | 48 | 10,56
Ay | By | €y | 32] 948 | Ay | Bo | Cy | 46 | 9,68
Ay | By | Cy | 37| 850 | Ay | By | C1 | 46 | 10,98
Ay | By | Co | 35| 821 | Ay | Bo | Cy | 40 | 8,86
Ay | By | Cy | 38] 995 | Ay | By | Co | 42| 9,51
A; | Bs | C1 | 37| 967 | A5 | Ba | Cs | 40 | 9,20
As | By | €y | 32] 882 | As | By | Cy | 40| 8,76
As | Bs | €1 | 30| 857 | As | By | Cy | 43 | 10,42
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a) Tare, kad néra faktoriy saveikos, atlikite stebéjimy trifaktore dispersine analize.
b) Atlikite trifaktore analize eliminuodami kintamojo X jtaka.
c) Palyginkite a) ir b) punktuose gautus rezultatus.

I1.3.5. Faktoriniai eksperimentai 2"

I1.3.62. Faktoriniame eksperimente 22 su trimis stebéjimais langelyje gauti rezultatai
pateikti lenteléje eksperimentus Zymint kodiniu pavidalu (7zr. [3], 4.5.1 skyrelj).

Kodas (1) a b ab
Y 0, 2 14 6, 2| -1, =3 1| -1, =35 -7

Ivertinkite Y tiesinés regresijos parametrus kintamyjy Z; ir Z atzvilgiu. Priéme
normalumo prielaida, patikrinkite regresijos koeficienty lygybés 0 hipotezes.

11.3.63. Tiriamos galingumo sanaudos Y pjaustant metala keraminiu instrumentu
priklausomai nuo instrumento tipo (kintamasis X ), réziklio briaunelés kampo (kintama-
sis X3) ir nuo pjovimo tipo (kintamasis X3). Atliktas visas faktorinis eksperimentas 23
(7r. [3], 4.5.2 skyrelj). Rezultatai (salyginiais vienetais), eksperimentus Zymint kodiniu
pavidalu, pateikti lenteléje [g].

Kodas | (1) | a | b | ab| ¢ bc | ac | abc
Y 2 | =5 |16 |13| -12 | =2 | =17 | =7

a) Ivertinkite Y tiesinés regresijos parametrus kintamyjy 73, Zs, Z3 atzvilgiu. Priéme
normalumo prielaida, patikrinkite §iy parametry lygybés 0 hipotezes. b) Papildomai
jvertinkite regresijos koeficientus §;; prie sandaugy Z;Z;, © # j. Patikrinkite 8iy koefi-
cienty lygybés 0 hipotezes.

11.3.64. Lenteléje pateikti tam tikro cheminio eksperimento duomenys. Atliktas
visas faktorinis eksperimentas 23 (7r. [3], 4.5.2 skyrelj) su dviem stebéjimais langelyje.

Kodas | (1) a b ab ¢ be ac abe
Y 1595 | 1573 | 1835 | 1700 | 1745 | 1838 | 2184 | 1717
1578 | 1592 | 1823 | 1815 | 1689 | 1614 | 1538 | 1806

Atlikite duomeny analize.

I1.3.65. Lenteléje pateikti tam tikro faktorinio eksperimento 24 (zr. [3], 4.5.3 skyrelj)
su dviem stebéjimais langelyje rezultatai.

Kodas | (1) a b ab c be ac abc
Y 1985 | 1595 | 1765 | 1835 | 1694 | 1806 | 2243 | 1614
1592 | 2067 | 1700 | 1823 | 1712 | 1758 | 1745 | 1838
Kodas d ad bd abd cd bed acd | abed
Y 2156 | 1578 | 1923 | 1863 | 2184 | 1957 | 1745 | 1917
2032 | 1733 | 2007 | 1910 | 1921 | 1717 | 1818 | 1922

a) Atlikite duomeny analize, tare, kad regresijos koeficientai prie trijy ir keturiy
kovariané¢iy sandaugy lygis 0. b) Priéme normalumo prielaida, patikrinkite regresijos
koeficienty lygybés 0 hipotezes. c¢) Raskite tolesnio nepriklausomo Y stebéjimo prog-
nozés intervalg, jeigu Zinoma, kad jis bus atliktas tagke z = (21, ..., 24)7, kurio koordi-
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natés tenkina salyga

ZZZQ +Zzz2z32 = p2.

i i#]

I1.3.66. Atlickamas visas faktorinis eksperimentas 32, kai kiekviena kovarianté Z;
(jeigu reikia atlikus transformavima) jgyja reiksmes —1;0; +1, t. y. eksperimentas atliktas
kvadrato virSunése, centre ir kraStiniy vidurio taskuose. Patikrinkite, kad regresijos
lygties

Y = Bo+ B1Z1; + B2Zaj + BuiUT; + BaaUs; + B12U;Us;+

FBo11Z2;Uf; + Br22ZaUsy + €5, Ul =235 — 2%, i=12 j=1,..,9.

plano matrica turi ortogonalius stulpelius. Raskite regresijos parametry jvertinius ir ju
dispersijas. Tardami, kad a.d. {e;} yra nepriklausomi ir normalieji e; ~ N (0, 0%), raskite
kriterijus regresijos koeficienty lygybés 0 hipotezéms tikrinti.

11.3.67. (I1.3.66 pratimo tesinys). Norint jvertinti regresijos koeficientus prie kova-
rianc¢iy sandaugy ir kvadraty, eksperimentas 22 atliktas kvadrato vir§iinése, papildomas
stebéjimais keturiuose taskuose (+a,0), (0,4a). Norédami jvertinti dispersija, eksperi-
menta du kartus pakartojame eksperimento centre, t.y. taske (0,0). Parinkite a taip,
kad regresijos lygties plano matrica turéty ortogonalius stulpelius.

11.3.68. (I1.3.67 pratimo tesinys.) Apibendrinkite I1.3.67 pratima 3 kovarianciy
atveju.

I1.3.69. Lenteléje pateiktos jégos Y, reikalingos nustumti gaminj nuo konvejerio
juostos priklausomai nuo temperaturos (kovarianté X;) ir nuo drégnumo (kovarianté
X5). Eksperimentas atliktas pagal visa faktorinio eksperimento 32 plang su dviem
stebéjimais langelyje. Pateikiamos lentelés pirmoje eilutéje yra transformuotos kovari-
antés X, reikSmeés, o pirmajame stulpelyje — kovariantés Xo reiksmés.

1 —-1] 0 0 | #1 +1
—110,8 28|15 32|25 42

0 [ 1,0; 16 16; 1,8 1,8 10
1 [2,0; 2215 08]25 40

Ivertinkite regresijos lygties parametrus. Priéme normalumo prielaida patikrinkite
regresijos koeficienty lygybés 0 hipotezes.

11.3.70. Tarkime, kad vienu metu galime atlikti tik keturis I1.3.63 pratimo eksperi-
mentus. Sudalinkite eksperimentus j dvi replikas (Zr. [3], 4.5.4 skyrelj) su tarpblokiniu
efektu sumaiSydami a) visy trijy faktoriy saveika; b) faktoriy A ir As saveika.

I1.3.6. Apibendrintieji tiesiniai modeliai

I1.3.71. Firmoje uzregistruoti klienty telefono skambuciy skaiciai per kiekvieng i§
7 darbo valandy (kovarianté X;) kiekvienai i§ 5 savaités darbo dieny (kovarianté Xs).
Toks pat eksperimentas pakartotas kita savaite. Skambuciy skaiciaus Y;i, i =1,...,7,j =
1,...,5,k =1, 2 stebiniai pateikti lenteléje.
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ATYAY, -2 -1 0 1 2 >
-3 3044 | 3036 | 2630 | 3131 | 1843 | 325
-2 2934 | 3136 | 2235 | 1830 | 2531 | 291
-1 2841 | 2224 | 2326 | 2129 | 2628 | 268

0 2324 |1 1924 | 2331 | 2025 | 2131 | 241

1 3030 | 3240 | 2633 | 2634 | 26 36 | 313

2 3038 | 2840 | 36 37 | 2325 | 2024 | 301

3 3439 | 2441 | 2534 | 2126 | 2541 | 310

> 454 427 407 366 395 | 2049

Lenteléje pateiktos centruotos kovarianciy reik§més Zy; = Xq; — 4,9 =1,...,7; Zy; =
Xoj —3,7=1,...,5.

Tarkime, kad skambuéiy srautas yra puasoninis su pastoviu intensyvumu valandos
intervale, t.y. Yiji ~ P(\ij)-

Atlikite imties

(Y111, Z11, Z21), Y112, Z1s Z21)s ooy Yor1, Zh7, Zow), (Yar2, Z17, Zoy)

puasonine regresine analize (Zr. [3], 5.2.1 skyrelj). I8 paskutinio lentelés stulpelio matyti,
kad skambuciy skaifiaus kitimas dienos metu néra tiesinis, todél Y;;; priklausomybei nuo
kovarianc¢iy apibudinti naudokite tokj modelj:

EYYijk _ B(/@TZZJ) _ eﬁTZij _ 6/30-5‘51Zl«i-i‘ﬁzzfi-"-53223'7

i=1,..,7, j=1,..,5, k=1, 2.

a) Raskite parametro 3 = (o, B1, B2, 33)T DT jvertj 3 ir kovariacinés matricos V(B)
jvertj V(ﬁ)

b) Patikrinkite hipotez¢ H : 51 = B2 = B3 = 0 ir hipotezes H; : 8; = 0,7 =1,2,3.

c¢) Raskite trecios savaités darbo dienos pirmos ir ketvirtos valandos vidutinio skam-
buciy skai¢iaus taskinius ir intervalinius (Q = 0, 95) jvercius.

11.3.72. (I1.3.71 pratimo tesinys). Atlikite I1.8.71 pratimo uzduotis a), b), c)
tardami, kad teisingas normaliosios teorijos tiesinis regresijos modelis:

Yijk = ao + a1 Z1; + aaZy; + azZo; + €,

¢ia e;jx, nepriklausomi normalieji a.d. ez ~ N(0,0%). Palyginkite I1.3.71 ir I1.3.72
pratimy atsakymus.

11.3.73. (I1.3.71 pratimo tesinys). Atlikite I1.3.71 pratimo stebiniy dispersija sta-
bilizuojancig transformacija U;;r, = /4Yi;r — 1. Kai A;; didelis, a.d. U;j, skirstinys
aproksimuojamas normaliuoju su vienetine dispersija. Atlikite I1.3.71 pratimo uzduotis
a), b), ¢) tardami, kad teisingas tiesinis regresijos modelis:

Uijk = Y0 + 721 + ’)’22121- + Y322 + €ijk,
¢ia e;;r nepriklausomi normalieji a.d. e;j5 ~ N(0, 1). Palyginkite I1.3.71, I1.3.72 ir

11.3.73 pratimy atsakymus.

11.3.74. Tiriant gaminiy patikimuma i§ 4 jmoniy (kovarianté X) pagamintos produk-
cijos atsitiktinai atrinkta ir i§bandyta po 20 gaminiy. Gaminiy darbo laiko iki gedimo
Y;; stebiniai pateikti lenteléje.
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X Y,

T | 65,10 | 74,80 | 25,11 | 69,89 | 28,73 | 13,27 | 49,60 | 26,96 | 30,03 | 16,46
I | 7,98 | 31,27 | 29,81 | 51,75 | 18,61 | 7,07 | 13,60 | 27,30 | 5,56 | 17,50
I | 27,17 | 13,64 | 10,66 | 15,59 | 26,56 | 17,76 | 26,11 | 13,32 | 14,40 | 20,80
IV | 15,55 | 30,47 | 14,16 | 24,02 | 9,09 | 13,82 | 18,68 | 16,73 | 19,69 | 21,54

X Y,
T | 38,72 [ 59,60 | 80,03 | 86,27 | 19,77 | 37,36 | 36,30 | 37,98 | 60,31 | 51,45
IT | 19,99 | 53,88 | 21,04 | 32,27 | 32,34 | 7,28 | 17,87 | 7,42 | 17,17 | 11,66
III | 20,82 | 30,93 | 29,28 | 15,57 | 35,78 | 33,10 | 32,44 | 15,84 | 17,11 | 16,04
IV | 27,46 | 42,90 | 11,62 | 13,66 | 11,54 | 16,33 | 18,75 | 13,14 | 36,04 | 24,92

Tarkime, kad gaminio darbo laikas Yj; turi gama skirstinj Y;; ~ G();, 3). Kadangi
kovarianté X nominali, tai ja koduokime keisdami vektoriumi Z = (Z1, Zs, Z3)T, kuris
igyja reiksmes (0, 0, 0)T, (1, 0, 0)7, (0, 1, 0)T ir (0, 0, 1) atitinkamai pirmajai,
antrajai, treciajai ir ketvirtajai jmonei.

Atlikite imties

(Y11, Z11), -, (Y20,4, Z20,4)

gama regresine analize (Zr. [3], 5.2.2 skyrelj). Priklausomybei nuo kovariantés X apiba-
dinti naudokite tokj modelj:

EY;; = 3efothZatboliothalia = j=1 .20, j=1,..,4.

a) Raskite parametro 3 = (B0, 81, B2, 33)T DT jvertj B ir kovariacine matrica V(,@)

b) Patikrinkite hipoteze H : 81 = 2 = B3 = 0, hipotezes H; : 5; = 0,7 = 1,2,3 ir
hipOteZQ H23 : 62 = ﬂg.

c¢) Raskite tre¢ios jmonés pagaminto gaminio darbo laiko vidurkio tagkinj ir intervalinj
(Q = 0,95) jvercius.

I11.3.75. Turime 24 studenty jskaitos duomenis. Priklausomas kintamasis Y = 1,
jeigu studentas gavo jskaita, ir Y = 0 — jeigu negavo. Kiek valandy studentas dirbo
pratyby metu, rodo kintamasis X5. Ar studentas prie§ pat sesijg ko nors klausé déstytojo,
rodo kintamasis X; (X7 = 1, jeigu klause, ir X; = 0, jeigu neklausé). Duomenys pateikti
lenteléje ([8], 1T dalis).

Yy (oj,o0ojojofojojo0ofo0oj,0j010o0 1
Xi1]0]0]0}07]O0 1 1 1 1 1 1 0
X9 |19 |17 [ 13 | 15|19 |21 |17 |18 | 23 | 15| 13 | 26
Y 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X110 10 1 1 1 1 1 1 1 0| 0] 0
X9 |30 119 (22|21 |24 |28 |30|27 |21 24| 20|16

a) Ivertinkite logistinés regresijos parametrus. b) Ivertinkite kovarianciy X; ir Xo
Sansy santykius. c) Ivertinkite tikimybe gauti jskaita, kai Xo = 20, X; = 0 ir kai
Xo =20, X; = 1. d) Sudarykite klasifikacine lentele, kai objektas priskiriamas tai klasei,
kurios tikimybeés jvertis didesnis.

11.3.76. Gimdymo namuose surinkti duomenys apie gimdyvés amziy X7, rikyma
(X2 =1 — ruko, Xo = 0 — nertuko), hipertonija X3 (X3 = 1 — serga, X3 = 0 — neserga),
moters svorj X, ir naujagimio svorj Z. Naujagimis sveria nepakankamai, jeigu jo svoris
nesiekia 2500 g ([8], II dalis).
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X | Xo | X3 | Xu 7 X1 | X2 | X3 ] X4 | Z
24 | 0 | 0 | 64,0 | 1703 | 29 | 0 | 0 | 75,0 | 2922
21 | 1 | 1 | 825 | 179226 | 1 | 0 | 84,0 | 2922
21 0 | 0 | 1000|1930 | 17| 0 | 0 | 565 | 2922
19| 0| 0 | 51,0 |2084|35| 1 | 0 |605]| 2950
24 | 0 | 0| 690 |2102] 33| 1 | 0 |545 | 3035
7] 1] 0 | 550 (22721 1] 0925|3044
18 0| 0 | 740 | 2284 19| 0 | 0 | 945 | 3064
150 01| 0| 575 |2383[21| 0 | 0 |80,0 | 3064
17 0| 0 | 600 | 2440 | 19| 0 | 0 |57,5 | 3177
20 0 | 0| 525 |2452| 28 | 0 | 0 | 70,0 | 3236
14| 1| 0 | 505 | 2468 | 16 | 1 | 0 | 67,5 | 3376
14 0| 0 | 500 | 2497 22| 0 | 0 | 655 3462
21 [ 1 | 1 | 650 | 2497 | 32| 0 | 0 | 850 | 3475
331 0| 0| 775 | 2553 19| 0 | 0 |525] 3574
32 0| 0] 605 |2837| 24| 0 | 0 |550] 3730
28 | 0 | 0 | 835 | 2879 25 | 0 | 1 | 60,0 | 3985

a) Tarkime, Y = 1, jeigu naujagimio svoris maZesnis uz 2500 g, ir Y = 0 — priesingu
atveju. Ivertinkite logistinés regresijos parametrus prognozuodami kintamajj Y pagal
X1, X5, X3, Xy.

b) Ivertinkite Sansy santykius.

c) Patikrinkite hipotezes dél regresijos parametry reik§mingumo.

d) Ivertinkite tikimybe, kad 30 mety amZiaus motina, kuri ruko, serga hipertonija
ir sveria 85 kg, pagimdys nepakankamo svorio kudikj. Palyginkite Sig prognoze su ta,
kurig gautume prognozuodami kintamaji Z tiesine regresija kintamyjy X7, X5, X3, X4
atzvilgiu.

11.3.77. Ar galima pagal pajamas (kintamasis X;) ir darbo prestiziskumo indeksa
(kintamasis Xo) atpazinti, kad respondentas turi aukstajj i8silavinima (Y = 1 — jeigu turi
ir Y =0 - jeigu neturi)? Duomenys pateikti lenteléje (|8], II dalis).

X7 | 3670 | 1923 | 3067 | 3811 | 3494 | 2012 | 1637 | 1265 | 2722
Xs 60 65 70 105 70 55 95 35 105
Y 1 0 1 1 1 0 0 0 0
X1 | 3125 | 4050 | 3458 | 2219 | 3781 | 2736 | 2568 | 3408 | 3298
Xs 95 115 95 95 90 85 135 110 60
Y 0 1 0 0 1 0 0 0 1
X1 | 4050 | 1501 | 3340 | 3193 | 3043 | 3536 | 3780 | 3798
Xo | 135 30 65 60 95 80 94 78
Y 1 0 1 1 1 1 1 1

Atlikite duomeny logistine regresija.

11.3.78. Lenteléje pateikti dviejy futbolo lygy (kintamasis Z) duomenys: atstumas
iki varty (X), bandymy jmusti jvartj skai¢ius (INV), sékmiy skaicius (M).

a) Nagrinédami lygas atskirai, parinkite logistinés regresijos modelj, kuriame kovari-
ante yra atstumas.

b) Parinkite logistinés regresijos modelj, kuriame kovariantés yra atstumas ir lyga.
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Lyga Z | Atstumas X | Sékmiy skaifius M | Bandymy skaicius NV
0 14,5 68 7
0 24,5 74 95
0 34,5 61 113
0 445 38 138
0 52,0 2 38
1 14,5 62 67
1 24,5 49 70
1 34,5 43 79
1 44,5 25 82
1 52,0 7 24

11.3.7. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

I1.3.1 skyrelis
I1.3.1. a) Pazyméje h = h(X), u = u(X), gauname
E(Y — h)? = B((Y — o) + (u— h))? = B(Y — p)® + Bl — h)? > B(Y — )2,
E((Y — ) — b)) = E{(u — WE[(Y — ) X]} = 0.
b) Randame

Cov (Y, h) = E{(h — ER)E[(Y — EY)|X]} = Cov (h, n);
kai h = p, tai Cov (Y, u) = Cov (u, u) = V. Tada

Cov?(Y,h) Vyu
2V, h) = —— L= = p%(u, h)p2(Y, ) < p*(Y, p).
Y h) =~y Vi p™(p, h)p™ (Y, i) < p~(Y, )
11.3.2. Kadangi

Cov(u,Y —p)=Vu—-Vyu=0,

tai
VY =Vu+ V(Y —p)=VYiix + VY (1—nyx.)

Koreliacinis santykis n? x rodo, kuria dalj Y dispersijos V'Y sudaro optimalios prognozés
w(X) dispersija. Prognozés paklaidos Y — p(X) dispersija sudaro (1 — n% ) dispersijos
VY dalj. Jeigu n? x =1, tai Y ir X susieti funkcine priklausomybe, nes V(Y — u(X)) =
0; jeigu n? 5 = 0, tai prognozuoti Y pagal X néra prasmés, nes V (u(X)) = 0 ir u(X) =
EY nepriklauso nuo X.

11.3.3. Atéme 77}2, Xx@)|x0) apibrézime abi lygybés puses i§ vieneto ir padaugine i§

2
1 =5 x@), gauname

1- 7712fx =(1- 7712/X(1>)(1 - W§X<2)|X(1>)-

Pakartotinai taikydami 8ia lygybe gausime pratime pateikta lygybe.
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I1.3.4. a) Gauname
SS(a,B) =E(Y —a—087X) =
=E(Y —EY) + (EY +(EY —a—-B"E(X))) -8/ (X -E(X)))? =
VY 4+ (EY —a-8"EX)?+ 8728 -28"0yx > VY + 8728 -28"0yx.

Imdami de8inés puses i§vestine pagal 3 ir prilygine nuliui, gauname lyg¢iy sistema 33 =
oyx. I8 ¢ia, jeigu 3 teigiamai apibrézta matrica, gauname

B*=%"'oyx, o' =EY - (8")TE(X).
b) Pazymésime, kad oy x = $3*. Gauname
Cov (Y,8"X) = 8Toyx = 872", Cov (Y,(8")"X) = (8")"=8";
2 aT~y . (BTEB)? _ BTEB(B)TEBT
r¥EX) = vya'sgs = vypg'sg

e = Y87

Koreliacijos koeficiento p(Y,1*) kvadratas yra

Vir  pBTEp*  oyxEloyx

p2 g =
YX " yy VY VY ’

0 pyx = \/pix > 0 vadinamas dauginiu koreliacijos koeficientu.

11.3.5. Kadangi

Cov (I",Y —1") =0,
tai
VY =VI"+ V) =VYpix +VY(1 - pix.)

Dauginio koreliacijos koeficiento kvadratas p3. x rodo, kuria dalj Y dispersijos V'Y sudaro
optimalios tiesinés prognozés [* dispersija. Prognozés paklaidos Y — [* dispersija sudaro
(1—p? x) dispersijos VY dalj. Jeigu p? x = 1, tai Y ir X susieti tiesine priklausomybe,
nes V(Y —[*) = 0; jeigu p3 x = 0, tai tiesiskai prognozuoti Y pagal X néra prasmeés.

Pazymeésime, kad minimali tiesiné prognozé minimizuoja paklaidos dispersija siau-
resnéje klaséje negu optimali nebiitinai tiesiné prognozé, tai galioja nelygybes

0<pyx <nmyx <1

Jeigu vektorius (Y, X1, ..., X;,,)T turi daugiamatj normalyji skirstini, tai p2- 5 = n% 5 (7r.
[3], 7.4 skyrelj).
11.3.6. Atéme p?fx(@\x(l) apibrézime abi lygybés puses i§ vieneto ir padaugine i§

2
1= p3y xa), gauname

1=p¥x =1 =3 x)(1 =P} xo xm)-
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Pakartotinai taikydami §ia lygybe gausime pratime pateikta lygybe.
I1.3.7. a) A.d. X salyginis skirstinys, kai Y = y fiksuotas, yra normalusis
(X|Y =y) ~ N(py,1 —rho®), E(X|]Y =y)=py, nxpy =r"

b) A.d. X salyginis skirstinys, kai Y2 = y fiksuotas, yra misinys normaliyjy skirstiniy
N(=rho\/y,1 —rho®) it N(p\/y,1 — p*) su vienodais svoriais 1/2.

E(X|Y? =y) = S[-rho\/y + py/y] =0, E(X[Y?) =0, n¥y>=0.

DN | =

¢) Remdamiesi p. b) gauname

Cov?(X2%,p%Y?)
VX2V (p2Y?)

E(X?Y? =¢?) =1-p*+p°0*, nxepye =
d) Kadangi (X?|Y =y) ~ N(py,1 — p?), tai

Cov (X2, p?Y?)
2 _ _ 2 2,2 2 _ ’ _ 4
E(XlY =y)=1-p"+p"y" nxzy2= vxev(eye P

I1.3.8. Pradzioje tarkime, kad elips¢ uzragyta kanoniniu pavidalu 22 /a? +y%/b% = 1.
Pazymeékime |S| = wab figiros, apribotos elipse, plota, o S pafia figira. Tada tankio
funkcija

fxy(z,y) = ﬁ7 (z,y) € S.
A.d. X tankis
by/1-s?/a? 2b 2
Ix(z) = /—b\/me’Y(x’y)dy = 5] 1- 5 € (—a, a).
Salyginis tankis
fYX=x=W, —b\/1 —22/a2, by/1 — 22/a?).

Salyginis vidurkis
1— x2/a
2b\/1—x2/a2/ V1-2%/a?

Bendras atvejis. Naudojant tiesines transformacijas

EY|X =2) = ydy = 0.

/ !/
Yy =cr+cy, < :dlxa

elipsés lygtis suvedama j kanoninj pavidala (pakanka igskirti pilng kvadrata). Kanoninio
pavidalo elipsei E(Y’;|X’) = 0, nes tolygusis skirstinys po tiesinés transformacijos islieka.
ISreiskiame

X:(LlX/, Y:le/+b2Y,
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ir gauname, kad salyginis vidurkis
b
E(Y|X)=Eb X' +bY'|a12”) = —1E(a1X’|a1X’)+
aj

b
E(g1Y'|a1 X') = iX

yra tiesiné X funkcija.

I1.3.9. Pazymékime lygiagretainio virsunes A(—3,—2),B(0, 1),C(3,2),D(0,—1);
tiesés AB lygtis x = y — 1, tiesés BC lygtis x = 3(y — 1), tiesés CD lygtis x =y + 1 ir
tiesés AD lygtis z = 3(y + 1).

Fiksuokime tagka z i§ intervalo (=3, 0). Tada a.d. Y turi tolyguji skirstinj intervale
y1 <y < yo; Cia y; taskas ant tiesés AB, o yo — ant tiesés AD; y1 =x+ 1,y2 = 2/3 — 1.
Salyginis vidurkis E(Y|X = z) = (y1 + y2)/2 = 2z/3. Taigi kai € (-3, 0), tai
E(Y|X = z) yra tiesés y = 2x/3 atkarpa. Analogiskai, imdami intervalg 0 < = < 3,
gausime, kad E(Y|X = z) yra tiesés y = 2x/3 atkarpa. A.d. Y regresija X atzvilgiu yra
tiesiné.

Fiksuokime tagka y i§ intervalo (—2, —1). Tada a.d. X turi tolygyji skirstinj intervale
T1 < x < xo; Cia x1 tafkas ant tieses AB, o x5 taSkas ant tieses AD; x1 =y — 1,20 =
3(y — 1). Salyginis vidurkis E(X|Y = y) = (z1 +22)/2 =2y + 1. Kai -2 <y < —1,
tai regresija E(X|Y = y) yra tiesés = 2y + 1 atkarpa. Fiksuokime taska y i§ intervalo
(-1, 1). Tada a.d. X turi tolyguyji skirstinj intervale x; < = < xo; ¢ia z; taskas
ant tiesés AB, o zo taskas ant tiesés CD; z1 = y — 1,20 = y + 1. Salyginis vidurkis
EX|Y =y) = (z1 + 22)/2 = y. Kai -1 < y < 1, tai regresija E(X|Y = y) yra
tiesés © = y atkarpa. Analogiskai gausime, kad intervale 1 < y < 2 salyginis vidurkis
E(X|Y =y) yra tiesés x = 2y — 1 atkarpa.

A.d. X regresija Y atzvilgiu yra kreivé, susidedanti i§ trijy atkarpy.

I1.3.2 skyrelis
11.3.13. a) Kadangi

ATA= ( gzoi(xﬁ:zy )

tai parametro 3 = (o, 3)7 maziausiyjy kvadraty jvertinys

B=(ATA)ATY = (v, ZYQ‘(% —-z)/ Z(mi - )7
Va=o2/n, VB= 02/2(% — )%, Cov(a,p)=0.

b) Liekamoji kvadraty suma

88 =Y (Yi—d—fB(a: — 7)), B(SSp) =0%(n—2),
ir nepaslinktasis dispersijos o2 jvertinys

2 _ S8
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I1.3.14. a) Tikétinumo funkcija

L(a,ﬁ,az) = (27r)_"/2 exp{—% Y, —a—B(x; — z))? — gln02} =

i
1 @ 8
-n/2 o 2 —_ . = (r: — ) — 2
(2m) exp{—5 5 ;YZ + = 22:3/1 + 2 zi:Yz(xl z) — B(a, 8,0°)}
priklauso triparametrei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Statistika
T=(Q_Ye D V) Yilai— 1))

yra pilnoji ir pakankamoji. Todél bet kuri T funkcija yra jos vidurkio NMD jvertinys.
Kadangi &, B, 0 =cra+ 023, s2 yra T funkcijos ir nepaslinktieji jvertiniai, tai jie yra ir
NMD jvertiniai.

b) Ivertiniai &, f,0 yra normaliyjy a.d. Y; ~ N(a+ B(z; — ), 0?) tiesinés funkcijos,
tai jie turi normaliuosius skirstinius. Centrave ir normave gauname

a—a B*B

n NNO,l, NNOalv

VAT SN0, D), e ~ N, )
99 ~ N(0, 1).

o\/1/n+1/3 (z; — T)?
Dispersijos o2 jvertinys s? nepriklauso nuo & ir B ir
52 =88g/(n—2), s*(n—2)/0* ~x*(n—2).

I1.3.15. Remdamiesi sarysiu s?(n—2)/0? ~ x?(n—2) gauname dispersijos o2 lygmens
@ = 1 — 2« pasikliovimo intervalg

) - (502, Fno2) Y

Xa(n—=2)" X o(n—2)

Remdamiesi I1.3.14 pratimu gauname sarysius

\/ﬁd—o‘ws(n_g)’ - 1/;:(5;—50)2N5(n_2)’

sy/1/n+ (z —2)2/ 3, (v — )
i§ kuriy standartiniu badu gauname pasikliovimo intervalus.

b) Kriterijus dél parametry reik§miy sudarome standartiniu budu (pavyzdZziui, su-
formulavus juos pasikliovimo intervaly terminais). Pateiksime kriterijy hipotezei dél
prognozavimo tikslingumo, t.y. hipotezei H : 8 = 0, tikrinti. Hipotezé H atmetama
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

oo
= T

> ta/g(n - 2)
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11.3.16. Tegu regresija u(x) yra bet kokio pavidalo. Pazymékime p; = E(Y|x;),i =
1, ks po= (1, ..., ux)T. Turime tiesinj modelj

Yij=pi+ey, j=1,..,n;, 1=1,...k
Parametry p; DT jvertiniai fi; = Y; = 2?21 Yi;/ni, o lieckamoji kvadraty suma
kE n;
5 d
556 =3 300~ T Lot
i=1 j=1

Tikrinamaja hipoteze galima suformuluoti pavidalu H : Hu = 6y (zr. I1.1.21 pratima),
kai matricos H rangas yra k — 2. I8 tikryju

Wi = Bo+ Bz, i=1,...,k, = H1 — Wi = 61(1‘1 — l‘i),i =2,..,k =

u:ﬂh i:27...7k7 Ml_ui_ul_ﬂQZOv Z:'?)?’k
1 — X xr1 — I; T — T2

Gauname
Ty — T2 xr, —

ZT; .
1 ,LLQ—/J,i:O, ’L=3,...,k‘
Ty — T2 Tl — T2

Galime imti matrica H, turin¢ig k — 2 eilutes ir k stulpeliy; i-oji matricos eiluté

T; — T2 T1 — X4
$1*$271’1*I¢

,0,..,0 —1, 0,...,0);
¢ia —1 yra i-oje pozicijoje, i = 3, ..., k. Hipotezé uzrasoma pavidalu Hp = 0; matricos
H rangas yra k — 2. Hipotezé atmetama reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

F= (k—2)SSg

> Fo(k—2,n—k),
cia

k Uz
SSpm = min  SS(p)=> > (YVij - fo - filxi — 7)),
ni=Bo+p1x; =1
k — ~ ~
SSpu — SSp =Y ni(Yi. = fo - br(w; — 7))%.
i=1
11.3.17. Hipotezé H atmetama, kai

(SSgpm — SSE)(n—k)

F= FO( — LIt )
(k=158 > Fo(k—rn—k)
¢ia SSEg surasta 11.3.16 pratime, o
k — A A A
SSpu —SSE =Y ni(Ye = Bo — Pras — .. — Bra)?,
i=1

parametro B = (Bo, B1, ..., 3-)T jvertinys yra

B=(ATA)'ATY,
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kai plano matricos A i-o0ji eiluté turi pavidala (1, z;, ..., z]), o jos rangas lygus r.

11.3.18. Kadangi

Yoi1 — (@) ~ N(0,0*(1 +82(x))),  b*(z) = % - z(?x_)gc)
tai v ()
n+1 — U\
e "S-

Gauname prognozeés intervala
(Y15 Vng1) = (@) = sta(n — 2)v/1 +0°(2); ii(x) + sta(n — 2)V/1+6*(x)).

11.3.19. Naudojame sarysi

Yo — i) oo
P{——* i <ta(n—2)}=Q=1-2a.

Skliaustuose turime antro laipsnio nelygybe = atzvilgiu. I8sprende nelygybe gausime
pasikliovimo intervalo rézius

Z+ (BT VB2—AC)/A, B=p(Yn1—a),
s2t2(n — 2)
(n—=1)3 (= —2)*

I1.3.20. Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens o kriterijumi, kai |6 — 6|/ (sc) >
tas2(n—2); 0 = ad+bp, s* = 37,(Yi—a—B(z; 7))/ (n—2); ¢ = a®/n+b?/ 32, (2; - 7).
I1.3.21. Tegu pirmosios imties elementai yra (Y1;, X1:), 7 = 1,...,n1, 0 antrosios —
(Ya;, Xo;),© = 1,...,n9. Vertinamos regresijos tiesés pavidalo: «; + £1(X1; — X1.) ir

g + B2(Xa — X5)). a) Hipotezé atmetama o lygmens kriterijumi, kai |31 — Ba|/(sc) >
ta/z(n1+n2*4) s? = [Z (le 071*51(X11 X1 )) +Zi(Y2i*072*52(X2i*X2.))2}/(n1+

. 1
A= p C=(V2, - Af—%s%i(n—?).

ng —4), 2 =1/3 (X1 — X1.)> + 1/ > (X2 — X2.)% b) Hipotezé atmetama o lygmens
kriterijumi, kai |6y —di2|/(sb) > to/2(n1+n2—4); b* = 1/n1+1/ns. c) Hipotezé atmetama
o lygmens kriterijumi, kai (SSpy — 5Sg)(n1 + n2 — 4)/(253;3) (2,n1 + ng — 4);

SSp = s2(n+na—4); SSer = [X;(Yii—a—B(X1;— X )2+ 3, (Yei—a— (X2 — X.))?],
dia X = (nX1.4+n2Xs)/(n1+ns), 0 &ir ﬂ yra regresijos tiesés a+((z— X ) parametry
ivertiniai, gauti sujungus visus n; + ny stebéjimus. d) perkelkime koordinaciy pradzia:
Zii = Xii—ci=1,..,nm ir Zy; = Xoj —¢,j = 1,...,ne. Kintamyjy (Y1,, Z1;) ir
(Ya;, Z»;) terminais tikrinamoji hipotezé ekvivalenti p. b) hipotezei.

I1.3.22. Plano matrica

1 -3
N a1 (140
A=l 1|0 44 _( 0 1/20)’
1 3

ATy — Y-14+Y2+Ys+Ys
T\ -3 — Y+ Y3+ 3Y)
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Gauname parametry jvertinius & = (Y1 + Y2 +Y5+Yy)/4; B = (—3Y;1 — Yo+ Y5+3Y4)/20
ir jy realizacijas @ = 3, 255, B =1,063, s = SSE/2 =0,0121.

11.3.23. Turime tiesinj modelj Sy = Sg + vt + ¢, t =0, 1, 2, 3, 4; &g, ..., 4 nepri-
klausomi ir normalieji N(0,0?). Plano matrica

r (1 1 111 T 1 6 -2 Tv [ DSt
A_<01234>’ (ata)™ ~ 10 1) AY= DoutSt )
Gauname parametry jvertiniy realizacijas Sy = 12,834, & = 0,340, s? = SSE/3 =

0, 0259 ir pasikliovimo intervalus
(v; D) = (0,178;0,502); (¢2;7%) = (0,0083;0,3601).

I1.3.24. Parametro « jvertis @ = 0,92; s> = 0,0967; (a;@) = (0,5338;1,3062);
(02;5%) = (0,0347;0,7992). Nurodymas. A.d. Zy =Y1,Z; =Y; = Y;_1,7 = 2,3,4,5 yra
nepriklausomi su dispersijomis o2 ir vidurkiais EZ; = 0,EZ; = ... = EZ5 = a.

11.3.25. Gauname taskinj jvertj & = 0,92 ir pasikliovimo intervalg

(a; @) = (0,5338; 1,3062).
Ad Zy =Y1,.Z; =Y; —Y;_1,j = 2,3,4,5 yra nepriklausomi; jy dispersijos o2, o
vidurkiai EZ; = 0,EZy = ... = EZ; = «. Gauname situacija, analogiska I1.3.24
pratimui.

11.3.26. a) Statistika F' (I1.3.17 pratimas) igijo reiks§me 0,3985; kadangi
pv = P{Fy 45 > 0,3985} = 0, 8087,
tai atmesti tiesiSkumo hipotez¢ néra pagrindo; b)a=1, 0762 ﬁ; 0,0 &2 = 0,06205;
c) (@) = (1,0082;1,1443); (8;8) = (-1 4982,1,6062) (02;02) = (O 0437 0,0950).
11.3.27. Modelyje

Yij=pi+ey, j=1,..,n, i=1,..,11,

liekamoji kvadraty suma

n

5Sp/o? —ZZY —Yi)%/o% ~ x2(11(n —1)).

=1 j=1

Jeigu hipotezé teisinga, tai

SSEH_ZZ = —SSE+nZ

=1 j=1

(SSen — SSE)/0* =n> (Vi —x:)*/o® ~ x*(11).

Hipotezé H atmetama reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

(SSpu — SSp)11(n — 1)

P
+ 1155,

> F,(11,11(n — 1)).
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Jeigu E(Y|X = z;) = 22, tai

Y, —x; 2
VT B NG 1), A = e
ag g
Todél
11
(SSpn — SSp)/o® ~ X*(11;0), A=Y A} =3,333n.
i=1

Imties didumui n rasti turime nelygybe
P{Fll,ll(n—l);)\ > F0705(11, 11(71 — 1))} >0,95.

IS5 Sios nelygybés gauname, kad n > 32.
I1.3.28. Pratime 3.18 reikia b?(x) apibrézti tokiu biidu:

b (x) = k/n+ (x —2)%/((n —1)s2).
11.3.29. Pazymékime u = 1/y,v = sin® z. Tada
u=y+ov; v=1/a, 0= (a—p)/(aB).

I1.3.30. & = 8,535, B = 1,2066, 62 = 0,8115; statistika F (I1.3.16 pratimas) jgijo
reik§me 1,9864; kadangi

pv =P{Fs15 > 1,9864} = 0, 1594,

tai atmesti tiesiSkumo hipoteze néra pagrindo; tolesnio matavimo prognozés intervalas
yra (14,3215; 15,5385), kai « = 12, ir (21,1458; 23,1934), kai = = 18.
11.3.31. i = 0,9343 + 0,8787x; hipotezé H : § = 0 atmetama: a.d., turintis

Stjudento skirstinj su 106 laisvés laipsniais, kai hipotezé teisinga, igijo reik§me 21,7608;
paaigkina 0,817 sklaidos dalj.

11.3.32. a) By = 0,0144, 3; = 0,0149,62 = 0,00004. Determinacijos koeficientas
0,9697. Sklaidos diagramoje prognozés paklaidos iSsidésc¢iusios neatsitiktinai, todél reg-

resijos tiesinis pavidalas nepriimtinas. b) & = 0,1758, B = 0,1531. Esant pasikliovimo
lygmeniui @ = 0,95 gauname (o; @) = (0,1690;0, 1827), (B; 3) = (0,1437;0, 1626).

11.3.33. a; = 13,2255, 49 = 1,0158,31 = 0, 7978,32 = 0,0798. Esant pasikliovimo
lygmeniui @ = 0,95 gauname (a; 1) = (13,0724;13,3787), (aq; a2) = (0,9915; 1,0402),
(él;ﬁl) = (6, 6336; 6, 9620), (é2;62) = (0,0767;0,0825).

11.3.3 skyrelis
11.3.34. a) Remiantis I1.1.19 pratimu parametro 8 pilnoji ir pakankamoji statistika

yraT = (ATY)T, YY) = (Y, Y, Yizri, oy 3 Vi, YY) T
b) Jeigu plano matricos A rangas lygus m + 1, tai parametro 3 NMD jvertinys yra

B=(ATA)'ATY.
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Kadangi $is jvertinys yra normaliojo a.v. Y tiesiné funkcija, tai

B~ Niia(B,0%(ATA)).
Liekamoji kvadraty suma
5 5 5 d
SSp = (Yi—fo— Brari — . = BmTmi)® = 0°X s
ir dispersijos 02 NMD jvertinys

SS
52:7}5 , Es? = o2
n—m-—1

s2(n—m—1)

= ~xi(n—m—1).

)

I1.3.35. Remdamiesi sarysiu s*>(n —m —1)/0? ~ x?(n —m — 1) gauname parametro
o? lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo intervala

(02;02):<82<n—m—1>, 2(n—m 1) )

Xa(n—=m—=1)"xi_,(n—m—1)

Kadangi B ~ N(Bi,0%ci;), €ia ¢;j yra matricos (AT A)~! elementai, tai

Bi — Bi 6—6
$y/Cii ~Sn—m-1), sb(L)

~Sn—m-1),

¢a b?(L) = L* (AT A)~'L, tai standartiniu biidu galime gauti parametry pasikliovimo
intervalus. Pavyzdziui,

(0;0) = (0 — sb(L)to(n —m —1);0 + sb(L)to(n —m —1)).

11.3.36. Hipoteze Hj, . ;. galima suformuluoti pavidalu H;, ., : HB = 0y, kai
matricos H rangas lygus k. Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai

(SSUR — 88 (n—m — 1)

Fj g = 755, > Fo(k,n—m—1),

¢ia SSgn_k) yra liekamoji kvadraty suma modelyje be kovarianciy (z;,, ..., z;, ).
Tikrinant hipoteze H; : 8; = 0 apie atskiros kovariantés x; jtakos prognozei nebu-
vima, galima remiantis I1.3.36 pratimu kriterijus suformuluoti taip: hipotezé H; at-
metama reik§mingumo lygmens kriterijumi, kai
B
t;] = 1Bl >ta(n—m—1).

Sy /ij

Hipotezés Hy ..., atveju

S5 = min (Vi — fo)” = Y (¥: — ¥)* = 557,

%
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SSJ(EO) — 8Sp = SSg, it R? = SSr/SSr vadinamas determinacijos koeficientu. Jis
yra dauginio koreliacijos koeficiento kvadrato pf/( X1 X)) ivertinys. Hipotezé H;
atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

.....

_ SSgp(n—m—1)

m — Fa s 167 —1).
,,,,, M55, > F,(m,n—m )

11.3.37. Tarkime, kad regresija yra bet kokio pavidalo. Pazymékime u; = E(Y|X =
x®),i=1,....k, = (p1,...,pux)T. Turime tiesinj modelj
Y;j :Mi—’_eijv ]: 1,...,ni, ’L:1,7k

Parametry p; DT jvertiniai fi; = Y; = >_iL1 Yij/ni, o lickamoji kvadraty suma

§Sp = min SS(p ZZ i = Yi)? ~ 0%

=1 j=1

Tikrinamaja hipoteze galima suformuluoti pavidalu H : Hpu = 6. Rasime matricos H
iSraiska. Jeigu H teisinga, tai

wi = Bo+ B1x1i + oo + BmTmi, =1, k.
Imdami skirtumus

Mi — 1 = 61(1’11' — 2511) —+ ...+ ﬂm(xml — xml), 7= 2, veny k,

matome, kad parametras [y eliminuotas ir p;,i = 2,..., k tiesiSkai priklauso nuo pu; ir
B1,---, Bm- Padaline i§ x1; — x11

i — Tm .
Mi_ﬁl"_BQ + +6m717 2227"‘7k7

Ty — 21 T — T11
ir imdami skirtumus (p; —p1) /(21 —211) — (2 — 1)/ (x1:—211), @ = 3, ..., k, eliminuojame
parametra (51 ir p;,i = 3,..., k tiesi§kai priklausys nuo pq, e ir fo, ..., 8. Tesiant §ig
procediira po (m + 1)-ojo Zingsnio bus eliminuoti visi parametrai Sy, 51, .., Om it i, 1 =
m+ 2, ..., k tiesiskai priklausys nuo parametry i, ..., tpmt1:

Wi = Ciipin + Ciapa + oo+ Cimptfmt1, T=mA 2,0k
Imkime matricos H i-3ja eilute tokio pavidalo:
(Ci1'~~ci,m+1 0..0 —1 00),1 =m-+ 2, ceey k7

¢ia —1 yra i-oje pozicijoje. Matricos H rangas yra k — m — 1. Tikrinamoji hipotezé
uzraSoma pavidalu H : Hu = 0.

Remiantis I1.1.21 pratimu hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai

(k—m—1)SSg

F = > Fo(k—m—1,n—k),
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¢ia SSpy yra kvadratinés formos SS(p) salyginis minimumas, kai teisinga hipotezé (jis
surastas 11.3.34 pratime)

k
i=1
I1.3.38. Atsitiktiniai dydziai Y, 41 ir ft(x) nepriklausomi ir normalieji. Tada
Va1 — itl@) ~ N(0,0%(1 + (@), H(@) = 27 (AT A)"!
ir R
Yo — i(x)
1+ b%(x)
A.d Y, 11 pasikliovimo lygmens (Q = 1 — 2« prognozés intervalo réziai yra

(@) Fsyv/14b%(x)ta(n —m—1).

11.3.39. a) Atlikus polinomine regresija (pirmo, antro trecio, laipsnio) gauta, kad
netenkinamos tiesinés regresijos prielaidos.

b) Imkime eksponentinio tipo priklausomybe E(Y|X) = ae X, Pazyméje U = InY
gausime tiesinj modelj U; = o — BX; + €;, 8o = Ina. Tardami, kad paklaidos tenkina
jprastines regresinés analizés salygas, gauname parametry jvertinius Sy = 4, 29799; 3 =
—0,01824. Determinacijos koeficientas R? = 0, 3489, todél gautas modelis netinkamas
prognozavimui.

I1.3.40. BBy — By = 45, Bf1 — B1 = 75
I1.3.41. Parametry 61,0, MK jvertiniai 6, = (Y1 — Y3)/2, 6, = (Y1 + 2Ys + Y3)/6;
V(0)) = 62/2, V(6,) = 62/6, Cov (01,05) = 0; SSg = ((Y1 — Y2)2 4+ 2Y2)2/3 ~ o2)2.
Tikrinama hipotezé H : B =0, — 20, = 0; § = (Y, —4Yy —5Y3)/6, V.

hatf = 702 /6; 652/7 ~ a2x?. Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai

~Sn—-—m-—1).

(Y1 — 4Y3 — 5Y3)?

T (A AR )

> Fo(1, 1).

I1.3.42. Kadangi keturkampio kampy suma lygi 27, tai i8reiske o4 = 27 —p1 —p2— 3
gauname, kad modelis priklauso nuo 3 nezinomy parametry 1, @2, 3. Stebéjimai turi
tokia struktirg

Y1 =1 +en,
Yo = 2 + e,
Y3 = 3 + €3,
2 =Yy = @1 + p2 + 03 + eq;
1 3 -1 -1 Yi —-Y,+ 27
(ATA)—lz1 -1 3 -1 |, ATy = Va-Yi+2n
-1 -1 3 Ys —Y;+ 27

Gauname parametry jvertinius @1 = 3Y; —Yo—Y3—Y4 427, 9o = =Y +3Yo—Y5-Y,+27,
w3 =—-Y7 — Yo+ 3Y; — Y; + 27 ir liekamaja kvadraty suma

2
1
SSE = 1 (ZY} — 271') ~ 02)&.
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Kai hipotezé teisinga yra, du nezinomi parametrai ¢1, @2, kurie susieti lygybe 2¢1 +
29 = 2. I8reiske o = m — 1 gauname, kad modelis priklauso tik nuo vieno parametro
1. Stebéjimai turi tokia struktura

Yi=pi+e, r—Yo=p1+e, Ya=p1+e3, m—Yy = +ey.

Parametro ¢; MK jvertinys @1 = (Y1 +Y3—Yo—Y,+27)/4 ir salyginé liekamoji kvadraty
suma .
SSpn =88k + (Vi = Y3)* + (Y2 = Y2)?);

1
SSpy — SSk = 5((Y1 —Y3)? + (Yo — Y3)?) ~ 0?x3.
Hipotezé atmetama reikimingumo lygmens « kriterijumi, kai F' = [(Y; — Y3)% + (Y2 —
Ya)?)/ (32, Yi = 2m)% > Fo(2, 1).
I1.3.43. Pazymékime Y = (Y7,..., V)T ir B8 = (Bo, B1, B2)T. Tada

B=(ATA)'ATY;

¢ia matrica A7 turi 3 eilutes ir n stulpeliy; pirmoji eiluté yra (1,1, ..., 1);
antroji (cos(2wky /n), cos(4mky/n), ..., cos(2nmky /n)); trecioji (sin(27wky /n), sin(dwk, /n),
ooy SIn(2n7ky /).

I1.3.44. a) By = 84,55, B1 = 1,83, B2 = 2,68; b) Gauname Fy = 5,89 ir F, = 8,62;
regresijos koeficienty lygybeés nuliui hipotezés atmetamos; c) 99,02; 105, 36.

I1.3.45. Pazingsninés regresijos metodu (zr. [3], 3.3.11 skyrelj) gauname, kad prog-
nozuojant X, reikia naudotis visais kintamaisiais X, X5, X3; regresijos jvertis X, =
8,29+ 0,60X1 — 0,14X5 + 0,52X3; rx,(x,,X,,Xx5) = 0,8770.

11.3.46. Parinke pirmojo, antrojo, tre¢iojo ir ketvirtojo laipsnio polinomus gauname,
kad netenkinamos tiesinés regresijos prielaidos.

11.3.47. o(z) = 2 — 322,

11.3.4 skyrelis

11.3.48. 7r. [3], 4.3.1 skyrelj.

11.3.49. a) Salyginis kvadratinés formos minimumas

SSpi, = min (Y —AB—Cy)T(Y —AB - C~) = (Y — ABy)" (Y — ABy) = Ryy;

Y=0
SS.Y = SSEH., — SSg = ’%Ryzl + ...+ ’?kRyIk.
Hipotezé H, atmetama reikSmingumo lygmens o kriterijumi, kai

_ S8Sy(n—m—k)

F, = Fo(k,n—m—k).
g k5S> falkn—m—k)
b) Salyginis kvadratinés formos minimumas

SSeH = min (Y —AB - Cy)T(Y — AB — Cv)
Byyviy=...=7i; =0
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randamas kaip ir I1.3.48 pratime praleidus modelyje kovariantes X;,,...,X;,. Tada
hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

(SSen,,. ., —SSe)(n—m—k)
F%,mﬁz =

> Fu(l,n—m—k).

1555 (hn—m —k)

I1.3.50. Remiantis bendra tiesiniy modeliy teorija reikia rasti salyginj minimuma
SSEH = min

Bi :...:Bi,(Y a Aﬂ - C’Y)T(Y - A/B - C’Y)

Salyginj minimuma galima rasti kaip I1.3.48 pratime vietoje parametro @ imant para-
metra 0 = (61, ..., 0m—st1) Sis vektorius susideda i§ likusiy vektoriaus 8 koordinagiy ir
parametro 0,,_,41, iraSyto vietoje 3;,, ..., Bi,
Tada hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
Fg = (S8en = 55p)(n—m — k) > Fo(s,n—m —k).

I1.3.51. Gauname (7r. I1.3.48 pratima)

J.

I I J;
=33 (Vi —Yi)? Rea=) > (Xij— X)),
=1 j= =1 j=1

-

_

I J;
Ty Z Z 7 7 zy Xz)a
=1 j=1
~ R:I:y ~ Riy 2.2
= Rxx7 SSE:Ryy_’nyy:Ryy_ sz ~O0 Xp—I-1-
Tikrinant H, : v = 0 (zr. 11.3.49 pratima)
R2
S8, = SSew, ~ S5k = 5.
Hipotezé H. atmetama, kai
SS,(n—1—-1) R, (n—I-1)
F. =24 > F(l,n—T1-1).
YT T 88, RuoRyy — R2 (Lm )

zy
Tikrinant hipoteze Ha : o1 = ... = ay = 0 (Zr. I1.3.50 pratima) salyginis kvadratinés
formos minimumas

SSpm, = Igglz > (Vi — = ymiy)*.
v
Kartodami I1.3.48 pratimg (vietoje raidziy R imdami T') gausime

yy*ZZ ij 7~ Ryy+z=] (Yi. - Y)2

= Ry, + 554,

Tow = ZZ(XZJ - X-.)2a Tyy = ZZ(YZJ - Y)(X” - X))
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. T, T, T;
Teg, S =T =T
T2 2
_ — _ Ty Ty
SSEHA SSE =554 ., + sz.

Hipotezé H 4 atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

(SSpH, —SSp)(n—T—1) _

F =
A (I-1)SSg

(84 — e 4 Bony(y _ 7 1)
= Lo g Beyy, p
= Teo oot > Fo(I—1,n—1-1).
(I =D(Ryy — 524)
Norédami palyginti pateiksime hipotezés H 4 tikrinimo kriterijy dispersinés analizés sche-
moje (neatsizvelgiant j kovariante X): hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kri-

terijumi, kai

SSuln —1I)

T-DF > Fo(I—1,n—1).
vy

11.3.52. Pazymékime

Ry, = ZZYU—Y )X - X7, r=1,2

R.,-s = ZZ(XZ(JT) — XZ(T) ( Z(JS) i(.s))7 r,s = 1, 2.
g

Tada a) 41 = (Ro1Re2 — Ro2R12)/A, 42 = (Roa Ry — RoiRi2) /A, A = RiiRos — Riy;
b) Vﬁ/l = UQI(J_I)R22/A, V’?Q = O'QI(J_l)Rll/Aa Cov (&17&2) = _UQI(J_1>R12/A7
A1 ir 42 nekoreliuoti, kai Ri2 = 0.

I1.3.53. a) Randame

Ruu(z’]) = Z(Ylﬂﬂ - }71‘47‘-)27 Ra:I(Zvj) = Z(Xijk - Xij.)Qa
k k

Ryaz(lvj) = Z()/ijk - le])(Xka - Xij.);
k

SSp(i,j) = Ryy(i,§) = Ry, (i,§)/Raa (i, 4),  SSE =Y SSu(i,j) ~ 0*X7 j(x_2)-
i g

Kai hipotezé H teisinga, tai

y = Ryz/sza SSEH = Ryy - RZ%/REI’

yy ZZRyy { .7 Ry = ZZR£$(Z7.])7 Ryic = ZZRy?E(Z7J)’
i g i

hipotezé H atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

(SSpm — SSE)(IJ(K —2))/(SSp(IJ — 1)) > FallJ — 1, LJ(K — 2)).
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b) Kai H teisinga, tai a.d.

VRea(5 =)/ SSeu/IJK —1J —1) ~ SIJK —1.J —1).

I1.3.54. Randame Ry, = >, 373, (Yije — ¥ij)?, Raw = 30 32, 30 (Xijk — Xij.)?,
= Z Z Zk( ik — Yij. )(XZJk - Xza.) ¥ = yI/RM: SSg = Ryy — YRya ~
o XIJK—IJ—l
a) Hipotezé H atmetama reiksmingumo lygmens « kriterijumi, kai R, (IJK —IJ —
1)/SSg > Fo (1, IJK —IJ —1).

b) Randame Ry, = Ry, + JKY,(Yi. =Y. )? Ryp = Ruw + JK Y, (Xi — X)),
Ry =Ry +JK Y, (Vi —Y. ) (X —X.. ), SSp = Ry, —#R,.; hipotezé H, atmetama
reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai (SSpy —SSp)IJK —-1J-1)/((I-1)SSg) >
F,(I-1,IJK—-1J-1).

I1.3.55. Remdamiesi kovariacine analize randame SSp = ZZ[RZ(JZ - (R§2)2 / Rzl
Ryy = 3;(Yi; = Yi)?, Ry = 0, (Yyy = Yi)(X; = X)), i = 1,2, Ray = 3,(X; — X
SSgH = Rg(,é)JrR?(fy) f(R?(,,;)JrR;i))Q /(2Rz,. Hipotezé atmetama reikSmingumo lygmens o
kriterijumi, kai F = (SSpx — SSE)2(J —1)/SSp = [R\Y — RP122(J —1)/(2R4.SSE) >
Fo(1,2(J — 1)). Tikrindami dviejy regresijos tiesiy lygiagretumo hipoteze remiameés
statistika T = (91 — 92)vV/Rzz/+/2SSE/(2(J — 1)). Nesunku patikrinti, kad F = T2

11.3.56. a) Kadangi statistikos reiksmeé Fy = 14, 6, tai hipotezé atmetama kriterijumi
su gana aukstu reik§mingumo lygmeniu. b) Imdami antro laipsnio polinoma gauname,
kad kovarianté ir jos kvadratas yra reik§mingi, nes statistiky reik§més atitinkamai yra
48,83 ir 53,75. Imdami trecio laipsnio polinoma gauname, kad kovarianté, jos kvadratas
ir treCiasis laipsnis yra reikSmingi, nes statistiky reikSmeés atitinkamai yra 35,23, 17,89 ir
8,87. Kadangi statistikos reik§mé yra 28,78, tai hipotezé apie faktoriaus jtakos nebuvima
atmetama kriterijumi su gana aukstu reik§mingumo lygmeniu.

11.3.57. a) Atlike dispersine analize gauname, kad faktorius C' (F¢ = 1, 17; atitinka-
ma P reik§mé yra 0,2947) ir kity faktoriy saveikos su faktoriumi C' (Fac = 1,35, Fgc =
1,09, Fcp = 1,17; atitinkamos P reiksmés 0,2878; 0,3609; 0,2947) nereikSmingos. At-
likus dispersine analize nejtraukiant faktoriaus C ir saveiky su faktoriumi C' gautos
tokios statistiky realizacijos: Fa = 124,60; Fg = 728,98; Fp = 118,78; Fap = 41,75,
todél hipotezés atmetamos su gana aukstu reikSmingumo lygmeniu. Statistikos Fap =
0,87, Fgp = 3,09; atitinkamos P reiksmés 0,4348, 0,0657. b) Atlikus analize, kai elimi-
nuota kovariantés B jtaka, gauta: faktoriy A ir C, A ir D, C ir D sgveikos nereikSmin-
gos (statistiky reiksmeés yra 0,17; 0,11; 0,15; atitinkamos P reiksmeés 0,8469; 0,8933;
0,7059). Faktoriy A ir D jtakos nebuvimo hipotezé atmetama auksto reik§mingumo
lygmens kriterijais. Faktorius C nereik§mingas (statistikos reik§mé 0,15; atitinkama P
reik§mé 0,7059).

I1.3.58. a) Kadangi F4 = 43,67, tai hipotezé atmetama. b) By = —127,17; 81 =
90, 827. Hipotezé H : f; = 0 atmetama. c) Tikrinant hipoteze H 4 eliminavus kovariantés
X jtaka, hipotezé atmetama kriterijumi, kurio reik§mingumo lygmuo « > 0, 0098.

I1.3.59. a) F4 = 2,72,F = 5,50; atitinkamos P reikimés 0,1139, 0,0108. b)

Eliminave kintamyjy X ir Z jtaka, gauname F4 = 13,96, Fp = 5,96; atitinkamos P
reik§meés 0,0025, 0,0137. Hipotezé, kad kovarianté X nereiksminga (statistikos reik§meé
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57,58) atmetama kriterijumni su aukstu reik§mingumo lygmeniu. Hipotezé, kad kovarianté
Z nereik8minga (statistikos reik§me 8,30) atmetama kriterijumi kai reik§mingumo lygmuo
a > 0,0205.

11.3.60. a) F4 = 2,46; P reikSmé 0,1173. b) Tikrinant hipoteze H 4 eliminavus
kovariantés X jtaka statistikos reik§mé yra 2,88; hipotezé atmetama kriterijumi, kurio
reik§mingumo lygmuo o > 0, 0896.

11.3.61. a) F4 = 3,08, Fp = 2,88, Fc = 1,13; atitinkamos P reik§més 0,0373,
0,0773, 0,3001. b) F4 = 2,58, Fg = 5,08, F¢c = 5 63; atitinkamos P reik§més 0, 0667,
0,0159, 0,0273. Hipotezé, kad kovarianté X nereik§minga, atmetama kriterijumi su reiks-
mingumo lygmeniu a > 0,0006.

I1.3.5 skyrelis

11.3.62. By = 1/12; 3, = —1/12, By = —29/12; 6% = s> = 6,75. Statistikos, kurios
esant teisingoms hipotezéms H; : 5; = 0 turi Figerio skirstinius su 1 ir 9 laisvés laipsniais,
igijo reikSmes 0,012; 0,012, 10,383; atmesti parametry S5y ir £; lygybés 0 hipotezes néra
pagrindo; hipotezé Hs : B2 = 0 atmetama, kai kriterijaus reik§mingumo lygmuo vir§ija
0,01.

11.3.63. a) B = —13/8, B1 = —19/8, B, = 51/8, B3 = —63/8, 6 = s = 2,318.
Statistikos, kurios esant teisingoms hipotezéms H; : 5; = 0 turi FiSerio skirstinius su 1
ir 4 laisves laipsniais, jgijo reiksmes 3,930; 8,395; 60,488; 92,302; atitinkamos P reikSmés
yra 0,118; 0,044; 0,0015; 0,0007. b) B12 = 5/8, f13 = —1/8, fag = —11/8, 6 = s = 1, 768;
atmesti hipotezes néra pagrindo.

I1.3.64. fo = 1727,63, 1 = 13, Ba = 40,875, B3 = 38,75, — 167, 138.
Hipotezés H; : 8; = 0,i = 1,2, 3, neatmetamos. B12 = —22, B13 = 31, 875 523 = —63,5,
6 = s = 165, 564; atmesti hlpotezes H;; - Bi; = 0,1 # j = 1,2, 3, néra pagrindo.

I1.3.65. a) Parametry jverciai: By = 1848,59, B; = —20, 7188, By = —13,9063, B3 =
0,8438, B4 =50, 3438; Bra = 26, 2813 Bis = 26,5313, B14 = —67,4688, a3 = —19,4063,
524 = 16,9688, 554 = —2,1563, 6 = 169,803. b) Hipotezé Hy : By = 0 atmetama;
hipotezé Hy4 : f14 = 0 atmetama, kai kriterijaus reik§mingumo lygmuo vir§ija 0,0355;
kitos hipotezés neatmetamos. c¢) Prognozés intervalas su pasikliovimo lygmeniu Q = 1—«
yra Y £ 6t,/2(21)1/(33 + p2)/32.

I1.3.66. o = >, Y:/9, b1 = (—Y1 + Y3 — Yy + Y5 — Y7 +Y5)/6, Bo= (Vi +Yo+Y; —
Y7 —Ys—Y)/6; B =3,Yi/3— (Vs +AY5+Y7); B = > Yi/3—(Ya+Ys +Y6)3f312 =
22 Yi/9= (Ya4+Ya—Ys 4+ Y +Ys)/3; fonn = (Y1 —2Ya + Y3 — Y7 +2Y5 = Y5)/3; Braz =
(— Y1+Y3+2n—2Y6—Y7+Yg)/3 V50—02/9 Vﬁl V52—02/6 Vﬂll—VﬂQQ—

02/2; V B2 = 902/4; V 11 = V pias = 302 /4.

11.3.67. a = /10 — 2.

11.3.68. a = 2¢/V2 — 1.

I1.3.69. Parametry jverciai: By = 2,0444, ﬂl =0,4667, By = —0 1667, 511 = 0,4667,
522 = 0,8667, 12 = 0,1361, 5211 = 0,650, ﬁug = 0,625, 62 = s? = 0,8066. Hipotezé
Hy : Bo = 0 atmetama: P reik¥meé pv = 2 x 1076, Hipotezei ng : B2z = 0 P reikSmé
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pv = 0,082; atmesti kitas hipotezes néra pagrindo.
I1.3.70. Abiem atvejais pirmoji replika ((1), ab, ac, bc).
11.3.6 skyrelis
I1.3.71. a) By = 3,2975, 31 = 0,0023, B, = 0,0188, B3 = —0, 0437;

1,198 0 —0,168 0,021
foa s 0 0,115 0 0
VB =101 5968 0 0040 0

0,021 0 0 0,245

b) Tikrinant hipotezes H; : §; = 0,j = 1,2, 3, statistikos (zr. [3], 5.2.1 skyrelj) igijo
reikSmes 0,05; 8,89; 7,81; atltlnkamos P relksmes yra 0,8299; 0,0029; 0,0052.
)u13—650 3’61+9’62_31 80; /.L43—€’80—27 04;

(1,53 1) = (28,86;35,04);  (p,,37043) = (25,27;28,94).
Tagkinis jvertinys fi;; = eéij,éij = BTZZ-J-. Tiesinio darinio 6;; = BTZij aproksimacinj
lygmens @@ = 1 — 2« pasikliovimo intervala gauname aproksimuodami statistikos (6;; —

0::)/\/V (i), V(0:;) = Z?;V(B)Zij, skirstinj standartiniu normaliuoju skirstiniu:

(0,,:0:5) 2o\ V(035); 055 + 2a\/ V

Tada By = ebii, Lij = elis.

I1.3.72. a) Gy = 27,043,641 = 0,0714,d9 = 0,5571,45 = —1,279; 62 = s% =
SSE/(n—4) = 37,891;

1,2630 0  —0,1804 0
N 0 0,1353 0 0
VB =|_01804 0 0,0451 0

0 0 0 0,2707

b) Tikrinant hipotezes H; : a;; = 0,5 = 1,2, 3, statistika jgijo reiksmes 0,19; 2, 62;
—2,46; atitinkamos P reik§més yra 0,8466; 0,0108; 0,0166.
C) ﬂlg = 6[0 — 3651 + 96&2 = 31784, ,[L43 = 6[0 = 27,04,

(11,43 Fing) = (28,45:35,24);  (1,,37ias) = (24,80;29,29).

I1.3.73. a) Y% = 10,31,% = 0,0141,9 = 0,0998,43 = —0,2409;6% = s> =
SSp/(n —4) = 1,295;
0,04317 0 —0,00617 0
N 0 0,00463 0 0
vi(B) = —0,00617 0 0,00154 0
0 0 0 0,00925

b) Tikrinant hipotezes H; : v; = 0,7 = 1,2, 3, statistika jgijo reikSmes 0, 21; 2, 54;
—2,50; atitinkamos P reik§meés yra 0,8362; 0,0134; 0,0147.
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¢) fus = 31,14; fia3 = 26,57;
(ng; ﬂ13) = (27, 77, 34, 75), (H43; ﬁ43) = (247 45; 28, 73)

11.3.74. a) By = 1,897, 1 = 0,8193, 3o = 0,0773, (3 = 0,0788; V(BO) =1/60,
V(B;) =1/30, j = 1,2,3; Cov (Bo, B;) = —1/60, j = 1, 2, 3; Cov (;, f) = 1/60,
j#Fl=1,2, 3.
b) Tikrinant hipoteze H : 51 = B2 = B3 = 0, tikétinumy santykio statistika

Dp = —120(8In2 + In(T1 TbT5T4/T*)),

ciaT; =3 ,Yi,7 = 1,234 T =T+ 1o+ T3 + Ty = 907,83 4 432,27 4 432,92 +
400, 11 = 2173, 13; jgijo reikdme 29,77; P reik¥mé yra 1,54 x 1075, Tikrinant hipotezes
Hj : B; = 0, statistikos 30/3’2 igijo reiksmes 20,14, 0,179, 0,186; atitinkamos P reik§més
7,20 x 1075, 0,6720, 0,6660. Tikrinant hipoteze Has3 : B = B3 parametro 6 = By — 33
ivertinio dlspersua V(0) = V(35 — f33) = 1/30; statistika 3062 = 6,8 x 10~5; P reiksmé
0,9934.

¢) fiz = T3/20 = 21,65; (us; 73) = (17,07; 28,37).

I1.3.75. a) Gy = —12,371, 3, = 1,459, B = 0,590. Tikrinant hipotezes H; : 3; =
0, j =1, 2 statistiky W, (zr. [3], 5.3.6 skyrelj) kvadratai igijo reik3mes 1,125, 4,978;
atitinkamos P reiksmes 0,2889, 0,0257.

b) exp(B1) = 4,302; exp(Ba) = 1,803,

¢) m(X3 =20, X; =0) = 0,3593, 7(X5 = 20, X; = 1) = 0, 7070.

d) V11(0,5) =9, V1(0,5) = V40(0,5) = 4, Vo(0,5) = 7.

I1.3.76. a) By = 6,549, 3, = —0,303, By = —0,327, 33 = 1,741, B, = —0, 009.

b) Tikrinant hipotezes H; : 8; = 0, j = 1, 2, 3, 4 statistiky W; (zr. [3],
5.3.6 skyrelj) kvadratai jgijo reiksmes 4,987, 0,082, 1,372, 0,071; atitinkamos P reiksmés
0,0255, 0,7742, 0,2415, 0,7899.

I1.3.77. By = —1,721,/3; = 0,00117, B2 = —0,0199. Tikrinant hipotezes H; : 3; =
0, j =1, 2 statistiky W, (zr. [3], 5.3.6 skyrelj) kvadratai jgijo reiksmes 3,211, 0,921;
atitinkamos P reiksmeés 0,0731, 0,3372.

11.3.78. a) Kai Z = 0, gauname (3, = 3,95, 31 = —0,112; exp(f1) = 0, 894; tikrinant
hipoteze H; : 81 = 0 statistikos Wy (zr. [3], 5.3.6 skyrelj) kvadratas jgijo reiksme 102,6;
hipotezé atmetama. Kai Z = 1, gauname [y = 3,33, = —0,091;exp(f1) = 0,913;
tikrinant hipoteze H; : B; = 0 statistikos W; kvadratas jgijo reik§me 58,8; hipotezé
atmetama.

b) Bo = 3,63, = —0,103 (atstumas), B = 0,1036 (lyga). Tikrinant hipoteze

: /1 = 0 statistikos Wy (zr. [3], 5.3.6 skyrelj) kvadratas jgijo reiksme 161,6; hipotezé
atmetama. Tikrinant hipoteze H, : B2 = 0 statistikos W5 kvadratas igijo reik§me 0,372;
atitinkama P reik§mé 0,5419; atmesti hipoteze néra pagrindo.



III. Neparametrine statistika

II1.1. Chi kvadrato kriterijus

I11.1.1. Paprastoji hipotezé

IT1.1.1. Mendelis stebéjo, kokios zirniy séklos gaunamos kryzminant augalus, kuriy
seklos geltonos ir apvalios, su augalais, kuriy séklos zalios ir raukslétos. Rezultatai
pateikti lenteléje kartu su teorinémis tikimybémis, apskai¢iuotomis remiantis Mendelio
paveldimumo teorija.

Séklos Daznumai | Tikimybés
Geltonos ir apvalios 315 9/16
Geltonos ir raukslétos 101 3/16
Zalios ir apvalios 108 3/16
Zalios ir raukslétos 32 1/16
X 556 1

Ar stebéjimo duomenys nepriestarauja Mendelio paveldimumo teorijai?

IT1.1.2. KryZzminant du kukurtizy tipus gauti keturi skirtingi augaly tipai. Pa-
gal paprastaja Mendelio paveldimumo teorija §ie tipai turety pasirodyti su tikimybémis
9/16, 3/16, 3/16 ir 1/16. Stebint 1301 augala gauti tokie dazniai 773, 231, 238 ir 59. Su
kokiu reik¥mingumo lygmeniu x? kriterijus neprieftarauja Mendelio modeliui?

I11.1.3. Skaitmenys 0, 1, 2,...,9 tarp pirmyjy 800 skai¢iaus 7 Zenkly kartojasi
atitinkamai 74, 92, 83, 79, 80, 73, 77, 75, 76, 91 karta. Ar galima Siuos duomenis
interpretuoti kaip a.v. U ~ P19(800, ), ® = (1/10, ...,1/10)7 realizacija?

IT1.1.4. Tikrinama hipotezé apie atsitiktiniy skai¢iy lentelés korektiskuma, t.y.
hipotezé, kad lenteléje skaitmenys 0, 1, 2, ..., 9 pasitaiko su vienodomis tikimybémis
p = 0,1. Hipotezé tikrinama y? kriterijumi. Koks turi biiti imties didumas, kad
ta hipotezé buty atmesta su tikimybe, ne maZzesne uz 0,95, jei zinoma, kad 5 skait-
menys lenteléje pasirodo su tikimybémis 0,11, o kiti 5 — su tikimybémis 0,09 (kriterijaus
reik§mingumo lygmuo yra 0,05)7

ITI.1.5. Nuskaitydami prietaiso skalés parodymus, kai paskutinis skaitmuo jverti-
namas i§ akies, stebétojai kartais nesamoningai suteikia pirmenybe kai kuriems skai-
¢iams. Lenteléje pateikti paskutiniyjy skaitmeny dazniai tam tikram stebétojui atlikus
200 stebéjimy.

243
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Skaitmuo | 0 1 2 3 4|5 6 7|8 9
Daznis 35|16 | 15| 17 | 17 | 19 | 11 | 16 | 30 | 24

Is lentelés matome, kad skaitmenys 0 ir 8 pasirodo Siek tiek dazniau, palyginti su
kitais. Ar galima daryti i§vada, kad stebétojas suteikia pirmenybe kai kuriems skai¢iams?

II1.1.6. Jrodykite, kad tikrinant hipoteze apie polinominio skirstinio (Ui, ..., Ug)? ~
Pr(n,m) tikimybiy vektoriaus w = (71,...,m)? reiksme: Hy : m = mo; ¢ia w9 =
(7105 -y Tk0) T, 0 < Tjo < 1, m10 + ... + Tko = 1 Zinomas vektorius, statistika

k
X2 =n> (1—mo)H(U;/n) - H(my))?

i=1
asimptotiskai (n — oo) pasiskirs¢iusi pagal x kvadrato skirstinj su k — 1 laisvés laipsniy;
¢ia H(x) = arcsin(2z — 1).

II1.1.7. Raskite Pirsono statistikos

k 2 k 2
X2 _ (U1 — 7’L’/Ti0) _ Uz
" Z nm;0 Z nmwio — N

=1 =1

pirmuosius du momentus, kai tikrinamoji hipotezé: a) teisinga; b) neteisinga.

II1.1.8. (IIL.1.7 pratimo tesinys). Irodykite, kad jei tikimybés mo = 1/k, tai X2
dispersija yra V(X2) = 2k2{2(n — 2) Y, 7 — (2n — 3)(3_; 72)% + Y, 72}, o jeigu ir
T = Ti0 = 1/k, tai V(X,QL) = 2(/€ — 1)

IT1.1.9. Kompiuteriu sugeneruota n = 80 atsitiktiniy skai¢iy. Gautieji rezultatai:

0,0100 0,0150 0,0155 0,0310 0,0419 0,0456 0,0880 0,1200 0,1229 0,1279 0,1444 0,1456
0,1621 0,1672 0,1809 0,1855 0,1882 0,1917 0,2277 0,2442 0,2456 0,2476 0,2538 0,2552
0,2681 0,3041 0,3128 0,3810 0,3832 0,3969 0,4050 0,4182 0,4259 0,4365 0,4378 0,4434
0,4482 0,4515 0,4628 0,4637 0,4668 0,4773 0,4799 0,5100 0,5309 0,5391 0,6033 0,6283
0,6468 0,6519 0,6686 0,6689 0,6865 0,6961 0,7058 0,7305 0,7337 0,7339 0,7440 0,7485
0,7516 0,7607 0,7679 0,7765 0,7846 0,8153 0,8445 0,8654 0,8700 0,8732 0,8847 0,8935
0,8987 0,9070 0,9284 0,9308 0,9464 0,9658 0,9728 0,9872

Ar sie duomenys neprieStarauja prielaidai, kad tai yra paprastosios imties, gautos
stebint a.d. X ~ U(0, 1), realizacija?

I11.1.2. Sudétinés hipotezés

IT1.1.10. Per 8000 bandymy nesutaikomi, sudarantys pilng jvykiy grupe jvykiai A,
B ir C pasirodé 2014, 5012 ir 974 kartus. Tarkime, 8iy jvykiy pasirodymo tikimybés yra
1, Mo, T3, T + Mo + m3 = 1. x? kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad jvykiy pasirodymo
tikimybés yra m; = 0,5 — 2a, mo = 0,5+, 13 =, 0 < a < 0, 25.

I11.1.11. Tarp 2020 Seimy buvo uZregistruota 527 Seimos, kuriose abu vaikai berniu-
kai, 476 Seimos, kuriose abu vaikai mergaités, ir 1017 Seimy, kuriose vaikai skirtingy ly¢iy.
Ar galima tvirtinti, kad berniuky skai¢ius Seimose su dviem vaikais yra a) binominis a.d.;
b) binominis a.d., kai berniuko ir mergaités gimimo tikimybés vienodos.

IT1.1.12. Diskretaus a. d. penkios nepriklausomos realizacijos yra 47, 46, 49, 53 ir
50. Ar galima tvirtinti, kad buvo stebimas Puasono a.d.?
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IT1.1.13. Rezerfordo ir Geigerio bandymuose buvo registruojamas radioaktyvios
medziagos per 2608 ilgio 7,5 sek. periodus iSspinduliuoty « daleliy skai¢ius. Rezul-
tatai pateikti lenteléje (i — iSspinduliuoty daleliy skaiius, V; — periody, per kuriuos buvo
stebima ¢ daleliy, skaiCius).

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 |9 |10 11|12
Vi | 57 1 203 | 383 | 525 | 532 | 408 | 273 | 139 | 45 | 27 | 10 | 4 | 2

Ar neprie§tarauja gauti duomenys prielaidai, kad per vieng perioda i§spinduliuoty
daleliy skai¢ius turi Puasono skirstinj?

II1.1.14. Kontroliniu prietaisu buvo iSmatuotas atstumas r (mikronais) nuo detalés
svorio centro iki jos iSorinio cilindro agies. Matavimo rezultatai pateikti lenteléje (r; —
reik§meés, n; — dazniai).

T n; T n;
0-16 | 40 80 -96 | 45
16 -32 | 129 | 96 - 112 | 19
32-48 | 140 | 112 -128 | 8
48 — 64 | 126 | 128 - 144 | 3
64-80 | 91 | 144 -160 | 1

Remdamiesi x? kriterijumi, patikrinkite, ar stebéjimo rezultatai nepriestarauja prie-
laidai, kad stebimi atstumai pasiskirste pagal Reléjaus désnj.

I11.1.15. Nustatant 200 elektros lempuciy degimo laika T', gauti rezultatai pateikti
lenteléje ((a;—1,a;] — degimo laiko intervalai, n; — dazniai).

Ai—1— =0 | Ny | Gi—1— —0a; | NG
0 - 300 53 | 1800 — 2100
300 — 600 41 | 2100 — 2400
600 — 900 30 | 2400 — 2700
900 — 1200 | 22 | 2700 — 3000
1200 — 1500 | 16 | 3000 — 3300
1500 — 1800 | 12 | 3300 — 3600 | O

N W Ut g ©

Remdamiesi x? kriterijumi, patikrinkite, ar stebéjimo rezultatai nepriestarauja prie-
laidai, kad lemputés degimo laikas pasiskirstes pagal eksponentinj désnj.

IT1.1.16. Lenteléje pateikti prapuolimo kampai 209 pasto balandziy, kai atliekant
bandyma buvo bandoma paveikti jy ,vidinj laikrodj* (zr. [14]).

Kryptis | Daznis | Kryptis | Daznis
0°— 26 180°— 14
30°— 22 210°— 11
60°— 26 240°— 12
90°— 30 270°— 5
120°— 29 300°— 5
150°— 18 330°— 11

Duomenys sugrupuoti j 30° ilgio intervalus. Lenteléje nurodyti kampai ¢;, atitinkan-
tys ¢-0jo intervalo pradzia, ir patekusiy j ¢-3ji intervala dazniai n;, ¢ = 1,...12. Patik-
rinkite hipoteze, kad turimi duomenys nepriestarauja prielaidai, jog prapuolimo kampas
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turi Mizeso skirstinj M (s, 6).
IT1.1.17. Lenteléje pateikta smélio griideliy orientacija plok§tumoje (zr. [14]).

Kampas | Kiekis | Kampas | Kiekis | Kampas | Kiekis
0°— 244 60°— 326 120°— 322
10°— 262 70°— 340 130°— 295
20°— 246 80°— 371 140°— 230
30°— 290 90°— 401 150°— 256
40°— 284 100°— 382 160°— 263
50°— 314 110°— 332 170°— 281

Kampai sugrupuoti j 10° ilgio intervalus (nurodoma grupavimo intervalo pradZia).
Gretimuose stulpeliuose nurodomi smélio grudeliy, kuriy orientacija patenka j atitinka-
mus intervalus, skaiciai.

Padvigubine kampus perveskite duomenis j intervala [0°—360°]. Patikrinkite hipoteze,
kad stebétas atsitiktinis kampas turi Mizeso skirstinj M (u, ).

I11.1.18. Didumo n = 100 imties realizacija pateikta lenteléje.

338 | 336 | 312 | 322 | 381 | 302 | 296 | 360 | 342 | 334
348 | 304 | 323 | 310 | 368 | 341 | 298 | 312 | 322 | 350
304 | 302 | 336 | 334 | 304 | 292 | 324 | 331 | 324 | 334
314 | 338 | 324 | 292 | 298 | 342 | 338 | 331 | 325 | 324
326 | 314 | 312 | 362 | 368 | 321 | 352 | 304 | 302 | 332
314 | 304 | 312 | 381 | 290 | 322 | 326 | 316 | 328 | 340
324 | 320 | 364 | 304 | 340 | 290 | 318 | 332 | 354 | 324
304 | 321 | 356 | 366 | 328 | 332 | 304 | 282 | 330 | 314
342 | 322 | 362 | 298 | 316 | 298 | 332 | 342 | 316 | 326
308 | 321 | 302 | 304 | 322 | 296 | 322 | 338 | 324 | 323

Modifikuotuoju x? kriterijumi (grupavimo intervaly skaic¢ius k¥ = 8) patikrinkite
hipoteze, kad buvo stebimas normalusis atsitiktinis dydis.

I11.1.19. Lenteléje pateikti duomenys, apibudinantys tam tikro elemento koncen-
tracija nesureagavusiame likutyje pasibaigus cheminiam procesui.

1051 8| 47 | 8 | 5 |56 | 12| 4 | 5 4 4 | 7|16 |9
30125 (12| 3 | 22| 5 |15 |4 |4 (29| 15 | 4| 2 |18 | 41
3| 5 |54|110 (2416 2 |37|20 | 2 6 7116 2 |14
68 |10 |16 | 11 |78 | 6 |17 | 7 |11 |21 | 15 | 24| 6 | 32| 8
11| 4 |14 | 45 |17 |10 |15 20| 4 |65 | 10 | 3 | 5 |11 | 13
35|11 | 34| 3 4 112 | 7|6 |62]13| 36 |26| 6 |11 | 6
13|14 |3 | 18|10 37|28 4 (12| 31 |14 | 3 |11]| 6
4 11038 6 1112419 | 4|5 |8 |135]22] 6 |18 49
1719 |32 27 | 2 (128 |93| 3 |9 10 | 3 |14 |33 | 72
141 4|9 |10 |19 2 |5 |21 8 |25 30 |20 12|19 | 16
Modifikuotuoju x? kriterijumi (grupavimo intervaly skai¢ius k = 10) patikrinkite

hipoteze, kad buvo stebimas lognormalusis atsitiktinis dydis.

I11.1.20. Modifikuotuoju chi kvadrato kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad pateikti
n = 100 skai¢iy yra normaliojo a.d. realizacija.
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24 41 30 37 25 32 28 35 28 51 36 26 43 25 27 39 21 45 39 25 29 43 66 25 24 56 29 31
41 41 36 57 36 48 25 36 48 24 48 22 40 7 31 24 32 53 33 46 22 33 25 37 34 32 41 36 19
32 2519 19 37 20 21 48 44 35 19 44 34 29 48 38 43 48 35 42 37 35 36 58 45 34 40 37 21
41 11 41 27 50 24 37 39 33 45 39 43 21 34

Pakoreguokite kriterijy atsizvelgdami j tai, kad duomenys suapvalinti.

II1.1.21. Patikrinkite hipoteze, kad tam tikro dalyko pazymiai (penkiabaléje sis-
temoje) atestate ir per stojamuosius egzaminus yra nepriklausomi. Duomenys pateikti
lenteléje (z; — pazymys atestate, y; — paZzymys per stojamuosius egzaminus).

TiYj b) 4 3 2 Z
4-5|110 | 70 | 60 | 10 | 250
3 0O | 10| 10| 30| 50

> 110 | 80 | 70 | 40 | 300

II1.1.22. Paleidus raketa 87 kartus, buvo gauti tokie duomenys apie atstuma X (m)
ir nukrypima Y (kampo minutés).

2\ (=250, —50) | (=50,50) | (50,250) | &

0 - 1200 5 9 7 21
1200 — 1800 7 5 5 21
1800 — 2700 8 21 16 45
s 20 35 32 87

Ar §ie pozymiai nepriklausomi?

IT1.1.23. Viename sraute i§ 300 stojanciyjy pazymius ,nepatenkinamai“,  patenki-
namai, ,gerai® ir ,labai gerai“ gavo atitinkamai 33, 43, 80 ir 144; kito srauto stojantieji
atitinkamai 39, 35, 72 ir 154. Ar galima laikyti, kad abiejy srauty stojantieji pasirenge
vienodai?

I11.1.24. Tiriant granulometrine kvarco sudétj Anykscéiy ir Afrikos smélio pavyz-
dziuose, buvo gauta duomeny apie jo grudeliy didZiosios asies ilgj. Remiantis pavyzdziy
granulometrine sudétimi daromos tam tikros iSvados apie geologines smélio susidarymo
salygas. Pateikiami duomenys sugrupuoti vienodo ilgio intervalais (X; — i-ojo intervalo
vidurys).

X; 9|13 |17 |21 |25 |29 |33 |37 |41 |45 |49 | X
Anyksciy smélis | 4 | 12 | 35 | 61 | 52 [ 23 | 7 | 4 | 2 1 0 | 201
Afrikos smélis | 0| 6 |10 | 12 | 13|12 |15 |12 |11 | 7 | 4 | 102

Remdamiesi x? kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad griideliy didZiosios aSies ilgio
skirstinys vienodas Anyksc¢iy ir Afrikos smélio pavyzdZiuose.

IT1.1.25. Dviejose nepriklausomose didumo 500 imtyse buvo uzregistruota laikrodziy,
iSstatyty jvairiy taisykly vitrinose, rodmenys.

Duomenys sugrupuoti j 12 intervaly (0 reigkia intervalg nuo 0 h iki 1 h; 1 — intervala
nuo 1 h iki 2 h ir t.t.) ir suraSyti j lentele.

Imtis | 1 213|456 | 7|8 |9 101112 X
1 41 | 34 | 54 | 39 | 49 | 45| 41 | 33 | 37 | 41 | 47 | 39 | 500
2 36 | 47 | 41 | 47 | 49 | 45 | 32 | 37 | 40 | 41 | 37 | 48 | 500
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Remdamiesi x? kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad abiejose imtyse laikrodziy rod-
meny patekimo j visus intervalus tikimybés yra vienodos.

I11.1.26. Lasteles veikiant rentgeno spinduliais, jose keiciasi kai kurios chromoso-
mos. Lenteléje pateikti keliy nepriklausomy bandymy serijy duomenys (i — chromosomy
pasikeitimy skaiCius, n;; — lasteliy su ¢ pasikeitimy k-ajame eksperimente skaicius).

i 10 1 [2][>3]>nn
ni | 280 | 75 | 12| 1 | 368
nip | 593 | 143 | 20 | 3 | 759
nis | 639 | 141 | 13| 0 | 793
ny | 359|109 | 13| 1 | 482

Patikrinkite hipoteze, kad visos 4 imtys gautos stebint atsitiktinius dydzius, kuriy
skirstiniai yra a) Puasono; b) tie patys Puasono.

I11.1.3. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

II1.1.1 skyrelis
IT1.1.1. Reikia patikrinti hipoteze apie polinominio skirstinio

(Ul, veuy Uk)T ~ Pk(n, 71')
tikimybiy vektoriaus w = (71, ..., ;)7 reik§me: Hy : m = mo; ¢ia g = (710, .., Tho)
0 <mjo <1, o+ ...+ mro = 1 Zinomas vektorius.
Tikétinumy santykio statistika

maXp—r, L(w)  L(m)

k
An == = == H(’ILT(‘Z()/UZ)Ul

max, L(m) L(m) by

Kai hipotezé Hy teisinga ir n — oo, tai (zr. [4], 7.1.2 pastaba)

k
R, =—2In(A,) =2 U In(Us/(nm0)) 5 V ~ x3(k = 1).

i=1

Pirsono statistika X2 irgi turi ta patj asimptotinj skirstinj (r. [4], 2.1.1 teorema)

Remdamiesi §iais sarySiais gauname tokius asimptotinius kriterijus. Hipotezé Hy at-
metama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « tikétinumo santykio kriterijumi, kai

R, > X2 (k —1).
Hipotezé Hy atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « Pirsono x kvadrato kri-

terijumi, kai
Xi > xa(k—1).
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Asimptotiniy P reik§miy terminais hipotezé atmetama, kai atitinkamai
PUq = P{Xifl > ’I“n}, arba pv, = P{Xifl > xi}a

¢ia r, ir 22 yra statistiky R, ir X2 realizacijos. Pagal turimus duomenis statistikos R,
ir X2 igijo reik§mes 0,475 ir 0,47; atitinkamos asimptotinés P reikimés yra 0,9243 ir
0,9254; duomenys nepriestarauja iskeltajai hipotezei.

II1.1.2. Statistika X2 jgijo reik§me 9,2714 ir pv, = P{x3 > 9,2714} = 0,0259;
hipotezé atmetama, jei krlterljaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0259.

II1.1.3. Statistika X2 jgijo reik§me 5,125 ir pv, = P{x% > 5,125} = 0,8233;
duomenys neprieStarauja suformuluotai prielaidai.

II1.1.4. Jeigu hipotezé Hy neteisinga, tai Pirsono statistikos X2 i§ II1.1.1 pratimo
skirstinys aproksimuojamas necentriniu x? skirstiniu su k& — 1 laisvés laipsniy ir necen-
triSkumo parametru

k
Z et

(zr. [4], 2.1.5 pastaba).

Pagal pratimo salyga d,, = 0,01 n. Apytiksliam imties didumui rasti gauname nely-

gybe
P{x3.5, > X3.05(9)} > 0,95 < n > 881.

II1.1.5. a) Tikrinant hipoteze H : m; = 1/10, i = 1, ..., 10 statistika X2 jgijo reik§me
24,9 ir pv, = P{x2 > 24,9} = 0,0031; hipotezé atmestina. b) Atlikdami tolesne analize
patikrinkime hipoteze, kad skaitmeny 0 arba 8 pasirodymo tikimybé 0,2. Esant teisingai
hipotezei S = Uy +Ug ~ B(n,0,2) ir jgijo reik§me 65. Taigi pv = P{S > 65} = 0,00002.
Isvada: stebétojas suteikia pirmenybe skaitmenims 0 ir 8.

IT1.1.6. Remdamiesi delta metodu jrodykite, kad a.v.

V(T = mo(H(Uy /n) — H(m10))s ooy VI — o (H(Ug /1) — H(7x0))) T

yra asimptotiSkai normalusis N (0, ) su ta pacia kovariacine matrica X, kaip ir [4], 2.1.1
teoremoje.

IT1.1.7. a) Gauname

Randame

Fopz ) & RO EUU})
E I i)
g N0 Z ninz t Z n2Ti0m;0

i=1 0 G5
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Pasinaudoje sarySiais tarp pradiniy oy = EUY ir faktorialiniy v, = E(U;(U; — 1) -
(U; — k 4+ 1)) momenty
Qg = V4 + 5v3 + Tvg + 11,

Qoo = Vo2 + V21 + V12 + V11,

randame

AN a2 | nld 2y
E _
ano 3 g 5+ 6ntlme + T+

i—1
LSl + 60 (mi0 + 750) + Tni2) +§:L
TLQ o T T07 50 n 50 50 n - —
i#£] i=

dan™ =nn—-1) .- (n—k+1).
Susumave ir sutrauke panagiuosius narius, gausime

k
V(X§)=2(k—1)+%zi—kj.

i=1 Tio n
b)
k k
(1 —m;) 2
E(X?) = : : L _n=
k
n 7T2/7TZO

necentriskumo parametras J,, apibréztas I11.1.4 pratime.
Analogiskai p. a) gauname dispersijos V (X?2) israigka, kai hipotezé néra teisinga

V(X7) =2{(2n—4) ) (pi}/mio) — (2n = 3)(D_ (w7 /mio))*~

i %

22 7 /mio) Z i/ Tio) +3Z (mf /i)y + D (mi/mi) — (Y (mi/mi0))?) /.

i 4
I11.1.8. Pasiremkime IT1.1.7 pratimu.

II1.1.9. Turime paprastaja didumo n imtj X = (X7, ..., X,,)7 ir tikriname suderina-
mumo hipoteze Hy : X; ~ Fy(z); ¢ia Fy(x) yra Zinoma pasiskirstymo funkcija. Taikant
x? kriterijy abscisiy agis sudalinama j intervalus —oco = a9 < a1 < ... < ap = o0.
Pazymeéje U; imties elementy, patekusiy j ¢-aji intervala, skaiéiy, nuo pradinés imties X
pereiname prie maziau informatyvios grupuotosios imties U = (U, ..., Ug)T ~ Py (n, ).

Jeigu hipotezé Hy teisinga, tai w = wy = (10, ...77Tk0)T,7Tj0 = Fy(aj) — Folaj-1),j =

.,k. Vietoje hipotezés Hy : X; ~ Fy(x) tikriname bendresne hipotez¢ H), : m; =
mj0,j = 1,...,k (zr. IIL.1.1 pratima). Atmetus H{ natiralu atmesti ir Hy.

Pagal turimus duomenis sudalinkime intervala (0, 1) j 5 vienodo ilgio intervalus:
[0;0,2],(0,2;0,4],(0,4;0,6], (0,6;0,8], (0,8;1]. Gauname vektoriaus U realizacija:

18; 12; 16; 19; 15.
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Tikriname hipoteze Hj : m; = 0,2, i = 1, ..., 5. Gauname

1 U? 182 4+ 122 + 162 + 192 4 152
x2o iy, B IE IR AT g0 s,
nizl 50 80-0,2

Asimptotiné P reiksmé pv, = P{xj > 1,875} = 0,7587. Atmesti hipoteze H/, néra
pagrindo. Tikétinumy santykio kriterijus duoda ta patj atsakyma, nes statistikos R,
realizacija yra 1,93 ir pv, = P{x3 > 1,93} = 0, 7486.

I11.1.2 skyrelis

I11.1.10. Kai hipotezéje Hy tvirtinama, kad polinomino skirstinio tikimybés m; yra
dimensijos s < k — 1 parametro 0 funkcijos m; = m;(0),i = 1, ..., k, tai Pirsono statistika

k
=y oo m“ o
n;
i=1 v
priklauso nuo nezinomo parametro 8. Naturalu neZinomg parametra pakeisti kokiu nors

ivertiniu ir iSnagrinéti gautosios statistikos savybes.
1. Kai Hj teisinga, imties U tikétinumo funkcija ir jos logaritmas yra

k k
L(0) = Uﬂ”i'w 1;[1 7Vi(0), (6) = ; Ui In(m;(8)) + C.

Pazymékime 0] DT jvertinj, gauty maksimizuojant L(0) arba £(8), ir tegu

k o*
X2 0* :Z TL'/TZ ))2'

nﬂ'
i=1 ¢

2. Parametro 0 jvertinj 0 raskime x? minimumo metodu, t.y. i§ salygos

~ . il UZ'—’I’L7TZ‘0 2
(0) :l%fz(nm(e()))'

n
3. Kartais parametro 6 jvertinj @ randame modifikuotuoju chi? minimumo metodu,

t.y. i8 salygos
k

N U; — nm;(0))?
x2(8) = ing S Wi nmi@)”
4. Pagaliau, tegu R,,(0™) Zymi tikétinumy santykio statistika

k
Ry (0%) = —2In A, =2 Ui In(U;/(nm;(6%))).

i=1

Jeigu hipotezé Hy teisinga, n — oo, o funkcijos 7;(#) tenkina gana bendras regu-
liarumo salygas (zr. [4], 2.2.1 teorema), tai visos keturios statistikos X2(0%), X2(0),
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X2(0), R, (0") yra asimptotigkai ekvivalencios ir turi y? skirstinius su k — 1 — s laisvés
laipsniy.

Pagal pratimo salyga gauname, kad parametro o DT jvertinio realizacija o = 0, 1235.
Tada statistiky X2(60%), R,,(a*) yra 0,3633, 0,3641. Ivertiniy & ir & realizacijos irgi yra
0,1235 (keturiy Zenkly po kablelio tikslumu); X2(a) = 0, 3633, X2(a) = 0,3658. Visy
keturiy statistiky atveju asimptotiné P reik§mé ne maZzesné uz 0,5453; atmesti hipoteze
néra pagrindo.

II1.1.11. a) Tegu X; = 1, jei i-asis vaikas yra berniukas, ir X; = 0, jei i-asis vaikas
yra mergaité, i = 1, 2. Tarkime, kad P{X; = 1} = P{X, =1} =pira.d. X; ir Xo
nepriklausomi. Tada P{X; =1,X, =1} =p?, P{X; =0, X, =0} = (1 — p)?, P{X; =
1,Xo = 0} + P{X; = 0, X5 = 1} = 2p(1 — p). Tikrinama hipotezé H : 73 = p?, 7y =
(1 —p)% 73 =2p(1 —p). Siuo atveju k = 3,s = 1. Tikimybés p DT jvertinio realizacija
p = 0,5126. Statistika X2(p) jgijo reikime 0,1159 ir pv, = P{x? > 0,1159} = 0, 7335;
duomenys neprieStarauja iskeltai hipotezei. b) Jeigu tartume, kad berniuko ir mergaités
gimimo tikimybé vienoda ir lygi 1/2, tai jokiy parametry vertinti nereikia. Statistika X2
igijo reiksme 2,6723 ir pv, = P{x3 > 2,6723} = 0, 2629; duomenys nepriestarauja ir fiai
hipotezei.

II1.1.12. Statistika X2, turinti asimptotinj chi kvadrato skirstinj su 4 laisvés laips-
niais, igijo reik§me 0,6122 ir pv, = P{x3 > 0,6122} = 0,9617; duomenys neprie§tarauja
iskeltai hipotezei. Nurodymas. Irodykite ir pasiremkite tokiu faktu: esant teisingai
hipotezei imties (X1, ..., X,,)7 salyginis skirstinys, kai suma S = X; + ... + X,, fiksuota,
yra polinominis P, (S, 7o), mo = (1/n,...,1/n)T.

II1.1.13. Parametro A DT jvertinio realizacija yra A = 3,8666. Statistika XfL(S\) igijo
reik§me 13,0146 ir pv, = P{x3, > 13,0146} = 0, 2229; duomenys nepriestarauja iskeltai
hipotezei. Skai¢iuojant statistikos reiksme du paskutinieji intervalai buvo sujungti.

I11.1.14. Parametro o DT jvertis yra 62 = 1581, 65. Statistika X2(5?) igijo reik§me
2,6931 ir pv, = P{x2 > 2,6931} = 0,9119; duomenys nepriestarauja igkeltai hipotezei.
Skaic¢iuojant statistikos reikSme du paskutinieji intervalai buvo sujungti.

I11.1.15. Parametro 6 DT jvertis yra 6 = 878,4. Statistika X2(0) jgijo reiksme
4,0477 ir pv, = P{x2 > 4,0477} = 0,8528; duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei.
Skai¢iuojant statistikos reik§me trys paskutinieji intervalai buvo sujungti.

I11.1.16. Parametry jverciai /i = 96,16°, 6 = 0, 6854; statistikos Ry, (1, 0) ir X2 (i1, )
igijo reik§mes 9,960 ir 10,175; atitinkamos asimptotinés P reik§més pv, = 0,354 ir pv, =
0,337. Hipotezé neatmetama.

II1.1.17. Parametry jverciai /i = 180,8°,0 = 0, 2047; statistikos Ry, (fi,0) ir X2 (i, 6)
igijo reikSmes 24,858 ir 24,641; atitinkamos asimptotinés P reik§més pv, = 0,0519 ir
pv, = 0,0550. ReikSmingumo lygmens a = 0,05 kriterijumi hipotezé neatmetama.
Turint omenyje tokj didelj stebéjimy skaic¢iy, matyt, galima daryti i§vada, kad tokio tipo
duomenims apra8yti Mizeso modelis yra tinkamas.

I11.1.18. Tikriname sudétine suderinamumo hipoteze
Hy: F(z) € Fo ={F(;0),0 € ©} € F,

kad paprastosios imties X = (X1, ..., X,,)T elemento X ; pasiskirstymo funkcija priklau-
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so aibei JFy, sudarytai i§ Zinomo pavidalo pasiskirstymo funkcijy F'(x; @) priklausanciy
nuo nezinomo parametro @ = (01, ...,05)7. Taikant x? suderinamumo kriterijy abscisiy
afis sudalijama j intervalus —oco = a9 < a1 < ... < ap = 00, k > s+ 1, ir gaunama
maZiau informatyvi grupuotoji imtis U = (Uy,...,Ux)? ~ Pi(n,w). Vietoje hipotezés
Hj tikrinama hipotezé

H):m=7(0), w(0)=(m1(0),..,m(0)", 7:(0)= Fy(a;0) — Fola;_1;0).

Tikrinant &g hipoteze Pirsono 2 kriterijus (zr. III.1.10 pratima) turi tam tikry
trukumy. Pirma, nagrinéjant statistikos asimptotika [4], 2.2.1 teoremoje buvo laikoma,
kad grupavimo intervaly galai nepriklauso nuo imties. Taciau praktigkai grupavimo in-
tervalai parenkami atsizvelgiant j imties rezultatus. Antra, parametro 6 jvertinj reikia
rasti DT ar x? minimumo metodu pagal grupuotus duomenis. Gautieji jvertiniai néra
optimalis, nes naudoja maziau informatyvig grupuotaja imtj. Naudotis asimptotiskai
optimaliais jvertiniais, gautais pagal pradine negrupuota imtj, negalima, nes tada statis-
tikos asimptotinis skirstinys priklauso ir nuo skirstinio pavidalo, ir nuo parametro.

Siy trikumy neturi modifikuotasis y2 kriterijus. Sudarant jo statistika naudojami
parametro @ DT jvertiniai, gauti pagal pradine imtj, o grupavimo intervalo galai gali
tam tikru btidu priklausyti nuo imties.

Kriterijaus statistika Y2, kai n — oo ir H teisinga, asimptotiskai turi x? skirstinj
(zr. [4], 2.3 skyrelj)

Yw? = X'?L(O) +Qn _d> X%—l'
Atkreipsime démesj, kad laisvés laipsniy skai¢ius néra maZzinamas jvertinty parametry
skai¢iumi s. Statistika Y,? yra suma dviejy kvadratiniy formy: pirmoji Xﬁ(é) yra Pirsono
statistika, o kvadratiné forma Q,, parinkta taip, kad Y,2 asimptotinis skirstinys biity x>
skirstinys su k — 1 laisvés laipsniy.

Modifikuoto x? kriterijaus taikymas tikrinant hipoteze apie stebimo a.d. normalumg
detaliai iliustruojamas [4], 2.3.3 skyrelio 2.3.2 ir 2.3.3 pavyzdZiuose.

Pagal turimus duomenis parametry g ir o DT jverdiai yra g = X = 324,57 ir 6 =
20, 8342. Parenkame k = 8 intervalus. Tada X2 = 8,0, Q,, = 2,8302, ¥,2 = 10,8302 ir
pva = P{x2 > 10,8302} = 0,1462. Hipotezé neatmetama.

II1.1.19. Peréje prie logaritmy Y; = In(X;) gauname DT jvercius i = Y = 2,4589
ir & = 0,9529. Parenkame k = 10 intervaly. Tada X2 = 4,1333, Q,, = 1,0668, V> =
5,2001 ir pv, = P{x3 > 5,2001} = 0,8165. Duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei.

II1.1.20. Neatsizvelgiant j duomeny apvalinimg gaunama X2 = 4,160, Q,, = 0,172,
Y? = 4,332 ir pv, = P{x% > 4,332} = 0,741. Duomenys nepriestarauja iskeltai
hipotezei. Atlike korekcija atsizvelgdami j duomeny apvalinima, gauname X;IQ = 3,731,
Q. = 0,952, Y,? = 4,683 ir pv/, = P{x2 > 4,683} = 0,699. Duomenys nepriestarauja
iskeltai hipotezei. Reikia pazymeéti, kad P reik§més pv ir pv’ gerokai skiriasi. Nurodymas.
Kadangi duomenys suapvalinti iki sveikyjy skaiciy, tai gautuosius intervaly galus a; reikia
pastumti iki artimiausiy m £ 0,5 pavidalo réziy (m — sveikasis skai¢ius) ir apskai¢iuoti
statistikos reik§me naudojant naujai gautus rézius a..

II1.1.21. Tegu turime dvi sistemas {Aj,..., A5} ir {B,..., B;-} nesutaikomy, suda-
ranciy pilnas jvykiy grupes atsitiktiniy jvykiy. Tegu U;; yra jvykio A; () B; pasirodymy
skai¢ius. Atsitiktinis vektorius

U= Ui,....U,Us1, ... Uspy . Ugty o Ugy) T
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turi polinominj skirstinj

U~ Poxr(n,m), 7= (T11,000,Ter)?, szj =1.
(2
Dviejy atsitiktiniy jvykiy sistemy nepriklausomumo hipotezé
H(/) C T = P{Al ﬂBJ} = P{AZ}P{BJ} =TT 4, 1= 1, ey Sy j = ]., ey T

Jei hipotezé H| teisinga, tai turime sudétinés hipotezés atvejj (7r. I11.1.10 pratima),
kai polinominio skirstinio tikimybés m;; yra dimensijos s + r — 2 parametro

0= (7T1., vy TMs—1., 7.1, "'77T.T71)T

funkcijos. Parametro 0 elementy DT jvertiniai yra
1 U. . IR U
Sa Ui =S Ram g U=
j=1 i=1
Gauname, kad jei H| teisinga ir n — oo, tai
X300 = S R (03 1)
niiE ~ L U.U, X(r—1)(s—1)"

Nepriklausomumo hipotezé atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi,
kai

X2(6.) > xa((r = 1)(s = 1))

Pagal turimus duomenis gauname, kad statistika X,Z(@,l) igijo reik§me 121,286. Hi-
potezé atmetama.

II1.1.22. Statistika X%(én) igijo reiksme 3,719 ir pv, = P{x3 > 3,719} = 0,4454;
duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei.

I11.1.23. Tegu yra s nepriklausomy objekty grupiy; ¢-osios grupés objekty skaicius
ni, i =1,...,s. Tegu {By, ..., B.} yra pilna nesutaikomy atsitiktiniy jvykiy aibé. Stebint
bet kurj objekty Zinoma, kuris i§ jvykiy B, ..., B, jivyko. PaZzymékime U;; skailiy i-
osios grupés objekty, kuriuos stebint jvyko jvykis B;. Tada atsitiktinis vektorius U; =
(Uit, Uiy ooy Uir) ~ Pr(ni, (mi1), ooy i)y i = 1,0, 85 Cla w5 tikimybe jvykti jvykiui Bj,
kai objektas yra i3 i-osios grupes.

Homogeniskumo hipotezé

/. _ — — — L
HO.’Ile—’]TQj—...—’ITSj—ﬂ'j, ]—1,...,7‘,

rei§kia, kad jvykio B; tikimybé yra ta pati visy grupiy objektams.

Turime sudétinés hipotezés atvejj (zr. II1.1.10 pratima), kai polinominiy skirstiniy
tikimybés m;; yra parametro 6 = (71, ..., m—1)7 funkcijos. DT jvertiniai yra #; = U; =
> i Uij/n, n=mn1 + ... +ng. Jeigu Hy teisinga ir n; — o0, i = 1,..., 5, tai

X2( é ZZ 117777:;773 _ ZZ i S X?r—l)(s—l)'
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Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

X2(6n) > X2 ((r = 1)(s = 1)).

Atkreipsime démesj, kad statistika ir kritiné sritis yra tokia pat, kaip ir IT1.1.21 pratime,
nors sprendziamas visai kitas uzdavinys.

Pagal turimus duomenis statistika X2(0,) igijo reiksme 2,0771 ir pv, = P{x2 >
2,0771} = 0,5566; duomenys nepriestarauja iskeltajai hipotezei.

I11.1.24. Tegu (X1, ..., Xin,)T, i = 1,..., s, yra s paprastyjy nepriklausomy iméiy ir
Fi(z) yra a.d. X;; pasiskirstymo funkcija. Tada homogeniskumo hipotezé:

Hy: Fi(z) = Fa(x) = ... = Fs(x).

Sudaline abscisiy a8 j intervalus —oco = a9 < a1 < ... < a, = 00, gauname situacija,
apraSytg II1.1.23 pratime: objektus atitinka im¢iy elementai, o jvykis B; reiSkia pate-
kima j j-ajj intervala. Vietoje hipotezés Hy tikriname hipoteze H : m; = ... = mgj; = 7},
j=1,...,r. Atmetus hipoteze H| natiralu atmesti ir hipoteze H,.

Pagal turimus duomenis gauname, kad statistika X2(6) jgijo reiksme 75,035 (trys
paskutinieji intervalai sujungti) ir pv, = P{x% > 75,035} < 10~!2; hipotez¢ atmetama.

I11.1.25. Tarkime, kad II1.1.24 pratimo salygomis tikrinama siauresné homogenis-
kumo hipotezé
Hy: Fi(z) = Fy(z) = ... = Fy(x) = Fy(x),

kurioje tvirtinama ne tik kad pasiskirstymo funkcijos F(x), ..., Fs(x) yra vienodos, bet ir
kad jos sutampa su Zinoma pasiskirstymo funkcija Fy(z). Peréje prie grupuotyjy iméiy
vietoje hipotezés Hy tikriname paprastaja hipoteze

H(I) Ty = . =Ty = 7'1'(0)7 7T](-0) = Fo(aj) — Fo(aj_l).

Kriterijaus statistika

12 Z Z (o) T
J 'l

1= .] =1 : lﬂ.j

Jeigu H{ teisinga ir n; — oo, tai vidiné suma artéja i x? skirstinj su r — 1 laisves
laipsniy, o X2 L\ Xi(rfl)' Hipotezé H(, atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens
a kriterijumi, kai
Xo > xa(s(r—1)).
Pagal turimus duomenis gauname, kad statistika X2 jgijo reik§me 18,032 ir pv, =
P{x3, > 18,032} = 0, 704.

II1.1.26. a) Kiekvienoje imtyje jvertiname parametra A, apskai¢iuojame statistiky
Xfll(j\z) reik§mes ir jas sudedame. Gauname statistikos, kuri esant teisingai hipotezei
asimptotiskai turi chi kvadrato skirstinj su 4 laisvés laipsniais, realizacija. Gautoji
reikimé yra 2,5659 ir pv, = P{x3 > 2,5659} = 0,6329. Hipoteze atmesti néra pag-
rindo; b) jvertiname parametra A pagal jungtine imtj ir gauname A= 0,2494. Ap-
skai¢iuojame statistiky X, (\) reiksmes ir jas sudedame; gauname 10,2317. Kadangi
pva = P{x% > 10,2317} = 0,1758, tai ir §i hipotezé¢ neatmetama. Skai¢iuojant du
paskutinieji intervalai buvo sujungti.
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II1.2. Glodus Neimano ir Bartono kriterijai

I11.2.1. Paprastoji suderinamumo hipotezé

II1.2.1. Remiantis paprastaja imtimi X = (X, ..., X,,)7 tikrinama paprastoji sude-
rinamumo hipotezé
Hy: X; ~ Fo(x);

¢ia Fy(z) zinoma absoliudiai tolydi pasiskirstymo funkcija su tankiu fo(z) = F{(x), kai
sudétiné alternatyva yra H : X; ~ F(z) € F; ¢a F yra absoliuciai tolydziy skirstiniy
aibé su tankiais f(z) = F'(z).

a) Atlikus integraline transformacija Y; = Fy(X;),7 = 1,...,n, hipotezé Hy pereina
i tokia. Remiantis paprastaja imtimi Y7, ..., Y}, tikrinama hipotezé Hy : Y; ~ U(0, 1).
Kaip transformuojama alternatyvy aibé F?

b) Tegu tikrinama paprastoji hipotezé¢ Hy : Y; ~ U(0, 1), kai alternatyvy aibé yra
H:Y; ~g(y) € G; ¢ia G yra intervale (0, 1) apibrézty tankiy ¢(y),0 < y < 1, aibé.
Atlikime transformacija X; = FJI(YZ-). Tada hipotezé Hj virsta paprastaja hipoteze
Hy : X; ~ Fy(x). Kaip tokiu atveju transformuojasi alternatyvy aibé G?

II1.2.2. Pagal paprastaja didumo n imtj X = (Xi,...,X,,)7 tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotezé Hy : X; ~ £(1), kai alternatyvy aibé yra {E(A), A # 1, A > 0}.
Raskite alternatyvy aibe G, kai atlikta a.d. Xy, ..., X,, transformacija Y; = 1 — e~ %7,

IT1.2.3. (ITI.2.1 pratimo tesinys). Tarkime, kad atlike transformacija Y; = Fo(X;)
gavome alternatyvy aibe {Be(A,1), A # 1, A > 0}. Kokia yra pradinio uzdavinio
alternatyvy aibé F, jei Fo(z) =1—e %7

II1.2.4. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y7,...,Y,)T tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotezé Hy : Y; ~ U(0, 1), kai Neimano tipo alternatyviy tankiy aibé
yra G = {g(y|0) = ﬁ exp{f(y—1/2)},0 <y < 1,6 > 0}. Raskite TG kriterijy hipotezei
Hy, kai alternatyva yra H : Y; ~ g € G, tikrinti. Naudodami normaliajg aproksimacija
suformuluokite asimptotinj kriterijy.

II1.2.5. (II1.2.4 pratimo tesinys). Raskite I11.2.4 pratime surasto kriterijaus statis-
tikos asimptotinj skirstinj, kai teisinga alternatyva. Naudodami normaliaja aproksimacija
raskite asimptotinio reik§mingumo lygmens « kriterijaus galios funkcija.

II1.2.6. (II1.2.5 pratimo tesinys). Apskaiciuokite asimptotine reik§mingumo lyg-
mens a = 0,05 kriterijaus galia, kai a) n = 50; 6 = 1,2; 1,5; 2; 3; b) 0 = 0,5;n =
50; 100; 200.

I11.2.7. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y7,...,Y,)T tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotezé Hy : Y; ~ U(0, 1), kai Neimano tipo alternatyviy tankiy aibé
yra G = {g(y|f) = ﬁexp{@(y —1/2)2},0 < y < 1,6 > 0}. Raskite TG kriterijy
hipotezei Hy, kai alternatyva yra H : Y; ~ g € G, tikrinti. Naudodami normaliaja
aproksimacija suformuluokite asimptotinj kriterijy.

II1.2.8. (II1.2.7 pratimo tesinys). Raskite IT11.2.7 pratime surasto kriterijaus statis-
tikos asimptotinj skirstinj, kai teisinga alternatyva. Naudodami normaliaja aproksimacija
raskite asimptotinio reik§mingumo lygmens « kriterijaus galios funkcija.

II1.2.9. (II1.2.8 pratimo tesinys). Apskaic¢iuokite asimptotine reik§mingumo lyg-
mens a = 0,05 kriterijaus galia, kai a) n = 50; 6 = 1,2; 1,5; 2; 3; b) 0 = 1,0;n =
50; 100; 200.
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II1.2.10. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y1,...,Y,,)7 tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotezé Hy : Y; ~ U(0, 1), kai alternatyviy tankiy aibé yra G =
{9(yly) = v(1 —y)*"1,0 < y < 1,y > 1}. Raskite TG kriterijy hipotezei Hy, kai
alternatyva yra H : Y; ~ g € G, tikrinti ir jo galios funkcija.

II1.2.11. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y1,...,Y,,)? tikrinama papras-
toji suderinamumo hipotezé Hy : X; ~ U(0, 1), kai alternatyviy tankiy aibé yra
G ={9lyly) =v1—-y)"1,0 <y <1, 0 <y < 1}. Raskite TG kriterijy hipotezei
Hy, kai alternatyva yra H : Y; ~ g € G, tikrinti ir jo galios funkcija.

I11.2.12. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y7,...,Y,,)T tikrinama paprastoji
suderinamumo hipotezé Hy : X; ~ U(0, 1), kai alternatyviy tankiy aibé yra 1) G =
{gyln) =1 1 0<y <1, 0<y <1} 2) G={glyly) = "0<y<l 1<n9}
Raskite TG kriterijus ir jy galios funkcijas.

II1.2.2. Sudétinés suderinamumo hipotezés

II1.2.13. Raskite modifikuotojo Neimano ir Bartono tipo (2 parametrai) asimptotinj
kriterijy eksponentiskumo hipotezei Hy : X; ~ E(1/A), A > 0 tikrinti.

I11.2.14. Raskite modifikuotajj asimptotinj kriterijy, grindziama beta skirstiniu,
eksponentiskumo hipotezei Hy : X; ~ £(1/A), A > 0 tikrinti.

I11.2.15. (IT1.2.13 ir I11.2.14 pratimy tesinys). Remdamiesi I11.2.13 ir I11.2.14
pratimuose rastais kriterijais patikrinkite hipoteze, kad pateiktieji duomenys gauti stebint
eksponentinj a. d.

5,017 0,146 6,474 13,291 5,126 8,934 10,971 7.863 5,492 13,930 12,708 7,329 5,408 6,808
0,923 4,679 2,242 4,120 12,080 2,502 16,182 6,592 2,653 4,252 8,609 10,419 2,173 3,321
4,086 11,667 19,474 11,067 11,503 2,284 0,926 2,065 4,703 3,744 5,286 5,497 4,881 0,529
10,397 30,621 5,193 7,901 10,220 16,806 10,672 4,209 5,699 20,952 12,542 7,316 0,272
4,380 9,699 9,466 7,928 13,086 8,871 13,000 16,132 9,950 8,449 8,301 16,127 22,698 4,335

I11.2.16. Modifikuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirstiniu grindziamais
kriterijais patikrinkite hipoteze, kad I1.1.18 pratimo duomenys gauti stebint normaly;jj
a.d.

I11.2.17. Modifikuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirstiniu grindziamais
kriterijais patikrinkite hipoteze, kad I1.1.20 pratimo duomenys gauti stebint normaly;jj
a.d.

IT1.2.18. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprastaja imtj, gauta stebint normalyjj
a.d., ir, taikydami [4], 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipoteze, kad buvo sumode-
liuotas a) normalusis a.d.; b) logistinis a. d.; ¢) Kosi a. d.

IT1.2.19. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprastaja imtj, gauta stebint lognor-
malyjj a.d., ir, taikydami [4], 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipoteze, kad buvo
sumodeliuotas a) lognormalusis a. d.; b) loglogistinis a. d.

IT1.2.20. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprastaja imtj, gauta stebint Kosi a.d.,
ir, taikydami [4], 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipoteze, kad buvo sumodeliuotas
a) normalusis a.d.; b) logistinis a.d.; ¢) Kosi a.d.

I11.2.21. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprastaja imtj, gauta stebint Veibulo a. d.,
ir, taikydami [4], 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipoteze, kad buvo sumodeliuotas
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a) Veibulo a.d.; b) lognormalusis a.d.; ¢) maksimaliy reiksmiy a.d.
111.2.3. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

II1.2.1 skyrelis

IT1.2.1. a) Tegu X; ~ F(x). Tada remdamiesi transformacija Y; = Fy(X;) ir atvirks-
tine transformacija X; = Fo_l(Yi) gauname a.d. Y; pasiskirstymo funkcija

G(y) =P{Y; <y} =P{F(X;) <y} =P{X; < F; '(y)} = F(F; '(y))

ir tankio funkcijg

9(y) = G'(y) = F(Fy ' W)IF, ') = 0<y<L

fo(Fg ()

b) Remdamiesi transformacija @ = Fj ' (y) ir atvirkstine transformacija y = Fy(z),
gauname tankio funkcija

f(@) = g(Fo(x))d(Fo(x)) = g(Fo(x)) fo(x), g€G.
II1.2.2. Remdamiesi IT1.2.1 pratimu gauname tankio funkcija
gly) =21 -y 0<y<1, A#L A>0.

Taigi G = {B](c0, A), A # 00, A > 1}.

I11.2.3. Remdamiesi I11.2.1 pratimu gauname, kad alternatyvy aibe F sudaro
tankiai f(x) = g(Fo(z))fo(x) = Ae 2 (1—e ) L 2 > 0,\ # 1. Jeigu a.d. Y; pakeistume
a.d Z; = 1 -Y;, tai alternatyvy aibé buty kaip II1.2.2 pratime {E(\), A # 1, A > 0}.

IT1.2.4. Parinkime konkrecia alternatyva g(y|0) i§ alternatyvy aibés G. Tikrinkime
paprastaja hipoteze Hy : Y; ~ U(0, 1), kai paprastoji alternatyva yra H : Y; ~ g(y|0),i =
1,...,n. Remiantis Neimano ir Pirsono lema hipotezé atmetama, kai

H?:lgl](yi‘a) [ exp{HZ =12 >b & T= Z P —1/2) >

Konstanta d randama i§ salygos, kad esant teisingai hipotezei P{T > d} = «; ¢ia « kri-
terijaus reik8mingumo lygmuo. Kadangi surastas kriterijus nepriklauso nuo pasirinktos
alternatyvos, tai jis yra TG su visomis alternatyvomis i§ G.

Randame EY; = ET =0, VY; =1/12, VT =n/12 ir

2{ VAR
Vil fz

Asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi hipotezé H, atmetama, kai

~ N(0, 1).

%gzn:(}/z_ %) > Za-
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I11.2.5. Pazymékime p(0) = Eo(Y; — 1/2) it 02(0) = Vo(Y; — 1/2). Jeigu 0 tikroji
parametro reik§mé, tai

T(9) = (1 an Y —1/2— u(0) S Z ~ N(0, 1).

i=1

Asimptotiné reik§mingumo lygmens « kriterijaus galia

ﬂ( Pg{ Z > Za} =
e pOVE, o Ae®)
PolT(0) > 2v/30() B a(6) b= o(6) \/ﬁd(@)).
Reikia dar rasti p(6) ir o(f). Randame normuojanéia konstanta c() = (e/? —

e=9/2)/6. Tada
p(0) = [Ie(@)]p = [e”(0 — 2) + 0+ 2]/(20(¢” — 1));
o(0) = [Inc(0)]y. = (e’ +e77 — 02 —2)/(0(” — 1))

IT1.2.6. a) 0,7807; 0,9164; 0,9919; 1,000; b) 0,6451; 0,8897; 0,9925.

IT1.2.7. Parinkime konkrecia alternatyva g(y|0) i8 alternatyvy aibés G. Tikrinkime
paprastaja hipoteze Hy : Y; ~ U(0, 1), kai paprastoji alternatyva yra H : Y; ~ g(y|0),i =
1,...,n. Remiantis Neimano ir Pirsono lema hipotezé atmetama, kai

H?:1§(Yi|9)_ o0 exp{ﬁz P —1/2%}>b & T= Z s — 1/2)?

Konstanta d randama i§ salygos, kad esant teisingai hipotezei P{T > d} = «; ¢ia « kri-
terijaus reik8mingumo lygmuo. Kadangi surastas kriterijus nepriklauso nuo pasirinktos
alternatyvos, tai jis yra TG su visomis alternatyvomis i§ G.

Kai hipotezé teisinga, tai E(Y; —1/2)% =1/12, V(Y; — 1/2)? = 1/180 ir

%‘?’ YUY — 50 = 551 % 2~ N, ).

Asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi hipotezé H, atmetama, kai

Lﬁi y, - by 1

I11.2.8. Pazymeékime pu(0) = Eo(Y; — 1/2)% ir 0%(0) = Vo(Y; — 1/2)2. Jeigu 0 tikroji
parametro reik§mé, tai

n

1 9 d
T(0) = NG ;[(Yi —1/2)" = p(0)] = Z ~ N(0, 1).



260 III. NEPARAMETRINE STATISTIKA

Asimptotiné kriterijaus galia

) -1/12) e
plo) =2 ( 2(0) (6\/50(0))> '
Normuojanti konstanta c() = fl exp{0(z—1/2)*}dz, /() = f01 (r—1/2)? exp{f(z—

1/2)%}dz, ¢(6) = [ @ — 1/2) exp{6(x — 1/2)?}dz. Tada u( ) = ¢(6)/c(6), 5(8) =
c"(0)/c(0) —[c'(0)/c(h)]?. Kai 0 zinomas, integralus galima apskai¢iuoti skaitiniais meto-
dais.

II1.2.9. a) 0,1668; 0,2122; 0,3016; 0,5148; b) 0,1403; 0,1950; 0,2912.

IT1.2.10. Parinkime konkrecia alternatyva g(y|f) i8 alternatyvy aibés G. Tikrinkime
paprastaja hipoteze Hy : Y; ~ U(0, 1), kai paprastoji alternatyva yra H : Y; ~ g(y|0),i =
1,...,n. Remiantis Neimano ir Pirsono lema hipotezé atmetama, kai

Y n
w ’y”Hlf 1 =exp{(y—1) Zlnlf )+nlnvy} >c <

i=1

T= znjln(l -Y;
i=1

Konstanta d randama i§ salygos, kad esant teisingai hipotezei P{T > d} = «; ¢a « kri-
terijaus reik§mingumo lygmuo. Kadangi surastas kriterijus nepriklauso nuo pasirinktos
alternatyvos, tai jis yra TG su visomis alternatyvomis i§ G.

Esant teisingai hipotezei —In(1-Y;) ~ G(1, 1), —2In(1—Y;) ~ x?(2), todél surastaji
TG kriterijy galima suformuluoti taip: hipotezé atmetama, kai

—2T——221n1— <x2_.(2n).

Kai teisinga alternatyva g(y|y), tai —2In(1 — Y;) ~ G(v,1), —2yIn(1 — ;) ~ x2(2).
Kriterijaus galios funkcija

P, {- 2Zm1— ) < XT_a(2n)} =P{x3, < vxi_.(2n)}

artéja prie vieneto, kai 7 — oo.

I11.2.11. Analogigkai IT1.2.10 pratimui reik§mingumo lygmens o TG kriterijus at-
meta hipoteze Hy, kai T'= —2 )" In(1-Y;) > x2(2n). Galios funkcija 8(v) = P{x3, >
2 (2n)} — 1, kai v — 0.

I11.2.12. Atlike keitimg Z; = 1—Y; gauname IT1.2.10, I11.2.11 pratimy alternatyvy
Seimas.

I11.2.2 skyrelis

I11.2.13. Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
T = (17 - 2o T + T3)/(1 — p) > x2(2), €la Ty = 430, (Yi — 1/2)/vn, T =
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6v5> 0 [6(Y1 —1/2)2 —1/2]/V31n, Y; =1 — exp(—X;/X), p= —0,6956. Nurodymas.
Pakartokite [4], 3.4.2 ir 3.4.3 teoremy jrodymus, kai yra eksponentinis skirstinys (vienas
mastelio parametras).

II1.2.14. Statistikos T = 3, (In(1—Y;) +1)/y/n skirstinys issigimes. Todél kriterijy
sudarome naudodami tik statistika T, = Yo, mY; +1//now, on = 72(12 — 7%)/36.
Hipotezé atmetama asimptotiniu reiksmingumo lygmens o kriterijumi, kai 72 > x2(1).

IT1.2.15. Statistikos T ir le igijo reik§mes 11,80085 ir 7,1079; atitinkamos P reik§meés
0,0027 ir 0,0077. Hipotezé atmestina.

I11.2.16. Statistikos T ir T igijo reik§mes 0,2714 ir 0,4506; atitinkamos P reik§més
0,8731 ir 0,7983. Hipotezé neatmetama.

I11.2.17. Statistikos T ir T igijo reik§mes 0,2714 ir 0,4506; atitinkamos P reik§més
0,8731 ir 0,7983. Hipotezé neatmetama.

ITI.3. Kriterijai, grindZiami empiriniais procesais

I11.3.1. Pratimai

II1.3.1. Remiantis paprastaja imtimi X = (X1, ..., Z,)T, gauta stebint a.d. X, ku-
rio pasiskirstymo funkcija priklauso tolydziuyjy skirstiniy Seimai F, tikrinama paprastoji
hipotezé

Hy: F(z) = Fy(x);

¢ia Fy(x) zinoma Seimos F pasiskirstymo funkcija. Tegu Fn(x) yra empiriné pasiskirsty-
mo funkcija.
Irodykite, kad jei Hy teisinga, tai Kolmogorovo ir Smirnovo statistikos

D,= sup |Fn($)_F0(x)|7

—oo<r<oo

Kramerio ir Mizeso statistikos

%=/(E®%EMWﬂ%@L
Anderseno ir Darlingo statistikos

[ Ra) -~ R@)
= [ R Ry )

skirstiniai nepriklauso nuo Fy(z), o priklauso tik nuo imties didumo n.
II1.3.2. (IIL.3.1 pratimo tesinys). Tegu Y; = Fy(X;),i = 1,...,n. Irodykite, kad
Kolmogorovo ir Smirnovo statistikos realizacija gali buti surasta tokiu budu

D,, = max(D;}, D;),

).

n
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II1.3.3. (II1.3.1 pratimo tesinys). Irodykite, kad Kramerio ir Mizeso statistikos C,,
bei Anderseno ir Darlingo statistikos A,, realizacijos gali buti surastos tokiu budu

n

2t —1
Cn 12n+,Z © )

n

1 .
nA, = —n— o 2(21 = DY) + In(1 = Y1)
i1

II1.3.4. Jeigu hipotezé Hy (Zr. II1.8.1 pratima) teisinga ir n — oo, tai

1
nC, % C = / B2(t)dt, 4 A= / t,

¢ia B(t) yra intervalo [0, 1] Brauno tiltas (zr. [4], 8.2.3 skyreli). Raskite a.d. C'ir A
pirmuosius du momentus.

IT1.3.5. (III.3.4 pratimo tesinys). Raskite statistiky nC, ir nA, pirmuosius du
momentus.

I11.3.6. Turime didumo n imtj, gautg stebint tolyduyji a.d. su pasiskirstymo funkcija
F(z). Nurodykite sritj, j kuria pasiskirstymo funkcija F(x) patenka su tikimybe, ne
mazesne uz Q.

I11.3.7. Tarkime, X yra diskretus a.d., kurio galimos reik§més 0, 1, 2...., o jy igijimo
tikimybes pr = P{X =k}, k =0,1,.... Irodykite, kad a.d.

X—-1 —1
Z:Zpk+pXY7 Z:O,
k=0 i=1

yra tolygiai pasiskirstes intervale (0, 1), kai Y ~ U(0, 1) ir nepriklauso nuo X.

II1.3.8. (II1.3.7 pratimo tesinys). Tarkime, X1, ..., X,, yra paprastoji imtis diskre-
¢ojo a.d. X, o F,(z) — empiriné pasiskirstymo funkcija. Reikia patikrinti hipoteze
H : E(F,(z)) = Fyo(z), |z| < co; &a Fy(z) — visiskai nusakyta diskrecioji pasiskirstymo
funkcija. Remdamiesi I11.3.7 pratimu sukonstruokite randomizuotus Kolmogorovo ir
Smirnovo, Kramerio ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriterijy analogus hipotezei Hj
tikrinti.

II1.3.9. (III.3.8 pratimo tesinys). Remdamiesi I11.3.8 pratime aptartu kriterijumi
atlikite I11.1.3 pratimo uzduot;.

II1.3.10. (II1.3.8 pratimo tesinys). Remdamiesi IT1.3.8 pratime aptartu kriterijumi
atlikite ITI.1.1 pratimo uzduot;.

II1.3.11. Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno
ir Darlingo kriterijais patikrinkite hipoteze, kad I1.1.18 pratimo imtis gauta stebint
a) normalyjj a. d., kai jo parametrais imame DT jvertiniy j ir 62 realizacijas, b) normalyjj
a.d.

I11.3.12. Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Ander-
seno ir Darlingo kriterijais patikrinkite hipoteze, kad II1.1.19 pratimo imtis gauta ste-
bint a) lognormalyjj a.d., kai jo parametrais imame DT jvertiniy [ ir ¢ realizacijas,
b) lognormalyjj a. d.
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I11.3.13. Kontroliuojant stakliy stabiluma, kiekvieng valanda paimama 20 gaminiy
ir remiantis jy tam tikro parametro matavimo rezultatais apskai¢iuojamas nepaslinktasis
dispersijos jvertinys s2. Lenteléje pateikta 47 jvertiniy realizacijos.

0,1225 | 0,1764 | 0,1024 | 0,1681 | 0,0841 | 0,0729 | 0,1444 | 0,0900
0,0961 | 0,1369 | 0,1521 | 0,1089 | 0,1296 | 0,1225 | 0,1156 | 0,1681
0,0676 | 0,0784 | 0,1024 | 0,1156 | 0,1024 | 0,0676 | 0,1225 | 0,1521
0,1369 | 0,1444 | 0,1521 | 0,1024 | 0,1089 | 0,1600 | 0,0961 | 0,1600
0,1024 | 0,1369 | 0,1089 | 0,1681 | 0,1296 | 0,1521 | 0,1600 | 0,0576
0,0784 | 0,1089 | 0,1056 | 0,1444 | 0,1296 | 0,1024 | 0,1369

Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno ir Dar-
lingo kriterijais, patikrinkite hipoteze, kad prietaisas buvo stabilus (pagal matuojamo
parametro reik§miy nukrypimus). Laikykite, kad tokiu atveju matuojamasis parametras
pasiskirstes pagal normalyjj désnj su dispersija o = 0, 1090.

I11.3.14. Lenteléje pateikti dviejy eksperimenty su musémis rezultatai. Pirmame
eksperimente tam tikrais nuodais muses veikiamos 30 sekundziy, antrame — 60 sekundziy.
ParalyZiuojantj nuody poveikj apibudina reakcijos laikas (X7; pirmame ir X5; antrame
eksperimente), praéjes nuo musés saly¢io su nuodais iki to momento, kai musé nebegali
stoveti.

] Xy | 0| Xug | 1| Xog | 1 | Xy
1319 531133 9567
2| 94 |10 | 594 | 2| 100/ 10 | 633
3] 156 | 11 | 65,6 | 3 | 10,7 | 11 | 70,0
41219 12|79 |4|233]|12] 767
51281 13| 781 |5 | 30,0 | 13 | 83,3
6|344 |14 | 844 |6|367| 14| 90,0
71406 | 15| 90,6 | 7 | 43,3 | 15 | 96,7
8469 |16 969 | 8| 500

Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramerio ir Mizeso dviejy iméiy kriterijais,
patikrinkite homogeniskumo hipoteze.

II1.3.15. Sudalinkite I1.1.18 pratimo duomenis j dvi imtis (pirmieji 5 ir likusieji 5
stulpeliai). Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramerio ir Mizeso dviejy imciy
kriterijais, patikrinkite homogeniskumo hipoteze.

II1.3.16. Sudalinkite I1.1.19 pratimo duomenis j dvi imtis (pirmieji 5 ir likusieji 10
stulpeliy). Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramerio ir Mizeso dviejy iméiy
kriterijais patikrinkite homogeniskumo hipoteze.

II1.3.2. Sprendimai, atsakymai, nurodymai
ITL.3.1. Tegu Y; = (Fu(X;)). Tada Y = (Y1,...,Y,)" yra paprastoji imtis a.d.

Y ~U(0, 1). Pazyméje G, (y) imties Y empirine pasiskirstymo funkcija, gauname

1
D, = sup [Gu(y)—yl, Cn= / (Cuy) — y)dy,
0<y<1 0

M (Galy) —y)?
A"_/o y(1—y) %
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Taigi statistiky D,,, C,, A,, skirstiniai nuo Fy nepriklauso.
I11.3.2. Zr. [4], 4.2.1 teorema.
I11.3.3. Zr. [4], 4.3.1 teorema.

III 3 4. EC =1/6,VC = 1/45 A = 1,VA = 272/3 — 6. Nurodymas. EC =

fo ))dt, E(C?) 2f0 fo B?(s))dsdt. Pasinaudokite tuo, kad B(t)
N(0, t( )) 0 g t < 1 (B(s), B(t )) ~ NQ(O, 3),011 = s(1 —5),000 = t(1 —t),012 =
(1-1),0<s<t<L.

I11.3.5. E(nC,) = 1/6,V(nC,) = 1/45 — 1/(60n); E(nA,) = 1,V(nA,) = 27%/3 —
6+ (10 — 72)/n.

Nurodymas. E(nC,,) fol nE(G,(y) — y)Qdy, E(nC,)?) = 2f01 Un2E[(Gy(x) —
2)2(Gn(y) — y)? |dxdy. Atsitiktinis dydis nGn(y) ~ B(n,y),0 < y < 1; atsitiktinis
vektorius (nGin (2), 1(Gn (y) — Gin(2)), 11 — G ()T ~ Py(n, (2,9 — 2,1~ )),0 < & <
y < 1. Randame po integraly Zenklais paraSyty momenty iraiskas ir jas integruojame.

2

I11.3.6. Tegu F), () yra empiriné pasiskirstymo funkcija, D,, = sup_ o, oo | Fn () —
F(z)| Kolmogorovo ir Smirnovo statistika ir D, (n) statistikos D, lygmens « kritiné
reik§me. Tada

P{ sup |Fu(2)—F(2)| < Dam)} =Q=1-a,

—oco<zr <00
arba
P{F,(z) — Dy(n) < F(z) < F,,(z) + Dy(n), Vx e R} =Q
Kadangi F(z) igyja reikSmes i8 intervalo [0, 1], tai tikimybe nepakis, jeigu apating riba
pakeisime max(0, F,, () — Do (n)), o virSuting riba j min(F), (x) + Da(n), 1).

I11.3.7. Pazymékime P, = pg+...+pk, k = 0,1, .... Pagal pilnosios tikimybés formule

G() = PZ <2} = S P{Z < 41X = i
k=0

P{Z<zIX =k} =P{Y < (2 — Pi—1)/pr};

pastaroji tikimybé lygi 0, kai z < Py_1, lygi (z — Pr—1)/pk, kai Pr_1 < z < Py, ir lygi 1,
kai z > Pj. Tankio funkcija

9(z)=G'(2)=1, kai 0<z<1.

II1.3.8. Hipoteze H pakeiskime hipoteze H' : E(G,(2)) = G(2),0 < z < 1. Cia
G’n(z) — empiriné pasiskirstymo funkcija imties Z; = Fo(X;) + px, Yk, ¢ = 1,...,n, k =
1,...,n; Y1,..., Y, — nepriklausanti nuo Xy, ..., X,, paprastoji a.d. ¥ ~ U(0, 1) imtis, o
G(z) - tolygiojo skirstinio U(0, 1) pasiskirstymo funkcija. Taip gauname randomizuota,
pavyzdziui, Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijaus analoga diskretiesiems skirstiniams.

I11.3.9. Atlike ITI.3.8 pratime nurodyta randomizacija, gauname statistiky realiza-
cijas D,, = 0,0196, C,, = 0,0603, A,, = 0,3901. Atitinkamos P reik§més > 0, 25. Hipotezé
neatmetama.
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I11.3.10. Atlike IT11.3.8 pratime nurodyta randomizacijg, gauname statistiky rea-
lizacijas D, = 0,0305,C,, = 0,0814, A,, = 0,5955. Atitinkamos P reik§més > 0, 25.
Hipotezé neatmetama.

II1.3.11. a) Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo
statistiky realizacijos yra 0,0828, 0,1139, 0,7948, o atitinkamos P reik§meés 0,5018, 0,5244,
0,4834. Hipotezé neatmetama. b) Taikydami modifikuotuosius kriterijus gauname tas
pacias statistiky realizacijas, o P reik§meés yra 0,0902, 0,0762, 0,0399. Hipotezés teisingu-
mas kelia abejoniy.

II1.3.12. a) Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo
statistiky realizacijos yra 0,0573, 0,0464, 0,3411, o atitinkamos P reik§meés 0,6927, 0,8911,
0,8978. Hipotezé neatmetama. b) Taikydami modifikuotuosius kriterijus gauname, kad
P reik§meé pirmu atveju > 0, 15, o kitais dviem atvejais > 0,25. Atsakymas nepakinta.

IT1.3.13. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo
statistiky realizacijos yra 0,2547, 0,8637, 4,3106, o atitinkamos P reik§més 0,0041, 0,0049,
0,0065. Hipotezeé atmestina.

IT1.3.14. Statistika D,, , igijo reiksme 0,075. Kritiné reiksmé Dy ¢5(15, 16) = 0,475.
Asimptotiné P reikdmeé pv, = 1 — K(0,2087) ~ 1. Hipotezé neatmetama. Kramerio ir
Mizeso statistikos reik§mé 0,0032 ir pv, = 1 — a1(0,0032) = 1. Hipotezé neatmetama.

IT1.3.15. Statistika D,, , igijo reikSme 0,16, pv = 0,471 ir pv, = 1 — K(1,1) =
0,5441. Kramerio ir Mizeso statistikos reik§mé 0,2511 ir pv, = 1 — a4(0,2511) = 0, 187.
Hipotezé neatmetama.

II1.3.16. Statistika D,, , igijo reikSme 0,13, pv = 0, 5227 ir pv, = 0,6262. Krame-
rio ir Mizeso statistikos reik§mé 0,1668 ir pv, = 1 — a1(0,1668) = 0,3425. Hipotezé
neatmetama.

IT1.4. Ranginiai kriterijai

111.4.1. Nepriklausomumo hipoteziy tikrinimas

II1.4.1. Tegu X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji imtis absoliu¢iai tolydaus a.d. X,
0 X(l) <. < X(n) yra pozicinés statistikos. Imties elemento X; rangu R; vadiname to
elemento eilés numerj variacinéje eilutéje (X 1y, ..., X(n)), t.y.

Ri = rangas(Xi) = j, jeigu Xi = X(J)

Raskite a.d. R; vidurkj ir dispersija.

I11.4.2. Krakmolo kiekis bulvése nustatomas dviem budais. Norint palyginti tuos
budus, buvo paimta 16 bulviy ir kiekvienos i3 jy krakmolo kiekis nustatytas abiem budais.
Gauti rezultatai surasyti lenteléje (X; — pirmu budu, o Y; — antruoju).
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1| X Y; 1 | X Y;

1] 21,7 [ 21,5 ] 9 | 14,0 | 13,9
2187|187 | 10| 172 | 17,0
3183|183 | 11| 21,7 | 214
4175 | 174 | 12| 186 | 18,6
5| 185 | 183 | 13 | 17,9 | 18,0
6| 156 | 154 | 14 | 17,7 | 17,6
71170 | 16,7 | 15 | 183 | 185
8166|169 | 16 | 15,6 | 15,5

Patikrinkite hipoteze apie a.d. X ir Y nepriklausomuma, remdamiesi Spirmeno ir
Kendalo ranginiais koreliacijos koeficientais.

I11.4.3. Tiriant specialios séjamosios efektyvuma, 10 sklypeliy buvo séjama paprasta
séjamaja ir 10 sklypeliy — specialia séjamaja, paskui buvo lyginamas derlingumas. Norint
eliminuoti dirvozemio jtaka, 20 vienodo ploto sklypeliy buvo taip sugrupuota poromis,
kad jie buty greta vienas kito. Metant moneta, buvo nusprendziama, kuriame i§ dviejy
gretimy sklypeliy séti specialia séjamaja. Rezultatai pateikti lenteléje (X; — derlingumas
séjant specialia séjamaja, Y; — paprasta séjamaja).

| Xg | Y |1 | X | Y
118056 6 | 7761
2084|74| 7 |77]66
3180|738 5660
416464 95655

586751016255

Patikrinkite hipoteze apie a.d. X ir Y nepriklausomuma, remdamiesi Spirmeno ir
Kendalo ranginiais koreliacijos koeficientais.

IT1.4.4. Patikrinkite atsitiktinumo hipoteze pagal I1.1.18 pratimo duomenis.
I11.4.5. Patikrinkite atsitiktinumo hipoteze pagal I1.1.19 pratimo duomenis.

111.4.2. Homogeniskumo hipoteziy tikrinimas

I11.4.6. Remdamiesi Vilkoksono ir Van der Vardeno kriterijais patikrinkite hipoteze
apie nuody poveikio vienoduma pagal ITI.3.15 pratimo duomenis.

II1.4.7. Irodykite, kad gama skirstinio G(1,7n) atveju Vilkoksono kriterijaus ASE,
palyginti su Stjudento kriterijumi, kai alternatyvos poslinkio, yra
_ 31
28070 ((2n - 1)B(n,n))*
Patikrinkite, kad A(n) > 1,25, kai n < 3; A(n) — oo, kai n — 1/2; A(n) — 3/7, kai
n — 0.

e(W,t) = An)

I11.4.8. Tikrinama hipotezé, kad impulso atpazinimo paklaida nepriklauso nuo jo
intensyvumo. Buvo atlikti du nepriklausomi eksperimentai. Impulsas, kurio intensyvu-
mas 10 salyginiy vienety, buvo jvertintas 9, 9, 8, 10, 12, 13, 10, 11 vienety; impulsas,
kurio intensyvumas 20 salyginiy vienety, — 15, 16, 17, 23, 22, 20, 21, 24, 27. Remdamiesi
ranginiais kriterijais, kai alternatyvos yra mastelio, patikrinkite, ar gauti duomenys ne-
priestarauja iSkeltai hipotezei.
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II1.4.9. Suskaidykime I1.1.18 pratimo duomenis j 10 vienodo didumo im¢iy (duo-
menys suradyti skirtingose eilutése). Remdamiesi Kruskalo ir Voliso ir inversijy skai¢iumi
grindziamais kriterijais, patikrinkite hipoteze, kad visais atvejais buvo stebimas tas pats
atsitiktinis dydis.

II1.4.10. Trijose gamyklose buvo testuojami kineskopai. Jy darbo trukmé (ménesiais
iki pirmo gedimo) suragyti pateikiamoje lenteléje. Ar galima tvirtinti, kad visose trijose
gamyklose gaminamy kineskopy darbo trukmé yra vienoda?
lgam. |41 70 26 89 62 54 46 77 34 51

2gam. | 30 69 42 60 44 T4 32 47 45 37 52 81
3gam. | 23 35 29 38 21 53 31 25 36 50 61

I11.4.11. Lenteléje pateikti avarijy Lietuvos keliuose 1990-1999 mety duomenys.

1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
X | 5135 | 6067 | 4049 | 4319 | 3902 | 4144 | 4579 | 5319 | 6445 | 6356
Y | 933 | 1093 | 779 | 893 | 765 | 672 | 667 | 725 | 829 | 748
Z | 5491 | 6638 | 4251 | 4555 | 4146 | 4508 | 5223 | 6198 | 7669 | 7696

Apskaiciuokite konkordancijos koeficienty ir patikrinkite hipoteze dél a.d. X, Y ir
Z priklausomybés. Remdamiesi Spirmeno ir Kendalo ranginiais koreliacijos koeficientais
patikrinkite hipotezes dél a.d. X ir Y priklausomybés; dél a.d. X ir Z priklausomybeés.

I11.4.12. Remdamiesi Vilkoksono Zenkly kriterijumi priklausomoms imtims, patik-
rinkite hipoteze dél a.d. X ir Y skirstiniy vienodumo pagal I11.4.2 pratimo duomenis.

I11.4.13. Remdamiesi Vilkoksono Zenkly kriterijumi priklausomoms imtims, patik-
rinkite hipoteze dél a.d. X ir Y skirstiniy vienodumo pagal I11.4.3 pratimo duomenis.

I11.4.14. Lenteléje pateikti duomenys apie 3 tiekéjy sialomy 12 skirtingy tipy spaus-
dintuvy kainas.

Tipas | 1 tiek. | 2 tiek. | 3 tiek. | Tipas | 1 tiek. | 2 tiek. | 3 tiek.
1 660 673 658 7 1980 1950 1970
2 790 799 785 8 2300 2295 2310
3 990 580 599 9 2500 2480 2490
4 950 945 960 10 2190 2190 2210
5 1290 1280 1295 11 5590 5500 5550
6 1550 1500 1499 12 6000 6100 6090

Remdamiesi Frydmano kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad skirtingy tiekéjy spaus-
dintuvy kainos nesiskiria.

111.4.3. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

I11.4.1 skyrelis

II1.4.1. A.d. R; jgyja reikSmes 1,2, ..., n su vienodomis tikimybémis 1/n. Randame

L , n+1
ER; =) jP{R;=j}=(1+..+n)/n="1—;

Jj=1
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o (n+1)@2n+1) (n+1)° n2—1.

6 4 12

ITI1.4.2. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai (zr. [4], 5.3.1 ir 5.3.2 skyrelius)
igijo reik§mes rg = 0,9889 ir 7, = 0,9422. Abiejy kriterijy atveju pv < 0,0001. Hipotezé
atmetama.

VR; = ER? — (ER;)

I11.4.3. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo reik§mes rg = 0, 7822 ir
Ty = 0,6746. Atitinkamos P reiksmeés pv = 0,0075 ir pv = 0,0084. Hipotezé atmetama.

111.4.4. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo reik§mes rg = 0,0935 ir
T, = 0,0621. Atitinkamos P reik§més pv = 0,3547 ir pv = 0,3663. Atmesti hipoteze
néra pagrindo.

I11.4.5. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo reik§mes rg = 0,0643 ir
7, = 0,0390. Atitinkamos P reik§meés pv = 0,4343 ir pv = 0,4852. Atmesti hipoteze
néra pagrindo.

IT1.4.6. Vilkoksono statistika (zr. [4], 5.5.1 skyrelj) igijo reik§me W = 239, Z,,.,, =
—0,0198; asimptotiné P reik§mé yra pv, = 2®(—0,0198) = 0,9842. Van der Vardeno
statistikos (zr. [, 5.5.4 skyrelj) reik§mé V = —0, 1228 ir pv, = 0,9617. Atmesti hipoteze
néra pagrindo.

II1.4.7. Vilkoksono kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus atzvilgiu, kai imties ele-
mento tankio funkcija f(x) yra (zr. [4], 5.5.3 skyrelj)

e(W,t) = 127’2[/oo fA(x)dx)?, *=VX,.

Skirstinio G(1,7n) atveju gauname

W) = st (@ - DB

II1.4.8. Reikia naudoti homogeniskumo kriterijy, kai alternatyva yra mastelio (7r.
], 5.5.5 skyrelj). Pagal turimus duomenis Zygelio ir Tjukio, Ansario ir Bredlio, Mido,
Klotso kriterijy statistiky reikSmés: Szpr = 91,1667; Sap = 47,5; Sx = 2,2603;
Sy = 8,9333 ir atitinkamos P reik§més 0,0623; 0,0713; 0,0320; 0,0342. Asimptotinés
P reiksmes: 0,0673; 0,0669; 0,0371; 0,0382. Homogeniskumo hipotezé atmestina.

II1.4.9. Kruskalo ir Voliso statistika (Zr. [4], 5.8 skyrelj) igijo reik§éme Frw = 3,9139
ir pv, = 0,9170. Atmesti hipoteze néra pagrindo.

I11.4.10. Kruskalo ir Voliso statistika jgijo reik§me Fyw = 6,5490 ir pv, = 0,0378.
Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0378.

IIT.4.11. Kendalo konkordancijos koeficiento (zr. [4], 5.10 skyrelj) reiksme 0,6444
ir pv, = 0,0428; nepriklausomumo hipotezé atmetama, kai reikSmingumo lygmuo virsija
0,0428. a) Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo reik§mes rg = 0,2242
ir 7, = 0,2; P reikSmés yra 0,5334 ir 0,4208. Nepriklausomumo hipotezé neatmetama.
b) Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo reik§mes rg = 0, 9879 ir 7, = 0, 9556;
P reikSmeés abiem atvejais yra pv < 0,00001. Nepriklausomumo hipotezé atmetama.
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I11.4.12. Ranginio Zenkly kriterijaus statistikos (zr. [4], 5.6 skyrelj) reik§mé yra
T+ = 69,5 ir pv = 0,0989. Homogenikumo hipotezé atmetama, jei reik§mingumo
lygmuo virsija 0,0989.

II1.4.13. Ranginio Zenkly kriterijaus statistikos reiksmé yra T+ = 43 ir pv = 0,0117.
Homogeniskumo hipotezé atmetama, jei reikSmingumo lygmuo virsija 0,0117.

1I1.4.14. Frydmano statistika (zr. [4], 5.9 skyrelj) igijo reikSme Sp = 2, 5957; asimp-
totiné P reiksmé pv, = 0,2731. Duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei.

IT1.5. Kiti neparametriniai kriterijai

I11.5.1. Pratimai

IT1.5.1. Remdamiesi zenkly kriterijumi patikrinkite hipoteze apie dviejy krakmolo
kiekio nustatymo budy ekvivalentiSkumg pagal I11.4.2 pratimo duomenis.

IT1.5.2. Remdamiesi Zenkly kriterijumi patikrinkite hipoteze apie dviejy séjamyjy
vienodg efektyvumg pagal I11.4.3 pratimo duomenis.

IT1.5.3. Remdamiesi serijy skai¢iumi grindziamu kriterijumi, patikrinkite hipoteze
apie nuody poveikio vienoduma pagal II1.3.15 pratimo duomenis.

IT1.5.4. Naudodami serijy kriterijy patikrinkite atsitiktinumo hipoteze pagal I11.1.18
pratimo duomenis.

IT1.5.5. Naudodami serijy kriterijy patikrinkite atsitiktinumo hipoteze pagal I11.1.19
pratimo duomenis.

IT1.5.6. Visuomeneés nuomoneés apklausoje ty paciy 3000 rinkéjy buvo klausiama del
ju nuomones apie konkrecia parlamentine partija pries rinkimus ir po jy. Prie§ rinkimus
neigiama nuomone issaké 300 rinkéjy, o praéjus metams po rinkimy — 350. Be to, 150
rinkéjy nepakeité savo neigiamos nuomonés, 150 rinkéjy neigiama nuomoné pasikeité
i teigiama, o 200 rinkéjy teigiama nuomoné pasikeité j neigiamg. Ar pakito partijos
reitingas?

II1.5.7. (IIL1.5.6 pratimo tesinys). Tarkime, kad tie patys 3000 rinkéjy buvo ap-
klausti prie§ kitus rinkimus. 270 rinkéjy nuomoné buvo neigiama. IS jy 180 rinkéjy
buvo tokiy, kurie pirmose dviejose apklausose turéjo teigiama nuomone, ir 70 rinkéjy,
kuriy nuomoné buvo teigiama vienoje ir neigiama kitoje i§ pirmiau buvusiy apklausy.
Ar pakito partijos reitingas?

II1.5.8. Tegu Xi,..., X,, yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u,0?) ir V; = X;41 —
X1/(14++/n) —nX/(n++/n). Irodykite, kad Y7, ..., Y;,_1 yra vienodai pasiskirste n. a. d.
ir Y; ~ N(0,0%).

I11.5.9. (II1.5.8 pratimo tesinys). Irodykite, kad Zi,...,Z,_o yra nepriklausomi
a.d., turintys Stjudento skirstinius Z; ~ S(n —j — 1), jei Z; = Yj/n—j—1/(Y}, +
Y2 ).

II1.5.10. Patikrinkite normalumo hipoteze naudodami [4], 6.5.1 skyrelio kriterijus
pagal I1.1.18 pratimo duomenis.

II1.5.11. Patikrinkite lognormalumo hipoteze naudodami [4], 6.5.1 skyrelio kriterijus
pagal I1.1.19 pratimo duomenis.
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IT1.5.12. Patikrinkite puasoniSkumo hipoteze naudodami tuséiy déziy kriterijy pagal
11.1.26 pratimo duomenis.

I11.5.2. Sprendimai, atsakymai, nurodymai

IT1.5.1. Tarp 13 skirtumy S = 3 yra neigiami ir pv = 2P{S < 3} = 0,0923. Hipotezé
atmetama, jei kriterijaus reikSmingumo lygmuo virsija 0,0923.

II1.5.2. Tarp 9 skirtumy S = 1 yra neigiamas ir pv = 2P{S < 1} = 0,0391. Hipotezé
atmetama, jei kriterijaus reikSmingumo lygmuo virgija 0,0195.

I11.5.3. Tikrinant homogeniskumo hipoteze remiantis serijy skai¢iumi dazniausiai
hipotezé atmetama, kai serijy skai¢ius mazas. Taciau per didelis serijy skaicius irgi
liudija apie nukrypima nuo atsitiktinio stebiniy iSsidéstymo. Siame pavyzdyje serijy
skaicius V' = 29 aigkiai per daug didelis. Naturalu hipoteze atmesti, kai V' > 29; P
reik§meé pv = P{V > 29} = 1,2- 1075, Hipotezé atmetama.

IT1.5.4. Serijy skaic¢ius V = 54, k1 = 50, k; = 50. Gauname Z;c‘hk2 = 0,5025 ir
pv, = 2(1 — ®(0,5025)) = 0,6153. Atmesti hipoteze néra pagrindo.

IT1.5.5. Serijy skaitius V' = 90, k1 = 76, ko = 74. Gauname Z; , = 2,4906 ir
pug, = 2(1 — ®(2,4906)) = 0,0128. Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo
lygmuo virsija 0,0128.

IT1.5.6. Naudojame Maknemaros kriterijy. Rinkéjy, kuriy nuomoné pakito i teigia-
mos j neigiama, skaicius yra 200, o i§ neigiamos j teigiamg — 150. Tikrinama hipotezé
H : p = 1/2 apie binominio skirstinio tikimybe, kai Bernulio eksperimenty skai¢ius yra
Uo1 + U1p = 350, o sékmiy skaicius yra Uyp = 150. Gauname pv = 2min(P{U;q <
150}, P{Uyp > 150}) = 0,0087. Hipotezé atmestina.

II1.5.7. Duomeny pakanka, kad biity galima apskai¢iuoti Kochreno statistikos (zr.
[], 6.4 skyrelj) reiksme. Zymékime Zenklu + teigiama rinkéjo nuomone ir Zenklu —
neigiama nuomone. Tada rinkéjy, kuriy nuomoné buvo + + — yra 180; + — — arba — 4 —
yra 70, tai — — — yra 20, o — — + yra 130; rinkeéjy + + + skaiéius yra 2500 — 180 = 2320,
+ — + arba — 4+ + yra 280. I§ ¢ia gauname x9; = 300, zg2 = 350, g3 = 270. Be
to, yra 20 rinkéjy, kuriems x; = 3, 200 rinkéjy, kuriems x; = 2, 460 rinkéjy, kuriems
x; = 1, ir 2320 rinkéjy, kuriems x;, = 0. Gauname 3X2 = 920%/3. Statistikos Q
skaitiklio reikimé yra 3 - 2(3002 + 3502 + 270% — 920%/3), o vardiklio reikimé 3(3 - 20 +
2-200 + 460) — (9-20 + 4 - 200 + 460). Gauname statistikos @ realizacija @ = 14,8485
ir pv, = P{x3 > 14,8485} = 0,0006. Hipotezé atmestina.

II1.5.8. Reikia patikrinti, kad VY; = 02, Cov (Y;,Y;) = 0,i # j.

IT1.5.9. Reikia pasiremti Stjudento skirstinio apibrézimu ir tuo, kad Y3, ...,Y,_1 yra
n.a.d. ir ¥; ~ N(0,02).

I11.5.10. Gauname statistiky realizacijas: g5 = 2,1598, go = 0,1524, g5 = —1,0849
ir jas atitinkancias asimptotines P reik§mes 0,0308, 0,8788,0,2779. Remdamiesi em-
piriniu asimetrijos koeficientu hipoteze atmetame, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo
virgija 0,0308. Atlike Sarkadi transformacija gauname paprastaja a.d. Z ~ U(0, 1) imtj
Z1y ooy Zy—o. Taikydami Pirsono chi kvadrato kriterijy hipotezei H : Z ~ U(0, 1) tikrinti
ir parinke k& = 8 vienody tikimybiy intervalus, gauname X2 = 5,5102 ir pv, = 0, 5980.
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Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriterijy statis-
tikos jgijo reikSmes 0,1071, 0,2629, 1,6185. Normalumo hipotezé neatmetama. Sapiro
ir Vilkso statistika jgijo reikSme 0,9716 ir ja atitinkanti P reik§mé yra 0,0293. Sapiro ir
Vilkso kriterijus atmeta normalumo hipoteze, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virsija
0,0293.

IT1.5.11. Peréje prie logaritmy gauname statistiky realizacijas: g; = 0,5901, go =
0,8785, g3 = 0,3765 ir jas atitinkan¢ias asimptotines P reiksmes 0,5551, 0,3797,//0,7065.
Kriterijai, grindZiami empiriniy momenty funkcijomis, lognormalumo hipotezés neat-
meta. Atlike Sarkadi transformacija gauname paprastaja a.d. Z ~ U(0, 1) imt} Zy, ...,
Zyn—o. Taikydami Pirsono chi kvadrato kriterijy hipotezei H : Z ~ U(0, 1) tikrinti ir
parinke k = 10 vienody tikimybiy intervaly, gauname X2 = 6,1892 ir pv, = 0,7208.
Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir Mizeso ir Anderseno ir Darlingo kriterijy statis-
tikos jgijo reik8mes 0,0548, 0,0752, 0,5594. Atitinkamos P reik§més virgija 0,25. Log-
normalumo hipotezé neatmetama. Sapiro ir Vilkso statistika jgijo reikime 0,9920 ir ja
atitinkanti P reikSmé yra 0,5644. Sapiro ir Vilkso kriterijus lognormalumo hipotezés taip
pat neatmeta.

II1.5.12. a) Tusciy deéziy skaicius Z”,i = 1,2,3,4, yra 280, 593, 639, 359. Ap-
skaic¢iave E(Zél)), V(Zéi)) randame Z[()Z) realizacijas: 0,399; 0,937; —0,947; —0, 826 ir jas
atitinkancias asimptotines P reikSmes 0,345; 0,174; 0,828; 0,796. Atmesti hipotezes néra
pagrindo. b) Tus¢iy déziy skai¢ius Zy jungtinéje imtyje 1871. Randame Zy = —0, 107 ir
pv, = 0,543. Hipotezé neatmetama.
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1 priedas. Pagalbinés lentelés

1.P.1 lentelé. Pateikiama pagrindiniy ziniy apie daznai naudojamus diskreciuosius
tikimybinius skirstinius.

1.P.2 lentelé. Pateikiama pagrindiniy Zziniy apie daznai naudojamus absoliu¢iai
tolydziuosius skirstinius.

Naudojami trumpiniai: nat. sk. — naturalusis skaicius; sv. nen. sk. — sveikasis
neneigiamas skaicius; bruksnys parodo, kad funkcija neturi paprastos i§raigkos.

1.P.3 lentelé. Pateikiama Ziniy apie tikimybiniy skirstiniy sarysius.



1.P.1 lentelé. Diskretieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai P{X =k} Vidurkis Dispersija Ge“fizii?;c‘o“
kok(1 _ p\n—k
Binominis On—<n§t2k1.7 C"’pg il(), p? n ’ np np(l —p) (1 —p+ps)”
.. p(lfp)kfl, 1 q ps
Geometrinis 0<p<l1 k=12, . » P2 T—gs
. 0<p<l1 ck . .p*(1—p)* n(l—p) n(1—p) n
3 +k—1 P P P
Paskalio n-nat.sk. " k=0,1,... P p? (1—‘13)
Neigiamasis 0<p<l, RS (1 - p)* n(1-p) n(1-p) (+2:)"
binominis n>0 k=0,1,.. P p? 1-es
Apibendrintas Y, N> 07 C,,’f{ F(V;Z;f—:g:;}%igﬁzlsj’n) Y W’I(W2+77+”) o
binominis n — nat.sk. k=0,1,..,n v+ GAmZ(v+n+1)
. chionu : (N—n)
Hipergeomet- N, M, n—nat.sk. —n 5 k< min(n, M) M np(1 —p) ~=1)
N nF _
rinis M<N,n<N max(0, n — N +m) <k p=M/N
o1 oM-n
Neigiamasis N, M, n—nat.sk. —ntkol Non—k n(N—M) .
ck Ve zr. (2.25) —
hipergeometr. M<IN, n<N k=0,1,... N —M
. o nb nbr(b+r+nc)
POJOS b, T, C >0 Zr. (227) btr m -
AR A
Puasono A>0 & :kE), 1 2’7 A A e~ A1-s)
Sudétingasis t>0, - / ’ " —At(1—1(s))
détinga: R M/ (1) N (1) + 97 (1) e
%
. o . 1 g _ q q q In(1—sq)
Logaritminis 0<p<l1 —“mp s k=12 —olap —m(l-‘rm) —mp
] B n! my mp P . —
Polinominis 0 <m <1, n -nat.sk. mil.mgl "1 T n oy =nmi(1 —m), (mis1+ ...+
T+ .. +7m=1 0<m; <n, mi+..+mp=n Tij :7’nﬂ‘¢ﬂ'j7’i;éj +msE)™
Daugiamatis N, M, ..., My, n- }\’E X;;’i noap oii =npi(1 —p;))(N —n)/(N —1), o
hipergeometr. -nat.sk; >, M; = N Cx N gij = npipi (N —n)/(N —1), i #j
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1.P.2 lentelé. Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija Charakte.r.l stine
funkcija
1 (m—p)?
. —00 < p < 00, exp{— 527} 2 ) 2 2
Normalusis 0<o<oo 271700 -2 <2C;ro 1 o exp{iut — o2}
Pusiau 2 22 2 2 2 _ 252
normalusis 0<o<eo Vore XP{=95z}, >0 U\/; o*(1=72) 2¢” 2 P(ito)}
Reléjaus 0<o<oo 2 oxp{— 25}, ©>0 e o2(2— T) —
2 2
Maksvelo 0<o <o \/g(% exp{—5-5}, >0 2 % 3”7r_8 —
Inz—u)?
Lognorma- —00 < p < 00 L exp ! o2 2
lusis 0<o<oo Ao z{> 0 2 ) et eHro(e” —1) o
_ 1 a .
Kosgi Ooo<< “<< > S 0'24<r(1*<u>2 neegzistuoja neegzistuoja eint—alt|
o < oo —o00 < & < 00
i _ 1 no1 -2 1
Chi kvadrato n — nat.sk. RENCYD 277e 2, x>0 n 2n =R
Necentrinis n — nat.sk. . exp{itv5—t2/2}
chi kvadrato 6>0 ar. (3.18) n+d 2(n +29) (1—2it)(n=1)/2
ntl
I((n+1)/2) (1 n ﬁ)*T 0 n
Stjudento n — nat.sk. Vnrl(n/2) n ’ n—2’ —
—o <z <00 n>1 n>2
Necentrinis n — nat.sk. ar. (3.23) 'LLJI\:[”’ Mp = ,/2x st o
Stjudento —00 < p < 00 X%, n>1 +? (s = M), n > 2
_ T(mtn)/2) w2 m _2n%(ngm=2)
Figerio m — nat.sk. T(m/2)T(n/2) " > " 2:( n—27 m(n—2)2(n—4)’ —
n — nat.sk. xz2 Y(n+mz)” 2 n>2 n>4
. +6 25
Necentrinis m, n — nat.sk. ar. (3.27) ":”72 ) 2n2((n:’5)+m+ .
e 2(m+4)?
Figerio §>0 n>2 +%), n>4
Ty 7
Gama, A>0, n>0 F’\w)x” Te=?e >0 3 3 (ﬁ)
Eksponentinis A>0 Xe T >0 % 712 ﬁ
Paslinktasis A >0, Ae=Mz—n) L1 1 eint _A
eksponentinis —00 < p < 00 u<z<oo KX A2 —it

v.¢
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1.P.2 lentelés tesinys. Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

So[ojua] sourqrese ‘sepolid T

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija Charakieristiné
funkcija
_ Ag—Alz—pl ) .
0o < p < oo e , 2 t 2
Lapl 2 2 itn
aplaso 0<A<oo —00 < & < 00 # A2 € e
1_ exp{—(z—p)/0} ipt i
Logistinis >0, 0 (1+exp{—(z—n)/0})2’ I 0% e T(1+ ?te)x
—00 < p < 00 —00 < x < 00 3 xI'(1 — it)
2 2
Pareto 6>0, a>0 Ir, a<z<oo fo 0>1 (97&%,9>2 —
Eksponentiniy 0< 61, 62 < oo, % exp{—g- 1+ p16% + p202+ b b
skirstiniy 0<p1 <1, +’g—§ exp{—g}, 01p1 + O2p2 +p1p2(01 — 62)? T—it0; T T=it0s
miSinys p2=1—p1 0<z <o
¥ () x OT(1 4 1/v)x 02(I'(1 + 2/v)I(1—
Loglogistinis 6>0, v>0 x(1+ (z/6)7)~2 xI(1—1/v) —2/v) —T2(1 +1/v)x —
0<z<oo xI2(1—1/v)
n (zyn-1 —(Z\n
Veibulo n>0 [ (0) exp{ (0) } aF(lJ{n) o? <F(m) - F2(m)> o
oc>0 0<z<oo 7 n n
Apibendrin- 6> 0, a2+ (Z)yma=7/Mx
tasis Veibulo o >0, x exp{(1 — (1+ %)”)1/"’}7 — — —
v¥>0 0<z <o
Minimaliyjy —o0o < p < 00, %exp{f = e = } w4+ yo, (ro)? .
reik§miy 0<o<oo —00 < & < 00 ~=T"(1) 6
Maksimalijy —00 < i < oo, Lexp{Zzt — ™57} 4 — o, (ro)? -
reikimiy 0<o<oo —oo <z < 00 v = 0.5772156... 6
I'(v+mn) -1 n—1
¥>0 oty A —a)” v _m _
Beta n> 0’ F(W)F(n)o <z<l1 ’ ¥+ (v +m2(v+n+1)
i 1 pitp (#1—p0)® it _ettho
Tolygusis 0o < po < p1 < 0o e Mo <z <m TR SRR ﬁ
_ i — T I S _1 itT ) —tTst)/2
k-matis o= (1, i)y (ﬂ)k\/@eXP{ 3 " 5 e ,
normalusis ¥ = [oijlexk X(x—p) sz —p)} tc RF

GLT
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1.P.3 lentelé. Tikimybiniy skirstiniy sarySiai

X; ~ N0, 1),5=1,..,n

(X12+.A.+X%)/n

Atsitiktinis dydis Funkcija Funkcijos skirstinys

X ~ N(p, 0?) Yy = =& Y ~ N(0, 1)

X ~ N(0, 1) Y = X2 Y ~x2(1); Y ~ F(1, 00)
X;~N(,1),i=1,...,n Y=X7+..+X2 Y ~ x%(n)
Z ~N(0, 1), X; ~ N(0, 1) Y=z

i=1..n JOFT X3/ Y~ St
.~ ] — 2 2

Z;~N(, 1), i=1,...,m, y = Bt +25)/m Y ~ F(m, n)

X1~ G(X, m) X
Xo ~ G(A, 772)7 Y= X1+X2 Y ~ Be(n, n2)
X ~G(\ 1) Y = 20X Y ~ x2(2n)
X1~ x2(m), __x
X3 ~ x*(n2) Y= X1+1X2 YNBe(%’ %)
X1~ G\ m) _ meX
Xz~ GO ) YR Y~ P, 2n2)
X ~ F(m, n) Y= itx Y ~ Be(%, %)
X ~ S(n) Y = X2 Y ~ F(1, n)
X ~U(0, 1) y = -InX Y ~EN)
X ~ S(n) = 7% Y ~ Be(%, 3
Xi ~ N(us, 07), Y ~ N(p, o),
Y=cX X
i=1,...,n cadi ..+ endn w=, iy, 02 2210?02‘2
Xi NX2(ni)7 YNXZ(n)v
Y=X L+ X
i=1,..,k Lt Xk n=nj+..+ng
X; ~P(\) Y ~P(A),
’ Y =X .+ X
i=1,..m 1%+ An A=A+t An
X’LNB(TLH p)7 YNB(”» p)7
Y=X o+ X
i=1,..,k LA X n=mni+..+ng
X’LNB_(ni7 p)7 _ _ YNB_(”» p)7
i=1,..k V=Xi4..+ X -kl n=ni+..+n —k+1
)1(7'_'\1 g()\1)7,7 Y=X1+..+Xn Y ~G(A, n),
Xi v GO, ma), Y =X14..4+ X, Y~ G ),
i=1,..,n n=m+..+mm
X~ K(Hiu Ui)a Y ~ K(.U‘v 0)7
. Y=X1+..+X
i=1,..,n ! " W=D pi, 0=, 04
X~ K(u, = ,
AR Y= X = St Y ~ K(u, o),

Pastaba. Bet kurios funkcijos iSraiskoje a. d. laikomi nepriklausomais.
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2 priedas. Matematinés statistikos lentelés

2.P.1 lentelé. Nurodytos funkcijos ®(z) = ﬁ e exp{fg}dt reikimeés, kai = = 0,00 (0,01)
4(0,1)4,9. Dél kompaktiskumo devynetai, esantys po kablelio, neragomi, o tik nurodomas jy skai¢ius.
Pavyzdziui, ®(3,76) = 0,9%15 = 0,999915. Kadangi skirstinys N (0, 1) simetrinis tasko = = 0 atzvilgiu,
tali ®(—z) =1 — ®&(z).

2.P.2 lentelé. Pateikiamos standartinio normaliojo skirstinio N(0, 1) P-osios kritinés reik§meés
zp (abscisiy adies tagkai, tenkinantys lygtj ®(zp) = 1 — P, t.y. zp = ®~1(1 — P)), kai P = 0,0010
(0,0001) 0,003 (0,001) 0,10 (0,01) 0,49. Jeigu Q > 0,5, tai i§ pasiskirstymo simetrijos gauname, kad
2Q = —21-Q-

2.P.3 lentelé. Pateikiamos x2(n) skirstinio P-osios kritinés reik§més x%(n), t.y. abscisiy aSies
taskai, tenkinantys lygtj

(e o)
[, finde =P
x%(n)
¢ia f(x; n) — skirstinio x2(n) tikimybinio tankio funkcija. Argumenty reikimés yra gios: n = 1(1) 20(2)
40 (5) 90(10) 100; P = 0,0005, 0,0001, 0,01, 0,025, 0,05, 0,10, 0,20, 0,80, 0,90, 0,95, 0,975, 0,99,
0,995, 0,999, 0, 9995.

2.P.4 lentelé. Pateikiamos Stjudento skirstinio S(n) P-osios kritinés reik§més tp = tp(n), t.y.
lygties

P{T, >z} = /too f(z|n)dz = P

sprendiniai; ¢a f(z|n) — Stjudento skirstinio su n laisvés laipsniy tikimybinio tankio funkcija. Argumenty
reik§més yra Sios: n =1(1)20(2)30(4)50(10)100(100)500; P = 0, 0005, 0,001, 0,0025, 0,005, 0,01, 0,025,
0,05, 0,1, 0, 25. Paskutinéje eilutéje (n = oo) yra standartinio normaliojo skirstinio kritinés reik§més zp.
Naudojantis 2.P.4 lentele, reikia prisiminti, kad dél simetrijos tp(n) = —t1_p(n).
2.P.5 lentelé. Pateikiamos Figerio skirstinio F'(m, n) P-osios kritinés reik§més, kai P = 0,05, t. y.

lygties

o0

/ f(zlm,n)dz = 0,05

Fp(m,n)
sprendiniai; ¢ia f(xz|m,n) — FiSerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy tikimybinio tankio funkcija.
Argumenty reik§més yra Sios: m = 1(1)10; 12; 15; 20; 24; 30; 40; 60; 120; co; n = 1(1)30(10)80;
100; 150; 200; 500; co. Kai n = oo, tai Fp(m,n) = x%(m)/m, #r. 2.P.3 lentele. Pasinaudojus lygybe
Fp(m, n)F;_p(n, m) =1,i§ 2.P.2 lentelés galima rasti Figerio skirstinio kritines reik§mes, kai P = 0, 95.
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2.P.1 lentelé. Standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcijos reik§més

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 0,5398 0,5438 0,5478  0,5517 0,5557 0,5596 0,5636  0,5675 0,5714  0,5753
0,2 | 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 | 06179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 06554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 06736 0,6772 0,6808 0,6844  0,6879
0,5 | 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054  0,7088 0,7123  0,7157 0,7190  0,7224
0,6 | 0,7257 10,7291 0,7324  0,7357 0,7389  0,7422 0,7454 0,748 0,7517  0,7549
0,7 | 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673  0,7704  0,7734  0,7764  0,7794  0,7823  0,7852
0,8 | 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106  0,8133
0,9 | 0,8159 0,818 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365  0,8389
1,0 | 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554  0,8577 0,8599  0,8621
1,1 | 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810  0,8830
1,2 | 0,8849 0,8869 0,8888  0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997  0,9015
1,3 | 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 09162 0,9177
1,4 | 0,9192 0,9207 09222 0,9236 0,9251  0,9265 0,9279  0,9292  0,9306  0,9319
1,5 | 0,9332 0,9345 09357 0,9370 0,9382  0,9394  0,9406 0,9418 0,9429  0,9441
1,6 | 0,9452  0,9463  0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535  0,9545
1,7 | 0,9554 0,9564 09573  0,9582  0,9591  0,9599  0,9608 0,9616 0,9625  0,9633
1,8 | 0,9641 0,9649 09656 0,9664 0,9671  0,9678  0,9686  0,9693  0,9699  0,9706
1,9 | 0,9713  0,9719 0,9726 0,9732  0,9738  0,9744  0,9750 0,9756  0,9761  0,9767
2,0 | 0,9772 0,9778 0,9783  0,9788  0,9793  0,9798  0,9803 0,9808 0,9812  0,9817
2,1 | 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 09842 0,9846  0,9850 0,9854  0,9857
2,2 | 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884  0,9887  0,9890
2,3 | 0,9893 0,9896  0,9898  0,9901 0.9904 0,9906 0,9909 0,9911  0,9913  0,9916
2,4 | 0,9918 0,9920 0,9922  0,9925 0,9927 09929 0,9931  0,9932 0,9934  0,9936
2,5 | 0,9938  0,9940  0,9941  0,9943  0,9945 09946  0,9948  0,9949  0,9951  0,9952
2,6 | 0,9953  0,9955 0,9956  0,9957  0,9959  0,9960 0,9961  0,9962  0,9963  0,9964
2,7 | 0,9965 0,9966  0,9967  0,9968 0,9969  0,9970 0,9971  0,9972  0,9973  0,9974
2,8 | 0,9974 0,9975 0,9976  0,9977  0,9977  0,9978  0,9979  0,9979  0,9980  0,9981
2,9 | 0,9981 0,9982  0,9982 0,9983 0,9984 09984 0,9985  0,9985  0,9986  0,9986
3,0 | 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988  0,9988  0,9989  0,9989  0,9989  0,9990  0,9990
3,1 | 0,9%03 0,9%06 0,9310 0,9313 0,9316 0,9318 0,9321 0,9%24 0,9326 0,9329
32 10,9331 0,9334 0,9336 0,9338 0,9340 0,9%42 10,9344 0,9346 0,9348 0,9350
3,3 ] 0,9352  0,9353 0,9355 0,9357 0,9358 0,960 0,9361 10,9362 0,9%64 0,9365
34 | 0,9%66 0,9%68 0,9%69 0,9370 0,9371 0,9372 10,9373 0,9374 0,9375 0,9376
3,5 | 0,9377  0,9378 0,9378 0,9379 0,9380 10,9381 10,9381 10,9382 0,9383 0,9383
36 | 0,9384 10,9385 0,9385 10,9386 0,9386 0,9387 10,9387 10,9388 0,9388 0,9389
3,7 1 0,9389 10,9390 0,9%00 0,9%04 0,9%08 0,9*12 0,9%15 0,9%18 0,9%22 0,925
38 | 0,9%28 0,9%31 0,9%33 0,9%36 0,9%38 0,9%41 0,9%43 0,9%6 0,9%48 0,9%50
3,9 | 0,9%52 0,9%54 0,9%56 0,9%58 0,9%59 0,9%61 0,9%63 0,9%64 0,9%66 0,9%67
4,0 | 0,9%68 0,9*79 0,9%87 10,9515 0,946 0,966 0,979 0,9°87 0,9521 0,9652
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2.P.2 lentelé. Standartinio normaliojo skirstinio P-osios kritinés reik§mes

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,001 3,0002 3,0618 3,0357 3,01156 2,0880 20677 2,9478 2,9201 29112 2,8043
0,002 2,8782 2,8627 2.8480 2,8338 2,8202 2,8070 27943 2,7822 27703  2,7589
0,003 27478 27370 2,7266 2,7164 2,7065 2,6968 2,6874 2,6783 2,6693  2,6606
0,004 2,6521 2,6437 2,6356 2,6276 2,6197 2,6121 2,6045 2,5972 2,5899  2,5828
0,005 25758 2,5690 25622  2,5556 2,5491  2.5427 2.5364 25302 2,5241 2,5181
0,006 2,5121 2,5063 2,5006 2,4949 2,4893 2,4838 2,4783 2,4730 2,4677 2,4624
0,007 24573 24522 24471 24422 24372 24324 24276 24228 24181 2,4135
0,008 24089 24044 2.3999 2,3955 2,3911 2,3867 23824 2,3781 2,3739  2,3698
0,009 23656 23615 2,3575 2,3535  2,3495 23455 2.3416 2,3378  2,3339  2,3301
0,010 2,3263 2,3226 2,3189 2,3152 2,3116 2,3080 23044 2,3009 2,2073  2,2938
0,011 2,2004 2,2869 22835 2,2801 2,2768 2,2734 22701 2,2668 2,2636  2,2603
0,012  2,2571  2,2539  2,2508 2,2476  2,2445 < 2,2414  2,2383  2,2353  2,2322  2,2292
0,013 22262 22232 22203 22173 22144 22115 22086 2,2058 2,2029  2,2001
0,014 2,1973 2,1945 2,1917 2,1890 2,1862 2,1835 2,1808 2,1781 2,1754 2,1727
0,015 21701 2,1675 2,1648 2,1622 2,1596 2,1571 2,1545 2,1520 2,1494  2,1469
0,016 21444 21419 2,1394 2,1370 2,1345 2,1321 2,1297 2,1272 2,1248  2,1225
0,017 2,1201 2,1177 2,11564 2,1130 2,1107 2,1084 2,1061  2,1038  2,1015  2,0992
0,018 2,0969 2,0947 2,0924 2,0902 2,0880 2,0858 2,0836 2,0814 20792 2,0770
0,019 20749 2,0727 2,0706 2,0684 2,0663 2,0642 2,0621 2,0600 2,0579  2,0558
0,020 2,0537 2,0517 2,0496 2,0476 2,0456 2,0435 20415 2,0395 2,0375  2,0355
0,021 2,0335 2,0315 2,0296 2,0276 2,0257 2,0237 2,0218 2,0198 2,0179 2,0160
0,022 20141 2,0122 2,0103 2,0084 2,0065 2,0047 2,0028 2,0009 1,9991 1,9972
0,023 1,9954 1,9936 1,9917 1,9899 1,9881 1,9863 1,9845 1,9827 1,9809 1,9791
0,024 1,9774 1,9756 1,9738 1,9721 1,9703 1,9686 1,9669 1,9651 1,9634 1,9617
0,025 1,9600 1,9583 1,9566 1,9549 1,9532 1,9515 1,9498 1,9481 1,9465 1,9448
0,026 1,9431 1,9415 1,9398 1,9382 1,9366 1,9349 1,9333 1,9317 1,9301 1,9284
0,027 1,9268 11,9252 11,9236 1,9220 11,9205 1,9189 1,9173 1,9157 1,9142 1,9126
0,028 1,9110 1,9095 1,9079 1,9064 1,9048 1,9033 1,9018 1,003 1,8987 1,8972
0,029 1,8957 11,8942 1,8927 1,8912 1,8897 1,8882 1,8867 1,8852 1,8837 1,8823
0,03  1,8808 1,8663 1,8522 1,8384 1,8250 1,8119 1,7991 1,7866 1,7744 1,7624
0,04 1,7507 11,7392 1,7279 11,7169 1,7060 1,6954 1,6849 1,6747 1,6646 1,6546
0,05  1,6449 1,6352 1,6258 1,6164 1,6072 1,5982 1,5893 1,5805 1,55718 1,5632
0,06 155548 1,5464 1,5382 1,5301 1,5220 1,5141 1,5063 1,4985 1,4909 1,4833
0,07 14758 1,4684 1,4611 1,538 14466 1,395 1,4325 1,4255 14187 1,4118
0,08 1,4051 1,3984 1,3917 11,3852 11,3787 11,3722 1,3658 1,3595 1,3532 1,3469
0,00 1,3408 1,3346 1,3285 1,3225 11,3165 1,3106 1,3047 1,2988 1,2030 1,2873
0,1 1,2816  1,2265 1,1750 1,1264 1,0803 1,0364 0,9945 0,9542 0,9154  0,8779
0,2 0,8416 0,8064 0,7722 0,7388 0,7063 0,6745 0,6433 0,6128 0,5828 0,5534
0,3 0,5224  0,4959 0,4677 0,4399 04125 0,3853 0,3585 0,3319 0,3055 0,2793
0,4 02533  0,2275 0,2019 0,764 0,1510 0,1257 0,1004 0,0753 0,0502 0,0251
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2.P.3 lentelé. Chi kvadrato skirstinio P-osios kritinés reik§meés
n\ P 0,9995 0,999 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,80

1 0,05393 0,0°157 0,0%393 0,0%157 0,0%982 0,00393 0,0158 0,0642
2 0,00100 0,00200  0,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211 0,446
30,0153 0,0243 0,0717 0,115 0,216 0,352 0,584 1,005
40,0639 0,0908 0,207 0,297 0,484 0,711 1,064 1,649
5 0,158 0,210 0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 2,343
6 0,299 0,381 0,676 0,872 1,237 1,635 2,204 3,070
7 0,485 0,598 0,989 1,239 1,690 2,167 2,833 3,822
8 0,710 0,857 1,344 1,646 2,180 2,733 3,490 4,594
9 0,972 1,152 1,535 2,088 2,700 3,325 4,168 5,380
10 1,265 1,479 2,156 2,558 3,247 3,940 4,865 6,179
11 1,587 1,834 2,603 3,053 3,816 4,575 5,578 6,989
12 1,934 2,214 3,074 3,571 4,404 5,226 6,304 7,807
13 2,305 2,617 3,565 4,107 5,009 5,892 7,042 8,634
14 2,697 3,041 4,075 4,660 5,629 6,571 7,790 9,467
15 3,108 3,483 4,601 5,229 6,262 7,261 8,547 10,307
16 3,536 3,942 5,142 5,812 6,908 7,962 9,312 11,152
17 3,980 4,416 5,697 6,408 7,564 8,672 10,085 12,002
18 4,439 4,905 6,265 7,015 8,231 9,390 10,865 12,857
19 4,912 5,406 6,844 7,633 8,907 10,117 11,651 13,716
20 5,398 5,921 7,434 8,260 9,591 10,851 12,443 14,578
22 6,404 6,983 8,643 9,542 10,982 12,338 14,041 16,314
24 7,453 8,085 9,886 10,856 12,401 13,848 15,659 18,062
26 8,538 9,222 11,160 12,198 13,844 15,379 17,292 19,820

28 9,656 10,391 12461 13,565 15,308 16,928 18,939 21,588
30 10,804 11,588 13,787 14,953 16,791 18,493 20,599 23,364

32 11,979 12,811 15,134 16,362 18,291 20,072 22271 25,148
34 13,179 14,057 16,501 17,789 19,806 21,664 23,952 26,938
36 14,401 15324 17,887 19,233 21,336 23,269 25,643 28,735
38 15644 16,611 19,289 20,691 22,878 24,884 27,343 30,537
40 16,906 17,916 20,707 22,164 24,433 26,509 29,051 32,345

45 20,137 21,251 24311 25901 28,366 30,612 33,350 36,884
50 23461 24,674 27,991 29,707 32,357 34,764 37,689 41,449
55 26,866 28,173 31,735 33,570 36,398 38,958 42,060 46,036
60 30,340 31,738 35534 37,485 40,482 43,188 46,459 50,641
65 33,877 35362 39,383 41,444 44,603 47,450 50,883 55,262

70 37467 39,036 43275 45442 48,758 51,739 55,329 59,808
75 41,107 42,757 47,206 49,475 52,942 56,0564 59,795 64,547
80 44,791 46,520 51,172 53,540 57,153 60,391 64,278 69,207
85 48,515 50,320 55,170 57,634 61,389 64,749 68777 73,878
90 52,276 54,155 59,196 61,754 65647 69,126 73,291 78,558
100 59,896 61,918 67,328 70,065 74,222 77,929 82,358 87,945
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2.P.3 lentelés tesinys. Chi kvadrato skirstinio P-osios kritinés reikSmés

0,20 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005 P,/n

1,642 2,706 3,841 5,024 6,635 7,879 10,828 12,116 1

3,219 4,605 5,991 7,378 9,210 10,597 13,816 15,202 2

4,642 6,251 7,815 9,348 11,345 12,838 16,266 17,730 3

5,989 7,779 9,488 11,143 13,277 14,860 18,467 19,997 4

7,289 9,236 11,070 12,833 15,086 16,750 20,515 22,105 5

8,558 10,645 12,592 14,449 16,812 18,548 22,458 24,103 6

9,803 12,017 14,067 16,013 18,475 20,278 24,322 26,018 7
11,030 13,362 15,507 17,535 20,090 21,955 26,124 27,868 8
12,242 14,684 16,919 19,023 21,666 23,589 27,877 29,666 9
13,442 15,987 18,307 20,483 23,209 25,188 29588 31,420 10
14,631 17,275 19,675 21,920 24,725 26,757 31,264 33,137 11
15,812 18,549 21,026 23,337 26217 28,300 32,909 34,821 12
16,985 19,812 22,362 24,736 27,688 29,819 34,528 36,478 13
18,151 21,064 23,685 26,119 29,141 31,319 36,123 38,100 14
19,311 22,307 24,996 27,488 30,578 32,801 37,697 39,719 15
20,465 23,542 26,296 28,845 32,000 34,267 39,252 41,308 16
21,615 24,769 27,587 30,191 33,409 35718 40,790 42,879 17
22760 25989 28,869 31,526 34,805 37,156 42,312 44,434 18
23,900 27,204 30,144 32,852 36,191 38,582 43,820 45,973 19
25,038 28412 31,410 34,170 37,566 39,997 45,315 47,498 20
27,301 30,813 33,924 36,781 40,280 42,796 48,268 50,511 22
29,553 33,196 36,415 39,364 42,980 45559 51,179 53,479 24
31,795 35,563 38,885 41,923 45,642 48290 54,052 56,407 26
34,027 37,916 41,337 44461 48278 50,993 56,892 59,300 28
36,250 40,256 43,773 46,979 50,892 53,672 59,703 62,162 30
38,466 42,585 46,194 49,480 53,486 56,328 62,487 64,995 32
40,676 44,903 48,602 51,966 56,061 58,964 65,247 67,803 34
42,879 47,212 50,998 54,437 58,619 61,581 67,985 70,588 36
45,076 49,513 53,384 56,896 61,162 64,181 70,703 73,351 38
47,269 51,805 55,758 59,342 63,691 66,766 73,402 76,095 40
52,729 57,505 61,656 65,410 69,957 73,166 80,077 82,876 45
58,164 63,167 67,505 71,420 76,154 79,490 86,661 89,561 50
63,577 68,796 73,311 77,380 82,292 85749 93,168 96,163 55
68,972 74,397 79,082 83,298 88,379 91,952 99,607 102,695 60
74,351 79,973 84,821 89,177 94,422 98,105 105,988 109,164 65
79,715 85,527 90,531 95,023 100,425 104,215 112,317 115,578 70
85,066 91,061 96,217 100,839 106,393 110,286 118,599 121,942 75
90,405 96,578 101,879 106,629 112,329 116,321 124,839 128,261 80
101,054 107,565 113,145 118,136 124,116 128,299 137,208 140,782 90
106,364 113,038 118,752 123,858 129,973 134,247 143,344 146,990 95
111,667 118,498 124,342 129561 135,807 140,169 149,449 153,167 100
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2.P.4 lentelé. Stjudento skirstinio P-osios kritinés reik§meés

n~P 0,25 0,10 0,05 0,025 0,01 0,006  0,0025 0,001 0,0005
T 1,0000 3,0777 6,3138 12,7062 31,8205 63,6567 127,321 318,309 636,619
20,8165 1,8856 2,9200 4,3027  6,9646  9,9248 14,0890 22,3271 31,5991
30,7649 1,6377 2,3534  3,1824  4,5407 58409  7,4533 10,2145 12,9240
40,7407 1,5332 2,1318  2,7764  3,7469  4,6041 55976  7,1732  8,6103
5 07267 14759 20150 25706  3,3649 40321  4,7733  5,.8934  6,8688
6 0,7176 1,4398 19432 24469  3,1427  3,7074 43168  5,2076 5,588
7 07111 14149 1,8946 2,3646  2,9980  3,4995  4,0293  4,7853  5,4079
8 0,7064 1,3968 1,8595 2,3060  2,8965  3,3554  3,8325  4,5008  5,0413
9 07027 11,3830 11,8331 22622 28214 32498  3,6897  4,2968  4,7809

10 0,6998 11,3722 1,8125 22281  2,7638  3,1693  3,5814  4,1437  4,5869
11 0,6974 1,3634 1,7959  2,2010  2,7181  3,1058  3,4966  4,0247  4,4370
12 0,6955 1,3562 1,7823  2,1788  2,6810  3,0545  3,4284  3,9206  4,3178
13 0,6938 1,3502 11,7709 2,1604  2,6503  3,0123  3,3725  3,8520  4,2208
14 90,6924 1,3450 1,7613  2,1448  2,6245 29768  3,3257  3,7874  4,1405
15 06912 13406 1,7531 2,1314  2,6025  2,9467  3,2860  3,7328  4,0728
16 06901 1,3368 1,7459 2,1199  2,5835  2,9208  3,2520  3,6862  4,0150
17 0,6892 11,3334 1,7396  2,1098  2,5669  2,8982  3,2224  3,6458  3,9651
18 06884 13304 1,7341 21009 25524  2,8784  3,1966  3,6105  3,9216
19 06876 1,3277 1,7291  2,0930  2,5395  2,8609 3,737  3,5794  3,8834
20 0,6870 1,3253 1,7247  2,0860  2,5280  2,8453  3,1534 35518  3,8495
22 06858 1,3212 1,7171  2,0739  2,5083  2,8188  3,1188  3,5050  3,7921
24 0,6848 1,3178 1,7109  2,0639 24922  2,7969  3,0905 34668  3,7454
26 0,6840 1,3150 11,7056  2,0555  2,4786  2,7787  3,0669  3,4350  3,7066
28  0,6834 1,3125 1,7011 2,0484 24671 27633  3,0469 34082  3,6739
30 0,6828 1,3104 1,6973  2,0423 24573  2,7500  3,0298  3,3852  3,6460
34 0,6818 11,3070 1,6909  2,0322 24411  2,7284  3,0020  3,3479  3,6007
38 06810 1,3042 1,6860 2,0244 24286  2,7116  2,9803  3,3190  3,5657
42 0,6804 1,3020 11,6820 2,0181 24185  2,6981  2,9630  3,2960  3,5377
46 0,6799 1,3002 1,6787  2,0129 24102  2,6870  2,9488 32771  3,5150
50 0,6794 1,2987 1,6759  2,0086 24033 26778  2,9370 32614  3,4960
60 0,6786 1,2958 1,6706  2,0003  2,3901  2,6603  2,9146  3,2317  3,4602
70 0,6780 1,2938 1,6669  1,9944  2,3808  2,6479  2,8987 32108  3,4350
80 06776 1,2922 11,6641  1,9901  2,3739  2,6387  2,8870  3,1953  3,4163
90 0,6772 11,2910 1,6620 1,9867  2,3685  2,6316  2,8779  3,1833  3,4019
100 06770 1,2901 1,6602  1,9840  2,3642  2,6259  2,8707  3,1737  3,3905
200 0,6757 1,2858 1,6525 1,9719  2,3451  2,6006  2,8385  3,1315  3,3398
300 0,6753 1,2844 1,6499 1,9679 23388 25923 28279  3,1176  3,3233
400 0,6751 1,2837 1,6487  1,9659 23357  2,5882  2,8227  3,1107  3,3150
500 0,6750 1,2832 11,6479  1,9647  2,3338 25857  2,8195  3,1066  3,3101
oo 0,6745 1,2816 1,6449  1,9600  2,3263  2,5758  2,8070  3,0902  3,2905




2 priedas. Matematinés statistikos lentelés

283

2.P.5 lentelé. Figerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy P-osios kritinés reik§més

nNm 1 2 3 1 5 6 7 8 9

T 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,88 240,54

2 18,513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371 19,385

3 10,128 95521 92766 9,1172 9,0135 8,9406 8,8867 828452 88123

4 77086 69443 65914 6,3882 6,2561 6,1631 6,0942 6,0410 5,9988

5 6,6079 57861 54095 51922 50503 4,9503 4,8759 4,8183 4,7725

6 59874 51433 47571 4,5337 4,3874 42839  4,2067 4,1468  4,0990

7 55914 47374 4,3468 4,1203 39715 3,8660 3,7870 3,7257 3,6767

8 53177 44590 4,0662 3,8379 3,6875 3,5806 3,5005 3,4381  3,3881

9 5,174 42565 3,.8625 3,6331 34817 3,3738 3,2927 3,2296 3,1789
10 4,9646 4,1028 3,7083 3,4780 3,3258 3,2172 3,1355 3,0717  3,0204
11 4,8443 3,9823 35874 3,3567 3,2039 3,0946 3,0123 2,9480  2,8962
12 4,7472  3,8853  3,4903 3,2592 3,1059 2,9961 2,9134 2,8486  2,7964
13 46672 3,8056 34105 3,1791 3,0254 2,9153 2,8321 2,7669 2,7144
14 4,6001 3,73890 3,3439 3,1122 29582 2,8477 2,7642 2,6987  2,6458
15 45431 3,6823 32874 3,0556 2,9013 2,7905 2,7066 2,6408 2,5876
16 44940 3,6337 3,2389 30069 2,8524 2,7413 26572 2,5911 2,5377
17 4,4513 3,5915 3,1968 29647 2,8100 2,6987 2,6143 2,5480  2,4943
18 44139 35546  3,1599 29277 27729 26613 25767 25102 2,4563
19 4,3807 3,5219 31274 2,8951 2,7401 2,6283 2,5435 24768 2,4227
20 4,3512  3,4928 3,0984 2,8661 2,7109 25990 2,5140 2,4471  2,3928
21 43248 34668 3,0725 2,8401 2,6848 25727 24876 2,4205 2,3660
22 4,3009 3,4434 3,0491 28167 2,6613 2,5491 24638 23965 23419
23 42793 3,4221 3,0280 2,7955 2,6400 25277 24422 23748  2,3201
24 4,2597 3,4028 3,0088 27763  2,6207 2,5082 24226 23551  2,3002
25 4,2417  3,3852 2,9912 27587 2,6030 2,4904 2,4047 2,3371 2,2821
26 4,2252  3,3690 2,9752 2,726 2,5868 24741 2,3883 2,3205  2,2655
27 42100 3,3541 2,9604 2,7278 2,5719 24591 23732 2,3053 2,2501
28 4,1960 3,3404 2,9467 2,7141 25581 2,4453  2,3593 22913  2,2360
290 41830 3,3277 2,9340 2,7014 2,5454 24324 23463 2,2783  2,2229
30 4,1709 3,3158 2,9223 26896 25336 24205 23343 22662 22107
40 4,0847 3,2317  2,8387 2,6060 2,4495 23359 2,2490 2,1802  2,1240
50 4,0343 3,1826 2,7900 25572 24004 2,2864 2,1992 2,1299 20734
60 4,0012 3,1504 2,7581 2,5252 2,3683 22541 2,1665 2,0970  2,0401
70 3,9778  3,1277 2,7355  2,5027 2,3456 22312 2,1435 20737 2,0166
80  3,9604 3,1108 2,7188 2,4859 2,3287 22142 21263 2,0564 1,9991
100 3,9361 3,0873 2,6955 2,4626 2,3053 2,1906 2,1025 2,0323 1,9748
150 3,9042 3,0564 2,6649 24320 22745 2,1595 2,0711  2,0006 1,9428
200 3,8884 3,0411 2,6498 2,4168 2,2592 21441 2,0556 1,9849  1,9269
500 3,8601 3,038 2,6227 2,3808  2,2320 2,1167 2,0279 1,9569  1,8986
0o 3,8415  2,9957 2,6049 2,3719 22141 2,0986 2,0096 19384 1,8799
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2.P.5 lentelés tesinys. FiSerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy P-osios kritinés reik§més

nNm 10 12 15 20 24 30 10 60 120 I~

T 241,88 243,91 245,95 248,01 249,06 250,00 251 14 252,20 253,25 254,31

2 19,396 19,413 19,429 19,446 19,454 19,462 19,471 19,479 19,487 19,496

3 87855 87446 87029 86602 8,6385 86166 85944 85720 8,5494 8,5265

4 59644 59117 58578 58025 57744 57459 57170 56877 56581  5,6281

5 47351 46777 46188 45581 45272 44957 44638 44314 43985  4,3650

6 4,0600 3,9999 39381 3,8742 3,8415 3,8082 3,7743 3,7398 3,7047  3,6689

7 3,6365 35747 35108 34445 34105 3,3758 3,3404 3,3043 3,2674  3,2298

8 3,3472 13,2839 32184 3,1503 3,152 3,0794 3,0428 3,0053 2,9669  2,9276

9 31373 30729 3,0061 29365 2,9005 2,8637 2,8259 27872 27475 2,7067
10 2,9782  2,9130 2,8450 2,7740 27372  2,6996 2,6609 2,6211 2,5801  2,5379
11 2,8536 2,7876 2,7186 26464 2,6090 2,5705 2,5309 2,4901 2,4480 2,4045
12 2,7534  2,6866 2,616 25436  2,5055 2,4663 2,4259  2,3842 2,3410  2,2962
13 26710 2,6037 2,5331 24589 24202 2,3803 23392 22966 2,2524  2,2064
14 2,6022 2,5342 24630 2,3879 2,3487 2,3082 2,2664 2,2230 2,778  2,1307
15 25437 24753 24034 2,3275 2,2878  2,2468 22043 2,1601 2,1141  2,0658
16 24935 24247 23522 22756 2,2354 2,1938  2,1507 2,1058 2,0589  2,0096
17 2,4499 2,3807 2,3077 2,2304 2,1898 2,1477 2,1040 2,0584 2,0107 1,9604
18 24117 23421 2,2686 2,1906 2,1497 2,1071 20629 20166 19681 19168
19 23779 23080 2,2341 2,1555 2,1141 2,0712 2,0264 1,9795 1,9302 1,8780
20 2,3479 22776 2,2033  2,1242  2,0825 2,0391 1,9938 1,9464 1,8963 1,8432
21 23210 22504 21757 2,0960 2,0540 2,0102 1,9645 1,9165 1,8657 1,8117
22 2,2967 22258 21508 2,0707 2,0283 19842 19380 1,8894 1,8380 11,7831
23 22747 22036 2,1282 2,0476 2,0050 1,9605 1,9139 1,8648 1,8128 1,7570
24 22547 2,1834 2,1077 2,0267 19838 19390 1,8920 1,8424 1,7896 1,7330
25 2,2365 2,1649 2,0889 20075 1,9643 1,9192 18718 1,8217 1,7684 1,7110
26 2,2197 2,1479 2,0716 1,9898 1,9464 1,9010 1,8533 1,8027 11,7488  1,6906
27 2,2043  2,1323  2,0558 1,9736 1,9299 1,8842 1,8361 1,7851 1,7307 1,6717
28 2,1900 2,1179 2,0411 1,9586 1,9147 1,8687 1,8203 1,7689 1,7138 1,6541
29  2,1768 2,1045 2,0275 1,9446 1,9005 1,8543 1,8055 11,7537 1,6981 1,6377
30 2,1646 2,0921 20148 19317 18874 18409 1,7918 1,7396 1,6835 1,6223
40 2,0772  2,0035 1,9245 1,8389 1,7929 1,7444 1,6928 1,6373 1,5766  1,5089
50 2,0261 1,9515 18714 1,7841 1,7371 1,6872 11,6337 11,5756 1,5115 1,4383
60 1,9926 1,9174 1,8364 1,7480 1,7001 1,6491 1,5943 1,5343 14673 1,3893
70 1,9689 1,8932 1,8117 1,7223 1,6738 1,6220 15661 15046 14351 1,3529
80 1,952 1,8753 1,7932 1,7032 1,6542 1,6017 1,5449 1,4821 1,4107  1,3247
100 1,9267 1,8503 1,7675 1,6764 1,6267 1,5733 1,5151 1,4504 1,3757 1,2832
150 1,8943 1,8172 1,7335 1,6410 1,5902 15354 14752 14074 1,3275 1,2226
200 11,8783 1,8008 11,7166 1,6233 1,5720 1,5164 14551 1,3856 1,3024 1,1885
500 1,8496 11,7716 1,6864 1,5916 1,5392 1,4821 1,4186 1,3455 1,2551  1,1132
oo 1,8307 1,7522 1,6664 1,5705 1,5173 14591 1,3940 1,3180 1,2214  1,0000
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