
1 Apra²omoji statistika

1.1 Variacin
e eilut
e

Statistin
e eilut
e, i²d
estyta nuo maºiausos reik²m
es iki didºiausios:

x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n).

1.2 Imties vidurkis

Populiacijos vidurkis (populiacijos didumas N):

µ :=
x1 + x2 + · · ·+ xN

N
.

Imties vidurkis (imties didumas n):

x̄ :=
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.

Grupuotu� duomenu� vidurkiui skai£iuoti pasirenkami intervalu� viduriniai ta²kai.
Imties vidurkio savyb
es:

• Jei i² kiekvieno duomes atimsime imties vidurki�, tai naujosios imties vidurkis bus 0.

• Kiekvien¡ duomeni� padauginus i² C, naujasis vidurkis bus lygus senajam, padaugintam i² C.

• Prie kiekvieno duomens prid
ejus t¡ pa£i¡ konstant¡, vidurkis padid
eja per t¡ konstant¡.

1.3 Moda

Moda - daºniausiai duomenu� aib
eje pasikartojusi reik²m
e. Jeigu tokiu� reik²miu� yra kelios ir jos
variacin
eje eilut
eje yra greta, tai moda yra lygi tu� reik²miu� vidurkiui. Duomenu� aib
e gali netur
eti
modos arba tur
eti daugiau, kaip vien¡ mod¡.

1.4 Mediana

Mediana yra skai£ius, uº kuri� 50% variacin
es eilut
es reik²miu� yra nedidesn
es ir 50% yra nemaºesn
es.
(Mediana dalija variacin¦ eilut¦ pusiau).

• Jeigu n nelyginis, tai mediana yra variacin
es eilut
es reik²m
e, atitinkanti (n+ 1)/2 pozicij¡.

• Jeigu steb
ejimu� skai£ius n lyginis, tai mediana yra variacin
es eilut
es reik²miu�, atitinkan£iu�
pozicijas (n/2) ir (n/2) + 1, aritmetinis vidurkis.

1.5 Kvantiliai

Reik²m
e, dalijanti variacin¦ eilut¦ i� 100q ir 100(1−q) procentiniu� daliu�, vadinama q-osios (0 < q < 1)
eil
es kvantiliu.

Kvartiliai Q1, Q2, Q3 dalija variacin¦ eilut¦ i� keturias "maºdaug" lygias dalis. Vienas i² kvartiliu�
radimo bu	du� Q1:

• Randamas indeksas i = n/4.
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• Jeigu i n
era sveikasis skai£ius, tai imama sveikoji jo dalis [i] . Ie²komasis kvartilis yra [i] + 1
variacin
es eilut
es narys, t.y. Q1 = x([i]+1).

• Jeigu i yra sveikasis skai£ius, tai

Q1 =
x(i) + x(i+1)

2
.

Vienas i² kvartiliu� radimo bu	du� Q3:

• Randamas indeksas i = 3n/4.

• Jeigu i n
era sveikasis skai£ius, tai imama sveikoji jo dalis [i] . Ie²komasis kvartilis yra [i] + 1
variacin
es eilut
es narys, t.y. Q3 = x([i]+1).

• Jeigu i yra sveikasis skai£ius, tai

Q3 =
x(i) + x(i+1)

2
.

1.6 Imties dispersija

Populiacijos dispersija:

σ2 :=
(x1 − µ)2 + (x2 − µ)2 + · · ·+ (xN − µ)2

N
=
x21 + · · ·+ x2N

N
− µ2.

Imties dispersija:

s2 :=
(x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2 + · · ·+ (xn − x̄)2

n− 1
=
x21 + x22 + · · ·+ x2n

n− 1
− n

n− 1
(x̄)2.

Imties dispersijos savyb
es:

• Kiekvien¡ duomeni� padauginus i² C, naujoji dispersija bus lygi senajai, padaugintai i² C2.

• Prie kiekvieno duomens prid
ejus t¡ pa£i¡ konstant¡, dispersija nepasikei£ia.

1.7 Standartinis nuokrypis

Standartinis nuokrypis � tai ²aknis i² dispersijos. Populiacijos: σ :=
√
σ2. Imties s :=

√
s2.

1.8 Kvartiliu� skirtumas

IQR := Q3 −Q1.

1.9 Kokybin
es i�vairov
es indeksas

IQV :=
k[n2 − (f21 + f22 + · · ·+ f2k )]

n2(k − 1)
.

�ia k � kategoriju� skai£ius, n � steb
ejimu� skai£ius, fj � josios kategorijos steb
ejimu� skai£ius (josios
kategorijos daºnis).

Duomenys � kategoriniai. Didesnis indeksas � didesn
e i�vairov
e. Didºiausia reik²m
e 1 (visu�
kategoriju� atstovu� imtyje po lygiai). Maºiausia reik²m
e 0 (imti� sudaro vienos kategorijos atstovai).
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1.10 Kitimo koe�cientas

Populiacijos (σ � populiacijos standartinis nuokrypis, µ � populiacijos vidurkis):

CV :=
σ

µ
.

Imties (s � imties standartinis nuokrypis, x̄ � imties vidurkis):

CV :=
s

x̄
.

1.11 Asimetrijos koe�cientas

g3 :=
m3

s3
, m3 :=

1

n− 1

n∑
j=1

(xj − x̄)3,

s � standartinis nuokrypis. Histograma simetri²ka, kai g3 = 0.

1.12 Eksceso koe�cientas

g4 :=
m4

s4
, m4 :=

1

n− 1

n∑
j=1

(xj − x̄)4,

s � standartinis nuokrypis. Histograma normaliai l 
ek²ta, kai g4 = 0.

1.13 I²skirtys

S¡lygine i²skirtimi vadinamas duomuo, priklausantis intervalui [Q1 − 3IQR;Q1 − 1, 5IQR) arba
intervalui (Q3 + 1, 5IQR;Q3 + 3IQR]. I²skirtimi vadinamas duomuo, maºesnis uº Q1 − 3IQR arba
didesnis uº Q3 + 3IQR. �ia IQR � kvartiliu� skirtumas.

1.14 Empirin
e taisykl
e

Jei duomenys normalu	s (gausi²ki), tai

• apytiksliai 68% visu� duomenu� patenka i� interval¡ (x̄− s, x̄+ s)

• apytiksliai 95% visu� duomenu� patenka i� interval¡ (x̄− 2s, x̄+ 2s)

• beveik visi duomenys patenka i� interval¡ (x̄− 3s, x̄+ 3s).

1.15 Standartizuotosios reik²m
es

zk :=
xk − x̄
s

.

�ia s � standartinis nuokrypis, x̄ � imties vidurkis.
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2 I�ver£iai ir hipoteziu� tikrinimas

2.1 Pasikliautinieji intervalai

• Normalaus kintamojo X ∼ N (µ, σ2) 95% pasikliautinis intervalas vidurkiui:

x̄± t0.025(n− 1)
s√
n
.

�ia s � standartinis nuokrypis, o t0.025(n− 1) � Stjudento kriterijaus su n− 1 laisv
es laipsniu
0.025 lygmens kritin
e reik²m
e (imama i² lenteliu�).

• Normalaus kintamojo X ∼ N (µ, σ2). 95% pasikliautinis intervalas dispersijai:

σ̂21 :=
s2 · (n− 1)

χ2
0.025(n− 1)

, σ̂22 :=
s2 · (n− 1)

χ2
0.975(n− 1)

.

�ia s2 � imties dispersija, o χ2
0.025(n − 1) � chi kvadrato kriterijaus su n − 1 laisv
es laipsniu

0.025 lygmens kritin
e reik²m
e (imama i² lenteliu�).

• Puasono kintamojo X ∼ P(λ). 95% pasikliautinis intervalas parametrui λ:

λ̂1 :=
χ2
0.975(2Sn)

2n
, λ̂2 :=

χ2
0.025(2Sn + 2)

2n
.

�ia Sn = x1 +x2 + · · ·xn, o χ2
0.975(2Sn) � chi kvadrato kriterijaus su 2Sn laisv
es laipsniu 0.975

lygmens kritin
e reik²m
e (imama i² lenteliu�).

• Proporcija p. 95% pasikliautinis intervalas proporcijai p:

p̂± 1.96

√
p̂(1− p̂)

n
, p̂ :=

vienetu� skai£ius imtyje
n

,

t.y. p̂ yra imties proporcija (respondentu�, tenkinan£iu� poºymi�, dalis imtyje. Pvz., kairiarankiu�
dalis imtyje).

2.2 Stjudento kriterijus vienai im£iai

X ∼ N (µ, σ2), µ ir σ2 neºinomi. Statistin
e hipotez
e:{
H0 : µ = a,

H1 : µ 6= a
arba

{
H0 : µ = a,

H1 : µ > a.
arba

{
H0 : µ = a,

H1 : µ < a.

Statistika:
t =

x̄− a√
s2/n

.

Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05:

H1 µ 6= a µ > a µ < a

H1 priimame, jei |t| > t0.025(n− 1) t > t0.05(n− 1) t < −t0.05(n− 1)

�ia t0.025(n − 1) � Stjudento kriterijaus su n − 1 laisv
es laipsniu 0.025 lygmens kritin
e reik²m
e
(imama i² 3 lentel
es).
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2.3 Stjudento kriterijus dviems nepriklausomoms imtims

X ∼ N (µx, σ
2), Y ∼ N (µy, σ

2), µx, µy ir σ2 neºinomi. Im£iu� didumai n ir m. Statistin
e hipotez
e:{
H0 : µx = µy,

H1 : µx 6= µy,
arba

{
H0 : µx = µy,

H1 : µx > µy,
arba

{
H0 : µx = µy,

H1 : µx < µy.

Statistika:

t =
x̄− ȳ√

(n− 1)s2x + (m− 1)s2y

√
nm(n+m− 2)

n+m
.

�ia s2x, s
2
y yra im£iu� dispersijos. Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05:

H1 µx 6= µy µx > µy µx < µy

H1 priimame, jei |t| > t0.025(n+m− 2) t > t0.05(n+m− 2) t < −t0.05(n+m− 2)

�ia t0.025(n+m− 2) � Stjudento kriterijaus su n+m− 2 laisv
es laipsniu 0.025 lygmens kritin
e
reik²m
e (imama i² 3 lentel
es).

2.4 Porinis Stjudento kriterijus

X ∼ N (µx, σ
2
x), Y ∼ N (µx, σ

2
y), µx, µy ir σ2x, σ

2
y neºinomi. Im£iu� didumas n. Statistin
e hipotez
e:{

H0 : µx = µy,

H1 : µx 6= µy,
arba

{
H0 : µx = µy,

H1 : µx > µy,
arba

{
H0 : µx = µy,

H1 : µx < µy.

Statistika. Randame poru� skirtumus: d1 = x1 − y1, d2 = x2 − y2, . . . , dn = xn − yn. Suskai£iuojame
vidurki� d̄ ir dispersij¡ s2d. Suskai£iuojame

t =
d̄√
s2d/n

.

Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05:

H1 µx 6= µy µx > µy µx < µy

H1 priimame, jei |t| > t0.025(n− 1) t > t0.05(n− 1) t < −t0.05(n− 1)

�ia t0.025(n − 1) � Stjudento kriterijaus su n − 1 laisv
es laipsniu 0.025 lygmens kritin
e reik²m
e
(imama i² 3 lentel
es).

2.5 Kriterijus dispersijos lygybei skai£iui tikrinti

X ∼ N (µ, σ2), µ ir σ2 neºinomi. Statistin
e hipotez
e:{
H0 : σ2 = a,

H1 : σ2 6= a,
arba

{
H0 : σ2 = a,

H1 : σ2 > a,
arba

{
H0 : σ2 = a,

H1 : σ2 < a.
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Statistika:

t =
(n− 1)s2

a
.

Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05:

H1 σ2 6= a σ2 > a σ2 < a

H1 priimame, jei t < χ2
0.975(n− 1) arba t > χ2

0.025(n− 1) t > χ2
0.05(n− 1) t < χ2

0.95(n− 1)

�ia χ2
0.975(n−1) � chi kvadrato kriterijaus su n−1 laisv
es laipsniu 0.975 lygmens kritin
e reik²m
e

(imama i² 4 lentel
es).

2.6 Kriterijus dvieju� dispersiju� lygybei tikrinti

X ∼ N (µx, σ
2
x), Y ∼ N (µx, σ

2
y), µx, µy ir σ

2
x, σ

2
y neºinomi. Im£iu� didumai n irm. Statistin
e hipotez
e

(K kaºkokia konstanta. Dispersiju� lygybei tikrinti, imame K = 1):{
H0 : σ2x = Kσ2y ,

H1 : σ2x 6= Kσ2y ,
arba

{
H0 : σ2x = Kσ2y ,

H1 : σ2x > Kσ2y ,
arba

{
H0 : σ2x = Kσ2y ,

H1 : σ2x < Kσ2y .

Statistika:

F =
s2x
Ks2y

.

�ia s2x, s
2
y yra im£iu� dispersijos. Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05:

H1 H1 priimame, jei

σ2x 6= Kσ2y F < F0.975(n− 1,m− 1) arba F > F0.025(n− 1,m− 1)

σ2x > Kσ2y F > F0.05(n− 1,m− 1)

σ2x < Kσ2y F < F0.95(n− 1,m− 1)

�ia F0.975(n−1,m−1) Fi²erio skirstinio su n−1 ir m−1 laisv
es laipsniais 0.975 lygmens kritin
e
reik²m
e (imama i² 5 lentel
es) arba naudojamas ry²ys

F0.975(n,m) =
1

F0.025(m,n)
.

2.7 Kriterijus hipotezei apie proporcij¡ tikrinti

Dvireik²miu� duomenu� aib¦ sudaro nuliai ("nes
ekm
e") ir vienetai ("s
ekm
e"). Parametras p � vienetu�
dalis populiacijoje.

Statistin
e hipotez
e:{
H0 : p = a,

H1 : p 6= a,
arba

{
H0 : p = a,

H1 : p > a,
arba

{
H0 : p = a,

H1 : p < a.

Statistika:
z =

p̂− a√
a(1− a)/n

.
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�ia p̂ � vienetu� dalis imtyje, n � imties didumas. Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05:

H1 p 6= a p > a p < a

H1 priimame, jei |z| > 1.96 z > 1.64 z < −1.64

2.8 Kriterijus dvieju� proporciju� lygybei tikrinti

Dvi dvireik²miu� duomenu� aibes sudaro nuliai ("nes
ekm
e") ir vienetai ("s
ekm
e"). Parametras p1 �
vienetu� dalis pirmojoje populiacijoje. Parametras p2 � vienetu� dalis antrojoje populiacijoje. Skai£ius
a rodo, kiek skiriasi p1 nuo p2. Lygybei tikrinti imame a = 0.

Statistin
e hipotez
e:{
H0 : p1 = p2 + a,

H1 : p1 6= p2 + a,
arba

{
H0 : p1 = p2 + a,

H1 : p1 > p2 + a,
arba

{
H0 : p1 = p2 + a,

H1 : p1 < p2 + a.

Statistika:
z =

p̂1 − p̂2 − a√
p̂1(1− p̂1)/n+ p̂2(1− p̂2)/m

.

�ia p̂1 � vienetu� dalis pirmojoje imtyje, p̂2 � vienetu� dalis antrojoje imtyje, n � pirmosios imties
didumas, m � antrosios imties didumas. Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05:

H1 p1 6= p2 + a p1 > p2 + a p1 < p2 + a

H1 priimame, jei |z| > 1.96 z > 1.64 z < −1.64

2.9 Kriterijus koreliacijos lygybei nuliui tikrinti

X ∼ N (µx, σ
2
x), Y ∼ N (µx, σ

2
y), µx, µy ir σ

2
x, σ

2
y neºinomi. Im£iu� didumas n (turime n poru� (xi, yi)).

Statistin
e hipotez
e:{
H0 : % = 0,

H1 : % 6= 0,
arba

{
H0 : % = 0,

H1 : % > 0,
arba

{
H0 : % = 0,

H1 : % < 0.

Statistika:

r =
n
∑
xy −

∑
x
∑
y√

[n
∑
x2 − (

∑
x)2][n

∑
y2 − (

∑
y)2]

, t = r

√
n− 2

1− r2
.

Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05:

H1 % 6= 0 % > 0 % < 0

H1 priimame, jei |t| > t0.025(n− 2) t > t0.05(n− 2) t < −t0.05(n− 2)

�ia t0.025(n − 2) � Stjudento kriterijaus su n − 2 laisv
es laipsniu 0.025 lygmens kritin
e reik²m
e
(imama i² 3 lentel
es).
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2.10 Dvieju� koreliacijos koe�cientu� lygyb
e (nepriklausomos imtys)

Intervaliniu� normaliu�ju� duomenu� poros (x1a, y1a), (x2a, y2a), , (xna, yna) (£ia pirma grup
e) ir (x1b, y1b),
(x2b, y2b),�, (xmb, ymb) (£ia antra grup
e). n poru� pirmoje ir m poru� antrojoje grup
eje.

Statistin
e hipotez
e:{
H0 : %a = %b,

H1 : %a 6= %b,
arba

{
H0 : %a = %b,

H1 : %a > %b,
arba

{
H0 : %a = %b,

H1 : %a < %b.

Statistika: Taikydami formul¦

r =
n
∑
xy −

∑
x
∑
y√

[n
∑
x2 − (

∑
x)2][n

∑
y2 − (

∑
y)2]

,

surandame ra ir rb. Tada surandame Fi²erio transformacijas:

za =
1

2
ln

1 + ra
1− ra

, zb =
1

2
ln

1 + rb
1− rb

.

Po to suskai£iuojame

z =
za − zb√
1

n−3 + 1
m−3

.

Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05

H1 %a 6= %b %a > %b %a < %b

H1 priimame, jei |z| > 1.96 z > 1.64 z < −1.64

2.11 Dvieju� koreliacijos koe�cientu� lygyb
e (priklausomos imtys)

Intervaliniu� normaliu�ju� duomenu� trejetai (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), , (xn, yn, zn).
Statistin
e hipotez
e:{

H0 : %xy = %xz,

H1 : %xy 6= %xz,
arba

{
H0 : %xy = %xz,

H1 : %xy > %xz,
arba

{
H0 : %xy = %xz,

H1 : %xy < %xz.

Statistika: Taikydami formul¦

r =
n
∑
xy −

∑
x
∑
y√

[n
∑
x2 − (

∑
x)2][n

∑
y2 − (

∑
y)2]

,

surandame rxy, rxz ir ryz. Tada

t =
(rxy − rxz)

√
(n− 3)(1 + ryz)√

2(1− r2xy − r2xz − r2yz + 2rxyrxzryz)
.

Sprendimas, kai reik²mingumo lygmuo α = 0.05

H1 %xy 6= %xz %xy > %xz %xy < %xz

H1 priimame, jei |t| > t0.025(n− 3) |t| > t0.05(n− 3) |t| < −t0.05(n− 3)

�ia t0.025(n − 3) � Stjudento kriterijaus su n − 3 laisv
es laipsniu 0.025 lygmens kritin
e reik²m
e
(imama i² 3 lentel
es).
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3 Tikimybiu� teorija

3.1 Veiksmai su atsitiktiniais i�vykiais

A ∪ ∅ = A, A ∪ Ω = Ω, A ⊂ A ∪B, (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C),

A ∩ ∅ = ∅, A ∩ Ω = A, A ∩B ⊂ A, A = (A ∩B) ∪ (A ∩B),

A ∪A = Ω, A ∪B = A ∩B, A ∩B = A ∪B.

3.2 Kombinatorika

• Keliais skirtingais bu	dais galima n objektu� i²rikiuoti i� eil¦?

n! = 1 · 2 · 3 · · ·n.

• Keliais skirtingais bu	dais i² n objektu� galima i²rinkti k objektu� (ir svarbi pakliuvimo i� i²rink-
tuosius eil
e)?

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1).

• Keliais skirtingais bu	dais i² n objektu� galima i²rinkti k objektu� (ir nesvarbi pakliuvimo i�
i²rinktuosius eil
e)?

Ckn =

(
n

k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
.

3.3 Papras£iausia tikimyb
e

Deº
eje a baltu�, b juodu� rutuliu�. Atsitiktinai paimame vien¡ rutuli�. Kokia tikimyb
e, kad jis baltas?

P (baltas) =
a

a+ b
.

3.4 Hipergeometrin
e tikimyb
e

Deº
eje a baltu�, b juodu� rutuliu�. Atsitiktinai paimame m. Kokia tikimyb
e, kad tarp paimtu�ju� yra k
baltu� rutuliu�?

P (k baltu� i² m) =

(
a

k

)(
b

m− k

)
(
a+ b

m

) =
CkaC

m−k
b

Cma+b
.

3.5 Tikimyb
es savyb
es

1) P (∅) = 0.

2) P (Ω) = 1.

3) P (A \B) = P (A)− P (A ∩B).

4) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

5) P (A ∪B) = P (A) + P (B), jeigu A ∩B = ∅.

6) P (A) = P (A ∩B) + P (A ∩B).

7) P (A) = 1− P (A).
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3.6 S¡lygin
e tikimyb
e

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Be to, jei A ∩B = ∅, tai
P (A ∪B|D) = P (A|D) + P (B|D).

3.7 Tikimybiu� sandaugos teorema

P (A ∩B) = P (B)P (A|B).

3.8 Nepriklausomi i�vykiai

P (A ∩B) = P (A)P (B), P (A|B) = P (A).

3.9 Pilnosios tikimyb
es formul
e

Tegul

1) H1 ∪H2 ∪ · · · = Ω.

2) Hm ∩Hk = ∅, jei m 6= k.

Tada
P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) + . . .

3.10 Bajeso formul
e

Tegul

1) H1 ∪H2 ∪ · · · = Ω.

2) Hm ∩Hk = ∅, jei m 6= k.

Tada

P (Hj |A) =
P (Hj)P (A|Hj)

P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) + . . .

3.11 Bernulio schema

Atliekama n nepriklausomu� identi²ku� eksperimentu�. Vieno eksperimento s
ekm
es tikimyb
e lygi p.
Tada

P (k i² n) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k = Cknp

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

3.12 Bernulio schemos apibendrinimas

Atliekama n nepriklausomu� identi²ku� eksperimentu�. Kiekvienas eksperimentas turi k galimu� baig£iu�.
Tu� baig£iu� tikimyb
es yra p1, p2, . . . , pk, p1+p2+· · ·+pk = 1. Ie²kome tikimyb
es, kad po n bandymu�
bus m1 pirmu� baig£iu�, m2 antru� baig£iu�, . . . , mk k-tu� baig£iu�, (n = m1 +m2 + · · ·+mk).

P (m1,m2, . . . ,mk) =
n!

m1!m2! · · ·mk!
pm1
1 pm2

2 · · · p
mk
k .
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3.13 Atsitiktiniu� dydºiu� nepriklausomumas

• Jeigu X ir Y nepriklausomi, tai ir f(X) ir g(Y ) nepriklausomi. �ia f, g bet kokios tolydºios
funkcijos.

• C ir bet koks atisitiktinis dydis X nepriklausomi.

3.14 Absoliu£iai tolydaus atsitiktinio dydºio tankis

Tankio funkcijos p(x) savyb
es:

• p(x) > 0,

• ∫ ∞
−∞

p(x) dx = 1.

Ry²ys su skirstiniu ir pasiskirstymo funkcija:

P (a 6 X 6 b) =

∫ b

a
p(x) dx,

F (x) = P (X 6 x) =

∫ x

−∞
p(t) dt,

F ′(x) = p(x).

3.15 Atsitiktinio dydºio vidurkis

Diskretaus atsitiktinio dydºio vidurkis:

X x1 x2 x3 . . .

P p1 p2 p3 . . .
EX = x1p1 + x2p2 + x3p3 + . . .

f(X) vidurkis: Ef(X) = f(x1)p1 + f(x2)p2 + f(x3)p3 + . . .

Pvz., EX2 = x21p1 + x22p2 + x23p3 + . . .

Tolydaus atsitiktinio dydºio vidurkis:

EX =

∫ ∞
−∞

xp(x) dx.

�ia p(x) � a.d. X tankis.

Vidurkio savyb
es:

• EX yra skai£ius.

• EC = C.

• ECX = CEX.

• E(X + Y ) = EX + EY .

• Jeigu X ir Y nepriklausomi, tai EXY = EXEY .
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3.16 Atsitiktinio dydºio dispersija

Apibr
eºimas:

DX = E(X −EX)2 = EX2 − (EX)2.

Diskretaus atsitiktinio dydºio dispersija:

X x1 x2 x3 . . .

P p1 p2 p3 . . .

Tada
DX =

[
x21p1 + x22p2 + x23p3 · · ·

]
−
(
x1p1 + x2p2 + x3p3 · · ·

)2
.

Tolydaus atsitiktinio dydºio dispersija. Tarkime, kad p(x) � a.d. X tankis. Tada

DX =

∫ ∞
−∞

x2p(x) dx−
(∫ ∞
−∞

xp(x) dx
)2

.

Dispersijos savyb
es:

• DX yra skai£ius.

• DC = 0.

• DCX = C2DX.

• D(X + Y ) = DX + DY + 2E(X −EX)(Y −EY ).

• Jeigu X ir Y nepriklausomi, tai D(X + Y ) = DX + DY .

3.17 Kovariacija

Atsitiktiniu� dydºiu� X ir Y kovariacija

Cov(X,Y ) = E(X −EX)(Y −EY ) = EXY −EXEY.

Savyb
e:
Cov(aX + b, cY + d) = acCov(X,Y ).

3.18 Koreliacija

Atsitiktiniu� dydºiu� X ir Y koreliacijos koe�cientas

% =
Cov(X,Y )√
DXDY

=
EXY −EXEY√

DXDY
.
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3.19 Atsitiktiniu� dydºiu� pavyzdºiai

• Binominis a.d. (n kartu� kartojame eksperiment¡, kurio s
ekm
es tikimyb
e p; skai£iuojame kiek
kartu� eksperimentas pavyko): X ∼ B(n, p).

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k = Cknp

k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

EX = np, DX = np(1− p).

• Puasono a.d. (retu� i�vykiu� � razinu� sk£. bandel
eje, korektu	ros klaidu� lape, telefono skambu£iu�
per valand¡ � skai£ius): X ∼ P(λ).

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

EX = λ, DX = λ.

• Geometrinis a.d. (Eksperimento s
ekm
es tikimyb
e p; kartojame kol pasiseka; X � bandymu� iki
pirmo pasisekimo skai£ius).

P (X = k) = p(1− p)k−1, k = 1, 2, . . .

EX =
1

p
, DX =

1− p
p2

.

• Hipergeometrinis a.d. (Tarp N objektu� yraM ºym
etu�. Atrenkame n ir skai£iuojame ºym
etus.
X � ºym
etu� skai£ius tarp atrinktu�ju�.) max(0,M + n−N) ≤ k ≤ min(M,n).

P (X = k) =

(
M

k

)(
N −M
n− k

)
(
N

n

) =
CkMC

n−k
N−M

CnN
,

EX =
nM

N
, DX =

nM(N −M)(N − n)

N2(N − 1)
.

• Normalusis a.d. X ∼ N (µ, σ2). Tankis

ϕ(x) =
1√

2πσ2
exp
{
−(x− µ)2

2σ2

}
, −∞ < x <∞.

EX = µ, DX = σ2.

3.20 Normaliojo skirstinio tikimyb
es

Normalusis a.d. X ∼ N (µ, σ2), a < b, Φ(x) � standartinio normaliojo atsitiktinio dydºio pa-
siskirstymo funkcija. Tada

P (a < X < b) = Φ

(
b− µ
σ

)
− Φ

(
a− µ
σ

)
,

P (X < b) = Φ

(
b− µ
σ

)
, P (X > a) = 1− Φ

(
a− µ
σ

)
,
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Φ(−x) = 1− Φ(x).

Grieºtos nelygyb
es (<), gali bu	tin pakeistos i� negrieºtas (≤). Kartais praver£ia tokia bendra
tikimyb
es savyb
e:

P (a < |X| < b) = P (a < X < b) + P (−b < X < −a).

3.21 CRT taikymas apytiksliam skai£iavimui

Jeigu X yra nepriklausomu� a.d. su baigtin
emis dispersijomis suma, tai

P (a < X < b) ≈ Φ

(
b−EX√

DX

)
− Φ

(
a−EX√

DX

)
,

P (X < b) ≈ Φ

(
b−EX√

DX

)
, P (X > a) ≈ 1− Φ

(
a−EX√

DX

)
.
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