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1 Matematinés indukcijos principas

Apibrézimas 1.1 (Matematinés indukcijos principas). Tarkime, kad su visais na-
tiuraliais skaiciais n yra apibréZtas teiginys T (n), priklausantis nuo n. Jeigu yra
ispildytos dvi sqlygos

1. Teiginys T (1) yra teisingas

2. Jeigu kaZkuriam n > 1 teiginys T (n) yra teisingas, tuomet yra teisingas ir
po jo sekantis teiginys T'(n + 1)

tuomet teiginys T (n) yra teisingas su visais n > 1.

Matematikos aksiomos yra formuluojamos taip, kad atspindéty jomis aprasSo-
my objekty ar reiSkiniy savybes. PavyzdZiui, elementarios geometrijos aksioma
teigianti, jog dviejy nelygiagreciy plokStumy sankirta yra tieseé, yra suformuluota
taip, kad nusakyty tam tikra intuityviai suvokiama kaip teisinga objekty "plokstu-
ma" ir "tiese¢" savybg. Kokiais samprotavimais remiasi indukcijos aksioma? Turi-
me dvi salygas

1. Teiginys 7'(1) —teisingas

2. I8 to kad teiginys 7'(n) yra teisingas iSplaukia jog 7'(n + 1) taip pat yra
teisingas.

Sios dvi salygos leidzia mums paleisti begalinj "jrodymo cikla"
1. T (1) — teisingas, be to 7(1) = T'(2) vadinasi 7'(2) — tesingas.
2. T(2) —teisingas, be to T (2) = T'(3) vadinasi T(3) — tesingas.

3. T(3) —teisingas, be to 7(3) = T (4) vadinasi 7'(4) — tesingas.



4. T(4) — teisingas, be to T(4) = T'(5) vadinasi T'(5) — tesingas.
5. irtt.

Daznai matematinés indukcijos principas vaizdziai iliustruojamas pasinaudojant
"domino principu”. Tarkime, kad turime begaling eile vienas po kito sustatyty
domino kauliuky sunumeruoty skaiciais 1,2, 3, .. ..

Tarkime, kad visi kauliukai pasiZymi savybémis
1. Pirmas kauliukas krenta j deSine.

2. Jeigu 1 deSing krenta n-asis kauliukas, tai i deSing krenta ir po jo sekantis
n + 1 -asis kauliukas.

IS Siy dviejy salygy iSplaukia, kad visi miisy eilés domino kauliukai turi kristi i
deSing, kadangi pirmas kauliukas krisdamas nuver¢ia antraji, antrasis treciaji ir

il

Panagrinékime viena indukcijos principo taikymo pavyzdi.

Teorema 1.1. Su visais n > 1 yra teisinga tapatybé

nn+1)2n+1)
6

[rodymas. Kiekvienam natiiriniam skai¢iui n = 1,2, 3, ... priskirkime teigini
T (n) teigianti, jog galioja tapatybé

12+22+32+"'+I’l2:

nn+1)2n+1)

6
Masy tikslas bus jrodyti, jog teiginys 7 (n) yra teisingas su visais natiriniais skai-
Ciaisn = 1,2,3,.... Misy begalinés teiginiy sekos

1P+22 43>+ 4n?=

T(1),T(2),T3),...
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pirmiems nariams $is teiginys yra teisingas, nes kaip nesunku isitikinti atlikus
elementarius skaiciavimus

1A+ DR+ 1)

12
6 b

O tai reiskia, kad teiginys 7'(1) yra teisingas. Analogiskai paéme¢ n = 2 galime
isitikinti, kad ir antru miisy sekos nariu 7'(2) nusakomas teiginys yra teisingas

2204+ 122+ 1)

12 22 —
+ 6

Jeigu mes norime pasinaudodami indukcijos aksioma irodyti, jog yra teisingi visi
miisy teiginiy sekos 7'(1), 7'(2), ... nariai, mes turime parodyti, jog jeigu kokiam
nors fiksuotam n teiginys 7(n) yra teisingas tai bus teisingas ir po jo einantis
teiginys 7(n + 1). Kitais ZodZiais mes turime parodyti, kad jeigu kuriam nors
konkreciam n pirmy n natiiriniy skaiciy kvadraty suma yra lygi

nn+1)2n+1)
6

tai ir pirmu n + 1 natdriniu skaic¢iy kvadraty suma bus lygi

m+D(m+1D)+1)2n+1)+1)
6

Tarkime kad n yra toks, kad 7T'(n) —teisingas, t.y

DN@2n +1
12+22+32+---+rﬂ=n(”Jr )6(n+ )

Pridéje prie abiejy pusiy (n + 1)? gausime

nn+1)2n +1)
6

P+22+3+-+n*+n+1)7°= + (n+1)*

Sutrauke deSinéje esancius du narius gausime tapatybe kurig tenkina pirmy n + 1
natiiriniy skaiciy kvadraty suma

(n + 1)(2n% + Tn + 6)
6

P+22 432+ 4+ +1)7=

Pastebékime, kad reisSkinys figiiruojantis auk$¢iau pateiktos tapatybés deSinéje pu-
séje tenkina tapatybg

2n% +7Tn + 6 = (n +2)(2n + 3), (1)
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Pasinaudoj¢ Siuo faktu mes galime perrasyti miisy tapatybe kaip

m+D(n+1D)+1)2n+1)+1)
6

P+22+3 4+ +m+1)?=

Tuo paciu mes jrodéme, kad 7' (n + 1) yra teisingas.
Taigi, mes parodéme, kad

1.
T(ny=Tmh+1)
T(1) - teisingas
Remiantis matematinés indukcijos aksioma, 7 (n) yra teisingas su visais n > 1.

T(1) = T@2)= TR)= T4)= T(5)= T6)= -

2 Dirichlet principas

Apibrézimas 2.1 (Dirichlet principas). Tarkime, kad turime m déZiy ir n rutuliy.
Jeigu rutuliy yra daugiau nei deZiy n > m, tai kad ir kaip isdéliotume rutulius |
déZes visuomet atsiras bent viena déZzé kurioje bus daugiau nei vienas rutulys.

Anglakalb¢je literatiiroje Sis principas daznai yra vadinamas "Karveliy lizdy"
principu (The Pidgeonhole Principle).

Pavyzdys 2.1. Tarkime, kad turime penkis rutulius ir SeSias dézes

1 2 3 4 5
1 2 3 4
Tuomet galimi keli Siy rutuliy iSdéstymo i déZes variantai galéty biiti

Lol lofle e
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IS viso yra Zymiai daugiau rutuliu iSdéstymo variantu negu trys auk$¢iau pa-
vaizduoti, vélesnéje kurso dalyje iSmoksime suskaiciuoti visus galimus variantus.
Siuo metu mus tedomina tik tas faktas, kad kad ir kaip i¥déstysime rutulius po
deéZes, vienoje déZeje butinai atsidurs daugiau nei vienas rutulys.

Panagrinékime kelis Dirichlet principo taikymo pavyzdzius.

Pavyzdys 2.2 ([2]). Tarkime, kad viename ofise dirba 13 klerky. Tuomet bent du
i§ Sio ofiso klerku gimtadieni Sves ta pati ménesi.

Pavyzdys 2.3 ([2]). Bet kuris aibés S = {1,2,3,4,5,6,7, 8, 9} poaibis A turintis
Sesis elementus |A| = 6 turi bent du elementus kuriy suma yra lygi 10.

Siuo atveju déziy vaidmenj vaidina penkios aibés
{1,95.12,8},{3.7}.{4,6}. {5}
kuriy sajunga yra aibé S.

Teorema 2.1. Tarkime A yra aibés {1,2,...,2n} poaibis, turintis daugiau nei n
elementy. Tuomet poaibyje A yra bent du skaiciai kuriy vienas dalijasi is kito.

[rodymas. Bet kuri skai¢iy m € A mes galime uZrasyti pavidalu
m = 2%d,
kur d yra nelyginis skai¢ius, o k > 0. Pvz.:
20=2%5, 7=27, 24=2%3

Nelyginiy skaiciy kiekis intervale [1,2n] yra n, tuo tarpu |A| > n + 1 vadinasi
Elml,mz € A, kad
nmi :2kld, moy :2k2d

Jei ky > kq, tai m; dalija ms,. O



Teoremos irodyma galime iliustruoti sekanciu pavyzdZziu.

Pavyzdys 2.4. Tarkime n = 5.
{3,5,6, 7i8, 10} € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

{203,205,213 297,231,215}

231 203 205 207
213 215
1 3 5 7 9

2.0.1 *Erdos-Szekeres teorema

Teorema 2.2 (Erdés—Szekeres). Su bet kokiu natiiralivoju skaiciumi n, skirtingy
n? + 1 realiy skaiciy seka turi didéjantj arba maZéjanti poseki, kurio ilgis yra
lygusn + 1.

Pavyzdys 2.5 ([2]). 1. Seka 6, 5,8, 3,7 turinti 5 = 2% 4 1 elementy turi ma-
Z¢janti poseki 6, 5, 3, kurio ilgis yra3 =2 + 1.

2. Seka
11,8,7,1,9,6,5,10, 3,12
turintj 10 = 32 + 1 elementy turi didéjantj posekj

8,9,10,12
kurio ilgis yra4 = 3 + 1.

Erdos—Szekeres teoremos jrodymas. Tarkime turime seka

ay,daz,...,d,241 )

Visiems 1 < k < n? + 1 tegu x; bina ilgis didZausio didéjancio sekos (2)
posekio, pasibaigiancio ai. AnalogiSkai, tegu yx biina ilgis didZiausio maZéjancio
sekos (2) posekio, pasibaigiancio ak.

Jeigu bent vienai reikSmei 1 < £k < n? + 1 turétume xx > n + 1 arba
Yk = n + 1, tai reikSty, kad seka turi monotoniskai didé¢janti arba mazéjanti
poseki kurio ilgis yra didesnis nei n + 1. Todél mums belieka iSnagrinéti atveji,
kai

1 < xp,ye <n

su visais 1 < k < n? + 1. Tai reiskia, kad kai k kinta intervale 1 < k < n? + 1
skaiCiy pora (xg, yx) igija reikSmes i$ lentelés
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turindios, kaip nesunku matyti n? viety. Taigi, n? + 1 pory (xx, yx) mes is-
déliojame i lentele turincia n? viety. Pritaike Dirichlet principa gauname, kad
bent vienoje lentelés celéje gulés dvi arba daugiau pory (xg, yx). Kitaip tariant,
mes jrodéme, kad intervale [1,n% + 1] egzistuoja tokie du natiiralieji skaiciai
1<i<j<n?>+1,kad

(xi, yi) = (x5, ¥5)-
Seka

ay,dz,...,4x241
yra sudaryta i$ skirtingy realiyjy skaiciy. O tai reiSkia, kad yra galimi du variantai
a; < a;j arbaa; > aj. Pirmuoju atveju prisiming, kad x; yra ilgis didZiausio dide-
jancio posekio pasibaigiancio elementu a; pridéje Sio posekio pabaigoje elementa
a;j gausime didéjant] posek] pasibaigiantj elementu a; kurio ilgis bus x; + 1. Ka-
dangi pagal apibréZima x; yra ilgis didZiausio didéjancio posekio, pasibaigiancio
aj,tai x; > x; + 1. Vadinasi x; # x;. AnalogiSkai is prielaidos, kad a; > a; i§-
plaukia, kad y; # y;. Gavome prieStara, kuri reiSkia, kad prielaida, jog nelygybé

I <Xk, ye <

galioja su visais k, yra neteisinga. [

3 Dauginimo taisyklé

Apibrézimas 3.1. Jeigu A = {ay,as, ..., a,} yra baigtiné aibé, tai jos elementy
skaiciy n mes vadinsime aibés A galia ir Zymésime

|A| = n.
Apibrézimas 3.2 (Dekarto sandauga). Tarkime turime dvi baigtines aibes
A={aj,as,...,an}

ir
B - {bl,bz,...,bn}

ju Dekarto sandauga vadiname aibe visu galimy pory

(x,y)

kurx € Airy € B ir Zymésime jgq A X B
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Pavyzdys 3.1. Jeigu A = {1,2}ir B = {1, 2, 3}, tai

Ax B ={(1,1),(1,2),(1,3),
(2.1),(2,2),(2,3);

BxA=1{(1,1),01,2),
2,1),(2,2),
(3.1).(3,2)}

Ax A={(1,1),(1,2),
(2,1),(2,2)}

IS ka tik pateikto pavyzdzio matome, kad bendru atveju 4 x B nebitinai yra
lygu B x A.

Teorema 3.1. Jeigu A ir B yra dvi baigtines aibes, tuomet jy Dekarto sandaugos
elementu skaicius yra lygus

|4 x B[ = |A]|B]

[rodymas. Tegu A = {a,as,...,an} it B = {by,b,,...,b,} Pastebékime, kad
visi aibés A x B elementai gali biiti suraSyti i lentele

(ai,by) | (a1,by) | ... | (a1,by)
(a2,b1) | (az,b3) | ... | (az,by)
(@m,by) | (@m,b2) | ... | (am,by)
turin¢ig m eiluciy ir n stulpeliy. Vadinasi i§ viso turincia mn elementy. O

Apibrézimas 3.3 (Keliy aibiy Dekarto sandauga). Tarkime, kad turime kelias
baigtines aibes
Al,Az, e ,Ak.

Jy Dekarto sandauga vadiname aibe visu galimy seky
(X1, Xx2,...,Xk)
kur x| € Ay, x5 € Ay, ..., Xi € Ay ir Zymésime jq

AIXA2X"'XAk



Pavyzdys 3.2. Tegu A = {0, 1}
AxA=1{0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}

(Ax A)x A =1{((0,0),0),((0,1),0), ((1,0),0), ((1, 1),0),
((0, 0), 1), ((O, 1), 1), ((1,0), 1), ((1, 1), 1)}
Ax AxA=1{0,00),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),
(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1), (1,1, 1)}
Ka tik irodyta teorema taikydami matemating indukcija mes galime apibend-

rinti bet kokio skaiCiaus aibiy Dekarto sandaugai.

Teorema 3.2.
|Ap X Ay X --- X Ag| = |Aq]|As] -+ | As]

ISvada 3.3. Kiekis visy imanomy seky, kuriy ilgis yra k, sudaryty is aibes turin-
Cios n elementu yra lygus nk.
Proof. 18 tikryjy aibé visy imanomy seky sudaryty i§ abécélés A = {ay, as,...,a,}
yra

AxXAx---x A

k

taigi
|Ax Ax---x A| = |AF = nF
k

]

Atskiru atveju gauname, kad i viso yra 2% seky sudaryty i 0 arba 1 kuriy ilgis
yra lygus k. Nes tokiy seky aibé yra Dekarto sandauga

{0,1} x {0,1} x --- x {0, 1}
k

kurios dydis
140, 1} x {0,1} x --- x {0, 1} | = 2*.

k

Teorema 3.4. Kiekis aibés A = {ay,a,, ..., a,} poaibiy yra lygus 2".

[rodymas. Tereikia pastebéti, kad kiekvienas aibés A poaibis gali buti uzkoduo-
tas kaip n nuliy arba vienety seka kurios j-asis elementas bus lygus 1 jeigu a;
elementas poaibiui priklauso ir O prieSingu atveju. Pvz jei

A :{a,b,c,daevﬁg’h}

tai iSrikiave aibés A elementus abécéles tvarka galésime $ios aibés poaibi {b, ¢, e, f, h} C

A pavaizduoti kaip seka 01101101 nes



a‘b‘c‘d‘e‘f‘g‘h
oj1|1jof1]1]0]1
Skirtingus poaibius atitiks skirtingos sekos ir atvirksciai, skirtingas sekas atitiks
skirtingi poaibiai. O tai reiSkia kad skirtingy aibés A poaibiy yra tiek pat kiek ir
skirtingy seky sudaryty i$ nuliy ir vienety, kuriu skaicius, kaip mes ka tik iSsiais-
kinome yra lygus 2" ]

A ={ay,as,...,a,}
B =1{b1.,bs,....bw}

A X B = {(al’bl)v(alvb2)9--~7(al,bm)7
(a29b1)’ (a2’b2)9 cee (aZ’bm)

(an, bl), (ana bz), e (anv bm)}

(@1 + x4 an) by + by + -+ by)
=ai1by +aiby + -+ aiby
+asby + azby + -+ + azby

+anby + anby + -+ + anby,
4  Gretiniai, kéliniai ir deriniai

4.1 Gretiniai be pasikartojimuy

Apibrézimas 4.1. Tegu A = {ay,as,...,a,} yra baigtiné aibé. Tuomet sekq
ai ai, -+ - a;, sudarytq is aibés A elementy vadinsime k- gretiniu, jeigu visi sekos
elementai yra skirtingi.

Apibrézimas 4.2. Aibe visy galimy k-gretiniy mes Zymésime Aﬁ . Raide Afl mes

Zymésime aibés AX elementy skaiciy, t.y. AX = | AK|.

Apibrézimas 4.3. Aibés A, elementus mes vadinsime kéliniais ir Zymésime Py,
skaiciy visy kéliniy Zymésime raide P, = |P,|. Kitaip tariant P, yra aibé visy
seky gauty is sekos

aijdrds...dy

perstatinéjant jos elementus vietomis visais jmanomais bidais.
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Pavyzdys 4.1. Tegun = 4ir A = {a, b, ¢, d} tunomet
i: {a,b,c,d},
taigi A} = 4.
i = {ab,ac,ad,ba,bc,bd,ca,ch,cd,da,db,dc}
taigi A7 = |A3] = 12.

Ai = {abc,abd,acb,acd,adb,adc,bac,bad,bca,bcd,bda,bdc,
cab,cad,cba,chd,cda,cdb,dab,dac,dba,dbc,dca,dcb}

taigi A3 = |.A3| = 24. Nesunku matyti, kad
A3 =Py =24

Sekanti teorema leidZia paskaiCiuoti skaiciy visy gretiniy neiSrasinéjant visy
galimy varianty.

Teorema 4.1.
A =nmn—1)---(n—k +1).

[rodymas. Tarkime A = {ay,as,...,a,}. Tuomet kiekis Zodziy, sudaryty i§ vie-
no elemento bus lygus aibei A, arba kitaip tariant A} = A. Bendru atveju

n
A’,ﬁ = U{x € Aﬁ | Zodzio x pirmoji raide yra lygi a; }
j=1
Nesunku matyti, kad
|{x € AX| 70dzio x pirmoji raidé yra lygi a j}| = A1
Taigi turime rekurenting formule
k k—
An = nAn—i
su pradine salyga A} = n. Todél
AR = A — - DA 2 = = =) (n =k 4 1).

n
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Pavyzdys 4.2. Tarkime A = {a;,as,as,as}. Tuomet Al = A, o aibé A2 yra
konstruojama i§ aibés Al elementy prie kiekvieno elemento x € A} galo prirasant
raide y € {ay,a»,as,as}, tokia, kad y # x. Aibe Af’l yra gaunama prie kiekvieno
aibes A2 7odZio xy galo prirasant raide z € {a, b, c}, tokia, kad z # x ir z # y.
Schematiskai i procesa galime pavaizduoti sekanciu budu.
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Al

a1a2a3{a)

> a1a2a41a3)

Q10302104

> a1azaglas)

aya4az{as|

> a1asasias|

aa asia|

> aa1a41a3|

20301104

> azazasla |

Q20301104

> axa3asla; |

A30102104

” a3za1a4ias)

a3a2a1104}

” aszaxasia; |

‘ -
asaqaiias|

? asasazia, |

f
asaiazias|

* asa azias)

asazaias|

? asaxasya, |

f
asaszaias|

? asa3aya, |

Al

77777777777 > d1d20304
77777777777 > d1d2d403
77777777777 > d1d3d204
77777777777 > d1d3040>
77777777777 > d1d4dp073
77777777777 > d1d4d30d)
77777777777 > Aod1d3dy
77777777777 > dad1dqeds3
77777777777 > Aod3d1dy
77777777777 > dad3d4d1
77777777777 > Aodad1d3
77777777777 > dadadsdy
77777777777 > dA3d10204
77777777777 > A3d 10402
77777777777 > A3dod104
77777777777 > A3drd401
77777777777 > d3dqd1dyn
77777777777 > A3d4dordq
77777777777 > dqd1A30y
77777777777 > Aqd1d203
77777777777 > daqdord A3
77777777777 > AqadorA3Aq
77777777777 > dqdzd 1Ay

——————————— > dqd3dordq



4.2 Deriniai

Apibrézimas 4.4. Baigtinés aibés A = {ay,as,...,a,} poaibi B C A turintj k
elementy vadinsime k-deriniu. Aibe visy k-deriniu sudaryty is aibés A elementy
Zymeésime C*. Skaiciy visy k-deriniy Zymésime kaip |C¥| = Ck. Taip pat laikysi-
me, kad C,? = 1.

Pavyzdys 4.3. Tegu
A ={a1,az, a3, a4}

Tuomet
Cy = {{ar} {az}. {as}. {as}}
Vadinasi C;} = |C;| = 4. Analogiskai
Ci = {{al,az},{01,03},{611,04},{02,03}, {az, as}, {613,614}}
Vadinasi C} = 6.
Teorema 4.2.

_A_’,j_n(n—l)-~-(n—k+l)_ n!

k! k!  kln—k)!

Ck

[rodymas. Tegu B = {a;,.ai,,...,a;,} C A = {ay,az,...,a,}. Tuomet per-
statinédami poaibio B elementus visais ijmanomais biidais mes galime gauti k!
skirtingu 7odZiy sudaryty i§ k elementy. Nesunku matyti, kad i§ skirtingy aibés
A poaibiy B,C C A perstatingjimo buidu gauti Zodziai bus skirtingi. IS kitos
puses bet kuris Zodis x € Aﬁ gali buti gautas perstatant kazkokio tai poaibio pri-
klausancio A elementus. Taigi, irodéme, kad aibé Aﬁ yra sajunga nesikertanciy
aibiy
Aﬁ = .Aﬁ = U {Zodziai gauti perstatinéjant B elementus},
BeA,|B|=k

todél
A= Y ki =kICk.

BeA,|Bl=k

14



3
Pavyzdys 4.4. Formulés C? = % irodyma galime pailiustruoti sekancia diagra-
ma

{alvaZaa3} 3'

{al’ as, a4}

{az,as,a4}

15



Uzdavinys 4.1. Keliais biidais mes galime is Dekarto plokstumos pradZios tasko
(0, 0) nukeliauti iki tasko (8, 6) per baigtinj skaiciy Zingsniy, taip kad kiekvieno
Zingsnio metu mes arba paeiname per vienetq i virsy arba paeiname per vienetq i
desine. Pvz.

(9.6)
(0J0)
4.2.1 Deriniy savybés
Teorema 4.3 (Paskalio tapatybé).
Crf = C;f—_ll + Cf—l-
Analizinis jrodymas.
(n—1)! (n—1)!

Cr{c—_11 + Crf—l =

n—k)lk—1!  (n—k—1)k!

- o
= k=D =D (n—k +%)

. (n—1)! n
C m—k—=DlWk—=D!(n—k)k
n!
= — = Ck.
(n —k)'k! "
O
Kombinatorinis jrodymas. Tegu A = {ay,a,, ..., a,}. Pasirinkime koki nors ele-

menta priklausanti A, pavyzdZiui a; € A. Tuomet visus aibés A poaibius turincius
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po k elementy {B|B C A,|B| = k} galime sugrupuoti i dvi dalis: poaibius ku-
riems elementas a; priklauso {B|B C A,|B| = k,a; € B} ir tuos poaibius
kuriems jis nepriklauso {B|B C A4, |B| = k,a; ¢ B}. Tuo paciu aibg C*¥ galime
pavaizduoti kaip dviejy aibiy sajunga
Ck ={B|B C A,|B| =k}
={B|B C A.|B| =k.a; € B}| J{B|B C A.|B| =k.a ¢ B}

Pastebékime, kad kiekis aibés A poaibiy turinéiy k& elementy, kuriems elementas
a, priklauso yra lygus skaiéiui A poaibiy sudaryty i§ k — 1 elementy

[{B|B C A,|B| =k.,a; € B}| = |[{B|B C A\ {a1}.|B| =k —1,€ B}|
= Ckl
PanasSiai gauname, kad kiekis aibés A poaibiy i$ k elementy, kuriems a; nepri-
klauso yra lygus skaicCiui skirtingy aibés A \ a; poaibiy turinciy k elementy
[{B|B C A,|B| =k.,a; ¢ B}| = |{B|B C A\{a\}.|B| =k, € B}|
= C;f—l
Vadinasi
Cr =1 =Co + Gy
]

Pavyzdys 4.5. Kg tik iSnagrinét irodyma C2 = C7 + C} galime pailiustruoti
sekanciu budu

{1,2,5} {1,2}
{1,3,5} {1,3}
{1,4,5} {1, 4} _ 2
{2,3,5} {2,3} 4

o {2,4,5) {2,4}

> ) {3,4,5} (3,4}
{1,2,3} {1,2,3}
{1,2, 4} {1,2, 4 _
{1,3,4} (1,341
{2,3,4) {2,3,4}

Paskalio tapatybé

ch= et

leidZia rekurentiSkai apskaiciuoti visus binominius koeficientus.

17



AVAVAVAV
O & € & N O N o
Teorema 4.4.

(a+b)"=Cl" +Cla"'b+ C?a"2b*> +--- + C'b"

[rodymas. Remiasi matematine indukcija bei tuo faktu, jog binominiai koeficien-

tai tenkina Paskalio tapatybg C¥ = C*¥=! + CF | 1% tikryju, kai n = 1 teoremos

teiginys yra teisingas, nes C = C] = 1, taigi
(a+b) =a+b=Cla+ Clb.
Tarkime, kad
(a+b)" =Cla" +Cla" ‘b + -+ Cka" bk ... 4 CDb"

yra teisinga sun > 1.
Padauging abi puses i§ (a + b) gausime

(a+b)"(a+b)=Cla" +Cla"b + C2a"'b* +---+ CM'p"
+ C2%"b + Cla"'b* + C?a"2b> +--- + Clab™ !

IS ¢ia sugrupave atitinkamus narius gausime tapatybg

(a +b)n+1
— C’? an+1 + (Cnl + C’?)anb RS (C;f 4+ C’ic—l)an-i-l—kbk 4t C: bn—H
N—— N’ N e’ N——
CO Cl Ck Cn+1
n+1 n+1 n+1 n+1
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Todél
(a + b)n—H — Cr?+1an+1 + Cnl_Hanb + an+1an—1b2 S C:i-llbn-i-l

Remiantis indukcijos aksioma musu teiginys bus teisingas su visais natiiriniais
skaiCiais n > 1.
O

Kombinatorinis jrodymas. Kombinatorinis irodymas remiasi pastebéjimu, kad reis-
kinys (a + b)" yra lygus sumai sandaugy sudaryty i§ » dauginamyjy igyjanciy
reikSme¢ a arba b visais imanomais budais. Kad tuo isitikintume panagrinéki-
me atvejus kai n = 2,3,4. Trumpam pamirSkime, kad daugyba yra komutaty-
vi ab = ba ir palyginkime narius jeinancius i dviejy aibiy Dekarto sandauga
{a,b} x {a, b} ir narius jeinancius | suma gautg sudauginus (a + b)(a + b)

(a,a) (@a+b)a+b)= aa

(a,b) + ab
b b} =
{a,b} x{a,b} (b.a) + ba
(b,b) + bb
Kitais ZodZiais
(Cl + b)2 = Z X1X2
(x1,x2)€{a,b}x{a,b}
(a,a,a) aaa
(a,a,b) + aab
(a,b,a) aa(a + b) + aba
(a,b,b) 3 + ab(a + b) + abb
b b b} = b)’ = —
{a,b} x{a,b} x {a,b} (b.a.a) (a+0b) tba@+b) -~ + baa
(b,a,b) + bb(a + b) + bab
(b,b,a) + bba
(b,b,D) + bbb
(a +b)® = Z X1X2X3

(x1,x2,x3)€{a,b}x{a,b}x{a,b}

Schematiskai visa procesa galime pavaizduoti sekanciu budu
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(a +b)!

(a +b)? (a +b)°
Il
! aaa <
aa:::/// +
T aab =2~ _
+ +
. aba =~
Nab: :// +
\\\”abb:::’
+ +
. baa =~
1ba:::// +
bab =27
+ +
. bba ~_
b +
bbb =27

Taigi, nesunkiai isitikiname, kad
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(a+b)" = Z X1Xp Xy,
(x1,x2,xn)eda, b} x {a, b} x -+ x {a, b}

n

Vektoriui (x1, X2,...,X,) € {a,b} x{a,b} x --- x {a, b} turime

X1 Xo - X, = a¥p" 7k

jeigu lygiai k i§ x; yra lygts a ir lygiai n — k i§ x; yra lygts b. Tokiy vektoriy
skaiCius yra lygus
Cr

Sugrupave panasius narius gausime

(a+b)" = Z X1X2 -+ Xp
(rx2xn)efa, by x {a, b} x --- x {a, b}

n

n
_ k kpn—k
= E C,a“b
k=0

Teorema 4.5.
Cl+Cp+--+C)=2"

[rodymas. Pakanka paimti @ = b = 1 Niutono binomo formuléje.
Kombinatorinis Sios tapatybés irodymas remiasi pasteb¢jimu, kad tapatybés

desinéje puséje yra skaicius visy galimy poaibiy priklausanciy aibei A = {ay,a,, ...

Kair¢je puséje Sis skaicius yra iSskaidytas i suma skaiciaus aibés A poaibiy, turin-
¢iy j elementy. L]

Pavyzdys 4.6. Pailiustruosime ka tik jrodytos teoremos kombinatorinj jrodyma
tam atvejui, kai n = 4.
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CX {0} 0000

{d} 0001
cil el 0010
o {b} 0100
{d} 1000
{c.d} 0011
{b,d} 0101
c? {b,c} 0110 4
‘ {a,d} 1001 2
{a,c} 1010
{a.b} 1100
{b,c,d} 0111
C3 {aa C’ d} 1011
4 {a,b,d} 1101
{a,b,c} 1110
Ci< {a,b,c,d} 1111
Vadinasi
icouc,uc;uciuc] =2*
Teorema 4.6.
Ck — Cn—k
Analizinis jrodymas.
n! n!
CcrF = = = Ck
" (n—m—k)(n—Fk)! k'(n—k)! "
O
Kombinatorinis jrodymas. Tarkime A = {ay,a,,...,a,} yra misy abécélé. Te-

reikia pastebéti, kad tarp aibiy C,’f ir C,’j_k elementy galime nustatyti abipus vie-
nareik§Sme atitikti. IS tikryjy, kiekvienai aibei B € C,’f tai mes galime priskirti jos
papildini

A\ BecCk

Be to, atvaizdis
B — A\ B

yra abipus vienareikSmiSkas atvaizdis 1§ C,’f i C"7k. O tai reigkia, kad aibés C,’f ir
C"~* turi vienoda skaiciy elementy. O
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Pavyzdys 4.7. Jeigu A = {1,2, 3, 4,5} tai abipus vienareik§mé atitiktis tarp aibiy
C3 ir C2 bus

{1,2,5}] <«— ({3.4}
{1,3,5} | «— | {2,4}
{1,4,5}| «— | {2,3}
{2,3,5}| «— | {1,4}
{2,4,5} «— | {1,3}
{3,4,5}| «— | {1,2}
{1,2,3}| «— | {4,5}
{1,2,4}| «<— | {3,5}
{1,3,4} | «— | {2,5}
{2,3,4}] <«— | {1,5}

Pvz. {1,3,5} <> {1,2,3,4,5}\ {1,3,5} = {2, 4.

)
n o
Il
Il
)
SRS

4.3 Kartotiniai gretiniai

Klausimas 4.1. Tarkime, kad miisy abécélé yra A = {ay,a,, ..., ax}. Kiek skir-
tingy ZodZiy, turinciy n raidZiy mes galime sudaryti is abécélés A raidZiy to-
kiy, kuriuose raidé a, kartotysi p, kartq, raidé a, kartotysi p, kartus ir t.t. jei
pit+prt+--+pe=n?

Pavyzdys 4.8. Tarkime A = {a, b, ¢} kiek ilgio 5 Zodziy (arba kartotiniy gretiniy)
mes galime sudaryti i$ A raidZiy taip, kad a kartotysi 2 kartus, b kartotysi 3 kartus,
o ¢ kartotysi 0 karty? Visi galimi variantai yra

aabbb,ababb,abbab,abbba,babba,
babab,baabb,bbaab,bbbaa,abbba.

Taigi 18 viso yra 10 galimy varianty.

Sekancios teoremos pagrinding idéja iliustruosime spresdami uzdavini pateik-
ta pavyzdyje.

Pavyzdys 4.9. Kiek yra ilgio 5 kartotiniy gretiniy, kuriuose
a kartojasi 2 kartus,
b kartojasi 2 kartus,

¢ kartojasi 1 karta?
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Pabandykime iSrasyti visus imanomus variantus. Miisy kartotiniai gretinai bus
sekos sudarytos 1§ penkiy simboliy. Vadinasi pradZioje galime pradéti nuo eilute
i§sidesciusiy 5 tuséiy pozicijy
I I [

Musy kartotiniai gretiniai turi turéti lygiai 2 raides a. Dvi pozicijas i§ penkiy
galimy mes galime parinkti C52 budy. I dvejas is likusiy trijy tusciy pozicijy mes
galime jraSyti raide b lygiai C32 biidy. I likusia laisva vieta mes jraSome raide c.
Taigi, 18 viso bus lygiai

51 31 51
2,2 —
G565 = 21312111 212111

imanomi gretiniai i§ penkiy simboliy, kuriuose a kartojasi 2 kartus, b kartojasi
2 kartus, o c¢ ieina tik vieng karta. SchematiSkai visa procesa galime pavaizduoti
sekanciu bidu.
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Teorema 4.7. Is viso yra
n!

pilp2!--- pi!
skirtingy ZodZiy turinciy n raidZiy is abécélés A = {ay, as, ..., ay} kuriuose

ay kartojasi py kartq,

a, kartojasi p, kartus,

ay kartojasi py karty,
o dydZiai p; tenkina sqlygq
p1+p2+--+ pe=n.

[rodymas. Konstruodami 7Zodi i§ abécelés A = {a;,as,...,ax} raidZiy pasizy-
mintj teoremoje iSvardintomis savybémis mes pradedame nuo eilute iSrikiuoty n
tusciy pozicijy

0.0,

——

n
Raide a; turi kartotis p; karta musy Zodyje. Tai reiskia, kad i$ n galimy poziciju,
p; pozicijos bus uzimtos raide a;. Is viso bus C' budas parinkti pozicijas kurios
bus uZimtos raide a;. IS likusiy n — p; laisvy poziciju, p,-jose pozicijose jraSome
raide a,, ta galime padaryti /2, budais ir t. t. Taigi i§ viso bus

G2 G gy O pa—e
_ n! (n — py)! (n—pr—p)!
pil(n — p)! p2!(n — py — p2)! p3l(n — py — p2 — p3)!
n!
B pilp2!--- pi!

galimi variantai.
O

Pavyzdys 4.10. Angly fizikas Robertas Hukas 1660m. suformulavo savo pastebé-
ta garsyji désni kaip lotyniSka fraze ut fensio, sic vis ("koks iStempimas tokia ir
jiega") ir uzkodaves ja anagrama

ceiiinosssttuv 3)

paskelbé mokslinei bendruomenei. Tokiu bidu R. Hukas uZsitikrino galimybe
irodyti, paskelbiant anagramos sprendima, kad jis pirmas pastebéjo $i désni. IS
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kitos puses, jis galéjo ramiai atlikinéti eksperimentus tikrindamas ar jo pastebe-
tas désningumas yra teisingas, jeigu tai nepasitvirtinty, apie anagrama be didelio
triukSmo galima bty pamirsti. Isitikings Sio désnio teisingumu R. Hukas 1678m.
buvo paskelbé anagramos sprendima

celliinosssttuv — uttensiosicvis

Tarkime gave anagrama ceiiinosssttuv mes norétume ja atkoduoti perrinkiné-
dami visus imanomus ZodZius gautus perstatinéjant $ios anagramos raides vieto-
mis. Kiek varianty mums tekty perrinkti? Kitaip tariant kiek ZodZiy mes galime
sudaryti, kuriuose

¢ kartojasi 1 karta,
e kartojasi 1 karta,
i kartojasi 3 kartus,
n kartojasi 1 karta,
o kartojasi 1 karta,
s kartojasi 3 kartus,
t kartojasi 2 kartus,
u kartojasi 1 karta,
u kartojasi 1 karta,

Atsakymas i § klausima seka is Teoremos 4.7, remiantis kuria nesunkiai gauname,
kad skirtingy Zodziy tenkinanciy auksciau iSvardintas salygas skaicius yra lygus

14!
TR - 210809600.
Teorema 4.8.
(Cl +a +...+a)n: Z n—!ajlajz'”ajk
o ) Jiljaleee et 2 K
Sttt jk=n
Irodymas. Pazymékime A = {ay,...a}
(@t a ot a)t = Z X1Xg -+ Xp

(xl,xz,...,x,,)eA XAX--+ XA

n
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Jeigu (x1,x2,...,X,) € A X AXx---x A yratoks, kad tarp xy,...Xx, yra lygiai

n
J1 tokie, kad x; = a,, j, tokie, kad x, = a, ir t.t. tai

X1Xp "Xy = a{laéz...aljgf
O
4.4 Deriniai su pasikartojimais
Apibrézimas 4.5. Tegu A = {a,,a,,...,ar} yra baigtiné aibé. Tuomet aibés

A elementy deriniais su pasikartojimais vadinsime rinkinius sudarytus is aibés A
elementy su galimais pasikartojimais. Kiekvienq derinj su pasikartojimais galime
simboliSkai pavaizduoti kaip sekq
1 P2 Pk
{a\,ay,...,a1a2,a,,...,4>,...05,dg, ..., d;}

kurioje elementu tarpusavio issidéstymo tvarka nesvarbi. Mes taip pat susitar-
sime Zyméti derini su pasikartojimais kaip sekq aibés A elementy lauZtiniuose
skliaustuose

[at'.ab>, ... at*],
kur p; > 0 yra sveikas neneigiamas skaicius, nurodantis kiek karty elementas a;
pasikartoja derinyje.

Kitais Zodziais, aibés A derini galime isivaizduoti kaip "aibg" kurios visi ele-
mentai priklauso A, taciau skirtingai nuo iprasto aibes apibréZimo gali kartotis.
Literatiiroje angly kalba tokios "aibés" yra vadinamos multiset, skirtingai nuo set
— iprastos aibés (be pasikartojimu). Toliau tokias "aibes" mes vadinsime multiai-
bémis.

Pavyzdys 4.11. Aibes A = {a, b, c} deriniy su pasikartojimais pavyzdziai gali
biti
{a,a,a,a,b,b,b,c} (arba [a4,b3,cl]),
{a,c,c,c,c} (arba [a,bo,c4]).
Pavyzdys 4.12. Kiek yra aibés A = {a, b} deriniy su pasikartojimais, kuriy ele-
menty skaicius yra lygus 5?7 Visos imanomos kombinacijos yra
{a,a,a,a,a},{a,a,a,a,b},{a,a,a,b,b},{a,a,b,b,b},{a,b,b,b,b},{b,b,b,b,b}

Bendru atveju aibés A = {a, b} deriniy su pasikartojimais [a¥, b'], turinéiy n
elementu, bus tiek pat kiek ir lygties

k+1l=n

sveiky neneigiamy sprendiniy. T.y. n + 1.

28



Kaip nesunku matyti visus k elementy turincios aibés A = {ay,da,,...,ar}
derinius su pasikartojimais

[al' a3, ... a0"]

vienareik§miskai nusako sveiky neneigiamy skai¢iy rinkinys (p1, pa, ..., px). Va-
dinasi skirtingy aibés A elementy deriniy turinciy n elementy bus tiek pat kiek ir
lygties

Prtprt-+pe=n

sprendiniy. Pastebékime, kad bet kurj lygties
X1+ X2+ ...+ X =n
sprendini (xy, X2, ..., X;) mes galime pavaizduoti kaip n vienety ir k — 1 nuliy

seka

X1 X2 Xk

—— ——

11...1011...10...011...1
kurioje kiekviena skaiciy x; atitiks 1S x; vienety sudarytas posekis, o nuliai vaidi-
na atskirian¢iy Zenkly vaidmeni, kurie atskiria skirtingus dydZius x; atitinkancias
vienety serijas.
Pavyzdys 4.13. Lygties x; + x, + x3 + x4 = 15 sprendinj

(7,3,0,5)

atitiks 15-kos vienety ir 3-jy nuliy seka

111111101110011111.

Ir atvirksciai, seka 1§ 15-kos vienety ir 3-jy nuliy

111110111101110111
atitiks sprendinys (5, 4, 3, 3).
Atitiktis
X1 X2 Xk
—— —— ——
(x1,X2,...,x¢) «<— 11...1011...10...011...1

tarp sveiky neneigiamy lygties

X1+ x2+-+xpk=n 4)
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sprendiniy ir seky sudaryty i$ # vienety ir kK — 1 nuliy yra abipus vienareikSmé. T.y.
skirtingas sekas i$ n vienety ir k — 1 nuliy atitiks skirtingi lygties (4) sprendiniai
ir atvirkSciai. Vadinasi $i lygtis turés tiek sprendiniy kiek yra skirtingy seky i$ n
vienety ir k — 1 nuliy. Tokio tipo seky skaicius bus lygus

k—1 _ on
Cn+k—1 - “n+k-1"

I8 tikryjy, nuliy ir vienety sekoje i$ viso yra n + k — 1 pozicijy. Pasirenkame i$
n + k — 1 laisvy pozicijy bet kurias k — 1 pozicijas ir uZpildome jas nuliais (ta

galima padaryti C f;,i_l biidy), o likusiais uZpildome vienetais.

Taigi irodéme teorema.

Teorema 4.9. Lygtis
X1+ X2+ + X =n

turi
n
n+k—1

sveikus neneigiamus sprendinius.

ISvada 4.10. Skaicius skirtingy n elementy turinciy deriniy su pasikartojimais,
sudaryty is k elementy turincios aibés yra lygus

n
n+k—1-

Pavyzdys 4.14 ([5]). Konditerijos parduotuvéje yra 4 rusiy pyragaiciy: napoleony,
eklery, sméliniy ir sluoksniniy. Keliais buidais galima nusipirkti 7 pyragaicius?

Sprendimas. Turime suskaiciuoti kiek sprendiniy turi lygtis

Xnapoleonai + Xeklerai + Xsmeliniai + Xsluoksniniai = 1
Pagal musy teorema §i lygtis turi
C77+4—1 = C170 =120
sprendiniy. Vadinasi tiek pat yra budy nusipirkti 7 pyragaicius. O
Pavyzdys 4.15. Kiek sveiky sprendiniy turi lygtis
X1+ x,+x3=15

kurie tenkina salygas x; > 3, x, > 5irx3 > 0?
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Proof. Padarykime kintamyjy pakeitima

X1 =y1+3
X2 =Yy2+5
X3 = )3

Istate Sias reikSmes i miisy lygti mes gausime
x1+x2+x3=y1+3+y2+5+y3= 15
vadinasi dydZiai y; tenkins lygt]
ri+y2+ys=7
ir y; > 0. O §i lygtis turés lygiai
9-8
C37+7—1 =CJ =C5 = = 36

sprendinius. U
5 Récio principas
5.1 Récio tapatybe
5.1.1 Dvieju aibiy sgjungos atvejis
Jeigu A — baigtiné aibé, tuomet Sios aibés elementy skai¢iy Zymésime kaip |A4|.
Nesunkiai matome, kad dviejy baigtiniy aibiy sajungos elementy skai¢iy mes ga-
lime paskaiciuoti pasinaudodami formule

|[AU B| = |A| + |B| - |AN B, (5)

kurios desingje puséje mes atéméme narj |A N B| i§ sumos |A| + | B| kadangi ele-
mentai x priklausantys abejoms aibéms, t.y. x € AN B bus du kartus suskaiciuoti

sumoje |A| + | B].
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5.1.2 Triju aibiuy sgjungos atvejis

Apskaiciuoti trijy aibiy sajungai priklausanciy elementy skaiciy mes galime pasi-
naudodami dviejy aibiy sajungos skaiciaus formule (5), jeigu i trijy aibiy A4,B ir
C sajunga Ziurésime kaip i dviejy aibiy 4 ir B U C sajunga

JAUBUC|=|AU(BUC)|
=|A|+|BUC|—|AN(BUC)|
=|A|+|B|+|C|—|BNC|—|AN(BUC)|,

kadangi

|AN(BUC)|=[(ANB)U(ANC)|
=[ANB|+|ANC|=|[(ANB)N(ANC)|
=|ANB|+|ANC|—|ANBNC|,

tai galutinai gauname
[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|.
Taigi, jrodéme teorema.

Teorema 5.1. Bet kurioms trims baigtinéems aibéms A, B ir C yra teisinga tapa-

tybé
JAUBUC| = |A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC]|.
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5.1.3 Récio principo bendrasis atvejis

Taikydami matematines indukcijos metoda galime apibendrinti ka tik gauta rezul-
tata bet kokio skai¢iaus aibiy sajungai.

Teorema 5.2.
n
A UAU--UA| =) (=D > [4,N 4,004, 6)
m=1 1<j1<j2<+<jm<n

Kombinatorinis jrodymas. Norédami isitikinti teoremos tapatybés (6) teisingumu
patikrinkime, kad kiekvienas x € A; U A, U --- U A, bus suskaiiuotas lygiai
vieng karta Sios lygybés (6) deSingje puséje.

Tarkime, kad x priklauso lygiai r aibiy i§ musy n aibiy Ay, 45, ..., A, rin-
kinio. Nemazindami bendrumo, galime laikyti, kad x € A, N A, N --- N A, ir
X &€ Ary1 UArppU---U A, Tuomet, kaip nesunku matyti, sumoje

Z |AjlmAjzm"'mAjm|

I<ji<j2<<jm<n
elementas x priklausys tik toms aibiy sankirtoms
A, NA,N---NAj,

kur ji, ja,..., jm < r. Vadinasi elementas x bus sumoje

> |Aj; MAj, NN Ay,

1<j1<j2<+<jm<n

> 1=Cnm

I<1<ja<<Jm<r

suskaiciuotas lygiai

karty. Vadinasi sumoje
n
YD YT 4, N4, NN 4
m=1 I<1<j2<<jm<n
elementas x € A; U A, U --- U A, bus suskai¢iuotas lygiai

Xr:(—l)m_lcrm =1- Xr:(—l)’"‘lq’" =1+(1=-D"=1

m=0

karty. Teorema irodyta. [
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Panagrinésime dar vieng récio nelygybés irodyma taip vadinamu indikatoriy
metodu. Tarkime aibé A yra kazkokios didesnés aibés §2 poaibis A C £2. Tuomet
poaibi A galime uzkoduoti kaip funkcija apibrézta aibéje 2 ir su kiekvieny Sios
aibés elementui jgyjancia dvi reikSmes 1 arba O priklausomai nuo to ar elementas
priklauso aibei A4 ar ne

) I, jei xed
x) =
x4 0. jei xdA.

Tokia funkcija y4 yra vadinama poaibio A indikatoriumi aibéje §2. Jeigu A C §2
tuomet tokios aibés indikatoriaus reikSmiy y4(x) suma pagal visus x € §2 bus
lygi aibés A elementy skaiciui

> xalx) = |A].
XER
Tarkime turime tris aibes A1, A,, A3 priklausancias aibei §2. Panagrinékime funk-

cija ¢ (x) apibrézta kaip sandauga
¢ () = (1= 24, () (1 = xar () (1 = a5 (x))-

Jeigu x priklausys bent vienai i§ aibiy A;, A», A3 tuomet bent vienas daugina-
masis 1 — y4;(x) funkcijos ¢ (x) apibréZime bus lygus nuliui, ir tuo paciu nuliui
bus lygi visa funkcija. Jeigu x nepriklausys nei vienai i$ aibiy A, A,, A3 tai Siy
aibiy indikatoriai bus lygiis nuliui y4,(x) = y4,(x) = ya,(x) = 0 ir tuo paciu
¢(x) = 1. Taigi ¢(x) igys dvi reikSmes

0, Jel X€A1UA2UA3
¢(x) = .
I, jei x¢& A UAy,U Az,
Pagal indikatoriaus apibréZima funkcija ¢ (x) sutaps su aibiy Ay, A5, A3 sajungos
papildinio £2 \ (4; U A, U A3) aibéje §2 indikatoriumi
d(x) = X2\(4;U4,U43)(X).
Vadinasi
Z‘f’(x) = [£2\ (41U A, U A3)| = |2 — |41 U A, U 43].
xX€S
IS kitos pusés $ig suma mes galime apskaiciuoti iSskleide sandauga funkcijos ¢ (x)

apibréZime

Do) = D (1=xay (¥) — Xy () — xa3 (%)

xen xefn
+XA1(X)XA2(X) + X4, (X)XA3 (x) + XAZ(X)XA3(X) - XA1(X)XA2(X)XA3(X))
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Kadangi dviejy aibiy A ir B indikatoriy sandauga y4(x) yp(x) yra lygi vienetui
tada ir tik tada, kai x priklauso abiems aibéms x € AN B tai y4(x)xp = xanp(x)
ir

D x4 (), (X) = D pana, (X) = |A; N 4]

X€NR xX€R
suvisais 1 <i < j < 3. Analogiskai gauname

D ()1 () x5 () = Y Xynasnas(x) = |41 N Ap 0 A,
xX€N xX€N

Vadinasi

Z ¢(x) = [X|=[A1|=[A2|—|A5]+|A1NA2|+]|A1NA5]|+|A2NA3|—[A1N AN A3
xX€ENR
IS kitos pusés

Y p(x) =12 — 41U Ay U 45
X€ER

Sulyging abi sumos ) ., ¢ (x) iSraiSkas gausime
|A1UAUA3| = Ay +]Az|+]A3]—|A1NA2|—|A1NA3]|—|A2N A3]+] A1 N AN A3.

O tai yra ne kas kita kaip récio tapatybe trijy aibiy atvejui. VisiSkai analogiskai
yra irodoma récio tapatybé indikatoriy metodu ir bendru atveju.

[rodymas indikatoriy metodu. Tegu Ay, A,, ..., A, C §2 tuomet aibéje §2 api-

brezkime funkcija

¢(x) = [J(1 = xa, ().

j=1
Si funkcija bus lygi vienetui jeigu x nepriklausys nei vienai i§ aibiy A, A,, ..., A,
ir nuliui priesingu atveju. Vadinasi $i funkcija bus aibés £2 \ (4; U A, U---U A4y)
indikatorius
P (x) = X2\(4,Udr0-U4,) (X).
Taigi

Y00 =D e\ aiuau-uan (D) = (2] = [A U A, U U A, ()
xef xef

I8 kitos pusés isskleide sandaugg funkcijos ¢ (x) apibrézime gausime

() =[[(1=xa, @) = 14D =DF D"y, gy, () xa;, (%)

j=1 k=1 1<j1<j2<+<jr<n

35



Susumave pagal x € 2 abi Sios tapatybés puses gausime
n
Do =121+ =D D> > gy, () gay, () xay, ()
XEN k=1 1<j1<jo<-<jr<n xef2
Kadangi aibiy indikatoriy sandauga x4, (x)xa;,(x)--- x4, (x) yra lygi atitinka-

my aibiy sankirtos indikatoriui y Aj,N4;,N~N4;, > tal

D xay, Q) xay, () -+ xay, () = xay napnena;, = A DAL NN AL
xXER xXENR

Vadinasi
n
o) =120+ > =DF Y 4y n4, 004
xX€NR k=1 1<j1<ja2<<jrk<n

Sulyging Sios sumos ) . ¢ (x) iSraiskos desiniaja puse su anksciau gautos $ios
sumos iSraiSkos (7) deSinigja puse gausime

2]—|A1UA,U---UA,| = 2]+ (-DF > |47, NAj, NN A, |

k=1 1<j1<j2<+<jr<n

Atéme i8 abiejy Sios lygybés pusiy dydj |§2]| ir padauging abi puses i§ —1 gausime
récio tapatybe n aibiy sajungos atvejui.
Teorema jrodyta.
[

SprendZiant uZdavinius daznai naudojama récio tapatybé suformuluota aibiy
papildiniy sankirtoms.

Teorema 5.3. Tegu Ay, Ay, ..., A, C X tuomet jeigu Zymésime A = X \ A tai
n
(AN AN = X[+ ) D" Y 4N A0 N4,
m=1 1<j1<j2<<jm<n

[rodymas. Kadangi

AiNA, N NA, =41UA,U---UA, =X\ |4, UA,U---UA4,|

tai
A1 N A, N NA,| = |X|— AU A, U---U A,
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5.2 Récio principo taikymai
5.2.1 Netvarky uzdavinys

UZdavinys 5.1 (Skrybéliy problema). n vyry atéje | restoranq ribinéje palieka
savo skrybéles. ISeidami is restorano vyrai is issiblaskiusio rabininko atgauna
skrybéles atsitiktine tvarka. Kokia tikimybé, kad nei vienas vyras iSeidamas neat-
gaus skrybélés su kuria buvo atéjes i restoranq?

Visu pirma pastebékime, kad skrybéliy atgavimo tvarka mes galime pavaiz-
duoti kaip keitini. Sunumeruokime vyrus ir jy skrybéles nuo 1 iki n. VirSutinéje
keitinio eilutéje suraSome visy vyry numerius, o apatinéje atitinkamai suraSome
numerius skrybéliy, kurias vyrai gavo iSeidami i§ restorano.

1 2 --- n

Sl S2 DY sn
Pavyzdys 5.1. Tarkime | restorang atéjo 5 vyrai. Atéje vyrai kiekvienas turéjo
savo skrybele. Taigi pradinis vyru-skrybéliy iSsidéstymas buvo toks

1 23 45

1 23 45
ISeinant iS restorano pirmas vyras gavo 5-jo vyro skrybéle, antras vyras gavo 3-jo
vyro skrybélg, trecias vyras gavo 1-jo vyro skrybelg, ketvirtas gavo savo skrybele,

o penktas gavo 2-jo vyro skrybelg. Taigi, skrybeliy-vyry iSsidéstyma nusakantis
keitinys, vyrams paliekant restorang bus toks

1 23 45
53142)

UZdavinys 5.2 (Netvarky uzdavinys keitiniy kalba). Kiek is viso yra n-ojo laipsnio

keitiniy
1 2 ... n
( S1 S2 e Sy )

tokiy, kad s; # j su visais 1 < j < n? Tokius keitinius toliau vadinsime
netvarkingais.

PaZzymeékime kaip S, aibg visy n-ojo laipsnio keitiniy. Visi n-ojo laipsnio
keitiniai yra gaunami perstatinéjant apatinéje eilutéje esancius n skaitmenis visais
imanomais budas, taigi |S,| = n!.

Panagrinékime n aibés S, poaibiy Ay, A>,..., 4, C S,, kur 4; C S, yra
aibé visy n-ojo laipsnio keitiniy, kuriuose s; = j (j-asis vyras atgauna savo
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skrybéle). Mus domins tie aibés S, keitiniai, kurie nepriklauso nei vienai i§ aibiy
A kur 1 < j < nty. tie keitiniai, kurie priklausys aibiy A; sajungos papildiniui

Sp\ (A U A, U---U Ay).
Prisiming récio formulg mes gausime, jog Sios aibés elementy skaicius bus lygus

1Sn \ (A1 U A, U+ U Ay)|
= |Sn|_|A1UA2U"‘UAn|

n
=nl+ ) D" Y AN AL NN Al
m=1

1<j1<j2<<jm<n

Aibé Ay yra aibé keitiniy, tenkinanciy salyga s = k, Kitaip tariant k -oje
pozicijoje apatinéje eilutéje tokiame keitinyje butinai turi stovéti k, o likg n — 1
apatines eilutes skaitmenys {1,2,...,k — 1,k + 1,...,n} gali buti iSsidéstg bet
kaip

(1 2 - k=1 k k+1 -- n)

S182 vt Sk—1 kK Sk 0 Sa
Skaicius tokio tipo keitiniy bus lygus skaiciui biidy kuriais galime iSdéstyti n — 1
skaitmenis i likusias n — 1 apatinés eilutés pozicijas. Taigi

|Ak| = (n —1)!

suvisais 1 <k <n.

AnalogiSkai, aibei A;, N Aj, N---N Aj, priklausys visi keitiniai, kuriy apa-
tinés eilutés j;-oje pozicijoje stovés ji, jp-0je pozicijoje stoveés j, ir t.t j,-oje
pozicijoje stovés j,, o visi likg n — m skaiciai {1,2,...,n} \ {j1, j2,--., Jm} ga-
les biti iSsidéste bet kaip. Vadinasi aibés A;, N A4;, N---N A;,, elementy skaiCius
bus lygus kiekiui skirtingy biidy kuriais galime i8déstyti n — m objektus i n —m
tuscias pozicijas, t.y.

|Ajy VA, NN A, | = (n—m)!
Taigi

1Sp \ (A1 U A, U+ U Ay)|

=nl+ Y (-D)" > |A;, N Aj NN A, |
m=1

1<j1<j2<<Jm<n

=nl+ Y (-D)" > (n —m)!

1<j1<j2<<jm<n
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Pastebékime, kad suma
> !
1<j1<j2<<Jm<n

yra lygi skai€iui skirtingu buidy kuriais galima pasirinkti m skai€iy turincig aibg
{J1, J2>**+ » jm} 18 n elementy turincios aibés {1,2,---n}. Vadinasi

> 1=cr
I<j1<j2<=<jm<n
Todel
1S5\ (A1 U A3 U--- U A4y)|

=nl+ Y (-D)" > (n —m)!

1<j1<j2<+<Jm<n
n
=nl+ Y (=)"(n—m)C)"
m=1
Prisiming formule
n!

= ———

" m!(n—m)!

galime dar supaprastinti pries tai buvusi reiSkini

1Sp \ (A1 U A, U+~ U A4y)|

=nl+ Y (=)"(n—m)C)
m=1

Taigi, jrodéme teorema

Teorema 5.4. Netvarkingyjy keitiniy, priklausanciy S, kiekis yra lygus

Dabar galime atsakyti 1 klausima kokia yra tikimybeé, kad nei vienas vyras
iSeidamas i§ restorano negaus savo skrybélés.
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ISvada 5.5. Tikimybeé, kad visi is restorano isvykstantys vyrai gris namo su sveti-
momis skrybélémis yra lygi

D"| = Z D™ =e ' +o(l/n)).
m=0

| Sy m!

Kitaip tariant tikimybe labai greitai artéja priec e~! = 0.3678794412, o tai
reiSkia, kad mazdaug 36.78 ... procenty atvejy nei vienas vyras negri§ namo su
savo skrybéle.

5.2.2 Siurjekcijuy skaicius

Klausimas 5.1. Tarkime A = {1,2,...,n}ir B = {1,2,...,m} yra baigtinés
aibés turincios po n ir m elementy atitinkamai. Kiek yra skirtingy siurjekcijy
f:A— B?

Prisiminkime, kad kiekviena atvaizdi f : A — B mes galime pavaizduoti
kaip lentele

1] 2 ... n|
(D) [ ) | ... | f(n) |
kur f(j) € {1,2,...,m}. Taigiis$ viso bus m” skirtingy atvaizdziy f : {1,2,...,n} —
{1,2,...,m}. Klausimas i kuri turime rasti atsakyma yra kiek i$ ty m” atvaizdziy
bus siurjekcijos arba kitaip tariant bus tokie, kad jy atitinkamose lentelése apati-
néje eilutéje bus visi skaiciai {1, 2, ..., m} bent po viena karta?

Kiekvieng atvaizdi f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m} galime interpretuoti
kaip n sunumeruoty nuo 1 iki » rutuliy iSdéstyma i m sunumeruoty nuo 1 iki m
déziy, jeigu laikysime, kad f(j) yra lygi numeriui dézés i kuria pateko j-asis
rutulys.

Pavyzdys 5.2. Funkcija f : {1,2,3,4,5,6} — {l1,2, 3,4} apibréZta lentelés pa-
galba

x [1]2]3
ORI

atitiks 6 rutuliy iSdéstymas i 4-ias déZes
I@ ) @I I € I I I I D @ I
1 2 3 4
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Klausimas 5.2 (Kita siurjekcijy uzdavinio formuluoté). Keliais bitdais galima is-
déstyti n sunumeruoty rutuliy | m sunumeruoty déZiy, taip kad nelikty tusciy de-
Ziy?

Teorema 5.6. Siurjekcijy f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m} skaicius yra lygus
Y (=DECKm — k)
k=0

[rodymas. Tegu X bus aibé visy atvaizdziy f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m}.
Kaip jau Zinome jos elementu skaiCius yra lygus | X | = m”.

Pazymekime kaip A; aibg visy atvaizdziy f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m}
kurie neigyja reikSmés j, t.y. tokiy, kad f(k) # j su visais k € {1,2,...,n}.
Aibe

AfUA,U---U A4,
bus sudaryta iS tokiy funkcijy f, kurios neigis bent vienos reikSmésis 1,2, ..., m.

Vadinasi Sios aibés papildinys
X\ (A1 UAU---UAy,)

bus aibé funkcijy f tokiy, kad bet kuriam k € {1,2, ..., m} egzistuos bent vienas
j e{l,2,...,n},kad k = f(j). Kitaip tariant tai bus aibé visy siurjekcijy. Jos
elementy skaiciaus ieSkome pasinaudodami récio principu
X\ (41U A, U - U Ay)|
=|X[—[41 U A, U--- U Ay

m

k

=m"+ Y (-1) Yo Ay nApn-n Al
k=1 1<j1<j2<<jrk<m

Apskaiciuosime kam bus lygus dydis |4, N Aj, N --- N Aj, | po sumos Zenklu.
Pastebékime, kad aibé
A, NA,N---NAj

yra aibé visy atvaizdziy i§ n elementy turincios aibés {1,2,...,n}im — k ele-
mentu turinéia aibe {1,2,...,m} \ {j1, j2,..., jx}. Vadinasi

|Aj1 ﬂAjzﬂ---ﬂAjk| = (m—k)”
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Vadinasi siurjekcijy f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m} skaiius bus lygus
X\ (41U A4, U - U Ay)|

m
=m"+ ) (D > |A;, NAj, N~ N A |
k=1

1<j1<ja<<jp<m

=m"+) (D" Y (m—k)
k=1

I<j1<j2<=<jk<sm
m
=m" + ) (=1)fCpm — k)"
k=1

Teorema irodyta. 0

Apibrézimas 5.1 (Stirlingo antrosios riiies skaiciai). Skaicius visy galimy bidy
kuriais galime suskaidyti aibe {1,2,...,n} | k netus¢iy ir nesikertanciy aibiy
sqjungq yra vadinamas antros risies Stirlingo skai¢iumi ir Zymimas S(n, k).
Pavyzdys 5.3. Aibe {1,2, 3,4} galima i$skaidyti i 3-jy netusciy ir nesikertanciy
aibiy sajunga SeSiais budais

{1} U{2; U {3.4

{1} U{2,4; U {3}

{1,4} U {2} U {3}

{1,2} U {3y U {4

{13 U{2,33 U {4}

{1,3; U {2} U {4}

Taigi S(4,3) =6

Nesunku suvokti, kad S(n, k) yra lygus skaiciui skirtingy biidy kuriais galime
iSdéstyti n sunumeruoty rutuliy i k nesunumeruoty déziy kuriy tarpusavio issidés-
tymo tvarka yra nesvarbi.

Pastaba 5.7. Pastebékime, kad yra tik vienas biidas isskaidyti aibe {1,2,...,n} |
n netusciy aibiy sqjungq

{142} ... {n}
Taigi, S(n,n) = 1 suvisais n = 1,2,.... Analogiskai yra tik vienas biidas
isdestyti n sunumeruoty rutuliy i vienq déZe, vadinasi S(n, 1) = 1.

I8 kiekvieno tokio rutuliy iSdéstymo, perstatinédami k déziy visais imanomais
buidais mes galime gauti k! skirtingy rutuliy iSdéstymy i k sunumeruoty déziy. I8
¢ia gauname teorema.
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Teorema 5.8.

k
S k) = 2 YD CL = )"

5.2.3 [Eulerio funkcija

Apibrézimas 5.2. Eulerio funkcija ¢ (n) yra lygi kiekiui natiraliyjy skai¢iy m
intervale 1 < m < n, kurie yra tarpusavyje pirminiai su n.

Teorema 5.9. Jeigu natiiraliojo skaiciaus n isskaidymas | pirminiy skaiciy san-
dauga turi pavidalq
o] o o
n = pllpzz...pll
tai

¢(n):nn(1—i)

DPj

Jj=1

[rodymas. SkaiCius m bus tarpusavyje pirminis su skai¢iumi n = p{' p3>--- p}’!
tada ir tik tada kai m nesidalins i§ pq, ps, ..., p;.
Pazymeékime kaip A; aibe natiiraliyjy skaiciy intervale [1, n], kurie dalijasi i$
pj. Tuomet
A U Ay U--U 4

bus aibé nattiraliyjy skaiciy intervale [1, ] kurie dalinsis i$§ bent vieno i$ pirminiu
P1, P2, ---, p1- Vadinasi aibé
{1,2,...n} \ (A1 U A, U---U 4;)

bus aibé visy nattraliyjy skaiciy intervale [1, n] kurie bus tarpusavyje pirminiai
su n. Vadinasi

¢(n) = [{1,2,...n}\ (41 U A U--- U A4))|

1
=n+Y (=D" Y |4, NA4,N0-N 4]
m=1

1< 1 <j2<+<jm<l

Pastebékime, kad

n

A, NA;,N---NA -
/! 72 p]lp]2p]m
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todel

l
gy =n+Y " !

PjiPj> " Pjm

m=1 1<j1<j2<+<jm<l
l
1
iz Dj
Teorema jrodyta. [

Uzdavinys 5.3. Kiek yra natiriniy skaiciy tarp 1 ir 4851 kurie neturi bendry
dalikliy su 48517

Sprendimas. leSkomas dydis yra lygus ¢ (4851). ISskaide skaiciy 4851 pirminiais
dauginamaisiais gauname
4851 = 3*-7% - 11,

1 1 1
$(4851) = 4851 (1 - 5) (1 - 5) (1 - H) = 2520.

vadinasi

O]
5.3 Tiesiniy lygciu sveikaskaiciai sprendiniai
Uzdavinys 5.4. Kiek sveiky neneigiamy sprendiniy turi lygtis
X1+ x2 +x3 =20 (8)
kurie tenkinty papildomas sqlygas
0<x; <3
0<x <10 9
0< X3 < 12

Sprendimas. PaZzymékime kaip §2 aibg sveiky neneigiamy lygties (8) sprendiniy
2 ={(x1,x2,X3) €EZXZXZ|x1 + X2 +x3 =20,x1 > 0,x3 > 0,x3 >0}

Taip pat pazymékime kaip A; aibe lygties x; + x, + x3 = 20 sprendiniy kuriy
1-0j1 koordinaté x; tenkina salyga x; > 3, kitaip tariant

Ay = {(x1,x2,x3) € 2]x; > 3}

44



AnalogiSkai apibréZiame ir A, ir A3 kaip aibes sprendiniy, kuriu 2-oji ir 3-i0ji
koordinates tenkina apribojimus x, > 10 ir x3 > 12 atitinkamai, t.y

0}

Ay = {(x1,x2,x3) € 2|x; >
> 12}

1
Az = {(x1,x2,x3) € 2|x3 > 1

IS visy lygties x; + x5 +x3 = 20 sprendiniy aibés £2 atmetg tuos sprendinius kuriy
bent viena is koordinaciy x;, x, ir x3 yra ne mazesné uz 3, 10 ir 12 atitinkamai,
gausime aibe visy sprendiniy tenkinanciy (9) apribojimus

2\ (41 U A2 U 43)
Vadinasi mus dominantis skaicius sprendiniy bus lygus

|2\ (A1 U A, U A3)| = |2 — [A; U A, U 43
= |2] — [A1] — |A2| — |A3]
+ |A; N Az| + |A1 N Az| + |A2 N Az| — |41 N Ay N Az

Kaip jau Zinome
_ (20 _ (20
2] = G313 = Cx3

AnalogiSkai | A | skaiCius lygties x; 4+ x» + x3 = 20 sprendiniy tokiy kad x; > 3
yra lygus skaiCiui sveiky neneigiamy lygties y; + y,+ y3 = 20—3 sprendiniy, taigi

41| = CBy 3151 = Cig. Analogiskai turime, kad [4,] = CHT\Y) 5 | =
10 : _(20-12 _ (8
Cppir|Az| = C(20—12)+3—1 = Clo-

Skaicius |A; N A,| sveiky neneigiamy lygties x; + x, + x3 = 20 sprendiniy,
tokiy, kad x; > 3 ir x3 > 10 yra lygus skaiCiui sveiky neneigiamy lygties y; +

y2 + y3 = 20 — 3 — 10 sprendiniu, taigi |4, N 45| = C(zz%_—33_—11%)+3—1 = Cy.
Analogigkai turime, kad |4; N A3| = C(Zz%__%__llzz) 1ag = C3.

Jeigu vektorius su sveikom neneigiamom komponentém (x1, X5, xX3) yra toks,
kad x, > 101r x3 > 12 tuomet x; + xo + x3 > 22, o tai reiSkia, kad vektoriai
tenkinantys tokius apribojimus nebus lygties x; + x, 4+ x3 = 20 sprendiniais.
Vadinasi

|A2ﬂA3| = |A1 ﬂAzﬂAg}l :0

Surinke gautus jvercius ir sustatg juos i récio formulg gauname uzdavinio atsaky-
ma

2\ (A1 UAUA3)|=C3) —Cly —Cl)—CH+CJ +C5.
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6 Rekurentinis sarysis Stirlingo skaiiams

Ankstesniame skyriuje mes jau irodéme formulg

1 & -
S(n,k):FE (—1)‘]ij(k—j)n
e

Tarkime, mes turime iSraS¢ visus galimus aibés {1,2,...,n} iSskaidymus.
Anki¢iau mes jau buvome i§vede formule C¥ = C¥ | + Ck=! i§ kombinato-

riniy samprotavimy parode, kad deriniy aibg C,’f mes galime sukonstruoti panau-
dojant aibiy C*_, ir C¥=! elementus. Pabandysime pasinaudodami panasia idéja
sukonstruoti aibg S¥ panaudojant aibes S¥=} ir S¥_,. Paimkime bet kokj aibés

{1,2,...,n} skaidinj i k nesikertanciy aibiy ir iSbraukime i$ jo skai¢iy n. Atli-
ke Sia operacija gausime aibés {1,2,...,n — 1} skaidini. Toliau bus galimi du
variantai.

1. Jeigu skaicius n buvo skaidinio aibéje sudarytoje is vieno elemento, tai ji
ismetus gausime {1,2,...,n — 1} aibes skaidinj i kK — 1 ne tusciy aibiy. Pvz.
i$ penkiy skaiciy aibés {1, 2, 3, 4, 5} skaidinio

{1,4} U {2,3} U {5}

i tris netu3cias aibes (t.y. skaidinio priklausancio S2) ismetg skailiy 5 gau-
sime keturiy elementy aibés skaidinj j dvi netuscias aibes

{1,43 U {2,3}
t.y S7 elementa.
2. Jeigu skaicius n buvo skaidinio aib¢je sudarytoje i§ daugiau nei vieno ele-
mento, tai ji iSmetus skaidinio aibiy skaicius nepakis ir gausime {1,2,...,n—
1} aibés skaidinj | k ne tusciy aibiy. Pvz. i§ penkiy skaiciy aibés skaidinio
{1} U{2,5} U {3.4}

i tris netusCias aibes( t.y. skaidinio priklausan¢io S2) iSmete skailiy 5 gau-
sime keturiy elementy aibés skaidinj i tris netuscias aibes

{1} U{2} U {3.4}

t.y S; elementa.
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Taigi i¥brauke i§ S skaidinio skai¢iy n gausime S*~ skaidinj arba skaidinj pri-
klausantj S*_, .

Galimas ir atvirk$¢ias procesas. Paéme bet koki n — 1 elementy turincios aibés
{1,2,...,n — 1} skaidinj { kK — 1 netuiCias aibes t.y. S¥=! ir prijunge prie jo

n—1
aibg sudaryta i$ vieno elemento {n} mes gausime aibés {1,2,...,n} skaidini i k
netusciy aibiy, t.y. S,’f elementa. Pvz. prie skaidinio
{1,2,4} U {3}

priklausancio 87 prijunge aibe turinCia viena elementa {5} mes gausime skaidinj
{1.2,4} U {3} U {5}

priklausant S;.

Lygiai taip pat mes galime i§ S,’f_l skaidinio sukonstruoti k skaidiniy priklau-
sanciy S,’f priklausomai nuo to prie kurios i§ k skaidinio aibiy mes prijungsime
skaiCiy n. Pvz. i8 keturiy elementy skaidinio i tris netuscias aibes

{1 U{2;U{3. 4}

t.y S; elemento, mes galime gauti tris skaidinius priklausancius S2 prijungdami
skaitmeni 5 prie vienos i$ trijy skaidinio aibiy

L 5PU{2JU 3.4
BUIUB4 {1 U{2,55U (3,4}

U {2u{3.4,5)

Taigi, reziumuodami mes galime jrodyti sekancia teorema.
Teorema 6.1. Teisinga tapatybé S = S,If__ll + kS,f_l.

[rodymas. Prie vieno kiekvieno i§ S,’f__ll skaidinio prijunge aibg turincia vieng
elementa {n} mes gausime lygiai |S¥~!| skirtingy aibés S¥ skaidiniu. Taip pat
prie vienos i$ k skaidinio S,’f:ll aibiy prijunge skaiciy n mes gausime k skirtingy
aibés S¥ skaidiniy. Taigi, i§ kiekvieno S¥~! skaidinio mes galime sukonstruoti
S*=1 skaidiniy priklausan¢iy S¥, o i§ aibés S¥_, skaidiniy galime gauti lygiai k S¥
skaidiniu priklausanciy S,’f. Apjunge visus variantus mes gausime, kad busime
sukonstrave lygiai
SkZl + kSE_

skirtingu aibés S,’f skaidiniy. Nesunkiai matome, kad tuo paciu busime sukonstra-
ve visus jmanomus S,’f skaidinius. Taigi

Sk =Sk +kSk,.
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Pavyzdys 6.1. Tapatybés S2 = S7 + 35S} jrodyma galime pailiustruoti sekancia

diagrama.

Tapatybé

N AL U4 U
{1}U{2,4U{3} =22 y-—--—---- 11U {2,4,5} U {3}
21 U2,41 U {3, 5
AL U2, 3 U {4)
{1}U{2,3}U{dy =4~ 11U {2,3,50 U {4}
TR U2, 3 U 4,5
L2550 U3 U {4}
(1,2 U3} U {4} =222 »{1,2} U{3,5} U {4}
U, 20U 3 U {4, 5)

> s
o AL45 U{23 U {3}
(1,4} U {2} U3}y =722 - {1,445 U{2,55 U {3}
UL 4YU {2 U {3, 5)
_____ 41,51 U{2,43 U {3}
{BU2, 408} =224 {1JU{2,4,5; U {3}
T U2, 40U (3,5
L5 U{2b U 3,4}
(U@ uB4 =] {1} U{2,55U{3.4}
T U2 U (3,4, 5)
(1,2,30U8d) ) L {1,2,3} U {4} U {5)
(1,2, 45U {3} - {- oo 2 11,2,4 U {3} U {5}
(1,3,41U42) - {--o 5 {1,3,4 U {2} U {5}
2,3, 4U{1}-->-8%------ »{2,3,4)U {1} U {5}

{1,2} U 3,4} --4---
(1,34 U{2,4} 1~
23U {14} -

Sk =8k +kSk

,,,,,,,, > {1,2} U {3,4} U {5}
,,,,,,,, >{1,3} U {2,4} U {5}
77777777 > {1,3,4y U {2} U {5}

>S3 = 52 4353




leidZia rekurentiSkai apskaiciuoti visus antros risies Stirlingo skaicius.

Si
St S2
2
%\ + //
VX2
v
s, 8, s
\ / \ /
\ X2 /X3
[N [N
sy 0S¢, 8, s
\\ + // \\ + // \\ + //
" X2 X3 X4
v v v
\

/ \ / \ / \ /
VX2 X3 x4 X5
/ \ / \ / \ /
i R 54 6
S6 S6 S6 SG S6 S6

Nesunku suvokti, kad S” = 1 ir S} = 1. Taigi

1 J\L/ \4/ \L/ \4/ \‘/ 1
o+ ,15\ + ,25\ + ,]’Q\ +

\\\ //£<2 \\\ //£<3 \\\ //§<4 \\\ //£<5
o3 % 6 15 1
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7 Rekurentinés sekos

7.1 Fibonacci seka

Italy matematikas Fibonacci 1202 metais iSleistoje knygoje "Liber Abaci" pateike
tokj uzdavinj.

Uzdavinys 7.1 (Triusiy uzdavinys). Kq tik gimusiy triusiy pora uZauga per du mé-
nesius. Suaugusiu triusiy pora kas ménesj pagimdo naujy triusiy porq, kuri savo
ruoZtu subrendusi po dviejy ménesiy pradeda kas ménesi gimdyti po viena triusiy
porq. Kiek triusiu pory turésime po n ménesiy, jeigu pirmo meénesio pradZioje
turéjome vienq kq tik gimusiy triusiy porq?

Tarkime, kad pirmo ménesio pradZioje turésime vieng ka tik gimusiy triusiy
pora. Pazymeékime kaip F,, skaiciy triuSiy pory n-tojo ménesio pradZioje. Visa
triusiy atsiradimo procesa galime paZyméti sekancia diagrama. Kur Zaliais taSkais
yra vaizduojamos ka tik gimusiy triusiy poros, o juodais — poros kuriu amzius yra
bent vienas ménesis. Punktyrine linija paZymime giminystés rysi tarp triusiy poruy,
o iStisine linija sujungiame tas pacias poras skirtingais laiko momentais.

n=1
n=2e-____
n=23e___ ==
n =4e __ - .
n=> 3 S
n=~o6
N N N N N
N N N N N
N N N N N
n=717

\ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \
n 8 \ \ \ \ \ \ \ \

Pirmo ménesio pradZioje turéjome tik vieng ka tik gimusiy triusiy pora, taigi F;, =
1. Antro ménesio pradzioje misy triuSiy pora naujy triuSiy neatsives, nes jos
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amzius dar nesiekia dviejy ménesiy, todél F, = 1. Trecio ménesio pradzioje
turésime jau dvi triusiy poras. Taigi

F1:1, FZII, F3:2,....

Pastebékime, kad n-tojo ménesio pradzioje esanciy triusiy skaicius F;, bus suma
triusiy kurie jau egzistavo n — 1 - 0jo ménesio pradZioje F,_; ir ka tik gimusiu
triusiy, kurivos pagimdé vyresnés nei 2 ménesiai triusiy poros, kuriy kiekis yra
F,_,. Taigi n-asis Fibonacci skaiCius bus lygus sumai dviejy pries ji einanciy
Fibonacci skaiciy

Fo=F,1+ Fyos. (10)

Si formulé leidzia apskaiciuoti viena po kito visus Fibonacci sekos narius, kadangi
jau Zinomi pirmi du sekos nariai F; = 1ir F, = 1. Pvz.

F=FK+F=1+1=2
Fo=F+F,=2+1=3
Fs=F,+F=34+2=5
Fe=Fs+F,=54+3=28

Patogu laikyti, kad Fy = 0. Taigi pirmi Fibonacci sekos nariai bus
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ..

Masy tikslas yra gauti bendraja Fibonacci sekos nario iSraiSka. Tuo tikslu pa-
nagrinékime savybes bet kurios sekos, tenkinancios Fibonacci sekos rekurenting
lygti (10), kurios pirmieji du nariai yra bet kokie skaiciai, nebiitinai O ir 1 kaip
Fibonacci sekos atveju. Tarkime seka

X0, X1, X2, X3, X4, X5,...

tenkina rekurentini sarysi
Xp = Xp—1 + Xp—2. (11)

Priklausomai nuo to, kokias pasirinksime pirmuyju dviejy sekos nariy xo ir x;
reikSmes gausime jvairias sekas tenkinanc¢ias misy rekurentini sarysi (11).

Pavyzdys 7.1. Jeigu xo = 1ir x; = 3 tai
X2:X1+X0:3+1:4
X3:X2+X1:4+3:7

X4:X3+X2:7+4:11

51



Sekanti teorema teigia, kad turédami du rekurentinés sekos sprendinius mes
galime sukonstruoti jy pagalba trecia sprendini.

Teorema 7.1. Tarkime dvi sekos
dog,a1,d2,A43, ... ir bo,bl,bz,bg,,...
tenkina rekurentini sqrysi X, = Xp—1 + Xn—2
An = Ap_1 +ap— ir bn = bn—l + bn—2

visiems n = 2,3,4,.... Suformuokime naujq sekq cg, c1, 2, C3, . .. kurios nariai
yra
¢, = Aa, + Bb,

cia A, B —bet kokie skaiciai. Tuomet sekos c,, nariai tenkins lygtj
Cn = Cp—1 T Cp—2
su pradinémis sqlygomis co = Aag + Bbg ir c; = Aa; + Bb;.
[rodymas. Betkuriamn = 2,3, ... padauginame lygti
an = ap—1 + ap—2
i§ A ir panariui sudedame su lygtimi
by = b1+ by—>
padauginta i§ B. Gausime
Aay + Bby = (Aan—1 + Bby—1) + (Aan— + Bby—).

Kadangi ¢, = Aa, + Bb,, ch—1 = Aan—y + Bb,—yircp—p = Aap—» + Bb,—»
tai
Cn = Cp—1+ Cp—2

Teorema irodyta.
O]

Pagrindiné Fibonacci sekos nario iSraiSkos radimo idéja yra rasti dvi sekas a,
ir b, tenkinancias Fibonacci rekurentinj sarysi (11) ir pasinaudojant ka tik jrodyta
teorema parinkti A ir B taip, kad naujai gautos sekos ¢, = Aa, + Bb, pirmieji
du nariai biity tokie patys kaip ir Fibonacci sekos pirmieji nariai, t. y. 0 ir 1. O tai
reiks, kad naujai gauta seka sutaps su Fibonacci seka.
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Pabandykime surasti kokj nors sekos
Xn = Xp—1 + Xp—2

atskira sprendini. Sprendinio ieSkosime pavidalu x, = «”. Istate Sig iSraiSkq i
rekurenting lygti gausime
an — an—l +an—2

Padalije abi Sios formulés puses i§ a” 2 gausime, kad « turés biiti sprendinys
lygties
o’ =a+ 1.

Kadangi lygtis x? — x — 1 = 0 turi du sprendinius

_1+45

X1

ir

X2 = )

tai tuo paciu mes gauname du skirtingus rekurentinés lygties sprendinius, sekas

{1+ v5)
bnz(l_ﬁ)n,
2

tenkinancias rekurenting lygti x,, = x,—1 + x,—> t.y.

ir

ap = dp—1 +ap—p ir bn = bn—l + bn—z

5 )
2 2

taip pat tenkins lygti

vadinasi seka

Cn = Cp—1 + Cp—2.

su visaisn = 2,3,.... Beto,
C0:A+B
1 5 1—-4+/5
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Parinkime A ir B taip, kad pirmi du sekos (¢, ) nariai ¢y ir ¢; biity lygiis pirmiems
dviems Fibonacci sekos nariams, t.y ¢co = 0 ir ¢; = 1. Tokias A ir B reikSmes
rasime iSsprend¢ lygciy sistema

0=A+8B
1 5 1—-+/5
oAl Y5 gl s
2 2
IS pirmos lygties turime
B=-4

Istate antroje lygtyje vietoje B iSraiSka —A gausime, kad dydis A tenkina lygti

_ Vs 1=V

1 A
2 2
arba \/_ f
1 5—-1 5
= AT 5 TV 4.
Vadinasi 1
A= —
NG
ir {
B=—-A4=——+

Taigi, irodéme, kad

e = % ((1 +2¢§)" i (1 _f),,)

tenkina tokia pacia rekurenting lygti kaip ir Fibonacci skaiciai

Cn = Cp—1 + Cn—
be to jos pirmi du nariai yra tokie patys kaip ir pirmieji du Fibonacci sekos nariai

C():O:F()
6‘1:1:F1

IS ¢ia iSplaukia, kad dvi sekos ¢; ir F; sutampa visiems j > 0. IS tikryju, kadangi
sutampa pirmi du seky nariai

co=Fy, ca=F
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tai i§ rekurentinio sarysio iSplaukia, kad turéty sutapti ir tretieji sekos nariai
ca=c1tco=F+F ="

Taigi
co=Fy, caa=F, =

IS ¢ia turime
cz=ctca=FK+F=F

Taigi
co=Fy, a=F, a=F, cca=F

ir t.t.
Taigi irodéme sekancia teorema.

Teorema 7.2 (Binet formulé).

F, :%(<1+2ﬁ)"_(1_2ﬁ)n)

Pastebékime, kad

yra lygus auksinio pjivio santykiui.

7.1.1 Auksinis pjuvis

Apibrézimas 7.1. Auksinis pjiuvis yra taskas dalijantis atkarpq tarp dviejy skir-
tingy tasky A ir B taip, kad

|AP| _ |AB]| —
|PB|  |AP|
A P B
Kadangi |AB| = |AP| + | PB], tai
|AP]| |AP| + | PB| | PB| 1
|PB| |AP| |AP| ¢

O tai reiSkia, kad auksinis santykis ¢ tenkina lygti
¢*—¢p—1=0,
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kurios vienintelis teigiamas sprendinys yra

1+ /5
b= + V5

IS Binet formulés

iSplaukia jdomi iSvada.

Teiginys 7.3.

- [ 1=4/5 .
Kadangi )Hﬁ < 1 tai

(1=v5)"
lim =0

Konvergavimo greitis ka tik jrodytame teiginyje yra eksponentinis.

Pavyzdys 7.2.
Fy 6765
— = —— = 1.6180339631667065295 . ..
Fio 4181
Tuo tarpu
1
+zﬁ = 1.6180339887498948482
tai yra
1 5 F
+v5 — 222 = 0.00000002558318832.... .
2 Fig
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7.2 Bendra tiesiniy rekurentiniy lygciu teorija

Ka tik iSnagrinéta Fibonacci sekos bendrojo nario radimo teorija mes galime api-
bendrinti tam atvejui, kai nagrinéjama begaliné seka

X0, X1, X2, X3,...

kurios pirmieji m nariai xg, X1,...,X,—1 yra Zinomi, o kiti sekos nariai x, su
indeksais n didesniais uz m — 1 tenkina rekurenting lygti

Xp = U1Xp—1 + UdXp—p + ... + UpXp_m, (12)

&ia Uy, Ua, ... Uy yra fiksuoti skaidiai ir u,, # 0. Si lygtis leidZia paskai¢iuo-
ti n -tojo sekos nario x, reikSme¢ panaudojant m prie$ tai einanciy sekos nariy
Xn—1,Xn—2, ..., Xn—m reikSmes. §ia lygti tenkinancios sekos bendrojo nario pavi-
dalo galime ieSkoti taip pat kaip ir Fibonacci sekos atveju. Visy pirma pastebime,
kad dviejy Sia lygti tenkinanciy seky suma yra taip pat seka tenkinanti ta pacia
lygti.

Teorema 7.4. Jeigu sekos ag,ay, . .. ir by, by, . .. tenkina rekurentine lygti (12) tai
seka cy, c1, . . . gauta sudéjus abi sekas panariui ¢, = a, + b, taip pat tenkins tq

paciq lygti.
Proof. 1S tikryju, sudéje panariui lygtis
ap = Uidp—1 T U2dp—2 + ... + Updy—m
ir
bn = ulbn—l + uzbn—Z + ...+ umbn—m
gausime
a, + bn = ul(an—l + bn—l) + u2(an—2 + bn—2) + ...+ um(an—m + bn—m)

Taigi, seka kurios nariai yra ¢, = a, + b, tenkins lygti

Ieskome atskiry lygties
Xp = U1Xp—1 +U2Xp—2 + ... + UnXn—m
sprendiniy pavidalu x,, = p”. Istat¢ tokia x,, iSraiSka i rekurenting lygti
" =uip" T U U

ir padalij¢ gauta reiSkini i§ p"~™ gausime, kad p yra sprendinys charakteristinés
lygties
O = u P 0™ U1 p A+ U
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7.2.1 Atvejis, kai visos Saknys yra skirtingos

Jeigu visi charakteristinés lygties sprendiniai pq, pa, ..., P yra skirtingi, tai re-
kurentinés lygties sprendinio x, ieSkome pavidalu

parinkdami A;, A,, ..., A, taip, kad deSinéje esanti iSraiSka pirmoms m reiks-
méms m = 0,1,...,m — 1 sutapty su xo, X1, ..., X,—1. Kitaip tariant skaiciai
Ay, As, ..., Ay turi tenkinti lygciy sistema

xo = A1p) + A209 + -+ + Ampy,
x1 = A1p; + Azpy + -+ + Amp),

Xmet = AP+ Aoy T A+ Al

Sios sistemos determinantas yra Vandemondo determinantas

I B I

P1 L R & ‘
: :e. m :HH('O/_'O")'
: : : j=2i=1

pm—l pm—l . pm—l

Jeigu visi p; yra skirtingi tai deSin¢je esancioje sandaugoje visi skirtumai p; — p;
yra nelygis nuliui. Vadinasi pats determinantas bus nelygus nuliui. O tai reiskia,
kad §i sistema visada turés vieng ir tik viena sprendini.
7.2.2 Kartotiniy Sakny atvejis
Panagrinékime dabar tg atveji, kai charakteristiné lygtis
o™ —u " — o™ — L — U1 p— U =0

turi kartoting Saknj. PradZiai panagrinésime atveji kai polinomas polinomas

P(x) =x" —ux™ ' —upx™ 2 — = U1 X — U

turi kartotinumo vienas Saknj x = p, t.y. apart P(p) = 0 turime dar ir kad Sio
polinomo i$vestiné taske yra lygi nuliui P’(p) = 0.

Teorema 7.5. Jeigu P(p) = P’(p) = 0 tai seka x, = np" tenkina lygti
Xp = U1 Xp—1 T U2Xp—2 + ... + UnXn—m,
kitaip tariant yra teisinga tapatybé

np" =ui(n—Dp" L4+ (n—m)u, "
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Proof. Paémg reiskinio x"~ P (x) iSvesting ir padauging gauta iSraiska i x gau-
sime

xi(x"_mP(x)) =nx" —ui(n— Dx" ' — oo — (0 — m)upyx""

dx
taigi
(n—m)x" " P(xX)+x"""T P (x) = nx"—ui(n—=1D)x" = —(n—m)upy x" "
Kadangi P(p) = P’(p) = 0 tai istat¢ p vietoje x gausime
0=np" —u;(n—Dp" ' —...—(n—mupyp"™
Perkélg reiskini np” i kita pus¢ gausime

np" =ui(n—Dp" L+ o+ (n—muyp" "

Bendru atveju yra teisinga teorema

Teorema 7.6. Jeigu charakteristiné lygtis

O —u P — U™ — L — U1 p— U =0
turi Saknj p, kurios kartotinumas yra lygus k, t.y.
P(p) = P'(p)=---=PU™V(p) =0
Tuomet sekos _
yn =n’p"

suj =0,1,2,...,k — 1 taip pat bus tenkins rekurentine lygtj
Yn =U1Yn—1 T U2Yn—2+ ... T UnYn-m
su visais n = m.
Taigi, jeigu

m m—1 2

2" —u 2" =T = — U2 Uy = (2= 1) (2= p2) (2= i)
tai turésime r; + r, + -+ - + rr = m skirtingas sekas
,o?,np;’,...,nrs_lp? s=1,2,...k

tenkinancias rekurenting lygti su visais n > m. Taigi Siuo atveju sprendinio ie$-
kosime pavidalu

X, = (A1,1/0’11 + ...+ Al,rll’lrl_lprll) + -+ (Ak}lpz + ...+ Ak’rll’lrk_lpz s

kur koeficientus A; ; gausime iSsprendg tiesiniy lyg¢iy sistema gauta prilyginus
deSinéje puséje esancia iSraiSka sun = 0, 1,...,m — 1 atitinkamiems pirmiems
musy sekos nariams Xxg, X1, ..., Xpn—1-

59



8 Generuojancios funkcijos

8.1 Generuojanciuy funkciju pavyzdziai

Istate a = 1 ir b = x Niutono binomo formuléje
(@+b)" =Cla" + Cra"'b+ -+ Cra"*p* ... + CI'b"

gausime
(I+x)"=C>+Clx +-- 4+ CkxF ... Crym

Polinomo (1 + x)” koeficientai yra C,f.
Daugeli koeficienty C,f tapatybiy galime i$vesti i$ algebriniy (1 + x)” savybiy
remdamiesi teorema.

Teorema 8.1. Jeigu dviejy polinomy A(x) = ag + a1x + -+ + a,x" ir B(x) =
bo+bix+---+byx™ reiksmés sutampa A(x) = B(x) visiems x € R tai sutampa
ir polinomy laipsniai m = n ir koeficientai ag = bo,a; = by, ...,a, = by

Irodymas. Jeigu polinomai sutampa A(x) = B(x) tai tuo paciu sutampa ir jy
bet kurios eilés i§vestines 4® (x) = B®(x), o kadangi polinomo koeficientai
iSsireiSkia pagal Teiloro formule per jo iSvestines nulio tasSke tai turi sutapti ir
polinomy koeficientai

_ A(k)(O) B B(k)(O) B
=T T Tk T

suvisaisk =0,1,...,n. O
Polinomas P,(x) = (1 + x)" turi savybe
xX"P,(1/x) =x"(1+1/x)" = (1 +x)" = P,(x)

istate abiejose pusése vietoje P, (x) iSraiska CO+Clx +-- -+ Ckxk ... 4+ Crx"
gausime

1 1 1
x”(C,$+C,};+---+C,{‘x—k+---+c,7x—n)

=CO 4+ Clx + -+ CFxF . 4 Crx"
- k_ n—k

COx" +CIx" '+ CEx" .o O

=CY+ Clx 4+ Ckxk ... 4 Crym

CM+ C' x4 4 Cr kXK o COx"

=C>+ Clx 4+ CkxF ... 4 Crxm

60



Kadangi
CM 4+ C'" x4 CP R xR o COx"
=CY 4+ Cpx 4+ CrxF + .- 4 Crx"
tai
cr=cl, crt=cl, ..., crt=cCk

T.y. dar karta {rodéme, kad
et = cf

Polinomas P,(x) = (1 4 x)" taip pat turi savybg
(1+x)"(1+x)" =1+ x)"*"

vadinasi
P (x) Pp(x) = Pryn(x)

Istate Cia vietoje P, (x) iSraiska ZZZO C,’l‘ xk gauname

m n n+m
k k JwJ k k
Z C,x Clx! = Z CoimX
k=0 j=0 k=0
n+m k n+m
k jirk—j | _— k k
> (Y] = Y et
k=0 j=0 k=0
vadinasi
k
ko _ ick—Jj
Cn+m - Zcmcn
Jj=0

Atskiru atveju, kai m = n ir k = n formuléje

k
ko _ JCck=J
Cn+m - Z Can
Jj=0
gauname
n
[ — jcnr—Jj
Cy, =Y ClCi.
J=0

Kadangi C/ =C'7/, tai

Jj=0

cl=cCr



Uzdavinys 8.1. Kokios binominiy koeficienty savybes isplaukia is sqrysiy

n(l+x)"'= i(1 + x)"
dx
ir
(1 + x)n+l -1
X

?

1+ +x)+ (0 +x)>+0+x)P P+ +1+x)"=
Apibrézimas 8.1. Tarkime turime begaline skaiciy sekq
dp,dy1,dz,d3, ...

Sios sekos generuojancia funkcija vadinsime funkcijq A(x) kuri yra lygi begalinei
laipsninei eilutei

A(X) = ag + aix + a,x* + asx>+ .-
Pavyzdys 8.1. Begalinés vienety sekos
L,1,1,1,1,1,1,...

generuojanti funkcija yra yra lygi

1

l+x+x24+x34+... =
1—x

ir konverguoja vienetinéje nulinio tasko aplinkoje |x| < 1

Pavyzdys 8.2. Sekos

b 117217317417 517617
generuojanti funkcija yra lygi

1 L, 1s 14 x
1+1—!x—|—2—!x —|—§x —|—4—!x +...=e
ir konverguoja su visais x.

Pavyzdys 8.3. Begalinés sekos

p Lot
’273’2""’k""
generuojanti funkcija yra lygi
1 1 I, 1
XtoXd gt tox +---=log1_x

ir yra konverguojanti vienetinéje nulinio tasko aplinkoje |x| < 1.
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Pavyzdys 8.4. Sveiky neneigiamy skaiciy faktorialy sekos
01, 11,20, 30,41 .. k!, ...
generuojanti funkcija yra lygi
0! + I!x 4+ 21x2 + 3Ix3 + -
ir konverguoja tik viename taSke x = 0.

Kaip rodo paskutinis pavyzdys jeigu skaiciy sekos ag, a1, . . . nariai didéja la-
bai greitai, gali atsitikti taip, kad atitinkama laipsniné eiluté ag + a;x + --- kon-
verguos tik nuliniame taske x = 0 ir atitinkama generuojanti funkcija A(x) tebus
apibrézta tik aibéje sudarytoje i§ vieno tasko x € {0}, o tai neleis mums taikyti
analiziniu metodu (diferencijavimas, integravimas ir t.t.) tiriant atitinkamos sekos
savybes. Todél nagrinésime sekas, i$ kuriy nariy sudaryta laipsniné eiluté

ao + arx + ax* +--- (13)

konverguoja ne tik nuliniame taske x = 0, bet ir kurioje nors nulinio tasko ap-
linkoje x € (—§,§) kur § yra koks nors teigiamas skaicius. Kaip jau Zinome i$
matematinés analizés kurso taip bus, jeigu sekos nariai a yra didéja léCiau nei
kokio nors teigiamo skai¢iaus D > 0 laipsnis, t.y. teisinga nelygybé

lak| < MD*

kur D > 0 ir M yra kokie nors skaiciai. [ tokiy seky generuojancias funkcijas
mes galime Zilréti kaip i savotiSkus "begalinio laipsnio polinomus" ir atlikine-
ti jvairias analizines operacijas panariui. Visy pirma, jeigu sekos generuojancia
funkcija A(x) apibréZianti begaliné eiluté konverguoja kokiame nors atvirame in-
tervale x € (—d,4), tai ja galime diferencijuoti panariui, t.y. funkcija A(x) bus
diferencijuojama ir jos iSvestiné bus lygi sumai iSvestiniy atitinkamy laipsniniy
nariy

A/(X) = (a0 + ax +a2x2 + .- —|—akxk + )’
= ((10)/ + (Cl1x)/ + ((12)62)/ 4+ e+ (akxk)/ + )/
=aj + 2a,x +---+kakxk_1 + .-

Istate ¢ia x = 0 gausime formule leidZianc¢ia paskaiciuoti koeficienta prie x!

laipsnio A’(0) = a;. Diferencijuodami $ia eilute k karty ir jstate x = 0 gausime
bendra formulg leidZiancia paskaiéiuoti sekos k-aji narj a; jeigu mums yra duota
sekos generuojanti funkcija

A(k)(O)
T

ag
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IS Sios formulés galime padaryti iSvada, kad sekos generuojanti funkcija viena-
reikSmiSkai nusako visus sekos narius. Arba kitais ZodZiais jeigu mums yra duota
funkcija A(x) apie kuria Zinome, kad ji yra kazkokios sekos ag, a1, . .. generuo-
janti funkcija, tai visus atitinkamos sekos narius mes galime vienareik§Smiskai ap-
skaiCiuoti pasinaudodami ka tik pateikta formule.

Daugelis generuojanciy funkcijy metodo taikymy remiasi pastebéjimu, kad kai
kuras seky operacijas vienareikSmiSkai atitinka jvairios algebrinés ir analizinés
operacijos su atitinkamomis generuojanciomis funkcijomis. PavyzdZiui, tarkime
sekos

do,di1,do, ...

generuojanti funkcija yra A(x). Panagrinékime sekos poslinkio i deSing operacija,
kuri paslenka sekos narius 1 deSine, pirmoje sekos pozicijoje iraSydama 0, tuomet
naujai sukonstruotos sekos

O, dog,d1,dp, ...

generuojanti funkcija bus lygi
0+ apx +a1 x>+ =x(ag+a1x +--) = xA(x)

O tai reik$, kad poslinkio i deSing per viena simbolj operacija atitiks algebrine
sekos generuojancios funkcijos A(x) daugybos i$ x operacija.

Poslinikis ] deSine
do,d1,02,03,04 ... 0,ap,a1,az,as...

7 H
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
l l
| v

- Daugyba i§ x N

A(x) xA(x)

Arba kitas pavyzdys. Panagrinékime operacija, kuri kiekvienai sekai
do,d1,d2,43, ...
priskiria seka
ag,dg +ay,a9 +ay; +az,a9 +a; +a, +as,...

kurios k-asis elementas yra pradinés sekos pirmy k elementy suma. Nesunku
matyti, kad tokios naujai gautos sekos generuojanti funkcija yra lygi A(x)/(1 —
x). O tai reiskia, kad tokia seky operacija generuojanciy funkcijy kalboje atitiks
generuojancios funkcijos daugybos i§ 1/(1 — x) operacija.
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Daliniy sumy sekos sudarymas

do,d1,0-2,a3,d4, ... do,do +ay,ag +ay +as,...
H i
| |
| |
| |
| |
| |
| |
1 1
| |
| D 1 1
v augyba i§ —
1—x
A(x) zil(x)
—X

Taip pat tai, kad galime diferencijuoti generuojancia funkcija panariui reiskia, kad
naujos sekos
ai,2az,3as, 4as

gautos elementus a; padauginus i$ k ir i$ sekos iSmetus pirmaji elementa gene-
ruojanti funkcija yra A’(x) t.y.

a, daugybaisn
dp,d1,d2,d3,0d4, ... a1,2a2,3a3,4a4,...
S

Diferencijavimo operacija

A(x) A(x)

Tai daznai leidZia iSvertus uZdavini formuluojama seky kalba i algebrinj arba ana-
lizinj uzZdavini atitinkamai generuojanciai funkcijai taikyti galingg algebrinj ir ana-
lizinj aparata.

Seka Jos generuojanti funkcija
ao,dy,d,a3,dq, . .. A(x) = ag + a1x + a,x? + azx> + agx* + -+
ay,2a»,3as,4ay . .. A'(x) = ay + 2a,x + 3azx? + 4asx> + - -
0,0,...,0,a9,ay,... X A(x) = aox® + a1 XK 4 apxF T2 4 oasxF T 4
———

k
0,% 4 &2 &3 ds | [FAy)dy =Vx +Lx2+2x3 Dyt 4 L5 4.
ap,ay —ag,dz —ay,... | (1—x)A(x) =ag+ (a1 —agp)x + (a —a)x? + -

Toliau generuojancios funkcijos A(x) = ag + a;x + a,x? + --- koeficienta
ay, prie laipsnio x* Zymésime kaip

[XFA(x) = ax
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Pavyzdys 8.5.
I+ x)" = CF

Pavyzdys 8.6. Zinome, kad

X x2 x3 n
—1+1'+§+§+ +—+

Istate Cia vietoje x dydj xk gausime

kx _ kx  k*x% k3x3 k" x"
e = F—i_ o + 3l +- +
Susumavg abi Sios tapatybés puses pagal k = 1,2, ..., m mes gausime

L= (B (S0 (B (e )

Kairéje Sios tapatybes puséje stovi geometrines progresijos suma

I3 )53

Is ¢ia turime

m ) d"
Zk :dxnx

k=1

xn
Lot —1

e* —1

PavyzdZiui kai n = 1 gauname aritmetinés progresijos sumos formulg,

d e —1 mm+1)
14+2 m = ex =
tadet dx er —1 2
Kai n = 2 turime
d? e*m —1  2m3+3m?+m
12 + 22 m? = — e =
TaAeT a’x2 —o €e*—1 6

Pavyzdys 8.7. Mes jau isitikinome, kad antros riiSies Stirlingo skaiciai tenkina
rekurentini sarysi
Sk = skl 4 ksk

Panagrinékime savybes generuojancios funkcuos
o0

Sk(z) = Z S}‘Z’
j=k

66



Turime, kad

Sk(z) =) (S} +kSf )z

j=k
o0 o0

k—1_j k. Jj
DSIT + Y kS
j=k j=k

o0 o0
=z Z S]k__llzj_1 + zk Z S}‘_lzj_1
j=k j=k
= z8k-1(2) + zk Sk (2)
Taigi,
Sk(2) = z8k-1(2) + zk Sk (2)
perkéle i kairg puse nari zk Sk (z), sutrauke panasius narius ir padaling visa reiskinj

i§ 1 — kz mes gausime
z

S = Sk—
(@) =T Sk1(2)
Iteruodami §ig tapatybg gauname
z
Sk(2) = - Sk-1(2)
z?2 zk
= Ska(z) =---

(1—kz)(1— (k — 1)2) T (U—k)(I=(k—1)z)---(1-2)

Tuo paciu mes irodéme tapatybe

7k

Nk
Sk(Z)—jngij_(1_2)(1—22)---(1—162)'

8.2 Fibonacci uzdavinio sprendimas generuojanciy funkciju
pagalba

Panagrinékime kai kurias paprastas Fibonacci sekos savybes.
Lema 8.2. Fibonacci seka yra monotoniskai didéjanti
F0<F1<...<Fn<...

bei tenkina nelygybe
F, <2".

67



[rodymas. 1§ tikryjy, kadangi F; > O tai
Foa<Fp+ Fo=F,.

Tuo paciu mes jrodéme, kad fibonacci sekos narys yra mazesnis uz po jo einanti
narj, vadinasi fibonacci seka yra monotoniskai didé¢janti. Pakeite ka tik gautoje
nelygybéje n i n — 1 mes gausime F,_, < F,_; ir pasinaudodami Sia nelygybe
vertinant Fibonacci lygties deSinés puses suma gauname

Fo=F 1+ F o< F 1+ F1=2F_,
Iteruodami Sia nelygybg gauname
Fy <2F1 < 2°Fm1 << 2"Fy =2"
]

Kadangi F, < 2" tai laipsniné eiluté, kurios koeficientai yra fibonacci skaiciai

o
E F,x"
n=0

konverguoja |x| < 1/2, nes Sioje srityje konverguoja ir eiluté
Nt 1

2 2" = 1—2x

n=0

Tegu funkcija f(x) bus lygi Sios eilutés sumai

o0

f(x) = Z F,x".

n=0
Klausimas 8.1. Kokios funkcijos f(x) savybés isSplaukia is to, kad jos Teiloro
koeficientai F, tenkina rekurentini sqrysi

Fpn=Fy1 + Fp2?
Eilutéje
f(x)=Fix 4+ Fox*> + F3x® 4+ 4+ F,x" 4 -

vietoje koeficienty F, istate reiSkini Fy,_; + F,_, gausime

f(xX) = Fix + Fax® + F3x® + -+ Fpx" + -+
=x+ (Fi + Fo)x*> + (F2 + F)x> + -+« + (Fumy + Fpa)x" + -
=x+x(Fix+ x>+ + Fx" +-0)
+ x2(F1x + Fox® + o+ Fpx" + )
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O tai reiSkia, kad

f() = x+xf(x) +x*f(x).
I§ Sios lygties mes galime gauti f(x) iSraiska

X

J(x) =

l—x—x?
Tuo paciu irodéme teigini.

Teiginys 8.3. Fibonacci sekos generuojanti funkcija yra lygi

X o0
— = E F,x"
l1—x—x

n=1

ISvada 8.4. | g
X
Fn = _| n 2
nldx" |, _o1—x—x
Antros eilés polinomas
x> +x—-1=0

turi dvi Saknis
—1+4/5
a1 =————— Ir ap = ——
2 2
vadinasi

24+ x—1=((x—a)lx—ay)

O tai leidzia mums i$skaidyti Fibonacci sekos generuojancia funkcija 1 dviejy pa-
prastesniy funkcijy suma

X _ —X
l—x—x2  (x—a)(x—as)
_ —x(az —ay)
B (a2 —ap)(x —a)(x —az)
—x  (x—ap) —(x —ay)

az —ar (x —a1)(x —az)
X 1 1
_Clz—al X —ds X —dq

1 1 1 & X

Kadangi

a—x a(l—x/a) a‘=a"
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kai |x| < |a], tai

X —X

l—x—x%2 a,—a;

Taigi

IS kitos pusés

Kadangi dvi Teiloro eilutés sutampa tada ir tik tada, kai jy koeficientai sutampa,

tai i§ tapatybés
s =1 11
Fux" = (— — —) x"
r; " nX: a; —az \ai a}

padarome iSvada, kad

Prisimine, kad

turésime

ir
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Taigi

Fn:azim (%_é)
S (59)
NG 2 2 '

8.2.1 Generuojanciy funkciju metodo taikymo sprendziant rekurentines
lygtis bendri bruozai

Tarkime turime begaling seka vy, y1, y2, ... kuri tenkina kazkokia rekurenting
lygti (pvz. Fibonacci skaiciy atveju y, = y,—1 + yn—2). Tuomet

1. UZraSome sekos generuojancia funkcija
o0

)= yax".
n=0

2. Zidrime kokios f(x) savybes iSplaukia i§ sekos yo, y1, V2, . . . narius siejan-
¢io rekurentinio sarySio (pvz. Fibonacci uZdavinio atveju i$ to, kad y, =
Yn—1 + Yn—2 gavome, kad funkcija f(x) tenkina lygti f(x) = x + xf(x) +
x2 f(x)), bei bandome gauti f(x) iSraiska.

3. Turédami konkredig f(x) iSraiSka bandome apskaiciuoti jos Teiloro koefi-

cientus
AR)

" n!

8.3 Bendra tiesiniy rekurentiniy lygciu teorija. Generuojan-
¢iy funkciju metodas

Klausimas 8.2 (Tiesiné homogeniné rekurentiné lygtis). Tarkime, kad begaliné
seka

yOvyl’-'~,yn,...

su visais kai n > r tenkina rekurentine lygtj
aoyn +ar1yn—1 +a2yp2+ -+ a;yp—r =0 (14)
suag # 0, o pirmosios r Sios sekos reiksmeés yra
yo=do, y1=d1, Yr—1=dr1. (15)

Koks yra Sios lygties sprendinys?
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Pastebékime, kad pradinés salygos (15) kartu su rekurentine lygtimi (14) lei-
dzia mums apskaiciuoti bet kurios sekos nario y; reikSme. IS tikryju, kadangi
ao # 0 tai rekurenting lygti mes galime uzrasyti kaip

1
Yn = _a_(alyn—l + aryn—o + o+ drYu_r)
0

Istate Cia n = r mes galime apskaiciuoti y, kadangi visos deSiné€je puséje esan-
¢ios sumos iSraiSkoje dalyvaujancios reikSmeés yog, y1, ..., Yr—1 jau yra Zinomos
i§ pradiniy salygy (15). Toliau istat¢ » = r + 1 ir pasinaudoj¢ jau Zinomomis
Y1, V1, ..., Y, reikSmémis mes galésime apskaiciuoti y,4;. Tesdami §j procesa
mes galime apskaiciuoti bet kuri elementa y,,.

Pavyzdys 8.8. Tegu seka y,, tenkina rekurenting lygti
2Yn —=3Yn-1+ Yn—2=0

kain > 2 su pradinémis salygomis yo = 1, y; = 2. Kokios yra y, ir y3 reikSmes?
Sprendimas. Paéme rekurentingje lygtyje n = 2 mes gausime

2y, =3y1+y0=0
istat¢ 1 Sia lygti jau Zinomas reikSmes yo = 1 ir y; = 2 mes gausime

2y, —=3-241=0
Taigi
>

2
AnalogiSkai paéme rekurentinéje lygtyje n = 3 mes turésime

Y2 =

2y3 =3y, +y1 =0
Istate Cia ka tik apskaidiuota y, = 5/2 bei i$ pradiniy salygy Zinoma reikSmg
Y1 = 2 mes gausime
5
2y3—3:-=4+2=0
2
IS kur gausime

11

)’3:7-
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Fibonacci uzdavinio sprendima generuojanciy funkcijy metodu mes galime
apibendrinti bendram tiesiniy homogeniniy lygciy atvejui. IS tikryjy, tarkime

Y(x) =) yax".
n=0

Jeigu padauginsime Y (x) i§ polinomo ag + a;x + -+ + a,x", tai gausime

(@ap +a1x +---+a,x")Y(x)
r—1

= Z(aOyn + ai1Yn—1 + azYn—2 +---+ anyO)xn
n=0

00
+ Z(aOyn +ayyn—1+axyn—o2+---+ aryn—r)xn

n=r
r—1 )
=) (@oyn + @1yn-1 + @2yn2+ -+ anyo)x" + Y _0-x"
n=0 n=r
Prisiming, kad reikSmés yy, ..., y,—; yrajau Zinomos

(ao +arx + -+ a,_1x" " HY(x)
r—1
= Z(aodn +aidp—1 + azdp_5 + -+ + apdo)x”
n=0
I§ Sios lygties iSreiSke Y (x) galutinai gauname, kad generuojanti funkcija yra lygi
dviejy polinomy santykiui

Qr—l(x)

Y(X) = r—1’>
ag+a1x+---+a,1x

kur Q,_; yrar — 1-0jo laipsnio polinomas

r—1

Qr—l(x) = Z(aodn + aldn—l + azdn—z + -+ andO)xn-

n=0
Apibrézimas 8.2. Polinomas
~1
ag+ayx +---+a,_1x"
yra vadinamas rekurentinio sqrysio

aoyYn + a1Yn—1 + azYn—2 + -+ arYn—r = 0

charakteristiniu polinomu.
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Uzdavinys 8.2. Pabandykime rasti bendrq israiskq sekos y,, tenkinancios reku-
rentine lygtj
2Yn —=3Yn-1+ Yn—2=0

kai n > 2 ir tokios, kad yo = 1, y; = 2.

Sprendimas. Tegu Y (x) bus sekos y, generuojanti funkcija
o0
Y(x) = Z YnX"
n=0

Padauging Sig funkcija i§ rekurentinio sarySio charakteristinio polinomo
2 —3x + x?

turésime

2-3x+x*)Y(x) =2 i yux" =3 i yux"th 4 i Puxt?
n0=00 no—oo no—oo

=2 Z yux" =3 Z Yn—1X" + Z Vn—aX"
n=0 n=1 n=2

00 1 1
= @ = 31+ )X +2) yax" =3 yuax”
n=2

n=0 n=1

Kadangi kai n > 2 mes turime 2y, — 3y,—1 + yn—2 = 0 tai visi koeficientai prie
x" bus begalingje sumoje Y o 5(2yn — 3¥u—1 + Yu—2)x" bus lygus nuliui, tuo
paciu bus tapaciai lygi nuliui ir visa suma. Todél

(2 —3x + x*)Y(x) = 2(yo + y1X) — 3yox = 2y0 + (2y1 — 3y0)x

Prisiming, kad yo = 1 y; = 2 ir padaling abi gautos tapatybés puses i§ charakte-
ristinio polinomo 2 — 3x + x2, mes gausime dydZiy y, generuojancios funkcijos
iSraiSka

2+x
2—3x 4+ x2
Kadangi 2 — 3x + x2 = (1 — x)(2 — x) tai generuojancios funkcijos iSrai¥ka mes
galime perraSyti kaip

Y(x) =

24+ x

YO =1"oe-n

Pastebékime, kad
l=2—-x)—(1—x)
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todel

24y (1+0(2=-x)—-(1-x)
(1-x)2—x) (1-x)2-x)
_2+x 2+ x

T 1l—x _2—x
_3-(0-x) 4-(Q2-x)
o 2—x 1—x

Vadinasi

n=0

Sios tapatybés deSiniaja puse mes dar galime pertvarkyti pastebéje, kad

1 s 1 11 1 &
= n 1 = - = — 2 n
1—2 ;Z T T 1)) 2,;)(2/ )
vadinasi
o0 o0 2
n __ n
O 18 Sios tapatybés iSplaukia, kad
2
Yn=3— 2_n

8.4 Katalano skaiciai

Tarkime, kad turime aibg¢ H kurioje yra apibrézta kazkokia "sandaugos" operacija
o, t. y. bet kokiems dviems aibés H elementams a, b € H yra priskiriamas trecias

elementas Zymimas a o b € H. Tuomet uzrasas

aoboc

gali biiti suprastas nevienareikSmiskai, jeigu skliausteliu pagalba néra nurodyta

"sandaugos" operacijos taikymo tvarka. O bitent
ao(boc)
bendru atveju nebitinai sutaps su

(aob)oc.
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Apibrézimas 8.3. Katalano skaicius C, yra lygus skaiciui skirtingu biidy kuriais
mes galime skliausteliy iSdéstymu nusakyti daugybos tvarkq n déemeny "sandau-
goje”

ap10d,O0---0dy.

Pavyzdys 8.9. Jeigu turime vieng arba du démenis x; ir x, tai jy daugybos tvarka
yra vienareik§miSkai nusakyta. Vadinasi C; = C, = 1.
Jeigu yra trys démenys tai yra galimi du variantai
x10(x20x3), (x10x2)0x3,
vadinasi Cz = 2.
Jeigu n = 4, tai yra galimi tokie variantai
x1 0 (x2 0 (x30x4)),
x1 0 ((x2 0.x3) 0 xy),
(X1 0x2) 0 (x30X4),
(x1 0 (x2 0 x3)) 0 x4,
((x1 0x2) 0 x3) 0 x4.
Vadinasi C4 = 5.
Teiginys 8.5 (Katalano skaiciy rekurentinis sarySis). Katalano skaiciai C, tenkina
rekurenting sqrysj
Chn=C1Ch1 + GG+ + Cpa Gy
[rodymas. 18 tikryjy, nusakydami daugybos tvarka reiskinyje
a;p0dz0:---0dy

mes galime skliausteliy pagalba sugrupuoti pirmus k démeny ir po jy einancius
n — k démeny. Taq padarg mes gauname reiskinj

(ayoazo---oag)o(ags10azo---oday,) (16)
Pvz.
(@) o(azoazoasoasoae)
_ -y
/,,—/”’/ (ayoaz)o(azoasoasoae)
- -
(1 002 0a30ds 0050 —————— oo > (a1 oas oaz) o (asoasoae)

(Cll O0dyO0d3z0dy oa5) (@) (a6)
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Reiskiniuose a; o a, 0 -+ 0 ag ir ax41 © dg42 © -+ - 0 a, iSdéliojame skliaustelius,
ta mes galime padaryti Cy ir C,,_x budy atitinkamai.

Cx C,—i bdai i8destyti skliaustelius

(aro0azo---oag)o(agt10az0---0ay)

¢, budai i8destyti C,— bdai i8déstyti
skliaustelius skliaustelius

Vadinasi i$ viso bus C C,,—x biidy skliausteliy pagalba nurodyti "daugybos" tvarka
reiskinyje (16). Susumave pagal k = 1,2,...n — 1 gausime, kad bus

budy skliausty pagalba nurodyti daugybos tvarka pradiniame reiskinyje

a10d30+++0ay,.

Rekurentinio sarysio
C,=CCo1+CCh +---+C1Cy
pagalba mes galime apskaiciuoti Katalano skai¢iy C, su bet kokiun > 1.
Pavyzdys 8.10. Kadangi C; = C, = 1, tai
CG=CG+CGCCi=1+1=2.
Turédami Cy, C,, C5 galime apskaiciuoti Cy. IS tikryjy
C,=CiG+CC,+CCi=1-2+1-14+2-1=5
Analogiskai
Cs=CiC+ GG+ C3C, +C4Cp=54+24+24+5=14

Klausimas 8.3. Kokios Katalano skaiciy C, generuojancios funkcijos
[e.e]
C(x) = Z C,x"
n=1

savybeés isplaukia is sqrysio

Cn - Clcn—l + C2Cn—2 + -+ Cn—lcl?
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Pakéle C(x) kvadratu gauname

o0
C(x)> =Y (CiCp1 + CoCha + -+ Cpog Cr)x"

n=2
o
= Z C,x"
n=2
=C(x)—Cyx

Taigi gauname, kad Katalano skaiciy generuojanti funkcija tenkina kvadrating lyg-

f
C(x)>*—=C(x)+x=0.

Kadangi §i lygtis turi du sprendinius, vadinasi yra galimi du variantai

1 —+v1—4x

C(x) = >

arba
I+ vl —4x

C(x) 5

IS salygos C(0) = 0 padarome i$vada, kad

1—V1—4x

o0
C(x) = ZC,,X” = >
n=0

Tuo paciu mes jrodéme sekancia teorema.

Teorema 8.6. Katalano skaiciy C, generuojanti funkcija yra lygi

> 1-V1-4
Cx) = C" = %
n=0

Teorema 8.7. Visiems n > 1 turime

1
Co=-C37.
n n 2n—2
[rodymas. Turédami Katalano skaiciy generuojancios funkcijos iSraiSka mes ga-

lime iSreiksti n -taji Katalano skaiciy C,, kaip n -tos eilés iSvesting

Cc™(0 1 dr 1—+41—4 11 d
_ MO _ X V1= 4x,

C = _
? n! nldx"|,._, 2 2nldx|,._,
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kur mes pasinaudojome tuo, kad konstantos 1 iSvestine yra lygi nuliui, bei iSké-
léme pastovy daugikli 1/2 pries skliaustus. Taigi belieka paskaiciuoti funkcijos
+/1 — 4x n-tos iSvestinés reikSme taske 0. Kadangi

(vi—ax)"”
= 54 (3-1) o (- @=n) a -

tai istatg ¢ia x = 0 ir prisiming C,, iSraiSka, gauname

I =0 T
Cn == n!2 n(i_])

Jj=0

—4yn(—1)r1 n—1
- )11!(22”) [1@-1
j=1
4 2m-D) 120 -1))!
T2l =1 0 (n— 1P

1
_ n—1
- ;CZn—Z
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