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1 Septyniy Konigsbergo tilty problema

Konigsberg’o (dabartinis Kaliningradas) miesta i keturias dalis dalija Pregel upé.
Miesto dalis tarpusavyje jungia 7 tiltai. Ar galima pereiti visus 7 miesto tiltus tik

po vieng karta?
Zemiau pateiktame plane mélyna spalva yra paryskinta upé Pregel, o raudona
— jos krantus jungiantys tiltai.

1 pav.: Kionigsbergo planas
KONINGSBERGA

Sios problemos sprendima 1735m. pateiké Euleris.



Atmesdami uZdavinio sprendimui neesmines detales esanc¢ias auk$c¢iau pateik-
tame Konigsberg’o plane mes gausime ka nors panaSaus i sekantj bréZinj paimta
1§ originalaus Eulerio straipsnio.

Siame brézinyje lotynikomis raidémis A, B, C ir D yra Zymimos keturios
Konigsberg’o miesto dalys, kurias viena nuo kitos skiria Pregel upé. Kadangi uz-
davinio sprendimui jokios itakos nedaro informacija apie miesto daliy ploto dydi
bei konfigiiracija, tai aukSc¢iau pateiktg plang mes toliau galime supaprastinti skir-
tingas miesto dalis A, B, C ir D Zymédami keturiais taskais plokStumoje, o jas
jungiancius tiltus vaizduodami kaip linijas jungiancias atitinkamus taskus.

Pastaba 1.1. Pastebékime, kad kiekvienq is keturiy regiony A, B, C ir D su
likusiais jungia nelyginis skaicius tilty.

Tarkime, kad egzistuoja marSrutas leidZiantis pereiti visus tiltus po viena karta.
Tuomet pastebékime, kad

1. IS regiono su nelyginiu skaiciumi tilty i8¢jgs keleivis negalés baigti keliones
tame paciame regione.

2. ISskyrus pradini ir galini regiona i$ visy kity regiony iSeinanciy tilty skaicius
turi buti lyginis.



IS Siy pastebéjimy iSplaukia, kad jeigu egzistuoty marsrutas, leidziantis apeiti vi-
sus tiltus po viena karta, tai egzistuoty daugiausiai du regionati, i§ kuriy iSeinanciy
tilty skaiCius buty nelyginis. Kadangi Eulerio uZdavinio atveju turime penkis re-
gionus ir i§ visy jy iSeinanciy tilty skaicius yra nelyginis tai gauta prieStara irodo,
kad neegzistuoja marSrutas apeinantis visus Konigsberg’o tiltus po viena karta.

2 Grafo apibrézimas. Pagrindinés savokos

2.1 Formalus grafo apibréZimas

Apibrézimas 2.1 (Bendras grafo apibréZimas). Orientuotu grafu G vadiname po-
rq (V, E), kur V yra baigtiné aibé V.= {vy,v2,...,0,}, 0 E C V xV yra
aibé sudaryta is V elementy pory. Aibé V' yra vadinama virsaniy aibe, o E yra
vadinama briauny aibe.

Orientuoty grafa G = (V, E) mes galime grafiskai pavaizduoti plokstumoje
atidéje n = |V/| tasky ir kiekvienai porai (v;, v;) € E priskyre rodykle einancia
1§ tasko v; 1 taska v;.

Kompiuterio atmintyje grafas G = (V, E) gali buti saugomas kaip matrica
M = (a,-j) kur
1, jeigu (vi,v;)€E
0, jeigu (v;,v;) ¢ E.

Taip sukonstruota matrica M yra vadinama grafo G gretimumo matrica.

aij; =

Pavyzdys 2.1 (Orientuoto grafo pavyzdys). Tarkime G = (V,E), kur V =

{v1,v2,v3, va}ir E = {(v1, v2), (V1, v3), (V1, Va), (V3, V2), (V3, Va), (V2, Va), (Va, Va)}
Tuomet toki grafa mes galime pavaizduoti kaip

U3 V4
v Vi VU U3z Vg
vi /0 1 1 1
vl 0 0 0 1
v O 1 0 1
v \NO0 0 0 1
Us

Apibrézimas 2.2. Briaunos (v;,v;) kuriy pradZia ir galas sutampa yra vadina-
mos kilpomis.



Apibrézimas 2.3. Neorientuotu grafu vadinama pora (V, E) kur E yra nesutvar-
kyty pory (v;,v;) aibé. Kitaip tariant neorientuoto grafo atveju mes nelaikome,
kad poromis (v, vj) ir (vj, v;) nhusakomos briaunos yra skirtingos.

Toliau nagrinésime neorientuotus grafus be kilpy. Tokius grafus kompiuterio
atmintyje mes galime iSsaugoti kaip simetriSkas matricas, kuriy istrizainéje yra
nuliai.

Pavyzdys 2.2 (Neorientuoto grafo pavyzdys). Tarkime G = (V,E), kur V =

{v1, V2,03, 04} ir E = {(v1, v2), (V1, V2), (v1, Vq), (v3, V2), (v3, V4), } Tuomet tokij
grafag mes galime pavaizduoti kaip

U3 V4

Uy

—_— = O
S - O =
—_—0 = =
S = O =

Us

2.2 Izomorfiniai grafai

Grafas G = (V, E), kurio virSiiniy aibé yra V = {ay,a,, as, a4}, o briauny aibé
yra E = {(ay,a4), (a1,as), (as,as), (a2, as)} gali buti pavaizduotas plokstumoje
kaip

as

aq ay

Jeigu pakeisime vir$iiniy pavadinimus i8 a; | b; gausime formaliai skirtinga grafa
G = V1, Ev), kur Vi = {b1,by,b3,bs}ir Ey = {(b1,b4), (b1,D3), (b3, bs), (b2, b3)}
kuris gali buti pavaizduotas plokStumoje kaip



by by

Nors formaliai grafai G ir G yra skirtingi, taciau i§ esmés jy struktiira yra ta
pati. Apibendrindami toliau vadinsime du grafus izomorfiskais jeigu jie skiriasi
tik virStiniy pavadinimais. Tikslus formalus izomorfizmo savokos apibrézimas bus
toks.

Apibrézimas 2.4 (Grafy izomorfizmas). Du grafai G, = (V1, E,) ir G, =
(Va, E3) yra vadinami izomorfiniais jeigu egzistuoja tokia abipus vienareiksmé
atitiktis (bijekcija) tarp Siy grafy virsiniy f : Vi — Vs, kad bet kurios dvi virsii-
nés v;, v; priklausancios grafui Gy bus sujungtos briauna (v;,v;) € E tada ir
tik tada kai bus sujungtos briauna atitinkamos virsianés f(v;), f(v;) grafe G t.y.
(f(v,-), f(vj)) € E,. Tokiu atveju rasome G; = G,.

Sis apibrézimas galioja kaip orientuotiems tiek ir neorientuotiems grafams.

Izomorfiski grafai grafy teorijos poZitiriu néra laikomi skirtingais, kadangi vi-
sos izomofisky grafy savybés, nepriklausancios nuo virsiiniy pavadinimy, tokios
kaip virSuniy skaicius, briauny skaicius ir panasiai, yra vienodos.

Kadangi ta pati grafa mes galime pavaizduoti plokStumoje daugeliu budy, ne-
retai pamacius dviejy grafy bréZinius plokStumoje néra lengva nustatyti ar jie yra
izomorfiski.

Pavyzdys 2.3 (Izomorfisky grafy pavyzdys). Izomorfiski yra grafai

1) V3 c b

U1 Vg a
kadangi egzistuoja bijekcija f : {vy, v2, v3, v3} — {a,b,c,d}, tokia, kad f(v,) =
a, f(v2) = b, f(v3) = ¢, f(va) = d.

2.3 Virsinés laipsnis. Ranky paspaudimo teorema

Apibrézimas 2.5. Grafo G = (V, E) virsinés v; € V laipsniu deg(v;) vadinsime
i virsunés v; iSeinanciy briauny skaiciy.
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Pavyzdys 2.4. Tarkime yra duotas grafas G = (V, E) suvirSinémis V = {a, b,c,d, e, [}
ir briaunomis £ = {(f,¢), (c,d),(d,a),(c,a),(c,b),(a,b)}.

d

Tuomet grafo G briauny laipsniai bus lygus
deg(c) =4, deg(f)=1, deg(e)=0, deg(d)=2

Grafo briauny laipsnius galime paskaiciuoti prie kiekvienos briaunos galo priraSe
po vieneta. Tuomet virSiines laipsnis bus lygus sumai vienety priraSyty prie i$ jos
iSeinanciy briauny.

d
|
1

f1 1 la

IS ¢ia nesunku matyti, kad suma visu virSiiniy laipsniy
deg(a) + deg(b) + deg(c) + deg(d) + deg(e)

bus lygi sumai visy vienety priraSyty prie briauny virSiniy. éia suma galime
paskaiciuoti visas grafg sudarancias briaunas kartu su prie jy galy "prilipdytais”
vienetais iSraSe eilute.



2 vienetai kiekvienoje briaunoje

Q
Q
Q
S
o
o

Skaicius briauny | E |

Taigi, suma visy grafo virStiniy laipsniu bus lygi padaugintam i§ 2 grafo briauny
skaiciui

deg(a) + deg(b) + deg(c) + deg(d) + deg(e) =2|E| =2-6 =12

Teorema 2.1 (Ranky paspaudimo teorema). Tegu G = (V, E) yra grafas. Tuomet
visy grafo G virsuniy laipsniy suma yra lygi grafo briauny skaiciui padaugintam
is dviejy

Y deg(v) = 2|E|.

veV
[rodymas. 1§ tikryju, kiekviena grafo briauna grafo virStniy laipsniy suma padi-
dina lygiai 2.

[

2.4 Pografiai

Apibrézimas 2.6 (Grafo pografis). Grafas G' = (V', E') yra vadinamas grafo
G = (V, E) pografiu ir rasome, kad G' C G jeigu V' C V ir E' C E.

Pavyzdys 2.5. Grafas

yra grafo



pografis.

2.5 Kaeliai, trasos, takai bei grafo jungumo savoka

Apibrézimas 2.7. Seka
Vji5 Vjas Ujzs oo -5 Ujiy
sudaryta is grafo G = (V, E) virsuniy yra vadinama keliu jeigu bet kuriuos du

gretimus §ios sekos elementus jungia briauna, ty. (vj.,vj.,.,) € E su visais
I1<k<N-1

Pavyzdys 2.6. Seka
c,b,a,d,a,d,a,d,c,b,c

yra kelias grafe

o
U

a

Apibrézimas 2.8. Grafas G = (V, E) yra vadinamas jungiu jeigu bet kuriai vir-
Stniy porai u,v € V egzistuoja jas jungiantis kelias, t.y toks kelias kurio pradine
virsiné yra u o galiné — v.

Pavyzdys 2.7. Grafas




yra jungus.

Pavyzdys 2.8 (Nejungaus grafo pavyzdys). Grafas

néra jungus.

Apibrézimas 2.9 ( Grafy sajunga). Tarkime duoti du grafai G, = (V1, E1), G, =
(Va, Ey) tokie, kad jy virsaniy aibés nesikerta Vi (Vo = 0. Tuomet grafy G, ir
G, sqjunga G1\ ) G, vadinsime grafq (V1 Va, E1 | E»).

Teorema 2.2. Kiekvienas grafas G = (V, E) yra savo jungiy pografiy sqjunga.

[rodymas. Fiksuokime bet kurig grafo virStung v € V. Tegu V; C V bus aibé visy
grafo G virSuniy kurias galima sujungti su v keliu. Tuomet jeigu kaip £, C E
pazymeésime aibe grafo G briauny kuriy abu galai priklauso V1, tai grafas G; =
(V1, E1) bus grafo G jungusis pografis. Taigi

G=WV.E) =G | JV\Vi.E\ Ey)

Toliau pasirenkame bet kuria vir§ting v, € V' \ Vj ir iSskiriame grafo (V \ 1V, E\
E 1) junguji pogrupi G,, kuriam priklauso v,. Tegsdami §j procesa toliau mes

gauname
G = GIUGZU---UGS.

]

Apibrézimas 2.10. Trasa grafe vadinamas kelias, kurio visos briaunos yra skir-
tingos. UZdara trasa yra vadinama grandine. Taku grafe vadinamas kelias, kurio
visos virsunés yra skirtingos. UZdaras takas yra vadinamas ciklu.

Apibrézimas 2.11. Kelio, tako, trasos, grandinés arba ciklo ilgiu vadinsime jj
sudaranciy briauny skaiciy.

Pavyzdys 2.9 (Tako pavyzdys). Grafe



4
3 7
6
2 1
virStniy seka
3,4,7,6,1
yra takas kurio ilgis yra lygus 4, taip pat yra trasa
Pavyzdys 2.10 (Ciklo pavyzdys). Grafe
5
4
3 7
6
2 1
virstiniy seka
3,4,7,6,1,3

yra ciklas (uzdaras takas) kurio ilgis yra lygus 5, taip pat yra grandiné

Pavyzdys 2.11 (Trasos kuri néra takas pavyzdys). Grafe

5
4
3 7
6
2 1
virstiniy seka
3,1,7,6,1,2

yra trasa, bet néra takas
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Pavyzdys 2.12 (Grandinés kuri néra ciklas pavyzdys). Grafe

5
4
3 7
6
2 1
virSuniy seka
3,1,7,6,1,2,3

yra grandine, bet néra ciklas

2.6 Multigrafai

Multigrafe, skirtingai nuo paprasto grafo dvi virStnes gali jungti kelios briaunos.
Formalus apibréZimas yra toks

Apibrézimas 2.12. Multigrafu vadiname baigtiniy aibiy pora (V, E), kur V —
virsuniu aibe, o E — virsiniy poru multiaibé. Multiabe vadiname "aibe" kurios
elementai gali kartotis.

Pavyzdys 2.13 (Multigrafo pavyzdys). Multigrafo pavyzdys yra Eulerio grafas.

c
a b ¢ d
d a0 2 2 1
a b2 0 0 1
cl2 0 0 1
d\1 1 1 0
b
G = (V,E), kur
V ={a,b,c,d},
0

E ={(c.d).(a.d).(b.d).(c.a).(c.a).(a.b).(a.b)}

11



Kadangi multigrafe dvi virSiines gali jungti daugiau nei dvi briaunos, tai kelias
multigrafe yra apibréZiamas kaip seka virSuniy ir briauny

al»ﬂls“ZvﬁZ?'-'aﬁn—lvan

kur B; yra briauna jungianti virSiines a; ir ;1. AnalogiSkai modifikuojami ir
trasos bei tako apibréZimai.

3 Eulerio trasos ir grandinés

Apibrézimas 3.1. Eulerio grandine multigrafe yra vadinamas toks uZdaras kelias
grafe, kuris pereina visas grafo briaunas po vienq kartq.

Multigrafas arba grafas, kuriame egzistuoja Eulerio grandiné yra vadinamas
Eulerio multigrafu arba Eulerio grafu atitinkamai.

Pavyzdys 3.1. Grafas

d ¢ h

yra Eulerio grafas kadangi turi Eulerio granding
a—>b—s>e—>f—og—>h—>c—>f—->b—>c—>d—a

Apibrézimas 3.2. Eulerio trasa multigrafe yra vadinamas toks kelias grafe, kuris
pereina visas grafo briaunas po vienq kartq.

Pavyzdys 3.2 (Eulerio trasos pavyzdys). Sekantis grafas néra Eulerio grafas, ka-
dangi neturi uzdaros grandinés apeinancios visas jo briaunas.

12



Taciau $is grafas turi Eulerio trasa
a,acy,c,cdy,d,bdy,b,aby,a,ac,,cds, bdr,b,aby,a,ad,d
jungiancig virsiines a ir d ir apeinancia visas grafo briaunas po viena karta.

Sekanti teorema atsako 1 klausima, kokias salygas turi tenkinti multigrafas, kad
jame egzistuotu Eulerio grandiné. Nagrinésime multigrafus be kilpy.

Teorema 3.1. Jungus multigrafas turi Eulerio grandine tada ir tik tada, kai kiek-
vienos jo virsunés laipsnis yra lyginis.

Biutinumo jrodymas. Tarkime, kad multigrafe G yra Eulerio grandiné. Tuomet,
multigrafas yra akivaizdziai jungus. Isitikinkime, kad kiekvienos jo virSiinés
laipsnis yra lyginis.

Paimkime bet kokiag multigrafo virSing v € G ir jsitikinkime, kad i$ Sios
virSunés iSeinanciy briauny skaicius yra lyginis. Eulerio grandiné perbéga visas
grafo virSanes po viena karta. Pradekime keliong Eulerio grandine vir§ianéje v,
praeitas briaunas pazymeédami raudona spalva. IS virStinés v i$¢jusi Eulerio gran-
diné nudazys vieng i v iSeinancia briaung raudona spalva. Pirma karta grizusi
i virSting v Eulerio grandiné nudaZys raudona spalva viena papildoma briauna.
Kiekviena karta 1§ misy virSunés iSeéjusi ir atgal grizusi Eulerio grandiné nuda-
zys raudona spalva po dvi briaunas. Kadangi kelioné Eulerio grandine pasibaigs
virSiinéje v, kurioje ji ir prasidéjo, tai keliones gale bus raudona spalva nudazytas
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lyginis skaicius briauny iSeinanciy i$ v. Be to, kadangi Eulerio grandiné perbéga
visas multigrafo briaunas, vadinasi, kelionés gale bus raudonai nudaZytos visos
briaunos iSeinancios i§ v. Tuo paciu tokiu briauny skaiCius bus lyginis. O

Pakankamumo jrodymas. Tarkime G yra jungus multigrafas. Irodinésime pasi-
naudodami indukcija pagal multigrafo briauny skaiciy. Jeigu multigrafas turi tik
vieng virSiing, tuomet jis neturi briauny ir teorema yra triviali. Jeigu jungus mul-
tigrafas be kilpy turi tik dvi briaunas, tai jis turés pavidala

1 il
— e
12%)

Tuomet Eulerio grandiné musu grafe bus
1 , 01, 2 , 02, 1

Todel tarkime, kad teorema yra teisinga, kai musy grafo G briauny skaicius
yra ne didesnis uZ naturinj skai¢iy n > 1. Tarkime, kad G yra multigrafas, ku-
rio briauny skaicius yra n + 1. Fiksuokime grafe G kokia nors virSting v € G
ir sukonstruokime granding kuriai priklauso v € G. Ta galime padaryti sekan-
¢iu budu. IS virSinés v judédami viena i§ jos iSeinancia briauna pereiname i kitg
virSung. IS jos pereiname 1 dar kita virSung, ir t.t. kiekviena karta rinkdamiesi
dar ne panaudota briaung. Kadangi kiekvienos grafo virStnés laipsnis yra lygi-
nis, anksciau ar véliau musy kelione mus atves atgal i v, tuo paciu mes gausime
granding

UvﬁlvvlvﬁZa---’ﬁk5v

grafe G. Jeigu musu gautai grandinei priklauso visos grafo briaunos, tai $i gran-
diné bus Eulerio grandine ir tuo paciu teoremos irodymas bus baigtas. PrieSingu
atveju iSmeskime i§ grafo G visas briaunas priklausancias misy sukonstruotai
grandinei. Naujai gautas grafas G nebiitinai bus jungus, ji mes galésime iSreiksti
kaip keliu jungiy komponenciy suma

G =C+C+--+C

Kadangi komponenciy C; briauny skai¢ius yra maZesnis nei n + 1, tai joms
tinka indukcijos prielaida. O tai reiSkia, kad jose yra Eulerio grandinés. Pasi-
naudodami tuo mes galime sukonstruoti Eulerio granding pradiniame grafe G. IS
tikryju, tegu Ci yra komponenté, kuriai priklauso vir§iuné v. I8¢j¢ i§ virStnés v
mes judédami komponenetés Cy Eulerio grandine pereiname visas Ck briaunas ir
sugriztame | v. Po to, judédami miisy grandine pereiname prie kitos komponen-
tés Ck,, perbége visas jos briaunas pereiname prie kitos komponentés ir t.t. kol
sugriZztame i v.

Teorema jrodyta. [
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Pavyzdys 3.3 (Eulerio grandinés multigrafe konstravimas). Tarkime musy mul-
tigrafas G yra

Os

'2' o2 1 o

Pirmame Zingsnyje surandame Siame multigrafe kokia nors granding, pvz:

a9, 7,011,9, 012, 0010, 5, 08, 3, a7, 1

15



Qs

> *2 1 *o

Toliau surandame Eulerio grandines visose trijose susidariusiose komponentése ir
apjungiame jas i vieng granding.

16



8 10

® s 6

2 “2 1
Taigi Eulerio grandiné miisy multigrafe bus
l,as5,6,01,7, 06,4, 04,3, 03,2, 05, 1,
o9, 7,011, 9, 212,
a10.5, 08,3, 07,1

Ka tik irodytos teoremos irodyma mes galime apibendrinti Eulerio trasos at-
vejui.

Teorema 3.2. Jungiame multigrafe G egzistuoja Eulerio trasa tada ir tik tada kai
Jjame yra lygiai dvi virsinés kuriy laipsniai yra nelyginiai.
4 Hamiltono grafai

1857m. Airiy matematikas Hamiltonas sugalvojo galvostki reikalaujanti surasti
uzdarg kelia, kuris apeity visas grafo
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vir§tnes po vieng kartg. Sio uzdavinio sprendimas yra

Apibrézimas 4.1. Grafo hamiltono ciklu yra vadinamas ciklas grafe G kuriam
priklauso visos grafo G virsinés.

Apibrézimas 4.2. Grafas, kuriame egzistuoja Hamiltono ciklas yra vadinamas
hamiltono grafu.

Pavyzdys 4.1. Grafas



neturi Hamiltono ciklo, nes bet kuris uzdaras kelias apeinantis visas §io grafo
virSiines turés pereiti viduring virSiing bent du kartus.

Pavyzdys 4.2. Grafas

jau turés ciklg apeinanti visas grafo virStnes

T

Biutinos ir pakankamos salygos patikrinti ar duotas grafas yra Hamiltono yra
kol kas neZinomos.

Taigi, Sis grafas yra Hamiltono.

Apibrézimas 4.3. Pilnuoju grafu K, yra vadinamas grafas (V, E) turintis n =
|V | virsaniy ir visas imanomas jas jungiancias briaunas, t.y. |E| = n(n —1)/2

Pavyzdys 4.3. Pirmieji SeSi pilni grafai turi sekantj pavidala.

K3 K4 KS K6
e R

Nesunku matyti, kad pilni grafai K,, yra Hamiltono grafai.

Teorema 4.1 (Ores teorema). Tarkime grafas G = (V, E) turi ne maZiau kaip
tris virsunes |V| = n > 3. Jeigu bet kuriai porai virsiuniy u,v € V, kurios néra
sujungtos briauna (u,v) ¢ E, teisinga nelygybé

deg(u) + deg(v) > n.

tai G yra Hamiltono grafas.
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[rodymas. Irodinésime prieStaros budu. Tarkime, kad egzistuoja grafas G =
(V, E) pasizymintis teoremoje nurodyta savybe, ta¢iau neturintis Hamiltono ciklo.
Paimkime dvi grafo G vir§iines a ir b, tarp kuriy néra briaunos. Pridéje prie grafo
G nauja briaung (a, b) mes gausime grafa G; = (V, E1) = (V, EU{(a, b)}). Jei
G, turi Hamiltono cikla, sustojam. Jeigu ne, paimame kita porg grafo G, briauna
nesujungty virsiiniy ir jas sujunge briauna gausime grafa G,. Tg¢siam papildo-
my briauny prijungimo procesa tol, kol po kaZzkurio, tarkime s + 1-o0jo, Zingsnio
gausime Hamiltono grafa. Turésime seka grafy

G’ GI’G27""GS ) GS-I—I
. . . . . \#
nehamiltoniniai grafai hamiltoninis

Paskutinis nehamiltoninis grafas G, pasiZymes ta savybe, kad sujungus dvi kaz-
kurias jo virSiines x ir y mes gausime Hamiltono cikla

(X =)vy > vy > V3> Vg D> U(=Y) > x

apeinantj visas grafo virSiines. O tai reik$, kad grafe G, bus takas prasidedantis x
ir pasibaigiantis y ir apeinantis visas grafo virStunes.

U; Vi+1
.—.~

U3
Un—2

Vo

X = v Uy =y

Pastebékime, kad jeigu galiné tako virStiné v,, bus sujungta su kokia nors vir§iine
v;, tai pradiné tako virS§tné v, negalés biiti sujungta su po v; sekancia virStne
v;+1. Nes jeigu pasitaikyty tokia situacija
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V; Vi+1

X = Uy =y

tai reikstu, jog musu grafas G, turi Hamiltono cikla kurio pagal miisy prielaida jis
turéti negali.

V] = Uy =+ = V; = Uy —> Uy = *++ Vi) —> U

V; Vi+1

Vadinasi jeigu v, bus sujungta su virSinémis

Vjis Vjas + o s Vaeg(umy — Un—1
kur2 < ji1 < j2 < ... < jdeg(vy,) = 1 — 1 tai virSiiné v, negalés buti sujungta su
vir§inémis

Uji+15 Vo415« -+ + 5 Voo (up)+1=0n
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O tai reiskia, kad v, gales buti sujungta daugiausiai tik su n — 1 — deg(v,) virsi-
némis
{V2,V3,V4,..., Uy} \ {Uj1+1, Vjrt1s- -+ Ujdeg(vn)H}

Tai reiSkia, kad skaicius deg(v;) virS§iniy su kuriomis v; yra sujungta briauna
tenkina nelygybe
deg(vy) < n—1—deg(vy,)

arba kitais Zodziais
deg(vy) 4 deg(v,) < n—1.

O tai jau prieStarauja teoremos prielaidai, kad
deg(vy) + deg(vn) = n.

Teorema irodyta.

Apibrézimas 4.4. Hamiltono taku grafe G = (V, E) vadinamas takas pereinantis
visas grafo virsines po vienq kartq.

Pavyzdys 4.4. Grafas

neturi Hamiltono ciklo, bet turi Hamiltono taka

S Planarieji grafai
Apibrézimas 5.1. Grafas arba multigrafas G = (V, E) yra vadinamas plana-

rivoju arba ploksciu jeigu ji galima pavaizduoti plokstumoje taip, kad jo briaunos
nesikirsty niekur isskyrus virsuniy taskus.
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Pavyzdys 5.1. Grafas G = (V, E), su virSuniy aibe
V = {v1,v2, 3, Vs, Vs, Vg, U7}
ir briauny aibe

E = {(v1,v2), (v1, v4), (V1,V5), (v1,V3),

(v3,v5), (V3,V7), (Va, Vs), (V4, Vs), (Ve, V7)}

yra plokscias nes ji mes galime pavaizduoti plokStumoje taip, kad jo briaunos
kirstysi tik grafo vir§iinése.

U1 Uz
U4 U3
Vg U7
Pavyzdys 5.2. Grafas
Uy U1 U3
Ve U2 Us

taip pat yra plokscias, nes mes ji galime pavaizduoti plokStumoje kaip

Vg 1% U3

Ve U1 Us
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Apibrézimas 5.2. Tarkime, kad grafas arba multigrafas G yra pavaizduotas ploks-
tumoje taip, kad jo briaunos nesikerta nekur isskyrus grafo virsines. Tuomet
plokstumos sritis apribotas grafo briaunomis vadinsime regionais arba veidais.

Pavyzdys 5.3. PlokStumoje pavaizduotas grafas

s

/3

turi 5 regionus: fi, f2, f3, f4ir fs.

Teorema 5.1 (Eulerio daugiakampiy formulé). Tegu G = (V, E) yra jungus pla-
narus grafas arba multigrafas. Tuomet skaiCius f regiony i kuriuos plokstumq
padalija G bréZinys plokstumoje, toks, kad jo briaunos kertasi tik virsinése, ten-
kina formule

f+v—e=2, (1)

kur v = |V| yra skaicius G virsiniy, o e = |E| yra skaicius jo briauny.

[rodymas. 1S pradZiy panagrinékime atveji, kai multigrafas turi tik vieng virSung.
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Siuo atveju visos multigrafo briaunos bus kilpos. Kiekviena prie vienintelés grafo
virSunés pridéta kilpa padalija vieng kuri nors anksciau buvusj vientisa regiong i
dvi dalis. Tuo paciu kiekviena papildoma briauna padidina regiony skaiciy viene-
tu. Taigi, to atveju, kai multigrafas turi tik vieng virSiing, jo regiony skaicius bus
vienetu didesnis uZ jo briauny skaiciy.

f=e+ 1

Tuo atveju, kai grafas turi daugiau nei vieng virSing, pasirenkame dvi briau-
na sujungtas virStnes ir jas sutraukiame taip, kad naujai gautame grafe briaunos
nesikirsty niekur iSskyrus virSines. Gausime grafa turint] viena briauna ir viena
virS§tine maziau. Kartojame procesa kol liks tik viena vir§uné. VirSiniy sutraukimo
procesa mes galime iliustruoti grafu

fs

Siame grafe pasirenkame dvi briauna sujungtas virSunes (brézinyje nuspalvintas
raudonai)
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Sutrauke pasirinktas virSunes taip, kad naujai gautame grafe briaunos nesikirsty,
gausime grafg

s

Toliau naujai gautame grafe pasirenkame dar vieng pora briauna sujungty virSu-
niy.

s

ir jas sutraukiame

26



7



e



s

o e

Kiekviename Zingsnyje atlikg dviejy virStiniy sutraukimo procesa mes gausime
multigrafa turintj viena virStine ir viena briauna maziau. Taigi, virS§iiniy sutrauki-
mo proceso gale gausime multigrafa turintj tik viena vir§tng ir e’ briauny, kuriy
kiekis bus v — 1 briauna maZesnis uZ pradinio grafo briauny skaiciy

el=e—(v—1)=e—v+1.
Multigrafo veidy skaicius f liks nepakites. Todél
f=e+1
istate Cia vietoje e’ dydj e — v + 1 gausime
f=é+1l=e—v+1+1l=e—v+2
perkele viska i kairg pusg gausime
f—e+v=2
Teorema jrodyta. 0

Apibrézimas 5.3. Plokstumoje pavaizduoto planaraus grafo G veido f; laipsniu
deg( f;) vadinsime skaiciy briauny, kurias reikia pereiti apeinant veido krastq.

Pavyzdys 5.4. Tarkime miisy grafas G yra
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s
/2

S Ja
/3

Cia turime deg( f3) = 3 tadiau deg( f4) = 5, kadangi viena briauna gulinti veido
f4 viduje yra apeinama du kartus apeinant §io veido krastus.

Planaraus grafo veido laipsnj galime taip pat vaizdZiai apibreéZti sekanciu budu.
Prie kiekvienos briaunos abiejy pusiy priraSome po vieneta. Tuomet grafo veido
laipsniu bus skaicius vienety esanciy to veido viduje.

Suma visy regiony laipsniy bus lygi skaiciui visy vienety misy brézinyje, ku-
ris savo ruoztu bus lygus padaugintam i$ 2 grafo briauny skaiciui (nes kiekviena
briauna inesa po 2 vienetus | bendra vienety suma).

deg( f1) + deg( f2) + deg(f3) + deg(fs) + deg(f5) = 2|E|

Taigi, 1§ ka tik iSnagrinéto pavyzdZio padarome iSvada, kad galioja sekanti teore-
ma.
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Teorema 5.2. Jeigu G = (V, E) yra planarus grafas, o Ry, R», . .., Ry yra jo re-
gionai, tai suma visy regiony laipsniy yra lygi grafo briauny skaiciui padaugintam
i dviejy

deg(Ry) + deg(Rz) + -+ + deg(Ry) = 2|E| (2)

Jeigu G yra paprastas planarus grafas (ne multigrafas!) be kilpy tai bet kurj jo
regiong riboja ne maziau kaip trys briaunos. Vadinasi kiekvino jo regiono laipsnis
bus nemazesnis uz trejeta

deg(Ry) =3

todél
2|E| = deg(R;) + deg(R3) + -+ + deg(Ry)
>3 43443
f

= 3f

ISvada 5.3. Jeigu G = (V, E) yra planarus grafas be kilpy, tai skaicius jo regiony
f tenkina nelygybe

2
f < 3¢
kur e = |E| yra grafo briauny skaicius.

Ka tik jrodytas planaraus grafo regiony skaiciaus f jvertis i$§ virSaus kartu su
Eulerio formule
f—e+v=2

duoda sekancioje teoremoje suformuluota nelygybe, kurig turi tenkinti bet kokio
planaraus grafo briauny ir virS§tiniy skaiciai.

Teorema 5.4. Tegu grafas G = (V, E) neturi kilpy ir yra planarus, tuomet
e<3v—-6
kure = |E|irv = |V| yra grafo G briauny ir virSiniy skaicius atitinkamai
[rodymas. Pritaike nelygybe f < (2/3)e ivertinti planaraus grafo regiony skaiciy
f ieinanti i Eulerio formulg (1) gausime nelygybeg
2=f—e+v<§e—e—|—v=—%e—|—v
Padauging abi nelygybés puses i§ 3 gausime
6<3v—ce

Perkeéle démeni e i kairg pusg, o 6 1 deSing pus¢ gausime teoremos nelygybe.
Teorema jrodyta. [
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Vadinasi, jeigu grafo G briauny ir virStuiniy skaicius netenkina nelygybés
e < 3v—06,

tai jis nebus planarus.

ISvada 5.5. Grafas
Ks

néra planarus.
[rodymas. Grafas K5 turt v = 5 virSiines ir e = 10 briauny. Taigi
3v—-6=3.5—-6=9
tuo paciu 10 = e > 3v—6 = 9. Taigi, nelygybé e < 3v—6 nebus patenkinta.
Grafas K3 3, kuris gali buti pavaizduotas kaip

K3,3

tenkina nelygybe e < 3v — 6 taciau vis tiek yra neplanarus.
UZdavinys 5.1. Irodykite, kad grafas K3 3 néra planraus
Nurodymas. Trodymas gali buiti gautas sekant Zemiau pateiktais Zingsniais.

1. Darome prielaida, jog grafas K3 3 yra planarus
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2. Isitikinkite, kad maZiausias grafo K3 3 ciklo ilgis yra lygus 4. Remiantis kuo
irodykite, kad jeigu sis grafas butu planarus tai visu jo regionu R; laipsniai
deg(R;) butu ne maZesni uz 4.

3. Kombinuodami nelygybe deg(R;) > 4 su grafo regiony laipsniy sumos for-
mule (2) gausime grafo K3 3 regiony skaiciaus f jvertj i§ virSaus.

4. Pritaike gautg regionu skaic¢iaus f jvertj Eulerio formulei (1) gauname ne-
lygybe tarp K3 3 briauny ir virSuniy.

5. Isitikinkite, kad kad ka tik gauta nelygybé nebus patenkinta jeigu i ja ista-
tysime K33 briauny ir virSuniy skai¢iy. Gauta prieStara reiks, kad miisy
prielaida, jog grafas K3 3 yra planarus yra neteisinga.

]

Apibrézimas 54. Tegu G = (V, E) yra grafas be kilpy. Tegu grafas G’ yra
gautas pridéjus prie grafo G papildomq naujq virsine a ir pakeitus vienq grafo
G briaung (u,v) € E dviem briaunomis (u,a) ir (a,v). Tuomet grafa G' mes
vadinsime G elementariuoju padaliniu (angl. elementary subdivision) vadinsime
grafa G'. Kitais ZodZiais G' = (V', E') yra grafas kurio virsSaniy aibé V' yra lygi

V' =V Ul{a},
o briauny aibé E’ yra
E'=(E\{(u,v)}) U{(u,a),(a,v)}

Pavyzdys 5.5. Grafas

U4

U3 Ve

Us
1% U1

yra grafo
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U4

U3 Ve

Us

U2 U1
elementarusis padalinys gautas pridéjus viena vir§iing v7 ir pakeitus briauna (vy, v4)
dvejomis briaunomis (vy, v7) ir (vg4, V7).

Apibrézimas 5.5. Grafas G’ yra vadinamas grafo G padaliniu (angl. subdivision)
Jeigu jis yra gautas is grafo G vienas po kito atlikus baigtinj skaiciy elementariyjy

padaliniy
Pavyzdys 5.6. Grafas

U4
U3 Ve
Ug
Us
U2 U1
yra grafo
U4
U3 Ve
Us
O] U1



padalinys

Teorema 5.6 (Kuratovskio). Grafas yra planarus tada ir tik tada, kai jis neturi
pografio izomorfisko grafo Ks arba grafo K3 3 padaliniams.

Ks Ks3

Pavyzdys 5.7. Grafas

néra planarus nes turi pografi

kuris yra grafo K3 3 padalinys.

6 Miskai ir medziai
Apibrézimas 6.1. Misku vadinamas grafas neturintis cikly.

Pavyzdys 6.1. Grafas
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yra miskas.

Apibrézimas 6.2. Medziu vadinamas jungus grafas neturintis cikly. Kitaip ta-
riant medis yra jungus miskas.

Pavyzdys 6.2. Grafas

°

° / °
o

yra medis.

ISvada 6.1. Kiekvienas medis yra miskas, taciau ne kiekvienas miskas yra medis.

Pavyzdys 6.3. Grafas

yra miskas bet néra medis.

Teorema 6.2. Jungus grafas G yra medis tada ir tik tada, kai iSmetus bet kuriq jo
briaunq yra gaunamas grafas turintis dvi komponentes.
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[rodymas.Bitinumas. Tarkime, kad G yra medis. Irodysime, kad iSbrauke bet
kurig jo briauna mes gausime nejungy grafa. IS tikryjy, tarkime, kad grafe G
yra briauna (a, b), kuria iSmetus mes gausime jungy grafa G' = (V, E,), Cia

Ey = E\{(a.D)}.

Pagal musy prielaida grafas G’ bus jungus. Jungiame grafe bet kurios dvi vir§iinés
gali biti sujungtos taku. Tame tarpe virStinés a ir b taip pat bus sujungtos kuriuo
nors taku

a— vy >V —>V3—> Vg —b
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o tai reiks, kad pradiniame grafe G, kuris tur¢jo briauna (a, b) egzistavo ciklas

a— vy —>Vy—>U3—>-Vs—>b—a.

Gauta priestara irodo, kad i§ medZio iSmetus vieng briaung gautas grafas bus ne-
jungus. Kodél toks grafas turés lygiai dvi komponentes? Jei grafas gautas iSmetus
viena briauna turéty k > 3 komponentes,

QO

tai grazinus iSbraukta briauna mes sujungtume daugiausiai dvi komponentes,
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o tai reikStu, kad pradinis grafas turéjo maZziausiai k — 1 > 2 komponentes t. y.
buvo nejungus.

]

Pakankamumas. Tarkime, kad G yra jungus grafas i§ kurio iSmetus bet kurig
briaung gaunamas grafas su dviem komponentémis. Tereikia irodyti, kad toks
grafas neturi cikly. Tarkime grafas G turi cikla

ISmeskime i$ grafo G viena to ciklo briaung (v;, vy) ir paZymékime naujai
gautg grafg G'.
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Irodysime, kad naujai gautas grafas G’ yra jungus. Parenkame dvi grafo G’ vir$a-
nes x ir y.

Kadangi grafas G buvo jungus, tai jame buvo ir takas jungiantis x ir y. Toliau
irodysime, kad takas jungiantis x ir y egzistuoja ir grafe G’. Yra galimi du atvejai.

1. Jeigu takas grafe G jungiantis x ir y neina per briaung (vq, vy), tai jis bus
takas ir grafe G'.
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tai Siuo atveju mes galime taka modifikuoti taip, kad jis neity per briauna
(v1, vs), O tai reskia, kad toks modifikuotas takas bus taku ir grafe G’, kuris
neturi briaunos (vq, vy).
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Abiem atvejais grafe G’ egzistuos takas jungiantis x ir y. Kadangi x ir y buvo
pasirinkti bet kokie tai gausime, kad G’ yra jungus. Gautoji prieStara jrodo, kad
grafe G néra cikly. [

Teorema 6.3. Jeigu grafas G = (V, E) yra medis, tai jo briauny skaicius yra
vienetu maZesnis uZ jo virsiuniy skaiciy

El=V]-1
[rodymas. Irodinésime indukcijos metodu pagal grafo briauny skaiciy. Tarkime,

kad grafas turi tik vieng briauna | E| = 1. Tuomet jis galés turéti tik dvi virStnes
V] =2.

Taigi,

|[E|l=1=2—-1=|V|—-1.
Tarkime, kad teorema yra teisinga visiems grafams turintiems ne daugiau kaip n
briauny. [rodysime, kad ji yra teisinga grafams turintiems n + 1 briauna. Tarkime,
kad grafas G = (V, E) yrajungus ir turi lygiai n + 1 briaung. Tuomet pasirenkame
grafe G viena briauna, ir ja iStriname.
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Naujai gautas grafas G’ bus sudarytas i§ dviejy komponenéiy G; = (V1, E) ir
G2 - (Vz, Ez)

Komponentés G; = (Vy, Ey) ir G, = (V,, E;) bendrai paémus turi toki pati
skaiCiy vir§iiniy kaip ir grafas G = (V, E) t.y.

VI =[Vil + |V2]
Taciau jy bendras briauny skaicius bus vienetu maZesnis uzZ G briauny skaiciy
|E| = |Eq| + |E2| + 1

Kadangi abiems grafams G ir G, priklausanciy briauny skaiciai nevirsija n, tai
jiems tinka indukcijos hipotezé. Vadinasi

|Eq| = V1| =1
|Ez| = [Va] =1

Sudéje abi Sias lygtis panariui turésime
|E1| + |E2| = [Vi| + [V2] =2
Prisimine, kad |V| = |V}| + |V,|ir |E| = |E{| + | E2| + 1 gausime
|[E| =|V|—1.
Teorema jrodyta. [

Teiginys 6.4. Jungiame grafe egzistuoja medis, kurio virsiuniy aibé sutampa su
grafo virsiniy aibe. Toks medis yra vadinamas grafo dengian¢iuoju medZiu

[rodymas. Jeigu jungiame grafe G yra briauna, kuria iSmetus grafas iSlieka jun-
gus, tai iSmetg Sig briaung gausime jungy grafa G,. Jeigu grafe G; néra briaunos
kurig iSmetus naujai gautas grafas tampa nejungus, tai G; bus dengiantis medis.
PrieSingu atveju tgsiame procesg toliau, kol gausime grafa G; i kurio iSmetus bet
kurig briaung naujai gautas grafas bus nejungus. [
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Pavyzdys 6.4 (Dengian¢iojo medZio pavyzdys). Zemiau pateiktame grafe raudo-
na spalva yra pazymeétos dengianc¢iojo medZzio briaunos.

ISvada 6.5. Jeigu grafas G = (V, E) yra jungus, tai jo briauny ir virsuniy skai-
Cius turi tenkinti nelygybe
|E[ = [V]-1.

Proof. Teiginys 6.4 teigia, kad kiekvienas jungus grafas G = (V, E) turi bent
vieng pografi T = (Vy, E), kuris yra dengiantysis medis. Kadangi 7' yra medis,
tai kaip teigia teorema 6.3 jo virSaniy ir briauny skaiciy sieja tapatybé

|Eq| = V1| — 1. (3)

Pagal apibrézima, dengianciojo medZzio 7' virSuniy aibé V; sutampa su grafo G
vir§tniy aibe V; = V, o jo briauny aibé E; yra grafo G briauny aibés E poaibis
E 1 C E, todeél

Vil = [V|
|E1| < |E|.

Kombinuodami §iuos jvercius su tapatybe (3) kuria tenkina medZio 7" virSiiniy ir
briauny skai¢ius mes gauname nelygybe

|E| > |Ei|=|Vi|-1=|V]-1.
L]

ISvada 6.6. Jungus grafas G = (V, E) yra medis tada ir tik tada kai jo briauny
ir virsiuniy skaiciai tenkina tapatybe

|El=[V]-1
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[rodymas. Tai, kad kiekvieno medzio virSiiniy ir briauny skaiciai tenkina iSvadoje
suformuluota tapatybe jau jrodéme teoremoje 3.

IS kitos pusés, tarkime, kad G = (V, E) yra jungus grafas kurio vir§tiniy ir
briauny skaicius tenkina tapatybe |E| = |V| — 1. IS tokio grafo iSbraukus bet ko-
kia briaung gausime grafa G’ = (V, E’) Kuris turés viena briauna maziau, taigi jo
briauny ir virStniy skaiciai tenkins tapatybe |V | = |E’| — 2. IS ¢ia iSplaukia, kad
toks grafas G’ bus nejungus, nes jis netenkins nelygybés suformuluotos iS§vadoje
6.5, kuria turi tenkinti bet koks jungus grafas. Taigi, iS jungaus grafo tenkinan-
¢io teoremoje suformuluoty tapatybg iSbrauke bet kokig briaung gausime nejungy
grafa. Remiantis teorema 6.2 toks grafas bus medis.

[

Apibrézimas 6.3. Grafo G = (V, E) lapu vadiname jo virsine v € V i kurios
iSeina tik viena briauna t.y. deg(v) = 1.

Teorema 6.7. Bet koks medis G = (V, E) turintis ne maZiau kaip dvi virsines
|V'| > 2 turi bent du lapus.

[rodymas. Kadangi G = (V, E) yra medis tai
|[E|=|V]|-1.

IS kitos pusés, kaip ir bet kokiam grafui medZiui G galioja ranky paspaudimo
teorema

D> _deg(v) =2|E| =2(]V| - ).

veV
Pagal apibrézima G yra jungus, vadinasi visy jo virSuniy laipsniai yra nenuliniai
deg(v) > 1. Jeigu grafas G neturéty lapy, tai visy jo virSiiniy laipsniai biity
nemaZzesni uz dvejeta, t.y. deg(v) > 2 visoms grafo vir§inéms v € V. O i$ ¢ia
gautume nelygybe priestaraujancia ranky paspaudimo tapatybei

> degv) = Y 2=2[V].
veV veV

Jeigu medis G turéty tik vieng lapa, tai analogiSkai samprotaudami vél gautume
neteisinga nelygybe

> degw) Z2(V| -1+ 1=2|V|- L

veV
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7 Grafo virSuniy spalvinimo problema

7.1 Zemélapio spalvinimo problema

Turime nuspalvinti Zemélapi taip, kad dvi turin¢ios bendra siena valstybés buty
nudazytos skirtingomis spalvomis. Kiek maziausiai spalvy uZtenka norint nuspal-
vinti duota Zemeélapi?
Panagrinékime pavyzdi Zemélapio, kuriame yra pavaizduotos 7 valstybiy A, B,C, D, E, F,G, H
sienos.

Nesunku matyti, kad toki Zemelapi mes negalésime nudazyti panaudodami ne
maziau nei 4 spalvas.

Turime nuspalvinti planaraus grafo virSunes taip, kad dvi briauna sujungtos
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vir§tnés buty nuspalvintos skirtingomis spalvomis.

Apibrézimas 7.1. Grafo G = (V, E) nuspalvinimu yra vadinamas atvaizdis f :
V — S, kur S = {s1, 82, ...,8k} yra baigtiné aibé, vadinama spalvy aibe.

Apibrézimas 7.2. Grafo G = (V, E) nuspalvinimas f yra vadinamas korek-
tisku, jeigu bet kurios grafo virsunés a,b € V kurios yra sujungtos briauna
(a,b) € E yra nuspalvintos skirtingom spalvom

fa) # f(b).

Apibrézimas 7.3. Grafo G chromatiniu skai¢iumi yra vadinamas maZiausias kie-
kis spalvy kuriy reikia norint korektiskai nuspalvinti grafq G. Sis dydis yra Zymi-
mas kaip x(G).

Pavyzdys 7.1. Grafag K, mes galime nuspalvinti keturiomis spalvomis.

K4

Kadangi maZesnio nei keturiy spalvy rinkinio neuZtenka norint korektiSkai nu-
spalvinti K4 tai turime, kad $io grafo chromatinis skai¢ius yra y(K4) = 4.

Pavyzdys 7.2. Tegu G yra grafas

G
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Nesunku matyti, kad y(G) = 3.

Pavyzdys 7.3 (Dazniy paskirstymo problema). Turime » radijo, televizijos arba
kt. stociy translivojanciy radijo signalus. Jeigu dvi stotys yra pakankamai arti
viena kitos jos transliuvodamos tuo paciu dazniu gali viena kitai trukdyti. Miusy
tikslas parinkti kiekvienai stociai transliavimo dazni taip, kad stotys esancios arti
viena kitos transliuoty skirtingais dazniais. Be to, norime panaudoti kuo maZiau
skirtingy daZniy.

Teorema 7.1. Pilno grafo K,, chromatinis skaicius yra

X(Kn) =n.

Proof. 18 tikrujuy, kiekvienai i§ n grafo pilno grafo K, virSuniy priskyr¢ po skir-
tinga spalva, mes galésime grafa pilng grafa nudaZyti n spalvomis. Kitaip tariant
x(K,) < n. IS kitos pusés, mazesnio nei n skaiciaus spalvy neuZteks norint ko-
rektiSkai nudazyti K, nes bet kuri pilno grafo virStiniy pora yra sujungta briauna,
o tai reiskia, kad visos pilno grafo virStinés privalés biiti nudaZytos skirtingomis
spalvomis. 0

Teorema 7.2. Bet kokio medZio T = (V, E), turincio daugiau nei vienq virsine
|V'| > 2 chromatinis skaicius yra lygus dviem

x(T) =2.

[rodymas. Irodinésime indukcijos metodu. Jeigu medis turi tik dvi virSiines |V | =
2, tai jis turi pavidala

o————o
O tai reiSkia, kad jis gali buti nudazytas dviem spalvom
)

Tarkime, kad dviejy spalvy pakanka nudaZyti visus medZius kurie turi ne daugiau
kaip n vir§tniy. Tegu G bus medis turintis |V'| = n 4 1 virSanes.

G

Remiantis teorema 6.7 medis G turés bent du lapus. Pasirenkame viena medZio
G lapa. ISmete pasirinkta lapg kartu su iS jo iSeinanc¢ia briauna mes gausime medi
G’ turintj |V | — 1 = n vir$iniy.
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Taigi, grafa G’ mes galime nuspalvinti panaudodami dvi spalvas.

G

Tuomet, nuspalving iSmesta lapa spalva skirtinga nei spalva virSunés su kuria ji
yra sujungta briauna, gausime grafo G korekti$ka nuspalvinima.

G

Teorema jrodyta. [

Teorema 7.3. Bet kurio grafo G = (V, E) chromatinis skaicius nevirsija jo mak-
simalaus laipsnio virsunés laipsnio max,cy deg(v) ir vieneto sumos

x(G) <14 maxdeg(v).
veV

Klausimas 7.1. Koks yra planaraus grafo chromatinis skaicius?

Teorema 7.4 (Keturiy spalvy teorema, 1976). Kiekvienas planarusis grafas gali
biiti korektiskai nuspalvintas daugiausiai su 4 spalvom. Kitaip tariant jeigu G —
planarus, tai

x(G) <4
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7.2 Chromatiniai polinomai

Grafo chromatinis skai¢ius y(G) su kuriuo ka tik susipazinome yra lygus maziau-
siam skaiciui spalvy, kuriu pakanka norint korektiSkai nuspalvinti grafa G. Jeigu
spalvy skaicCius yra didesnis arba lygus y(G) tuomet ta patj grafa G mes galésime
nuspalvinti daugeliu bidy. Musu uzduotis bus suskaiciuoti tiksliai keliais budais
ta pati grafa mes galésime nuspalvinti turédami A spalvy.

Apibrézimas 7.4. Skaiciy skirtingi bidy kuriais galime nudaZyti neorientuota
grafa G panaudodami ne daugiau kaip A spalvy Zymésime kaip P(G,A). Dy-
dis P(G, M) yra funkcija priklausanti nuo natiirinio skaiciaus A kuriq vadinsime
chromatiniu polinomu.

Pavyzdys 7.4. Panagrinékime grafa G = (V, E) turinti tik vieng virSing V =
{vi1}, E = @. Tuomet skaiCius buduy, kuriais mes galime nudazyti grafa G pa-
naudodami A spalvy bus lygus A. Vadinasi Siuo atveju P(G,A) = A. Pvz. Jeigu
A = 5 tuomet galimi tokie spalvinimo variantai

D) epen)er)

Teiginys 7.5. Jeigu grafas G = (V, E) neturi briauny E = 0, tai jo chromatinis
polinomas yra lygus P(G, 1) = AV

[rodymas. 1§ tikryju, kadangi grafas briauny neturi, tai jo virStines mes galime
spalvinti nepriklausomai viena nuo kitos. Jeigu grafas turi n virSuniy, V =
{v1,va,...,v,} tai virSling v, mes galime nuspalvinti A budy, v, mes galime nu-
spalvinti A budy ir t.t. Vadinasi i§ viso bus A” varianty nuspalvinti misy grafa. []
Pabandysime apskaiiuoti chromatini polinoma grafo G, kuris yra sudarytas
1§ dviejy virSiiniy ir jas jungiancios briaunos
U1 U2

G o ————©

Pavyzdys 7.5. Jeigu A = 2 tai bus du buidai nudaZyti musy grafa
U1 1%
e—O

U1 U2
o—e
Vadinasi P(G,2) = 2.

Pavyzdys 7.6. Jeigu A = 3 tai grafag G
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U1 )
G oe————@

galésime nuspalvinti 3 - 2 = 6 budas

U1 U2 U D) U1 Uz
@——————O O——0 Qo—O
U1 U2 U ) U1 Uz
@— O oO—e oO—

Vadinasi P(G,3) = 6.

Teiginys 7.6. Grafo

U1 )
G oe————@

chromatinis polinomas yra lygus P(G, 1) = A(A —1).

Proof. VirSung v; mes galime nuspalvinti A bidy. Kadangi vir§tnés v ir v, yra
sujungtos briauna, tai mes negalime jy nudaZzyti ta pacia spalva. Taigi, parinkus
vy spalva A biidy mes galésime parinkti v, nuspalvinima A — 1 buduy. 0

Teorema 7.7. Jeigu grafas T = (V, E) yra medis, tai P(T,1) = A(A — 1)/VI=1,

Proof. Trodinésime taikydami matemating indukcija pagal medzio virSiiniy skai-
¢iy. Jau irodéme, kad kai |V| = 1ir |V| = 2tai P(T,A) = Air P(T,A) =
A(A — 1) atitinkamai. Tarkime, kad visy medziy, turinciy lygiai n virSiines chro-
matinis polinomas yra A(A —1)"~!. Tarkime, kad T yra medis turintis lygiai n + 1
vir§ing.

T Vs

U Us
[ )
Uz V10
V7
Vo @ @
U3 Ug
o Uy

Pazymékime kaip 7’ grafo pografi gauta i$ pasalinus viena lapa.
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Medis 7" bus sudarytas i§ n virSuniy. Grafa T spalvinsime dviem etapais: i$
pradziy vienu i§ A(A — 1)"~! bidy nuspalvinsime T".
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I3 viso bus A(A—1)""1(A—1) budy nuspalvinti 7. Taigi, P(T,A) = A(A—1)". [
Teiginys 7.8. Pilno grafo K, chromatinis polinomas yra lygus
P(K,,A)=AA—=1)---(A—n+1).

[rodymas. Pilno grafo visos vir§iinés yra sujungtos viena su kita, todél visos vir-
Stné turés buti nudazZytos skirtingomis spalvomis. Jiegu grafo K, virSiinés yra
V ={v1,v,,...,0,} tai

* v; mes galésime nudazyti viena i§ A spalvy.
* v, mes galésime nudazyti viena i§ A — 1 spalvy.
* v, mes galésime nudazyti viena i§ A —n + 1 spalvy.

Vadinasi mes turésime

AA=1)---(A=n+1)
budy nudazyti visas grafo K,, virSunes. [

Teorema 7.9. Tarkime turime du grafus G, = (V1, Ey) ir G, = (V,, E») kuriy
virsuniy aibés nesikerta Vi NV, = @. Tuomet Siy grafy sqjungos G; U G, =
(V1 U Va, Eq U E,) chromatinis polinomas yra lygus grafy Gy ir G, chromatiniy
polinomy sandaugai

P(Gl ) GZaA‘) = P(Glak)P(G29A)

Proof. 1§ tikruju, kadangi G; ir G, neturi bendry virSiiniy, tai Siuos grafus mes
galime spalvinti nepriklausomai vienas nuo kito. Nudazg¢ vienu i§ P(Gy, A) ima-
nomy budy grafa G; mes galésime nuspalvinti grafa G, bet kuriuo i§ P(G;, 1)
budy. Vadinasi pora grafy G ir G, mes galésime nuspalvinti

P(G1,A)P(G2, 1)
budy. ]

Apibrézimas 7.5. Toliau susitarsime grafo G chromatini polinomg P (G, M) Zy-
meéti kaip [G].

Pavyzdys 7.7. Grafas
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yra nejungus ir sudarytas i§ dviejy komponenciy, kurios yra medziai. Todél jo
chromatinis polinomas yra

=AA—-1>-2(A -1
=2 -1)*

Apibrézimas 7.6. Tarkime, kad grafe G virsanés a ir b yra sujungtos briauna
e = (a,b) € E. Zymésime kaip G/e grafq gautq i§ G sutapatinus virsines a
ir b ir pakeitus jas viena virsine ab. Kitaip tariant grafe G/e visas briaunas
kuriy bent vienas galas sutampa su a arba b, t. y. (z,a) arba (z,b) pakeisime
briaunomis (z,ab).

Pavyzdys 7.8. Jeigu musy grafas G yra

Tuomet i$ Sio grafo iSbraukdami briaunas (b, e), (e, g) mes gausime atitinkamai
grafus G/(b, e) ir G/ (e, g) atitinkamai.
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G/(b.e) G/(e. 8)

be

4

Apibrézimas 7.7. Tarkime, kad grafe G virsinés a ir b yra sujungtos briauna
e = (a,b) € E. Zymésime kaip G/e grafq gautq i§ G sutapatinus virSines a
ir b ir pakeitus jas viena virsiune ab. Kitaip tariant grafe G/e visas briaunas
kuriy bent vienas galas sutampa su a arba b, t. y. (z,a) arba (z,b) pakeisime
briaunomis (z, ab).

Pavyzdys 7.9. Jeigu miisy grafas G yra

Tuomet sutapatindami briauny (b, e), (e, g) galams priklausancias virSiines mes
gausime grafus G/ (b, e) ir G/(e, g) atitinkamai
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G/(b.e) G/(e. 8)

be

4

Teorema 7.10. Jeigu G = (V, E) yra neorientuotas grafas turintis briaunq (a, b) €
E jungianciq virsines a,b € V tai

P(G, 1) = P(G —(a,b),A) — P(G/(a,b).})
[rodymas. Visus P(G—(a,b), A) nuspalvinimus galésime suskirstyti i dvi grupes:

1. Tie G — (a, b) nuspalvinimai kur a ir b nuspalvintos ta pacia spalva. To-
kiy nuspalvinimy bus lygiai tiek pat kiek nuspalvinimy grafo gauto i§ G
sutapatinant vir§iines « ir b, tai yra P(G/(a,b), 7).

2. Tie G—(a, b) nuspalvinimai kur a ir b nuspalvintos skirtingomis spalvomis.
Tokiy nuspalvinimy bus lygiai tiek pat kiek bus ir nuspalvinimy grafo gauto
i§ G — (a, b) sujungiant vir§iines « ir b briauna, tai yra P(G, A).

Vadinasi

P(G —(a,b),A) = P(G,A) + P(G/(a,b), )

Pavyzdys 7.10. Apskai¢iuosime grafo

a b
¢ d

chromatinj polinoma. Visy pirma pasirenkame $io grafo briauna (a, d) ir pritai-
kydami ka tik irodyta teorema 7.10 gauname
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Pritaike teorema 7.10 grafo

IS}
S

o
S

briaunai (a, b) toliau gausime

N}
S
N}
S

ab

¢ d ¢ d c d
Vadinasi
a b a b ab bI
C d C d c d C a d
QGrafai
a b b
ir
¢ d ¢ ad

yra medZiai, todél jy chromatiniai polinomai yra A(A—1)3 ir A(1—1)? atitinkamai.
Taip pat pastebime, kad grafas

57



ab
¢ d

yra izomorfinis pilnam grafui K3, todél jo chromatinis polinomas yra lygus A(A —
1)(A —2). Galiausiai gauname

a b
N =AA—-12-2A-1DA—-2)—A(A—1)?
¢ d

i§skleide reiskini esanti deSinéje puséje gauname

a b
EI =A% =513 + 812 — 4.
¢ d

ISvada 7.11. Grafo G chromatinis polinomas P (G, A) yra polinomas.

[rodymas. Irodinésime taikydami matemating indukcija pagal grafo briauny skai-
¢iy. Jeigu G yra grafas neturintis briauny, yra medis arba pilnas grafas tai teorema
yra irodyta. PrieSingu atveju taikome indukcija pagal grafo briauny skaiciy. Jeigu
|E| = 0 tai grafas briauny neturi. Vadinasi P(G, 1) = AVl yra polinomas

Tarkime, kad bet kurio grafo turin¢io ne daugiau kaip n briauny P(G, 1) =
yra polinomas. Jeigu G yra grafas turintis #n + 1 briaung tai

P(G,X) = P(G/(a,b),A) — P(G —(a,b),])

kur grafai G/(a,b) ir P(G — (a, b) turi bent viena briauna maziau nei G, t.y.
ju briauny skaicius nevirSija n. Vadinasi P(G/(a,b),A) ir P(G — (a,b), L) yra
polinomai. Kadangi dviejuy polinomy skirtumas yra polinomas tai P(G, ) taip
pat bus polinomas.

]

Teorema 7.12. Jeigu du grafai G, = (V1, Ey) ir Gy = (Va, E,) turi tik vieng
bendrq virsane {v} = V1NV, tai grafo G UG, = (V1UV,, E1UE,) chromatinis
polinomas P(G1 U Gy, A) yra

P(G1. 1) P(G2. A)

P(G1UG2,)&) - A
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[rodymas. Vir§ung v nudaZius viena i§ A spalvy {si1,52,...,51}, pvz s; likusias
grafo G, vir§iines mes galésime nudaZyti c¢(s;) buidais. Taigi

P(Gy,A) = c(s1) +c(s2) + -+ c(s2).

Pastebekime, kad skaicius buidy, kuriais mes galésime nudazyti likusias grafo G,
virsanes Vi \ {v} nepriklausys nuo to, kurig spalva parinkome virStnei v, t.y.
c(sy) = c(s2) = --- = c(sy) taigi,

P(Gy,A) =c(sp)A.

Taigi, parinkus vieng spalva virSiinei v likusias grafo G; virSines mes galésime

nudazyti
P(Gy,4)
A
budy. Vadinasi grafa G; U G, mes galime nuspalvinti i§ pradziy A budy parinke
spalva virSiinei v, po to M budy parinke spalva likusioms grafo G, virStinéms

ir galiausiai M biidy parinke spalvas likusioms grafo G, vir§inéms. Vadinasi

P(G1,4) P(G2, 1) _ P(G1,H)P(Ga, 1)

Pavyzdys 7.11. Apskaiciuosime chromatini polinoma grafo

Pritaike ka tik irodyta teorema Siam grafui mes gauname

A
_ P(K4’A)P(K3’A')
N A
_ A= D =2)(=3) - A~ D - 2)

)
= Ak — 1)L —2)* (A — 3).
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Teorema 7.13. Jeigu grafo G chromatinis polinomas yra P(G,A) tai Sio grafo
chromatinis skaicius bus lygus maZiausiam sveikam skaiciui A > 1 tokiam, kad

P(G,A) >0t y.
¥(G) = min{A|]A €N, P(G,1) > 0}

Pavyzdys 7.12. Jau anksciau apskai¢iavome grafo

G a b
¢ d

chromatinj polinoma P(G,A) = A* — 543 4+ 8A% — 4. Turime
PG, 1)=1-54+8—-4=0
vadinasi vienos spalvos neuZztenka nudazyti grafa G. Taip pat turime, kad
P(G,2)=2*-5.224+8.22-4.2=0

tai taip pat reiSkia kad grafo G mes negalime nudazyti dviem spalvom. Paémg
A = 3 ir apskaiciave chromatinio polinomo reikS§me

P(G,3)=6#0

mes gauname, kad trijy spalvy uZtenka norint nuspalvinti grafo virSunes SeSiais
budais. Vadinasi maziausias kiekis spalvy kuriy uZtenka norint korektiSkai nu-
spalvinti G yra 3. Taigi y(G) = 3.
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