Asimptotiné statistika,

Vytautas Kazakevicius

December 14, 2007



ii



Turinys

1 Asimptotiniai skirstiniai

1.1 Atsitiktiniai dydziai ir vektoriai . . . . . . .. .. ... ... ...
1.1.1 Diskretieji atsitiktiniai dydziai . . .. .. ... ... ...
1.1.2 Diskretieji atsitiktiniai vektoriai. . . . . . . .. ... ...
1.1.3 Tolydieji atsitiktiniai dydziai . . . .. .. ... ... ...
1.1.4 Tolydieji atsitiktiniai vektoriai . . . . .. ... ... ...

1.2 Asimptotiniai skirstiniai . . . . . .. .. ... .. ... ... ...
1.2.1 Uzdavinio formulavimas . . . . . . .. .. ... ... ...
1.2.2 Empiriniai vidurkiai . .. ... ... ... .........
1.2.3 Normalusis skirstinys. . . . . .. ... .. ... ......
1.2.4 Pagrindiniai asimptotiniy skirstiniy ieSkojimo metodai . .
1.2.5 Pavyzdziai . .. .. ... ... .

2 Stochastinis konvergavimas

2.1 Apibrézimas ir pavyzdziai . . . .. ... ... oL
2.1.1 Apibrézimas. . . . . . ...
2.1.2 Pavyzdziai . ... ... .. ... ...
2.1.3 Kaip jrodyti, kad ribosnéra . . . . . ... ...

2.2 Portmantolema. . . . .. .. ... ...
2.2.1 Formulavimas ir jrodymas . . . . . . ... .. ... .. ..
2.2.2  Jrodymo paaigkinimai . .. ... ... .. ... .. ....
2.2.3 Komentarai . . . . .. ... .. oo

2.3 Konvergavimas j iSsigimusjdydj . . . . . . ... ... ...
2.3.1 Teoremos . . . . . .. ...
2.3.2 Irodymuy paaiSkinimai . .. .. ... ... ... ...
2.3.3 Komentarai . . .. .. ... ... oL

2.4 Tolydaus atvaizdzio principas . . . . . . . . . .. . ... ...
241 Teorema . . . . . . .. ..o
2.4.2 Jrodymo paaigkinimai . .. .. ... ... ... ... ..
2.4.3 Komentarai . . . . .. .. ... ...

2.5 O-simbolika . . . .. ... ...

3 Asimptotiniai skirstiniai (tesinys)

3.1 Vektorinis delta metodas . . . . . . ... ... oL
3.1.1 Matriciné notacija . . . . . . .. ...
3.1.2  Atsitiktiniy matricy vidurkiai . . . .. .. ..o L.
3.1.3 Normalusis skirstinys . . . . . ... ... ... .. .....
3.1.4 Empiriniai vidurkiai . . . .. ... ...,
3.1.5 Asimptotiky ieskojimo metodai . . . . . . ... ... ...

il

© O Tt W N ==

17
17
17
18
20
21
21
22
26
27
27
28
29
29
29
31
32
33



v

TURINYS

3.1.6 Pavyzdziai . ... ... .. ... 38
3.2 Ypatingiatvejai . . . . .. ... oo 41
321 Atvejis,kaig’(a)=0. ... ... . 41
3.2.2  Atvejis, kai g priklausonuon . . . ... ... 42
3.3 Pavyzdziai. . . .. . . ... . 44
Taikymai 49
4.1 Pasikliautinieji intervalai . . . . . . .. ... .o L. 49
4.1.1 Uzdavinio formulavimas . . . . . . .. ... ... ..... 49
4.1.2 Standartiné procedura . . . . . . ... ... .. ... 49
4.1.3 Modifikuota procedura . . . . . .. ... 50
4.1.4 Dispersijos stabilizavimo metodas . . . . . . . . ... ... 52
4.2 Hipoteziy tikrinimas . . . . . . .. ... oo L 53
4.2.1 Bendrateorija . . . .. .. ... o 0oL 53
4.2.2 Nepriklausomumo tikrinimas, remiamtis empiriniu kore-
liacijos koeficientu . . . . . .. ... oo 54
4.3 Klaidingos modelio specifikacijos efektas . . . . . . .. ... ... 57
4.3.1 Hipotezés apie dispersija tikrinimas. . . . . . . .. . ... 57
M-jvertiniai 61
5.1 Maksimalaus tikétinumo jvertiniai . . . . ... .. ... .. ... 61
5.2 M-jvertiniy pagristumas. Klasikiné teorema . . . . . . . .. . .. 65
5.2.1 M-jvertiniai ir Z-jvertiniai. . . . . . . . . ... ... ... 65
5.2.2 Klasikiné teorema . . . . . .. ... oL 66
5.2.3 Irodymy paaiskinimai . . . .. ... .. ... ... ... 67
5.24 Komentarai . . . . .. ... .o 69
5.3 Valdoteorema . . .. .. ... ... oL 69
5.3.1 Valdo teorema . . .. ... .. ... ... ... ... 69
5.3.2 Irodymo paaiS8kinimai . .. .. ... ... ..., 70
54 Kitosteoremos . . . . ... ..o 72
5.4.1 Teoremos . . . . . . . ... .o 72

5.4.2 Irodymy paaiskinimai . . . .. ... .. ... .. ... .. 73



1 skyrius

Asimptotiniai skirstiniai

1.1 Atsitiktiniai dydziai ir vektoriai

1.1.1 Diskretieji atsitiktiniai dydziai

Diskretaus atsitiktinio dydzio skirstinys paprastai uzraSomas lentele

X | T | ... | T,
o | [ o
Toks uzrasas reiskia, kad atsitiktinis dydis jgyja reikSmes z1,...,z, ir

P{X=uz;}=p; suj=1,...,r.

Visos tikimybés p; yra neneigiami skaiciai ir Z;Zl p; = 1.
Pagrindinés tokio atsitiktinio dydZzio charakteristikos skai¢iuojamos taip:

P(XeA=> pi, EBfX)=Y flzp, Df(X)=Ef(X)-[Ef(X)]"
x, €A i=1

Be to, reikia mokéti rasti bet kokios transformacijos Y = (X)) skirstinj.
Galimos Y reiksmeés yra ¢(z1),. .., o(x,) (kai kurie i§ ty skai¢iy gali sutapti) ir
su bet kokia galima reikSme y

PY=y}= 3

p(zi)=y

1.1 PAVYZDYS. Atsitiktinio dydZio X skirstinys uZraSytas lentele

Apskaiciuokite:

a) P{(X —1)(X —2) #0};
X

b) Ecos —;
) Ecos T
¢) atsitiktinio dydZio Y = | X — 1| skirstinj.

1



2 1 SKYRIUS. ASIMPTOTINIAI SKIRSTINIAI

Sprendimas.

P{(X —1)(X —2) #0} =0.3+0.2 = 0.5;

Ecos%:1-0.3+\/7§-0.4+0—§-0.2:0.3+0.1\/§.
V] o] 1]2
040402

1.1.2 Diskretieji atsitiktiniai vektoriai

Jei X ir Y yra du diskretus atsitiktiniai dydziai, tai jy bendras skirstinys, arba
atsitiktinio vektoriaus (X,Y) skirstinys, apraSomas lentele

XY | y1 | .- | us
T P11 | -.- | Pis
Ly Dr1 s Prs
Toks uzrasas reiskia, kad X jgyja reik8mes z1,...,z,, Y igyjareikSmes y1, ..., ys

ir
P{X=uz;,Y=uy}=pjx suj=1...,rirk=1,...,s
Visos tikimybés p;, yra neneigiami skaiciai ir jkPik =1
Pagrindinés (X,Y") vektoriaus charakteristikos skai¢iuojamos taip:

P{(XvY)GA}: Z Pjk, Ef(X,Y):Zf(«ij,yk)pjk-

(zj,yk)EA gk

Be to, reikia mokeéti rasti bet kokios transformacijos Z = ¢(X,Y) skirstinj.
Galimos Z reikdmés yra ¢(z;,yx) (kai kurie i8 ty skai¢iy gali sutapti) ir su bet
kokia galima reiksme z

P{Z=z}= Z Djk-
o(zj,y6)=2
Jei X ir Y nepriklausomi, uztenka nurodyti tik X ir YV skirstinius:

X|$1||IT Y|y1||ys
o |- | pr Lo |- | as

Bendro skirstinio tikimybés tada skai¢iuojamos pagal formule
Dik =Diqk, Jj=1,...,r, k=1,...,s.

1.2 pAVYZDYS. X ir Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, pasiskirste taip,
kaip parodyta lentelése:

Apskaiciuokite:
a) P{Y = X}
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b) D(XY);
¢) atsitiktinio dydzio Z = XY skirstinj.
Sprendimas. Bendras X ir Y skirstinys apraSomas lentele:

XY 0 1 2

0 0.06 | 0.09 [ 0.15 | 0.3
1 0.14 | 021 [ 0.35 | 0.7
02 ] 03] 05
Tada
P{Y = X} =0.06 4+ 0.21 = 0.27.
Be to,
2v,2 2
D(XY) = E(X?Y?) — [E(XY)]".
Kadangi
E(XY)=0+0+0+0+0.21+0.7=0.91,
E(X?Y?) =0+0+0+0+0.21 + 1.4 = 1.61,
gaunu

D(XY) = 1.61 — 0.91% = 0.7819.

Z skirstinys aprasomas lentele

1.1.3 Tolydieji atsitiktiniai dydziai

(Absoliudiai) tolydaus atsitiktinio dydZio X skirstinys apraSomas, nurodant jo
tankj p(x), kuris yra neneigiama funkcija, apibrézta kokioje nors aibéje D C R

ir tokia, kad
/ p(z)dx = 1.
D

Pavyzdziui, tolygiojo (a;b) intervale skirstinio tankis
px)=——, kaia<uz<b.
a

Pagrindinés atsitiktinio dydzio X charakteristikos skai¢iuojamos taip:

PXedi= [ e BAX) = [ [

AND

Be to, reikia mokéti apraSyti bet kokios transformacijos Y = ¢(X) skirstinj.
Jei p yra
y1, kaix € Dy;
o) =
ys, kaiy € Dy;



4 1 SKYRIUS. ASIMPTOTINIAI SKIRSTINIAI

pavidalo (¢ia (Dy, ..., Ds) yra D aibés skaidinys), tai Y yra diskretus atsitiktinis
dydis, jgyjantis reikSmes y1,...,ys su tikimybémis

P{Y:yk}:/ p(x)dx, k=1,...,s.
Dy,

Jei ¢ yra glodi funkcija, tai Y turi tankj ¢(y), kuris skai¢iuojamas taip:

Gly) =P{Y <y} =PlelX) <y} = [ _,, plalde

p(z)<y
1.3 PAVYZDYS. Atsitiktinis dydis X turi tankj
p(x) =xe™®, kaiz > 0.
Apskaic¢iuokite:
a) P{1 < X <2}
b) E X3;

c) atsitiktiniy dydziy

—_

kai X > 1;

3

Y:{o, kai X < 1;

ir Z = In X skirstinius.

Sprendimas.

P{l1< X <2}

2
/xefmdx

1

2
:_/ xde™™®
1

2 2

+/ e *dz
1 1

2

—ze *

—2e 24e 7"

1
=2 24+et—e?4e
=3¢ 242!

2¢e — 3

-1

Kadangi
PlY=1}=P{X >1}= / xe ¥dx = —/ rde™ = —ze™%| =e !,
1 1

Y skirstinys aprasomas lentele:
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vy| o |1

‘ 1—e ! ‘ e !

Kadangi

P{Z <z} =P{lnX <z}
=P{X <€}

z

e
= / re Tdx
0

ir
—e® —e*\/ —e® —e* —e* —e*
(1 — € ¢ — eze ¢ ) =€ ¢ ez - eze ¢ + e2ze ¢ = e2ze ¢

atsitiktinis dydis Z turi tankj

)

2 e®

q(z) =e*e™®, —oc0<z<o0.

1.1.4 Tolydieji atsitiktiniai vektoriai

Tolydziojo atsitiktinio vektoriaus (X,Y’) skirstinys apraSomas, nurodant tankj
p(z,y), kuris yra neneigiama funkcija, apibrézta tam tikroje srityje D C R? ir
tenkina salyga

/ p(z,y)dzdy = 1.
D

Pagrindinés (X,Y") vektoriaus charakteristikos skai¢iuojamos taip:

P{(X,Y) € A} :/

p(z,y)dady, EF(X,Y)= / F(y)p(z, y)dady.
DNA D

Be to, reikia mokéti rasti bet kokios transformacijos Z = ¢(X,Y") skirstinj.
Jei p yra
21, kai (xay)EDl;
pla,y) =4
zs, kai (9073/) € Dg;

pavidalo (¢ia (D1, ..., Ds) yra D aibés skaidinys), tai Z yra diskretus atsitiktinis
dydis, jgyjantis reikSmes z1, ..., zs su tikimybémis

P{Z =z} = / p(z,y)dady, k=1,...,s.
Dy,

Jei ¢ yra glodi funkcija, tai Z turi tankj ¢(z), kuris skai¢iuojamas taip:
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2 . . 2

(a) (b)

1.1 pav.

G(z) =P{Z <2} =P{p(X,Y) <z} = /(z_’y)eD p(z, y)dzdy.

e(z,y)<z

Jei X ir Y nepriklausomi, uztenka nurodyti tik X ir Y tankius p(z) ir ¢(y).
Bendro skirstinio tankis tada yra marginaliy tankiy sandauga:

p(x,y) = p(x)q(y).

1.4 PAVYZDYS. Atsitiktiniai dydZiai X ir Y nepriklausomi ir tolygiai pasiskirste
(0;2) intervale. Apskai¢iuokite:

a) P{Y X > 1}
b) E|XY —1;
c) atsitiktinio dydzio Z = X + Y skirstinj.

Sprendimas. Bendras X ir Y tankis yra
1 .
p(z,y) = 7 kai 0 < z,y < 2.
Todél (zr. 1.1 pav.)

1
PlY2X>1} = / dedy
0<x<2

0<y<2
yzr>1

1 2 2
= _ d d
4/1 ““’/ Y
2

:i/l (2 —z)dx

2
-3 7))
ey
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1
8 )

1
EIXY —-1| = / |a:y—1|1dxdy

0<z<2
0<y<2
1 1
=1 (xy — 1)dzdy + 1 (1 — zy)dazdy
0<z<2 0<z<2
0<y<2 o<y<2
zy>1 zy<l

1 /2 2 1 [z 2
:—/ dx/ (:zry—l)dy+—/ dx/(l—xy)dy
412 Jije 4 Jo 0
1 2 1/1
-I——/ dx/ (1 —zy)dy
4 /12 0
1 2 y2 2 1 1/2 y2 2
G ey s
4Am@d lﬁbmw+4ﬂ WA P
1 /2 Y2\ |/
- —zL2)| " a
1 [? 11 1 2
—— | (2w-2-—= —)d - 2 — 22)d
4/1/2(3: 2$—|—x I+4/0 ( x)dx
12/ 1
- ~ - =)
+4/1/2(x 217) *
12 1 1 /2 1 [? da
—— [ (20-2 —yi —2—2‘ —/ &r
4/1/2(x +2$ x+4(x :1:)0 +4 s 2

3 e D30

1, 2 3
= (22— 22 +1 ‘ 2

4(96 z+In2) 1/2+ 16

1 1 1y 3
_1(4—4+mz—Z+1—1m§)-+1—6
_3 2
8 27

Kadangi 0 < X,Y < 2, galimos sumos Z = X + Y reikdmés uzpildo (0;4)
intervala. Jei 0 < z < 2, tai (7r. 1.2 pav.)

P{Z< 2} =P{X+Y <z}

1
= / Zd:z:dy

0<z<2
0<y<2
rz+y<Lz

1 /Z \/Z—(E

= - dz dy
4 Jo 0
1 z

=1 /0 (z —x)dx
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4 ........................................ 4 ........................................

2 P SRR S O S S
2 1 :

2 i 2\ N UURUOS SOURNROO
z

l ..................................... 1 ....................................
0 : 0 \\\ :

0 T, 2 3 4 0 1 2, 3 4

(a) (b)
1.2 pav.

1 ANE
- Z(ZI_T) 0
22
=3

Jeil 2 < z < 4, tai

P{Z>2}=P{X+Y >z}

1
/ 1 dzdy

0<z<2
0<y<2
T+y>z

1 2 2
=- dx/ dy
4 /z—2 z—x

1 2

:_/ (2—z4z)dz
4 z2—2

4oL

= 1(4—2z+2+(z—2)2— (Z_22)2)

T4

2

z

:2— _

z + 3’

todél

22
P{Z<2}=—1+z—§.

Isdiferencijaves gautas lygybes, gaunu, kad Z turi tankj

z/4, kai 0 < z < 25
p(z) = .
1—2/4, kai2<z<4.
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1.2 Asimptotiniai skirstiniai

1.2.1 UzZdavinio formulavimas

Jei atsitiktiniy dydziy seka T;, konverguoja pagal pasiskirstyma j atsitiktinj
dydj T, rasau T,, — T. Tiksly 8io termino apibrézima duosiu kitame skyri-
uje. Ten taip pat jrodysiu ir dauguma tokio konvergavimo savybiy. Dabar gi
reikia iSmokti dirbti su Sia savoka.

Pagrindinis uzdavinys, kurj reikia mokéti spresti — rasti sekos T}, asimpto-
ting skirsting. Sie zodziai reiskia, kad reikia rasti tokias skaiciy sekas a,, ir by,
kad

bn(Ty, — an) — T;

¢ia T — koks nors neiSsigimes atsitiktinis dydis (t.y. dydis, nelygus konstantai su
tikimybe 1). Tokiu atveju galima sakyti, kad jei n didelis, tai T;, skirstinys maz-
daug sutampa su a,, + b, 'T dydzio skirstiniu (kuris ir vadinamas asimptotiniu
T,, skirstiniu).

Mano duodamuose uzdaviniuose dazniausiai bus galima imti a,, = a ir b,, =
V/n; la a — tam tikra konstanta. Bet apskritai gali atsitikti visko. Pavyzdziui,
jei

Vn(T, —a) — T,
o U, =nT,, tai
n~Y2(U, —na) — T,

t.y. §iuo atveju a, = na, o b, =n"/2.

1.2.2 Empiriniai vidurkiai

Mano duodamuose uzdaviniuose T;, bus
Tn = QDn(Xl, s 7Xn)

pavidalo; ¢ia Xi,...,X,, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai, o ¢, — kokios nors grazios funkcijos. Jei X yra atsitiktinis dydis,
pasiskirstes taip pat, kaip kiekvienas X;, daznai sakysiu, kad Xi,...,X,, yra
nepriklausomos X kopijos, arba imtis i§ X skirstinio. Atsitiktinius dydzius T),
paprastai vadinsiu statistikomis.

Labai svarbios yra

o S+ ()

n
pavidalo statistikos (empiriniai vidurkiai). PavyzdZiui,

XNt A Xe 55 X+ +X2
n ’ n
ir pan.
Reikia zinoti tokias naudingas empiriniy vidurkiy savybes:

t=c¢, cX=cX, X+Y=X+Y.

Bet apskritai

Y £ XY.
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Pavyzdziui, visada X2 > [m i lygybé galima tik tada, kai visi X; sutampa.
Jei f yra A aibés indikatorius 14, tai vietoje 14(X) a8 mégstu rasyti 1{xea}.
Tokiu atveju

1 _N
{XeA} — n’
¢ia N yra A aibés elementy skaiGius X7, ..., X, imtyje.

1.2.3 Normalusis skirstinys

Simboliu N (u,0?) a8 Zymiu atsitiktinj dydj, turintj normalyjj skirstinj su vi-
durkiu g ir dispersija o2. Gerai Zinoma, kad jei X pasiskirstes normaliai, tai
a+bX taip pat pasiskirstes normaliai, tik su kitais parametrais: vidurkiu a+bu
ir dispersija b%02. Todél a daznai ragau

a+bN(u,0?) = N(a+ bu,b*a?).
Pavyzdziui,

3N(0,0.4) = N(0,3.6).

1.2.4 Pagrindiniai asimptotiniy skirstiniy ieSkojimo meto-
dai

Teskodami asimptotiniy statistiky skirstiniy, naudojameés tokiais teiginiais:
o (didziyjy skai¢iy désnis) jei EX = a, tai
X —q;
e (centriné ribiné teorema) jei EX = a, D X = o2, tai

V(X —a) — N(0,0%);

o (tolydaus atvaizdZzio principas) jei T, — T, Ut - Up, ..., U uy, tai
O(Tn, U URY = (T u, . .. ur);
o (delta metodas) jei b, — oo ir b, (T, —a) — T, tai
b (9(Ty) — g(a)) — ¢'(a)T.

Tikslus paskutiniy dviejy teiginiy formulavimai ir jrodymai bus duoti kitame
skyriuje.
1.2.5 Pavyzdziai

1.5 PAVYZDYS. Atsitiktinio dydZio X skirstinys uzraSytas lentele

X[-1]0]1]2
02020204

o Xq,...,X, yranepriklausomos X kopijos. Raskite nurodyty statistiky asimp-
totinj skirstinj:
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NO
® FFoN
N2 +nZ,
Nt +n
nY—NO'
c) —NF

¢a NT, N~ ir NO yra, atitinkamai, teigiamy, neigiamy ir lygiy nuliui nariy
skai€ius imtyje X1,...,X,.

Sprendimas. a. Pazymiu

NO NO/TL 1{X:0}

T, = - - .
Nt—N- Nt/n—=N-/n  Tixsoy — I{x<o}

Pagal didziyjy skai¢iy désnj
m — Elix—0y =0.2
Iix>o0y = Elyx>0y = 0.2+ 0.4 = 0.6;
m —Elix<oy =02
todél pagal tolydaus atvaizdzio principa
0.2 1

T, —— ==
T 06-02 2
Turiu:
T _ 1_ T{x—o} — 31{x>0} + 31{x<0} _ Iix—o} — 31{x>0p + 31{x<0}
"2 Tix>o0y — L{x <o} Iix>o0y — l{x <o}
Kadangi

1 1 1 1
E[l{xzo} - 51{X>0} + 51{X<0}} =El{x—o — 3 Elixsoy + 3 Elix<o

1 1
=02--06+-0.2
2 + 2

= ()7
1 1 2 1 1
E {1{)(:0} ~5lxso + 51{X<0}} = 70:2+02+2(02+04)
=04,

1 1
D [1{)(:0} - 51{X>0} + 51{x<0}} = 0.4,

i§ centrinés ribinés teoremos gaunu

1 1
\/ﬁ{l{x:()} - 51{X>0} + 51{x<0}} — N(0,0.4).
Reigkia, vél pagal tolydaus atvaizdzio principa,

Al -] = O Lo (o) - ¥(03),
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b. Pazymiu
(N+)2 +n? (N+/n)?+1 T oo
T, = v Nt+n \/N+/n+ — = 9(N*/n) = g(Tx>0p);
da g(t) = V2 + 1/(t +1).
Kadangi

E1{xs0y = El{xso0; = 0.6,
to dydzio dispersija lygi 0.6 — 0.36 = 0.24; todél pagal centrine ribine teorema

Vi(Tix=0) — 0.6) — N(0,0.24).
Kadangi ¢(0.6) = /1.36/1.6,
1 /

(t+1)? (t+1)2V2 +1
ir ¢’(0.6) = —0.4/(2.561/1.36), pritaikes delta metoda gaunu

1.36 1
)~ gy
1.6 6.4v/1.36

c. Pazymiu

0.24
' 6.421.36

\/E(Tn - (0,0.24) = N(O ) ~ N(0,0.0043).

nX -N° X-N%n X —Tix—q
N+ - N+/TL N 1{X>0} '

T, =

I8 didziyjy skaic¢iy désnio
X—-EX=-02+0+02+0.8=0.8;
1{X:O} —E 1{X:O} = 02,
Iix>0y = El{xs0y = 0.6;

todél 0.8 — 0.9
T, — — "% 1.
0.6
Toliau
T _1— X —Tx—o) — (x>0 _ X~ lx—op — x>0
" Tix>0) Tix>0
Kadangi

EX — 1{X:0} — 1{X>0} — EX _ El{X:()} _ El{X>0} — 08 — 02 — 06 — O,
E[X —1(x—0} — l{x>0})> = 02402+ 0+0.4=0.8,

Sio dydzio dispersija taip pat yra 0.8. Todél i§ centrinés ribinés teoremos

\/EX — l{X:O} — 1{X>O} — N(0,08)

Tada i8 tolydaus atvaizdZio principo

N(0,0.8)

Vil —1) = — 57— = N(O’g)'
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1.6 PAVYZDYS. Atsitiktinio dydzio X tankis

1/2, kai —1<z <0
p(z) = .
x, kai 0 < z < 1;
o Xl, e
totinj skirstinj:

da NT ir N~ yra, atitinkamai, teigiamy ir neigiamy nariy skaic¢ius imtyje
Xla aXn

Sprendimas. a. Pazymiu

_ Nt Nf/n Lxsop . Lixsep o o——
T, = — = — = — = =9(1{x>0});
Cia, .
t) = ——.
9t) = 3—
Kadangi

1 2.1 1
2 X
El{x>o}:E1{X>0}:/0 xdx:7‘0: 5

to dydzio dispersija lygi % — 1=

% = %. Todél is centrineés ribinés teoremos

Kadangi

PP el e Al ) 3

B-12  (B-t*

pritaikes delta metoda gaunu

VT, — g(0.5)) — ¢'(0.5)N(0, 0.25);

0.5 3
\/E(Tn _ ﬁ) — 555 N(0,0.25);

1 12 1.44
\/E(Tn — 5) — 22 N(0,0.25) = N(o, ﬁ) — N(0,0.0576).
b. Pazymiu

T, =In(X +2) = g(X);

Ga g(z) = In(x + 2).
Kadangi

1
EXz/ xp(z)dz
-1

13

, Xy, yra nepriklausomos X kopijos. Raskite nurodytuy statistiky asimp-
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0
[
—1
1220
T 221

ir analogiskai

atsitiktinio dydzio X dispersija yra % —

teoremos

V(X - )

Kadangi

pritaikes delta metoda gaunu
25

— In=—

12

\/ﬁ(Tn ) _ 12

25

c. Pazymiu

X

Ty

Jau Zinau, kad EX = & ir EX?

EX3==

Todél i§ didziyjy skaic¢iy désnio

=N (0

1 SKYRIUS. ASIMPTOTINIAI SKIRSTINIAI

1 1
—da:—l—/ 22dz
2 0

3 ‘1

1 _ 59
144-

1
2.

Todél iS centrinés ribineés

—>N(O

5
144

5
625

)=~ (0535)

_X3

X2

2
5
15+ Be to,
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— 5
X2, 2
BET)
—= 3
X3 2
a0
ir pagal tolydaus atvaizdzio principa
13 1
T _, 1220 _ 120 _
n 5 5
Toliau
¥_%3_ 1%z 1
T—i:X_ 3__% 2:X—X3 =g X2
" 50 X2 X2
Kadangi
1 1 3 1 5
QX—XB——Xﬂ_ ————— —0
50 12 40 50 12
ir
1 2
IﬂX—XWr—Xﬂ
50

0 2 1 2
:l/ (x—:z:3—i:cz) dx—l—/ (x—a:3—i:c2) zdz
2 /) 50 0 50

1 /[ 1 4999 1
:_/ (xz—— 3 :v4+—x5+x6)d:v
—1

2 257~ 2500 25
1
1 4999 1
3 4 5 6 7
S S d
’%jﬁ (#° - 550" = ggop®” + 352 )

l—l— 1 4999 1 +i 1 1 4999 1 1
6 200 25000 300 14 4 125 15000 175 8’

to dydzio dispersija taip pat lygi

02—1+i_@_i+i+l_i_@+i+l
6 200 25000 300 14 4 125 15000 175 8’

Todeél is centrinés ribinés teoremos

I
x@X—XB—%XWﬁNmmﬂ

o tada pagal tolydaus atvaizdZzio principa

(.- ) = 5 (o B,

1
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2 skyrius

Stochastinis konvergavimas

2.1 Apibrézimas ir pavyzdziai

2.1.1 Apibrézimas

Tegu X, ir X yra atsitiktiniai vektoriai su reikimémis R¥ erdvéje. Sakome, kad
X, konverguoja pagal pasiskirstymg i X, ir raSome X,, — X, jei

Ef(Xn) — E f(X)

su bet kokia aprézta tolydzia funkcija f: R¥ — R.
Aigku, kad jei X,, — X, tai ir bet koks (X,,) sekos posekis konverguoja i X.
Jei X,, —» X ir X,, — Y, tai X ir Y skirstiniai sutampa. Tai jrodoma taip.
Jei O yra atviras R* poaibis, tai egzistuoja tokia tolydziy neneigiamy funkcija
seka (fm), kad fm, T 1o. Aisku, kad

Todél
P{X €0} = lim E fu(X) = lim Ef(Y) =P{Y €O},

Tegu dabar M yra aibé visy Borelio aibiy A, su kuriomis P{X € A} =
P{Y € A}. Is tikimybiy savybiy isplaukia, kad

RF € M;

A, BeM, ACB= B\ AecM;

A, e M, A, T A= Ae M.

Reiskia, M yra monotoniska poaibiy klasé. Kadangi jai priklauso visos atviros
aibés, o atviry aibiy sankirta vél atvira, i teoremos apie monotoniska poaibiy
klase isplaukia, kad M sutampa su visy Borelio aibiy sistema.

Jei visi X, vektoriai i8sigime, t.y. beveik tikrai jgyja vienintele reiksme x,,,
tai jie turi riba tada ir tik tada, kai vektoriy seka (z,) konverguoja. Be to, jei
T, — x, tal X,, — X; ¢ia X yra iSsigimes atsitiktinis vektorius, beveik tikrai
igyjantis reikSme x.

Irodysiu tai. Tegu x,, — x. Jei f yra bet kokia tolydzioji funkcija, tai

17
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Reiskia, X,, — X.
Dabar jrodysiu, kad jei (z,) diverguoja, tai (X,,) taip pat neturi ribos. Cia
galimi keli atvejai. Tegu i3 pradziy ||z, || — co. Tegu fu,(x) = g(||z[|/m); ¢ia

1, kai t < 1;
gt)=<2—t, kail<t<2;
0, kai t > 2.

Aigku, kad f,, yra tolydi funkcija, 0 < f,, < 1; be to f(x) = 1, kai ||z|| < m, ir
f(z) =0, kai ||z|| > 2m. Jei X,, — X, i§ ¢ia i8plaukty

P{X| < m} B f(X) = lim B fu(X,) = lm f(w,) = 0.

Tada P{|| X || < oo} =0, o to negali biti. Reiskia, X,, 4 X su jokiu X.

Bendruoju atveju, jei (z,) nekonverguoja, tai arba ||z,, || — oo su kokiu nors
posekiu (ng), arba kokie nors du jos posekiai turi skirtingas ribas. Pirmuoju
atveju tam tikras (X, ) posekis neturi ribos, antruoju — du (X,,) sekos posekiai
turi skirtingas ribas. Abiem atvejais (X,,) seka ribos neturi.

2.1.2 Pavyzdziai

2.1 pavyYzDYS. Tegu X, skirstinys apraSomas lentele

Xo | 5 | 1 | ah
| 04]03] 03

Tada

E f(X,) = 0.4f(%) +0.3f(1) +0.3f(ni 1).

Aigku, kad + — 0, 725 — 1. Jei f tolydi, tai

7(+) = £, £

n

nj— 1) — /()
ir todél
E f(X,) — 0.4f(0)+0.3f(1)4+0.3f(1) =0.4f(0) + 0.6 f(1).

Reiskinys desinéje puséje sutampa su E f(X), jei X yra atsitiktinis dydis,
kurio skirstinys apraSomas lentele

X | 0 1
041 0.6

Reiskia, X,, — X.

2.2 pPAvYZDYS. Tegu X, skirstinys apraSomas lentele

X, |1
[

w

SIS NN
—
|
Sl
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Tada
1

n

3

EF(X0) = - f() + 22 + (1= 2)£(3) = §(8) = E f(X)

¢ia X yra iSsigimes atsitiktinis dydis, igyjantis reikSme 3 su tikimybe 1. Tokj
dydj a8 Zymiu tiesiog 3. Taigi X,, — 3.

2.3 PAVYZDYS. Tegu X, skirstinys aprasSomas lentele

X, 0| 1 |n
EIEEEAE:
Tada ) L1 )
Ef(Xa) = 5£0)+ (5 - ) /(1) + —f(n).

Jei f aprézta, tai f(n)/n — 0; todél

E f(Xa) = 37(0) + 5 (1) = BA(X);

¢ia X yra atsitiktinis dydis, kurio skirstinys aprasomas lentele

X | 0 1
051 0.5

Taigi X,, — X.

2.4 PavYZDYS. Tegu X, skirstinys apraSomas lentele

Xn‘

S 3

S 3=
SH =

Tada
B f(Xa) = = F(1/m) + - f(2/n) + -+ - £(1)

Reigkinys desinéje puséje yra funkcijos f integraliné suma (0;1) intervale, ati-
tinkanti intervalo skaidinj j n lygiy daliy. Todél

Ef(X,) - / f(z)de = B f(X);

¢la X yra atsitiktinis dydis, pasiskirstes tolygiai (0;1) intervale. Reigkia, X,, —
X.

2.5 PAVYZDYS. Jei X,, yra tolydus atsitiktiniai dydZziai su tankiais p,(z), p(x)
yra dar vienas tankis ir p,, () — p(z) su visais z, tai X,, konverguoja j atsitiktinj

dydj X, kurio tankis yra p(z). Tai jrodoma taip.
Jei f yra tolydi aprézta funkcija, tai

ES(X) = ES(O] = | [ f@p(e)ds — [ f@ple)dal
< c/’pn(:zr) —p(x)‘dx
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=C/ N (pn<:v>—p<:v>)dw+c/> (p(z) — pn(x))da.

Kadangi p,, yra tankis,

/ pr(z)de =1-— / pn(x)da.
Pn 2P Pn<p

J

IE f(X,) — E f(X)| < 26/

P>Pn

Analogiskai gaunu

p(z)de =1-— / p(z)dz.
2p Pn<p

n

Reiskia,

nes 1g,~, 1(2) — 0 su visais .

2.1.3 Kaip jrodyti, kad ribos néra

Yra du pagrindiniai atvejai, kada X,, seka neturi ribos pagal pasiskirstyma:
e kai du sekos posekiai turi skirtingas ribas;
e kai dalis skirstinio masés dingsta begalybéje.

Pirmajj atvejj iliustruoja toks pavyzdys.

2.6 pAVYZDYS. Tegu X, skirstinys aprasomas lentele

Xo | 1 | 2
i+ G | 3-G

Jei n = 2k, tai lentelé supaprastéja:

X | 1 | 2

Siuo atveju

1 2k 1 2k
$2) = (54 7o )FO + (5~ 704 ) 7@ = FQ)
todel Xog R 1.
Jein =2k + 1, X, skirstinys aprasomas tokia lentele:

Xokg1 | 1 | 2
3141 | 2t o

Siuo atveju

B (o) = (5= 1oy O + (5 + 1 ) S @) — F2)

todél X2k+1 ;—> 2.

Taigi X,, seka ribos neturi.
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Antra atvejj iliustruoja kitas pavyzdys.

2.7 pPavYZDYS. Tegu X, skirstinys aprasomas lentele

Xn| 1 | n
|0.4|0.6

Tada
E f(X,)=04f(1)+0.6f(n).

Galima sugalvoti tokia aprézta tolydzia funkcija f, kad seka f(n) neturéty
ribos (pavyzdziui, jei f(x) = cosmz, tai f(n) = cosmn = (—1)"). Tada E f(X,,)
neturi ribos ir, reiskia, X,, 4 X su jokiu X. Tadiau paprastai Sis faktas
jirodomas, pasirémus vienu teiginiu, kurj ruosiuosi jrodyti véliau Siame skyri-
uje.

Teiginys, kurj ruosiuosi jrodyti véliau, skamba taip: jei X,, — X, tai X,, =
OP(l)v t'Y'

sup P{|X,| > k} P 0.

I8 ¢ia iSplaukia, kad su bet kokiu posekiu ny

P{|Xn| > k} —— 0.

Nagrinéjamame pavyzdyje paimu ni = k. Tada
P{|X)| > k} = 0.6 / 0;
todeél X,, /&~ X su jokiu X.

2.2 Portmanto lema

2.2.1 Formulavimas ir jrodymas

2.1 teorema. Tokie penki teiginiai yra ekvivalentus:

1) X,—X;

2) E f(X,) — E f(X) su bet kokia aprézta Lipsico funkcija f;

3) lim P{X,, € O} > P{X € O} su bet kokia atvira aibe O;

4) lim P{X,, € C} < P{X € C} su bet kokia uzdara aibe C;

5) P{X, € A} — P{X € A} su bet kokia Borelio aibe A, tenkinancia salyga
P{X € 9A} =0.

Irodymas. (1 = 2) Akivaizdu, nes kiekviena Lipsico funkcija tolydi.
(2 = 3) Raskime tokia aprézty Lipsico funkciju seka (fn), kad fn T 1o
(tinka, pavyzdziui, f,,(z) = [md(z,0%)] A1). Tada su visais m

todél
li_InP{Xn € O} > n}gnooEfm(X) = P{X € O} (2.2)

(3 = 4) Tegu C uzdara ir O = C°. Tada O atvira ir todél

mP{X, €C}=1-1mP{X, €0} <1-P{X €0} =P{XeC}. (23)



22 2 SKYRIUS. STOCHASTINIS KONVERGAVIMAS

Analogiskai jrodoma 4 = 3 implikacija.
(4 = 5) Tegu A yra Borelio poaibis, C' = A ir O = Int A. Tada

P{X € 0} <limP{X, € O} < limP{X, € A}
<TmP{X, € A} <TmP{X, € C} <P{X € C}. (24)

I P{X € 0A} = 0 iplaukia, kad P{X € O} = P{X € C} = P{X € A}.
Reigkia, P{X, € A} — P{X € A}.

(5 = 1) Tegu f yra bet kokia aprézta tolydi funkcija. Tarkime f(z) € (—c;c)
su visais .

Randu tokia (—c¢;¢) intervalo skaidiniy seka (cno, .. ., Cns, ), kad

1 .
Cnj = Cnj-1 < — it P{f(X)=cn} =0
su visais j ir n. Pazymiu
Sn Sn
Anj = {.I | Cn,j—1 < f(I) < an}a gn = ch,jfllAn]‘ ir hn = chlenj'
j=1 j=1

Aigku, kad gy, h,, yra Borelio funkcijos |gn| < ¢, |hn| < ¢, gn < f < hpy gn — f
ir hy, — f.
Dél f tolydumo aibés O = {z | cn j—1 < f(x) < cn;} yra atviros, o aibés
Chj ={z | cn,j—1 < f(z) < cn;} — uzdaros. Reiskia,
DAy C Cog\ Ony = {3 | F(2) = cag 1} U | f(z) = cos}  (25)
ir todél P(X € 0A,;) = 0. Su kiekvienu m
Ef(Xn) 2 Egm(Xn) = Egm(X); (2.6)

todél
EmE f(X,) > lim_Bg,,(X) = E f(X). (2.7)

Analogiskai gaunu, kad su visais m
Ef(Xn) SEhp(X,) = Ehp(X);

todél L
ImE f(X,,) > lim Eh,(X)=E f(X).

Reiskia, E f(X,,) — E f(X). O

2.2.2 Irodymo paaiskinimai

1. Kas yra Lip8ico funkcija?
Funkcija f: R¥ — R vadinama Lip&ico, jei egzistuoja tokia konstanta ¢, kad
su visais z,y € R¥

|f(@) = f(y)| < gllz =yl

2. Kodél kiekviena Lipsico funkcija tolydi?
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Jei x,, — x, tai
|f(xn) = f(@)] < gllzn — 2] — 0,

t.y. f(zn) — f(2).

3. Kodél f,, funkcija aprézta?
Nes 0 < fin(z) < 1 su visais z.

4. Kodél f,, yra Lipsico funkcija?
Nes

|fm(@) = fm(y)| < |md(z, 0°) — md(y, O°)| < md(z,y) = m|z — y].
Antras sarySis iSplaukia i$ nelygybés
}d(x, A) — d(y, A)’ < d(z,y),

teisingos bet kokioje metrinéje erdvéje.
Pirmas sarysis iSplaukia is nelygybés

laAl—bA1l<]a—bl

teisingos su visais a,b > 0. Nelygybé jrodoma, perrenkant visus galimus vari-
antus:

jei a,b < 1, ji virsta |a — b|] < |a — b| nelygybe;

jeia < 1<b,jivirstal —a < b— a nelygybe, kuri teisinga, nes b > 1;

jei a,b> 1, ji virsta 0 < |a — b| nelygybe.
5. Kodél f, 1 167

Sis klausimas iSsiskaido j du: kodél (fm) yra nemazéjanti seka ir kodél f,, —
1o?
Atsakymas j pirma klausima: jei m < n, tai md(X,0°) < nd(xz,0°) (nes
d(z,0°) > 0) ir todél md(X,0°) A1 < nd(z,0°) A1 (tai galima jrodyti, per-
renkant variantus).

Atsakymas j antrg klausima: jei z € O¢, tai

fm(@)=(m-0)A1=0—0=1p(z);
jei x € O, tai d(z,0°%) > 0 (nes O° uzdara); todél md(z, 0¢) — oo ir
fm(x) = 1 =1p(x).

6. Kodél teisingi sarysiai (2.1) grandinéje?
Su visais n
P{X, €0} =Elo(X,) 2 E fmn(X,)
(nes 1o > fim); todél
lim P{X, € O} > lim E f,(Xy,).

n—oo n—oo

Taciau f,, yra LipSico funkcija; todél i§ 2 prielaidos gauname E f,,(X,,) —
E fin(X), t.y.

n—oo
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7. Kodél teisingi sarysiai (2.2) grandinéje?
I5 (2.1) isplaukia, kad su visais m

lim P{X, € O} > E fuu(X).

n—oo

lim P{X, € 0} > lim E f,(X).
Taciau i 0 < f, T 1o ir Lebego teoremos apie monotoniska konvergavima
iSplaukia

E fn(X) 1 E1o(X) = P{X € O}.

Reiskia, L
lim E f,,(X)= lim Ef,(X)=P{X € O}.
8. Kodél teisingi sarysiai (2.3) grandinéje?
Pirma lygybé gaunama pasirémus tuo, kad

P{X, € C} =P{X, ¢ O} =1 - P{X,, € O},

ir tuo, kad L
lim(1 —a,) =1-lima,

su bet kokia seka (ay,).

Antras sarysis iSplaukia i§ 3 teoremos prielaidos, o paskutiné lygybé — vél
i§ to, kad C' = O°.

9. Kodél teisingi sarysiai (2.4) grandinéje?

Pirma nelygybé teisinga, nes i 4 prielaidos iSplaukia 3 prielaida, o O aibé
atvira. Antra nelygybé teisinga, nes O C A. Tredia nelygybé teisinga, nes
apatiné sekos riba visada nevirsija virSutinés. Ketvirta nelygybé teisinga, nes
A C C. Paskutiné nelygybé isplaukia i 4 prielaidos.

10. Kaip i8 P{X € 04} = 0 iSplaukia P{X € O} =P{X € C} = P{X € A}?

KadangiO Cc AC Cir 0A=C\O,

0=P{X €0A} =P{X € C} —P{X € O},
t.y. P{X € O} = P{X e C}. Kita vertus, i§ O C A C C gauname
P{X €O} <P{X e A} <P{X eC}.
Krastiniai Sios nelygybiy grandinés nariai vienodi; todél visos nelygybés virsta
lygybémis.
11. Kodél daroma isvada, kad P{X,, — A} — P{X € A}?

Krastiniai (2.4) grandinés nariai lygis P{X € A}. Reiskia, tam skai¢iui
lygts ir visi kiti nariai; pavyzdziui,

lim P{X, € A} = lim P{X, € A} = P{X € A}.

—00 n— 00
Jei skai¢iy sekos apatiné ir vir§utiné riba sutampa, tai ta sutampanti reik§meé ir
yra sekos riba.

12. Kodél egzistuoja tokia skaidiniy seka (cy;)?



2.2. PORTMANTO LEMA 25

Yra tik ne daugiau kaip skaiti aibé skai¢iy a, su kuriais P{f(X) = a} > 0 (nes
su kiekvienu k yra ne daugiau kaip & skirtingy a, su kuriais P{f(X) = a} > 1/k).
Todél salia kiekvieno a kiek norima arti yra toks o', kad P{f(X) =4a'} = 0.

Skaidinys (c,;) gali buti rastas taip: padaliname (—c;¢) intervalg bet kaip }
< % ilgio gabalus ir Salia kiekvieno dalijimo tasko c;lj randame tokj c,;, kad
len; — c;U»| < Bin ir P{f(X)=cpn;} =0.
13. Kodél |g,| < ¢?

Funkcija g, igyja tik reikdmes ¢, j—1, 7 =1,..., $n. Taigi gn(z) > cno = —c
ir gn(x) < cps,, = € su visais z.
14. Kodél g, < f < hy?

Koks bebtuty x, atsiras toks j, kad ¢, ;-1 < f(z) < ¢p;. Tuomet g,(z) =
Cnj—1 < f(@), 0 hn(z) = cnj = ().
15. Kodél g, — f?

Jei Cn,j—1 < f(I) < Cnj, tai

S =

!gn(ﬂc) - f(x)‘ = f(x) — Cnj—1 K Cnj — Cnyj—1 S

16. Paaiskinkite smulkiau, kodél O,,; atvira.

Op; yra atviros aibés (cy j—1;¢n;) pirmavaizdis tolydziosios funkcijos f at-
zvilgiu; todél atvira.
17. Kodél teisingi sarysiai (2.5) grandinéje?

Kadangi C,,; uzdara ir O A,;, ji didesné uz A,;. Aibé O,,; atvira ir C A,;;
todél ji maZesné uz Int A,,;. Reiskia,

an \On] D) A—n] \ Int Anj = 6Anj
Antras sarysis jrodomas taip. Tegu = € Cy; \ Op;. Tada x € Cyj, t.y.
Cnj—1 < f(x) < cny.

Be to, &€ Oy, t.y. arba ¢, ;—1 < f(x), arba f(x) < ¢p; sarySis neteisingas.
Pirmu atveju gaunu f(x) = ¢, j—1, antruoju — f(z) = cp;.
18. Kodeél P{X € 9A} = 07

I (2.5)

P{X € 0A} <P{f(X) = cn 1} + P{f(X) = cnj},

o pagal c¢,; parinkimg P{f(X) =cp j-1} = P{f(X) = ¢} =0.
19. Kodél teisingi sarysiai (2.6) grandinéje?
Pirma nelygybé teisinga dél to, kad g, < f. Antras sarysis — dél to, kad

Egm(Xn) =Y cmj1 P{Xy € Ap;}
j=1
ir pagal 5 prielaida P{X,, € A,,,;} — P{X € A,,,;} (nes P{X € 04,,;} =0).
20. Kodeél teisingi sarysiai (2.7) grandinéje?
Pirmas sarysis iSplaukia i§ (2.6), o antras — i§ Lebego teoremos apie aprézta
konvergavima (nes g, — f ir |gm| < ¢).
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2.2.3 Komentarai
21. Jei X,, — X, tai su bet kokia atvira O

lim P{X, € O} > P{X € O}.

n—oo

Nelygybés pakeisti lygybe apskritai negalima. Tegu, pavyzdziui, X, = 1/n;
tada X = 0. Aibé O = (0; 00) atvira, bet su visais n

P{X,€0}=1, o P{XeO}=0.

Taip pat negalima lim pakeisti j lim, nes seka P{X,, € O} gali neturéti ribos.
Pavyzdziui, jei X,, = (=1)"/n, X =0 ir O = (0;00), tai

0, kai n nelyginis;

1, kai n lyginis;

P{X, € O} ={

ir ribos neturi.
22. Jei X,, — X, tai su bet kokia uzdara C'

lim P{X, € C} < P{X € C}.

Nelygybés pakeisti lygybe apskritai negalima. Tegu, pavyzdziui, X,, = —1/n;
tada X = 0. Aibé C = [0; 00) uzdara, bet su visais n

P{X,eC}=0, o P{XeC}=1

Taip pat negalima lim pakeisti j lim, nes seka P{X,, € C'} gali neturéti ribos.
Pavyzdziui, jei X, = (=1)"/n, X =0 ir C = [0; 00), tai

0, kain nelyginis;

P{X, e C} = {1

, kai n lyginis;
ir ribos neturi.
23. Jei X,, — X, tai

P{X, € A} - P{X e A}
su bet kokia aibe A, tenkinancia salyga P{X € A} = 0. Pastarosios salygos
praleisti apskritai negalima. Tegu, pavyzdziui, X,, = 1/n, X =0 ir A = (0;1).
Tada su visais n

P{X,e€ A} =1, bet P{X € A} =0.

Priezastis, dél kurios P{X,, € A} nekonverguoja i P{X € A}, paprasta: $iuo
atveju 0A = {0,1} ir
P{X € 9A} =0.

24. Jei (X,,) yra atsitiktiniy dydziy seka ir X,, — X, tai Portmanto lemos 5
teiginyje paémes A = (—oo; 2] gaunu

P{X, <z} — P{X < z},
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jei tik P{X =z} =0.

Funkcija F(z) = P{X < z«} vadinama atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo
funkcija, o salyga P{X = z} = 0 reiskia, kad = yra tos funkcijos tolydumo
taskas. Taigi jei X,, — X, F,, yra X,, dydzio, o F — X dydzio pasiskirstymo
funkcija, tai F,(x) — F(z) kiekviename F' funkcijos tolydumo taske x.

Teisingas ir atvirk3cias teiginys: jei F,(z) — F(z) su kiekvienu z, kuriame
F tolydi, tai X,, — X. Jis jrodomas panasiai kaip 5 = 1 implikacija Port-
manto lemoje. AS tg fakta praleidau, nes toliau tikiuosi apseiti be pasiskirstymo
funkecijy.

2.3 Konvergavimas j iSsigimusj dydj

2.3.1 Teoremos

2.2 teorema. Tokie du teiginiai ekvivalentis:
1) Xn — a;
2) P{|| X, —a|| =€} — 0 su visais ¢.

Irodymas. (1 = 2) Tegu f yra tolydi neneigiama funkcija su tokiomis
savybémis: f(a) =0, f(z) =1, kai ||z — a|| > e. PavyzdZiui, galiu paimti

fe)= [ e —all] AL

Tada
P{||X,, —al| > ¢} <E f(X,) — f(a) =0. (2.8)

(2 = 1) Tegu f yra bet kokia tolydi aprézta funkcija. Randu tokj ¢, kad
| f(2)| < ¢ suvisais z, ir, fiksaves €, tokj &, kad | f(z)— f(a)| < ¢, kai |z —al| < 4.
Tada

|E f(Xn) = f(a)|
=B|f(Xn) = f(a)|1{x,—aj<s} + E|f(Xn) = f(a)|1{)x,—a|>6} (2.9)
<€+ 2cP{|| Xy —al > 6}
=ec+o(1).
Reiskia,
lim|E f(X,) — f(a)| <e. (2.10)
Gauta nelygybé teisinga su visais ¢; todél E f(X,,) — f(a). O
I8 jrodytos teoremos iSplaukia ir tokie paprasti teiginiai:
1) X, —a < || X, —al =0

2) jei [| X, —al| <Y, — 0, tai X, — a.
Irodysiu dar du teiginius.

2.3 teorema. 1. Jei X,, — X Ir || X,, = Y,,|| = 0, tai ¥,, — X.
2. Jei X,, —» X, Y, — a, tai (X,,,Yn) — (X, a).
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Irodymas. 1. Tegu f yra aprézta LipSico funkcija: ‘f(:v)’ < ¢ su visais x ir
|f(x) = f(y)] < gllz — y|| su visais z,y. Kadangi

Ef(Yn) —Ef(X)=Ef(Ys) - Ef(Xn) + E f(Xn) - E f(X), (2.11)
pakanka parodyti, kad E f(Y,,) — E f(X,,) — 0. Tai isplaukia i$ sarysiy
|Ef(Y,) = E f(Xa)| E[f(Ya) = f(Xa)] < ql|Yn = Xa|l — 0. (2.12)
2. Kadangi
(X, Yn) = (Xn, @)l = [[Yn — al| =0, (2.13)

pakanka jrodyti, kad (X,,a) — (X,a). Tai isplaukia i§ tokio samprotavimo.
Jei f(z,y) yra aprézta tolydi dviejy kintamuyjy funkcija, tai f(x,a) yra aprézta
tolydi vieno kintamojo funkcija ir, reiskia, E f(X,,a) — E f(X,a). O

2.3.2 Irodymuy paaiskinimai

I8 pradziy aiskinu 2.2 teoremos jrodyma.
25. Kodél teisingi sarysiai (2.8) grandinéje?

Pirma nelygybé teisinga dél to, kad 1y, _q><} < f(2), antras sarysis — deél
to, kad f tolydi ir aprézta, o X,, — a. Paskutiné lygybé teisinga dél f funkcijos
parinkimo.

26. Kodél egzistuoja toks 6?7
Nes f tolydi a taske.

27. Kodeél teisingi sarysiai (2.9) grandinéje?
Pirmas sarysis i8plaukia i§ vidurkio savybiy:

fla)=Ef(a) ir [EX-EY|<EX-Y]|
Antras — dél to, kad

Lixn—al<sy + X, —alzey =1
rE(X+Y)=EX+EY.
Trecia nelygybé gauta taip: pirmame integrale jvertinau

[f(Xn) = fla)| <e

(taip galima daryti, nes | f(z) — f(a)| < €, kai ||z — a|| < 6, o pirmame integrale
| Xn — al| < §); antrame integrale —

|£(X0) = fla)| < |F(X0)] + [ f(a)] < 2¢

(tal teiséta, nes ’f(x)‘ < ¢ su visals z).

Paskutinis sarysis iSplaukia i§ teoremos 2 prielaidos.
28. Kodél teisingas (2.10) sarysis?

Suskai¢iavau virSutines ribas (2.9) nelygybéje.

Dabar aiskinu 2.3 teoremos jrodyma.
29. Kodél pakanka jrodyti, kad E f(Y;,) — E f(X,,) — 07?



2.4. TOLYDAUS ATVAIZDZIO PRINCIPAS 29

Jei tai jrodysiu, i§ (2.11) iSplauks, kad su bet kokia aprézta Lipsico funkcija
Ef(Yn) — E f(X)
(nes 1§ X,, — X igplaukia E f(X,) — f(X)). Tada Y,, — X gausiu, pasirémes
Portmanto lema.
30. Kodeél teisingi sarysiai (2.12) grandinéje?
Pirmas sarysis: jkéliau modulj j vdurkj; antras sarysis: nes ‘ flx)—f (y)‘ <
ql|z — y|| su visais x ir y; trecias sarysis: nes duota || X,, — Y, || — 0.
31. Kodél teisingi sarysiai (2.13) grandinéje?
Pirmas sarysis: jei © = (x1,...,2), y = (Y1,...,4) ir a = (a1,...,q), tai
H(:c,y) - (x,a) ‘
=V -2+t e — )2+ —a)? o+ (- a)?
=V — @)+ (g - a)?
=y —all.

Antras sarysis iSplaukia i$ teoremos salygos Y,, — a.
32. Kodél pakanka jrodyti, kad (X,,,a) — (X, a)?

Téq jrodzius, bus galima pasiremti 1 teoremos teiginiu su (X,,, a) vietoje X,
(X, a) vietoje X ir (X,,,Y,,) vietoje Yy,.

2.3.3 Komentarai
33. Jei X neiSsigimes, tai sarysis X,, — X apskritai néra ekvivalentus sarysiui
Ve P{|X,—X||=¢} —0, (2.14)

jau vien dél to, kad pirmojo sarySio apibrézime figuruoja tik atskiry dydziy
skirstiniai, o antrasis iSreiSkiamas per (X, X) vektoriaus bendra skirstinj.

Pavyzdziui, jei visi X,, yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste, tai X,, —
X1, nes E f(X,,) =E f(X;) su visais n. Kita vertus,

P{[ Xy — Xu|| > e} = P{[[Xo = Xu|| > &}

su visais n > 2 ir jei ta tikimybé lygi 0 su visais €, tai Xo = X1, o tai nejmanoma,
jei X7 ir Xy nepriklausomi ir neiSsigime.

34. Jei teisinga (2.14) formulé, sakoma, kad X,, konverguoja prie X pagal tiki-
mybe, ir raSoma X,, 2 x. Taigi X, —a — X, Ei a, bet apskritai X,, — X
ir X, P x sarysiai néra ekvivalentus. AS ruoSiuosi iSsiversti be konvergavimo
pagal tikimybe savokos.

2.4 Tolydaus atvaizdzio principas

2.4.1 Teorema

2.4 teorema. Tegu X,, — X, 0 ¢, ir ¢ yra funkcijos is R* j R!. Jei egzistuoja
tokia Borelio aibé A C R*, kad

P{X € A} =1,
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Tn =T € A= @p(xy) — (),
tai on(Xp) — ©(X).

Irodymas. IS pradziy pastebiu, kad jei x € A, tai
Ve 36 3k Vn > k Vy € U(,6) ||eny) — p(a)|| <e. (2.15)
Tikrai, prieSingu atveju atsirasty toks e, kad
Vo Vk In > kEIyEUx5||<pn - :1:”25.
Imdamas 6 = 1/k, ras¢iau tokius ny > k ir yx, € U(z, 1/k), kad

[l (yx) = ()| =
su visais k. Tegu z,, = yi, kai n = ng, ir z,, = = su likusiais n. Tada z,, — =,
bet @n, (zn,) 7 @(x), o tai priestarauja A aibés apibrézimui.
Tegu dabar O yra bet koks atviras R! poaibis. Jei z € A ir p(z) € O, tai i$
(2.15) isplaukia, jog egzistuoja toks 4 ir toks k, kad su visais y € U(x, d)
Vn 2k on(y) € O;
Yn=kyc€ g, (0);

ye (e (O

n>k

Reiskia, egzistuoja toks k, kad x yra vidinis aibés ﬂnZk 0 1(O) taskas, t.y

x € U Int ﬂ 0, 1 (0). (2.16)

k=1 n>k

I8 jrodyto teiginio iSplaukia, kad

P{p(X) € 0} < P{X e Jme N 90;1(0)}. (2.17)
k21 n>k
Kai k didéja, aibés Int (1,5, ¢ 1(0) didéja; todél fiksaves e galiu rasti tokj k,
kad

P{p(X) e O} <P{X eInt () ¢, (0)} +e=. (2.18)
n>k

I8 X,, — X dabar isplaukia

P{p(X) € O} < lim P{X, € Int [] ¢, (0)} +¢
n— oo n>k
< lim P{X, € () ¢ (O)} +¢ (2.19)

n—oo n>k

< lim P{X, € ¢,*(0)} +¢

n—oo

= lim P{pn(X,) € O} +¢

n—oo

Kadangi e pasirinkau laisvai, i§ ¢ia gaunu

lim P{pn(X,) € O} = P{p(X) € O}.

n—oo

Nelygybé teisinga su bet kokia atvira O; todél ¢, (X,) — ¢(X). O
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2.4.2 Jrodymo paaiskinimai

35. Kodél z,, — x ir @n, (n, ) 7 ©(x) ir kur &a priestara?

Ty — @, nes T, € U(z,1/n), t.y. ||zn — x| < 1/n su visais n.

Ony (T, ) 7 ©(x), nes ’wnk (Xn,,) — w(x)‘ > € su visais k.

I pastarojo sarysio i§plaukia o, (x,) /4 ¢(x). Reiskia, x negali priklausyti A
aibei, nes jei priklausyty, i8 x,, — x iSplaukty ¢, (x,) — p(z). Gavau priestara,
nes x paémiau i§ A.

36. Kaip i§ (2.15) isplaukia, jog egzistuoja tokie ¢ ir k, kad Vn > k ¢, (y) € O
su visais y € U(z,6)?

Kadangi O atvira, o p(x) € O, egzistuoja toks ¢, kad U(p(x),e) C O.
Pasirémes (2.15), randu tokius ¢ ir k, kad ¢, (y) € U(p(z),€) su visais n > k ir
y € U(x,9). Tada su visais y € U(z, 9)

Yn =k on(y) € U(p(x),e) C O.

37. Kodél teisingas (2.16) sarysis?
Jeiy € > 0 1(0) su visais y € U(x, §), tai

U,5) ¢ () ¢ (0):

n>k

Reiskia, z yra vidinis (0,5, ¢, L(O) tagkas, t.y. priklauso tos aibés vidui. Reis-
kia, egzistuoja toks k, kad

x € Int(ﬂ @;1(0)).

n>k

Reiskia, x priklauso visy tokiy aibiy junginiui.
38. Kodél teisingas (2.17) sarysis?

Irodziau, kad i§ z € A ir p(x) € O i8plaukia (2.16). Reiskia, i§ ¢(z) € O
isplaukia (2.16) arba z ¢ A. Taigi

P{p(X) € 0} <P{X € [ JInt ) ¢, '(0)} + PX ¢ 4}.
k21 nxk
Taciau pagal viena i$ teoremos salygy P{X ¢ A} = 0.

39. Kodél aibés Int (1,5, ¢, (O) didéja?
Kuo daugiau aibiy sukertu, tuo mazesne aibe gaunu. Reiskia,

Int ﬂ 0.1 (0) C Int ﬂ 0 1 (0).
n>k n>k+1
Kita vertus, kuo didesné aibé, tuo didesnis jos vidus.

40. Kodél su tam tikru k teisinga (2.18) formulé? Lebego teorema apie
monotoniska konvergavima sako, kad jei Ay T A (t.y. jei Ay aibés didéja ir
A=, Ar), tai P(Ay) 1 P(A). Reiskia, su tam tikru k&

P(Ay) > P(U Ak) —e
k
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A$ panaudoju §j fakta su {X € Int(, 5, ©, ' (O)} vietoje Ay.
41. Kodél teisingi sarysiai (2.19) grandinéje?

Pirma nelygybé: suskaifiavau apatines ribas (2.17) nelygybéje ir pasirémiau
Portmanto lemos 1 = 3 implikacija su Int (), - 0 1(0) vietoje O (taip daryti
turiu teise, nes bet kokios aibés vidus yra atvira aibé).

Antra nelygybé: pasirémiau tuo, kad Int A C A su bet kokia A.

Tretia nelygybé: pasirémiau tuo, kad (1,5, An C A,, kai n > k (o nuo
pirmy sekos nariy apatiné riba nepriklauso).

Paskutinis sarysis: pagal pirmavaizdzio apibrézima

T € go,:l(O) < onp(x) € 0.

42. Kodél jrodymo gale daroma isvada ¢, (X,) — ¢(X)?
Pasirémiau Portmanto lema.

2.4.3 Komentarai

43. Kai ¢, = ¢ su visais n, salyga x, — © € A = @,(z,) — p(z) reiskia,
kad kiekviename taske x € A funkcija ¢ tolydi. Todél i§ jrodytos teoremos
iSplaukia tokia isvada: jei X,, — X, P{X € A} = 1 ir ¢ tolydi A aibéje, tai
P(Xn) = @(X).

Jei T, — T, Ufll) — Uuq,. ..,Uflk) — ug, tai i§ praeito skyrelio rezultaty
isplaukia, kad

(T, U, URY = (T, ... ug).
Todél
(T, U,(ll), cee U,(Lk)) — (T, u1, ..., ug),

jei ¢ tolydi kiekviename taske (¢,u1,...,ux) sut € A; ¢ia A — tokia aibé,
kad P{T € A} = 1. Tai ir yra tolydaus atvaizdZzio principas, kurj naudojome
pirmame skyriuje.

44. I8 jrodytos teoremos galima gauti ir delta metodo pagrindima. Tegu b,, —
00, bp (T, — a) — T, o g — diferencijuojama a taske funkcija. Irodysiu, kad
tada b, (g(Ty) — g(a)) — ¢'(a)T.

Kairioji 8io sarysio pusé lygi ¢, (Uy,) su U,, = b, (T}, — a) ir tam tikra funkcija
pn. Kad raséiau ¢, iSsireiskiu

T, =a+b, Uy;
tada
by (9(T0) — g(a)) = by (g(a+b,'Un) — g(a)).
Taigi
on (1) = by (g(a+ b, u) — g(a)).

Jei u, — u, tai

g(a+un/by) — g(a)
Un/bn

Pn(un) = un, — ¢'(a)u.

I8 tolydaus atvaizdzio principo tada iSplaukia ¢, (U,) — ¢'(a)T.
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2.5 (O-simbolika

Matematinéje analizéje placiai naudojami o ir O simboliai. Primenu, kad o(1)
simboliu Zymimos artéjancios j 0 sekos, o O(1) simboliu — apréztos sekos. Toje
pat formuléje gali buti keli o ir O Zenklai ir tada jie Zymi nebutinai ta pacia seka.
Jei rasome lygybe, kurios abiejose pusése yra o ir O simboliai, suprantame, kad
bet kokia seka, kuria galima uzraSyti kairéje puséje paraSytu pavidalu, galima
uzraSyta ir deSinés pusés pavidalu. Pavyzdziui,

lygybeé reiskia, kad apréztos ir artéjancios j 0 sekos sandauga artéja j 0.
Stochastinéje analizéje naudojami panaSis op ir Op simboliai. Simboliu
op(1) zymima bet kokia atsitiktiniy dydziy (arba vektoriy) seka, artéjanti pagal
tikimybe (= pagal pasiskirstyma) j 0. Simboliu Op(1) Zymima bet kokia aprézta
pagal tikimybe atsitiktiniy dydziy (vektoriy) seka, t.y. bet kokia seka (X, ), kuriai

sup P{|| X,.|| > k} — 0.

Irodysiu keleta teiginiy su naujais simboliais.

1. op(1)40p(1) = op(1). Kitaip tariant, jei X,, — 0, Y, — 0, tai X,,+Y,, —
0. Tai iSplaukia i$ tolydaus atvaizdZzio principo.

2. Jei X,, — X, tai X,, = Op(1). Fiksuoju ¢ ir randu tokj ¢, kad
P{[X[[>c} <e ir P{|X]=c}=0.
Tada P{||X,| = ¢} — P{||X]|| = ¢}; todél atsiras toks n1, kad su visais n > ny
P{|Xn] = c} <e.
Dabar su kiekvienu ¢ = 1,...,n7 — 1 randu tokj ¢;, kad
P{IXal > e} <.
Tegu k yra bet koks skai¢ius didesnis uz c ir visus ¢;. Tada
P{IXal > K} <<

su visais n, t.y.
sup P{|| X,,|| > k} < e.
n

Sj teiginj naudojau pirmame §io skyriaus skyrelyje, norédamas jrodyti, kad
kokia nors atsitiktiniy dydziy seka neturi ribos pagal pasiskirstyma. IS jo taip
pat iSplaukia op(1) = Op(1) lygybé, t.y. kad kiekviena artéjanti j 0 atsitiktiniy
vektoriy seka aprézta pagal tikimybe.

3. Op(1) + Op(1) = Op(1). Kitaip tariant, dviejy aprézty pagal tikimybe
seky suma vél yra aprézta pagal tikimybe. Tegu X,, = Op(1) ir ¥, = Op(1).
Fiksuoju € ir randu tokius k; ir ks, kad

supP{|| X,|| = k1} <e ir supP{||X,| = k2} <e.
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Tada su visais k > k1 + ko ir visais n
P{| Xy + Yall = k} < P{| Xnll = k1} + P{||Yal| = k2} < 2e.

Jei bent viena i8 seky skaliarine, analogiskai jrodoma ir Op(1)Op(1) = Op(1)
lygybeé.

4. Jei viena i8 seky skaliariné, tai Op(1)op(1l) = op(1). Tegu, pavyzdziui,
X, =0p(1),Y, =o0p(1) ir X,, seka skaliariné. Fiksuoju ¢ ir randu tokj k, kad

supP{|X,| > k} <e.
Tada su bet kokiu §
P{|X, Y| = 6} S P{|X,| = k} + P{||Y.]| = 6/k} <e+o(1).

Taigi L

Kadangi ¢ pasirinkau laisvai, i ¢ia igplaukia P{|| X, Y,| = 6} — 0.



3 skyrius

Asimptotiniai skirstiniai
(tesinys)

3.1 Vektorinis delta metodas

3.1.1 Matriciné notacija

Vektoriy = (21, ...,x)) a8 mégstu uzrasyti kaip vieno stulpelio k x 1 matrica:
T
xr = (1‘1,...,1%) =
Tk

Vienos eilutés matrica yra visai kitas objektas:

(xl,...,:zk);é(:vl .”L'k)

Skirtumas tarp simboliy kairéje ir desinéje tas, kad vektoriaus komponentes as
vieng nuo kitos atskiriu kableliais, o 1 x k matricos komponentes — tarpais.

Jei g(xy,...,2r) yra k kintamuyjy realioji funkcija, tai jos i$vestine vadinama
1 x k matrica, sudaryta i$ tos funkcijos daliniy iSvestiniy:

g@= (2@ .. @)

Analogiska k x 1 matrica (t.y. k-matis vektorius) vadinamas funkcijos gradientu
ir Zymimas Vg:

9g
dg dg awl.(x)
Vyg(z) = (3_m(x)”3—m(x)) = ; :
7 (@)
Pavyzdziui, jei
oz
g(:z:, Y, Z) - m’
tai )
y—x?
9= (yjrz T o )’ vy _(yﬁ})
(y—=22)?
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Jei g(z) = g(x1,...,zx) yra k kintamyjy vektoriné funkcija (su reik§mémis
R! erdvéje), tai ji yra
g91(z)
(gl(I),...,gl(I)) =
g1(z)

pavidalo; ¢ia g;(z) yra skaliarinés funkcijos, vadinamos g funkcijos kompo-
nentémis. Tokios funkcijos i§vestiné yra [ x k matrica

6] 6]
at(z) - i ()
g'(x) = : . :
6] 6]
ak(z) - ()

3.1.2 Atsitiktiniy matricy vidurkiai

Jei X yra atsitiktiné matrica (atskiru atveju — k X 1 matrica, t.y. vekto-
rius), jos vidurkiu vadinama skai¢iy matrica, sudaryta i$ atitinkamy X matricos
komponenciy vidurkiy. Taigi, pavyzdziui,

X EX
E X; _ EX; E (Xll X12> _ (EXll EX12)
X, E X, ’ Xo1 Xao EX> EXo

ir pan.

Pagrindinés vektoriniy vidurkiy savybés tokios pat, kaip skaliariniy vidurkiy:
konstantos vidurkis lygus jai paciai, sumos vidurkis lygus vidurkiy sumai, pa-
stovy daugiklj galima iskelti uz vidurkio Zzenklo (kadangi matricy daugyba neko-
mutatyvi, pastaroji savybé uzrasoma dviem lygybémis):

EC=C, EX+Y=EX+EY, EAX=AEX, EXB=(EX)B.
Transponuotos matricos vidurkis gaunamas transponuojant vidurkiy matrica:
EX'=(EX)T.

Dispersijos vaidmenj daugiamatéje teorijoje atlieka kovariacijy matrica, ku-
rig a8 Zymeésiu V simboliu: jei X = (X1,..., Xk) yra atsitiktinis vektorius, tai

VIX)=E(X -EX)(X-EX)" =E(XX") - (EX)(EX)".
Kovariacijy matricos elementai yra kovariacijos tarp X vektoriaus komponenéiy:

cov(X1,X1) -+ cov(Xy, Xg)
V(X) = 5 - : ;
cov(Xg, X1) -+ cov(Xg, Xk)

COV(XZ', XJ) = E(Xl — EXZ)(XJ — EXJ) = EXlXJ — EXl EXJ
I8 vidurkio savybiy nesunkiai gaunamos tokios kovariacijy matricos savybeés:

V(X +C)=VX, V(AX)=AV(X)AT.
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3.1.3 Normalusis skirstinys

Simboliu N(u,X) a$ zymiu atsitiktinj vektoriy, pasiskirs¢iusj normaliai su vi-
durkiu g ir kovariacijy matrica . Gerai Zinoma, kad jei X turi tokj skirstinj,
tai A+ BX taip pat pasiskirstes normaliai, tik su kitais parametrais: vidurkiu
A + By ir kovariacijy matrica BYB'. Todél a§ daznai ragau

A+ BN(u,Y) = N(A+ Bu, BEB").

Dazniausiai 4 = 0, A = 0, o B yra vienos eilutés matrica; tada BXBT yra
skaiius: jei ¥ = (0y; |1 < 4,5 < k), B= (b1 --- by), tai

BN(0,%) = N(0,0%);

k
0'2 = BZBT = Z Uijbibj
i,j=1
3.1.4 Empiriniai vidurkiai

Tegu X1,..., X, yra nepriklausomos atsitiktinio k-macio vektoriaus X kopijos,
f — funkcija i§ R* j R! ir f; — tos funkcijos komponentés. Tada simboliu f(X)
zZymeésiu empirinj vidurkij:

SRS

F(X) = Zf(Xi)'

Aigku, kad f(X) yra [-matis vektorius, kurio komponentés yra empiriniai vidur-
kiai, atitinkantys f funkcijos komponentes:

f1(X)
FX) = (h(X), L)) = |
FX)

Dazniausiai susidursime su situacija, kai X yra atsitiktinis dydis (skaliaras),
o f — vektoriné funkcija i§ R j R'. Pavyzdziui, jei f(z) = (z,2?), tai

- ) (E:4) 155

Pagrindinés empirinio vidurkio savybés panasios j paprasto vidurkio: kon-
stantos vidurkis lygus tai konstantai, sumos vidurkis lygus vidurkiy sumai,
pastovy daugiklj galima iskelti i§ vidurkio. Kitaip tariant,

c=c¢ f(X)+g9(X)=[f(X)+9(X), Af(X)=Af(X), f(X)B=[f(X)B.

3.1.5 Asimptotiky ieSkojimo metodai

Pagrindiniy teiginiy, kuriais remiameés ieSkome asimptotiniy skirstiniy, analogai
vektoriniu atveju skamba taip:
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(didziyjy skaic¢iy désnis) jei E X = a, tai

X — a;

)

(centriné ribiné teorema) jei EX = a, V(X) = X, tai

V(X — a) = N(0,%);

tolydaus atvaizdzio principas) jei T,, — T, U,(ll) — UL, ..., Uék) — Uug, tai
y p pas) ]

<P(Tn, Ur(zl)a ceey Uv(zk)) - <P(TaU1, cee 7uk);

(delta metodas) jei b, — oo ir b, (T, — a) — T, tai
bn(9(T0) — g(a)) — ¢'(a)T.

Pakomentuosiu paskutinj teiginj. Vektorinio delta metodo apraSymas ne-
siskiria nuo skaliarinio, bet tie patys simboliai dabar Zymi nebe skaliarinius, o
vektorinius dydZius (arba matricas). Tegu g yra skaliariné k kintamyjy funkcija
g(t1,...,tx) (3is atvejis bus dazniausiai sutinkamas). Tada T;, turi buti k-matis
atsitiktinis vektorius:

Tnl
T, = :
Tnk
Sarysis b, (T, — a) paprastai gaunamas i vektorinés centrinés ribinés teoremos;
tada T yra normaliai pasiskirstes atsitiktinis vektorius — koks nors N(0,X).
Simbolis ¢'(a) Zymi g funkcijos daliniy i$vestiniy matrica; nagrinéjamu atveju ji
sudaryta i§ vienos eilutés. Tada

g/(a)T = gl(a)N(07 ¥)= N(07 02)

k
o =g'(a)Sg'(a)" = Y 01;00;;

i,j=1
¢ia o045 yra 3 matricos komponentés, o
9y
0; = =—(a).
’ 8ti( )
3.1.6 Pavyzdziai
3.1 pavyzDYs. Tegu Xi,..., X, yra imtis i$ skirstinio

X|1]2]3
[ 02]03]05

Raskite statistikos
N3 — N

vV Ni1N3

asimptotinj skirstinj; ¢ia N; Zymi j reikSmés pasikartojimy skaiciy imtyje.

Ty
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Sprendimas. Turime:

Ng/n—Nl/n _
T, = 237 (T T );
NN 9(Tx=1y, Tx=3)
Cia
(uv):v_u
g(u, —

Taigi i§ pradziy reikia rasti vektorinés sekos

(Tyx=sp Iix=1}) = (yx=3}, l{x=1})

asimptotika, o po to pritaikyti vektorinj delta metoda.

Kadangi
El{x_y =Elx—1; =02,
E1{x_3 = El{x—3 = 0.5,
Elix—111{x=33 =0,
gaunu
COV(I{XZl}, l{le}) = 02 — 004 = 016,
COV(l{ng}, 1{X:3}) =0.5-0.25= 0.25,
COV(l{le}, 1{X:3}) =0-0.1=-0.1.
Reiskia,
i) - 63)
=7 ) — N(0,%);
v Kl{x_g} 05)] 7 NOZ)
Cia

0.16 —0.1
X= (—0.1 O.25> '
Dabar taikau vektorinj delta metoda. I$ pradziy randu dalines g funkcijos
iSvestines:

dg _Vuv_(v_u)z\})ﬁ w+?

ou U T 2(ww)3?
dg Vuv— (U_u)ﬁ B uv + u?
o uv - 2(uw)3/?
Taigi
0.3
0.2,0.5) = —— = 0.3v/10,

g( ) o1

1

ir pagal delta metoda

V(T —0.3v/10) — N(0,0?);
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Cia
1 0.16 —0.1\ (—0.35
2 _ —
= o (03014 (—0.1 0.25) ( 0.14)
—0.07
= 250(—0.35 0.14) ( 0.07 )
= 250-0.0343
= 8.575.
3.2 PAVYZDYS. Tegu Xi,..., X, yra imtis i§ tolygaus (0; 1) intervale skirstinio
ir
X
T, = .
xX?-X°

Raskite T,, statistikos asimptotinj skirstinj.
Sprendimas. Aisku, kad T, = ¢(X, X?); ¢ia

u

U, V) = ———.
9w = =
Kadangi
1 2 1
EX:/ xdxzx—‘ _ L
0 210 2
1 31 1
EX2:/ xde:x— = -,
0 3 0 3
1 4,1 1
EX3:/ 2Bdr = = = -,
0 410 4
1 501 1
EX4:/ plde = 2| =2,
0 5lo b
gaunu
1 1 1
COV(X,X)—g—Z—E,
1 1 1
2y _+_ 1 _ L
COV(X,X)—4 5= 1o
1 1 4
XX = —-=—.
VXX =555

Todél i8 centrinés ribinés teoremos
X 1/2 )
() - (1)) = o

5= (i 4jas):
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Randu g funkcijos iSvestines:

@: VU —u? —ug s _UL_”UQ _ v
ou v —u? (v —u2)3/2’
dg U

v 2(v—u2)3?

Taigi

__ Y2
g'(1/2,1/3) = 12%2(1/3 —1/4) = 2V3(4 —3)
ir pagal delta metoda

V(T = V/3) — N(0,0°);

e -0 (1 i) (%)

— 124 —3) Gﬁ?)

2
2.2
15

Cia,

—_

|
o] oo

3.2 Ypatingi atvejai

3.2.1 Atvejis, kai ¢'(a) =0

Primenu, kad uzduotis rasti asimptotinj 7T, sekos skirstinj reigkia, jog reikia
rasti tokias skaiCiy sekas a,, ir b,, kad b, (T, — a,) konverguoty i neiSsigimusj
atsitiktinj dydj T. Jei T,, = ¢g(Uy,) ir b, (U, — a) — U, tai taikydamas delta
metoda gaunu

bn (T — 9(a)) — ¢'(a)U.

Deja, dydis ¢'(a)U issigimes, jei ¢’(a) = 0. Ka daryti tokiu atveju?
Tarkime, ¢g"”(a) # 0. PaZyméjes
Vi = b, (U, — a),

gaunu
©on(Vn) .
b2 7

T, = g(a-i- Vn/bn) = g(a) +

on(x) =02 [g(a+ z/bn) — g(a)].

I8 Teiloro formulés

gla+h)=g(a)+ g (a)h + %g"(a)h2 + h2r(h) = g(a) + %g"(a)h2 + h2r(h)
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su tam tikra funkcija r(h), artéjancia i 0, kai h — 0. Taigi jei =, — z, tai

uen) =B [50"@) + e i) 2] = (6@ 4 rtonfin)) = TG

Taigi i8 tolydaus atvaizdzio principo

g”(a)UQ

b121 (Tn - g(a)) = on(Va) — D)

Tai ir yra ieskomoji T;, asimptotika, jei g”(a) # 0.

Jei ir ¢”(a) = 0 tekty taikyti Teiloro formule su didesniu skai¢iumi nariy.
Bet praktikoje tokie uzdaviniai pasitaiko retai.

Jei ne tik ¢'(a) = 0, bet ir g(a) = 0, tai asimptotinj skirstinj galima rasti
zZymiai grei¢iau, nenaudojant Teiloro formulés. Stai pavyzdys. Tegu X1,..., X,
yra imtis i3 tolygaus (—1;1) intervale skirstinio ir 7,, = X . Reikia rasti (T},)
sekos asimptotika.

Kadangi
2

1 1
EX:/ Edgc:O,EX2=/ g = L
2 L2 3

dispersija D X = 1/3 ir i§ centrinés ribinés teoremos gaunu
vnX — N(0,1/3).

Tada i8 tolydaus atvaizdzio principo iSkart

WX’ — N(0,1/3) = [ =N (0. 1)}2 - %X2(1).

S

Kitaip tariant,
3nT, — x*(1).

Jei biiciau taikes delta metoda su funkcija g(z) = 22, biiciau gaves
Vvn(T, —0) — 0-N(0,1),

t.y. v/nT, — 0 (nes siuo atveju a = 0, g(0) = 0 ir ¢'(0) = 2-0 = 0). Tada
santros eilés delta metodas® duoty ta patj atsakyma, kurj gavau iskart: n’T,, —
N2(0,1/3) (nes ¢g"(0)/2 =1).

3.2.2 Atvejis, kai g priklauso nuo n

Jei T,, = g,(U,) ir b, (U, — a) — U, kazkokios bendros teorijos néra. Tenka
tiesiog kartoti delta metodo pagrindimg ir uzdavinj suvesti j tokj pavidala, kad
buty galima taikyti tolydaus atvaizdZzio principa. Todél iSkart panagrinésiu
pavyzdj.

Tegu X, ..., X, yra imtis i$ skirstinio
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Reikia rasti statistikos

VN2 +1

T, =
N+1

asimptotinj skirstinj; ¢ia N yra teigiamy nariy skai¢ius imtyje.

Aigku, kad

T, =

(N/n)2+1/n?

N/n+1/n
) = Y

Kadangi N/n = T;xs0y ir

gn(N/n);

Elixs0p = Elfxs0 = 0.6,

i§ centrinés ribinés teoremos gaunu

Un = Vn(T{x>0; — 0.6) — N(0,0.24).
Be to, Iix>0} = 0.6 + Uy //n ir
Tn = 90(0.6 + Uy, /v/n).
Randu reigkinio g, (0.6 + u,/+/n) asimptotika, kai w, — u:

gn (0-6 =+ un/\/ﬁ)

V036 + 1.2u,/\/n+ u2 /n+1/n?

0.6 4+ u,/v/n+1/n

. (1+ 10w, i 25u% 2)1/2(1 4 Sy, + i)—l
B 3v/n 9In 9In? 3v/n  3n
1/10u, 25u2 25\ 1/10u, 25u2 252
SEUCAE ORI )
2\3/n 9In 9In? 8\ 3vn In 9In?
1 /10u, 25u2 253 ,
2 (2 noy 29 ~3/2 }
16(3\/ﬁ o, 9n2) +o(n™%)
U 5 ou 5\ 2 S5u 5\3
() () (e ) ]
X{ svn | 3n) T3y T s/ tan) T
ouU
=11 n —3/2 :|
{ + 3\/ﬁ+o(n )
U ) 25u2 50u 125u?
1— n 2 n no_ n —-3/2 :|
X [ 5/n 30 on Toma gz T
5 25u, /2
=1- 3—n + W + O(?’L )
Kitaip tariant, jei u,, — u, tai
2
n3/2(gn(0.6+un/\/ﬁ) -1+ %) — %

Tada i8 tolydaus atvaizdZzio principo:

n3/? (Tn

14+ =
n

3 )_>29

“ZN(0,0.24) = N(0,50/27).

5

5
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3.3 Pavyzdziai

3.3 PAVYZDYS. X ir Y yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dy-
dziai, kuriy skirstinys apraSomas lentele

XY | 1] 2
| 0.47]06

Tegu (X1,Y1),...,(Xn,Ys) yra nepriklausomos (X,Y) kopijos, o N, Zymi
poros (j, k) pasikartojimy skai¢iy imtyje. Raskite nurodyty statistiky asimp-
totinius skirstinius:

Niz — Noy
a) T = ———;
) Ni1+ Noo
N-
b) T, 11

"T N+ NG

Sprendimas. a. Kadangi N1; + Noo = n — Ny1 — Noy, T, statistika galiu
uzrasSyti taip:

T Nip—=Noy __ Niz/n—Na/n — T )
" T Nia = Nat 1= NiaJn— Not/n (x=1,y=2}, l{x=2,y=1});
Cia
u—v
90 0) = T

Bendras (X,Y") skirstinys apraSomas lentele

X Y 1 2

1 0.16 | 0.24 | 0.4

2 0.24 | 0.36 | 0.6
0.4 | 0.6

I8 jos matyti, kad
Elix=1y=2) =E 1%X:1,Y:2} =Elixe2y-13;=E 1%X:21Y:1} =0.24,
Elx—1y=2lx=2y=1 =E0=0.
Reiskia,

114 36
Dlix—1y=2y =Dlix—2y=-1} = 625 cov(lix—1y=2}, l{x=2,v=1}) = 5

Tada iS5 centrineés ribinés teoremos
1{X_1.Y_2}> <6/25>}
AR=LTEA ) N(0,%);
\/ﬁ[<1{x_2,y_1} 6/25)] (0,%)

o _ ((114/625 —36/625
~ \—36/625 114/625 )"

Taikau vektorinj delta metoda. I8 pradziy randu g funkcijos iSvestines:

dg l—-u—-v+(u—v) 1—2v

ou (1—u—wv)? (1—u—wv)?’
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Jg  —(Q-u—-v)+(u—-v)  —-1+2u

ov (1—u—wv)? (1—u—v)?

Istates u = v = 0.24, gaunu ¢(0.24,0.24) = 0 ir
g'(0.24,024) = (B -2).
Taigi
\/ﬁTn - ‘Z\/Y(O7 0’2);

s _(m ) (114/625 —36/625) (3
7= 7% (36/625 1147625 ) \ -2

1 150 300
=—(1 -1 ==,
69 ) (—15o> 169

b. Turiu
anl Nll/n
N+ NE, (N + (Naafmp ~ I 0=y =i Lxmy=2y)
Cia u
g(u,v) = 2ot

Is (X,Y) skirstinio lentelés matyti, kad

4 84
Elix—y—y =gz Dlix—v-13 = gop

9 144
Elixoy=oy = 25 Dl{x=y=2} = 625’

36
cov(lix=y=1}, l{x=y=2}) = -

Tada 1S centrinés ribinés teoremos
Lix=y=1y\ _[(4/25 .
\/ﬁ[<1{x—y—2}> <9/25 } — N0, Z;
5 < 84/625 —36/625)

—36/625 144/625

Taikau vektorinj delta metoda. I§ pradziy randu g funkcijos iSvestines:

dg u? 4+ v? — 2u? B v? —u?
ou (u? + v2)2 - (u2+v2)2’
dg 2v

v (u2+02)?

states u = 0.16 ir v = 0.36, gaunu ¢(0.16,0.36) = 12 ir
Istate g g 97

625
/(0.16,0.36) = =2 (65 —450) .
¢'(0.16,0.36) 972( )
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Taigi
100

\/ﬁ(nTn - W) — N(0,0%);

625 84 —36) ( 65
2 _ - —
o= g7 (65 —450) (—36 144) (—450)

625 21660 625
=97 (65 —450) (_6714()) = 57131620900 ~ 223,
3.4 PAVYZDYS. Tegu Xi,..., X, yra imtis i§ skirstinio, aprasomo tankio funk-

cija
(2) 2/3, kail0<ax <l
€Tr) =
1/x%, kaiz > 1.

Raskite nurodyty statistiky asimptotinius skirstinius:

N>1
a Tn = X
) N<a
N
b) T, = 7>1_;
Nop+ X

¢ia N>1 (atitinkamai, N<o) yra skaiCius imties nariy, didesniy uz 1 (atitinkamali,
mazesniy uz 2).

Sprendimas. a. Aisku, kad
T = 9(1{x>1y, Lix<2y);

da g(u,v) = u/v.

Kadangi
E1%X<2}=E1{X<2}=/01§dx+/12%:g_%g‘jzg_%ﬁr%:g,
gaunu
Dlixs1y = 37 Dlix<o = %, cov(lixsiy, lix<ay) = _%,

Todél i centrinés ribinés teoremos
1{X>1}> ( 1/3 )}
n — — N(0,X%);
\FK1{X<2} 23/24 (0.%)

x= (—21//%6 2?’,1//2?:162> '
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Taikau vektorinj delta metoda. I§ pradziy randu g funkcijos iSvestines:

99 L 99 _ _u

ouw v v w?
Istates u =1/3 ir v = 23/24, gaunu ¢(1/3,23/24) = 8/23 ir

24
g'(1/3,23/24) = (24/23 —8-24/23%) = 53 (23 -8).
Taigi
8 2
Vi(Tu = 55) = N(0.0%);

cia

V)

1 128 16\ (23
7 =g (B9 (—16 23) (—8)

1 3072 _ 3264
= 53 (23 —8) (_552) = og7 ~ 02T,

b. Aigku, kad

N>1/n

N>1/n+X/n g ( {xX>1} )

Ty

u
u+v/n’

gn(u,v) =

Kadangi

dx xT 300 1
E12 =E — — —
1{X>1} 1{X>1} ‘/1 zt 3 ’1 3’

1 2 —2
2 d 1 [eS)
EX:/ —Idx+/1°°_x:_x‘ _r- ’ _
0o 3 a3 3 1o 2 h

1
3
1 2 3
2z dz 2211 1= 2 11
EX? = il | 100_:_‘ __‘ = 4+1=—,
/0 3 ”“L/ 227 9 o g 1=
Ood_x__gv_3°°

1
EXl{X>1}=/1 W=, =3

gaunu
19 1

COV(l{X>1}, X) = —.

2
Difxs13 ==, DX-= T

9’ 36’
Al(57) - ()] - o
5 (12//198 119//1386> '

Pazymiu U, = v/n(1{x>1} —1/3) ir V,, = /n

S | U,
Lixs1y = 3 + %7

Reiskia,

X —5/6); tada

—~

7:

S| ot
ES

+
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Randu sekos ¢,,(1/3+u,/+/n,5/6 + v, /+/n) asimptotika, kai u,, — w ir v,, — v:

gn(1/3+ un/\/ﬁu 5/6 + 'Un/\/ﬁ)

— 1/3+un/vn
 1/3+un//n+5/(6n) + v, /n3/2

{ 3unH 3u 5 3vn}—1

14 )2y 2 20
talltm T T e

:[1+%H1—(3ﬂ+3+ 3”")+(3ﬂ+i+ 3””)2
}

vn vn o 2n ' p3? v 2n ' nd?

RiT 5 3vp

- (ﬁ TR

3y, 3uy, 5 3v,, Ju
-+

15u,  27ud —3/2
t AT T et T T e Tl )

S

Kitaip tariant,

72 g (1/3 4 tn V3, 5/6 4 vn V) — 1+ 5/(2m)] — 40

I8 tolydaus atvaizdZzio principo dabar isplaukia, kad

51 3
n3/2 [Tn 1+ %} — (5 ~2)N(O.3) = N(0,0%);

0® = 1—16 (5 -2 (g 129) (_52) = 1—16 (5 —2)(36 —28) = 5749.



4 skyrius

Taikymai

4.1 Pasikliautinieji intervalai

4.1.1 Uzdavinio formulavimas

Tegu Xi,...,X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai.
Apie jy skirstinj yra Zinoma tik tiek, kad jis priklauso tam tikrai skirstiniy Seimai
(Fy | 6 € ©), priklausanciai nuo realaus parametro 6. Reikia jvertinti neZinoma
parametro reikme 0, t.y. rasti tokias statistikas 0, (z1,...,z,) ir 0*(z1, ..., z,),
kad

P{O.(X1,....X,) <00 (Xq,...,. X))} 21 —q (4.1)

fla « yra tam tikras maZzas skaic¢ius. Paprastai jmama o = 5% = 0.05; tada
intervalas [0; 6*] vadinamas 95% lygmens pasikliautinuoju intervalu.
Jei paimtume
Ou(x1y . oyxn) =0"(21,...,2) =6,

(4.1) formulé buty teisinga ir su @ = 0. Taflau [f;0] nevadinamas pasikli-
autinu intervalu, nes tokiy funkcijy 6, ir 6* nejmanoma apskaic¢iuoti, nezinant
tikrosios parametro reikSmes, ir todél jos nevadinamos statistikomis. Grieztai
déstant matematine statistika, tikrosios parametro reikSmeés nezinojimas forma-
lizuojamas taip. € laikomas kintamuoju, o atsitiktiniai dydziai X; — priklau-
sandiais nuo to kintamojo: X; = X;(6). Ieskome tokiy statistiky 0. (z1,...,zy)
ir 0*(x1,...,2,), kad (4.1) bty teisinga su visais §. Dabar niekas netrukdo
paimti, pavyzdziui,

O(z1,. .., zn) =0"(z1,...,2,) = 2.5,

bet tada (4.1) bus teisinga tik su § = 2.5. Todél [2.5;2.5] néra pasikliautinas
intervalas.

4.1.2 Standartiné procedura

Konkrec¢iuose modeliuose pasikliautinieji intervalai paprastai konstruojami taip.
Is pradziy randamas pagristas nezinomo parametro jvertis — tokia statistika
O(x1,...,x,), kad su visais 6

0(X1,....Xn) — 0.

49
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Po to randamas asimptotinis 6 = é(X 1yen- ,Xn) skirstinys; paprastai normalu-
sis:

V(6 —6) — N(0,a%(8)).
PaZymima ¢ = o(é). Jei funkcija o(6) tolydi, tai pagal tolydaus atvaizdZzio

principa
& — o(0)

ir

\/ﬁé _ 0 — N(0,1).

Tegu z, /o yra standartinio normalaus skirstinio (o/2)-kritiné reiksmeé; tada

P{N(0,1) > z,/2} = /2,
P{|N(0,1)| < zap2} =1-«

ir

]

P{\/ﬁ

Reigkia, kai n didelis, su &~ 1 — a tikimybe

<za/2} —1—-a.

10— o]

o

vn

< ZQ/Q

ir

(o ~ (o
Zoz/2% <0< 9+Zoz/2

7

0 —

Taigi

[é— ZQ/Q%;HA-FZQ/Q%}

yra asimptotinis (1 — «) lygmens pasikliautinas intervalas.

4.1.3 Modifikuota procedura

Vienas i8 auks¢iau aprasytos proceduros trukumy — gaunamas pasikliautinas
intervalas nebutinai yra aibés © poaibis. PavyzdZziui, jei 6 yra kokio nors jvykio
tikimybeé, tai © = (0;1). Ivertis 6 dazniausiai priklauso tam intervalui, bet
kairysis pasikliautino intervalo krastas 6 — Zq/20/+/1 nebitinai teigiamas, o
deSinysis krastas gali buti didesnis uz 1.

Jei standartiné procedura dél auksciau aprasyty priezas¢iy mums nepatinka,
galima naudoti tokig jos modifikacija. Pasirenkame kokia nors grieztai didéjan-
Cig tolydziai diferencijuojamag funkcija g: ® — R ir naudodami standartine
procediirg randame pasikliauting intervala [v.;v*] parametrui v = g(6). Tada
suskai¢iuojame 6, = g=(v4), 0* = g~ 1(7*) ir gauname pasikliauting intervala
[0; 6*] C © parametrui 6.

4.1 PAVYZDYS. Tegu Xj, ..., X, yra imtis i§ skirstinio
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Reikia jvertinti p.
Sprendimas. Pazymiu

Ni + Na

D= — = 1ix<2y;

¢ia N; zymi j reikSmés pasikartojimy skaiciy imtyje. Kadangi
Elix<s = El{xco =1,
gaunu D1ixcoy =p — p? = p(1 — p) ir i§ centrinés ribinés teoremos
Vn(p —p) — N(0,p(1 - p)).
Tada

p—p .
ﬁm — N(0,1);

[;3—1.967Vﬁ$ﬁ_ﬁ);;3+1.967”35}%_@}

todél

yra 95% lygmens pasikliautinas intervalas.
Jei pasikliauting intervala konstruociau i§ duomeny

1,2 3, 3,3 3, 3 3,3, 3,

(t.y. jei n = 10, p = 0.2), gaufiau intervalg [—0.25;0.45], kurio kairysis krastas
neigiamas. Kad to iSvengciau, taikysiu modifikuota procedira su funkcija

Kadangi

g (p) = [lnp—ln(l—p)}'=%+ 1ip - p(ll_p),

g funkcija yra grieztai didéjanti. Atvirkstiné funkcija gaunama iSsprendus lygtj

vy=1In P
L—=p

kintamojo p atzvilgiu:

P _

1-p
p=(1-p)e;
p(l+e7) =e%;

e’y
T 1l4er

p

Pazymiu 4 = ¢g(p). Tada pagal delta metoda

\/ﬁ(:)/ - 7) - N(Oa 02>
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su

2 1. 2 . _ 1
o® = [g'()] (1 - p) o)

Taigi

[.*]:[A_ 196 . 196 }
RV Sy MY ()

yra 95% pasikliautinas intervalas parametrui v, o

e e
[1+e7*’ 1+e7*} o
95% pasikliautinas intervalas parametrui p.
Jei, kaip ir aukséiau, n = 10 ir p = 0.2, tai

4 =—1.386, [y7*]=[-2.936;0.114] ir [p.;p*] = [0.050;0.528].

4.1.4 Dispersijos stabilizavimo metodas

Taikant modifikuota pasikliautiny intervaly konstravimo procedura, funkcija g
kartais galima parinkti taip, kad parametro v = ¢(#) asimptotiné dispersija
nebepriklausyty nuo nezinomo parametro. Tokia funkcija vadinama stabilizuo-
jancia dispersijq.

Kadangi asimptotiné parametro ~ dispersija lygi [¢’ (p)}202(9), norédami
rasti dispersija stabilizuojan¢ia transformacijg, turime iSspresti diferencialine
lygti

[9'@)]"0*(0) = 1,

00 - [

Jei v = ¢(6), tai pasikliautinas intervalas « parametrui yra

t.y. suskaiciuoti integrala

[y 7] = {‘y—za—\/g;%tz\‘}%ﬂ (4.2)

pavidalo; ¢ia 4 = g(6).

4.2 PAVYZDYS. Tarkime, turime imtj i§ to paties skirstinio, kaip ankstesniame
pavyzdyje. Reikia jvertinti nezinoma parametra p, taikant dispersijos stabiliza-
vimo metoda.

Sprendimas. Ankstesniame pavyzdyje suskai¢iavau, kad jei p = (N1 +N2)/n,
tal

Va(p—p) — N(0,p(1 — p)).
Taigi dispersija stabilizuojanti transformacija
dp 2dp
g(p):/i:/—2 - [t:2p—1}
Vp(1—p) 1-(2p-1)

= arcsint = arcsin(2p — 1).
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Atvirkstiné transformacija gaunama iSsprendus lygtj
v = arcsin(2p — 1)

p atzvilgiu:

(2p — 1) = sin7;
14 siny
=—
Taciau reikia turéti omenyje, kad §i funkcija yra g funkcijos atvirkstiné tik jei
jos apibréZimo sritj susiaurinsime iki g funkcijos reikSmiy srities, t.y. — iki

[—7/2; w/2] intervalo. Kitaip tariant,

1+ sin v, << 1+ sinvy*

P A 5 <p< >

tik tada, jei v«,v* € [—7/2;7/2]. Todél jei pagal (4.2) formule gaunamas rézis
Ve < —m/2 (atitinkamai, v* > 7/2), reikia imti v, = —m/2 (atitinkamai, v* =

w/2).
Tegu, pavyzdziui, n = 10 ir p = 0.2. Tada 4 = arcsin(—0.8) = —0.644 ir
pagal (4.2) formule gaunu

[ye; 7] = [1.264; —0.024].

Kadangi —1.264 > —x /2, pasikliautinas intervalas p parametrui yra

1+ sin(—1.264) 1+ sin(—0.024
[ +s1n(2 6 ); +Sm(2 0.0 )} = [0.023;0.488].

Jei p = 0, pagal (4.2) formule gauciau
[v+;7"] = [—2.191; —0.951].

Siuo atveju v, < 7/2; todél pasikliautinas intervalas p parametrui yra [0; 0.093],
nors (1 +sin(—2.191))/2 = 0.093.

4.2 Hipoteziy tikrinimas

4.2.1 Bendra teorija

Tarkime, Xi,...,X, yra imtis i§ kokio nors nezinomo skirstinio ir reikia pa-
tikrinti tam tikra statistine hipoteze apie ta skirstinj. Hipotezés tikrinimo kri-
terijus apibréZiamas, nurodant tam tikra galimy imties reikSmiy poaibj A; jei
(X1,...,Xn) € A, hipotezé atmetama, prieSingu atveju ji priimama.

Minimalus reikalavimas bet kokiam kriterijui — jo pirmos rusies klaidos
tikimybé turi nevir§yti tam tikro mazo skai¢iaus «, vadinamo kriterijaus reiks-
mingumo lygmeniu. Kitaip tariant, jei imtis yra i skirstinio, tenkinancio hipo-
teze, tai turi biiti teisinga nelygybé

P{(X1,...,X,) € A} < .
Jei nelygybeé teisinga tik asimptotiskai, t.y. jei
lim P{(Xy,...,X,) € A} < o,

n—oo
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a vadinamas asimptotiniu reikSmingumo lygmeniu.
Kriterijai paprastai konstruojami taip. Parenkama kokia nors statistika T,
ir randamas jos asimptotinis skirstinys, t.y. jrodomas

bn(Ty, —an) — T

pavidalo teiginys. Statistika 7;, turi buti tokia, kad jei hipotezé teisinga, skaiciai
Qn, by, ir T' dydzio skirstinys nepriklausyty nuo nezinomo imties skirstinio. Tada
hipoteze galima atmesti, kai b, (T}, — ay,) € A; ¢a A aibé parenkama taip, kad

P{Te A} <«

4.2.2 Nepriklausomumo tikrinimas, remiamtis empiriniu
koreliacijos koeficientu

4.3 PAVYZDYS. Tegu (X1,Y7),...,(X,,Y,) yra nepriklausomos atsitiktinio vek-
toriaus (X,Y) kopijos ir E X* < 0o, EY? < 0o. Reikia patikrinti hipoteze, kad
X ir Y nepriklausomi.

Sprendimas. Sukonstruosiu kriterijy, besiremiantj empiriniu koreliacijos ko-
eficientu

X-X0-v) __ XV-XV
JE—x/r—ve (JE-XTE-T

I8 pradziy rasiu asimptotinj p skirstinj, kai hipotezé teisinga, t.y. kai X ir Y’
nepriklausomi. Pazymiu aj; = E X7Y*. Tada

ﬁ:

DX =EX?>— (EX)? = ag — a,
cov(X,Y)=EXY -EXEY = a1 — aioao1,
cov(X,X?) =EX? —-EXEX? = a3y — aipaz0,
cov(X,Y?) =EXY? —~EXEY? = a5 — ajoaos,
cov(X,XY)=EX?Y ~EXEXY = ay — ajpa1,
DY =EY2— (EY)? = agy — a2y,
cov(Y,X?) =EX?Y —EX?EY = a2 — asoao,
cov(Y,Y?) =EY? ~EYEY? = ag3 — ag1ao2,
cov(Y,XY)=EXY? -EYEXY = a1 — ana11,
D(X?) =EX" - (EX?)? = as — a3,
cov(X2Y?) =EX?*Y? —~EX?EY? = ag; — agaos,
cov(X%, XY)=EX3 —EX?EY = a3z — axao1,
D(Y?) =EY* — (EY?)? = aps — agy,
cov(Y?, XY)=EXY? —EY?EXY = a3 — apa11,
D(XY)=EX?Y? - (EXY)? = ay — a?,.
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Pradésiu nuo atskiro atvejo, kai
EX=EY =0, EX?=EY?=1. (4.3)

Véliau matysime, kad bendra atvejj nesunku suvesti j iSnagrinétajj. Taigi a9 =
apr = 0, azp = ag2 = 1. Be to, jei hipotezé teisinga, a;r = ajoaor. Taigi is
centrinés ribinés teoremos

X 0
Y 0
vall| X2 |- |1|] = N5y
Y2 1
XY 0
Cia
1 0 aso 0 0
0 1 0 ap3 0
Y= aso 0 aqo — 1 0 0].
0 aps 0 apqg — 1 0
0 0 0 0 1
Dabar taikau vektorinj delta metoda. Aisku, kad p = g(X,Y, X2, Y2, XY);

Cia

o U1 — U10U01

- 2 2’
\/UZO - ulo\/u02 — Upr

kai u = (ulo, U1, U20, UO2, uu). Paéymiu

g(u)

a = (a1, ao1, a20, ao2, a11) = (0,0,1,1,0).

Kadangi
dg Uo1 U11 — U10UO1 2 \—3/2
— — Ug0 — U —2u19),
Ouio Vo — udg/ uoe —udy  2y/ug2 — ud; ( o) :
dg U1l — U10U01 2 \—3/2
= - U0 — U )
6U20 2\/ Up2 — U31 ( 10)
dg 1
Quir  \Jugg — ufg\/uo2 — ud,
gaunu
Og Jg 99
a) = 0, a) = O7 a)=1
du1g Ouzo ) 8ull( )

ir analogiskai

6’11,01 N 6u02 =0
Reiskia,
Vi(p—0) — N(0,0%);
Cia
1 0 aso 0 0 0
0 1 0 aps 0 0
o>=(0 0 0 0 1)|ax 0 agp-1 0 0ffo0
0 ap3 0 apg — 1 0 0
0 0 0 0 1 1
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=0 0 0 0 1)

_ o O O O

=1.
Kitaip tariant, jei hipotezé teisinga ir teisingos (4.3) lygybés, tai
Vnp — N(0,1).

Dabar i8nagrinésiu bendra atveji: X ir Y nepriklausomi, bet (4.3) lygybés
nebutinai teisingos. Pazymiu

_Xi-EX Y -EY
- Tbx T by

Aigku, kad (U;, V;) yra nepriklausomos vektoriaus (U, V') kopijos; ¢ia

U;

_X-EX _Y-EY
- VvDx ' VDY

Jei hipotezé teisinga, t.y. X ir Y nepriklausomi, tai dydziai U ir V taip pat
nepriklausomi; be to,

U

E(X-EX) EX-EX

EU = 0,
VDX VDX
E(X-EX)? DX

2 _ _
EUT = DX _DX_l

ir analogiskai
EV=0 EV?2=1.

Taigi U ir V tenkina (4.3) salygas; todél pagal iSnagrinéta atvejj

vn ,(U_U)(V,_V) — N(0,1).

VU -T2\ (V-V)?

Kita vertus, jei su kokiomis nors konstantomis a > 0, ¢ > 0, b ir d

U=aX+0b, V=cY+d

(misy atveju taip ir yra: a = 1/vDX, b= -EX/VDX, ¢c=1/vyDY,d =
—EY/VDY), tai

EU=aEX +b, EV =cEY +d;

todél

v-nHwv-v) _ ac(X = X)(Y -Y) _;
VO-D2 /v -7E  Jaex—xz/ey -1
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Reiskia,
Vnp — N(0,1) (4.4)
ir bendruoju atveju.

Nepriklausomumo hipotezés tikrinimo kriterijus dabar gali buti apraSytas
taip: hipotezé atmetama, kai \/n|p| > c; ¢ia ¢ — tokia konstanta, kad

P{|N(0,1)| > ¢} = .
Jei hipotezé teisinga, tai i$ (4.4) iSplaukia, kad jos atmetimo tikimybé
P{yn|p| > ¢} = P{|N(0,1)| > ¢} = o

Reiskia, o asimptotinis tokio kriterijaus reikSmingumo lygmuo.

4.3 Klaidingos modelio specifikacijos efektas

4.3.1 Hipotezés apie dispersijg tikrinimas

UzZdavinio formulavimas. Tegu X;,..., X, yra imtis i§ normalaus skirstinio
su nezinomu vidurkiu y ir dispersija o2 ir reikia patikrinti hipoteze o = o*; ¢ia
o* — koks nors fiksuotas skai¢ius. Paprastai tai daroma taip: apskai¢iuojamos
statistika .

1 )2
o*2 Z(XZ -X)

i=1

Qn:

ir hipotezé atmetama, jei Q,, > x2(n —1); &a x%(n—1) yra x?(n — 1) skirstinio
« lygmens kritiné reikSmeé, t.y. toks skaiius c, kad

P{x*(n—1)>c} =a.

ApraSytas kriterijus pagrindziamas taip: jei hipotezé teisinga, tai @,, statis-
tika pasiskirséiusi pagal x%(n — 1) désnj; todél hipotezés atmetimo tikimybé lygi
P{x?*(n—1) > x%(n —1)} = a. Taigi kriterijaus pirmos riisies klaidos tikimybé
yra .

Jei X1, ..., X, skirstinys nenormalus, Q skirstinys jau nebus x?(n — 1), net
jei hipotezé o = o* teisinga (t.y. jei X; dispersija lygi 0*2). Todél kriterijaus
pirmos rusies klaidos tikimybé jau néra tiksliai . Bet galima tikétis, kad ji bus
apytiksliai lygi «a, jei n pakankamai didelis. I8siaiskinkime, ar tikrai.

Kad biity paprasé¢iau, laikysiu ¢* = 1. Tarkime, hipotezé teisinga, t.y.
Xi,..., X, yra imtis i$ skirstinio su dispersija 1. Reikia apskai¢iuoti riba

lim P{Q, > x2(n— 1)}

Gia @), yra ta pati statistika, kaip auksciau. Norédamas rasti tg ribg, is pradziy
rasiu @), asimptotika, o po to — skai¢iy sekos x?2 (n—1) asimptotika, kai n — oco.

Q. asimptotika. Aisku, kad

Qn/n=(X-X)2=X2-2XX+X
=X2 92XX+X =X2-X = g(u,v);
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¢ia g(u,v) = v — u?.

Su j > 1 pazymiu a; = E X7. Tada

DX =EX?— (EX)?=ay—a%
DX?=EX* - (EX?)?=qay —a3;
cov(X, X*) =EX? -EXEX? = a3 — ajas.

Jei hipotezé teisinga, tai DX = ap — a? = 1, t.y.
as = a% + 1.

Taigi i$ centrinés ribinés teoremos

vil(52) - ()1 = vo.2

_ ag—a% az —ajaz\ _ 1 as —a:{’—al
Y= Qa — _ 42 - P a4 2 2 _ 1/
3 aian (o7} as as aj ay Qg aq ay

Dabar taikau vektorinj delta metoda. Kadangi g(ai,az2) = az — a3 =1 ir

dg dg
% = —2'LL, % = 1,
gaunu
\/H[Qn/n - 1} — N(O,U2);
Cia

1 az —aj —a —2a
2 _ (_ 3— a1 — a1 1
of = (-2m 1)<a3—a?—a1 a4—a‘11—2a%—1>< 1 >

3
(L az —aj — 3a1
- ( 2a1 1) (a,4 — 20,161,3 + a% - 1)

= a4 —4a1a3+3a‘f+6a§ -1

X2(n—1) asimptotika. PaZymiu ¢,,—1 = x%(n — 1). Pagal apibrézima c,, yra
toks skaicius, kad
P{x%*(n) > c,} = a.

Kita vertus, x2(n) yra sumos Y2 + - -- 4+ Y2 = nY2 skirstinys; ¢ia Y7,...,Y, —
nepriklauomi atsitiktiniai dydziai, turintys standartinj normaly pasiskirstyma.
Kadangi EY =0, EY? =DY = 1ir

1 ° 2
EYY= — rie /24y
V 2 /—oo

2 oo I2/2:y
4 —xz? —

= — z e ¥ do T =2y

v27r/o dp — 94

V2y

4 /OO 3/26=y
=— y*/ e Vdy
VT Jo
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I'(5/2)
/e

I
#g)= 5
N W

1
2
gaunu DY? = 3 — 1 = 2 ir i§ centrinés ribinés teoremos
V(Y2 —1) — N(0,2).

Kitaip tariant, L
n/2(Y?2—-1) — N(0,1).

Toliau:
P{nY2>c¢,} =q;
P{Y2 > c¢,/n} =

P{v/n/2(Y? = 1) > v/n/2(cafn - 1)} =

99

Dydis \/n/2(Y2 — 1) konverguoja j N(0,1). Tam, kad tikimybé islikty pastovi,

dydis \/n/2(c,/n — 1) turi artéti  tokj skaiciy ¢, su kuriuo

P{N(0,1) > ¢} = .

Aigku, kad ¢ yra standartinio normalaus skirstinio « lygmens kritiné reikSmeé.

Paprastai ji Zzymima z,. Taigi

\/n—/2(cn/n —1) = za,

t.y.
Vn/2(en/n—1) = z4 + 0(1);
224 _
en/n=1+ \/\;% + o(n~Y/?);
Cn =N+ 2aV2n + o(n'/?).
I8 cia

Cno1=n—1+2V20 — 2+ 0o(n*?) = n+ 2,V2n + o(n*/?).

Klaidos tikimybés asimptotika. Jei hipotezé teisinga, tai pirmos rusies

klaidos tikimybé

P{Qn > cn-1} = P{ Vn(
{ n(Qn/ /n—1) > zaV2+0(1 )}
= P{\/E(Qn/n —1) +o(1) > zaﬁ}

— P{N(0,0?) > 2,V2}
=P{N(0,1) > 2,V2/0}.

Qn/n—l) > \/_(cn 1/n—1)}
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Reigkinys deSinéje puséje lygus « tik tada, kai
2o V2 /0= Zq,

ty. 02 =2, t.y.
as — 4ara3 + 3a‘11 + 60% —1=2.

Normalios imties atveju taip ir yra (pavyzdziui, jei Xi,...,X, yra imtis i§
standartinio normalaus skirstinio, tai a; = 0 ir ay = 3). Tadiau apskritai 0% gali
buti bet koks. Reigkia, nagrinéjamo kriterijaus nenormalioms imtims taikyti
negalima.



5 skyrius
M-jvertiniai

5.1 Maksimalaus tikétinumo jvertiniai

Bendra teorija. Tegu X1, ..., X, yraimtis is skirstinio su tankiu pg(x) (kokio
nors mato p atzvilgiu), priklausanéio nuo nezinomo parametro 6, kurj reikia
ivertinti. Tegu © yra galimy parametro reikSmiy aibe,

@) =@, L) = £ 3 1(X) = BT

ir ) = é(Xl, ..., Xpn) — toks aibés © taskas, kad

L(0) = max L(9).

Tada 6 vadinamas 6 parametro maksimalaus tikétinumo jvertiniu.

Isvestine 6 parametro atzvilgiu Zymeésiu tasku vir$ funkcija Zyminéios raides;
pavyzdZziui, L(G) Jei © aibé atvira, o L funkcija diferencijuojama, maksimalaus
tikétinumo jvertis yra lygties

L) =0

Saknis. Si lygtis vadinama maksimalaus tikétinumo lygtimi.
5.1 pavYzZDYS. Tegu Xi,..., X, yra imtis i§ skirstinio su tankiu
po(z) = 0%, kaixz > 0;
¢ia § > 0 — nezinomas parametras. Raskite jo maksimalaus tikétinumo jvertinj.
Sprendimas. Siuo atveju
lo(x) =1nb — Oz,
L) =1nh —0X =Ind — 60X,

. 1 —
L(#) = - - X.
0=
Sprendziu maksimalaus tikétinumo lygtj:
1 —
- — X =0;
9 b

61
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Taigi 6 = 1/X.
Atvejis, kai imtis i§ diskretaus skirstinio. Tegu X (#) Zymi atsitiktinj
dydj, kurio skirstinys priklauso nagrinéjamai skirstiniy Seimai ir atitinka para-

metro reikdme 6. Jei visi X () igyja tik sveikasias reik8mes, vietoje u paprastai
imamas skai¢iuojantis matas. Tada

po(k) = P{X(0) = k},

L(h) = % > NiInpo(k);
k

Gia N yra k reikSmés pasikartojimy skaic¢ius imtyje:

Ny = Z l{Xi:k}-
i=1

Taigi
L(0) = Inpa(k)T(x,—1}-
k
5.2 PAVYZDYS. Tegu Xi,..., X, yra imtis i$ skirstinio
X|1|2]| 3
| P | 2p | 1-3p

Ga p € (0;1/3) — nezinomas parametras. Raskite jo maksimalaus tikétinumo
jvertj.
Sprendimas. Siuo atveju
L(p) = Nilnp + NoIn(2p) + N3 In(1 — 3p);
_ N 2Np 3N

P 2p  1-3p

L(p)

Sprendziu maksimalaus tikétinumo lygtj:

Ni 2N 3N,
Mo 22 3

p 2p 1-3p
Ni+ N, 3N,
p 13
(N1 + N2)(1 = 3p) = 3Nsp;
3(N1 + No + N3)p = Ny + Ng;

3np = N1 + No;
N1+ No
P=—g
n

Taigi p = (N1 + N2)/(3n).
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Vektorinio parametro atvejis. Kai 6 = (61,...,0;) yra vektorinis parame-
tras,
oL oL

Tuomet vektoriné maksimalaus tikétinumo lygtis ekvivalenti tokiai skaliariniy
lygciy sistemai:

oL
— =0
00,
oL
— =0.
00y,
5.3 PAVYZDYS. Tegu Xi,..., X, yra imtis i§ normalaus skirstinio su nezinomu

vidurkiu g ir neZinoma dispersija o2

tikétinumo jvertinius.

. Raskite abiejy parametry maksimalaus

Sprendimas. Siuo atveju

L o -w?/20%),

Puo(T) = oro ;
Lyo(X) = —Inv27 —Ino — X =2

202
(X —p)?
L =—InV2r—Ino — ———;
(1, 0) nv2r —Ino YOI
(o) = <_—2(X—/L) 1, (X—m?) _ (X—u 1, (X—m?) ,
202 o o3 o2 o o3
Sprendziu maksimalaus tikétinumo lygtj:
X—p
o2 =0
1 X — p)?
-+ (73/0 =0.
o o
I8 pirmos lygties
X —pu=0;
X—u=0;
n=X.
Tada i§ antrosios
1 (X —p)?
o o3

Taigi
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5.4 PAVYZDYS. Tegu Xi,..., X, yra imtis i$ skirstinio
X[1] 2 | 3
|p|p+a|1-2p—¢

Glap > 0ir g € (—p;1 — 2p) — nezinomi parametrai. Raskite ju maksimalaus
tikétinumo jvercius.

Sprendimas. Siuo atveju

nL(p,q) = Ni1Inp+ NaIn(p + q) + N3In(1 — 2p — q);
. (Nl Ny 2N, Ny Ny )

+ —_ —_
p ptq 1-2p—q p+q 1-2p—gq

nL(p,q) =

Sprendziu maksimalaus tikétinumo lygtj:

N N, 2N;

+ - =0;
p. ptqg 1-2p—gq
N. N.

2 _ 3 :0
p+q 1-2p—gq

I8 antros lygties
N3 Ny

1-2p—q p+gq

Istates i pirmaja, gaunu:
Ny n Ny 2N,

p Tpte prg
N1 No
p  p+dq
Ni(p+q) = Nap;
Niq = (N2 — Ny)p;
Ny — Ny
=5

Ny . Ny — Ny
p+q Nlp r pP—q p N p;

todél i§ (5.1) gaunu

N.
1-2p—q="2(p+q);

N
g Ne=Ni N
P N p—Nlpa
N2 + N3
1+ == 1
(+ A
N1+ Nz + N3 _ 1
Nl p_7
n
= p=1:
Nlp ;
Ny
p=—.

n
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Tada
_ Na—N;i N1 Na—N;
1= N, n n
Taigi
~ Nl . ~ NQ—Nl
p=— ir §=——.
n n

5.2 M-jvertiniy pagrjstumas. Klasikine teorema

5.2.1 M-jvertiniai ir Z-jvertiniai

Tegu X1, ..., X, yra imtis i§ skirstinio Fy,, priklausancio skirstiniy Seimai (Fp |
6 € ©) ir reikia jvertinti neZinoma parametro reikSme 6y. Vienas i§ pladiai
naudojamy jvertiniy konstravimo budy yra toks. Pasirenkama funkcijy Seima
mg(z), apibréziama

me(X1) + -+ me(X,)

n

Mn(e) = mG(X) =

ir randamas toks 6,, = én(Xl, .., X)), kad

Tada 6 vadinamas M -gvertiniu.
Pirmame skyrelyje nagrinéti maksimalaus tikétinumo jvertiniai yra M-jver-
tiniai: jie atitinka funkcija

me(z) = lnpg(x);

Cia pg yra Fy skirstinio tankis kokio nors mato atzvilgiu.

Kad M-jvertinys tikrai vertinty tai, ka reikia, t.y. neZinoma parametro reiks-
me 6, funkcijos mg(x) turi tenkinti tam tikra salyga. Tikrai, i$ didziyjy skaic¢iy
désnio

My (0) = me(X) — M(0);

M(0) = Emg(X).

0, yra M, (#) maksimumo taskas; todél naturalu reikalauti, kad 6y bity vienin-
telis funkcijos M (#) maksimumo taskas.

Jei © yra atviras R¥ poaibis, o mg(x) funkcijos tolydziai diferencijuojamos
6 atzvilgiu, tai maksimumo tagko ieskome prilygindami 0 M, (6) funkcijos i§ves-
tine. Pazymiu

Yo(x) = mg(x), V,(0) =1e(X), V(0)=Ey(X).

Jei By yra vienintelis W(6) funkcijos nulis, o 6, — koks nors ¥,,(4) funkcijos
nulis, galima tikétis, kad 6,, — 6y. Statistika 6,, vadinama Z-jvertiniu.
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5.2.2 Klasikiné teorema

5.1 teorema. Tegu © yra atviras intervalas, su visais x funkcija mg(z) tolydi
0 atzvilgiu ir 8y yra M funkcijos lokalaus maksimumo taskas. Tada egzistuoja
tokie jvertiniai én ir tokios aibés A,,, kad

(1) P{(X1,...,Xn) € A,} = 1;

(ii) kai (z1,...,2n) € Ayp, On(x1,...,2,) yra M, funkcijos lokalaus maksi-
mumo taskas;

(iii) 6,, — 0o.

Irodymas. Fiksuoju 4, su kuriuo M (6y —6) < M (6y) > M (0o +9). Pazymiu

e =min(M (6y) — M (0o — 8), M (60) — M (6 + 9))
ir
By ={(21,...,20) | [Mn() — M(0)| < /2 su6=0,60£5}.
Tada P{(X1,...,X,) € By} — 1ir, kai (X1,...,X,) € By,
M, (00 — 0) < My, (00) > M, (60 + 9). (5.2)
Taigi
P{Mn(90 — 6) < Mn(eo) > Mn(90 + 6)} — 1.

I8 lemos, kurig jrodysiu Zemiau, iSplaukia, kad su tam tikra seka d,,, artéjan-

¢ia i 0,
P{Mn(90 — 6n) < Mn(eo) > Mn(90 + 6n)} — 1.

Pazymiu

Funkcija M, (0) yra tolydi; todél [0y — d,;00 + ] intervale jgyja didZiausia
reiksme. Jei (x1,...,2,) € A,, tai ta didZiausia reik§mé jgyjama intervalo
viduje ir todél yra lokalus funkcijos maksimumas. PaZymiu jj én(:vl, cey X))
Jei (z1,...,2,) € Ay, 0, apibréziu bet kaip. Tada, kai n pakankamai didelis,

P{|0, — 00| = 0} < P{|0n — 60| = 6.} <P{(X1,....Xn) € 4.} — 0, (5.3)

t.y. 0, — 6y. O

5.1 lema. Tegu h,(8) yra tokia realiyjy funkcijy seka, kad h,(§) —— 1 su

n—oo

kiekvienu ¢. Tada egzistuoja tokia seka 6,, — 0, kad h,,(0,) — 1.

Irodymas. Paimu ng = 1 ir su kiekvienu k£ > 1 randu toki ny > ni_1, kad
|hn(1/k) — 1] < 1/k sun > ng. Apibréziu

2, kai n < nq;

1, kai n1 < n < no;

1/k, kaing <n < ngyr;
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Aisku, kad 6, — 0. Jei n > ny, tai n;y < n < nyy1 su tam tikru I > £, o tada
[hn(0n) — 1| = |hn(1/1) = 1| < 1/1 < 1/E. (5.4)
Reiskia, hy(d,) — 1. O

Kad 5.1 teorema buty galima pritaikyti maksimalaus tikétinumo jvertiniams,
reikalinga dar viena teorema.

5.2 teorema. Tegu skirstiniy Seima (Fy | 6 € ©) identifikuojama, t.y. skirtin-
gus 0 atitinka skirtingi skirstiniai Fy. Tada 0y yra vienintelis funkcijos M (0) =
Elnpy(X) maksimumo taskas.

Irodymas. 18 nelygybés Inz < 2(y/x — 1), teisingos su z > 0, gaunu

B npe(X) po(X)

—2( [ (vmmmdu~1) =~ [(VF - Vi du < 0. (5.5)

Taigi M (0) < M(6p) su visais 6. Be to, nelygybé virsta lygybe tik tada, kai
DPo = po, beveik visur p atzvilgiu, t.y. kai 8 = 6y. O

5.2.3 Irodymy paaiskinimai

5.1 teorema.

1. Kodél P{(Xy,...,X,) € B} — 17
B¢ = BLUB2 U B3; ¢a

By, ={|M,(6o) — M(60)| >¢/2}, Bj = {|Mn(6o —8) — M(0o — )| > ¢/2},
By, = {| M (60 +6) — M(6o +8)| > ¢/2}.
I8 didziyjy skaiciy désnio iSplaukia, kad su visais 6
My (8) = mg(X) — Eme(X) = M(6);
todel P{(X1,...,X,) € B} - 0sui=1,2,3. Bet tada
P{(Xy,...,X,) € By}

<P{(X1,...,X,) € BBy +P{(Xy,...,X,) € B2} +P{(Xy,...,X,) € B}
—0

)

t.y. P{(X1,...,Xn) € B} — 1.
2. Kodél teisingos (5.2) nelygybés?
Jei (z1,...,2,) € By, tai

Mn(90)>M(6‘0)—6/2, Mn(90—6)<M(90—5)+6/2;
todél

Mn(oo)—Mn(eo—(S) > M(oo)—6/2—M(90—5)—€/2: M(oo)—M(eo—(S)—E
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Desiné pusé neneigiama pagal € apibrézima. Taigi M, (6p) > M, (6p — ). Antra
nelygybé irodoma panasiai.
3. Kodél M, (8) tolydi?

Nes
me(z1) + - -+ mg(zy)

M,(9) = -

ir visos mg(z;) funkcijos tolydzios 6 atzvilgiu.

4. Paaigkinkite smulkiau, kodél 0, yra lokalaus maksimumo taskas. R
Kadangi M, (6p — ) < M, (6p), 0 # 0y — 6. Dél panasios priezasties 0y #

0o+ 4. Taigi 0 € (8p — ;00 +0). Tada (6p — d;6p + &) yra 6 aplinka ir su visais 6

i§ tos aplinkos M, (0) < M,,(6p). Tai ir reigkia, kad 6 yra lokalaus maksimumo

taskas.

5. Kodél teisingi sarysiai (5.3) grandinéje?
I8 4,, — 0 i8plaukia, kad §,, < §, kai n pakankamai didelis. Tada
10, — o] =6 = |0, — | = 65

todél P{|0, — 00| > 6} < P{|0, — 00| > 0.}
Jei (x1,...,2,) € A, tal pagal apibrézimg 6, € (6o — 0n; 60 + 0n), t.y.
|0, — o] < . Reiskia,

todél P{|0, — 0| > 6} < P{(X1,...,Xn) € Ap}.
Trecias sarysis iSplaukia is

P{(X1,.. . Xn) € Ap} =1 - P{(X1,..., Xn) € Ay}
ir P{(Xy,...,X,) € 4,} — 1.

5.1 lema.
6. Kodél egzistuoja tokie ng?
Nes h,(1/k) —— 1.
7. Kodél é,, — 07
Nes 0 < 6, < 1/k, kai n > ny.
8. Kodél teisingi sarysiai (5.4) grandinéje?
Pirma lygybé — todél, kad d,, = 1/1, kai n; < n < n;y1. Antra nelygybé —
todél, kad ‘hn(l/l) - 1‘ < 1/1, kai n > n;. Trecia nelygybé — todél, kad [ > k.

5.2 teorema.
9. Irodykite, kad Inz < 2(y/z — 1), kai z > 0.
Pazymiu f(z) =Inz — 2(y/z — 1). Tada
1 2 1 1
r 2yr = Jx
I8vestiné lygi 0 tik viename taske — x = 1. Kai x < 1, iSvestiné teigiama; kai

x > 1, iSvestiné neigiama. Reiskia, kritiniame taske yra funkcijos maksimumas.
Todél

f'(z) =

flz) < f(1)=0
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su visais .
10. Kodél teisingi sarysiai (5.5) grandinéje?
Pirma lygybé isplaukia is

M(0) — M(6o) = Elnpy(X) — Elnpy,(X)
po(X)
pGO(X)'

=E[Inpy(X) — Inpy,(X)] =EIn

Antras sarysis — i8 nelygybés Inz < 2(v/z — 1).
Kadangi pg, yra X tankis u mato atzvilgiu, E f(X) = [ fps,du su bet kokia
funkcija f. Reigkia,

po(X) B po(X)
E(\ 0~ Y B\ pe¥)

p
= /Mﬁpeod#— 1= /\/pepeodﬂ— L.
0

/(\/P_ — V/Poo)2dp = /[Pe — 2/Pope, + Po, | it
= /pedu— 2/\/pepeodu+/peodu =1- 2/\/pepeodu+ 1.

Paskutiné nelygybé isplaukia i§ to, kad neneigiamos funkcijos integralas
neneigiamas.

Ketvirta lygybé teisinga, nes

5.2.4 Komentarai

11. Daznai tvirtinama, kad 5.1 teorema jrodo M-jvertiniy pagrjstumag. Deja,
taip néra. Jei M, () funkcija turi keleta lokaliy maksimumy, i§ teoremos neis-
plaukia, kad bet kokia parametro reikSmiy, kuriuose pasiekiamas lokalus maksi-
mumas, seka artéja prie 6. Taigi jei 6, yra M, (9) globalaus maksimumo taskas,
visigkai neaisku, ar 6,, — 6.

12. Teoremoje sukonstruoty dydziy 0, netgi negalima vadinti statistikomis.
Pagal konstrukcija én yra lokalaus maksimumo tagkas i§ (6g — 0,,; 0 + d5,) inter-
valo; taigi norédami pasirinkti 6,, mes turime Zinoti .

5.3 Valdo teorema

5.3.1 Valdo teorema

5.3 teorema. Tarkime, © yra kompaktiska metriné erdvé, su kiekvienu x funk-
cija mg(x) tolydi 6 atzvilgiu ir su kiekvienu 0 € © egzistuoja toks r > 0, kad

E[ sup mgl(X)}+<oo. (5.6)
9'eU(8,r)

Jei 0 yra vienintelis funkcijos M (0) maksimumo taskas, o 8, — funkcijos M, (6)
globalaus maksimumo taskas, tai 6,, — 6.
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Irodymas. Kad buty trumpiau, su bet kokia A C © paZymiu

ma(z) = 2161}:4) me(x).

Is 6 € U(0,r) isplaukia

me(x) < my o,y (T);
[me(ﬂcﬂ—Ir < [mU(gﬁr)(:v)]Jr;
E[me(X)}Jr < E[mU(97T)(X)]+ < Q.

Taigi vidurkiai Emg(X) ir Emy g, (X) apibrézti, nors, gal bit, lygis —oo.
Kadangi myg,r/n) | me(x), i3 (5.6) idplaukia, kad su kiekvienu

EmU(gyr/n) (X) l M(6‘) (5.7)
Pazymiu B = {0 € © | d(0,60y) > €}. Tada su kiekvienu 6 € B egzistuoja toks
r(8), kad
Emu g,r(6))(X) < M(6o).
B aibé kompaktiska, o rutuliai U(8,r(0)), 6 € O, ja dengia. Reiskia, egzis-
tuoja tokie #1,...,0; € O, kad
BcCU(01,r(01)U---UU(Ok,7(0k))-

Kad buty trumpiau, pazymiu U; = U(0;,7(60;)). Tada B C Uy U---U Uy ir
Emy, (X) < M(6) su visais j = 1,..., k.
Jei Emy, (X) < q; < M(6p), tai

P{my,(X) 2 ¢;} ——=0 ir P{Mn(00) < ¢j} ——0; (5.8)
todél
P{my,(X) < M, (00)} —— 1 (5.9)

Jei én € Uj, tai
My (6o) < Mn(én) < my; (X); (5.10)

todél P{f,, € U;} — 0. Is &a P{, € B} — 0, t.y. 6,, — 6y. O

5.3.2 Irodymo paaisSkinimai

13. Kodél mU(gyr/n) l mg(:v)?
Jei n didéja, tai aibé U(6,r/n) mazéja, o kuo mazesné aibé, tuo mazesnis
jos supremumas. Todél seka mys (g /n) nedidéjanti.
Fiksuoju e. Dél mg(x) funkcijos tolydumo atsiras toks §, kad su visais 6’ €
U(9,9)
’mg/(x) — m‘g({E)‘ <e.

Tada
me () < mp(z) + ¢
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su visais 0" € U(0, §); todél
my (9,6 (x) < me(z) +&.

Is cia
me(z) < My (o,r/n)(®) < me(x) + ¢,

kai n pakankamai didelis (kai 1/n < §). Reiskia, my g,y /n) (%) — meg(z).
14. Paaigkinkite smulkiau, kodél teisingas (5.7) sarysis.

Pazymiu Yy, = my (g, /n)(X) it Y =my(X). Tada Y, | Y ir EY;" < o0.

Funkcija y — yT nemazéjanti ir tolydi; todél Y& | Y. Be to, |V, [| =
Y F < Yfr ir EYlJr < 00; todél i§ Lebego teoremos apie aprézta konvergavima
EY —-EY™T.

Funkcija y +— y~ nedidéjanti ir tolydi; todél Y, T Y. Tada i Lebego
teoremos apie monotoniska konvergavimg iSplaukia EY,” — EY ~. Reigkia,

EY,=EY}-EY, »EY'—-EY =EY.

15. Kodél egzistuoja toks r(6)?
Jei 6 € B, tai 0 # 0; todél M (0) < M(6p). Tada

EmU(gm/n)(X) — M(@) < M(eo);

todel Emy g, /n)(X) < M(6p), kai n pakankamai didelis. Belieka pazyméti
r(0) =r/n.
16. Kodél B kompaktiska?

Funkeija 6 — d(6,0y) tolydi, o B yra uzdaros aibés [e; 00) pirmavaizdis tos
funkcijos atzvilgiu. Todél B uzdara. KOmpaktiskoje erdvéje visi uzdari poaibiai
kompaktiski; todél B kompaktiska.

17. Kodél U (6, r(0)) rutuliai dengia B?

Kiekvienas 6 € B yra rutulyje U (6, r(6)).
18. Kodél teisingi (5.8) sary$iai?

Todeél, kad is didziyjy skai¢iy désnio

m,(X) — Emy,(X) <q; it My(6) — M(6) > g5.

19. Kaip i$ (5.8) i8plaukia (5.9)?

P{my, (X) < Mn(00)} 2 P{muy,(X) < q; < Mn(6o)}
=1-P{my,(X) > q; arba g; = My (6o)}

> 1-P{my,(X) =2 q;} = P{g; = Mn(00)} — 1.

20. Kodél teisingos nelygybés (5.10) grandinéje?

Pirma nelygybé¢ — todél, kad 6,, yra globalaus M, (6) funkcijos maksimumo
taskas. Antra nelygybé — todél, kad i§ 6, € U; iSplaukia mg(x) < my,(z) su
visais x ir, reiskia,

M, (60) < mu, (X).

21. Kodél P{0, € B} — 0 ir kodél i§ to daroma ivada, kad 6, — 6y?
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Is BC U U---UUy iSplaukia

P{, € B} <> P{f, €U;} —0.

j=1
I8 B aibés apibrézimo tada gaunu
P{d(0,,60) > e} — 0.

Tai teisinga su bet kokiu ¢; todél 0,, — bp.

5.4 Kitos teoremos

5.4.1 Teoremos

5.4 teorema. Tarkime, © yra intervalas, funkcija ¥g(x) tolydi 0 atzvilgiu su
visais x, 0, — vienintelis funkcijos ¥,,(0) nulis ir ¥(6y — &) < 0 < ¥(fy + ¢€) su
visais €. Tada 6,, — 0.

Irodymas. Fiksuoju e. I8 paskutiniosios teoremos salygos isplaukia, kad
P{U,(00—¢) <0< ¥,(0y+¢)} — L (5.11)
Bet jei Wn(fo —€) < 0 < Wn(bp + ), tal (6o — ;00 + €) intervale yra W, (0)
funkcijos nulis, t.y. 6,, taskas. Taigi
P{|0, — 6| <&} — 1.
O

5.5 teorema. Tarkime, © yra intervalas ir 1g(x) — nemazéjanti 0 atzvilgiu

funkcija su visais . Jei ¥(0y —¢) < 0 < U(0y + ¢) su visais €, o ¥,,(6,,) — 0,
tai 9n — 90.

Irodymas. Fiksuoju €. Tada
P{|0, — 6o| > €}
< P{0, <0 —c}+P{0, >0y +¢}
<P{U,(0,) < V(0o —e)} +P{U,(0,) = U, (6p +¢)} (5.12)

— 0.

O

5.6 teorema. Jei

sup| M, (6) — M(8)| 0,
(4SS

su visais €
sup M (0) < M(6p)
d(0,00)>¢

ir 6, yra M, (0) funkcijos maksimumo taskas, tai 0, — 0o .
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Irodymas. Fiksuoju € ir pazymiu

d=M(0p) — sup M(0).
d(6,00)>e

Jei d(0,,00) > ¢, tai M(6,) < M(6y) — 8. Todél
P{d(0,,0;) > ¢}
P{M(0,) < M(0o) — 6}

P{M,(0,) < M(6o) — §/2} + P{|M(0,,) — M(6y)| > 5/2} (5.13)
P{M,,(6o) < M(6o) — 6/2} + P{sgp!Mn(H) - M(0)| > /2}

NN N

— 0.

O

5.4.2 JIrodymy paaiskinimai

5.4 teorema.

22. Paaiskinkite smulkiau, kaip gaunamas (5.11) sarysis.
Jei Z, — a < b, tai P{Z,, > b} < P{|Z, —a| > b —a} — 0. Analogiskai
irodoma, kad jei Z,, — a > b, tai P{Z,, < b} — 0. Taigi

P{¥,(0p—¢) >0} -0 ir P{¥,(0p+¢)<0}—0,
nes U, (0p te) — U(fyte) ir
V(g —e) <0< PTG +e).
Bet tada
P{¥,(0y —€) = 0 arba ¥, (6p +¢) < 0}
SP{W (0 — &) = 0} + P{Wn (b0 +¢) <0} — 0,

ty. P{U, (60 —¢) <0< ¥, (0g +¢)} — L.
23. Paaigkinkite smulkiau, kodél 6, € (6 — €; 6 + €).
Jei g (z) tolydi 6 atzvilgiu su visais z, tal ir

Yo(X1) + -+ (Xy)

U (0) =

funkcija tolydi. Jei 6y —¢ taske jos reiksmeé neigiama, o 0y +¢ taske — teigiama,
tai kazkokiame taske 6* € (g —e; 6p+¢) jos reiksmé yra 0. Bet 6,, yra vienintelis
tagkas, kuriame funkcija lygi 0. Reigkia, 6,, = 6* € (6p — &;60 + ).

5.5 teorema.
24. Kodél teisingi sarysiai (5.12) grandinéje?

Pirma nelygybé: jei |0,, — 6y| > e, tai arba 0,, < 0y —¢e, arba 0,, > 0y +¢. Be
to, P(AU B) < P(4) + P(B).
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Antra nelygybé: kadangi ¥,,(0) nemazéjanti 6 atzvilgiu (nes vy (z) nemazé-
janti su visais z), i8 6,, < 6y — € i§plaukia ¥, (0,) < ¥,,(fg—¢), 018 0,, = by +¢

— U,(6,) = ¥,(0p + €). Be to, jei A= B, tai P(A) < P(B).
Trecias sarysis: is

U, (0n) — U — &) — —U(fg — ) >0
isplaukia P{W,,(0,,) — ¥, (6 — ) < 0} — 0, 0 i3
U, (6,) — U, (00 +) — =T (0p+¢) <0

gaunu P{¥,,(6,) — ¥, (0 +¢) >0} — 0.

5.6 teorema.
25. Kodél teisingi sarysiai (5.13) grandinéje?
Pirma nelygybé: paaiskinta jrodyme.

Antra nelygybé: i§ M (0,,) < M(6p) — 6 isplaukia
M, (0,) < M(8o) — /2 arba | M, (0,) — M(8,)| > 6/2,
nes jei it My (6,) > M(0o) — 6/2, iv |My,(8,) — M (0,,)| < §/2, tai
M(6,) = My (0,) — [Mn(0,) — M(8,)] = M(8) — /2 — 5/2 = M(6) — 6.

Trecia nelygybé: M, (6,) = M, (6o), nes 6,, yra M, (0) funkcijos maksimumo
taskas. Todél

M, (0,) < M(6) —6/2 = M,(0y) < M () — /2

ir
P{M,(0,) < M(0o) — 6/2} < P{M,,(6o) < M(6) —6/2}.
Be to, akivaizdu, kad

| My (0,) — M(0,)| > 6/2 = sgp’Mn(ﬁ) — M(9)| > 6/2;
todél
P{|M(0,) — M(6y,)| > §/2} < P{sgp‘Mn(H) — M(0)] > 6/2}.
Ketvirtas sarysis: pirmas démuo artéja j 0, nes
My (60) — M (6o) > M (0o — 6/2);

antras démuo — dél to, kad supy|M,(0) — M (6)| — 0.
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