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Ivadinés pastabos

Siame konspekte yra apraSomas komputerinis matematinés statistikos paketas R ir jo
taikymai, skirti pradinéms matematinés statistikos savokoms iliustruoti.

Statistiko darbas visuomet buvo susijes su (daznai labai dideliais) skai¢iavimais, todél
komputeriy atsiradimas turéjo milZiniSkos jtakos kaip teorinés taip ir praktinés statis-
tikos vystymuisi. Siuo metu egzistuoja labai daug statistikai skirty komputeriniy pake-
ty, o tarp jy kiiré¢jy vyksta ganétinai astri konkurencija. Tenka pripaZinti, kad dabar
daugumos populiariy komerciniy pakety galimybés yra daugmaz vienodos, o vieno ar
kito produkto pasirinkimg daznai nulemia gamintojo reklaminés veiklos intensyvumas
ar aptarnavimo kokybé¢, kaina, profesiniai interesai ar tiesiog pripratimas.

Programing jranga galima klasifikuoti, remiantis jvairiais kriterijais. Jei kalbétume
apie kaing, tai vienai grupei priklauso komerciniai produktai (juos reikia pirkti, “pira-
tiniy” kopijy naudojimas yra ir amoralus, ir baudZiamas). Jai priklauso tokie statisti-
niai paketai kaip SAS, SPSS, Statistica, Statgraphics, S-Plus, Stata, Gauss, Ox, TSP,
Minitab, EViews (=Econometric Views) ir t.t. Studentams skirtos Siy produkty ver-
sijos, kaip taisyklé, kainuoja Zymiai pigiau, pvz., ekonometrijai skirto Eviews 4.1 pa-
keto individuali licencija universiteto darbuotojui kainuoja 360 eury, o jo Student
Version 3.1 studentui kainuoja 40 eury. Kitai grupei priklauso nemokami (free) pro-
duktai (d¢l suprantamy priezasciy, jie kartais yra menkesnés kokybés). I Sig grupe kar-
tais pakliina komerciniy pakety senesnés versijos (pvz., NCSS 6.0 Junior versija),
nekomerciniy organizacijy produktai (pvz., Europos Sagjungos statistikos departamen-
to (Eurostat’o) laiko eiluciy analizei skirta DEMETRA) arba jvairiy entuziasty (arba
ju grupiy) kiiryba (pvz., Herman’o J. Bierens’o ekonometrikai skirtas EasyReg 2000
arba Luke Tierney sukurtas produktas XLISP-STAT). Skyrium stovi pasaulinés
(programuojanciy) statistiky bendruomenés GNU programos pagrindu' kuriamas pro-
duktas R) — tai sparciai vystomas tarptautinis projektas, kuris jau dabar leidZia spresti
praktiSkai visus statistikos uzdavinius.

Kitas pakety klasifikavimo kriterijus galéty biiti statistinés analizés komandy vykdy-
mo biidas. Dauguma auksciau iSvardinty pakety turi meniu tipo komandy sistemg —
norint apskaiCiuoti, tarkime, (imties) vidurkj, uztenka pateiktajame komandy sgrase
spragteléti ant Mean langelio ir ekrane bus pateiktas skai¢iavimo rezultatas. Kito tipo
paketuose (programuojamuose paketuose) komanda mean (x) komandiniame lange
reikty surinkti paciam ir tik po to pamatytume rezultata. Abu biidai turi privalumy ir
trikumy. Pirmasis budas paprastesnis (nereikia mokytis gana greitai uZmirStamy ko-
mandy), taCiau antrasis statistikos profesionalui teikia daugiau galimybiy. Kartais sa-
koma: jei jums reikia lenteliy ir grafiky (variantas: jeigu mégstate king) — naudokités
pirmojo tipo produktais, o jei statistinés analizés (variantas: jeigu meégstate skaityti
knygas) — antrojo. PaZymeésime, kad kai kurie antrojo tipo produktai (pvz., S-Plus,
SAS) dabar turi abi galimybes. Antra vertus, dauguma pirmo tipo produkty dabar irgi
turi didesnes ar mazesnes programavimo galimybes (pvz., toks yra SPSS ar Eviews).
R 1§ esmés yra programavimo kalba su specializuota (statistikos reikméms skirta)

!« . The licenses for most software are designed to take away your freedom to share and
change it. By contrast, the GNU General Public License is intended to guarantee your freedom to share
and change free software — to make sure the software is free for all its users...”



aplinka. Kai kurie i§ R vystymo komiteto (The R Development Core Team) nariy aps-
kritai mano, kad meniu variantas nereikalingas, taCiau progresas Sia kryptimi yra
akivaizdus (plg. library (Rcmdr)). Siame konspekte R paketo meniu gali-
mybémis nesinaudosime®.

R yra nemokamas (ir labai geros kokybés) produktas’. R yra “jaunesnysis” komercinio
S-Plus paketo “brolis”. Siy dviejy kalby sintaksé praktiSkai ta pati, nors programiniai
interpretavimo principai skiriasi. Dauguma S kalba parasyty programy veikia ir R
aplinkoje.

R projekto internetinis adresas yra http://www.r-project.org/, taciau teisingiau biity
kreiptis ] vieng i§ CRAN (=Central R Archive Network) veidrodiniy kopijy (mes pa-
prastai naudosimés http://cran.at.r-project.org/. Ten rasite paskuting R versijg (Siuo
metu R 2.1.1), jvairiems statistikos skyriams skirtas bibliotekas ir kitg informacija
(pvz., jvairiy autoriy parasytus R vadovus).

Trumpai apraSysime bendrgja konspekto struktiirg. 1 skyriuje yra pateiktos pagrind-
inés apraSomosios statistikos sagvokos. 2 ir 3 skyriuose skaitytojas ras trumpa R paketo
aprasymg ir jvada j programavimg R kalba. Paprastai, prieS pradedant taikyti statis-
tikos kriterijus, atlieckama duomeny prieSanalizé — tai aptarta 4, 5 ir 6 skyriuose. 7
skyrius skirtas ribinéms tikimybiy teorijos teoremos, tiksliau kalbant, centrinei ribinei
teoremai ir didziyjy skaiciy désniui. 8 skyriuje aptartos populiacijos parametry vertin-
imo procediros. 9 ir 10 skyriai skirti statistiniy hipoteziy tikrinimui.

Sis 2005ix variantas yra kiek papildytas 2003ix variantas. Konspekta deréty atnaujinti,
nes nuo 2003 m. R smarkiai pasikeité. Prie pirmos progos autorius tai ir padarys, ta-
¢iau prognozuoti, kada tai jvyks, labai sunku...

* Tiksliau sakant, naudosimés tik tomis minimaliomis R grafiniy sasajy (=GUI=Grafical User’s
Interface) galimybémis, kurias matome 2.1 pav. antroje eilutéje.

’ Su jspiidingomis R galimybémis galite susipaZinti interneto puslapiuose http://www.r-
bloggers.com/ , http://romainfrancois.blog.free.fr/ , http://zoonek?2.free.fr/UNIX/48 R/all.html ,
http://www.statmethods.net/ , http://r.research.att.com/man/R-intro.html ir t.t. Taip pat naudingas gali

biiti adresas http://biostat.mc.vanderbilt.edu/s/finder/finder.html ir kiti panaSis.




1. AprasSomoji statistika

1.1. Keli statistikos uzdaviniy pavyzdziai
Panagriné¢kime kelis budingus statistikos uzdavinius.

1.1 pvz. Norint patikrinti teigini, kad Lietuvos gyventoju tigis kasmet didéja, 2000
metais buvo iSmatuotas tiikstancio atsitiktinai paimty vyry (ju amzius buvo tarp 20 ir
25 mety) Ggis. (Vieno tikstanc¢io didumo) imtimi vadiname skaiciy rinkini (X,
X2,...,X1000) (€12 X; yra i-jo vyro figis), o panasus (bet tik Zymiai didesnis) skaiciy rinki-
nys, kuri gautume iSmatave visus nurodyto amziaus Lietuvos vyrus, vadinamas popu-
liacija'. PanaSus tyrimas, bet su 1500 vyrais, buvo atliktas ir 1995 bei 1990 metais.
Aisku, kad skaiciy turime labai daug (zr. 1.1 lentele Zemiau), todél norédami patik-
rinti misy hipotezg, juos turétume pateikti suprantamu, sutrauktu arba kondensuotu
pavidalu. Tuo uzsiima apraSomoji (descriptive) statistika. Antra vertus, sakykime,
2000-jy mety vyry tgio vidurkis yra didesnis uz 1995-jy. Bet ar tai i§ tikryjy reiskia,
kad vyry tgis padid¢jo? Juk gal tik Sitam tikstanciui vyry vidurkis didesnis, kitam
tukstanciui jis gal buty mazesnis? Biidus, kurie leidzia imties analizés rezultatus pra-
plésti visai populiacijai, nagrinéja sprendziamoji (inferential) statistika.

1.1 lentelé
2000 mety Gigio matavimo rezultatai (duomeny rinkinys u2000)

[1] 180 179 174 183 179 179 184 181 179 183 174 184 177 182 181 180 176 183 182
[20] 181 176 175 176 179 181 178 177 176 180 175 184 181 179 177 184 176 178 183
[39] 177 181 177 178 181 189 181 176 179 186 183 183 191 175 177 184 174 176 184
[58] 181 182 179 173 168 178 173 182 174 186 185 182 179 179 173 184 189 176 178
[77] 183 178 175 180 180 184 176 188 174 178 178 178 180 175 179 179 178 185 180
[96] 181 177 182 180 179 181 181 179 174 183 179 184 181 177 178 181 178 185 183
[115] 182 188 181 171 176 176 180 180 186 178 183 177 186 185 182 183 189 178 181
[134] 173 181 178 177 181 174 177 192 182 173 177 179 191 180 187 172 186 179 177
[153] 182 180 180 178 185 191 179 181 184 178 185 185 179 178 181 184 178 186 178
[172] 172 186 186 179 186 182 187 184 186 184 188 180 178 189 178 182 183 177 179
[191] 172 185 188 169 181 184 174 174 185 167 181 182 189 185 167 183 187 179 174
[210] 187 178 183 185 183 175 187 167 171 178 183 186 182 180 180 179 183 176 186
[229] 176 178 188 177 185 178 188 181 182 178 178 185 187 182 180 183 180 190 181
[248] 172 183 175 182 189 182 186 178 183 180 178 187 179 181 178 173 177 188 173
[267] 174 179 183 181 188 170 190 183 180 171 169 179 177 184 177 178 175 176 175
[286] 179 183 183 183 177 187 178 181 172 187 180 185 181 178 170 178 177 180 181
[305] 182 186 185 182 176 186 182 175 173 180 181 180 175 175 179 173 174 181 182
[324] 175 181 166 182 179 176 180 176 175 186 189 179 174 181 183 178 187 177 175
[343] 182 178 178 180 180 180 182 186 175 179 188 181 174 176 183 180 179 179 184
[362] 183 183 178 179 180 192 180 183 181 177 184 183 179 184 178 183 178 171 178
[381] 176 185 184 183 181 183 174 181 176 180 176 176 179 182 177 178 175 181 188
[400] 185 170 177 171 175 179 178 182 178 176 179 171 175 176 183 179 176 174 181
[419] 179 182 184 182 182 162 179 172 183 185 186 178 182 192 181 181 175 177 177
[438] 181 188 178 182 178 191 178 177 174 184 179 176 183 175 167 173 181 173 181
[457] 186 182 175 181 179 177 181 176 180 177 170 186 198 184 185 180 182 174 175
[476] 182 176 179 178 176 184 170 177 172 176 185 179 179 175 181 176 187 172 180
[495] 183 176 175 174 187 173 186 180 183 182 181 185 181 182 170 177 183 179 184
[514] 172 168 183 180 172 182 177 188 178 178 182 184 181 177 180 175 177 175 177
[533] 191 182 191 186 185 181 174 184 183 176 180 188 183 173 187 184 182 173 177
[552] 184 177 178 183 179 177 177 171 178 183 181 186 178 177 176 182 179 182 180
[571] 170 176 188 179 179 179 178 177 177 179 188 185 189 189 177 171 189 183 187
[590] 179 176 177 186 185 184 174 179 182 186 187 183 179 181 184 186 179 183 178
[609] 180 182 176 179 170 182 185 181 182 181 182 176 177 189 174 176 179 177 184
[628] 180 179 175 184 180 178 186 179 179 178 172 171 177 178 179 184 180 178 177
[647] 177 186 187 175 175 179 177 178 185 179 176 178 178 185 174 161 177 177 179
[666] 173 178 177 180 181 181 190 183 179 174 177 174 182 181 184 190 179 175 186
[685] 192 181 183 181 181 190 183 174 184 185 187 184 182 185 178 180 183 175 188

! Atkreipsime démesj — populiacija vadinsime ne Lietuvos vyry rinkinj, bet visy jy Gigio matavimo re-
zultaty rinking
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1.2 pvz. Zemiau yra pateiktas duomeny rinkinio IQ dalis (ji radome internete, 7r.
http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/BrainSizeandIntelligence.html). Cia lytis (kin-
tamasis Xjj) igyja reikSmes M (=Moteris) arba V (=Vyras), igis (Xi) uzrasytas coliais,
svoris (Xsj) — svarais, 0 NA (= Not Available) reiskia, kad dél kazkokiy priezas¢iy ma-
tavimo rezultatas néra Zinomas. Si karta imtimi vadinsime trejety rinkinj
((X11,X21,X31),---,(X40,1,X40.2,X40,3)), O pats rinkinys vadinamas trimaciu. Atkreipsime dé-
mesi i tai, kad pirmoji komponenté néra skaicius.

1.2 lentelé

Dalis duomeny rinkinio IQ
lytis tGgis svoris [14] M 70.5 155 [28] vV 77.0 187
(1] M 64.5 118 [15] M 66.0 146 [29] M 63.0 106
(2] vV 72.5 NA [16] M 68.0 135 [30] M 66.5 159
[3] v 73.3 143 [17] M 68.5 127 [31] M 62.5 127
[4] V 68.8 172 (18] v 73.5 178 [32] V 67.0 191
[5] M 65.0 147 [19] M 66.3 136 [33] vV 75.5 192
(6] M 69.0 146 [20] vV 70.0 180 [34] V 69.0 181
(7] M 64.5 138 [21] v A NA [35] M 66.5 143
(8] M 66.0 175 [22] vV 76.5 186 [36] M 66.5 153
[9] V 66.3 134 [23] M 62.0 122 [37] v 70.5 144
[10] V 68.8 172 [24] V 68.0 132 [38] M 64.5 139
[11] M 64.5 118 [25] M 63.0 114 [39] vV 74.0 148
[12] vV 70.0 151 [26] vV 72.0 171 [40] v 75.5 179

[13] V 69.0 155 [27] M 68.0 140

Aisku, kad Zmogaus svoris priklauso ir nuo tigio ir nuo lyties. Norédami susidaryti
ispudi apie $ia priklausomybe, Siuos duomenis pateiksime grafiskai (zr. 1.1 pav. Ze-
miau). Paveiksle pateiktos dvi vadinamosios sklaidos diagramos, vyrams ir moterims
atskirai, kiekvienoje taip pat iSbréztos bendra svorio priklausomybés nuo figio tenden-
cija atspindincios tiesés.

Moteris

170

H | 110

svoris

170 o

110

1.1 pav. Motery (virSuje) ir vyry (apacioje)
svorio priklausomybés nuo tigio grafikai
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1.3 pvz. Marketingo padalinys nori iSsiaSkinti, kuris i§ dviejy naujy gaminiy bus la-
biau perkamas. Kadangi skonis yra pakankamai subjektyvus kriterijus, potencialiis
pirkéjai buvo prasomi jvertinti abu gaminius skaic¢iais nuo 0 iki 4 (ju prasmé paaiskin-
ta lenteléje):

0 1 2 3 4
Labai nepatiko | Nepatiko Neturiu  nuo- | Patiko Labai patiko
mongs

Kiekviena gamini vertino po 15 pirkejuy, Stai jy atsakymai:
pirmojo gaminio jverciai: 323010210043203
antrojo gaminio iverciai: 422033122432322

Atrodo, kad antrasis gaminys vertinamas geriau, taciau kaip tai pagristi? Vienas i§ bii-
dy yra toks - apjunkime abi imtis { vieng ir iSdéstykime iver¢ius didéjimo tvarka: 0 0 0
000111222222222233333333444. Jei pirmasis gaminys biity tiek pat
geras kaip ir antrasis, tai jo jverciai (jie pabraukti) biity daugmaz tolygiai i$sidéste
jungtinéje imtyje. Matome, kad daugiau pabraukty iverciy yra kair¢je, tod¢l matyt ge-
resnis yra antrasis produktas. Deja, tikslaus atsakymo i §i klausima teks palaukti iki 10
skyrelio (taikysime Vilkoksono rangy sumy testa, zr. 10.2 pvz.).

1.4 pvz. 112 kritiSkos busenos ligoniy lentel¢je Sokas suklasifikuoti pagal du pozy-
mius: jei pacientas i ligoning pakliuvo $oko biisenoje, tai (zr. 1.3 lentelg) Sokas=1,
priesingu atveju — 0; jei pacientas ligononéje miré — 1, priesingu atveju — 0. Siame
pavyzdyje “skaiciais” 0 ir 1 i$ tikryju yra uzsifruoti zodziai ar netgi (biisena aprasan-
tys) sakiniai — aisku, kad, tarkime, skirtumas 1-0 ¢ia jokios prasmés neturi.

1.3 lentele
Duomeny rinkinys Sokas
Sokas Ar miré?
1 1 1 39 0 0 78 0 0
2 1 1 40 0 0 79 1 1
3 1 0 41 1 1 80 0 0
4 1 1 42 1 1 81 1 1
5 0 0 43 0 0 82 1 0
6 1 1 44 0 0 83 1 0
7 1 0 45 1 1 84 1 1
8 0 0 46 1 1 85 1 0
9 1 1 47 0 0 86 1 1
10 1 1 48 0 0 87 1 1
11 1 1 49 0 0 88 1 1
12 0 0 50 0 0 89 1 0
13 1 0 51 0 0 90 0 0
14 1 1 52 1 0 91 1 1
15 1 1 53 1 1 92 1 1
16 1 1 54 0 0 93 1 1
17 0 0 55 1 0 94 0 0
18 1 0 56 1 1 95 1 1
19 0 0 57 0 0 96 0 0
20 1 0 58 0 0 97 1 1
21 1 0 59 1 1 98 1 1
22 1 1 60 1 0 99 0 0
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23 0 0 61 0 0 100 1 1
24 1 1 62 1 0 101 1 1
25 1 1 63 1 0 102 1 0
26 0 0 64 1 1 103 0 0
27 1 1 65 0 0 104 1 0
28 1 0 66 0 0 105 1 0
29 1 0 67 0 0 106 1 1
30 1 0 68 1 1 107 1 1
31 0 1 69 0 0 108 1 0
32 0 0 70 1 0 109 1 1
33 0 0 71 1 1 110 1 1
34 1 0 72 1 1 111 0 0
35 1 0 73 1 0 112 1 1
36 0 1 74 1 1

37 1 0 75 1 1

38 1 0 76 0 0

Stai tipiskas klausimas: ar priklauso paciento likimas nuo to, su oku ar be jo, jis buvo
atgabentas | ligonong? Paprastai tokie, kokybiniai, duomenys sumuojami pozymiy
saveikos (kitaip - dazniy) lentel¢je. Atrodo, kad Soko buvimas turi didelg itaka ligo-

Pozymiy saveikos lentele

Ar miré? | Eilu¢iuy
suma

Ne | Taip
Sokas | Neéra | 35| 2 37
Yra 29 | 46 75
Stulpeliy suma | 64 | 48 112

nio likimui, taciau tai pagristi galésime tik véliau (zr. 10.1 uzduoti).
1.2. Kintamyjy tipai

Pereisime prie kiek nuoseklesnio déstymo. Vieno populiacijos objekto stebéjimo (ma-
tavimo) rezultatas vadinamas iraSu (iraSy kiekis vadinamas imties dydziu). Tuo atve-
ju, kai matuojame tik viena parametra (pvz., iigi), irasas turés vienintele komponente,
o pats stebimasis dydis (ir pati imtis) vadinamas vienmaciu. Jei mums riipi kelios ste-
bimojo objekto charakteristikos (pvz., lytis, igis ir svoris), iraSa sudarys p kompo-
nen¢iy (paminétuoju atveju p=3), o pats stebimasis dydis (ir imtis) vadinamas p-
maciu.

Komponentes sudaro jvairiy tipy kintamieji. Dazniausiai sutinkami skaitiniai (kitaip:
kardinalieji ar kiekybiniai) kintamieji, jie dar skirstomi i tolydZiuosius (temperatiira,
tiiris, laikas,...) ir diskrec¢iuosius (vaikuy Seimoje skaicius, avarijy ar klienty per diena
skaiCius,...). Bet kuris i$ Siy tipy skirstomas dar i dvi grupes — santykinius (svoris, Uigis
ir pan.; prasme turi ne tik svoriy skirtumas, bet ir santykis) ir skirtuminius (temperati-
ra, 1Q, data; skirtumai turi prasmg, taciau santykiai - ne). Dydzio priskyrimas vienai ar
kitai grupei 1§ esmés priklauso nuo to, galime ar ne jvesti prasminga nuli. Santyki-
niams kintamiesiams teiginys pavidalo: Jonas (60 kg) yra du kartus sunkesnis uz ma-
7aji Augusta (30 kg), yra teisingas (nes, kokius svorio vienetus bejvestume, savoka
“svoris lygus nuliui” reiskia ta patj), taciau teigti, kad Siandien (+20°C) yra dvigubai
Sil¢iau negu vakar (+10°C) yra neteisinga, nes, pvz., Farenheito skaléje Sios tempera-
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turos uzraSomos kaip +68°F ir +50°F. PanaSiai yra su intelektualumo koeficientu IQ
(nes psichologai nesutaria, ka reiSkia 1Q=0) ar su data (paprastai atskaitos pradzia
(pvz., Kristaus gimimas) yra susitarimo reikalas). Antra vertus, teiginys, kad futbolo
rungtyniu kélinys trunka du su puse karto ilgiau negu krepsinio, yra teisingas (laiko
momenty (ar temperatiry) skirtumas yra santykinis kintamasis, nes savoka “ivykis
truko 0 laiko” yra vienareikSmisSkai suprantamas).

Kita dydziuy klas¢ sudaro ranginiai (kitaip: tvarkos arba ordinalieji ( lot. ordinatio —
sutvarkymas)) kintamieji (socialiné grupé, iSsimokslinimas, ...). Tarkime, kad keturiy
komandy turnyre komandos U, V ir Z po pirmojo rato surinko atitinkamai 45, 16 ir
18 taSky. Kadangi 0 yra natiirali vertinimo skalés pradzia, tasky skaicius yra skaitinis
santykinis kintamasis. Antra vertus, sporto esm¢ yra kuo auks$tesné vieta, todél ko-
mandas galima iSdéstyti pagal uzimta vieta. Kitais Zodziais, U yra 1-ji, V — 3-ji, 0 Z —
2-j1 komanda, taciau dabar skaiciai 1, 2, ir 3 yra komandos vieta arba rangas. Tiesa
sakant, tai netgi ne skaiciai, o simboliai, komandas mes galime pavadinti auksine, si-
dabrine arba bronzine (A, S ir B). Jei tartume, kad pirmenybése buvo ir antrasis ratas,
kuriame komandos surinko atitinkamai 28, 30 ir 12 taSky, tai aiSku, kad ju taskus ga-
lima (ir reikia) sudéti, taciau simboliu (ranginiy kintamyjy) A, S ir B suma prasmes
neturi.

l-as | 2-as | Galutinis
ratas | ratas | rezultatas
U 45 28 73

A S A
A% 16 30 46

B A S
Z 18 12 30

S B B

Trecia didelg dydziy klasg¢ sudaro vardiniai’ (kitaip: kategoriniai, kokybiniai arba
nominalieji (i$ nomen - lot. vardas)) kintamieji (akiy spalva, socialiné grupé, automo-
bilio gamintojo vardas,...). Siuo atveju jokio natiiralaus i3déstymo “didéjimo tvarka”
néra. Stai badingas uzdavinys: ar vyry ir motery intelektualumo koeficientas I1Q toks
pat? Zemiau yra pateikta auk$¢iau minéto duomeny rinkinio IQ dalis:

lytis FSIQ VIQ PIO

133 114 147
132 129 124
141 150 128
135 129 124
140 120 147

130 126 124
133 126 132
144 145 137
103 96 110

M 133 132 124 \Y% 83 83 86
\Y% 140 150 124 \Y% 97 107 84
\Y% 139 123 150 M 135 129 134
\Y% 133 129 128 v 139 145 128
M 137 132 134 M 91 86 102
M 99 90 110 % 141 145 131
M 138 136 131 M 35 90 84
M 92 90 98 \% 103 96 110
v 89 93 84 M 77 83 72
\ M

M M

\ v

\ v

M

2 . C . T . -
Ranginiai ir vardiniai kintamieji visuomet diskretis.
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M 96 100 90 v 90 96 86
M 83 71 96 M 83 90 81
M 132 132 120 M 133 129 128
Y 100 96 102 \Y% 140 150 124
M 101 112 84 M 88 86 94
v 80 77 86 v 81 90 74
\Y 89 91 89

Cia Lytis yra vardinis, o FSIQ (Full Scale IQ), VIQ (Verbal IQ) ir PIQ (Performan-
ce IQ) yra skaitiniai kintamieji. Duomenis reikty sugrupuoti (atskirai vyrams ir mote-
rims), o po to juos palyginti. Pasirodo, kad apskritai (zr. 1.2 pav. Zemiau; stac¢iakam-
piu diagramy paaiskinimus zr. 4.2.3 skyreli) vyry IQ yra didesnis, tac¢iau pagal VIQ,
t.y. verbalini (Zodini) IQ testa, paremta keturiais Wechslerio (1981) potesciais, geriau
atrodo moterys.

FSIQ vIQ PIQ

—

@7 [E—

140

—

140
140

120
120
120

100
100
100

M v M v M v

1.2 pav. Moteris ir vyrus lyginame pagal tris intelektualumo
koeficiento (IQ) testus; juodo sta¢iakampio viduje esanti
balta linija Zymi imties “centro” padéti

Mes susipazinome su ivairiomis matavimo skalémis. Vaizdziai kalbant, blogiausia yra
varding, toliau “geré¢jimo” tvarka eina ranging, skirtuming ir santykin¢ skalés.

Vardiniy kintamyju statistiné analizé paprastai apsiriboja nariy skaiciaus grupése
(counts) registravimu (kiek yra vyry ir kiek motery su IQ didesniu nei 100?) arba ju
palyginimu (ar teisybé, kad tokiy motery yra daugiau?).

Nagrinédami ranginius kintamuosius, “centra” paprastai nusakome mediana (Zr. Ze-
miau). Siuos kintamuosius galime analizuoti, taikydami visus statistinius metodus,
pagristus rangais.

Kadangi intervaliniams kintamiesiems yra prasmingos aritmetinés operacijos, tai kar-
tu su mediana, “centra” galime charakterizuoti ir vidurkiu (Zr. Zemiau). Galime taip
pat skaiCiuoti imties standarta, Pirsono koreliacijos koeficienta, taikyti Stjudento kri-
terijy ir daug kity statistiniy metody (santykiniams ir intervaliniams kintamiesiems
taikomos tos pacios statistinés procediiros).
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1.1 UZDUOTIS. 1.1 skyrelyje pateikti keturi duomeny rinkiniy pavyzdziai. Nustaty-
kite visy juose pateikty kintamuyju tipus.

1.2 UZDUOTIS. Klasifikuokite $iuos kintamuosius:

a) Lytis

b) Pajamos

c) Ugis

d) Rasé

e) Amzius

f) Seimynin¢ padétis

g) Vaiky skai€ius Seimoje

h) Mokinio klasé¢ (mokykloje)
1) Religija

j) Svoris

k) Uzimta vieta lenktynése

) Atestato vidurkis

m) Darbuotojy skaicius istaigoje
n) Karinis laipsnis

o) Kalendoriaus data

1.3. Imtys ir jy grafinés charakteristikos

Intuityvus atsitiktinio dydzio (a.d.) apibrézimas galéty biti toks: tai skaitinis dydis,
kurio reik§miy nei paaiskinti, nei prognozuoti (pagal kokio kito dydzio ar jo paties
ankstesnes reikSmes) negalime. Pavyzdziui, jei nagrinéjame 20-25-meciy Lietuvos
vyry tgi X, tai k-ojo uz dury stovincio vyro tigis yra a.d. X, (laikome, kad atsitiktiniai
dydziai X, yra tarpusavyje nepriklausomi, o visy ju skirstinys yra toks pat kaip ir X;
rinkinys (X,,..., X,) vadinamas atsitiktine imtimi). Antra vertus, jei §is vyras {€jo vi-
dun, tai jo tigio matavimo rezultatas yra konkreti $io a.d. realizacija, X, (n vyry mata-
vimo rezultata (X,,...,X,) vadiname (konkrec¢igja) imtimi). Norédami rasti visas a.d. X

charakteristikas , turétume iSmatuoti visus Lietuvos vyrus, ta¢iau mes Zinome tik
konkrecia baigting imti. AisSku, kad jis tik apytiksliai nusako a.d. X . Jei imtis néra
didelé, jos reikSmes galétume tiesiog iSvardinti, taciau jei imties dydis yra deSimtys ar
Simtai (plg. 1.1 pvz.), Sis sarasas mazai ka sako. Reikia ieSkoti kitokiy stebimojo atsi-
tiktinio dydZio charakteristiky.

Nagrinékime vienmatg skaiting imtj ( X, X,,...,X,). Perra$¢ ja did¢jimo tvarka, gau-
tume nauja objekta, vadinamaja variacing eilutg: (X,X;,....X.) , X/ <X;<..<X.
Skirtumas tarp didZiausio imties nario X, ir maZiausio X, vadinamas imties plo¢iu.
Vidurinysis variacinés eilutés narys vadinamas mediana (jei imtis turi tris elementus,
tai mediana bus X, ta¢iau jei keturis — tai (X; +X;)/2). Apatiniu (pirmuoju) kvartiliu
Q: vadiname visy variacinés eilutés elementy, ne didesniy uz mediana, mediana, ant-
ruoju (zymeésime Q) - pacia mediana, o virSutiniu (treciuoju) kvartiliu Q; — elementy,
ne mazesniy uz mediana, mediana; skaicius iqd = Qs-Q; vadinamas tarpkvartiliniu

3 Pavyzdziui, kokj procenta Liertuvos vyry sudaro vyrai, aukstesni nei 200 cm? Arba — koks vidutinis
Lietuvos vyro tgis?
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plo¢iu (iqd - nuo interquartile distance). Stai 1.1 pvz. duomeny variacinés eilutés da-
lis:

Daznai imtis charakterizuojama “penkiy skai¢iy santrauka” — be triju kvartiliy dar pa-
teikiamas imties minimumas ir maksimumas. Stai visy triju tyrimy rezultatai:

1990 1995 2000

R
g5 Minimumas 165 165 161
s Apatinis kv. 175 176 177
v ¢l — — Mediana 178 179 180
s\ Virgutinis kv. 182 182 183
£ 5 Maksimumas 196 195 198

o r)\
R - — Plotis 31 30 37
igd 7 6 6

1.3 pav. Triju santrauky grafikas

Aisku, kad mediana yra tam tikra prasme centriné, vidutiné ar viduriné imties
reik§mé. Imties reik§miy iSsibarstyma nusako jo plotis arba iqd (pastaroji charakter-
istika — stabilesné, t.y., vienodesné skirtingose imtyse). Penkiy skai¢iy santrauka gana
vaizdziai charakterizuoja turima imtj, ja remiantis jau galima bty daryti kai kurias
iSvadas apie 1990-juy, 1995-ju ir 2000-ju mety vyru populiacijas, taciau turimus
duomenis patogiau vaizduoti stac¢iakampe diagrama (arba staciakampiu su Zandeno-
mis (ar Usais), boxplot, box and whisker plot).

|
|
:

190
1

180
1

170
1

H
|

|

160
1

1.4 pav. 1990, 1995 ir 2000 m. vyry Gigio im¢iy stac¢iakampés diagramos
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Tamsaus staciakampio viduryje esanti linija Zymi mediang, tamsaus staciakampio
apacia — apatinj kvartili Q;, o virSus — virSutinj kvartili Q;, prie staCiakampio taSkine
linija (zandenomis) prijungtos uZzlenktos atkarpos arba sutampa su ekstremaliomis
reik§mémis, arba lygios atitinkamai Q;-1,5iqd ir Qs+1,5iqd (zitirint kuri aréiau me-
dianos); dar toliau esancios atkarpos zZymi reikSmes vadinamas iSskirtimis. Jei duo-
menys turi Gauso skirstini, mazdaug 99,3% duomeny turi biiti tarp zandenu.

Jeigu 2000 m. duomenis suskaidytume i keturias grupes, tai jie demonstruoty nema-
zesni kintamuma negu auksc¢iau buvusieji:

Min 166 162 161 168
l-asis kv. 178 176 177 176
Mediana 180 179 180 180
3-asis kv. 183 182 183 183
Max 192 198 192 193

Kadangi §; karta mes tikimés, kad Sie skirtumai neesminiai, tai kuo remdamiesi tei-
giame, kad ankstesni duomenys irodo tigio didé¢jimo tendencija? [ Siuos klausimus
atsakysime véliau, tai tipiSkas sprendziamosios statistikos uzdavinys.

Svarbi imties charakteristika yra ivairiy reikSmiy daZzniai. Jei reikSmiy yra daug, ge-
riau i§ pradziy duomenis sugrupuoti. Zemiau yra pateikta visy 2000 m. vyry tigio daz-
niy lentelé (duomenys sugrupuoti i 2 cm plocio intervalus, apatingje eilutéje nurodyta,
keliy vyry i§ duomeny rinkinio u2000 tugis priklauso atitinkamai grupei):

1.4 lentelé.
2000 m. vyry Gigio daznio lentelé

160- | 162- | 164- | 166- | 168- | 170- | 172- | 174- | 176- | 178- | 180- | 182- | 184- | 186- | 188- | 190- | 192- | 194- | 196-
162 | -164 | 166 168- | 170 | 172 174 | 176 | 178 180 182 184 | 186 | 188 190 | 192 194 | 196 198
1 1 1 6 12 25 60 98 155 171 154 | 125 | 92 53 30 13 2 0 1

Si lentelé gana didel¢, ja lengviau suvokti, pavaizdavus grafiskai — tai vadinamoji his-
tograma. K -jo histogramos stulpelio aukstis yra lygus grupés nariy skaiéiui ni (tai va-
dinamieji dazniai, juy suma lygi imties dydziui n) arba santykiui n, /n (tai vadinamieji

w10
00

santykiniai dazniali, jy suma visada lygi vienetui).

wa e 1 10 182 184
12000.10

1.5 pav. 2000 m. tigio reikSmiy histogramos:
kairéje — pirmyjuy desimties, viduryje — pirmojo Simto, deSinéje — visy vyry
(didéjant imties dydziui histograma darosi vis reguliaresné)

8
L

6

2

160 1m0

‘ | ~ g’
65 10 15 180 185 1%0
12000.100

w20
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I§ histogramos matyti, kokios imties reikimés yra daZniausiai sutinkamos® (arba -
labiausiai tikétinos), reikSmiy ribos, simetriSkumas ir pan.

Tikslesné (nes imties reikSmés negrupuojamos), bet ne tokia vaizdi, yra sukauptyju
santykiniy dazniy kreivé (kitaip: empiriné (reikSmiy) skirstinio funkcija Fp): kiekvie-
nam X §i funkcija lygi maZesniy uz X imties reik§miy skai¢iui, padalintam i§ n. Si
funkcija yra pastovi tarp gretimy variacinés eilutés reikSmiy, o taSke X, apibréziama
taip: jei reikSmeé Xy imtyje sutinkama ny karty, tai F, Siame taske daro dydzio ni/n Suoli
aukstyn.

1.3 UZDUOTIS. 1.6 pav. desiniame grafike yra iSbrézta visy 2000 m. vyry dgio em-
pirin¢ skirstinio funkcija. Remdamiesi Siy duomeny variacine eilute, raskite Fjgoo
reikSmes taskuose 170, 171, 198 ir 200.

08
08
08

04
04
04

00
00
00

174 176 178 180 182 184 165 170 175 180 185 190 160 170 180 190

42000 12000 42000

1.6 pav. 2000 m. vyry Gigio sukauptujy santykiniy dazniy kreive:
kairéje — pirmyjuy desimties, viduryje — pirmojo Simto, deSinéje — visy vyry
(didéjant imties dydziui funkcija F,, darosi vis reguliaresné)

Nauji uzdaviniai atsiranda, nagrin¢jant dvimacias imtis. Dabar labai daznai mums
ripi ne tik kiekvienos komponentés individualios reik§més, bet ir juy rySiai. Zemiau
pateiktas 1979 m. surinkty duomeny masyvas auto, kuriame pateikti duomenys
apie 74 automobiliy modeliy tris charakteristikas: kuro sunaudojima (sun, 1/100km),
svorj (svo, kg) ir cilindry tirj (tur, cm’). Vél susiduriame su budinga padétimi —
duomeny daug, tod¢l susidaryti isptdi apie ju tarpusavio priklausomybe yra sunku.

sun svo tur Linc. Cont. Mark V 19 2140 6554

Linc. Versailles 16 1737 4948

Amc Concord 10 1329 1982 Mazda Glc 7 898 1409
Amc Pacer 13 1519 4227 Merc Bobcat 10 1170 2294
Amc Spirit 10 1197 1982 Merc Cougar 16 1841 4948
Audi 5000 13 1283 2146 Merc Cougar XR-7 16 1873 4948
Audi Fox 10 938 1589 Merc Marquis 15 1687 4948

BMW 3201 9 1202 1982 Merc Monarch 13 1528 4096
Buick Century 11 1474 3211 Merc Zephyr 11 1283 2294
Buick Electra 15 1850 5735 Olds 98 11 1841 5735
Buick Le Sabre 13 1664 3785 Olds Cutlass 12 1496 3785
Buick Opel 9 1011 1818 Olds Cutl. Supr. 12 1501 3785
Buick Regal 11 1487 3211 0lds Delta 88 13 1673 3785
Buick Riviera 14 1759 3785 Olds Omega 12 1528 3785

* Aukitiausio stulpelio vidurys vadinamas imties moda — 5 pav. kairiajame brézinyje moda lygi
(178,5+179,5)/2=179, centriniame — (178+179)/2=178,5, deSiniajame — (178+180)/2=179.




Buick Skylark 12 1542 3785 Olds Starfire 9 1233 2474
Cad. Deville 16 1964 6964 Olds Toronado 14 1827 5735
Cad. Eldorado 16 1769 5735 Peugot 604 S1 16 1551 2671
Cad. Seville 11 1945 5735 Plym Arrow 8 1070 2556
Chev Chevette 8 957 1605 Plym Champ 6 816 1409
Chev Impala 14 1673 4096 Plym Horizon 9 997 1720
Chev Malibu 10 1442 3277 Plym Sapporo 9 1143 1950
Chev Monte Carlo 10 1460 3277 Plym Volare 13 1510 3687
Chev Monza 9 1247 2474 Pont Catalina 13 1678 3785

Chev Nova 12 1555 4096 Pont Firebird 13 1573 3785
Datsun 200-SX 10 1075 1950 Pont Grand Prix 12 1456 3785
Datsun 210 6 916 1392 Pont Le Mans 12 1451 3785
Datsun 510 9 1034 1950 Pont Phoenix 12 1551 3785
Datsun 810 11 1247 2392 Pont Sunbird 9 1220 2474
Dodge Colt 7 961 1605 Renault Le Car 9 830 1294
Dodge Diplomat 13 1632 5211 Subaru 6 929 1589
Dodge Magnum XE 14 1755 5211 Toyota Celica 13 1093 2195
Dodge St. Regis 13 1696 3687 Toyota Corolla 7 997 1589
Fiat Strada 11 966 1720 Toyota Corona 13 1211 2195
Ford Fiesta 8 816 1605 Volk Rabbit 9 875 1458
Ford Mustang 11 1202 2294 Volk Rabbit (d) 5 925 1474
Honda Accord 9 1016 1753 Volk Scirocco 9 902 1589
Honda Civic 8 798 1491 Volks Dasher 10 979 1589
Linc. Continental 19 2195 6554 Volvo 260 13 1437 2671

Dvimaciy im¢iy tyrimas paprastai pradedamas nuo juy sklaidos diagramos brézimo.
Duomeny rinkinio (svo, sun) atveju kiekvienas taskas atitinka automobilio modelj,
tasko abscisé rodo jo svori, o ordinaté — kuro sunaudojima. Sklaidos diagrama aiskiai
demonstruoja tiesini rysi tarp dydziy svo ir sun.
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1.7 pav. Kintamyjy svo ir sun sklaidos diagrama

Pabrésime, kad mes netvirtiname, jog Zinant svori galima vienareik§miskai progno-
zuoti kuro sunaudojima (sun yra atsitiktinis dydis, gerai matyti, kad (mazdaug) tai
paciai svo reikSmei sun reikSmeés gana pastebimai skiriasi). Antra vertus, tendencija
yra aiski: didéjant svo reikSméms, atsitiktinio dydzio sun vidutiné reikSmée did¢ja.
Biitent ja ir prognozuoja vadinamieji regresiniai modeliai.

1.4. Imtys ir jy skaitinés charakteristikos

Skaitinés imties grafinés charakteristikos yra labai naudingos, taciau pasirodo, kad
gana daznai imt] galima sékmingai charakterizuoti dar paprasc¢iau, keliais skaiciais.
Kelias skaitines charakteristikas jau Zinome — tai penkiy skai¢iy santrauka, dazniy len-
tele. Siame skyrelyje pakalbésime apie momentus.




Viena imties “centro” charakteristikg jau Zinome — tai mediana. Kita, dar populiaresné
imties ( X, X,,..., X, ) charakteristika, yra jo (empirinis) vidurkis X : tai imties reikSmiy
aritmetinis vidurkis

S
x_n%:xi.

Jei imtis yra pateikta daZzniy lentele

X1 | X2 .o | XN
n(ny|...| NN

(t.y., reikSmé x; imtyje kartojasi n; karta, reikSmé x, — n, kartus ir t.t.), vidurkj galima
perraSyti kitokiu pavidalu:
B I
X==> X
N

¢ia N yra skirtingy imties reikSmiy skaicius. Jei imties histograma yra mazdaug simet-
riné, tai mediana ir vidurkis yra beveik vienodi, taciau prieSingu atveju jie gali paste-

bimai skirtis.
. M M 20 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

o

T
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Sunaudojimas Cilindru turis

vidurkis = 11.80732 vidurkis = 3160.932
mediana = 11.76196 mediana = 2671.091
moda =13 moda = 1500

1.8 pav. auto duomeny histogramos: sun (kairéje) ir tur (desinéje)

Pazymésime, kad viena (vienintelé!) nenormaliai didelé imties reikSmé (iSskirtis) gali
pastebimai pakeisti vidurkj, tuo tarpu mediana’ i§skirtims maZiau jautri.

Nagrinékime dvi variacines eilutes: (99.99, 99.99, 100.01, 100.01) ir (0, 0, 200, 200).
Aisku, kad vidurkiy prasme jos abi vienodos (abieju vidurkiai lygts 100), taciau ju
struktlira visai skirtinga: pirmuoju atveju matuojame praktiskai nekintanti dydj, o ant-
rosios eilutés reikSmiy iSsibarstymas vidurkio atzvilgiu yra didziulis. Imties reikSmiy
i$sibarstymo matu galéty biiti imties reikSmiy vidutinis nuotolis nuo vidurkio, t.y.

> Vardiniams kintamiesiems vienintel¢ prasminga “centro” reik§mé yra moda, ranginiams — moda ir
mediana (nes ranginiams kintamiesiems apibrézta savoka “daugiau’), o skaitiniams — moda, mediana ir
vidurkis.
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taciau populiaresnis yra imties vidutinis kvadratinis nuokrypis

Pazymésime, kad dél tam tikry priezasciy paprastai vartojamas kiek “pataisytas” vidu-
tinis kvadratinis nuokrypis: skaicius

2_#” A Y
s = g‘(xi X)

vadinamas imties (empirine) dispersija®. Beje, jei X; matuojami, pvz., centimetrais

(cm), tai s*dimensija bus cm’. Dydzio s=+/s’ (jis vadinamas imties standartiniu
nuokrypiu arba tiesiog standartu) dimensija jau bus cm , t.y., lygiai tokia pati kaip ir
X; , todel biitent jis, standartas, ir yra populiariausia reik§Smiy i$sibarstymo charakteris-
tika.

Nesunku apskaiciuoti, kad pirmos i§ anks€iau minéty variaciniy eiluciy vidutinis
kvadratinis nuokrypis lygis 0.01° (nes i((99.99 —100)* +...) = %(0.012 +..)=0.01%),

o antros - 100!

Vidurkio ir vidutinio kvadratinio nuokrypio savokas galima apibendrinti: skai¢ius

lzn: ke N,
i=1

3

vadinamas k-ju (pradiniu’) imties momentu, o skai&ius
1< ok
m ==>(x-X)keN, -
nig

k — ju centriniu® momentu. Kitaip sakant, vidurkis yra pirmasis momentas, o vidutinis
vadratinis nuo is — antrasis centrinis momentas. I§ principo, kiekvienai im¢iai

kvadrat t t tas. | , kiek

galime apskaiciuoti be galo daug momenty, taciau minéti du yra svarbiausi: vidurkis

yra imties “centro”, o standartas — imties reikSmiy iSsibarstymo charakteristikos.

® Bikite atsargiis — kartais (empirine) dispersija vadinamas dydis 512 !
7 Nes “pradzios”, t.y. nulio atzvilgiu.
¥ Nes “centro”, t.y. vidurkio atzvilgiu.



Jei 1§ kiekvieno imties (X;,X,,...,X,) nario atimsime vidurki, tai naujoji imtis
(X, =X, X, = X,...,X, —X) bus vadinama centruota. Jei centruotos imties kiekviena narj
dar padalinsime i§ standarto, tai naujoji imtis ((X, —X)/S,(X, —X)/S,...,(X, —=X)/S)

bus vadinama (centruota ir) normuota. Histogramos forma nuo $iy transformacijy ne-
sikeicia, taCiau normuotos imties vidurkis visuomet 0, o standartas — 1.

1.4 UZDUOTIS. Patikrinkite pastaraji teigini.

Jei tirlamoji imtis ((X,Y,),....(X,,Y,)) yra dvimaté skaitiné, tai kiekviena komponentg
vél galima charakterizuoti jos vidurkiu ir standartu. Antra vertus, dabar yra dar viena,
komponenciy rySi nusakanti, skaitiné charakteristika — tai vadinamasis normuoty
komponenciy miSrusis momentas arba Pirsono (Pearson) empirinis koreliacijos koefi-
cientas I:

I X=X Y-y
r=—
n; s, s

y

Galima jrodyti, kad visuomet —1 <r <1. Jei r neigiamas, tai X’sui did¢jant, y, apskri-
tai kalbant, maZéja, o jei teigiamas, tai X’sui didéjant y irgi didéja. Gruboka taisykle
tokia: jei |[r[>0.7, tai X ir y rySys pakankamai stiprus.

Koreliacijos koeficientas= 0 Koreliacijos koeficientas= 0.2 Koreliacijos koeficientas= 0.4
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1.9 pav. Koreliacijos koeficiento r jtaka
sklaidos diagramos formai

Kita svarbi dvimacio skaitinio duomeny masyvo charakteristika yra (y’ko) regresijos
(X’so atzvilgiu) tiesé: tai “arciausiai visy sklaidos diagramos tasky esanti” tiesé
y =Db, +b,x. Tiksliau kalbant, i§ visy galimy tiesiy Yy = 3, + ,X pasirinksime tokia,
kuriai jos atitinkamuy tasky atstumy nuo sklaidos diagramos tasky kvadraty suma yra
maziausia, t.y. ieSkosime funkcijos

RSS = RSS(f, 5) = 2~ (fy + B = Y6



(RSS — nuo Residual Sum of Squares (angl. lieckany kvadraty suma)) minimumo pagal
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1.10 pav. Trys stebéjimy taskai ir regresijos tiesé

B, ir B, . Prilygindami RSS dalines i$vestines pagal S, ir f, nuliui, gauname dviejy
lygciy sistema; jos sprendiniai (patikrinkite) yra

Nesunku apskaiciuoti, kad duomeny sistemos (tur,sun) atveju r=0,8179,
Stur=1509,03, Ssun=3,01, by=6,6377, o b;1=0,0016 (Siais laikais tokie skai¢iavimai pa-
prastai atliekami su komputeriu), kitais Zodziais regresijos tiesés lygtis atrodo taip:

sun=6,6377+0,0016tur.

Pastebésime, kad nors koeficientas 0,0016 labai mazas, tai dar nereiskia , kad kuro
sunaudojimas sun beveik nepriklauso nuo cilindry tiirio tur. Atvirkséiai, koreliaci-
jos koeficiento reikSmé signalizuoja, kad rySys pakankamai stiprus. I$ tikryju, koefi-
cienty by ir b; reik§més labai priklauso nuo matavimo vienety: jei cilindry tiirf matuo-
tume litrais, tai regresijos lygtis buty

sun=11,8073+2,4680 tur.1,
0 jei pereitume prie normuoty sun ir tur reikSmiy, tai (kodél?)
sun.n=0+r tur.n=0,8179 tur.n.
Pazymeésime, kad sklaidos diagramos ir regresijos tiesiy grafikai visais trim atvejais

atrodyty “vienodai”, nes komputeris braizydamas grafikus paprastai pasirenka “teis-
ingus” asiy mastelius (plg. Zemiau pateikta 1.11 pav.).



sun.n

T
2000 3000 4000 5000 6000 7000 -1 0 1 2

tur tur.n

1.11 pav. Sklaidos diagramos ir regresijos tiesés:
kairéje - (tur, sun), o desSinéje—(tur.n, sun.n)sistema
(atkreipkite démesi i skaiCius prie asiy)

skokeosk skok

Mes glaustai iSdéstéme aprasomosios statistikos pagrindus. Norédami pereiti prie
sprendziamosios statistikos, pirmiausiai turétume daugiau suzinoti apie tikimybiy teo-
rija. Tuo uzsiims kiti kursai. O dabar pereisime prie nuoseklesnio miisy kurso — [vado
1 statistika — déstymo.



2. R — bendrieji faktai

2.1. R instaliacija

Svetain¢je http://cran.at.r-project.org/ nuvairuokite i Precompiled Binary Distribu-
tions|Windows (95 and later)|base ir atsisiyskite (download) i$ ten faila rw1071.exe
(mazdaug 20 megabaity). Patalpinkite ji bet kur, o po to paleiskite Sia programa — in-
staliacija §i programa atliks (beveik) automatiskai. Pazymésime, kad $is failas taip pat
yra kompaktiniame diske R1, instaliacija galima atlikti ir spragteléjus ant jo vardo.

R standartiné instaliacija sukuria darbing (working) direktorija C:\Program Fi-
les\R\rw1071', kurios podirektorijoje ...\bin yra failas Rgui.exe. R paleisti galima, sprag-
tel¢jus ant Sio failo, arba, “iStraukus” ji 1 desktopa (darbalauki) ir sukiirus R ikona
(pavadinkime ja R 1.7.1). Jei ateityje Siuo produktu naudosis vienas vartotojas, kuris
dirbs tik su vienu projektu, tai tuo instaliacija galima ir baigti. Jei vartotojy ar projek-
ty bus keli, tai kiekvienam galima sukurti savaja ikona: sukurkite nauja direktorija,
pvz., C:\aR?; joje sukurkite podirektorijas Manol, Mano2 ir t.t. DeSiniuoju pelés klavisu
spragtelékite ant R 1.7.1 ikonos ir pasirinkite Copy; po to bet kur desktope spragtelé-
kite deSiniuoju klavisu ir pasirinkite Paste. Spragteléje ant pasirodziusios ikonos kopi-
jos deSiniuoju klaviSu, pasirinkite Properties\Shortcut; Target eilutéje jrasykite
"C:\Program Files\R\rw1071\bin\Rgui.exe", o Start in eilutéje - "C:\aR\ Manol1", OK, o po to
Sia ikona pervardinkite i, pvz., R_Manol; aprasyta procediira pakartokite su Mano2 ir
t.t. Ateityje savaji projekta bus galima paleisti, spragteléjus ant reikalingos ikonos.

2.2. R ekranas

Spragtelékite ant reikalingos R ikonos (2.1 pav. yra vaizdas, kurj matote ekrane). Sis
(beveik) tuscias ekranas ateityje bus uzpildytas komandomis, kurias raSysime i deSing
nuo kreipinio >, o taip pat grafikais, kurie atsiras grafiniame lange. Stai papras¢iausia
komanda®:

>y <= 1:5

(simboli <- gauname paspaudg klaviSa < (maziau) ir po to minuso ( — ) klavisa; jei a
ir b yra sveiki skaiciai, tai binarios operacijos a:b reikSme yra seka a, a+1,...,b), kuri
sukurs skaitini vektoriy y lygu 1, 2, 3, 4, 5. Si komanda yra ekvivalenti komandoms

! Atsiradus naujesnei R versijai, atsisiuskite ja i CRAN’o ir instaliuokite (tai sukurs nauja di-
rektorija, tarkime ...\rw1080); jei norite i§saugoti senus duomenis ir ankséiau sukurtas funkcijas — per-
kelkite senuosius failus .Rdata ir .Rhistory (ir, gal biit, dar kitus reikalingus failus, pvz., duomeny
failus *.txt) i Sia direktorija, o senaja direktorija (tarkime, ...\rwl071) tiesiog iStrinkite (su un-
ins000.exe i§ C:\Program Files\R\rw1071).

? Komputerinése klasése kiekvienas studentas turi savo asmening direktorija diske U. Su-
kurkite joje direktorija aR, o joje dvi podirektorijas — IntroStat ir Ataskaitos. Pirmoji podirektorija gali
tarnauti kaip darbiné (t.y., kaip Manol ekvivalentas), o antroje galima kaupti uzduociy ataskaitas.

3 Toliau Siame konspekte kreipini > daznai praleisime.
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File Edit Misc Packages MWindows Help
EEEREE
R

I : Copyright 2003, The R Development Core Teamn
Version 1.7.1 (Z003-06-16)

&

F iz free software and comes with AEBIOLUTELY NO WARREANTY.
You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type "license()]' or “licence()' for distribution details.

E iz & collsborative project with manhy contributors.

Type ‘contributors()' for more information.

Type “dewmo()' for some demos, “help()' for on-line help, or
“help.starc () ' for a HTML browser interface to help.

Type "gi)' to guit E.

[Previously saved workspace restored]

> 1

2.1 pav. R komandinio lango (konsolés) vaizdas

(simbolis = yra simbolio <- sinonimas; ilgose programose geriau rasyti <—, nes tuo-
met tekstas aiSkesnis), arba komandai

y <- seqg(l,5)
(funkcija seg (a, b) yra a:Db sinonimas; komanda seq (1, 50, 7) generuos vekto-
riy 1, 8, 15,...,50), arba komandai

> vy <- ¢(1,2,3,4,5)

(funkcija c (nuo combine (angl.) = apjungti) apjungia skliaustuose nurodytus skaicius
1 vektoriy). Pasizitirékime i sukurta objekta v:

# Komanda > (y <- 1:5) apjungia dvi komandas:
[1] 1 2345 #>vy<-1:51ir >y

Dvi zaliai nuspalvintas komandas (eilutes) R komandiniame lange galite surinkti ran-
komis, arba, jei skaitote komputering Sio teksto versija, perkelti i §i langa su Copy ir
Paste komandomis. Paspaudg Enter klavisa, ekrane pamatysite

[11 1 2 3 45
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Pazymeésime, kad R vartoja vektoring aritmetika, t.y. operacijos

[1] 1 8 27 64 125

rezultatas yra vektorius su koordinatémis 1°,2°,3%,4°,5°. Stai dar vienas pavyzdys:

> z<-(0:100) /10

> z
[1] 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1
[13] 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3
[85] 8.4 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 9.0 9.1 9.2 9.3 9.4 9.5
[97] 9.6 9.7 9.8 9.9 10.0

> round(sin(z),4)
[1] 0.0000 0.0998 0.1987 0.2955 0.3894 0.4794 0.5046 0.6442
[9] 0.7174 0.7833 0.8415 0.8912 0.9320 0.9636 0.9854 0.9975

[89] 0.5849 0.5010 0.4121 0.3191 0.2229 0.1245 0.0248 -0.0752
[97] -0.1743 -0.2718 -0.3665 -0.4575 -0.5440

O dabar iSbréskime pirmajj grafika*:

plot(z,sin(z),type="1") # z yra x koordinatée, o sin(z)- y koordinatée;
# “1” nurodo, kad taskus reikia sujungti
# linijomis
lines(z, (sin(z))"3,1ty=2) # Funkcija “lines” papildo pirma grafika
# linijomis; lty=2 nurodo linijos tipa
lines(z, (sin(z))"10,1ty=3)
legend (0,-0.5,c("1","3","10"),1lty=c(1,2,3)) # Legendos virSutinis
# kairysis kampas bus
# taske (0;0,5)

10

s
Qo
|

-10

2.2 pav. Funkcijy Yy =sinz, y=sin’z ir y =sin'"’ z grafikai

Jei teksta 1§ ekrano su Copy+Paste nesunku perkelti i Word’o dokumenta, tai su grafi-
ka yra sudétingiau: suaktyving grafikos langa, spragtelékite deSiniu klaviSu ir pasirin-
kite Copy as metafile; grizkite 1 Word’o dokumenta ir pasirinkite Edit|Paste Spe-
cial...|Picture (Enhanced Metafile)|OK.

* Nuostabiy grafiky kolekcijg rasite http://addictedtor.free.fr/graphiques/allgraph.php
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Grizkime prie R ekrano nagrin¢jimo. Meniu eilutéje spragtelékite ant Help skyriaus.

1) Pasirinkg FAQ on R, matome DPK (=dazniausiai pateikiamus klausimus) apie R ir
atsakymus { juos. Stai §io dokumento pradZia:

R FAQ

R FAQ

Frequently Asked Questions on R
Version 1.7-18, 2003-06-13

ISBN 3-901167-51-X

Kurt Hornik

e Introduction:

e R Basics:

e RandS:

e R Web Interfaces:

e R Add-On Packages:

e R and Emacs:

e R Miscellanea:

e R Programming:

e R Bugs:
e Acknowledgments:

Stai vienas $io dokumento naudojimo pavyzdziy: jjungus R, pakraunami tik pagrind-
iniai paketai (package). Dauguma specializuoty funkcijy yra kituose R paketuose.
Spragteléje ant R Add-On Packages, pamatysime visy ($ios R versijos) pakety sarasa:

5 R Add-On Packages

e  Which add-on packages exist for R?:

e How can add-on packages be installed?:

e How can add-on packages be used?:

e How can add-on packages be removed?:

e How can I create an R package?:

e  How can I contribute to R?:

5.1 Which add-on packages exist for R?

e Add-on packages in R:
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e  Add-on packages from CRAN:

e  Add-on packages from Omegahat:

e Add-on packages from BioConductor:

e  Other add-on packages:

5.1.1 Add-on packages in R

The R distribution comes with the following extra packages:

ctest
A collection of Classical TESTs, including the Ansari-Bradley, Bartlett, chi-
squared, Fisher, Kruskal-Wallis, Kolmogorov-Smirnov, t, and Wilcoxon tests.
eda
Exploratory Data Analysis. Currently only contains functions for robust line
fitting, and median polish and smoothing.
Igs

Resistant regression and covariance estimation.

methods
Formally defined methods and classes for R objects, plus other programming
tools, as described in the Green Book.

modreg
MODern REGression: smoothing and local methods.

mva
MultiVariate Analysis. Currently contains code for principal components,
canonical correlations, metric multidimensional scaling, factor analysis, and
hierarchical and k-means clustering.

2) Pasirinke FAQ on R for Windows, pamatysime html tipo dokumenta, kuriame rasime
(Windows aplinkoje dirban¢iam) R vartotojui svarbia informacija. Stai jos pradzia:

R for Windows FAQ

Version for rw1071

B. D. Ripley

Table of Contents

e 1 Introduction

e 2 Installation and Usage

o 2.1 Where can I find the latest version?
o 2.2 How do I install R for Windows?

o 2.3 Can I customize the installation?

o 2.4 Howdo Irunit?
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2.5 How do I UNinstall R?
2.6 What's the best way to upgrade?

2.7 There seems to be a limit on the memory it uses!

2.8 How can I keep workspaces for different projects in different directories?
2.9 How do I print from R?

2.10 Can I use R BATCH?

2.11 Can I use rw1071 with ESS and (X)emacs?

2.12 What are HOME and working directories?

2.13 How do I set environment variables?

2.14 R can't find my file, but [ know it is there!

2.15 Does R use the Registry?

2.16 Does R support automation (OLE, COM)?

2.17 The internet download functions fail.

o O O O O

O

2.18 Entering certain characters crashes Rgui.

o 0O O O O O O O O

2.19 Other strange crashes.

e 3 Packages
o 3.1 Can I install packages (libraries) in this version?

3.2 I don't have permission to write to the rw1071\library directory.

O

3.3 The packages I installed do not appear in the HTML help system.

3.4 My functions are not found by the HTML help search system.

3.5 Loading a package fails.
3.6 Package TclTk does not work.

3.7 Hyperlinks in Compiled HTML sometimes do not work.
o 3.8 update.packages() fails

o O O O O

e 4 Windows Features

o 4.1 What should I expect to behave differently from the Unix version of R?

4.2 T hear about some nifty features: please tell me about them!

o
o 4.3 Circles appear as ovals on screen
o

4.4 How do I move focus to a graphics window or the console?

e 5 Workspaces
o 5.1 My workspace gets saved in a strange place: how do I stop this?

o 5.2 How do I store my workspace in a different place?
o 5.3 Can I load workspaces saved under Unix/GNU-Linux or MacOS?
e 6 The R Console and Fonts

o 6.1 I would like to be able to use Japanese fonts

o 6.2 1don't see characters with accents at the R console, for example in ?text.

o 6.3 When using Rgui the output to the console seems to be delayed.

o 6.4 Long lines in the console or pager are truncated.

e 7 Building from Source

7.1 How can I compile R from source?

7.2 Can I use a fast BLAS?

7.3 How do I include compiled C code?

7.4 How do I debug code that I have compiled and dyn.load-ed?

@)
@)
@)
@)
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7.5 How do I include C++ code?

7.6 The output from my C code disappears. Why?

7.7 The output from my Fortran code disappears. Why?
7.8 The console freezes when my compiled code is running.

o O O O

3) Pasirinke R functions (text)... ir langelyje Help on surinkg, pvz., mean|OK, pamaty-
sime angliska funkcijos mean aprasyma’:
mean package:base R Documentation
Arithmetic Mean
Description:

Generic function for the (trimmed) arithmetic mean.
Usage:

mean(x, ...)
mean.default(x, trim = 0, na.rm = FALSE)

Arguments:

X: a numeric vector containing the values whose mean is to be
computed. A complex vector is allowed for “trim=0', only.

trim: the fraction (0 to 0.5) of observations to be trimmed from
each end of “x' before the mean is computed.

na.rm: a logical value indicating whether "NA' values should be
stripped before the computation proceeds.

Value:

If “trim' is zero (the default), the arithmetic mean of the val-

ues
in "x' is computed.
If "trim' is non-zero, a symmetrically trimmed mean is computed
with a fraction of “trim' observations deleted from each end
before the mean is computed.

See Also:
‘"weighted.mean'

Examples:

x <= ¢(0:10, 50)

xm <- mean (x)

c(xm, mean(x, trim = .10))

all.equal (mean(x, trim = 0.5), median(x))

Jei norite pamatyti funkcijos mean teksta, surinkite

> mean
function (x, ...)
UseMethod ("mean")

> Toki patj rezultata gausite, jei ekrano komandiniame lange (konsoléje) surinksite help (“mean”)
arba ?mean.
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R yra objektiskai orientuota kalba, kas reiskia, kad, pvz., funkcija mean pirmiausiai
patikrina savo argumento (objekto) klasg, o jau paskui taiko jam tinkama metoda.

> methods (mean)
[1] "mean.data.frame" "mean.default" "mean.POSIXct" "mean.POSIX1t"

Matome, kad yra keturi skirtingi funkcijos mean taikymo variantai. Tai reiskia, kad
jei tiriamasis objektas néra duomeny sistema (data.frame) arba jis nepriklauso POSIX
klasei (tai daty ir laiko objektai), tai funkcija mean kreipsis | standarting
mean.default funkcija. Stai jos tekstas:

> mean.default
function (x, trim = 0, na.rm = FALSE)
{
if (na.rm)
x <- x[!is.na(x)]
trim <- trim[1]

n <- length(c(x, recursive = TRUE))
if (trim > 0 && n > 0) {
if (mode (x) == "complex")

stop ("trimmed means are not defined for complex data")
if (trim >= 0.5)
return (median (x, na.rm = FALSE))
lo <- floor(n * trim) + 1
hi <- n + 1 - lo
x <- sort(x, partial = unique(c(lo, hi))) [lo:hi]
n <- hi - lo + 1
}

sum(x) /n

Funkcijos apraSymas, o taip pat jos tekstas atrodo komplikuotas, kadangi i juos
itraukta trim® opcija, diagnostiniai Zingsniai ir nurodymai, ka daryti, kai vektorius x
turi praleisty reikSmiy (tai daznai pasitaiko realiuose uzdaviniuose). Jei trim=0 (tai
standartiné (= default (angl.)) trim reikSmé, jos nurodyti nereikia), tai surink¢ ekrane
teksta mean (y) (arba mean (1:5)), rastume pirmuy penkiy natiraliyjy skaiciy
(aritmetini) vidurki:

> mean (y)

(11 3

Ta pati rezultata gautume ir su tokia paprasta funkcija:

> mean.mano <- function (x) {sum(x)/length (x)}
> mean.mano (y)
[1] 3

Vidurkis daznai naudojamas, charakterizuojant imties centring ar viduting ar viduring
reikSme. Deja, statistikoje daznai susiduriame su irasSy klaidomis, o tuomet vidurkis
gali smarkiai nutolti nuo “tikrosios” reikSmes. Pvz.,

mean(c(1,2,3,4,50))
[1] 12

® trim (angl.) = pakirpimas, palyginimas
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Funkcija mean bus atsparesné klaidoms, jei atmesime, pvz., po 20% didZiausiy ir
maziausiy reikSmiy:

mean(c(1,2,3,4,50),trim=0.2)
[1] 3

Grizkime prie meniu eilutés Help skyriaus.

4) Pasirinke Html help, pakliitume i puslapi su daugeliu sasajy (link’y). Sasajos gali
mus nukreipti i An Introduction to R, The R language definition, Writing R extensions ar ki-
tus skyrius. Siuos tekstus (tiksliau, hipertekstus) lengva skaityti, kadangi juose galima
keliauti i§ vienos vietos i kitj, naudojantis vidinémis sasajomis. Pvz., spragtel¢j¢ ant
Search Engine & Keywords, pakliiname | kita R pagalbos aplinka (Search Engine R):
paieskos langelyje surinkg mean, vél paklititume 1 anks¢iau pateikta funkcijos mean
apraSymo puslapi, tac¢iau jo apacioje dabar yra sasaja su gimininga funkcija
weighted.mean ir mean.POSIXct.

R meniu eilutéje yra ir daugiau skyriy (File, Edit, Misc, Packages, Windows). Juos
aptarsime tinkamu laiku.

2.3. R paketai ir duomeny rinkiniai

R funkcijos yra apjungtos 1 paketus (= packages (angl.)), kurie gali biiti prijunti prie
darbinés srities arba, kai nebereikalingos, atjungti. [jungiant R, automatiSkai instaliuo-
jamos septyni paketai. Tuo galima isitikinti, apzitiréjus paieskos kelia:

> search()

[1] ".GlobalEnv" "package:methods" "package:ctest"
[4] "package:mva" "package:modreg" "package:nls"
[7] "package:ts" "Autoloads" "package:base"

Dauguma Siam kursui reikalingy funkcijy priklauso Siems paketams. Jei miisy tyrimui
reikéty pakety, nesanCiy minétoje direktorijoje, juos galima atsisiusti i$
http://cran.hu.r-project.org/ (zr. Software|Package Sources) ir iSzipuoti | ...\rw1071\lib-
rary direktorija. Instaliuokime, pavyzdziui, car paketa — jis mums pravers ateityje, 1 ji
leina procediiros, naudojamos J.Fox’o knygoje “Companion to Applied Regression”.
Be jau minéto metodo, ja galima instaliuoti dar bent dviem biuidais. Jei jisy kompute-
ris prijungtas prie interneto ir jjungta kuri nors interneto narsyklé, surinkite’

install.packages (car)

(tolimesné instaliacija bus atlikta automatiskai). Paketas car taip pat yra autoriaus su-
darytame kompaktiniame diske R1, instaliuoti i§ jo galima taip: R meniu eilutéje ren-
kameés Packages|install package from local zip file, pasirodzius lentelei Select zip file to
install, nurodome kelia ...R-packages\car.zip ir spragtelime ant Open. Pakety direktorija
bus papildyta nauja eilute:

7 Vienu metu galima instaliuoti ir kelis paketus, pavyzdziui.. install.packages
(c(“car”,”gregmisc”)).
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car Companion to Applied Regression

visy ju saraSa galima gauti su komanda
> library() .

O Stai pats (autoriaus komputeryje esanciu pakety) sarasas:

Packages in library 'C:/PROGRA~1/R/rwl071/library':

base The R base package

boot Bootstrap R (S-Plus) Functions (Canty)

car Companion to Applied Regression

class Functions for classification

cluster Functions for clustering (by Rousseeuw et al.)

ctest Classical Tests

eda Exploratory Data Analysis

foreign Read data stored by Minitab, S, SAS, SPSS,
Stata,

grid The Grid Graphics Package

KernSmooth Functions for kernel smoothing for Wand &
Jones (1995)

lattice Lattice Graphics

1gs Resistant Regression and Covariance Estimation

MASS Main Library of Venables and Ripley's MASS

methods Formal Methods and Classes

mgcv Multiple smoothing parameter estimation and
GAMs by GCV

modreg Modern Regression: Smoothing and Local Methods

multcomp Multiple Tests and Simultaneous Confidence
Intervals

mva Classical Multivariate Analysis

nlme Linear and nonlinear mixed effects models

nls Nonlinear regression

nnet Feed-forward neural networks and multinomial
log-linear models

Rcmdr R Commander

rpart Recursive partitioning

spatial functions for kriging and point pattern
analysis

splines Regression Spline Functions and Classes

stepfun Step Functions, including Empirical
Distributions

strucchange Testing for Structural Change

survival Survival analysis, including penalised
likelihood.

tcltk Tcl/Tk Interface

tools Tools for package development

ts Time series functions

tseries Time series analysis and computational finance

Jei esate R aplinkoje ir norite prijungti car paketa, surinkite komanda

library(car) # Atkreipkite démesi: ne package (car)!

Dabar

> search ()
[1] ".GlobalEnv" "package:car" "package:methods"
[4] "package:ctest" "package:mva" "package:modreg"
[7] "package:nls" "package:ts" "Autoloads"
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[10] "package:base"

Jei car paketas bus daznai naudojamas, ji galima pakrauti jjungimo metu — su Note-
pad’u atidarykite faila ...\R\R-1.7.1\etc\Rprofile ir papildykite ji eilute library(car).
ISsaugojus ji su Save, kita karta car paketas bus pakrautas jjungimo metu.

Siuo metu R turi labai daug specializuoty paketu. Jei jiisy komputeris prijungtas prie
interneto, ju sarasa galima gauti su

> CRAN.packages () [, 1]

o pakety Siuo metu (2008 m. kovas) yra mazdaug 1300:
> length(available.packages () [,11])
[1] 1303

Jums reikalingy pakety pakrovima galima automatizuoti. Pvz., norint instaliuoti greg-
misc ir xgobi paketus, reikia surinkti

> install.packages (c("gregmisc", “xgobi”))

Jei norite instaliuoti absoliuciai visas §iuo metu CRAN’e esancius paketus (tai
20+Mb), surinkite

> install.packages (CRAN.packages () [,1])
(po to karta i kelias savaites neuzmirskite atnaujinti jas su update.packages ()).

Tolimesniame darbe daznai naudosimés | R jmontuotais duomeny rinkiniais. Noré-
dami gauti sarasa rinkiniy, prijungty prie dabartinio paieskos kelio, surinkime

> data ()
Data sets in package ‘car':

Adler Experimenter Expectations

Angell Moral Integration of American Cities
Anscombe U. S. State Public-School Expenditures
Baumann Methods of Teaching Reading Comprehension
Bfox Canadian Women's Labour-Force Participation
Burt Fraudulent Data on IQs of Twins Raised Apart
Can.pop Canadian Population Data

Chile Voting Intentions in the 1988 Chilean Plebiscite
Chirot The 1907 Romanian Peasant Rebellion

Davis Self-Reports of Height and Weight

Duncan Duncan's Occupational Prestige Data

Ericksen The 1980 U.S. Census Undercount

Florida Florida County Voting

Freedman Crowding and Crime in U. S. Metropolitan Areas
Friendly Format Effects on Recall

Ginzberg Data on Depression

Greene Refugee Appeals

Guyer Anonymity and Cooperation

Hartnagel Canadian Crime-Rates Time Series

Leinhardt Data on Infant-Mortality

Mandel Contrived Collinear Data

Migration Canadian Interprovincial Migration Data
Moore Status, Authoritarianism, and Conformity
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Mroz U.S. Women's Labor-Force Participation

Ornstein Interlocking Directorates Among Major Canadian
Firms

Prestige Prestige of Canadian Occupations

Quartet Four Regression Datasets

Robey Fertility and Contraception

SLID Survey of Labour and Income Dynamics

Sahlins Agricultural Production in Mazulu Village

States Education and Related Statistics for the U.S.
States

UN GDP and Infant Mortality

US.pop Population of the United States

Vocab Vocabulary and Education

Womenlf Canadian Women's Labour-Force Participation

Data sets in package "base':

Formaldehyde Determination of Formaldehyde concentration
HairEyeColor Hair and eye color of statistics students
InsectSprays Effectiveness of insect sprays
LifeCycleSavings

Intercountry life-cycle savings data
OrchardSprays Potency of orchard sprays

PlantGrowth Results from an experiment on plant growth

Titanic Survival of passengers on the Titanic

ToothGrowth The effect of vitamin C on tooth growth in guinea pigs

UCBAdmissions Student admissions at UC Berkeley

USArrests Violent crime statistics for the USA

USJudgeRatings Lawyers' ratings of state judges in the US Superior
Court

USPersonalExpenditure
Personal expenditure data

VADeaths Death rates in Virginia (1940)

airmiles Passenger miles on US airlines 1937-1960
airquality New York Air Quality Measurements

anscombe Anscombe's quartet of regression data

attenu Joiner-Boore Attenuation Data

attitude Chatterjee-Price Attitude Data

cars Speed and Stopping Distances for Cars

chickwts The Effect of Dietary Supplements on Chick Weights
co2 Moana Loa Atmospheric CO2 Concentrations
discoveries Yearly Numbers of “Important' Discoveries

esoph (0) esophageal Cancer Case-control study

euro Conversion rates of Euro currencies

eurodist Distances between European Cities

faithful 0ld Faithful Geyser Data

freeny Freeny's Revenue Data

infert Secondary infertility matched case-control study
iris Edgar Anderson's Iris Data as data.frame

iris3 Edgar Anderson's Iris Data as 3-d array

islands World Landmass Areas

longley Longley's Economic Regression Data

morley Michaelson-Morley Speed of Light Data

mtcars Motor Trend Car Data

nhtemp Yearly Average Temperatures in New Haven CT
phones The Numbers of Telephones

precip Average Precipitation amounts for US Cities
presidents Quarterly Approval Ratings for US Presidents
pressure Vapour Pressure of Mercury as a Function of Temperature
quakes Earthquake Locations and Magnitudes in the Tonga Trench
randu Random Numbers produced by RANDU

rivers Lengths of Major Rivers in North America

sleep Student's Sleep Data

stackloss Brownlee's Stack Loss Plant Data
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state US State Facts and Figures

sunspots Monthly Mean Relative Sunspot Numbers

swiss Swiss Demographic Data

trees Girth, Height and Volume for Black Cherry Trees

uspop Populations Recorded by the US Census

volcano Topographic Information on Auckland's Maunga Whau Volcano
warpbreaks Breaks in Yarn during Weaving

women Heights and Weights of Women

Jei norite pamatyti visus instaliuoto paketo MASS duomeny rinkinius, surinkite
> data (package="MASS”),

o jei visy instaliuoty pakety duomeny rinkinius -

> data (package = .packages(all.available = TRUE))

Kiekviena R paketa sudaro dviejy riiSiy objektai: duomeniniai (data sets) ir funkciniai
(functions). Visus car objektus galime pamatyti su

> library (help=car)

(duomeniniy objekty saraSa matéme auksciau, dabar jis bus papildytas paketui car
priklausanciomis funkcijomis).

Kaip galima apzitréti duomeninius objektus? car pakete yra rinkinys Davis, kuri-
ame pateikti 200 reguliariai uzsiiminéjanciy sportu asmeny (vyry=M ir motery=F)
duomenys apie ju svori (tikraji weight ir pranestaji repwt) bei tigi (tikraji height
ir pranestaji repht). Surinkime

> data (Davis) # Duomenys iSarchivuojami

> Davis

sex weight height repwt repht
1 M 77 182 77 180
2 F 58 161 51 159
3 F 53 161 54 158
KA AN KAk A A KA AN A A AR A AN A AN XA A A A XAk K* Kk K
198 M 81 175 NA NA
199 M 90 181 91 178
200 M 79 177 81 178

Bendraja informacija apie $i duomeny rinkinj galima gauti su

> summary (Davis)

sex weight height repwt repht
F:112 Min. : 39.0 Min. : 57.0 Min. : 41.00 Min. :148.0
M: 88 1st Qu.: 55.0 1st Qu.:164.0 1st Qu.: 55.00 1st Qu.:160.5
Median : 63.0 Median :169.5 Median : 63.00 Median :168.0
Mean : 65.8 Mean :170.0 Mean : 65.62 Mean :168.5
3rd Qu.: 74.0 3rd Qu.:177.3 3rd Qu.: 73.50 3rd Qu.:175.0
Max. :166.0 Max. :197.0 Max. :124.00 Max. :200.0
NA's : 17.00 NA's : 17.0

arba su®

> str(Davis)

¥ Jei jiisy objekty sarasas néra ilgas, galite surizikuoti ir surinkti 1s.str () - pamatysite visy
savo objekty apraSymus.
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‘data.frame': 200 obs. of 5 wvariables:

sex : Factor w/ 2 levels "F","M": 2 1 12122222
weight: int 77 58 53 68 59 76 76 69 71 65

height: int 182 161 161 177 157 170 167 186 178 171
repwt : int 77 51 54 70 59 76 77 73 71 64

repht : int 180 159 158 175 155 165 165 180 175 170

Uy Ur Ur r

Aisku, kad (vidutiniSkai) vyrai yra aukStesni uz moteris, taciau kiek? Zinome, kad
vidurki skaiciuoja funkcija mean, deja komanda mean (height) neveikia:

> mean (height)
Error in mean (height) : Object "height" not found

Reikalas tas, kad height yra tik stulpelio vardas, o ne R duomeninis objektas.
Norint, kad Davis stulpeliai tapty pasiekiami (su salyga, kad paieskos kelyje néra
kity kintamyju su $iy stulpeliy vardais), surinkime

> attach (Davis) # attach (angl.) = prijungti
> mean (height)
[1] 170.02

Deja, mums reikia ne visy tiriamyjuy tgio vidurkio, bet atskirai vyry ir motery. Tai
galima atlikti tiesiogiai, t.y., skai¢iuojant tik, pvz., vyry tigio vidurkj. Kiek detaliau
paaisSkinsime kaip tai galima atlikti.

> height # Visy tiriamuyju tgiai

[1] 182 161 161 177 157 170 167 186 178 171 175 57 161 168 163
[16] 166 187 168 197 175 180 170 175 173 171 166 169 166 157 183
[31] 166 178 173 164 169 176 166 174 178 187 164 178 163 183 179
[46] 160 180 161 174 162 182 165 169 185 177 176 170 183 172 173
[61] 165 177 180 173 189 162 165 164 158 178 175 173 165 163 166
[76] 171 160 160 182 183 165 168 169 167 170 182 178 165 163 162
[91] 173 161 184 180 189 165 185 169 159 155 164 178 163 163 175

[106] 164 152 167 166 166 183 179 174 179 167 168 184 184 169 178
[121] 178 167 178 165 179 169 153 157 171 157 166 185 160 148 177
[136] 162 172 167 188 191 175 163 165 176 171 160 165 157 173 184
[151] 168 162 150 162 163 169 172 170 169 167 163 161 162 172 163
[166] 159 170 166 191 158 169 163 170 176 168 178 174 170 178 174
[181] 176 154 181 165 173 162 172 169 183 158 185 173 164 156 164
[196] 175 180 175 181 177

> sex # Visy tiriamyju lytis (kadangi duomeny rinkinys Davis yra
# prijungtas, kintamasis sex yra pasiekiamas)

(1] MFFMFMMMMMMFFFFFMFMFMFMMEFFFFFM
(3] FMMFFMFMMMFMFMMFMFFFMFMMMMEFMMM
[6Gl] MMMFMFFFFMFMFFFFFFMMFMFFFMMEFTFF
(91T MFMMMFMFFFFMFFFFFFFFMMFMFFMMMM

(121 M MFFMFFFFFFMFFMFFFMMMFFFFFFFFM
[15]] FFFFFMMFFFFFFFMFFFMFMFMMMMEFMMM
[1I81] M FMFMFFFMFMMFFFMMMMM

Levels: F M

> sex=="M" # Kurie tiriamieji yra Male?

[1] TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
[11] TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE
[21] TRUE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE
[31] FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE
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41] FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE
51] TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE
61] TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE
71] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE
81] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE
91] TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE
101] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
111] TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE
121] TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
131] FALSE TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE
141] TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE
151] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE
161] FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
171] TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE
181] TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
191] TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

> height[sex=="M"] # Tik vyruy (Male) tgiai (simbolis “[..]” zZymi
# poaibio operacija)

[1] 182 177 170 167 186 178 171 175 187 197 180 175 173 183 178
[16] 173 176 174 178 187 178 183 179 180 182 169 185 177 176 183
[31] 172 173 165 177 180 189 178 173 182 183 168 182 178 173 184
[46] 180 189 185 178 183 179 179 184 184 169 178 178 167 179 185
[61] 177 188 191 175 184 169 172 163 191 169 170 176 168 178 170
[76] 178 174 176 181 173 183 185 173 175 180 175 181 177

> mean (height [sex=="M"]) # Vyruy tGgio vidurkis
[1] 178.0114

Kadangi skai¢iavimo procediira dabar aisSki, motery tigio vidurki apskaic¢iuosime i$
karto:

> mean (height [sex=="F"])
[1] 163.7411

Pasirodo, kad visus height jraSus suskirstyti { dvi grupes galima ir kitaip (su funk-
cija tapply’):

> tapply (height, sex,mean)
F M
163.7411 178.0114

arba naudojant funkcija aov:

> aov (height~sex) Scoeff
(Intercept) sexM
163.74107 14.27029 # Tai vyru (male) tgio priedas

arba funkcija summary:

> summary (height [sex=="F"])
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
57.0 161.0 165.0 163.7 169.0 178.0

> summary (height [sex=="M"])
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
163 173 178 178 183 197

? Daugiau apie §ia funkcija zr. 3-23 psl.
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Atrodo, kad duomeny rinkinyje Davis yra klaidy: motery figio minimumas tikrai
keistas. Prie klaidy paieskos griSime véliau, o dabar ta pati fakta pademonstruosime
kitaip, iSbrézdami sta¢iakampes motery ir vyry igio diagramas:

> boxplot (height~sex)
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2.3 pav. Motery (F) ir vyry (M) tigio stac¢iakampés diagramos

(taigi F (motery) grupéje i$ tikro yra dvi iSskirtys; jos pazymétos rutuliukais, o viena
1S ju lygi mazdaug 60).

Darba su duomeny rinkiniu baigus, ji tikslinga atjungti:
> detach (Davis) # Komanda detach() atjungs visus duomeny rinkinius

Kai paketo nebereikia, ja taip pat vertéty atjungti:

> detach (package:car)
> search ()
[1] ".GlobalEnv" "package:ctest" "Autoloads" "package:base"

Mes jau turéjome kelis R grafikos pavyzdzius. Dar kelis pavyzdzius pasizitirékime su
funkcija demo. Surinke

> demo (),

pamatysime temuy i§ base paketo sarasa:

Demos in package 'base':

glm.vr Some glm() examples from V&R with
several predictors

graphics A show of some of R's graphics
capabilities

Hershey Tables of the characters in the
Hershey vector fonts

image The image-like graphics builtins of R

is.things Explore some properties of R objects
and is.FOO() functions. Not for
newbies!

Japanese Tables of the Japanese characters in
the Hershey vector fonts

Im.glm Some linear and generalized linear
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modelling examples from "An
Introduction to Statistical Modelling'
by Annette Dobson

nlm Nonlinear least-squares using nlm()

persp Extended persp() examples

plotmath Examples of the use of mathematics
annotation

recursion Using recursion for adaptive
integration

scoping An illustration of lexical scoping.

Use 'demo (package = .packages(all.available = TRUE))'

to list the demos in all *available* packages.
Surinkite dabar kuria nors i§ komandy

demo (graphics)
demo (image)

ir pamatysite daug graziy paveiksléliy!

R turi daug funkcijy' ir jas visa néra lengva isiminti, todél ryztingai naudokités viso-
mis jmanomis pagalbos priemonémis''. Jau zinome funkcija help (image) ir jos
sinonimg ? image. Pagalbos failo pabaigoje paprastai yra Examples skyrelis, kuriame
yra funkcijos taikymo pavyzdziy. Juos apZzvelgti galima ir tiesiogiai, pvz., su
example (image) . Labai naudinga paie$kos funkcija help.search (“ima-
ge”) " —ji pateiks visy library direktorijoje esanciy pakety funkcijas, kuriy varduose
yra image.

Zemiau pateikiame J. Baron’o sudaryta pagrindiniy R funkcijy sarasa

Parentheses are for functions, brackets are for indicating the position of items in a
vector or matrix. (Here, items with numbers like x1 are user-supplied variables.)

Miscellaneous
g(): quit
<-: assign

10 search ()

[1] ".GlobalEnv" "Davis" "package:car"
[4] "package:methods" "package:ctest" "package:mva"
[7] "package:modreg" "package:nls" "package:ts"
[10] "Autoloads" "package:base"

> length(ls (pos=11))

[1] 1658

taigi base paketas turi 1658 funkcijas!

' Iskaitant pagalba i§ interneto: surinkite google R help boxplot (pateiks laiskus i§ R konfern-
cijos) arba filetype:R boxplot -rebol (pateiks funkcijos boxplot skripta).

12 Terminas image sakinyje demo (image) reiskia temy rata, o sakinyje example (image)
— funkcijos varda. Funkcija graphics neegzistuoja. Norint, kad example (image) paveikslai ne-
praléktu zaibu ekrane, pries Sia komanda surinkite par (ask=TRUE), o pasibaigus demonstracijai —
par (ask=FALSE) .

" Ta pati rezultata galima gauti papraséiau — R menu eilutéje surinkite Help|Search
help...Jimage
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INSTALL packagel: install packagel

ml([,2]: column 2 of matrix ml

ml[,2:5] or ml[,c(2,3,4,5)]: columns2-5
ml$al: variable al in data frame ml

NA: missing data

is.na: true if data missing

library(mva) : load (e.g.) the mva package

Help

help (commandl) : get help with commandl (NOTE: USE THIS FOR MORE DETAIL THAN
THIS CARD CAN PROVIDE.)

help.start () : start browser help

help (package=mva) : help with (e.g.) package mva

apropos ("topicl") and help.search( "topic 1"): commands relevant to topicl
example (commandl) : examples of commandl

Input and output

source ("filel") : run the commands in filel.
read.table("filel") : read in data from filel

data.entry () : spreadsheet

scan (x1) : read a vector x1

download.file ("urll") : from internet

url.show("urll"), read.table.url("urll"): remote input
sink ("filel"™) : outputto filel, until sink ()

write (objectl, "filel™): writes objectl to filel
write.table (dataframel,"filel"™) : writes a table

Managing variables and objects

attach (x1) detach (x1): put(remove) x1 in search path

1s () : lists all the active objects.

str (objectl) : print useful information about objectl

rm(objectl) : remove objectl

dim (matrixl) : dimensions of matrix1

dimnames (x1) : names of dimensions of x1

length (vectorl) : length of vectorl

1:3: thevector 1,2,3

c(1,2,3): creates the same vector

rep (x1,nl) : repeats the vector x1 nl times

cbind(al,bl,cl), rbind(al,bl,cl): binds columns or rows into a matrix
merge (dfl,df2) : merge data frames

matrix (vectorl,rl,cl): make vectorl into a matrix with rl rows and ¢l columns
data.frame (v1l,v2) : make a data frame from vectors vl and v2

as.factor (), as.matrix (), as.vector(): conversion

is.factor (), is.matrix (), is.vector(): whatisit?

t () : switch rows and columns

which (x1==al) : returns indices of x1 where x1==al

Control flow

for (il in vectorl) : repeat what follows
if (conditionl) ...else ...: conditional
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Pazymésime, kad i £ procediira yra gana kaprizinga ir, norint apsidrausti, salyginius
sakinius vertéty rasyti taip:

if(salygal)
{
darome kazZka
} else {
darome kitka
}
}

(atkreipkite démesi i visus figiirinius skliaustus!)

Arithmetic

matrix multiplication
~ , sqgrt () : integer division, power, modulus, square root

4 4

o o°
o° o°

*
/

S o
0 ©

Statistics

max (), min(), mean(), median(), sum(), var(): asnamed

summary (data.frame) : prints statistics

rank (), sort () :rank and sort

ave (x1,yl) : averages of x1 grouped by factor y1

by () : apply function to data frame by factor

apply (x1,nl, functionl) : apply functionl (e.g. mean) to x by rows (n1=1) or columns (n2=2)
tapply (x1,listl, functionl) : apply function to x1 by listl

table () : make a table

tabulate () : tabulate a vector

Basic statistical analysis

aov (), anova(), 1lm(), glm(): (generalized) linear models, anova
t.test (): ttest

prop.test (), binom.test () : tests on probability

chisqg.test (x1) : chi-square test on matrix x1

fisher.test () : Fisher exact test

cor (a) : show correlations

cor.test (a,b) : testcorrelation

friedman.test () : Friedman test

Graphics

plot (), barplot(), boxplot(), stem(), hist(): basic plots
matplot () : matrix plot

pairs (matrix) : scatterplots

coplot () : conditional plot

stripplot () : strip plot

ggplot () : quantile-quantile plot

ggnorm (), ggline () : fit normal distribution
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O ¢ia dar viena, E. Paradis sudaryta, atmintine:

1.
Operators
Arithmetic Comparison Logica
+ addition = lesser than | x logical NOT
- subtraction = greater than XE&ky logical AND
* multiplication == lesser than orequal to % && ¥y id.
/ division == greater than orequal to x | y logical OR
) power == equal x|| ¥ id.
%% modulo = different xorix, y! exclusive OR
%/% integer division
2.
sumix) sumn of the elements of
prodix) product of the elements of x
max[x) maximum of the elements of x
min(x) muintmum of the elements of x
which.max (%) returns the index of the greatest element of »
which.minix) returns the index of the smallest element of =
range (%] i, than ciminix), max(z))
length (x) number of elements in x
meanix) mean of the elements of
median (x) median of the elements of =
var (%] or cov(x) variance of the elements of x (caleulated on =17 if % 12 8 matrx or a data frame,
the variance-covariance matrix is caleulated
cor [x) correlation matrix of = if it 1s a matrix or a data frame (1 1f % 12 8 vector)
var (x, y!orcovix, y) | covarance between x and v, or between the columns of x and those of v it they are
matrices or data frames
car(x, y) linear correlation betwesn % and v, or correlation matrix if they are matrices or data
frames

Siy funkcijy' reik§mé yra skaicius (t.y., ilgio 1 vektorius). Zemiau pateikty funkciju
reik§me gali buti gana komplikuota.

3.

" I8skyrus range() , kuri grazina du skaiéius ir var(), cov() bei cor(), kurios gali grazinti mat-
rica.
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round (x, n)

rounds the elements of = to o decimals

rev(x] reverses the elements of =

sart (=) sorts the elements of x i inereasing order; to sort in decreasing order: rev{sort (x)]
rank (x} ranks of the elements of =

logix, base) computes the logarnthm of x with base "base"

acale [x] 1t 3 15 a matnx, centers and reduces the data: to center only use the option center=FALEE,

to mduce only scale=FRLEE by default center=TRUE, =scale=TRUE)

pmini=,y, ...}

avector which ith element is the mimimum of 2 [17, v 411, ...

pmax i, ¥, ...

id. for the maximum

cumgum {x)

avector which ith element 15 the sum from x [17 tox[1]

cumprod [x) id. for the product
cummin {x) 1. for the minimum
Cumma {x) 1. tor the maximum

match(x, ¥y

returns a vector of the same length than = with the elements of x which are in v (HA
otherwise)

which(x == a)

returns a vector of the indices of x if the comparison opemtion 15 true (TRUE), i this
example the values of i for which x [1] == a (the argument of this function must be a
variable of mode logical)

choosein, kil

compuies the combinations of kevents among » repetitions = »!JJ[a — &1k

na.omit [x) suppresses the chservations with missing data (HA) {suppresses the corresponding hne it x
15 a matrix or a data frame

na.fail (x) returns an emor message if x contains at least one N

unique {x) if = is a vector or a data frame, returns a similar object but with the duplicate elements
suppressed

table [x) returns a table with the numbers of the differents values of x (typically for integers or

factors)

subeet {x, returns a selection of = with respect to eritena (. . ., typically compansons: x3V1 < 10);
if 1= a data frame, the option =2elect gives the varables to be kept (or dropped using a
minus sign -

sample(x, =ize) | msample randomly and without replacement =1ize elements in the vector =, the option
replace = TRUE allows to resample with replacement

Pazymésime, kad

visuy (pvz., base paketo) funkcijuy sarasSa galima rasti i§ R meniu

eilutés nuvairavus | Help|Html help|Packages|base.

R darbinéje direktorijoje yra naudingas failas .Rhistory , kuriame fiksuojamos visos
Sios ir ankstesniy sesiju metu ivykdytos (ir iSsaugotos! — zr. keliomis eilutémis
zemiau) komandos. Apzitiréti §i faila galime su history (), o pasizyméje jame rei-
kalingas komandas, spragteléj¢ deSiniuoju klavisu ir pasirinkg Paste to console, galé-
site pakartoti ankstesng analizg.

Norédami baigti sesija, surinkite g (). Jei 1 klausima Save workspace image? atsa-
kysite Yes, tai visa §ios sesijos istorija (t.y., vykdytos komandos (bet ne grafikai)) bus
1Ssaugota, o jei No — ne.

2.4. R literatara, konferencija, archyvai

Yra nemazai literatiiros, skirtos darbui su R paketu. Daug jos patalpinta internete,
beveik visos §ios knygos yra kompaktiniame diske R1. Pradedantiesiams ypac sitily-

Ciau $ias knygas:

1) John Verzani, Simple R http://www.math.csi.cuny.edu/Statistics/R/simpleR

2) John Maindonald , Using R for Data Analysis and Graphics, Zr. http://cran.hu.r-
project.org/ Documentation|Contributed

3) Emmanuel Paradis, R for Beginners, Zr. http://cran.hu.r-project.org/ Documenta-

tion|Contributed
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4)
5)

6)
7)

Labai isptidinga konspekta rasite http://zoonek2.free.fr/UNIX/48 R/all.html

Puikios, R grafikai skirtos knygos, internetinis puslapis
http://www.stat.auckland.ac.nz/~paul/RGraphics/rgraphics.html irgi gali biiti nau-
dingas.

Puikia grafiky kolekcija rasite adresu http://addictedtor.free.fr/graphiques/
Nemazai vertingy patarimy galite rasti adresu http://www.ats.ucla.edu/STAT/r/ ir
ypac http://wiki.r-project.org/rwiki/doku.php

Tiems, kurie ruoSiasi dirbti su R paketu ir ateityje, autorius rekomenduoja dalyvauti
nuolat veikiancioje konferencijoje (list): nuvairuokite i http://www.r-project.org/ ir
pasirinkite Mailing Lists; skyrelyje R-help spragtelékite ant web interface ir ten, sky-
relyje Your email address: nurodykite savo pasSto adresa. Po to kasdien gausite koki
10-100 laisky, kuriy daznas bus jums naudingas. Paieska Sios konferencijos archive
galima atlikti keliais budais (pvz., i§ http://finzi.psych.upenn. edu/nmz.html); jie apra-
Syti svetainés http://cran.hu.r-project.org/ CRAN|Search skyriuje. Jei jiisy komputeris
prijungtas prie interneto, paieSka galima atlikti per www.google.lt (surinkus, pvz., R
help volatility) arba i§ R vidaus su RSiteSearch funkcija:

library(utils)
RSiteSearch ("{logistic regression}") (ﬁksh;&azé)

arba

RSiteSearch ("logistic regression") (R archive ieSkos pagal kiekviena Zodj)

arba

RSiteSearch ("logistic", restrict="functions").

Taip pat labai rekomenduociau pasinaudoti http://www.r-project.org/search.html arba
http://www.rseek.org teikiamomis galimybémis.
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3. Duomeny jraSymas ir programavimo pavyzdziai

Duomeny rinkimas ir jraSymas daznai uzima daugiau laiko negu ju statistiné analizé.

Deja, tai butinas statistinio tyrimo etapas.

Kiekvienas R duomeninis objektas visuomet turi du vidinius pozymius (tipa (mode) ir
ilgi (length)) ir dar gali turéti viena ar kelis papildomus pozymius (attributes) (pvz.,
klasg (class) ar matavimy skaiciy (dimension)). Zemiau esancioje lentel¢je pateikta

iy fakty santrauka.

Objektas Galimi tipai Ar galima naudoti | Klas¢
skirtingus tipus
viename objekte?

Vektorius (vector) | logical, integer, ne Tokia kaip mo-
double, complex, de (x)
character, raw, list

Vardinis kintama- | Skaitinis ar simbo- | ne factor

sis = faktorius (fac- | linis

tor)

Ranginis kintama- | Skaitinis ar simbo- | ne factor ordered

sis (ordered factor) | linis

Masyvas (array) Skaitinis, simboli- | ne NULL
nis, kompleksinis
ar loginis

Matrica (matrix) Skaitinis, simboli- | ne matrix
nis, kompleksinis
ar loginis

Duomeny sistema | Skaitinis, simboli- | taip data.frame

(data frame) nis, kompleksinis
ar loginis

Laiko eilute (ts= Skaitinis, simboli- | taip ts

time series) nis, kompleksinis
ar loginis

Sarasas (list) Skaitinis, simboli- | taip list
nis, kompleksinis,
loginis, funkcija,
reiskinys ar for-
mule

R yra objektiSkai orientuota kalba — pvz., funkcijy plot ar

(reikSme) priklauso nuo objekto klasés.
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3.1. Duomeny jraSymas rankomis

Pradésime nuo to (reto) atvejo, kai duomenys | komputerio atmintj jraSomi, vartojant
R programa.

3.1.1. Skaitiniai vektoriai ir matricos

Tarkime, kad skaitinio vektoriaus skve komponentés yra 1,2,3,3,3,3,31. Si vektoriy
galima jraSyti keliais budais.

la)

skvela <- ¢(1,2,3,3,3,3,3)
skvel

[1] 1 2 3 3 3 3 3

> mode (skvela)

[1] "numeric"

> length (skvela)

(11 7

> class (skvela)

numeric

1b)

skvelb <- c(1,2,rep(3,5)) # Surinkite > ?rep (paeksperimentuoki-
# te: rep(3,1:3), rep(1l:3,3), rep(l:3,
# 1:3) ir t.t.)

2)

skve2 <- scan/()

1: 12 # Paspauskite Enter

3: 333 3 # Norint baigti duomenu ivedima, Enter

7 # klavisSa reikia paspausti du kartus

Read 6 items

3) Kai duomeny daug, geriau naudoti funkcija edit, kuri leis ne tik patogiai jvesti
duomenis, bet ir nesunkiai juos redaguoti. Norint, kad funkcija edit pateikty ekrane
elektroninés lentelés pavidalo lapa, skve3 reikia traktuoti kaip (vieno stulpelio) mat-
rica.

skve3 <- matrix (1) # Jvedéme skaic¢iu 1 - tai bus matricos
# elementas su indeksais (1,1)

skve3 <- edit (skve3) # Atsidarys R Data Editor langas;
# kai lentele uzZpildysite, langa uzdarykite

> mode (skve3)

[1] "numeric"

> dim(skve3)

[1] 6 1 # skve3 yra 6x1 matrica

> class (skve3)

matrix

> skve3

coll

1

4

4

]
r]
]
]

Sw N -

2
3
3

4

! Visi vektoriaus elementai turi biiti vieno (3iuo atveju - skaitinio) tipo.



(5,1 3
(6,1 3
(7,1 3

Reikalui esant, matricai skve3 galima sugrazinti vektoring struktiira:

skve3 <- as.vector (skve3)
dim(skve3)

NULL

> skve3

[1] 1 2 33 3 33

Visi naujai sukurtieji vektoriai dabar yra darbinéje atmintyje (= memory, workspace,
curently active enviroment (angl.)):

> 1s() # ls=list=isSvardink

[1] "a" "b" "bwages"

[4] "cars" "an "Davis"

[7] "doR" "draw.plotmath.cell" "draw.title.cell"
[10] "ewr" "f" "faithful"
[13] "fill" "g" "get.c"
[16] "get.xr" "h.f" min
[19] "i.out" "iris" "islands"
[22] "kernels" " "last.warning"
[25] "make.table" "n" "hen
[28] "nhtemp" "nr" "oldpar"
[31] "op" "opar" "pie.sales"
[34] "pin" "pp" "precip"
[37] "quakesll "r" "RKS"

"tt"
[46] "usr" "volcano" "x"
[49] "x.at" "xadd" "xdelta"
[52] "xm" "xscale" "xx"
[55] "y" "y.at" "yadd"
[58] "ydelta" "yscale" "yy"
[61] "z" "zmin"

Autoriaus masinos darbinéje atmintyje yra susikaupg daug (duomeniniy ir funkciniy)
objekty, norint ja visiskai i§valyti®, reikia surinkti

>rm(list=1s()) # rm=remove=padalinti

arba ekvivalenc¢ig komanda

>rm(list=1s (pat=""[a-z]1")) pat=pattern=pavyzdys;

pvz., [b-fl-angliskos raidés nuo b iki £f;
misy eiluté pasalins visus atmintyje
esancius objektus, kuriy

vardai prasideda raidémis nuo a iki z

H 4 S S o

o jei tik naujuosius vektorius —

>rm(skvela, skvelb, skve2, skve3)

arba

? Tai rizikinga operacija, nes karta atmintj itrynus, jos atstatyti nepavyks.



>rm(list=1s (pat=""skve”)) # PasSalins objektus, kuriu vardai
# prasideda simboliais “skve”

Jei norite iStrinti visus objektus, iSskyrus tuos, kurie prasideda raide “s”, surinkite

> rm(list=1ls (pat=""[a-r,t-z]"))
> 1s()
[1] "scale" '"skvela" '"skvelb" "skve2" "skve3"

Dar trys variantai: eiluté¢ 1s (pattern=""sk") iSrenks visus objektus, prasidedan-
Cius (o eiluté 1s (pattern="sk$") — pasibaigian¢ius) simboliy seka sk; komanda
1s (pattern="sk”) i8rinks visus objektus, kuriy varde yra seka sk.

Grijztame prie vektoriy jraSymo. Skaitmening seka 3,4,5,6 galima sukurti taip:
> sksel <- 3:7

o seka 0,3;0,4;0,5;0,6 su

> skse2 <- seq(0.3,0.6,0.1)

arba

> skse2 <- (3:7)/10

Pereikime prie matricos jra§ymo. Zemiau yra matrica Pastas, kurioje pateikti duo-
menys apie dvideSimties siuntiniy svori, atstuma, kuriuo juos reikéjo pristatyti, ir rea-
lig pristatymo kaina.

svoris atstumas

0. 160

53

80
280

90
209
160
145
250

95
202
100
240

47
115
240
160
1260
190
160

W
Y
N k-
- 3
o

=
S OB PR 0OWoowwo R s

=
=

15.
14.
12.

P O U UOOO0ONOOOWOWUWNONIDNdU OO
OO JJINOOOYOUT OB DWW DNRE OO DN
P OoOoOJuoNORrROPREFEFONDNODEOJU W

Sia matrica galima jra$yti kaip ilga vektoriu, o po to suteikti jam matricos struktiira ir
dar, gal biit, stulpeliy vardus.

Pastas <- ¢(2, 1.9, 1.5, 4.4, 1.7, 5, 9.2, 3.9, 8, 3.3, 8, 1, 11,
2.6, 6, 14.5, 1.1, 15.5, 14, 12.1, 0.3, 4.5, 0.7, 0.8, 1.1, 2.4, 6.6,



3.2, 3.5, 4.1, 4.4, 0.6, 5.1, 5.9, 6.2, 6.5, 2.7, 7, 7.5, 8.1, 160,
53, 80, 280, 90, 209, 160, 145, 250, 95, 202, 100, 240, 47, 115, 240,
160, 1260, 190, 160)

R kodu Sis objektas uzrasomas taip:

c(2, 1.9, 1.5, 4.4, 1.7, 5, 9.2, 3.9, 8, 3.3, 8, 1, 11, 2.6, 6, 14.5,
1.1, 15.5, 14, 12.1, 0.3, 4.5, 0.7, 0.8, 1.1, 2.4, 6.6, 3.2, 3.5,
4.1, 4.4, 0.6, 5.1, 5.9, 6.2, 6.5, 2.7, 7, 7.5, 8.1, 160, 53, 80,
280, 90, 209, 160, 145, 250, 85, 202, 100, =240, 47, 115, 240, 160,
1260, 190, 160)

Dabar $i vektoriy paversime matrica.

Pastas <- matrix (Pastas,ncol=3)

Stai §io objekto israiska R kodu®:

structure(.Data = ¢(2, 1.9, 1.5, 4.4, 1.7, 5, 9.2, 3.9, 8, 3.3, 8, 1, 11,
2.6, 6, 14.5, 1.1, 15.5, 14, 12.1, 0.3, 4.5, 0.7, 0.8, 1.1, 2.4, 6.6, 3.2,
3.5, 4.1, 4.4, 0.6, 5.1, 5.9, 6.2, 6.5, 2.7, 7, 7.5, 8.1, 160, 53, 80, 280,
90, 209, 160, 145, 250, 95, 202, 100, 240, 47, 115, 240, 160, 1260, 190,
160), .Dim = c (20, 3))

Stulpeliams suteikime vardus:
colnames (Pastas) <- c(“kaina”,”svoris”,"atstumas")4

arba

Pastas <- matrix(c(2.0,1.9,..,12.1,0.3,4.5,..,8.1,160,53,..,160) ,ncol=3,
dimnames=1list (NULL, c (“kaina”, ”“svoris”,”atstumas”)))”

R kodu §i matrica dabar atrodo taip:

structure(c(2, 1.9, 1.5, 4.4, 1.7, 5, 9.2, 3.9, 8, 3.3, 8, 1, 11, 2.6, 6,
4.5, 1.1, 15.5, 14, 12.1, 0.3, 4.5, 0.7, 0.8, 1.1, 2.4, 6.6, 3.2, 3.5, 4.1,
4.4, 0.6, 5.1, 5.9, 6.2, 6.5, 2.7, 7, 7.5, 8.1, 160, 53, 80, 280, 90, 209,
160, 145, 250, 95, 202, 100, 240, 47, 115, 240, 160, 1260, 190, 160), .Dim =
c(20, 3), .Dimnames = 1list (NULL, c("kaina", "svoris", "atstumas")))

Beje, matricos Pastas poZymius galima pamatyti ir taip:

> attributes (Pastas)
Sdim
[1] 20 3

Sdimnames
Sdimnames[[1]]
NULL

3 Pabandykite dump (“Pastas”, “Pastas.matrica”) - R objektas Pastas bus paverstas teks-
tiniu failu Pastas.matrica (ji rasite savo darbingje direktorijoje). Si faila galima nusikopijuoti ir po to
nusiskaityti kitoje masinoje su source ("../Pastas.matrica",echo=T). Dar paprasCiau tie-
siog surinkti dput (Pastas) - R objekta Pastas, uzrasyta R kodu, pamatysite ekrane.

* Mes kiek aplenkéme jvykius: simbolinio vektoriaus komponentés rasomos kabutése.

> Dar karta aplenkiame {vykius: dimnames yra saradas (list) su dviem komponentém — pirmoji kom-
ponenté (eilu¢iy vardai) yra tuséia (NULL), o antroji nusako stulpeliy vardus.



Sdimnames[[2]]
[1] "kaina" "svoris" "atstumas"

Matricai Pastas galime suteikti duomeny sistemos struktiira.
Pastas.df <- as.data.frame (Pastas)

Stai Sios duomeny sistemos iSraiska R kodu:

structure (list (kaina = c¢(2, 1.9, 1.5, 4.4, 1.7, 5, 9.2, 3.9, 8, 3.3, 8, 1,
11, 2.6, 6, 14.5, 1.1, 15.5, 14, 12.1), svoris = c(0.3, 4.5, 0.7, 0.8, 1.1,
2.4, 6.6, 3.2, 3.5, 4.1, 4.4, 0.6, 5.1, 5.9, 6.2, 6.5, 2.7, 7, 7.5, 8.1),
atstumas = c(160, 53, 80, 280, 90, 209, 160, 145, 250, 95, 202, 100, 240,
47, 115, 240, 160, 1260, 190, 160)), .Names = c("kaina", "svoris", "atstu-

mas"), row'names = C("l", "2", l|3l|, "4"’ H5H, ll6ll, "'7"’ "8", "9", lllO",
"11", "12"’ "13", "14", "15"’ "16", H17", "18"’ "19", llZO")’ class = "da_
ta.frame")

Atkreipsime démesi, kad duomeny sistemos Pastas.df pozymiai skiriasi nuo mat-
ricos Pastas pozymiy:

> attributes (Pastas.df)
Snames
[1] "kaina" "svoris" "atstumas"

Srow.names

[l] "1" "2" "3" "4" "5" "6" "7" "8" "9" "lO" llll" "12" "13" "14"
"15"
[16] "16" "17" "18" "19" "20"

Sclass
[1] "data.frame"

Dar karta pazymésime, kad ir matrica lengviau irasyti, naudojantis edit komanda
(atlikite tai patys).

Matricos Pastas 18-oje eilutéje yra klaida — atstumas turi buti 260, o ne 1260.
Ja iStaisome:

Pastas[18,3] <- 260 # [..] yra poaibio Zenklas; [18,3] yra matricos
# pastas elementas, esantis 18-os eilutés 3-me
# stulpelyje

arba

Pastas([18, ”atstumas”] <- 260

Dar keli pavyzdziai:

Pastas23 <- Pastas|[,2:3] # Palikome tik 2-g ir 3-ig matricos Pastas
# stulpelius

Pastas23 <- Pastas/[,-1] # Tas pat

R naudoja vektoring (tiksliau, masyving) aritmetika, t.y. operacijos atlickamos pa-
komponenciui. Pailiustruosime tai matricy pavyzdziu.

ml <- diag(rep(1l,3))

ml

(11 [,21 [,3]
(1, 1 0 0
(2, 0 1 0
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[3,] 0 0 1
m2 <- matrix(1:9,3,3)
m2

Sias dvi matricas galima (paelemenciui) sudéti, sudauginti bei atlikti daug kitokiy
operacijy:

ml+m2

O Stai transponuota matrica m2:

t (m2)

Matrica m2 yra singuliari (t.y. jos determinantas lygus 0 (kod¢l?)) ir todeél atvirkstinés
jineturi. Antra vertus, m2 "2 yra jau “gera” matrica, o jos atvirksting randame taip:

solve (m2"2)

[,1] [,2] [,3]
[1,] 1.2916067 -2.166667 0.9305556
[2,] -1.166667 1.666667 -0.6111111
[3,] 0.375000 -0.500000 0.1805556

Tai tikrai atvirkStiné matrica, kadangi
m2°2%*%$solve (m2°2)

(,1] [,2] [,3]
[1,] 1.000000e+000 1.776357e-014 -7.105427e-015

[2,] 7.105427e-015 1.000000e+000 1.776357e-015
[3,] -1.065814e-014 1.421085e-014 1.000000e+000
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Vaizdesng iSraiSka gausime, jeigu atsakyma suapvalinsime iki, tarkime, vien@ Zenklo
po kablelio:

round (m272%*%solve (m2°2), 1)
(11 [,21 [,3]

(1,1 1 0 0

(2,1 0 1 0

[3,] 0 0 1

3.1.2. Kompleksiniai ir loginiai vektoriai

Kompleksinius vektorius rankomis jraSyti tenka retai (Zr. ?complex arba exam-—
ple (complex) ). Dazniausiai tai buna kai kuriy funkcijy reikSmés.

> roots <- polyroot(c(l,2,3))

> mode (roots)

[1] "complex"

> roots

[1] -0.3333333+0.47140451 -0.3333333-0.47140451

Cia vektorius c (1, 2, 3) yra polinomo 1+2*x+3 'S koeficienty vektorius; funkcijos
polyroot reikSmé yra Sio polinomo (dvieju kompleksiniy jungtiniy) Sakny vekto-
rius. Nesunku patikrinti, kad tai i§ tikryju $io polinomo Saknys:

> 1+2*roots[1l]+3*roots[1]"2

[1] 0+01

> 1+2*roots[2]+3*roots[2]"2

[1] 1.110223e-16-4.440892e-161 # IS tikruju ¢ia 0+01

Kadangi R naudoja vektoring aritmetika, abi Saknis galime patikrinti i§ karto.
> round (1+2*roots+3*roots”™2,2) #Suapvaliname iki 2 Zenkluy po kablelio
[1] 0+0i 0+01i

Loginiai vektoriai irgi paprastai atsiranda kaip kai kuriuy (palyginimo) operacijy rezul-
tatai.

> x <= 1:5

> x>1

[1] FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE
> xXT <- x>1

> xT

[1] FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE
> IxT # Zenklas ! Zymi loginji NE
[1] TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE
> x<=4

[1] TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE
> x>1|x<=4 # Zenklas | #ymi logini ARBA
1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

[

> x>1&x<=4 # Zenklas & Zymi logini IR
[1] FALSE TRUE TRUE TRUE FALSE

> x[x>1&x<=4]

[1] 2 3 4
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3.1.3. Simboliniai vektoriai ir matricos

Jau turéjome simbolinio vektoriaus jraSymo pavyzdi:

simbvel <- c("kaina","svoris","atstumas")
mode (simbvel)
[1] "character"

Jei {raSomas ilgas vektorius — naudokités edit komanda:

simbvel <- "kaina"
simbvel <- matrix (simbvel)
simbvel <- edit (simbvel) # Uzpildykite 1-aji stulpeli
simbvel
coll
[1,] "kaina"
[2,] "svoris"
[3,] "atstumas"
mode (simbvel)
[1] "character"
dim(simbvel)
(1] 31
class (simbvel)
NULL
names (simbvel)
NULL

Patys panagrinékite vektoriy
simbve2 <- c(“17,72”,73")
Aisku, kad jis skiriasi nuo vektoriaus ve3 <- c(1,2,3):

simbve?2 <- c("1","2","3"M)

mean (simbve?2)

Error in sum(..., na.rm = na.rm) : invalid "mode" of argument
mean (ve3)

(11 2

Simbolinés matricos (ju visi elementai turi biiti simboliniai!) jraSinéjamos retai. Jei to
prireikty — naudokite edit funkcija.

R objekty tipai (mode) turi tam tikra hierarchija, kuria, ne visai tiksliai kalbant, gali-
ma uzraSyti taip: logical < integer < double < complex < character. Pavyzdziui,

> v <- vector (mode="numeric", length=10) # v yra skaitinio tipo
> v[3] <- TRUE # Priskiriant reiksSmes,loginis TRUE verciamas 1l-tu
> v
[1] 001 000O0O0O0DO
> v[4] <- "foo" # Visos v reiksSmés verciamos aukStesnés hierarchijos,
# t.y., simbolinémis reikSmémis
> v
(1] "O" "o" mn "foo™ "O" "o" "o" "o" "o" "o"



Prievartinis tipo keitimas yra atlickamas i§ Zemesnés hierarchijos tipo { aukstesni, bet
ne atvirksciai. Priskiriant reikSmes, pirmiausiai patikrinamas abieju pusiu tipas, o pas-
kui priskiriamasis objektas igyja aukstesni tipa.

> v <- vector (mode="numeric", length=4)
> v[3:4] <- 3:4

> mode (V)

[1] "numeric"

> storage.mode (v)

1] "double"

[2] <= "foo"

1] "o" "foo" "3" "4
torage.mode (v)

[
>
>

[
>

[ "character"

v
v
]
s

1]

3.1.4. Duomeny sistemos

Matricoje Pastas i8 tikryjy yra ir ketvirtas stulpelis, biitent didumas: pasto skyriu-
je siuntiniai dar skirstomi  didelius ir maZus. Stai tas stulpelis:

didumas <- c(rep(”mazas”,10),rep(”didelis”,10))

Skaiting matrica Pastas ir simboling matrica(-stulpeli) didumas galima apjungti |
nauja matrica pastas:

pastas <- cbind(Pastas,didumas) # Funkcija cbind matrica didumas
# priraso Salia matricos Pastas
# (funkcija rbind - po matrica)

Deja, visi matricos elementai turi biiti vieno tipo, todél cbind automatiskai pavercia
visus matricos pastas elementus (aukStesnés hierarchijos) simboliniais kintamai-
siais:

pastas

kaina svoris atstumas didumas
[l,} \\2.0/I \\O.3ll \\16011 \\mazasll

Norint, kad duomeny tipas nebiity iSkraipomas, pastas reikia apiforminti kaip duo-
meny sistema’ (jame stulpeliai gali biti skirtingos prigimties):

pastas <- data.frame (Pastas,didumas)
pastas

kaina svoris atstumas didumas
1 2.0 0.3 160 mazas

dim(pastas)
[1] 20 4
mode (pastas)

% Angliskai tai vadinama data frame.
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[1] "list"
class (pastas)

[1] "data.frame"
names (pastas)
[1] "kaina" "svoris” "atstumas" "didumas"

Keli duomeny sistemy pertvarkos pavyzdziai. Norédami i§ pastas pasSalinti stulpe-
lius svoris ir didumas, elgiamés taip:

n.pastas=pastas|[,-c(2,4)]
Jei stulpeliy daug, lengviau nurodyti ne ju numerius, bet vardus:
nn.pastas=subset (pastas, select=-c(svoris,didumas))

Stulpelio varda pakeisti galima taip: names (pastas) [4]="dydis”; norédami
naujoje duomeny sistemoje stulpelius surikiuoti pagal abécélg, surinkite

a.pastas=pastas|[,c(3,4,1,2)]
3.1.5. Vardiniai kintamieji ( faktoriai)

didumas néra paprastas vardy rinkinys, ji sudaro vardinio kintamojo didumas
reikSmés mazas ir didelis. Norédami tai pabrézti, jam suteiksime specialia
vadinamojo faktoriaus struktiira:

> didumasf <- factor (didumas)
> didumasf

[1] mazas mazas mazas mazas mazas mazas mazas mazas
[9] mazas mazas didelis didelis didelis didelis didelis didelis
[17] didelis didelis didelis didelis
Levels: didelis mazas

ISoriSkai skirtumas néra didelis — didumasf reikSmés dabar raSomos be kabuciy,
taCiau Sikart atsirado dar vienas pozymis, biitent Levels:

> attributes (didumasf)
Slevels
[1] "didelis" "mazas"

Sclass
[1] "factor"

Antra vertus, R viduje (kad bty taupiau) faktoriai talpinami kaip skaiciai

> mode (didumasf)
[1] "numeric"

Tuo taip pat galima jsitikinti surinkus
> edit (didumasf) -

Notepad’o lange matome
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structure(c(2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1), .Label = c("didelis", "mazas"), class = "factor")

Aisku, kad irasy lentelése daug karty raSyti Zodzius mazas ir didelis nepatogu,
juos galima uzkoduoti, pvz., simboliais 0 ir 1:

> DIDUMAS <- c(rep(0,10),rep(l,10))
> attributes (DIDUMAS)
NULL

Aisku, kas DIDUMAS iSoriSkai skiriasi nuo didumas, taciau R viduje faktoriai
didumasf ir

DIDUMASFE <- factor (DIDUMAS)
> attributes (DIDUMASF)

Slevels

[l] "O" "l"
Sclass

[1] "factoxr"

skiriasi tik Label vardais:

> edit (DIDUMASEF)
structure(c(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,
2, 2, 2), .Label = c("0", "1"), class = "factor")

Nesunku pasiekti, kad didumasf ir DIDUMASF R vidiniy reprezentacijy prasme
biity vienodi. Mat Levels yra priskiriami abécelés arba, jeigu tai skaiciai, ju didéjimo
tvarka. Pasirinke lygius Levels taip, kad mazas atitikty 0, o didelis — 1, pasiek-
sime, kad abu faktoriai reiksty ta pati:

> didumasf <- factor (didumas, levels=c ("mazas","didelis"))

> edit (didumasf)

structure(c(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,
2, 2, 2), .Label = c("mazas", "didelis"), class = "factor")

ir

> DIDUMASF <- factor (DIDUMAS, levels=c(0,1))

> edit (DIDUMASF)

structure(c(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,
2, 2, 2), .Label = c("0", "1"), class = "factor")

Pazymésime, kad prijungdama prie skaitinio objekto (musy atveju, skaitinés matricos
Pastas) simbolinj vektoriy didumas, funkcija data.frame automatiskai paver-
Cia ji faktoriumi:

pastas <- data.frame (Pastas,didumas)

attach (pastas)

class (didumas)
[1] "factor"

Kai kuriy funkcijy argumentai turi biiti faktoriai — tai joms signalizuoja, kad $is argu-
mentas yra vardinis kintamasis, o ne etikeciy rinkinys. Pavyzdziui,
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pastas <- data.frame (Pastas,didumas)
attach (pastas)
summary (didumas)
didelis mazas
10 10

arba

tapply (kaina,didumas, mean)
didelis mazas
8.58 4.09

Funkcija tapply skaiciuoja kintamojo kaina vidurki visus duomeny sistemos
pastas irasus suskaidydama i grupes pagal faktoriaus didumas reikSmes. Taigi,
dideliy siuntiniy vidutiné pristatymo kaina yra 8,58, o mazy — 4,09.

3.1.6. Ranginiai kintamieji

Kintamieji didumasf arba DIDUMASF yra vardiniai kintamieji — aiSku, kad Siuo
atveju skirtumas 1 - 0 (tai ekvivalentu skirtumui didelis - mazas) prasmés ne-
turi. Antra vertus, didelis vistik “didesnis” uz mazas — kitais Zodziais, kintamaji
didumasf galime interpretuoti kaip ranginj. R kalboje tai galima uzrasyti taip (le-
vels reikia i$vardinti didéjimo tvarka):

> attach (pastas)
> didumaso <- ordered(didumas, levels=c("mazas","didelis"))
> didumaso
[1] mazas mazas mazas mazas mazas mazas mazas mazas
[9] mazas mazas didelis didelis didelis didelis didelis didelis
[17] didelis didelis didelis didelis
Levels: mazas < didelis
> summary (didumaso)
mazas didelis

10 10
> attributes (didumaso)
Slevels
[1] "mazas" "didelis"
Sclass
[1] "ordered" "factor"

3.1.7. Sarasai

SaraSas (angl. list) yra pagrindinis R objektas, jis naudojamas, kai reikia apjungti skir-
tingos prigimties’ objektus i viena nauja objekta. Pazymeésime, kad daugumos R funk-
cijy reik§mé yra biitent saraas. Stai budingas pavyzdys. Aisku, kad kaina (Zr. mat-
rica Pastas) priklauso nuo kintamojo atstumas. Kadangi, didéjant atstumui, kai-
na turéty didéti, galima tikétis tokios (regresinés) priklausomybés:

7 Viena komponenté gali bati skaitinis, o kita — simbolinis vektorius, tre¢ia — matrica, ketvirta — kitas
sarasas ir t.t.
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kaina = a + b - atstumas + paklaida .

Nezinomus (regresijos) koeficientus a ir b, remdamasi matricos Pastas duomeni-
mis, skai¢iuoja R funkcija 1m:

> kaina.lin <- 1lm(kaina~atstumas)

> mode (kaina.lin)

[1] "list" # Funkcijos 1lm reiksSmé, t.y., sukurtas objektas kaina.lin,
# yra saradas

> names (kaina.lin) # Sis sara$as turi daug komponend&iuy:

[1] "coefficients" "residuals" "effects" "rank"
[5] "fitted.values" "assign" "gr" "df.residual"
[9] "xlevels" "call" "terms" "model"

> kaina.lin$coeff # Koeficientu komponenté

(Intercept) atstumas

-0.87284907 0.04454789

Taigi, koeficientas a=-0,873, o b=0,045.

kaire

50 100 150 200 250

atstumas

3.1 pav. Kintamyjy at stumas ir kaina sklaidos diagrama
bei regresijos ties¢ kaina=-0, 873+0, 045atstumas

SaraSai naturaliai atsiranda, sudarant kai kurias anketas:

anketa <- list(pavarde="”Jonaitis Jonas”, issilavinimas="magistras”,
vaikai=2, wvaiku.amzius=c(7,5))

Matome, kad saraso komponentés gali bti ir skirtingos prigimties ir skirtingo ilgio.
Norédami i sarasa jtraukti kelias pavardes, elgsimés taip:

pavarde <- c("Jonaitis Jonas","Petraitis Antanas") # Simb. vektorius
issilavinimas <- c("magistras","vidurinis") # Simb. vektorius
vaikai <- c(2,3) # Skait. vektorius
vaiku.amzius <- list(vaiku.amziusl=c(7,5),vaiku.amzius2=c(14,12,5))
#Sarasas

anketa <- list(pavarde=pavarde, issilavinimas=issilavinimas, vaikai
=vaikai, vaiku.amzius=vaiku.amzius) #SarasSas

> anketa

Spavarde

[1] "Jonaitis Jonas" "Petraitis Antanas"
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Sissilavinimas
[1] "magistras" "vidurinis"

Svaikai
(1] 2 3

Svaiku.amzius
Svaiku.amzius$vaiku.amziusl
[1] 7 5

Svaiku.amzius$vaiku.amzius?2
[1] 14 12 5

Saraso pirmoji komponenté pasiekiamos su

> anketal[[1l]]
[1] "Jonaitis Jonas" "Petraitis Antanas"

(plg. anketa[1] — tai sarasas su viena komponente) arba nurodant jos varda (rezul-
tata pateiksime kaip simboling matrica)

> cbind (anketa$pavarde)
[,1]

[1,] "Jonaitis Jonas"

[2,] "Petraitis Antanas"

Funkcija unlist pavercia sarasa vektoriumi:

> unlist (anketa)

pavardel pavarde?2 issilavinimasl

"Jonaitis Jonas" "Petraitis Antanas" "magistras"

issilavinimas2 vaikail vaikai?2

"Vldurlnls" ll2ll ll3ll

vaik.amzius.vaik.amziusl vaik.amzius.vaik.amzius2 vaik.amzius.vaik.amziusl

wyn ngn nign
vaik.amzius.vaik.amzius2 vaik.amzius.vaik.amzius3
"12" ll5ll

Saraso komponenciy vardus galima praleisti:

> unlist (anketa,use.names=F)

[1] "Jonaitis Jonas" "Petraitis Antanas" "magistras" "vidurinis"
[5] n2n n3n nyn ngn
[9] Il14ll ll12ll ll5ll

Kelis sarasus galima apjungti | vieng su paprasta apjungimo funkcija c:
list.AB <- c(list.A,list.B)

3.1 pvz. Norint sukurti §imta panasiy objektu, galima iSbandyti tokia procediira:
for (3 in 1:100) x.j <- rnorm(5)

Deja, ji nesukuria nei x . 1, nei kity objekty. IS tikryju, mums reikty pasinaudoti as-
sign funkcija

varnames <- paste("x", 1:100, sep = ".")
for(j in 1:100) assign(varnames[j], rnorm(5))

3-15



(kaip veliau paSalintuméte visus x.1,...,x.100 i§ darbinés aplinkos?), taciau dar
geriau sukurti sarasa:

x <- vector (mode="1list", length=100)
for (j in 1:100) x[[j]] <= rnorm(5)

(pabandykite x, x[[15]], lapply (x,mean) ir plot(1:100,lapply(x,
mean) - apie apply grupés funkcijas daugiau pasiskaityti galima 25 psl.).

Daugiau apie sarasus galima pasiskaityti [V&R, p.18], [Intro, p.27] arba [Ma, p.23].
3.2. Duomeny importas ir eksportas

Daznai tenka apdoroti duomenis, kurie pateikti ne R formatu (pvz., Excel, SAS, SPSS
ar dar kitokiu formatu). R turi paketa foreign, kuris gali dauguma §iy duomeny impor-
tuoti (perskaityti). Lengviausia importuoti tekstinius failus®, kuriuos galima nuskaityti
su base paketo funkcijomis scan arba read. table . Stai keli pavyzdZiai.

Tarkime, kad tekstiniame faile import1l.txt yra iraSytas vektorius 1 2 3 4. Perkel-
kite §i faila 1 R darbing direktorija (priminsime: ja galima suzinoti su getwd () ) ir
komandiniame lange surinkite

> x <- scan(file="importl.txt")
Read 4 items

> x

[1] 1 2 3 4

Skaitinius vektorius galima importuoti ir taip: surinkite

> x <- scan{()

ir, spragteléjg Enter, atidarykite import . txt, pasiZymékite ji visa ir su Copy + Paste
perkelkite 1 R konsole. Du kartus spragteléje Enter, turésite R vektoriy x.

Jei Sio vektoriaus koordinatés biity viena nuo kitos atskirtos kableliu, tai rinktume

r” //)

x <- scan(file="importl.txt", sep=",

Tarkime, failas import2.txt yra matricos pavidalo (pirmoje eilutéje yra kintamy-
ju vardai):

wage lnwage educ exper lnexper lneduc male
313.8528 5.748924 1 23 3.178054 0 1
194.378 5.269804 1 15 2.772589 0 0
426.1364 6.05476 1 31 3.465736 0 1
284.0909 5.649294 1 32 3.496508 0 1

Ji importuoti galime taip’:

¥ Dauguma programiniy produkty gali eksportuoti savo duomeninius objektus i ASCII (kitaip sakant,
tekstinj) formata.

? Jei tikslaus reikalingo failo adreso neprisimenate, patogu naudoti komanda x <- read.table
(file.choose () ,header=TRUE)
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> x <- read.table(file="import2.txt",header=T)
> X

wage lnwage educ exper Ilnexper lneduc male
1 313.8528 5.748924 1 23 3.178054 0 1
2 194.3780 5.269804 1 15 2.772589 0 0
3 426.1364 6.054760 1 31 3.465736 0 1
4 284.0909 5.649294 1 32 3.496508 0 1
> mode (x)
[1] "list"

> class (x)
[1] "data.frame"

Pazymésime, kad failas import2.txt yra kompaktiniame diske R1 esancio failo
Data\Verbeek\ bwages.dat pirmos keturios eilutés. Norédami importuoti visa $i faila
(jame stulpeliai vardu neturi, todél juos sukursime), elgsimés taip'*:

bwages <- read.table(file="E:/Data/Verbeek/bwages.dat", col.names=
c ("wage", "lnwage", "educ", "exper", "lnexper", "lneduc", "male"))
> bwages[1:4,]

dim (bwages)
1 1472 7

wage Ilnwage educ exper lnexper lneduc male
1 313.8528 5.748924 1 23 3.178054 0 1
2 194.3780 5.269804 1 15 2.772589 0 0
3 426.1364 6.054760 1 31 3.465736 0 1
4 284.0909 5.649294 1 32 3.496508 0 1
>
(1

Failas bwages.dat yra patalpintas internete, zr. http://www.econ.kuleuven.ac.be/
GME. Jame yra 1472 Belgijos Seimy steb¢jimy rezultatai. Kintamieji ¢ia tokie:

wage — neapmokestintos Seimos nario valandinés pajamos (Belgijos frankais)
Inwage = log(wage)

educ — iSsilavinimo lygis (1 — Zemas,..., 5 - aukstas)

exper — profesinis patyrimas (metais)

Inexper = log(1+exper)

Ineduc = log(educ)

male — 1 (jei vyras) ir O (jei moteris)

Zinant rinkinio internetinj adresa, faila bwages.dat galima nuskaityti ir taip:
read.table(file=url (“*http://www.econ.kuleuven.ac.be/GME/bwages.dat”))

R duomeninius failus galima eksportuoti { dauguma populiariy formaty. Pvz., pirma-
sias deSimt R duomeny rinkinio bwages eilutes galima eksportuoti | darbing direk-
torija ASCII formatu (sukurtasis failas vadinsis bwages.txt):

write.table (bwages[1:10,],file="bwages.txt", row.names=F,col.names=F)
arba tiesiog

write.table (bwages[1:10,],file="bwages.txt")

1 Nurodant tiksly failo adresa, reikia naudoti arba Linux’o/Unix’o stiliaus kelio nuoroda su separato-
riumi "/" arba Windows’iniu separatoriumi "\\" (nepamirskite tikslaus adreso apsupti kabutémis).
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(S1uo atveju eilutés bus sunumeruotos, o stulpeliai turés vardus).

Taigi duomenu sistemas eksportuojame su write.table, o importuojame su
read.table. Norint eksportuoti vektoriy, matrica arba masyva, galima pasirinkti
funkcija write. Stai pavyzdys:

> mm <- matrix (1:20,nrow=2)

> mm

(,11 t,21 [,31 [,4) [,5] [,e] [,7) [,8] [,9] [,10]
[1,] 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
[2,] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

> write (t (mm), "mm.txt",ncol=10) # Matrica mm reikia transponuoti

Nuvairaveg i darbing direktorija, joje rasime ASCII faila mm.txt:

357911 13 15 17 19
4 6 8 10 12 14 16 18 20

Beje, isitikinti tuo, kad $is failas buvo sékmingai sukurtas, galime ir su

> file.exists ("mm.txt") # Sios funkcijos reik3mé - loginis TRUE
[1] TRUE

Jau zinome, kad importuoti ji galima su, pvz.,

> matrix(scan ("mm.txt"),byrow=T,ncol=10)

Jei Sio failo nebereiks, ji galima iStrinti:

> file.remove ("mm.txt")
[1] TRUE
> file.exists ("mm.txt")
[1] FALSE

R objektus galime iSsaugoti ir binariniu pavidalu (to gali prireikti, jei juos norétume
perkelti i kita masing). Tai atlickame su funkcija save:

> save (mm, file="mm.Rdata") # Eksportuojame
> rm (mm)

> mm

Error: Object "mm" not found

> load ("mm.Rdata") # Importuojame

> mm

(,11 t,21 [,31 [,4) [,5] [,e] [,7) [,8] [,9] [,10]
[(1,] 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
[2,] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Beje, Sitaip galima transportuoti ir kitus R objektus, pvz., funkcijas.
> save (mm,mean.mano, file="new.Rdata”)

Su $ia komanda faile new.Rdata galima kaupti visas savo parasSytas funkcijas. Jei
Sis failas yra standartinéje direktorijoje, pvz., C:\Program Files\R\R-2.4.0, tai visas
funkcijas i§ Sio failo prisijungti ir jomis naudotis galima su komanda attach
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("C:/Program Files/R/R-2.4.0/new.Rdata"). Sia komanda galima
irasyti ir { Rprofile faila i§ R-2.4.0/etc direktorijos — tuomet visos ten esancios funkci-
jos bus prijungiamos R sesijos pradzioje.

O Stai dar vienas paprastas importo biidas: pasizymeékite (apsvieskite) reikalinga lente-
lg *.txt arba *xIs faile ir paspauskite Ctrl+C; po to R komandiniame lange surinkite

viena i§ komandy

read.delim2 ("clipboard") (arba read.delim("clipboard"))
read.delim?2 ("clipboard", header=FALSE)

PanaSiai galima ir eksportuoti: jei x yra duomeny sistema, atspausdinkite
write.table(x,"clipboard", sep="\t")

Paprastai komputavimo rezultatai yra iSvedami | ekrana, taciau reikalui esant juos ga-
lima iSvesti (kartu iSsaugant) 1 faila.

sink ("sink-examp.txt") # Nuo S$iol komputavimo rezultatai bus isvedami
# 1 faila “sink-examp.txt”

i <= 1:10
outer (i, i, "*") # Sia matrica rasite minétame faile
sink () # Nuo Siol komputavimo rezultatai bus vel is-

# vedami | ekrang
unlink ("sink-examp.txt") # Faila “sink-examp.txt” isStriname (jei Jjo
# nebereikia)

Klausimas: koks zemiau uzrasyty komandy rezultatas?

sink ("results.txt")
1+1
sink ()

3.3. (Pseudo)atsitiktiniy skaiciy generavimas

Realiis steb¢jimy rezultatai retai elgiasi “taip kaip reikia” (pvz., dauguma statistikos
modeliy reikalauja, kad steb¢jimai turéty Gauso skirstini, o tuo tarpu matavimo rezul-
taty histograma nelabai panasi { varpo pavidalo kreivg). Norint geriau suprasti sta-
tistikos metodus, daznai tikslinga nagrinéti “dirbtinius” duomeninius objektus. R
moka generuoti “teisingus” (t.y., turin&ius reikalinga skirstinj) (beveik'') atsitiktinius
skaicius, kuriy histogramos, p reikSmeés, modeliy paklaidos ir t.t. jau elgiasi “tink-
amai’.

Atsitiktinius skai¢ius generuojancios funkcijos yra pavidalo r +{beta, binom,
norm, unif,..}. Staijysarasas (zr. [Pa, 15 p.]):

" Sie skaitiai néra atsitiktiniai, jie yra (labai ilgos, bet) tam tikra neatsitiktine funkcija nusakytos, sekos
nariai. Nors jie ir néra atsitiktiniai, taciau iSoriskai jie labai panasis | tokius. Negana to, netgi statisti-
niai kriterijai juos sunkiai atskiria nuo ,,visai“ atsitiktiniy seky. Sie skai¢iai paprastai vadinami pseudo-
atsitiktiniais skaiciais arba tiesiog atsitiktiniais skaiciais.
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law function

Gaussian (nommal) rnorm(n, mean=0, ad=1)
expanential rexpin, rate=1}

gaImima rgamma (n, shaps, scale=l]
Polsson rpoizin, lambdal

Weitbull rweibull (n, shape, scale=1)
Cauchy roauchy (n, location=0, acale=1)
b ta rbetain, shapel, shapei]
“Btudent” (1) rbin, df)

Fisher—Snedecor (/) rfin, dfl, 4dfZ)

P:m%nnilﬁ rchiegin, 4f)

binomial rbinomin, size, prab)

geometric rgeomin, prokl

hypemeametric rhyperinn, m, n, k)

logistic rlogisin, locatkion=0, scale=1l)
lmgnormal rlnormin, meanlog=0, sdlog=1]
negative binomial ronbinomin, size, probl

uniform runifin, min=0, max=1]

Wilcoxon's statistics rwilcoxinn, m, nl,rsigorank(nn, n)

Pradékime nuo atsitiktiniy skaiciy, turin¢iy Puasono skirstinj, generavimo.

?rpois

rpois (20, 3)

[11 242322015204 3323224 2 -generuojame seka dvideSim-
ties atsitiktiniy skaiciy, turinciy Puasono skirstinj su vidurkiu 3;

rpois (20, 3)
[1] 4 3 5153330351365 3 10 4 2-S§ie atsitiktiniai skaiciai yra
pirmosios sekos tgsinys, todél jie kitokie;

sort (rpois (20, 3))
[11 001 222222222233 445 6 6- trefia puasoniniy dydziy por-
cija, suriiSiuota didéjimo tvarka.

Panagrinékima dar viena pavyzdi. Tarkime, kad 10 karty Sauname | taikini, o patai-
kymo tikimybé yra 0,3. Aisku, kad sékmingy Siiviy skai¢ius yra atsitiktinis dydis, tu-
rintis binominj skirstinj su parametrais 10 ir 0,3 (jo vidurkis lygus n- p=10-0,3=3).
Imituoti tokius eksperimentus galime su funkcija rbinom (jos Zemiau esantis va-
riantas pateikia s¢kmiy skaiciy kiekviename i$ 200 jsivaizduojamuy eksperimenty):
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> rb <- rbinom(200,10,0.3)
> rb g

[11 031 3002444531241

[17] 52 3 2510221243484

[33 322300642306 323¢6208 ¥

[49] 1 41 4 4 35422315132

[65] 6 333 115412262323 ® 7

[811 24 3 3 642322404224

(971 3523 602311231423 &
[113] 4 2 2 4 2 3 2452332341
[129] 31 14303255433223 S
[145] 4 3326 57 336325522 . l_-
[161] 2 2 32 32 3343541378 °c- T r T T T T T T T
[177] 52 3 2213142224433 o 1 2 3 4 5 6 7 8
[193] 61 314153
> mean (rb) . . . L
[1] 2.955 3.2 pav. Grafike matyti, keli eksperimentai bai-
> table (rb) gési 0, 1, ... ar 10-¢ia sékmiy
rb

o 1 2 3 4 5 o6 7 8

9 24 51 53 32 16 10 2 3
> barplot(table(rb))
Panasy grafika galime gauti (pabandykite) ir su
plot (table(rb), type = "h", col = "red", 1lwd=10,

main="rbinom(200,10,0.3)")

Nors teoriskai sékmiy gali biiti nuo 0 iki 10, tac¢iau matome, kad atlikus 200 eksperi-
menty nei karto nepataikéme 9 karty. To priezastis yra aiski — 9 kartus pataikyti
“tur¢jome” 0,0276 kartus, todél nieko nuostabaus, kad tokio ivykio nestebéjome:

> 200*dbinom(9,10,0.3)
[1] 0.0275562

Beje,

> 200*dbinom(3,10,0.3)

[1] 53.36559

kas labai arti stebétyju 53 karty. Apskritai, tikimybiy ir santykiniy dazniy artuma
galime pavaizduoti lentele

> round (rbind(table(rb) /200,dbinom(0:8,10,0.3)),4)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
[1,] 0.0450 0.1200 0.2550 0.2650 0.1600 0.0800 0.0500 0.010 0.0150
[2,] 0.0282 0.1211 0.2335 0.2668 0.2001 0.1029 0.0368 0.009 0.0014

arba grafiskai

plot(0:10,dbinom(0:10,10,0.3))
lines (as.integer (names (table(rb))), table(rb) /200, type="h")
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3.3 pav. Tikimybiy (rutuliukai)
ir santykiniy dazniy (stacios atkarpos) grafikas

Jei diskreCiyju atsitiktiniy dydziy daznius bréziame su barplot komanda (arba
plot su opcija “h”), tai tolydziuoju atveju tam naudojame empirinj tankio atitikmeni
— histograma. Palyginkime dvi imtis, kuriy viena yra tolygioji su parametrais -1 ir 1, o
kita - normalioji (Gauso) su parametrais 0 ir sqrt(3)/3 (abiejy im¢iy vidurkiai ir dis-
persijos sutampa, ar ne?):

par (mfrow=c(1,2)) # Grafiniame lange bus du vienoje eilutéje
# esantys polangiai

hist (runif (10,-1,1)) # Generuojame 10 tolygiuju atsitiktiniu
# skaiciy ir bréZiame juy histogramg

hist (rnorm(10,0,sqgrt (3)/3))

Matome, kad tuomet, kai imtys nedidelés, netgi skirtingy a.d. histogramos gali buti
labai panasios (dvi paskutines eilutes pakartokite kelis kartus)

Histogram of runif(10, -1, 1) Histogram of rnorm(10, O, sqrt(3)/3)
o
< ™
M — o N
g g o
% N % _
i I S
_ o _|
° { T T T \ © T T T T T T \
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.5 -0.5 0.5 15
runif(10, -1, 1) rnorm(10, 0, sqrt(3)/3)

3.4 pav. 10 -ties tolygiuyjy (kair¢je) ir 10 - ties normaliyjy (desinéje)
atsitiktiniy skaiciy histogramos
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Kai imties dydis auga, histograma arté¢ja prie tankio: kelis kartus pabandykite

hist (runif (100,-1,1)) # Didéjant imties dydziui, skirtumai
hist (rnorm(100,0,sqrt(3)/3)) # tarp histogramy ryskéja

o dabar pabandykite

hist (runif (1000,-1,1), freg=F)

x <- seqg(-1,1,1length=100)

lines (x,dunif (x,-1,1),1lty=2)

hist (rnorm(1000,0,sqgrt (3)/3), freg=F)
xx <- seq(-3,3,length=100)

lines (xx,dnorm(xx,0,sqrt(3)/3),1ty=2)

Histogram of runif(1000, -1, 1) Histogram of rnorm(1000, 0, sqrt(3)/3)
© © -
d © / \“
2 = !
(&) o !
o o L -
SN | | | | o | | | | |
-1.0  -05 0.0 0.5 1.0 -2 -1 0 1 2
runif(1000, -1, 1) rnorm(1000, 0, sqrt(3)/3)

3.5 pav. 1000 tolygiyju (kair¢je) ir 1000 normaliyjy (deSinéje)
skai¢iy histogramos ir atitinkami tankiai

3.2 pvz. ApraSysime kaip, taikant vadinamaji Monte-Carlo metoda, galima ap-
skaiCiuoti skaiCiy 7. Generuokime seka dvimaciy atsitiktiniy vektoriy ¢,,a,,...,c,,
turin¢iy tolygu skirstini kvadrate K su vir§inémis taskuose (—1,—1), (1,—1), (1,1) ir
(=1,1) (viena tokj vektoriy generuosime su runif (2,-1,1)). Zinome, kad toly-
giojo skirstinio atveju tikimybé, kad taSkas paklius i1 kvadrato “gera” poaibi A yra
lygi P(A) =1(A)/I(K)=1(A)/4 (¢ia I(A) yra aibés A Lebego matas, t.y. tiesiog plo-
tas). Kitais zodziais, tikimybé P(S) paklititi i vienetinj skrituli S lygi 7/4. Monte
Carlo metodas tvirtina, kad tuomet, kai bandymy skaicius n didelis, Rakliuvusiq 1A
tasky skaiciaus santykinis daznis mazdaug lygus P(S), ty., 7/4 . Stai programa,
kuri leidzia apytiksliai apskaiciuoti 7 :
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xx <- ¢c(-1,1,1,-1,-1)

yy <- ¢(-1,-1,1,1,-1)

plot (xx,yy, type="1") # Bréziame kvadrata K

x <- cos(seq(0,2*pi,length=100))

y <- sin(seq(0,2*pi, length=100)) # Apskritimo lygtis polinése koord.
polygon (x,y,col=3) # Nuspalvinsime skrituli
points (runif (500,-1,1),

runif (500,-1,1),pch="*")

yy

3.6 pav. | kvadrata K “metéme” 500 tasky
xxx <- runif (100000,-1,1)
yyy <= runif (100000,-1,1) # I kvadrata K “metame” 100000 taskuy
s <- numeric (500)
print (s) # Vektorius i8 500 nuliuy
for(i in 1:500) {s[i] <-
4*sum(ifelse (xxx[1:(200*i)]"2+yyy[1l: (200*i)]"2<=1,1,0))/(200*1)}
# Ciklas: kam lygus santykinis daznis, jei ji
# skaic¢iuotume pagal pirmuosius 200*i taskus
print (s) # Santykiniuy daZniuy (padauginty iS 4) vektorius
plot (1:500,s, type="1")
lines (1:500, rep(pi, 500))

s[500] # w ivertis pagal 100000 eksperimenty
[1] 3.14088
s [ _h
vl W
§ _|
vl
o g
=i
g
(0]
g _
0 T T T T T T
o 100 200 300 400 500
1:500

3.7 pav. Santykinio daznio s elgesys (n=200%*1, i=1,500)

Skaic¢iavimas trunka gana ilgai, o tikslumas nelabai didelis, todél geriau 7 skai€iuoti
kitokiais metodais'? (zinoma, jei skaiCiuotume tik viena S reikSme, atitinkancia

12 Visus skai¢iavimus R atlieka dvigubu tikslumu:

> pi

[1] 3.141592653589793

arba

> options(digits=16) # Standartiné reiksSmé yra digits=7
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100000 eksperimenty, tai skai¢iavimai trukty Zymiai trumpiau). Antra vertus, tai mi-
sy pirma tokia ilga programa. Tokias programas geriau rasyti ne komandiniame lange.
Elgsimés taip. Komandiniame lange pradékime rasyti (beargumentg) funkcija py:

py <- function() {}

Toliau ja raSysime kokio nors redaktoriaus lange (standartinis Windows’inio R redak-
torius yra Notepad’as): surinkite

py <- edit(py)

Notepad’o lange perrasSysime (kiek pakeite) anksCiau parasSytas eilutes. Galutinis
funkcijos tekstas yra toks:

function () {

# funkcija py (Monte Carlo metodas)

opar <- par (mfrow=c(1l,2)) # Bus du polangiai

on.exit (par (opar)) # Programai baigus darba, polangiy
# bus tiek, kiek anksciau

xx <- c¢(-1,1,1,-1,-1)

yy <- ¢(-1,-1,1,1,-1)

plot (xx,vyy, type="1") # Bréziame kvadratag K

x <- cos(seq(0,2*pi,length=100))

y <- sin(seq(0,2*pi, length=100)) # Apskritimo lygtis polinése koordinatése

polygon (x,y,col=3) # Nuspalvinsime skrituli

points (runif (500,-1,1),runif (500,-1,1),pch="*")

xxx <- runif (100000,-1,1)

yyy <- runif (100000,-1,1) # I kvadrata K "metame" 100000 taskuy

s <- numeric (50)

for(i in 1:50) {s[i] <-

4*sum (ifelse (xxx[1: (2000*1)]1"2+yyy[1l:(2000*1)]72<=1,1,0))/(2000*1)

cat("ciklo zingsnis=",1i,"\n")} # Ciklas: kam lygus santykinis daZnis, jei

# ji skaiciuotume pagal pirmuosius 2000*i
# tadkus, i=1:50

plot(1:50,s, type="1")

lines(1:50, rep(pi, 50))

s[50] # Ivertis pagal 100000 eksperimenty

} # rezultatus

Uzdarykite Notepad’o langa (i klausima Do you want to save the changes? atsakykite
Yes) ir surinke

py ()

po kiek laiko pamatysite komputavimo rezultata.

> 4*atan (1) # atan (angl.) = arktangentas
[1] 3.141592653589793

Mazus ir didelius skaiCius R automatiskai uzraso standartiniu pavidalu. Jie bus uzraSyti deSimtaine
trupmena , jei pasirinksime options (scipen=100) :

> 4.485107e-10
[1] 0.0000000004485107
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3.4. Apie R funkcijas ir source komanda

Jau zinome, kad R programas galima raSyti kelias biidais. Pavyzdziui, tokia dvieju
eiluciy programa galima rasyti i§ karto konsol¢je
> x <= 1:10

> X
(1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910

Sia procediira galima apiforminti kaip funkcija:

> seka <- function(){x <- 1:10;x}
> seka ()
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910

arba, surinkus

seka <- function() {}
seka <- edit (seka)

baigti redaguoti atsidariusiame Notepad’o lange

function () {

x <- 1:10
X

}

> seka ()

(1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910

Yra dar viena galimybé, kuri sudétingesnéms funkcijoms daznai biina patogi. Darbi-
niame kataloge atidarykime'® nauja tekstini faila seka.txt (arba, dar geriau, seka.R).
Jame parasykite dvi eilutes

x <= 1:10
print(x) # Ne x , bet bitent print (x)!

ir jo neuzdarg (bet iSsaugojg su File|Save) R konsolés meniu eilutéje pasirinkite Fi-
le|Source R code... ir, nuvairave 1 darbinj kataloga, spragtelékite ant seka.R:

> source ("C:/Program Files/R/LabDarbai/seka.R")
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Jei source eilute pakeistuméte |
> source ("C:/Program Files/R/LabDarbai/seka.R",echo=T)

tai matytuméte dar ir savo programos teksta:

> x <= 1:10
> print (x)
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910

" Tai gali biiti Notepad’o arba, pvz., Word’o failas. Labai patogu redaguoti su (mokamu produktu)
WinEdt’u (jeigu jis instaliuotas, surinkite library (RWinEdt)).
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Teksta seka.R faile dabar galima papildyti ar redaguoti, o pakeitimus i§saugojus su
File|Save v¢l galima kreiptis { source procedira. Pazymésime, kad Sitaip patogu at-
likti visus laboratorinius darbus, tekstinius failus *.R patogu parsinesti namo ir atgal.

3.5. Programavimo pavyzdziai

3.3 pvz. R “nemégsta” cikly, tiksliau kalbant, kai duomeny rinkiniai dideli, vektorinés
aritmetikos funkcijos pagreitina R programy darba. Stai kelios apply grupés funkci-
jos:

apply (X,MARGIN, FUN,...) # X yra masyvas (arba matrica)

Jei MARGIN=1, tai funkcijos FUN argumentas bus kiekviena masyvo (pvz., matricos)
X eiluté, jei MARGIN=2 — stulpelis ir t.t.

lapply (X, FUN, ...) # X yra sarasSas (arba vektorius)
sapply (X,FUN, ...,simplify=TRUE,USE.NAMES=TRUE) # Beveik tas pat

Taikant funkcija lapply (=list apply) arba jos labiau “user-friendly” varianta
sapply, funkcijos FUN argumentas yra kiekvienas saraSo X elementas (jei sarasas X
yra duomeny sistema, tai Sio saraso elementai bus stulpeliai, o jei X yra vektorius, tai
tiesiog kiekvienas jo elementas).

tapply (X, INDEX, FUN=NULL, ..., simplify=TRUE) # X paprastai vektorius,
# o INDEX - faktorius

(jei, pvz., X yra zmogaus svoris, INDEX — jo lytis, o FUN=mean , tai tapply
(=table apply) apskaiciuos atskirai vyry ir motery svoriy vidurkius). Smulkiau
apie kiekviena funkcija galima suZinoti su, pvz., ?apply ir pan. Cia pateiksime kelis
Jju taikymo pavyzdzius.

set.seed (1)
al <- rpois(10,11)
a2 <- rpois(10,12)
a3 <- rpois(10,13)
a4 <- rpois(10,14)
am <- cbind(al,a2,a3,ad)
# am yra dvimatis masyvas (t.y., 10x4 matrica)
am
al a2 a3 a4
7 16 12 16
9 15 10 23
511 22 13
14 16 11 13
9 12 13 11
10 11 12 14
11 11 9 17
9 14 12 12
12 17 11 15
17 7 13 11

e T e B e B B e e B s e M
O W W ~J0o Ul WN K
NS NS NS S S S S SN SN O~
T T U S T Y

—

> apply(am,l,mean) # Skaiciuosime matricos eiluc¢iy vidurkius
[1] 12.75 14.25 12.75 13.50 11.25 11.75 12.00 11.75 13.75 12.00
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Beje, jei funkcijoje apply funkcija FUN yra sum arba mean, o masyvas X yra
labai didelis (megabaity ar net gigabaity eilés), tuomet tikslinga naudotis funkcijomis
rowSums, colSums, rowMeans ar colMeans (esminé Siy funkcijy kodo da-
lis parasyta (Zemesnio lygio) C kalba, todél jos komputuoja zymiai grei¢iau nei vien R
kodais paraSytos funkcijos):

> rowMeans (am)
[1] 12.75 14.25 12.75 13.50 11.25 11.75 12.00 11.75 13.75 12.00

Matricos am stulpeliy vidurkius galima suskaiciuoti taip:

> apply(am, 2, mean) # Skaiciuosime matricos stulpeliy vidurkius
al a2 a3 a4
10.3 13.0 12.5 14.5

> lapply (am, mean) # Funkcija lapply ¢ia netinka - ji matricg am

[[171] # interpretuoja kaip masyva ir skaiciuoja

[1]1 7 # kiekvienos jos komponentés (susidedanc¢ios 1S
# vienintelio elemento) wvidurki

[[2]

[11 9

[[3]]

[1]1 5

Funkcija 1apply ¢ia netinka, kadangi ji taikoma ne matricoms, bet saraSams (pvz.,
duomeny sistemoms):

> adf <- data.frame(al,a2,a3,ad)

> lapply(adf,mean) # Skaic¢iuoja kiekvieno duomenuy sistemos elemento
Sal # (t.y., stulpelio) vidurki

[1] 10.3

$a2

[1] 13

$a3

[1] 12.5

$Sa4d

[1] 14.5

Tokj pati rezultata gauname ir su'*

> sapply(adf,mean)
al az a3 a4d
10.3 13.0 12.5 14.5

Su funkcija tapply galime apskaiciuoti, tarkime, pirmojo stulpelio vidurk;j kiekvie-
noje grupéje, kurig nusako antrasis stulpelis:

> rbind(al, a2)

(11 ,21 [,31 [,41 [,5) [,e] [,7) [,8] [,9] [,10]
al 7 9 5 14 9 10 11 9 12 17
a2 16 15 11 16 12 11 11 14 17 7
> tapply(al, a2, mean)

' Pirmy de$imties skaitmeny kvadraty vektoriy galima apskaidiuoti paprastai: sq <- (0:9) "2,
bet galima ir “sudétingai”: sq <- sapply(0:9, function (x)x"2) arbanet sq <- sapply
(0:9,""",y=2)
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7 11 12 14 15 16 17
17.000000 8.666667 9.000000 9.000000 9.000000 10.500000 12.000000

(grupéje su numeriu 11 yra trys irasai: 5, 10 ir 11; ju vidurkis 8,666667).

Pateiksime dar viena funkciju apply ir sapply taikymo pavyzdi — i§ matricos am
pasalinkite stulpelius, kuriy vidurkis mazesnis uz 13. Sitai, aiSku, galime atlikti ran-
komis

> am[l_c(ll:B)J
a2 a4
16 16
15 23
11 13
16 13
12 11
11 14
11 17
14 12
17 15
7 11

~ ~ 0~

~

P — — — — —
O WO ~J0 Ul WK
SN N S SN S~ O~

VU S T Y

—

taciau, jei stulpeliy daug, toki darba geriau automatizuoti:

> m.am <- apply(am,2,mean)
> m.am<13
al a2 a3 a4

TRUE FALSE TRUE FALSE
> am[,m.am<13]
al a3

7 12

9 10

5 22

14 11

9 13

10 12

11 9

9 12

12 11

17 13

~ 0~

~ ~ N~ 0~

~

O W oo ~J0oUd WN K

~ ~

P — — — — — —
~
I S S Y

—

Antra vertus, jei duomenys apiforminti kaip duomeny sistema, naudosime funkcija
lapply:

> m.adf <- lapply(adf, mean)
> adf[m.adf<13]
al a3
7 12
9 10
5 22
14 11
9 13
10 12
11 9
9 12
12 11
0 17 13

O o Jo U WhN K
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Dar vienas pavyzdys. Sudarysime saraSa aList, kurio 1-sis elementas
aList[[1]] nurodys matricos am 1-osios eilutés nariy lygiy 11-kai numerius, 2-
asis elementas aList [ [2] ] nurodys matricos am 2-osios eilutés nariy lygiy 11-kai
numerius ir t.t. (aiSku, kad aList turi biti sarasas, kadangi 11-tuky skaicius kiekvie-
noje eilutéje gali skirtis).

alist <- apply(am, 1, function(x) which(x == 11))
> aList[1:3]
[[1]]

numeric (0) # Pirmoje eilutéje 1ll-tukuy néra

([2]]

numeric (0) # Antroje eilutéje 1ll-tukuy néra
[[3]]

a2 # Trecioje eilutéje 11 yra antroje pozicijoje
2

Jei reikia, al.ist galima apiforminti kaip 10 atskiry skaitiniy vektoriy A1,..., A10:

for(i in 1:10) assign(paste("A", i, sep=""), alList[[i]])
> A3

a2

2

Dar vienas pavyzdys. Duomeny sistemoje

dd <- data.frame(a=c(l,2,NA,4),b=c(NA,2,3,4))

> dd

a b
1 1 NA
2 2 2
3 NA 3
4 4 4

yra trukstamy reik§miy NA. Norint pakeisti jas 0, galima elgtis keliais biidais.

> dd2 <- apply(dd, 2, function(x) replace(x, is.na(x), 0))
dd2
ab

\

SO N

0
2
3
4

DSw N

> class (dd2)

NULL # dd2 yra matrica

> dd3 <- data.frame (apply(dd, 2, function(x) replace(x, is.na(x), 0)))
> class (dd3)

[1] "data.frame" # Jei reikétuy duomeny sistemos

Funkcijos apply reikSmé yra matrica. Miisy uzduoti galima atlikti ir su lapply
funkecija, taciau jos reikSmeé bus jau sarasas:

lapply (dd, function (x) replace(x, is.na(x), 0))
Sa
[1] 1 2 0 4
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$b
[1] 0 2 3 4

Jei reikéty, su
data.frame (lapply (dd, function (x) replace(x, is.na(x), 0)))

jinesunku paversti duomeny sistema. Ne toki akivaizdy, bet trumpa sprendima galima
gauti ir su

dd2 <- dd
dd2[] <- lapply(dd2, function(x) replace(x, is.na(x), 0))
dd2

Dar vienas pavyzdys. Vektoriaus x ilgis 81000, jis sudarytas i§ 0 ir 1. IS tikryjy vekto-
riy x sudaro 9000 grupiy po 9 elementus, todé¢l bus vaizdZiau, jei ji uZraSysime matri-
cos xx pavidalu (atsitiktini vektoriy x sugeneruosime su ?sample funkcija)

x <- sample(0:1,9000,replace=TRUE, prob=c(1,9))
Xxx <- matrix(x,ncol=9)

xx[1:3,]

(11 [,21 [,3] [,41 [,51 [,e] [,71 [,8] [,9]
[1,] 1 1 1 0 1 1 0 0 1
[2,] 1 1 1 1 1 0 1 1 1
[3,] 1 1 1 0 1 1 1 1 1

Jei grupéje (eilutéje) yra bent vienas nulis, tai misy tikslas yra pakeisti visus narius {
desing nuo jo nuliais. Tai galima atlikti bent kelias budais, taciau pradéti vertéty su
vienu ilgio 9 vektoriumi. Pirmoji procediira galéty buti tokia

FillWwith <- function (vec,SearchForOne=0,ReplaceNextValues=0)

{

print (vec)

pp <- which (vec==SearchForOne)

print (pp)

if (length(pp)>0) vec[min(pp):length(vec)] <- ReplaceNextValues
vec

}

Cia pateikéme grazy R funkcijos pavyzdi. Pirmasis jos argumentas vec yra skaitinis
vektorius (ateityje tai bus bet kuri matricos xx eiluté). Argumentas SearchForOne
gali biiti bet koks, taciau jei jo véliau nenurodysime, ieSkosime skaiCiaus 0. PanaSiai
yra ir su argumentu ReplaceNextValues — narius deSiniau pirmojo 0 galime pa-
keisti bet kokiu nurodytu skaic¢iumi, taciau jei nieko neraSysime, funkcija F111With
pakeis ji skai¢iumi 0. Funkcija which ieSko, kurioje vietoje yra 0 (pp yra arba nenu-
linio ilgio vektorius, nurodantis 0 vietas, arba, jei 0 néra, nulinio ilgio “tus¢ias” vekto-
rius; jei pp ilgis ne nulis, visi vec elementai | deSing nuo skaiiaus min (pp) bus
pakeisti nurodytu skai¢iumi).

Nukopijuokite F111With | R konsolg ir iSbandykite ja kelis kartus:

> :1,9, replace=TRUE, prob=c(1,9)))
[
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[1] 3

[11] 11 0000000

> FillWith (sample (0:1, 9, replace=TRUE, prob=c(1,9)))
(1] 111111111

numeric (0)

(1] 111111111

Kadangi funkcija Fi11With dirba taip kaip reikia, ja panaudosime apply aplinkoje
(kad atsakymas biity “grazesnis”, print eilutes papildykite komentaro zenklu # kai-
réje).

1,1,FillwWith)

> apply(xx[1
[ [,3]

: 3
[,1 2

4

~

~ N~ 0~

~

~

.—|.—”ﬁﬁﬁ..—..—”ﬁﬁ
O JdJo U WN

<
e e e e e e e
OO OO OO KRR —
OO OO KRR B B —~

~ ~

oloNoNoNGON Il -

Norint  atsakymui sugrazinti  vektoriaus struktira,  reikia  surinkti
as.vector (apply(xx,1,FillWith))

Kitas uzdavinio sprendimo variantas yra paprastas ciklas (jis puikiai i$naudoja R vek-
toring aritmetika ir ta fakta, kad “logikos” funkcija & taip pat gali biti pritaikyta ir 0/1
skaiciams!):

for(i in 2:9) xx[,i] <- xx[,1i] & xx[,i-1]
xx[1:3,]

Skyreli apie apply grupés funkcijas baigsime keliomis pastabomis apie mapply
funkcija (tai daugiamatis sapply variantas). 3-15 psl. jau buvo minétas bwages
duomeny rinkinys.

> bwages[1:4,]

wage lnwage educ exper Ilnexper lneduc male
1 313.8528 5.748924 1 23 3.178054 0 1
2 194.3780 5.269804 1 15 2.772589 0 0
3 426.1364 6.054760 1 31 3.465736 0 1
4 284.0909 5.649294 1 32 3.496508 0 1

I klausima ar priklauso atlygimas nuo iSsilavinimo galima atsakyti taip:

> attach (bwages)

> wage.e <- split(wage,educ) # Suskaidome i penkias grupes

> sapply(wage.e,mean) # Apskaiciuojame vidurki kiekvienoje gr.
1 2 3 4 5

340.0270 371.7398 411.5962 461.1304 563.2010 # Taigi priklauso

Vyrai (vidutiniSkai) uzdirba daugiau negu moterys

> sapply(split (wage,male),mean)
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0 1
413.9497 466.4193

taCiau $i karta patikrinsime hipotezes apie vyry ir motery atlyginimy lygybe ivairiose
iSsilavinimo grupése. Remsimés Student’o kriterijumi (zr. 10.3 skyrelj):

> wage.e0 <- split(wage[male==0],educ[male==0]) # Skaidome moteris

> wage.el <- split(wage[male==1],educ[male==1]) # Skaidome vyrus

> wage.St <- mapply(t.test,wage.el0,wage.el)

# Kiekvienoje iSsilavinimo grupéje lyginame vyru ir moteruy atlyginimy
# vidurkius; wage.St yra sarasSas, pateiktas matricos pavidalu

> wage.St[3,] # Matricos trecioje eilutéje yra kriterijaus p reiksSmeés
[[1]]

[1] 4.579053e-07

(021]
[1] 4.22e-05

([3]]
[1] 6.864625e-05

(0411
[1] 0.0001024282

[[5]]

[1] 7.695451e-05 # Visos p reiksSmés mazesnés uz 0.01
Taigi kokia bebiity iSsilavinimo grupé, atlyginimy vidurkiai neabejotinai skiriasi.

3.1 UZDUOTIS. I§ matricos am (duomeny sistemos adf) pasalinkite tuos stulpelius
(variantas: eilutes), kuriy maksimalus narys didesnis uz 18.

3.2 UZDUOTIS. I§ matricos am pagalinkite ta stulpeli (eilutg), kuriame yra didziau-
sias visos matricos elementas'” .

3.4 pvz. Kintamasis gr (nuo grup¢) nurodo grupés numeri (1 arba 2), o a yra skaiti-
nis vektorius, pvz.,

> cbind(gr, a)

g

O W Joy Ul WN
N NN
NP PP e
—
<0 UWOUN Y

e e e e e e e

=
= o

Apskaiciuosime kiekvienos grupés dvieju didziausiy a elementy vidurki (1-je gru-
péje tai (5+9)/2=7, o 2-je — (15+11)/2=13) (atkreipkite démesi, kad nei viena Zemiau
pasiiilyta funkcija nenaudoja ciklo).

15which(am==max(am),arr.ind=TRUE)

3-33



#1

tapply(a, gr, function(x) mean (rev(sort(x))[1:2]))
1 2
7 13

#2
sapply (split(a, gr), function (x)mean (rev(sort(x))[1:2]))

Jei kurioje nors grupéje yra maziau kaip du jrasai, 1:2 reikia pakeisti |
seq(min (2, length (x))) (funkcija tuomet skaiCiuos visy Sios grupés a ele-
menty vidurky).

#3
listofdata <- split(a,gr)
lapply (listofdata, FUN=function (x)return (mean (rev (sort(x))[1:2])))

arba i$ karto

lapply (split(a,gr),FUN=function (x) return (mean (rev (sort (x)) [1:2])))

#4

foo <- function(x, n=2) {
x.sorted <- rev(sort (x))
mean (x.sorted[1l:n]) }

tapply(a, gr, FUN=foo)

#5

gr <- rep(l:2,c(4,5))

a <-¢(2,5,9,3,15,9,7,10,11)

asc <- tapply(a,gr,sort)

n <- tapply(a,gr,length)

N <- unique (gr)

for(i in 1l:length(N)){ print (mean(asc[[i]][n[il:(n[i]-1)1)) 1}

#6

tl <- data.frame(gr=rep(l:2,c(4,5)),a=c(2,5,9,3,15,9,7,10,11))
tl <- tllorder(tls$gr,tlsa),]

t2 <- table(tl$gr)

t3 <- tl[sort(c(outer (cumsum(t2),0:1,"=-"))),]
tapply (t3$a, t3Sgr, mean)

3.3 UZDUOTIS. Sukurkite ilgesni gr varianta su trimis reikSmémis ir atitinkama a
vektoriy. Kiekvienoje grupé¢je apskaiciuokite keturiy maziausiy a elementy dispersija
(ja skaic¢iuoja funkcija var).

3.5 pvz. Kartais vektoriaus elementas arba matricos eiluté netycia iraSomi kelis kar-
tus. PasSalinti pasikartojancius jrasSus galima su duplicated arba unique funkci-
jomis.

> x <= ¢(1:3,2:4)

> X

[11 1 232 3 4

> duplicated(x) # Argumentas turi bGti vektorius arba duomeny sistema
[1] FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE

> which (duplicated (x)==T)
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[1] 4 5 # Galima suzZinoti pasikartojanc¢iy elementy numerius

> xu <- x[!duplicated(x)]
> xu # Nesikartojantys elementai
[1] 1 2 3 4

Ta pati rezultata gautume su

> unique (x)
[1] 1 2 3 4

3.4 UZDUOTIS. Sukurkite duomeny sistema (i§ determinuoty ar atsitiktiniy skaiéiy),
kuri turéty tris stulpelius po 100000 elementy, igyjanéiy reiksmes 1, 2, 3 ar 4'° (taigi
i§ viso bus tik 4’=64 skirtingos eilutés (ar galite kelias pirmasias i$vardinti?)). Irinki-
te nesikartojancias eilutes.

3.6 pvz. Jaunavedziai nusprendé, kad ju Seima “plésis” tol, kol gims pirmas stinus.
Antra vertus, jie sutaré, kad bet kokiu atveju maksimalus vaiky skaiCius Seimoje ne-
virSys skai¢iaus MAX. Funkcija bernMC1 Monte Carlo metodu metodu ivertina ti-
kimybg, kad Seimoje bus 1, 2, ..., MAX vaiky (berniuko gimimo tikimybé lygi

0,515).
I I B

> bernMC1 (5) 3.8 pav. Tikimybiy jverciai
s.nr

bernMCl <- function (MAX) {
#bernMC

s.nr <- numeric (10000)
for(i in 1:10000) {

s <=1

while (runif(1)> 0.515)s <- s+1
s.nr[i] <- min(s,MAX) }
tab.s.nr <- table(s.nr)
print (tab.s.nr/10000)
barplot (tab.s.nr/10000)
mean (s.nr)

}

05
|

1 2 3 4 5
0.5134 0.2486 0.1171 0.0624 0.0585
[1] 1.904 # Vidutinis vaiky skaicius Seimoje

Funkcija while yra salyginio ciklo funkcija (zr. ?”while”). Pazymeésime, kad
tikimybe, kad tokia “politika” besivadovaujancioje Seimoje bus K vaiky, nesunku ap-
skaiciuoti ir “teoriSkai”: jei MAX=5, tai Sios tikimybés atitinkamai lygios 0.5150,
0.2498, 0.1211, 0.0588 ir 0.0553 (isitikinkite!).

3.5 UZDUOTIS. Parasykite funkcija bernMC2 , kuri pateikty pana$y atsakyma tuo-
met, kai Seima nutarusi turéti du berniukus. Koks §iuo atveju vidutinis berniuky ir
mergaiciy skaicius Seimoje? Nuoroda. Jei MAX>2, p yra berniuko gimimo tikimybeé,
0 ( — mergaités, tai P(eimoje yra k vaiky)=(k —1)p’q*?, k=2,...,MAX-1. Kam lygi
tikimybe¢, kad Seima turés MAX vaiky? Kam lygi tikimybé¢, kad Seimoje bus MAX-2
mergaités?

' Tam tinka funkcija sample.
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3.6 UZDUOTIS. Matricoje m1 kai kurios eilutés yra sudarytos i§ vienody skaiéiy. a)
Sugalvokite, kaip galima generuoti tokia matrica, b) Sudarykite matrica m2, kurioje
nebuty tokiy eilu¢iy. Nuoroda. ISmeskite eilutes, kuriy sd==0.

3.7 UZDUOTIS. Tarkime, vektoriaus x komponentés yra 1, 3, 5, 7 ir 9, o vektoriaus
vy komponentés yra 11, 13, 5, 6 ir 2. Atspékite, koks bus Siy operacijuy rezultatas?
1) x-1; 2) y*2; 3) length(x); 4) length(x+y); 5) sum(x>=4); 6)
sum (x [x>=4]) 7) sum(x>5|x<2) (zr. 27|7); 8) yv[41;9) y[-4]; 10)
y[x].

3.8 UZDUOTIS. Stai autoriaus bute esanio dujy skaitiklio ménesiniai parodymai
(nuo 1997.12.20 iki 1999.01.20): 18000, 18350, 18650, 19000, 19100, 19222, 19350,
194000, 19550, 19810, 20100, 20500, 20850 (m’). 1) Irasykite $iuos skaiGius { R
duomeny rinkini gas; 2) Apskaiciuokite kiekvieno ménesiy dujy sunaudojima (galite
pasinaudoti funkcija diff; S§i vektoriy pavadinkite dujos); 3) raskite maksimaly
ir minimaly sunaudotu duju per ménesi kieki (funkcijos max ir min arba range); 4)
kokiais ménesiais tai buvo (funkcijos which.max ir which.min)? ; 5) sukurkite
duomeny sistema Dujos, kurios pirmas stulpelis blity ménesio vardas, o antras —
vektorius dujos (arba suteikite vardus vektoriaus dujos komponentéms); 6) kuriais
ménesiais dujy sunaudojimas vir§ijo 150 m’?; 7) kiek buvo tokiy ménesiy? 8) isbréz-
kite ménesinio dujy sunaudojimo grafika (funkcija plot (.., type="1"));9) me-
ty pradZioje dujy kaina buvo 0,45 Lt/m’, o nuo rugpjii¢io meén. — 0.59 Lt/m’; sukurkite
duomeny sistema Dujos.mok, kurios pirmi du stulpeliai biity Dujos, o trefias —
ménesinis mokestis uz dujas; 10) iSbrézkite mokamos sumos grafika.

3.9 UZDUOTIS. Atlikite tokia pat savo buto mokes¢iy analize (jei reikia, dujas gali-
te pakeiti elektra).

3.10 UZDUOTIS. Sukurkite aritmeting ir geometring progresijas (aritmeting (geo-
metring) progresija pateikite kaip funkcijos ar.pr (n, al, d) (atitinkamai, ge-
o.pr(n,bl, q))reikSme ). Viename grafike iSbrézkite daliniy progresijos su-
my ir pacios progresijos kreives. Progresijas sukurkite trim buidais: apibrézdami
jas rekurentiskai, naudodami bendrojo nario formulg ir naudodami R vektoring
aritmetika (pvz., progresija 1, 2, 4 , 8 galima uzrasyti kaip 2°(0:3)).

3.11 UZDUOTIS. Sukurkite vektoriy i§ vieno 1, dvieju 2,..., devyniy 9 (naudokite
funkcija rep). Siuos duomenis apiforminkite kaip 5x9 matrica. Apskaiciuokite
kiekvienos eilutés vidurkj.

3.12 UZDUOTIS. Parasykite funkcija, kuri sukurty n nariy Fibona¢io seka (pri-
minsime: tai seka, tenkinanti salyga a, =0,a,=1,a,,, =a,,, +a, ). ISbrézkite a)
jos grafika, b) paskutiniojo skaitmens reikSmiy histograma ir ¢) pirmojo skaitmens
reikSmiy histograma (o gal geriau taikyti barplot funkcija?). Nuoroda. Paskuti-
njji natiiraliojo skaiciaus X skaitmeni galima apskaiciuoti bent dviem biuidais:

x-floor (x/10)*10 arba x%%$10 # Dalyba moduliu 10

(kaip galima rasti paskutinius du skaitmenis?), o pirmaji realiojo skai¢iaus X >1

3-36



skaitmeni, pvz., taip:

floor ((x/10” (floor (log(x,base=10))+1))*10)

3.13 UZDUOTIS. Apskai¢iuokite kiekvieno duomeny sistemos USJudgeRa-
tings (i$ base paketo) stulpelio minimuma, maksimuma, ploti, vidurkij ir me-
diana. Nustatykite ir atspausdinkite eilutes, kuriose yra ketvirto stulpelio maksi-
mumas (minimumas). ISbrézkite visu stulpeliy grafikus (iSsiaiSkinkite tokias ko-
mandas:

par(mfrow:c(3,4));apply(USJudgeRatings,2,plot,type:"l"))
3.14 UZDUOTIS. Pabandykite atspéti, koks bus Siy komandy rezultatas:

a) x <- c(4,8,1,7,15,4,8)
for (i in 2:length(x)) x[i] <- max(x[i],x[i-11])
x[length (x) ]

b) x <- c(4,8,1,7,15,4,8)
for (i in 2:1length(x)) x[i] <- sum(x[i],x[i-1])
x[length (x) ]

3.15 UZDUOTIS. Stai duomeny sistemos cabbages pradzia:

> library (MASS)
> data (cabbages)
> cabbages[1:3,]

Cult Date HeadWt VitC
1 c¢c39 dle6 2.5 51
2 ¢39 dle 2.2 55
3 ¢39 dleé 3.1 45

Nustatykite visuy stulpeliy klases. Faktoriams atspausdinkite juy lygius. Nustatykite ir
atspausdinkite eilutg, kurioje VitC kiekis didziausias. Apskaiciuokite VitC vidurki
kiekvienoje Cult grupéje.

3.16 UZDUOTIS. Pateikite isamy duomeny sistemos anorexia i§ MASS pake-
to aprasSymo. Apiforminkite kaip Word’o dokumenta. Gal but grafikai padéty nu-
statyti, kuris gydymo metodas efektyvesnis?

3.17 UZDUOTIS. I§ paketo MASS duomeny rinkinio Cars93 idrinkite tik tuos
duomenis, kurie susij¢ su small ir sporty automobiliais. Kiekvienoje i§ $iy grupiu
apskaiciuokite parametro MPG.highway vidurki bei standartini nuokrypi ir is-
brézkite histogramas.

3.18 UZDUOTIS. MASS paketo duomeny rinkinyje Cars93 pasalinkite small ir
sporty automobiliy irasus. Gautojoje duomeny siatemoje pasalinkite automobilius,
kuriy svoris weight didesnis uz 3000 (svary) ir cilindry Cylinders skaicius
didesnis uz 5.

3.19 UZDUOTIS. MASS paketo duomeny rinkinyje airquality yra daug

trukstamy duomenuy (jie Zymimi NA=Not Available). Juos visus pakeisti nuliais
néra sunku:
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X <- as.matrix(airquality)
x[is.na(x)] <= 0

Stai dvi §ios operacijos variacijos: 1) bet kuriame airquality stulpelyje esan-
¢ius NA pakeiskite atitinkamo stulpelio vidurkiu (jums, gal biit, prireiks opcijos
mean (x, na.rm=TRUE) ); 2) paSalinkite visas airquality eilutes turincias
NA.

3.20 UZDUOTIS. I§ R konsolés, spragtelékite ant File|Source R Code... ir nuvai-
ruokite i disko R1 direktorija Data|Maindonald. Pasirinkite orings.R faila ir spragtelé-
kite ant Open. Jei dabar R komandiniame lange surinksite orings, tai pamatysite
duomenis apie JAV kosminés Saudyklés O ziedy defektus (priminsime, kad butent dél
Siy ziedy defekto 1986 m. erdvélaivis kildamas sprogo).

> orings

1
2
3
4
*

Temperature Erosion Blowby Total
53 3 2 5
57 1 0 1
58 1 0 1
63 1 0 1

3k st st sk s sfe sk sk sk sk sk st sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skoskosk sk ke skeskoskosk

Koks yra sukurtojo duomeninio objekto orings tipas? klasé? ISbrézkite bendro
defekty skaiCiaus Total priklausomybés nuo Temperature grafika. Kai kurie
taskai “sulimpa”, todél pabandykite funkcijas jitter ir sunflowerplot
(plg. 5.2 pav.). Ar tikrai Total lygus Erosion ir Blowby sumai?

Atsakant | paskutini klausima, naudingas galéty biiti toks pavyzdys:

> X <- data.frame(a=1:5, b=2:6, ce=c(3,5,7,6,11))

> X
a b ce

112 3

223 5

334 7

4 45 6

55 6 11

> X[XS$a + XSb != XS$Sce, ] # Nustatome, kuriose eilutése ce#a+tb
a b ce

4 45 6

Variantas:

> subset (X, atb!=ce)
a b ce
4 4 5 6

Beje, tik ka aprasytos skaiciy palyginimo procediiros tinka dirbant su sveikais

skaiCiais, bet néra tinkamos realiems skai¢iams (tai susij¢ su vidinémis kompute-
riy problemomis).
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[1] TRUE

> 1.1 + 2.2

[1]1 3.3

> 1.1 + 2.2 == 3.3
[1] FALSE

Todél, jei reikty palyginti realius skaicius, elkités taip:

tolerance <- .MachineSdouble.eps »~ 0.5 # Zr. Machine() ir ?Machine
X[abs (X$a + XSb - XS$ce) > tolerance, ]
a b ce
4 45 o6

3.21 UZDUOTIS. Priminsime, kad kiekvienas R objektas gali tureti viena ar kelis
(iSorinius) pozymius. Stai pavyzdys.

x <= 1:9

X

111234596 7829

> attributes (x)

NULL

> attributes(x) <- list (Komentaras="Sudaryta 2002.03.24", names =
letters[1:9])

> X

abcdefghi

1234567829

attr (, "Komentaras")

[1] "Sudaryta 2002.03.24"

> attributes (x)

SKomentaras

[1] "Sudaryta 2002.03.24"

Snames

[1] "a"™ "b" "c" "d" "e" "f" "g" "h" "i"

>
>
[

Kokius pozymius turi duomeny rinkinys orings (zr. 3.20 uzduoti)? Papildykite
juos naujais. Pakeiskite orings klasg. Ar pasikeité pozymiai?

3.22 UZDUOTIS. Statistikos vadovéliuose ar uzdavinynuose paprastai biina kai ku-
riy tikimybiniy skirstiniy lentelés. Parasykite funkcija, kuri “graziu pavidalu” pa-
teikty pageidaujamo skirstinio lentelg. Pvz., chi kvadrato su 5 laisvés laipsniais
skirstinio atveju, tikimybiy P(x: < X) (jas skai¢iuoja funkcija pchisq (x,5))
lentelé turéty atrodyti mazdaug taip:

0.000 0.001 0.002 0.003 ... 0.009
0.00 0.00e+00 1.68e-09 9.51e-09 2.62e-08 ... 4.07e-07
0.01 5.30e-07 6.72e-07 8.35e-07 1.02e-06 ... 2.63e-06
0.02 2.99e-06 3.37e-06 3.79e-06 4.23e-06 ... 7.54e-06
1.02 0.039063 0.039146 0.039228 0.039311 0.039807

Puslapi su Sia lentele papildykite atitinkamo skirstinio tankio grafiku — aptartuoju at-
veju jis galéty atrodyty Sitaip:

Tikimybe P(chisq_5<x)

datisg(x 5)




3.9 pav.
Chi kvadrato su 5 L1. tankio grafikas

3.23 UZDUOTIS. Kaip Zinia, Vandermondo (A.T. Vandermonde) matricos

1 1 1 1
sl s2 s3 ... sn
s> s22  s3* .. sn?

s 2™ 3™ . sn™!

determinantas lygus H (si —sj) . Apskaiéiuokite $ios matricos determinanta dviem

I<i<j<n
biidais: naudodamiesi a) R paketo funkcija det ir b) savo paraSyta funkcija
vander, kuri apskai¢iuoty nurodyta sandauga bet kokiam tarpusavyje nelygiy skai-
¢iy (sl, s2,..., sn) rinkiniui.

3.24 UZDUOTIS. [vykdykite $ias komandas:
nn <- rnorm(100000)
j <=0

for(i in 1:100000) {if (nn[i]>1) J <= Jj+1}

Jei jums atsibodo laukti programos pabaigos, sustabdykite programos vykdyma su
Esc klavisu ir pakeiskite antra ir treCia eilute tokia (tai vektorinés aritmetikos pavyz-

dys):

j <- sum(ifelse(nn>1,1,0))

Kokia zemiau pateikty dvieju skaiciy tikimybiné prasme?
cbind (§/100000, 1-pnorm (1))

13.25 UZDUOTIS. Sukurkite vektoriy vec?2, jterpdami po kiekvienos vektoriaus
vecl komponentés vienetuka. Pvz., jei vecl <- c(2,3,4), tai vec2 turéty buti
2,1,3,1,4,1.

Pateiksime kelis sprendimo variantus.

1) vec2 <- rep(l, 2*length (vecl))
vec2[seq(l, length(result), 2)] <- vecl
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vec?2

2) vecl <- c(2,3,4)
vec2 <- rep(l,length(vecl) *2)
vec2[seq(l,length(vecl) *2-1,by=2)] <- vecl
vec?2

3) vec2 <- c(t(cbind(vecl,rep(l,length(vecl)))))
vec2

4) nddvalue <- function (vec,addvalue=1)
{

tmp <- cbind(vec,addvalue)
tmp <- as.vector (t (tmp))
return(tmp[l: (length (tmp))])

}
vec?2 <- AddValue (vecl)

vec?2

5) vec2 <- c(eval (parse (text=paste("c(",paste(vecl,collapse=" ,1,”),

")")) 1)

vec2
ar net fantastisSka

6) vec?2 <- c(rbind(vecl, 1)) # Matricos nuskaitomos stulpeliais
vec?2

ISsiaiskinkite visus sprendimus ir paraSykite bent du variantus, kuriuose vec3 biity
vec?2 be paskutinio vienetuko.

3.26 UZDUOTIS. Atsitiktiniai dydziai X1, X2,... yra nepriklausomi ir turi [0,1] toly-
gy skirstini. Tarkime, Y yra a.d., lygus tam K, kai suma S, = X1+...+ Xk pirma

karta virsija 1. Patikrinte Zinoma fakta, kad EY =e. Nuoroda. Stai funkcija, kuri
generuoja Y realizacijas, kai X’sai turi [0,1/3] tolygy skirstini:

> my.foo <- function () {
s <= 0

ss <= 0

while (ss<1) {

s <- s+l

a <- runif(1,0,1/3)

ss <- ss+a
print(c(s,ss))

}

S

}

3.27 UZDUOTIS. Interncto svetainéje http:/lark.cc.ukans.edu/~pauljohn/R/ arba
kompaktiniame diske R1 (...\Knygos_apie_R&S\PaulJohnson) yra failas StatsRUs.htm,
kuriame surinkti trumpi atsakymai i jvairius klausimus (1.1-1.14, 2.1-2.21, 3.1-3.21,
4.1-4.8, 5.1-5.39, 6.1-6.4, 7.1-7.26, 8.1-8.24, 9.1-9.8, 10.1-10.7, 11.1-11.8, 12.1-12.4,
13.1-13.3). ISsiaiskinkite kelis nurodytus klausimus ir atsakymus. Pateikite savus is-
nagrinétos problemos taikymo pavyzdzius.
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3.28 UZDUOTIS. Sugeneruokime 2000 Cauchy atsitiktiniy skai¢iy (internete paies-
kokite informacijos apie Cauchy skirstinj) ir paimkime ju sveikasias dalis:

RC <- rcauchy(2000)
rc <- floor (RC)

Ar yra Siame vektoriuje reik§me 347? 13? O praleistosios reikSmeés simbolis NA?
Si uzdavinj galima spresti jvairiai.

1) sort (rc)

2) table(rc)

3) barplot (table(rc))

4) which (rc==347)

5) length(which (rc==347))
6) 347 %in% rc

7) rclrc==347]

8) length(rcl[rc==347]) # NA atveju galima elgtis taip:
# length(rc[is.na(xrc)])

ISsiaiskinkite kiekviena i§ $iy biidy. Kuris jums priimtiniausias? O $tai $io uzdavinio
modifikacija: kelios duomeny rinkinio RC reikSmés priklauso intervalui [0,50]?

3.29 UZDUOTIS. Programa

set.seed (1)

a <- rnorm(10)
b <= rnorm(10)
boxplot (a, b)

papildykite viena eilute taip, kad ji bréZty Zemiau pateikta grafika (¢ia raudona linija
zymi vidurkius; gali buti naudinga funkcija segments):

3.10 pav. Staciakampés diagramos su vidurkio linija

3.30 UZDUOTIS. Sio konspekto autorius kiekvienos grupés studentams visy keturiy
laboratoriniy darby uzduotis paskirsté atsitiktinai. Stai pagalbinés programos kompu-
tavimo rezultatas (vietoje pavardziy pav kol kas jraSytos angliskos raideés):

pav labll labl2 lab2l lab22 lab3 lab4
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1 a 3.22 4.1 5.11 6.14 8.5 11.3
2 b 3.20 4.15 5.3 6.23 7.5 9.1
3 c 3.3 4.1 5.21 6.14 7.7 10.9
4 d 3.18 4.19 5.9 6.25 7.2 9.2
5 e 3.22 4.23 5.4 6.19 7.6 10.16

Parasykite Sia programa. Nuoroda. Jums gal bt pravers paste ir sample
(.., replace=TRUE') funkcijos.

Kompakto R1 faile Data\Misc\Eko21.xIs yra 2002/2003 m.m. ekonometrijos programos
2 kurso 1 gr studenty sarasas. Stai jo iStrauka:

Baltramaityté Inga
BendZitnaite Laima

Vaic¢iulionis Justas
Vasilevskij Edvard

Nusiskaitykite §i saraSa ir patobulinkite auksc¢iau paraSyta programa taip, kad jos re-
zultatas bty toks:

Pavarde Vardas labll labl2 lab2l lab22 lab3 lab4
1 Baltramaityte Inga 3.14 4.18 5.18 6.8 8.2 9.6
2 Bendziunaite Laima 3.13 4.7 5.13 6.24 8.2 10.6
22 Vaiciulionis Justas 3.25 4.23 5.22 6.24 7.7 11.9
23 Vasilevskij Edvard 3.5 4.6 5.1 6.14 7.2 11.3

3.31 UZDUOTIS. R spalvy palete sudaro net 657 spalvos (Zr. colors ()). Stai pir-
myjy 600 spalvu lentelé (popieringje Sio konspekto versijoje bus matomi tik pilkos
spalvos atspalviai):

20 _ 60 100 120 160 180 200 280 300 540
59 79 99 119 139 159 179 199 279 299 319 459 599
98 118 158 178 198 258 278 298 318 398 458 518 578 598
~
/FT 17 97 117 137 157 177 197 257 277 297 317 437 457 477 497 597
’L 36 56 96 116 136 156 176 196 256 276 296 316 376 436 456 476 556 596
8 15 T 35 55 75 95 115 135 155 175 195 255 275 295 315 375 435 455 535 555 595
6: 34 54 74 94 114 134 154 174 194 254 274 294 314 374 414 434 454 534 554 574 594
% 33 73 93 113 133 153 173 193 273 293 313 453 473 493 553 593
é 12 32 52 72 92 112 132 172 192 272 292 312 372 392 452 472 512 552 572
= 31 51 71 131 151 171 191 211 271 291 311 371 451 471 491 511 551 571
:8_)/10 1 30 130 170 190 210 270 290 310 370 450 470 490 550
é 29 89 129 169 189 209 269 289 309 409 429 469 489 549
28 108 128 168 188 208 268 288 308 428 448 528 548 588
8 727 67 107 127 167 187 207 267 287 307 427 447 467 507 527 547 567 587
\8/ 26 46 106 126 146 166 186 206 266 286 306 366 386 466 506 566
‘h’_ 5 I 85 125 165 185 205 265 285 305 465 505 545 565
\HG/ 24 84 124 164 184 204 264 284 304 464 504 524 564 584
23 123 163 183 203 263 283 303 403 423 483 503 523 563 583
42 62 122 162 182 202 262 282 302 442 462 502 562
41 61 81 121 161 181 201 261 281 301 381 461 501 561
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

7 Natiiralu biity uzdavinius parinkti sulzBBxCalNg(N/20)(kd0hi reiskia?), tadiau kai kuriuose sky-
rivose uzdaviniy yra maziau negu studenty .
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3.11 pav. R spalvy paleté

Parasykite programa, kuri iSbrézty Sia lentele (tam pravers funkcija text; taip pat
atidziai iSnagrinékite tekstus prie 3.11 pav. asiy).

3.32 UZDUOTIS. Kaip zinia,

]isin Xdx =2

0

Ta pati rezultata gautume su integrate funkcija:

> integrate(sin, 0,pi)
2 with absolute error < 1l.le-14

O stai funkcija, kuri apytiksliai apskaiciuos $i integrala pagal trapeciju taisykle:

> trap.rule <- function(x,y) sum(diff(x)*(y[-1]l+y[-length(y)]))/2
> x <= seq(0,pi,length=100); y <- sin(x)

> trap.rule(x,vy)

[1] 1.999832

Parasykite funkcija, kuri skaiCiuoty integrala pagal Simpsono formulg:

_[ f (x)dx zg(f(a)+ fFO)+2(F(X)+ F(X)+...+ F(x )+

a

40+ F () +o 4 F(X,0));
¢ia x;=a+ jh, j=0,1,...,n.

3.33 UZDUOTIS. Zemiau yra pateiktos keturios programos, kurios sukuria skaitinj
vektoriy 6, 7,..., 10, 16, 17,..., 20,..., 9996, 9997,...,10000:

> nums <- 1:10000
> xxX <- nums[is.element (nums - 10*floor (nums/10), c(0,6:9))]
> xx[1:50]

[1] 6 7 8 9 10 16 17 18 19 20 26 27 28 29 30
[l6] 36 37 38 39 40 46 47 48 49 50 56 57 58 59 60
[31] 66 67 68 69 70 76 77 78 79 80 86 87 88 89 90
[46] 96 97 98 99 100

> xx <- unlist (matrix(1:10000,byrow=T, ncol=10)[,6:10])
> xx <- outer(-4:0,seq(10,10000,10),"+")

> xx <- outer (10 * 0:999, 6:10, "+")
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I8siaiSkinkite Sias programas ir paraSykite keturias funkcijas (paremtas auksciau
pateiktais xx generavimo principais), kurios generuoty 10000 normaliyjy atsitiktiniy
dydziy ir penkiuose Simtuose atsitiktinai parinktose vietose i§ xx pakeistu Sias
reikSmes simboliais NA.

Stai du tokiy (teisybé, kitokiais xx generavimo principais pagristy) funkciju pavyz-
dZiai:

replac <- function() {

rn <- rnorm(10000);ind <- 6:10;Ind <- 6:10
for(i in 1:999) Ind <- c(Ind,ind+10*1)
rn[sample (Ind, 500, repl=FALSE) ]<- NA

rn }

ir

X <- matrix (rnorm(10000),
x <- as.vector (x)

10) ;x[6:10, ][sample(1:5000, 500)] <- NA

3.34 UZDUOTIS. Jei dirbtume “su pietuku”, matricos A kélimas'® aukstu laipsniu
yra gana daug laiko (o, jei naudotumémes R paketu, ir komplikuoty zyméjimy) reika-
laujanti operacija:

> A <- cbind(c(0,0.5,0.5),c(0.5,0,0.5),c(0.5,0.5,0))

> A

(1] [,2] [,3]
[1,1 0.0 0.5 0.5
(2,1 0.5 0.0 0.5
[3,] 0.5 0.5 0.0
> A%*%A # Tail matricuy (matriciné) daugyba

(1] [,2] [,3]
[1,] 0.50 0.25 0.25
[2,] 0.25 0.50 0.25
[3,] 0.25 0.25 0.50
> AS*SAS*SA

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.250 0.375 0.375
[2,] 0.375 0.250 0.375
[3,] 0.375 0.375 0.250
> AS*SAS*SAS*GA

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.3750 0.3125 0.3125
[2,] 0.3125 0.3750 0.3125
[3,] 0.3125 0.3125 0.3750
> AS*SAS*SAS*SAS* LA
[,1] [,2] [,3]

[1,] 0.31250 0.34375 0.34375
[2,] 0.34375 0.31250 0.34375
[3,] 0.34375 0.34375 0.31250

Stai dvi R funkcijos, kurios palengvina §j darba:

1) Jei kvadratiné matrica A turi skirtingas tikrines reikSmes, tai ja galima uZraSyti
taip: A=V %*% diag(4) %*% V' - tai vadinamasis matricos A spektrinis désti-
nys; ¢ia V yra matricos A tikriniy vektoriy matrica, %+*% - matricy daugybos Zenklas,

'® Turime galvoje prastin{, matricini kélima laipsniu, o ne paclementi, kuri R atlicka labai lengvai.
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diag(A) - istrizaininé matrica su matricos A tikrinémis reikSmémis ant istrizainés, o
V™' - matricos V atvirkstiné matrica. Tuomet A" =V %*% diag(A") %*% V.
Pvz.,

> A <- cbind(c(0,0.5,0.5),c(0.5,0,0.5),c(0.5,0.5,0))

> A
(11 [,21 [,3]
[1,1 0.0 0.5 0.5
[2,] 0.5 0.0 0.5
(3,17 0.5 0.5 0.0
> eA <- eigen(A) # eigen (angl.,vok.) = tikrinis
> eA
Svalues
[1] 1.0 -0.5 -0.5
Svectors

(,1] (,2] [,3]
[1,] 0.5773503 0.5957165 -0.5583803
[2,] 0.5773503 -0.7814298 -0.2367155
[3,] 0.5773503 0.1857133 0.7950957

> round (eASvectors%*$diag (eASvalues) $*%$solve (eASvectors),5) # =

(11 [,21 [,3]
(1,7 0.0 0.5 0.5
2,17 0.5 0.0 0.5
[3,7 0.5 0.5 0.0

> AS*SAS*SAS*SAS*SA # =A°
[,1] [,2] [,3]
1,] 0.31250 0.34375 0.34375
2,] 0.34375 0.31250 0.34375
3,1 0.34375 0.34375 0.31250
round (eASvectors$*$diag (eASvalues”5) $*%t (eASvectors), 5)
[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.31250 0.34375 0.34375
[2,] 0.34375 0.31250 0.34375
[3,] 0.34375 0.34375 0.31250

4

[
[
[
>

2) Antroji funkcija puikiai demonstruoja R rekurenciyju procediiry galimybes:

mp <- function (X, p) 1if (p == 1) return(X) else X $*% Recall (X, p-1)
waa mpl <- function(A, n) if(n == 1) A else A %*% mpl(A,n—l))

mp (A, 5) (arba mpl(a,5))

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.31250 0.34375 0.34375
[2,] 0.34375 0.31250 0.34375
[3,] 0.34375 0.34375 0.31250

3) Antraji varianta galima perraSyti suprantamiau (ir netgi apibrézti nauja (matricos
kélimo laipsniu) operacija):

"$rs"<-function (A, n)

{

if(n==1) A else {B<-A; for(i in (2:n)) {A<-A%*%B}}; A
}

Pvz., A%$7%5 pateiks lygiai tokj patj atsakyma kaip ir mp (A, 5).
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4) 2-asis ir 3-asis kélimo laipsniu variantai yra gana neefektyvis (nes keliant, pvz.,
100-uoju laipsniu reikéty atlikti 99 matricy daugybos veiksmu). Zymiai efektyvesnis
yra biidas, susijgs su vadinamuoju sveiko skaiciaus skaidymu dvejeto laipsniais. Ka-

dangi 100=2°+2° +2°, tai §iuo atveju vietoje 99 veiksmy uztekty 8 daugybu (nes

X' = (x**x)*)*)**x)*)* ). Sia idéja realizuoja matrix . power funkcija:

matrix.power <- function (mat, n)
{
if (n == 1) return (mat)
result <- diag(l, ncol(mat))
while (n > 0) {

if (n %% 2 != 0) {
result <- result %*% mat
n<-n-1

}
mat <- mat %*% mat
n<-n/2

}

return (result)
<4

Tikimybiy teorijoje vadinamosios Markovo grandinés yra nusakomos pradiniy tiki-
mybiy skirstiniu ir peréjimo tikimybiy matrica A=(a;j) (tai matrica, kurios visi ele-
mentai neneigiami, o kiekvienos eilutés elementy suma lygi 1). Grandiné vadinama
ergodine, jei egzistuoja riba lim A° = F ir ribinés matricos F stulpeliuose visi elemen-

S—w

tai lygiis. Pvz., matrica
A <- cbind(c(0.5,1),c(0.5,0))
yra ergoding, nes jau kai s lygus 20

> round (mp (A, 20),5)
[,1] [,2]

[1,] 0.66667 0.33333

[2,] 0.66667 0.33333

O dabar pati

3.34a UZDUOTIS. Nustatykite kurios i§ §iy matricy yra ergodinés:

0 0 01

(0 1Yy (1L O)y.. (1 0Y. (1/2 1/2 0 0 01
1) 1) 111) 1v) V)

1 0 1 0 0 1 0 1 /2 1/2 0 0

0 0 1 0

/2 0 1/2 0 1 0 0 0

0 0 0o 1| . 1 0 0 0
vii)

/4 1/2 1/4 0 1/2 1/2 0 0

0 1/2 1/2 0 1/4 1/4 1/4 1/4

Vi)
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Teorija teigia, kad ergodiniy grandiniy stulpeliy elementai {fi} yra lygciy sistemos
f = Z f.a,
J
> f =1

k

sprendiniai. Patikrinkite. Nuoroda. Ieskant sistemos sprendiniy, pravers funkcija
solve.

3.34b UZDUOTIS. (Erenfesty difiizijos modelis) Dujy molekulés (i§ viso m) yra
dviejuose susisiekianciuose induose K ir D. Sistemos biisena galima nusakyti duju
molekuliy, esan¢iy inde K, skai¢iumi k (k =0,1,...,m). Eilinio difuzijos zingsnio metu
atsitiktinai parinkta molekulg i$ vieno indo perkeliame i kita (su tikimybe k/m mole-
kulé parenkama i§ indo K ir su tikimybe 1-k/m - i§ indo D). Tokios sistemos evo-
liucija yra apraSoma Markovo grandine su peréjimo tikimybiy matrica, nusakoma ly-
gybémis p, ., =k/m, p,,=(m-k)/m ir p;=0,izk-Lk+1, k=0,1,..,m.

Targ, kad m =200, uzraSykite per¢jimo tikimybiy matrica A ir raskite Sios Markovo
grandinés stacionariasias tikimybes. Tiksliau kalbant, apskaiciuokite ,,pakankamai
dideli* A laipsni ir isitikinkite, kad stulpeliuose skaiciai vienodi. A laipsnius skai-
¢iuokite su jvairiomis anks¢iau aptartomis funkcijomis. Nustatykite, kuri 1§ juy grei-
Ciausia. Pastaba. Si grandiné yra ergodiné. Kitaip sakant, jei pradiniu laiko momentu
visos dalelés yra inde K, tai po pakankamai didelio laiko inde K ju liks tik pusé ir Sioje
pusiausvyringje biisenoje sistema liks ,,amZinai®.

3.35 UZDUOTIS. Zemiau pateikta didelés duomeny sistemos dalis abc:

ID Numeris Segmentas
S.13 S.13.1 S.13.1.2
S.13 S.13.1 S$.13.1.3
S.13 S.13.2 S.13.2.1
S.13 S.13.2 S.13.2.2
S.13 S.13.2 $.13.2.3
S.13 S.13.3 S.13.3.6
S.13 S.13.3 S.13.3.7
S.13 S.13.3 S.13.3.8
S.13 S.13.3 $.13.3.9

Mus domina tik nagrinéty objekty numeriai, kitaip sakant, $ia sistema transformuokite
1 tokia:
Numeris
5.13.1

S.13.2
S.13.3

Nuoroda. unique.

3.36 UZDUOTIS. i) Visus vektoriaus rp <- rpois(1000,3) elementus ma-
zesnius uz 3 pakeiskite nuliu, o elementus lygius 3 — devynetuku; ii) ta pat atlikite su
matrica rpm <- matrix (rpois(999,3),nrow=333); iii) i§ §i0os matricos
pasalinkite eilutes, kuriose yra bent vienas 3; iv) i$ Sios matricos pasalinkite eilutes,
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sudarytas vien i§ 3; v) eilutése, kuriy pirmas elementas lygus 3, kitus du pakeiskite ju
kvadratais.

3.37 UZDUOTIS. Ilgo vektoriaus x <- rnorm(1000) duomenis sugrupuokite
po 10, kiekvienoje grupéje apskaiciuokite vidurki, o po to — Sio naujo vidurkiy vekto-
riaus standarta. Nuoroda. Vektoriy x galite paversti matrica ir taikyti funkcija apply
arba ivesti grupés kintamaji ir taikyti funkcija tapply arba remtis funkcija aggre-
gate.

3.38 UZDUOTIS. Dirbtiniy duomeny rinkinj ekspl generuojame su funkcija

ekspl <- data.frame (ID=rpois(1000,33),Result=
round (rnorm (1000, 50,10),0))

Suskaiciuokite kelis kartus pasikartoja kiekvienas tiriamasis (ID) Siame sarase, kiek-
vienam tiriamajam apskaiciuokite jo vidurki ir standarta, iSbrézkite vidurkiy grafika ir
kiekviena vidurki apsupkite statmenu segmentu [mean[i]-2*sd[i], me-
an[i]+2*sd[1i]] (galimas atsakymas yra pateiktas 3.12 pav.; jiisy paveikslas ko
gero skiriasi nuo §io — kodél?). Nuoroda. Jums gali pagelbéti funkcija tapply.

20 30 40 50
id

3.12 pav. Vidurkiai + 2standartai.
Kai kur raudona linija neiSbrézta — kodél?

3.39 UZDUOTIS. Matricoje
A <- matrix (rnorm (100, mean=-1),nrow=50)

kai kuriose eilutése abu nariai yra neigiami. Stai funkcija, kuri paliks tik tokias eilu-
tes:

Alapply (A, 1, function(x) all(x<=0)),]
ParaSykite funkcija, kuri pasalinty eilutes, kuriose 1) abu nariai neigiami, ii) bent vie-

nas narys neigiamas, iii) palikty eilutes, kuriose minimalus atstumas nuo nulio yra di-
desnis uz 1, iv) palikty stulpelius, kuriy vidurkis didesné uz —1.

3-49



3.40 UZDUOTIS. Kartais kai kuriuose jraguose (eilutése) triksta duomeny (R pakete
trikstami duomenys zymimi NA (=Not Available) simboliu). Stai dirbtinis pavyzdys:

dat <- data.frame(x=c(l,NA,2,2,NA,4),y=c(3,2,NA,1,3,5))
dat

Xy
1 1 3
2 NA 2
3 2 NA
4 2 1
5 NA 3
6 4 5

Ivairios funkcijos skirtingai reaguoja 1 NA. Pvz., funkcija plot automatiSkai iSmeta
tokius jrasus:

plot (x,v)

taCiau tiesinés regresijos funkcija 1m gali elgtis
bent dviem biidais: arba tokius jrasus iSmesti ir
analize atlikti su likusiais

> xy.lml <- Im(y~x,na.action=na.omit) -
> summa ry (Xy .1ml ) 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
Call:
Im(formula = y ~ X, na.action = na.omit)
Residuals:
1 4 6

1.1429 -1.7143 0.5714

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.0000 2.6186 0.382 0.768
X 0.8571 0.9897 0.866 0.546

Residual standard error: 2.138 on 1 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4286, Adjusted R-squared: -0.1429
F-statistic: 0.75 on 1 and 1 DF, p-value: 0.5456

arba paprasyti, kad tokiu atveju tiesinés regresijos modelis i§ vis nebiity kuriamas:

> xy.1lm2 <- Ilm(y~x,na.action=na.fail)
Error in na.fail.default (structure(list(y = c(3, 2, NA, 1, 3, 5), x =
c(l, : missing values in object

Duomeny sistema dat galime “pagerinti” keliais buidais: iSmesti eilutes, kuriose NA
yra tik pirmame (tik antrame stulpelyje), bent viename stulpelyje arba abiejuose stul-
peliuose.

>is.na(dat$x) # Loginis vektorius

[1] FALSE TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE

> dat$x[is.na(dat$x)] # Palieka tik trukstamus x elementus
[1] NA NA
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Pazymeésime, kad “standartine” poaibio sudarymo procediira dat$x [dat$x==NA]
neveikia su NA. NA reiSkia, kad jus nezinote, tod¢l NA nelygus niekam, iskaitant ir
NA (a$ nezinau nei Buso nei Putino gimtadieniy (taigi rasau NA), taciau tai nereiskia,
kad Sios dvi datos sutampa).

> dat$x[!is.na(dat$x)] # Palieka tik turimus x elementus

[1] 1 2 2 4 # (simbolis ! Zymi logini neigini)

> dat[!is.na(dat$x),] # Palieka tik dat eilutes su turimais x

# elementais (simbolis ! Zymi logini neigini)
X 'y

11 3

3 2 NA

4 2 1

6 4 5

Kiek sudétingiau pasalinti eilutes kuriose yra bent vienas NA:

> dat[apply(dat, 1, function(x) l!any(is.na(x))),]
Xy

sy
I R

3
1
5

O dabar pati uzduotis: duomeny rinkinyje airquality (kas tai per duomenys?)

> library (MASS)
> data(airquality)
> airquality
Ozone Solar.R Wind Temp Month Day

1 41 190 7.4 67 5 1
2 36 118 8.0 72 5 2
3 12 149 12.6 74 5 3
4 18 313 11.5 62 5 4
5 NA NA 14.3 56 5 5
6 28 NA 14.9 66 5 6
7 23 299 8.6 65 5 7

yra nemazai iraSy su trukstamais duomenimis. Pertvarkykite $i rinkinj taip, kad jame
likty tik jrasai, i) kuriy Solar . R néra NA, ii) kurie neturi NA. Nuoroda. 2all

3.41 UZDUOTIS. Inventorizuojant sandéli, buvo aprasytas kiekvienos dézés turinys:

g <- sample(letters, 100, replace=TRUE) # g=Qgaminio i-ojoje dézéje var
# das

k <- rpois(100,20) # k=gaminiy Kiekis i-ojoje dézéje

gk <- data.frame (g, k)

Apskaiciuokite: a) kelios dézés su gaminiais a, b ir t.t. yra sandélyje, ir b) keli a, b ir
t.t. gaminiai yra sandélyje.

3.42 UZDUOTIS. Duomeny sistema data atrodo taip:

> data
group duplicate treatment
1 A Y 6
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2 A N 4
3 B Y 3
4 B Y 9
5 A Y 6
6 B Y 2
7 B Y 2
8 B N 5
9 B N 9
10 A Y 6
11 A N 9
12 A Y 7
13 B Y 4
14 A Y 4
15 B N 2
16 A Y 1
17 B Y 7
18 B N 1
19 A Y 5
20 B N 6

ApskaiCiuoti treatment vidurkj kiekvienoje grupéje galima, pvz., taip:

> aggregate (data$treatment, list(data$group, datas$duplicate), mean)

Group.l Group.2 b4
1 A N 6.5
2 B N 4.6
3 A Y 5.0
4 B Y 4.5

Stulpeliy vardus Group.1 ir Group.2 galima pakeisti natiiralesniais:

> aggregate (dataStreatment, 1list(group=data$group, duplicate=datas$s
duplicate), mean)

group duplicate b4
1 A N 6.5
2 B N 4.6
3 A Y 5.0
4 B Y 4.5

Biity grazu stulpeliui x suteikti labiau informatyvy varda:

attach (data)
aggregate (as.data.frame (treatment), list(group = group, duplicate =
duplicate), mean)
group duplicate treatment
A N 6.5

DSw N -

B
A
B

=K Z2

4.6
5.0
4.5

Procediira attach (data) turi viena trikuma — prijungta duomeny rinkini daznai
uzmir§tama atjungti (su detach (data) arba tiesiog detach ()). To iSvengti
galima su funkcija with , kuri, naudodama kintamaisius i§ data rinkinio, sukuria
vieting aplinka:

with (data, aggregate (list (mean=treatment), list (group=group,duplicate
=duplicate), mean))
group duplicate mean
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O dabar pati UZDUOTIS. Su komandomis

library (MASS)
data (Cars93)

> Cars93[1:2,]

Manufacturer Model Type Min.Price Price Max.Price MPG.city MPG.highway
1 Acura Integra Small 12.9 15.9 18.8 25 31
2 Acura Legend Midsize 29.2 33.9 38.7 18 25
AirBags DriveTrain Cylinders EngineSize Horsepower RPM Rev.per.mile
1 None Front 4 1.8 140 6300 2890
2 Driver & Passenger Front 6 3.2 200 5500 2335
Man.trans.avail Fuel.tank.capacity Passengers Length Wheelbase Width Turn.circle
1 Yes 13.2 5 177 102 68 37
2 Yes 18.0 5 195 115 71 38
Rear.seat.room Luggage.room Weight Origin Make
1 26.5 11 2705 non-USA Acura Integra
2 30.0 15 3560 non-USA Acura Legend

prisijunkite duomeny rinkini Cars93. 1. Kiekvienoje i§ grupiy, nusakomy kinta-
maisiais Type, Manufacturer ir Origin, apskai¢iuokite Horsepower vidurki.
2. SuriiSiuokite gautaja duomeny sistema pagal Type reikSmes. 3. Dviejose grupése —
JAV ir ne JAV pagaminty automobiliy — apskai¢iuokite kintamojo Horsepower vi-
durki. 4. Kiekvienai Type grupei iSbrézkite Horsepower staciakampg diagrama su
vardu ir jas patalpinkite greta viena kitos.

3.43 UZDUOTIS. Duomeny sistemoje xy yra du stulpeliai — stulpelyje x yra pateikti
kontroliuojamo kintamojo lygiai, o stulpelyje y simboliu 1 Zymime “sékmg” ir
simboliu 0 — “nesékme”:

X:
0.006110 0.007027 0.007027 0.007027 0.008081 0.008081 0.008081
0.008081 0.008081 0.008081 0.008081 0.009293 0.009293 0.009293
0.009293 0.009293 0.009293 0.009293 0.009293 0.010686 0.010686
0.010686 0.010686 0.010686 0.010686 0.010686 0.010686 0.010686
0.010686 0.012289 0.012289 0.012289 0.012289 0.012289 0.012289
0.012289 0.012289 0.012289 0.012289 0.012289 0.012289 0.012289
0.014133 0.014133 0.014133 0.014133 0.016253 0.018691 0.021494
0.024718 0.028426 0.032690 0.037594 0.043233 0.049718 0.057175
0.065752 0.075614 0.086957 0.100000
yv:
oo010010110111010101011011010111
0111111111111 1111111111111111
> (xy <- data.frame(x,vy))

Xy
1 0.006110 O
2 0.007027 O
3 0.007027 1
4 0.007027 0

Parametro x reikSmés auga monotoniskai (kaip tuo galima isitikinti?), taciau kiekvie-
noje grup¢je pasikartojimy skaiciai skiriasi:
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> table (x)

b4
0.00611 0.007027 0.008081 0.009293 0.010686 0.012289 0.014133
1 3 7 8 10 13 4
0.016253 0.018691 0.021494 0.024718 0.028426 0.03269 0.037594
1 1 1 1 1 1 1
0.043233 0.049718 0.057175 0.065752 0.075614 0.086957 0.1
1 1 1 1 1 1 1

Norint jvertinti parametro x jtaka sékmés tikimybei, reikia apskaiciuoti y vidurki
(kodeél vidurki?) kiekvienai x reikSmei. Tai galima padaryti keliais biidais.

names (table (x)) [3]

] "0.008081"
y[x==as.numeric (names (table(x))) [3]]

] 0101101

mean (y[x==as.numeric (names (table(x))) [3]1])
1] 0.5714286

1

1
>
[
>
(1
>
[

Sia “rankomis” atlickama procediira galima pratesti arba patobulinti (jvedant, pvz.,
cikla), taciau viska galima atlikti viena eilute.

2.
> tapply(y, x ,mean)
0.00611 0.007027 0.008081 0.009293 0.010686 0.012289
0.0000000 0.3333333 0.5714286 0.6250000 0.6000000 0.9230769
0.014133 0.016253 0.018691 0.021494 0.024718 0.028426
1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000
0.03269 0.037594 0.043233 0.049718 0.057175 0.065752
1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000
0.075614 0.086957 0.1
1.0000000 1.0000000 1.0000000

3.

> aggregate (y, list(x), mean)
Group.1l b4

1 0.00611 0.0000000

2 0.007027 0.3333333

3 0.008081 0.5714286

4 0.009293 0.6250000

5 0.010686 0.6000000

6 0.012289 0.9230769

ISsiaiSkinkite pateiktas komandas. ISbrézkite grafika, rodanti seékmés tikimybés prik-
lausomybe nuo x.

3.44 UZDUOTIS. Duomeny rinkinj OLDa ALL OLDa OLDa OLDa NEW OLDa
OLDa ALL ALL OLDa NEW OLDa ALL OLDa NEW OLDa NEW OLDa

OLDa ALL ALL OLDa perkoduokite i1l 2 1 1 1 3 1 .. .Nuoroda.
Jums pagelbés scan, factor ir levels funkcijos. Kitas variantas — funkcija
match.
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3.45

3.46

+=

+ =

UZDUOTIS. Vektoriy (-stulpeli) x i§ 3-28 psl. apjunkite su vektoriumi (-
stulpeliu) gr <- rep(1:9000, each = 9). tapply aplinkoje pritai-
kykite funkcija Fi11With i§ 3-29 psl. ir atlikite ten nurodyta procediira. Pakar-
tokite ta pat] su cummin funkcija. GriZkite prie vektorinés struktiiros su un-
1ist funkcija.

UZDUOTIS. 3.34 uzduotyje buvo nagrinéjamos kelios matricos kélimo laipsniu
programos. Pateiksime dar dvi.

matPowerl <- function (X,n)

{

print (X)

if (n==1) return (X)

pot <- X

for (i in 2:n) X <- X%*%pot # ?27%*%”
X

}

X <- matrix((1:9)/16,3)
n <- 151

cat ("Laipsnis= ",n,"\n")
print (matPowerl (X, n))

Si programa (tiksliau, joje esantis ciklas) remiasi tuo, kad bet kokij (natiiralyji)
laipsni n galime uzraSyti kaip vienetuky suma, pvz., 7=1+1+1+1+1+1+1. Antra
vertus, démeny skaiCiy galime dar sumazinti: 7=2+2+2+1 (t.y, matrica X galime
pirmiau pakelti kvadratu, o po to sudauginti kvadratus). Zemiau pateikta pro-
grama skai¢iy n skaido dar iSradingiau (ji n visa laika dalina pusiau, taciau dar
atsizvelgia i galimas dalybos liekanas).

matPower <- function (X,n)
{
if(n !'= round(n))
{
n <- round(n) # n>=0
warning ("Laipsni 'n' apvaliname iki ", n)
}

phi <- diag(nrow = nrow(X)) # Vienetine matrica

cat ("phi=\n")
print (phi)

pot <- X # matricos X l-asis laipsnis

cat ("pot=\n")
print (pot)

while (n > 0)

{
if (n %% 2) # 27%%”
{phi <- phi %*% pot

)

# cat ("phi=phi%*%pot= \n")
# print (phi)

e

if

(
{

cat ("pot=\n")
prin
}

}
n<-n%/%2 # 27%/%"
pot <- pot %*% pot

(@)

n>

)

p
t (pot)

}
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# cat("Galutine reiksme: phi=\n")
return (phi)

3.47

Year
1967
1968
1969
1970
1971
1972
1973
1974

}

# X <- diag(2,1)

X <- matrix((1:9)/16,3)

n <-

151

cat ("Laipsnis= ",n,"\n")
print (matPower (X, n))

Issiaiskinkite Sig funkcija (gal biit, buty aiskiau, jei programa vykdytéte be ko-
mentaro Zenkly pirmame stulpelyje). Kaip skaicius 7 iSsiskaidyty Siuo atveju?
O skaicius 1517

UZDUOTIS. Duomeny sistemoje ship yra pateikti keliy mety duomenys:

Jan
42523
46020
48864
49714
49931
54963
63112
71248

Feb
46029
49516
53281
53919
55236
59775
69557
78072

Mar
47485
50905
54668
54750
57168
62049
72101
81391

Apr
46692
50226
53740
53190
56257
61767
71172
80823

May
46479
50678
53346
53791
56568
61772
71644
82391

Jun
48513
53124
56421
56790
60148
64867
75431
86527

Jul
42316
47252
49603
49703
51856
56032
66602
77487

Aug
45717
47522
52326
51976
54585
61044
70112
83347

Sep
48208
52612
56724
55427
58468
66672
74499
88949

Oct
47761
53800
57257
53458
58182
66557
76404
89892

Nov
47807
52019
54335
50711
57365
65831
75505
85144

Dec
47772
49705
52095
50874
55241
62869
70639
75406

Apskaiciuokite kiekvienu mety vidurkj ir dispersija. Nuoroda. Vienas i$ elegantiskes-
niy biidy yra toks:

datalist <- split (ship,

as.factor (year))

results <- lapply(datalist, ManoFunkcija)

Antra vertus, yra ir paprastesniy biidy (Zr. subset, by, apply).

3.48 UZDUOTIS. Nagrinékime funkcija f(X):J-0,0l-l,2tdt. ISspreskite  lygti
0

f(x)=4. Nuoroda. Sios lygties $aknj galima rasti ir be R, nes $ia funkcija lengva
suintegruoti. Antra vertus, sprendziant su R, jums pagelbés integrate ir
uniroot funkcijos.
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4. Vienmaciai duomenys: apraSomoji statistika ir
duomeny priesanalizé

Ne karta matéme, kad norint susidaryti {spiidi apie duomenis, juos bitina apraSyti trum-
pais, vaizdziais ir suprantamais terminais. Tuo uzsiima aprasomoji statistika, kuri Siam
reikalui naudoja grafines priemones (stulpelines diagramas, staciakampes diagramas,
kvantiliy grafikus, histogramas, tankio grafikus) arba nagrinéja skaitines im¢iy charakte-
ristikas (moda, kvantilius, mediana, empirinius momentus). Sekantis statistinés analizés
zingsnis buty iSvady apie imtj darymas (populiacijos parametry iverciai, jy pasikliovimo
intervalai, hipoteziy tikrinimas). Tuo uzsiima sprendziamoji statistika, taciau pries§ tai-
kant jos metodus biitina atlikti duomeny prieSanalize (exploratory data analysis, eda),
kuri turi atsakyti i kelis pagrindinius klausimus:

¢ Ar (skaitiniai) duomenys yra (beveik) normaltis?
¢ Gal duomenyse yra iSskirc¢iy ar klaidy?
¢ Jei duomenys buvo surinkti vienodais laiko intervalais, ar jie néra koreliuoti?

ApraSomoji statistika ir prieSanalizé yra glaudziai susij¢ procesai, tod¢l juos nagrinésime
kartu.

4.1. Vardiniai kintamieji

Grizkime prie duomeny rinkinio bwages.txt:

bwages <- read.table ("bwages.txt",header=T)
attach (bwages)

Priminsime, kad tiriamojo Zmogaus iSsilavinimas yra (skaiciais uzkoduotas) vardinis
(tiksliau, ranginis) kintamasis educ:

> educ

(rJj11111111111111111111111111111
(30 7211111111111 11111111111111111
[5¢ 1 1111111111111 111111111111111
(88 1 1 111 111111122222222222222222
[117] 2 2 2 2 2 2 22 222222222222222222222
[146] 2 2 2 2 2 2 2 2 2222 22222222222222222
[175] 2 2 2 2 2 2 222 22222222222222222222
[204] 2 2 2 2 2 2 22 22 2222222222222222222
[233] 2 2 22 222 2222222222222222222222
[262] 2 2 2 2 2 2 22222 222222222222222222
[201] 2 2 2 2 2 2 222 22222222222222222222
[320] 2 2 2 2 2 22 2222222222222222222222
[349] 2 2 2 2 2 2 2 2 22222 2223333333333333
[378] 33 333333333333333333333333333
[407] 3 33 333 3333333333333 3333333333
[436] 33 3 333 33333333333333333333333
[465] 33 3 333 33333333333333333333333
[494] 3 3 3 333 33333333333333333333333
[523] 33 333333333333333333333333333
[552] 333 3333333333333 3333333333333



[581] 3 3333333333333 333333333333333

[610] 3 3 3333333333333 33333333333333

[639] 33 333333333333333333333333333

[668] 3 3 333 333333333333333333333333

[697] 33 333333333333333333333333333

[726] 3 3 33 3333333333333 333333333333

[755] 3333333333333 3333333333333333

(784] 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 44 4 44 4 44 4 44 4 44

[1422] 5555555555555 55555555555555255
[1451] 555555555555 5555555555

Nors jraSy sistema pakankamai aiski (pirmiausiai jrasyti Zemiausio iSsilavinimo asme-
nys, paskui — aukstesnio iSsilavinimo ir t.t.), taciau atsakyti i paprasciausia klausima —
kiek asmeny yra kiekvienoje grupéje — be komputerio biity nelengva. Pasinaudokime
funkcija table’ :

> table (educ)

educ
1 2 3 4 5
99 265 420 356 332

Gautajq lentelg pavaizduosime grafiskai:

barplot (educ) # Blogai

par (mfrow=c(1,2)) # Bus du polangiai
barplot (table (educ)) # Dabar gerai
barplot (100*table (educ) /length (educ)) # Tas pat procentais
box () # DeSiniji grafika patalpins i “dézute”

4.1 pav. Dvi kintamojo educ stulpelinés diagramos

Palyginkime vyry ir motery iSsilavinima:

barplot (table (educ[male==1])) # 1) Koks operacijos male==1 rezultatas?
title (main="Vyrai") # 2) O koks educ[male==1]"?
barplot (table (educ[male==0]))

title (main="Moterys")

'f unkcijos table argumentas turi biiti arba faktorius arba objektai, kurie gali biiti paversti faktoriais.



Vyrai Moterys
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4.2 pav. Vyry (kairéjé) ir motery (desingje) iSsilavinomo educ stulpelinés diagramos

Atrodo, kad motery iSsilavinimas aukstesnis, taciau “tiksly” (skaitini) atsakyma pateik-
sime tik sprendziamosios statistikos skyriuje. Antra vertus, dalinj atsakyma galime gauti,
palyging abiejy im¢iy medianas:

> median (educ[male==1])
[1] 3
> median (educ[male==0])
[1] 4

4.1 UZDUOTIS. Labiausiai tikétina diskretaus a.d. arba faktoriaus reik§mé vadinama
jo moda. Zemiau yra pateiktos kelios R eilutés, kurios pateikia modos varda.

> set.seed(3)

> rp <- rpois(20,2)

> barplot (table(rp))

> names (ta <- table(rp)) [ta==max(ta)] # Dvi operacijos vienu metu:
(1] "3" # ta <- table(rp) ir names (ta)

Raskite vyry ir motery i$silavinimo modas.

4.2 UZDUOTIS. Vadinamuyjy Benfordo tikimybiy grafika galima i§brézti taip:

X <- 1:9

p <- loglO(1l + 1/x)

barplot (p, xlab = "Digit d", ylab = "Probability", ylim = c(0, 0.35),
axes = FALSE, names.arg=c(l:9),main = "Benford's Law Probability")
axis (2, seq(0, 0.35, by = 0.05), las = 1)

box ()

Benford's Law Probability

0.35

0.25 —
E 0.20 —
0.15 —
0.10 —
o0 [N
[ ]
0.00 — T T T T T
g 5 [S3 7 8 o

a1 2 3

Digit d

4.3 pav. Benfordo tikimybiy grafikas
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a) Ar skaiciai p nusako tikimybes?
b) Pasiskaitykite apie Benfordo tikimybes internete, pvz., http://mathworld.wolfram.
com/BenfordsLaw.html. Papasakokite, ka suzinojote.

Vietoje stulpeliniy diagramy (barplot) kartais tikslinga brézti taskines diagramas (su
dotchart). Stai psichology surinkti duomenys apie tai, kaip jvairiy profesijuy zmonés

vertina savo gyvenima:

prof <- c('Accountant', 'Administrative assistant', 'Garment worker',
'Cook', 'Dentist', 'General practictioner', 'Graduate student',

'High level manager', 'Low level manager', 'Mechanical engineer',
'Mechanic', 'Minister/priest/rabbi', 'Nurse', 'Professor',

'Sales clerk', 'Server', 'Taxi driver')

mol <- c(34, 29, 27, 36, 20, 40, 35, 32, 30, 31, 30, 32, 37, 37, 27,
28, 36) # mol = Meaning Of Life = Gyvenimo prasmée

Funkcijos dotchart ir barplot kintamuosius brézia ta tvarka, kuria jie pateikiami,
tod¢l pirmasis grafikas (zr. 4.4 pav., kair¢je) néra labai informatyvus — kintamojo mo1l
reikSmes tikslingiau i§déstyti did€jimo tvarka (zr. 4.4 pav., deSinéje).

par (mfrow=c(1l,2))

# BréZiame kairiji grafika:

dotchart (mol, labels=prof,main='Dot chart',xlab="'Meaning of life score')
# Bréziame de$iniji grafika:

names (mol) <- prof

dotchart (sort (mol) ,main="Dot chart",xlab="Meaning of life score")

Dot chart Dot chart
Taxi driver @ General practictioner 9
Server ° Professor °
Sales clerk ° Nurse °
Professor ° Taxi driver °
Nurse e Cook °
Minister/priest/rabbi ° Graduate student °
Mechanic o Accountant °
Mechanical engineer o Minister/priest/rabbi o
Low level manager ° High level manager °
High level manager e Mechanical engineer .
Graduate student ° Mechanic °
General practictioner 9 Low level manager a
Dentist P Administrative assistant °
Cook ° Server °
Garment worker ° Sales clerk °
Administrative assistant ° Garment worker o
Accountant ° Dentist P

LI B B T T T T

20 30 40 20 30 40

Meaning of life score Meaning of life score

4.4 pav. Gyvenomo kokybés iverciai

Taigi maziausiai gyvenimu patenkinti yra (daug uzdirbantys!) dantistai, o (beveik) la-
biausiai — universitety déstytojai.

4.2. Skaitiniai kintamieji
4.2.1. Histogramos

Skaitiniy kintamyjy atveju vietoje funkcijos barplot naudosime funkcija hist. IStir-
kime kintamojo wage elgesi.

hist (wage)
hist (log(wage))
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Histogram of wage Histogram of log(wage)
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4.5 pav. Kintamojo wage (kairéje) ir jo logaritmo (desingje) histogramos

Dauguma klasikiniy statistikos kriterijy reikalauja, kad tiriamasis skaitinis kintamasis
biity normalus (arba “beveik normalus”). Matome, kad wage logaritmo tankis yra labiau
simetri$kas, taigi kintamasis 1og (wage) yra “labiau normalus” (ar jis dabar i§ tikro
normalus — kitas klausimas (¢ia gali pagelbéti funkcija ggnorm, Zr. Zemiau)). Apskritai,
jei kintamasis Yy yra teigiamas, o skirstinys néra simetriSkas, tai daznai Box — Cox’o
transformacija “pagerina normaluma”. Sis metodas siiilo vietoje y nagrinéti nauja kinta-

maji t,(y):

y -1

~——, jei A#0,
tﬂ(y): A J

logy , jei 1=0.

Parametra A sitiloma rinktis i intervalo (-2,2) (jo parinkima regresiniuose uzdaviniuose
galima automatizuoti, zr. [Fa, 89 p.]).

Stai dar vienas transformacijos pavyzdys (§i karta 4 =0,7 - kitais ZodZiais, vietoje ex—
per reikia nagrinéti 1:0,7=1,4 eilés Sakni i$ jo):

Histogram of exper Histogram of (exper™0.7 - 1)/C

2 -l

[ T T T T 1 [ T T T 1
O 10 30 50 o 5 10 15 20

5 100

|
0 = 1®
|

exper (exper™0.7 - 1)/0.7

4.6 pav. Kintamojo exper (kairéje) ir jo Box-Cox’o transformacijos (desinéje) histogramos
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Prisiminkime domeny rinkini Davis:

> library(car)
data (Davis)

\

> Davis[1l:4,]
sex weight height repwt repht
1 M 77 182 77 180
2 F 58 161 51 159
3 F 53 161 54 158
4 M 68 177 70 175
> attach(Davis) # I Davis komponentes dabar galima kreiptis vardais

ParaSysime funkcija, kuri i8brés dvi — motery ir vyry Gigio - histogramas

dvi.hist <- function () {
opar<-par (mfrow=c(1l,2))

on.exit (par (opar))

tapply (height, sex,hist) # BrésSime dvi histogramas - moteruy ir vyru

invisible() } # Kas pasikeistuy, jei 4-osios funkcijos
dvi.hist () # eilutés nebuatuy?
Histogram of X[[1]] Histogram of X[[2]]
_ B - _
B — Qo
8 R
9
Q -
Q — r n |
o - o -
I T T T T T T 1 I T T T 1
40 80 120 160 160 180 200
X[[1]1] X[[211

4.7 pav. Motery (kairéje) ir vyry (desinéje) Gigio histogramos

Ugis paprastai yra “pavyzdingai” normalus, todél motery histograma kelia nusistebéjima
— ten arba yra iraSymo klaida arba tyrimuose dalyvavo patalogiskai mazo figio moteris.

> sort (height) [1:8]
[1] 57 148 150 152 153 154 155 156 # Yra viena iSskirtis

> which.min (height) # Kurioje eiluteéje?

(1] 12 # 12-ojoje Davis eilutéje

> Davis[(12-4):(12+4),] # Pasidairykime Sios eilutés
sex weight height repwt repht # aplinkoje

8 M 69 186 73 180

9 M 71 178 71 175

10 M 65 171 64 170

11 M 70 175 75 174

12 F 166 57 56 163 # Priezastis aisSki: tgis ir

13 F 51 161 52 158 # svoris sukeisti vietomis

14 F 64 168 64 165

15 F 52 163 57 160

16 F 65 166 66 165

> davis <- Davis # Sukuriame Davis kopija

> davis[12,2] <- 57 # Joje iStaisome klaidas

> davis[12,3] <- 166



> davis[(12-4):(12+4),]
sex weight height repwt repht

8 M 69 186 73 180
9 M 71 178 71 175
10 M 65 171 64 170
11 M 70 175 75 174
12 F 57 166 56 163 # Dabar gerai
13 F 51 161 52 158
14 F 64 168 64 165
15 F 52 163 57 160
16 F 65 166 66 165

> attach (davis)

> sex=="F"
[1] FALSE TRUE TRUE FALSE TRUE
[6] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
[11] FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE

Prijunkime davis

Tai loginis vektorius: jei
irasytas vyras - bus FALSE,
jei moteris - TRUE

ERETE

hF <- height[sex=="F"] # Motery Ggio vektorius

hist (hF,probability=T) # Motery tGgio histograma

lines (density (hF)) # “Suglodinta” histograma?®

xx <- seqg(min (hF),max (hF),length=100)

lines (xx,dnorm(xx,mean (hF),sd (hF)),1lty=2) # BréZiame atitinkamg
# normalaji tankis

Histogram of hF

0.06

Density
0.04

0.02

= —
\ T T T T T T

145 150 155 160 165 170 175 180

0.00

hF

4.8 pav. density (hF) (iStisiné linija) mazai skiriasi nuo
atitinkamo normaliojo tankio (briik$niuota linija)

Histogramos ir empirinio tankio grafikai leidzia susidaryti teisinga skirstinio formos va-
izda. Zemiau aptariami kvantiliy grafikai taip pat tam tinka, taciau jie dar vaizdziai pa-
teikia ir i$skirtis.

4.2.2. Kvantiliy grafikai

Lyginant tiriama skirstini su normaliuoju, daznai tikslinga remtis vadinamuoju kvantiliy
grafiku. Teoriniame $io grafiko variante x asyje atidedami standartinio normaliojo skirs-
tinio kvantiliai, o y aSyje — tirlamojo skirstinio kvantiliai. Jei tiriamasis skirstinys yra
beveik normalus, tai gauti taskai bus praktiskai ant tiesés:

2 Apie empirinio tankio funkcija density galima daugiau pasiskaityti su ?density arba [V&R, 5.6
skyrelyje].



xx <- seq(0,1,1length=100)
plot (gnorm (xx) ,gnorm(xx,10,5)) # Standartini normaluji a.d. N(0,1)
# lyginame su N(10,5)

87 oOo
)
A
8
£ o
g v
o
o — o

gnorm(xx)
4.9 pav. Normaliojo skirstinio teoriniy kvantiliy grafikas

Sio grafiko empirinj varianta bréziame taip: jei tiriamy duomeny yra n, tai x aSyje atide-
dame standartinio normaliojo skirstinio 1/n, 2/n,..., n/n kvantilius, o y aSyje — tiriamojo
dydzio variacinés eilutés pirmaja, antraja,..., n-ja reikSmes (t.y., jo empirinius kvanti-
lius). Jei tiriamasis dydis beveik normalus, tai gauti taskai bus beveik ant tiesés. hF
duomenims kvantiliy grafika galime iSbrézti taip:

> ggnorm (hF)
> ggline (hF) # Bréziame tiese per 1-ji ir 3-ji kvartilius

Normal Q-Q Plot

Sample Quartiles

Theoretical Quantiles

4.10 pav.Matome, kad taskai yra beveik ant tiesés, todél hF skirstinys beveik normalus.

Kaip atrodo nenormaliujy dydziy kvantiliy grafikai? Stai funkcija forma. t, kuri lygina
normalyji skirstini su Stjudento skirstiniu:

forma.t <- function (df) {

# Funkcija forma.t

# df=degrees of freedom=laisvés laipsniy skaicius=1l.1.
opar <- par (mfrow=c(1l,2))

on.exit (par (opar))

x <- seq(0,1,1length=1000)

xx <- gnorm (x)

plot (xx,dnorm (xx), type="1",main=paste ("t,df=",df))
lines (xx,dt (xx,df),col=2)

# dt(..,df) skaic¢iuoja Stjudento skirstinio su df 1.1. tanki
plot (gnorm(x), gt (x,df) ,main=paste ("t,df=",df))



Y <- gt (c(0.25, 0.75),df) # BrésSime tiese per 1-ji ir 3-ji kvartilius
X <- gnorm(c(0.25, 0.75))

slope <- diff(Y)/diff (X) # slope=krypties koeficients
int <- Y[1] - slope * X[1] # int=intercept=laisvasis narys
abline (int, slope) # Bréziame tiese
}
t,df=3 t,df=3
3 - Q- .
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(2}
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XX gnorm(x)

4.11 pav. Stjudento a.d. su 3 L1.: tankiy grafikas (kairéje)
ir kvantiliy grafikas (deSinéje)

Stjudento tankio (raudona spalva) “uodegos” yra “sunkesnés™ uZ normaliasias (t.y.,
pvz., P(T, >2)>P(N(0,1) > 2); panasSiai yra ir kair¢je). Kvantiliy grafike tai atitinka ta
fakta, kad taskai deSinéje yra auksciau kvantiliy tiesés, o kairéje — Zemiau.

Pateiksime empirini Sio reiSkinio analoga:

par (mfrow=c (1, 3))

t3 <- rt (500, 3) # Generuojame 500 a.skaic¢iuy (Stjudento su 3 1.1.)
ggnorm (t3[1:2017) # Pirmieji 20
ggline (£3[1:207)
ggnorm (t3[1:1007) # Pirmieji 100
ggqline (£3[1:10017)
ggnorm (t3[1:5007]) # Visi 500
qllne(t3[l 5001)
m(t3) # Baige darba, pasSalinkime sukurta objekta t3
Normal Q-Q Plot Normal OQ-Q Plot Normal Q-Q Plot
O _/ N = 7 Q
° 0
9 N g / ﬂ
g g m | g Lp | )
g @ | ol-
9 9 wd°

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

4.12 pav. Stjudento skirstinio kvantiliy grafikai:
imties dydis lygus 20 (kair¢je), 100 (viduryje) ir 500 (desinéje)

3 Sakome, kad a.d. X turi “sunkias” “uodegas”, jei jo tankis begalybéje gesta 1éCiau nei normalusis.



Stebime tipiska reiskini: imties dydziui augant, darosi vis aiskiau, kad stebimasis dydis
néra normalusis (uodegos sunkesnés nei priklauso).

Funkcijos forma . t modifikacija chi kvadrato skirstiniui galéty atrodyti taip:

forma.chi <- function (df) {
# Funkcija forma.chi
# df=degrees of freedom=laisves laipsniu skaicius=1l.1.
opar <- par (mfrow=c(l,2))
on.exit (par (opar))
x <- seq(0,1,length=100)
xx <- gnorm(x,df,sqrt(2*df)) # Normaliojo a.d. parametrai sutampa
# su chi kvadrato vidurkiu ir standartu
plot (xx,dchisqg(xx,df),type="1",main=paste ("chisq,df=",df),col=2)
# dchisg(...,df) skaic¢iuoja chi kvadrato su df 1l.laipsniais tanki
lines (xx,dnorm(xx,df, sqrt (2*df)))
plot (gnorm(x),gchisqg(x,df),main=paste ("chisq,df=",df))
Y <- gchisqg(c(0.25, 0.75),df) # BrésSime tiese per 1-ji ir 3-3ji
# kvartilius
X <- gnorm(c(0.25, 0.75))
slope <- diff(Y)/diff (X) # slope=krypties koeficients
int <= Y[1] - slope * X[1] # int=intercept=laisvasis narys
abline (int, slope) # Bréziame tiese y=slope*x+int

}

chisq,df=3 chisq.,df=3
=
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XX gnorm(x)

4.13 pav. df=3: desiné uodega sunkesng, o kairé - lengvesné

chisq,df=30 chisq,df=30
) e
> ~ S _
2 & O s .
é S TTTTTT1 S T T 11
15 30 45 -2 0 2
XX gnorm(x)

4.14 pav. Kai df=30, skirtumas tarp normaliojo skirstinio ir chi kvadrato néra didelis



chisq,df=300 chisq,df= 300

dchisg(xx, df)
0.000
>
qchisq(x, df)
2
LLLL

240 300 360 -2 0 2
XX gnorm(x)

4.15 pav. “Irodéme” centring ribing teorema: kai df didelis, chi kvadrato a.d.
(kuris pats yra a.d. suma) praktiskai sutampa su normaliuoju a.d.

Panaudosime sukauptas Zinias ir patikrinsime vyry atlyginimo normaluma.

attach (bwages) # Galésime naudotis stulpeliy vardais
par (mfrow=c(1l,2))

wl <- wage[male==1]

qqnorm(wl)

ggline (w

qqnorm(log wl))

ggline (log(wl))

detach (bwages) # Kai duomeny nebereikia - atjunkime
Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot
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Sanple Quartiles
500 1500
Sanple Quartiles

6.5

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

4.16 pav. Kintamyjy wl ir log (wl) kvantiliy grafikai

Vyry atlyginimo deSinioji uodega yra sunkesné uz normaligja (t.y., nemazai vyry gauna
labai didel; atlyginima). Antra vertus, log (wl) yra praktiskai normalus a.d. (nors de-
$in¢ uodega vis dar per sunki; antra vertus, nereguliarus ekstremaliy reikSmiy elgesys
yra tipiskas reiskinys).

Kvantiliy grafikai ir Zemiau aptariamos staciakampés diagramos labai efektyviai iSrys-
kina i8skirtis. I$ tikryju:

library(car)

data (Davis)

attach (Davis)

par (mfrow=c(1,2))

ggnorm (height [sex=="F"])
ggline (height [sex=="F"])
ggnorm (weight [sex=="F"])



qggline (weight [sex=="F"])

detach (Davis) # Pastarosios trys

detach ("package:car") # eilutés pateikia tvarkingos
par (mfrow=c(1l,1)) # darbo pabaigos pavyzdi

Normal Q-Q Plot

Normal Q-Q Plot
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Sample Quantiles
Sample Quantiles

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

4.17 pav. Motery tgio (kairéje) ir svorio (desingje) kvantiliy grafikai;
abiejuose grafikuose aiskiai matome po vieng iSskirti

4.2.3. Statiakampés diagramos

Staciakampés diagramos yra naudingos tiriant skirstinio simetriSkuma ir ieSkant iSskir-
¢iy. Juy brézimas remiasi kintamojo kvartiliais (Zr. 0 sk.). Panagrin¢kime wage ir
log (wage) atvejus. Stai trys praktiskai ekvivalenéios funkcijos, skai¢iuojanéios kvar-
tilius (t.y., kvantilius, atitinkancius 1/4, 2/4, 3/4; atkreipkite démesi i skirtumus):

> attach (bwages)
> quantile (wage)
0% 25% 50% 75% 100%
88.38383 327.27270 408.50815 514.55345 1919.19200
> fivenum(wage)

[1] 88.38383 327.27270 408.50815 514.75280 1919.19200
> summary (wage) # daugiausia informacijos
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

88.38 327.30 408.50 445.80 514.60 1919.00

ISbrésime sta¢iakampes diagramas:

> par (mfrow=c(2,1))
> boxplot (wage,horizontal=T, col=3)
> boxplot (log(wage) ,horizontal=T, col=3)

Pazymésime, kad wage diagrama (Zr. zemiau) yra labai nesimetriSka (yra daug reikSmiy
desiniau 3-iojo kvartilio arba, kitais zodziais, yra daug Zmoniy, turin¢iy dideles paja-
mas). Antra vertus, nemazai dideliy nuokrypiy nuo medianos matome ir 1og (wage)
atveju, tac¢iau nereikty uzmirsti, kad netgi normaliuoju atveju mazdaug vienas stebéjimas
1§ 100 (arba 14 i$ 1472) gali biti uz zandeny.
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4.18 pav. Kintamyjy wage (virSuje) ir Log (wage) (apacioje) staciakampés diagramos;
wage diagrama yra labai nesimetriska ir turi daug dideliy reikSmiy

R turi funkcija identify, kuri leidzia identifikuoti taskus sklaidos diagramose (Zr.
zemiau, 6-7 psl.). Si funkcija leidzia identifikuoti iSskirtis ir staciakampése diagramose,
taciau $iuo atveju identi fy argumentus reikia nurodyti specialiu biidu:

library(car)
data (Prestige)
?Prestige
attach (Prestige)
boxplot (income)

identify(rep(l, length (income) ), income, labels=rownames (Prestige))

[1] 2 17 24 25 26

Matome, kad penkiu kategoriju
zmoniy uzdarbis yra “nenorma-
liai” didelis. Norédami nustatyti
ju specialybes, naudosime funkci-
ja identify. Kai §i komanda
bus ivykdyta, pereikime i grafikos
langa, pasirodziusi kryZeli nuva-
rykime kairiau, deSiniau ar vir§
norimos iSskirties ir spragteléki-
me kairiuoju klavisu. Norédami
darba baigti, spragtelekite deSi-
niuoju klavisu.

1
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4.19 pav. Uzdarbio sta¢iakampé¢ diagrama ir identifikuotos

i8skirtys

4.3 UZDUOTIS. Kartais X ayje yra per mazai vietos vardamas jrasyti. Tokiu atveju
reikty pasinaudoti funkcijos par teikiamomis galimybémis (pvz., vardus raSyti vertika-

liai).

par (mfrow=c(1,2))

d <- as.data.frame (matrix (runif (60),5))

names (d) <- month.name

boxplot (d) # Vardams mazai vietos

boxplot (d, xaxt="n")

# Kai xaxt='n’, x adis nebus idbrézta

ypos <- par()Susr[3]-(par()Susrl4]-par()Susr[3])/50



# > ypos

#[1] -0.0446786

text (1l:ncol (d), ypos,names (d),srt=270,adj=0, xpd=T)

# srt pasuka teksta 270°, adj=0 teksta idlygina pagal kaire puse,
# xpd leidZia spausdinti uZ grafiko ribuy,
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4.20 pav. Staciakampés diagramos su vardais

Qo
Qo

O dabar pati uzduotis: pakeiskite antraji grafikq taip, kad y aSies skaiciai ir ménesiy var-

dai po X aSimi “zitiréty” i ta pacia puseg.

4.4 UZDUOTIS. Duomeny rinkinyje emissions kintamasis CO2 turi i$skiréiy (kaip
jas galima pamatyti?) Nustatykite jas su identify , pasalinkite Siuos jrasus, o pas-
kui i$ naujo iSbrézkite reikalingus grafikus.

4.5 UZDUOTIS. Duomeny pakete Simple yra duomeny rinkiniai south, crime ir
aid (esant reikalui, juos importuokite su source, Zr. 4.16 uzduoty). Kuri i§ iy im-
¢iy yra simetriSka? turi sunkias uodegas? iSskirtis?

4.6 UZDUOTIS. Susiraskite kelis ekonoming prasme turinéius grafikus laikrastyje ar
internete ir perbraizykite juos su R.

4.7 UZDUOTIS. Norédami generuoti diskregiuosius tolygiai pasiskirs¢iusius atsitikti-
nius skaiCius 0, 1, ..., 9, galime elgtis taip:

x<-floor (runif (1000)*10)
par (mfrow=c (1, 3))

hist (x)

barplot (x)

barplot (table (x))

Pakartokite S§ia procediira kelis kartus. Kuri 1§ Siy procediiry “ijrodo” gauty skaiciy

skirstinio tolyguma? Kodél hist (x) brézia “neteisinga” histograma? Atspausdinkite
kiekvieno skaitmens pasirodymo santykini dazni.
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4.2.4. Skaitinés charakteristikos

Iki Siol nagrin¢jome grafines imties charakteristikas. Labai lakoniSkos yra skaitinés cha-
rakteristikos. Jau zinome, kad skaitinés imties “centring” reikSme nusakome mediana
arba vidurkiu X. Deja, net viena didelé iSskirtis gali smarkiai iSkreipti vidurkj, kitais
zodziais, tokios imties vidurkis smarkiai nukryps nuo populiacijos vidurkio. Ivercio at-
sparuma i$skirtims galima padidinti “nupjaunant” didziausias ir maZziausias reikSmes:

> mean (wage)

[1] 445.7807

> mean (wage, trim=0.1) # Atmetéme 10% didziausiy ir 10% maZiausiu
[1] 423.1198 # reiksSmiuy

> mean (wage, trim=0.2) # Atmetéme 20%

[1] 414.6184

> mean (wage, trim=0.5)

[1] 408.5082

> median (wage) # Atmetéme 50% - tas pat kas mediana

[1] 408.5082

Simetrinio skirstinio atveju vidurkis ir mediana skiriasi nedaug:

> mean (log(wage), trim=0.1)

[1] 6.021636
> median (log(wage))
[1] 6.012511

Stai dar vienas, truputj pakeistas pavyzdys i§ ?1legend: asimetrinio skirstinio atveju
vidurkis ir mediana nesutampa. Paskutinéje eilutéje esanti funkcija locator leidzia
pasirinkti legendos rémelio virSutinj kairjji taSka — spragtelékite ten su kairiuoju pelés
klavisu.

x <- rexp (100, rate = .5) # Skewed=asimetrinis
hist (x,main ="Mean and Median of a Skewed Distribution")
abline (v=mean (x),col=2,1lty=2, lwd=2) # “Ww” reiskia “wvertical”
abline (v=median (x),col=3,1lty=3, lwd=2)
ex12 <- expression (bar (x)==sum(over(x[i],n),i==1,n),

hat (x) ==median(x[1],1i==1,n)) # Formuliy grafikuose

# rasymo pavyzdys’
#legend (4.1, 30, ex12, col = 2:3, 1lty=2:3, lwd=2) # Reikia pasirinkti
legend (locator(l),ex12, col = 2:3, 1lty=2:3, lwd=2)# vieng is Siuy
# dvieju eiluciy

4Darvmnaspqudw£plot(1:10, xlab=expression (m"2), ylab=expression (mu*qg))
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4.21 pav. Asimetrisko skirstinio atveju vidurkis ir mediana nesutampa

Aisku, kad vienu, centra charakterizuojanc¢iu skai¢iumi, reiSkiniy aprasyti nejmanoma.
Nesunku jsivaizduoti imtj, kurios visos reikSmeés koncentruojasi ties vidurkiu ir kita imtj,
kurios kai kurios reikimés yra smarkiai nutolusios nuo vidurkio. Siy dviejy iméiy vidur-
kiai gali sutapti, taciau jie skirsis savo reikSmiy iSsibarstymo didumu. Pastaraji galima
charakterizuoti keliais biidais, dazniausiai tam naudojama dispersija.

> var (hF) # “Teisingo” motery tGgio dispersija
[1] 32.02574

Ugis matuojamas ¢m, o jo dispersija - cm”, todél tikslingiau reik§miy iSsibarstyma ma-
tuoti Saknimi i§ dispersijos, kitaip sakant, imties standartu:

sgrt (var (hF))

] 5.659129

sd (hF) # “Teisingo” motery tGgio standartas
]

>
(1
>

[ 5.659129

1

Prisiminkime, kad duomeny rinkinyje Davis motery tigis buvo pateiktas klaidingai:

> library(car)

> data (Davis)

> attach (Davis)

> sd (height[sex=="F"])

[1] 11.64393 # 11.64#5.66!

Matéme, kad mediana yra atsparesn¢ klaidoms nei vidurkis. Ja pagristas reikSmiy iSsi-
barstymo matas yra vadinamas MAD (median average deviation) ir apibréZiamas formu-
le
mediana | x, —mediana(x) |-1,4826

Kitais zodziais, pirmiausia reikia apskai¢iuoti duomeny rinkinio X mediana, i$ kiekvie-
nos rinkinio reik§mes atimti mediana, apskaiciuoti naujojo rinkinio moduliy mediang ir
dar padauginti i§ 1,4826 (dauginame tam, kad normaliojo skirstinio atveju MAD sutapty
su standartu).

> mad (height [sex=="F"])
[1] 5.9304 # 5,93 zZymiai arciau skaic¢iaus 5,66 negu 11.64



Dar viena iSsibarstymo charakteristika yra pagrista skirtumu tarp 3-jo ir 1-jo kvartiliy:

> IQR (hF)
[1] 7.25

> IQR (height [sex=="F"])

(1] 8

Matome, kad Sie du skaiciai tarpusavy nelabai skiriasi, taciau, norint kad Gauso skirsti-

nio atveju jie bty artimi standartui, reikia jvesti korekcini daugikli 1/
(gnorm (0.75) -gnorm (0.25)) (=0,7413):

> IQR(hF)*0.7413

[1] 5.374425

> IQR (height[sex=="F"])*0.7413
[1] 5.9304

Imties normalumui tikrinti galima taip pat naudoti jo treciaji ir ketvirtaji momentus, tiks-
liau kalbant, imties asimetrijos koeficienta

ir imties ekscesa

Skirstiniy su simetrisku (vidurkio atzvilgiu) tankiu asimetrijos koeficientas lygus 0, o
normaliojo désnio ekscesas lygus 3. Taigi nuokrypiai nuo $iy reikSmiy signalizuoja apie
galima imties nenormaluma. R neturi funkcijuy ask ir eks, todél parasykime jas patys.

ask <- function(x) {sum((x-mean (x))"3)/ (length (x)* (sd(x))"3)}
eks <- function(x) {sum((x-mean (x))"4)/ (length (x)* (sd(x))"4)}
> attach (bwages)

> ask (wage)

[1] 1.951409
> eks (wage) # Abu skaic¢iai signalizuoja apie dideli
[1] 10.30401 # kintamojo wage nenormalumg

> ask (lnwage)
[1] 0.2245817
> eks (lnwage)
[1] 3.95701 # log(wage) gana panasus i normaluyji

Galimas daiktas, kad motery ir vyry atlyginimy strukttra skiriasi, todél juos tikslinga
panagrinéti atskirai

> ask(lnwage[male==1])

[1] 0.3963979 # Vyru log(wage) asimetriskumas didelis

> eks(lnwage[male==1])

[1] 3.512542 # PanasSu 1 normalumg

> ask(lnwage[male==0])

[1] -0.0854381 # Motery asimetriskumas maZesnis nei vyru
> eks (lnwage[male==0])

[1] 4.443928 # Nelabai panasu i normalumg
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> par (mfrow=c(1,2)) # Dar isSbrézkime histogramas - Jjos
> hist (lnwage[male==1]) # gana simetriskos
> hist (lnwage[male==0])

Histogram of Inwage[male == 1] Histogram of Inwage[male == 0]

60 120

Frequency
0 100 200
Frequency

0]

[ I I I I | [ I I I I I |
5.0 6.0 7.0 4.5 5.5 6.5 7.5

Inwage[male == 1] Inwage[male == 0]
4.22 pav. Vyry (kairéje) ir motery (desinéje) atlyginimy logaritmy 1nwage histogramos

Norédami nustatyti, ar vyry asimetrijos koeficientas 0,396 reiskia didel; nuokrypi nuo
simetriSkumo, sumodeliuokime 1000 normaliyjy im¢iy po length (lnwage [male
==11) (=893) narius.

aa <- numeric (1000)

for(i in 1:1000)aa[i] <- ask(rnorm(893))
ee <- numeric(1000)

for(i in 1:1000)ee[i] <- eks(rnorm(893))
par (mfrow=c(1l,2))

hist (aa)
hist (ee)
Histogram of aa Histogram of ee
o o
(&) (&)
[ [
(] (]
=) (e} > o
o o o o
8 — 8 —
LL LL
e e e e T T T T 1
-0.3 -0.1 0.1 0.2 2.6 3.0 3.4
aa ee

4.23 pav. Asimetrijos (kairéje) ir eksceso (desinéje) modeliuoty reikSmiy histogramos

Jei 1nwage turéty normalyji skirstinj, tai asimetrijos koeficiento reik§mé 0,396 biity
neitikétinai didelé (kaip beje ir eksceso reikSmé 3,51). Véliau griSime prie kiekybiniy
normalumo nustatymo metody (tai atlieka suderinamumo kriterijai, zr. 10 sk.), o kol kas
darome i$vada, kad, nezitirint iSorinio 1 nwage histogramos panaSumo i normalyji tanki,
vyry atlyginimy logaritmas grei¢iausiai néra normalusis a.d.

4.1 pvz. Zemiau esancioje lenteléje pateikti avarijy per metus visose 56 JAV atominése
elektrinése skaiciai:
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Pavadinkime $§i faila nuclear.txt ir patalpinkime ji i R darbing direktorija. Jis turi matrici-
ne¢ struktira, todél skaitydami ji su read. table, gautume duomeny sistema (paban-
dykite). Kadangi mes norime gauti vektoriy, taikysime scan funkcija:

nuc<-scan ("nuclear.txt")
Stai keli grafiniai Sios skaitinés informacijos pateikimo variantai.

par (mfrow=c(2,2))

hist (nuc)

hist (nuc,breaks=seq(-0.5,13.5))
plot (table (nuc))

barplot (table (nuc))

Histogram of nuc Histogram of nuc
o
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nuc nuc

table(nuc)
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4.24 pav. Keturi avarijy skai¢iaus “histogramos” variantai



Virsuje kairéje esanti histograma néra labai “teisinga” skirstinio formos charakteristika,
kadangi | pirmaji stulpelj ji sumeta net tris’ reik§mes: 0, 1 ir 2. I tikrujy,

> hist (nuc) $Sbreaks
[1] -0.0000014 2.0000014 4.0000014 6.0000014
[5] 8.0000014 10.0000014 12.0000014 14.0000014

Avariju skaiCiaus skirstinio forma “teisingai” pateikia virSuje deSinéje esanti histograma,
taciau jos sintaks¢ gana komplikuota. Panasy paveiksla gauname ir su barplot ko-
manda (Zr. grafika apacioje deSingje), taciau i$ jo sunku suprasti, kad 11 avarijy nebuvo
nei vienoje elektringje (barplot yra pirmiausiai skirta vardiniams kintamiesiams —
tokiu atveju 10, 11 ir 12 yra tiesiog vardai). Ko gero paprasCiausiai reikalinga grafika
gauname su plot (table (nuc)) komanda (grafikas apacioje kairéje).

Kadangi avariju skaiciaus skirstinys turi sunkia deSiniaja uodega, vidurkis bus didesnis
uz mediana.

> mean (nuc)
[1] 4.035714
> median (nuc)
(11 3

Kuris 1§ $iy skaiCiy yra “teisingesné” centro charakteristika? Kadangi tai priklauso nuo
poziiirio, geriausiai pateikti juos abu (matome, kad jie pastebimai skiriasi, taigi skirsti-
nys asimetriskas). Visuomenés nuomone kiekviena avarija pavojinga, tod¢l didelis vi-
durkis yra blogai (nes mean (nuc) *56 reiSkia bendra avarijy skai¢iy). Antra vertus,
vyriausybé Zino, kad 12 ir 13 avarijy® buvo dviejose naujose elektrinése, tiek avarijy jo-
se kitais metais nebus ir todél geriau i jas nekreipti didelio démesio (mediana (beje, ir
“nupjautas” (=trimmed) vidurkis) kaip tik ir nekreipia!). Pazymésime, kad JAV vyriau-
sybin¢ statistika pateikia kasmetiniy gyventoju pajamy mediana, nes Simto turtingiausiy
visuomenés nariy pajamos aiskiai iskreipia bendra vaizda (t.y., vidurki)’. Apskritai, jei
teigiamas a.d. turi sunkia (deSin¢) uodega, tai mediana yra yra stabilesnis {vertis (turi
mazesng dispersija) ir todél labiau priimtinas.

4.8 UZDUOTIS. ParaSykite dvi funkcijas apr.st ir Apr. st , kurios pateikty skaiti-
nio kintamojo x apraSomasias statistikas taip, kaip pavaizduota zemiau:

> apr.st(rnorm(100))
Obs= 100 , Mean= 0.041 , Std.Dev.= 0.951 , Min= -2.605 , Max= 2.224

> Apr.st (rnorm(100))
Obs Mean Std.Dev. Min Max
100.000 0.031 1.010 -2.770 2.156

> Cia problema ta, kad kairysis histogramos taskas 0 (kuris bus priskirtas pirmajam intervalui) kartojasi
net Sesis kartus. Histograma pirmiausiai yra skirta tolydiems atsitiktiniams dydziams — tuomet Sansai, kad
viena kokia reik§Smé pasikartos, yra nedidelé (teoriskai to i$ vis neturéty biti, taciau dél matavimo rezul-
taty apvalinimo taip gali ivykti).

® Jas galima interpretuoti kaip iSskirtis — patikrinkite su boxplot.

7 Profesionaliose futbolo komandose daznai biina keli labai gerai apmokami zaidéjai. Komandos savinin-
kams labiau riipi vidutiné alga (nes ji nusako ju iSlaidas - kodél?), tadiau eiliniams zaidéjams labiau riipi
atlyginimy mediana (kodél?).
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4.9 UZDUOTIS. Bibliotekoje Simple (ja galima atsisiysti i§ http://www.math.csi.cuny.
edu/Statistics/R/simpleR/Simple 0.4.zip ) yra duomeny rinkinys bumpers. Kas tai
per duomenys? Kaip galima suzinoti, kad tai (duomeny) sarasSas? Transformuokite ji
1 skaitinj vektoriy su vardais ir iSbrézkite histograma. Pabandykite atspéti vidurki,
moda ir standarta. Savo hipotezes patikrinkite su tinkamomis R funkcijomis.

4.10 UZDUOTIS. Aukdéiau pateikta uzduotj atlikite su kitais Simple duomeny rinkiniais
firstchi irmath.

4.11 UZDUOTIS. Pakete car yra duomeny rinkinys Davis. Apskai¢iuokite jo kom-
ponentés repwt vidurki ir dispersija. Kadangi ten kai kuriy duomeny truksta, gal
biit teks  pasinaudoti  opcija mean (x,na.rm=TRUE) arba  me-
an(x[!is.na(x)]). Ar trukdo trikstami duomenys iSbrézti histograma? Nore-
dami atsakyti | pastaraji klausima, panagrin¢kite funkcijos hist programa su

> hist; methods (hist); hist.default

4.2.5. Funkcija eda.shape

Auksc¢iau aptaréme jvairias grafines ir skaitines imties charakteristikas. Visas $ias pro-
cediiras tikslinga pateikti viena funkcija, kurig pavadinsime eda . shape:

eda.shape <- function (x) {

opar <- par (mfrow=c(2,2));on.exit (par (opar))
hist (x) ;boxplot (x)

plot (density(x));x <- sort(x)

lines (x,dnorm(x,mean (x),sd(x)),col=2)
ggnorm (x) ;ggline (x)

cat ("Vidurkis=",mean (x),", Mediana=",median (x)
"(simetriniu atveju turi beveik sutapti)",
"\nStandartas=",sd(x),", MAD=",mad (x),

" (kai nera isskirciu, turi beveik sutapti)",
"\nAsimetrijos koeficientas=",ask(x),
"(simetriniu atveju turi buti 0)",
"\nEkscesas=",eks (x)," (normaliuoju atveju turi buti 3)\n")

}

Teksta papildome komentaru
Simbolis “\n” nurodo: toliau
esanti teksta spausdinti i$§
naujos eilutes

S+ o =~

Stai jos taikymo pavyzdys:

> eda.shape (hF)

Vidurkis= 164.7143 , Mediana= 165 (simetriniu atveju turi beveik sutapti)
Standartas= 5.659129 , MAD= 5.9304 (kai nera isskirciu, turi beveik sutapti)
Asimetrijos koeficientas= -0.2311667 (simetriniu atveju turi buti 0)
Ekscesas= 3.152079 (normaliuoju atveju turi buti 3)

Histogram of x

i g1 =— |
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Frequency

Be Sio teksto dar matysime
keturis grafikus:

X

Normal Q-Q Plot

el
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density(x = x)

Q
S
IS}

150 160 170 180

Density
Sample Quantiles

N =112 Bandwidth = 1.895 Theoretical Quantiles

4.25 pav. Funkcijos eda . shape pateiktas vaizdas
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4.12 UZDUOTIS. Stai, du Zemiau esanéius grafikus bréZiancios, programos pradzia:

set.seed(15)

x<-rnorm(150)

par (mfrow=c(1l,2))

h<-hist (x,breaks=15, freg=F)

Histogram of x

> —
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4.26 pav. Zr. 4.12 uzduoti.

Pabaikite Sia programa (deSin¢je yra ta pati, bet kitaip pateikta histograma, bei
normaliojo tankio, nusakomo §ios imties empiriniais parametrais, grafikas). Nuo-
roda. Pasinaudokite funkcija plot (.., type="s").

4.13 UZDUOTIS. Pateiksime procediira, kuri generuoja vadinamaji dvimodalinj (t.y.
toki, kurio tankis turi dvi modas (lokaliuosius maksimumus)) skirstini.

two.mod <- function(n) {x <- numeric (n)

for(i in 1:n) if (runif(1)<0.3) x[i]<-rnorm(l) else x[i]<-rnorm(1l,
mean=5)

x}

Generuokime 1000 Siy atsitiktiniy skaic“:iq8 ir iSbrézkime jy histograma.

par (mfrow=c(1l,2))
y<-two.mod (1000)
hist (y,prob=T)
lines (density(y))
> median (y)

[1] 4.445219

Kaip toli yra Sis medianos jvertis nuo tikrosios? Aisku, kad aprasytaja modeliavimo
procediira galime pakartoti daug karty ir taip istirti, tarkime, skirstinio medianos
kintamuma (pvz., rasti jos pasikliauties intervala arba bent jvertinti jos tarpkvartilini
atstuma IQD’). Deja, praktikos uzdaviniuose paprastai turime tik vieng imtj ir teo-
riskai jvertinti miisy (aiSkiai nenormalaus) skirstinio medianos IQD néra lengva.
Tokiu atveju galima taikyti vadinamaji butstrepo (= bootstrap (angl.)) metoda, kuris
sitilo imti naujas imtis ne i§ populiacijos, bet tik i§ turimos imties. Galima irodyti,
kad tam tikromis salygomis abu metodai duoda panasy rezultata.

% Tai vadinamasis dviejuy normaliyjy tankiy misinys
? Priminsime — tai skirtumas tarp 3-iojo ir 1-ojo kvartiliy.
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> y.boot <- sample(y,1000,replace=T)

> hist (y.boot,main="bootstrap",prob=T)
> lines (density (y.boot))

> median (y.boot)

[1] 4.338387

Histogram of y bootstrap
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4.27 pav. Pradinés imties y (kairéje)
ir vienos butstrepinés kopijos y . boot (desinéje) histogramos

O dabar UZDUOTIS. i) Generuokite 500 iméiy po 600 skai¢iy su two.mod funk-
cija. Apskaiciuokite kiekvienos imties mediang ir raskite jos IQD. ii) Paimkite dar
vieng imti sudarykite 500 jo butstrepiniy kopijy ir apskaiciuokite medianos IQD.
Palyginkite abu jvercius.

4.14 UZDUOTIS. n =15 karty pakartokime Bernulio eksperimentus su s¢kmés tikimybe
p=0,3. Tokio eksperimenty s¢kmiy skai¢iy X galima modeliuoti arba su funkcija rboi-
nom(1l,15,0.3)arba su sum(sample(c(0,1),15,replace=TRUE, prob=
c(0.7,0.3))) (kuo skiriasi $ios dvi procediiros?). Teoring X skirstinio lentelg paly-
ginkite su empirine (skaitmeniskai ir grafiSkai).

4.15 UZDUOTIS. Sugeneruokite dvi Koy atsitiktiniy skai¢iy imtis. Ar jy histogramos
bus vienodos?

set.seed(2)
x1<-rcauchy (100)
x2<-rcauchy (100)
par (mfrow=c(1l,2))
hist (x1)

hist (x2)

Papildykite hist funkcijas tokiais parametrais, kad abi histogramos turéty tuos
pacius dalinimo taskus.

4.16 UZDUOTIS. Pakete Simple (plg. 4.5 uzd.) yra daug duomeny rinkiniy. Be tra-
dicinio biido atidaryti duomeny rinkini babies (su data (babies) ) galime pasitlyti
dar viena: komandiniame lange, spragtelékite ant kairéje virSuje esancio File|Source R
code..., atsidariusiame Select file to source lange nuvairuokite i ...\rw10721\library\ Simple\
data\babies.R ir spragtelékite ant Open.
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Ar

source ("C:/Program Files/R/rwl071/library/Simple/data/babies.R")
babies[1:5, ]
bwt gestation parity age height weight smoke

120 284 0 27 62 100 0
113 282 0 33 64 135 0
128 279 0 28 64 115 1
123 NA 0 36 69 190 0
108 282 0 23 67 125 1

par (mfrow=c(1,2))

hist (babies$weight)

O Stai antras variantas:
attach (babies)

hist (weight)

Dar vienas variantas:
hist (weight)

barplot (weight)

simetriSkas weight skirstinys? Ar turi jis i$skir¢iy? Kuri uodega sunki? Nu-

brézkite suglodinta histograma. Atlikite tas pacias uzduotis su kitais kintamaisiais 18
babies.

4.17 UZDUOTIS. Naudodamiesi funkcijomis floor ir runif, generuokite 1000 atsi-
tiktiniy skaiCiy, turin€iy tolygu skirstini skaitmeny aibgje 0, 1, ..., 9. Ta pati atlikite su
funkcija sample. Palyginkite skaitmeny daznius abiem atvejais. Nuoroda. Funkcija
runif generuoja tolygiai intervale [0,1] pasiskirs¢iusius skaiCius X, t.y., pvz.,
n(runif (1000) €[0,3;0,4))/1000 ~1/10 arba, kas ckvivalentu,
n( floor(10* runif (1000)) =3)/1000 = 1/10.

4.18 UZDUOTIS. Duomeny rinkinys huron yra R1\Data\Maindonald direktorijoje.

>

1
2
3
*

huron
year mean.height
1860 581.56
1861 581.55
1862 581.34

AKhkkAhkhkkkhkhkkhkhkkhk kA )k kK k%

Siame rinkinyje pateikti daugiamegiy Hurono eZero lygio stebéjimy rezultatai. EZero
lygis kinta gana chaotiskai (zr. 4.28 pav., zalia linija), todél norint geriau suvokti
tendencijas, duomenis reikty suglodinti. Tai galima atlikti jvairiai. Vadinamasis
slenkamojo vidurkio metodas siiilo lygi h(t) pakeisti gretimy reik§miy vidurkiu, pa-

vyzdziui, (h(t—2)+h(t—1)+h(t))/3 (juoda linija) arba (h(t—1)+h(t)+h(t+1))/3
(juoda truki linija). 4.28 pav. iSbréztas naudojant tokias komandas:

vV V V V

plot (huron$mean.height, type="1", col=3)

library (ts)

lines (filter (huron$mean.height, rep(l, 3), sides = 1)/3)
lines (filter (huron$mean.height, rep(l, 3))/3, lty=2)
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hurortbmean height
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4.28 pav. Hurono ezero lygio kitimo grafikas (zalia linija) ir
keli suglodinto ezero lygio grafikai (juoda linija)

(Beje, kaip atrodytu paveikslas, jei glodintume ne pagal 3, o pagal 15 taSkuy?). Parasykite
dvi savo funkcijas (viena su for ciklu, kita — be jo), kurios atliktu tokias glodinimo pro-
ceduras su vektoriumi x. Nuoroda. Glodinant vektoriy x be ciklo pagal 3 taSkus, gali
praversti tokia eiluté:

cbind(c (NA,NA,x),c(NA,x,NA),c(x,NA,NA))

4.19 UZDUOTIS. Testa sudaro 20 klausimy, { kuriuos reikia atsakyti Taip arba Ne.
Parasykite R funkcija, kuri imituoty atsitiktinai spéliojant] studenta. Pakeiskite Sia funk-
cija taip, kad klausimy skaicCius biity bet koks. Pakartokite §i testa 1000 karty, iSbrézkite
teisingy atsakymu skaiciaus histograma (o gal geriau ne histograma?), apskaiciuokite

empirini vidurkj ir dispersija. Palyginkite su teorinémis $iy parametry reikSmémis.

4.20 UZDUOTIS. Atlikite 4.19 uzduotj, jei viena teisinga testo atsakyma reikia pasi-
rinkti 1§ 5 pateikty varianty.

4.21 UZDUOTIS. Gaisry skai&ius Vilniaus rajone turi Puasono skirstinj su vidurkiu 1,2
darbo dienomis ir su vidurkiu 1,5 nedarbo dienomis. Imituokite 52 savaifiy gaisry su-
vesting. Apskaiciuokite kiekvienos savaités dienos empirini gaisry vidurki. Papuoskite
savo ataskaita keliais grafikais.

4.22 UZDUOTIS. Nagrinékime du duomeny rinkinius.
set.seed(l); ru<-runif (40)

ir

set.seed(l); re<-rexp(30,1)

Rinkinio “centro” padéti galima nustatyti, remiantis jvairiais principais, pvz., tai galéty
biiti
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mean (ru)

median (ru)

(max (ru)+min(ru)) /2 # AnglisSkai Si statistika vadinama midrange
(Q1+20,+0Q5) /4 # [CM1, 39 psl.] tai vadinama triskai&iu vidurkiu

Vienas svarbiausiy jver¢iui keliamy reikalavimuy, yra jo tikslumas. Jei imties skirstinys
buty zinomas, kiekvieno i§ auksciau pateikty iverciy tiksluma (pvz., dispersija) galima
biity jvertinti teoriSkai. Tardami, kad ru ir re kilmé néra Zinoma, generuokite po 999
kiekvieno jvercio dydzio 40 butstrepiniy imciy (tai atlikite su a) sample ir b) boot
funkcija i$ boot paketo) ir palyginkite histogramas ir IQD. Kuris jvertis tikslesnis?

Histogram of mean.b g Histogram of median.b Histogram of midrange.b
B u T 8- 1
81 | g ] 8-

@-
: N IREEN -
g 5 g ) g o
§ 2 R
8 1 _I 8-
o - —l_ o o _I—I_I
r T T T T T T 1 r T T T T 1 L |
0.25 0.35 0.45 0.55 0.2 0.4 0.6 0.40 0.45  0.50
mean.b median.b midrange.b

4.29 pav. ru imties atveju tiksliausia trecioji statistika

4.23 UZDUOTIS. Alisa ir Bilas tarnauja kariniuose daliniuose, dislokuotuose vienoje
i§ penkiy valstijy: Kanzase, Kolorade, Misisipéje, Nebraskoje ir Oklahomoje. Siuo metu
Alisa tarnauja Nebraskoje, o Bilas — Oklahomoje. Kiekviena ménesi jie abu yra perve-
dami tarnauti | atsitiktinai parinkta viena 1§ gretimy valstijy. PavyzdZiui, Alisa po méne-
sio su tikimybe 1/3 tarnaus Kolorade, Kanzase arbe Misisispéje.

Nebraska

4.30 pav. Valstijy i§sidéstymo schema;
Alisa $iuo metu yra Nebraskoje, o Bilas - Oklahomoje

Apskaiciuokite ménesiy, kurie praeis iki to momento, kai Alisa ir Bilas susitiks vienoje
valstijoje, vidurkj ir dispersija. Pazymésime, kad tikslus sprendimas yra gana kompli-
kuotas (zr. P. I'paxem, JI. Kayr, O. Ilatamnuk, Konkpernas maremartuka, cTp. 626,
8.32); ménesiy skaiciaus vidurkis lygus 75/16=4,69, o dispersija - 105/4=26,25. D¢l Sios
priezasties atsakyma rasime Monte Carlo metodu.
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Randez <- function|()
{
# Funkcija Randez
s.nr<-numeric (1000) # 1000 repliku
for(i in 1:1000)
{
A<-4 # Alisa Siuo metu 4-ojoje valstijoje
B<-5 # Bilas $iuo metu 5-ojoje valstijoje
s<-0
while (A!=B)
{
if (A==1) A<-sample(2:5,1) else if (A==2|A==3) A<-sample(c(l,4,5),1) else
A<-sample(1:3,1) # A yra valstijos, i1 kuria bus perkelta Alisa, numer.
if (B==1) B<-sample(2:5,1) else if (B==2|B==3) B<-sample(c(1l,4,5),1) else
B<-sample(1:3,1)
print (c (A, B))
s<-s+1
}
s.nr[i]<-s # i-osios replikos ménesiy iki susitikimo skaicius
cat (paste("s.nr(",1i,")="),s.nr[i],"\n")
}
hist (s.nr,prob=T)
print (list (vidurkis=mean (s.nr),dispersija=var(s.nr)))
#s.nr

[1] 3 3

s.nr( 996 )= 1 # Alisa ir Bilas susitiko po 1 ménesio 3-joje valst.
[1] 2 3

[1] 1 4

[1] 2 2

s.nr( 997 )= 3 # Si karta jie susitiko po 3 mén. 2-joje valst.

(11 1 2

[1] 5 4

[1] 1 2

[1] 55

s.nr( 998 )= 4

(1] 21 Histogram of s.nr

[1] 5 3

[1] 3 5 y 7]

(11 1 2 o 7

[1] 4 5 8 n

(1] 2 3 E g

(1] 1 4 n

[1] 5 2 § 7

[1] 1 4 g n I —

[1] 2 2 S T T T T T T ]
s.nr( 999 )= 10 o 5 10 15 20 25 30 35
(1] 21 s.nr

[1] 4 3

[1] 3 4 4.31 pav. Ménesiy iki susitikimo skaiciaus histograma
[1] 4 1

[1] 3 5

[1] 5 3

(1] 21

[1] 4 5

[1] 2 2

s.nr( 1000 )= 9
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Svidurkis
[1] 4.486
S$dispersija
[1] 29.76157

1) ISsiaisSkinkite Randez funkcija. 2) Ménesiy iki susitikimo skaiCiaus s . nr skirstinys
yra labai nesimetriSkas, todeél jo vidurkio 95% pasikliauties intervala raskite butstrepo
metodu (Zr. 4.13 ir 4.22 uzduotis). Ar tikroji vidurkio reik§mé priklauso Siam intervalui?

4.24 UZDUOTIS. Vadinamoji 3c taisyklé tvirtina, kad (i§ tikruju neaprézto) normaliojo
ad. X reikSmés  praktiSkai  visuomet priklauso apréztam intervalui
(EX - 3J/DX ,EX + 3JDX ). 1) apskaiciuokite Sia tikimybe, 2) generuokite 500 norma-
liyjy a.d. ir raskite koks procentas Sios imties nariy yra intervale (X —3s,X+3s), 3) ta

pati atlikite su eksponentiniu skirstiniu ir su Puasono skirstiniu (imkite lamb-
da=0.009).

4.25 UZDUOTIS. Jei kai kurios kintamojo reik§més kartojasi kelis kartus, rezultatai
kartais pateikiami grupuotu pavidalu (Zr. Zemiau nor arba nnor). Stai kelios eilutés,
kurios sukurs dirbtinius tokio pavidalo duomenis.

set.seed (1)

nor table (round(rnorm(30,100,1),0))
nor

# 98 99 100 101 102 103

# 3 6 11 7 2 1

norl as.numeric (names (nor))

norl

#11] 98 99 100 101 102 103
norz nor

dimnames (nor2) NULL

nor2

#[1] 3 611 7 2 1
nnor cbind(norl,nor2)

> nnor

norl nor?2
[1,1 98 3
(2,1 99 6
[3,] 100 11
(4,1 101 7
[5,] 102 2
[6,] 103 1

a) ApskaiCiuokite nnor vidurkj ir standarta (jie lygts, atitinkamai, vid=100,0667 ir
sta=1,201532);
b) Naudodamiesi funkcija integrate, apskai€iuokite integrala

110
j X exp(—(x —vid)* /2sta®)dx .
90

ISbrézkite pointegrinés funkcijos grafika.

4.26 UZDUOTIS. Kompakto R1 failuose Data\Misc\d-olive-test.txt ir Data\Misc\d-olive-
train.txt yra yra pateikti duomenys apie Italijos alyvu aliejus. Kiekvienas aliejus buvo
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charakterizuojamas gamybos rajonu (Region - tai South=1, Sardinia=2 ir North=3), §io
rajono parajoniu (Area) ir astuoniy riebiyju rugsciu (palmitic, palmitoleic ir t.t.) kiekiu
(%x100) iame aliejuje. Tyrimo' tikslas buvo i$siaiskinti ar galima pagal riig&¢iy kom-
binacija nustatyto aliejaus kilmés vieta. Mes apsiribosime aprasomaja iy duomeny anal-
ize. Apjunkite Siuos du failus i viena (ko gero tai bus duomeny rinkinys Data\Misc\olive-
dat.txt - patikrinkite) ir nusiskaitykite. Skaitines charakteristikas (visiems rajonams kartu
ir kiekvienam rajonui atskirai) pateikite mazdaug tokiu pavidalu:

Visiems rajonams:

palmitic pPalmitoleicC .—— eicosenoic
min 610 15.00 1.00
median 1201 110.00 17.00
mean 1232 126.10 16.28
max 1753 280.00 58.00
std.dev 168.6 52.5 14.1

Dabar ta pati apskaiciuokite atskirai pietiniams rajonams (Region=1), Sardinijai (Re-
gion=2) ir Siaurés rajonams (Region=3). Kiekvienam rajonui iSbrézkite jo alyvy jvairiu
rugsciy vidurkius (plg. 6.3 pav.).

4.27 UZDUOTIS. Kompakto R1 faile Data/Misc/Minnrain.csv yra pateikti daugelio mety
krituliy kiekiai. Nusiskaitykite Siuos duomenis, iSbrézkite ju histograma ir kvantiliy gra-
fika. Ar duomenys panasts i normaliuosius? Gal Box — Cox’o transformacija (zr. 4-4
psl.) galéty pagerinti duomeny normaluma? Paeksperimentuokite.

4.28 UZDUOTIS. Tarkime, kad visy $alies namy tikiy (= household (angl.)) pajamos X
yra vienodos ir lygios C (variantas: visi akcininkai turi vienoda akcijy skai¢iy). Jei Siuo
“visuotinos lygybés” atveju surinktume duomenis apie minétas pajamas, tai visi imties
elementai X; biity lygiis C. Antra vertus, “visiSkos nelygybés” atveju visos Salies pajamos
(variantas: visos AB akcijos) priklausyty vienam namy tkiui (kity pajamos bty lygios
nuliui). AiSku, kad tarpiniy varianty yra daug, o vienas i§ biidy pademonstruoti visuo-
meneés “nelyguma” yra Lorenz’o kreive ir Gini’o koeficientas.

Lorenz Curve

% of income

] 0 40 &0 a0 100
% of households

‘—Line of pertect equality =——Lorenz curve ===Line of perfect inequalty

4.32 pav. Trys Lorenz’o kreivés

7. http://www.public.iastate.edu/~dicook/stat503.html , failg cs_olive.pdf.
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(Raudongja (zr. 4.32 pav.)) Lorenz’o kreive reikty interpretuoti taip. Tarkime,
X, Xy,..., X, yra visy Salies namy tikiy pajamos (Siy skaiciy suma lygi visam Salies pro-
duktui). Jei susumuotume 20% skurdziausiy namy tikiy pajamas, tai $i suma sudaryty tik
mazdaug 12% viso produkto, o jei 60% - tai 40% viso produkto ir t.t.

Stai kelios eilutés, kurios brézia kreive panasia i raudonaja.

y <- sort (runif (1000,0,15000))

hist (y)

x <= (l:length(y))/length (y)

plot (x, cumsum(y) /sum(y), type="1", col=2)
abline (0,1, col=3)

Histogram of y

87 M “

08

0.6

Frequency
40
|
[
cursum(y)/sur(y)
04

0.2

]
|
0.0

[ T T 1
(0] 5000 10000 15000 0.0 0.2 04 06 08 10

Yy X

4.33 pav. 1000-¢io namy iikiy pajamos yra tolygiai pasiskirsciusios intervale [0, 15000] (kairéje);
tai néra (kodél?) “lygybés visuomené” (zr. Lorenz’o kreive desinéje)

ISbrézkite dar dvi Lorenz’o kreives, kurios atitikty atvejus, kai tikiy pajamos turi a) nor-
malyji skirstini su vidurkiu 0O ir standartu 5000 (imtj sudarykite tik i$ teigiamy Sio ob-
jekto elementy) ir b) Pareto skirstinj su parametru ¢ =2 .

Pajamy “nelygybe” galima charakterizuoti vadinamuoju Gini’o koeficientu G — skait-
meniskai jis lygus plotui tarp Zalios ir raudonos linijos (jei G =0 — “visi lygiis”, jei
G =1 — visiSka nelygyb¢). ApskaiCiuokite a) ir b) atvejy Gini’o koeficientus. Kuri
visuomen¢ “nelygesné”’? Kaip tai susij¢ su a) ir b) skirstiniy savybémis?

4.29 UZDUOTIS. Lorenz’o kreive galima apibrézti ne tik imtims, bet ir populiacijoms.
Tiksliau kalbant, jei namy iikio pajamos nusakomas skirstiniu F, , tai $ios populiacijos
Lorenz’o funkcija apibréziama taip:

p
L (P = [ (e, pe@.1)

(¢ia F,' yra funkcija atvirk$tiné skirstinio funkcijai (kitaip sakant, tai kvantiliy funkcija
- pakete R ja skai¢iuoja funkcijos qunif, gpareto ir panasiai)). Irodykite, kad Lo-
renz’o funkcija turi savybes:

a) Ly(0)=0,

4-30



b) Ly(D)=1,
¢) L (p)=0,

d) LX"(p)ZO (t.y., Lorenz’o kreivé visuomet yra zemiau tiesés Yy = X
(kodel?)).

1
e) Irodykite, kad Gini’o koeficientas G =1-2 j L, (p)dp.
0
f) Kaip Gini’o koeficientas Pareto skirstiniams priklauso nuo c?

ISbrézkite Lorenz’o kreive, kai X turi tolygy skirstini intervale [0,1]; raskite Sio skirstinio
Gini’o koeficienta.

430 UZDUOTIS. Duomeny rinkinio attenu:

> data (attenu)

> attenu

event mag station dist accel
1 1 7.0 117 12.0 0.359
2 2 7.4 1083 148.0 0.014
R R e b b b b Ib ah db b i
11 2 7.4 117 370.0 0.004
12 3 5.3 1117 8.0 0.127
13 4 6.1 1438 16.1 0.411
14 4 6.1 1083 63.6 0.018
15 4 6.1 1013 6.6 0.509
sfesfesfesfesfesfesfesfesfesfesfesfe sk

pirmajame stulpelyje event yra pateiktas zemés dreb¢jimo Kalifornijoje numeris (nuo
1 iki 23). Kai kuriuos 18 juy uzregistravo tik viena stotis (pvz., 1-aji), taciau kitus — kelios
stotys (pvz., 2-aji uzregistravo desimt stociy). Komanda

> table (attenuSevent)
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
110 1 911 1 1 522 1 3 1 2 4 4 3 3 11 38 16 7 10 18

informuoja apie kiekvieno drebéjimo registracijy skaiciy, taciau gerai biity Sia informa-
cija pateikti vaizdziau. Komanda

> barplot (table (attenuSevent)) # Plg. 4.34 pav. virsutini grafika
pateikia auks¢iau uzrasyta informacija grafiskai, o komanda

> barplot (rev (sort (table (attenus$event)))) # 4.34 pav., viduryje

brézia ty paciu duomeny Pareto grafika (zr. [CM, 55 psl.]). IS Sio grafiko jau aiSkiai ma-

tome, kad daugiausiai karty buvo uzregistruotas 19-asis zemés drebéjimas, toliau eina 9-
asis ir t.t.

4-31



30

10 20

0

__.II._.IIIII._.__|.|II._.-._.-—Illlll-l-IIIIIIIIllIIIII
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

30

10 20

L
L
N
L
N
=
[
N

Cl

[l

]

I

[

I

I

I

I

T

50 100 150

0

19 9 23 20 18 5 22 2 4 21 8 5 14 17 16 11 13 12 10 7 6 3 1

4.34 pav. attenu$event stulpeliné (virSuje) ir dvi Pareto diagramos

Parasykite kelias komandas, kurios brézty apatini 4.34 pav. grafika (¢ia kreivé virSuje
yra sukauptieji steb&jimy dazniai).

431 UZDUOTIS. Isskirtys (outliers) daznai signalizuoja apie tai, kad imtyje yra
“nereguliariy” steb&jimy arba “klaidy”. Néra standartiniy rekomendacijuy, ka daryti su
i§skirtimis (daznai iSskirtys tiesiog atmetamos, taiau jei keli taskai prieStarauja miisy
modeliui, tai gal tiesiog modelis blogas''?). Kaip ten bebiity, pabandykime aptarti, ka
vadinti i$skirtimis ir kaip juy efekta susilpninti. Daznai teikiama rekomendacija atmesti
duomenis, kurie netelpa | intervala mean+3sd (triju sigmy taisyklé); deja ji néra
visuomet gera, nes tuomet, kai turime i$skirc¢iu kaip vidurkis taip ir standartas gali biiti
toli nuo “tikryjy”. Tokiu atveju tikslingiau naudotis “atspariomis” statistikomis, pvz.,
mediana ar MAD (zr. 4-15 psl.).

Nagrinékime duomeny vektoriy x

0.378 -22.831 1.123 -10.789 0.191 0.168 0.552 1.192 1.767 0.170
-1.108 -1.714 6.045 ~-1.424 -1.226 -26.948 1.875 -2.059 -0.491 0.010
-9.526 0.216 -0.479 -27.457 1.148 -3.852 -0.859 -1.338 -0.037 0.912

0.831 0.132 -0.887 0.144 0.042 3.145 -0.546 321.202 0.612 0.067

1.910 0.952 -0.738 -4.508 23.327 0.564 3.658 0.885 -0.116 5.232

0.205 -3.820 -0.236 -0.386 0.727 -3.817 =-2.584 -1.514 20.013 -0.160
-0.374 -0.183 -0.368 1.156 -2.995 -1.222 0.041 -0.589 0.993 0.223

0.043 -2.175 0.576 0.540 -0.179 -4.750 0.585 -1.999 -0.830 -0.653

4.030 1.472 -0.302 0.509 3.809 1.811 -19.947 -1.860 4.351 0.058

1.021 1.986 1.389 -0.136 0.459 0.766 -17.920 1.940 1.646 1.211

Keturiuose polangiuose iSbrezkite keturias statiakampes diagramas: 1) paciy duomeny
x, 2) rinkinyje x palikite tik duomenis telpancius { intervala [mean (x) -
3*sd (x) ,mean (x) +3*sd (x) ], 3) rinkinyje x palikite tik duomenis tarp 0,025-o0jo
ir 0,975-jo kvantiliy, 4) teorija rekomenduoja rinkinyje x palikti tik duomenis i$ inter-
valo [median (x) -3, 5*mad (x) ,median (x) +3,5* mad (x)].

! Teigiama, kad ozono “skylé” vir§ Antarktidos buvo taip ilgai nepastebéta dél to, kad stebéjimy
“i$skirtys” buvo automatiskai atmetamos.
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4.32 UZDUOTIS. Su File|Source R code... nuskaitykite duomeny rinkini primates.R 1§
Data/Maindonald.

> primates z ] .3
Species Bodywt Brainwt s> S -
1 Potar monkey 10.0 115 g -
2 Gorilla 207.0 406 = . *5 *2
3 Human  62.0 1320 £ o i
4 Rhesus monkey 6.8 179
5 Chimp 50 .2 440 0 50 100 150 200

Body weight (kg)
Siy primaty kiino ir smegeny svorio sary$j pavaizduosime grafiskai.

attach (primates)

plot (x=Bodywt, y=Brainwt, pch=16, xlab="Body weight (kg)",
ylab="Brain weight (g)",xlim=c(5,240), ylim=c(0,1500))

chw <- par()S$cxyl[1l]

text (x=Bodywt+chw, y=Brainwt, labels=row.names (primates), adj=0)

Pakeiskite §i grafika taip, kad tasky etiketés biity ne eilés numeris, bet primato vardas.
Galimas daiktas, kad horizontaliai uzrasyti vardai netilps, todél pasukite juos 45 laipsniy
kampu (parametras st r). Panasiai jveskite dolphins.R duomenis ir iSbrézkite grafika

attach (dolphins)
plot (logweight, logheart)

Kaip nors “protingai” pazymékite st yx ir delph rasis.
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5. Dvimaciai duomenys: aprasomoji statistika ir

duomeny priesanalizé

Kaip ir vieno kintamojo atveju, nagrin¢jant du kintamuosius, paprastai kyla klausimai
apie kiekvieno jy skirstinio formg ar parametrus. Antra vertus, dabar atsiranda nauja te-
ma apie jy tarpusavio rysius. Jos sprendimas priklauso nuo kintamyjy tipo. Ar iSsilavi-
nimo lygis priklauso nuo lyties? (abu kintamieji vardiniai). Ar priklauso atlyginimas nuo
Iyties? (pirmasis kintamasis skaitinis, antrasis vardinis). Ar priklauso atlyginimas nuo
patyrimo (metais)? (abu kintamieji skaitiniai). Siems bei panasiems klausimas ir skirtas
5 skyrius.

5.1. Vardiniai kintamieji

bwages duomeny rinkinyje turime informacijos apie tiriamyjy asmeny lytj male ir
iSsilavinimg educ. Ar galima teigti, kad moterys (o gal vyrai?) yra labiau iSsilaving?

> attach (bwages)
> (me <- table(male,educ))
educ
male 1 2 3 4 5
0 23 70 162 192 132 # Tai vadinamoji (pozymiuy) saveikos
1 76 195 258 164 200 # lentelé (contingency table)
> (em <- table(educ,male))
male # Kitaip pateikta sgveikos lentelé
educ 0 1
1 23 76
70 195
162 258
192 164
132 200

g W N

Stai funkcija marginals, sumuojanti gautasias lenteles pagal eilutes ir stulpelius (pa-
bandykite jg iSsiaiSkinti!):

marginals <- function (x) {
## x 1is a matrix
row.sums <- apply(x,1,sum)
row.names <- c(rownames(x),"Total")
col.names <- c(colnames(x),"Total")
X <— cbind(x,row.sums)
col.sums <- apply(x,2,sum)
X <— rbind(x,col.sums)
rownames (x) <— row.names
colnames (x) <—- col.names
X

Pritaikykime jg miisy duomenims:

> smem <- simple.marginals (em)
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> smem
0 1 Total
23 76 99
70 195 265
162 258 420
192 164 356
132 200 332
Total 579 893 1472
> smme <- simple.marginals (me)

g W N

> smme

1 2 3 4 5 Total
0 23 70 162 192 132 579
1 76 195 258 164 200 893

Total 99 265 420 356 332 1472

Kokias nors iSvadas apie kintamyjy educ ir male priklausomybe sunku daryti, kadangi
vyry yra Zymiai daugiau ir tiesiog lyginti skaiCius atitinkamuose langeliuose neverta.
PavyzdZiui, smme lenteléje 5-joje educ grupéje motery yra 132 (i§ 579), o vyry 200 (i§
893; aisku, kad teisingiau bty lyginti 132/579=0,228 su 200/893=0.224).

> (smme/smme[, "Total"])[-3,-6] # Matricos smme stulpeliai cikliskai
# (t.y.,teisingai) dalinami i “Total”
# stulpelio; is$ gautosios matricos
# pasSaliname 3 eilute ir 6 stulpeli
1 2 3 4 5
0 0.03972366 0.1208981 0.2797927 0.3316062 0.2279793
1 0.08510638 0.2183651 0.2889138 0.1836506 0.2239642

Stai dar du $ios procediiros variantai, naudojantys tik base paketo funkcijas:

)})) # t=transponuoti (matrica)

t (apply (em, 2, function (x) {x/sum( }
) 1))

X
t (apply (me, 1, function (x) {x/sum(x

Tiesg sakant, visus Siuos rezultatus galima gauti ir su base paketo prop.table
funkcija: iSbandykite

prop.table(me, 1) # Procentai eilutése
prop.table(me, 2) # Procentai stulpeliuose
prop.table (me,NULL) # Procentai lenteléje

Panasiems reikalams skirta ir funkcija tab.distrib, kurig galima taikyti matricoms
arba masyvams (galimas daiktas, gautiems kaip funkcijy table arba xtabs reikSmes):

tab.distrib <- function (x) {
dims <- dim(x)
jtd <- x/sum(x) # N/Total
col <- matrix(x,nrow=dims[1])
cold <- sweep(col,2,apply(col,2,sum),"/") # N/ColTotal
cold <- array(cold,dim=dims)
row <— matrix(t(col),nrow=dims[2])
rowd <- sweep(row,2,apply(row,2,sum),"/") # N/RowTotal
rowd <—- t(matrix(rowd, nrow=ncol (col),ncol=nrow(col)))
rowd <- array(rowd,dim=dims)
attributes (cold) <- attributes(x)
attributes (rowd) <- attributes(x)
list(joint.distrib=1jtd, col.distrib=cold,row.distrib=rowd)
}

Du pavyzdziai:
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5.1 pvz.

> tab.distrib (me) Srow
educ
male 1 2 3 4 5
0 0.03972366 0.1208981 0.2797927 0.3316062 0.2279793
1 0.08510638 0.2183651 0.2889138 0.1836506 0.2239642

5.2 pvz.

> data (warpbreaks)
> tab <- xtabs(breaks ~ wool + tension, data = warpbreaks)
> tab
tension
wool L M H
A 401 216 221
B 254 259 169
> tab.distrib(tab)
$joint.distrib
tension
wool L M H
A 0.2638158 0.1421053 0.1453947
B 0.1671053 0.1703947 0.1111842

(@}

Scol.distrib
tension
wool L M H
A 0.6122137 0.4547368 0.5666667
B 0.3877863 0.5452632 0.4333333

(@}

Srow.distrib
tension
wool L M H
A 0.4785203 0.2577566 0.2637232
B 0.3724340 0.3797654 0.2478006

5.1 UZDUOTIS. I$siaiskinkite funkcijos tab.distrib teksta ir 5.2 pavyzdj.

5.2 UZDUOTIS. Eilutés

sex <— c("Male", "Female")

age <- letters[l:6]

education <- c("low", 'med', 'high'")

data <- expand.grid(sex=sex, age=age, education=education)
counts <- rpois (36, 100)

datal <- cbind(data, counts)

tl <- xtabs(counts ~ sex + age + education, data=datal)

generuoja “labai tvarkinga” duomeny sistema data. Pakeiskite generavimo procediirg
taip, kad data biity labiau panasus ] realy (“netvarkingg”) 36 eilu¢iy duomeny rinkinj.
Papildykite ji “vardy” stulpeliu ID (“vardai” turéty buti pavidalo KL.245, AV311 ir
pan.). Nuoroda. Jums gali praversti tokios komandos:

il <- sample (LETTERS, 36, replace=T)
12 <- sample (LETTERS, 36, replace=T)
13 <- sample(100:999, 36)

ID <- paste(il,i2,1i3,sep="")

Grjzkime prie iSsilavinimo tyrimo. Matéme, kad auksSc¢iausiose iSsilavinimo grupése
(ypa¢ 4-joje) dominuoja moterys, o Zemiausiose — vyrai. Taigi atrodo, kad lytis turi
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itakos iSsilavinimui, taiau tai patvirtinti statistikos testy skaitmeniniais rezultatais
galésime tik 10 skyriuje (Zr. 10.1 uzd.).

Tik ka nustatytas faktas bus ypac vaizdus, jei ji pavaizduosime grafiskai.

> barplot ((smme/smme[, "Total"])[-3,-6],beside=T, legend=c ("female",
"male") )

B female

|
1 2 3 4 5

0.00 0.10 0.20 0.30

5.1 pav. Motery ir vyry i§silavinimo stulpelinés diagramos

Nors kintamieji educ ir male yra skirti vardiniams kintamiesiems (faktoriams) koduo-
ti, taCiau jie apiforminti kaip skaitiniai kintamieji.

> class (educ)
NULL

Kartais kintamojo klasé néra svarbi, taciau kai kurios funkcijos reikalauja, kad kintama-
sis biity, tarkime, faktorius. Pakeisti klas¢ néra sunku:

> r <- rpois(10,3)
> r

[11 33 44122224
> class(r)

[1] NULL
> rf <- factor(r) # Keic¢iame klasés pozZymi
> rf
[1] 3344122224
Levels: 1 2 3 4

> class(rf)
[1] "factor"
> rr <- as.numeric(rf) # GriZtame atgal
> rr
[11 33 44122224
> class(rr)
NULL

Zemiau pateikiame funkcija jitt, kuri, kai skirtingy reik§miy “mazai”, i§brézia kelis
grafiky variantus. Imtis r1 yra sudaryta i§ n atsitiktiniy skaiciy, kuriy kiekvienas Zymi
sekmiy skaiciy, atlikus keturis bandymus (sékmés tikimybé lygi 0,45), o imtis r2 -iS n
panasiy skaic¢iy (bet sékmés tikimybé dabar kiek didesné¢ — 0,55). Grafikas
plot (vl,v2) §j karta mazai informatyvus, nes daug tasky (ir neaiSku kiek) “sulimpa”
1 vieng. Tokiu atveju naudinga funkcija jitter (jitter (angl.) = triukSmas) — ji kiekvie-
ng taskg truputj pastumia ] Song (bet kiekvieng skirtingai), ir dabar aiSkiau matyti, keli

5-4



taskai buvo sulipg¢ i vieng. Atkreipkite démesj | tai, kad priklausomai nuo kintamojo kla-
sés funkcija plot bréZia vis kitokj grafikg — R yra objektiSkai orientuota programavimo
kalba!

jitt <- function(n) {

# funkcija jitt

vl <- rep(l:2,c(n,n))

#n <- 4

#vl <- rep(l:2,c(n,n)) vl rodo imties numeri

#v1

#[1] 11112 2 2 2

rl <- rbinom(n,4,0.45)

r2 <- rbinom(n,4,0.55)

v2 <— c(rl,r2)

opar <- par (mfcol=c(2,3))

on.exit (par (opar))

plot(vl,v2,main="plot (vl,v2)") # Grafikas visai neinformatyvus
plot (factor(vl),v2, # Zymiai geriau, sutampa su boxplot
main="plot (factor(vl),v2)")

plot (jitter(vl), jitter (v2),main="plot (jitter (vl), jitter(v2))”)

# Visi taskai “padrebinti”

stripchart (v2~vl,method="jitter”,vertical=T,main="stripchart”)

# PanasSus grafikas

barplot (table(vl,v2),beside=T, legend=c (“p=0.45","p=0.55"),

main="barplot”) # Jei p=0,55 - daugiau dideliuy

# reiksSmiuy
sunflowerplot (vl,v2, # Spinduliy skaic¢ius lygus tasko
main="sunflowerplot") # kartotinumui

cat (“Mediana 1=",median(rl),”, Mediana 2=",median(r2),”\n”)
table (vl,v2)
}

> jitt (40)
Mediana 1= 1 , Mediana 2= 2
v2
vl 0 1 2 3 4 plot(v1,v2) plot(jitter(v1),jitter(v2)) barplot
1418 14 31 T . o K .
21 914 13 3 . . ]
1° ° © ® o
o4
S ]y : o]
o e ©
T T T T T r r T T T T T T r o
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20 08 1.2 16 20
i jitter(v1)
plot(factor(v1),v2) stripchart sunflowerplot
< 4 o — <+ = = e < e

|
l.
I
/‘.,
NAE 2 2\

| |
o —_ —_ O wea - o .

1 2 1 2 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20
vi

5.2 pav. Sesi buidai sveikaskai¢iams matavimams vaizduoti

5.3 UZDUOTIS. Issiaiskinkite Zemiau pateikta teksta:

data(airquality); attach(airquality)
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table (cut (Temp, quantile (Temp) ), Month)
#simple two-way contingency table
plot (table (cut (Temp, quantile(Temp)), Month))

Pastarasis grafikas iliustruoja tai, kad karS¢iausia biina liepos ménesj. Kaip dar
galétuméte pademonstruoti §j fakty?

5.4 UZDUOTIS. [ssiaiskinkite §j teksta:

data(Titanic)

ftable(Titanic, row.vars =
ftable(Titanic, row.vars
ftable(Titanic, row.vars =

col.vars "Survived")

1:3)
1:2,
2:1, col.vars = "Survived")

5.5 UZDUOTIS. ssiaiskinkite §j teksta:

data (UCBAdmissions)

X <— aperm(UCBAdmissions, c(2, 1, 3))

dimnames (x) [[2]] <- c("Yes", "No")

names (dimnames (x)) <- c("Sex", "Admit?", "Department")
ftable (x)

## Fourfold display of data aggregated over departments, with
## frequencies standardized to equate the margins for admission
## and sex.

fourfoldplot (margin.table(x, c(1, 2)))

5.2. MiSrus atvejis: vardiniai ir skaitiniai kintamieji

Ar diskriminuojamos Belgijoje moterys? Tiksliau kalbant, ar priklauso atlyginimo
wage (tai skaitinis kintamasis) dydis nuo lyties male (tai vardinis kintamasis)? IS
principo, galétume pasinaudoti tuo, kg jau Zinome — kintamgjj wage galétume skaidyti ]
grupes, o paskui tirti Siy dviejy vardiniy kintamyjy saveikos lentelg. Prisiminkime kaip
tai daroma.

> attach (bwages)

> summary (wage)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
88.38 327.30 408.50 445.80 514.60 1919.00

Suskaidykime atlyginima i keturias grupes pagal kiek padailintas kvartiliy reikSmes (tai
atlieka funkcija cut):
> wage

[1] 313.85280 194.37800 426.13640 284.09090 318.18180 330.78950
[7] 331.36360 418.66030 441.91920 290.90910 281.10050 299.87370

> cut (wage, breaks=c(80,320,410,520,1920))
[1] (80,320] (80,3201 (410,520] (80,3201 (80,3201
[6] (320,410] (320,410] (410,520] (410,520] (80,3201

Matome, kad pirmasis atlyginimas 313,85 priklauso intervalui (80,320] ir t.t.

> table(cut (wage, breaks=c(80,320,410,520,1920)))

(80,3201 (320,410] (410,520] (520,1.92e+003]
337 410 364 361

5-6



Kaip ir reik&jo tikétis (kodél?), kiekvienoje grupéje yra mazdaug vienodas jrasy skai-
Cius. Dabar patyrinékime lyties ir atlyginimo sgveikos lentele.

> mw <- table(male, cut (wage,breaks=c(80,320,410,520,1920)))
> mw

male (80,320] (320,410] (410,520] (520,1.92e+003]

0 162 169 140 108

1 175 241 224 253
> smmw <—- simple.marginals (mw)
> smmw

(80,3201 (320,410] (410,520] (520,1.92e+003] Total

0 162 169 140 108 579
1 175 241 224 253 893
Total 337 410 364 361 1472

IS tikryjy, mums reikia kiek kitokios lentelés:

> (smmw/smmw[, "Total"])[-3,-5]
(80,320] (320,410] (410,520]1 (520,1.92e+003]
0 0.2797927 0.2918826 0.2417962 0.1865285
1 0.1959686 0.2698768 0.2508399 0.2833147
> barplot ((smmw/smmw[, "Total"])[-3,-5],beside=T, legend=c ("female",
"male") )
=]

B female
O male

[
(80,320] (320,410] (410,520 (520,1.92e+003]

5.3 pav. Grupuoto atlyginimo stulpelinés diagramos (atskirai moterims ir vyrams)

Matome, kad maZzy atlyginimy grupése motery daugiau, o dideliy — maziau (diskrimi-
nacijal). Antra vertus, grupuodami duomenis, kiek sugrubinome tiriama paveiksla.
Nesunku panasy tyrimg atlikti ir su negrupuotais duomenomis.

> boxplot (wage[male==0],wage[male==1], names=c("female", "male"))

o

1500

— e
o o

[

1000

500
|

female male

5.4 pav. Atlyginimo staciakampés diagramos (atskirai moterims ir vyrams)
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Stai skaitinis $io grafiko ekvivalentas:

# Funkcijos tapply reiksSmé yra sarasas
# su dviem komponentém, kuriuy vardai
# IIOII ir lllll

> tapply(wage,male, summary)

smon # Moterys, t.y. male==
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
88.38 314.30 383.50 413.90 483.00 1364.00

gmin # Vyrai, t.y. male==
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
139.9 340.9 422.8 466 .4 539.8 1919.0

Grafike matome, kad abiejose grupése atlyginimy skirstiniai nesimetri§ki ir turi daug
iSskir€iy. Taip pat matome, kad vyry atlyginimy ir mediana ir visi kvantiliai didesni nei
motery (norint i$siaisSkinti, ar Sis skirtumas néra dél imties atsitiktinumo, reikia pakentéti
iki 10.2 uzduoties).

R yra open source produktas, t.y., kiekvienas gali paraSyti savo funkcijas ir papildyti
jomis esamas bibliotekas. H.Bengtsson’as yra paraSes funkcija plot.histogram,
leidZianCig iSbrézti dvi ar daugiau histogramas viename bréZinyje. Atsisiyskite Sig
funkcijg iS http://www.maths.Ith.se/matstat/staff/hb/mypackages/R/plot.histogram.R ir
patalpinkite jg bet kur, pvz. C:\spec direktorijoje. RGui aplinkoje surinkite File| Source R
code; po lenteléje Select file to source nuvairuokite j C:\spec\plot.histogram.R ir sprag-
telékite ant Sio failo: dabar base paketo funkcija plot.histogram yra pakeista
Bengtsson’o funkcija plot.histogram (ji skiriasi nuo senosios tuo, kad yra jvesti
du papildomi argumentai — stulpelio plotis width ir postiimis of f set). BréZdama his-
togramg, funkcija hist kreipsis | naujaja funkcija plot .histogram:

attach (bwages)

w0 <- wage[male==0]

wl <- wage[male==1]

hist (w0, width=0.5, offset=0.0, col="blue", breaks=15,
main="Histogram of w0 & wl", xlab="w0 - blue, wl - red",prob=T)
hist(wl, width=0.5, offset=0.5, col="red", breaks=15, add=TRUE, prob=T)

Histogram of wO & w1

T T T T T T T 1
o 200 400 600 800 1000 1200 1400

wO - blue, w1 - red

5.5 pav. Motery ir vyry atlyginimo histogramos (papildykite §j grafika legenda)
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Vel matome, kad tarp daug uzdirbanciy daugumg sudaro vyrai. O S$tai dar du vyry ir
motery atlyginimy palyginimo variantai: a) pagrjstas tankio funkcija density (Zr. 5.6
pav., kairé) ir b) pagristas skirtumais tarp empiriniy skirstinio funkcijy (zr. 5.6 pav.,
desiné)

par (mfrow=c(1l,2))

plot (density (w0),main="density - w0 vs. wl ",xlab="",col=4)
lines(density(wl),col=2)

legend (600, .003,c("female", "male"),1lty=1,col = c(4,2))

# legend("topright",c(“female”,”male”),1lty=1,col=c(4,2)) #variantas
plot(c(sort (wl),max (w0)), (0:1length(w0))/length(w0), type="S", col=4)

lines(c(sort(wl),max(wl)), (O:length(wl))/length(wl), type="S",col=2)
legend (700, .82, c("female", "male"), lty=1,col = c(4,2))

Nagrinédami empirines skirstinio funkcijas (zr. deSinjjj 5.6 pav. grafikg) matome, kad
raudonoji kreivé yra visur Zemiau, kas dar kartg jrodo, kad vyry atlyginimai yra didesni

(kodel?).

density - w0 vs. w1

QS _|
g e
S — female 2 ©° — female
— — male T — male
g P g
_| 3 o
=
3 =
g i 2
r S
g g
(o] &) gA,
: -
o
S T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 200 400 600 800 1200

c(sort(w0), max(wO0))

5.6 pav. Vyry ir motery atlyginimy empiriniai tankiai (kairéje) ir empirinés skirstinio funkcijos
(desinéje; papildykite §j grafika vardu ir pakeiskite aSiy vardus informatyvesniais)

Dar istirkime atlyginimo wage priklausomybe nuo issilavinimo educ.

> boxplot (wage [educ==1],wage[educ==2],wage [educ==3],wage [educ==4],

wage[educ ==5],names=c("l","2","3","4","5"))
g s
- i g

3 -0 T
R B

B4+ =

—&— i i — i
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5.7 pav. ISsilavinimui didéjant, atlyginimas taip pat didéja
Tekstas boxplot komandos skliaustuose yra gana ilgas, taciau ji galima sutrumpinti:

1) boxplot(split (wage,educ),names=c("1","2","3", "4" "5"))
2) boxplot (wage~educ, names=c ("1","2", "3", "4" "5"))
3) with(bwages,boxplot (wage~educ)) # ?with

arba tiesiog

plot (educ, wage) # plot yra bendriné funkcija; jei educ yra
# faktorius, plot elgiasi kaip boxplot

UZraSas wage~educ yra pirmasis formulés pavyzdys (jas daznai naudosime véliau
regresiniuose modeliuose), o funkcija split panagrinékite patys. Trumpam dar su-
stokime prie skaitinio paskutiniosios procediiros varianto ir prisiminkime, kg Zinome
apie sarasus.

> wes <- tapply(wage, educ, summary) "’

> wes

$"1"
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
136.4 300.5 331.4 340.0 388.8 539.8

$"2"
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
88.38 293.30 353.00 371.70 429.60 997.80

$"3"
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
90.91 314.40 384.60 411.60 478.80 1240.00

$"4"
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
181.8 351.1 448.6 461.1 533.7 1288.0
$"5"
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
113.6 397.3 507.7 563.2 679.9 1919.0

wes yra sgrasas:

> mode (wes)
[1] "list"

Jo pirmaja komponente pasiekti galime su komanda

> wes[["1"]] # Pagal komponentés vardag
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .

! Jei dar norétume apskai¢iuoti panaSias charakteristikas sutrumpintam rinkiniui Bwages (7r. 6-
3 psl.), tai reikty elgtis taip:

detach (bwages)

attach (Bwages)
tapply (wage, educ, summary)

Beje, tai galima pastebimai sutrumpinti:

with (Bwages, {tapply(wage, educ, summary)})
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136.4 300.5 331.4 340.0 388.8 539.8

arba
> wes$S"1" # Pagal komponentés varda ($ yra [[..]] sinonimas)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .

136.4 300.5 331.4 340.0 388.8 539.8

arba
> wes[[1]] # Pagal komponentés numeri
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .

136.4 300.5 331.4 340.0 388.8 539.8

Komponenté yra skaitinis vektorius su vardais:

> mode (wes$"1")

[1] "numeric"

> names (wesS$"1")

[1] "Min." "lst Qu." "Median" "Mean" "3rd Qu." "Max."

Antra vertus,
> wes[1]
$ n l n

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
136.4 300.5 331.4 340.0 388.8 539.8

yra sgrasas:

> mode (wes[1])

[1] "list"
> names (wes[1])
[l] "l"

NeuzZzmir$kime — R yra programavimo kalba!

5.6 UZDUOTIS. [itirkite ir palyginkite davis duomeny rinkinyje motery ir vyry (tik-
r3jj) svor] weight (po to —igi height). Koks rysys tarp tikrojo ir pranestojo (repor-
ted) Gigio (po to — svorio). Autoriaus hipotezé: Gig] pranesa didesnj negu tikrasis, o svori
- mazesnj.

5.3. Skaitiniai kintamieji

Vienas daznai sutinkamy uzdaviniy yra dviejy skaitiniy kintamyjy, prognozinio (arba
prediktoriaus arba regresoriaus, arba nepriklausomo) kintamojo x ir (modelio) atsako
(arba priklausomo kintamojo) y, sgveikos tyrimas. Tokie modeliai vadinami regresiniais,
o dazniausiai nagrin¢jami keli klausimai: 1) kaip, Zinant x reikSme, prognozuoti y
reikSme? 2) kaip palyginti du (ar kelis) modelius (Jei turime du Belgija aprasancius mo-
delius, kuris i§ jy “teisingesnis”? Jei Belgijos ir Lietuvos modeliai nedaug skiriasi, tai
gal tik dél im¢iy atsitiktinumo?) ir t.t.

Tirkime du skaitinius kintamuosius weight ir height i§ duomeny rinkinio davis.



attach (davis)
hF <- height[sex=="F"
hM <- height [sex=="M"
wEF <- weight [sex=="F"
wM <- weight [sex=="M"
par (mfrow=c(1l,2))
plot (hF, wF)

plot (hM, wM)

]
]
]
]

Variantas:

par (mfrow=c(1l,2))

plot (weight~height, data = davis, subset=sex=="F",main="Females")
plot (weight~height, data = davis, subset=sex=="M",main="Males")
< Q _|
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5.8 pav. Siuose paveiksluose x yra figis (prediktorius),
0 y — svoris (atsakas) (kairéje - moterys, deSingje - vyrai)

Atkreipsime démesj, kad x ir y aSys abiejuose grafikuose skiriasi — vyrai apskritai yra
aukStesni ir sunkesni. Tai bus lengviau pastebéti, jei abu grafikus iSbréSime viename pa-
veiksle.

plot (height,weight, pch=14+sex, col=sex+1)
legend (150,120, c("vyrai", "moterys"),pch=14+sex,col=sex+1)
# plg. 6.9 ir 6.10 pav.

o
Al [ ]
—
- _
N
(@) o _|
‘O [e0) [ ]
= _
o _
<

150 160 170 180 190
height

5.9 pav. Motery ir vyry svorio ir figio sklaidos diagrama
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Matome, kad didéjant Gigiui svoris apskritai did¢ja. Kaip $ig tendenija, kurig akis leng-
vai pagauna, iSreik§ti matematiSkai? Kadangi svoris nuo tigio priklauso tiesiskai, biity
protinga per abiejy 5.8 pav. grafiky taSky debes¢liy “vidur]” iSbrézti tiese, kuri viena ar
kita prasme biity “arCiausiai” visy taSky. Vienas iS galimy tiesés parinkimo principy yra
maziausiy kvadraty metodas. Tarkime, kad kiekvienas atsako matavimo rezultatas y,
nuo prediktoriaus x; priklauso taip (tai vadinamasis tiesinés regresijos modelis):
y,=a+bx,+e,i=12,.,n;

kitais ZodZiais, y ir x priklausomybé tiesing, bet ja kiek gadina atsitiktinés paklaidos e; .
Tieseés koeficientus a ir b tikslinga parinkti taip, kad paklaidy kvadraty suma (daZnai
zZymima RSS(a,b) (nuo Residual Sum of Squares)) biity minimali (tai vadinamasis ma-
Ziausiy kvadraty metodas):

. . < 2 . < 2
RSS = min RSS(a,b) = min ;e,. =min ) _(y,—(a+bx,))

ab =
Norint rasti §] minimuma, dalines RSS(a,b) iSvestines pagal a ir b reikty prilyginti O ir
iSspresti gautajg dviejy tiesiniy lygciy sistemg. R pakete Sig procediirg atlieka funkcija
1m (Im=Linear Model (angl. tiesinis modelis)), joje model] nusakanti formulé
Y, =a+bx, +e, uzraSoma taip: y~x (galima raSyti ir y~1+x, bet néra reikalo: laisva-
sis narys jtraukiamas automatiskai). Funkcija 1m randa a ir b jvercius a ir b, ji taip pat

apskaiCiuoja prognozuojamas y reik§Smes y, =a +bx,, i =1,...,n ir dar daug ka.

Patikslinkime savo ankstesne¢ proceduirg:

> par (mfrow=c(1l,2))
> Fhwl <- 1lm(wEF~hF) # Sudarome tiesini modelil moterims
> Fhwl

Call:
Im(formula = wEF ~ hF)

Coefficients:
(Intercept) hF
-45.6730 0.6227 # Tiesés koeficienty jiverciai d ir b
# Kitaip sakant, motery svoris nuo Tgio
# priklauso taip: weight =-45,67+0,623-height
> plot (hF, wF)
> lines (hF,Fhwl$fit) # Fhwl$fit yra vektorius (J,...,¥,)
> Mhwl <- 1lm(wM~hM) # Sudarome tiesini modeli vyrams
> Mhwl
Call:

Im(formula = wM ~ hM)

Coefficients:
(Intercept) hM
-101.3301 0.9956 # Vyru regresijos tiesés lygtis yra

# weight =—-101,33+ 0,996 height
> plot (hM, wM)
> lines (hM,MhwlS$fit) # Sinonimas: abline (Mhwl) - bendriné
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# funkcija abline pati pasiima reikalingus

# koeficientus 18 saraso Mhwl

— 4 -
R ) P
E* .8
s @ 3 f
8
g R
o | 8

5.10 pav. Sklaidos diagramos kartu su regresijos tiesémis

Remdamiesi Siuo tyrimu, galétume pasitlyti formules “optimaliam™ svoriui apskai¢iuo-
ti: tarkime, 170 cm tgio moteris turéty sverti 170%0.623-45.67=60.24 kg. Vyry svorio
formule trumpai galétume suformuluoti taip: svoris lygus tigiui — 100, kitaip sakant 170
cm tigio vyras turéty sverti 70 kg.

Maziausiy kvadraty metodas turi daug gery savybiy, taciau norint, kad jos galioty, reikia
tam tikry salygy. Jos formuluojamos paklaidy terminais:

e paklaidy dispersijos turi nepriklausyti nuo i: o} = c”

® paklaidos privalo turéti normalyjj skirstinj

Norédami patikrinti Siuos du teiginius, surinkime

par (mfrow=c(1l,4))

plot (Fhwl)
Residuals vs Fitted ¢ Normal Q-Q plot Scale-lLocation plot o Cook's distance plot
- o
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Theoretical Quantiles
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Fitted values
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5.11 pav. Tiesinio regresinio modelio Fhw1l diagnostiniai grafikai

Kiekviename grafike nurodyta po tris taskus, kurie, vadovaujantis vienu ar kitu principu
(Zr. [Fo, 268-277 p.], [CM1, 47 p-], [Fa, 65-73 p.] arba Grubbs’o kriterijy http://
www.itl.nist.gov/div898/handbook/ (Zr. taip pat 9.4 uzduot})) turéty biti pripaZinti iS-
skirtimis. Tai jrasai 16, 26, 29, 63 ir 80. Pasalinkime juos i§ hF ir wF':
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hFn <- hF[-c(16,26,29,63,80)]

wEFn <- wF[-c(16,26,29,63,80)]

hFn <- hF[-c(16,26,29,63,80)]

wEFn <- wF[-c(16,26,29,63,80)]
(w

Fhwln <- 1m
plot (Fhwln)

Fn~hFn)

Residuals vs Fitted Normal Q-Q plot Scale-l ocation plot Cook's distance plot
[ n 16°
160 ? 160 o | @— 24 o0
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- % ase g - g\hh ML H”\ah

50 55 60 65 -2 -1 o 1 2 50 55 60 65 O =20 40 60 80 100
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5.12 pav. Tiesinio regresinio modelio Fhwln diagnostiniai grafikai

Dabar turime tik vieng rySkesne iSskirtj — tai jrasas 16 (pagal nauja numeracija) — taciau
tai priimtina (pabandykite jg paSalinti savarankiSkai). Pirmas i§ kairés grafikas rodo, kad
visos modelio paklaidos e, daugmaz homogeniSkai telpa juostoje nuo —10 iki +10, taigi

visos dispersijos o, beveik lygios. Antras 1§ kairés grafikas rodo, kad paklaidos beveik

normalios (galite dar patikrinti su su eda.shape (Fhwln$res) ). Kadangi

> FhwlnS$Scoef
(Intercept) hFn
-40.3916370 0.5888778

tai pagal naujg formule 170 cm tgio moteris turéty sverti truputj maziau: 170%0,589-
40,39= 59,74 kg.

Ispudingas tiesinés regresijos pavyzdys yra pateiktas [Ve, p.28]. Ten taip pat aptartos
atspariosios regresijos funkcijos r1mir 1gs (jos maZiau jautrios iSskirtims).

5.7 UZDUOTIS. Pati uzduotis — kiek véliau, o dabar pakartosime @igio ir svorio analize
su kitais duomenimis. Kompaktiniame diske R1 (Zr. Data\StatLab\Data) yra gana didelis
(1236 jrasai) duomeny rinkinys babies_data.htm, kuriame be kity kintamyjy yra pateikti
duomenys apie motery 1igj ir svori. Nukopijuokime §iuos duomenis j R darbine direkto-
rijg ir nusiskaitykime su

> StatLabs <- read.table(“babies_data.txt”,header=T)
> StatLabs

bwt gestation parity age height weight smoke
1 120 284 0 27 62 100 0
2 113 282 0 33 64 135 0
3 128 279 0 28 64 115 1
4 123 999 0 36 69 190 0
5 108 282 0 23 67 125 1
6 136 286 0 25 62 93 0
7 138 244 0 33 62 178 0
8 132 245 0 23 65 140 0
9 120 289 0 25 62 125 0
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Pakete Simple yra funkcija simple.scatterplot — prisijunkime ja su libra-
ry (Simple)

attach (StatLabs)
simple.scatterplot (height,weight) # BreézZia sklaidos diagrama ir abiejuy
# kintamuju histogramas

Al :

© ©OOCCo0 o - ]

1000
!

200 400 600 800
1

_ O,
o e %
T T T T T
60 70 80 90 100

5.13 pav. x aSis — height, y a8is - weight

Aiskiai matome abiejy dydziy iSskirtis. Pabandykime apZitréti StatLabs didZiausiy
reikSmiy srityje. Bet pirmiau keli ZodZiai

Apie rusiavimg. 1lgy skaitiniy vektoriy perraSymas didéjimo tvarka yra gana daug laiko
reikalaujanti procediira (Zr. ?sort). Stai keli paprastesni pavyzdZiai.

> set.seed(5)
> x1 <- rbinom(10,20, .4)
> x1
[1] 7 9 6 10 8 5 7 11 4 13

Perrasyti §j vektoriy did¢jimo tvarka galima su sort:

> sort(x1)
[1] 4 5 o6 7 7 8 910 11 13

arba su order ir [..] kombinacija:

> order (x1)
[1] 9 ¢ 3 1 7 5 2 4 810

(maziausias x1 elementas yra 9-asis, po eina 6-asis ir t.t.)

> x1l[order (x1)]
[1] 4 5 o6 7 7 8 910 11 13

Kartais matricag ar duomeny sistema reikia surtsiuoti, tarkime, pirmojo stulpelio didéji-
mo tvarka.

> x2 <—- rbinom (10,20, .4)
> x3 <- rbinom (10,20, .4)
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> xx <- data.frame(x1l,x2,x3)
> xx[order (x1),]

x1 x2 x3
9 4 14 o
6 511 9
3 6 6 7
1 7 11 5
7 7 8 8
5 8 7 3
2 9 6 8
4 10 7 12
8 11 10 8
10 13 6 9

Sios matricos pirmajame stulpelyje yra du 7-tukai, ta¢iau kodél pirmiau eina eilute 7 11
5, o ne 7 8 8 — sunku pasakyti. Reikalui ¢sant, iSristi lygius elementus galima, pavyz-
dZiui, pagal antrojo stulpelio reikSmes:

> xx[order (x1,%2), ]
x1 x2 x3
4 14 o
5 11
6 6
7 8
7 11
8 7
9 6
10 7
11 10
0 13 o

=
O 00N 0O WU 30

R oo NOUTE JWOo O

Grijzkime prie StatLabs duomeny rinkinio.

> 00 <- order (height,weight)# Jei a yra vektorius, tai alorder(a)] yra
# a, perradytas didéjimo tvarka

> SL <- StatLabs[oo, ] # SL yra StatLabs, perrasytas height dide-
# jimo tvarka; kai height vienodi, irasus
# isdésto weight didéjimo tvarka

> SL[1210:1236,]

bwt gestation parity age height weight smoke

718 144 287 1 33 71 153 1
148 160 300 0 29 71 175 1
288 148 279 0 27 71 189 0
86 129 274 0 29 71 999 1
176 122 278 0 31 72 155 1
1216 152 267 0 28 99 119 1
848 134 278 0 28 99 126 1
361 107 278 1 27 99 135 0
43 138 302 0 26 99 999 1
153 127 336 0 29 99 999 0
155 129 999 0 23 99 999 1
186 131 286 0 34 99 999 1
231 111 284 0 22 99 999 1
338 131 283 0 31 99 999 0

Atrodo, kad skai¢iai 99 ir 999 skirti kazkokiam kodavimui. IS tikryjy,
www.stat.berkeley.edu/users/statlabs/labs.html skyrelyje Birth weight Il randame, kad jie
zymi tg fakta, kad Sios moters igis ar, atitinkamai, svoris neZinomas. PaSalinkime $ios
jraSus. Tam reikty prisiminti, kad height==99 (skaitome: height lygus 99) Zymi
loginj vektoriy, kurio ilgis 1236 ir kurio beveik visos komponentés lygios FALSE (iS-
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skyrus atitinkan¢ias height==99 - S§ios lygios TRUE). height !=99 (skaitome:
height nelygus 99) yra loginis vektorius, kuriame, lyginant su ankstesniuoju, TRUE ir
FALSE sukeista vietomis. Loginiame vektoriuje height!=99sweight!=999 reik§me
TRUE yra ten, kur height nelygus 99 ir kartu weight nelygus 999 (atkreipiame dé-
mesi: loginis “arba” Zymimas simboliu I).

> SL <- StatLabs[height!=99&weight!=999,] # Paliekame tik eilutes,
# atitinkancias TRUE
> simple.scatterplot (SLSheight, SLSweight)

HHHHHH Hﬂnnn

5.14 pav. Ugio ir svorio sklaidos diagrama su abiejy kintamyjy histogramomis

Savarankis$kai jsitikinkite (pvz., su eda. shape), kad x koordinaté (t.y., height) turi
beveik normalyjj skirstinj, tuo tarpu weight — tikrai ne. Pastargjj faktg galima paais-
kinti bent dviem priezastimis: 1) nesveiku gyvenimo buidu ir 2) svoris proporcingas tu-
riui, o pastarasis — igio kubui (normaliojo a.d. kubas néra normalusis).

Dabar pati UZDUOTIS. Atlikite panasia analize su vyry @igiu ir svoriu. Duomenis ir jy
apraSyma rasite R1 disko failuose babies23_data.htm ir All_BABIES.doc.

5.8 UZDUOTIS. Kodél §ie du grafikai skiriasi?

par (mfrow=c(1l,2))

X <— runif (50,-15,20)

y <—- —-x"2+rnorm (50, sd=2.5)
plot (x,y,t="1")

oo <—- order (x)
plot(x[oo],y[oo],type="1")

5.9 UZDUOTIS. df yra duomeny sistema, turinti 4 stulpelius: df <- data.
frame (x1,x2,x3,x4) . PerraSykime 8ig sistemg x2 did¢jimo tvarka. Stai du va-
riantai.

1) dflsort.list(df$x2),]

2) df.di <- df[order (dfsx2), ]
df .ma <- df[rev(order (dfs$x2)), ]

# RGSiuojame didéjimo tvarka
# RGSiuojame mazéjimo tvarka

Susiraskite ir iSrusiuokite realy pavyzdj i§ data ().
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5.10 UZDUOTIS. Kaip matéme 5.1 paveiksle, tinkamai parinkti legendos vietg ir forma
ne visuomet paprasta. Zemiau pateiktas pavyzdys pateikia vieng Sios problemos spren-
dimy (Zr. ?par — §i funkcija turi daugybe opcijy).

## increase size of the bottom-border:

par (mar= c(6, 4, 4, 2) + .1)

## Set xpd=TRUE, so all plotting is clipped to the figure

## (not the plot) region:

par (xpd=TRUE)

## Your barplot:

bp <- barplot(1l:3)

## Text for the legend:

legend.text <- c("cats", "dogs", "cows")

## And plot the legend below the existing plot —-- centering it

legend (mean (range (bp)), -0.3, legend.text, xjust = 0.5,
fill=heat.colors(length(legend.text)), horiz = TRUE)

Pagal §j pavyzdj, pertvarkykite 5.1 paveiksla.

5.11 UZDUOTIS. Pateikiame dar viena i$skir¢iy paie§kos varianta. Su Copy ir Paste
perkelkite | R Zemiau pateiktas komandas (iki identify eilutés imtinai), sprag-
telekite kairjji pelés klavisa greta iSsiskirian¢io F  tasko (pasirodys jo jraSo numeris
12; tasky identifikavimo procediirg galima testi, bet jei ja nusprendéte baigti, pas-
pauskite pelés desinj klavisa).

library (car)

data (Davis)

attach (Davis)

names (Davis)

#[1] "sex" "weight" "height" "repwt" "repht"
rm(sex,weight, height, repwt, repht) # Dél viso pikto
plot (repwt,weight, pch=as.character (sex))

identify (repwt, weight)

#warning: no point with 0.25 inches

#[1] 12
8 | 12 F
§%
8 M
g ™
T T
100 120
repwt
5.15 pav. Pranestojo ir tikrojo svorio sklaidos diagrama
> Davis[11:13,] # Pasidairykime Davis 12 eilutés aplinkoje
sex weight height repwt repht
11 M 70 175 75 174
12 F 166 57 56 163
13 F 51 161 52 158
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Atlikite panaSia analiz¢ su car paketo Duncan duomeny rinkiniu. Panagrinékite inco-
me ir prestige sklaidos diagramg. Identifikuokite kelis iSsiskiriancius taskus su

> identify(income, prestige, label=rownames (Duncan))

5.12 UZDUOTIS. Pratgsime poZymiy saveikos lentelés nagriné€jima. ISsiaiSkinkite
Zemiau pateiktg pavyzdj.

data (warpbreaks)

tab <- xtabs(breaks ~ wool + tension, data = warpbreaks)
> tab
tension

wool L M H
A 401 216 221
B 254 259 169

> tab/sum(tab)

tension

wool L M H
A 0.2638158 0.1421053 0.1453947
B 0.1671053 0.1703947 0.1111842

# N/RowTotal

> tab/apply(tab, 1, sum)

tension

wool L M H
A 0.4785203 0.2577566 0.2637232
B 0.3724340 0.3797654 0.2478006

# both N/ColTotal

> sweep (tab, 2, apply(tab, 2, sum), "/")

> tab/(rep(l, 2) %0% apply(tab, 2, sum))

tension

wool L M H
A 0.6122137 0.4547368 0.5666667
B 0.3877863 0.5452632 0.4333333

5.13 UZDUOTIS. Stai warpbreaks duomeny rinkinio analizés tesinys.

data (warpbreaks)

opar <- par (mfrow = c(1,2), oma = c(0, 0, 1.1, 0))

plot (breaks ~ tension, data = warpbreaks, col = "lightgray",
varwidth = TRUE, subset = wool == "A", main = "Wool A")

plot (breaks ~ tension, data = warpbreaks, col = "lightgray",
varwidth = TRUE, subset = wool == "B", main = "Wool B")

mtext ("warpbreaks data", side = 3, outer = TRUE)

par (opar)

ISsiaiskinkite kiekvienos eilutés prasme. Kokias iSvadas galite padaryti i§ gauty grafiky?
Stai kelios uzduotys i§ [Ve].

5.14 UZDUOTIS. A student evaluation of a teacher is on a 1-5 Leichert scale. Suppose
the answers to the first 3 questions are given in this table:

Student Ques.
1

Ques.

2
5
2
5
5
2
2

oUW N
WHERRFPWREW
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Enter in the data for question 1 and 2 using c(), scan(), read.table or data.entry()

1. Make a table of the results of question 1 and question 2 separately.
2. Make a contingency table of questions 1 and 2.

3. Make a stacked barplot of questions 2 and 3.

4. Make a side-by-side barplot of all 3 questions.

5.15 UZDUOTIS. In the library MASS is a dataset UScereal which contains infor-
mation about popular breakfast cereals. Attach the data set as follows:

library (MASS)

data (UScereal)

attach (UScereal)

names (UScereal) # to see the names

Now, investigate the following relationships, and make comments on what you see. You
can use tables, barplots, scatterplots etc. to do your investigation.

1. The relationship between manufacturer and shelf
2. The relationship between fat and vitamins

3. the relationship between fat and shelf

4. the relationship between carbohydrates and sugars
5. the relationship between fibre and manufacturer
6. the relationship between sodium and sugars

Are there other relationships you can predict and investigate?

5.16 UZDUOTIS. The built-in data set mammals contains data on body weight versus
brain weight. Use the cor to find the Pearson and Spearman correlation coefficients.
Are they similar? Plot the data using the plot command and see if you expect them to
be similar. You should be unsatisfied with this plot. Next, plot the logarithm (1og) of
each variable and see if that makes a difference.

5.17 UZDUOTIS. For the data set on housing prices, homedata in UsingR package,
investigate the relationship between y1970 and y2000 (use y1970 as the predictor
variable). Does the data suggest a linear relationship? Are there any outliers? Which
lines contains outliers? What may have caused these outliers? What is the predicted new
assessed value for a $75,000 house in 1970? Repeat the analysis with a shorter version
of homedata taking every 10" line of the original data set.

5.18 UZDUOTIS. For the orida dataset of Bush vs. Buchanan, there is another obvi-
ous outlier that indicated Buchanan received fewer votes than expected. If you remove
both the outliers, what is the predicted value for the number of votes Buchanan would
get in Miami-Dade county based on the number of Bush votes?
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5.19 UZDUOTIS. For the data set emissions plot the perCapita GDP (gross
domestic product) as a predictor for the response variable CO2 emissions. Identify the
outlier and find the regression lines with this point, and without this point.

5.20 UZDUOTIS. Attach the data set babies:

library(simple)
data (babies)
attach (babies)

This data set contains much information about babies and their mothers for 1236 obser-
vations. Find the correlation coefficient (both Pearson and Spearman) between age and
weight. Repeat for the relationship between height and weight. Make scatter
plots of each pair and see if your answer makes sense.

5.21 UZDUOTIS. Find a dataset that is a candidate for linear regression (you need two
numeric variables, one a predictor and one a response.) Make a scatterplot with regres-
sion line using R.

5.22 UZDUOTIS. The built-in data set mt cars contains information about cars from a
1974 Motor Trend issue. Load the data set (data (mtcars)) and try to answer the fol-
lowing:

. What are the variable names? (Try names.)

. what is the maximum mpg?

. Which car has this?

. What are the first 5 cars listed?

. What horsepower (hp) does the “Valiant” have?

. What are all the values for the Mercedes 450slc (Merc 450SLC)?

. Make a scatterplot of cylinders (cy1l) vs. miles per gallon (mpg). Fit a regression
line. Is this a good candidate for linear regression?

N O BN

5.23 UZDUOTIS. Zemiau yra pateiktas vadinamasis Anskombés (Anscombe) kvartetas:

x1 vyl x2 y2 %3 y3 x4 v4
10 8.04 10 9.14 10 7.46 8 6.58
8 6.95 8 8.14 8 6.77 8 5.76
13 7.58 13 8.74 13 12.74 8 7.71
9 8.81 98.77 9 7.11 8 8.84
11 8.33 11 9.26 11 7.81 8 8.47
14 9.%96 14 8.10 14 8.84 8 7.04
6 7.24 6 6.13 6 6.08 8 5.25
4 4.26 4 3.10 4 5.39 8 5.56
12 10.84 12 9.13 12 8.15 8 7.91
7 4.82 7 7.26 7 6.42 8 6.89
5 5.68 5 4.74 5 5.73 19 12.50

Neziurint to, kad Sios keturios poros pastebimai skiriasi (lengviausia tai pamatyti i$
sklaidos diagramy; jas iSdéstykite kaip 2x2 matricg), jy vienmatés ir dvimateés skaitinés
charakteristikos sutampa. Negana to, sutampa jy regresijos ties€s ir visos tiesiniy regres-
iniy modeliy 1lin.i <- 1m(yi~xi) charakteristikos (pastargjj fakta galima
patikrinti su summary (1in. i) ). Patikrinkite Siuos teiginius.
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5.24 UZDUOTIS. R konsol¢je spragtelékite FilelSource R code..., nuvairuokite ]

kompaktinio disko R1 failg Data\Maindonald\dolphins.R ir spragtelekite ant Open.
> source ("E:/Data/Maindonald/dolphins.R")

> dolphins

wt heart logweight logheart species
1 35 245 3.555348 5.501258 styx
2 42 255 3.737670 5.541264 styx

khkkhkkhkkhkhkhkkhkkhkkkhkkk*k

8 54 300 3.988984 5.703782 delph
9 59 350 4.077537 5.857933 delph

khkkhkkkkhkhkhkkhkkhkkkhkkk*k

Pertvarke (jei reikia) failg dolphins, iSbréZkite kintamyjy logweight (=x) ir log-
heart (=y) sklaidos diagramg. Skirtingas species grupes pavaizduokite skirtingais
simboliais. Kiekvienai grupei iSbrézkite tiesinés regresijos tieses. Papildykite Zemiau
pateikta paveikslg legenda ir antraSte.

58 6.0 6.2
>
\

logheart

5.6
\

5.4

3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 4.1 4.2

logweight

5.16 pav. 5.23 uZduoties iliustracija
Nuoroda. Duomeny sistemg dolphins papildykite stulpeliu spec (naujg sistema
pavadinkite dolphinsl), sudarytu i§ 1 (kai styx) ir O (kai delph). Gal but, jums
pravers tokia eiluté:

> abline(lm(logheart~logweight, subset (dolphinsl, spec==1)),col=2)

5.25 UZDUOTIS. Du skaitinius vektorius galima apjungti kaip j matrica, taip ir j duo-
meny sistema:

X <— c(NA,1:5)

y <- c(6:10,NA)

xym <— cbind(x,y) # Matricoje eilutés ir stulpeliai lygiateisiai
xyd <- data.frame(x,y) # Duomenuy sistema turi “natiralia” stulpeline
> xym # struktirag

X y
[1,] NA 6
(2,1 1 7
(3,1 2 8
(4,1 3 9
[5,1 4 10
[6,] 5 NA
> xyd
X y
1 NA 6
2 1 7
3 2 8
4 3 9
5 4 10
6 5 NA
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Norint atrinkti $iy objekty poaibius, nusakomus, tarkime, stulpelio y reikSmémis, leng-

viau dirbti su duomeny sistemomis ir funkcija subset.
> subset (xyd, y>6)

Xy
1 7
2 8
3 9
4 10

g W N

Daznai reikia paSalinti eilutes, kuriose yra tristamy duomeny.

> subset (xyd, y!="NA")

Xy
1 NA 6
2 1 7
3 2 8
4 3 9
5 4 10

Pastaraji rezultata gautume ir su na.omit funkcija (ji patogesné, nes pasalinty ir ei-
lutes su blogais x ‘ais):

> na.omit (xyd)

Xy
21 7
32 8
43 9
5 4 10

O dabar pati uzduotis. MASS bibliotekoje yra duomeny rinkinys Uscereal. Aprasykite
ji. Palikite jame tik eilutes, kuriose vitamins lygiis 100%. Atspausdinkite eiluciy var-
dus tokiu pavidalu.

[,11]

"Just Right Fruit & Nut"
"Product 19"

"Total Corn Flakes"
"Total Raisin Bran"

[1
[2
[3
[4
[5 "Total Whole Grain"

N N SN N~ 0~
[ R S S

5.26 UZDUOTIS. Kompaktinio disko R1 direktorijoje Data\Misc yra failai ztemp.txt ir

zdate.txt. Faile ztemp.txt yra pateikta Zuvinto eZero rajono pirmyjy 152 kiekvieneriy mety

(nuo 1966 iki 1977) dieny vidutiné paros oro temperatiira. Faile zdate.txt yra nurodyta

pirmosios kuoduotosios anties pasirodymo Zuvinto eZere tais pa¢iais metais data (mety

dienos numeris; kai kuriais metais duomeny triiksta).

a) ISbrézkite visy mety temperattry grafikus

b) IStirkite zdate duomenis.

c) Apskaiciuokite viduting 7 dieny prie§ atskrendant Siam pauksciui temperatiirg (gali
buti naudinga funkcija is.na)

d) ISbrézkite Sios temperatiiros ir atskridimo datos sklaidos diagrama. Sudarykite ati-
tinkama tiesinj regresini modelj. Ar turi temperatiira jtakos atskridimo datai?

5.27 UZDUOTIS. Bibliotekoje MASS yra duomeny rinkinys mammals. Atlikite duo-

meny prieSanalize, identifikuokite iSskirtis. Sudarykite du regresinius modelius 1)
brain~bodyir2) log(brain)~log(body) . Kuris i§ jy tinkamesnis?
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6. Daugiamaciai duomenys: aprasomoji statistika ir

duomeny priesanalizé

Daznai tiriamas reiSkinys yra apraSomas modeliu, kuriame yra daugiau kaip du kin-
tamieji. Paprastai ¢ia susiduriama su keliomis problemomis, kaip antai, patogus
duomeny pateikimas, duomeny vizualizacija, tinkamas modelio parinkimas. Kai ku-
rios i§ problemy sprendziamos kiek apibendrinant dvimati atveji, taciau yra ir speci-
finiy daugiamaciy aspekty. Pradékime nuo duomeny pateikimo.

6.1. Duomeny pertvarkos

Daugiamacius duomenis R pakete galima patalpinti jvairiais btidais. Tarkime, kad,
analizuojant UAB Geronda darba, buvo surinkti duomenys apie kiekviena padalini (i$
viso ju trys). Buvo fiksuojamas kiekvieno darbuotojo amzius (skaitinis kintamasis) ir
lytis (v ir m — tai faktorius). Stai dalis surinkty duomenuy (patys sukurkite pal’):

> pal # pal yra duomeny sistema
am ly > class(pal)
1 25 v [1] "data.frame"
2 35 m # > class(pall,1])
329 v # NULL
4 46 v # > class(pall[,2])
533 m # [1] "factor"
> pa?
am ly
1 44 v
2 51 v
329 m
> pa3
am ly
1 34 v
2 22 m
329 m
4 40 v

Apjungti Siuos duomenis i viena rinkini geronda galima {vairiais budais.

> geronda <- data.frame (pal,pa2,pa3) # Blogai

Error in data.frame(pal, pa2, pa3) : arguments imply differing number
of rows: 5, 3, 4

> geronda <- list (pal,pa2,pa3) # Dabar gerai, bet daZniausiai
> geronda # mums reikia ne tokio pavidalo

! Pradékite su

> am<-25

> pal<-data.frame (am)
> pal<-edit (pal)
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1 1 v
2 4 m
3 2 v
4 5 v
5 3 m
[[2]]
am ly
1 44 v
2 51 v
329 m
[[3]]
am ly
1 34 v
2 22 m
329 m
4 40 v

Biity patogiau, jei geronda atrodyty taip:

> geronda <- rbind(pal,pa2,pa3) # Apjungia tris duomenuy sistemas

> geronda # (viena po kita)
am ly
1 25 wv
2 35 m
3 29 v
4 46 v
5 33 m
6 44 v
7 51 wv
8 29 m
9 34 v
10 22 m
11 29 m
12 40 v

Dar geriau buty, jei geronda turéty dar viena stulpeli, kuriame biity nurodytas pada-
linio numeris (tai faktorius su reikSmémis 1, 2 ir 3).

> pa <- factor(c(1,1,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3)) # Surinkome rankomis

arba
> pa <- factor(rep(l:3,c(dim(pal) [1], # Jei duomeny daug, geriau
dim(pa2) [1],dim(pa3) [1]))) # Sitaip
> pa
(1] 1111122233233
Levels: 1 2 3

> geronda.p <- data.frame (rbind(pal,paz2,pa3),pa)
> geronda.p

am ly pa
1 25 v 1
2 35 m 1
3 29 v 1
4 46 v 1



5 3 m 1
6 44 v 2
7 51 v 2
8 29 m 2
9 34 v 3
10 22 m 3
11 29 m 3
12 40 v 3

Daznai duomeny sistema pateikiama dar kitokiu pavidalu, jvedant vadinamuosius zy-
mimuosius (= dummy (angl.)) kintamuosius. Pvz., skaitinis kintamasis p2 nurodo,
kad Sis jrasas priklauso 2-ajam padaliniui, jis apibréziamas taip:

> pl <- ifelse(geronda.p[,3]==1,1,0)

> p2 <- ifelse(geronda.p[,3]1==2,1,0) # Sukuriame kintamaji p2 - vek-
> p3 <- ifelse(geronda.p[,3]==3,1,0) # torinés logikos pavyzdys

> geronda.d <- data.frame(geronda.pl,-3],pl,p2,p3)

> geronda.d
am ly pl p2 p3

1 25 v 1 0 O
2 35 m 1 0 0
3 29 v 1 0 O
4 46 v 1 0 O
5 3 m 1 0 0
6 44 v 0 1 O
7 51 v 0 1 0
8 29 m 0 1 O
9 34 v 0 0 1
1022 m 0 0 1
1129 m 0 0 1
12 40 v O 0 1

Daugiau duomeny pertvarkymo pavyzdziy galima rasti [Ba, Skyriuje Reading and
transforming data] arba [My, Exercise 2]). Pateiksime dar viena pavyzdi. Failas
bwages yra didelis ir su juo ne visuomet patogu dirbti. Imdami tik kas deSimta
bwages eilute ir iSmesdami visus logaritmy stulpelius, sukurkime mazesni jo va-
riantag Bwages:

> Bwages <- data.frame (bwages[seq(l,1472,10),c(1,3,4,7)],row.names =
as.character (1:148))

> Bwages

wage educ exper male
1 313.8528 1 23 1
2 281.1005 1 39 0
3 354.6364 1 20 1

146 555.5555
147 396.1039
148 631.3131 5 15 0

(G2 NE)]
w
a1 w
oNe]

6.1 UZDUOTIS. “Ilgoje” duomeny sistemoje df . orig

Alll 1000
Alll 1100
Alll 1200

B123 2000
B123 2100
B123 2200



kiekvienas “asmuo” (A111, B123 ir t.t.) kartojasi tris kartus. Sia sistema reikia trans-
formuoti i “placia” duomeny sistema df . fin

Alll 1000 1100 1200
B123 2000 2100 2200

Stai vienas tokios operacijos variantas:

df.orig <- read.table(“df orig.txt”)
N <- nrow(df.orig)
id <- df.origl[seq(l,N,by=3),1]
dat <- matrix(df.orig[,2], ncol=3, byrow=T)
df.fin <- data.frame (id, dat)
df.fin
id X1 X2 X3
1 A111 1000 1100 1200
2 B123 2000 2100 2200

Sukurkite savaji varianta (plg. 6.22 uzduotj).

6.2. Grafiné analizé

Akis labai geras matavimo instrumentas, taciau jau trimatése sklaidos diagramose ji
gana sunkiai {zitiri tendencijas. IS tikryjy, panagrinékime funkcija scatterplot3d
i$ tokio pat pavadinimo paketo (jis yra kompaktiniame diske R1; panaSios funkcijos
yra Duncan’o Murdoch’o rgl pakete, zr. R1 diska arba http://www.stats.uwo.ca/
faculty/murdoch/software/.

attach (Bwages)
Bw3d <- scatterplot3d(exper,educ,wage,# Bréziame 3-mate sklaidos
highlight.3d=TRUE, col.axis="blue", # diagramg
col.grid="1lightblue",
main="scatterplot3d",pch=20, type="h")
mano.lm <- lm(wage~exper+educ) # Apskaiciuojame regresijos plokStuma
Bw3dS$plane3d (mano.lm) # Papildome sklaidos diagrama $ia

# regresijos plokstuma

scatterplot3d

wege

2D 40 6D 8§D 10D 1AD 4D
W

\

exper

6.1 pav. Trimaté sklaidos diagrama ir wage regresijos (exper ir educ atzvilgiu) plokstuma

Matome, kad jau trimaciu atveju sklaidos diagrama mazai naudinga (o kai matavimy
skaiCius didesnis, jos apskritai nejmanoma nubrézti). Tai paaiskina, kodél daugiama-
¢iu atveju daZniausiai apsiribojama jvairiais pavidalais pateikiama dvimaciy rySiy



analize. Pradékime nuo bendro pobiidZio pastabos. R funkcijos plot, boxplot,
barplot, matplot (ir dar daug kity) yra bendrinés, t.y., ju reikSmés priklauso nuo
argumento tipo. Stai lentelé, kurioje pateikta mums reikalingy fakty santrauka.

6.1 lentele.
vektorius matrica duomeny sistema
x - koordinatés nu- . . . |brézia daug sklaidos
. . X - pirmasis stulpelis, |,. i !
plot meris, y — koordi- . . diagramy: x - vienas
ST ly - antrasis stulpelis . .
natés reikSme stulpelis, y - kitas
. .. . . .. . vienas staciakampis

vienas staciakampis [vienas sta¢iakampis o .
boxplot . . o o kiekvienam stulpeliui

visam vektoriui visai matricai ) .

(kintamajam)

po stulpeli kiekvie- |po stulpeli kiekvienam

nai koordinatei, jo  Jmatricos stulpeliui, qo
barplot . o .. neapibrézta

aukstis lygus koor-  [eilutés skiriamos spal-

dinatés reikSmei vomis

x - koordinatés nu- [x - eilutés numeris, y - [x - eilutés numeris, y -
natplot meris, y - koordi-  [stulpeliy reikSmeés stulpeliy reikSmeés

natés reikSme su (kiekvienam stulpeliui |(kiekvienam stulpeliui

Zyma sava zyma) sava zyma)

Stai kelios §ios lentelés iliustracijos.

> par (mfrow=c(1l,2))

> pois.v <- rpois(5,3)

> pois.v

[1] 33 045

> barplot (pois.v)

> box () # Diagramg patalpinsime i dézute
> pois.m <- matrix (rpois(20,3),ncol=5)

> pois.m
(11 [,21 [,31 [,4] [,5]
(1,1 6 5 6 6 2
(2,1 1 2 2 4 6
[3,] 4 2 1 2 1
[4,] 3 1 1 3 4
> barplot (pois.m,beside=T)
© -
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6.2 pav. Vektoriaus (kairéje) ir matricos (desinéje) stulpelinés diagramos
> matplot (pois.v, type="b") # matplot=matrixplot; yra daug jos
> matplot (pois.m, type="b") # varianty



pois.v
|
pois.m

0O 1 2 3 4 5
|
=
I
=
1 2 3 4 5 6

6.3 pav. Vektoriaus grafikas (kair¢je) ir matricos grafikas (desinéje)

Priminsime, kad ir daugelio kity R funkcijy elgesys (reikSmé) priklauso nuo argu-
mento klasés. Zemiau esancioje lenteléje pateikta trumpa Siy fakty santrauka.

Funkcija matrica duomeny sistema
sum vienas skaicius vienas skaic¢ius
max vienas skaic¢ius vienas skaic¢ius

median vienas skaicius neapibrézta
mean vienas skaicius kiekvienam stulpeliui
sd kiekvienam stulpeliui kiekvienam stulpeliui

var varcov matrica varcov matrica

Tenka pripazinti, kad tokia jvairové yra nepatogi, bet tai kaina, kuria tenka mokéti uz
programavimo suderinamuma. Priminsime, kad matrica R viduje pateikiama kaip il-
gas vektorius su dim pozymiu, ir, pvz., funkcija sum susumuoja visus §io vektoriaus
elementus. Norint rasti stulpeliu sumas, reikty naudoti (zr. 3 sk.) viena i§ Siy varianty:

apply (matrica, 2, sum)
sapply (duomeny sistema, sum)

Grizkime prie duomeny  sistemos

12345
I

Bwages. Funkcija plot turéty isSbrézti wage | |y j i i :
daug sklaidos diagramuy, rodanciy kiekvi- R 8
eno stulpelio priklausomybg nuo kity. - m educ

plot (Bwages)

E E i E i exper
Deja, Sie grafikai mazai informatyvis, dm E:j m male
0 10 30

gjul

nes daug taSky ‘“sulimpa”. Funkcija
jitter duomeny sistemoms neapi-
brézta, todél tasSkus ‘‘padrebinkime”

patys. 6.4 pav. Visy Bwage s komponeniy porinés
sklaidos diagramos

200 600 1200

Bw.jitt <- Bwages+data.frame (rep(0,148),runif(148,-0.2,0.2),
runif (148,-0.01,0.01), runif (148,-0.05,0.05))
plot (Bw.jitt)
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6.5 pav. Visy “padrebinty” Bwages komponenciy porinés sklaidos diagramos

Mums labiausiai rupi pirmoji eiluté — matome, kad didéjant i$silavinimui atlyginimas
did¢ja, nuo patyrimo jis priklauso paraboliskai (kaip manote, kodél?), o vyry atly-
ginimas, apskritai, didesnis nei motery. Beje, didziausia atlyginima gauna vidutinio
amziaus ir ne pacio auk$ciausio iSsilavinimo moteris. Ja néra sunku rasti.

> max (wage)

[1] 1239.669

> which (wage==max (wage) )

[1]1 67

> Bwages [which (wage==max (wage) ), ]
wage educ exper male

67 1239.669 3 23 0

Kitas variantas pagristas identi fy funkcija.

> plot (exper,wage)
> identify (exper,wage,n=1)
[1] 67

Surinkg¢ antros eilutés teksta ir peréje 1 grafikos langa, pamatysime kryzelj (jis Zymi
kursoriaus padéti). Nuveskime kryzeli ant norimo tasko ir spragtelékime kairiuoju
klaviSu — pamatysime iraso eilutés numer;.

6.2 UZDUOTIS. Originaliajame @ 1445
rinkinyje bwages trys daugiausiai uZzdir-
bantys asmenys yra vyrai — patikrinkite
(funkcijoje identify imdami n=3, is-
brezkite 6.6 paveiksla). Kokie jy atlygini-
mai?

© 1404

wage
1000 1500
|

500
1

exper

6.6 pav. Rinkinyje Bwages daugiausiai uzdirbantis asmuo buvo
67-asis, o rinkinyje bwages — 1446-asis, 1165-asis ir 1404-asis



Panagrinékime funkcija pairs — jos iSbréztas grafikas panaSus | funkcijos plot,
ta¢iau ji pateikia Zymiai daugiau varianty.

> palrs(Bw.jitt, upper.panel=panel.smooth, diag.panel=panel.hist,
lower.panel=panel.cor)

Cia upper.panel nurodo, kas bus vir§ jstrizainés (base paketo funkcija
panel.smooth iSbréz kreive, einancia per tasky “debesélio” viduri — jau turé¢jome
tokios kreivés pavyzdi (regresijos tiesg), bet dabar remiamasi kitokiais principais
(kreive apskaiiuos neparametrinio glodinimo funkcija lowess)). Opcija
diag.panel nurodo kas

dar, be kintamojo vardo, bus

ant istrizainés  (funkcija

panel.hist galima su- YWWaygE
rasti su ?pairs  (Zr.
pavyzdziy skyriy); pries
vykdant aukSCiau uzraSyta

1200

200

0.39

3
LIl

komanda, funkcija -
panel.hist reikia Paste
to console). Opcija o °

lower .panel nurodo, kas
bus po istrizaine (funkcija
panel.cor irgi rasite TTTT1 T
funkCijOS pairs help’O 200 800 0 20 40
pavyzdziy skyriuje, ji ap-
skai¢iuoja koreliacijos koe-

0.0 0.8

ficiento tarp atitinkamy kinta- 6.7 pav. Funkcija pairs : duomeny sistemos Bw.jitt
myjy moduli; koeficiento skait- sklaidos diagramos, glodinan¢ius regresijos kreivés,
meny didumas proporcingas koreliacijos koeficientai ir histogramos

koeficiento reikSmei — tai, kad
koreliacijos koeficientas tarp educ ir male praktiskai nejziiirimas, reiSkia, kad jis
beveik 0).

Kita funkcija, labai naudinga tiriant daugiamacius duomenis, yra coplot (y~x|a)
arba coplot (y~x|a*b). Ji brézia keleta y sklaidos diagramy x atzvilgiu (visoms
a reikSmeéms arba, atitinkamai, visoms pory (a,b) reikSméms). Norint, kad duomeny
sistemos Bwages atveju educ ir male bity “teisingai” traktuojami, reikéty pabrézti,
kad jie faktoriai.

rm(educ,male) # Deél viso pikto (kad nebltty panaudoti panaudoti “pasi-
# klyde” educ ir male (vietoje educ ir male isS Bwages))
detach (bwages)
attach (Bwages)
educf <- as.factor (educ) # Dabar educ tikrai i1$ Bwages (o ne gal bat
# kazkada atsirade is$ bwages)
malef <- as.factor (male)
Bwf <- data.frame (wage,exper,educf,malef)
rm (educf,malef) # Zifirékime i ateiti - “SiukSles” paSalinkime
detach (Bwages)
coplot (wage~exper |malef,
panel=panel.smooth,data=Bwf) # data=Bwf yra ekvivalentu komandai
# attach (Bwf)viena eilute anksciau



Given : malef

exper

6.8 pav. Atlyginimas priklauso nuo patyrimo, bet vyrams ir moterims skirtingai

Siuos du grafikus galima pateikti ir vienu paveikslu, bet tuomet vyrus ir moteris reiké-
ty Zymeéti skirtingais simboliais (Zr. 6.9 pav., kair¢je):

plot (wage~exper, pch=as.numeric (malef) +13)
legend (0,1200,c("male", "female"),pch=as.numeric (malef)+13)

Beje, visy 25 R grafiniy simboliy lentele galima atspausdinti su tokiu kodu:

plot(1:25,1:25,pch=1:25,cex=1.5) # pch=printing character
# cex=simbolio dydis
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0 10 20 30 40 [ ‘ ‘ ' ‘
5 10 15 20 25
exper 1:25

6.9 pav. Motery ir vyry atlyginimo ir patyrimo sklaidos diagramos (kairéje) ir
grafiniy simboliy lentelé (desinéje)

Taigi grafinius R simbolius galima pasirinkti i§ 6.9 pav. deSiniajame grafike pateikty
dvidesimt penkiy, o apskritai visus pch variantus galima iSbrézti su $iuo kodu:

plot (x=0, type="n",x1lim=c(0,2.5),ylim=c(0,0.9)) # Ka daro s$i eilute-?



for(i in 1:260) {
j <=1 -1

x <- j%/%10/10 # Surinkite 2"%/%"

y <- §%%10/10

cat (" (", x, ", "y, ", "1, ")\

points (x,y,pch=1)

}
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Index

6.10 pav. Visy pch simboliy lentelé

Pazymésime, kad tasky zyméjimo varianty yra dar daugiau — taskus galima nuspalvinti
arba vietoje grafiniy simboliy vartoti ivairius simbolinius kintamuosius:

plot (wage~exper,pch=20, col=as.numeric (educf))
plot (wage~exper, pch=as.character (educf))

i . _ 3
. 5 3
5 8§ ) R 555, 57
£ g . 2 g 5 B, x4
e R NP 3 B3 5,5 B
R AL 24 13 512
§*, oot Tl et <8r*£ 22 451
o:.: o0 g, 3 & o o 4 2 21
8 ot N . 8 2 2 3
N T T T T I N T T T I
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
exper exper

6.11 pav. Atlyginimo ir patyrimo sklaidos diagramos: skirtingomis spalvomis (kairéje) ar
skirtingais skaitmenimis (desinéje) Zymima i$silavinimo grupé

Paskutiniuose grafikuose spalvy ir skirtingy simboliy aiskiai per daug, geriau vis délto
biity iSbrézti penkis atskirus grafikus. coplot leidzia pasirinkti du salyginius kinta-
muosius, mes pasirinksime educf irmalef.
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> coplot (wage~exper|educf*malef, panel=panel.smooth,data=Bwf)

Given : educft
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6.12 pav. Atlyginimo ir patyrimo kografikas (su fiksuotomis lyties ir iSsilavinimo reikSmémis)

Stai dar vienas coplot funkcijos vartojimo pavyzdys (Eia idomiausios yra duomeny
rinkinio VADeaths” transformacijos — duomeny formata gana daznai reikia keisti).

> data (VADeaths)
> VADeaths

Rural Male Rural Female Urban Male Urban Female

50-54 11.7 8.7 15.4 8.4
55-59 18.1 11.7 24.3 13.6
60-64 26.9 20.3 37.0 19.3
65-69 41.0 30.9 54.6 35.1
70-74 66.0 54.3 71.1 50.0

Sia matrica perradysime kaip stulpeli, ta¢iau dar sudarysime antra, tredia ir ketvirta
stulpelius, kuriuose nurodysime amziy, lyti ir gyvenimo vieta.

> dr <- c(VADeaths) # Matrica VADeaths paversime vektoriumi
> dr

[1] 11.7 18.1 26.9 41.0 66.0 8.7 11.7 20.3 30.9 54.3 15.4 24.3 37.0
[14] 54.6 71.1 8.4 13.6 19.3 35.1 50.0
> n <- length (dr)
> rep (ordered (rownames (VADeaths) ), length=n)

[1] 50-54 55-59 60-064 65-69 70-74 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74
[11] 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74
Levels: 50-54 < 55-59 < 60-64 < 65-69 < 70-74
> gl(2,5,n, labels= c("M", "F")) # Funkcija gl gamina faktorius

1M MMMMMFFFFFMMMMMETFTFTEFTF
Levels: M F
> gl(2,10, labels= c("rural", "urban"))

[1] rural rural rural rural rural rural rural rural rural rural

? Tai mirusiyjy skai¢ius 100-ui gyventojy jvairiose amziaus grupése. Duomenys sugrupuoti pagal gy-
venamo vieta (kaimas ar miestas) ir lyti (vyras ar moteris).



[11] urban urban urban urban urban urban urban urban urban urban
Levels: rural urban

> d.VAD <- data.frame (Drate=dr, age=rep (ordered (rownames (VADeaths)),
length=n),gender=gl (2,5,n,labels= c("M", "F")), site=gl(2,10, labels
=c ("rural", "urban")))

> d.VAD

Drate age gender site
1 11.7 50-54 M rural
2 18.1 55-59 M rural
3 26.9 60-64 M rural
4 41.0 65-69 M rural
5 66.0 70-74 M rural
6 8.7 50-54 F rural
7 11.7 55-59 F rural
8 20.3 60-64 F rural
9 30.9 65-69 F rural
10 54.3 70-74 F rural
11 15.4 50-54 M urban
12 24.3 55-59 M urban
13 37.0 60-64 M urban
14 54.6 65-69 M urban
15 71.1 70-74 M urban
16 8.4 50-54 F urban
17 13.6 55-59 F urban
18 19.3 60-04 F urban
19 35.1 65-69 F urban
20 50.0 70-74 F urban
> mode (d.VAD)
[1] "list"

> class (d.VAD)

[1] "data.frame"

> coplot (Drate ~ as.numeric(age) | gender * site, data = d.VAD,
panel = panel.smooth)

Given : gender

| F
M |
1 2 3 4 5
| ! ! ! |
. ©
~
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£
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m — (7]
=1 . o ..
S o - S
o S
o _|
3 = O
7] 3
Q -
o _|
—

H_
o
w -
~ 4
o

as.numeric(age)

6.13 pav. Drate ir amziaus kografikas (su fiksuotomis lyties ir gyvenamosios vietos reikSméms)
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Kografiky metodas yra smarkiai patobulintas lattice bibliotekoje. Panagrinékime
Cars93 duomenis i§ MASS bibliotekos.
library(lattice); library (MASS)

data (Cars93) # ?2Cars93
> Cars93[1:5,]

Manufacturer Model Type Min.Price Price Max.Price MPG.city MPG.highway
1 Acura Integra Small 12.9 15.9 18.8 25 31
2 Acura Legend Midsize 29.2 33.9 38.7 18 25
3 Audi 90 Compact 25.9 29.1 32.3 20 26
4 Audi 100 Midsize 30.8 37.7 44.6 19 26
5 BMW 5351 Midsize 23.7 30.0 36.2 22 30
AirBags DriveTrain Cylinders EngineSize Horsepower RPM
1 None Front 4 1.8 140 6300
2 Driver & Passenger Front 6 3.2 200 5500
3 Driver only Front 6 2.8 172 5500
4 Driver & Passenger Front 6 2.8 172 5500
5 Driver only Rear 4 3.5 208 5700
Rev.per.mile Man.trans.avail Fuel.tank.capacity Passengers Length Wheelbase
1 2890 Yes 13.2 5 177 102
2 2335 Yes 18.0 5 195 115
3 2280 Yes 16.9 5 180 102
4 2535 Yes 21.1 6 193 106
5 2545 Yes 21.1 4 186 109
Width Turn.circle Rear.seat.room Luggage.room Weight Origin Make
1 68 37 26.5 11 2705 non-USA Acura Integra
2 71 38 30.0 15 3560 non-USA Acura Legend
3 67 37 28.0 14 3375 non-USA Audi 90
4 70 37 31.0 17 3405 non-USA Audi 100
5 69 39 27.0 13 3640 non-USA BMW 5351

(mes pakrovéme Cars93 duomenis, taciau, norédami pademonstruoti “data="" op-
cija (Zr. komandas Zemiau), neprijungsime jy su attach) . Pagrindiné lattice id¢ja
yra grafinj langa suskaidyti | keleta polangiy (paprastai jie nusakomi kokiu nors saly-
gos kintamuoju). Funkcijos (ju vardai natiiralts, taciau skiriasi nuo iprasty — pvz., ra-
Some histogram ir bwplot vietoje, atitinkamai, hist ir boxplot) naudoja for-
muliy sintakse (plg. 5.2 pvz., 5.2 uzd., 5-10 psl.). Vienmaciy grafiky atveju (o dvi
aukSCiau uzraSytos funkcijos brézia tokius) kairiaja formulés zenklo ~ puse
paliekame tuscia. Pvz., komandos

> histogram( ~ Max.Price | Cylinders , data = Cars93)
> bwplot( ~ Max.Price | Cylinders , data = Cars93)

pateikia ta pacia informacija dviem skirtingais pavidalais:

— e 6 | 8 | roay |

6.14 pav. Kiekvienam cilindry skaiciaus variantui,
Cia iSbréztos maksimalios kainos histograma ir staciakampé diagrama
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Su lattice taip pat galima bréZzti (salygines) sklaidos diagramas (tik vietoje plot
reikés rasyti xyplot ir, be to, naudoti formuliy sintaksg)).

attach (Cars93)
xyplot (MPG.highway ~ Weight | Type) # Zr. 6.15 pav., kairéje

Tendencijos yra aiSkios: kuo didesnis automobilio svoris, tuo maziau myliy su vienu
kuro galonu galima nuvaziuoti. Antra vertus, Sias tendencijas geriausiai pavaizduoti
regresijos tiesémis. Funkcija, bréziancia Sias tieses lattice atveju, teks parasyti patiems.

plot.regression=function(x,y) # Zenklas “=” yra Zenklo “<-” sinonimas
{

panel.xyplot (x,Vy)

panel.abline (lm(y~x))

}

trellis.device (bg="white") # fonas bus baltas
xyplot (MPG.highway ~ Weight | Type, panel = plot.regression)

2000 3500
| — I} I} I} I} | — - | —
Van Small Sporty Van
T, - 50
NO 45
TN - 40
To &L - 35
E - > - 30
] B M
2 - - 20
g Compact | _Large Midsize
50 - -
45 - s
40 - -
35 - g s -
32 \%sg e [
25 »
20 - -
T T T T T T T T T T T T T T T
2000 3500 2000 3500
Weight

6.15 pav. Sunaudojamo kuro kiekio priklausomybés nuo automobilio svorio grafikai
ivairiose automobiliy grupése (desingje — kartu su regresijos tiesémis)

Matome, kad i svori jautriausiai reaguoja mazieji automobiliai. Atkreipkite démesi i
tai, kad trellis.device komanda standartinj (kiek tamsoka) fona pakeicia baltu.

Dar vienas pavyzdys. Funkcija density pateikia branduolini tankio iverti, taciau
norint iSbrézti dvi kreives viename grafike, reikia bandymais nustatyti x ir y asiy ré-
Zius:

dl <= rnorm(100)
d2 <= runif (100)
plot (density(dl),ylim=c(0,1.5))
lines (density(d2),col=2)

Ta pati darba galima automatizuoti su funkcija densityplot iS lattice paketo:

library(lattice)
densityplot (~ dl1 + d2, auto.key = TRUE)



density.default(x =d1)

Density
Density

00 05 10 15

-3 -1 01 2 3
N =100 Bandwidth=0.3373 dl +d2
6.3 UZDUOTIS. Su lattice pakartokite keliais puslapiais auk$¢iau atlikta analize su
Drate ir age.
Daugiamaciu duomenuy vaizdavimas yra komplikuotas uzdavinys. Be jau aptarty ga-

limybiy, dar paminésime cloud ir wireframe funkcijas i§ lattice bibliotekos, bi-
bliotekas djmrgl ir rgl, o taip pat iSoring programing iranga xgobi ir ggobi.
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6.3. Skaitinés charakteristikos

Jau Zinome, kad daZznai naudingos im¢iy skaitinés charakteristikos. Daugiamaciu at-
veju be vidurkio (ar medianos) ir standarto (ar IQD) dar naudojama imties koreliacijos
matrica. Pradésime nuo vienmaciy skaitiniy charakteristiky.

> round (apply (bwages, 2, summary) ,2) # Funkcijoje apply(..,2,..) skaicius
# 2 reiskia “stulpeliams”
wage lnwage educ exper lnexper lneduc male

Min. 88.38 4.48 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00
1st Qu. 327.30 5.79 3.00 9.00 2.30 1.10 0.00
Median 408.50 6.01 3.00 16.50 2.86 1.10 1.00
Mean 445.80 6.03 3.38 17.22 2.69 1.14 0.61
3rd Qu. ©514.60 6.24 4.00 24.00 3.22 1.39 1.00
Max. 1919.00 7.56 5.00 47.00 3.87 1.61 1.00

Matome, kad, pvz., vyry imtyje yra 61% (kod¢l?), o vidutinis iSsilavinimas lygus 3,38
(neuzmirsSkime, kad educ yra ranginis kintamasis, tod¢l Sis skai¢ius nieko ypatingo
nereiskia).

> round (apply (bwages, 2,sd),2) # Stulpeliuy (=kintamuyju) standartai
wage lnwage educ exper lnexper lneduc male
179.53 0.36 1.20 10.17 0.73 0.43 0.49

Dabar apskaic¢iuosime koreliacijos matrica.

> round (cor (bwages), 2) # Koreliacijos matrica
wage lnwage educ exper lnexper lneduc male
wage 1.00 0.95 0.39 0.31 0.33 0.36 0.14
Inwage 0.95 1.00 0.40 0.31 0.34 0.37 0.15
educ 0.39 0.40 1.00 -0.29 -0.27 0.97 z0.14
exper 0.31 0.31 -0.29 1.00 0.93 -0.31 0.16
lnexper 0.33 0.34 -0.27 0.93 1.00 -0.28 0.15
Ineduc 0.36 0.37 0.97 -0.31 -0.28 1.00 -0.15
male 0.14 0.15 =0.14 0.16 0.15 -0.15 1.00

Matome, kad, pvz., paprastasis (Pearson’o) koreliacijos koeficientas tarp educ ir
male lygus —0,14. Kadangi tai ranginiai kintamieji, vietoje paprastojo reikia skaici-
uoti rangini (Spearman’o) koreliacijos koeficienta. Jis pagristas ne kintamojo rei-
kSmémis, bet jy rangais (vieta).

> a <- c(3,8,6,6,9,100)
> rank (a)
[1] 1.0 4.0 2.5 2.5 5.0 6.0 # 3 yra maziausias, todél jo rangas 1;
# 6 uzima 2-a ir 3-ia vietas, todél jo
# vidutinis rangas 2,5
> a <- c(3,8,6,6,9,10)
> rank (a)
[1] 1.0 4.0 2.5 2.5 5.0 6.0 # Nesvarbu kas, 10 ar 100 yra
# didziausias - rangas nuo to nesikeicia

Jei x ir y suristi tikslia tiesine priklausomybe — ju Pirsono koreliacijos koeficientas
lygus +1 arba —1, taciau jei tikslia paraboline ar eksponentine — koeficientas nebiitinai
artimas vienetui. Tuo tarpu, jei Spirmeno koeficiento reik§més moduliu artimos 1, $i-
tai signalizuoja apie monotonisko (bet nebiitinai tiesinio) trendo egzistencija:



> x <= 1:50
> cor (X, X)

[1]

1 # Priklausomybé tiesiné, todel =1

> cor (x,exp(x))

(1]

0.3525162 # Pirsono kor.koef. toli nuo 1
> cor (rank (x), rank (x)) # Spirmeno koreliacijos koeficientas
# tarp x ir y apibréZiamas kaip
# cor (rank(x),rank (y))
1 # Spirmeno k.k. lygus 1

(1]

> cor (rank (x), rank (exp (x)))

[1]

=

Arba cor (x,exp (x),method="spearman”)
Spirmeno k.k. vél lygus 1 (kadangi
exp (x) monotoniskai priklauso nuo x)

1

4= =

Grizkime prie koreliacijos tarp educ irmale.

> attach (bwages)
> cbind(educ,male, rank (educ), rank (male)) # Palyginkime tikrasias

# ir ranZuotas reik3mes

educ male
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50 1026 # educ reiksSmiuy (suvidurkinti)

50 290 # rangai lygas 50; 232; 574.5° ir t.t.
50 1026

50 1026 # male: (vidutinis) moters rangas
50 1026 # lygus 290, o vyro - 1026

50 290

50 1026

50 1026

50 1026

50 1026

50 290

50 290

50 1026

50 290

50 1026

50 290
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> cor (educ,male) # Pearson’o koeficientas

[1]

-0.1396446

> cor (rank (educ), rank (male)) # Spearman’o koeficientas

(1]

-0.1389874

Pazymésime, kad abu koeficientai praktiSkai sutampa. Beje, minuso Zenklas rodo
neigiamo trendo buvima — didéjant educ reikSmei, male reikSmé mazéja (nuo 1 link
0), kitais Zodziais, motery iSsilavinimas auksStesnis nei vyry. Tai galima patikrinti dar
ir taip:

> tapply(educ,male,mean)

0 1

3.587219 3.243001

3>

table (rank (educ))
50 232 574.5 962.5 1306.5
99 265 420 356 332



6.4 UZDUOTIS. ISnagrinékite trimatei grafikai skirta D. Murdoch’o paketa djmrgl (Zr.
kompaktini diska R1 arba http://www.stats.uwo.ca/faculty/murdoch/software/) ir

pateikite jo apzvalga.

6.5 UZDUOTIS. I$siaiskinkite plot . table ir mosaicplot funkcijas. I$nagriné-
kite duomeny rinkinj UCBAdmissions.

6.6  UZDUOTIS. Iisinagrinékite Zemiau pateikta pavyzdi (jis priklauso Ross’ui

Thaka’i, vienam i$ R kiiréju).

# First create some fake data.

The data will be in the form
# of a matrix, with each row summing to 100.

# Start by generating a matrix of random uniforms and adding 4.

xxx <- function () {

X <- matrix(runif (200), nc=4)

+

4

# Compute the row sums and normalise each row by its sum.
rowsums <- apply(x, 1, "sum")

y <= 100 * apply(x, 2, "/",

#
#

z <- t(apply(y, 1, "cumsum"))

rowsums)

# Get the "x" values to plot against

xvals <- l:nrow(z)

# Ok, we're ready to plot

(YMMV) .

Now replace each row by its cummulative sums
The t() is needed to get the right shape

# Start a new plot and set up the plot window.
# The xaxs= and yaxs= remove the 6% padding at the plot edges.

plot.new ()
plot.window(xlim = c (0, nrow(z)),
xaxs="i", yaxs = "i")

ylim=c (0,

# Now draw the bars for each time interval.

for(i in 4:1)

rect (xvals - 1, 0, xvals,

z[,1]1,

100),

col = i + 1, border = NA)

# Finally add the cross-hatching grid and axes.
# I've rotated the labels on the y axis so they are horizontal.

abline(h = seq(5, 95, by =
abline (v = seq(5, 45, by = 5))

axis (1)
axis (2, las=1)
box () }

5))

Metai Mieste Kaime
1970 1558 1561
1971 1602 1559
1972 1661 1536
1973 1721 1509
1974 1773 1486
1975 1828 1460
1976 1884 1431
1977 1934 1409
1978 1981 1386
1979 2035 1357
1980 2074 1330
1981 2121 1302

1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997

2341
2390
2440
2487
2527
2557
2568
2549
2533
2526
2518
2534

1219
1207
1195
1188
1181
1179
1179
1187
1191
1191
1193

1173

Sios programos idéjas panau-
dokite, vaizduodami Lietuvos
miesto ir kaimo gyventoju
santykio kitima (Zr. lentelg
kairéje; joje gyventoju skai-
¢ius nurodytas tikstanciais).
Horizontalioje aSyje pazymé-
kite metus. Atspausdinkite
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1982
1983
1984
1985

2167
2211
2256
2298

1276
1259
1244
1230

1998
1999
2000
2001

2525
2523
2522
2516

1179
1178
1176
1177

gautyjy santykiy vektoriy. I$-
brézkite panasy grafika su
plot funkcija

6.7 UZDUOTIS. Pateiksime “keturmacio” grafiko brézimo pavyzdi:

attach (Bwages)
plot (exper, jitter (educ), cex=wage/250,col=male+l,pch=male)

jitter(educ)

o 1% e Q@%@@@ al@y
+1o 808 P afl O
o - 800'3%3@90@33@{3@5@@0
~d 0g006 “Wbom g 0
= G Y. S
(I) 1|0 2|0 3|0 4|0
exper

6.16 pav. “Keturmateé” iSsilavinimo ir patyrimo sklaidos diagrama

PaaiSkinkite §j paveiksla. Patobulinkite ji, papildydami informatyvia legenda (isSi-
fruokite simboliy ir simboliy didumo reik§mes). ISbrézkite panasy grafika su Cars93
duomenimis i§ MASS bibliotekos (imkite x=EngineSize, y=Price, 0 cex ir col pa-

rametrus pasirinkite patys).

6.8 UZDUOTIS. Realiuose duomeny rinkiniuose daznai biina praleistu duomeny
(zemiau pateiktoje matricoje xx jie zymimi simboliu NA). Matrica xx pasigaminome
taip: 1 “urng” supyléme visus 250 aibés x elementy, po to i§ urnos “atsitiktinai” paé-
méme vieng elementa, ji uzregistrave grazinome atgal ir vél procediira pakartojome
(18 viso 30000 karty — tai padaré funkcija sample).

X <= c(1:200, rep(NA,50))

set.seed (45)

xxx <- xx[9900:9920, ]

XXX
(,1]

o U W N

]
]
]
]
]
]

4
4
4
4
4
4

[,2]

# Duomenu sistema xx dabar bus reprodukuojama
xx <- data.frame (matrix (sample (x,30000,replace=T),ncol=3))

(,3]
16 NA
39 128
194 185
NA 10
142 92
52 42

141
NA
144
94
NA
41
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NA NA 188
140 NA 179
NA NA 127
54 173 123
31 24 NA
NA 117 52
NA 49 178
NA NA NA
139 182 31
15 8 20
21 180 75
27 64 NA
11 196 NA
73 134 152
82 NA NA

N~ N N N N~ 0~

~

~ SN N N~ 0~

~
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Kadangi matrica xx turi praleisty reikSmiy, kai kurios funkcijos (pvz., mean ar
sum) neveiks:

> apply(xx,2,sum) # Skaic¢iuojame stulpeliy sumas
[1] NA NA NA

ApraSysime dvi procediras, kurios pasalins i§ duomeny sistemos su trim stulpeliais
visas eilutes su bent vienu NA.

1.

dl <- function(x) {

x1 <- subset(x,!is.na(x[,1])) # subset yra base paketo funkcija
x2 <- subset (x1l,!is.na(x1[,2]))

x3 <- subset (x2,!is.na (x2[,3]))

x3}

> dl (xxx)

X1 X2 X3
9900 166 107 2
9901 36 25 63
9902 61 41 51
9904 47 43 72
9905 151 12 116
9909 174 16 66
9913 120 67 170
9915 8 172 103
9919 45 174 59
9920 185 6 152

Norint i$siaiskinti kaip dirba $i (ar kokia kita) funkcija, ja galima kiek modifikuoti:

dl.l <- function(x) {

x1 <- subset(x,!is.na(x[,1]))

print(is.na(x[,1])) # Funkcijos is.na reiksSmeé yra loginis vektorius
print (!is.na(x[,1])) # Simbolis ! reiSkia logini neigimg

print (x1) # Pasalintos eilutés, kuriuy 1l-jame stulpelyje buvo NA
x2 <- subset(xl,!is.na(x1[,2]1))

print (x2)

x3 <- subset (x2,!is.na(x2[,31))

x3}
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2.

d2 <- function (x) {

x1l <- subset (x,!is.na(x[,1])&!is.na(x[,2])&!is.na(x[,3]))
x1}

Zemiau yra funkcijos, kurioms stulpeliy skaicius nesvarbus.

3.

subset (xxx,complete.cases (xxx)) # complete.cases yra base paketo
# funkcija

4.

xxx [complete.cases (xxx), ]

5.
xxx [-c (unique (which (apply (is.na (xxx) , FUN=any, MARGIN=1)==TRUE) ) ), ]

6. Jei norite pasalinti eilutes, sudarytas tik i§ NA, FUN=any pakeiskite { FUN=all.

7.

d7 <- function (x) {

x1 <- x[!is.na(as.matrix(x) %*% rep(l, ncol(x))), ]
x1}

8. Stai paprasciausias variantas:
na.omit (xxx)

Kartais pageidautina, kad duomeny sistemoje nebity pasikartojanciu eilu¢iy. Tai ga-
lima pasiekti su funkcija unique.data. frame, §tai vienas jos taikymo varianty:

dim(unique.data.frame (na.omit (xx)))
[1] 5164 3

Taigi i§ pradiniy 10000 eiluciy beliko 5164.
O dabar pati

6.9 UZDUOTIS. Nukopijave eilutes

pradzia <- proc.time ()
invisible (dl (xx))
(proc.time () - pradzia) [3]

i R konsole, pamatysite kiek laiko truko d1 procediira®. Kuri i§ pateikty astuoniy
funkcijy skaiciuoja greiciausiai? Kaip priklauso Sis laikas nuo xx didumo? Para-
Sykite funkciju d1 ir d2 variantus, kurie iSmesty tik eilutes, sudarytas vien i$ NA.

6.10 UZDUOTIS. Stai duomeny rinkinys 1oan. tab:

num adjmon newrate oldrate fixedrate paid
1 Jan-00 8.09091 7.33541 8.250 0.23
2 Feb-00 8.20139 7.20833 8.375 0.17

* Pakartoje §ia procediira kelis kartus, galite gauti kiek skirtingus laikus.
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Remdamiesi jo duomenimis, iSbrézkite Zemiau pateikta grafika. Paaiskinkite jj.

6.11 UZDUOTIS. Tiriant per savait¢ alkoholiniams gérimams isleidziamy pinigy
suma (kintamasis amount - svarais sterlingy per savaitg), buvo gauti tokie duome-

Mar-00
Apr-00
May-00
Jun-00
Jul-00
Aug-00

9.0

8.5

8.0

7.5

Average Interest Rate

7.0

QO 0O 0O O 00 I

.90457
.22500
.41346
.75000
.54348
.61923

~J 00 J J J

.03989
.34167
.35577
.52273
.70109
.44231

Comparison of Interest Rates

O O 0O O 0O O

.250
.250
.375
.500
.250
.125

[eNeoNoRoNoNe)

.49
.20
.08
.27
.00
.08

Fixedrate
Newrate
Oldrate

e
Percentage of loans paid off:
23% 17% 49% 25% 14% 0% 20%
T T T T T T 1
Jan Feb Mar Apr May Jul Aug

6.17 pav. Paskoly paliikany normy grafikas

nys (duomeny rinkinys drink):

sex age empl amount

0

ORrRPORrRPrPrRPROORrRPROORFRFPFPORFrRrOOOLR R

20
33
50
48
47
19
21
64
32
57
49
18
39
28
51
43
40
22
30
60

0

O OPrRP OO0 OO OORFrr OOOoORr o

8.
.90
.71
.70
.20
.40
.58
.80
.50
.80
.60
.30
.42
.15
.20
.80
.82
.70
.20
.45

O J W OO WU N D WIOYOUl O

83
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(sex:vyras 1, empl: dirba 0). IStirkite kiekvieng kintamaji ir jy tarpusavio rysius.
6.12 UZDUOTIS. Stai dvi pagalbinés funkcijos

panel.tab <- function (x, V)

{

par (new = TRUE)
fourfoldplot (table(x, vy))
}

r

panel.chisqg <- function(x, vy)
{
par (new = TRUE)
usr <- par ("usr")
on.exit (par (usr))
par(usr = c(0, 1, 0, 1))
x2 <- formatC(chisqg.test (table(x, y))Sp.value,
digits = 4, format = "f")
text (0.5, 0.5, x2, cex = 0.75)
print (x2)
}

dirbtiniai duomenys (tai dvi reikSmes igyjanciy vardiniy kintamyjy pavyzdys)
X <- matrix(rbinom(300,1,0.5),100,3)
ir pairs funkcijos variantas:

pairs(x, upper.panel = panel.tab, lower.panel = panel.chisq)
ISsiaiskinkite visy pateikty funkciju darba ir pateikite sava skaitini pavyzdi.

6.13 UZDUOTIS. Paketo Simple duomeny rinkinys chips yra sarasas (kaip tai sui-
noti?), turintis aStuonias komponentes. ISbrézkite kiekvienos komponentés staciakam-
pe diagrama (grafiniame lange turi biiti aStuonios diagramos, po kiekviena uzrasykite
jos varda (plg. 4.3 uzduot}). Kaip jums atrodo: ar “centry” padétys vienodos? O i8si-
barstymai?

6.14 UZDUOTIS. Paketo Sample duomeny rinkinyje chicken pateikti duomenys
apie visciuky svorj trijose grupése. Viename brézinyje iSbrézkite visy trijy grupiy sta-
ciakampes diagramas. Kaip manote, ar vienodi svoriu vidurkiai Siose grupése? O
reikSmiy iSsibarstymas?

6.15 UZDUOTIS. Pakete base yra duomeny rinkinys airquality. Taikydami
funkcija

> cor(airquality,use="pairwise.complete.obs"),
apskaiciuokite komponenciy koreliacijos koeficienty matrica. Parasykite funkcija, ku-

ri atspausdinty tik tuos (ne ant istrizainés esancius) koeficientus, kuriy modulis dides-
nis uz 0,5 (kartu su atitinkamy eiluciy ir stulpeliy vardais).
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6.16 UZDUOTIS. Su komandomis

library (MASS)
data (Cars93)
Cars93

galima apzitiréti didziulia duomeny sistema Cars93.

> names (Cars93)

[1] "Manufacturer" "Model" "Type" "Min.Price"

[5] "Price" "Max.Price" "MPG.city" "MPG.highway"

[9] "AirBags" "DriveTrain" "Cylinders" "EngineSize"

[13] "Horsepower" "RPM" "Rev.per.mile" "Man.trans.avail"
[17] "Fuel.tank.capacity" "Passengers" "Length" "Wheelbase"
[21] "width" "Turn.circle" "Rear.seat.room" "Luggage.room"
[25] "Weight" "Origin" "Make"

Kad tolimesné analiz¢ biity paprastesné, apsiribokime tik dalimi $iy parametry.
> cars <- Cars93[,c(1,3,5,8,25,26)]

> names (cars)
[1] "Manufacturer" "Type" "Price" "MPG.highway" "Weight" "Origin"

Bendra supratima apie cars galima susidaryti su summary (atkreipkite démes; { tai,
kad $i funkcija atsizvelgia i kintamojo klasg).

> summary (cars)

Manufacturer Type Price MPG.highway Weight Origin
Ford : 8 Compact:16 Min. : 7.40 Min. :20.00 Min. :1695 USA :48
Chevrolet 8 Large :11 1st Qu.:12.20 1st Qu.:26.00 1st Qu.:2620 non-USA:45
Dodge 6 Midsize:22 Median :17.70 Median :28.00 Median :3040
Pontiac : 5 Small :21 Mean :19.51 Mean :29.09 Mean :3073
Mazda 5 Sporty :14 3rd Qu.:23.30 3rd Qu.:31.00 3rd Qu.:3525
Volkswagen: 4 Van : 9 Max. :61.90 Max. :50.00 Max. :4105
(Other) :57

Pazvelkime | Weight kintamaji — skirtumas tarp minimumo ir maksimumo yra dide-
lis, taciau tai gali biiti paaiskinta tuo, kad automobilio svoris priklauso nuo jo Type.
Suskaidykime duomeny sistema cars i grupes pagal Type reikSmes (plg. 6-15 psl.).

> names (split (cars, Type))

[1] "Compact" "Large" "Midsize" "Small" "Sporty" "Van"
> summary (split (cars, Type) SCompact) # Sinonimas: summary (split(cars,Type) [[1]])
Manufacturer Type Price MPG.highway Weight Origin
Chevrolet :2 Compact:16 Min. :11.10 Min. :26.00 Min. :2490 USA H
Volvo 01 Large : 0 1st Qu.:13.38 1st Qu.:27.75 1st Qu.:2783 non-USA:9
Volkswagen:1 Midsize: O Median :16.15 Median :30.00 Median :2970

Subaru :1 Small : O Mean :18.21 Mean :29.88 Mean :2918

Saab =1 Sporty : O 3rd Qu.:20.68 3rd Qu.:31.00 3rd Qu.:3043

Pontiac H Van 0 Max. :31.90 Max. :36.00 Max. :3375

(Other) :9

Apskaiciuokite automoboliy skaiciy kiekvienoje Type ir Origin grup¢je. Atspaus-
dinkite Price skaitines charakteristikas ir iSbrézkite histogramas kiekvienai Type
grupei. Nustatykite, keli kiekvieno gamintojo (Manufacturer) automobiliai yra
rinkinyje cars; $tai tie gamintojai:

> names (split (cars,Manufacturer)) # Sinonimas: levels (cars$Manufacturer)
[1] "Acura" "Audi" "BMW" "Buick" "Cadillac"
[6] "Chevrolet" "Chrylser" "Chrysler" "Dodge" "Eagle"
[11] "Ford" "Geo" "Honda" "Hyundai" "Infiniti"
[16] "Lexus" "Lincoln" "Mazda" "Mercedes-Benz" "Mercury"
[21] "Mitsubishi" "Nissan" "Oldsmobile" "Plymouth" "Pontiac"
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[26] "Saab" "Saturn" "Subaru" "Suzuki" "Toyota"
[31] "Volkswagen" "Volvo"

ISbrézkite benzino sunaudojimo MPG.highway ir svorio Weight sklaidos diagra-
ma. ISbrézkite joje regresijos tiesg.

6.17 UZDUOTIS. Su

library (MASS)
data (Insurance)
Insurance
> Insurance

District Group Age Holders Claims
1 1 <11 <25 197 38
2 1 <11l 25-29 264 35

AKAKAKAKAA KA A KA AA IR A A I A A I AR I AR A AR A AR A AR A Ak Kk K

galima apziiiréti duomeny rinkini Tnsurance. a) Nustatykite kiekvieno kintamojo
tipa ir klasg. b) Kiek jrasy yra kiekvienoje Age grupéje? c) Atspausdinkite lentelg,
kurios eilutése biity Group, stulpeliuose - Age, o langeliuose — suminé¢ Claims
reikSme. d) ISbrézkite Claims staCiakampes diagramas kiekvienai District
reikSmei. Identifikuokite i$skirtis.

6.18 UZDUOTIS. Su source nusikopijuokite duomeny rinkinj possum.R i§ R1 di-
rektorijos Data\Maindonald. Jame pateikti oposumy (sterbliniy ziurkiy) morfometriniy
matavimy rezultatai (hdlngth = galvos ilgis, skullw = kaulolés svoris, totlngth = ben-
dras ilgis).

> possum[1l:5,c(2,4,6:8)]
site sex hdlngth skullw totlngth

C3 1 m 94.1 60.4 89.0
C5 1 £ 92.5 57.6 91.5
C10 1 £ 94.0 60.0 95.5
Cl5 1 £ 93.2 57.1 92.0
c23 1 il 91.5 56.3 85.5

pairs (possum[,6:8],col=palette() [as.integer (possum$sex)])
pairs (possum[,6:8],col=palette() [as.integer (possumSsite)])
attach (possum); boxplot (hdlngth~site,col=1:7) # Zr. 6.19 pav.

1
hdingth -

o 2q
0% e oo ®0 ©

|
-
:
#

i
i
}“
-
1
Ik

B Qg@@ skullw 3
“ L. &
° totingth o w0 | * ° -
f T T T — T " °
T T T T T T T
85 90 95 100 5 80 85 90 95
1 2 3 4 5 6 7
6.18 pav. Oposumy morfometriniy matavimy 6.19 pav. hdlngth staciakampés diagra-
porinés sklaidos diagramos mos su visomis site reikSmémis
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Patobulinkite 6.18 pav. (ant istrizainés atspausdinkite atitinkamo kintamojo stacia-
kampes diagramas (plg. 6.7 pav.)).

Pasalinkite i§ possum visas eilutes su triikstamais duomenimis. Apskaiciuokite ir
“graziai” atspausdinkite visy trijy kintamyjy vidurkius ir standartus kiekvienoje sex
ir site grupése.

6.19 UZDUOTIS. Duomeny rinkinio Bwages kintamasis educ igyja penkias
reikSmes.

> attach (Bwages)
> levels (factor (educ))
[l] "l" "2" "3" "4" "5"

Norint i$skirti jrasus tik su educ lygiu 2, reikia elgtis taip:
Bwages [educ==2, ]
arba

Bwages [educ>1&educ<3, ]
O kaip i$skirtuméte jraSus su nelyginémis educ reikSmeémis?
Beje, Stai vienas variantas:

Bwages[is.element (educ, c(1,3,5)), 1

6.20 UZDUOTIS. Kiekviena diena krituliy kiekis yra registruojamas trijuose punk-
tuose:

date P
20/04/2002 1
21/04/2002
22/04/2002
23/04/2002

[N eNeNe]
NI
= O B
SO N
OO O
NS SR

Isbrézkite tokj grafika:

O 2 4 6 8 10
I

i =l 1 ] —

T T L
20/04/2002 21/04/2002 22/04/2002 23/04/2002

6.20 pav. Krituliy kiekio trijuose stebéjimo punktuose stulpelinés diagramos
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6.21 UZDUOTIS. Dirbtiniame duomeny rinkinyje mydata (tai 1000x3 duomeny
sistema) yra trys stulpeliai: OB - 0 reiskia, kad asmuo neturi virSsvorio, 1 — kad turi,
GEN — 1 zZymi moterj, 2 — vyra ir AGEGR - tai kintamasis, igyjantis reikSmes nuo 1
iki 11 (jis Zymi amziaus grupe). a) Generuokite matrica mydata su tokiomis savybé-
mis: jei GEN==1, OB dazniau igyja reikSmg¢ 1 (t.y., moterys dazniau turi virSsvorj);
asmeny su virSsvoriu procentas did¢ja vyresnése amziaus grupése; b) ISbrézkite stulpe-
lines diagramas, rodanc¢ias vyry ir motery su virSsvoriu skai¢iy ivairiose amziaus gru-
pése. Nuoroda. Plg. skyreli 10.2. Be to, atlickant b) uzduoti, gali praversti xtabs
funkcija:

mytable <- xtabs(~ GEN + AGEGR, data = subset (mydata,OB == 0))
oB=0 oB=1
8 —
8 —
q R
- R
g 4
9 9 -
n — n
o — T 1T 17 17717 7.1 71 o - T T T T T T T
1 3 5 7 o 11 1 3 5 7 o 11

6.21 pav. Atsakymas galéty atrodyti mazdaug taip

6.22 UZDUOTIS. Kei¢iant “ilga” sistema i “placia” (plg. 6.1 uzd.) ir atvirk§&iai, gali
biiti naudinga reshape funkcija. Remdamiesi §ia funkcija (arba kaip nors kitaip),
tranformuokite “placia” sistema

> xx

Year Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
11993 -9 -10 -12 -24 -9 -18 -11 -18 -9 -15 -1 0
2 19%4 -2 -1 -14 -26 -13 -12 -18 -20 -19 -16 -9 -15
3 1995 -4 -5 2 -19 -9 -3 4 -1 3 -2 0 -8

i— “ilgq”

Year Month XX
1993 Jan -9
1993 Feb -10
1993 Mar -12
1993 Apr -24

DSw N

36 1995 Dec -8

(gal biit pravers Month <- names (xx) [-1] eilute).
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6.23 UZDUOTIS. Matricoje

vv <- matrix (rnorm(100),ncol=4)

yra pateikti keturmacio vektoriaus stebéjimy rezultatai. Sio vektoriaus kovariacing
(koreliacing) matrica galima suskaiCiuoti su Var <- var (vv) (atitinkamai su Cor
<- cor (vv)). Dabar tarkime, kad matricos vv nezinome, bet zinome tik jos kova-
riacing 4 x4 matrica Var. Apskaiciuokite koreliacing matrica Cor.
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7. Centriné ribiné teorema ir didZiyjy skaiciy désnis

Kartais sakoma, kad tikimybininkai turi viena dieva — normalyji arba Gauso skirstini.
Greitai pamatysime, kad §is teiginys néra be pagrindo.

7.1. Centriné ribiné teorema (vienmatis atvejis)

Tarkime, kad x, yra sékmiy skaic¢ius po n Bernulio eksperimenty su sekmés tikimybe p.
, k=0,1,....,n, o tikimybé

k ~n—k

Gerai zinoma, kad tikimybé P(x, =k)=Ctp“q
0, , X<0,

[X]
P(x, <x)=4>.Crp“q"™ , xe[0,n],
k=0
1,

,X>n

(¢ia [x] zymi sveikaja skaiciaus x dali). Kai n néra didelis, Sias tikimybes néra sunku
apskaiGiuoti tiesiogiai, tadiau augant n skaiiavimai darosi vis sudétingesni'. A. de
Muavras 1718 m. ir nepriklausomai nuo jo P. Laplasas 1812 m. jrod¢, kad, kai n didelis,
abi Sias tikimybes galima gana sékmingai apskaiciuoti, naudojant normalyji skirstini.
Pavyzdziui,

K,=Np _X —np _
Jnpa y/npg

(¢ia @ yra standartinio normaliojo skirstinio funkcija). Vietoje matematinio Sio fakto
irodymo, pateiksime grafines iliustracijas.

P(x, <x")=P( X) = P(x, < X4/npq +np) = ®(X), X e R.

<- 10

<- 0.2

<- seq(-3,3,1length=100)

<- pbinom(x*sqgrt (n*p* (l-p))+n*p,n,p) # pbinom(x,n,p) skaiciuoja
# tikimybe P (kn<x)

plot (x,P,type="S") # Brézia laiptuota (“S”=Step) grafikag

U X T B3

lines (x,pnorm(x)) # pnorm (x)=® (x)

® ®
3 3
L g L g
S S 7
o _| o _|

S e N R e S 71717111

3 1 1 2 3 3 1 12 3

X X

7.1 pav. Binominio désnio normalioji aproksimacija (be Yates’o pataisos kair¢je
ir su Yates’o pataisa deSinéje)

! Komputeriy laikais tokie skai¢iavimai néra didelé problema. Svarbu tai, kad aproksimavoma normaliuju
skirstiniu galima taikyti ne tik «, skirstiniui.
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Matome, kad @ grafikas yra gana arti (normuoto) binominio. Tais atvejais, kai X~ yra
sveikas skaiCius (ir n néra didelis), tikslinga jvesti Jeitso diskretumo pataisa — vietoje
O(Xx) imti d(Xx+1/24/npqg) (7.1 pav., grafikas desinéje).

Normaliosios aproksimacijos tikslumas ger¢ja didéjant n (tikslumas taip pat geresnis, kai
p arti 0,5). Norédami tuo isitikinti, parasykime funkcija b.sim (zemiau yra tvarkingo
funkcijos raSymo pavyzdys; deja, tai ne Notepad’o darbas...):

b.sim <- function|()

{

#function b.sim
opar <- par(mfcol = c(3, 3))
on.exit (par (opar))
x <= seq(-3, 3, length = 100)

for(p in ¢(0.3,0.5, 0.95)) { # ISorinis ciklas
for(n in c (25, 100, 500)) { # Vidinis ciklas
P <- pbinom(x * sgrt(n * p * (1L - p)) + n * p, n, p)
plot(x, P, type = "S", main = paste("n =", n, ", p =", p))

lines (x, pnorm(x))

n=25,p=0.3 n=25,p=0.5 n=25,p=0.095

0
0.0

p
8
1111
P
0.8
11111
P
0.0 0.8
11111

n=100,p=0.3 n=100,p=0.5 n=100, p=0.95

p
0.0 0.8
111111
P
0.0 0.8
111111
P
0.0 0.8
111111

n=500,p=0.3 n=500,p=05 n=500,p=0.95

p
0.0 0.8
111111
P
0.0 0.8
111111
P
0.0 0.8
111111

7.2 pav. Binominiy skirstiniy funkcijy normaliosios aproksimacijos

Tiesa sakant, aproksimacijy tikslumo skirtumai tarp p=0,3, 0,5 ir 0,95 nelabai pastebimi
— akis blogai skiria skirstinio funkcijas (integralines charakteristikas), ji geriau pastebi
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diferencialinius skirtumus (pvz., skirtuma tarp tikimybés P(x, =k)=Ckp*q"™ ir jos

normaliojo artinio @((k —np)/+/npq)/+/npqg ). Parasysime atitinkama funkcija bb . sim.

bb.sim <- function () {
#function bb.sim
opar <- par (mfcol = c(3, 3))
on.exit (par (opar))
for(p in c¢(0.3, 0.5, 0.95)) {
for(n in c (25, 75, 225)) {
k <= ceiling(n * p - 2 * sgrt(n * p * (1L - p))):floor(n
* p+ 2 * sgrt(n * p * (1 - p)))
P <- dbinom(k, n, p) # dnorm(k,n,p)=P (kn=k)
plot(k, P, main = paste("n =", n, ", p =", p))
lines (k, dnorm((k - n * p)/sqgrt(n * p * (1 -
p)))/sgrt(n * p * (1 - p))) # dnorm (x)=¢ (x)
}
}

Priminsime, kad standartinis normalus skirstinys yra praktiSkai sukoncentruotas
intervale (-2,+2) (i§ tikryjy, > pnorm(2)-pnorm(-2) [1] 0.9544997), todé¢l k

vidiniame cikle kinta tarp np —2./npg ir np +2,/npq .

n=25,p=0.3 n=25,p=0.5 n=25,p=0.95
ﬂ | —
S - 0 | )
o o g" o g“ <]
9 ] i
3 3 S ]
S T T 1 T S T T T T T T 1
4 6 8 10 12 8 10 12 14 16 22.0 23.0 240 25.0
k k k
n=75,p=0.3 n=75,p=0.5 n=75,p=0.95
g o
© — © =] : °
o § - = : a S |
— [Te}
N g o
g_l T T T © T T T T ° T 1T 1771 T 1
15 20 25 30 30 35 40 45 68 70 72 74
k k k
n=225,p=0.3 n=225,p=05 n=225,p=0.95
g ] 8 ]
o © | o o o |
g 8 ]
S T T T T T 1 o T T T T T T 1
55 65 75 208 212 216 220
k k k

7.3 pav. Binominiy tikimybiy normalioji aproksimacija



7.3 pav. matome, kad, kai p=0.5, normalioji aproksimacija yra tiksli jau kai n=25; jei
p=0,3 — n turi biti lygus bent 75, o kai p=0,95 net n=225 negarantuoja didelio tikslumo
(kai p arti O ar 1, geresné yra Puasono aproksimacija).

Muavro ir Laplaso teorema yra atskiras vadinamosios centrinés ribinés teoremos (CRT)
atvejis. Tiksliau kalbant, tarkime, kad

_JLsu tikimybe p,
|0, su tikimybe q=1-p,

yra nepriklausomy Bernulio a.d. seka; tuomet s¢kmiy skai¢ius Bernulio modelyje
K,=S,=X,+...+ X,,. Pasirodo, kad vietoje Bernulio a.d. galime paimti beveik bet
kokius® nepriklausomus vienodai pasiskirs¢iusius a.d. — kai n didelis, jy normuota suma
Z, =(S,— ESn)/\/D_Sn turés (beveik) standartini normalyji skirstinj (tai ir vadinama
CRT). Sitai paaiskina, kodél normalusis désnis taip daznai sutinkamas gyvenime —
stebima reiSkini nusako daug mazdaug vienos svarbos priezasciy.

“Irodykime” CRT nepriklausomy a.d., turin¢iy tolygu skirstini intervale [-1,+1], sekai.
Deja, jau dviejy tokiy dydZiy sumos tankio iSraiska gana sudétinga’, todél sumos tankj
pakeisime histograma.

uni.sim <- function ()
c

{
(

opar <- par (mfcol = 1, 3))

on.exit (par (opar))

for(i in c(1,5,15)) { # Ciklas: imsime 1, 5 ar 15 démeny
rr <- numeric (1000) # Ilgio 1000 nulinis vektorius
for(n in 1:1000) {rr[n] <- sum(runif(i,-1,1))}

rr <- rr*sqrt(3/1) # Normuota suma

# Zemiau pateiktos eilutés skirtos normalumui jrodyti; vietoje hist
# galéetume vartoti ir eda.shape funkcija

hist (rr,prob=T,main=paste ("Démenu skaicius=",1i))

k <- seq(-3,3,1length=100)

lines (k, dnorm(k),col=2)}}

Demenu skaicius= 1 Demenu skaicius=5 Demenu skaicius= 15
<
— = (— S
g_ ——%_ _ﬂx__ 8 | 7 X #T
_ =} I
8 iy o
c ] ‘ g _ 2 o
S P P e
g 4 \ | 9
o] S pag
8 | 8 o _|
SN T T T 1 S T T T T ° T T T T T
2 1 o 1 2 -3 -1 12 3 3 10 1 2 3

r m r

7.4 pav. Jau kai démeny penki, normuota suma Z yra beveik normali

? Vienintelis reikalavimas: baigtiné a.d. X; dispersija. Beje, kai kurie dydziai ekonometrijoje turi tiek
sunkias uodegas, kad §i salyga néra patenkinta.

Grazi CRT iliustracija (ji remiasi tiksliomis tankio formulémis, bet parasyta ne R kalba) yra
http://www .statisticalengineering.com/central_limit theorem.htm
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Panagrinékime dar viena pavyzdi. Tarkime, n.v.p.a.d. X,,i=1..,n, turi toki pat

skirstinj, kaip ir standartinio normaliojo a.d. kvadratas N*. Galétume, kaip ir praeitame
pavyzdyje, nagrinéti ju sumy histogramas, taciau §i karta pasiremsime tuo, kad S,

skirstinys yra Zinomas — tai vadinamasis y_ (chi kvadrato su n laisvés laipsniais (1.1.))

skirstinys. Kadangi . yra sumos skirstinys, todél, kai n didelis, jis turéty beveik sutapti
su normaliuoju. Tiksliau®,

2 g2
limP(Z“—EzZ”< X) = lim P( 2 <~/2nx+n) = d(X),

" \Dx

arba, diferencijuojant § reigkinj ir pereinant prie tankiy’,
lim P, (v2nX+n)-v/2n = @(X).

Isbrésime keliy tankiy grafikus ir patikrinsime §j teiginj.

@© _]
o
o

q‘ —

o

o _|

© T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

X

7.5 pav. Normuoto ;(f tankis, kai n=2,3,4,5,10 ir 20 (juodos linijos)

ir standartinis normalusis tankis (raudona linija) ( X, tankis labai
nesimetriskas, todél konvergavimas 1étas)

7.1 UZDUOTIS. Nagrinékime normuota suma Z, =(S, —nEX,)//nDX, ; &a S yra
, suma. Palyginkite P(Z, 6 <Xx) ir ®(x), x=-3;-2,9;-2,8,...,2,9;3
kai X, yra 1) Bernulio a.d. su p=0,6; n=50000 (remkités tuo, kad S, turi

n.v.p.ad. X,,..,X

binomini skirstini su parametrais n=50000, p=0,6), 2) ;(12 , N=1000 (remkites tuo, kad
S,u00 turi x> skirstini su 1000 L1.), 3) eksponentinis a.d. su tankiu ae 1., (X), rate

parametru (a =)2 (zr. ?rexp) ir n=1000 (remkiteés tuo, kad S,,,, turi gama skirstinj su

*EyZ=n, Dy’ =2n.

> Beje: jei CRT galioja skirstinio funkcijoms (integraliné teorema), tai i$ ¢ia ne visuomet iSplaukia ribiné
teorema tankiams (lokaliné teorema)!
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parametrais (Zr. ?rgamma) shape=1000 ir scale=1/a ). Atsakyma pateikite penkiy
stulpeliy matricos pavidalu (pirmajame stulpelyje patalpinkite X reikSmes).

7.2 UZDUOTIS. Nagrinékime Pareto atsitiktinius dydzius (zr. 9 skyriy) su rodikliais 1)
c=3, 2) c=2 ir 3) c=1. Remdamiesi histogramomis ir kitais jums prieinamais budais,
patikrinkite ar galioja Siems a.d. CRT.

7.3 UZDUOTIS. Pateiksime kelis bidus, kaip rasti visu matricos stulpeliy sumas:

> suma <- function (n)
{# Stulpeliuy bus n
# Eiluciy bus 100
m <- matrix(runif (100 * n, -1, 1), ncol = n)
laikas <- numeric (5)
#1 budas (ciklas)
dabar <- proc.time () [3]
s <- NULL # Stulpeliy sumuy vektorius
for(i in 1:n) {s[i] <= sum(m[, i])}
laikas[1l] <- proc.time () [3] - dabar
# Dabar isbrésime (normuotu) sumy histograma
z <- s/sqrt(100/3) # Normuojame sumas (CRT!)
hist (z,probability=T)
rug(z) # Pazymi s reikSmes ant x aSies
lines (density (z))
#2 budas (apply funkcija)
dabar <- proc.time () [3]
s <- numeric(n) # Kitaip uzraSytas stulpeliy sumuy vektorius
s <- apply(m, 2, sum)

laikas[2] <- proc.time () [3] - dabar

#3 budas

dabar <- proc.time () [3]

s <- NULL

s <- drop(rep(l, nrow(m)) %$*% m)

laikas[3] <- proc.time() [3] - dabar

#4 btGdas (colSums kreipiasi i greita vidine funkcija)
dabar <- proc.time () [3]

s <- NULL

s <- colSums (m)

laikas[4] <- proc.time () [3] - dabar

#5 budas (lapply funkcija)

dabar <- proc.time () [3]

s <- NULL

s <- unlist (lapply(split(m, col(m)), sum))
laikas[5] <- proc.time() [3] - dabar

cat (" Komputavimo trukme:\n", round(laikas, 4), "\n")

> suma (100) # Bus 100 stulpeliu
Komputavimo trukme:
0.09 0.11 0 0.02 0.08
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7.6 pav. Suglodintas empirinis z tankis panasSus | normalyji (kodél?)

Pazymésime, kad jei Sia funkcija pakartotume kelis kartus, gautume skirtingus
komputavimo laikus. Beje, i karta ciklas néra pats léCiausias biidas!

O dabar pati UZDUOTIS. Pakeistite §ia funkcija taip, kad ji skai¢iuoty eilu¢iy sumas.
Isbrézkite keturias histogramas viename lange, kai n=1, 2, 4 ir 10. Matome, kad kai n
didéja, z histograma darosi vis panasesné 1 normalaja. Kod¢l? (UZzuomina: CRT!)

7.2. Centriné ribiné teorema (daugiamatis atvejis)

CRT galioja ir daugiamaciu atveju. Tiksliau, jei stebime (pvz., dvimaciy) atsitiktiniy
vektoriy seka (X,,X,), i=1,..,n, tai “gerais” atvejais ju normuotos sumos Z,

konverguoja | dvimat; normalyji skirstini (o “dar geresniais” atvejais - Z_  tankis

konverguoja { dvimati normalyjj tanki ¢, ;(X)). Cia

1 1
L (X) = ———ex ——zzleJz
#sx(X) 2 detX p( 2

— exp(_ 1 ; ((X] _zal)2 _2p(xl—a])(x2—a2)+(x2 _?2)2]J’
2
271'0102\/1—p 2(1-p7) 0, 0,0, 0,

2
g, 0,0,p

2

a yra vidurkiy vektorius, o X :(
0,0,p O,

j - kovariacijos matrica. Zemiau yra

pateikta funkcija mvdnorm, kuri skaiCiuoja §; tanki. Atkreipiame démesj | dar viena
galimybe: visiems funkcijos argumentams nurodytos standartinés reikSmeés (pvz.,
pirmosis komponentés vidurkis a1=0), jei norime, kad koreliacijos koeficientas p biity

lygus, tarkime, 0,75, turime rasyti mvdnorm (..., ro=0.75) .

mvdnorm <- function (x1l,x2,al=0,a2=0,sl1=1,s2=1,r0=0) {
funkcija mvdnorm

x1,x2 - bet kokie (skaiciai)

al,a?2 - bet kokie

sl,s2 - teigiami

ro kinta nuo -1 iki +1

F1 <- 1/(2*pi*sl*s2*sqrt(l-ro”2))

F2 <- -1/(2*(1-ro"™2))

+= FH H
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S1 <- (x1-al)"2/sl1l”2

S2 <- =2*ro*(xl-al)*(x2-a2)/ (sl*s2)
S3 <- (x2-a2)"2/s2"2

z <- Fl*exp (F2* (S1+S2+S3))

zZ

}

Deja, jau Zinome, kad daugiamadiu atveju grafinés galimybés gana ribotos. Stai vienas i§
varianty (funkcija persp, ji turi labai daug opciju), leidziantis vizualizuoti dvimatg
tankio funkcija. Prie§ kreipdamiasi i funkcija persp, i§ vektoriy x1 ir x2 reikSmiy
turime sukurti staciakampeg gardelg ir kiekviename jos taske apskaiciuoti funkcija
mvdnorm (tai atlieka funkcija outer, zr. Zemiau; daugiklis 10 iSryskina tankio kalvos
pavidalo forma).

x1 <- seqg(-3,3,1len=50)

x2 <- x1

z <- 10*outer (x1l,x2, function (x1,x2) mvdnorm(xl,x2,ro=0.75))
persp(xl,x2,z,theta=130,phi=15, scale=FALSE, axes=FALSE,main="ro=0, 75")

ro=0,75

7.7 pav. Dvimacio normaliojo tankio grafikas

Geresni supratima apie tankio pavirSiaus forma susidarysime, iSbrézg jo lygio linijas. Tai
galime atlikti su funkcija contour (zr. 7.8 pav Zemiau: dvimacio normaliojo tankio
lygio linijos yra elipsés; atkreipsime démesi: kuo p modulis arciau 1, tuo elipsés labiau
“iStemptos”). Beje, MASS pakete yra funkcija mvrnorm, kuri generuoja daugiamacius
normaliuosius a.d.. 7.8 pav. (deSinéje) lygio linijy grafikas yra papildytas sugeneruoty
tasky vaizdais. Matome, kad tai biidingas sklaidos diagramos paveikslas, kitais zodziais,
daznai stebime butent dvimatj normalyji skirstini.

par (mfrow=c(1,2))

contour (x1,x2,z,main="ro = 0,75")
library (MASS)

Sigma <- matrix(c(1,0.75,0.75,1),2,2)
mvn <- mvrnorm(100,c(0,0),Sigma))
contour (x1l, x2, z,main="ro = 0,75")
points(mvn[,1],mvn[,2],pch=16,cex=0.5)
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7.8 pav. Dvimacio normaliojo tankio grafiko lygio linijos

Koreliacijos koeficientas p rodo vektoriaus koordinCiy rySio tampruma (jei stebime
dvimat] normalyji a.d., salyga p =0 yra ekvivalenti koordina¢iy nepriklausomumui).
Nesunku jsitikinti, kad tik tuomet, kai | p| didesnis uz mazdaug 0,6, elipsiné struktiira
darosi rySkesné (jei o lygus, pvz., 0,8, tai, Zinant stebimojo atsitiktinio vektoriaus

pirmaja koordinat¢ y1, galima gana tiksliai prognozuoti antrosios koordinatés y2

reikSme).

Koreliacijos koeficientas= 0
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Koreliacijos koeficientas= 0.8

Koreliacijos koeficientas= 0.4

Koreliacijos koeficientas= 1

©

7.9 pav. Dvimacio normaliojo a.d. sklaidos diagramos su jvairiomis p reikSmémis

7.4 UZDUOTIS. Isbrezkite 7.9 paveiksla.

Dar keli zodziai apie dviejy kintamyjy funkcijy (ju grafikai — pavirsiai) vizualizacija. Jau
min¢jome du variantus: funkcijas persp ir contour. Cia aptarsime dar dvi funkcijas:

imageir filled.contour.

par (mfrow=c(1,1))

dens <- function(x, V)

{ dnorm (x)

* dnorm(y)
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Kuo ypatingas $is dvimatis normalusis tankis? Uzuomina:
nepriklausomumas.

<- seq(-3, 3, len = 40)

<- seq(-3, 3, len = 30)

<- expand.grid(x, V)

mat <- matrix(dens(gl[,1l], gl,2]), nrow = 40, ncol = 30)

# Dvi aukS8ciau esancios eilutés yra funkcijos outer ekvivalentas
image (x, y,mat)

win.graph() # Atidaro nauja grafini langa

persp (x,y,mat)

win.graph ()

filled.contour (x,y,mat)

win.graph ()

contour (x,y,mat)

Q X e
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(‘? 771771 ::: ALY
3 2 1 0 1 2 3 X
X
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2 I o
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0.10
0 — o
— ]
-1 0.05
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-2 '
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7.10 pav. Keturi dvimacio normaliojo tankio grafikai: image (kairéjé virSuje), persp (desingje virSuje),
filled.contour (kairéje apacioje) ir contour (desingjé apacioje)

Véliau visus papildomai atidarytus grafinius langus galima uzdaryti su dev.off ().

7.5 UZDUOTIS. Auks¢iau esantiame paveiksle i§brézti teorinio dvimacio normaliojo
tankio grafikai. ParaSykite programa, kuri iSbrézty zemiau pateiktus suglodinto
“empirinio tankio” grafikus.



7.11 pav. Dvimacio empirinio normaliojo tankio branduolinio ivercio
Ivairis vizualizacijos tipai

Nuoroda. MASS bibliotekoje yra funkcija mvrnorm, kuri generuoja dvimacius
normaliuosius a.d. Ten taip pat yra funkcija kde2d, kuri pateikia branduolini dvimacio
empirinio tankio jverti (maZzdaug taip: bivn.kde <- kde2d(bivn[,1],
bivn[,2], n = 50)). Brézdami paskutinj grafika, pasinaudokite opcija shade =
0.1.

7.3. Didziyjy skaiciy désnis

Be CRT tikimybiy teorijoje svarby vaidmeni vaidina dar viena didelé ribiniy teoremy
klasé — tai didziyjy skaiciy désniai (DSD). Jei X,, X,,... yra n.v.p.a.d. seka su vidurkiu
EX, =a, tai galima jrodyti, kad S,/n — a (pagal tikimybg ir netgi, kas dar stipriau, su
tikimybe 1), kai n — oo . Sitai ekvivalentu tam, kad

. ) 0, kai x<0,

%
(Sn/m)-2 1, kai x> 1.
I§ DSD isplaukia, kad imties vidurkis X (arba dispersija s°) konveguoja i populiacijos
vidurki a (atitinkamai, dispersija o), santykinis daZnis konverguoja i tikimybe,
empiriné skirstinio funkcija — i teoring skirstinio funkcija. Didziyjy skaiciy désniu yra
pagristas Monte Carlo metodas (zr. 3.3 skyrelj).

DSD pailiustruosime dviem pavyzdziais. Pirmiausiai, parodysime, kad didinant démenu
skaiCiy, imties vidurkis artéja i populiacijos vidurki.
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DSD <- function () {

# funkcija DSD

n4 <- rnorm(1074) # Generuojame 10000 standartiniy normaliuyju ats.

# skaiciu

Xxx <— numeric (1000)

for(i in 1:1000) xx[1i] <- mean(n4[1l:(10*1i)])
# Ciklas: kaskart imti padidiname deSimc¢ia (jei
# ciklo turinys telpa i vieng eilute, figlGriniuy
# skliaustuy nereikia)

n <- seq(10,10000,10)

plot (n, xx, type="1")

n4d <- rnorm(10"4) # Pakartojame visa procediira su kita seka

Xx <- numeric (1000)

for(i in 1:1000) xx[i] <- mean(n4[l:(10*i)])

n <- seq(10,10000,10)

lines (n,xx,1lty=2)

lines (n, rep(0,1000))

}

006 00O 005 010

T T T
6000 8000 10000

n

7.12 pav. Imties vidurkis (nemonotoniskai!) artéja
i teorinj vidurki (lygu nuliui)

7.6 UZDUOTIS. Stai dinaminis (“kaip kine”) auki¢iau pateiktos programos variantas,
perraSytas Bernulio atsitiktiniams dydziams (atitinkama DSD teorema vadinama
Bernulio teorema, zr. [Ku, 145 p.]).

Bernoulli <- function (p,N=1000, lo=max(0,p-0.1),up=min(1l,p+0.1))
{

# p - sekmes tikimybe, N - bandymu skaicius,
# lo — y asSies minimumas, o up - maksimumas
set.seed (4)

n <- 1:N

pp <- rep(p,N)
cum.b <- cumsum (rbinom(N,1,p))
plot (n,pp,xlim=c(1,N),ylim=c(lo,up), type="1")
for(i in 1:(N-1)) segments(i,cum.b[i]/i,i+1,cum.b[i+1]/(i+1))
cat ("Sekmes tikimybes p ivertis \n(santykinis daznis)=", cum.b[N]/N,
"\n")
}
par (mfrow=c(1,2))
Bernoulli (0.01,N=1500,10=0,up=0.02)
# Sekmes tikimybes p ivertis
# (santykinis daznis)= 0.008
Bernoulli (0.3)
# Sekmes tikimybes p ivertis
# (santykinis daznis)= 0.306
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7.13 pav. Tipiskos santykiniy dazniy kitimo trajektorijos (kairéje p=0,01, desinéje p=0,3)
O dabar pati UZDUOTIS: issiaiskinkite visus programos Zingsnius ir pakomentuokite

grafikus. Grafikams suteikite antrastes. ParaSykite Sios programos varianta KoSy
atsitiktiniams dydziams. Pakomentuokite.

Antrajame pavyzdyje aptarsime Student’o su n Ll. skirstini. Pagal apibrézima, $io a.d.
tankis sutampa su a.d.

~ N N
JINZENZ 4+ +N2Y/n 72 /n

Tn

tankiu; ¢ia N, N, N,,..., N, yra nepriklausomi standartiniai normalieji a.d. Pagal DSD
vardiklis x2/n turi artéti i EN® =1, ty. T  tankis tikriausiai artés priec N tankio.
Pasirodo, kad taip ir yra.

04

0.3

dnorm(®)
0.2

0.1

7.14 pav . Student’o tankio su 1, 3 ir 10 L1. grafikai; kai 1.1. skai¢ius neapréztai didéja,
Student’o tankis artéja prie standartinio normaliojo (raudonas grafikas)

7.7 UZDUOTIS. Nubrézkite 7.14 paveiksla.

Ty tankio uodegos sunkesnés uz normaliojo, todél jo dideliy o reikSmiy kvantiliai
(priminsime: skai¢ius X, vadinamas a.d. X « eilés kvantiliu, jei jis tenkina lygybeg

P(X<x,)=a, aec(0,1)) bus didesni uz atitinkamus normaliuosius. Sitai galima
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patikrinti bent trim budais: 1) bréziant kvantiliy grafika (zr. 4 skyriy); 2) lyginant
skirstinio funkcijas (zr. 7.14 pav.); Stai atitinkamos komandos:

x <- seq(2,4,length=50)

F <- pt(x,10) # pt(x,10) skaic¢iuoja Stjudento su 10 1.1.
# skirstinio f-ja “tadke” x°

plot (x,F,col=1,type="1")

lines (x,pnorm(x),col=2)

arrows (gnorm(0.99),0.99,

gnorm(0.99),0.965,col=2)

# 7Zr. 2arrows

arrows (gt (0.99,10),0.99,

gt (0.99,10),0.965)

1

F
0.965 0.980 0.995
||

I T T T T
2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

X

7.15 pav. Standartinio normaliojo (raudonas) ir Student’o su 10 LI (juodas)
skirstinio funkcijy grafikai ( X tarp 2 ir 4)

matome, kad standartinio normaliojo désnio 0,99 kvantilis (pazymétas raudona stréle —
jis lygus mazdaug 2,35) yra mazesnis uz Stjudento su 10 LI1. atitinkama kvantili (juoda
stréele — tai mazdaug 2,75)). Zinoma, galime ir 3) tiesiogiai apskai¢iuoti kvantilius
(rezultatams suteiksime lentelés pavidala)

alpha <- seq(0.8,0.99,0.01)

t1l0 <- round (gt (alpha,10),2)

n <- round(gnorm(alpha),2)

matrix (c(tl0,n),nrow=2,byrow=T,dimnames=1ist (c("t10", "norm"),alpha))

0.8 0.81 0.82 0.83 0.84 0.85 0.86 0.87 0.88 0.89
tl0 0.88 0.92 0.96 1.00 1.05 1.09 1.14 1.19 1.25 1.31
norm 0.84 0.88 0.92 0.95 0.99 1.04 1.08 1.13 1.17 1.23

(@]
=
=
=
=

0.9 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
t10 1.37 1.44 1.52 1.60 1.70 1.81 1.95 2.12 2.36 2.76
norm 1.28 1.34 1.41 1.48 1.55 1.64 1.75 1.88 2.05 2.33

=
N

7.8 UZDUOTIS. Papildykite $ig lentele naujomis eilutémis (kai 1.1. skai¢ius kinta nuo 2
iki “daug”) ir iSbrézkite kvantiliy elgesi iliustruojanti grafika (x asyje atidékite alpha,
oyasyje t2,t3,...,tl0, ..., norm).

7.9 UZDUOTIS. Tarkime, kad nepriklausomi a.d. X; , i=1,...,6, igyja tris reik§mes: 0 su
tikimybe 0,3, 1 su 0,1 ir 2 su 0,6. Tarkime, S, =X, +...+ X, n>1. Naudodamiesi

Monte-Karlo metodu (jis — DSD iSvada!), apskaiciuokite apytiksles S,,...,S, reikSmiy
tikimybiy reikSmes ir iSbrézkite ju grafikus.

7.10 UZDUOTIS. [$siaiskinkite ir pakomentuokite §ias eilutes:

foo <- matrix (0, 49, 100)

for (i1 in 1:49)
foo[i, ] <- density(rnorm(5000,mean = sqgrt(i),sd = i~0.25),
from = sqrt(1)-3*1, to = sqrt(49)+3*4970.25, n = 100)Sy

6 Priminsime, kad R pagristas vektorine aritmetika (¢ia x i$ tikryju yra vektorius).
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persp (foo, theta = 80, phi = 30, scale = FALSE, ltheta = -120, shade =
0.75, border = NA)

Papildykite Sig programa keliomis eilutémis, kurios iSbrézty gauto pavirSiaus kontiirines
linijas.

7.11 UZDUOTIS. Sunku isitikinti imties normalumu, remiantis vien histograma (nes
yra daug varpo pavidalo tankiy — normalusis, Student‘o tankiy Seima, Cauchy). Tam
geriau tinka kvantiliy-kvantiliy grafikas. ISsiaiSkinkite ir pakomentuokite vieno
didziausiy R specialisty Bill‘o Venables‘o parasyta programa.

N <= 10000
graphics.off ()
par (mfrow = c(1,2), pty = "s")
for(k in 1:20) {
m <- (rowMeans (matrix (runif (N*k), N, k)) - 0.5)*sqgrt(1l2*k)
hist (m, breaks = "FD", xlim = c(-4,4), main = k,
prob = TRUE, ylim = c¢(0,0.5), col = "lemonchiffon")

pu <- par ("usr") [1:2]
x <- seqg(pulll, pul2], len = 500)

lines (x, dnorm(x), col = "red")
ggnorm(m, ylim = c(-4,4), xlim = c(-4,4), pch = ".", col = "blue")
abline (0, 1, col = "red")

Sys.sleep(l)
}

7.12 UZDUOTIS. Stai dar kelios funkcijos, iliustruojan¢ios CRT. Issiaikinkite jas ir
pakomentuokite jy rezultatus.

1.
m<-numeric (10000) ;
for(k in (1:20)) {
for(i in(1:10000)) {m[i]<-(mean (runif (k))-0.5)*sqgrt (12*k)}
hist (m,breaks=0.3*(-15:15),xlim=c (-4,4),main=sprintf ("%d",k))
}

}

A
m <- replicate (10000, (mean(runif(k))-0.5)*sqgrt(12*k))

m<-numeric (10000) ;

p<=0.75; for(j in (1:50)){ k<-3*j
for(i in(1:10000)) {m[i]<-(mean (rbinom(k,1,p))-p)/sqgrt (p* (1-p)/k)}
hist (m,breaks=41,xlim=c(-4,4),main=sprintf ("%d",k))

}
Sias funkcijas galima uZradyto ir be vidinio for ciklo, pvz. taip:

m<-numeric (10000) ;
for(k in (1:20)){
m <- replicate (10000, (mean (runif(k))-0.5)*sqgrt(12*k))
hist (m,breaks=0.3*(-15:15),xlim=c(-4,4) ,main=sprintf ("%d", k))



7.13 UZDUOTIS. CRT efektus galima pailiustruoti ir remiantis distr paketu’.
ISsiaiskinkite ir pakomentuokite funkcijos CLT (angl. Central Limit Theorem) darba.

require (distr) # Pakrauname paketa distr

CLT <- function(Distr, n, sleep = 1)

{

# Distr: "AbscontDistribution" klasés objektas

# n: iteraciju (sasukuy) skaicius

# sleep: koks laiko tarpas tarp gretimy paveiksliukuy
graphics.off ()
par (mfrow = c(1,2))

# skirstinio Distr vidurkis

funl <- function(x, Distr) {x*d(Distr) (x)}

E <- try(integrate(funl, lower = g(Distr)
Distr = Distr) $value, silent = TRUE)

if (!is.numeric (E))

E <- try(integrate (funl, lower = g(Distr)

(distr::TruncQuantile),upper = g(Distr) (1-distr::TruncQuantile),
Distr = Distr) $value, silent = TRUE)

(0), upper = g(Distr) (1),

# skirstinio distr standartinis nuokrypis
fun2 <- function(x, Distr) {x"2*d(Distr) (x)}
E2 <- try(integrate (fun2, lower = g(Distr) (
Distr = Distr) $value, silent = TRUE)
if(!is.numeric (E2))
E2 <- try(integrate (funz, lower = g (Distr) (distr::
TruncQuantile), upper = g(Distr) (l-distr::TruncQuantile),
Distr = Distr)S$value, silent = TRUE)
std <- sqgrt(E2 - E"2)

0), upper = g(Distr) (1),

Sn <- 0
N <- Norm/()
for(k in 1:n) {
Sn <- Sn + Distr
Tn <- (Sn - k*E)/ (std*sqgrt(k))
x <- seqg(-5,5,0.01)
dTn <- d(Tn) (x)
ymax <- max(l/sqrt(2*pi), dTn)
plot(x, d(Tn) (x), ylim = c (0, ymax), type = "1", ylab =
"densities", main = k, lwd = 4)

lines (x, d(N) (x), col = "orange", lwd = 2)

plot(x, p(Tn) (x), ylim = c(0, 1), type = "1", ylab = "cdfs",
main = k, lwd = 4)

lines (x, p(N) (x), col = "orange", lwd = 2)

Sys.sleep(sleep)
}
Stai keli funkcijos CLT taikymo pavyzdziai:

distroptions ("DefaultNrFFTGridPointsExponent", 13)
CLT (Distr = Unif(), n = 1, sleep = 0)

7 Sis paketas traktuoja atsitiktinius dydzius, remdamasis S4 klasés savoka. Tai gana sudétinga procediira,
taCiau jums néra butina gilintis | subtilybes.
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8. Sprendziamoji statistika: parametry jverciai

Nors matematinés statistikos tikslas yra ivertinti visos populiacijos parametrus, taciau ji
gali remtis tik jos dalimi — imtimi. Jau Zinome, kad i§ DSD i$plaukia, kad populiacijos
vidurkis mazdaug lygus imties vidurkiui, taciau jei norétume apskaiciuoti ne populiacijos
vidurki, bet kitus ja aprasancio skirstinio parametrus, reikéty kitokiy samprotavimy
(zemiau aptarsime du metodus — momenty ir didziausio tikétinumo). Bet kuriuo atveju,
del atsitiktinés imties prigimties, gautasis {vertis (jis vadinamas taskiniu) bus tik apytik-
sliai lygus populiacijos vidurkiui ar parametry reikSméms. Norint nusakyti jvercio pak-
laida, galima remtis pasikliauties intervalais — tai toks atsitiktinis intervalas, kuris su di-
dele tikimybe uzdengia atitinkamy populiacijos parametry reikSmes. Aisku, matematika
turéty pasiiilyti metodus, kaip surasti patj “geriausia’ (pvz., trumpiausia) toki intervala.

8.1. TaSkiniai jverciai

Tarkime, kad turimi duomenys neprieStarauja hipotezei, jog stebimasis a.d. turi tam tikra
skirstinj, priklausanti nuo vieno ar keliy nezinomy parametry. Parametry jver¢iams rasti
naudojami keli metodai - paprastas, bet nelabai tikslus momenty metodas, ir sudétinges-
nis, bet tikslesnis (nes iver¢iy dispersijos mazesnés) didziausio tikétinumo (DT) metodas
(= maximum likelihood estimate (MLE) (angl.)). Daznai (pvz., binominio, Puasono ar
normaliojo skirstinio atvejais) abu jverciai sutampa, taciau kartais iSspresti DT lygtis néra
lengva.

Priminsime apibréZimus. Tarkime, kad stebimojo a.d. X skirstinio funkcija Fg(x) pri-

klauso nuo nezZinomo s-macio parametro ©® =(6,,...,6,). IS DSD Zinome, kad /-tasis im-

ties (arba empirinis) momentas 4, =(1/ n)fo apytiksliai lygus /-tajam populiacijos

i=1

momentui «, =a,(6,,...,6,) . Jet a.d. X turi s momenty, tai galima sudaryti s lyg€iy su s
neZinomaisiais sistema: 4, =,(6,,...,6.), [ =1,...,s . Jei ja galima iSsprgsti 6,,...,0, at-
zvilgiu, tai sprendinys 6, =6, (A4,,...,4)=6 (x,,....x,), [ =1,...,s, vadinamas parametro

(6,,...,6,) momenty metodo jverciu.

Sis jvertis yra palyginti lengvai randamas. Sunkiau yra su geresniuoju DT jveréiu. Tarki-
me, kad a.d. X turi tanki p(x;®). Funkcija

1©)=1, ., (©)=]]p(x:0)

kaip ir jos logaritmas
L(®)=In/(0®)

£

vadinamos DT funkcijomis', o visos DT procediiros tikslas yra rasti tokias o,...0

reikSmes, su kuriomis /(®) arba, kas tas pat (kodél?), L(®) igyja didziausia reikSmg.
Tai atlickama standartiniu biidu: randame visas dalines i§vestines, prisilyginame jas nu-
liui ir iSsprendziame gautaja sistema (deja, Si sistema kartais biina gana sudétinga).

! Diskre¢iuoju atveju tanki kei¢iame tikimybémis.
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Panagrinékime pavyzdj. Tarkime, X ~ N(a,o0) yra normalusis a.d. su dviem neZinomais

parametrais a ir o . Zinome, kad EX =a, o VDX = o . Momenty metodas siiilo popu-
liacijos momentus sulyginti su imties momentais: a =X, o =s, (¢ia s; yra nepaslinktas

dispersijos {jvertis: s, = Z(xl —x)*/(n—1)). Sios sistemos sprendinys akivaizdus:
i=1

a =X,0 o =s,. Priminsime (Zr. [Ku, 287 p.]), kad DT metodas siillo praktidkai tuos

pacius jveréius: a =X, o o =s (Cia s yra kiek paslinktas standarto jvertis:

st = i(xl. -X)/n).

Momenty ir DT metody iverciai sutampa ne visuomet. Tarkime, X turi tolygy skirstini
intervale [0,6]; ¢ia @ yra nezinomas deSinysis intervalo galas. Momenty metodas sitilo

tokj nezinomo parametro jvertj (zr. [CM, 1.6 sk.]): 91* =2X , o didziausio tikétinumo —

kitoki: €, =maxx,. lvertis 6, yra nepaslinktas, ty. E@ =0, tatiau €, - ne:
EO, =0(n/(n+1)). Pakeiskime jverti 8, i 8, =((n+1)/n)8, - dabar vidurkiy prasme

jie abu bus vienodai geri. Antra vertus, @, yra vis tik “geresnis”: jo reik§més bus arciau
tikrosios & reikSmés negu 6, , nes DO, =(1/3n)8>, o DO, =(1/n(n+2))6". Pailiust-
ruosime §i teigini.

sim.unif <- function(n) { # n yra imties dydis

#funkcija sim.unif

mm <- numeric (500)

dtm <- numeric (500)

for (i in 1:500) {ru <- runif(n,0,1)# Tikroji O reikdmé lygi 1, taciau
# “apsimeskime”, kad to neZinome

mm[i] <- 2*mean (ru)

dtm[i] <- ((n+l)/n) *max(ru) }

boxplot (mm, dtm)

title (main=paste ("n=",n))

cat ("E (thetal)=",mean (mm), "E (theta2)=",mean (dtm), "\n")

cat ("D (thetal)=",var (mm), "D(theta2)=",var (dtm),"\n")

}

> sim.unif (10)

E(thetal)= 1.015739, E(theta2)= 0.99365 # Kadangi abu jiverciai
# nepaslinkti, E(..) turéty
# buti mazdaug 1
D(thetal)= 0.036887, D(theta2)= 0.00840 # Apskaiciuokite Sias
# dispersijas pagal auks-
# Ciau pateiktas formules
> sim.unif (100)
E(thetal)= 1.000885, E(theta2)= 0.9998426
D(thetal)= 0.003496, D(theta2)= 0.0001093
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n= 100

10

Qo
\

R 0
N

ok . v . W . . v * . W .
8.1 pav. Matome, kad €, reik§més Zymiai ar&iau 1, negu 6, reikimés;

ok . . v o . . o . .
antra vertus, @, skirstinys aiSkiai nesimetriSkas (kuri uodega “sunkesné”?)

Pakomentuosime 8.1 paveiksla. Kadangi 6, = (2/n)2xl. yra a.d. suma, tai pagal CRT

i=1
Sis a.d. yra mazdaug normalus: 6 ~ N(6,6/~/3n) . Galima jrodyti, kad 6" turi nesimet-
riska tanki:

n’ o )
Py (x) = (n i D)0 ((n " 1)9} l(o,nTﬂgj(x).

Abu tankiai, did¢jant n, kaupiasi apie tikraja € reikSme (todél galima vis tiksliau “atkur-
ti” @), taCiau antrasis tankis yra labiau sukoncentruotas apie € ir todél jis tai daro “ge-
riau”.

> theta <- function(n) {

#funkcija theta

x <= seq(l-3/sgrt(3*n),1+3/sqgrt (3*n), length=100)
y <- ifelse (x<0|x>(n+1)/n,

0,n*n* ((n*x/ (n+1)) "~ (n-1))/ (n+l1))
plot(x,vy,type="1")

lines (x,dnorm(x,1,1/sgrt(3*n)),col=2)
title (main=paste ("n=",n)) }

> par (mfrow=c(1l,2))

> theta (5)

> theta (50)

Tarkime, 0=1

Triju sigmuy taisyklée
Skai¢iuojame antrojo
tankio reikSmes

B A T

NnN= s Nn= 50
L - ¢
L p— B _
» N 2 R
d g _
0 i>>:=> 0
o.s 1.0 1s o.s 1.0 1.z

8.2 pav. Juoda linija - @, tankis, raudona - ] tankis
(atkreipkite démesi i x ir y asis)



R programos privalumai i$aidkéja sudétingais atvejais. Panagrinékime gama skirstinj. Sio
a.d. tankis priklauso nuo dviejy nezinomy parametry — formos parametro a ir mastelio
parametro s:

p(x;a,s) = x”_le_”‘gl(oﬁw)(x), a,s>0,

s‘I'(a)
jo vidurkis EX =as, o dispersija DX =as’. I$sprende Sias dvi lygtis, gauname
a=(EX)/DX,o0 s=DX/EX . Kitais zodZiais, momenty metodas siiilo tokius lengvai
apskai¢iuojamus nezinomy parametry jveréius: a =x/s; ir s  =s. /X . Deja, Sie jver-

¢iai nelabai tiksliis (ju dispersijos didelés). Pabandykime rasti Siy parametry DT {vercius.
Tikétinumo funkcija dabar atrodo taip

i=l1

-1 =
n n a —ZX,»/S
la,s)=1y y(a,s)=]]p(X;a,s)= (H Xi] e 5T (),
i=1
o $tai jos logaritminis variantas:

L(a,s)=Inl(a,s)=(a—-1)D InX, =5 > X, —nalns—nInT(a).

i=1 i=1

Surade L(a,s) dalines iSvestines ir prisilyging jas nuliui, gauname reikalingg sistema

a_L:ZInXI.—nlns—nr'(a)/r(a)ZO,
Oa ‘5

oL N

= _ X —nals=0

= g ; ,—nals

(Sios sistemos Saknys ir bus ieSkomi parametry a ir s DT jverciai). Tai komplikuota netie-
siné sistema, o spresti ja reikia iteraciniais metodais — pasirodo, kad R kalba tai galima
atlikti keliomis eilutémis:

par (mfrow=c(1,2))
x <= (1:100)/10
plot (x,dgamma (x,2.5), type="1")
gama <- rgamma (500,2.5) # Generuojame 500 gama a.d. su parametrais
# a=2,5 ir s=1
hist (gama, prob=TRUE)
lines (densj-ty(gama) ) Histogram of gama

a0
|
fekc+)

axo
|
axo

cgmax 29
|
Casty

e |
8 g
8 | 8
o T T T T T T o T T T T T 1
o 2 a 6 8 10 o 2 a 6 8 10
x gama

8.3 pav. Gama skirstinio tankis (kairéje) ir gama imties histograma
ir tankio branduolinis jvertis
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Dabar pagal imti bandysime atstatyti (atrodo, kad) gama skirstinio parametry reikSmes.

mean (gama) “2/var (gama)

#[1] 2.405004

#Kadangi imtis didelé, tai MM duoda gana tiksly parametro a iverti
var (gama) /mean (gama)

#[1] 0.997878

#Formos parametro S jvertis irgi gana tikslus

mlgamma <- function( x)

-sum (dgamma (gama, shape= x[1],scale= x[2],1log = TRUE))

# Funkcija mlgamma skaic¢iuoja gama skirstinio DT funkcija L(a,S)
mle <- nlm(mlgamma, c(shape = 2.4, scale = 1), hessian = TRUE)

# Minimizuojame DT funkcija, nuliné iteracija yra MM ivertis
mleSestimate

#[1]1 2.519790 1.007186 a ir S jverciai

solve ( mle$Shessian)

# [,11 [,2] Informacijos (atvirkstiné Heso) matrica
# [1,] 0.022550172 -0.009016688 0,022 yra a ivercCio dispersija
# [2,] -0.009016688 0.004410811 0,004 yra s jivercio dispersija

avals <- seqg( 0.5, 10, len = 101)
svals <- seq( 0.2, 5, len 101)
grid <- matrix( 0.0, nrow = 101, ncol = 101)
for (i in seqg( along = avals)) {
for (j in seqg( along = svals)) {
grid[ i, j] <- mlgamma( c( avals|[ 1], svals[ Jj1))}}
# grid yra 101x101 DT funkcijos reikSmiy minimumo aplinkoje matrica
min (grid)
# 871.1726 Minimali mlgamma reiksmé
par (mfrow=c(1l,1))

contour (avals, svals, grid, levels = seq(900,1100, 50))
# ISbrézéme DT funkcijos konttGrini grafika minimumo aplinkoje
points( mleSestimate[l], mleSestimate[2], pch = "+", cex = 1.5)

title( xlab = “a”, ylab = “s”)

2 4 6 8 10

8.4 pav. Gama skirstinio tikétinumo funkcijos lygio linijos

Matome, kad tikétinumo funkcijos lygio linijos yra mazai panasios i elipses, todél infor-
macijos matricos naudojimas parametry dvimatei pasikliovimo sri¢iai skaiCiuoti buty
nepagristas. Vis tik jrodysime, kad DT jverc¢iy dispersijos yra mazesnés uz MM ijverciuy
dispersijas. Tam paraSysime funkcija disp:

> disp <- function (N) {

aMM <- sMM <- aDT <- sDT <- numeric (N)
set.seed (3)

for(i in 1:N) {

gama <- rgamma (500,2.5)
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v <- var (gama)

m <- mean (gama)

aMM[1] <- m"2/v

sMM[i] <- v/m

mlgamma <- function( x)
{-sum( dgamma ( gama, shape= x[1], scale= x[2], log = TRUE))}
mle <- nlm(mlgamma, c(shape = aMM[i], scale = sMM[i]))
aDT[1] <- mleSestimate[l]
sDT[1] <- mleSestimate[2]}
cat ("dispersija aMM=",var
cat ("dispersija aDT=",var

}

MM),", dispersija sMM=",var (sMM),"\n")
T

(a
(aDT),", dispersija sDT=",var (sDT),"\n")

> disp (1000)
dispersija aMM= 0.03353019 , dispersija sMM= 0.00625129
dispersija aDT= 0.02135913 , dispersija sDT= 0.004266431

DT metodo dispersija i$ tikro maZesné, taciau tik mazdaug 1,5 karto.

8.1 UZDUOTIS. Sio skyrelio pradzioje yra pateikti normaliojo skirstinio parametry a ir
o DT metodo iver¢iy formulés. Pakartokite tik ka aprasytaja procediirg ir Siuos ivercius
raskite skaitmeniskai. Ar jie sutampa su aukS¢iau minétais?

8.2 UZDUOTIS. Gaminiy patikimumas daZnai apra§omas Veibulo (Weibull) skirstiniu,
kurio tankis atrodo taip:

a-1 a
p(x;a,s) = ﬁ(ﬁj exp —(ij Ly (X), a,s>0.
s\ s s

Nesunku jsitikinti, kad EX = sI["(1+ l) ,0 DX =5 (F(l + %j - F(l + lj) .
a a a

1) ISbrézkite kelis Veibulo tankio grafikus,
i1)  Pakartokite aukSc¢iau apraSyta analize su Veibulo skirstiniu.

8.3 UZDUOTIS. Pakete MASS yra funkcija £itdistr, kuri skai¢iuoja daugelio (jskai-
tant gama ir Veibulo) skirstiniy parametry DT jver¢ius. Generuokite 200 gama atsitik-
tiniy skaiciy, jvertinkite skirstinio parametrus auksc¢iau aprasytu metodu ir naudodami
fitdistr funkcija. Palyginkite rezultatus.

8.4 UZDUOTIS. Mes jau nagrinéjome duomeny rinkinj Davis ir jo “pataisyta” varian-

ta davis (tai duomenys apie reguliariai sportu uzsiiminéjanciy asmeny svori ir
agy):
> summary (davis)
sex weight height repwt repht
F:112 Min. : 39.00 Min. :148.0 Min. : 41.00 Min. :148.0
M: 88 1st Qu.: 55.00 1st Qu.:164.0 1st Qu.: 55.00 1st Qu.:160.5
Median : 63.00 Median :169.5 Median : 63.00 Median :168.0
Mean : 65.25 Mean :170.6 Mean : 65.62 Mean :168.5
3rd Qu.: 73.25 3rd Qu.:177.3 3rd Qu.: 73.50 3rd Qu.:175.0
Max. :119.00 Max. :197.0 Max. :124.00 Max. :200.0
NA's : 17.00 NA's : 17.0

Aisku, kad kintamasis height neturéty biiti normalus (nes §i imtis yra dviejy (tikriau-
siai) normaliyjy a.d. (biitent, vyry ir motery igiu) miSinys, zr. 8.5 pav.; pakartokite §i pa-



veiksla — jame raudona ir Zalia kreivés iSbréZtos su density funkcija). Beje, tikrinant
normalumo hipoteze su shapiro.test funkcija (plg. 9-9 psl.), normalumo hipotezé
néra atmetama (nes p reikSme didesné uz 0,05):

Histogram of height

mnL

Dersity
004
|

170 180 190 200

height

8.4 pav. Kintamojo davis$height histograma ir
vyry bei motery figio tankiy branduoliniy iver¢iy grafikai

> shapiro.test (height)
Shapiro-Wilk normality test

data: height
W = 0.9898, p-value = 0.1697

Taigi, formaliai zitrint, kintamasis height yra normalusis, nors taip tikriausiai néra.
Dabar uzmirskime, ka mes Zinome apie $i kintamaji ir pabandykime atstatyti jo struktiira,
remdamiesi prielaida, kad height yra dviejy im¢iy (su nezinoma proporcija p) misinys,
o kiekviena miSinio komponenté yra normali su nezinomais parametrais, t.y., height
tankis yra pavidalo

mixt <- function (x,p,meanl,sdl,mean2,sd2)
{p*dnorm (x,meanl, sdl)+ (1-p) *dnorm(x,mean2, sd2) }

(p turéty biti lygus motery daliai imtyje, t.y., 112/(112+88)=0,56, mean1 mazdaug lygus
mean (height [sex=="F"])=164.7 ir t.t.). Si uzdavinj iSspreskite remdamiesi
didziausio tikétinumo principu ir taikydami funkcija fitdistr. Gal biit jums pagelbés
atsakymas:

o) meanl sdl mean? sd2
0.5987635 165.2547700 5.9410993 178.4856961 6.3547038
(0.1899365) (2.0607014) (0.9848752) (3.3615904) (1.5020201)

8.5 UZDUOTIS. Stebimasis a.d. X turi normalyjj skirstinj su neZinomais a ir o*. Gen-
eruokite “daug” normaliyjy a.d. ir “jrodykite”, kad 1) s, yra paslinktas standarto o
[vertis; 2) statistikos

G*z(n_ljl/z r((n—l)/z)s R N ilx _x
! 2 r(n/2) N =
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yra nepaslinkti standarto iver¢iai, bet o, geresnis (nes Do, < Do, ). Nuoroda. Leng-
viau dirbti, kai » néra didelis (pvz., n=4). Monte Carlo repliky skai¢iy N imkite lygiu
10000.

8.6 UZDUOTIS. Tarkime, kad x; Xy X, (X7 < x, <...<x)) yra variaciné seka, gauta
0 6 =X,0, =(x+x,)/2. Istirkite EG, ir DO, (k=1,2) savy-
bes tuomet, kai a) X turi (0,26) tolygu skirstini ir b) X yra eksponentinis a.d. su
tankiu p(x)=(1/8)exp(—x/6)1

1S 1mties X, X,,...,X

n?o

(000 (@blem atvejais parametras € nezinomas).

8.7 UZDUOTIS. NeZinomo parametro 6 jvertis 8"(n) vadinamas suderintu, jei 6"(n),
kai n — o0, konverguoja pagal tikimybg i € (t.y., jei B,{|0"(n)—6 > &} — 0 koks
bebiity ¢ > 0). Tarkime, kad a.d. X turi normalyji skirstini su nezinomu vidurkiu 6.
“Irodykite”, kad empirinis vidurkis @°(n) =X yra suderintas € jvertis. Nuoroda.
Tarkime, & =0.25. Generuokite N=10000 normaliojo a.d. N(2,1) dydzio n=10 im¢iy
ir apskaiciuokite kiekvieno ju vidurki. ApskaiCiuokite santykini dazni
n(]x —2 > 0.25)/n . Pakartokite Sia procediira, kai » =100 ir kai n=1000. Isitikinkite,
kad gautieji santykiniai dazniai artéja i nuli.

8.8 UZDUOTIS. Nezinomo parametro & jvertis 8" (n) vadinamas suderintu, jei 6"(n),
kai n — o0, konverguoja pagal tikimybg i € (t.y., jei B,{|0"(n)—6 > &} — 0 koks
bebiity £>0). Tarkime, kad a.d. X turi apibendrinta KoS$i skirstini su tankiu
Po(X)=1/(z(1+(x—6)")) (taskas € yra tankio simetrijos centras arba “vidutiné”
reikSmé; priminsime, kad a.d. X vidurkis neegzistuoja). “Irodykite”, kad a) empirinis
vidurkis 8"(n) =X yra nesuderintas @ jvertis, ta¢iau b) empiriné mediana yra suder-
intas (populiacijos medianos) € {vertis. Nuoroda. Perskaitykite 8.7 uzduoties
nuoroda.

8.8a UZDUOTIS.
>] also try to fit a skewed distribution (like skewed student t) to data points. Do you have
an idee how to do this???
library (skewt)
y <- rskt(500,2,2) # simulate 500 observations from the
# skew t distribution with df=2 and gamma=2
skewtmle <- function (df,gamma) {return (-sum(log (dskt(y, df, gamma)))) }
fit <- mle(skewtmle,start=1ist (df=1,gamma=3), method="L-BFGS-B", lower=
c(le-8,-Inf))
summary (fit)
logLik (fit)
vcov (fit)
plot (profile (fit), absVal=F)
confint (fit)

8.2. Intervaliniai jverciai

Pra¢jusiame skyrelyje buvo paaiskinta, kaip galima rasti nezinomo parametro € {vercius
0" . Biity gerai, jei sugebétume nurodyti, kiek gautasis jvertis skiriasi nuo tikrosios pa-
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rametro reik§més, t.y. jeigu sugebétume rasti & (> 0) tokij, kad |@" — 6 [< &. Deja, kadangi
0" yra a.d., tai galima kalbéti tik apie jvykio {|@ —@|< &} tikimybe. Tarkime, kad egzis-
tuoja dvi statistikos®, 6 ir 6;, 8 <6, , tokios, kad P,(6; <0<6))=a. Jei a mazai
skiriasi nuo 1, tai galima laikyti, kad praktiskai visuomet &, <@ < @, . Atsitiktinis inter-
valas [0, ,6;] yra vadinamas parametro @ pasikliauties intervalu, atitinkan¢iu pasikliau-
ties tikimybe (ar lygi) « . Paprastai imama « =0,9;0.95;0,99 ir pan., o statistikos 6, ir

0, parenkamos taip, kad su duota tikimybe « intervalas [§,,6, ] biity kuo trumpesnis.

Pradésime vienu pavyzdziu. IS DSD zinome, kad, didéjant imties dydziui, jo vidurkis
konverguoja i populiacijos vidurki. Antra vertus, nedideliems » Sie du skaiciai gali paste-
bimai skirtis. Pamodeliuokime §i reiskini — kelis kartus generuokime po 10 N(0,1) atsi-

tiktiniy skaiciy ir apskaiciuokime jy empirinius vidurkius ir standartus:

> set.seed (1)
> rn <- rnorm(10)
> rn
[1] -0.9746257 -0.5607552 -2.1839227 0.0895115
[6] -0.4447884 -0.0228788 0.0996069 -0.3551539
> mean (rn)

# Dabar rezultatai bus reprodukuojami

0.9695195
0.5429091

[1] -0.2840578 # Imties vidurkis (jis turétuy buti maZdaug 0)
> sd(rn)
[1] 0.8694902 # Imties standartas (jis turéty btti mazdaug 1)

> rn <- rnorm(10)

# Dar karta generuokime 10 normaliy skaiciy

> rn
[1] -1.9304081 -0.9490871 -1.529851¢6
[6] 0.5861246 -1.2559018 -0.6659785
> mean (rn)

0.8682471
2.8956619

2.0663557
1.0220281

[1] 0.1107190 # Antrosios imties vidurkis arciau 0 nei pirmojo
> sd(rn) # Antrosios imties standartas toliau nuo 1
[1] 1.621472

Matome, kad imties rn vidurkis (kaip ir standartas) gana pastebimai kinta, kitaip sakant,
nelogiSka tvirtinti, kad “nezinomas” populiacijos vidurkis a =-0,284 ir, kartu,
a=0,111. Teisinga biity teigti, kad a = 0,284 ir a = 0,111, taCiau gerai buty, jei kartu
galétume nurodyti ir daroma paklaida. Elgsimés taip: tarkime, kad populiacijos dispersija
o’ yra zinoma; tuomet i§ CRT gauname, kad a.d. Z = Jn (a—X)/o turi mazdaug stan-
dartini normalyji’ skirstinj. Jei simboliu z(cr) pazymétume standartinio normaliojo skirs-
tinio « -gji kvantily, z, = z(et)) , z, = z(a + &), 0 <, <1-a, tai tuomet

P(z,<~\n(a-X)/o<z,)~P(z,< N <z,) = a(= 0,95) .

Kitaip sakant,
_  zOo —
Px+-2=<a<x
n

+£)~a
Jn o'

* Apibrézimas. Bet kokia imties funkcija @ vadinama statistika. Stai keli statistiky pavyzdziai:
6=x,0, = maxx; .

? Miisy pavyzdyje éméme i§ normaliosios populiacijos, todél §i statistika turi tiksliai normaluji
skirstinj.



ty. [x+zo0/ Jn,x +z,0/ Jn ] yra nezinomo vidurkio a lygmens « pasikliauties inter-
valas. Galima jrodyti, kad §is intervalas trumpiausias, kai o, =(1-a)/2, o, =(1+a)/2,
t.y. kai abiejy “uodegy” tikimybés lygios. Jei pasirinktume populiariausia reikSme
a =0,95, tai tuomet z, =-1,96, z, =1,96, o (nezinomo) vidurkio a pasikliauties inter-
valas lygus [x —1,96 o/ Jn, ¥ +1,96 0 /~/n ]. Didinant n, intervalas siauréja (vidurkis a

bus nustatomas vis tiksliau), bet 1étai — kaip const/\In (norint intervala susiaurinti
dvigubai, imties dydi reikia padidinti keturis kartus!).

Aptartasis pasikliauties intervalas vadinamas centriniu. Kartais naudingi kitokie inter-
valai: pasirinkg z, = z(0) = -0 ir z, = z(a), gautume vadinamaji apatinj’ (arba kairinj), o
pasirinkg z, =z(1-a) ir z,=z(1) =40 - virdutini> (arba de$inin{) pasikliauties inter-
valus. Nors visy jy pasikliauties lygis «, trumpiausias yra centrinis intervalas.

Grizkime prie miisy pavyzdzio. Kadangi o =1, n=10, tai abiem atvejais “tikrasis”
vidurkis 0 priklauso intervalams [—0,284 —1,96-1//10;-0,284 +1,96-1/+/10]=[-0,904;
0,336] ir [0,111-1,96-1/+/10;0,111+1,96-1/+/10]=[-0,509;0,731].

Tiriant realius duomenys, populiacijos dispersija o’ Zinoma retai. Tokiais atvejais, lo-
gi¥ka vietoje nezinomo o’ imti jo nepaslinkta jverti s;. Galima jrodyti, kad dabar a.d.
T = Jn (a—X)/s, turi jau ne (beveik) normaly, bet (beveik®) Stjudento skirstini su n-1
L1 Trumpiausias lygio a pasikliauties intervalas  yra  pavidalo
[X+¢, ((1—a)/2)-s,/\n,X+1, (1+a)/2)-s,/</n] (a ¢ () yra Stjudento su n-1 L1.
a eilés kvantilis). Priminsime, kad ¢,_ () = z(a), n = o, bet nedideliems »n Stjudento

kvantiliy moduliai yra didesni uz normaliyju kvantiliy modulius (taigi dabar pasikliauties
intervalai kiek platesni).

Grizkime prie savo pavyzdzio. Targ, kad dabar mes neZinome ne tik vidurkio, bet ir dis-
persijos, pirmuoju atveju randame

> -0.284+qt ((1-0.95)/2,9)*0.869/sqrt (10)
[1] -0.9056451
> -0.284+qt ((1+0.95) /2,9)*0.869/sqrt (10)
[1] 0.3376451

(t.y., “nezinomo vidurkio” pasikliauties intervalas dabar kiek platesnis: pirmuoju atveju
jis lygus [-0,906; 0,338]), o antruoju — [-1,049; 1,271]).

R neturi funkcijos vidurkio pasikliauties intervalui skai¢iuoti (dabar (2006.x) tokia funk-
cija jau yra — tai smean.cl.normal i§ Hmisc paketo). Sig funkcija galima parasyti
paciam (tai keliy eiluciy funkcija, paraSykite ja!) arba pasinaudoti funkcija t . test:

* Jei 0=0,95, tai z,=1,64.
> Jei 0=0,95, tai, kadangi standartinio normaliojo tankis yra lyginé¢ funkcija, z;=-1,64.
6 Jei stebime normalyji a.d. X, tai statistika Tn_l turi tiksliai Stjudento skirstini. Pazymésime, kad

net tuomet, kai stebimasis a.d. “nelabai normalus”, 7, , skirstinys mazai nutolsta nuo Stjudento.

8-10



> set.seed(1111)

> rn <- rnorm(10)

> t.test(rn) Sconf.int

[1] -0.4601601 1.3999891

attr(,"conf.level")

[1] 0.95 # Skaic¢iuojame 95% pasikliauties intervala

Beje, §i intervala galima apskaiciuoti ir taip:

> confint (Im(rn~1))
2.5 % 97.5 %
(Intercept) -0.4601601 1.399989

Padarysime dar vieng pastaba. Mes netvirtiname, kad nezinomas vidurkis visuomet yra
pasikliauties intervalo viduje — jei pasikliauties (pasitikéjimo) tikimybé « =0,95 |, tai
mes tvirtiname tik tiek, kad pasikliauties intervalas (mazdaug) 95 procentams imciy uz-
dengs vidurkj (taigi kartais galime suklysti, bet tai bus retai). Patikrinsime savo teigini.

> conf <- function () {
# funkcija conf
# imties dydis=20
# alpha=0.99 # Imame “nestandartini” reiksSmingumo lygm.
set.seed(b)
t.lo <- gt (0.005,19)
t.up <- gt (0.995,19)
coef.lo <- t.lo/sqrt(20)
coef.up <- t.up/sqgrt (20)
up <- numeric(1000)
lo <= numeric (1000)
sk <= 0 # “Teisingu” atveju (kai pasikl. intervalas
# uZdengia 0) skaitiklis
for(i in 1:1000) {
rn <- rnorm(20)
m <- mean (rn)
st <- sd(rn)
lo[i] <- mtcoef.lo*st # Pasikliauties intervalo apatinis rézZis
up[i] <- mt+coef.up*st # Pasikliauties intervalo virsSutinis rézis
sk <- sk+ifelse(lo[i]>0|up[i]<0,0,1)} # Jei pasikl. intervalas
# “teisingas”-pridedame 1
plot (1:1000,up, type="1", # VirSutinis réZis (juoda spalva)
ylim=c (min (lo) ,max (up)),ylab="conf.int”)
lines (1:1000,1lo,col=2) # Apatinis rézis (raudona spalva)
lines (1:1000, rep(0,1000))
cat ("Daznis=",sk/1000, "\n")
}

> conf ()
Daznis= 0.99

-05 0.0 05 1.0

Stebime idealy atitikima — teoriskai turéty
biti 0,99, gavome 0,99 (plg. 8.6 pav.).

conf.int
|
_—
—
e
_1;

;‘é

—

——
=
=

-1.5

1:1000

8.6 pav. Tik desimt karty i§ tikstancio pasikliovimo
intervalas neuzdengia O (ar galite nurodyti tuos atvejus?)



Auksc¢iau pateiktus samprotavimus galima pakartoti dispersijoms ir iSvesti, kad tuomet,
kai stebime normalyji’ a.d. X su nezinomais vidurkiu ir dispersija, dispersijos o lyg-
mens « pasikliauties intervalas atrodo taip:

[(n=Ds}/ 2 (1+a)/2),(n=1Ds]/ x:,(1-a)/2)]
(¢ia g, (a) yra chi kvadrato sun LL «a eilés kvantilis).

Stai funkcija, kuri pateikia geometring dispersijos pasikliauties intervalo interpretacija:

> chi <- function () {
# funkcija chi
x <- seq(0,12,length=400)
plot (x,dchisqg(x,4),type="1", # Laisvés laipsniy skaicius =4
main=expression (paste (alpha,"=0,9"))) # Gali buti net formulés!
lines (x,rep(0,400))
xx.lo <- seq(0,gchisqg(0.05,3),length=50) # ReikSmingumo lygmuo a=0,9
XX.lo <- c(xx.lo,-sort (-xx.1lo),0)
YY.lo <- c(rep(0,50),dchisg(-sort(-xx.10),4),0)
polygon (XX.lo,YY.lo,col="yellow") # Nuspalvinsime kairigja uodega
# (iki 0,05-jo kvantilio))
xx.up <- seq(gqchisg(0.95,3),12,length=50)
XX.up <- c(xx.up,-sort (-xx.up),xx.up[l])
YY.up <- c(rep(0,50),dchisg(-sort(-xx.up),4),0)
polygon (XX.up, YY.up,col="yellow") # Nuspalvinsime desSine uodega;
# jos plotas irgi lygus (1-0,9)/2
}

a=0,9
n
—
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Q
% 94
g °
=
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[
o
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8.7 pav. Galima jrodyti, kad (n—1)s; /& turi ., skirstini; todél
Pz ((1-a)/2)<(n=Ds/ /0’ < g, (1+a)/2) =a

R neturi funkcijos dispersijos pasikliauties intervalui skai¢iuoti, ja paraSysime patys.

> conf.var <- function(x,conf.level=0.95){ # Standartine a reikSme
# imame 0, 95

7 Stjudento statistika nelabai jautri nuokrypiams nuo normalumo, ta¢iau su )(2 procediira reikia

elgtis atsargiau. Pazymésime, kad nenormaliuoju atveju dispersija apskritai néra geras reikSmiy sklaidos
matas (pvz., gali negalioti 3o taisyklé), todél tokiu atveju sklaidai matuoti reikéty vartoti kitas charakter-
istikas (pvz., tarpkvartilini atstuma igd).
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# funkcija conf.var

n <- length (x)

sl <- var (x)

sl*(n-1)/c( gchisqg((l+conf.level)/2,n-1),gqchisg((l-conf.level)/2,n-1))
}

> conf.var (rn)
[1] 0.4012191 1.4799255

Matome, kad “tikroji” dispersijos reiksmé (priminsime: o =1) priklauso pasikliauties
intervalui (jei toki eksperimenta pakartosime daug karty, tai tik mazdaug penkis kartus 1§
Simto suklysime, teigdami, kad gautasis intervalas uzdengia populiacijos dispersija).

8.9 UZDUOTIS. Dispersijos pasiliauties intervalas siauréja, kai n didéja, tadiau i§ jo
iSraiSkos to nesimato. ParaSykite funkcija, kuri iSbrézty tai iliustruojant; grafika
(mazdaug toki kaip 8.8 pav.).

up&lo
0.0 1.0 2.0 3.0
O R N R I

T T T T T
20 40 60 80 100
Eminio dydis

8.8 pav. Didéjant imties dydziui, dispersijos pasikliauties intervalas
(nemonotoniskai) siauréja

Dabar aptarkime binominj atveji. Paskutiniuose rinkimuose uz Laimés Ziburio partija bal-
savo 13,2% rinkéju. Po mety buvo atlikta sociologiné apklausa, kurioje i§ 1000 apklaus-
tyju 170 pareiske, kad, jei rinkimai biity rytoj, jie balsuoty uz $ia partija. Ar suderinami
Sie duomenys su LZP oponenty teigimu, kad “Sitai dar nicko nereiskia”? Oponenty teiginj
galima i8Sifruoti taip: Sios partijos gerbéju procentas nepasikeité, o padid¢jima galima
paaiskinti imties atsitiktinumu. Formalizuokime jy teigini. Tarkime, kad p yra tikimybé
kad jog rlnkejas rytoj balsuoty uz LZP, t.y., p=(kiek bus “ “”)/(turl balso teise)=0,13".
Simboliu p” pazymékime §ios tikimybés empirini ekvivalenta: p =(kiek “’uz” buvo tarp
apklaustyjuy)/1000=0,17. Tikslis (dabartinio) p pasikliauties intervalo réziai uzraSomi ga-
na komplikuotai (zr. [Kr, 193 p., (6.94)]), tac¢iau, naudojant R paketa, to nesijaucia:

> Dbinom.test (170,1000,p=0.132)
Exact binomial test

data: 170 and 1000
number of successes = 170, number of trials = 1000, p-value = 0.000633
alternative hypothesis: true probability of success 1is not equal to
0.132
95 percent confidence interval:
0.1472170 0.1947441 # Proporcijos p centrinis pasikliauties intervalas
sample estimates:
probability of success

0.17

¥ Kitais zodziais, p yra LZP gerbéjy dalis visoje populiacijoje.
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Taigi, centrinis nezinomos proporcijos p pasikliauties intervalas [0,147; 0,195] neuzden-
gia 0,13, todél apklausos duomenys paneigia oponenty teigini — LZP gerbéju dalis per
metus padidéjo ir su tikimybe 0,95 yra nurodytame intervale. Beje, kadangi LZP gerbéjy
skaiGius padidéjo, tai jie mielai pasirinkty kita, virSutini’, pasikliauties intervala, kuris
pateikty jiems dar palankesni prognozés rezultata:

> binom.test (170,1000,p=0.132,alt="g") $conf.int # “g”’=greater
[1] 0.1507 1.0000 # Virsutinis 95% pasikliauties intervalas
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Antra vertus, LZP oponentams labiau patikty mazos p reik§més, todél jie mielai paskelbty
apatini intervala:

> binom.test (170,1000,p=0.132,alt="1") $conf.int # “1”=less
[1] 0.0000000 0.1907543 # Apatinis 95% pasikliauties intervalas
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Matome, kad dabar apklausos rezultatai nepriestarauja oponenty teiginiui, kad p liko toks
koks buvo (ar net pasidar¢ visai mazas; teisybe, jis neprieStarauja ir tam, kad dabar tiki-
mybé p lygi, pvz., 0,19). Taigi pasikliauties intervalas nenurodo tikslios p reik§més'?, jis
tik duoda jos reikSmes, kurios (su 95% tikimybe) yra suderinamos su turimais duomeni-
mis (pasikliauties intervalas pateikia intervalini p iverti, tikslia p reikSme galéty pateikti
tik rytoj ivyksiantys rinkimai).

Iki Siol nagrin¢jome tiksly nezinomos tikimybés p pasikliauties intervala. Apytiksl; inter-
valg nesunku gauti i§ CRT. Sakysime, kad X, =1, jei i-asis apklausos dalyvis atsake, kad

jis balsuoty uz LZP (to tikimybé p) ir X . =0- prieSingu atveju (tikimybé g=1-p).
Reiskinys p* =S, /n turi mazdaug normaly skirstini N( p,\/ﬁ /n), todél su tikimybe
0,95

p—z\pq/n<p < p+zypq/n

(¢ia z=1,96). Issprende Sia nelygybe p atzvilgiu, gauname nezinomos tikimybés p cen-
trini 95% pasikliovimo intervala

n *_i_z\/p*(l—p*)_zz N *_Z_zJFZ\/P*(l—p*)_Z2
n+z* P 2n n 4n® =P P 2n n 4n®

Sia formule remiasi funkcija prop. test:

> prop.test(170,1000) Sconf.int
[1] 0.1475206 0.1950591

? Objektas binom. test (170,1000,p=0.132,alt="g") yra sarasas. Norint suzinoti visas jo kom-
ponentes, reikia surinkti names (binom.test (170,1000,p=0.132,alt="g")) (mums reikia
komponentés "conf.int").

' Negana to, jis dar priklauso nuo “uzsakovo”. Sekan¢iame skyrelyje kalbésime apie hipoteziy tikrinima ir
ten aptarsime intervalo pasirinkimo principus.
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attr(,"conf.level")
[1]1 0.95

arba

> prop.test(170,1000,alt="1ess")Sconf.int
[1] 0.0000000 0.1909442
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Kadangi imtis didelis, Sie intervalai tik neZymiai skiriasi nuo tiksliy.

8.10 UZDUOTIS. ISsinagrinékite funkcija prop.test ir jos tekste raskite nurodyta
formulg.

8.11 UZDUOTIS. Pakete MASS yra funkcija fitdistr , kuri pateikia populiacijos
parametry DT jvercius. Pavyzdziui,

> library (mass)
> x <- rnorm(30, 4, 1.5)
> fitdistr (x,"normal", list (mean=0,sd=1))
mean sd
4.1058149 1.7049985
(0.3112887) (0.2201328)

(skliausteliuose yra parametry jveréiy standartiniy paklaidy jver¢iai). O dabar UZDUO-
TIS. Raskite imties ga 18

set.seed (1)
ga <- rgamma (500, shape=2.5,rate=0.1)

parametry DT jvercius su a) fitdistr funkcija ir b) kartodami procediira i§ 8-5 psl.

8.12 UZDUOTIS. Su

library (Simple)
data (exec.pay)
?exec.pay

pakraukite duomenuy rinkini exec.pay (tai JAV vadovaujan¢iy darbuotojy (CEO =
Chief Executive Officer (angl.)) atlyginimai). Raskite 90%, 95% ir 99% vidurkio ir me-
dianos pasikliauties intervalus. “GraZiai” juos atspausdinkite. PaieSkokite “informatyviy”
Sio kintamojo grafiky. Nuoroda. Kadangi skirtinys nesimetriskas, Sia uzduoti geriausiai
atlikti butstrepo metodu (plg. 4.13 ir 4.22 uzduotis).

8.13 UZDUOTIS. Tais atvejais, kai populiacijos skirstinys priklauso nuo keliy paramet-
ry, didziausio tikétinumo jverciy radimas kartais biina gana komplikuotas (plg. 8-4 —
8-6 psl.). Vienmaciu atveju daZnai viskas biina paprasciau. Pvz., Puasono skirstinio
su nezinomu parametru A > 0 tikétinumo funkcija atrodo taip (kodel?):

Xty
—-ni 2’

xl.x,!

n

I(A)=e A>0.
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Jos iSvesting prilyging 0, matome, kad maksimuma $i funkcija pasiekia taske
A= (x,+...+x,)/n=X - tai ir bus nezinomo parametro A didZiausio tikétinumo jvertis

(jis, beje, sutampa su momenty metodu gautuoju (kodel?)).

Zemiau pateiktas funkcijos mle.pois, bréZian¢ios Puasono skirstinio tikétinumo funk-
cijos grafika, kodas. Pazymésime, kad nedideliy papildomy komplikacijy atsiranda d¢l to,
kad viename grafike norime isbrézti dvi kreives (tikétinumo funkcijos ir jos logaritmo) su
dviem y aSimis, grafiko kairéje ir deSinéje (Sios komandos pazymétos melsva spalva).

> mle.pois <- function () {

#Puasono skirstinio tiketinumo funkcija

x_rpois(5,10) # Generuojame penkis Puasono su A=10 ats. skaicCius
lhat mean (x)

lambda seqg(lhat-2*sgrt(lhat),lhat+2*sgrt (lhat),by=0.01)#Teig.parametro
lambda lambda[lambda>0] # A kitimo réZius nustatome pagal 2c taisykle
likelihood_exp(—lambda*length(x))*lambdaAsum(x)/prod(gamma(x+l))

x2 rpois(5,10) # Generuojame dar penkis Puasono su A=10 ats. skaicdius
lhat2 mean (x2)

lambda2 seqg(lhat2-2*sqgrt(lhat2),lhat2+2*sqgrt (lhat2),by=0.01)

lambda2 lambda?2[lambda2>0]
likelihood2_exp(—lambdaZ*length(xZ))*lambdaZAsum(XZ)/prod(gamma(x2+l))
par (mar=c(5,4,4,4)) #ParuoSiame vietos dviem papildomoms linijoms des.
yMIN.log <- min (min(log(likelihood),min(log(likelihood2))))

yMAX.log <- max(max (log(likelihood),max (log(likelihood2))))

plot (lambda, log(likelihood), type="1", ylim=c (yMIN.log, yMAX.1loqg))

lines (lambda2, log(likelihood2),1lty=2)

MAX <- which.max (likelihood)

MAX2 <- which.max (likelihood?2)

arrows (lambda [MAX], log(likelihood) [MAX], lambda [MAX], yMIN, col=3)

arrows (lambda2 [MAX2],log(likelihood?2) [MAX2], lambda2 [MAX2], yMIN, col=3,
1ty=2) # Strélés (arrows) zymés tiket. funkcijuy maksimumus

par (new=T) # Kita plot komanda neisStrins ankstesnio grafiko

yMIN <- min(min(likelihood,min(likelihood?2)))

yMAX <- max (max(likelihood),max(likelihood?2))

plot (lambda, likelihood, type="1",ylim=c (yMIN, yMAX) , col=2, axes=F,

Xlab=" " ’ ylab:" ")

axis (side=4,col=2)

lines (lambda2, likelihood2,1lty=2,col=2)

mtext ("likelihood", side=4, 1line=2,col=2)

print (list (mean=lhat,mean2=1hat?2))} # Spausdiname imc¢iuy vidurkius

> mle.pois ()
Smean
[1] 9.4

Smean?
[1] 11.8

8.9 pav. (zZr. Zemiau) matome, kad ir tikétinumo funkcija (raudona spalva), ir jos logarit-
mas (juoda spalva) maksimuma pasiekia tame paciame taske (jis lygus imties vidurkiui ir
kartu su imtimi gali keistis).
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lambda

8.9 pav. Dvi Puasono tikétinumo funkcijos (jos atitinka dvi
imtis su vidurkiais 9,4 ir 11,8)

O dabar

8.14 UZDUOTIS. I3brézkite grafika su viena kreive (stebimo a.d. tikétinumo funkcija)
ir su viena y aSimi, kai stebime a.d. X su eksponentiniu skirstiniu, t.y., kai

0, kai x <0,

Px()= {6’ exp(—0x), kai x> 0.

(parametras € > 0 nezinomas).
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9. Sprendziamoji statistika: hipoteziy tikrinimas (viena imtis)

Pasikliauties intervaly skai¢iavimas yra glaudZiai susijes su hipoteziy tikrinimu. Pirmuo-
ju atveju randame intervalg, kuriame turéty biti neZinoma parametro reikSme. Antruoju
atveju tariame, kad parametras turi konkrecig reikSme ir klausiame, ar $i prielaida (hipo-
tez¢) yra suderinama su turimais duomenimis. Vienas i$ Sios problemos sprendimo va-
rianty yra toks: jei tinkamai parinktas pasikliauties intervalas uzdengia hipoteting reiks-
meg, tai (kiek diplomatiskai) sakome, kad turimi duomenys neprieStarauja miisy hipote-
zei. Dazniausiai ta pati R funkcija skaiciuoja ir pasikliauties intervalus ir tikrina hipote-
zes.

Dauguma Siame skyriuje aptariamy testy priklauso base ir/arba ctest (=classical test) pa-
ketams. Stai visy R 1.7.1 paketo ctest funkcijy sarasas:

> library (help=ctest)

Information on Package 'ctest'

Description:

Package: ctest
Version: 1.7.1
Priority: base

Title: Classical Tests

Author: Kurt Hornik <Kurt.Hornik@ci.tuwien.ac.at>, with major
contributions by Peter Dalgaard <p.dalgaard@kubism.ku.dk> and
Torsten Hothorn <Torsten.Hothorn@rzmail.uni-erlangen.de>.

Maintainer: R Core Team <R-core@r-project.org>

Description: A collection of classical tests, including the

Ansari-Bradley,

Bartlett, chi-squared, Fisher, Kruskal-Wallis,

Kolmogorov-Smirnov, t, and Wilcoxon tests.

License: GPL

Built: R 1.7.1; i386-pc-mingw32; 2003-06-16 08:49:22

Index:

ansari.test
bartlett.test
binom.test
chisg.test
cor.test

fisher.test
fligner.test

friedman.test
kruskal.test
ks.test
mantelhaen.test

mcnemar .test
mood.test
oneway.test
pairwise.prop.test

Ansari-Bradley Test

Bartlett Test for Homogeneity of Variances
Exact Binomial Test

Pearson's Chi-squared Test for Count Data
Test for Association/Correlation Between
Paired Samples

Fisher's Exact Test for Count Data
Fligner—-Killeen Test for Homogeneity of
Variances

Friedman Rank Sum Test

Kruskal-Wallis Rank Sum Test
Kolmogorov-Smirnov Tests
Cochran-Mantel-Haenszel Chi-Squared Test for
Count Data

McNemar's Chi-squared Test for Count Data
Mood Two-Sample Test of Scale

Test for Equal Means in a One-Way Layout
Pairwise comparisons of proportions
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pairwise.t.test Pairwise t tests

pairwise.table Tabulate p values for pairwise comparisons

pairwise.wilcox.test Pairwise Wilcoxon rank sum tests

power.anova.test Power calculations for balanced one-way
analysis of variance tests

power .prop.test Power calculations two sample test for of
proportions

power.t.test Power calculations for one and two sample t
tests

print.power.htest Print method for power calculation object

prop.test Test for Equal or Given Proportions

prop.trend.test Test for trend in proportions

quade.test Quade Test

shapiro.test Shapiro-Wilk Normality Test

t.test Student's t-Test

var.test F Test to Compare Two Variances

wilcox.test Wilcoxon Rank Sum and Signed Rank Tests

Nemazai Siy (ir kity) testy taikymo pavyzdZziy galima rasti, pvz., svetainése http://www.
sjsu.edu/faculty/gerstman/Epilnfo/ arba http://www.math.yorku.ca/SCS/friendly.html

9.1. Hipotezés apie proporcija

Prad¢kime hipotezémis apie neZinomas tikimybes (proporcijas populiacijoje). Tq uzda-
vinj, kurj anks¢iau formulavome intervaly terminais, dabar sprgsime kitaip. LZP opo-
nentai teigia, kad, neZilirint apklausos rezultaty, Siai partijai prijaucianciy dalis liko ta
pati. Sis teiginys vadinamas pagrindine’ (arba nuline) hipoteze ir Zymimas
Hy:p=py(=0.132). Kadangi pagal DSD santykinis daznis p*=x, /n turi biiti maz-
daug lygus “tikrajai” tikimybei p, tai “nedidelés” skirtumo p*—p, reikSmés turéty liu-
dyti hipotezés H| naudai, o “didelés” — prie§ jg. Taigi esminis klausimas yra toks: ar
skirtumas p* — p, =0,17-0,132=0,038 didelis? Aisku, kad $is klausimas néra prasmin-
gas, nes, ji performulave procenty terminais, galétume paklausti: ar skirtumas 17-
13,2=3,8 (procento) didelis? Sj skirtumg reikéty kazkokia prasme normuoti ir padaryti jj
nepriklausoma nuo parametro “dimensijos”. Elgsimés taip: jei teisinga H,, tai (pagal

CRT) nuokrypio (kitaip - kriterijaus) statistika z" = (p" — p,)/+/p,(1— p,)/n turi (maz-
daug) standartinj normalyjj skirstinj> N ir todél labiausiai tikétina, kad z* reik§més bus
artimos 0. Tolesni samprotavimai priklauso nuo pasirinktos alternatyvos, t.y., nuo
sprendimo, kurj darysime, kai z* bus “toli” nuo 0. Jei musy tikslas biity jrodyti, kad
LZP réméjy dalis visoje populiacijoje pasikeité (nesvarbu, padidéjo ar sumazéjo), tai al-
ternatyvioji hipotezé biity formuluojama taip: H,: p # p,. Tarkime, kad gautas nuokry-

' Nulin¢ hipotezé paprastai pateikia konservatyvy situacijos vertinima: dabar yra taip kaip buvo anks¢iau.
Pats terminas “nuliné hipotez¢” atsirado kartu su matematine statistika XX a. pradZioje ir reiSke, kad, pvz.,
papildomas treS§imas duoda nulinj derlingumo prieda.

* Tuo paciu simboliu z~ Zymime du skirtingus dalykus: skirtingose imtyse zZ~ jgyja skirtingas reik§mes
(taigi tai a.d.; jis turi standartinj normalyjj skirstinj NV); miisy imtyje jis jgijo konkrecig skaiting reikSme
(taigi dabar tai skaiius). Kai kuriuose matematings statistikos tekstuose atsitiktinius dydzius Zymi didZio-
siomis raidémis, o konkrecias (skaitines) jy reikSmes — maZosiomis. Mes abiem atvejais vartosime tg patj
simbolj.
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pis | Z" | yra “labai” didelis, tiksliau, jvykio | N > z" tikimybé tick maZza, kad §j jvykj ga-
lima pavadinti (beveik) negalimu. Kadangi nejtikétini jvykiai paprastai nepasirodo, tai jo
pasirodymas matyt reiSkia, kad masy hipotez¢ H, neteisinga. Tikimybé P(IN > z7)
vadinama kriterijaus p reikSme (p-value), jei ji mazesné uZ kriterijaus reikSmingumo
lygmenj a (jo standartiné reik§mé 0,05) - H,, atmetame ir priimame H, .

> prop.test(170,1000,p=0.132,alt="two.sided")$p.value
[1] 0.0004594326 # H, neabejotinai atmetame

Tuo atveju, kai pagrindiné hipotezé yra ta pati H,: p= p,(=0,132), bet alternatyva
H,:p>p,, H, teks atmesti, jei nuokrypio statistika z* jgis dideles teigiamas reik§mes,
tiksliau, kai tikimybé P(N > z") bus mazesné uz o.

> prop.test(170,1000,p=0.132,alt="greater") $p.value
[1] 0.0002297163 # Hy neabejotinai atmetame

Alternatyva H,: p < p, néra labai prasminga (kadangi p*=0,17, tai aisku, kad i$ dvie-
ju hipoteziy, H,: p=0,132 ir H,: p <0,132, rinksimés pirmaja), taciau, formaliai tai-
kydami savo kriterijy, gauname

> prop.test(170,1000,p=0.132,alt="1ess") $p.value
[1] 0.9997703 # Néra maziau uz 0,05 - priimame H,

taigi néra jokio pagrindo atmesti H,.

Pazymeésime, kad Sioms hipotezéms tikrinti galime taikyti ir tiksly kriterijy, taiau, ka-
dangi imtis didelé, iSvados bus tos pacios.

> binom.test (170,1000,p=0.132,alt="g") $p.value
[1] 0.0003509407 # Hg neabejotinai atmetame

9.1 pvz. I$spresime vieng uzdavinj (zr. CM1, 171 psl., 7 uzdavinys). Naujo medikamen-
to reklamoje teigiama, kad jis sukelia paSalines reakcijas ne daugiau kaip 1% pacienty.
IStyrus 1000 vaistg vartojusiy ligoniy nustatyta, kad pasalinj poveikj pajuto 32 ligoniai.
Ar duomenys neprieStarauja reklaminiam teiginiui? (a=0,05)

Nuliné hipotezé suformuluota uzdavinyje - H,: p < p, =0,01. Jei §i hipotezé bty tei-
singa, nezinomos tikimybés p jvertis p (t.y., procentas ligoniy, pajutusiy pasalinj po-
veikj) turéty buti mazdaug lygus (arba maZesnis uz) p,. Kadangi p=32/1000 yra
mazdaug tris kartus didesnis uZ p, , kyla jtarimas, kad ko gero teisinga ne hipotezé¢ H,,,
o H,:p> p,. Taigi tikrinsime hipotez¢ H,: p < p,=0,01 su alternatyva H,: p > p,
(pazymésime, kad sprendimo procedira (tiksliau, kritiné sritis ar p reikSmeé) liks tokia
pati, jei nuling hipotez¢ pakeisime | H,: p = p,). AisSku, kad miisy eksperimentai apra-
Somi Bernulio modeliu (n=1000), kiekvieng ligonj, pajutusj pasalinj poveikj, salyginai
pavadinkime s¢kme (iS viso sékmiy yra «,,, = 32, o s¢kmeés tikimybe, kai teisinga H,,,

lygi p,). Kadangi H, nenaudai turéty liudyti didelis “sékmiy” skaiCius, apskaiiuokime
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kriterijaus p reikSme, t.y., (stebéto arba dar didesnio nuokrypio i deSing) tikimybe
P(K,0 2 32:p = p,) (plg. formules [CM1, 164 psl.]):

> l-pbinom(31,1000,0.01)
[1] 1.938156e-08

Kadangi §i tikimybé aiSkai maZesné uz (pageidaujama reikSmingumo lygmenj, t.y., « =)
0,05, todél H, neabejotinai reikia atmesti. PaZymésime, kad lygiai tg patj rezultata gau-

name ir su

> binom.test (32,1000,p=0.01,alt="greater")
Exact binomial test

data: 32 and 1000

number of successes = 32, number of trials = 1000, p-value = 1.938e-08
alternative hypothesis: true probability of success 1s greater than
0.01

95 percent confidence interval:

0.02338818 1.00000000 # Kadangi Sis intervalas neuzdengia 0,01, todel
sample estimates: # Hy (su 95 % reiksm. lygmeniu) reikia atmesti
probability of success

0.032

“Klasikiniai” vadovéliai sitlo tikimybe P(x,,, =32;p = p,) apskaiiuoti apytiksliai,
remiantis CRT (arba, kitais ZzodZiais, Muavro ir Laplaso integraline teorema):

P,y > 32: py) = P| Ko =10 5, 32 71000-0,01
\/npo% \/1000-0,01.0,99

Jei Sig tikimybe aproksimuotume dydziu P(N > 6,992) (t.y., nenaudotume Yates’o to-
lydumo pataisos), tai

> l-pnorm(6.992)
[1] 1.355027e-12

SkaitmeniSkai rezultatai skiriasi (kadangi visos skirstinio funkcijos aproksimacijos, kai
argumentas (Siuo atveju, 6.992) yra “toli nuo vidurkio” (t.y. $iuo atveju, “toli”’ nuo 0) yra
netikslios), taCiau atsakymas toks pat - H|, reikia neabejotinai atmesti. Pazymésime, kad

lygiai tokj patj atsakyma gautume ir su apytiksliu
> prop.test(32,1000,p=0.01,alt="greater", correct=FALSE)

l-sample proportions test without continuity correction

data: 32 out of 1000, null probability 0.01
X-squared = 48.8889, df = 1, p-value = 1.354e-12
alternative hypothesis: true p is greater than 0.01
95 percent confidence interval:

0.02403373 1.00000000
sample estimates:

P
0.032



IS esmés tokig pacia iSvada darome ir su kiek tikslesniu prop . test variantu:

> prop.test(32,1000,p=0.01,alt="greater")
l-sample proportions test with continuity correction

data: 32 out of 1000, null probability 0.01
X-squared = 46.6919, df = 1, p-value = 4.154e-12 # Hy, reikia atmesti
alternative hypothesis: true p is greater than 0.01
95 percent confidence interval:
0.02360359 1.00000000
sample estimates:

p
0.032

Panagrinékime dar du, kiek nestandartinius, hipoteziy tikrinimo pavyzdZius ($] karta hi-
potezés H,: p = p, nenaudai liudys ne didelés skirtumo |x, /n — p, | reikSmes, bet (jtar-
tinai) mazos!) 3-20 psl. buvo apraSyta Monte Carlo procediira skaiCiaus 7 apytikslei
reikSmei rasti. Priminsime: metame “taskus” i kvadratg [—1,1]x[—1,1]; jei taSky metame
“daug”, tai “sékmiy” (t.y., tasky, pakliuvusiy i vienetinj skritulj arba, kitaip sakant, ten-
kinanciy saglyga x + y’ <1) santykinis daZnis &, /n turéty biiti mazdaug lygus 7 /4.

9.2 pvz. Zinomas statistikas D.B. (vardas ir pavardé¢ autoriui Zinomi) taska meté 10000
karty ir gavo, kad x,,,, /10000 = 0,7854, taigi’ sutampa su p =z /4

> options(digits=8)
> pi

[1] 3.1415927

> pi/4

[1] 0.78539816

> eps <- 0.7854-pi/4
> eps

[1] 0.0000018

penkiy Zenkly po kablelio tikslumu. Ar negalima jtarti, kad tikslumas eps yra “per
daug geras”? ApskaiCiuokime gauto (arba dar geresnio) tikslumo tikimybe:

P( Ko

n
~ P(I N I£0,00045)

~
~

&
‘\/n p- q‘ \/10000 7[/4 (1-7/4)

> stat <- (10000*eps)/sqgrt (10000* (pi/4)*(1-pi/4))
> pnorm(stat)-pnorm(-stat)
[1] 0.00035694

3Tﬁkshausakang
rdat <- matrix(runif (10000 * 2, min = -1 , max = 1), nrow = 2)

sum(colSums (rdat * rdat) < 1) # Ar aisku, kas ¢ia vyksta-?
[1] 7854
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Taigi tokj arba dar geresnj tiksluma galime gauti tik 1 kartg i§ 2778 — rezultatas nejtike-
tinai* tikslus. (Tai dar kartg jrodo, kad D.B. yra reikSmingas!)

9.3 pvz. Tarkime, kad plokstuma suliniuota lygiagrec¢iomis linijomis, tarp kuriy atstumas
2a. Jei ant Sios plokStumos mestume ilgio 2/, I<a, adata, tai galima jrodyti (tai vadina-
masis Buffon’o uZdavinys), kad tikimybé p adatai kirsti viena i§ linijy yra 2I/ax . Sj
fakta vél galétume panaudoti skaiCiui 7 apytiksliai apskaiciuoti. Pasiremsime Zinomu
Lazzarini’o rezultatu: 1901 metais jis meté adatg 3408 kartus ir nustate, kad
7~ 3,1415929 . Isitikinsime, kad toks “tikslumas™ maZzai tikétinas.

Lazzarini’o eksperimente 7z apskaiCiuotas su SeSiais tiksliais skaitmenimis po kablelio.
Antra vertus, jei kirtimy skaiCius (tarkime x,,,,=m) pasikeisty vienetu, Sitai pakeisty
bent ketvirtg deSimtainj 7 jvercio skaitmenj. IS tikro, jei n maZesnis uz 5000,

am+1) am a 1

>—>0,0001.
2nl 2nl  2nl 2n

Vadinasi, yra tik viena m reikSme, su kuria Lazzarini’s gal¢jo gauti savo jvertj. Pagal
lokaligja Muavro ir Laplaso teorema,

(m-np)*

! e 2wi-p) < !

J2znp(1-p) 2= p)| L,

Tarkime, kad a =2/ ; tuomet p=1/7~1/3, 0 P(k,,s =m)<0,015. Taigi, jei Lazzari-

Pk, =m)~

ni’s savo eksperimentg pakartoty 100 karty, tokj tikslumg jis gauty tik mazdaug vieng
karta - mazai tikétina, kad tai buvo pats pirmasis kartas. Kitaip sakant, jis savo rezulta-
tus, matyt, kiek “pakoregavo”...

9.2. Hipotezés apie vidurkj

Norédami patikrinti, ar kintamojo vidurkis jgyja konkrec¢ig reikSme, remsimés Student’o
kriterijumi t . test. Sj kriterijy naudojame, kai populiacija yra (mazdaug) normali (jei
taip néra, tuomet neparametriniai testai (pvz., Wilcoxon’o ranginis kriterijus) labiau tin-
ka populiacijos centro nustatymui).

4 skyriuje nagrin¢jome duomeny rinkinj davis (jame buvo pateikti duomenys apie tik-
raj] ir pranestgjj apklaustyjy asmeny igj ir svorj). Patikrinkime hipoteze, kad moterys
teisingai pranes¢ savo g (tiksliau kalbant, kad motery tikrojo tigio vidurkis lygus pra-
nestojo tigio vidurkiui).

> attach(davis)
> davisF_davis[sex=="F",] # Atrenkame tik moteris
> detach (davis)

> attach (davisF)
> dim(davisF)

[

1] 112 5

* Standartiné “nejtikétino” jvykio reik§meé yra 0,05 (taigi 1 kartas i§ 20).
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> mean (height)
[1] 164.7143
> var (height)
[1] 32.02574
> mean (repht)

[1] NA # Kadangi dalies duomenuy triksta..
> mean (repht, na.rm=T) # Truistamus duomenis iSmesime
[1] 162.1980

Anksc¢iau matéme, kad motery tigis hF turi beveik normalyji skirstinj, todél hipoteze
formuluosime vidurkiy terminais: H,:a =162,1980, H,:a #162,1980 (¢ia a yra tikro-

jo ugio vidurkis). Jei H, teisinga, tai pagal DSD skirtumas x —162,1980 neturéty buti
didelis.  Tiksliau  kalbant, neturéty biti  didelé  normuotos  statistikos
t,, =(x¥-162,1980)/4/s; /n modulio reik§mé. Kadangi tikimybé

164,7143-162,1980
\32,0257/112

P(I N |J =2P(T,,, < —4,7057) =7,345-10"°

mazesné uz 0,05, tai nuling hipotez¢ tenka atmesti — moterys klaidingai prane$¢ savo
tigj. Pazymésime, kad lygiai tokj patj rezultatg gautume su funkcija t . test:

> t.test (height,mu=mean (repht,na.rm=T))
One Sample t-test

data: height
t = 4.7056, df = 111, p-value = 7.347e-06
alternative hypothesis: true mean is not equal to 162.1980
95 percent confidence interval:
163.6547 165.7739
sample estimates:
mean of x
164.7143

9.1 UZDUOTIS. Surinkg

library (MASS)
data (michelson)

michelson

Speed Run Expt
1 850 1 1
2 740 2 1
3 900 3 1
LR R I I I b b b b b b 2

pamatysite garsiuosius Michelson’o Sviesos greiCio matavimy (atlikty 1879 m.) rezulta-
tus (norint gauti tikrajj greitj, prie $iy skaiciy reikia pridéti 299000 km/s). a) Ka galite
pasakyti apie Speed skirstinj? b) Ar matavimo rezultatai suderinami su anksciau Zino-
mu Sviesos greiciu lygiu 0 (pranciizas Cornu, 1876)? ¢) Ar skiriasi matavimy rezultatai
skirtingose Expt grupése? d) Kam “lygus Sviesos greitis” po Michelsono bandymy?
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9.2 UZDUOTIS. Hipoteziy apie vidurkj tikrinimas yra pagristas Student’o kriterijaus p
reikSmiy skaic¢iavimu. Stai funkcija p.value, kuri pateikia grafing $io skai¢iavimo
interpretacija.

p.value<-function(t, df)
{
zl <- seg(-3, 3, 0.01)
tankis <- dt(zl, df)
PlotasKairiau <- round(pt(t,df), 3)

PlotasDesiniau <- round(l - PlotasKairiau, 3)
plot(zl, tankis, type = "1",xlab = "x", ylab =
paste("Student’o tankio su",as.character (df),
"1.1. grafikas"),main = paste("t = ",
t))
text (-2, 0.33, paste("Plotas kairiau t =",
100 * PlotasKairiau,"%"), cex = 1.2)
text (2, 0.33, paste("Plotas desiniau t =",
100 * PlotasDesiniau,"%"), cex = 1.2)

z2 <- seq(-3, 3, 0.05)

height2 <- dt(z2, df)

len <- length(z2[z2 > t])

segments(z2[z2 > t], rep(0,len), z2[z2 > t],
height2[z2 > t])

cat ("p.value=",
PlotasDesiniau, "\n")

> p.value(1l.5,20)
p.value= 0.075

0.4

Plotas kairiau t= 92.5 % Plotas desiniau t= 7.5 %

0.2

Stjudento tankio su 20 L. grafikas
0.1

0.0
|

9.1 pav. DeSininé p reikSmé
Modifikuokite Sig funkcijg: 1) vietoje vieno grafiko iSbrézkite tris greta vieng kito

(su kairigja, dvipuse ir deSinigja p reikSmeémis), 2) atitinkamg uodega ne uzbriks-
niuokite, bet nuspalvinkite (Zr. ?polygon).
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9.3. Pareto skirstinys

Populiariausios populiacijos centro charakteristikos yra jos vidurkis ir mediana. Mes jau
aptaréme Student’o kriterijy hipotezéms apie vidurkj tikrinti. Deja, jis néra tikslus, jei
nagrin¢jame nedidel¢ imtj i§ akivaizdziai nenormalios populiacijos. Be to, §is testas ap-
skritai nepritaikomas, jei nagrinéjamasis a.d. neturi baigtinio vidurkio (tai atitinka gana
populiary ekonometrijoje “sunkiy uodegy” atvejj). Imtyse su sunkiomis uodegomis yra
(gal ir nedaug, bet) “dideliy” reikSmiy (Lietuvoje yra Zmoniy, turiniy labai dideles pa-
jamas (teisybe, jy nedaug); internetu kartas nuo karto perduodami labai dideli failai ir
pan.). Abiem Siais atvejais remsimés Wilcoxon’o kriterijumi medianoms. Taciau prie§
tai pakalbékime apie Pareto skirstinj.

Sakome, kad a. d. X turi Pareto skirstinj, jei jo tankis yra pavidalo

p(x)=cx V1, (x), ¢>0. Sis a.d. turi baigtinj vidurkj tik tuomet, kai ¢ > 1:

['e]

m,=EX = .[x-cx_(””dx =/(c-1), c>1;

1

antra  vertus, koks bebuty ¢, ad. X turi visus momentus iki c:
m,=EX"=cl(c-v),0<v<c. Taigi, jei c<1, a.d. X vidurkio neturi, nors jo mediana
egzistuoja visuomet: mX =42, ¢>0. Vidurkio egzistavimas yra glaudZiai susijes su

“uodegos sunkumu”: kuo sunkesné¢ uodega (t.y., kuo léCiau art¢ja ] nulj tikimybé
P(X > x), kai x = o), tuo maziau momenty turi a.d. X.

gEEEix g

5 10 B D =5 D
|

L T T T T T T
qgnorm(x)

9.2 pav. Pareto skirstinio kvantiliy grafikas (plg. 4 skyriuy);
desinioji uodega “labai sunki”

Parasysime keturias R funkcijas, kurios skaiciuos Pareto tankio funkcija dpareto,
skirstinio funkcija ppareto, kvantilius gpareto ir generuos Pareto atsitiktinius skai-
Cius rpareto.

dpareto <- function(x,c) {
if(c<=0)stop("c turi buti > 0") # Diagnostinis zingsnis
ifelse(x<1l,0,c/x"(c+1))}

ppareto <- function(qg,c) {

if(c<=0)stop("c turi buti > 0")
ifelse(g<l,0,1-1/g%c)}
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gpareto <- function (p,c) {

if(c<=0) stop("c turi buti > 0")

if (any (p<0) lany (p>1)) # Simbolis | Zymi logini AR
stop("p turi buti tarp 0 ir 1")

a_(1-p)~(-1/c)

a}

Tarkime, kad o yra [0,1] tolygusis a.d. Tuomet a.d. X = F (o) skirstinio funkcija yra
F (i tikryjy, P(X < x)=P(F'(a) < x) = P(a < F(x)) = F(x) ; tai standartinis, nors ne
visuomet pats efektyviausias atsitiktiniy skai¢iy generavimo biidas). Kadangi Pareto at-

veju F ' (a)=¢ , 0 a.d. 1-a skirstinys sutampa su a skirstiniu, tai

l-«

rpareto <- function(n,c) {
if(c<=0) stop("c turi buti >0")
rp_runif (n)”(-1/c)

rp}

ISbréSime tris Pareto im¢iy histogramas.

Histogram of rpareto(100, 5) Histogram of rpareto(100, 2) Histogram of rpareto(100, 0.5)
R —

Q- ad
R o ]
| | — -~ o

10 1.2 1.4 16 1.8 20 22 24 o 5 10 15 20 o 10000 30000 50000
rpareto(100, 5) rpareto(100, 2) rpareto(100, 0.5)

9.3 pav. Kuo ¢ maZesnis, tuo didesnés reikSmés gali biiti imtyje
(kai ¢ = 2 - dispersija begaling, kai ¢ = (.5 - begalinis ir vidurkis)

Pademonstruosime, kad tuomet, kai ¢ mazas, geresn¢ “centro” charakteristika yra me-
diana, o ne vidurkis. Generuosime 1000 im¢iy po 200 Pareto atsitiktiniy skaiciy, apskai-
Ciuosime kiekvienos imties vidurkj ir mediang ir pasiZitirésime jy histogramas (kuo ¢
mazesnis, tuo didesni medianos pranasumai).

Histogram of vid Histogram of med
> =] > =]
¢ 3 S ]
S < 3 S
5o g <
i i

=} o
| I I B T 1 1711
1.20 1.30 1.10 114 1.18
vid med

9.4 pav. c¢=5 — mediany histograma (desingje)
kiek siauresné uz vidurkiy histogramag
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Histogram of vid Histogram of med

= g =
g 3 e
z s 8
T o o o
L] = E
o o (i

o [==]

1T 17 17T 171 I I I 1
0 5 15 25 1.3 1.5
vid med
9.5 pav. c=2 — mediany histograma (deSingje)
Zymiai siauresné uz vidurkiy histograma
Histogram of vid Histegram of med

= ﬁ
g 2 .
g8 = g §
g = @ T
i il

= =

FrrTrrrioriri
0.0 e+ 2.5e+08 3 4 5 6 7
vl g

9.6 pav. ¢=0.5 — mediany histograma (deSinéje)
yra Zymiai siauresné uZ vidurkiy histograma

9.3 UZDUOTIS’. Pareto skirstiniui, kaip ir daugeliui kity, be formos parametro ¢ gali-
ma jvesti ir dar vieng, mastelio, parametrg o :

~(e+) ]

p(x)=co‘x (o) (X) -

1) PerraSykite dpareto, ppareto, gpareto ir rpareto funkcijas dviejy para-
metry atvejui.

2) Tarkime, kad kazkokios populiacijos pajamos yra apraSomos Pareto skirstiniu su
formos parametru 3 ir mastelio parametru 1000. Kokios populiacijos dalies pajamos
yra tarp 2000 ir 4000?

3) Apskaiciuokite pajamy mediang ir 90% kvantilj.
4) Apskaiciuokite pirmajj ir tre€iajj kvartilius ir IQD.
5) Apskaiciuokite pajamy vidurkj.

6) Apskaiciuokite pajamy standarta.

> Tai tikimybiy teorijos, 0 ne matematinés statistikos uzdavinys.
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9.4. Hipotezés apie mediana

Priminsime, kad duomeny rinkinio bwages poaibj w0 (w1) sudaro duomenys apie Bel-
gijos motery (atitinkamai, vyry) atlyginimus. Ar galime teigti, kad motery atlyginimas
yra toks pat kaip ir vyry? Abi procediiros,

> attach (bwages)

> tapply(wage,male, mean)
0 1

413.9497 466.4193

ir

> tapply(wage,male, median)
0 1
383.5227 422.8220

tvirtina, kad vyry atlyginimas didesnis. Taciau ar negalima §io skirtumo paaiskinti vien
imties atsitiktinumu? Sj klausimg galima suformuluoti kaip hipoteziy tikrinimo uzdavi-
ni: H;:a, =466,4193(=a,) (diskriminacijos néra) su alternatyva H,:a, <466,4193
(gal vis tik “skaiciai nemeluoja”?). Deja, taip formuluoti uzdavinj negerai, nes

1) motery atlyginimo imtis yra aiSkiai nenormalus.

R turi kelias normalumo tikrinimo procediras®. Kolmogorovo ir Smirnovo testas
ks.test mums netinka, kadangi jis reikalauja, kad normaliojo a.d. parametrai biity
Zinomi i$ anksto (t.y., jie negali buti pakeiCiami empiriniais imties momentais). Tokiu
atveju galima taikyti chi kvadrato kriterijy, taciau R funkcija chisqg.test néra tam
tiesiogiai pritaikyta. Normalumg patikrinsime su Shapiro ir Wilk’o kriterijumi [Li, 493
p-l:

> shapiro.test (w0)
Shapiro-Wilk normality test

data: w0
W = 0.9011, p-value = < 2.2e-16

Kadangi p reikSme yra labai maZa, nuling hipotez¢ apie wO normaluma tenka neabejoti-
nai atmesti.

2) Tai, kad w0 skirstinys néra normalus — pusé bédos. Blogiau yra tai, kad, atrodo,
jis turi sunkias uodegas ir galimas daiktas neturi baigtinio (teorinio) vidurkio:

> eda.shape (w0)

Vidurkis= 413.9497 , Mediana= 383.5227 (simetriniu atveju turi beveik sutapti)
Standartas= 153.6380 , MAD= 122.1459 (kai nera isskirciu, turi beveik sutapti)
Asimetrijos koeficientas= 1.576122 (simetriniu atveju turi buti 0)

Ekscesas= 7.823961 (normaliuoju atveju turi buti 3)

® Procediros, tikrinan¢ios hipotezes apie stebimojo a.d. skirstinio funkcija, vadinamos suderinamumo
(=goodness of fit arba tiesiog gof (angl.)) kriterijais. Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus tinka tik toly-
diems skirstiniams, o chi kvadrato — tolydiems ir diskretiems.
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Histogram of x

7 & 8- :
o o = ——
o i T T T T ] &1 —
0 200 600 1000 1400
X
density(x = x) Normal Q-Q Plot
8 $ .
Q4 € 8 — o
2 S ) N
§ S ] g e .
g g g1
o T T T T (,‘3 T T T T T T
o
0 500 1000 1500 -3 -2 A1 0 1 2 3
N =579 Bandwidth = 31.73 Theoretical Quantiles
9.7 pav. Kintamojo w0 skirstinio prieSanalizés grafikai
Tokiu Jtartinu atveju geriau hipotezes formuluoti medianoms:

H,:med(w0) = 422,8220 (= med(wl)) su alternatyva H,:med(w0) < 422,8220. Tai-
kysime Wilcoxon’o kriterijy:
> wilcox.test (w0, mu=median (wl),alt="1")

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: wO
V = 67201, p-value = 1.590e-05
alternative hypothesis: true mu is less than 422.822

Kadangi p reikSmé Zymiai mazesné uz 0,05, nulin¢ hipotez¢ apie atlyginimy (mediany)
lygybe atmetame. Pa’ymésime, kad tam tikra prasme jungting hipotezé’
H, :med(wl)=383,5227 (= med(w0)) su alternatyva H,:med(wl)>383,5227 yra at-

metama dar ryztingiau:
> wilcox.test (wl, mu=median (w0),alt="g")
Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: wl
V = 284298, p-value = < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mu is greater than 383.5227

Taigi, motery atlyginimas neabejotinai mazesnis.

7 Vyry atlyginimo skirstinys dar labiau pana3us j Pareto (pasiziiirékite su eda . shape (wl)).
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9.5. Suderinamumo Kkriterijai

Daugelis statistiniy procediiry galioja tik tuomet, kai populiacija turi konkrety (pvz.,
normalyji) skirstinj. Aptarsime du kriterijus, kurie leidZia patikrinti hipotezes apie ste-
bimojo a.d. skirstinj. Pirmasis jy yra y° kriterijus, kuris taikomas kaip diskretiems taip
ir tolydiems a.d. Jis pagrjstas tuo, kad (tuomet kai teisinga nuliné hipotez¢ apie skirstinj)
empiriniai daZniai negali labai skirtis nuo teoriniy. Taikant y* kriterijy, tolydZius duo-
menis reikia grupuoti, d¢l ko prarandama dalis informacijos. Todél tolydziy stebéjimy
atveju geriau taikyti kitg, biitent Kolmogorovo kriterijy (Zr. ?ks.test), kuris remiasi
tuo, kad (tuomet kai teisinga nuliné hipotez¢ apie skirstinj) empiriné skirstinio funkcija
negali labai skirtis nuo teorinés. Kolmogorovo kriterijaus pagrindinis trilkumas yra tas,
kad hipotetinés skirstinio funkcijos parametrai turi biiti Zinomi i§ anksto, jy negalime
vertinti i§ imties®.

9.3 pavyzdys. Zemiau pateikti klasikiniai Bortkiewicz’iaus duomenys apie skai¢iy Zmo-
niy, uzmusty arklio kanopos smiigiu 10-tyje priisy armijos korpusy per 20 mety (1875-
1894).

v; — miréiy skai¢ius viename korpuse | 0 1 2 3 4
per metus
Skaicius atvejy, kai jvyko i mir¢iy 109 | 65 22 3 1 n=200

Kadangi kareiviy korpuse daug, o tokios mirties tikimybé maza, tikétina, kad mirciy
skaiGius turi (diskretyjj) Puasono skirstinj. Sia hipoteze tikrinsime su y* kriterijumi.
Priminsime, kad miisy atveju nuokrypio statistika’

. (0,-—E,~)2 (v, (/”t))
(5055 .] e

i i=1 np,(l)

(¢ia k (=5) yra grupiy (reikSmiy) skaicius, p) yra Puasono skirstinio parametro A y°
minimumo jvertis [Ku, 324 psl.] (paprastai Ax%), 0 pi(/i) =e A /i yra Puasono ti-
kimybés) turi (beveik) 7, skirtinj'® tik tuomet, kai imties dydis n pakankamai didelis.
Praktinés rekomendacijos jvairuoja: kartais reikalaujama, kad visi np, bﬁtq“ > 10
[CM1, 198 psl.], kartais > 5 [Ku, 324 psl.], o kartais tiesiog >1 [LLI, 365 psl.]. Sj karta
remsimes paskutinigja rekomendacija (R paketo funkcija chisqg.test remiasi vidur-
inigja: jei bent vienas np, <5, R atspausdina jspéjima (warning) apie galimai neteis-
inga rezultata). IS pradZiy Sio testo reikalingas statistikas apskai¢iuosime “rankomis”.

> B_as.matrix(read.table("bort.txt"))
> B

® Yra dvi malonios igimtys: tai normalusis ir eksponentinis skirstiniai. Vistik ir tuomet reikia naudotis ne
Kolmogorovo statistika, o jos modifikacijomis (plg. 9.12 uzduotj).

? Cia 0, yra registruoty (Observed), o E; — prognozuojamy (Expected) stebéjimy skaicius i-joje grupéje.

' Laisvés laipsniy skaicius yra ne k-1, bet (kadangi (vieng) parametrg A reikia jvertinti i§ imties) k-2.

' Atkreipiame démesj: ne v;, bet np;!
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V1l V2 V3 V4 V5
o 1 2 3 4
109 65 22 3 1

N -

> wm <- weighted.mean(B[1,],B[2,]/200)
> wm

[1] 0.61 # Tai X .

>cbind (B[2,],200*dpois(0:4,wm), (B[2,]1-200*dpois(0:4,wm))"2/
(200*dpois(0:4,wm)))
[,1] [,2] [,3]

vl 109 108.6701738 0.001001060
V2 65 66.2888060 0.025057337
V3 22 20.2180858 0.157048402
v 3 4.1110108 0.300253401
V5 1 0.6269291 0.222005731 # Sios grupés teorinis daZnis <1!

Kadangi paskutinés grupés teorinis daznis 0,6269291<1, paskutines dvi grupes apjung-
sime | vieng.

> B2_c(B[2,1:3],B[2,4]1+B[2,5]) # Sudedame daznius
> pB2_c(dpois(0:2,wm),dpois (3,wm)+dpois(4,wm)) # Sudedame tikimybes
> sB2 <- sum((B2-200*pB2) "2/ (200*pB2))
> sB2 <- sum((B2-200*pB2) "2/ (200*pB2))
> sB2
[1] 0.2980418
> l-pchisqg(sB2,4-2)
[1] 0.8615511

P(y; >0,298) =0,86

yra zymiai didesné uz 0,05 ir todél néra né menkiausio pagrindo atmesti hipotez¢ apie
tai, kad mir¢iy skai¢ius turi Puasono skirstinj.

Visus skai¢iavimus gali pagreitinti funkcija chisqg.test. Vienintelé problema cia ta,
kad $§i funkcija taria, kad 1.1. skaiCius lygus k-1, o ne mums reikalingas k-2.

> chiB2_chisqg.test (B2, p=pB2)

Warning message:

Chi-squared approximation may be incorrect in: chisg.test (B2, p = pB2)
> chiB2

Chi-squared test for given probabilities

data: B2

X-squared = 0.298, df = 3, p-value = 0.9604

# Neteisigas 1.1. skaicius ir neteisinga p reiksme

> l-pchisg(chiB2$statistic,2) # Rankomis jirasSome teisinga 1.1. skaiciy
X-squared

0.8615511 # Teisingas atsakymas

9.4 UZDUOTIS. R1 disko direktorijoje ...\Data\Misc yra failas FlowMeter.txt. Jame pa-
teikti Silumos srauto matavimo prietaiso kalibravimo rezultatai (tai “gery” duomeny
pavyzdys). Atlikite Siy duomeny priesanalize. Be kity procediiry, patikrinkite ar im-
tis turi iSskir¢iy. Tam taikykite Grubbs’o kriterijy: jei
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G>n—l\/ 2, (n=2)
Jn \n-2+22,, (n-2)

max | x, —x |

(¢ia G = ,0 t,(n) yra Student’o skirstinio su n L.I. lygmens o virSuting kri-

tiné reikSme, t.y., P(T, >t,(n))=a, a~0.05), tai hipotez¢ H, :isskirciy imtyje néra

yra atmetama su reikSmingumo lygmeniu o. Tokiu atveju, toliausiai nuo X nutolgs na-
rys paSalinamas i$ imties, like nariai (n pakeitus i n-1) tikrinami i§ naujo ir t.t. Taip pat
apskaiCiuokite imties skaitines charakteristikas ir jy pasikliauties intervalus. Patikrinkite
hipotez¢ H,:a =5 su visomis trijomis (#, > ir <) alternatyvomis.

9.5 UZDUOTIS. Su File|Source R code...[rw1051|library|Simple|data nusiskaitykite can-
cer.R duomeny rinkinj (po to pabandykite > cancer). Kokias iSvadas galima pada-

ryti i§ cancer$colon®® histogramos? Ka reiskia, kad mediana lygi 372, o vidur-
kis 4577

> median (cancer$colon)
[1] 372

> mean (cancer$colon)
[1] 457.4118

Kodél vidurkis yra Zymiai didesnis uz mediang? Kg aktualiau Siuo atveju Zinoti ligoniui
(ir gydytojui) — mediang ar vidurkj? Yra Zinoma, kad ligoniy, nevartojanciy vitamino C,
gyvenimo trukmés mediana yra 350. Patikrinkite hipoteze, kad misy atveju mediana
lygi 350 (t.y., vitamino C teikiamas gyvenimo trukmés priedas yra nereikSmingas) su
alternatyva, kad i§ tikryjy ji didesné (taikykite a) Zenkly kriterijy simple.median.
test 1S paketo simple (Zr. [Ku], 4 sk. 15 skyrelis) ir b) Wilcoxon’o ranginj kriterijy
wilcox.test).

9.6 UZDUOTIS. JAV gimstanéiy kidikiy svoris turi mazdaug normaly skirstinj su vi-
durkiu 115,2 uncijos (= 3,2659 kg). Pediatras surinko duomenis apie 20-ties smarkiai
rukanciy motery pagimdyty vaiky svorj — jo vidurkis buvo 114,0, o s=4,3. Patikrinki-
te hipoteze, kad rukanciy motery pagimdyty vaiky svoris maZesnis negu visoje popu-
liacijoje.

9.7 UZDUOT}S. Kompakto R1 direktorijoje Data\StatLab yra duomeny rinkinys ba-
bies1-data. Stai jo pradzia:

bwt smoke
120 O
113 0
128 1
123 0

Cia bwt yra gimusio kiidikio svoris, o smoke = 0, jei motina niekuomet neriiké ir =1,
jei néStumo metu riké (plg. 9.6 uzduotj). a) Patikrinkite hipoteze, kad rikanciy motery
pagimdyty vaiky svoris maZesnis negu visoje populiacijoje, b) Patikrinkite hipoteze, kad

"2 cancerS$colon komponentéje yra duomenys apie ligoniy, naudojanéiy didelius kiekius vitamino C,

gyvenimo trukme.
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visy vaiky svorio vidurkis lygus 115,2 ir ¢) Patikrinkite hipotezg¢, kad riikan¢iy motiny
vaikai sveria maziau negu 115 ,213.

9.8 UZDUOTIS. Uzdaviniai, kuriuose reikia patikrinti konservatyvia hipoteze, kad
“niekas nepasikeite¢”, daznai atsiranda medicinoje — tai vadinamieji “prie§ ir po” uz-
daviniai (pvz., to paties ligonio kraujospiidj matuojame pries ir po gydymo). Forma-
lizuoti §ig hipoteze galime jvairiai, pvz., kaip hipotezg¢ apie skirstinio funkcijy lygybe
H,:F _.=F_  (zr. Kolmogorovo-Smirnovo kriterijy 10 sk.) arba kaip'*

pries po
H, : stebéjimy skirtumo vidurkis =0 arba kaip H | : stebéjimy skirtumo mediana
=0. Tarkime, kad x yra ligonio depresijos skalés reikSme pirmojo vizito pas gydyto-

ja metu, o y — pragjus tam tikram laikui nuo gydymo pradZios (Zr.
?wilcox.test):

x <- c(1.83, 0.50, 1.62, 2.48, 1.68, 1.88, 1.55, 3.06, 1.30)
y <- c(0.878, 0.647, 0.598, 2.05, 1.06, 1.29, 1.06, 3.14, 1.29)

Patikrinkite hipotezes, kad skirtumo a) vidurkis, b) mediana lygus nuliui. ISbrézkite
sklaidos diagrama bei patikrinkite hipoteze, kad x ir y koreliacijos koeficientas lygus nu-
liui.

9.9 UZDUOTIS. Rutherford’as, Chadwick’as ir Ellis’as atliko N=2608 bandymus",
kuriy metu steb¢jo radioaktyvig medziagg. Kiekvienas bandymas truko 7,5 s, jo metu
buvo registruojamas daleliy, pasiekusiy Geigerio skaitiklj, skaicius i:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

v, |57 203 | 383 | 525 [532 |408 |273 | 139 |45 27 16 | 2608

1

Patikrinkite hipoteze, kad skaitiklj pasiekusiy daleliy skaiCius turi Puasono skirstinj.
Palyginkite santykiniy dazniy ir Puasono tikimybiy grafikus.

9.10 UZDUOTIS. Zemiau pateikti Weldon’o0'® eksperimento duomenys: 4096 kartus
buvo metami 12 Zaidimy kauliuky ir kiekvieng kartg registruojamas iskritusiy SeSiu-
kiy skaicius i:

i 0 1 2 3 4 5 6 =7
V. 447 1145 1181 | 796 380 115 24 8

4096

Patikrinkite hipoteze, kad kauliukai taisyklingi.

9.11 UZDUOTIS. Zemiau esanéioje lenteléje pateikti duomenys apie krituliy kiekj X
tam tikroje vietovéje (x; Zymi krituliy kiekj cm)

" Daugiau informacijos apie § eksperimenta galima rasti kompakto R1 faile Knygos_apie R&S\ Stat-
Lab\sample.pdf.

Cia nagrinéjame vadinamuosius porines (paired, matched) imtis — aiSku, kad jrasy kiekis abiejose imty-
se yra vienodas, o reikSmés X, ir y, yra priklausomos.
% Tai klasikiniai fizikos bandymai. Kg Zinote apie juos?
' Plg. http://psychclassics.yorku.ca/Fisher/Methods/chap3.htm
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9.1 lentelé

Xi v, Xi V; Xi Vv,
16 1 24 2 32 7
17 0 25 12 33 4
18 0 26 4 34 4
19 3 27 7 35 4
20 | 28 4 36 3
21 3 29 8 37 3
22 0 30 9 38 0
23 3 31 6 39 1
n=90

Mes norétume patikrinti hipoteze¢ apie krituliy kiekio normalumg. Tai galima atlikti bent
penkiais budais.

1-asis budas. Palyginkite X asimetrijg ir ekscesg su normaliojo a.d. tais paciais paramet-
rais. Priminsime (plg. 4.16+ psl.), kad empiriniu asimetrijos koeficientu vadiname

3/2
ask =m,/m,

(Cia m, = ZVi(x,. —X)"/n), o empiriniu ekscesu

1

eks =m,/m; 3.

Fisher’is siiilo vietoje ask nagrinéti “patobulintg” asimetrija g, =k,/k;">, kurioje
ky=m,/{(1-1/n)(1-2/n)}, o k, =m, /(1-1/n). Jei X turi normalyji skirstinj, tai tokj
pat skirstinj turi ir g; (su vidurkiu O ir dispersija 6n(n—1)/{(n+3)(n+1)(n—2)}). Pana-
Siai, vietoje dydZio eks tikslinga nagrinéti reiskinj g, =k,/k;, kuriame
k,=m, [{(1-2/(n+1))(1-2/n)1-3/n)}-3m; /{(1-2/n)(1-3/n)}. Dydis g, turi
dabar normalyji skirstinj su vidurkiu 0 ir dispersija
24n(n—1)*/{(n+5)(n+3)(n—2)(n—23)}. Patikrinkite, kad g, =—-0,231 su standartine
paklaida +0,254, o g, =-0,302 su standartine paklaida +0,503. Kitaip sakant, turimi
duomenys nepriestarauja hipotezei apie krituliy kiekio normaluma.

2-asis biidas. Taikysime y* kriterijy. Pirmiausiai jvertinsime neZinomus skirstinio pa-

rametrus a ir o . Remsimés vidurkio ir dispersijos formulémis grupuotiems duomenims
(grupavimo intervalo plotis (kitaip sakant, apvalinimo dydis) #=1) su Separdo pataiso-
mis (Zr., pvz., [LL1, 351 psl.]):

6? —lzk:v(x —&)Z—h—z
n< 12°
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Apskaiciave gauname, kad a = 28,62, 6% =23,013—1/12 = (4,788)>. Norédami taikyti
z° kriterijy, (jau kiek grupuotus) duomenis reikia sugrupuoti j stambesnius intervalus.
Pradéti reikty nuo “uodegy”. Remiantis Kokreno rekomendacija tolydiesiems skirsti-
niams, grupes “vodegose” reikty apjungti taip, kad teorinis daznis grupéje biity nema-
Zesnis uz 1, o kitur — bent 5 (grupavimo intervaly plo€iai nebiitinai vienodi). 9.1 lentelé-

je gretimos grupés (i§ viso jy 12) nuspalvintos skirtingomis spalvomis'’.

Grupavimo Elementy skaicius Tikimybé np,
intervalas v,
—o0r] 1 _
(—0;16,5) 9O-CD(16’5 28,62)
4,788
(16,5:20,5) 5 20,5-28,62 16,5—-28,62
90 - (d( )= D( )
4,788 4,788
38.,5; 1 , ) — 29,
(38,5;90) 90.(1_ o333 =28.62,
4,788

Apskaiciuokite y° statistikg (ji turés 12-1-2=9 1.1.) ir patikrinkite hipoteze apie krituliy
kiekio normaluma.

9.12 UZDUOTIS. Knagrinékite 9.11 uZduoties duomenis ir dar dviem biidais patik-
rinkite hipoteze¢ apie duomeny normaluma.

3-asis biidas. Taikant > kriterijy, duomenis grupuoti galima jvairiai ir todél atsakymas
néra vienareikSmis. Antra vertus, grupuodami duomenis neiSvengiamai prarandame dalj
informacijos, todel dar ir d¢l Sios priezasties verta paieSkoti kitokiy suderinamumo hipo-
teziy tikrinimo kriterijy. Vienas i jy — Kolmogorovo kriterijus. Deja, Kolmogorovo kri-
terijus taikomas tik duomet, kai hipotetinés (tolydaus) skirstinio funkcijos visi paramet-
rai zinomi. Kadangi miisy atveju vidurkj ir dispersija reikia skaiCiuoti pagal imtj, taiky-
sime Kolmogorovo kriterijaus Lillienfors’o modifikacija. Siuo atveju reikés apskaiéiuo-
ti dyd;

D, =supl F (x)—DP((x—Xx)/s)I.

xeR

Viena i$ problemy, atsirandanciy skaiciuojant §j dydj, yra ta, kad tarp misy duomeny x
= {16,19,19,19,20,20,21,...} yra pasikartojan¢iy (Kolmogorovo kriterijus skirtas toly-
diems duomenims, todél to neturéty buti). Kadangi tai atsirado dél apvalinimo, duome-
nis “atapvalinkime”:

X <- x + runif(90,-0.5,0.5)

Dabar komanda

"7 Ivairiai grupuojant duomenis, galima gauti skirtingus atsakymus (ta¢iau labai skirtis jie neturéty).
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ks.test (x, "pnorm", mean=mean (x), sd=sd (x) ) $statistic

apskaiciuoty dydj D, . Norint nustatyti, ar Sis skirtumas reikSmingas, reikéty pasinaudoti
Lillienfors’o lentelémis. Jose pateikti statistikos D, 1-a eilés kvantiliai D,(1-o): jei D,>
D,(1-a), tai hipotezé H :dydis X turi normalyjj skirstinj atmetama su reikSmingumo

lygmeniu a.
Lillienfors’o (testo kritiniy reikSmiy) lentelé
n o n o
0.1 0.05 0.01 0.1 0.05 0.01

4 0.352 0.381 0.417 15 0.201 0.220 0.257
5 0.315 0.337 0.405 16 0.195 0.213 0.250
6 0.294 0.319 0.364 17 0.189 0.206 0.245
7 0.276 0.300 0.348 18 0.184 0.200 0.239
8 0.261 0.285 0.331 19 0.179 0.195 0.235
9 0.249 0.271 0.311 20 0.174 0.190 0.231
10 0.239 0.258 0.294 25 0.158 0.173 0.200
11 0.230 0.249 0.284 30 0.144 0.161 0.187
12 0.223 1 0242 | 0275 >30 | 0.805/+/n| 0.886//r 1.031//n
13 0.214 0.234 0.268
14 0.207 0.227 0.261

1) Remdamiesi Lilliefors’o kriterijumi, patikrinkite hipoteze¢ apie misy duomeny

normaluma.
ii) Taikydami Monte-Carlo metoda, apytiksliai apskai¢iuokite eilutés su n=8 nuro-

dytus kvantilius. Tam generuokite 8 standartinius normaliuosius a.d. ir apskai-
¢iuokite Lilliefors’o Dg; Sig procediirg pakartokite 100000 karty ir raskite gauto-
jo rinkinio 0.9, 0.95 ir 0.99 kvantilius.

4-asis budas. Vienas efektyviy biidy normalumui tikrinti yra shapiro.test. Patik-
rinkite miisy duomeny normaluma Siuo biidu.

>k sk sk sk ske sk s st st sk sk sk sk ske sk s sk st sk sk sk sk ske sk sk sk st sk sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk

9.13 UZDUOTIS. Jei teisinga hipotezé apie duomeny normaluma, vadinamoji
Jarque-Bera statistika

JB :ﬁ(ask2 + L ks —3)2j
6 4

turi y* skirstinj su 2 laisvés laipsniais. Patikrinkite 9.11 uZduoties duomeny normaluma.

9.14 UZDUOTIS. Nuvairuokite j http://psychclassics.yorku.ca/Fisher/Methods/
chap3.htm. Pakartokite TABLE 10 pateikta analiz¢. Ar taisyklingas apraSytasis Zai-
dimy kauliukas?
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9.15 UZDUOTIS. Geny jungimasi ir paveldimuma valdo tikimybiniai désniai.

Snedecor’as yra pateikes tokius kukuriizo chlorofilo paveldimumo duomenis: tarp
1103 savidulkiy heterozigotiniy Zaliy séjinuky, 854 buvo Zali, o 249 — geltoni. Teori-
ja tvirtina, kad Sis santykis turéty biiti lygus 3:1. Atspausdinkite turimus ir progno-
zuojamus daZnius. Patikrinkite ar Sie duomenys neprieStarauja teorijai.

9.16 UZDUOTIS. Nagrinékime imtj i§ normaliosios populiacijos su neZinomu vidurkiu

beta

a, bet zinoma dispersija o, ir tikrinkime hipotez¢ H, :a = a, su deSinine alterna-

tyva H,:a=a,>a,. Kaip Zinia, hipoteze¢ H, atmetame, jei statistikos
zZ= (f—ao)\/; /o reikSmé yra didesné uZ kriting reikSme u =u_ (arba, kitais Zo-
dziais, z priklauso kritiniam intervalui (u,0); ¢ia « yra Kriterijaus reikSmingumo

lygmuo — paprastai tai 0,05, 0,01 ir pan. — 0 u randamas iS lygybés

1

2z

Pao(()?—ao)\/;/azmz Ie_xz/zdle—cl)(u):a

(kitaip sakant, u yra standartinio normaliojo skirstinio 1—« eilés kvantilis)). | kri-
tinj intervalg paklititi (ir todél atmesti H,) deja galima ir tuomet, kai H, yra teisin-

ga (tai vadinama 1-osios rusies klaida, jos tikimybé yra maza ir lygi « ). Antra ver-
tus, buty gerai, jei tuomet, kai teisinga alternatyva, statistika z 1 kritinj intervalg pa-
klitty su kiek galint didesne tikimybe. Si tikimybé vadinama kriterijaus galios funk-
cija ir paprastai Zymima raide £. AiSku, kad ji priklauso nuo a,, f= fB(a,), 0 ja
apskaiciuoti galima pagal formule

Bla)=P (X —aWnlozu)=P, (X -a)Wnloczu+(a,—a)nioc)=
=1-®u+(a,—a)nlo)

Stai du galios funkcijos grafikai (a, =0, 6 =5):

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

betatl

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

9.8 pav. Galios funkcijos grafikai: kair¢je o = 0,05 ir n=10, 20,...,100,
desinéje n=50 ir & =0,01 ir 0,05
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Matome, kad (Zr. kairjjj grafika), didinant imties dydj n, galios funkcija didéja; jei n fik-
suotas, tai (Zr. deSinjjj grafika), sumazinus pirmos risies klaidag « , antros rusies klaida
(ji lygi 1-PB) padidéja (ja galima sumazinti tik padidinus imties dydj).

O dabar pati UZDUOTIS: parasykite programa, kuri i$bréZty $iuos du grafikus.

9-22



10. Sprendziamoji statistika: hipoteziy tikrinimas (dvi im-
tys)

R pakete yra daug statistiniy kriterijy skirty dviejy populiacijy parametry lyginimui,
kitais ZodZiais, hipotezéms H,:6, =6, (Cia 6, ir 6, yra tie patys abiejy populiacijy
parametrai) tikrinti. Stai trumpa $iy kriterijy apZvalga.

e Dviejy populiacijy proporcijy lygybés testas prop.test.

® Dviejy poZymiy nepriklausomumo testai fisher.test ar chisqg.test (tai
vadinamieji daZniy lenteliy uZdaviniai).

e Dviejy populiacijy Stjudento kriterijus t . test — jis skirtas hipotezei H, :q, =a,
tikrinti (¢ia a, ir a, yra populiacijy vidurkiai). Jei duomeny rinkiniai nedideli, jie
turéty biti mazdaug normalis. Sis testas turi keleta varianty: jj galima taikyti su-
poruotiems jraSams, o taip pat tam atvejui, kai populiacijy dispersijos néra lygios.

e Dviejy populiacijy Vilkoksono testas wilcox.test. Siuo atveju nuliné hipo-
teze tvirtina, kad abiejy populiacijy skirstiniai sutampa, o alternatyva — kad
skirstiniai skiriasi tik postiimiu (normaliuoju atveju tai reikSty, kad nesutampa
vidurkiai).

e Kolmogorovo ir Smirnovo dviejy populiacijy kriterijus ks.test. Nulin¢ hipo-
teze teigia, kad abi populiacijos turi tg patj (tolydy) skirstinj.

10.1. Hipotezés apie proporcijas

Diske R1 (Zr. Data\Verbeek\Verbeek Data\DataSets) yra failas benefits (Zr. www.
econ.kuleuven.ac.be/GME), kuriame pateikti 4877 jraSai apie netekusius darbo dar-
bininkus JAV 1982-1991 metais. Be kity duomeny, jame pateikti faktai apie darbin-
inky odos spalva (fiktyvus kintamasis nwhite lygus 1, jei ne baltasis, ir 0 — jei
baltasis) ir ar gavo bedarbystés pasalpa (fiktyvus kintamasis y lygus 1, jei gavo). Ka-
dangi faile benefits (skaitiniy) kintamyjy yra net 22, o vienas jrasas uzZima ketu-
rias eilutes, tod¢l importuoti §j failg j R §j kartg reikia ne su read.table:

> benefits <- scan("benefits.dat",what=1list(rep(0,22)),multi.line=T)
> matrix(unlist (benefits),byrow=T,ncol=22)[1:5,]

(.11 t,21 [,31 (,41 I,5) [,61 [,7] [,8]1 [,9] [,10] [,11] [,12] [,13]
[1,1 4.5 167 42 49 240.1 21 0 0 0 0 0 1 1
[2,] 10.5 251 55 26 67.6 2 1 0 0 0 0 1 1
[3,17 7.2 260 21 40 160.0 19 0 0 0 0 1 0 1
[4,] 5.8 245 56 51 260.1 17 1 0 0 1 0 0 1
[5,1 6.5 125 58 33 108.9 1 1 0 0 0 1 1 1
(,14] [,15] [,161 [,17] [,18] [,19] [,20] [,21]1 [,22]
[1,] 1 0 0 0 7 0.2906310 0.0844664 1 1
[2,] 1 0 1 1 10 0.5202020 0.2706102 1 0
[3,] 1 1 0 0 10 0.4324895 0.1870471 1 1
[4,] 1 1 0 0 10 0.5000000 0.2500000 0 1
[5,] 1 1 1 1 4 0.3906250 0.1525879 1 0

Kintamasis nwhite yra jraSytas 10-ajame Sios matricos stulpelyje, o y — 22-ajame:
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> nwhite <- matrix(unlist (benefits),byrow=T,ncol=22)/[,10]

> y <— matrix(unlist (benefits),byrow=T,ncol=22)[,22]

> benef <- data.frame(nwhite,vy)

> rm(nwhite,y,benefits)

> attach (benef)

> tapply(y,nwhite,mean) # Atskirai skaiciuoja y vidurki baltuju
0 1 # (nwhite==0) ir nebaltuyju (nwhite==1)

0.6821351 0.6935933 # grupéese

Kintamasis y jgyja tik dvi reikSmes, todé¢l jo teorinis vidurkis yra ne kas kita kaip
vienetuky (t.y., gavusiyjy paSalpg) dalis visoje populiacijoje. Matome, kad Siy
vidurkiy jverciai abiejose imtyse beveik lygis: (0,682 =)p, = p,(=0,694), Kkitais
ZodZiais labai panasu, kad visoje populiacijoje paSalpa gavusiy baltyjy dalis p, yra
lygi paSalpa gavusiy nebaltyjy daliai p,. Hipoteze¢ H, : p, = p, galima patikrinti keli-
ais budais.

1. Taikysime proporcijy lygybe¢ tikrinant] testa prop.test. | ji kreiptis galima
Jvairiai, mes pradésime nuo poZymiy sgveikos lentelés skaiciavimo.

> tableb <- table (benef)

> tableb
Yy
nwhite 0 1 # Langelyje (0,0) yra negavusiy pasalpos baltuju
0 1322 2837 # skaic¢ius 1322, langelyje (0,1) - pasalpa gavusiuy

1 220 498 # baltuyju skaicius 2837 ir t.t.

> prop.test(cbind(tableb[,2],tableb[,1])) # Alternatyva H;:po#p:

2-sample test for equality of proportions with continuity
correction

data: cbind(tableb[, 2], tableb[, 11])
X-squared = 0.3207, df = 1, p-value = 0.5712
alternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval:
-0.04884403 0.02592766
sample estimates:
prop 1 prop 2
0.6821351 0.6935933

Sio kriterijaus p reik¥mé lygi 0,5712, todél néra jokio pagrindo atmesti nuline hipo-
tezg. Ta pacia iSvada galime padaryti ir kitaip: proporcijy skirtumo p, — p, 95% pasi-
kliovimo intervalas (-0,0488;0,0259) uZdengia nulj, tod¢l su 5% (ar bet kuriuo reiks-
mingesniu') lygmeniu hipoteze H, priimame.

2. Nuling hipotez¢ galima interpretuoti kaip hipotezg, kad abiejose populiacijose
pasalpa gavusiyjy dalys yra lygios. Sios hipotezés (apie poZymio homogeniSkuma)
tikrinimas pagristas y” statistika [CM, (3.5.9)]

! Jei pasikliauties lygmuo yra 95%, tai atitinkamos hipotezés reikimingumo lygmuo lygus (100-
95)%=5%; kuo Sis skaiius maZesnis, tuo reik§mingumo lygmuo “aukstesnis”.
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4= ZZ:ZZ:(% —nl,n,j/n)2 ,

e mn;ln

kuri, kai hipotezé H,, teisinga, neturéty buti “didelé”. Kadangi §i statistika, kai H|,
teisinga ir n didelis, turi ;((22_1),(2_1) =y} skirstinj, reikia apskaiiuoti tikimybe
P(y! > y°) - jeiji maZesné uz 0,05, H, atmetame. y’ reik§me¢ pirmiausiai apskaici-

uosime “rankomis’’:

> simple.marginals (tableb)

0 1 Total
0 1322 2837 4159
1 220 498 718

Total 1542 3335 4877

>  (1322-(all<-4159*1542/4877))"2/all+(2837-(al2<-4159*3335/4877))"2/
al2+(220-(a21<-718*1542/4877))"2/a21+(498-(a22<-718*3335/4877))"2/a22
[1] 0.3718071

(atkreipkite démesj ] galimybe vienu metu atlikti veiksmus ir kartu sukurti naujg ob-
jekta: (al1<-4159%1542/4877)). Gautoji reikSmeé nesutampa su aukSC¢iau pateiktu
skaic¢iumi 0,3207, taCiau prieZastis Cia ta, kad prop.test naudojo tolydumo kore-
kcija. Jei jos nenaudotume, gautume tiksliai tg pacig reikSme:

> prop.test(cbind(tableb[,2],tableb[,1]), correct=F)

2-sample test for equality of proportions without continuity
correction

data: cbind(tableb[, 2], tableb[, 11])
X-squared = 0.3718, df = 1, p-value = 0.542
alternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval:
-0.04802743 0.02511106
sample estimates:
prop 1 prop 2
0.6821351 0.6935933

Beje, tg patj rezultatg galime gauti ir su

> summary (tableb)
Number of cases in table: 4877
Number of factors: 2
Test for independence of all factors:
Chisg = 0.3718, df = 1, p-value = 0.542

Priminsime, kad funkcija summary yra bendriné, todél priklausomai nuo argumento
klasés® jos reikSme keiciasi. Sgveikos lenteléms ji tikrina poZymiy nepriklausomumo
hipoteze ir skaiCiuoja atitinkamg p reikSme¢ (komentarg apie rys] tarp nepriklausomu-
mo ir homogeniskumo galite rasti [CM, 207 p.]). Cia pazymésime, kad “i3oriskai” abi
procediros nesiskiria, skiriasi tik jy interpretacija.

zs class(tableb)
[1] "table"
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10.1 UZDUOTIS. Remdamiesi duomeny rinkinio bwages duomenimis (Zr. 5.1
skyrelj), patikrinkite ar vyrai ir moterys yra vienodai iSsilavine.

10.2 UZDUOTIS. 5.2 skyrelyje buvo nagrinéjami kintamyjy wage ir male tar-
pusavio santykiai. Ar vyry ir motery atlyginimai wage (tiksliau - cut (wage, breaks=
c (80, 320,410,520,1920))) yravienodi?

10.2. Hipotezés apie poZymiy nepriklausomuma (daZniy len-
telés)

Aptarkime kelis uzdavinius, kurie daZznai vadinami dazniy lenteliy uzdaviniais. Kaip
Zinia, bendrojo y? kriterijaus (zr. [CM1, 197+ psl.])

L (0. - E,
p =3O
k=1 E

1

(Cia O, yra stebétieji (=Observed) daZniai, o E, yra teoriniai arba tikétini (=Expected)
daZniai) taikymy yra labai daug. Tikrinkime hipoteze, kad diskrettis a.d. X ir Y yra
nepriklausomi, t.y. p,;, = P(X =x.,Y =y,)=P(X =x)P(Y = y;) = p,q; kokie bebuty
i irj. Jei steb¢jimy duomenys yra pateikti lentele

i b Ye Z

'xl 011 012 Olc nl-
X, 0,1 02 05, n,.
X, 0, 0,y e O, n,.

z I’l.l n,z vee noc n

tai y° statistika tuomet atrodo taip:

r C 2
(O; —n.n.;/n) .

=22

i=1 j=1

n.n,; /n

Jei skirtumai tarp stebétyjy reikSmiy O, ir teoriniy reikSmiy n.n ;/n yra dideli,
tiksliau, jei apskaigiuotoji x> statistikos reikimé yra didesné uz a.d. ;((2,_1)((__1) (I-)
eilés kvantil] (¢ia « yra kriterijaus reikSmingumo lygmuo), tai hipoteze apie a.d.

(poZymiy) X ir Y nepriklausomumg atmetame.

10.1 pvz. Zemiau esandioje lenteléje yra pateikti garsiyjy Salk’o poliomelito vakci-
nacijos tyrimy rezultatai.

10-4




Nesusirgo po- | Nepara- Paralizuojantis | IS viso
liomelitu lizuojantis po- | poliomelitas
liome-litas
Vakcinuoti 200688 24 33 200745
Placebo’ 201087 27 115 201229
IS viso 401775 51 148 401974

Auksciau pateikto pavidalo lentelés yra vadinamos sgveikos lentelémis (8] karta joje
pateikti dviejy vardiniy kintamyjy, vakcinacijos metodo ir ligos eigos, sgveikos re-
zultatai). Paprastai domimasi ar Sie kintamieji yra susieti kokia nors (statistine) pri-
klausomybe, o nuliné hipotezé teigia, kad jie yra nepriklausomi. Sia hipoteze galima
tikrinti arba su asimptotiniu chi kvadrato testu chisq.test arba su tiksliu Fisher’io
testu fisher.test. Tais atvejais, kai yra papildomy (stratifikuojanciy) kintamyjy,
nepriklausomumas tikrinamas su Mantelhaen’o (arba Cochran’o, Mantel’io ir
Haenszel’io) testu® mantelhaen.test i§ ctest bibliotekos. Jei saveikos lentelése
yra poruoty duomeny, reikia taikyti mcnemar . test”.

Grjzkime prie Salk’o duomeny. Miusy duomenis reikia pateikti matricos arba dviejy
vektoriy pavidalu.

> salk.matr <- rbind(c(200688,24,33),c(201087,27,115))
> salk.matr
(11 [,21 [,3]
[1,] 200688 24 33
[2,] 201087 27 115
> chisqg.test (salk.matr)

Pearson's Chi-squared test

data: salk.matr
X-squared = 45.4224, df = 2, p-value = 1.370e-10

Kadangi p reikSmé yra Zenkliai mazesné uz 0,05, vakcinacija neabejotinai turi jtakos®
ligos eigai (pazymésime, kad tikslusis Fisher’io kriterijus dél didelio jrasy skaiciaus
Siuo atveju negali biiti taikomas).

10.2 pvz. Viena teorijy teigia, kad “kai kurie Zmonés jau gimsta nusikaltéliais”, kitaip
sakant, polinkj nusikalsti nusako genai. Zemiau pateiktoje (zr. [LL1, 241 psl] ir [LL1,
376 psl.]) lenteléje yra duomenys apie broliy dvyniy nusikaltimus. Nulin¢ hipotezé
teigia, kad du pozymiai, giminystés rysys ir brolio teistumas, yra nepriklausomi.

Brolis  yra | Brolis néra
teistas teistas

Vieno kiaus$inélio | 10 3 13
dvyniai’

? Placebo = “netikra” vakcina, neutrali medZiaga.

* 7r. pavyzdj [Splus6_1, 192 psl.]

> 7r. pavyzdj [Splus6_1, 195 psl.]

® Maza p reik§mé nebitinai reiskia didelj vakcinacijos efekta, daZnai ji biina maZa tiesiog dél didelio
jrasy skaiciaus.

’ Tokiy broliy genai identigki.
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Dviejy kiauSineliy | 2 15 17
dvyniai

12 18 30

dvy.matr <- rbind(c(10,3),c(2,15))

Kadangi alternatyva §j kartg yra ne bet koks nuokrypis nuo prognozuojamy reikSmiy,
bet tik rys§j tarp poZymiy jrodantis, Fisher’io kriterijuje alternatyva pasirinksime ““gre-
ater”:

> fisher.test (dvy.matr,alternative="greater")
Fisher's Exact Test for Count Data

data: dvy.matr
p-value = 0.0004652

alternative hypothesis: true odds ratio is greater than 1
95 percent confidence interval:

3.509263 Inf

sample estimates:

odds ratio

21.30533

Taikydami apytiksli chi kvadrato kriterijy, gauname panaSy atsakymg (kadangi
renkamés vienpuse alternatyva, p reikSme daliname iS 2):

> chisqg.test (dvy.matr) $p.value/2
[1] 0.0006105493

Taigi, kokj kriterijy betaikytume, nuling hipotez¢ reikia neabejotinai atmesti.
Iki Siol dirbome su sgveikos lentelémis. Tais atvejais, kai pateikti “Zali” duomenys,
juos pirmiau reikia apdoroti.

10.3 pvz. Ar did¢ja Zzmogaus svoris su amziumi? | §j klausimg atsakyti néra lengva —
tam reikeéty daugiameciy stebéjimy. Norédami pailiustruoti metodus, modeliuokime
du stulpelius: ob (=obesity=nutukimas: 1-nutukegs, O-ne) ir agegr (=age
group=amziaus grupé¢: 1-jauniausi, ..., 11-vyriausi). Tarkime, kad nutukimo tikimybé
didéja su amZiumi. Stai vienas i§ galimy modeliavimo (ir fikimybiy pasirinkimo) vari-
anty:

set.seed (D))

agegr <—- sample(1:11,200,repl=T)

ob <- numeric (200)

for(i in 1:200) ob[i] <- sample(1:0,1,prob=g(pr <- agegr[i]/12,
1-pr)) # Didéjant amziaus grupei, l-tuko tikimybé didéja
mytablel <- table(ob,agegr)

mytablel

agegr
ob 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 13 14 14 10 12 8 6 5 5 2 0
1 1 4 310 8 10 12 14 8 19 22
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Nuline hipoteze “svoris nepriklauso nuo amZziaus” galima patikrinti ir su summary
funkcija (kai jos argumentas — dvimaté lentelé, atsakymas praktiSkai sutampa su
chisqg.test rezultatu (patikrinkite)).

summary (mytablel)
Number of cases in table: 200
Number of factors: 2
Test for independence of all factors:
Chisg = 65.07, df = 10, p-value = 3.937e-10

Dar vienas variantas:

> mytable2 <- xtabs (~ob+agegr)
> mytable2
agegr
ob 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 13 14 14 10 12 8 6 5 5 2 0
1 1 4 310 8 10 12 14 8 19 22
> summary (mytable2) # Bus kaip mytablel
Call: xtabs(formula = ~ob + agegr)
Number of cases in table: 200
Number of factors: 2
Test for independence of all factors:
Chisg = 65.07, df = 10, p-value = 3.937e-10

Dar vieng galimybe (atsakymas, teisybé, néra kompaktiSkas, bet uztai panaSus ]
SAS’0) suteikia paketo gregmisc funkcija CrossTable.

> library(gregmisc)
> cross.ob <- CrossTable(agegr, ob, expected = TRUE)

Cell Contents
\ \
\ Expected N |
\ N / Row Total |
\ N / Col Total |
| N / Table Total |

Total Observations in Table: 200

| ob
agegr | 0 | 1 | Row Total |
————————————— R e e el
1] 13 | 1 | 14 |
\ 6.230 | 7.770 | \
\ 0.929 | 0.071 | 0.070 |
| 0.146 | 0.009 |
\ 0.065 | 0.005 |
————————————— R e el
2 | 14 | 4 | 18 |
\ 8.010 | 9.990 |
\ 0.778 | 0.222 | 0.090 |
| 0.157 | 0.036 |
| 0.070 | 0.020 |
\ \
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3 | 14 | 3 | 17 |
\ 7.565 | 9.435 |
\ 0.824 | 0.176 | 0.085 |
\ 0.157 | 0.027 | \
\ 0.070 | 0.015 |
————————————— Rl e EEE e
ER R R R R I I b b b b b I e I I b b b b b b I I b b b b b b 4
************* |-———— | | ]
11 | 0 | 22 | 22 |
\ 9.790 | 12.210 |
\ 0.000 | 1.000 | 0.110 |
\ 0.000 | 0.198 |
\ 0.000 | 0.110 |
************* |-———— | | ]
Column Total | 89 | 111 | 200 |
\ 0.445 | 0.555 |
————————————— e e e el
Statistics for All Table Factors
Pearson's Chi-squared test
Chi”2 = 65.0658 d.f. = 10 p = 3.937487e-10

Priminsime, kad R gali atspausdinti ir tik esming¢ informacijg:

> names (cross.ob)
1] "t "prop.col" "prop.row" "prop.tbl" "chisqg"
> cross.ob$chisqg

Pearson's Chi-squared test

data: t
X-squared = 65.0658, df = 10, p-value = 3.937e-10

Kaip visuomet, grafikai irgi gali biiti naudingi:

par (mfrow=1:2)
plot (jitter (agegr), jitter (ob))
barplot (mytable2, beside=TRUE)

N ] -
T 2. Se 33T
o) °® L ° o o &
Q ) S® o &2
ooo§om®o% Q* M
g o o0 8BRS
g S
1 2
g 3
Nf o
CT8 > Se 2 ° 3 0 -
o) og Ooeé)o o ©°
O*gocggé?,oo o o B
o o o
& o <)
ygeef-%=8" ° 0
T T T T N e
2 4 6 8 10 1 3 5 7 9 11
jitter(agegr)

10.1 pav. Senstant nutukusiyjy skaicius didéja
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10.3 UZDUOTIS. Atsakykite j klausima, pateikta 1 skyriaus 1.4 pavyzdyije.

10.3. Hipotezés apie vidurkius

Stai klasikiniai Student’o duomenys apie papildomas miego valandas (buvo tiriamos
dvi grupés po 10 Zmoniy, grupés vartojo du skirtingus migdomuosius vaistus).

> data(sleep)

> sleep

extra group
1 0.7 1
2 -1.6 1
3 -0.2 1
4 -1.2 1
5 -0.1 1
6 3.4 1
7 3.7 1
8 0.8 1
9 0.0 1
10 2.0 1
11 1.9 2
12 0.8 2
13 1.1 2
14 0.1 2
15 -0.1 2
16 4.4 2
17 5.5 2
18 1.6 2
19 4.6 2
20 3.4 2

Kadangi kiekvienoje grupéje duomenys beveik normalis:

> attach(sleep)

> shapiro.test (extral[group==1])
Shapiro-Wilk normality test

data: extral[group == 1]

W = 0.9258, p-value = 0.4079

> shapiro.test (extral[group==2])
Shapiro-Wilk normality test

data: extral[group == 2]

W = 0.9193, p-value = 0.3511,

0 jy dispersijos lygios8

>var.test (extra[group == 1], extralgroup == 2]) # Hg:6,°=0,°

F test to compare two variances

data: extra[group == 1] and extral[group == 2]

F = 0.7983, num df = 9, denom df = 9,

p-value = 0.7427 # p reiksmé >0,05 - nulinés hipotezés neatmetame

alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1

® Tiksli formuluoté bity tokia: stebéjimo duomenys neprieitarauja hipotezei apie populiacijy dispersijy
lygybg.
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95 percent confidence interval:
0.198297 3.214123 # Pasikliauties intervalas uzdengia 1
sample estimates:
ratio of variances
0.7983426

remsimes Student’o dviejy im¢iy su lygiomis dispersijomis testu:
> t.test (extral[group == 1], extralgroup == 2],var.equal=T)

Two Sample t-test

data: extral[group == 1] and extral[group == 2]
t = -1.8608, df = 18, p-value = 0.07919
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-3.3638740 0.2038740
sample estimates:
mean of x mean of y
0.75 2.33

Taigi nors grupiy grupiy vidurkiai pastebimai skiriasi (atitinkamai, 0,75 ir 2,33 papil-
domo miego valandos), ¢ statistikos reikSme (Zr. [CM, (3.4.5)]) —1,8608 néra tiek
didel¢, kad nuling hipotez¢ H, :a, =a, atmestume’ su standartiniu 5% reik§mingumo

lygmeniu'’. Antra vertus, “slidi” 7,9% p reik§mé rei¥kia, kad bandymus geriausia bi-
ty pakartoti su didesniu Zmoniy skai¢iumi. IS tikryjy, jei teisinga alternatyva
H :a —a,=a=#0, tai, pvz., 95% vidurkiy skirtumo pasikliauties intervalo formulé
(zr. [CM, 174 p.])

(X —1) £ 1,020 —2)28* In maxc/n

teigia, kad, kai n pakankamai didelis, O Siam intervalui nepriklausys.

Paskutiniam teiginiui pailiustruoti parasysime funkcijg t .testas, kuri jrodys, kad
kai n didelis, galime atskirti net labai artimas hipotezes.

t.testas <- function|()

{

# Funkcija t.testas

# Viena imtis 18 N(0,1), o kita - 18 N(0.2,1)
# Ar galima teigti, kad juy vidurkiai skiriasi?
opar <- par (mfrow = c(1l, 2))
on.exit (par (opar))

p.reiksme <- numeric(100)

vid.skirtumas <- numeric (100)

for(i in 1:100) {

imtisl <- rnorm(i * 10, 0, 1)

imtis2 <- rnorm(i * 10, 0.2, 1)

vid.skirtumas[i] <- mean(imtisl) - mean(imtis2)
# Funkcijos t.test(xl,x2) reiksmé - sarasSas; imame jo

? Abiejose grupése duomeny néra daug, todél $ig analize gerai biity pakartoti su tinkamu neparametri-
niu Stjudento testo analogu (Zr. 10.6 uzduotj).

' Atkreipkite démesj j 95% vidurky skirtumo a, — a, pasikliauties intervalg — jis uZdengia nulj, kas
dar kartg patvirtina, kad atmesti Hy 5% reikSmingumo lygmeniu néra pagrindo.
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# p.value komponente
p.reiksme[i] <- t.test(imtisl, imtis2)S$p.value
}
imties.dydis <- (1:100) * 10

plot (imties.dydis, vid.skirtumas, type = "1")
lines(imties.dydis, rep(-0.2, 100), lty = 2)
plot (imties.dydis, p.reiksme, type = "1")

lines(imties.dydis, rep(0.05, 100), 1lty 2)

Kelis kartus iSbandome savo funkcijg (Zr. 10.2 pav.):

> t.testas()
> t.testas()

-10 8 06 M 2 OO
| |
pdse

O a2 ;g s a8
|

T T T T T T T T T T T T
o 400 800 o 400 800

imties.dydis imties.dydis

10.2 pav. Im¢iy vidurkiy skirtumas artéja j -0.2, hipotezé apie vidurkiy
lygybe Hy: al-a2=0 galy gale bus atmesta, o hipotezé¢ H,: al<a2 priimta

10.4 UZDUOTIS. Nagrinékite dvi imtis — vieng i§ N(0;1), o kitg i§ N(0;1,2).
ParaSykite funkcija var .testas ir jrodykite, kad, kai n pakankamai didelis, hipo-
tezé H,:o. =0, bus atmesta.

Iki Siol nagrin¢jome atvejj, kai stebéjome dvi nesusijusias populiacijas. Prisiminkime,
kad rinkinyje davis turé¢jome duomenis apie tikraji ir praneStaji svorj ir tgj (tai
Zmoniy, reguliariai uzsiimanciy fizinémis pratybomis, svoris ir tigis; pamatysime, kad
jie gana gerai Zino savo svor}, bet prasciau igj).

> davis[1l:5,]
sex weight height repwt repht

1 M 77 182 77 180
2 F 58 lel 51 159
3 F 53 lel 54 158
4 M 68 177 70 175
5 F 59 157 59 155

Ar teisingai moterys pranesa savo svorj? Aisku, kad stulpeliai weight ir repwt yra
priklausomi ir tod¢l kriterijaus Student’o statistika turés kitokj laisvés laipsniy skai-
¢iy. Tokiems uzdaviniams spresti naudojame Student’o porinj kriterijy.
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> attach (davis)
> t.test (weight [sex=="M"], repwt [sex=="M"],paired=T)

Paired t-test

data: weight[sex == "M"] and repwt[sex == "M"]
t = -2.1294, df 81, p-value = 0.03625

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:

-1.13231233 -0.03841937

sample estimates:
mean of the differences

-0.5853659

Nors skirtumas tarp tikrojo ir praneStojo svorio yra nedidelis (tik —0,585 kg;
pranestasis svoris didesnis), p reik§meé (lygi 0,036 (<0,05) rodo, kad hipotezg¢ apie tai,
kad svoris praneSamas visai tiksliai tenka atmesti. Tai néra keista — kai n didelis,
t.test fiksuoja net mazus skirtumus. Taigi ateityje, norédami suZinoti tiksly Siy
motery svor], i§ pranestojo svorio reikia (vidutiniskai!) atimti 0,585 kg (jei nulinés
hipotezés nebuitume atmete, atimti nieko nereikty).

10.5 UZDUOTIS. Stai istrauka i§ http://www.anu.edu.au/nceph/surfstat/surfstat-
home/ (Zr. Statistical inference|Comparing means of two continuous variables ):

A shoe company wanted to compare two materials (A and B) for use on the soles of
boys' shoes. We could design an experiment to compare the two materials in two
ways. One design might be to recruit ten boys (or more if our budget allowed) and
give five of the boys shoes with material A and give five boys shoes with material B.
Then after a suitable length of time, say three months, we could measure the wear on
each boy's shoes. This would lead to independent samples. Now, you would expect a
certain variability among ten boys - some boys wear out shoes much faster than oth-
ers. A problem arises if this variability is large. It might completely hide an important
difference between the two materials.

An alternative design, a paired design, attempts to remove some of this variability
from the analysis so we can see more clearly any differences between the materials
we are studying. Again, suppose we started with the same ten boys, but this time had
each boy test both materials. There are several ways we could do this. Each boy could
wear material A for three months, then material B for a second three months. Or we
could give each boy a special pair of shoes with the sole on one shoe made from ma-
terial A and the other from material B. This latter procedure produced the date in the
table below:

Boy Material A Material B
1 13.2 14.0
2 8.2 8.8
3 10.9 11.2
4 14.3 14.2
5 10.7 11.8
6 6.6 6.4
7 9.5 9.8
8 10.8 11.3
9 8.8 9.3
10 13.3 13.6
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MINITAB (toks statistikos paketas) pateikia tokius grafinj ir skaitinj abiejy imciy
apraSyma:

N MEAN MEDIAN TRMEAN STDEV SEMEAN

materA 10 0.630 0.750 10.675 2.451 0.775

materB 10 1.040 11.250 11.225 2.518 0.796
MIN MAX 01 03
materA 6.600 14.300 8.650 13.225
materB 6.400 14.200 9.175 13.700

The first design results in two independent samples, while the second design contains
dependent samples. Different methods of analysis are appropriate in each case.

ISbrézkite panaSy grafikg ir pateikite panaSiai suformatuotas skaitines charakteristikas.
Patikrinkite hipoteze apie tai, kad abi medZiagos yra vienodai atsparios dilimui.

10.4. Hipotezés apie ‘““‘centry’ lygybe

9 skyriuje nagrin¢gjome bwages duomeny rinkinj ir, remdamiesi Wilcoxon’o (rangy
Zenkly) kriterijumi, tikrinome hipotez¢ H,:med(w0) =422,8220 (= med(wl)) su
alternatyva H,:med(w0) < 422,8220. PanaSias (bet ne tapacias) hipotezes galima
suformuluoti taip: H, : med (w0) = med (wl) su alternatyva H, : med (w0) < med (wl) .
Taikydami Wilcoxon’o (rangy sumy) kriterijy dviem imtims, gauname

> wilcox.test (w0, wl)
Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: w0 and wl
W = 214892, p-value = 4.33e-08
alternative hypothesis: true mu is not equal to O,

taigi nuling hipoteze¢ v¢l neabejotinai atmetame.
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10.6 UZDUOTIS. Duomeny rinkinyje sleep kiekvienoje grupéje buvo tik po 10
jraSy. Antra vertus, 10.3 paveiksle matome, kad
tiesinio modelio likuciai kaZin ar tenkina klasi-
kinius tiesinio modelio reikalavimus.

sleep)$res

> plot(sleep.linl$res~group)

Visa tai reiSkia, kad hipotez¢ apie papildomo
miego trukmes lygybe abiejose grupése tikslinga ‘
pakartoti, naudojant neparametrinj Wilcoxon’o : }
kriterijy. Sia analize atlikite su
wilcox.test ir su wilcox.exact i$

exactRankTests paketo. 10.3 pav. Modelio paklaidos grupése
nesimetriskos, dispersijos nevienodos

Im(extra ~ group, data

group

10.4 pvz. 1 skyriaus 1.3 pavyzdyje buvome suformulave tokj uzdavinj. Marketingo
padalinys nori i$siaskinti, kuris i$ dviejy naujy gaminiy bus labiau perkamas. Kadangi
skonis yra pakankamai subjektyvus kriterijus, potencialiis pirkéjai buvo prasomi jver-
tinti abu gaminius skaiciais nuo 0 iki 4 (jy prasmé paaiSkinta lenteléje):

0 1 2 3 4
Labai nepatiko | Nepatiko Neturiu Patiko Labai patiko
nuomones

Pirmajj gaminj vertino n = 15, o antrgjj gaminj — m = 15 pirkéjy, Stai jy atsakymai:
pirmojo gaminio jveréiai: x <- <(3, 2, 3, 0, 1, 0, 2, 1, 0, 0, 4, 3, 2, 0, 3)
antrojo gaminio jver¢iai:y <- c(4, 2, 2, 0, 3, 3, 1, 2, 2, 4, 3, 2, 3, 2, 2)

Atrodo, kad antrasis gaminys vertinamas geriau, taciau kaip Sitai (jei tai tiesa) pagrjs-
ti? Vienas i§ biidy yra toks - apjunkime abi imtis | vieng ir iSdéstykime jvercius
didéjimo tvarka: 000000111222222222233333333444. Jei pirmasis
gaminys biity tiek pat geras kaip ir antrasis, tai pirmojo gaminio jverciai (jie pabrauk-
ti) buty daugmaz tolygiai iSsidéste jungtinéje imtyje. Matome, kad daugiau pabraukty
jveréiy yra kairéje, todél matyt geresnis yra antrasis produktas. Sj teiginj galima
patikrinti tokiais samprotavimais. Kiekvienam jverciui priskirkime jo ranga, t.y., vietg
bendroje sekoje. Kadangi 0 kartojasi SeSis kartus, reikSmei O suteikime vidutinj ranga
(1+2+3+4+5+6)/6=3,5. ReikSmés 1 vidutinis rangas yra 8; 2 — 14,5; 3 — 23,5 ir 4 — 29.
Vadinasi, pirmojo gaminio rangy suma yra S=5%3.5+2%*8+3%14.5+ 4*23.5+1*29=
200. Formaliai zitirint (Zr. [Ku, 346 p.]), Wilcoxon’o rangy sumy (kitaip — Mann’o ir
Whitney’o) testas yra skirtas tolydiesiems a.d. ir tikrina hipoteze, kad “a.d. X ir Y
skirstiniai yra vienodi” su alternatyva “skirstiniai skiriasi”. IS tikryjy, Sio testo taiky-
mas kiek siauresnis — alternatyva yra “skirstiniai skiriasi postﬁmiu“”. Jei teisinga nu-
liné hipoteze, galima jrodyti, jog nuokrypio statistikos

nn+1)

W=5-

1 Kitaip sakant, “centrai skiriasi”.
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skirstinys nepriklauso nuo (bendro a. dydziy X ir Y) skirstinio, o priklauso tik nuo
“laisves laipsniy” skaiCiy n ir m. Deja, miisy atveju, X ir Y néra tolydis, be to yra pa-
sikartojanciy reikSmiy, todél remsimés tuo faktu, kad a.d.

S—m/2)Ym+n+1)
Jmn/12)(m +n+1)

turi maZdaug standartinj normaluyjj skirstinj'>. Kaip ten bebity, R pakete kreipiamés j
funkcijawilcox.test:

> wilcox.test (x,y)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction
W = 80, p-value = 0.1699 # Daugiau uz 0,05!
alternative hypothesis: true mu is not equal to O

Komputavimo rezultatas kiek netikétas: atmesti hipoteze apie skirstiniy'? lygybe pa-
grindo néra!

10.5. Hipotezés apie skirstiniy lygybe

Tarkime, kad, stebédami a.d. X, gavome imtj x, x,,...,x,, 0 stebédami a.d. ¥ — imt}
Yy Yss--s Y, - Pagal Sias imtis norime nustatyti, ar X ir Y skirstiniai (atitinkamai, F ir
G) sutampa (tuomet, pvz., galétume apjungti abi imtis | viena). Hipoteze H,: F =G
galima tikrinti keliais budais, o biido pasirinkimas priklauso nuo alternatyvos. Jei al-
ternatyvioji hipotezé yra H,: F(x) # G(x) bent vienam x, taikysime Kolmogorovo-
Smirnovo dviejy imciy testa (jis taikomas, kai abi skirstinio funkcijos tolydZzios). Jei
H,:F(x)=G(z-9),0 #0, taigi skirstinio funkcijos skiriasi tik postiimiu, taikysime
Wilcoxon’o rangy sumos testa wilcox.test i$ ctest arba, kai im¢iy dydZiai néra
dideli, wilcox.exact 1§ exacRankTests (stebimieji dydZiai dabar gali buti ir
ranginiai). Tuo atveju, kai tikrinama “sukei¢iamumo” (exchangeability) galimybe,
taikysime keitiniy testg perm. test i§ exacRankTests paketo (stebimieji dydziai turi
igyti sveikas reikSmes).

Stai dvi paprastos funkcijos, kurios bréZia empirinés skirstinio funkcijos grafikus
(“graZesnis” variantas yra stepfun pakete):

plot.sdf <- function(x) plot(c(min(x),sort(x)),c(0:1length(x)/length
(x)),type="s")

lines.sdf <- function(x,col=2) lines(c(min(x),sort(x)),c(0:1length(x)/
length(x)),type="s",col=col)

plot.sdf (rnorm(50) # Pirmoji empiriné skirstinio funkcija
lines.sdf (rnorm(50)) # Antroji empiriné skirstinio funkcija
lines.sdf (rnorm(50),col=3) # Trecioji empiriné skirstinio funkcija
curve (pnorm, -2, 2, add=T) # Dar viena funkcija grafikams brézti

"2 Miisy atveju kai kurie jver&iai kartojasi, todél reiskinj po Saknies Zenklu reikia pakoreguoti. Vieng
korekcijg galima rasti [LL2, 130 psl.], kitg — funkcijos wilcox.test.default tekste.

" Tiksliau sakant, atsakyma formuluojame taip: abiejy produkty vertinimai vidutiniskai (tiksliau, “me-
dianiSkai”) vienodi.
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c(0:length(x)/length(x))

-15 -1.0 -05 00 05 1.0 1.5

c(min(x), sort(x))

10.4 pav. Trijy im¢iy i$ standartinés normaliosios populiacijos empirinés skirstinio funkcijos (laiptuo-
tos kreivés) ir standartiné normalioji skirstinio funkcija (glodi kreivé)

ISbandykime KS testg su dviem nedidelémis imtimis.

set.seed (1)

rst <- rt(50,2) # Generuojame Stjudento su 2 1.1. a. skaicius
rn <— rnorm(50)

plot.sdf (rst)

lines.sdf (rn)

0.8

0.4

¢(0:length(x)/length(x))

0.0

c(min(x), sort(x))

10.5 pav. Standartinio normaliojo ir Stjudento im¢iy empirinés skirstinio funkcijos
(abiejy imciy dydis 50)

> ks.test (rst,rn)
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: rst and rn

D = 0.14, p-value = 0.7166
alternative hypothesis: two.sided

Taigi, KS testas nemato pagrindo atmesti hipotez¢ apie skirstiniy lygybe. Antra ver-
tuis, kai imtys didesnés, skirtumai iSryskéja.

rst <- rt (500, 2)
rn <— rnorm(500)
plot.sdf (rst)
lines.sdf (rn)
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0.8

0.4

¢(0:length(x)/length(x))

0.0

\ \ \ \
-40 -20 0 20

c(min(x), sort(x))
10.6 pav. Standartinio normaliojo ir Stjudento im¢iy empirinés skirstinio funkcijos
(abiejy im¢iy dydis 500)
ks.test (rst,rn)
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: rst and rn
D = 0.08, p-value = 0.08152
alternative hypothesis: two.sided

> wilcox.test (rst,rn)

Wilcoxon rank sum test with continuity
correction

data: rst and rn
W = 119867, p-value = 0.2611
alternative hypothesis: true mu is not equal to O

Matome, kad KS testas beveik atmeta hipoteze¢ apie skirstiniy lygybe, tuo tarpu kai
Vilkoksono testas to nesiiilo. Antra vertus, jei dvi imtys skiriasi tik postimiu, rezulta-
tai atrodo taip:

Be postiimio Su postiimiu 0,5

set.seed (1) set.seed (1)

rg <- rgamma (5, shape=2) rg <- rgamma (5, shape=2)

rgl <- rgamma (20, shape=2) rgl <- rgamma (20, shape=2)+0.5
plot.sdf(rqg) plot.sdf (rg)

lines.sdf (rgl) lines.sdf (rgl)

P o2 Pog-
2 7 2 N
B o B ST
= o _ 5 9|
& S \ T T T \ g oS T T T \ \
0.5 1.0 1.6 2.0 25 3.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
c(min(x), sort(x)) c(min(x), sort(x))
> ks.test (rg,rgl) > ks.test (rg,rgl)
Two-sample Kolmogorov-Smirnov test Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
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data: rg and rgl
D = 0.4, p-value =
alternative hypothesis:

0.4906
two.sided

> wilcox.test (rg,rgl)

Wilcoxon rank sum test

data: rg and rgl
D = 0.55, p-value = 0.1441
alternative hypothesis: two.sided

> wilcox.test (rg,rgl)

Wilcoxon rank sum test

data: rg and rgl data: rg and rgl
W = 32, p-value = 0.2431 W = 20, p-value = 0.04235
alternative hypothesis: true mu 1is not | alternative hypothesis: true mu 1is not
equal to O equal to O
> wilcox.exact (rg,rgl) > wilcox.exact (rg,rgl)
Exact Wilcoxon rank sum test Exact Wilcoxon rank sum test
data: rg and rgl data: rg and rgl
W = 32, p-value = 0.2431 W = 20, p-value = 0.04235
alternative hypothesis: true mu 1s not | alternative hypothesis: true mu 1is not

equal to O

equal to O

10.7 UZDUOTIS. Lenteléje pateikti duomenys apie mieste ir kaime paimty méginiy
uzterStumg polichloruotu bifenilu (PCB) (deSimttiikstantosiomis gramo dalimis

vienam kilogramui dirvos).

Kaime Mieste
3.5 1.0 1.6 120 240 11.0 107.0 18.0
8.1 53 23.0 82 29.0 49.0 94.0 12.0
1.8 9.8 1.5 16.0 22.0 141.0 18.0
9.0 15.0 9.7 21.0 13.0 11.0

a) Miesto ir kaimo duomenis palyginkite grafiskai; b) jrodykite, kad “miesto ir
kaimo uZterStumas reikSmingai skiriasi”.

10.8 UZDUOTIS. 6 skyriaus gale, uzduogiy skyrelyje, yra duomeny rinkinys drink.
Patikrinkite hipotezes apie kintamojo amount vidurkiy lygybe jvairiose sex ir
empl grupése.

10.9 UZDUOTIS. Funkcija twoWay yra dar vienas funkcijos, tirian&ios saveikos
lenteles, variantas (plg. 5 skyriaus pradZia).

twoWay <- function (x = NA, y = NA, userDefined = NA)
{if (is.na(userDefined) ) {result <- chisqg.test (table(x,
else {result <- chisqg.test (userDefined)}
print (result)
observed <- resultS$Sobserved
expected <- resultS$expected
chi.table <- ((observed - expected)”"2)/expected
row.sum <- apply(observed, 1, sum)
col.sum <- apply(observed, 2, sum)
N <- sum(observed)
fullArray <- cbind(observed, row.sum)
fullArray <- rbind(fullArray, c(col.sum, N))
rownames (fullArray)<- c(rownames (observed), "Total")
colnames (fullArray)<-c(colnames (observed), "Total")
proportion <- fullArray/N
row.proportion <- fullArray/c(row.sum, N)
col.proportion <- t(t(fullArray)/c(col.sum,

v))}

N))
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return(list (fA = fullArray,e = expected,ct = chi.table,
P = proportion, rp = row.proportion, cp = col.proportion))

> twoWay (male, educ) Srp
Pearson's Chi-squared test

data: table(x, vy)
X-squared = 61.2132, df = 4, p-value = 1.612e-12

1 2 3 4 5 Total
0 0.03972366 0.1208981 0.2797927 0.3316062 0.2279793 1
1 0.08510638 0.2183651 0.2889138 0.1836506 0.2239642 1

Total 0.06725543 0.1800272 0.2853261

(@)

.2418478 0.2255435 1
ISsiaiSkinkite Sios funkcijos teksta. Kaip reikia interpretuoti gautaja p reikSme?

10.10 UZDUOTIS. Zemiau pateikta iStrauka i§ garsiojo Fisher’io (kai kas tvirtina,
kad Andersono) duomeny rinkinio apie trijy vilkdalgio riisiy (setosa, versicolor ir vir-
ginica) taur¢lapio (=sepal) ir vainiklapio (=petal) ilgj ir plotj (cm) (Zr. ?iris ir
iris).

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
1 5.1 3.5 1.4 0.2 setosa
R e I I b b I I e I I b b b b I e I I I b b b I S e I b b b b S I I I I b b b b I A e 2 b b b b I e b b b b b g
50 5.0 3.3 1.4 0.2 setosa
51 7.0 3.2 4.7 1.4 versicolor
R R A I b b b b b b S S I 2 b b b Ih b b a2 b b b b b Ih S S 2 b b b b b b S A b b b b b b b S 2 2 b b b (b b Sb Sh a2 b b b b 4
100 5.7 2.8 4.1 1.3 versicolor
101 6.3 3.3 6.0 2.5 wvirginica
R e I I I b b I I I I b b b b I e I I I b b b I S e I b b b b S I e I I b b b b S I e b b b b I e b b b b b g
150 5.9 3.0 5.1 1.8 wvirginica

Pateikite grafines (Zr. taip pat ?matplot) ir skaitines kiekvieno parametro ir jy pory
charakteristikas, patikrinkite tinkamas hipotezes.

10.11 UZDUOTIS. Ledas turi vadinamaja latentine tirpimo $iluma. Stai dviem me-
todais gauti rezultatai:

Metodas A: 79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 80.04 79.97
80.05 80.03 80.02 80.00 80.02
Metodas B: 80.02 79.94 79.98 79.97 79.97 80.03 79.95 79.97

a) jveskite Siuos skai¢ius su scan
b) ar abu metodai duoda tg patj rezultata? (pasinaudokite boxplot, t.test;
shapiro.test,var.testirwilcox.test i§ paketo ctest).

10.12 UZDUOTIS. Pakete MASS yra duomeny rinkinys £g1, kurj apZiaréti galima
su

library (MASS)
?2fgl
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ISbrézkite RI, Na ir Mg staCiakampes diagramas visoms type grupéms. Patikrinkite
hipotezes apie RI “centry” lygybe visose grupiy porose. Pritaikykite pairs funkcija
grupéje WinF ir iSbrézkite grafikg panasy j 6.7 pav.

10.13 UZDUOTIS. Pakete MASS yra duomeny rinkinys Aids2. Ar vienoda $iame
sgraSe esanCiy vyry ir motery amziaus struktiira?

10.14 UZDUOTIS. Kolmogorovo kriterijus taikomas tuomet, kai stebimieji a.d. yra
tolydiis. Antra vertus, matavimai paprastai apvalinimi, todé¢l netgi tuomet, kai dydziai
“i$ tikryjy” yra tolydis, gali atsirasti susiety (vienody) reikSmiy (angl. ties). Viena
iSeitis yra padrebinti (=jitter (angl.)) Siuos dydZzius ir tuomet taikyti KS testa.

Zemiau pateikiame duomenis i§ Sokal’o ir Rohlf’o knygos “Biometry” (tikslaus duo-
meny apibréZimo néra, bet Sio konspekto autoriaus mano, kad tai dviejy rasiy (A ir B)
gyviny svorio matavimai; kadangi grupé€je biina keliy karty atstovai, tokie skirstiniai
paprastai turi kelias modas).

A<—
c(104,109,112,114,116,118,118,117
,121,123,125,126,126,128,128,128)

density(x = A)

<

> 9 -

= o |
B<-— g i
c(100,105,107,107,108,111,116,120 a} S 7
,121,123) = T T T T T

100 110 120 130 140

plot (density (A))
lines (density(B),col=2) N =16 Bandwidth = 3.789

Padrebinkite duomenis (pridédami tolygy atsitiktinj skai¢iy i§ intervalo [-0,5;+0,5]) ir
patikrinkite hipoteze¢ apie skirstiniy lygybe su KS testu. Ta patj atlikite su Wilcoxon’o
ir perstatiniy testais, taikydami juos pradiniams duomenims.

10.15 UZDUOTIS. Kompaktinio disko R1 direktorijoje Data\Misc yra failas iqdata.txt.
Jame pateikti du skaitiniai stulpeliai (tai penkiameciy vaiky i g (intelektualumo koefi-
cientas) ir bp (=behavioral problem score=elgesio koeficientas)) ir simbolinis stulpelis
ms (=mental state=psichiné¢ biisena: ND=non-depressed mother, D=depressed mo-
ther), kuris vaikus suskirsto j dvi grupes. PraSom atsakyti j Siuos klausimus:

¢ ar Siose grupése 1q (ir/arba bp) skiriasi?
¢ ar Sie du kintamieji susije?

Priminsime, kad Student’o testas taikuomas tuomet, kai steb¢jimai
¢ skirtingose grupése yra nepriklausomi;
¢ yra gauti stebint normaliuosius a.d.;

¢ yra i$ populiacijy su vienodomis dispersijomis.

Neparametring Sio testo alternatyva yra Wilcoxon’o rangy sumy testas.
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Taigi, iSbrézkite ig (bp) staiakampes diagramas, histogramas ir kvantiliy-kvantiliy
grafikus. Ar yra iSskir¢iy? Jei taip, gal geriau jas paSalinti? Ar galima duomenims tai-
kyti Student’o kriterijy? Ar Wilcoxon’o kriterijus duoda ta patj atsakyma? Ka galima
pasakyti apie koreliacija (regresijg) tarp iq ir bp? Ar vaiko elgesio problemos (pvz.,
bp>8 ar bp<8) susijusios su motinos psichine bisena'*?

10.16 UZDUOTIS. R1 disko Data\Misc direktorijoje yra failas ceramic.txt:

Run Lab Batch Y X1 X2 X3
1 1 1 608.781 -1 -1 -1
2 1 2 569.670 -1 -1 -1
3 1 1 689.556 -1 -1 -1
4 1 2 747.541 -1 -1 -1
957 8 1 611.999 1 -1 -1
958 8 2 748.130 1 -1 -1
959 8 1 530.680 1 -1 -1
960 8 2 689.942 1 -1 -1

Jame Run yra méginio numeris, Lab - laboratorijos numeris (nuo 1 iki 8), Batch
— partijos numeris (1 arba 2), Y — keraminio méginio stiprumas. IStirkite ar skiriasi
meéginio stiprumo matavimo rezultatai Y abiejose partijose.

10.17 UZDUOTIS. Pozymiy sgveikos lentelés

behaviour = no yes
emo=1 51 3
emo=2 69 11
emo=3 28 22
emo=4 7 13

eilutése yra nurodytas vaiko emocionalumo lygmuo (1-mazas, ..., 4-didelis), o stul-
peliuose — ar stebimas nenorminis elgesys (ne/taip). Ar priklausomi Sie du poZymiai?

10.18 UZDUOTIS. Zemiau uZra§ytos matricos taxrevenue.txt eilutése pateikti
valstybés surinkti mokesciai uz nurodytus produktus:

1990 1991 1992
tobacco 5035.3 5636.0 6289.5
spirits 1513.5 1703.0 1742.1
beer 2074.2 2290.0 2324.9
wine 791.2 855.3 924.5
cider 58.8 68.6 73.8
betting 976.1 1006.4 1052.8

Nusiskaitykite Sig matricg su, pvz.,
tax <- scan("taxrevenue.txt",list (names="",x=0,y=0,2z=0),skip=1)
Apibrézkite meting prieaugio norma

a <- (x-y)/x; b <= (z-y)/y

" Taikykite chisq.test arba fisher.test
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ir patikrinkite hipotezes, kad a “centras” lygus 0,1 (taikykite parametrinj Student’o ir
neparametrin] Wilcoxon’o kriterijus). Ar tiesa, kad a ir b “centrai” lygiis? (kokj krite-
rijy reikia taikyti — poruotoms ar neporuotoms imtims?) Ar koreliuoti vektoriai a ir b?
Koks koreliacijos koeficientas labiau tinka — Pearson’o ar Spearman’o? O gal ¢ia ge-
riau taikyti friedman.test?

10.19 UZDUOTIS.

a) PoZymiy sgveikos lentelés atrodo taip:

25 24
26 25

25 17
12 25

25 3

25 1 ] 25 26
1v)
26 2

11) 111) >y 26 5 1 V)

Pabandykite atspéti poZymiy priklausomybés laipsnj visais trimis atvejais.

b) Lentel¢je pateikti atsitiktinés apklausos rezultatai (eilutése — miesto rajonas, ku-
riame gyvena apklaustoji Seima, stulpeliuose — Seimos pajamos per metus):

< 12000 | tarp 12000 ir 50000 | > 50000
A 20 22 3
B 10 9 15

Ar priklauso gyvenamasis rajonas nuo Seimos pajamy?

10.20 UZDUOTIS. Pasikraukite i§ Simple paketo duomeny rinkinj blood (kiekvie-
nas kraujo méginys vertinamas dviem metodais, Machine ir Expert). Ar skiriasi Sie
metodai?

10.21 UZDUOTIS. Zemiau pateiktoje lentel¢je yra duomenys i§ 1984 General Social
Survey of the National Data Program in the United States (Norusis, 1988):

Pasitenkinimas darbu

Labai nepaten- | Nelabai paten- | Visai neblogas | Labai paten-
Pajamos (US$) kintas kintas kintas
<6000 20 24 80 82
6000-15000 22 38 104 125
15000-25000 13 28 81 113
>25000 7 18 54 92

Patikrinkite hipotez¢ Hy: pasitenkinimas darbu nepriklauso nuo pajamy. Atspausdin-
kite panaSig lentele, kurioje Salia esamy skaiciy dar biity ir prognozuojamy dazniy

reikSmeés.

10.22 UZDUOTIS. Duomeny rinkinyje Guns

"Guns" <- structure(.Data = list(

"pop" = (4089, 2372, 30380, 3291,
11543,5996, 4860, 9368, 4432, 5158,
11961, 1004, 3560, 4953, 17349, 1770,
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5018,

598, 13277, 1135, 2795,
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6623, 1039, 5610, 2495, 3713, 4252, 1235, 2592, 808, 1593, 1105,
1548, 1284, 3175, 2922, 703, 6286, 567, 4955, 1801, 460.), "area" =
c(52.4, 53.2, 163.7, 5.5, 0.1, 5.8, 10.9, 56.3, 57.9, 10.6, 12.
96¢.8, 86.9, 69.7, 53.8, 70.7, 8.7, 54.5, 44.8, 46.1, 1.5, 32, 42.
268.6, 84.9, 71.3, 656.4, 114, 104.1, 2.5, 59.4, 83.6, 36.4, 82.
40.4, 51.8, 35.4, 48.4, 147, 77.4, 9.4, 121.6, 110.6, 69.9, 98.
77.1, 42.8, 9.6, 65.5, 24.2, 97.8),
"urban" = c(60, 54, 93, 79, 100, 85, 89, 61, 85, 84, 81, 70, 71, 53,
50, 53, 89, 84, 74, 69, 86, 55, 61, 80, 87, 76, 68, 88, 82, T3, 63,
57, 65, 69, 52, 68, 45, 47, 53, 66, 51, 73, 88, 68, 71, 50, 69, 32,
66, 36, 65.),
"poverty" = c¢(19, 18.4, 14.2, 5.8, 19.2, 14.1, 10, 10.1, 13.3, 10.2,
9.3, 13.9, 12, 13.6, 13.2, 13.5, 9, 14.1, 11.8, 10.8, 8.2, 16.5,
l16.9, 16.8, 9.8, 26.2, 11.2, 14.2, 12.1, 8.1, 16, 13.7, 14.1,
1.1, 17.4, 22, 12.5, 23.8, 15.8, 10.9, 7.1, 20.9, 10.7, 15.8, 11.3,
13.5, 10.6, 7.1, 9.2, 17.2, 10.6),
1,
0,

14

14

14

W R

14

"gunreg" c(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
i, 1, 1, i 1, 1, o0, 0, 0, O, 0, O, 0O, 0, 0, 0O, O, O, 0O, 0O, 0O, O,
0, 0, 0, 0, 6, 0, 0, 0.),

"homicides" = c¢(410, 240, 3710, 170, 489, 1300, 44, 62, 1270, 200,
540, 1020, 100, 550, 730, 11, 350, 2550, 760, 740, 38, 350, 470,
2660, 43, 220, 56, 290, 155, 32, 720, 21, 380, 150, 260, 760, 23,
370, 29, 43, 32, 160, 135, 220, 120, 9, 550, 24, 240, 135, 20.)),
names = c("pop", "area", "urban", "poverty", "gunreg", "homicides"),
row.names = C("AL", "AR", "CA", "CT", "DC", "FL", "HI", "IA", "IL",
"M_A", "MD"’ "MI", "MN"’ "MO", "Ncll’ "ND", "NJ"’ "NY", HoH"’ "PA",
"RI", “SC", "TN", "TX"’ "UT", "WA"’ "AK", "AZ"’ "CO", "DE"’ "GA",
"ID", "IN", "KS", "KY", "LA", "ME", "MS", "MT", "NE", "NH", "NM",
LENAYAL , "OK™" , "OR" , ngpn" , LAVl , nyT" , "I , LAnavAl , "WY") ,

class = "data.frame")

Kintamasis homicides nurodo ZmogZzudys¢iy skaiCiy valstijoje per metus, 0 gun—
reg lygus 1, jei toje valstijoje yra privaloma ginkly registracija ir O prieSingu atveju.
Ar teisybé, kad privaloma ginkly registracija sumazina nusikalstamuma? Ar teisybe,
kad skurdas poverty (tiksliau kalbant, tai procentas gyventojy, gyvenanciy Zemiau
skurdo ribos) skatina nusikalsti? Ar teisyb¢, kad urbanizacija urban (tai miesto gy-
ventojy procentas) didina nusikalstamuma?
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