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Pratarme

Vienas i§ tikimybiy teorijos kuréjy — S. Laplace’as (1749-1827) — tikimybiy
teorijos esme apibudino mazdaug taip: tikimybiy teorija yra sveika musiy nuovoka,
paversta skaiciavimais. Kitaip tariant — tikimybiy teorija pagrindZia skaiciais tai,
ka intuityviai ir taip jau¢iame. Tada tokia nuomoné gana tiksliai nusaké Sio mok-
slo padétj ir esme. Taciau daug laiko nutekéjo po to, kai Laplace’as parasé Siuos
zodzius ir padéjo plunksna. Geri du §imtai mety! Laiko srové iSplové nemazai tiesos
i§ Laplace’o teiginio. Tikimybiy teorijos turinys, vaidmuo ir raidos kryptis pasikeité
labai smarkiai. Kokia gi jos vieta musy ziniy sistemoje? Galima teigti, kad aisky
poziuri, kas yra tikimybiy teorija, zZmonés sukuré gana neseniai. S. Laplace’o laikais
ne visi matematikai buvo linke suteikti tikimybiy teorijai negincyting teise vadin-
tis matematikos sritimi. IS tiesy, kg nagrinéja §i teorija? Ivykius, ir dar tokius,
apie kuriuos negalima pasakyti, ivyks jie ar ne! Ka bendro §ios neapciuopiamos
esybés turi su grieztais ir aigkias geometrijos ar algebros désniais? Taciau pazvelge
gilyn jsitikinsime, kad ir klasikiniy matematikos krypciy — geometrijos ir algebros
— savokos ir jzvalgos atsirado i§ nelabai aigkiai apibréztos empirinés patirties. Juk
prie§ teorinius geometrijos ir algebros mokslus kazkada buvo kasdiené matavimo
bei skaic¢iavimo patirtis.

Tikimybiy teorija iSaugo i§ dviejy skirtingy zmoniy veiklos sri¢iy — azartiniy
logimy ir duomeny rinkimo bei vertinimo praktikos. Abu uzsiémimai labai seni. Se-
niausio losimo kauliuko, surasto dabartinio Irako zeméje, amzius — apie 5 tukstanciai
mety. Gyventojy ir turto suraSymai irgi vyko labai seniai. Juos vykdé ir senojo
Izraelio karaliai, ir Romos imperatoriai... Taciau praéjo daug laiko, kol log§imus ir
surinktus duomenis pradéta analizuoti pasitelkus skaic¢iavimus. Kas buvo pirmasis?
I tokj klausima beveik niekada nejmanoma pateikti aiskaus ir galutinio atsakymo.
Todél paminékime tik du zmones, pastebédami, kad panasiy idéjy uzuomazgy gal-
ima rasti ir gilesnéje praeityje. Taigi — G. Cardano (1501-1576) parasé pirmajj
veikala apie désnius, kuriems paklusta azartiniai loSimai. Jis ja taip ir pavadino:
LJKnyga apie azartinius losimus® (Liber de Ludo Aleae). Si knyga, deja, nepadaré
didelés jtakos tikimybiy teorijos raidai, nes nepatrauké amzininky démesio. D.
Grauntas (1620-1674) savo knygoje ,Naturalistinés ir politinés jzvalgos, gautos
i§ mirtingumo lenteliy“ (Natural and Political Observations Made upon the Bills
of Mortality) i8désté igvadas, kurias jis nustaté tyrinédamas Londone periodiskai
spausdintas ,mirtingumo® lenteles. Tki D. Graunto tomis lentelémis dométasi tik i8
jprastinio zmogigko, bet ne mokslinio smalsumo.

Dabar tikimybiy teorijos ir statistikos vaidmenj bei reik§me galime apibudin-
ti aiSkiai ir tiksliai: tai matematikos Saka ir tuo paéiu metu — praktinés veiklos
pataréja, t. y. taikomasis mokslas. Taciau ir dabar kartais tenka iSgirsti nuomone,
kad ji nieko vertingo praktikai patarti negali.

Prisiminiau, kaip karta gana atkakliai gin¢ijausi su jaunuoliu, gynusiu nuomone,
kad tikimybiy teorija nereikalinga, nes visus jos praktinius uzdavinius galima iSspresti
naudojantis vien tik procentais. ISspresti, Zinoma, galima; kartais gaunami tie
patys atsakymai, kaip ir remiantis teorija. Taciau visada kyla klausimas: kodél



turime pasitikéti tokiais sprendimais? Atsakydami j tai Zzmonés i§ tiesy pradeda
deéstyti savo ,teorija”, supinta i§ neisgryninty savoky ir ,sveikos nuovokos“ jzvalgy.
Taciau dabartiné tikimybiy teorija gali pateikti teisingy isvady, kurios ne tik ne-
prieinamos ,sveikai“ nuovokai, bet netgi jai prieStarauja. Panagrinékime kad ir
tokj ,zaislin}* pavyzdj. Ant stalo yra 9 sveikos taurés ir viena nezymiai jskilusi. Du
Zmonés vienas po kito atsitiktinai ketina pasirinkti po taure. Kuris yra geresnéje
padétyje, t. y. kurio galimybés pasirinkti gera taure didesnés — pirmojo ar antrojo?
Kartais Zmoniy nuomonés Siuo klausimu issiskiria, taigi ,sveika nuovoka pakuzda
skirtingas i§vadas.

Gyvenime viskas be paliovos kei¢iasi. Butina ir jmanoma numatyti svarbiausias
raidos tendencijas, tac¢iau nejmanoma visko suplanuoti detaliai. Taigi kasdien pri-
valome rinktis vieng i keliy tikétiny baig€iy arba raidos scenarijy. Stai tuomet ir
prisireikia argumentuoty kriterijy. Tada ir prisimenama tikimybiy teorija. Taciau
ji ne Delfy orakulas, ji atsako ne j visus klausimus, o tik j tinkamai suformuluo-
tus! Kad tinkamai suformuluotume klausima, turime iSmanyti tikimybiy teorijos
savoky sistema, jos Ziniy pagrindus.

Tokie pagrindai ir déstomi Siame vadovélyje. Jj sudaro keturios dalys. Pirmo-
joje apzvelgiama tikimybiy teorijos raida nuo pirmuyjy jizvalgy iki brandaus mokslo.
Antrojoje, pavadintoje ,,Tikimybiné erdvé“ kuriama tikimybiy skai¢iavimo ,scena’,
t. y. visi teorijos reikmenys ir metodai. Galima jsivaizduoti, kad Sios dalies tikslas
— sukurti atsitiktiniy jvykiy ,matavimo” instrumentus, kuriais pasinaudoje galime
nustatyti, kurie jvykiai yra daznesni, kurie retesni, t. y. kuriais galima daugiau,
kuriais maziau pasikliauti.

Trecioji dalis skirta atsitiktiniams dydziams. Tai dydziai, susije su atsitik-
tiniais jvykiais, jgyjantys daZniausiai skaitines reik8mes. PavyzdZiy ilgai iegkoti
netenka: juk nezinote, kiek elektroninio pasto laisky gausite per diena, kiek laiko
teks praleisti transporto kamscéiuose... Treéiojoje dalyje idéstyti atsitiktiniy dydziy
savybéms reiksti naudojami jrankiai ir charakteristikos. Svarbiausias §ios dalies
skyrelis yra ir pats trumpiausias. Jame suformuluota centriné ribiné teorema.
Taciau kad gerai suvoktumeéte, ka ji teigia ir kodeél yra svarbi, teks pastudijuoti
kone visus pirmesniuosius puslapius!

Ketvirtoji dalis skirta statistikos metodams ir uzdaviniams. Statistikos prisireikia,
kai tirdami tam tikra tikrovés reiskinj sukaupiame didelj kiekj duomeny. Tir-
dami duomenis norétume pasinaudoti tikimybiy teorijos modeliais ir formuluoti
tam tikras iSvadas. Kaip tai padaryti — matematinés statistikos rupestis.

Zymus dany dailininkas Peteris Stormas kartg taré: ,Sunkus yra gyvenimas, bet
matematika dar sunkesné.“ Skubu nuraminti — 8is tikimybiy teorijos ir matematinés
statistikos vadovélis néra sausos ir grieztos matematikos knyga. Taciau ji gali
praversti ir tiems, kurie ketina studijuoti ,tikrai matematine tikimybiy teorijos
knyga. Juk Zymiai geriau leistis j Zygj, turint daugiau ar maziau aigkius vaizdinius
to, su kuo teks susidurti. Verta paminéti kukliag budistine istarme, kuria nesiliauju
zavétis: ,Nepatyre nusvitimo, turi studijuoti turinj, o patyre — forma.“



1 Kaip tai atsirado?

1.1. Dvi Sakos

Burtai ir losimai kauliukais, loterijos... Labai ilgai Zmonés mané, kad
tai paklusta tik dievy ar likimo valiai. Nuojauta, kad ir ¢ia slypi tam
tikri désniai, brendo létai.

Taip buna beveik visuomet: pirmiausia veiksmas, o po to mintis. Arba
mintis — veiksmas, kuris rodo, kad mintis nebuvo itin gera — vél mintis...

Kiekviena teorija yra geriau ar blogiau suderinty savoky ir idéjy sistema.
Galime neabejoti — ji iSaugo i§ praktinés zmoniy veiklos, netgi jei dabar tos
praktinés veiklos teorijoje nebéra nei atspindzio.

Taigi — kokia praktiné zmoniy veikla iskélé klausimus, j kuriuos bandant
atsakyti atsirado tikimybiy teorija?

Tikimybiy teorija iSplétojo ir paaiskino net dviejy, labai skirtingy veiklos
rusiy patirtj. Vienas zmoniy uzsiémimas, parenges dirva tikimybiy teorijos
pagrindams — azartiniai loSimai. UZsiémimas gana malonus ir nerupestingas.
Kitas uzsiémimas gerokai rimtesnis ir sunkesnis: iStekliy (Zmoniy, zemes,
pastaty ir kitokiy turty) apskaita. Kitaip tariant — jvairus suraSymai...

Abu uzsiémimai labai seni ir labai skirtingi.

LoSimai yra pramoga, o suraSymai — darbas, /_// ‘
rupestis dél turto. A F

Taciau tikriausiai ir azartiniai loSimai, ku-
riuose sekme ar nesékme lemia nenuspéjamas =
losimo kauliuky elgesys ar korty iSsidéstymas, \“\ :
taip pat turi anaiptol ne lengvabudiska prieSis-
tore. Tais tolimais laikais, kai daugybe dievy
valdeé visa, kas zemeéje vyko, Zzmonés burtais
bandydavo suzinoti dievy, kurie niekada nieko
nepasako tiesiai-Sviesiai, nuomones.

Zinomas ir tokiy burty jrankis, kurj naudojo Artimyjy Ryty tautos ir
graikai — astragalas, kanopiniy zinduoliy uzpakaliniy kojy kaulas. Sio ke-
tursienio kaulo sienos yra apyplokstes, dvi placios, dvi siauros. Jeigu kaula
mesime, kuri siena bus virSutine, zinos tik lemtj valdantys dievai. Taigi
i anksto nenuspéjama baigtis — pranaSyste, informacijos i§ dievy pasaulio
yhutekéejimas”. Gudrus vis délto budas iskvosti arogantiskas, amzinai tylinc¢ias
dievybes!

Nugludinus astragala galima pasigaminti ir SeSiasienj kauliuka! Tarpupio
gyventojai (tikriausiai, sumanieji Sumerai) Sesiasienius kauliukus gamino ir i3
molio. Irako Zzemeéje rastas toks kauliukas pagamintas apie 3000 m. pr. Kr.!

Astragalas - lof§imo kauliuky
protévis
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Taigi losimo kauliukai — i§ pradziy burtams, o véliau jrankis nuobo-
duliui isblagkyti. Tokj loSimy taikyma mini Homeras: graiky kareiviai loSe
kauliukais leisdami nuobodzias Trojos apsiausties valandas. Dar jdomesnj
losimy taikymo atveji mini Herodotas rasydamas apie Lidijos gyventojus
mazdaug 1500 m. pr. Kr. kamavusj badmetj. Kad pamirsty kankinantj
alkio jausma, lidieciai esg sugalvoje jvairiy losimy su astragalu, kamuoliu ir
kitokiy, loSdavo visa diena. Isitrauke j loSimus uzmirSdavo alkj, o valgydavo
tik kas antra dieng...

Europieciai irgi neatsispyré losimo kauliuky burtams. Losé ir Romos im-
peratoriai, ir paprasti roménai. Net Markas Aurelijus — Romos imperatorius
ir didis filosofas — losé. Romény nuomone, kuria puse atvirs mestas logimo
kauliukas, sprendé Dzeuso dukra Fortuna.

Veéliau atsirado dar ir kitas burty bei losimy jrankis — kortos. Jas eu-
ropieciai irgi atsigabeno i§ Ryty. Kortas j Europa parvezeé like gyvi kryziaus
kary entuziastai. Kaip ir Sachmatus bei sausainius, beje... Keturi korty kara-
liai tuomet nebuvo abstrak¢iy karalysciy valdovai kaip dabar. Kryzius tada
valdé zydy karalius Dovydas, Sirdis — franky karalius Karlas, vynus — graiky
valdovas Aleksandras Didysis, o bugnus — Julius Cezaris.

O dar véliau
atsirado loteri-
jos. Savotiskos
loterijos buvo ren-
glamos senoves
Kinijoje 100 m.
pr. Kr., pajamos
i$ jy buvo nau-
dojamos didingo
kiny sumanymo

Europiediai kortomis pradéjo losti apie 1370 metus. Apie N didziosios kiny
losimy kortomis istorija galite daugiau suzinoti atsiverte S1eNn0s St‘aty‘t.)os .
tinklalapj http://www.wopc.co.uk/ finansavimui. [vai-

riy Saliy vyriausybeés

naudojo loterijas kaip pajamy 8altinius svarbiems projektams finansuoti. !

Europoje loterijy populiarintoja teisinga laikyti Olandija. Pats zodis ,lot*
olandiskai reigkia lemtj. Olandai pirmieji pradéjo rengti loterijas vien tik su
piniginiais prizais. Jy valstybiné loterija ,staatsloterij”, pradéta rengti 1732
metais, veikia iki Siol!

Taigi azartiniy loSimy istorija tukstantmeté. Taciau bandymai matema-
tiskai nagrinéti jy deésnius labai vélyvi.

O dabar — apie kita uzsiémima, i§ kurio irgi iSaugo tikimybiy teorijos
savokos ir uzdaviniai. Gyventojy ir turto suraSymai pirmiausia, Zinoma,

! Apie loterijy istorijg 7r., pavyzdZiui, www.mylottocorner.com/lottery_history.php



parupo valdovams. Tokius surasymus vykdeé senojo Izraelio karaliai, romény
imperatoriai... Kas ten buvo suraSyta, jau nepaskaitysime. O §tai apie Vil-
jamo Uzkariautojo, 1085-1086 metais vykdyto Anglijos gyventojy ir turto
surasyma galime suzinoti, nes jrasy knygos isliko. éiq knygy Zinios yra labai
patikimos, nes pateikéjai jy tikruma turéjo patvirtinti priesaika.

Taciau tokie surasymai
buvo labai reti ir duome-
nys skirti veikiau perziu-
rai nei iSsamiam tyrimui.
Galétume pavadinti Siuos
duomenis statistiniais, bet
kol atsirado statistikai, pra-
€jo ne vienas Simtmetis.

Gerai zinoma, kad labai
daznai zmones veiklai jkve- Apie Viljamo Uzkariautojo vykdyta suraSyma
pia jvairios bédos. Vargu daugiau suzinoti atsiverte tinklalapj
ar buta didesnés bédos vidu- http://Www.domesdaybook.co.uk/index.html
ramzius pabaigusioje ir mo-
derneéti pradéjusioje Europoje nei maras. Maras uzeidavo ir Sienaudavo ne-
sirinkdamas. 1532 metais Londone buvo sumanyta imtis mirusiyjy surasineé-
jimo, Sitaip bent jau bandant nustatyti, ar neartéja eiliné maro Sienapjute.
Véliau surasymo duomenis buvo pradéta spausdinti, svarbiausia - reguliariai.
Sitaip susikaupeé didelis kiekis duomeny, kuriems buvo lemta tapti pirmosios
statistinés analizés medziaga.

Verta paminéti dar vieng veiklos sritj, kuria Zzmonés, gyvenimo pamokyti,
suskato uzsiimti — draudimo sistemos kurima.

1.2. Italai

Luca Paciolis: pirmieji uZdaviniai apie losimus matematikos knygoje.
Girolamo Cardano: pirmasis bandymas matematiskai tyrinéti loSimus
— neisgydomos ligos Salting!

Kas jsitraukia i loSimus, tas apie jokias teorijas nemasto. Taigi — kas ir
kada ,teoriskai“ pradéjo galvoti apie atsitiktinius jvykius? Neginéytino at-
sakymo, zinoma, nesurasime, bet jeigu spésime, kad Aristotelis apie juos pa-
galvojo, nesuklysime. Nes Aristotelis tikriausiai pagalvojo apie viska, apie ka
tuo metu buvo jmanoma pagalvoti. Kadangi jis buvo didis sistemintojas, tai
suklasifikavo ir jvykius: yra jvykiai, kurie butinai jvyksta; kiti jvykiai jvyksta
dazniausiai, tai tiketini jvykiai; ir pagaliau yra neprognozuojami jvykiai, t.
y. ivykiai, kuriy numatyti niekaip neismoksi.



Ka gi, filosofijai to gal ir pakako. O matematikai atsitiktiniais jvykiais i$
viso nesidomeéjo. Juk tuomet matematika buvo nekintamy dydziy ir amziny

désniy mokslas!

I matematine knyga uzdavinj apie loSimus ko gero pirmasis jtrauké Luca
Paciolis. Jo veikale ,Suma“ (tai i§ tikryjy buvo to meto matematikos Ziniy
savadas), isleistame 1494 metais, suformuluotas toks klausimas:

Du loséjai méto moneta, vienas gauna taska, kai moneta atvirsta
herbu, kitas — kai skai¢iumi. Visg loSimo banka laimi tas, kas pir-
mas surenka n tasky. Deja, losimg teko nutraukti, kai laimétojas
dar nebuvo aiskus. Pirmasis loséjas turéjo p, antrasis — q taskuy.

Kaip pasidalyti banka?

Uzdavinys pasirodeé toli grazu nelengvas. Pats Paciolis nesugalvojo teisingo
sprendimo. Jeigu manote, kad uzdavinys nesunkus, pabandykite sugalvoti
savaja banko dalijimo taisykle. Tarkime, loSimas baigiasi, kai vienas los¢jas
surenka penkis taskus. Kaip padalintumeéte,pavyzdziui, 100 lity suma, jeigu
jus surinkote tris taskus, o kitas lo$éjas tik vieng. Nustate taisykle gerai
pagalvokite, ar ji jums buty priimtina, jeigu jus turétumete tik viena, o kitas

— tris taskus!

Girolamo Cardano (1501-1576)

Azartiniai loSimai ir praktiskai,
ir teoriskai labai domino italy ma-
tematika Girolamo Cardano (1501-
1576). Pavadinti jj matematiku néra
visiskai teisinga. Europos renesanso
laikais budavo zmoniy, kurie doméjosi
viskuo, kuo buvo jmanoma domeétis,
ir veikeé viska, ka tik buvo jmanoma
veikti. Taigi ir apie Cardano teisinga
pasakyti, kad jis buvo tiek matem-
atikas, kiek gydytojas, filosofas, jvairiy
prietaisy isradéjas. Kai autombiliy
remonto dirbtuvése Saltkalviai kalba
apie kardano velena, jie nors ir ne-
zinodami mini Girolamo Cardano
pavarde!

Taigi Cardano buvo aistringas logéjas. Jis losé viskuo: kauliukais, kor-
tomis, Sachmatais. Apie loSimus jis parasé Stai ka:

Jeigu azartiniai losimai yra blogis, tai turint galvoje didZiulj
loséjy skaiciy, tai yra naturalus blogis. Todél turétume tarsi gy-
dytojai tai vertinti kaip neisSgydoma liga.



Apie logimus jis parasé knyga ,Liber de ludo aleae“. Tai pirmoji knyga,
kurioje atsitiktinius jvykius bandoma nagrinéti pasitelkus matematiky. Ir
gana sékmingai! Tikimybés apibrézimas palankiy baigé¢iy skaiciaus ir visy
baig¢iy skai¢iaus santykiu, kurj mes dabar vadiname klasikiniu, yra Girolamo
Cardano idéja!

Taciau ji buvo iSspausdinta tik 1663 metais, kai atsitiktiniy jvykiy mate-
matinis tyrineéjimas buvo gerokai pasistumejes i priek;.

Cardano knyga jdomu paskaityti ir dabar. Tais laikais dar nebuvo susi-
formavusi nuomoné, kad apie matematika reikia rasyti labai rimtai ir nuo-
bodziai. 2

Azartiniy loSimy matematika domino ir kitus naujyjy laiky mokslininkus.
Pavyzdziui, Galileo Galiléjus savo straipsnyje ,,Atradimas, susijes su losimo
kauliuku® svarsté tokj klausima:

Mete tris losimo kauliukus 9 ir 10 akuciy galime gauti SeSiais budais.
Kodél loséjai mano, kad 10 akuciy atvirsta dazniau?

Is tikryjy, ar jy nuomoné teisinga?

1.3. Johno Graunto demografiné aritmetika

Sukauptos knygos — dar ne ismintis. Surinkti duomenys - dar ne Zinios.
Istorija apie tai, kg angly pirklys Johnas Grauntas suZinojo studijuo-
damas 15 pirmo Zvilgsnio nuobodzias Londono gyventojy mirciy jrasy
knygas.

Moksly istorija — beveik kaip politiné istorija. Antikos graiky laikais zodis
,matematika“ reiské visas zinias, taigi visa mokslg. Palaipsniui mokslo impe-
rijoje susidaré savarankiskos sritys, tarsi valstybes, gavusios savus vardus, ki-
taip tariant — mokslas susiskaidé. Matematikos imperija susitrauke iki skaiciy
ir geometriniy formy teritorijos. Taciau jos jtaka nuolat augo, pasigirdo netgi
tokiy nuomoniy, kad visi mokslai turéty vartoti ta pacia matematikos kalba.
Ilgiausiai laikési socialinius reiskinius nagrinéjantys mokslai. Zinoma, galima
manyti, kad kol Siems reiSkiniams matematikos metodai nebuvo taikomi, tol
ir ty moksly ,valstybiy“ nebuvo — vien tik laikinos ,klajokliy genciy sgjungos®.
Kad matematiniai metodai taip ilgai nebuvo taikomi socialiniams reiskiniams
tyrinéti (ir dabar juy taikymas kelia daug keblumy), nieko nestebina. Juk su-
sivokti visuomenés reiskiniuose dazniausiai padeda veikiau gera nuojauta nei
nepriekaistingai tiksli logika.

2 Jeigu mokate lotynigkai (taciau a3 tuo labai abejoju!), galite Cardano knyga ,,Liber de
ludo aleae” paskaityti tinklalapyje
http://www.kloster-metten.de/cardano_de_ludo_aleae.htm .

O angliskai apie knyga —
http://probability.ca/jeff/ftpdir/mcfadyenreviews.pdf.
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Vienas i§ pirmuyjy Zmoniy, socialiniy reiskiniy aiskinimui pasitelkusiy
skai¢ius, buvo anglas Johnas Grauntas (1620-1674).

Johnas Grauntas nebuvo tuometinio mokslininky elito Zzmogus. Jis buvo
paprasciausias pirklys, prekiaves drabuziais. Tac¢iau negi profesija viska lemia?
Lemia, ar zmogui rupi tik jis pats, ar ir pasaulio reikalai. Johnui Graun-
tui parupo, kodeél kasmet tvarkingai iSspausdinami tomai su ziniomis apie
mirusius Londono gyventojus (Bills of Mortality) gula dulkéti j lentynas be
naudos. Jis perziuréjo 37 mety knygas, suskaic¢iavo deél jvairiy priezasciy
mirusius zmones, pavaizdavo duomenis lentelémis, padaré jvairias iSvadas ir
paraSe traktata ,Natural and Political Observations Made upon the Bills of
Mortality*. Si 1662 metais pasirodziusj veikalg galime vadinti pirmaja statis-
tikos knyga.

Kai kam pasirodys: anoks ¢ia atradimas — pavaizduoti duomenis lentelémis!
Taciau viska, kuo dabar esame jprate naudotis, kazkas pirmas turé¢jo sugal-
voti!

Taigi Johno Graunto knyga sudaro duomeny apie gyventojy mirtinguma
lentelés ir jas tyrinéjant suformuluotos isvados. Kokios iSvados? Pavyzdziui,
berniuky gimsta daugiau negu mergaiciy; moterys gyvena ilgiau; nors berniuky
gimsta daugiau, taciau vedybinio amziaus ir vyry ir motery jau buna apyly-
gial...

Johnas Grauntas sudaré pirmaja
Londono gyventojy mirtingumo lentele:

Amzius | Zmoniy skaic¢ius
0| 100
i 6 | 64
e A Cottrrrios of ARbe
.11 . 16 | 40
Bills of Mortality [i 26 | 25
o Fur ihis Peirot Yewr: ” 2
S Beginmmgthe 27 of Eecember166.. and |8 36 | 16
erding tle wyrhof Donedie Bllowing 1
) fanlf, Toe QEN ERAL o Wik vory T ILi: 46 10
mm:i!:_\::gh o {tf; &_’: \}?ﬁ to the PR 56 | 6
by abe Pempemy o p,,.'ﬂ,.:‘hf] .{.L:mlm. g 66 3
76 |1
Tokiomis lentelémis naudojasi ir

: musy laiky draudimo srities teore-
Prmed sy 1 b fol b 8, o B i tikai ir praktikai. Lentelémis nau-
Printer 1 (b Dl Cimpens 1
= dojosi ir Graunto amzininkas Will-
jamas Petty, savo knygoje ,Politiné
aritmetika“ nagrinedamas mokesciy,
prekybos ir kitus ekonomikos klausimus.
Savo tyrimus Johnas Grauntas

,Bills of Mortality* virselis

apibudino taip:
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... finding some Truths, and not commonly believed Opin-
ions, to arise from my Meditations upon these neglected Papers,
I proceeded farther, to consider what benefit the knowledge of
the same would bring to the World...“3

Taigi galime tvirtinti, kad Johnas Grauntas apibrézé statistiko profesijos
esme: duomeny analizé ir iSvados bei prognozeés.

J. Graunto veikalas pakyléjo ji i§ pirklio luomo iki Karaliskosios mokslo
draugijos nario aukStumuy. Sios 1660 metais isteigtos draugijos nariai buvo
tituluoti ir kilmingi Zmonés — moksly daktarai, dvasininkai... Dél J. Graunto
narystes draugijoje kilo abejoniy, todél atsiklausta karaliaus Carlzo Antrojo.
Karalius atsake taip:

— Butinai priimkite Johna Graunta i savo draugija, o jeigu surasite dar ir
kita tokj pirklj kaip jis, tai ir jj nedelsdami priimkite..

1.4. Mokslo pasaulio kometa — Edmondas Halley

Edmonas Halley (1656-1742) daug laiko skyré dangaus Sviesuliy ste-
béjimui. Taciau atkreipé démess ir § Zemeés gyvenimo reiskiniy statis-
tinius désningumus. Taigi tikimybiy teorijos ir statistikos moksly daigaz,
nors ir 1§ léto, bet rodosi.

Daugelis esame girdéje apie Halley kometa. Ji pasirodo Zmonéms maz-
daug kas 75-76 metai. Paskutiniuosius jos skrydzius musy dangumi galima
buvo stebéti 1758, 1835, 1910, 1986 metais, dalis musy amzininky galés ja vel
pamatyti 2061 metais. Kai kas mano, kad Betliejaus zvaigzde krikS¢ioniskos
eros ausroje buvo ta pati kometa.

O musy pasaulyje ji vadinama angly mokslininko Edmondo Halley (1656-
1742) vardu. Kodél? Nes jis numaté, kad kometa vél pasirodys 1758 metais.
Taip ir jvyko.

Kodél Edmonda Halley minime bandydami apzvelgti tikimybiy teorijos ir
statistikos raida? Nes pats Halley gyvenimas gerokai primena kometos skrydj.
Jis praléké daugelio moksly teritorijose ir paliko jose dalj savo §vytéjimo.

Stai tik keletas jo gyvenimo zygiy. Pasiturin¢iy tevy namuose jgijes tin-
kama iSsilavinima ir jtikines savo gabumais bei ryztu, iSvyko i Oxforda su
didele manta — tévai nepagailé¢jo dideliy pinigy ir aprupino busimagjj dan-
gaus tyrinétoja tokia astronominiy prietaisy gausa, kurios uztekty jsteigti
nuosava observatorija. Halley apsilanké Karaliskojoje Greenwicho observa-
torijoje, ir, vadovaujant karaliSkajam astronomui Flamsteedui, émeési astro-
nominiy stebéjimy ir matavimy. Taciau, matyt, kity zmoniy sumanymy
vykdymas buvo ne Halley charakteriui. Nebaiges studijy jis leidosi i tolima

3... galvodamas apie §iuos démesio nesusilaukusius ragtus a§ nustaciau tiesas, o ne

nuomones, kuriomis pasikliaujama, ir émiau svarstyti, kokia nauda 8ios Zinios gali teikti
pasauliui...
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kelione — | Sventosios Elenos salag su ambicingu tikslu — sudaryti Piety pus-
rutulio dangaus zvaigzdelapj. Dalj Sio darbo jis i§ tiesy atliko. Be to jis
sudare pirmajj okeany véjy zZemelapi, verté matematinius graiky veikalus i§
araby kalbos, galvojo apie traukos désnj, kuriam paklusta planetos, o suzino-
jes, kiek Sioje srityje yra pasistumeéjes Newtonas, iSkart suvoke jo atradimuy
reikSme ir skatino Newtong skelbti pagrindinj jo veikalg ,,Principia“. Ir ne tik
skatino — pats skaité, taisé, redagavo ir finansavo.

O tikimybiy teorijos istorijoje
ji minime dél nedidelio veikalo ilgu
pavadinimu, kuriame jis analizuoja
Breslau miesto (dabartinio Wrocla-
vo) gimimy ir mir¢iy registravimo
duomenis. Taigi Halley naudojo pa-
nasius duomenis kaip Grauntas. Ta-
¢iau jo tiriami klausimai yra kon-
kretesni, o duomeny analizé tikslesné.
Juk Grauntas vis délto buvo tik $i-
aip smalsus ir iSradingas zmogus, o
Halley — auksto lygio matematikas!

Pagrindiné tema, kurig Halley
pasinaudodamas Breslau duomeni-
mis bando tyrinéti — tikétina zmo-
gaus gyvenimo trukmé. Halley for-
muluoja klausimus labai konkreciai.
Pavyzdziui: kokia tikimybeé, kad keturiasdeSimties mety amziaus zmogus
gyvens dar bent septynis metus? Stai jo skai¢iavimo pavyzdys. Nustates
40 mety amziaus zmoniy skaic¢iy (tarkime, jyu yra 550) ir 47 mety amzi-
aus zmoniy skai¢iy (500) jis suranda skirtuma 550 — 500 = 50 ir galimybiy
keturiadeSimtmeciui gyventi dar bent penkis metus skaiciaus ir liudnesnio
atvejo galimybiy skaic¢iaus santykj vertina trupmena 500 : 50 = 10 : 1. Tada
tikimybeé, kad keturiasdesimties mety amziaus zmogus gyvens dar bent sep-
tynis metus lygi %.

Edmond Halley (1656-1742) — angly

astronomas ir matematikas.

Zinoma, tai labai paprasta matematika. Galima teigti, kad panasiais
samprotavimais naudojasi kone kiekvienas zmogus, svarstydamas apie jam
rupimo tikroves reiskinio raida. IS tiesy, statistinis mastymas yra musy
amzininky ,kasdienio proto“ elementas. Taciau ne visada taip buvo. Kazkas
turéjo buti pirmas, kazkas turéjo iSmokyti taip svarstyti. Edmond Halley
buvo vienas i$ pirmyjy statistinio mastymo mokytojy. Savo darbe jis pateiké
iSvadas, kurios svarbios vienai labai senai Zmoniy veiklos sriciai, turbut tokiai
pat senai, kaip civilizacija — draudimui. Dabar draudimo specialistai vadi-
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nami aktuarijais, pagrindinis jy veiklos tikslas — rizikos faktoriy vertinimas.
Si sritis — vienas pagrindiniy Siuolaikinés statistikos uzdaviniy Saltiniy.

Taigi aktuarijai, apzvelgdami savo srities istorija, turéty nors probégsmais
paminéti zmogy, kuris, nors ir labiau domédamasis kometomis, prabégomis
ir juos Sio bei to pamoke.

1.5. JzZymieji Fermat ir Pascalio laiskai

Penkiuose laiskuose matematikai dalijosi vieno su loSimais susijusio
uZdavinio sprendimo idéjomis. Jos sukuré pagrindg tikimybiy teorijos
ratdai. Tikimybinius samprotavimus Pascalis taiké netgi mostydamas
apie filosofines problemas: Dievas yra arba jo néra; galiu juo tikéti,
galiu ne; yra keturios galimybés, tik viena man nepalanki (Dievas yra,
bet juo netikiu), taigi — tikéti verta.

Galima sugalvoti jvairiy loSimo su kauliuku taisykliy. Pavyzdziui, sumokate
inasa, croupier meta kauliuka, ir jeigu atvirsta viena akuteé, jus laimite. Gana
nuobodus loSimas, ir laiméjimo galimybé nedidelé...

Galima susitarti, kad loséjas laimi tada, kai viena akuté atvirsta nors
viena karta, metus kauliuka keturis kartus.

XVIT amziaus vidurio prancuzy diduomenés salony zvaigzdé Antoine Gom-
baud, Chevalier de Méré (1607— 1684) mané, kad Sios losimo salygos gana
palankios. Jis tikriausiai galvojo mazdaug taip: metus kauliuka vieng karta,
i§ SeSiy galimybiy tik viena reiSkia laiméjima, taigi palankiy galimybiy san-
tykis su visy galimybiy skai¢iumi yra 1 : 6. Jeigu mesime kauliuka keturis
kartus, metimy skaiciaus ir kauliuko atvirtimo galimybiy skaiciaus santykis
bus lygus 4 : 6 = 2 : 3 ir loSimas tikriausiai taps palankus loséjui. Nors sam-
protavimas ir neatrodo jtikinantis, iSvada teisinga: loSimas tikrai palankus
loséjui.

O jeigu métome losimo kauliuky pora ir laimime tada, kai abu jie atvirsta
sienelémis su viena akute? Kiek karty reikia mesti kauliukus, kad loSimas
tapty palankus loséjui?

Kadangi vieng karta mete kauliuky pora, laimime tik vienu atveju, tai
santykis lygus 1 : 36. De Méré padaré isvada, kad norédami, jog palankiy
galimybiy buty daugiau negu nepalankiy, turime mesti kauliuky pora 24 kar-
tus, nes tada metimy skaic¢iaus ir vieno metimo galimybiy skaic¢iaus santykis
bus toks pat kaip losimo su vienu kauliuku atveju: 24 : 36 =2 : 3.

Zinoma, losimas su dvideSsimt keturiais metimais trunka ilgiau, taciau
tai juk privalumas! Daugiau metimy, daugiau emocijy. Tac¢iau pasirinkes
pastaraji losimo buda, de Méré émé daznai pralosti!

Kas ¢ia ne taip? Chevalier De Méré kreipési j Blaise’a Pascalj (1623-1662)
praSydamas paaiskinti, ,kur ¢ia Suo pakastas“. Kad Blaise’o Pascalio protas
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astrus kaip skustuvas, zinojo visi. Pascalis - vienas didziausiy visy laiky
matematiky, nors matematika jis uzsiéme tik nedidelj savo trumpo gyven-
imo tarpsnj. Taciau tuomet, 1654 metais, matematika ji domino ir Pascalis
isigilino j de Méré klausima.

Zinoma, dabar teisingai atsakyti
1 8] klausima galéty kone kiekvienas
gimnazijos paskutinés klasés mok-
sleivis. Suprasti Chevalier De Méré
neseékmiy priezastj nebuvo sunku ir
Pascaliui. Svarbiau, kad Pascalis
susidoméjo su loSimais susijusiais
uzdaviniais ir pranesé apie savo svar-
stymus Pierre’ui Fermat. Abu matem-
atikai parasé vienas kitam po keleta
laisky. Siq laisky mintys ir rezul-
tatai sukuré tvirta pagrinda tiki-
mybiy teorijos uzdaviniams nagrinéti.
Galime teigti, kad Siais 1654 metais Blaise Pascal (1623-1662) — prancuzy
paraSytais laiSkais baigiasi tikimybiy matematikas, filosofas, rasytojas.
teorijos priesistore ir prasideda tikroji
teorijos raida.

Kokiam gi uzdaviniui apie losimus skyré daugiausia démesio abu matema-
tikai savo laiskuose? Banko dalijimo uzdaviniui, kai loSimas buvo per anksti
nutrauktas. Ir Pascalis, ir Fermat sukuré savo metodus Siam uzdaviniui
spresti, bet atsakyma gavo ta patj. Jie nagrinéjo ne tik dviejy loséjy, bet
ir sudétingesnj — trijy loséjy nebaigto loSimo atvejj.

Mazdaug tais paciais 1654 metais Pascalis parasé veikalg apie aritmetinj
trikampj (,Traité du triangle arithmétique®). Sios knygos idéjos svarbios
tikimybiy teorijos ir kombinatorikos raidai ... apskritai — visos matematikos
raidai.

Skaiciy trikampj Paskalis sudaré pagal tokia taisykle: pirmojoje lentelés
eilutéje ir pirmajame stulpelyje surasé vienetus, o i kiekviena kita lentelés
langelj uzrasé dviejuose gretimuose langeliuose (kairiajame ir virSutiniajame)
jau jrasyty skaic¢iy suma. Taigi i§ tiesy tai skaiciy lentelé, o ne trikampis.
LJAritmetinius trikampius® gausime ,pjaustydami® §ig lentele pagal jstrizaines.
Vienoje i$ tokiy jstrizainiy yra, pavyzdziui, skaiciai 1, 5, 10, 10, 5, 1. Pradékime
istrizaines numeruoti nuo tos, kurioje yra tik du skaiciai 1,1. Tada n-ojoje
istrizainéje yra n + 1 skaic¢ius. Dabar Siuos skai¢ius matematikoje priimta
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Pastarasis zymeéjimas laikomas modernesniu, bet man patinka ir pirmasis,
kurj matematikai naudoja jau daugiau kaip Simta mety.

1
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Pierre Fermat (1601 - 1665)

nepakei¢iamas matematiky jrankis.

1 1 1 11
4 5 6
10 15

10 20

Aritmetinio trikampio jstrizainés
skaiciai yra sumos laipsnio skleidinio
koeficientai, todél jie vadinami bi-
nominiais koeficientais. Taigi

Blaise’as Pascalis néra pirma-
sis Siy skaic¢iy atradeéjas. IS tiesy
panasias lenteles galime rasti ir zy-
miai senesniy laiky matematiky ras-
tuose. Taciau Pascalis pirmasis juos
iSsamiai iStyre, atskleide daug juos
siejanciy rysiy, o jrodymui panau-
dojo (tikriausiai pirma karta matem-
atikos istorijoje) matematinés in-
dukcijos metoda. Matematinés in-
dukcijos metodas yra kasdienis ir

Toks jis bus visada. Kaip tikram keli-

autojui (ne turistui) kasdienis ir nepakei¢iamas jrankis visada buvo ir bus
paprasciausia lazda! Taigi §j aritmetinj trikampj pelnytai galime vadinti Pas-

calio trikampiu.

Naudodami binominiy koeficienty Zymenj aritmetinio trikampio sudarymo

taisykle galime uzraSyti taip:

cr

= oty en, (1)
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Pritaike $ia taisykle Sestosios jstrizainés skaic¢iui Cz = 15 uzragykime 15 =
5 + 10. Taikykime taisykle skaic¢iui 10 ir kitiems tame paciame stulpelyje
uzraSytiems skaiciams:

15=5+10=5+4+6=5+4+3+3=5+4+3+2+1

Lentelés skaicius lygus kairiajame stulpelyje uzrasyty skaic¢iy sumai! Galime
Sig savybe uzrasyti ir labai ,moksliskai“:

Cr=Cr ' +Crl+. .. +CP 1401 0<m<n.

m

O dabar pasinaudokime (1) savybe kitaip ir iSreikskime SeStosios jstrizainés
treciosios eilutes skaiciy Cg = 15:
15=5+10=5+4+6=54+4+34+3=5+4+3+2+1.
Taigi Pascalio trikampio lentelés skaicius yra lygus eilutéje virS jo paraSyty
skaiciy sumai:
Cm=Cm +CM Ol +CL +C . 1<m<n.

Trikampio skaiciy savybes Pascalis naudojo jvairiems uzdaviniams spresti.
Banko dalyby dviems loséjams taisykle, kai pirmajam iki numatytos sumos
truksta n, o antrajam m tasky, jis suformulavo taip:

Parinkime r = n + m — 1-3ja trikampio jstrizaine ir sudarykime tokias
jos skaiciy sumas:

3

n—1
A=Y Ci, B=) (i
=0

T

Il
=)

J

Bankg loséjams teisinga padalyti santykiu A : B.

Pavyzdziui, jeigu pirmajam iki laimeéjimo truksta 2 tasky, o antrajam 4,
tai banka reikia padalyti santykiu (1 +5+ 10+ 10): (1+5) =13:2.

Kaip galima paaiskinti tokia taisykle? Pastebékime, visy pirma, kad
losima tesiant, nugalétojui iSaiskinti prireikty ne daugiau kaip r =n+m—1
simetriskos monetos metimy. Kartais nugalétojas iSaiskeés ir anksciau, tac¢iau
isivaizduokime, kad net ir tokiu atveju loSimas tesiamas ir atliekama lygiai
r metimy. Kiekvienas metimas duoda taska arba pirmajam arba antrajam
logéjui. IS viso yra 2" skirtingy kombinacijy. Jeigu yra A palankiy pirma-
jam loséjui kombinacijy, tai antrajam jy bus B = 2" — A. Taigi banka buty
teisinga padalyti santykiu A : B. Belieka jsitikinti, kad Pascalio taisykléje
apibrézti dydziai ir reiskia palankiy kombinacijy skaicius.

Sugrizkite prie Sio klausimo perskaite keleta Sios knygos antros dalies
skyreliy. Gali buti, kad Pascalio taisyklé pasirodys visiskai aiski.
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1.6. Christiano Huygenso knygelé

Pirmogi tikimybiy teorijai skirta knygelé — nedidelis uZdaviniy su sprendi-
mais rinkinélis. Taciau jame yra svarbiy squoky uZuomazqy. Viena is
Ju — atsitiktinio dydzio vidurkis.

Tikimybiy teorijos pradzia — keliy gana kukliy uzdaviniy sprendimai ir
svarstymai apie juos, iSdéstyti Pascalio ir Fermat laiskuose. Nei vienas iS Siy
matematiky toliau neplétojo savo idéjy ir neparasé jokio tikimybiy teorijos
veikalo.

Pirmaja knygele, skirta tikimybiy
teorijai, parasé olandy matematikas
Christianas Huygensas (1629-1695).
Lotyniskai knygelé vadinasi ,Libel-
lus de ratiociniis in ludo aleae“, ji
1657 metais buvo iSspausdinta kaip
Huygenso mokytojo F. van Schoo-
teno knygos priedas.

Uzdaviniais apie loSimus Huy-
gensas tikriausiai susidomeéjo savo
gyvenimo ParyZziuje metais (1666-
1681), suzinojes apie Pascalio ir Fer-
mat tyrinéjimus.

Huygenso knygele sudaro 14 tei-
giniy arba uzdaviniy su pateiktais
sprendimais. Svarbiausia naujove
— loSimo vertés savoka, kurig mes
dabar vadiname matematiniu atsi-
tiktinio dydzio vidurkiu. Zinoma,
Huygensas nagrinéjo tik atskirus lo-
simy ir jy vertés skai¢iavimo atvejus.

Huygensas samprotauja taip:

Olandy matematikas Christianas
Huygensas (1629-1695)

jeigu yra p galimybiy laiméti a ir ¢ galimybiy laiméti b dydZio
suma, tai tokio loSimo verté yra

ap + bg
p+q

Taigi Huygenso apibrézta loSimo verté yra matematinis atsitiktinio dy-

dzio, jgyjancio reikSme a su tikimybe -£ ir reikSme b su tikimybe -

‘ < pt+q ptq
vidurkis.
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Kiti teiginiai susije su jvairiais banko dalijimo esant nebaigtam loSimui
atvejais. Pabaigoje Huygensas pateikia keleta uzdaviniy be sprendimy. Stai
vienas i§ tokiy uzdaviniy:

A ir B pakaitomis méto losimo kauliuky pora. A laimi, jeigu
gauna metimo akuciy suma lygia 6 anksciau negu B gauna akuciy
suma lygia 7. Kokios A ir B laiméjimo tikimybés, jeigu A pradeda
losima?

Kone penkiasdesimt mety Huygenso knygelé buvo pagrindinis ziniy apie

tikimybes sgvadas.
Véliau pasirodé Sveicarai ir prancuzai.

1.7. Ars Conjectandi

LOpEfimo menas” — taip vadinasi J. Bernoullio knyga, skirta tikimybiy
teorijai. Taciau ji iSmoké matematikus ne spéti, kas juyks, bet tiksliai
matematiskai formuluoti svarbius tikimybiy teorijos teiginius. Vienas
1§ ju — didZiyjy skaiciy désnis, kury praktikoje taikome taip: didelio
skaiciaus apytiksliy reiksmiy vidurkiu pasikliaujame labiau nei bet kurio
vieno matavimo reikSme.

Tais paciais 1654 metais, kai Fer-
mat ir Pascalis laiskuose svarste uz-
daviniy apie loSimus sprendimy ide-
jas, Bazelyje gimé Jacobas Bernoullis
(skaitome — Bernulis). Turtingo pirk-
lio ir jtakingo miesto pilie¢io sunui
buvo numatytas garbingas dvasinin-
ko likimas. Taciau susiklostée ki-
taip. Likimg, kurj pasirinko Ja-
cobas, geriausia nusakyti jo paties
zodziais: ,,Invito patre sidera verso“

* ' (pries tévo valig tyrinéju Zvaigzdes).

Jacobas Bernoullis (1654-1705) ir

Sveicary matematikas J. Bernoullis jo brolis Johanas Bernoullis (1667-
(1654-1705) 1748) tapo jZymios $veicary moks-

lininky ir menininky dinastijos pra-

dininkais.
Tiesa, vadinti juos Sveicarais néra visiSkai teisinga. Bernoulliy Seima
Bazelyje atsirado 1583 metais. Jie atvyko i Sveicarijaé iS Antverpeno, kurj
uzéme katalikiskosios Ispanijos kariuomené. Protestanty Bernoulliy Seima

20



nutaré paieskoti saugesnio krasto gyventi. Ramybés tuometiniuose olandy
kraStuose buvo mazai — vyko aStuoniasdeSimt mety trukes karas su Ispanija
dél nepriklausomybes.

Taigi Bernoulliai tapo Bazelio miesto pilieciais. Ir ne bet kokiais! Vien
jzymiy matematiky iS Bernoulliy Seimos kamieno iSaugo net astuoni!

Jeigu Fermat ir Pascalio idéjos padéjo tikimybiy teorijos pamatus, tai
galima sakyti, kad Jacobas Bernoullis pradéjo kelti ir sienas.

Jacobas Bernoullis parageé tik vieng tikimybiy teorijos veikalg —,,Ars Con-
jectandi“ (spéjimo menas). Ragé jj ilgai — apie dvidesimt mety, tiesa sakant,
ir nepabaigé. Knyga iSspausdinta tik 1713 metais, taigi aStuoni metai po Ja-
cobo Bernoullio mirties. Leidéjai noréjo, kad pries spausdinant, nebaigtaja
dalj uzbaigty Jacobo Bernoullio sunénas Nikolajus Bernoullis, disertacijos
»Opejimo meno taikymai teiséje (Dissertatio inauguralis mathematico-juridica
de usu artis conjectandi in jure, 1709) autorius. Taciau sunénas nesijauteé
galjs pabaigti savo jzymaus dédés darbo, ir knyga buvo iSspausdinta tokia,
kokig ja paliko autorius.

,Spejimo menas“ — mazdaug trijy Simty nedidelio formato puslapiy knyga,
kurig sudaro keturios dalys. Pirmojoje dalyje pakartotas Huygenso ,De Ra-
tiociniis in Ludo Alea“ tekstas su Jacobo Bernoullio komentarais. Tiesa,
ty komentary tekstas ilgesnis nei paties Huygenso veikalas. Ir jdomesnis.
Jacobas Bernoullis nagrinéja daug naujy uzdaviniy. Stai vienas i3 ju:

Loséjas A turi m, o loséjas B —n monety. Galimybiy laiméti
viename loSime santykis lygus a : b. Pralaiméjes losimg loséjas
sumoka laiméjusiam vieng monetg. Losiama, kol vienas is loséjy
praranda visa savo suma. Kokia tikimybé, kad laimés A?

Antroje dalyje nagrinéjami uzdaviniai apie keitinius ir derinius, kuriuos
mes dabar priskirtume kombinatorikai. Trecia dalis skirta isdestyty idéjy
ir metody taikymui jvairiems loSimams nagrinéti. Bernoullis formuluoja ir
iSsprendzia 24 uzdavinius, susijusius su populiariais tuo metu loSimais.

Svarbiausi Bernoullio teiginiai iSdéstyti ketvirtojoje dalyje. Jos pavadini-
mas zada tikrai daug: ,Ketvirtoji spéjimo meno dalis, kurioje iSdéstyta, kaip
S} moksla taikyti pilietiniams, moraliniams ir ekonominiams klausimams®.
Taciau apie tokius taikymus rastume nelabai daug vertingo. UzZtat Sioje kny-
gos dalyje suformuluotas ir jrodytas (Zinoma, atskiru atveju) teiginys, kurj
galime pavadinti svarbiausiyjy tikimybiy teorijos teiginiy prototipu. Siam
teiginiui prigijo pavadinimas, kurj sugalvojo prancuzy matematikas Denisas
Poissonas — didziyjy skaiciy désnis.

Jau Bernoullio gyvenimo metais matematikai vertindami jvykio pasirody-
mo galimybes naudojo du metodus. Mes dabar sakytume, kad pirmasis re-
miasi klasikiniu tikimybeés apibrézimu: jvykio tikimybé yra palankiy baigciy
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skai¢iaus ir visy galimy baigc¢iy skai¢iaus santykis. Antrasis — statistinis
apibrézimas naudoja empirinius duomenis: jvykio tikimybe galime laikyti
ivykio pasirodymo skaiciaus santykj su stebéty atvejy skaic¢iumi. Paties
Bernoullio dienorastyje yra jrasas apie maro tikimybe busimais metais. Ber-
noullis 8ig tikimybe apibrézia maro mety tam tikru laikotarpiu skaic¢iaus san-

tykiu su visy mety skaic¢iumi.
Didziyjy skai¢iy désnis susieja
Sias dvi tikimybes. Jis teigia: jeigu
statistine tikimybeé apskaiciuota at-
likus daug nepriklausomy bandymuy,
tai labai tikétina, kad ji mazai skir-
sis nuo ,teorinés“, t. y. matema-
tiskai apskaic¢iuotos tikimybeés. Ta-
¢iau toks didziyjy skaiciy désnio for-
mulavimas kelia daug subtiliy klau-

JACOBI BERNOULLI,
Profell Bafil & wtrnufque Socwet. Reg. Scientiar.
Gall, & Profl Sodal.
Marnimazier Corrrznzinty

ARS CONJECTANDI,

CFUS POSTHUMUM.
Aigudar
TRACTATUS

DE SERIEBUS INFINITIS,

Ez ErrsrousGallicefiripa

DE LUDO PIL E
RETICULARILS

simy. Ka, pavyzdziui, reiskia ,labai
tikétina“? Ka reiskia ,mazai skir-
sis“? Butina pabrézti, kad pats Ber-
noullis §j deésnj formuluoja ir na-
grinéja grieztai matematiskai. Tar-
kime, p yra ,teoriné* tikimybeé, ap-
skai¢iuota naudojantis, pavyzdziui,
klasikiniu apibrézimu. Jeigu bandy-
mas yra simetrisko losimo kauliuko
metimas, o mus domina jvykis, kad
atvirs daugiau kaip 4 akutes, tai
apskaiciave gausime p = % Tarkime, kauliuka ketiname mesti n karty, jvykio
pasirodymy skai¢iy (jo i8 anksto neZinome) pazymékime S,. Tada p, = ‘1—”
bus statistiné tikimybé. Tegu € > 0 koks nors mazas skai¢ius. Kiek yra
galimybiy jvykti jvykiams

BASILEE,
Tmpenfis THURN1S10RUM, Fravmm.
el 13ee Eiil.

Jacobo Bernoullio knygos ,,Ars
Conjectandi“ virselis

|p_pn|<€7 |p_pn|26?

Bernoulis jrodo: kad ir kokj didelj skai¢iy C' > 0 parinktume, 8iy jvykiy
galimybiy skaic¢iy santykis bus didesnis uz C, jeigu tik n parinksime pakanka-
mai didelj.

Tikimybiy teorijos raidai svarbus ne tik Sio teiginio turinys, bet ir forma.
Matematinés kurybos verte sudaro ne tik nauji atsakymai, bet ir naujai
suformuluoti klausimai. Siuo poziuriu Bernoullio didziyjy skaic¢iy deésniui
tikimybiy teorijoje mazai kas gali prilygti.

Pats Bernoullis suvoké savo atrasto désnio svarbg. Jis rase, kad jo reikSme
prilygintina skritulio kvadraturos uzdavinio sprendimo reikSmei. Mes saky-
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tume — pranoksta. Nes Bernoullio désnis parodé matematikams, kaip reikia
formuluoti tikimybiy teorijos uzdavinius.

Jacobo Bernoullio antkapyje iskalta kreivé — logaritiminé spiralé ir uzrasy-
tas matematiko motto — Fadem Mutata Resurgo (besikeisdama islieku tokia
pat). Tai priminimas apie Bernoullio atskleista spiralés savybe. Taciau ta
patj galima pasakyti ir apie didziyjy skaiciy désnj: jo esme galime jzvelgti
daugybéje moderniosios tikimybiy teoremos teiginiy. *

1.8. Trys prancuzai

Ju gyvenimai labai skirtingi, skirtingt ir gnaSai j tikimybiy teorijos
ratdg. Taciau visy trijy — labai svarbus.

Kai mokslo teorija vystosi, jai skirtos knygos stor¢ja. Sis teiginys teisingas
ir tikimybiy teorijai.

Po Jacobo Bernoullio stora tikimybiy teorijos knyga parasé Abrahamas
de Moivre’as (1667-1754). De Moivre’o mokslo laiméjimais galéty didziuotis
Prancuzija, tac¢iau negali. Nes svarbiausius matematinius darbus de Moivre’as
paraSé anapus Lamango, Anglijoje. Taigi de Moivre’s teisinga vadinti pran-
cuzy-angly matematiku, dar priduriant, kad abi Sios Salys nebuvo jam itin
svetingos.

Is savo tévynés Prancuzijos de Moivre’as turéjo pasitraukti dél tikéjimo.
1685 metais Prancuzijos karalius Louis XIV atSauké Nanto edikta, garantavusj
protestantams salyginj sauguma. Jiems beliko pasitraukti j tremt;.

De Moivre’as atvyko i Londong ir pradéjo pelnytis pragyvenimag pri-
vac¢iomis matematikos pamokomis. Jis moké mokinius jy namuose, o taip
pat ir kavinése. Taip pat konsultuodavo loséjus, kaip ir kiek statyti. Ko gero
jis buvo pirmasis tikimybiy teorijos ekspertas-profesionalas!

Apie Newtono darbus de Moivre’'as suzinojo tik budamas Anglijoje ir
i§ karto suprato, kad juos butina iSstudijuoti. Nusipirkes Newtono veikalag
,Philosophiae naturalis principia mathematica®“ supjauste jj puslapiais, kad
patogiau buty nesiotis ir studijavo Newtona pertrauky tarp pamoky metu.
Véliau susipazino ir su pac¢iu autorium, netgi tapo jo draugu. Newtonas labai
vertino matematines de Moivre’o Zinias ir daznai kviesdavo jj j savo namus
pokalbiui apie moksla. Ilgai ieSkoti de Moivre’o nereikédavo — jis buvo nuola-
tinis Slaughterio kavinés lankytojas. Joje rinkdavosi Sachmatininkai, loSe i$
pinigy, ¢ia uzeidavo zmonés, kuriems reikdavo matematiniy patarimy, taigi
Si kaviné buvo pagrindiné de Moivre’o darbovieté. Deja, nors ir pranok-
damas kitus matematinémis ziniomis bei turédamas tokiy jtakingy draugy
kaip Newtonas ir Leibnizas, de Moivre’as nejstengé gauti jokios akademinés
vietos, garantuojancios nuolatinj pragyvenimo Saltinj.

4 Jeigu mokate prancuziskai daug ziniy apie Bernoullj ir jo darbus galite surasti Bernoul-
liui skirtame elektroninio Zzurnalo ,Journ@I Electronique d’Histoire des Probabilités et de
la Statistique numeryje http://www.jehp2et/juin2006.html



Pagrindinis de Moivre’o matematinis veikalas — knyga ,,The Doctrine of
Chance®, skirta tikimybiy teorijai. Ji buvo isleista tris kartus 1718, 1738
ir 1756 metais. Sioje knygoje pirmakart pasirodo nepriklausomy jvykiy
apibrézimas. De Moivre’as nepriklausomais jvykiais pavadina jvykius ,kurie
nesusije tarpusavyje, ir vieno iS jy pasirodymas nedaro jtakos kito jvykio
pasirodymo tikimybei“. Dabar Sitaip paaiskines nepriklausomy jvykiy sa-
voka per egzaming, studentas tikriausiai nebus labai gerai jvertintas. Juk
praéjo keli Simtai mety ir daugelis jzvalgy pavirto tiksliai formuluojamais
teiginiais!

Paskutiniajame papildytame lei-
dime isdéstytas pagrindinis de Moi-
vre’o rezultatas, kurj jis atskiru lei-
diniu paskelbé 1733 metais. Tai
Bernoullio didziyjy skaic¢iy deésnio
patikslinimas, tapes vienu svarbiausiy
tikimybiy teorijos désniy — centrinés
ribinés teoremos prototipu.

Irodymui de Moivre’as pasinau-
dojo jo paties atrasta faktorialo apy-
tikslio skaic¢iavimo formule

~ —-m,. m
m! ~ By/ne ™m™, m — oo.

Tik konstantos B dydzio jis negaléjo
nustatyti. De Moivre’o paprasytas

tai padaré J. Stirlingas: B = V2.

Ir formulei prigijo Stirlingo vardas!

Isties, istorija daznai iSsaugo vardus neatsizvelgdama j nuopelnus. O gal ¢ia
gludi subtilus siekimas apsaugoti nuo kasdienio vartojimo vertyjy vardus, kad
juos prisiminty tik Zinantys tikraja tiesa?

De Moivre’as taip pat kaip anks¢iau Grauntas tyrinéjo gyventojy mirtin-
gumo statistinius désningumus bei draudimo klausimus.

1754 metais Abrahamas de Moivre’as uzmigo amzinu miegu. Tai ne
metafora! Jj i§ tikryjy apémé savotiska miego liga. Pastebéjes, kad kasdien
jis miega ketvirc¢iu valandos ilgiau, netgi apskaiciavo, kokia diena jj pasiims
mirtis — kai paros miegui prireiks daugiau nei 24 valandy!

Abrahamas de Moivre’as (1667-1754)

Kai de Moivre’as miré, Normandijos valstie¢io Laplace’o sunui Pierrui-
Simonui buvo tik penki metai. Ir, Zinoma, niekas negaléjo zinoti, kuo jis taps
uzauges. Tévai mintyse jam tiese dvasininko kelig. Baznycia arba armija —
du patys geriausi pasirinkimai valstiec¢iy luomo jaunuoliui! Tac¢iau jy sunus
surado ypatinga, titulais ir garbés zenklais pazenklinta kelig: didziausias
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Prancuzijos matematikas, akademikas, senatorius, ministras, Garbeés ordino
kavalierius... Kad Pierre-Simonas Laplace’as (1749-1827) buvo matematikos
genijus, néra ko abejoti. Taciau proto didybe, anaiptol ne geriausia salyga
igyti auksta visuomenine padétj ir solidy turta. Tuo labiau tais sukuringais
ir nuozmiais Prancuzijos revoliucijos metais, kai gyveno Laplace’as. Bet
Laplace’as, paprastai tariant, mokéjo laiku prisislieti ir laiku pasitraukti...
Napoleono Bonaparto mokytojas ir galima sakyti, bendrazygis, po to — jo
priesy Bourbony rémeéjas. Bet kam berupi seniai nutile politinés audros! O
matematinés idéjos rupil

Svarbiausias Laplace’o veikalas
vadinasi ,Mécanique Céleste”, t. y.
,Dangaus mechanika“. Taciau jis
domeéjosi kuo jvairiausiais matema-
tikos uzdaviniais. Tariant amzinin-
ko zodziais ,, ... akademijoje Lapla-
ce’as reikSdavo nuomone apie vis-
ka.“ Tikimybiy teorija — viena iS$
matematikos sric¢iy, kurios uzdaviniai
domino Laplace’a daugelj mety. Juk
Laplace’ui matematika buvo ne ,,au-
tonomiska“ ziniy sritis, bet jrankis
pasaulio sarangai atskleisti. Beje,
Laplace’ui tikimybiy teorija anaip-
tol nebuvo mokslas apie atsitiktinius
ivykius. Jo nuomone, atsitiktiniy

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) jvykiy i$ viso néra! Jeigu galétume

turéti iSsamias zinias apie pasaulio
busena, tai galéetume neklysdami numatyti visa, kas jvyks. Tac¢iau musy zin-
ios ribotos, todél numatyti neklysdami negalime. Tikimybiy teorija tai viso
labo savotiska technika, kuri mums padeda efektyviau pasinaudoti tomis zin-
iomis apie pasaulj, kurias turime. Tokiai nuomonei apie tikimybiy teorijos
vaidmenj galime pritarti ir Siandien, taciau tvirto tikéjimo, kad pasaulio raida
vyksta pagal jau ,surasyta“ plana, jau nebeturime. Naujyjy amziy fizikos
tyrinéjimai jtvirtino idéja, kad egzistuoja ,grynas atsitiktinumas“ ir tai yra
esminis pasaulio sarangos bruozas.

Laplace’o dvitomio veikalo ,Analiziné tikimybiy teorija* (,Théorie Ana-
lytique des Probabilités“) pirmasis leidimas su dedikacija Napoleonui Bona-
partui buvo iSleistas 1812 metais. Po dviejy mety pasirodé antrasis leidimas,
jau be Sios dedikacijos, taciau kone tre¢daliu storesnis!

Nejmanoma trumpai apzvelgti Sio didziulio veikalo. Galima pavadinti jj
to meto tikimybiy teorijos uzdaviniy ir metody savadu. Ypatingos déstymo
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darnos jame néra, Laplace’as tiesiog surinko po knygos virseliais jvairiy tiki-
mybiy teorijos klausimy tyrinéjimo rezultatus. Meistrisku stiliumi veikalas
irgi nepasizymi. Veikalo vertéjas j angly kalbg Todhunteris atsiduses parase:
,Kai perskaitydavau Laplace’o zodzius ,akivaizdu, kad“, Zinodavau, kad man
prireiks keliy valandy, o gal ir dieny sunkaus triuso, kol paaiskes, tai, kas
akivaizdu®.

Svarbiausias Laplace’o kurinio bruozas — jvairiausiy analizés jrankiy (in-
tegraly, skirtuminiy ir diferencialiniy lygé¢iy...) taikymas tikimybiniams uz-
daviniams spresti. Siuo poziuriu Laplace’o tyrinéjimai padarée didele jtaka
tikimybiy teorijos raidai. Kita vertus, Laplace’as ieskojo ir rado daugybe
naujy tikimybiy teorijos taikymo sri¢iy. Jo knygoje yra nagrinéjami tikimy-
binio pobudzio astronomijos, demografijos, klaidy teorijos ir kity sriciy uz-
daviniai. Taigi Laplace’o ,Analiziné tikimybiy teorija“ yra taikomosios matem-
atikos knyga, kurioje atskleista tikimybiy teorijos metody ir jy taikymo
galimybiy jvairove, kita vertus — veélesniy matematiky karty poziuriu, pa-
teikianti veikiau medziaga, nei sistema naujai ,tikrosios matematikos sriciai
sukurti.

Prancuziska tikimybiy teorijos
raidos tarpsnj uzbaikime Siméono
Deniso Poissono (1781-1840) darby
aptarimu. S.D. Poissono kaip ir Lap-
lace’o tévai — i8S luominés visuomenes
zemyjy sluoksniy. Tévas buvo ka-
reivis, véliau smulkus valdininkas...
Prasidéjus revoliucijai, zinoma, kars-
tas jos Salininkas. Déjo daug pa-
stangy, kad sunus jgyty tinkama
iSsilavinima ir jgyty garbinga ir pel-
ninga profesija. Tac¢iau pradétas
medicinos studijas sunui teko nu-
traukti, viena vertus, todél, kad jos
menkai domino, kita priezastis — pras-

Siméon Denis Poisson (1781-1840) ta judesiy koordinacija — tikrai didelé

kliutis zmogui, kuriam tekty dar-
buotis skalpeliu. Taigi metes medicinos studijas Poissonas atsidéjo matem-
atikai, ir joje surado tikraja savo vieta. Poissono nuomone, ,gyvenimas
yra geras del dviejy dalyky — galimybés tyrinéti matematika ir galimybeés
ja destyti®. Siomis gérybémis Poissonas naudojosi visa gyvenima. Pois-
sonas padaré daug svarbiy atradimy jvairiose taikomosios matematikos sri-
tyse. Aptardami tikimybiy teorijos raida minime jj dél vienos jo knygos,
kuri vadinasi gana keistai: ,Recherches sur la probabilité des jugements
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en matiére criminelle et en matiére civile* (,Kriminaliniy ir civiliniy teismo
nuosprendziy tikimybiniai tyrinéjimai"). Joje Poissonas nagrinéja klausima,
kurj apytikriai galime suformuluoti taip: kokia tikimybeé, kad teismy nu-
osprendziai teisingi? Taciau tikimybiy teorijai $i knyga svarbi ne atsakymais
] tokio pobudzio klausimus, bet tuo, kad joje Poissonas isdésté labai svarby
ateities tyrinéjimams ir taikymams tikimybinj modelj. Isivaizduokime didelj
skai¢iy bandymuy su menka sékmés tikimybe (pavyzdziui, prie masalo ant
kabliuko priplaukia daug zuvy, taciau retai kuri susigundo). Kokia tikimybe,
kad bus m sékmiy (kad per diena Zvejys sugaus, pavyzdziui, penkias 7uvis)?
Stai tokiems skai¢iavimams ir pravercia Poissono modelis. Reiskiniai, kurie
siam modeliui paklusta, Poissono gyvenimo laikotarpiu nebuvo labai svarbus.
O dabar jy daug: transporto jvykiai, komunikacijos procesai, aptarnavimo
reiSkiniai... Todeél Poissono varda dabarties tikimybiy teorijos knygose ir
straipsniuose mini ko gero dazniau nei paties Laplace’o.

1.9. Ziedadulkiy vaidmuo tikimybiy teorijos istorijoje

Istoriga apie tai, kaip tikimybiy teorija visai nesidoméjes gamtininkas
atrado reisking, apie kury dabar rasomos solidZios tikimybiy teorijos
knygos.

Koks svarbiausias reiskinys, kurj nagrinéja dabartiné tikimybiy teorija?
Jei kas paklausty, galite atsakyti nedvejodami — Browno judesys! Susilauksite
net profesoriy draugijos pritarimo.

Prisiminkime, kg apie tikimybiy teorija mané Laplace’as: tikimybiy teorija
yra savotiSka samprotavimy technika, padedanti mums daryti iSvadas, kai
neturime iSsamios informacijos. Taciau jeigu ja turétume (ir mokétume ja
pasinaudoti), jokios tikimybiy teorijos nereikty. Kitaip tariant, teigti, kad
tam tikra reiskinj valdo atsitiktinumas, tolygu pripazinti, kad mes neturime
apie ji pakankamai ziniy, todél negalime jo visiSkai suprasti.

P. S. Laplace’as miré 1827 metais. Tais paciais metais angly botanikas
Robertas Brownas (1773-1858) pazvelgé pro mikroskopa j vandenyje plaukio-
jancias augalo ziedadulkes. Jj nustebino ty daleliy judéjimo budas. Dalelés
judéjo mazais Suoliukais, kuriy kryptys nuolat keitési. Be to jos sukiojosi,
taciau ir Sio sukimosi aSies kryptis nuolat keitési... Brownas atliko daugybe
eksperimenty, bandydamas nustatyti Sio keisto judesio priezastj. Gal dale-
les nesioja mikroskopiniai skysc¢io sukuriai? éiad prielaidg teko atmesti. Gal
dalelés turi gyvybinés galios, kuri jas ver¢ia blaskytis? Tac¢iau 100 mety
senumo dalelés, kuriose gyvybiné galia tikrai turéjo buti jau iSnykusi, judéjo
taip pat. Kad galutinai atmesty gyvybiniy galiy hipoteze Brownas stebéjo
neorganines kilmeés daleles. Dulkelés, nugremztos nuo egiptietisko sfinkso
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statulos tikrai negaléjo buti gyvos! Taciau ir jos vandenyje judéjo taip pat
kaip ir ziedadulkés!

Browno judesio paslaptis lauké paaiskinimo daugiau kaip 70 mety. Dabar
reiskinio esme tikriausiai suvokty kone kiekvienas mokyklinés fizikos zinias
pasitelkes zmogus. Taciau paprasta mintis apie dujas ar skystj kaip judanciy
molekuliy visuma — daugybés mokslininky daugybe mety kurtas musy dabar-
tinio mastymo elementas!

Browno judesio priezast] maz-
daug tuo paciu metu paaiskino du
zmonés. A. Einsteinas (1879-1955)
paskelbé Browno judesiui skirtg straip-
snj 1905 metais, o M. Smoluchowskis
(1872-1917) — 1906 metais. Esminé
judesio chaotiskumo priezastis — mo-
lekuliy smugiai, kuriuos patiria plu-
duriuojanti skystyje dalelé. Jeigu

Browno judesio trajektorija yra trimate. dalele molekules smugiuoty i§ visy

Taciau galime jsivaizduoti ir vienoje pusiy vienodai daznai ir vienodai
plokitumoje judancia dalele. Brézinyje smarkiai, tai dalelé tiesiog nuolankiai
parodyta tokio judesio trajektorija. rymoty. Taciau ir smugiy skaicius,

ir jéga kiekvienu momentu nuolat
ir atsitiktinai keiciasi, todél ir dalelé juda tokia keista, nuolat kei¢iancia
kryptj trajektorija.

Zinoma, §ios idéjos dar ne matematinis reiskinio modelis. Matematinis
modelis tai grieztai apibréztos savokos, integralai, lygtys, jvairiy skaitiniy
reiskinio charakteristiky skai¢iavimo metodai. Browno judesio matematika
buvo sukurta kiek véliau. Vienas i§ autoriy — Norbertas Wieneris (1894-
1964), todél ,matematinis“ Browno judesys daznai vadinamas Wienerio pro-
cesu.

Taigi tos mazytés ziedadulkés neblogai pasitarnavo tikimybiy teorijai. Juy
judesio stebéjimai ir tyrimai paskatino suabejoti Laplace’o nuomone, kad
tikrove paklusta grieztam planui, kuriame viskas i§ anksto numatyta. Palengva
isitvirtino idéja, kad gamta irgi ,renkasi“ savo raidos kelius atsitiktinai. O
jeigu atsitiktinumas yra ,,prigimtinis” tikroves bruozas, tai ir tikimybiy teorija
ne ,samprotavimy technika®, bet tokia pat tikroveés reiskiniy savybes aprasanti
kalba, kaip pavyzdziui, teoriné mechanika.

Véliau pasirodé, kad Browno judesio désningumai budingi ir kitokiems
gamtos bei visuomeneés reiSkiniams. Pavyzdziui, ekonomikos ar finansy pa-
saulio ,daleliy® judéjimui. Cia skatinanciy keisti judesio kryptj molekuliy
vaidmenj atlieka musy doleriai, jenos, eurai, latai, litai...
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1.10. Rusy mokykla

Matematinés analizés raida — judesys nuo skaiciy link funkcijy. Tikimybiy
teorijos — nuo atsitiktiniy jvykiy link atsitiktiniy dydziy. Judess Sia
kryptimi paspartino rusy matematiky darbai.

Matematika — Silto ir Sviesaus Graikijos klimato augalas. [ Siauresnius
krastus ji plito léetai. Taciau plito. XVIII amziuje pasieké ir Rusija. Pa-
grindus matematikai prigyti Rusijoje padéjo caras Petras I — didysis Rusijos
gyvenimo modernintojas. Viena i$ jo plano daliy — Svietimo sistemos pert-
varkymas. Kelioniy po Europos Salis metu jis surado labai gerai iSmananciy
mokslo reikalus pataréjy. Vienas is jy — pats Gottfriedas Wilhelmas von Leib-
nizas. Jis parengé visa Rusijos Svietimo reformos plang, vienas i$ Sio plano
elementy — moksly akademijos steigimas. Petras I jam pritaré, akademija
buvo nuspresta steigti pagal Paryziaus akademijos pavyzdj: nedidelé moks-
lininky bendrija, islaikoma valdovo. Imperatorius akademijos Peterburge
nebeiSvydo. Petras I miré 1725 mety sausio ménesj gyvenes 52 metus, jau
desimties mety tapes imperatoriumi. Vis délto planas buvo jgyvendintas:
tais paciais metais Peterburgo moksly akademija savo dekretu jsteige imper-
atore tapusi antroji Petro I Zzmona Jekaterina.

Peterburgo moksly akademijos
nariy veikla — Slovingas puslapis ma-
tematikos istorijoje. Uztenka vien
pamineéti vardus ty matematiky, kurie
joje dirbo: Leonardas Euleris, Chris-
tianas Goldbachas, Nikolajus ir Da-
nielis Bernoulliai... Taciau matem-
atikos mokslo tradicijy pletojimo zi-
diniu Rusijos imperijoje jos nepa-
vadinsi. Klestéjusi pirmaisiais savo
gyvavimo deSimtmeciais, kai joje dirbo
izymus uzsienieciai, XVIII amziaus
pabaigoje ji visai sumenko.

Pirmasis XIX amziaus deSimt-
metis Rusijoje prasidéjo liberaliomis
Aleksandro I reformomis. Isteigta
naujy universitety — Kazanéje (1804),
Charkove (1804). Uzsimezgé glau-
desni akademiniai kontaktai su Vakary
Europos mokslininkais (nors ir gerokai
apkarpyti dél po Napoleono kary suveséjusiy antivakarietisky nuostaty). Taciau
vis délto — Rusijos jaunimas spéjo pazvelgti | margesnj pasaulj.

Pafnutijus Lvovicius éebyéovas
(1821-1894)
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Kazanés universiteto profesoriaus Nikolajaus Lobacevskio neeuklidiné ge-
ometrija yra rusy pirmasis reikSmingas jraSas ] matematikos istorijg.

Taciau grizkime prie tikimybiy teorijos. Kone kiekviename Siuolaikiniame
tikimybiy teorijos vadovélyje rasime paminéta éebyéovo pavarde.

Pafnutijus Lvovicius CebySovas (1821-1894) buvo Maskvos universiteto
(jsteigto 1755 metais) auklétinis, taciau jo pedagoginé ir moksliné veikla
daugiausia susijusi su Peterburgo universitetu (jsteigtas 1819). éebyéovo
baigiamasis darbas buvo skirtas tikimybiy teorijai, taciau tikimybiy teorija
— tik viena jo matematiniy tyrimy sritis.

Kiles is aukstesniyjy visuomenés sluoksniy ir guvernanteés puikiai isSmoky-
tas prancuzy kalbos, éebyéovas lengvai uzmezgé rysius su Vakary Europos,
ypac¢ su prancuzy matematikais. | Prancuzija jis vaziuodavo kone kiekvieng
vasarg, lankydavosi universitetuose, skaitydavo juose praneSimus, o taip pat
ir Paryziaus moksly akademijoje.

Priezastis, kodél éebyéovo vardas taip daz-
nai minimas tiek pradinio, ties aukstesniojo
lygio tikimybiy teorijos vadovéliuose — pa-
prasta nelygybeé, kuria naudojantis galima jver-
tinti tikimybes, susijusias su atsitiktiniais dy-
dziais. Nelygybeé labai paprasta, ta¢iau nau-
dinga. Pasinaudojus ja galima paprastai jrodinéti
jvairius didziyjy skaitiy désnio atvejus. Sj
désnj Bernoullis jrodé bandymy su dviem baig-
timis atvejui, pasinaudodamas ne tokiais jau
paprastais analiziniais skai¢iavimais.

Tiesos délei reikia pabrézti, kad éebyéo—
vas ne vienintelis jrodes §ig nelygybe. Ji nau-
dojama, pavyzdziui, ir gero éebyéovo pazjs-

Aleksandras Michailovi¢ius ~ tamo prancuzo Bienaymé darbuose. Todél

Liapunovas (1857-1918) nelygybe buty teisingiau vadinti Bienaymé-

éebyéovo nelygybe. Taciau kai Sig nelygybe
pamatysite, tikriausiai ir jums pasirodys, kad toks ilgas pavadinimas tokiai
paprastai nelygybei nelabai tinka...

Zinoma, §i nelygybé tik vienas epizodas éebyéovo kuryboje, skirtoje ti-
kimybiy teorijai. Jo darby reikSme tikimybiy teorijos raidai galima nusakyti
mazdaug taip: jeigu anksciau svarbiausias démesys teko jvairiy jvykiy tikimybiy
nagrinéjimui, tai dabar tampa aiskesné atsitiktinio dydzio savoka ir pastan-
gos labiau sutelkiamos atsitiktiniy dydziy analizei plétoti.

Tikimybiy teorijos paskaitas Peterburgo universitete éebyéovas skaite
1860-1882 metais. Du jo studentai — Aleksandras Michailovi¢ius Liapuno-
vas (1857-1918) ir Andrejus Andrejevi¢ius Markovas (1856-1922) taip pat
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tapo tikimybiy teorijos klasikais.

Tiesa, A. Liapunovo mokslinéje
veikloje tikimybiy teorija sudaro tik
trumpa epizoda. Jam teko deéstyti
tikimybiy teorija, tai paskatino at-
sideti sudétingesniems klausimames.
Svarbiausias A. Liapunovo jnaSas
— centrinés ribinés teoremos jrodymas
analiziniu charakteristiniy funkcijy
metodu. Dabar Sis metodas yra
kiekvieno tikimybiy teorijos klausimy
tyrinétojo pagrindiniy jrankiy ,dézéje”.

Iki 1917 mety A. Liapunovas dir-
bo Peterburgo universitete, véliau
gavo vieta Odesoje. Odesos uni-
versitete Liapunovas désté vos me-

Andrejus Andrejevicius Markovas tus. 1918 mety pavasarj jo zmonos

(1856-1922) sveikata émeé sparciai blogeti, o rudenj

ji miré. Susitaikyti su netektimi
moters, su kuria jj siejo ne tik pragyventi metai, bet ir vaikystés prisiminimai,
Liapunovas nejstenge. Kitg dieng Liapunovas nukreipé i save ginklg.

A. Markovui tikimybiy teorija buvo viena svarbiausiy jo mokslinés veiklos
sri¢iy, nors jo matematinio kelio pradzia Zymi puikus skaiciy teorijos darbai.
Visi A. Markovo darbai svarbus tikimybiy teorijos raidai, ta¢iau svarbiausi
tie, kuriuos pats autorius kazin ar vertino labiausiai. ,,Markovo procesai“,
,2Markovo grandineés“, ,Markovo laukai“ ... — Sitaip vadinasi iS$tisi Siuolaikinés
tikimybiy teorijos knygy skyriai ar net pacios knygos. Ar visus $iuos matem-
atinius objektus sukuré A. Markovas? Zinoma, ne. Jis nagrinéjo tam tikra
lyg grandine tarpusavyje susijusiy atsitiktiniy dydziy modelj, kuris véliau
pasirodé labai svarbus jvairiuose taikymuose.

Kas yra Markovo grandinés, paaiskinti nesudétinga. [sivaizduokime lo-
simo kauliukg, kurio sienelés suzymeétos skaiciais 1,2,3,4,5,6. Métykime ir
raSykime skaicius, kurie atvirto. Bandymo pabaigoje galime sakyti: Stai
nepriklausomy atsitiktiniy dydziy stebéjimo rezultatai — pirmasis dydis susi-
jes su pirmuoju metimu, antrasis su antruoju ir t. t.

O dabar jsivaizduokime, kad yra Sesi lo§imo kauliukai, kiekvieno sienelés
suzymetos tais paciais skaiciais, taciau kauliukai yra skirtingi, taigi tais pa-
Ciais skaiciais pazymeéty sieneliy atvirtimo tikimybés priklauso nuo to, kurj
kauliuka mesime. Kauliukus irgi sunumeruokime: pirmasis kauliukas, antra-
sis, ..., SeStasis. Meskime pirmajj kauliuks. Jeigu atvirto sienelé su skai¢iumi
1, jl uzrasykime ir meskime ¢-3ji kauliuky. Jeigu jis atvirto sienele su skaici-
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umi j, meskime j-3jj kauliuka. Pabaige bandymus turime teise teigti: Stai
atsitiktiniy dydziy, susijusiy Markovo grandine, stebéjimy rezultatai.

Stai i§ Sios ,markovisko” atsitiktiniy dydziy rySio savokos — kai atsitik-
tinio dydzio reikSmiy tikimybés priklauso nuo ankstesnio dydzio reiksmeés —
ir iSaugo istisa tikimybiy mokslo teritorija — atsitiktiniy procesy teorija.

A. Markovas gyveno Rusijos revoliucijy laikais. Kiles i$ viduriniojo vi-
suomenés sluoksnio (jo tévas buvo samdomas dvary valdytojas) jis ir pats
buvo radikaliy, prie§ autokratinj caro valdyma nukreipty paziury. 1913
metais Romanovy dinastija iSkilmingai minéjo 300 mety valdymo sukaktj.
A. Markovas nusprendé organizuoti kitos sukakties minéjima — 200 mety
didziyjy skaic¢iy désnio! Ir tai jvykde.

1.11. Didieji XX a. statistikai

Gyvogi gamta — milZiniska gvairove. Visuomenés reiskiniai — taip pat.
Kokias isvadas galima padaryti pasinaudojus didzZiuliars 48 gamtos ir
visuomenés gyvenimo gautais duomeny kiekiais? leskant atsakymy ir
atsirado stalistika.

Tikimybiy teorijos pradininkai — didieji
matematikai, dél jvairiy priezasciy susidoméje
atsitiktinius reiskinius valdanciais désningu-
mais. Taciau statistikos klausimus pirmieji

Graunta, Petty ar Halley ... Jie tyré duome-

Zinoma, statistiniai duomeny tyrimo meto-
dai rupéjo ir tiksliyjy moksly atstovams: as-
tronomams, fizikams, ... visiems, kieno dar-
bui reikalingi dideli duomeny kiekiai, gauti
i§ apytiksliy matavimy. Taciau tiksliyjy moksly
dydziy matavimo prietaisus galima patobu-
linti, taigi duomeny gavimo procesa galima
Karlas Pearsonas (1857-1936) lengviau kontroliuoti.

Duomenys apie gyvosios gamtos reiskinius
ar socialinius procesus — visai kitas dalykas! Cia ytikrosios™ reikSmes, prie ku-
rios galétum priartéti patobulines savo matavimy instrumentus paprasciau-
siai néra. Tiesos reikia ieskoti kitais budais. Tad nenuostabu, kad didelis
stimulas statistikos raidai atsirado tuomet, kai tyrinétojai nuo kokybiniy
gamtos ir visuomenes reiSkiniy aprasymy perejo prie kiekybiniais duomenimis
pagristo tyrimo. O Siuolaikinés statistikos metody kuréjai — ne ,grynieji*
matematikai, bet labai jvairiy interesy turéje zZmoneés.
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Vienas i§ Siuolaikinés statistikos metody kuréjy — Karlas Pearsonas (1857-
1936). Kadangi jis gimeé tikry tikriausiy angly Seimoje, tai gavo, Zzinoma,
Carlo varda. ISvykes testi studijy Heidelbergo universitete pakeité pirmaja
vardo raide. Viena i§ priezasciy galbut — zavéjimasis Karlo Marxo idéjomis.
Amzininkai minédami §j universaliy interesy zmogy rasydavo tiesiog ,,KP*.

Enciklopedijose galima rasti, pavyzdziui, tokj KP veiklos apibudinimg —
teisininkas, germanistas, eugenikas, matematikas ir statistikas (visy pirma —
statistikas). ,Visy pirma“ nereiskia, kad visos kitos sritys jam buvo maziau
svarbios. Kaip tik prieSingai — statistika jis susidomeéjo gana vélai, ypac tada,
kai bendraudamas su gamtininku Walteriu Weldonu pamate, kokia jvairiy
duomeny gausa tyrinétojams pateikia gyvoji gamta. Duomeny daug, visi jie
jvairus, o kg gi teigia jy visuma?

Akademinj savo kelia Pearsonas pradéjo studijomis Cambridge. Apie
savo studijy metus jis parase taip: ,Cambridge matematikos mane mokeé
Routh, Stokes, Cayley ir Maxwell, bet as skai¢iau Spinozos rastus”. Ne todél,
kad buty nusivyles matematika. Anaiptol. Tikrasias jo paskatas geriausia
apibudina jis pats:

,AS puldavau nuo mokslo prie filosofijos, ir nuo filosofijos prie
musy senyjy draugy — poety; o tada — pavarges nuo per dide-
lio idealizmo — vél tapdavau praktiskas ir sugrjizdavau prie mok-
slo. Ar jusy niekada nebuvo uzvaldes jausmas, kad néra visatoje
nieko, ko nebuty verta tyrinéti? Literaturos milzinai, daugia-
matés erdvés paslaptys, Boltzmanno ir Crooko bandymai jsiskverbti
I tikraja Gamtos laboratorija, Kanto visatos teorija, paskutiniai
embriologijos atradimai, jstabus pasakojimai apie gyvybés raida
— kokia neaprépiamybeé.

Pazintis su Weldonu, o taip pat su angly gamtininku Galtonu jtraukeé
Pearsong j gyvosios gamtos evoliucijos reiskiniy tyrinéjimus. Laikotarpiu
nuo 1893 iki 1912 mety Pearsonas parasé 18 straipsniy, kuriuose matematika
taikoma evoliucijos teorijos klausimams tyrinéti. Siuose darbuose iSdestyti
metody, kuriuos galétume pavadinti statistikos klasika, pagrindai — regresinés
ir koreliacinés analizés, chi-kvadrat testy...

K. Pearsonas kartu su W. Weldonu ir F. Galtonu 1901 metais jsteigé
zurnala ,Biometrika“, skirta gyvybés evoliucijos reiskiniy statistiniams tyri-
mams. Steigéjy nuomone ,evoliucijos tyrimo problema yra statistikos uz-
davinys®.

Nuo 1906 mety Pearsonas émeési organizacines veiklos, kurios tikslas, jo
zodziais tariant,
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, ... padaryti statistika taikomosios matematikos Saka su sava
terminologija ir technika, ugdyti statistikus kaip mokslininkus ...
ir apskritai — paversti statistika Sioje Salyje is diletanty Zaidimy
lauko solidziu mokslu, kuriuo niekas negaléty uzsiimti nejgijes
atitinkamo issilavinimo...“

Pagrindinius sau iSkeltus tikslus K. Pearsonas pasieké. Jo veikla vertino
ir specialistai, ir oficialioji valdzia. Karaliskas riterio titulas buty glostes
daugelio mokslininky savimeile. Tik ne K. Pearsono. Socializmo Salininkas,
aktyvus pilietiniy teisiy gynéjas ir Siaip zmogus linkes apie viska turéti savo
nuomone, auksciausiy valstybiniy apdovanojimy tiesiog atsisakydavo.

Kitas statistikas, minimas kiek-
viename vadovélyje, taip pat pradéjo
statistikos tyrimus pirmiausia su-
sidures su praktiniais uzdaviniais.
Vienas tokiy praktiniy uzdaviniy —
alaus kokybés kontrolé jzymioje Guin-
nesso alaus darykloje Dubline. Joje
1899 metais pradéjo dirbti Oxfordo
universitete chemijos ir matematikos
studijas baiges Williamas Gossetas
(1876- 1937).

Taciau statistika jaunas aludaris
uzsiéme ne iSkart. Norédamas jgyti
savo darbui reikalingy ziniy 1906
metais Williamas Gossetas pradéjo

Williamas Gossetas (1876-1937) studijas Karlo Pearsono laboratori-

joje. Tuomet jis ir pradéjo pub-
likuoti statistikos mokslo straipsnius. Tac¢iau nors Gossetas minimas kiekvien-
ame statistikos vadovélyje, jo pavardés ten nerasite. Uztat rasite Studento
skirstinj, Studento testa (dazniau vadinama t-testu). Tas Studentas ir yra
Gossetas, Siuo vardu jis skelbdavo savo mokslinius straipsnius, nes Gui-
nesso darbuotojams buvo draudziama skelbti savo tyrimus, kuriais (kas zino!)
galéty pasinaudoti konkurentai. Nors Gossetas ir gilino zinias Pearsono lab-
oratorijoje, jo bendraminc¢iu jis netapo. Viena vertus biometrika Gosseto
nedomino, kita vertus — skirtingai nuo Pearsono Gossetui Guinesso aludéje
tekdavo daryti iSvadas neturint labai didelio kiekio duomeny. Taigi jo uz-
daviniams spresti reikalingi kiek kitokie metodai nei tie, kuriuos plétojo Kar-
las Pearsonas. Gosseto sukurtas t-testas — butent toks metodas ir yra.

Williamo Gosseto metody reik§meé ne i$ karto buvo suvokta. Nesuklysime
teigdami, kad ja tinkamai jvertino kitas jzymus XX amziaus statistikas —
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Ronaldas Aylmeris Fisheris (1890-1962). Jo kelias j statistikos moksla irgi
buvo vingiuotas. Cambridge jis studijavo matematika ir astronomija. Naudo-
jimasis astronominiais duomenimis, kai butina atsizvelgti i galimas matavimo
paklaidas, jau savaime kelia statistikos uzdavinius.

Taciau baigus studijas teko galvoti ne apie
mokslo uzdavinius, o apie pragyvenima. Pa-
dirbéjes kelis ménesius Kanadoje, grizo j An-
glija, mokytojavo, prasidejus karui ketino eiti
i frontg, taciau dél silpno regéjimo nebuvo
priimtas. Tad veél teko mokyti moksleivius
matematikos ir fizikos. 1919 metais pasisekeé:
gavo net du pasiulymus statistiko vietai. Viena
i§ K. Pearsono, kita —i§ Rothamstedo eksper-
imentinés zemeés ukio stoties. Sioje stotyje
buvo atliekami ilgalaikiai bandymai ir stebe-
jimai, siekiant jvertinti trasy efektyvumg ir
pagerinti augaly derlinguma. Duomeny buvo
sukaupta daug, reikéjo juos vertinti ir daryti Ronald Fisher (1890-1962)
iSvadas.

R. Fisheris jsikuré Rothamstede ir Sitaip
prasidéjo jo statistiko karjera. Rothamstede R. Fisheris dirbo iki 1933 mety,
¢ia jis subrandino svarbias ne tik statistikos, bet ir genetikos idéjas. Jo
1925 metais iSleista knyga ,Statistiniai metodai mokslo darbuotojams* (Sta-
tistical Methods for Research Workers) tapo parankine knyga jvairiy sri¢iy
mokslininkams, per mazdaug 50 mety ji iSleista net 14 karty. Savo idéjas ir
metodus Fisheris taiké evoliucijos reiskiniams tyrinéti. Vienas i§ svarbiausiy
Sios srities uzdaviniy buvo Darvino naturalios atrankos ir Mendelio gene-
tinio paveldimumo teorijy suderinimas. Kaip jvyksta gyvybés formy pokyciai
ir kaip jie perduodami? R. Fisheris tyrinéjo Siuos klausimus naudodamas
tikimybiy teorija ir statistiky. Fisherio knyga ,(Genetiné naturalios atrankos
teorija“ (Genetical Theory of Natural Selection) tapo klasikiniu $ios mokslo
srities veikalu.

Daugelis Fisherio jvesty savoky ir pasiulyty metody tapo Siuolaikineés
praktinés ir teorinés statistikos kasdieniais jrankiais. Panagiai kaip Gossetas
Fisheris plétojo metodus, tinkanc¢ius mazesniams duomeny kiekiams.

Statistiniai duomenys i§ dangaus nenukrenta, juos reikia atitinkamu budu
igyti. Daznai duomenys gaunami atliekant bandymus. Taigi bandymy planav-
imas yra svarbus praktinio statistikos taikymo klausimas. R. Fisherio knyga
wEksperimenty planavimas“ (The Design of Experiments) irgi tapo klasika,
1935-1966 metais buvo isleista astuonis kartus.

Klausimus, kurie iskyla planuojant eksperimenta, R. Fisheris populiariai
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paaigkino straipsnyje ,Ragaujancios arbata damos matematika“ (Mathemat-
ics of a Lady Tasting Tea).

Tarkime, didele arbatos su pienu gérimo patirtj turinti ponia teigia, kad
ji vien i8 skonio gali nustatyti, ar j puoduka pirmiausia buvo jpilta pieno, o
po to arbatos, ar atvirks¢iai. Kaip nustatyti, ar ji tikrai turi tokj gebéjima?
Reikia atlikti bandyma. Patiekti tam tikra skaic¢iy puoduky su arbata ir pa-
prasyti, kad ponia pasakyty, | kuriuos puodukus pirma buvo jpilta pieno, o
po to arbatos. Suprantama, kad i$ tokio bandymo didelio duomeny kiekio ne-
gausime. Be to, bandyma tikriausiai galésime atlikti tik vieng karta. Taciau
norétume priimti labai patikima sprendima.

Pirmiausia reikia nuspresti, kiek puoduky panaudosime ir j kiek puoduky
pieno jpilsime i§ pradziy. Sekdami Fisheriu tarkime, kad j lygiai puse puoduky
pienas bus ipiltas i§ pradziy. Tarkime, kad tai zino ir bandymo dalyve. Jeigu
panaudosime tik du puodukus, tai tikimybé duoti teisinga atsakyma pa-
prasciausiai spéjant, lygi 1/2. Toks bandymas vargu ar yra pakankamas, kad
sekmingo spéjimo atveju patikétume subtiliais arbatos géréjos sugebéjimais.
O jeigu patiektume 6 puodukus ir j tris pienas buty jpiltas anksc¢iau uz ar-
bata? Tuomet tikimybé atsakyti teisingai tiesiog spéjant buty lygi 1/20,
tac¢iau jeigu manytume, kad arbatos skonio Zinovés reputacijos nesugriauna
ir viena klaida, tai tikimybé praeiti tokj testa tik spéjant (ja galima nesunkiai
apskaiciuoti iSrasius visus galimus variantus) veél lygi 1/2!

Taigi gerai pagalvoti, kaip atlikti bandyma reikia net Siuo labai paprastu
atveju.

1.12. Tikimybiy teorijos matematiniy pagrindy klausi-
mas

Matematikos teorija dazniausiai atsiranda 1§ keliy jdomiy uZdaviniy,
1§ keliy jZvalgy ir metody. Jie plétojami, tikslinami ... Tada iskyla
butinybé susisteminti, aksiomatizuoti teorijg. Kitaip tariant — turi at-
sirasty Sios teorijos Fuklidas.

XIX a. pabaigoje tikimybiy teorijos vaidmuo labai iSaugo. Mokslininkai
taikeé tikimybiy teorija tyrinédami fizikos, evoliucijos désnius, aiskindami so-
cialinius procesus. Taciau pacios tikimybiy teorijos vieta moksly visumoje
buvo neaiski. Net pagrindinés jos savokos nebuvo aiSkiai apibréztos. 1919
metais Richardo von Miseso straipsnyje apie tikimybiy teorijos pagrindus
raSoma taip: ,, ... dabartine padétj galima apibudinti tik taip: tikimybiy
teorija néra matematiné disciplina.”

Kiekvienos praktikoje taikomos matematinés teorijos raidoje iskyla du
svarbiausi klausimai: kaip grieztai apibrézti teorines savokas bei dydzius ir
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kaip Sias savokas bei dydziy reikSmes ,,jzvelgti* tikrovés reiskiniuose. Kartais
be nuoseklios teorijos Zmoneés iSsivercia labai ilgai. Pavyzdys — geometriniy
ilgiy, ploty ar turiy matavimo praktika. Kas yra kvadrato plotas? Pasakys
kiekvienas. O skritulio? Zinoma, nr?. Kodél? Nes tokia formulé. Ar
kiekvienos figuros plotui skai¢iuoti yra sava formulé, kas gi yra tas plotas?
Kas iSmano, tikriausiai pasakys — ne taip lengva paaiskinti... Ir bus visiskai
teisus. Nes patys matematikai po tukstantmetés geometriniy maty skaiciav-
imo praktikos tik XIX amziaus pabaigoje ir XX amziaus pradzioje i$ tiesy
iSsiaiskino, kas tas matas yra. DidZiausi nuopelnai Sioje srityje tenka dviems
prancuzy matematikams E. Boreliui (1871 - 1956) ir H. Lebesgue™ui (1875 -
1941).

Tad nenuostabu, kad ir matem-
atikai ilga laika skaiciavo jvykiy ti-
kimybes, jrodinéjo teoremas neturédami
aiSkaus poziurio, kas gi i§ tikryjuy
tos tikimybés yra. Kai bandymo
baigciy aibé baigtiné ir visos jos vien-
odai galimos, galima skaiciuoti palankias
ivykiui baigtis, o jvykio tikimybe
laikyti palankiy baig¢iy ir visy baigciy
kiekiy santykj. O jeigu baigtys néra
vienodai galimos? Arba jeigu jy
Richardas von Misesas (1883-1953). yra be galo daug?

Pirmajame pasauliniame kare jis buvo
karo lakunas, véliau désté aviacijos
moksly disciplinas ir, zinoma,

Matematiné teorija tik tuomet
tampa ,tikrosios matematikos” dal-

. . imi, kai sukuriama Sios srities ak-
matematika. Be to buvo labai geras ’

austry poeto R. M. Rilkés kurybos Si.or‘nz?tika., t.y.. iélvardinarpi pagrip—

7inovas. Matematikus, kurie Zino §j poeteﬁhmal objektai, juy savybes, o i§ jy

ir suvokia jo kurybos gelme, tikriausiai — naudojantis logika kaip darbiniu

galima ant pirdty suskaic¢uoti. instrumentu — iSvedamos visos ki-
tos savokos ir teiginiai.

Vienas pirmyjy tikimybiy teorija aksiomatizuoti pabandé Richardas von
Misesas (1883 - 1953). Jis doméjosi jvairiomis matematikos taikymo sritimis,
vadovavo Berlyno taikomosios matematikos institutui. Kai Vokietijos gyven-
ima pradéjo tvarkyti naciai, R. von Misesui teko iSvykti. Nepadéjo nei jo —
karo lakuno — nuopelnai I pasauliniame kare.

Savo tikimybiy teorijos aksiomatika R. von Misesas kuré pagrindiniu ob-
jektu pasirinkes begalines sekas, kurias pavadino kolektyvais. Kolektyva
galime laikyti matematiniu reiSkinio, kurj valdo atsitiktinumas, modeliu.
Pavyzdziui, simetrisko losimo kauliuko, kurios sienelés suzymétos skaiciais
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1,2,3,4,5,6, métymo bandyma atitikty Miseso ,kolektyvas®
il,ig,ig,..., ij - {1,2,3,4,5,6},

turintis tokia savybe: jeigu a;(n), 7 = 1,2,...,6, reiskia kiekj elementy
ir, = J, k < n, tai aj(n)/n — 1/6, kai n — oo. Savoka gana miglota,
veiksmai su Siais objektais, kuriuos nagrinéja Misesas, gana painus. Nenu-
ostabu, kad Miseso poziuris nesusilauké démesio. Taciau zvilgteléje i tuos
senai pamir§to straipsnio puslapius galbut geriau suvoksime kokj elegantiska
poziurj j tikimybes isdésté rusy matematikas Andrejus Nikolajevic¢ius Kol-
mogorovas (1903-1987). Jo nedidelé 1933 metais vokie¢iy kalba parasyta
knygelé ,/ Tikimybiy teorijos pagrindai“ i§ tikryjy yra pagrindai, kuriuos, nors
ir ne i$ karto, bet pripazino visi, kas tyrinéja ar taiko tikimybiy teorija. A.
Kolmogorovo poziurj neformaliai galima paaiskinti taip.

Ka reigkia surasti jvykio tikimybe?
Reiskia iSmatuoti jo galimybes jvykti.
Taigi tikimybeé yra jvykio matas.
Todeél ji privalo turéti tas pacias
pagrindines savybes, kaip pavyzdziui,
geometrinis matas. Geometrinio ma-
to teorija jau yra. Taigi paverskime
ivykius aibémis, panaSiomis j geo-
metriniy tasky aibes, o tikimybes
apibrézkime pagal geometrinio mato
pavyzdj.

Tokia yra Kolmogorovo sukur-
tos tikimybiy teorijos aksiomatikos
esmeé. Priimdami §ig ,konstitucija®

Andrejus Nikolajevic¢ius Kolmogorovas paverc¢iame tikimybiy teorija visa-

(1903 - 1987) verte matematikos sritimi, tokia kaip

geometrija arba analizée. Matema-
tikams, kuriuos domino tikimybiy teorija, Zinoma, labai palengvéjo. Taciau
tiems, kas nori taikyti tikimybiy teorija gamtos bei socialiniuose moksluose —
nelabai. Juk realiy jvykiy ,matavimo®, t.y. juy tikimybiy skai¢iavimo klausi-
mas lieka toks pat keblus kaip ir anks¢iau. Pavyzdziui, poziuris j tikimybe
kaip j mata, nei kiek nepadeda atsakyti j klausima ,kokia tikimybé, kad po
penkiasdesimt mety zmonés jrengs gamyklas Marse? “ O gal toks klausimas
i§ viso neturi prasmés? Kiek pagalvoje tikriausiai nieko nenuspresime, tac¢iau
pajusime, jog norétume, kad tokios rusies klausimai irgi buty prasmingi.

A. N. Kolmogorovas buvo vienas zZymiausiy XX amziaus matematiky.
Jis pazéré daugybe naujy idéjy, poziuriy ir rezultaty visose svarbiausiose
matematikos srityse iSskyrus skai¢iy teorija.
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Budamas septyniolikos mety A. N. Kolmogorovas jstojo j Maskvos uni-
versiteta jau turéedamas gery savarankiskai jgyty matematikos ziniy. Jau
buvo spéjes ir kiek padirbéti — traukinio konduktorium. Galbut i§ pradziy
nebuvo visiskai tikras, ar matematika jo tikrasis paSaukimas. Emési is-
torijos tyrinéjimuy, paraseé rimta darba apie mokesciy rinkima senojoje Nov-
gorodo respublikoje. Legenda pasakoja, kaip ta darbg jvertino Zinomas is-
torikas: ,Jus pateikéte vieng istorinio fakto jrodyma. Matematikoje vieno
jrodymo visiSkai pakanka, bet mums istorikams reikia bent deSimties“. Ir A.
N. Kolmogorovas atsidéjo matematikai. Nepaisant visy porevoliucinés Rusi-
jos nepritekliy Maskvos universitetas buvo nuostabi vieta studijuoti matem-
atika. Cia dirbo aukstiausio lygio matematikai, kure XX amziaus matem-
atikos pagrindus: N. N. Luzinas, P. S. Urysonas, P. S. Aleksandrovas, A. J.
Chincinas.

Dirbdamas su A. J. Chin¢inu 1924
metais A. Kolmogorovas pradéjo tikimy-
biy teorijos tyrimus. Tikimybiy teorijos
aksiomatika — tik vienas A. Kolmogorovo
tikimybiy teorijos kurinys, taciau ir jo
uztekty, kad autorius tapty Sios srities
klasiku. A. Kolmogorovo idéjy itaka ti-
kimybiy raidai didziulé — jis pratesé Mar-
kovo darbus, sukuré Siuolaikineés atsitiktiniy
procesy teorijos pagrindus...

Ir dar — kazin ar visoje matematikos
istorijoje buvo tokio lygio matematikas,
kuris buty tiek daug laiko, démesio ir
pastangy skyres gabiy moksleiviy ugdy-

mui. J[Zymiojoje matematinés krypties Jonas Kubilius, vienas pirmyjy

mokykloje Maskvoje ,, Kolmogorovo mokyk-  matematikos mokslo tyrimy

loje“ JIS Skaitydavo paskaitas turbut daz- Lietuvoje pradininky, daug mety

niau nei universitete. buves Vilniaus universiteto
Kolmogorovas kuré kazka daugiau nei rektoriumi

matematinés teorijos, Kolmogorovas kure ,Kolmogorovo visata”. Jeigu norite
suzinoti daugiau apie A. Kolmogorovo gyvenimg ir veiklg — pavartykite tink-
lalapj http://www.kolmogorov.com/

1.13. Lietuviai
Lietuvoje tikimybiy mokslo Zmoniy yra daug. Kaip gi jie atsirado?
Pirmieji tikimybiy teorijos daigai Vilniaus universitete pasirodé apie 1800
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metus. O atskirg tikimybiy teorijos kursa studentams 1830 metais buvo
pasirenges skaityti Zigmantas Revkovskis. Taciau ne kazin kiek suspéjo — uz
pagalba 1830 mety sukiléliui teko iskeliauti j Kaukaza gavus caro kariuomeneés
eilinio titulg. Ne tik Z. Revkovskio, bet, kaip zinome, ir paties Vilniaus
universiteto maistinga dvasia buvo caro tinkamai jvertinta — 1832 metais jis
buvo uzdarytas.

1919 metais lenkai atkuré Vilniaus universiteto veikla pavadine ji Stepono
Batoro universitetu, o 1922 metais lietuviai Kaune jkuré Lietuvos univer-
siteta. Abiejuose universitetuose tikimybiy teorija mazai dométasi. Tiesa,
Stepono Batoro universitete dirbo du jzymus lenky matematikai, kurie tyrinéjo
ir tikimybiy teorija: A. Zigmundas ir J. Marcinkiewiczius. Taciau tikimybiy
teorijos mokslo Lietuvoje jie, zinoma, negaléjo idiegti. Juolab, kad J. Mar-
cinkiewiczius, trisdeSimties mety Lenkijos karininkas, padéjo galva Katynéje.
Kulkos yra tiesai, talentui ir groziui labai abejingi vabzdziai.

~ Pasibaigus II pasaulinio karo tragedijai,
nusileido uzdanga. Ji, deja, buvo geleziné.
Taigi stebeéti vakary kulturos bei mokslo jvy-
kius tapo beveik nejmanoma. Tuo labiau ju-
ose dalyvauti. Taciau zvelgti j rytus nebuvo
draudziama. Zinoma, tiesa yra visur tiesa,
nesvarbu, kur spindi — rytuose ar vakaruose.
Jeigu jai leidziama spindéti. Kadangi tiksliyju
moksly tiesy tironai ar totalitariniai rezimai
| bijo maziau, arba netgi tikisi jas iSnaudoti
saviems tikslams, todél pasitaiko, kad tik-
slieji mokslai suklesti ir nepalankiomis visuomenés
raidai aplinkybémis. Sitaip galima pasakyti
ir apie Taryby Sajunga pokario deSimtmeci-

Bronius Grigelionis — ais — matematikos tyrimai buvo pasaulinio

atsitiktiniy procesy tyrimo  lygio. I tokius matematinius centrus Maskvoje

krypties Lietuvoje pradininkasir Leningrade turéjo galimybe iSvykti keli pir-

ir vadovas. mieji Vilniaus universiteto pokario mety ab-
solventai matematikai (K. Grincevi¢ius, J. Kubilius, A. Naftalevi¢ius, S. Stre-
licas). Nei vieno i§ jy neketino uzsiimti tikimybiy teorija. Arciausiai jos
atsiduré J. Kubilius iSvykes j Leningrada (dabar Sankt-Peterburgas), nes
jo mokslinis vadovas J. Linnikas (1915-1972) tyrinéjo ir skai¢iy teorijos, ir
tikimybiy teorijos bei matematinés statistikos uzdavinius. Taciau J. Kubil-
ius uzsieme skaiciy teorija ir sékmingai apgynes disertacija sugrjzo j Lietuva.

,Vienas lauke ne karys® — §is priezodis nelabai tinka mokslui. Moksle
vienas zmogus gali buti ne tik karys, bet netgi gali pranokti visg armijg.
Taciau buti vieninteliu, net ir labai geru kariu ... — tiesiog nuobodoka.
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Sugrizes i Vilniy J. Kubilius ne tik tesé savo skai¢iy teorijos tyrimus, bet
ir émeési veiklos, panasios ] A. Kolmogorovo. Plétojo ne tik savo matematines
idéjas bet ir kure salygas kitiems jsitraukti ] matematine kuryba. Be entuzi-
azmo nieko gero nesukursi, o entuziazma sukelia asmeninés sekmes, kad ir
nedidelés. Buvo pradétos rengti moksleiviy matematikos olimpiados. Ar gali
buti geresné scena patirti pirmasias matematines sekmeés ir netgi susilaukti
plojimy?

I kokias gi tyrimo sritis nukreipti
tuos jaunus Zmones, patyrusius pirmo-
sios sékmes skonj moksleiviy matem-
atikos olimpiadose, pradéjusius tikras
matematikos studijas universitete ir su-
pratusius, kad jos tik pradzia? Gaivus
pradzios jausmas — vienas didziausiy
kiekvieno tyrinétojo malonumy.

Buvo nuspresta pagrindine Lietuvoje
plétojamy matematikos tyrimy kryp-
timi paversti tikimybiy teorija. Argu-
mentai paprasti, lengvai suvokiami ir
teisingi: tikimybiy teorija idomi teoriniu
poziuriu, be to — svarbi savo taikymais. _
Taciau reikéjo ,,jsikibti®, jsitraukti j svarbiy Vytautas Statulevicius (1929-2003).

tikimybiy teorijos ir statistikos klausimy Jis buvo pasaulinio lygio tikimybiy

tyrima. teorijos srities matematikas, taip pat
I matematinius Taryby Sajungos cen- daug nuveiké organizuodamas

trus iSvyko jaunesnés kartos Zmones: tikimybiy teorijos tyrimus Lietuvoje.

Vytautas Statulevicius i Leningrada tikimybiy

teorijos studijy vadovaujant J. Linnikui, B. Grigelionis isvyko i Kijeva ir tapo
zymaus tikimybininko B. Gnedenkos aspirantu... Taip susidaré pirmosios li-
etuviskos tikimybiy teorijos mokslo Sakos, o kaip jos toliau Sakojosi — atskiry
studijy verta tema.’

Kai geleziné uzdanga surudijo ir subyréjo, Lietuvos matematikams at-
sivere ir vakary erdve. Daug Lietuvoje iSaugusiy tikimybiy teorijos specialisty
dirba jvairiy Saliy mokslo centruose.

O Lietuvoje nuo 1973 mety kas 5 metai vyksta tradiciné tarptautiné
tikimybiy teorijos ir statistikos konferencija. Tai viena svarbiausiy Sios sri-
ties konferencijy. Pries kelis desimtmecius ji teiké unikalig galimybe susitikti
vakary ir ryty Saliy mokslininkams tyrinéjantiems tikimybiy teorijos moksla.
Apie §io mokslo pagrindus skaitykite jau kitame §ios knygos puslapyje.

5Igsamia apZvalgg galima rasti knygoje ,,Matematika Lietuvoje po 1945 mety“. Matem-
atikos ir informatikos institutas, 2006.
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1.14. Klasikinis tikimybés apibrézimas

Klasikinis — vadinasi, pripazintas, pagrindinis, pavyzdinis. Galima jj
taikyti, ieskoti apibendrinimy, galima juo remtis arba neigti ...

Palyginkime du bandymus. Pirmasis: metame simetriSka monetga ir uzsi-
raSome, kas atvirto — S jeigu skai¢ius (sékmé), N — jeigu herbas (nesékmé).
Antrasis: nuéje iki gatveés kampo zvilgterkime, ar uz jo kartais nesislapsto
lokys. Jeigu jis ten yra — uzsiraSome S (sékmé), jeigu ne — uZsiraSome N
(nesékmé). Abu bandymai turi po dvi baigtis, kurias net zZymime vienodai:
Q= {5, N}. Kuo gi vis délto skiriasi 8ie bandymai? Tai ai§ku kiekvienam:
abi pirmojo bandymo baigtys yra lygiavertés, kitaip tariant — vienodai gal-
imos. O antrojo — antroji baigtis zZymiai daznesné. Taciau ir pirmoji kartais
gali pasitaikyti, jeigu mieste yra zoologijos sodas arba cirkas.

Siame skyrelyje nagrinésime bandymus, kurie turi baigtinj kiekj baig¢iy ir
visos jos vienodai galimos. Tokiy bandymy pavyzdziai: simetriskos monetos
(arba simetrisko kauliuko) metimas vieng ar daugiau karty, egzamino bilieto
traukimas i pateikto rinkinio, kokios nors loterijos laimétojo parinkimas
atsitiktinai traukiant laiska iS Susnies...

Kartais reikia Siek tiek pagalvoti pries darant iSvada, kad baigtys vienodai
galimos. [sivaizduokime, kad bandymas — dviejy simetrisky losimo kauliuky
metimas. Tarkime, buvo nuspresta baigtimi laikyti atvirtusiy akuciy sumg.
Taigi bandymas turi vienuolika baigciy, kurias galima uzraSyti skaiciais 2,
3,...,12. Ar galime teigti, kad jos vienodai galimos? Zinoma, ne, nes pavyzdziui,
gauti suma, lygia 4 yra trys galimybeés, o gauti 3 — tik dvi.

Taigi nagrinékime bandyma, kurio baigc¢iy aibé sudaryta i§ n vienodai
galimy baigciy:

Q= {wi,ws,...,w,}.

Kitus su bandymu susijusius jvykius vaizduojame Sios aibés poaibiais. Kuo
daugiau palankiy baig¢iy turi jvykis A, tuo daugiau jis turi galimybiy atlikus
bandyma jvykti, t. y. tuo jis tikétinesnis.

Susitarsime baigtinés aibés B elementy skai¢iy zymeéti |B|. PavyzdZiui,
1{12,38,45}| = 3.

Dabar jau galime apibrézti jvykio tikétinumo mata, kitaip tariant tikimybe.

Klasikinis apibrézimas

1 apibrézimas. Jeigu bandymo baigciy aibé ) yra baigtiné, o
visos baigtys yra vienodai galimos, tai jvykio A C §2 tikimybe vadinsime
skaiciy

_ 4]

P(A) = 5
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Sis apibrézimas vadinamas klasikiniu. Mazdaug prie$ keturis Simtus mety
pirmasis ji pradéjo naudoti italy matematikas J. Cardano.

Jeigu parduotuveés lentynoje iSrikiuota n = 10 stikliniy vazy ir m = 4 i8
ju nezymiai jskile, tai renkantis vaza atsitiktinai, jvykio

A = {nusipirksime jskilusia vaza}

tikimybe lygi
m 2
n
Kokiy ziniy apie vazy pirkimg suteikia §is skaic¢ius? Ka jis reiskia praktiskai?
Jeigu tokiomis aplinkybémis po vaza nusipirks, tarkime, N = 100 pirkéjy,
kiek i§ jy parsines namo jskilusias? Niekas negali atspéti tikslaus skaic¢iaus.
Taciau jeigu teigsime, kad mazdaug N - P(A) = 40, labai tikétina, kad mazai
apsiriksime.

Figuros plotas yra jos didumo matas, o jvykio tikimybé — jo galimybiy
ivykti atlikus bandyma matas. Abu matai turi nemazai ty paciy savybiy.

1 teorema. ‘Tegu bandymo baigciy aibé yra baigtiné ir visos baigtys
yra vienodai galimos. Tada su Siuo bandymu susijusiy jvykiy tikimybés turi
Sias savybes:

1. bet kokio jvykio tikimybé yra intervalo [0; 1] skaicius, t. y. bet kokiam
ivykiui A teisinga nelygybé 0 < P(A) < 1.

2. negalimojo jvykio tikimybé lygi nuliui, o butinojo — vienetui:

P@) =0, P(Q) =1,

3. jvykio A ir jam priesingojo jvykio A tikimybés susije lygybe

P(A) =1 P(A).

éiq savybiy jrodymas beveik akivaizdus. Vis délto — jsivaizduokite, kad
jusy kas nors paklausé: o kodél Sie teiginiai teisingi? Sugalvokite jtikinamus
paaiskinimus.

Klausimai

1. Zodyje AMERIKA yra Sesios skirtingos raidés. Bandymas: atsitiktinai
iSbraukiama viena raidé. Jeigu baigtj Zymeésime iSbrauktajg raide, tai baigcCiy aibe
sudarys SeSios baigtys. Ar tokiam bandymui galima taikyti klasikinj tikimybés
apibrézimag?
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A) Galima taikyti.

B) Negalima, nes baig¢iy aibé neteisingai apibrézta.

C) Nors baigciy aibé apibrézta teisingai, taciau baigtys néra vienodai galimos,
todél klasikinis tikimybés apibrézimas netinka.

2. Simetriskos monetos pusés pazymétos skaiCiais 0 ir 1. Moneta metama du
kartus. Baigtis — skaiciy ant atvirtusiy pusiy suma. Tada baigciy aibé Q = {0, 1,2}.
Ar tokiam bandymui galima taikyti klasikinj tikimybés apibréZima?

A) Negalima taikyti, nes baigtys néra vienodai galimos.

B) Galima taikyti.

C) Galima taikyti, taciau ne visiems jvykiams.

3. Urnoje yra 10 rutuliy, vieni jy balti, kiti juodi. Bandymas — atsitiktinis
rutulio traukimas i urnos. Jvykio, kad bus iStrauktas baltas rutulys, tikimybé yra
keturis kartus didesné uz siam jvykiui priesingo jvykio tikimybe. Kiek balty rutuliy
yra urnoje?

A) 9.

B) 8.

C) Tokia padétis néra jmanoma.

Atsakymai
1. C 2. A. 3. B.
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1.15. Keli pavyzdziai

Taikant klasiking tikimybiy apibréZimg kartais tenka nemazai skaiciuo-
ti. Ne visada skaiciavimo ,ant pirsty” jgudziy pakanka.

Norédami pritaikyti klasikinj tikimybeés apibrézima, turime suskaic¢iuoti,
kiek i§ viso yra bandymo baigc¢iy ir kiek yra nagrinéjamam jvykiui palankiy
baigciy. Daznai tai pavyksta padaryti pritaikius visai paprasta skai¢iavimo
taisykle.

Tarkime, kokius nors savo daiktus (pavyzdziui, CD ploksteles) norime
suzymeti skaitmens ir raidés poromis. Skaitmenis rinksime i§ aibés S =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, o raides — i§ aibés R = {A, B, C, D}, taigi |S| = 10,
|R| = 4. Kiek skirtingy daikty galime tokiomis poromis pazyméti? Atsaky-
mas kone akivaizdus. Kad buty visiskai akivaizdus, surasykime visus zymenis
1 lentele:

0 1 2 3 4 3 6 7| 8 9
AO | A1 | A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | AT | A8 | A9
BO | Bl | B2 |B3|B4|B5|B6|B7|B8| B9
Co[C1|C2]C3]C4|C5|C6|CT|C8|CY
DO | D1 | D2 | D3 |D4|D5|D6|D7|D8|D9

QW=

Taigi i§ viso galime sudaryti |S| - |R| = 10 - 4 = 40 skirtingy pory. Zinoma,
skaiciai ir raidés Siame pavyzdyje tik tarp kitko. Pora galime sudaryti ir i$
bet kokiy kitokiy objekty.

Daugybos taisyklé

2 teorema. Tegu aibéje U yra M, aibéje V' — N elementy, o pora
sudarome pirmajj elementa rinkdami is aibés U, antrajj is aibés V. Tada
iS viso Sitaip galime sudaryti M - N skirtingy pory.

Jeigu teorema, turi buti ir jrodymas. Taciau pasitenkinkime nuojauta:
pory lentelé — beveik jrodymas.

Daznai tenka galvoti ne apie elementy poras, bet ilgesnes eiles. Skaiciuoti,
kiek jy yra, irgi galime naudodamiesi daugybos taisykle.

Bendroji daugybos taisyklé

3 teorema. ‘Tegu aibése Uy,Us, ..., Uy yra atitinkamai Ny, No, ..., Ni
elementy, o elementy eile sudarome rinkdami pirmajj is aibés Uy, antrajj
is Uy ir t.t. Tada Sitaip galime sudaryti i§ viso

N, -Ny--- N,

k ilgio elementy eiliy.
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Aibés Uy, U, ..., Uy nebutinai skirtingos. Visus elementus galime rinkti
i§ tos pacios aibés U. Galime jsivaizduoti, kad elementai — tai suzymeéti
skaiciais rutuliai urnoje. Parinke elementg uzsiraSome jo numerj, o elementa
graziname atgal. Tada vél renkame i$ naujo. Jeigu aibé¢je U yra N skirtingy
elementy, tai Sitaip sudaryta k£ elementy eile vadiname gretiniu i§ N po £
elementy su pasikartojimais.® Tokiy gretiniy i§ viso yra

N-N-..-N=NF
k

1 pavyzdys. Kauliuko métymas

Simetriska losimo kauliuka metame keturis kartus. Kokia tikimybeé, kad
antrajame ir ketvirtajame metimuose atvirs lyginis, o pirmajame ir trecia-
jame — nelyginis akuciy skaicius?

Pradéti reikia nuo bandymo baigties apibrézimo. Jeigu po kiekvieno
metimo uzsirasysime atvirtusiy akuciy skaiciy, tai gautasis skaiciy ketver-
tas

w = (wy,wq,w3,wy), w; €{1,2,3,4,5,6},

ir nusakys baigtj. Taigi bandymo baigtis — gretinys iS 6 elementy po 4 su
pasikartojimais. I8 viso yra |2 = 6-6-6-6 = 6! bandymo baig¢iy. Kokios
baigtys palankios mums rupimam jvykiui A? Ir jas galime suskai¢iuoti naudo-
damiesi daugybos taisykle. IS tiesy, wq, ws reikia parinkti i$ nelyginiy skaiciy,
0 Wy, wy i8 lyginiy skai¢iy (ne didesniy uz 6) aibés. Taigi |A] =3-3-3-3 = 3%,
ir

2 pavyzdys. Ir vél kauliukas

Simetriska logimo kauliuka metame keturis kartus. Kokia tikimybeé, kad
nors karta atvirs Sesios akutés?

Bandymo baig¢iy skaic¢ius tas pats kaip nagrinétame pavyzdyje: || = 6%.
Taciau dabar mums rupimo jvykio

A = {nors karta atvirs Sesetukas}

palankiy baigciy skaiciy kiek kebliau surasti. IS tiesy, juk SeSetukas gali
atvirsti ne viena, bet daugiau karty. Kai jvykis yra sudétingas, verta pana-
grinéti prieSingajj jvykj. Galbut jis paprastesnis? Musy atveju prieSingas

6Prisimine algebros sgvokas galime sakyti: gretinys su pasikartojimais tai Dekarto san-
daugos U x U x - x U elementas.
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jvykis yra toks: A = {Sefetukas neatvirto nei karto}. Skai¢iuokime priegin-
gajam jvykiui palankias baigtis w = (wy, we, w3, wy). Skaiciai w; gali buti bet
kokie, isskyrus 6. Vel turime gretinj su pasikartojimais, tik dabar i§ 5 po 4
elementus. Taigi |A| = 5% ir

P(A) =1-P(A)=1— (2)4

Jeigu sudarydami gretinj parinktyjy aibés U elementy nebegrazinsime
1 aibe, tai gausime gretinj i§ skirtingy elementy. Jeigu aibéje U yra N
elementy, o iS jos be grazinimo renkame ir rikiuojame j eile k£ elementy, tai
gautaja eile vadinsime gretiniu i§ N po k£ elementy be pasikartojimy.
Pazymékime jy kiekj A%, éi skaiciy taip pat galime surasti naudodamiesi dau-
gybos taisykle. IS tiesy, pirmajj elementa galime parinkti /N budais, antrajj
galime rinktis i$ vienu elementu maziau turincios aibés ir t. t.

Gretiniai be pasikartojimy

4 teorema.

Tarkime, rinksime elementus tol, kol nebebus ko rinkti, t. y. k& = .
Tada gautasis gretinys bus tiesiog visy aibés elementy eilé, o skaitius A%
lygus galimybiy isrikiuoti visus elementus j eile skaiciui. Taigi N elementy j}
eile galime surikiuoti

ANY=N-(N-1)---2-1=N!

budais.

3 pavyzdys. Kortos is kaladés

Is 52 korty kaladés atsitiktinai iStraukiamos 5 kortos. Kokia tikimybeé,
kad visos iStrauktosios kortos bus bugnai?

Isivaizduokime, kad kortas traukiame vieng po kitos ir rikiuojame j eile.
Si eilé ir yra bandymo baigtis. Taigi bandymo baigtis — gretinys i 52 po 5
be pasikartojimy. I viso baig¢iy yra || = 5251 -50 - 49 - 48. Jvykiui A =
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{visos istrauktosios kortos bugnai} palankios baigtys — gretiniai, sudaryti i3
skirtingy bugny korty. Jy skaiciy irgi galime greitai apskaiciuoti:
13-12-11-10-9 11

Al=13-12-11-10-9, P(A) = — ~ .
Al =13 0-9 P = 55 51504948 ~ 30081 = 0003

Tikimybé gauti visas bugny kortas labai maza; tokia sékmé pasitaiko maz-
daug tris kartus is 10000.

Kokia tikimybe istraukus penkias kortas gauti lygiai viena bugny korta?
Pazymeékime §j jvyki B. Bugny korta gali buti pirmoji, antroji ir t. t. Taigi
ivykiui B palankiy baigciy bus:

|B|=13-39-38-37-36+39-13-38-37-36+...=5-13-39-38-37-36.

Tada 51339383736
P(B)="""""""2 "1 % ~0,411.
52-51-50-49-48
Ivykis B jvyks mazdaug keturis kartus i§ deSimties bandymy! O kokia
tikimybe, kad iStrauke penkias kortas gausime lygiai du bugnus? Kiek pa-
svarste suprasime, kad Siam jvykiui palankiy baigciy skaiciy tiesiogiai skaici-
uojant nustatyti kiek sunkiau. Todél paieskokime kito, paprastesnio budo.

Tarkime, aibéje yra n elementy, o mes norime surasyti visus gretinius po
k (1 < k < n)is sios aibés elementy. Kiek jy yra, jau zinome:

Aﬁ:@-(n—1)~(n—2)~-(n—/{:+1).

k

Sudarydami gretinius galime elgtis Sitaip: pirmiausia pasirinkime £ skir-
tingy aibés elementy ir sudarykime visas pasirinktyjy elementy eiles (gre-
tinius). I8 viso jy bus k!. Po to pasirinkime nauja poaibj i§ k£ elementy ir vél
sudarykime gretinius. Gretiniai, sudaryti i§ skirtingy poaibiy elementy, bus
butinai skirtingi. Kiek skirtingy poaibiy i$ k£ elementy galime sudaryti, jeigu
elementus galime rinkti iS n elementy turincios aibés? Pazymékime §j dydj
Ck. Tada

Deriniai

G MG S A (et Bl

(n—k+1)
BT k- (k—1) |

)
k—2) -1

w<hw>w
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Poaibj, sudaryta parinkus £ elementy i$ n elementy turincios aibés, vadin-
sime deriniu i§ n po k elementy. I§vedéme deriniy skaiciaus formule, ku-
rios daznai prireiks. Kai n ir k£ nedideli, deriniy skai¢iy apskaiciuoti lengva.
Pavyzdziui,

10-9-8 . 10-9---4

C¥ = ——— =120, C

— = 120.
3.2-1 w=7.6...3.2.1

Gavome, kad C3, = C7,. Tai ne atsitiktinumas.

Tris elementus iS deSimties galime parinkti taip: papraSykime, kad kas
nors pasirinkty septynis iS deSimties, o mes pasirinkime likusius. Yra tiek
pat budy pasirinkti tris elementus i deSimties, kiek — septynis i$ deSimties.
Si taisyklé teisinga ir bendruoju atveju:

Ch=Cr* 0<k<n

Kai & = 0, gauname C° = C" = 1. Visus elementus galime pasirinkti tik
vienu budu, nieko nepasirinkti — irgi vienu.
O dabar grjzkime prie pavyzdzio.

4 pavyzdys. Kortos i§ kaladés

Is 52 korty kaladés atsitiktinai iStraukiamos 5 kortos. Kokia tikimybeé,
kad i§ jy lygiai dvi kortos bus bugny?

Dabar jsivaizduokime, kad visos penkios kortos traukiamos ne po viena,
bet i§ karto. Taigi baigtis — derinys i§ 52 po 5. Baig¢iy i$ viso yra |Q| = C%,.
Ivykiui C' = {lygiai dvi kortos bus bugny} palankios tos baigtys (deriniai),
kuriose yra dvi bugny kortos. Bugny kortas galime parinkti C% budais, o
likusias tris — C3, buidais. Pasinaudoje daugybos taisykle gausime

cz - C3 9139
_ 2 p _ ~i13 Y39
|C| 013 0397 (O) 0552 3320

~ 0,274.

5 pavyzdys. Rutuliai i§ urnos

Uzdavinj apie kortas galime suformuluoti visai neminédami korty. Tegu
urnoje yra N balty ir M juody rutuliy (arba jeigu norite — gaminiy partijoje
N gery ir M brokuoty). Atsitiktinai traukiame k rutuliy. Kokia tikimybé,
kad tarp juy bus lygiai n balty?

Atsakymas, zinoma, priklauso nuo dydziy reikSmiy. Jeigu, pavyzdziui,
n > N, tai galime be skai¢iavimy teigti, kad tikimybé lygi nuliui. Tikimybeé
iStraukti n balty rutuliy nelygi nuliui, jei

max(0,k — M) <n < min(k, N).
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éi@ salyga zodziais galima paaiskinti taip: negalime iStraukti daugiau balty
rutuliy nei traukiame; taip pat — nei yra urnoje. Kita vertus, jei traukiame
rutuliy daugiau nei yra juody, tai bent k— M balty rutuliy tikrai iStrauksime.
Bandymo baigtis — derinys i§ N + M po k elementy. Taigi [Q = C%_ ;.
Ivykiui
A = {istrauksime lygiai n balty rutuliy}

palankias baigtis suskaiciuosime irgi naudodamiesi deriniais:

n k—n
4=y - O, pay= oG
CNim

Nagrinédami pavyzdzius, skai¢iavome dydzius C)". Jie labai daznai pa-
sitaiko jvairiuose sarySiuose ir turi daug savybiy. Vieng i§ jy jau nustatéeme:
C = O™, Dar §iek tiek patyrinékime.

Tarkime, i§ n elementy aibés reikia parinkti m elementy poaibj. Parinkime
vieng elementa ir atidékime jj j Salj. Rinkdami m elementy, galime atidétajj
elementga jtraukti i poaibj, galime nejtraukti. Jeigu itraukiame, tai likusiuo-
sius m — 1 elementg turésime parinkti i§ n — 1 elemento, tokiy galimybiy yra
C™t. Jeigu atidétojo elemento nejtrauksime j poaibj, tai bus C™ ; galimybiy
sudaryti poaibj. Taigi

o = O+ Oy (2)

O dabar j salj atidékime ne viena, bet k, 1 < k < n elementy, tada liks
n — k elementy. Rinkdami m elementy poaibj i§ atidétosios grupelés ga-
lime neimti nei vieno, galime imti viena, galime daugiau elementy. Jeigu i$
atidétosios grupelés neimame nei vieno elemento, tai poaibj galésime parinkti
C™ , budais. Vieng elementay i$ atidétyjy galésime parinkti C} = k budais, o
likusiuosius m — 1 elementus C'™,' budais. Taigi galésime sudaryti CfC™}!
skirtingy poaibiy. Atitinkamai rinkdami 2 elementus i$ atidétyjy galésime
sudaryti C2C™% poaibiy. Sitaip samprotaudami gauname tokj (2) lygybés

apibendrinima:
m

=Y _clor).
§=0
Beje, §i lygybé teisinga su visomis sveikomis neneigiamomis 0 < & < n,m,n
reikSmemis.
Prisiminkime (arba jrodykime), kad dydziai C" — dvinario laipsnio koe-
ficientai:
(a+b)"=C%" +Cla™ o+ ...+ C™a™" ™ + ...+ C'a".

O dabar keletas uzdaviniy - jégoms isbandyti.
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Uzdaviniai

1. Losimas su simetriska moneta: jeigu mesta moneta atvirsta herbu, pirmasis
zaidéjas gauna taska, jeigu skai¢iumi — antrasis. Kokia tikimybé, kad po keturiy
metimy bus lygiosios? Kokia tikimybé, kad po penkiy metimy vienas is zaidéjy
turés vieno tasko persvara?

2. Muzikos grotuvo grojaraStyje — n muzikiniy kuriniy, kurie grojami atsitik-
tine tvarka. Tas pats kurinys gali buti grojamas pakartotinai. Kokia tikimybeé, kad
pirmasis pagrotas kurinys vél bus pagrotas m-uoju, taciau ne anksciau?

3. Muzikos grotuvo grojarastyje — n muzikiniy kuriniy, kurie grojami atsi-
tiktine tvarka, taCiau tas pats kurinys negali buti grojamas i§ eilés du kartus.
Kokia tikimybeé, kad pirmasis pagrotas kurinys vél bus pagrotas m-uoju, taciau
ne anksc¢iau?

4. Fotografijy parodai pateikta n fotografijy, m i§ ju — peizazai. Nuspresta
nuotraukas sukabinti atsitiktine tvarka. Kokia tikimybé, kad visi peizazal bus su-
kabinti vienas po kito?

5. Ta patj rinkinj i§ n SMS Zinuciy gavo m Zmoniy. Kiekvienas i§ jy vieng
iStryné neperskaites. Kokia tikimybé, kad bent du Zmonés iStryné ta pacia zinu-
te?

6. [ vienos jstaigos laukiamaji vienas po kito suéjo n Zmoniy. Tadiau jie
aptarnaujami ne is eilés, bet atsitiktine tvarka. Kokia tikimybé, kad pirmasis atéjes
bus aptarnautas m-uoju?

7. Namo auksty skaicius n, liftu vaziuoja m zmoniy. Kiekvienas gali islipti
bet kuriame aukste. Kokia tikimybé, kad lygiai du Zmonés islips viename aukste,
o likusieji islips po viena?

8. Keista kelioné: kiekvieng minute Zmogus Zengia Zingsnj arba j kaire, arba
i desine. Kryptj jis pasirenka visiskai atsitiktinai. Kokia tikimybé, kad po 2m
minuciy jis gris j ta pacia vieta, i§ kurios pajudéjo?

9. Trys beveik vienodo ilgio gatvés sudaro trikampj, jos kertasi taskuose
A,B,C. Is tasky A ir B atsitiktinai pasirinke kryptis vienu metu iSkeliauja du
draugai. Jeigu nesusitinka, tai gatviy sankirtos taskuose atsiduria vienu metu ir
vél atsitiktinai pasirinke vieng i§ dviejy galimy krypciy keliauja toliau. Kokia
tikimybé, kad po n tokiy kelionés etapuy jie vis dar bus nesusitike?

10. Duryse yra du uzraktai, rakinami skirtingais raktais. Rakty rySulyvje yra
n rakty, juos bandome atsitiktinai: pasirenkame rakta ir patikriname, ar jis tinka
kuriam nors uzraktui. Jau iSbandytas raktas pakartotinai nebebandomas. Kokia
tikimybé, durys atsidarys, kai bandysime m-ajj rakta?
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Atsakymai

1. 3/8ir5/8. 2. Jein =5,m = 4, tai tikimybé 16/125. 3. Jei
n = 5,m = 4, tai tikimybé 3/16. 4. Jein = 10,m = 4, tai tikimybé 1/30.
5. Jein = 6,m =4, tai tikimybé 13/18. 6. Jein = 10, tai tikimybé 1/10.
7. Jein = 10,m = 5, tai tikimybé 504/1000. 8. Jei m = 4, tai tikimybé
35/128. 9. Jein =5, tai tikimybé 1/32.  10. Jein = 10, m = 5, tai tikimybé
4/45.

1.16. Geometrineés tikimybeés

Kai joyks sudaranciy lygiaverciy baigciy suskaiivott negmanoma — ga-
lima bandyti kitus matavimo budus. Mokame matuoti ir skaiciuvoti il-
gius, plotus, turius... Kqg moki — visuomet pritaikas!

Norédami skai¢iumi iSreiksti geometrinés figuros diduma, skai¢iuojame
jos plota. Norédami skai¢iumi iSreiksti jvykio tikétinuma, skai¢iuojame jo
tikimybe. Kartais 8i tikimybé reiskiama geometriniais dydziais: ilgiu, plotu,
turiu.

6 pavyzdys. Sustojes laikrodis

Kai elektroninio laikrodzio baterijos iSsikraus, jis sustos. Kokia tikimybe,
kad tai atsitiks, kai valandy rodyklé bus tarp 2 ir 3 valandos?

Neabejoju, kad atsakyma jspéjote i§ karto: tikimybeé lygi % Kaip gi
pagristume savo nuomone?

Tarkime, laikrodis yra skritulio formos, taigi valandy rodyklé kiekvienu
metu yra nukreipta j vieng padaly apskritimo taska. Laikrodis gali sustoti
bet kuriuo metu. Bandymo baigtj vaizduokime tuo tasku, i kurj laikrodziui
sustojus liko nukreipta valandy rodyklé. Taigi baigéiy aibé €2 — apskritimo
tasky aibé, o A = {laikrodis sustojo tarp 2 ir 3 valandos} palankios baigtys
sudaro lanka, jungiantj Siy valandy padalas. Kyla naturali mintis jvykio A
tikimybe reiksti geometriniy ilgiy santykiu:

_ lanko A ilgis 1

P(A) - = (3)

Q ilgis

Siame pavyzdyje panaudojome kitokj nei klasikinis tikimybés apibrézima.
Nustatykime, kokiems bandymams jj galima taikyti.
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Geometrinis tikimybés apibrézimas

Tegu bandymo baigtys vaizduojamos geometrinés srities () taskais, visos
baigtys yra lygiavertés, o sritis {2 turi nenulinj ir baigtinj geometrinj mata
(ilgi, plota ar turj). Tada susijusio su bandymu jvykio A C € tikimybe
vadinsime skaiciy

geometrinis A matas

P(A)

geometrinis ) matas’

Cia geometrinis matas reiskia ilgj, plota ar turj.

Nesunku jsitikinti, kad jvykiy tikimybiy savybeés, kurias iSvardijome skyre-
lyje ,Klasikinis tikimybeés apibrézimas®“, teisingos ir geometrinio tikimybeés
apibrézimo atveju.

Panagrinékime daugiau geometrinio tikimybés apibrézimo taikymo pa-
vyzdziy.

7 pavyzdys. Draugy susitikimas

Du draugai pazadéjo paskambinti tre¢iajam tarp pirmos ir trecios valan-
dos. Kokia tikimybeé, kad laikotarpis tarp pirmojo ir antrojo skambuciy bus
ne ilgesnis uz 15 minuciy?

Bandymas baigsis, kai bus paskambinta antrajj karta. Pavadinkime pirmajj
drauga A, o antrajj — B. Jeigu A skambucio momenta pazymeésime x4, o B
skambuc¢io momenta xp, tai iy skai¢iy pora w = (x4, xg) ir bus bandymo
baigtis. Galime laikotarp] nuo pirmos iki trec¢ios valandos sutapatinti su
skai¢iy intervalu [0;2], tada za,zp galés igyti bet kokias reikSmes i§ §io
intervalo. Plokstumoje ivede Dekarto koordinaciy sistema, skaiciy pora w
galésime pavaizduoti plokstumos tasku. Kokig plokstumos tasky aibe sudarys
visos galimos bandymo baigtys? Atsakymas paprastas — kvadrata, kurio
krastineés ilgis lygus 2. O dabar pabandykime pavaizduoti jvykj

U = {laikotarpis tarp skambuciy bus ne ilgesnis kaip % valandos}.

Kad baigtis w = (za,zp) buty palanki U, skambu¢iy momenty skirtumo
modulis turi buti ne didesnis uz }L, t. y.

1

U= {(J;A,x3> D|ea —xp| < Z}

Pavaizduokime jvyki U plokstumoje. Taigi jivykio U tikimybe lygi uzbruks-
niuotos srities ir viso kvadrato ploty santykiui. Lengviausia apskaic¢iuoti uz-
bruksniuotos srities plota, suradus neuzbruksniuoty trikampiy plotus (tri-
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kampius suglaude, gausime kvadrata!) ir §j plota atémus i§ kvadrato ploto.

B By
2 2 Ip —Xpa = 0.25
za—xp = 0.25
0 2 ;A 0 2 ;A
Gauname 2 172 1
P pr— —_ ’ = — % 2 4
() 92 61 = 0%

Siame pavyzdyje bandymo baigtis vaizdavome plok§tumos taskais, o jvykio
tikimybe reiskéme ploty santykiu. Panagrinékime bandyma, kurio baigtims
pavaizduoti prisireiks erdves tasky.

8 pavyzdys. Uzdavinys apie trikampj

Atsitiktinai parenkamos trys atkarpos, kuriy ilgiai — intervalo [0; 1] skai¢iai.
Kokia tikimybé, kad i§ atkarpy galésime sudéti trikampj?

Viska lemia parinktyjy atkarpy ilgiai. Pazymeéje juos atitinkamai x1, zo, 3
sudarysime baigt] — skai¢iy trejeta w = (1,29, x3),z; € [0;1]. Skaiciy tre-
jeta vaizduosime erdves, kurioje jvesta Dekarto koordinaciy sistema, tasku.
Pavaizdave visas galimas bandymo baigtis, gautume kuba, kurio krastineés
ilgis lygus 1. Taigi baig¢iy aibé 2 yra vienetinis kubas. Kokie jo taskai
vaizduoja baigtis, palankias jvykiui 7" = {galésime sudéti trikampj}? Kad
i§ atkarpy, kuriy ilgiai yra x1,z9,rs galétume sudéti trikampj, butina ir
pakankama, kad buty patenkintos trikampio nelygybés:

r1+ T 2 T3, X1+T3=T2, Xot+ T3>y

Panagrinékime pirmaja nelygybe. Pakeiskime nelygybés zenklg lygybés zen-
klu: x; + x5 = x3. Visi erdves taskai, tenkinantys Sig lygybe yra vienoje
plokstumoje. Plokstumai apibrézti pakanka trijy tasky. Stai jie: 0(0;0;0),
A(1;0;1), B(0;1;1). Taigi plokstuma kerta tris kubo sienas pagal jstrizaines
ir dalija kubg j dvi dalis. Viena jy — piramidé COAB, ¢ia C' zymime taska
su koordinatémis (0;0; 1). Kurie taskai tenkina nelygybe z7 + xo > x37 Ga-
lime patikrinti jstate tasko D(1;1;0) koordinates. Akivaizdu, kad $io tasko
koordinatés tenkina nelygybe. Taigi piramidés OABC tasky koordinateés
netenkina pirmosios nelygybés. Analogiskai samprotaudami atmetame dar

54



dvi piramides. Gauname, kad visas tris nelygybes tenkina briaunainio, kurio
virSuneés yra O, A, B, D, F tasky koordinatés.

z3h1 z3h1 B zsh1 B
A A E
1 1 1
T T T
1 1 1 D

Todeél

OABDE turis
~ kubo turis
Kaip apskaiCiuoti briaunainio turj? Paprasciausia surasti trijy atkirstyjy
piramidziy turius ir atimti juos i§ kubo turio:

P(T)

1-3.-1 1

UzZdaviniai
1. Vienetiné atkarpa atsitiktinai padalijama j dvi dalis. Kokia tikimybé, kad

trumpesniosios dalies ilgis bus mazesnis uz %?

2. Nuo Vyzuony iki Uzpaliy yra 9 kilometrai, o nuo Uzpaliy iki Juzinty — 17
kilometry. Jei vaziuojant i§ Vyzuony j Juzintus per Uzpalius masina dél gedimo
sustoty, kokia tikimybé, kad Uzpaliai buty arciau negu VyZuonos? Kokia tikimybé,
kad UzZpaliai buty arc¢iau negu Vyzuonos ir JuZintai?

3. Vienetiniame kvadrate atsitiktinai parenkamas taskas. Kokia tikimybé, kad
jis bus ant kurios nors jstrizainés?

4. Sudétingos formos sklypo plota buvo nutarta jvertinti keistu budu. Srityje
buvo pazymétas 1 m X 1 m dydzio kvadratas, ir is tolo sklypo link buvo métomas
akmuo. Penkis Simtus karty buvo pataikyta j sklypa, o i§ ju — 25 kartus j kvadrata.
Kaip naudodamiesi Siais duomenimis galétume jvertinti sklypo plota?

5. Atsitiktinai parenkamas rombo taskas. Kokia tikimybé, kad jis bus arciau
kurios nors virsunés negu jstrizainiy susikirtimo tasko? Galbut sprendima surasti
bus lengviau, jeigu nagrinésite atskirg rombo atvejj — kvadrata.

Atsakymai
1. 2/3. 2. 43/52ir1/2. 3. 0. 4. ~20m? 5. 1/2.
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1.17. JIvykiy algebra

Vaikai nesaugo dovanoty Zaidimo kaladéliy giliai spintoje. Jie jas
délioja, derina, konstruoja. Panasiai elgiasi ir matematikai: sukure
squokas, jie ima su jomis kg nors veikts. Taigi — vetksmai su jvykiais. ..

Kauliuko metimo bandymas turi SeSias baigtis: 2 = {wy,ws,...,ws}, ¢a
w; kaip visada zymime baigtj ,atvirto < akuciy”“. Taciau jvykiy, kuriuos galime
sieti su Siuo bandymu yra gerokai daugiau. Kiek? Kadangi jvykius vaizduo-
jame baigciy aibés poaibiais, tai ty jvykiy bus tiek, kiek galima sudaryti
baig¢iy aibés poaibiy. Yra i§ viso C§*, m = 0,1,...,6 budy sudaryti poaibj
i§ m baigciy, tai jvykiy is viso yra

Co+Ci+Ce+Ce+ Cg + Cf + Cf =25 = 64.

Ivykius sieja jvairus tarpusavio rySiai. Kadangi juos vaizduojame poaibiais,
tai aibiy veiksmus galime naudoti jvykiy rySiams nagrinéti.

Tegu Q yra bandymo baigé¢iy aibé, o A — su bandymu siejamy jvykiy
Seima, ja sudaro baigciy aibés poaibiai. Jau zinome, kad kiekvienam jvykiui
A ioje Seimoje galime rasti ,antrininka® — priesingaji jvykj A. Prie§ingojo
ivykio sudarymas yra pirmasis veiksmas, kurj pritaike i§ vieno jvykio gau-
name nauja.

Tvykius ir ju sqrysius patogu vaizduoti diagramomus. Kvadratas vaiz-
duoja butingjy jvyks §2.

Apibrésime dar du veiksmus.

2 apibrézimas. Tegu A ir B yra su tuo paciu bandymu siejami jvykiai,
t. y. jie vaizduojami tos pacios baigc¢iy aibés poaibiais. ]vykj, kurj sudaro
baigtys, palankios abiems jvykiams A, B, vadinsime jy sankirta ir Zymésime
AN B. Ivykj, kurj sudaro baigtys, palankios bent vienam i$ jvykiy A, B (gali
buti palankios ir abiems), vadinsime jy sajunga ir Zymeésime AU B.

Taigi jvykiy veiksmai — tie patys aibiy veiksmai. Nagrinédami juos galime
net neminéti jokiy bandymy ir jvykiy. Taciau kasdienéje kalboje niekas ne-
sako, pavyzdziui, taip: ,zinai, vakar jvyko toks jvykis, jis yra Stai tokios aibeés
poaibis...“ Bet ivykiy veiksmai minimi ir kasdienéje kalboje. Pavyzdziui,
sakinys ,tikékimes, kad dviratis nesuges ir nepradés lyti“ i tikryjy reiskia,
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kad tikimasi, jog jvyks dviejy su bandymu (kelione) susijusiy jvykiy sankirta
AN B, ¢ia A = {dviratis nesuges}, B = {nepradés lyti}.

Ivyki AN B galime apibrézti kaip jvykj, kuris jvyksta tada ir tik tada,
kai jvyksta abu jvykiai A, B. Ivykis A U B savo ruoztu reiskia jvykj, kuris
ivyksta, kai jvyksta bent vienas i jvykiy A, B (arba abu).

Veiksmus su jvykiais galime pavaizduoti paprastais bréziniais. Tie bréziniai
— tal tiesiog veiksmy apibrézimai be zodziy.

ANB

AUB

Jeigu visos baigtys, palankios jvykiui A yra palankios ir jvykiui B, tai A
vaizduosime B poaibiu. Tokiu atveju rasysime A C B. Taigi

ACAUB, ANnBCA, ANBCB.

Galime apibrézti ne tik poros, bet ir bet kokios jvykiy sistemos A;, As,
As, ... (netgi begalinés) sajunga ir sankirta. Begalinés jvykiy sekos A, A,, . ..
sajunga tai jvykis, sudarytas is baigciy, kurios palankios bent vienam sekos
ivykiui, o sankirta — jvykis, sudarytas i$ baig¢iy, kurios palankios visiems
sekos jvykiams.

Jeigu yra jvykiai veiksmai, tai reikia aptarti ir jy savybes. Dauguma jy
tiesiog akivaizdzios.

5 teorema. Tegu A, B,C yra su tuo paciu bandymu susije jvykiai, )
Zymime butinajj, ) — negalimajj jvykj. Teisingi Sie teiginiai:

L0=0Q Q=0, A= A;

2 0UA=A QUA=Q, INA=0, QNA=A4;

3. AUA=A ANA=A;

4. ANA=0, AUA=Q;
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5. (AUB)NC = (ANC)u(BNC);
6. AUB=ANB, ANB=AUB.

Kiek sudétingesné yra SeStoji savybeé. Taciau ir ji turety paaisketi, jei
panagrinésite jvykiy sajunga ir sankirta vaizduojancia diagrama.

9 pavyzdys. [vykiy reiskiniai

Naudodamiesi jvykiy veiksmy savybémis galime tvarkyti reiskinius su
jvykiy veiksmais. Pavyzdziui, suprastinkime jvykio D = (A U B) U C israiska.

Tai galime padaryti naudodamiesi jvykiy veiksmy savybémis taip:

D=(AUuBNC=ANB)NnC=ANBNC.

Taigi jvykis D reiskia, kad jvykis A jvyko, o jvykiai B,C — ne.

Jeigu ) yra bandymo baig¢iy aibé, tai kiekviena su bandymu susijusj jvykj
galime pavaizduoti poaibiu A C . Jvykiy Seimos A nariy ry$ius reiSkiame
naudodami prieSingo jvykio, jvykiy sankirtos ir sajungos veiksmus. Atlike
juos su Seimos A jvykiais, vél gauname $ios Seimos narius. Taigi jvykiy
Seima A turi Sias savybes;

PeA QedA,
kiekvienam A € A taip pat A € A,
bet kokiems Ay, As, ... € A taip pat N; A;, U;A; € A.

Kitap tariant — atlike veiksmus su Seimos A jvykiais, vél gauname Sios Seimos
jvykius. Tai panasu j sveikyjy skaiciy aritmetika: sudédami, daugindami
sveikuosius skai¢ius vél gauname sveikuosius skaicius.

Bandymo baigciy aibéje €2 galima parinkti daug poaibiy. DaZnai netgi
be galo daug. Taciau mes ne Siaip ketiname nagrinéti su bandymu susijusius
ivykius. Norime apibrézti ir skaic¢iuoti jy tikimybes. Kai jvykiy yra labai
daug, ar neteks kartais ,apriboti apetita“ ir nagrineéti tik dalj jvykiy? Su
tokia butinybe jau buvome susidure. Juk geometrine tikimybe apibrézéme
tik jvykiams, vaizduojamiems poaibiais, kuriy geometrinj mata galima ap-
skaic¢iuoti. Kokia taisykle vadovautis i§ visy jvykiy Seimos atrenkant tuos,
kuriuos nagrinésime? Tikriausiai sutiksite, kad buty gerai, jog nagriné¢jamuy
jvykiy Seima turéty tas pacias visy jvykiy Seimos savybes: jeigu jvykis
jtrauktas j nagrinéjamy jvykiy Seima, tai prieSingas jvykis irgi turi joje buti,
taip pat nagrinéjamy jvykiy Seimoje turi buti jvykiy sajungos bei sankirtos.
Taigi nagrinéjamy jvykiy Seimos taisykle reikia suformuluoti taip.
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Ivykiy g-algebra
Nagrinéjamy, su bandymu susijusiy jvykiy Seimai turi priklausyti
butinasis ir negalimasis jvykiai. Jeigu priklauso jvykis A, tai turi prik-
lausyti ir A. Jeigu Seimai priklauso jvykiai Ay, As, ..., tai turi priklausyti
ir visy juy sajunga bei sankirta.
Ivykiy seima A, turinti Sias savybes, vadinama c-algebra.

Kam jvykiy Seimos pavadinime reikalinga ta graikiska raidelé o (sigma)?
Galite laikyti ja ypatingy galiy zenklu, kaip kokia Serifo zvaigzde amerikiec¢iy
filme. Kartais tenka nagrinéti paprastesnes jvykiy Seimas, kuriy jvykius
jungti ar kirsti galime tik tada, kai ty jvykiy skai¢ius baigtinis. Jungiant ar
kertant begalines tokiy Seimy jvykiy sekas galime gauti jau nebe tos pacios
Seimos jvykius. Tokios jvykiy Seimos vadinamos tiesiog algebromis.

Ar daznai tenka rupintis jvykiy o-algebry sudarymu? Kol studijuojame
tik tikimybiy teorijos pagrindus — ne. Pavyzdziui, jeigu bandymo baig¢iy aibé
yra baigtiné, tai sudare o-algebra i$ visy galimy jvykiy, bédy neturésime. Kai
begaliné — visko gali buti.

Taciau o-algebros sudarymo uzdavinys yra veikiau teorinis nei prakti-
nis. Mus dominand¢iy jvykiy sistema S, nors ir nesudaranciag o-algebros,
galime papildyti iki o-algebros, itrauke naujus ivykius. Papildyti, Zinoma,
galima jvairiai. Pavyzdziui, jeigu mus domina tik vienas su loSimo kauliuko
metimu susijes jvykis A = {atvirto lyginis akuciy skaicius}, tai o-algebra
gausime jtrauke visus kitus galimus jvykius. Joje bus net 64 jvykiai. Taciau
pastebekime, kad vos keturiy jvykiy Seima

A=1{0,Q, A A}

jau sudaro o-algebra. Tai pati maziausia o-algebra, kuriai priklauso jvykis A.
Sakysime, kad ja generavo i vieno jvykio sudaryta jvykiy sistema S = {A}.
Kad ir kokia buty pradiné jvykiy sistema S, ja visada galima papildyti
iki o-algebros. Pati ,maziausia“ o-algebra, kuriai priklauso visi sistemos S
jvykiai, vadinama S generuota o-algebra.
Panagrinékime viena svarby pavyzdj.

10 pavyzdys. Borelio aibés

Tarkime, bandymo baigtys vaizduojamos skaiCiy tieses taSkais, o mus
dominanéiy jvykiy sistema S sudaro intervalai: S = {[a,b) : a < b}. Sios
sistemos generuota o-algebra vadiname skaiciy tiesés Borelio o-algebra, o jos
elementus — Borelio aibémis. Trumpai tariant Borelio aibés — tai aibeés, kurias
galima gauti i§ S intervaly juos jungiant, kertant bei taikant priesingo jvykio
sudarymo veiksma. Pavyzdziui, i§ sarySiy

o

ﬂ ab—i—l ), {a}:ﬂ[a;a%—%)

n=1 n=1
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gauname, kad uzdarieji intervalai bei i§ vieno skai¢iaus sudarytos aibés yra
Borelio aibés. Apskritai — visos skaiciy aibés, kurias dazniausiai nagrin¢jame,
yra Borelio aibés. Aibiy, kurios nepriklauso §iai Slovingai aibiy Seimai, irgi
yra labai daug, taciau jos gludi toje gudzioje tankméje, j kuriag mes paprastai
nekeliame kojos.

Klausimai ir uzdaviniai

1. Jeigu bandymo baigtis yra palanki ir jvykiui A, ir jvykiui B, tai ji palanki

A) jy sagjungai, bet ne sankirtai.

B) juy sankirtai, bet ne sgjungai.

C) ir sajungai, ir sankirtai.

2. Tegu bandymo baigciy aibé yra baigtiné, A, B yra du atsitiktiniai jvykiai,
o C=ANB. Tada

A) jvykis C visada turi daugiau jam palankiy baigciy negu A.

B) jvykis C' gali turéti tiek pat jam palankiy baigc¢iy, kiek ir jvykis A.

C) jvykio C palankiy baig¢iy skai¢ius lygus jvykiams A ir B palankiy baig¢iy
skaic¢iy sumai.

3. Jeigu A, B yra atsitiktiniai jvykiai, A C B, A # B, tai

A) AcCB.

B) B C A.

C) Tarp A ir B negalima nustatyti visais atvejais teisingo sarysio.

4. Bandymas — dviejy losimo kauliuky metimas. Nagrinékime jvykius:

A = {atvirtusiy akuciy suma lyginé},
B = {ant pirmojo kauliuko atvirto daugiau akuciy negu ant antrojo},
C = {ant kauliuky atvirtusiy akuciy skirtumas ne didesnis uz 1}.

Kada jvyksta jvykis ANBNC?

5. Bandymas — kortos traukimas i§ kaladés. Nutaréme nagrinéti tik dalj jvykiy,
kuriuos galima sieti su Siuo bandymu. Vienas is jvykiy, kurj butinai norime jtraukti
J nagrinéjamy jvykiy Seimg yra A = {iStraukta bugny korta}. Kokius dar jvykius
butinai turime jtraukti j nagrinéjamuy jvykiy sistema, kad pastaroji sudaryty alge-
bra? Ar reikia jtraukti jvykj {iStraukta vyny korta}?

6. Bandymas tas pats kaip ankstesniajame pavyzdyje — kortos traukimas
i§ kaladés. Norime, kad j nagrinéjamy jvykiy sistemg butinai jeity jvykiai A =
{istraukta bugny korta}, B = {istraukta vyny korta}. Kokius dar jvykius butinai
turime jtraukti j jvykiy sistema, kad ji buty jvykiy algebra?

7. Bandymas — vél traukiame kortg. Taciau Sjkart mus domina tokie jvykiai:
A = {istraukta bugny korta}, C = {iStrauktas tuzas}.
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Pasinaudokite jvykiy veiksmais ir iSreikskite jvykj {itrauktas tuzas, bet ne bugnuy}.

8. Tegu A, B — su tuo paciu bandymu susije jvykiai. Pasinaudokite veiksmy
su jvykiais savybémis ir jsitikinkite, kad AU (B N A) yra butinasis jvykis.

Atsakymai

1. C 2. B 3. B

4. Ant abiejy kauliuky atvirto tas pats akuciy skaicius.
5. A,0,9Q. Ne.

6. 0,Q,A,B,AUB,AUB.

7. AnC.

1.18. Tikimybiné erdve

Jei reikia atlikti darbg — butina darbo vieta ir jrankiai. Norédami
tyrinéti atsitiktinumy valdoma reisking irgi turime susikurts darbo vietq
— tam reiskiniui tinkancig tikimybine erdve.

Isivaizduokime tris bandymus. Pirmasis: metame moneta, pavyzdziui,
5 kartus ir rasome rezultaty eilute (S jei atvirto skaicius, H — jei herbas).
Antrasis: métome moneta, kol pagaliau atvirsta herbas. Treciasis: i§ inter-
valo I = [0;1] atsitiktinai parenkame skaiciy. éiq bandymy baigciy aibés
tokios:

O, = ={SSSSS,HSSSS,..., HHHHH,
O, = ={H,SH,SSH,SSSH,...,SSS..},

Visas pirmojo baigtis galime sunumeruoti, prireiks tik || = 2° = 32 skai¢iy.
Antrojo bandymo baigtis irgi galime sunumeruoti. Begalinei sekai galime
priskirti nulj, o kitas baigtis numeruoti naturaliaisiais skaiciais. Tada kiekviena
baigtis turés savo numeri. O Stai trec¢iojo bandymo baig¢iy nejmanoma
sunumeruoti. Tuo §is bandymas i§ esmés skiriasi nuo dviejy pirmuyjy.

3 apibréZzimas. Jeigu aibés elementus galime sunumeruoti, ja vadin-
sime diskrecdigja.

Apibrézus bandymo baig¢iy aibe reikia nuspresti, kokia su bandymu susi-
jusiy jvykiy Seima nagrinésime. Jau zZinome, kad visais atvejais reikia laikytis
tos pacios taisyklés — jvykiy Seima turi sudaryti o-algebra. Kai bandymo
baigéiy aibé diskreti (kaip pirmuyjy dviejy bandymy atveju), galime imti
visus galimus jvykius ir nesukti sau galvos. Taciau gerokai gali tekti pa-
galvoti kaip apibrézti jvykiy tikimybes. Konkretus apibrézimas priklauso
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nuo paties bandymo ir nuo baig¢iy aibés rusies. Pavyzdziui, apibrézimai, tin-
kantys, kai baigciy aibé diskreti, bus visai nepritaikomi atvejams, kai baigciy
sunumeruoti negalima. Jeigu paliktume visiska apibrézimy pasirinkimo laisve,
galétume susilaukti tikros painiavos. Tikimybeémis gali buti pavadinti visiskai
skirtingas jvykiy savybes atspindintys dydziai! Kad taip neatsitikty, reikia
siek tiek apriboti apibrézimy laisve, t. y. butina nustatyti kokias bendras
savybes privalo turéti jvairiai apibréztos jvykiy tikimybés. Tos savybés labai
paprastos, galima sakyti, nusiziurétos iS geometriniy ploty matavimo teori-
jos.

Pries formuluojant Sias savybes susitarkime dél vieno pavadinimo, kurj
daznai naudosime,

4 apibrézimas. Jeigu jvykiai A, B neturi nei vienos abiems palankios
baigties, t. y. negali kartu jvykti, tai juos vadinsime nesutaikomais.

Jeigu jokie du sistemos Ay, As, . .. jvykiai negali jvykti kartu, tai sakysime,
kad jie sudaro nesutaikomuy jvykiy sistema.

Tikimybés apibréZimas

5 apibrézimas. Ivykiy tikimybe vadinsime taisykle, kiekvienam
o-algebros A jvykiui A priskiriancia intervalo [0;1] skaic¢iy P(A) ir ten-
kinancia Sias salygas:

1. P(2) =1;

2. jei Ay, As, ... sudaro nesutaikomy jvykiy sistema, tai
P(UAZ) — Y P(4y).

Cia U;A; Zymime visy jvykiy sajunga, o > P(A;) reiskia visy jvykiy
tikimybiy suma.
Skaiciy P(A) vadinsime jvykio A tikimybe.

Q

62



Nesutaikomus joykius A;, A; N Aj = 0,1 # j, brézinyje galime pavaiz-
duoli nesikertanciomis srilimis.

Taigi butinojo jvykio tikimybé visada lygi vienetui. O kaipgi negalimojo?
Imkime du negalimuosius jvykius, jie neturi nei vienos bendros palankios
baigties (nes neturi palankiy baigé¢iy is viso!). Taigi abu juos galime pavadinti
nesutaikomais. Jeigu sujungsime — gausime ta patj negalima jvykj. Taigi

Dud=0, POUD)=PW®)+ PO =PWO), P =0.

Jeigu su bandymu susiejote jo baigc¢iy aibe, parinkote jvykiy o-algebra ir
apibrézete tikimybe, vadinasi, sukonstravote matematinj modelj savo bandy-
mui nagrineti.

Tikimybiné erdvé

Tikimybine erdve vadinsime trejeta, kurj sudaro: bandymo baigc¢iy aibé
Q, su bandymu susijusiy jvykiy o-algebra A ir taisyklé, priskirianti
jvykiams skaicius — jy tikimybes.

Du budus apibreézti tikimybe jau Zinome. Jeigu bandymo baigé¢iy aibé yra
baigtiné ir visos jos vienodai galimos, tai jvykio A tikimybe galime apibrézti
naudodamiesi klasikiniu apibrézimu:

Al
P(A) = —.

il

Jeigu baigtys vaizduojamos geometrinés srities taskais, ir visos jos ly-
giavertés — galime taikyti geometrinj tikimybés apibrézima:

geometrinis A matas

P(A)

geometrinis ) matas
Panagrinékime pavyzdj, kuriam netinka nei vienas i§ Siy apibrézimy.

11 pavyzdys. Kitoks losimo kauliukas
Tarkime, ant losimo kauliuko sieneliy, kaip parodyta brézinyje, surasyti
skaiciai 1, 2, 3, 4.
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Mete kauliuka pamatysime, koks skaic¢ius atvirto. Taigi bandymo baigciy
aibéje yra keturios baigtys: Q = {wi,ws,ws,ws}, ¢ia w; kaip visada Zymi
baigtj, kad atvirto ¢ akuciy. Kiekvienam akivaizdu, kad baigtys néra vie-
nodai galimos, taigi klasikinio apibrézimo taikyti negalime. Taciau taip pat
akivaizdu, kaip apibrézti bandymo baigciy tikimybes:

P(wl) = %, P(u)g) = é, P(u)g) = %, P(W4) = é

Kam lygi jvykio A = {atvirto nelyginis skai¢ius} = {wy, w3} tikimybé? Tik-
riausiai kiekvienas sutiks, kad Sig tikimybe reikia skaiciuoti taip:

P(A) = P(w;) + P(ws) = % +

N

Sis paprastas pavyzdys rodo, kaip reikia apibrézti tikimybe tuo atveju, kai
bandymo baigc¢iy aibé yra diskreti.

Diskreciosios tikimybinés erdvés sudarymas

Jeigu bandymo baig¢iy aibé Q) yra diskreti, t. y. Q = {wy,woq, ...}, tai
ivykiy algebrg A galime sudaryti i$ visy poaibiy A C ). Po to reikia
apibrézti baigciy tikimybes
P(wl):pl, P(UJQ):pQ,... (O<pz<].),
pi+p+...=1

Bet kokio kito jvykio A C € tikimybe apibréziame sumuodami Siam
ivykiui palankiy baigciy tikimybes

P(A) =) P(w).

weA

Nesudétinga jsitikinti, kad toks tikimybés apibrézimas tenkina visas apibrézimo
salygas.

Sudaryti diskreciosios tikimybinés erdvés baigé¢iy aibe dazniausiai buna
nesudétinga. Kitas reikalas — apibrézti jy tikimybes. Kartais tai galime
padaryti, pasinaudojant bandymo aplinkybémis, kaip tai daréme pavyzdyje.
Taciau tikroveje bandymai Zymiai sudetingesni. Kaip apibrézti baigc¢iy tiki-
mybes tokiais atvejais?

12 pavyzdys. Augalo ziedai
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Pasodinome augalg ir laukiame, kol jis sukraus ziedus. Taigi bandymas
— augalo augimas. Sudaréme tokia baigé¢iy aibe:

wo = {augalas neprazys},

w; = {augalas prazys vienu ziedu},
wy = {augalas prazys dviem ziedais},
w3 = {augalas praZys trimis Ziedais},

wy = {augalas prazys ne maziau kaip keturiais ziedais}.

Taciau kas i§ to? Siu baig¢iy tikimybiy nezinome. Kaip suzinoti? Budas
téra vienas — pasodinti didelj skai¢iy n augaly (atlikti daug nepriklausomy
bandymy) ir kai jie prazys (bandymai pasibaigs), suskai¢iuoti, kiek karty
ivyko baigtys wy, .. .,ws. Jeigu Siy baigc¢iy pasitaikymo skaiciai yra atitinka-
mai ng, ny, Ng, N3, N4, tai galime apibrezti

Plw) =" i=0,1,2,3,4.
n

Ar tokiu budu nustatysime tikras baig¢iy tikimybiy reik§mes? Zinoma, kad
ne. Taciau juk ir tikrovéje, kad ir ka matuotume, gausime tik apytiksles
dydziy reiksmes. Zinoma, nustatant tikimybes tokiu budu, prireiks ir darbo,
ir laiko. O gal kas nors jau anksc¢iau vykdé tokius bandymus? Nueikime j
biblioteka ir pavartykime botanikos knygas...

Uzdaviniai

1. Urnoje yra b balti, 4 juodi ir 3 raudoni rutuliai. Bandymas — iSkart dviejy
rutuliy traukimas. Tada baigtis — spalvy derinys, pavyzdziui, {abi spalvos baltos},
{balta ir juoda}. Kiek baigciy yra bandymo baig¢iy aibéje? Kaip reikty apibrézti
baigties w = {abi spalvos raudonos} tikimybe?

2. Bandymas — dviejy kauliuky metimas. Stebima baigtis — atvirtusiy akuciy
suma. Apibrézkite baigCiy tikimybes.

3. Bandymas — dalyvavimas loterijoje. Galimos trys baigtys: nelaiméta nieko,
laimétas naujas loterijos bilietas, laimétas prizas. Antroji baigtis pasitaiko dvigubai
reCiau negu pirmoji, o trecioji — trigubal re¢iau negu antroji. Suraskite baigciy
tikimybes. Kokia tikimybé ka nors laiméti tokioje loterijoje?

4. Bandymas — kelioné i$ tasko O Zemyn, kryzkelése atsitiktinai renkantis
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kryptis.

A B C D

Bandymo baigciy aibé Q = {wa,wp,wc,wp}, ¢ia wx reiskia baigtj, kad keleivis
atvyko J taskg X. Apibrézkite baigciy tikimybes.

5. Kairéje ir desinéje gatveés puséje — po kavine. Sesi sveciai renkasi kavine
atsitiktinai. Bandymo baigtis — sveciy, pasirinkusiy deSinés pusés kavine, skaicius.
Apibrézkite bandymo baigciy tikimybes. Kokia tikimybé, kad deSinés pusés kavine
pasirinks daugiau sve¢iy negu kairiaja? Kokia buty Sio jvykio tikimybé, jeigu buty
ne $edi, bet septyni sveciai?

Atsakymai

1. I§ viso yra 6 baigtys; P({abi spalvos raudonos}) = C3/C%, = 1/22.

2.  Pazymékime w; baigtj, kad akuciy suma lygi j,j = 2,3,...,12. Tada
P(w2) = P(wi2) = 1/36,P(w3) = P(wi1) = 2/36 ir t. t. Pagalvojus galima
jsitikjntj, kad P(wz) = P(w14_i,i = 2, ceey 12.

3. Baigciy tikimybeés lygios 6/10;3/10;1/10. Tikimybé laiméti lygi 4/10.

4. P(wa) = 1/7; P(wp) = 3/T; P(we) = 2/T; Plwp) = 1/T.

5. Pazymékime w; baigtj, kad j deSinés gatvés pusés kavine atéjo i sveciy,
i=0,1,...,6. Tada P(w;) = C¢/2°. Tikimybé, kad desinés pusés kaving pasirinks
daugiau sveciy lygi 11/32. Jeigu sveciy buty 7, $i tikimybé buty lygi 1/2.
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1.19. Tikimybiy savybeés

Daugelio tikimybiy teorijos uZdaviniy esmé tokia: Zinodami vieny jvykiy
tikimybes, apskaiciuokite kity. Tokius uZdavinius sprendZiame naudo-
damiesi tikimybiy savybémis.

Norime jgyti ziniy apie atsitiktinius jvykius? Vadinasi, reikalinga tikimy-
biné erdvé. Ar visada butina ja konstruoti? Juk ne visos jos savybés yra
mums rupimam uzdaviniui svarbios. I§ tikryjy, daznai galime manyti, kad
tikimybiné erdveé jau sukurta, o mums reikia naudojantis zinomomis keliy
ivykiy tikimybémis surasti nezinomas kity jvykiy tikimybes.

Pavyzdziui, gali buti Zinoma, jog velyvo rudens dieng lietaus tikimybeé
lygi %, sniego — ;11, o ir lietaus, ir sniego — % Kokia tikimybé, kad ta diena ap-
skritai bus krituliy? Atsakyma galime gauti naudodamiesi jvykiy tikimybiy
savybémis. Tad kokios gi jos yra?

6 teorema. Jeigu A, B yra atsitiktiniai jvykiai, A C B, tai
P(A) < P(B).

Irodymas. Sis teiginys tvirtina: jeigu visos jvykio A baigtys yra palankios
jvykiui B, tai jvykio B tikimybé ne mazesné uz jvykio A tikimybe.

Kad tai tiesa, vargu ar kas suabejos. Vis délto, irodykime ja naudodamiesi
tikimybiy savybémis.

I§ brézinio matyti, kad B = AU (AN B). Kadangi jvykiai A ir AN B yra
nesutaikomi, tai

P(B)=P(AU(ANB))=P(A)+ P(ANB) > P(A),

nes atmetus vieng neneigiama démenj suma nepadidéja.

ANB
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7 teorema. Bet kokiam atsitiktiniam jvykiui A teisinga lygybé

P(A) = 1— P(A).

Sia savybé daznai pravercia sprendziant uzdavinius: jeigu jvykis A yra sudétingas,
verta panagrinéti jam prieSinga. Kartais priesingojo jvykio struktura buna
gerokai paprastesne.

Irodymas. Ivykiai A ir A yra nesutaikomi, o jy sajunga — butinasis
ivykis.

Taigi _ -

P(A)+ P(A)=P(Q), PA)+P(A)=1.
8 teorema. Bet kokiems jvykiams A, B teisinga lygybé
P(ANB) = P(A) — P(An B). (4)

Irodymas.

ANB

Kadangi jvykiai AN B ir AN B yra nesutaikomi, o jy sajunga lygi A, tai
P(A)=P(ANB) + P(AN B).

I3 Sios lygybeés isplaukia teoremos tvirtinimas (4).
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Ivykis A N B reigkia, kad A jvyko, o jvykis B — ne. Savo ruoztu, BN A
reiskia, kad jvyko B, bet nejvyko A. Tada jy sajunga reiSkia jvykj, kad i$
dviejy jvykiy A, B jvyko tik vienas. Taigi

P(jvyko tik vienas i3 jvykiy A, B) = P(AN B) + P(BN A).
Pasinaudoje (4) gauname: jei C' = {jvyko tik vienas i§ jvykiy A, B}, tai

P(C) = P(A)—P(ANB)+P(B)—P(BNA)
P(A)+ P(B)—2-P(ANB).

Neretai tenka skaic¢iuoti tikimybe, kad is keliy jvykiy jvyko bent vienas.

Ivykiy sgjungos tikimybé

9 teorema. Bet kokiems jvykiams A, B teisinga lygybé

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Irodymas. IS brézinio, kurj naudojome ankstesnés teoremos jrodymui,
matyti, kad jvykiai B, AN B yra nesutaikomi, o jy sajunga lygi AU B. Taigi

P(AUB) = P(B)+ P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AN B),

¢ia tikimybei P(A N B) reiksti pasinaudojome (4).

O kaip skaiciuoti jvykiy sajungos tikimybe, kai ty jvykiy yra daugiau negu
du? Tarkime, i$ viso yra n jvykiy Ay, Ao, ..., A,. Pazymékime visy tikimybiy
suma,

S1 = P(A;) + P(As) + ...+ P(A,),

o taip pat — jvykiy pory sankirty tikimybiy, jvykiy trejety sankirty tikimybiy
ir t. t. sumas:

SQ — Z P(AZIQAZQ), Sg - Z P(A,lﬂAmﬂAB), ceey
161 <2< 1< <i2<iz<n
Sm= >  PA,;N...NA,), ..., Sy=PAin..NA,).

1<y <...<im<n

Sumoje Sy yra C? = n(n — 1)/2 nariy, sumoje S3 démeny yra C? = n(n —
1)(n—2)/6 ir t.t. Dydziais S; galime i8reiksti jvykiy Ay, Ao, ..., A, sajungos
tikimybe.

10 teorema. Bet kokiems jvykiams Ai, Ao, ..., A, teisinga lygybé
P(A1UA2UUAH)251_SQ+83——{—(—1)n+15n
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Ivykis A U B reiskia, kad jvyko bent vienas i jvykiy A, B. Sio jvykio
tikimybe galime iSreiksti ir kitaip. Pasinaudoje sajungos prieSingojo ivykio
iSraiska gauname:

AUB=ANB, P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(ANB).
Analogigka lygybé teisinga ir su didesniu jvykiy skai¢iumi. Bet kokiems

ivykiams A;, A, ..., A, teisinga lygybé

P(AJUAU...UA,) =1-P(AiNA;N...NA,).

13 pavyzdys. Lietus ir sniegas 5
Grijzkime prie skyrelio pradzioje minéty jvykiy. Zinomos jvykiy tikimy-
bés:

[\]

P(A) = P(rudens dieng lis) = -,

w

1
P(B) = P(rudens dieng snigs) = 7
1
P(AN B) = P(rudens dieng lis ir snigs) = =
Kokia tikimybé, kad rudens dieng bus krituliy? Kad bus tik vienos rusies
krituliy?
Naudodamiesi tikimybiy savybémis galime apskaic¢iuoti:

P(bus krituliy) = P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)
2 1 1 43
T 37175 6
P(bus vienos rusies krituliy) = P(A)+ P(B)—-2P(ANB)
2 1 2 31
~ 37175 6

14 pavyzdys. Nerupestingas laiskininkas

Laiskininko krepsSyje — n skirtingiems gavejams adresuoty laisky. Laiski-
ninkas nusprendé perdaug nesivarginti skaitydamas, kas uzrasyta ant voky.
Laiskus j dézutes jis ketina sumetyti visiskai atsitiktinai. Kokia tikimybe,
kad bent vienas zmogus gaus jam skirta laiska?

Isivaizduokime, kad gaveéjy pasto dézutés yra vienoje eiléje ir suzymeétos
skaiciais nuo 1 iki n. LaiSkai irgi suzymeti tais paciais numeriais. LaiSkininkas
eina paeiliui pro dézutes ir atsitiktinai iStraukes iS savo krepsio laiskus méto
juos j dézutes. Pazymékime A; jvykj, kad i-asis gavéjas gaus jam skirta laiska.
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Tai jvyks tuo atveju, kai ¢-uoju laiskininkas istrauks laiska, kurio numeris irgi
i. Kiek pagalvoje turbut sutiksite, kad P(A;) = 1/n. Taigi
1
Apskaic¢iuokime tikimybe, kad j i; ir 75 dézutes laiskai bus jmesti teisingai,
t. y. kad jvyks jvykis A;; N A;,. Budy atsitiktinai iStraukti du laiskus yra
n(n — 1), o tinkamas tik vienas, taigi P(A4;, N A;;) = 1/(n(n —1)) ir
1 1
Sy = P(A, NA)=C —— = —.
1<i1<ia<n
Analogigkai gauname, kad S,, = 1/m!, kai m = 1,2, ..., n. Dabar jau galime
skaic¢iuoti tikimybe, kad bent vienas gavéjas gaus jam skirta laiska:

P(ALlUA U...UA,) = Sy —Sy+ 85 —...+(=1)""3,

= 1—%+%—...+(—1)"+1%.
Palygine gautaja suma su eksponentés funkcijos eilute
2 .3
ex:1+$+§+§+...,
jei x = —1, galime padaryti iSvada: kai laisky skaic¢ius n yra didelis, tikimybe,

kad bent vienas gavéjas gaus jam skirta laiska ~ 1 — e !~ 0,632.
Stai dar viena tikimybiy savybé, kuri tikriausiai nieko nenustebins.
11 teorema. Jeigu atsitiktiniai jvykiai A; sudaro ,didéjancig grandine*
A1CA2CA3C..., A:UnAn,
tai P(A,) — P(A), kai n — oo. o
Irodymas. Apibrézkime jvykius B;. Tegu By = Ay, ir By = AsNAL, B, =
A, N A,_1, n> 1. Panagrinékime brézinj.

A
Ay
As

@¢¢
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Ivyki By = Ay N Ay jame vaizduoja ,ziedas®, sudarytas i§ baig¢iy, kurios yra

palankios As, bet nepalankios jvykiui A;. Savo ruoztu Bs = A3 N A, sudaro
palankios jvykiui Az, bet ne Ay baigtys. Ivykiai By, Bs, ... yra nesutaikomi,
o visy juy sajunga lygi A. Taigi

A= DBi, P(A) = iP(B,-).

Kadangi eiluté i3 teigiamy skai¢iy P(B;) konverguoja (jos suma lygi P(A)),
tai

T, = ZP(BZ-) — P(A), n— oo.
i=1
Taciau T, lygi jvykio A, tikimybei. I§ tikryjy i$ brézinio matyti, kad
A, =|JBi, P(4,) =) P(B).
; i=1

Taigi P(A,) — P(A), kai n — oo.
Irodytoji savybé vadinama tikimybés tolydumo savybe. PanaSia savybe
galime jrodyti ir ,mazéjancioms™ jvykiy grandinéms:

jei Ay D Ay D ..., A=nNA,, tai P(A,) — P(A), n — .

Uzdaviniai

1. Zinomos dviejy jvykiy tikimybés: P(A) = 4/5 ir P(B) = 7/10. Be to
Zinoma, kad AU B visada jvyksta, t. y. yra butinasis jvykis. Kokia tikimybé, kad
abu jvykiai jvyks kartu?

2. Zinomos jvykiy tikimybés: P(A) = 1/3,P(B) = 1/2, P(AU B) = 3/4.
Apskaiciuokite tikimybes

P(ANB), P(AUB), P(ANB),P(ANB), P(ANB).

3. Zinome, kad P(A) = 3/4, P(B) = 1/3. Be to Zinome, kad jei jvyksta B, tai
jvyksta ir A. Kokia tikimybé, kad A jvyks, o B — ne?
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4. Brézinyje pavaizduoti jvykiai A, B, C. Sie jvykiai negali jvykti kartu.

Pasinaudokite bréziniu ir uzraSykite tikimybés P(A U B U C) formule, panasig j
dviejy jvykiy sajungos formule.

5. [Jvykiai A, B,C. Visi kartu jie negali jvykti. Pasinaudokite bréziniu ir
uzrasykite jvykio D = {i3 trijy jvykiy A, B, C jvyko tik vienas} tikimybe.

6. Pazymékime jvykius A = {moksleivio matematikos paZymiai geri}, B =
{moksleivio uzsienio kalby paZymiai geri}. Perziuréjus duomenis buvo nustatyta,
kad jvykiai AN B, AN B,AN B,AN B jvyko atitinkamai 30%, 35%, 25%, 10%
atvejy. Raskite tikimybes P(A), P(B), P(AUB), P(AUB), P(AUB), P(AUB).

Atsakymai

1. 1/2.

2. 1/12;11/12;1/4;5/12;1/4.

3. 5/12.

4. P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—-P(BNC).
5. P(jvyko tik vienas i$ jvykiy A, B,C) =

)+ P(B)+ P(C)—2P(ANB)—2P(ANC)—-2P(BNCQC).

6.

65,/100; 55,/100; 90/100; 65,/100; 75/100; 70/100.

P(A
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1.20. Salyginés tikimybés

Neretai sakome: tai galima padaryti su sqlyga... Ir tikimybes kartais
lengviau apskaiciuoti ,su sqglyga®... Taciau svarbu skirti, kas teisinga
,Su sglyga® ir kas — be jos.

Isivaizduokite, kad jums ir dar dviems draugams reikia traukti burtus.
I urng jdedami trys rutuliai: juodas, mélynas ir baltas. Kiekvienas dalyvis
trauks po vieng rutulj. Laimés tas, kuriam atiteks baltas rutulys. Jums,
Zinoma, rupi laimeti. Jeigu trauksite pirmasis, tai tikimybe laimeéti lygi % O
gal ver¢iau traukti antruoju ar treciuoju? Siuo klausimu nuomonés kartais
iSsiskiria.

Taigi bandymas — trijy rutuliy traukimas i§ urnos. Mums rupi jvykiy
A; = {i-asis iStrauktas rutulys baltas} (i = 1,2,3) tikimybés. Akivaizdu,
kad P(A;) = % Kad kity jvykiy tikimybés yra tos pacios, tikriausiai irgi
aiSku. Vis délto dar patyrinékime. Bandymas — triju rutuliy traukimas.
Jeigu juos pazymésime spalvy raidémis J, M, B, tai bandymo baigtis galésime
uzraSyti Siy raidziy sekomis:

Q={JMB,JBM,BJM,BM.J,MBJ, MJB}.

Akivaizdu, kad kiekvienas jvykis A; turi po dvi palankias baigtis, todél

P(A1) = P(4y) = P(Ag) = = 2.

Taigi neverta gaisti laiko gincijantis, kuriam pirmam traukti!

O dabar kiek pakeiskime burty traukimo aplinkybes. Tegu urnoje yra
n = 5 juodi ir m = 4 balti rutuliai. Vél vienas po kito traukiami trys rutuliai.
Kam dabar lygios jvykiy A; = {i-asis iStrauktas rutulys baltas}, (i = 1,2,3)
tikimybés? Ir iuo atveju kiekvienas pasakys, kad P(A;) = 5. O kam lygios
kity jvykiy tikimybeés? Galime jsivaizduoti, kad juodieji rutuliai sunumeruoti
skaiciais 1,2,3,4,5, o baltieji — 6,7,8,9. Tada bandymo baigtis yra trijy
skirtingy skai¢iy gretinys:

u}:<i1,i2,’i3>, ijE{l,Q,...,S,g}.

Taigi || = A3 = 98- 7. Tarkime, jus nusprendéte traukti rutulj antruoju.
Pries traukiant skai¢iuojate palankias laiméjimo, t. y. jvykio Ay baigtis.
Baigtis (i1, i, i3) palanki Siam jvykiui, jeigu i € {6,7,8,9}. Galime jas visas
iSrasyti. Vidurinis skaicius gali jgyti keturias reikSmes; jeigu ji jau jraSéme,
pirmajj numerj galime parinkti i§ 8 skaiciy aibés; kai pirmieji du numeriai
jau uzrasSyti, treciajj galima uzrasyti 7 budais. Taigi

4-8-7

4
9
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Analogiskai samprotaudami gautume, kad P(A43) = 3. Todél ir §iuo atveju
dél pirmumo teisés gincytis neverta.

O dabar tarkime, kad nusprendéte traukti rutulj antruoju ir bandymas
prasidéjo. Jeigu pirmasis iStrauktas rutulys buvo baltas, jus jau kitaip vertin-
site savo galimybes laiméti. Tokiu atveju tikimybeé, kad istrauksite balta
rutulj, lygi g.

Kuo skiriasi Sie to paties jvykio Ay tikimybeés skaic¢iavimai? Informacija
apie bandyma, kuria pasinaudojome. Pirmoji tikimybé gauta pries bandyma,
taigi neturint jokiy ziniy apie jo eigg. Antroji — pasinaudojant Ziniomis,
kurias suteiké su bandymu susijes jvykis A;. Siekdami pabrézti §j skirtuma
pirmaja tikimybe vadinsime besglygine, o antraja — salygine tikimybe su
salyga, kad jvyko jvykis A;. Tikimybes Zymésime taip:

P(4) =5, P(A)A) =2
Besalygine tikimybe P(A,) skai¢iavome naudodamiesi bandymo baigtimis —
skai¢iy trejetais w = (i1, 2, 73). Jomis galime pasinaudoti ir skai¢iuodami saly-
gine tikimybe P(Az|A;). I8 tiesy, suzinoje, kad jvyko jvykis A; mes suZinome,
kad bandymas gali pasibaigti tik tomis baigtimis, kurios palankios jvykiui A;.
IS jy jvykiui Ay palankiy baigciy yra tiek, kiek yra palankiy jvykiui A; N As
baigciy. Taigi gauname tokia salygines tikimybes iSraiska

AN A| AN A/Q P(A N A)
PUAA) = =31 = T = p@y

Gautaja lygybe patogu pasinaudoti apibréziant salyginés tikimybés savoka
bendruoju atveju.

Salygine tikimybé

6 apibrézimas. Tegu A, B su tuo paciu bandymu susije atsitiktiniai
ivykiai, P(B) > 0. Ivykio A salygine tikimybe su salyga, kad jvyko jvykis
B, vadinsime skaiciy

P(ANB)

P(AIB) = =5 (5)

Pagrindiniai teiginiai apie besalygines tikimybes teisingi ir salyginéms
tikimybéms.

12 teorema. Tegu A, B,C yra atsitiktiniai jvykiai, P(C') > 0. Tada
1. P(QC)=1, P(0|C) =1;
2. P(A|C) =1— P(A|O);
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3. jei A, B yra nesutaikomi jvykiai, tai
P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C).

Nagrinédami burty traukimo pavyzdj, salygine tikimybe suradome labai
lengvai. Tiesiog pasinaudojome Ziniomis apie bandymo eiga. Taigi kar-
tais salygine tikimybe nesunku surasti ir nesinaudojant apibrézimu. Tada
apibrézimo lygybe galime pasinaudoti kitam tikslui — jvykiy sankirtos tikimy-
bei surasti. I tiesy, padaugine lygybe (5) i§ P(B) gausime

P(ANB) = P(B)P(A|B). (6)

15 pavyzdys. Urnoje yra n = 5 juodi ir m = 4 balti rutuliai. Vienas
po kito traukiami du rutuliai. Kokia tikimybé, kad abu istrauktieji rutuliai
bus balti? Kad bent vienas rutulys bus baltas?

Pazymékime A; (i = 1,2) jvykj, kad i-asis rutulys bus baltas. Reikia
apskaiciuoti tikimybes P(A; N As), P(A; U Ay). Pritaike (6) su B = A;, A =
As gausime

P(A1 N Ay) = P(A)P(As|Ay),  P(ALN Ay) = g . g _ é
Tikimybe P(A; U As) suskai¢iuosime dviem budais:
P(AjUA;) = P(A)+ P(A;) — P(AiNA,) = g + g - é = 1—2,
P(A1UAy) = 1—-PAUA) =1-P(ANA)
= - PE)PEA) =1 L=

Siame pavyzdyije tikimybes P(A1NAs), P(A; U Ay) nesudétinga suskaici-
uoti ir tiesiogiai. Panagrinékime sudétingesnj bandyma.

16 pavyzdys. Urnoje yra n = 5 juodi ir m = 4 balti rutuliai. Vienas
po kito traukiami du rutuliai. IStraukus rutulj, j urng jdedami trys tos pacios
spalvos rutuliai. Kokia tikimybé, kad abu rutuliai bus balti? Kad bent vienas
rutulys bus baltas?

Reikia rasti ty paciy jvykiy tikimybes. Skaic¢iavimui tinka tos pacios
formulés:

4 6 8
P(AN4;) = P(A)P(Asld) = 5 = = —,

—_ —_ 5
P(A1UA2) = 1—P(A1ﬂA2):1—P( 1)P(A2|A1):1—§
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Ivykiy sankirtos tikimybés formule, kurig naudojome pavyzdziuose, ga-
lima apibendrinti atvejui, kai jvykiy yra daugiau nei du.

Tikimybiy sandaugos formule

13 teorema. Tegu Ay, As, ..., A, yra bet kokie atsitiktiniai jvykiai,
P(AiNnAyn...NA, 1) > 0. Teisinga lygybé

P(AiNn...NA,) =P(A)P(A3]Ay)--- P(A,JAiN...NApy). (7)

Formule (7) vadinsime tikimybiy sandaugos formule.
Ankstesniame skyrelyje nustatéme formule jvykiy sgjungos tikimybei reiksti:

P(AJU...A,) =1—-PA NAN...NA,).
Pritaike tikimybiy sandaugos formule galime sgjungos tikimybe isreiksti taip:
P(AjU...A,) =1—P(A)P(Ay|A) ... P(AJA N...NA, ).
17 pavyzdys. Nagrinékime ta patj rutuliy traukimo bandyma kaip
ankstesniame pavyzdyje, tac¢iau dabar vienas po kito traukiami trys rutuliai.

Kokia tikimybé, kad visi trys bus balti? Kad bent vienas i§ jy bus baltas?
Naudodami tuos pacius zymeéjimus gausime

P(A1NAyNA3) = P(A1)P(As]A)P(A3]A; N Ag),

P(AJUAyUA3) = 1—-P(A;NA;NA3) =1— P(A)P(Ay|A))P(As|A; N Ay).
Tikimybiy P(A;), P(AsAy), P(A}), P(A3|A)) reikimés tos pacios kaip ankstes-
niajame pavyzdyje. Apskaifiuosime P(As|A; N Ay). Kadangi pirmasis ir

antrasis rutuliai buvo balti, tai prie§ traukiant trec¢igji urnoje buvo 9 — 1 +
3 — 14 3 =13 rutuliy, o balty -4 —-14+3 — 1+ 3 = 8. Taigi

8 4 6 8 64
P(A3|AmA2):E, P(AINAyNAy) =~ —

Analogigkai gauname

9
P(A3|A10A2)=1—3, PAJUAyUA) =1——+ — - _

18 pavyzdys. Nutrauktas loSimas
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Tarkime du loséjai j laiméjimy banka jdéjo po 5 litus ir susitaré losti
métydami simetriska moneta. Jeigu moneta atvirsta herbu (H), pirmasis
gauna taska, jeigu skai¢iumi (S) — taska gauna antrasis. Visa banka gauna tas,
kas pirmasis surenka tris taskus. Pazymeékime A; jvykj, kad pirmasis laimés
ir Ay, kad laimés antrasis. Abiejy galimybés laiméti vienodos, t. y. P(A4;) =
P(Ay) = % Tarkime, pirmajame metime atvirto herbas, taigi pirmasis logéjas
pirmauja rezultatu 1 : 0. Jeigu dél kokiy nors aplinkybiy reikty nutraukti
losima, kaip teisingai pasidalyti laiméjimy banka, t. y. 10 lity?

Tokio pobudzio uzdavinys paskatino tikimybiy teorijos raida. Panasy
uzdavin} XVII amziuje sprendé du Sios teorijos pradininkai — B. Pascalis ir
P. Fermat.

Taigi kaip pasidalyti laiméjimy suma?

Pazymeékime H. jvyki, kad po pirmojo monetos metimo rezultatas tapo
1: 0. Jei suskai¢iuotume salygines tikimybes P(A;|H1.o), P(As|H1.0) pamaty-
tume, kad pirmoji tikimybé didesné. Buty protinga padalyti laiméjima pro-
porcingai Sioms tikimybés, t.y. santykiu P(A;|Hig) : P(A2|Hy). Tadiau
kam gi lygios Sios tikimybés?

Jeigu loSimg testume, jis baigtysi viena i$ tokiy baigciy:

HH,HSH,SHH, HSSH, SHSH, HSSH, HSSS, SHSS, SSHS, SSS.

Pirmosios SeSios baigtys palankios jvykiui Ay, likusios keturios — jvykiui As.
Tatiau teigti, kad P(A1|Hy) = 5, P(A2|H1o) = 15 ir atiduoti pirmajam
Sesis, o antrajam keturis litus, buty neteisinga, nes baigtys néra vienodai
galimos.

Sio keblumo iSvengsime taip. Matome, kad lo§imui baigti reikia daugiau-
sial keturiy metimy. Nors laimétojas gali paaiskéti jau po dviejy ar trijy
metimy, jsivaizduokime, kad moneta vistiek metame keturis kartus. Tada
baigciy aibé bus

Q= {HHHH HHHS HHSH HHSS,HSHS,HSHH,SHHH,SHHS,
HSSH,SHSH, HSSH, HSSS,SHSS, SSHS, SSSH,SSSS}.

Visos baigtys yra vienodai galimos, o pirmajam palankiy yra net 11. Taigi

11 5
P(A1|H1:0) = E7 P(A1|H1:0) = 1_6

ir teisingai dalijant pirmajam reikty duoti ne Sesis, bet 6,875 Lt.
UZdaviniai
1. Urnoje yra b5 balti rutuliai, pazymeéti skaiciais 12,12,13, 15, 18 ir penki juodi,

suzyméti skaiciais 7,10,12,12,14. Kokia tikimybé atsitiktinai traukiant iStraukti

78



rutulj, pazyméta didesniu uz 11 skaic¢iumi. Kokia tikimybé, kad skaic¢ius ant rutulio
bus didesnis uz 11, jeigu iStrauktas rutulys yra baltas? Jeigu juodas?

2. Keleivis keliauja i tasko O Zemyn, kryzkelése atsitiktinai rinkdamasis kryp-
tis:

o)

A B C D

Kokia tikimybé, kad jis pateks j taska B, jeigu Zinoma, kad jvyko jvykis: i§ tasko
O keleivis pajudéjo j deSine?

3. Kokia tikimybé, kad trys atsitiktinai susitike Zmonés yra gime skirtingais
mety ménesiais? Kokia tikimybé, kad jie yra gime skirtingais mety ménesiais, jeigu
Zinoma, kad du i$ jy yra gime antroje mety puséje (liepos—gruodzio ménesiais), o
vienas pirmoje?

4. Bandymas — dviejy simetrisky kauliuky metimas. Kokia tikimybé, kad ant
bent vieno jy atvirs viena akuté? Kokia tikimybé, kad ant bent vieno jy atvirto
viena akuté, jeigu zinoma, kad akuciy suma yra didesné uz 37

5. Tarkime, kad skyrelio pavyzdyje aprasyta loSima teko nutraukti po dviejy
metimy, kai rezultatas buvo 2 : 0 pirmojo naudai. Kokiu santykiu reikty padalyti
laiméjimy banka?

6. Ivykiy A, B tikimybés vienodos ir nelygios nuliui: P(A) = P(B). Irodykite,
kad P(A|B) = P(BJA).

Atsakymai

8/10; 1 ir 6/10.

1/3.

55/72 ir 5/6.

11/36 ir 8/33.

Padalyti reikia santykiu 7 : 1.

SANE o
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1.21. Salyginiy tikimybiy savybeés

Sudétingo uZdavinio skaidymas 3 keletq paprastesniy — matematinés
veiklos kasdienybé. Jvykio tikimybés reiskimo sqlyginémis tikimybémis
formulé — tokios veiklos jrankis.

Reikia atrakinti duris. Vienoje i§ triju kiSeniy yra trys vienodi, uzraktui
tinkantys raktai, kitoje — vienas uzraktui netinkantis raktas, trecioje — du,
taip pat netinkami raktai. Atsitiktinai pasirinke kiSene, iSsitraukiame rakta
ir bandome atrakinti duris. Kokia tikimybeé, kad atrakinti pavyks pirmuoju
bandymu?

IS viso yra SeSi raktai, trys i§ ju tinka uzraktui. Galbut tikimybeé lygi
% = %? Be abejo, ne! Teisingas atsakymas — %!

O dabar jsivaizduokime, kad raktai j kiSenes sudéti kitaip. Vienoje kiSenéje
yra geras raktas, kitoje — vienas geras, o kitas netinkantis uzraktui raktas,
trecioje — vienas tinkantis, du ne. Kokia dabar tikimybé atrakinti duris pir-
muoju bandymu? Sakysite, tai priklauso nuo to, kurig kiSene pasirinksime.
Is tikryjy, jei pazymeésime

H, = {pasirinkta pirmoji kigené},
H, = {pasirinkta antroji kisené},
H; = {pasirinkta trecioji kisené},
A = {durys atrakintos pirmuoju bandymu},
tal gausime
1 1

P(A|Hy) =1, P(A[H,) P(A|Hs) = <.

2’ 3
Taciau kokia mums nauda i$ ty trijy skaic¢iy? Juk mums reikia vieno!

Dar siek tiek panagrinékime §j paprasta bandyma. Be mums rupimo
jvykio A apibrézéme dar tris: Hy, Ho, H3. Jie yra nesutaikomi, be to vienas
i§ jy butinai jvyksta.

Q

H, Hj

ANHy, |ANH;g
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Todél galime uzrasyti lygybe:
Q= H,UH,UH;.
Taigi

A = ANQ=(ANH,)U(ANHy)U(ANH,),
P(A) = P(ANH,)+ P(ANH,)+ P(AN Hs).

Tikimybéms P(ANH;) skaifiuoti galime taikyti tikimybiy sandaugos formule.

P(A) = P(H,)P(A[H:) + P(H) P(A|Hs) + P(Hs) P(A|H3).

Galy gale pasinaudoje¢ tuo, kad P(Hy) = P(H,) = P(Hs;) = 3, gauname
atsakyma: . 111
PA=3173 3733 &
Ivykio A tikimybe apskai¢iavome ,dalimis“: radome tikimybes P(A N
H,), P(AN Hsy), P(AN Hj) ir jas sudéjome. Toks metodas yra labai daznai
taikomas.

Pilnosios tikimybés formule

14 teorema. Jeigu atsitiktiniai jvykiai Hy, Ho, ... yra nesutaikomi,
Jju tikimybés yra teigiamos ir ) = H; U Hy U ..., tai bet kokiam kitam
jvykiui A teisinga lygybé

P(A) = P(Hy)P(A[Hy) + P(Hy) P(A[Hy) + . .. (8)

Formulé (8) vadinama pilnosios tikimybés formule — jj jvykio tikimybe ,surenka
is daliy“. Ivykiai H; daznai vadinami hipotezémis — atlikus bandyma, vienas,
ir tik vienas i§ jy butinai jvyksta. Hipoteziy skaic¢ius gali buti netgi begalinis.

Irodymas. Pilnosios tikimybés formule (8) gauname lygiai taip pat kaip
skyrelio pradzioje nagrinétame pavyzdyje is lygybiy:

P(A) = P(ANnH,)+P(ANHy)+P(ANH;3)+ ...,
P(A|H;) = P(H,)P(A|H,), i=1,2,...

19 pavyzdys. Egzaminas

Egzamino bilieta sudaro keturi klausimai ir keturi atsakymai. Reikia
sudaryti klausimy ir teisingy atsakymy j juos poras. I§ viso yra 25 bili-
etal. Studentas pasirengé egzaminui taip: iSmoko teisingai atsakyti j pirmyjy
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dviejy biliety tris klausimus, suzinojo teisingus atsakymus j pirmuosius du 3-5
biliety klausimus, surado po viena teisinga atsakyma j 6-19 biliety klausimus,
o kaip atsakyti i likusiy biliety klausimus, nesuzinojo. Egzaminui islaikyti
butina teisingai sudaryti visas keturias klausimy-atsakymy poras. Kokia
tikimybe, kad studentui pavyks islaikyti egzaming?

Pazymékime A jvykj, kad egzaminas bus iSlaikytas. Egzamino bilietai
sudaro keturias grupes. Pazymeékime H; jvykj, kad studentui teks pirmas
arba antras bilietas, atitinkamai Ho, H3, Hy, kad teks grupiy 3-5, 6-19, 20-25
bilietai. Tada

P(H) = o, P(H) = o P(Hy) = o, P(H) =0,
P(A) = P(H,)P(A|H,)+ P(H,)P(A|H,)
+ P(Hs)P(A|Hs) + P(Hq)P(A[Hy).

Apskaic¢iuokime salygines tikimybes. Jeigu jvyko ivykis Hi, t. y. studentas
gavo bilietg su trimis klausimais, j kuriuos jis moka atsakyti teisingai, tai jis
teisingai sudarys visas keturias poras, taigi P(A|H;) = 1. Jeigu jvyko jvykis
H,, tai studentas teisingai sudarys dvi klausimy-atsakymy poras, o kitas po-
ras sudarys atsitiktinai. Yra dvi galimybeés suporuoti du klausimus ir du at-
sakymus, taigi P(A|H>) = 1. AnalogiSkai gauname P(A|Hj) = &, P(A|Hy) =
i. Taigi

14 1 6 1 73

2 301
PA) = — 14— .~ =2
A= 1 % 35 % 6735 20 300

Tarkime, kad studentui i§ musy pavyzdzio pavyko — jis islaiké egzam-
ina. Jdomu, ar zZinios padéjo, ar sékmeé? Kitaip tariant, kuris is jvykiy
H,, Hy, H3, Hy jvyko? Zinoma, galéjo jvykti bet kuris i§ jy. Taciau kuris i$
ju labiausiai tikétinas? Kadangi

P(A)=P(ANH;,)+ P(ANHy)+ P(ANH3) + P(AN H,),

tai labiausiai tikétinas bus tas jvykis, kurio jnasas P(A N H;) yra didziau-
sias. Patyrinéje skai¢iavimus nustatysime, jog labiausiai tikétina, kad stu-
dentas islaiké egzaming gaves bilieta su tik vienu jam Zinomu klausimu!
Galime kiekybiskai iSreiksti visy keturiy hipoteziy tikétinumus salyginémis
tikimybémis

C P(ANH) C P(ANHy) 18
P(H1|A)—W—%, P(H2|A)_TA)_%’
Pleal) = PO = B gy = PP - 2
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Suzinoje, kad jvyko jvykis A, vertinome keturiy hipoteziy tikétinuma.
Tai jprasta kasdienio gyvenimo praktika, kuria remiameés planuodami savo
veiksmus. Isivaizduokime, pavyzdziui, kad kambaryje uzgeso sviesa. Galéjo
buti kelios priezastys: tiesiog perdegée lempute, o galbut — saugikliai, gedi-
mas elektros tinkluose, avarija elektrinéje... Ka pirmiausia darome? Skam-
biname kam nors ir klausiame, ar nesustabdytas atominés elektrinés reak-
torius? Tikriausiai bandome pakeisti lempute. Kodél taip darome? Nes
zinome, kad S$i hipoteze labiausiai tikétina...

Apibendrinkime formule, kuria naudojome savo skai¢iavimuose.

Hipoteziy tikrinimo formule

15 teorema. Tegu atsitiktiniai jvykiai Hq, Hs,... yra nesutaikomi,
ju tikimybés yra teigiamos ir 0 = Hy U Ho U ..., o A bet koks jvykis,
P(A) > 0. Tada su kiekvienu jvykiu H; teisinga lygybé

P(Hi)P(A|H,)

P(H;|A) = P (9)

Gia P(A) = P(H\)P(A|H,) + P(Hy)P(A|Hy) + ...

Formulé (9) vadinama hipoteziy tikrinimo formule.

UzZdaviniai

1. Tegu B — bet koks jvykis, 0 < P(B) < 1. UzraSykite pilnosios tikimybés
formule, kai yra tik dvi hipotezés: Hy = B ir Hy = B.

2. [statykite j pilnosios tikimybés formule (8) A = Q ir ja suprastinkite. Kokia
lygybe gausite?

3. Vieno loSimo kauliuko sienelés suzZymétos skaiiais 1,2,3,4,6, 6, kity dviejy
-1,2,3,3,5,6. Kauliukai sudéti j urnag. Bandymas: metamas i§ urnos atsitiktinai
iStrauktas kauliukas. Kokia tikimybé, kad atvirs 67

4. Pries jus — trys uzklijuoti vokai. Du i§ jy tusti, viename — 10 Lt banknotas.
Galite pasirinkti vieng. Kai pasirenkate, Zaidimo rengéjas paima ir atpléSia tuscia
voka. Dabar ir jus, ir jis turite po neatplésta voka. Jeigu norite — galite pasikeisti
vokais. Ar verta? Suraskite tikimybe, kad gausite voka su pinigu, jeigu nesikeisite
ir — jeigu keisite.

5. Pries jus — keturi uzklijuoti vokai. Trys i§ jy tusti, viename — 10 Lt bankno-
tas. Galite pasirinkti vieng. Kai pasirenkate, Zaidimo rengéjas paima ir atplésia
tuscig voka. Dabar jus turite viena, o jis du neatpléstus vokus. Jeigu norite —
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galite pakeisti savo voka j vieng is jo voky. Suraskite tikimybe, kad gausite voka
su pinigu, jeigu nesikeisite ir — jeigu keisite.

6. Pries jus — keturi uzklijuoti vokai. Trys i$ jy tu$ti, viename — 10 Lt ban-
knotas. Galite pasirinkti du. Kai pasirenkate, Zaidimo rengéjas paima ir atpléSia
tuscia voka. Dabar jus turite du, o jis viena neatplésta voka. Jeigu norite — galite
pakeisti vieng savo voka j jo. Suraskite tikimybe, kad vienas i§ jusy pasirinkty voky
bus vokas su pinigu, jeigu voko nekeisite ir jei keisite.

7. Salia vienas kito stovi trys kavos automatai. Zinome, kad vienas i$ viso
neveikia, kitas — mazdaug 50% atvejy praryja monets, bet kavos nejpila, trecias
visada veikia gerai. Atsitiktinai pasirenkame vieng i3 juy ir bandome. Du bandymai
is eilés buvo sékmingi — automatas veiké gerai. Kokia tikimybé, kad butent Sis
automatas visada veikia gerai?

8. Ankstesniojo uzdavinio neveikiantis automatas buvo pakeistas kitu, kuris
gerai veikia 30% atvejy. Jeigu atsitiktinai parinktas automatas du kartus i§ eilés
veikty gerai, kokia tikimybé, kad jis yra tas, kuris veikia be priekaisty?

9. Ar alkoholio kiekis vairuotojo kraujyje virsija leisting norma, policininkas
sprendzia remdamasis alkotesterio skalés parodymais. Sprendimas buna teisingas
su tikimybe 0,95. Taigi jei

A = {alkoholio kiekis virsija norma}, B = {alkotesteris rodo: kiekis virsija norma},

tai L
P(B|A) = P(B|A) =0,95.

Tarkime, 5% tikrinamy vairuotojy yra i§ tikryjy perdaug iSgére. Apskaiciuokite
tikimybes P(B), P(A|B). Kiek apytiksliai procenty tikrinty vairuotojy bus ap-
kaltinti paZeide draudima vairuoti neblaiviems? Kokia §iy vairuotojy dalis bus
apkaltinti nepelnytai?

10. Urnoje yra keturi balti ir keturi juodi rutuliai. LoSiama taip: i§ pradziy
atsitiktinal iStraukiami trys rutuliai ir nustatoma, kokios spalvos rutuliy daugiau.
Tada trys iStrauktieji rutuliai sudedami j nauja urng ir is jos atsitiktinai traukiamas
vienas rutulys. Jeigu iStraukiamas tos spalvos rutulys, kokiy urnoje yra daugiau,
laimima. Kokia tikimybé laiméti?

11. Urna su rutuliais ta pati kaip ankstesniajame uzdavinyje, taciau i§ pradziy
traukiami ne trys, bet keturi rutuliai. Jeigu iStraukta po lygiai juody ir balty
rutuliy, galima pasirinkti laimingy rutuliy spalva. Kokia tikimybé laiméti?

Atsakymai
1. P(A)= P(A|B)P(B) + P(A|B)(1 — P(B)).
2. 1= P(Hy)+ P(Hy)+...

84



3. 2/9.

4. 1/3ir2/3.

5. 1/4ir3/8.

6. 1/2ir 3/4.

7. 4/5.

8. 50/67.

9. P(B) = 0,095; P(A|B) = 0,5. Bus apkaltinta 9,5% tikrinty vairuotojy, pusé

Jju — nepelnytai.
10. 5/7.
11. 22/35.

1.22. Nepriklausomi jvykiai

Kokius juykius vadiname nepriklausomais? Kurie nepriklauso vienas
nuo kito? O kokig spalvg vadiname balta? Kuri yra balta? Vargu
ar tokj paaiskinimg laikysite pakankamu. Taigi ir joykiy nepriklauso-
mumo squokq reikia apibrézti tiksliau.

Urnoje yra du balti rutuliai ir vienas juodas. Du zaidéjai vienas po kito
traukia po rutulj. Jei iStraukia balta — laimi kokj nors priza. Mus domina
jvykiai A; = {pirmasis laiméjo} ir A, = {antrasis laiméjo}. Prie§ bandyma
apskaic¢iuojame:

2
P(A)) = P(Ay) = 3
Tarkime, pirmajam pasisekeé, t. y. jvyko jvykis A;. Tada prie§ traukdamas
savo rutulj antrasis iS naujo apskaiciuos laiméjimo tikimybe:
1
P(As]Ay) = =
2

Taigi P(Ay) # P(As|Ay), kitaip tariant, jvykis Ay priklauso nuo jvykio
A

O dabar pakeiskime bandymo salygas. Tegu pirmasis iStraukes savo rutulj
grazina jj j urng. Akivaizdu, kad tokiu atveju

P(A;) = P(Az]Ay),

taigi jvykis As nepriklauso nuo A;. Lygybe P(As) = P(A3|A;) perrasykime
taip:

P(Ay) = % P(A1 N Az) = P(A)P(Ay),
P(Ay) = % = P(A1|As).
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Taigi, jei P(As) = P(As]A;), tai ir P(A;) = P(A;|Ay). Kitaip tariant, jei
As nepriklauso nuo A, tai ir A; nepriklauso nuo A,. Taciau kokia prasmé
sakyti, kad A; nepriklauso nuo jvykio Ay, apie kurj suZinome véliau negu
apie A;? Galime jsivaizduoti, kad pirmasis 7aidéjas iStraukes savo rutulj
mums nepasako spalvos, t. y. mes nesuzinome, ar A; jvyko, ar ne. Jo
tikétinuma vertiname naudodamiesi savo Zziniomis apie A,, panasiai kaip
hipoteziy tikétinuma ankstesniajame skyrelyje. Jeigu gauname ta paciag
tikimybeés reiksme P(A;) kaip ir prie§ pradedant bandyma, vadinasi, Zinios
apie Ay mums nesuteiké galimybés patikslinti ziniy apie A;. Todél galime
sakyti, kad A; nepriklauso nuo As.

Kita vertus, daznai klausimas, kuris jvykis pirmesnis, kuris paskesnis is
viso nekyla. Pavyzdziui, dviejy losimo kauliuky metimo bandymo atveju
galime nagrinéti jvykius

A = {atvirtusiy akuc¢iy suma lyginé},

B = {atvirtusiy aku¢iy suma didesné uz 6}.
Ar §ie jvykiai priklausomi?
Dviejy jvykiy A;, As nepriklausomumo savoka galime apibrézti pasinau-
doje bet kuria is Siy trijy lygybiy:
P(Ai|Ay) = P(Ay), P(A3]A;) = P(Ay), P(A;NAy) = P(A)P(A,).

Kurig geriausia pasirinkti? Trec¢igja. Juk pirmoji lygybé turi prasme tik tada,
kai P(Ay) > 0, antroji — kai P(A;) > 0, o trefiajai nereikia jokiy papildomy
salygy.

Nepriklausomi jvykiai

7 apibrézimas. Atsitiktinius jvykius Ay, As vadinsime nepriklauso-
mais, jeigu

P(A;NAy) = P(A))P(As).

Akivaizdu, kad ir butinasis, ir negalimas jvykiai nepriklauso nuo bet kurio
kito jvykio.

16 teorema. Jei A, ir A, yra nepriklausomi jvykiai, tai A; ir Ay, A; ir
Ay, Ay ir A, irgi yra nepriklausomy jvykiy poros.

Irodymas. Uzrasykime jvyki A, dviejy nesutaikomy jvykiy sgjunga:
Ay = (AN Ay) U (A N A).
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AN Ay

P(Ay) = P(A;NAy)+ P(A; N Ay) = P(A)P(Ay) + P(A; N Ay)
P(A;NAy) = P(Ay) — P(A)P(Ay) = (1— P(A;))P(Ay) = P(A;)P(Ay).

Taigi jvykiai A; ir A, yra nepriklausomi. Panagiai galime jsitikinti, kad ir
kitas poras sudaro nepriklausomi jvykiai.

Sios teoremos tvirtinimg galime uzraSyti trumpiau. Susitarkime bet ko-
kiam jvykiui A zyméti A° = A, A' = A. Tada teorema teigia: jeigu jvykiai
Ay, Ay yra nepriklausomi, tai su bet kokiomis reikSmémis 4, j = 0, 1, jvykiai
Al AJ taip pat nepriklausomi. Kitaip tariant

P(A} N A}) = P(A})P(A}). (10)

O kokius jvykiy trejetus, ketvertus, ... ar net begalines jvykiy Seimas
deréty vadinti nepriklausomy jvykiy trejetais, ketvertais ir t. t.?7 Naturali
mintis tokia: jeigu jvykiy Seima sudaro nepriklausomi jvykiai, tai bet kuris
i$ jy turi nepriklausyti nuo visy kity. O gal uztekty pareikalauti, kad bet
kurie du Sios Seimos jvykiai buty nepriklausomi? Taciau gali pasitaikyti taip,
kad jvykis nepriklauso nuo bet kurio kito Seimos jvykio, taciau priklauso,
pavyzdziui, nuo dviejy jvykiy.

Stai paprastas pavyzdys. Tarkime, urnoje yra keturi skaiciais 0,1,2,3
pazymeti rutuliai. Yra trys zaidéjai. Traukiamas vienas rutulys. Jeigu jo nu-
meris 0, visi trys laimi po priza. Jeigu numeris 1, laimi tik pirmasis, jei 2, tik
antrasis, jei 3, tik tre¢iasis. Pazymékime jvykius A; = {laiméjo i-asis zaidéjas}.
Akivaizdu, kad

P(Ay) = P(4y) = P(45) = 3, P40 A) = 1, P(AiN A;) = P(4)P(4))
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jeii # j. Todél jvykiai A; ir A; yra nepriklausomi. Pavyzdziui, A; nepriklauso
nei nuo Ay, nei nuo As. O nuo abiejy sykiu? Tarkime, abu jvykiai A, A3z
ivyko. Ka galime pasakyti apie A;? Jis irgi jvyko! Taigi kiekvienas i§ jvykiy
As, A3 nesuteikia informacijos apie Ay, o abu kartu — jau suteikia.

Norédami apibrézti nepriklausomy jvykiy sistema galime pareikalauti,
kad kiekvienas Sios sistemos jvykis buty nepriklausomas nuo bet kurios baigti-
nes kity jvykiy sistemos sankirtos. Kitas budas — pasinaudoti lygybe, panaSia
i (10), kuri teisinga dviems nepriklausomiems jvykiams.

Nepriklausomy jvykiy sistema
8 apibréZzimas. Sakysime, kad jvykiai Ay, As, ..., A, sudaro nepri-
klausomy jvykiy sistema, jeigu lygybé

P(A} NAZN...NAY) = P(A}) - P(AR) - P(Alr),

teisinga su visomis reik§mémis iy, is, . .., i, € {0,1}, dia AV = A;, A} =
A;.

Begaline jvykiy sistemy Ayt € T, vadinsime nepriklausomy jvykiy
sistema, jeigu bet kuri baigtiné Sios sistemos jvykiy aibé sudaro
nepriklausomy jvykiy sistema.

Daznai iSvada apie jvykiy nepriklausomuma galime daryti netikrindami
apibrézimo salygy, bet jvertine bandymo aplinkybes. Pavyzdziui, jeigu bandy-
mas — dviejy loSimo kauliuky metimas, tai jvykis, kad ant pirmojo kauliuko
atvirs SeSetukas, zinoma, nepriklauso nuo jvykio, kad ant antrojo atvirs,
pavyzdziui, trejetas. Taciau kartais tenka pasinaudoti apibrézimu.

20 pavyzdys. Bandymas — dviejy simetrisky losimo kauliuky metimas.
Ar jvykiai
A = {atvirtusiy akuc¢iy suma lyginé},
B = {atvirtusiy aku¢iy suma didesné uz 6}.
yra nepriklausomi?

IS viso yra 36 bandymo baigtys. Pavaizduokime jas lentele, kurios lan-
geliuose jraSysime atvirtusiy akuciy sumg.

112134516
1121345 |67
2134|156 |78
3141567 ]8]9
4151678910
5106|7189 |10 11
6171819101112
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I§ lentelés matyti, kad P(A) = 18 =
PANB) = > = X 2 payp(B)
36 4 '

Taigi jvykiai A, B yra priklausomi.

O ka manote apie jvykiy B = {atvirtusiy akuciy suma > 6} ir C' =
{ant pirmojo kauliuko atvirto 3 akutés} pora? Ar jie yra priklausomi? Pa-
bandykite spéti, tac¢iau butinai patikrinkite savo spéjima!

21 pavyzdys. Atsitiktiniai tekstai

Zodi Lbikimybé® sudaro aStuonios raidés. Jei vieng raide koduosime as-
tuoniais bitais, tai visam zodziui prireiks 64 bity. Pazymeékime §j 64 bity
ilgio zodj T

Simetriska moneta meskime 64 kartus ir rasykime rezultatus taip: jei
atvirto herbas, rasykime , 1% jei skai¢ius —,0“. Bandymo pabaigoje gausime
64 bity ilgio zodj X;. Kokia tikimybé, kad 7" = X;?7 Nesunku suvokti, kad

Sis skaicius labai mazas, todel i§ pirmo karto ,sudéti zodj 7' métant moneta
reikSty tokj stebukla, kokio musy Zeméje tikrai dar nebuvo.

Jei nepasiseks pirma karta — kartokime bandymus. Tegu X5, X3, ... Zzymi
64 bity ilgio zodzius, gautus i§ 2-0jo, 3-iojo ir kity bandymy. Koks turi buti
bandymy skaic¢ius n , kad buty

P(bent vienam j,1 < j<n, X;=T) >

Pazymeékime jvykius A; = {X; = T}; jeigu A; jvyks, tai zodj gausime i3
j-0jo bandymo metimy. Ivykiai A; yra nepriklausomi, P(A;) = 27%

P(bent vienam j,1 < j <n, X; =T) = P(AU...UA,) = 1-P(AiN... A,).

Taigi norime nustatyti, su kokiais n teisinga nelygybé

1-P(AN...A)>=, ty PAN..NnA4,)<

N =
N | —

Kadangi jvykiai A, ..., A, irgi yra nepriklausomi, tai

P(AiN...NA,)=P(A)-- PA,)=(1-27)" <

N | —
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Si@ nelygybe tenkina naturalieji skaiciai
In(2)
~ —In(1 —2-64)
Maziausia n reik§me yra tokia didelé, kad vargu ar apskaic¢iuosite net kom-
piuteriu. Todél pabandykime jj ivertinti i§ virSaus, t. y. surasti kita skaiciy,
kuris yra uZ mums rupima didesnis. Pasinaudoje nelygybe —In(1 — z) >
z, (0 <z < 1), kurig nesunku jrodyti gausime:
In(2) _ In(2)
—In(1 —2-64) = 2-64

n

< 0,725,

Taigi jei atliksime mazdaug 2% bandymuy, tai tikimybé nors karta gauti Zodj
Jtikimybé® bus didesné uz 1/2. Ar 2% didelis skai¢ius? Spreskite patys.
Jeigu vieng bandyma (64 monetos metimus) atliktume per viena sekunde,
prisireikty 2% sekundziy. Dabartiniai astrofiziky skai¢iavimai rodo, kad
musy Visatos amzius yra mazdaug 2% sekundziy.

UZdaviniai

1. Bandymas — tradicinés 52 korty kaladés maiSymas. Ar jvykiai

A = {pirmoji kaladés korta — karalius},

B = {pirmoji kaladés korta — bugny}
yra nepriklausomi?

2. Bandymas — dviejy simetrisky loSimo kauliuky metimas. Apibrézkime
ivykius: A = {pirmasis kauliukas atvirto sienele su trimis arba keturiomis akutémis},
B = {atvirtusiy aku¢iy suma mazesné uz 8}. Irodykite, kad Sie jvykiai yra neprik-
lausomi. Ar jvykiai A,C, ¢ia C zZymi jvykj, kad atvirtusiy akudiy suma mazesné
uz 6, taip pat nepriklausomi?

3. Tegu A, B yra du su tuo paciu bandymu susije jvykiai, 0 < P(A) < 1,
0 < P(B) < 1. Atsakykite j tokius klausimus:

1. Jeigu jvykiai A, B yra nesutaikomi, ar jie gali buti nepriklausomi?

2. Jeigu jvykiai A, B yra nepriklausomi, ar jie gali buti nesutaikomi?

3. Jeigu A C B, ar jvykiai gali buti nepriklausomi?

4. Jeigu A, B yra nepriklausomi, ar A ir AU B gali buti nepriklausomi?

4. Bandymas — dviejy simetrisky monety metimas. Jsitikinkite, kad jvykiai

A = {pirmoji moneta atvirto herbu},
B = {antroji moneta atvirto herbu},

C = {monetos atvirto skirtingomis pusémis},
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poromis yra nepriklausomi, tac¢iau nesudaro nepriklausomuy jvykiy trejeto.

5. SaraSa sudaro 1024 Zodziai, kiekviename i3 jy yra 5 raidés. Raidei koduoti
naudojame 8 bitus. Bandymas — simetriSkos monetos 40 metimy serija, rezultata
uzrasome 40 bity ilgio bloku, kurj galima paversti 5 raidziy ZodZiu. Per viena
sekunde galime atlikti 1024 metimus. PanasSiai kaip skyrelio pavyzdyje jvertinkite,
kiek laiko reikty meétyti moneta, kad tikimybé gauti kurj nors saraSo zodj buty
didesné uz 1/27 Didesné uz 3/47

Atsakymai

1. Ivykiai yra nepriklausomi.

2. Jvykiai A ir C' yra priklausomi.

3. 1. Ne. 2. Ne. 3. Ne. 4. Ne. Kadangi AN (AUB) = A, tai i§
A, AU B nepriklausomumo gautume, kad P(A) = P(A)P(A U B). Taigi turéty
buti P(AU B) = 1. Pasinaudoje lygybe P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB) ir
ivykiy A, B nepriklausomumu, gautume, kad turi buti teisinga lygybé 1 = P(A) +
P(B) — P(A)P(B) ir P(B) = 1. Tai priestarauja uZzdavinio salygai. 4. Tai
aisku jau iS pastebéjimo, kad visi trys jvykiai kartu negali jvykti, o bet kuri jvykiy
pora - gali. 5. Pakakty trijy ir Sesiy ménesiy.

1.23. Nepriklausomi bandymai

1$ nedidelio kiekio prielaidy gauti daug iSvady — tai matematikos esme.
Jetgu sékmingar keliausite tikimybiy teorijos takais, tikrai nustebsite,
kiek daug sdomiy teiginiy ir isvady gaunama nagrinéjant paprasciausius
nepriklausomus bandymus — monetos metimy serijas.

Daznai bandyma sudaro keli ,smulkesni bandymai. Tokius bandymus jau
nagrinejome. Pavyzdziui, dviejy rutuliy traukimo i§ urnos bandyma galime
suvokti kaip dviejy bandymy pora. Jeigu iStraukus rutulj jis negrazinamas
atgal ] urna, tai jvykiai, susije su antruoju bandymu, priklauso nuo pirmojo
bandymo baigties. Jeigu iStrauktas rutulys grazinamas — bandymai neprik-
lausomi. Ta pacia moneta ar losimo kauliuka galime mesti kelis kartus — veél
gausime nepriklausomy bandymy seka.

Patys paprasciausi bandymai turi tik dvi baigtis. Moneta gali atvirsti
herbu arba skai¢iumi. Loterijos bilietas gali buti laimingas arba ne. Kamuolio
metimas j krepsj gali buti taiklus arba kamuolys skries pro Salj. Gyvenime
atliekame daugybe tokiy bandymy. Paprastai vieng baigti suvokiame kaip
sekme, kita kaip nesékme.

Nagrinékime bandyma su dviem baigtimis, kurias Zymésime 0 (nesékmé)
ir 1 (sékmé). Pazymékime sékmeés tikimybe p, o nesékmés — ¢ = 1 — p.
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Sudaréme labai paprasta tikimybine erdve:
Q={0,1}, P(1)=p, PO)=¢ 0<pg<l, p+tg=1  (11)

O dabar tarkime, kad §j bandyma kartojame n karty, be to vieno bandymo
baigtys nedaro jtakos kity bandymuy baigtims, t. y. bandymai yra neprik-
lausomi. Sio didelio bandymo baig¢iy aibe pazymékime €2,,, jos elementai —
sekmiy ir nesekmiy sekos. Pavyzdziui, kai n = 3, tai

Q2 = {000,001, 010,100,011, 101,110, 111}.

Kadangi bandymai nepriklausomi, tai Siy seky tikimybes gausime sudaugine
pavieniy baigciy tikimybes:

P(000) =q-q-q=q°, P(001)=q-q-p=pq’,
P(010) = P(100) = pg*, P(011) = P(101) = P(110) = p*q, P(111) = p®.

Trumpai Sias tikimybes galime uzrasyti viena formule:

m

P(WIWQW?)) - pmqg_ ) m = Oa ]-7 27 37

¢ia m = w; + w9 + w3 yra sekmiy, gauty atlikus tris bandymus, skaicius.
Kadangi baigciy tikimybeés apibréztos, tai galime skaic¢iuoti kity jvykiy tiki-
mybes. Pavyzdziui,

P(lygiai du bandymai pasibaigs sekme) = P(011)+ P(101)+ P(110) = 3p*q.

Zinoma, tokj modelj galime sudaryti ne tik trijy nepriklausomy bandymuy
sekai. Tarkime, atlieckama n nepriklausomy vienody bandymuy, t. y. bandymy
su tikimybine erdve, apibrézta (11). Sios bandymy sekos baigc¢iy aibe pazy-
meékime €2,,; ja sudaro n ilgio sékmiy-nesékmiy sekos:

Q, ={wiwy...w, w; =0,1}.

Vienos sekos (bandymy sekos baigties) w = wiws . .. w, tikimybe apibrésime
lygybe

P(w) =p™¢"™™, m = sékmiy skaiius = wy + ... + wy,.

Bet kokio kito jvykio, susijusio su bandymy seka, tikimybe skaic¢iuosime
sumuodami tam jvykiui palankiy baigé¢iy tikimybes:

P(A) =) P(w).

w€EA
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Sukonstravome tikimybine erdve nepriklausomy vienody bandymuy sekoms
nagrineti. Minint vieng i§ tikimybiy teorijos pradininky — Sveicary matem-
atika Jacoba Bernoullj — §i erdvé paprastai vadinama Bernoullio schema.

Tegu m yra sékmiy skaicius, kurj gausime atlike n Bernoullio schemos
bandymy. Maziausia galima m reikSme lygi nuliui, didziausia — n. Kokios
siy reiksmiy tikimybés?

Sékmiy skaiciaus tikimybé

17 teorema. Tegu sékmeés tikimybé viename Bernoullio schemos
bandyme lygi p (0 < p < 1), n — bandymu skaicius, o S,, — gauty sékmiy
skaicius. Tada

P(S,=m)=Cl"p"¢"™", q=1—p, m=0,1,....n. (12)

Irodymas. Ivykiui {S, = m} palankios tos baigtys (nuliy-vienety sekos)
W = WyWws . . . Wy, kuriose sekmes zenklas 1 pasitaiko lygiai m karty. Kiekvienos
tokios baigties tikimybe lygi p"'¢" ™. Kiek gi yra tokiy baigc¢iy? Jy yra tiek,
kiek yra galimybiy sudaryti n ilgio seka, kurioje vienety buty lygiai m, o kiti
simboliai — nuliai. Pasizyméje vietas simboliams jrasyti

galime i§ pradziy parinkti vietas vienetams, o juos jrase — uzpildyti tuscias
vietas nuliais. Vienety vietas galime parinkti C7" budais, taigi tiek yra ir
seky. Todel

P(S,=m)=CI"p™q¢" ™.

22 pavyzdys. Tarkime, nuo baudy metimy linijos krepSininkas pataiko
60% metimy. Jeigu jis ruoSiasi mesti n = 10 karty, kokia tikimybeé, kad
pataikys keturis kartus?

Vienas metimas — bandymas su dviem baigtimis: sékme (taiklus metimas)
ir nesekme (metimas pro Salj). Sékmeés tikimybé p = 0,6, nesékmés — ¢ = 0,4.
Galime padaryti prielaida, kad metimy rezultatai nepriklauso vienas nuo kito.
Taigi turime Bernoullio schema ir tikimybe galime skai¢iuoti naudodamiesi
(12) formule:

P(Sip=4) =C},-0,6*-0,4° ~0,111.

Pazymékime
P,(m)=C"p"¢"™™, m=0,1,...,n.
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Kuri i§ §iy tikimybiy didZiausia? Sékmiy skaic¢iy m, kuriam P, (m) reik§mé
didziausia, vadinsime labiausiai tiketinu sekmiy skaic¢iumi.
Palyginkime tikimybes P, (m) ir P,(m — 1). Pasinaudoje (12) gausime:
Po(m) _ Cppmgt™ G p
Pao(m —1)  Cp=tpm-tgrmtt Ot ¢
ey onn—1)---n—m+1L)(m—-1)! n-m+1

Cm=t " pn—1)---(n—m+2)m! m
Py(m) —n—-m+1 p
P,(m—1) m q

Tada P,(m) > P,(m — 1), jei
(n—m+1)p>mqg, (n—m+1)p>m(l—p), (n+1)p>m.
Taigi, jei m < (p + 1)n, tai gauti m sékmiy labiau tikétina negu m — 1.

Tikétiniausias sékmiy skaicius

DidZiausias sveikasis skai¢ius m, tenkinantis nelygybe m < (n+ 1)p, yra
labiausiai tikétinas sékmiy skaic¢ius. Jeigu (n + 1)p yra sveikas skaicius,
tai P,(m) jgyja didziausia reikSme su m = (n+1)pirm = (n+1)p— 1.

23 pavyzdys. Tarkime, krepsininkas pataiko 60% metimy nuo baudos

linijos. Jeigu jis ruoSiasi mesti n = 10 karty, koks labiausiai tikétinas taikliy
metimy skaic¢ius?

Kadangi (n+ 1)p = 6,6 tai labiausiai tikétina, kad bus 6 taiklus metimai.

A

m)

S~—
=
A

0 1 2 3 4 b} 6 7 8 9 10 11

Sekmiy tikimybés Pio(m), kai p = 0.6. Tikétiniausias sékmiy skaicius
m = 6.
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Jeigu taiklaus metimo tikimybé buty p = 1—71 ~ 0,636, buty du labiausiai
tiketini taikliy metimy skaiciai.

A Piy(6) = Pio(7) ~ 0.244

m)

~—
=
A

10 11

Séekmiy tikimybés Pio(m), kai p = 7/11. Tikétiniausi sékmiy skaiciai
m=06irm=".

UzZdaviniai
1. Jeigu bandymuy skaicius Bernoullio schemoje n = 6, kiek palankiy baigciy
turi jvykis {atlike bandymus gausime 3 sékmes}?

2. Viena moneta yra simetriSka, kita atvirsta herbu su tikimybe 0,4. LoSéjas
gali mesti monetg du kartus. Jeigu abu kartus moneta atvirsta ta pacia puse, jam
iSmokamas laiméjimas. Su kuria moneta — simetriska, ar nesimetriska — loSéjui yra
naudingiau losti?

3. Urnoje yra vienas baltas rutulys ir du juodi. Traukiame su grazinimu 5
rutulius. Kokia tikimybé, kad du kartus iStrauksime balta rutulj?

4. Urnoje yra vienas baltas rutulys ir du juodi. Traukiame su graZinimu 5
rutulius, S5 — balty rutuliy skai¢ius. Kuri i§ tikimybiy P(S; = 0), P(S; = 5)
didesné? Kiek karty didesné?

5. Sesis kartus metamas tas pats simetriskas losimo kauliukas. Kokia tikimybé,
kad gausime lygiai 2 SeSetukus?

6. 2500 seimose yra po keturis vaikus. Koks tikétiniausias Seimy, kuriose yra
bent vienas berniukas ir bent viena mergaité, skaicius?

7. Nuozulniu 10 cm plocio takeliu rieda n = 8 Zirniai. Pakalnéje yra 4 cm
skersmens duobé. Kokia tikimybé, kad j duobe jkris m = 3 Zirniai? Koks labiau-
siai tikétinas ] duobe pateksianciy Zirniy skaicius? Kiek Zirniy turéty riedéti, kad
tikétiniausias duobéje atsidursianciy Zirniy skaicius buty lygus 77
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Atsakymai

20.

Naudingiau losti su nesimetriska moneta.

80/243.

Tikimybé P(S5 = 0) yra didesné uz P(S5 = 5) 32 kartus.
20/243.

2188.

~ 0,279; 3; 17.

NS s W=

1.24. Polinominé schema

Nepriklausomy monetos métymy serijoms tyrinéti tinkanciq teorijg
apibendrinkime taip, kad ji tikty ir losimo keuliuky métymo serijoms
nagrinets.

Yra du indai su baltais dazais ir trys su juodais. Reikia nudazyti penkias
detales. Dazymo metodas toks: detalés atsitiktinai sumetamos j indus, o
po to istraukiamos. Kokia tikimybe, kad lygiai dvi detalés bus nudazytos
baltai? Atsakyma gausime pritaike Bernoullio schema: bandymy skai¢ius
lygus detaliy skaiciui, t. y. n = 5, jeigu sekme pavadinsime baltai nudazyta
detale, tai sekmes tikimybe p = % ir

P(Ss=2) = 03(3)2@)3 — 0,3456.
5 5

O jeigu dar pridétume, pavyzdziui, inda su mélynais dazais? Kokia buty
tikimybe gauti dvi baltas, dvi juodas ir vieng meélyna detale, jeigu dazymo
metodas likty tas pats?

Vienos detalés dazymas reiksty vieng bandyma su trimis galimomis baig-
timis, kuriy tikimybeés atitinkamai lygios

2 3 1
Pl—é, pz—a; p3—6-
Atliktume penkis nepriklausomus bandymus. Palankiy musy jvykiui baigciy
buty daug. Jeigu balta, juoda ir mélyna spalvas Zymésime 1, 2, 3, tai tokios
baigtys
11223, 12123, 22113, 32211, ...

bus palankios mums rupimam jvykiui. Visy jy tikimybés vienodos:

P(11223) = P(12123) = P(22113) = P(32211) = ... = (%)2 : (%)2 : (%)1

Taigi reikty tik suskaiciuoti, kiek yra ty palankiy baigciy.
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Aptarkime, kaip sudaryti tikimybine erdve, tinkancig vienody nepriklau-
somy bandymy sekai tyrinéti, jeigu vieno bandymo baigciy aibe sudaro r
baigciy. Baigtis Zymésime naturaliaisiais skaiciais 1,2,...,r. Tarkime, zi-
nomos vieno bandymo baigciy tikimybés

Q={1,2,....r}, p=Pl), 0<p;<l, pr+ps+...4+p =1
Jeigu atlieckame n nepriklausomy bandymuy, tai tokios sekos baigciy aibé yra
Q, ={wwa...wy i w; =1,2,...r}

Jeigu sekoje w = wyws . .. wy, baigtys 1,2, ..., r pasitaiké atitinkamai my, ..., m,
karty, m; +mqe + ... +m, = n, tai

P(w) = p{"py™= - p". (13)

Kity su 8ia bandymy seka susijusiy jvykiy tikimybes gausime sumuodami
jiems palankiy baigciy tikimybes. Sudaréme tikimybine erdve nepriklausomy
bandymy su r baigtimis sekai nagrinéti. Ji vadinama polinomine schema.

Pazymékime S} S2 ... S baigéiy 1,2,...,r skai¢ius, gautus atlikus n
bandymuy. Juy suma lygi bandymy skaiciui, t. y.

Sl 4 S2 4.+ S =n.

Suformuluosime teoremos apie sékmiy skaic¢iy Bernoullio schemoje analoga
polinominei schemai.

Baigciy rinkinio tikimybés polinominéje schemoje

18 teorema. Jei Q = {1,2,...,r} yra vieno bandymo baigciy
aibé, P(i) = p;, @ = 1,2,...,r, baigciy tikimybés, S! — baigties i
pasikartojimy, atlikus n nepriklausomy bandymy, skaic¢ius, o m; yra
neneigiami sveikieji skaic¢iai, my +ms + ...+ m, = n, tai

|
1 2 n! )
P(S, =m4,S; =ma,...,S; m'p’lmpTZ---pfF.
-l

n:mT):

m1!m2! Ce

Jeigu my 4+ ms + ... 4+ m, # n, tai, Zinoma,
P(S}l :ml’S'r2l :mQ,...,ST :mT‘) =0.

Irodymas. Baigties w, palankios jvykiui {S! = my, S2 = ma,...,S" =
m,.} tikimybe jau zinome, zr. (13). Taigi belieka surasti palankiy baigé¢iy
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skaiciy. [sivaizduokime, kad parengéme n langeliy bandymy baigéiy zen-
klams uzrasyti. Reikia uzraSyti lygiai m, pirmosios baigties zenkly, vietas
jiems galime parinkti C]"* budais. Parinke jas turésime n—m; tusc¢iy viety, is
kuriy turime parinkti ms vietas antrosios baigties zenklui. Taigi budy jrasyti
pirmyjy dviejy baigc¢iy zenklus i§ viso yra C;"Cp"”,, . Sitaip samprotaudami
gauname, kad i§ viso yra

|
n!
mi m2 P msr —
O G O = S T ]
jvykiui {S} = my,8% = my,...,S" = m,} palankiy baig¢iy. Teorema

irodyta.
Dabar jau galime atsakyti ir j skyrelio pradzioje iSkelta klausima apie
spalvotas detales:

51 /272 /3\2 /1INl 5
P51:252:253:1:—<—>-(—)-(—) — 2 ~0.14.
(5 e e )2!2!1!6 6 6 36 '

UZdaviniai
1. Kokia tikimybé, kad metus simetriska lo§imo kauliuka n = 4 kartus, du
kartus atvirs keturios, ir po vieng karta — penkios ir SeSios akutés?

2. Urnoje yra 3 balti, 2 juodi ir 4 mélyni rutuliai. Su graZinimu traukiame
n = 6 rutulius. Kokia tikimybé, kad tarp iStrauktyjy bus lygiai trys mélyni ir bent
du balti rutuliai?

3. Metamos dvi monetos. Viena atvirsta herbu su tikimybe 0,4, kita — su
tikimybe 0,6. Kokia tikimybé, kad metus n = 6 kartus Iygiai du kartus, atvirs du
herbai ir lygiai du kartus — du skaiciai?

4. Taikinys yra skritulio formos, jo spindulys lygus 3. Skritulyje nubrézti du
apskritimai, vieno spindulys lygus 1, kito — 2. Apskritimy centrai sutampa su skrit-
ulio centru. Jeigu pataikoma j maziausiuoju apskritimu apribotg sritj — pelnoma 10
tasky, jeigu j Zieda, kurj riboja maZesnieji apskritimai — 5 taSkai, jeigu j kita Zieda
— 3 taskai. [ taikinj Saunama nesitaikant. Kokia tikimybeé, kad keturiais taikliais
Suviais bus pelnyti 28 taskai?

5. Staciakampyje ABCD, kurio krastiniy ilgiai yra AB = a,BC = b,a > b,
atsitiktinal parenkami n = b taskai. Kokia tikimybé, kad trys is jy bus arciau
krastinés AB negu kity krastiniy, vienas — ar¢iau BC ir vienas — arc¢iau C'D?
Paprastumo délei pirmiausia panagrinékite atvejj, kai ABCD yra kvadratas.
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Atsakymai

1. 1/108.
2. 1280/6561 ~ 0,195.
3. 0,0807
4. 20/729.

! b\4 b
5. g (1—g95) - 2

1.25. Ribinés teoremos Bernoullio schemoje

Kai yra daug monotonisko darbo, turime dvi galimybes: daug ir kruopsciai
triusti arba sukurti efektyvesnius darbo grankius. Panagrinékime, kaip
galima isvengti varginandciy skaiciavimy, kai nagrinéjame ilgas nepri-
klausomy bandymy sekas.

Tiksli Bernoullio schemos sékmiy skaiciaus tikimybés formulé
P(S,=m)=C"p™¢"™™, q=1-p, (14)
kartais néra labai patogi skaic¢iavimams. Panagrinékime du pavyzdzius.

24 pavyzdys. Mazi laseliai, stambus tinklas

Isivaizduokime srauta i§ n = 1000 lasSeliy, krintantj j tinkla, sudaryta is
1m x Im dydzio kvadraty. Laselis — rutuliuko su spinduliu » = 0,1 cm formos.
Jeigu laSelis kliudo kvadrato kraStine — subyra. Kokia tikimybe, kad subyrés
lygiai m = 5 laSeliai?

Vienas laSelis — vienas Bernoullio schemos bandymas. Galima jsivaizduoti
S] bandyma taip: laSelis krinta j vieno kvadrato plokstuma taip, kad laselio
centras pataiko j kvadrato vidy arba ant krastinés.

Laselis nesubyrés!

?

'

Laselis nesubyreés, jeigu jo centras pataikys j kvadrato taska, kurio at-
stumas nuo bet kurios kvadrato krastinés didesnis uz r. Taigi laSelis ne-
subyres, jeigu jo centras pataikys j brézinyje pilkai nudazyta sritj. Pazymeéje
p tikimybe, kad vienas laselis nesubyres, o ¢, kad subyrés, gausime:

(100 — 2r)>2

ooz = 0:9987 =0,996004, p =1 - ¢ =0,003996.

q:

99



Taigi pritaike (14) formule gautume
P(S1000 = 5) = Clygp - 0,003996° - 0,9960047% . (15)

Zinoma, pasinaudoje kompiuteriu apskaic¢iuosime ir tokio reiskinio reikSme.
Taciau jeigu turétume tik skaic¢iuoklj su aritmetiniy veiksmy mygtukais, kazin
ar pavykty tikimybe apskaic¢iuoti bent apytiksliai.

25 pavyzdys. Dideli lasai, smulkus tinklas

O dabar jsivaizduokime kad laSeliai yra rutuliuko su spinduliu » = 0,5
cm formos, laseliy yra n = 10000, o tinkla sudaro 10cm x 10cm dydzio
kvadratéliai. Dabar subyrés daug laseliy. Kokia tikimybé, kad subyréjusiy
lageliy skaic¢ius bus tarp 1900 ir 20007

Vel pazymeéje raidémis p, g vieno laselio subyréjimo ir nesubyréjimo tikimybes
gausime
(10 — 2r)?

102

Naudotis (14) formule $iuo atveju dar nepatogiau:

g = =09°=0381, p=1—-¢=0,19.

1999
P(1900 < 5, < 2000) = > Crp™q™ ™. (16)

m=1901

Taigi turétume apskaiciuoti net 199 démenis!

Kuo panasus ir kuo skiriasi abu pavyzdziai? PanaSus visy pirma tuo,
kad bandymuy skaic¢ius abiem atvejais didelis. O skiriasi sékmeés tikimybeés
reikSmémis. Pirmajame pavyzdyje bandymy daug, o sekmeés tikimybé maza.
Antrajame — bandymy daug, bet sékmeés tikimybé néra maza. Kai bandymy
daug, skaic¢iuojant Bernoullio schemos tikimybes, galima pasinaudoti apytiks-
lémis formulémis, kurias pateikia ribinés teoremos — teiginiai apie tikimybiy
elgesj, kai bandymy skaicius didéja.

Poissono teorema

19 teorema. Tegu n yra bandymuy skaicius Bernoullio schemoje,
sékmeés tikimybé viename bandyme priklauso nuo bandymuy skaiciaus,
Zymeésime ja p,. Jei n neapréztai didéjant p, artéja prie nulio, taciau
egzistuoja skaicius A > 0, kad np, — A, tai bet kokiam m
m, m n—m A" -
P(S,=m)=C"pm(1 —py) - e, n— oo, (17)

¢ia e /= 2,71828 yra naturiniy logaritmy pagrindas.
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Sia teorema galime pasinaudoti apytiksliai skai¢iuodami tikimybes. Kai
n reikSme didelé, o p maza, galima tikimybe skaic¢iuoti taip:

Kokia paklaida atsiranda Sitaip skaic¢iuojant? Jrodyta, kad paklaida nevirsija
dydzio A\p = np?.
Panaudokime $ig formule ir apskaic¢iuokime tikimybe (15):

5

A
A=np =399, P(Si00 =>5)~ ge—A ~ 0,15614.

Galime buti tikri, kad paklaida néra didesné uz np? ~ 0, 02. Taciau kokia gi
ji i8 tiesy? Kompiuteriu apskai¢iave (15) gautume

P(Slogo = 5) ~ 0,15645

Taigi paklaida yra tik 0,0003.
Poissono teoremos jrodymas. Pagrindinis matematinis jrankis, kuriuo
pasinaudosime, toks: jei z, yra skaiciy seka ir z, — z, kai n — oo, tai

<1+@> —e*, n — oo. (18)
n

Uzrasykime sékmiy skaic¢iaus tikimybe ir pertvarkykime reiskinj:

P(S, =m) — nn—1)---(n-—m+1) (npn)T”(l_%)nm

m! nm n
1 - ]_ n, n n —m
— (1__>...<1_m ),(npn)m@_%) (1_%> _
n n n n
Panagrinékime daugikliy elgesj, kai n — oo. Akivaizdu, kad 1 —j/n — 1, kai

n — 00. IS teoremos salygy gauname, kad np, — A\; pazyméje z, = —np,, ir
pasiréme (18) gausime, kad

<1 — %)n — e
n

Paskutinis daugiklis irgi artéja prie 1. Taigi
m, m n—m /\m -
P(Sn:m>:0npn(1_pn) - |e , N — 0.
m!

Teorema jrodyta.
Puasono teorema antrojo pavyzdzio tikimybei apskai¢iuoti netinka. Taciau
yra ir kitokiy teiginiy.
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Moivre-Laplace’o teorema

20 teorema. Tegu p yra sékmeés tikimybé viename Bernoullio schemos
bandyme, n bandymy skaicius, S, — sékmiy skaicius, gautas atlikus n
bandymuy, a < b — bet kokie skaiciai. Jeigu p nesikeicia, o n neapréztai
auga, tai

S, —np
P(a < m < b) — q)(b) — <I>(a), (19)

1 v 2
q)(’U) = E/ e_$ dzx.

Skirtumas ®(b) — ®(a) turi paprasta geometring prasme — jis lygus plotui po
funkcijos

p(r) = —e

(@) = ——

grafiku, kurj riboja tiesés y = 0,2 = a,x = b, zr. brézinj.
|

~—

IS8

S = (b) — B(a)

a b x

Savo ruoztu ®(v) reik§mé lygi plotui po Siuo grafiku j kaire nuo tiesés
x = v. Visas plotas po grafiku vir§ tiesés y = 0 lygus 1. Kadangi funkcija
p(z) yra lyginé, tai jos grafikas yra simetriskas tiesés z = 0 atzvilgiu, todél
d(0) = % I sios simetrijos iSplaukia, kad plotas po grafiku j kaire nuo tiesés
x = —v (v >0) yra lygus plotui po grafiku j desine nuo tiesés x = v. Taigi

O(—v)=1—d(v). (20)
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Tac¢iau kaipgi prireikus surasti Sios funkcijos reikSmes? I (20) matyti, kad
pakanka mokeéti rasti reikSmes, kai v teigiamas. Funkcija ®(v) yra labai
svarbi tikimybiy teorijoje, todél gerai iStyrinéta. Tikimybiy teorijos knygose
galite rasti jos reikSmiy lenteles, jos reiksmiy skai¢iavimo komandas rasite
bet kurioje kompiuterinéje skaic¢iuokléje, turincioje statistiniy funkcijy rinkinj
(pav. Excelyje ar OpenOffice skai¢iuokléje).

NCRMSDIST _ ~ ¢ /[ =NORMSDIST(0)

R = T T [ = =) = [
A
2]
3 | =NORMSDISTI{0)
4
5|
6
T MORMSDIST
3 zlo =0
o
0 ~03
| Returns the standard normal cumulative distribution (has & mean of zero and & standard
" deviztion of one),
12
13 Zis the value for which you want the distribution.
14
5]
16 Formula result = 0,5
% e on s functon
19

Funkcijos ®(z) reiksmés skaiciavimas Excelio skaiciuokle.

Moivre-Laplace’o teorema apytiksliams skaic¢iavimams taikoma taip. Jei
bandymy skaic¢ius n yra didelis, galime naudotis lygybémis

P(% < b) ~ d(b), P(a < %) ~1—®(a),
P(a < % < b> ~ ®(b) — P(a).

O dabar apskai¢iuokime (16). Kadangi np = 1900, /np(1 — p) =~ 39, 23, tai

1900 — 1900 Syp —np 2000 — 1900) B

P(1900 < S, < 2000 :P( < <
( ) 39.23 (L= p) 39.23

S, —
P(O S R S 2,549) ~ §(2,549) — B(0) A 0,4946 ~ 0, 5.
np(1 —p)

_ Moivre-Laplace’o teorema yra atskiras centrinés ribinés teoremos atvejis.
Si teorema — tikra tikimybiy teorijos virSukalné. Baigti tikimybiy teorijos
studijas jos nepasiekus, kone tas pats kaip keliauti po Italija, bet neaplankyti
Romos.
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UZdaviniai

1. Tikimybé, kad pacientas yra alergiskas vaistui V lygi 0,003, t. y. i§
tukstanties zmoniy vaistas netinka mazdaug trims. Kokia tikimybé, kad isn = 2357
pacienty, kuriems israSytas Sis vaistas, alergiski jam bus lygiai 4. Kokia tikimybé,
kad tokiy pacienty bus nedaugiau kaip 47

2. Alaus gamykla skelbia loterija: kas pateiks du specialiai pazymétus alaus
buteliy kamstelius — laimés priza. Gamykloje pazymima 4% visy kamsteliy. Kokia
tikimybé laiméti, jeigu nusipirksime n = 100 alaus buteliy?

3. Egzamino uZduotj sudaro sudaro 10 klausimy. Atsakant | klausimg reikia
pasirinkti vieng i§ trijy pateikty atsakymy, i§ kuriy tik vienas teisingas. FEgza-
mino pazymys lygus teisingai atsakyty klausimy skaiciui. Studentai laiko egzaming
Htikimybiniu metodu®: ] kiekviena klausima atsakyma renkasi atsitiktinai. Kokia
tikimybé, kad i§n = 700 Siuo metodu laikanc¢iy egzaming studenty astuntukais bus
jvertinti trys studentai?

4. Tikimybeé, kad | fakultety jstojes moksleivis sékmingai uzbaigs studijas, lygi
0,6. Kiek maziausiai reikty priimti studenty, kad tikimybé, jog studijas sékmingai
pabaigs ne maziau kaip 200 studenty, buty apytiksliai lygi 0,87

5. Kiek maziausiai karty reikty mesti simetriska losimo kauliukg, kad tikimybé,
jog Sesetukas atvirs ne maziau kaip 100 karty buty didesné uz 0,77

6. Keleivis Zygiuoja keliu taip: prie§ Zengdamas meta monetg, jeigu atvirsta
herbas — Zengia Zingsnj j desine, jeigu skaicius — j kaire. Moneta atvirsta herbu
su tikimybe p = 0,55. Kokia tikimybe, kad Zenges n = 100 Zingsniy jis atsidurs
toliau nei uz penkiy Zingsniy J deSine nuo kelionés pradzios tasko? Kokia tikimybé,
kad Zenges n = 100 zingsniy jis atsidurs toliau nei uZ penkiy Zingsniy j kaire nuo
kelionés pradzios tasko? Kokia tikimybé, kad jis nuo pradzios tasko bus nutoles ne
daugiau kaip per penkis Zingsnius?

Atsakymai
1. =~ 0,088 ir = 0,167.

2. ~0,908.

3. ~0,192.

4. = 347.

5. ~630.

6. =~ 0,692;~ 0,066;~ 0,0242;
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2 Atsitiktiniai dydziai
2.1. Atsitiktinio dydzZio savoka

Nagrinéjant tikrovéje vykstancius bandymus, kartais buna sudétinga
nusakyti baigtis, taciau lengva — tam tikras ty baigciy charakteris-
tikas. PavyzdZiui, sunku nusakyti, kokia baigtis lémé, kad Siandien
Salta, taciau iSmatuoti temperaturg galime.

Daznai mums ne tiek rupi pati bandymo baigtis, kiek tam tikra skaitiné
jos charakteristika. Pavyzdziui, loterijos dalyviui svarbus laiméjimo dydis,
besiruosianc¢iam iseiti i§ namy — oro temperatura ir t. t. PrieS bandyma
tokiy dydziy reikSmiy nejspési, taigi tai — atsitiktiniai dydziai.

26 pavyzdys. Atsitiktinis skritulio taskas

Tarkime, skritulyje, kurio spindulio ilgis » = 5, atsitiktinai parenkamas
taskas. Tegu X yra pasirinktojo tasko atstumas iki centro. Kadangi X
reikSmeés i§ anksto nuspeti negalime, tai X — atsitiktinis dydis, jgyjantis
reik§mes i§ skaiciy intervalo [0;5]. Jeigu matuosime atstumg iki centro ir ap-
valinsime iki sveikojo skaic¢iaus, gausime dydj Y, jgyjantj reikSmes is skaiciy
aibés {0,1,2,3,4,5}.

Q 9]
X Y
0 1 2 3 4 5
Akivaizdu, kad
- 32 73,52
P(X < 3) = = 0,36, P(Y <3)=_""22 —049
(X <3) = ——5 =036, P(Y <3)=——5 =049,
(3,57 — 2,52
P(X=3)=0, Py—3 =" o ) _ 094
7r.

Kad galétume plétoti atsitiktiniy dydziy teorija, pirmiausia turime Si-
uos dydzius grieztai matematiskai apibrézti. Tarkime, kad tikimybiné erdveé
(Q, A, P) yra fiksuota.
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Atsitiktinis dydis
9 apibrézimas. Tegu §2 yra bandymo baigciy aibé. Atsitiktiniu
dydziu vadiname taisykle, priskiriancia baigtims skaicius, t. y. funkcija

X :Q—R,

apibréztg baigciy aibéje ir jgyvjancig skaitines reiksSmes, bei tenkinancig
salyga: bet kokiam x tikimybé P(X < z) yra apibréZta.

Tikimybé P(X < x) bus apibrézta tada ir tik tada, kai baig¢iy aibé
{w: X(w) < x} priklausys pasirinktai jvykiy o-algebrai A. Taigi atsitiktinis
dydis yra funkcija, kuri yra ,suderinta“ su musy jvykiy o-algebra A. Jeigu
Sios salygos nebuty, ne visy jvykiy, susijusiy su dydziu, tikimybes galétume
apskaiciuoti. Musy poziuris j atsitiktinius dydzius yra pragmatiskas — atsitik-
tiniais dydziais vadiname tik tas funkcijas, kurias galime tyrinéti naudodami
savo tikimybine erdve.

I8 dviejy atsitiktiniy dydziy X, X galime sudaryti pora (X, Xs), kuria
vadinsime dvimacdiu atsitiktiniu vektorium, is trijy dydziy galime sudaryti
trimatj atsitiktinj vektoriy ir t. t.

Atsitikting ] .
10 apibréZimas. Tegu X1, Xs,..., X, yra toje pacioje tikimybinéje
erdvéje apibrézti atsitiktiniai dydziai. Jy rinkinj

X: <X1,X2,...,Xn>

vadinsime n-maciu atsitiktiniu vektorium.

Su atsitiktiniu dydziu X galime susieti daug jvykiy, pavyzdziui,
{X =3}, {X<3}, {2<X <3}

ir t. t. Buty gerai turéti ,jrankj“, kuriuo naudodamiesi galétume reiksti
tokias tikimybes. Tas jrankis — pasiskirstymo funkcija.

Pasiskirstymo funkcija
11 apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija vadin-
sime funkcija Fx, apibrézta lygybe

Fx(z) = P(X < z).

Atsitiktinio vektoriaus X = (X, Xa,...,X,,) pasiskirstymo funkcija
vadinsime funkcija

Fx(ZL'l,ZEQ,...,ZL'n) :P(X1 <I’1,X2 <$2,...7Xn <IL‘n>.
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27 pavyzdys. Atsitiktinis skritulio taskas

Tarkime, skritulyje, kurio spindulio ilgis » = 5, atsitiktinai parenkamas
taskas. Tegu X yra pasirinktojo tasko atstumas iki centro. Atsitiktinis dydis
X igyja reikSmes i§ skaiciy intervalo [0; 5]. Surasime jo pasiskirstymo funkcija.
Kadangi dydis jgyja tik teigiamas reik§mes, tai su < 0 gausime Fx(z) = 0.
Taip pat akivaizdu, kad su = > 5 teisinga lygybé Fx(z) = 1. Kai 0 < z < 5,
gauname Fy(r) = mx?/75? = 2?/25. Taigi

0, jeizx <O,
Fx(z) =< &, jei0 <z <5,
1, jeixz =5.

=Y

ot

Atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcijos Fx(x) grafikas

O dabar tarkime, kad parinke skritulio taska ir iSmatave jo atstumg iki centro,
apvaliname atstuma iki sveikojo skaicCiaus. Sitaip gausime atsitiktinj dydj
Y, kuris gali jgyti SeSias reikSmes. Nesunku apskaiciuoti tikimybes P(Y =
m), m=0,1,...,5. SuraSykime jas j lentele:

Naudodamiesi Siomis tikimybémis galime apskaiciuoti pasiskirstymo funkci-
jos reikSme bet kuriame taSke. Pavyzdziui,

Fy(25)=P(Y <25) = P(Y =0)+ P(Y =1) + P(Y = 2) = 0,25.

Sig reiksme pasiskirstymo funkcija Fy (y) jgyja su visais y is intervalo [2;3).
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Funkcijos grafikas sudarytas is ,laipteliy“:

<A

Fy(

1 -

Nagrinéty pavyzdyje atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo funkcijy grafikai
rodo visas svarbiausias pasiskirstymo funkcijy savybes. Suformuluokime jas.

21 teorema. Bet kokio atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija
Fx(x) turi sias savybes:

1. funkcija jgyja reikSmes intervale [0;1] ir yra nemazéjanti, t. y. jei
x1 < Zo, tai Fix(x1) < Fx(x9);

2. jei x — oo, tai Fx(x) — 1; jei v — —oo, tai Fx(z) — 0;

3. jei x artéja prie skaic¢iaus x i$ kairés, t. y. teisinga nelygybé x < xy,
tai Fx(x) — Fx(zo). Si savybé vadinama funkcijos tolydumo i$ kairés
savybe.

Irodymas. Kadangi Fx(xz) = P(X < z), tai funkcija, kaip ir tikimybe,
jigyja reiksmes tik i§ intervalo [0; 1].

Pazymékime A, = {w : X(w) < x}, t. y. ivykj A, sudaro tos baigtys,
kurioms priskiriamos reik§més yra mazesnés uz z. Jei 1 < w9, tai baigéiy,
kurioms priskiriamos reikSmes mazesnés uz xrs yra ne maziau, negu baigciy,
kurioms priskiriamos reikSmés mazesnés uz x;. Taigi A,, C A,,. Ta¢iau tada
P(A,,) < P(A,), t. v. Fx(x1) < Fx(x9).

Antroji ir tre¢ioji savybes iSplaukia i tikimybés tolydumo. Irodykime
teiginj F'x(z) — 1, kai * — oo. Tegu z,, yra neapréztai didéjanti seka, t. y.
Ty < Ty < ...Ir x, — oco. Tada

Ay CAyy CAy Coo, UA%:Q.
n=1

I8 tikimybés monotoniskumo savybés gauname P(A,, ) — 1 arba Fx(x,) —
1, kai x,, — +o0.
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Panasiai galima jrodyti ir kitus teoremos teiginius.
Naudodamiesi pasiskirstymo funkcija galime uzraSyti jvairias su atsitik-
tiniu dydziu susijusiy jvykiy tikimybes. Pavyzdziui,

P(X>2)=1-Fy(2), P2<Y <3)=Fx(3)— Fx(2)

ir t. t.

Tarkime, X yra atsitiktinis dydis, o f(x) kokia nors funkcija, jgyjanti
reikSmes i§ realiyjy skaic¢iy aibés. Ar dydis Y = f(X) irgi bus atsitiktinis,
t. y. suderintas su nagrinéjamy jvykiy o-algebra? Kad taip buty, funkcija f
turi tenkinti viena salyga.

12 apibrézimas. Tegu f : R — R yra funkcija, o B C R — Borelio
aibé. Jeigu {z : f(x) € B} irgi yra Borelio aibé, tai funkcija B vadinama
Borelio funkcija.

Visos funkcijos, su kuriomis susiduriame praktiniuose taikymuose yra
Borelio funkcijos. Taigi tikrinti, ar funkcija tenkina apibrézimo salyga mums
neprireiks. Pasinaudoje Borelio funkcijomis i§ vieno atsitiktinio dydzio gal-
ime gauti kitus atsitiktinius dydZius.

22 teorema. Jeigu X yra atsitiktinis dydis, o f — Borelio funkcija, tai
Y = f(X) irgi yra atsitiktinis dydis.

Uzdaviniai
1. Tegu X yra atsitiktinis dydis, nagrinétas sio skyrelio pavyzdziuose. Pasinau-
dokite pasiskirstymo funkcijos iSraiska ir apskaic¢iuokite tikimybe P(2 < X < 3).

2. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 5. Kvadrate atsitiktinai parenkamas
taskas, X yra parinktojo tasko atstumas iki krastinés AB. Apskaiciuokite tikimybes
P(X < 3),P(X > 1). Nubraizykite pasiskirstymo funkcijos Fx (x) grafik.

3. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 5. Kvadrate atsitiktinai parenkamas
taskas, X1 yra parinktojo tasko atstumas iki krastinés AB, Xy — parinktojo tasko
atstumas iki krastinés AD, Y = min(X1, Xs2),Z = max(X1, X2). Apskaic¢iuokite
tikimybes P(Y < 3),P(Y > 1),P(Z < 3), P(Z > 1). Nubraizykite pasiskirstymo
funkcijos Fy (x) grafika.

4. Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 5. Kvadrate atsitiktinai parenkamas
taskas, X1 yra parinktojo tasko atstumas iki krastinés AB, Xy — parinktojo tasko
atstumas iki krastinés BC, X3, X4 atstumai iki krastiniy CD ir AD. Tegu Y =
min(X1, Xo, X3, X4). Apskaiciuokite tikimybes P(Y < 3),P(Y < 2),P(Y > 1).
Nubraizykite pasiskirstymo funkcijos Fy (z) grafikg.
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Atsakymai

1. 1/5.

2. 3/5; 4/5.

3. 21/25; 16/25; 9/25; 24/25.
4. 1; 24/25; 9/25.

2.2. Diskretieji atsitiktiniai dydziai

Dauguma Siame skyrelyje nagrinéjamy atsitiktiniy dydzZiy — vienaip ar
kitawp susije su bandymy, turinciy tik dvi baigtis, sekomis.

Jeigu aibés elementus galima sunumeruoti, ja vadiname diskrecigja. Na-
grinésime atsitiktinius dydzius, kurie jgyja reikSmes i§ diskreciyjy aibiy.

Diskretusis atsitiktinis dydis

13 apibrézimas. Jeigu atsitiktinio dydzio reiksmiy aibé yra diskreti,
dydj vadinsime diskreciuoju.

Diskreciojo atsitiktinio dydzio X reikSmes galima sunumeruoti: =, zo, . ..
Gali buti baigtinis kiekis reikSmiy, taciau gali buti ir begalinis. Jeigu atsitik-
tinio dydzio X reikSmiy skaicius yra baigtinis, kartais jas kartu su tikimybémis
patogu susirasyti j lentele, kaip jau daréme anksteniajame skyrelyje:

Visy dydzio X reikSmiy tikimybiy suma lygi 1, t. y.
p1+p2+:1

Maziausias galimas dydzio reiksmiy skaicius lygus 1. Tada su visomis
baigtimis dydis jgyja ta pacia reiksme (nesvarbu, kiek akuciy atvirto metus
kauliuka, jusy laiméjimas tas pats). Tokio atsitiktinio dydzio galétume ir
nevadinti atsitiktiniu, nes jo reikSme visada galima pasakyti i§ anksto. Vis
délto prasminga ir tokius dydzius priimti j atsitiktiniy dydziy Seima.

14 apibrézimas. Jeigu yra reikSmé a, su kuria atsitiktiniam dydziui X
teisinga lygybé P(X = a) = 1, tai toki dydj vadinsime i$sigimusiu atsitiktiniu
dydziu.

Issigimusio atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijos grafikas labai pa-
prastas, zr. breézinj. Grafikas sutrukes viename taske x = a, trukio dydis
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lygus 1.
-

=Y

a

0

Issigimusio atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijos grafikas
Bernoullio schemos bandymuose galimos tik dvi baigtys: nesékmeé ir sékmeé.
Jeigu nesékmeés atvejj zymesime skai¢iumi 0, o sekmes — 1, gausime atsitikting
dydi X, igyjant] tik dvi reikSmes:

P(X=0)=¢q, O0<p<l, qg=1-p.

P(X =1)=p,
Tokio dydzio pasiskirstymo funkcijos grafikas turi du trukius, kuriy dy-

dziai lygus reikSmiy tikimybhéms p ir q.

31 -
g
D
l
A
q
v | -
0 1 z

Atsitiktinio dydZio, jgyjancio dvi reik§mes, pasiskirstymo funkcijos grafikas

O dabar nagrinékime atsitiktinj dydj X, kurio reiksmeé lygi sékmiy skai¢iui
Bernoullio schemoje, kai sekmeés tikimybeé viename bandyme lygi p, o bandymy
skaicius — n. Toks dydis gali jgyti reikSmes 0,1,2,... n. Zinome Sio dydzio

tikimybes:
P(X=m)=Cp"¢"™™, q=1-p
Binominis atsitiktinis dydis

Atsitiktinj dydj X, jgyjantj reikSmes su tikimybémis

15 apibrézimas.

P(X=m)=C"p™¢"™™, q=1—p, m=0,1,...,n,

vadinsime binominiu atsitiktiniu dydziu; Zymésime X ~ B(n,p).
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Si dydj gana iSsamiai nagrinéjome Bernoullio schemai skirtame skyrelyje. Ji
galima iSreiksti dydziy, igyjanciy tik dvi reikSmes, suma. I$ tikryjy, su i-uoju
Bernoullio schemos bandymu (i = 1,2, ...,n) susiekime atsitiktinj dydj taip:

X 1, jeii-ajame bandyme sékmeé,
"o, jei t-ajame bandyme nesékme.

Tada
X=X +Xo+...+X,.

Hipergeometrinis atsitiktinis dydis

Tegu urnoje yra u balty ir v juody rutuliy. Atsitiktinai su grazinimu
traukiame n rutuliy, X — balty rutuliy skaic¢ius tarp iStrauktyjy. Nesunku
suvokti, kad X yra binominis dydis: X ~ B(n,u/(u+v)). O jeigu iStrauktyjy
rutuliy nebegrazintume atgal? Didziausia galima tokio dydzio reik§mé yra
max(u,n) (negalime iStraukti daugiau balty rutuliy negu traukiame arba
negu balty urnos rutuliy skai¢ius). Maziausioji — max(n — v, 0) (jeigu trauki-
ame daugiau rutuliy negu urnoje yra juody, tai n — v balty rutuliy tikrai
iStrauksime.

Dydis X — diskretusis atsitiktinis dydis, jo reik§miy tikimybeés
crop—m

n 9
u+v

P(X =m) = max(n — v,0) < m < max(u,n).
Tokie atsitiktiniai dydziai vadinami hipergeometriniais. Panasiai kaip
binominj dydj, hipergeometrinj dydj galima uzrasyti paprasty atsitiktiniy
dydziy suma:
X=X1+Xo+...+X,,

¢ia dydis X; ,signalizuoja“, ar i-asis rutulys yra baltas (X; = 1), ar juodas
(X; =0).

Pastebékime, kad visy dydziy X; reikSmiy tikimybés yra vienodos:

P(X1:0):P(X2:0):...:P(Xn:O):uiv,
P(Xlzl):P(XQ:D:...:P(anl):uj_v.

Bernoullio schema — tikras atsitiktiniy dydziy lobynas. Panagrinékime
ja dar karta. Jsivaizduokime, kad Bernoullio schemos bandymai kartojami
iki pirmos sékmés, o X reiskia atlikty bandymy skaic¢iy. Tada maziausia
atsitiktinio dydzio X reiksmé lygi 1, o didziausios néra is viso. Jei sékme
zymésime S, o nesékme N raide, tai tokio bandymo baigtis galésime uzrasyti
taip:

S, NS, NNS, NNN§, ...
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Jeigu sékmeés tikimybé viename bandyme lygi p, tai Sio dydzio reikSmiy
tikimybeés yra

¢ia ¢ = 1 — p yra nesékmeés tikimybé viename bandyme.

Geometrinis atsitiktinis dydis

16 apibrézimas. Atsitiktinj dydj X, jgyjantj reikSmes m = 1,2, ...
su tikimybémis

PX=m)=¢""'"p, m=12,..., 0<p<l1l, qg=1-p,

vadinsime geometrinin. Zymésime X ~ G(p).

Taigi geometrinio dydzio reikSmé — bandymy skaicius, kurj teko atlikti,
kol gavome pirmag sékme. ReikSmiy tikimybés sudaro geometrine progresija,
todél dydis ir vadinamas geometriniu.

Apskaic¢iuosime tikimybe, kad teks atlikti daugiau kaip n bandymuy, kol
gausime pirma sekme:

P(X>n) = PX=n+1)+P(X=n+2)+...

= p+ "+ =" p(l+tq+E+..)=

¢ia pasinaudojome geometrinés progresijos nariy sumos formule:

9 3 1 1

Isivaizduokime, kad atlikome jau m bandymy, bet visi baigési nesékmémis.
Taigi jvyko jvykis {X > m}. Kokia tikimybe¢, kad atliksime dar nemaziau
kaip n nesékmingy bandymy, t. y. kam lygi salyginé tikimybe

P(X >n+m|X >m)?
Jeigu atlikome m nesékmingy bandymuy, tai galime manyti, kad viskas prasideda
i§ naujo. Taigi tikimybe, kad nepasiseks dar ne maziau kaip n karty, lygi prie§
bandyma apskaiGiuotajai tikimybei P(X > n). Todél
P(X >n+m|X >m)=P(X >n)=¢".
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Geometrinis dydis X — tai atlikty iki pirmos sékmés bandymy skaicius.
Tada X — 1 yra iki pirmosios sékmés patirty nesékmiy skaicius. Pasirinkime
dabar kokj nors sveika skaic¢iy n > 1. Bernoullio schemos bandymus atlik-
sime tol, kol gausime n sekmiy. Pazymékime Y,, — atliekant bandymus patirty
nesekmiy skaic¢iy. Tada Y,, yra atsitiktinis dydis, jgyjantis sveikas neneigia-
mas reikSmes. Ivykiui {Y,, = m} palanki baigtis — seka (wy, we, ..., Wp1m—1, 1),
Cia reikSmeé w; = 0 reiSkia nesékme, o w; = 1 — sékme; wy + wy + ... +
Wnim-1 + 1 = n. Tokios baigties tikimybe P(w) = p"¢™. Kiek yra baig€iy,
kurios palankios jvykiui {Y = m}? Tiek, kiek yra budy parinkti baigties
sekoje lygiai m Zenkly w; = 0. Taigi palankiy baigciy skaicius yra C),, _; ir

PY,=m)=C. ., p"q".

m

Pascalio atsitiktinis dydis
Diskretyjy atsitiktinj dydj X, jgyvjantj sveikas neneigiamas reiksmes su
tikimybémis

P(X=m)=C}. . _p"q"

m

vadinsime Pascalio atsitiktiniu dydZiu ir Zymésime X ~ B~ (n,p).

Pascalio atsitiktinj dydj Y ~ B~ (n,p) galime iSreiksti geometriniais dy-
dziais. Pazymeékime Y7 nesékmiy, patirty iki pirmos sékmés skaic¢iy. Tada
X1 =Y1+1~G(p). Jei Y yra nesékmiy patirty po pirmos sékmés iki antros
sékmés skai¢ius, tai Xo = Y5 + 1 ~ G(p). Analogiskai apibréziame ir dydzius
X3,Ys, ..., X, Y,. Akivaizdu, kad

Y=Y+..+Y, 1 =X;+...+ X, —n, X;~G(p).

Ir dar karta sugrjzkime prie Bernoullio schemos. Kai sékmés tikimybeé
viename bandyme yra maza, o bandymuy skaicius didelis, tai sekmiy skaiciaus
tikimybe galime skai¢iuoti pagal tokia apytiksle formule:

)\m
P(S, =m) ~ —'e”\, A=np, m=0,1,2,...
m

Tai reiskia kad binominis dydis ,supanaséeja“ su kitos Seimos dydziu.

Poissono atsitiktinis dydis

17 apibrézimas. Jeigu atsitiktinis dydis X jgyja sveikas neneigiamas
reikSmes su tikimybémis
Am )\

P(X:m):—|e , A>0, m=0,1,2,...
m!

tai jj vadinsime Poissono dydZiu ir Zymésime X ~ P()).
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Apibrézéme dar vieng atsitiktiniy dydziy Seimg. Kiekvienas Sios Seimos dy-
dis turi savo parametra A, kuriuo naudojantis reiskiamos dydzio reiksmiy
tikimybes.

Tokie dydziai pasirodo bandymuose, kuriuos galima suvokti kaip ilgas
vienody ir nepriklausomy bandymy su mazomis sekmeés tikimybémis sekas.

Tarkime, iSsiruos$éte grybauti, nors orai grybams augti néra labai palankus.
Kiek gryby surasite nuéje, pavyzdziui, 1000 m misko takais? Kadangi i$
anksto to pasakyti negalime, tai gryby skaicius — atsitiktinis dydis. Tarkime,
1 m ilgio kelyje galima rasti tik viena gryba (7inoma, tai netiesa, tafiau
jeigu rade daugiau gryby nupjausime tik viena, tai tokia salyga bus patenk-
inta). Tada visa grybavimo bandyma galime jsivaizduoti sudaryta i§ 1000
atskiry bandymy su mazomis sékmes tikimybémis. Taigi rasty gryby skaicius
— beveik Poissono dydis.

Gali pasitaikyti tokiy atsitiktiniy dydziy, kurie netenkina diskretaus atsi-
tiktinio dydzio apibrézimo, taciau turi tokia pat pasiskirstymo funkcija kaip
ir diskretusis atsitiktinis dydis. Panagrinékime tokj pavyzdj. Kvadrate, ku-
rio krastiné lygi 2, atsitiktinai pasirenkame taska. Jeigu taska parinkome ant
kvadrato kraStinés — matuojame jo atstuma iki centro ir gauname atsitik-
tinio dydzio X reiksme. Sitaip galime gauti bet kurj intervalo [1; v/2] skaiciy.
Jeigu pasirinktasis taskas yra kvadrato viduje, tada apibréziame dydj ly-
gybe X = 1. Taigi atsitiktinis dydis X gali jgyti visas reikSmes i$ intervalo
[1;\/5]. Visy dydzio X reikSmiy negalime sunumeruoti, tac¢iau taikydami
geometrinj tikimybés apibrézima gauname, kad P(X # 1) =0, P(X =0) =
1. Taigi savo tikimybinémis savybémis dydis X nesiskiria nuo iSsigimusiuo
dydzio, jgyjancio vienintele reiksme X = 1. Jeigu ir tuo atveju, kai parinktas
taskas néra kvadrato viduje, apibrésime dydj lygybe X = 1, gausime ,tikra*“
diskretyjj atsitiktinj dyd;j.

UzZdaviniai

1. Metami du simetriski lo§imo kauliukai. Tegu X, — akudiy, atvirtusiy ant
pirmojo kauliuko skaicius, Xo — ant antrojo. Kokias reikSmes jgyja atsitiktinis
dydis X = X7 — X97 Kokiame taske funkcijos Fx(x) trukis yra didZiausias? Koks
Sio trukio dydis?

2. Degimt egzamino biliety sunumeruoti skaiciais 1,2,...,10 ir sudéti j urna.
Penki studentai vienas po kito atsitiktinai traukia po egzamino bilietg. Parink-
tas bilietas grazinamas atgal. Atsitiktinio dydzio X reiksmé — didZiausias bilieto
numeris i§ istrauktyjy. Apskaiciuokite pasiskirstymo funkcijos reiksme Fx (5,5) ir
tikimybe P(X = 5).

3. Desimt egzamino biliety sunumeruoti skaiciais 1,2, ...,10 ir sudéti j urna.
Trys studentai vienas po kito atsitiktinai traukia po egzamino bilieta. Parinktas
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bilietas atgal negrazinamas. Atsitiktinio dydzio X reik§mé — didziausias bilieto
numeris i§ iStrauktyjy. Apskaiciuokite pasiskirstymo funkcijos reiksme Fx (4,5) ir
tikimybe P(X =5).

4. Bandymo jrankiai: moneta ir du simetriski lo§imo kauliukai — mélynas ir
raudonas. Metus moneta herbas atvirsta su tikimybe p = 0,6. Mélynojo kauliuko
sienelés pazymétos skaiciais 1,1,2,4,5,6, raudonojo —1,2,2,3,4,5. Pirmiausia me-
tama moneta. Jeigu ji atvirsta herbu — metamas mélynas kauliukas, jeigu skaici-
umi — raudonas. Atsitiktinio dydZio X reikSmé — skaiCius ant atvirtusios kauliuko
sienelés. Apskaiciuokite pasiskirstymo funkcijos reik§me F'x (3,5).

5. Losiama métant monetg, kuri atvirsta herbu su tikimybe p = 0,3. Jeigu
atvirsta herbas — loséjas laimi 2 Lt, jeigu skaicius — sumoka 1 Lt (kitaip tariant
— laimi —1 Lt.) Kokia tikimybé, kad po penkiy metimy lo3éjo jgytas laiméjimas
bus 1 Lt? Kokia tikimybé, kad bus sumokéta dviem litais daugiau negu gauta (t.
v. jgytas laiméjimas Iygus —2 Lt? Kokia tikimybé, kad po penkiy metimy jgytas
laiméjimas bus teigiamas?

6. Loterijos bilietas kainuoja 2 Lt, tikimybé, kad jis bus laimingas lygi 0,4,
laiméjimo dydis — 5 Lt. Jeigu pirksime po vienag bilieta iki pirmojo laiméjimo,
kokia tikimybé, kad nepatirsime nuostolio?

7. Rugpjucio naktj filmuojame dangy, tikédamiesi uzfiksuoti krintancius mete-
orus. Meteory, patenkanciy j filmavimo kameros akiratj per pusvalandj, skaicius —
atsitiktinis dydis X ~ P(3). Kokia tikimybé, kad per pusvalandj kamera uzfiksuos
nemaziau kaip penkis krintancius meteorus?

Atsakymai

1. Dydzio X reik3miy aibé {—5; —4;...4;5}. Funkcijos Fx(x) grafiko trukis
didziausias taske x = 0; trukio dydis P(X =0) =1/6.

2. 1/32; 0,2101.

3. 1/30;1/20.

4. 17/30.

5. 0,3087; 0,36015; 0,80792.
6. 16/25.

7. =~0,185.
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2.3. Tolydieji atsitiktiniai dydziai

Kiek Sio skyriaus etluciy nepatingésite perskaityti? FEiluciy skaicius —
diskretusis atsitiktinis dydis. O kiek laiko sugaisite skaitymui? Tai —
tolydusis atsitiktinis dydis.

Diskreciyjy atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo funkcijy grafikai yra sutruke.
Jei X yra diskretusis atsitiktinis dydis, o a yra jo reiksmé, P(X = a) = p,
tai taske z = a pasiskirstymo funkcija Fy(x) turés trukj, kurio dydis yra p
t. y.

Fx(a+¢€)—Fx(a—e¢) —p, kai €¢>0, ¢—0.

Taciau jau nagrinéjome ir tokius atsitiktinius dydzius, kuriy pasiskirstymo
funkcijy grafikai neturi trukio tasky.

18 apibréZimas. Jeigu atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija
yra visuose taskuose tolydi, tai tokj atsitiktinj dydj vadinsime tolydziuoju.

Tarkime, neneigiamos funkcijos p(x) grafiku ir koordinaéiy sistemos asimi
y = 0 apribotos srities plotas lygus vienetui, Zr. brézinj.

A A

3 B
&\ j
X g X<u U g

Panagrinékime tokj bandyma: atsitiktinai parenkame Sios srities taska ir
nustatome jo abscise (z koordinate). Tegu X — Sitaip gautas skai¢ius. Tada
X — atsitiktinis dydis. Surasime jo pasiskirstymo funkcija. Pasinaudoje
geometriniu tikimybés apibrézimu gauname,

Fx(u)=P(X <u) = % = / p(z)dz,

¢ia S = 1 yra srities apribotos funkcijos p(z) grafiku ir tiese y = 0 plotas,
o S, — Sios srities plotas j kaire nuo tiesés = wu. Kai u kinta, plotas 5,
kinta be Suoliy, t. y. tolydziai. Taigi gauname tolydyji atsitiktinj dydj. Jo
pasiskirstymo funkcija isreiskéme naudodami kita funkcija p(x), ji suteikia
galimybe interpretuoti tikimybes, susijusias su atsitiktiniu dydziu X kaip
atitinkamy sri¢iy plotus. PavyzdZziui, tikimybé P(a < X < b) lygi srities,
kuria riboja tiesés x = a,x = b,y = 0 ir funkcijos p(z) grafikas plotui.
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Absoliuciai tolydus atsitiktiniai dydziai

19 apibreéZimas. Jeigu egzistuoja neneigiama funkcija p(z), kad
atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija uzrasoma lygybe

tai dydj X vadinsime absoliuciai tolydziu atsitiktiniu dydziu, o funkcija
p(z) jo tikimybiy tankiu (arba tiesiog tankiu).

Srities, kuria apriboja atsitiktinio dydzio tankio grafikas ir tiesé y = a,
plotas nepasikeis, jeigu pakeisime tankio funkcijos reiksSme viename ar keliu-
ose taskuose. Pavyzdziui, funkcijos p;(z) ir po(x) gali buti naudojamos kaip
to paties atsitiktinio dydzio tankiai, zr. brézinj.

A

=
i
&

Taciau visada geriau rinktis tokias funkcijas, kuriy grafikai yra kiek galima
maziau ,sutrukinéje. Jeigu tankio funkcija px(x) yra tolydi, kai x = x, tai
pasiskirstymo funkcija Siame taske tureés iSvestine:

Pasiskirstymo funkcija ir tankis

F(x0) = px(w0).

Taigi zinodami pasiskirstymo funkcija, tankio funkcija galime rasti difer-
encijuodami. Taciau gali buti keletas tasky, kuriuose pasiskirstymo funkcija
igvestinés neturés. Siuose taskuose tankio funkcijos reikSmiy rasti difer-
encijuojant nepavyks. Tokiuose taskuose tankio funkcijos reikSme galime
apibrézti bet kaip, plotai, kuriy reiksmeés lygios atitinkamoms tikimybéms,
nepasikeis.
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Kai x — oo, tai Fx(z) — 1. Jeigu atsitiktinis dydis yra absoliuciai toly-
dus, ir u — o0, tai

Fx(u) = /" px(z)dzr — /_o;px(x)dx,

—0o0

taigi

/_00 px(z)de = 1.

oo

Naudodamiesi tankio sagvoka galime jvykiy tikimybes susieti su tam tikry
sri¢iy plotais. PavyzdZiui, jeigu atsitiktinis dydis X turi tankj px(x), tai
tikimybe P(X € [a;b)) (a < b) galime iSreiksti taip;

P(X €[a;b)) = Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=Fx(b)— Fx(a)
= /_ pz(a:)dx—/_a px(x)dx—/ pa(x)de.

Savo ruoztu §is integralas reiskia figuros, kurig riboja tiesés x = a,x = b,y =
0 ir tankio px(z) grafikas, plota.

Tankio reikSmeés parodo, kur atsitiktinio dydzio reikSmés linke dazniau,
kur reciau ,pasirodyti. Tegu, pavyzdziui, px(x1) > px(z2). Palyginkime
tikimybes, kad atsitiktinis dydis X jgys reikSmes arti z; ir zo, t. y. tikimybes
P(X € [x1 — €z +¢€) ir P(X € [z2 — a9 + ¢€). Kai € > 0 yra mazas
skaicius, Sios tikimybés apytiksliai lygios stac¢iakampiy su vienodo ilgio pa-
grindais plotams, t. y. dydZiamas 2epx(z1) ir 2epx(z2). Taigi atsitiktinio
dydzio reiksSmeés dazniau ,pasirodo* arti to tasko, kuriame tankio reikSmeé
yra didesneé.

Panagrinékime kelias svarbias absoliuciai tolydziy atsitiktiniy dydziy Seimas.

28 pavyzdys. Tolygiai pasiskirste dydziai

Tarkime, atsitiktinio dydzio X reikSmeé — atsitiktinai parinktas intervalo
[a,b], a < b, skai¢ius. Jeigu visi skaic¢iai turi vienodas galimybes buti parinkti,
tai pasiskirstymo funkcija surasime pasinaudoje geometriniu tikimybiy api-
brézimu:

0, jei z < a,
Fx(r) = %2, jeia<z<b,
1, jeix > 0.

Kai 2 # a, b pasiskirstymo funkcija turi iSvestine. Kai x ¢ [a; b], tai Fi () =
0; kai « € (a;b), tai F(x) =1/(b— a).
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Tolygiai pasiskirste atsitiktiniai dydzZiai

Jeigu atsitiktinis dydis X turi tankj

p(a) = {o, jei & (a1,

ﬁ, jei x € (a;b),

tai sakysime, kad dydis tolygiai pasiskirstes intervale [a;b] ir Zymésime
X ~ T ([a;b]).

= =)
< S
-
a b > a b >

Tolygiai pasiskirsciusio atsitiktinio dydZio X pasiskirstymo funkcijos ir
tankio grafika.

29 pavyzdys. Eksponentiniai dydziai

Isivaizduokime, kad pro pravirg langelj i kambarj jskrido biteé ir iSsigandusi
pradéjo blaskytis, ieSskodama kelio iStrukti. Tegu X yra laikas, kurj bité
praleis kambaryje ieSkodama atviro lango. Kokia tikimybé, kad jai prireiks
ne maziau kaip ¢ sekundziy, t. y. kam lygi tikimybé P(X > t)?

Tarkime, kad laikas padalytas j 1/n sekundziy trukmeés intervalus I3, I, . . . .
Isivaizduokime, kad bité atlieka bandymus iki pirmos sekmés. Pirmas bandy-
mas vyksta laiko intervale [y, jeigu atvirg langelj rado — sékmé, jeigu nerado —
atlieka antrajj bandyma laiko intervale I5. Pazymeékime p,, sékmés tikimybe
viename bandyme, t. y. tikimybe, kad bité ras iSeit] per 1/n sekundZiy.
Tada bités atlikty bandymy (laiko intervaly I;, kuriy prireiks kelio paieskai)
skaicius X, yra geometrinis atsitiktinis dydis, X, ~ G(pn). Zinome, kad

Ta¢iau mes norime apskaic¢iuoti tikimybe P(X > t)! Kadangi laikotarpyje
0,¢] telpa mazdaug N = t/(1/n) = nt intervaly, tai

P(X>t)~ P(X,>N)=¢Y =1 —p,)".

Si apytiksle lygybe tuo tikslesné, kuo didesnis n. Imdami ribine reikSme, kai
n — 0o, gausime P(X > t).
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Kai n — oo, intervaly /; ilgiai ir sékmeés tikimybé p, maZzéja. Tarkime,
kad sékmes tikimybé mazéja tiesiog proporcingai laiko intervaly ilgiui, t. y.
egzistuoja toks skaic¢ius A > 0, kad p,/(1/n) = np, — A. Pasinaudosime
vienu svarbiu teiginiu apie seky ribas: jei z, — z, kai n — o0, tai

n
(14—2—”) — e~
n

Kai n — oo, tai

— ny\ t
(1—pu)™ = <<1 + an) > —e M nes —np, — —\.

Taigi galime teigti
PX>t)=e™M Fxz)=1-P(X>t)=1—-c
Apskai¢iave i§vestine rasime tankj: px(t) = e ™, kai t > 0.

Eksponentiniai dydziai

20 apibrézimas. Jeigu atsitiktinis dydis X turi tankj

(z) 0, jei x <0,
xTr) =
bx e ™ jeix >0,

¢ia A > 0, tai X vadinsime eksponentiniu atsitiktiniu dydziu, Zymésime
X ~EN).

©
<
ISH

\J

0 z 0 z
Dydziy, pasiskirséiusiy pagal eksponentinius désnius E(A1) 1 E(A2),
A1 > Ao, pasiskirstymo funkcijy ir tankiy grafikai. Tarkime Ay > Ag.
Nustatykite, kurie grafikai atitinka désng E(\1).

30 pavyzdys. Poissono procesas, eksponentiniai ir gamma-dydziai

[jungéte savo mobilyjj telefong ir laukiate pirmosios SMS zinutés. Tegu
Ty yra laukimo trukmé. Kokia tikimybés P(7) > t) reiksme, t. y. kokia
tikimybe, kad teks laukti ne trumpiau kaip ¢ laiko vienety?
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Dalindami laiko intervala [0; t] i mazus intervalus, kaip daréme nagrinédami
pasiklydusios bités rupescius, bei padare prielaida, kad trumpame 1/n ilgio
intervale musy telefonas gali priimti tik vieng zinute, o tikimybé, kad ji atklys
lygi pn, np, — A, kai n — oo, gausime, kad

PTy>t)=ec™M t.y. Ty ~EN).

Taciau laikotarpiu [0;t] Zinute galime gauti, ir ne viena! PaZymékime X
Zinuc¢iy, gauty Siuo laikotarpiu skaiciy. Tada X; yra diskretusis atsitiktinis
dydis, kol kas zinome tik vienos jo reikSmés tikimybe:

P(X;=0)=P(Ty >t)=e M

Kam lygios kity Sio dydzio reikSmiy tikimybés? Atsakyma galime gauti tokiu
pat budu kaip anks¢iau. Padalykime laikotarpj [0;¢] j mazus 1/n ilgio inter-
valus I, I, ..., Iy ir tarkime, kad kiekviename laiko intervale su tikimybe p,
galime gauti tik viena zinute, o Zinuciy gavimai skirtingais laiko intervalais
yra nepriklausomi jvykiai. Tada Zinu¢iy skaifius X; yra (beveik) sékmiy
skaicius Bernoullio schemoje su sékmés tikimybe p,, o bandymuy skai¢iumi
N. Taigi
P(X; =m) =~ C¥piay ™

Tikraja P(X; = m) reik8me gausime peréje prie ribos, kai n — oco. Taciau
N =~ t/(1/n) = nt, o Np, = p,nt — At, taigi ribine reik§me gausime i3
Poissono teoremos:

A)™
P(X, =m) B R T

m)

Taigi Xy ~ P(At). Gavome begaline Poissono dydziy Seima, ja vadinsime
Poissono procesu.

Nagrinéjome T} — pirmosios zinutés gavimo momenta. Tegu dabar k > 1,
o T}, — k-osios zinutés gavimo momentas. Akivaizdu, kad

Nh<T,<T3<...<Tp 1 <T}

Suraskime tikimybe P(T} > t), t. y. tikimybe, kad k-osios zinutes teks laukti
ne trumpiau kaip 7 Atsakyma gausime labai greitai:

P(Ty>t) = P(Xy<k)=PX;=0)+...+P(X;=k—-1)

v, ) S LY
(] + Te + e me .
Taigi T} yra atsitiktinis dydis, kurio pasiskirstymo funkcija yra
_ _ VN OO Ly A
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Akivaizdu, kad dydis T} yra absoliu¢iai tolydusis. Siek tiek pasidarbave (buty
naudinga atlikti skai¢iavimus bent jau, kai k = 2 ar k = 3), gautume

MDY e AT

ka(t)ZF%k(t)ZA-me‘ =wome v t20

Gamma-dydziai

21 apibrézimas. Jeigu atsitiktinis dydis X turi tankj

0, jeit <0,
px(t) = M1

me s Je] t> O,

c¢ia A > 0,k > 1, tai X vadinsime gamma-atsitiktiniu dydziu, Zymésime
X ~T(k, ).

Taigi T}, yra gamma-dydis. Jis yra gana sudétingas. Dydj galime iSreiksti
paprastesniais.

Pazymeékime Tp; laikotarpio nuo laukimo pradZios iki pirmos Zinutés
trukme, 772 — laikotarpio nuo pirmos iki antros Zinutés trukme ir t. t. Tada

Tk = T()‘l + Tl‘g + ...+ Tk—1|k-

Zinome, kad Ton = T' yra eksponentinis dydis, t. y. To; ~ £(A). Gave pir-
maja zinute, laukiame antrosios, t. y. viskas prasideda tarsi nuo pradziy. Ne-
suklysime teigdami, kad Ty ~ E(X). Apskritai, Tj;41 ~ £(A). Taigi gamma-
dydis T} yra k eksponentiniy dydziy suma!

31 pavyzdys. Pareto dydziai

Mazdaug pries Simta mety ekonomistas Vilfredas Pareto nustate, kad
parinkus tam tikrus skai¢ius C' > 0, o > 0, gyventojy, kuriy metinés pajamos
ne mazesneés kaip z, dalj galima gana tiksliai vertinti dydziu C'/z®. Tikimybiy
teorijos kalba tai reiksty sStai ka: jeigu X yra atsitiktinai parinkto gyventojo
pajamas reiSkiantis dydis, tai P(X > z) ~ x%, kai x > x, ¢ia zo tam tikras
fiksuotas skaic¢ius. Kad buty paprasciau, tarkime, kad C' = 1,29 = 1 ir
raSykime tikslias lygybes. Taigi

P(sz):;—a, Fe(@)=1—P(X>2)=1— —

Akivaizdu, kad dydis turi tankj, kai z > 1; px(z) = a/x*L.
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Pareto atsitiktiniai dydzZiai

22 apibrézimas. Jeigu atsitiktinis dydis X turi tankj

(2) 0, jeix <1,
€T) =
bx e jeiz> 1,

¢ia o > 0, tai X vadinsime Pareto atsitiktiniu dydZiu.
Zymésime X ~ Par(a).

O dabar kone pati svarbiausia tolydziyjy atsitiktiniy dydziy Seima.

Jeigu p yra sékmés tikimybé viename Bernoullio schemos bandyme, n —
bandymuy, o 5, sékmiy skaicius, tai Moivre-Laplace’o teorema teigia, kad su
dideliais n teisinga lygybe

Sn_np

s VA S S LY S

Sio teiginio esmé tokia: kai n didelis, tai dydis Y, supanas¢ja su tolydziuoju
atsitiktiniu dydziu, kurio pasiskirstymo funkcija yra ®(u).

P(Y, <u)~®(u), Y,=

Standartinis normalusis dydis

23 apibrézimas.  Atsitiktinj dydj X, kurio tankis yra

vadinsime standartiniu normaliuoju dydziu, Zymésime

X ~ N(0,1).

Standartinio normaliojo dydzio pasiskirstymo funkcija yra ®(u), ja jau
naudojome tyrinédami Bernoullio schemg.

Tegu X yra standartinis normalusis dydis, o 0 > 0 ir u — realieji skaiciai.
Sudarykime nauja atsitiktin} dydj ¥ = o0X + p. Rasime jo pasiskirstymo
funkcija:

Fy(u):P(JX—I—u<u):P(X<u;u):

vl 2 —
FX(U):/ \/%e’“ P, v:uaﬂ.

Paskutinjjj integralg kintamojo keitimu galime pertvarkyti taip:

I
Fy(u) = / Noros e (F=m?/20% 4.
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Is gautosios lygybes isplaukia, kad atsitiktinio dydzio Y tankis yra

1 1
Py (@) = s 0 W

vV 2mo? oV 2T

o (e-n)?/20%

Normalusis dydis

24 apibréZimas. Atsitiktinj dydj X, kurio tankis yra

1w

PX(JT) = \/W )

vadinsime normaliuoju dydziu, Zymésime X ~ N (u,c?).

Taigi normalieji atsitiktiniai dydziai sudaro didele Seimg. Standartinis nor-
malusis dydis — tik vienas i§ Sios Seimos atstovy.

Nustatéme, kad tiesiskai transformuojant dydj X ~ N (0, 1) gautasis dy-
dis Y = 0 X + p yra normalusis. Nagrinéjome atveji o > 0, ta¢iau panasiai
galima jsitikinti, kad dydis yra normalusis ir tuo atveju, kai o < 0. Jei
Y ~ N(u,0?), tai panasiai galime jsitikinti, kad dydis X = (Y — p) /o yra
standartinis normalusis.

Tankio ]
— —(z—p)?/20°
px(r) = ——=¢
(@) V2mo?
grafikas yra simetriskas tiesés x = p atzvilgiu. Jeigu p fiksuosime, o o

mazinsime, tankio kreive darysis statesneé, jeigu o didinsime — kreive 1ékstes.

Kodél taip yra suprasime prisimine, kaip tankio reikSmeé taske xq susijusi
su atsitiktinio dydzio reiskmiy pasitaikymo arti zy daznumu. Jei sarySyje
Y = 0X + p 0 mazinsime, Y vis dazniau jgys reikSmes arti u, t. y. tankio
reikSmes taske x = p dideés.

px(z)

0 xT

Atsitiktiniy dydZiy, pasiskirsciusiy pagal normalivosius désnius N (0, 0(2)),
N(0,02), N(0,03), 02 < 02 < 03 tankiy grafikai.
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UZdaviniai

1. Vieno metro ilgio strypas atsitiktinai sulauzomas j dvi dalis. Atsitiktinio
dydzio X reiksmé — ilgesniosios dalies ilgis. Raskite tikimybe P(X < 3/4) ir dydZio
pasiskirstymo funkcija Fx(x) bei tankj px(x).

2. Staciakampio ABCD krastiniy ilgiai yra tokie: AB = 2, AC' = 1. Stadi-
akampyje atsitiktinai parenkamas taskas, X1 — parinktojo tasko atstumas iki krastinés
AB, Xy — parinktojo tasko atstumas iki krastinés AC. Raskite atsitiktiniy dydziy
X1,X0,Y = X1 + Xy pasiskirstymo funkcijas ir tankius.

3. LygiaSonio staciojo trikampio ABC' statiniy ilgiai lygus a. Stacdiajame
trikampyje atsitiktinai parenkamas tasas. Dydzio X reikSmé — parinktojo tasko
atstumas iki statinio AB, dydzio Xo — reiksmé lygi parinktojo tasko atstumui
iki jzambinés BC. Raskite atsitiktiniy dydziy X1, Xo pasiskirstymo funkcijas ir
tankius.

4. Du draugai susitaré susitikti tarp 12 ir 13 valandos. Pirmasis atéjes lauks kol
ateis antrasis. Laukimo laikas — atsitiktinis dydis X. Raskite tikimybe P(X < 1/2).
Raskite atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija Fx(x) ir tankj px(x).

5. Muilo burbulo ,gyvavimo® trukmé — atsitiktinis dydis, pasiskirstes pagal
eksponentinj désnj. Atliktas bandymas: iSpusta 1000 muilo burbuly ir nustatyta,
kiek is jy iStvéré nesproge 1 minute. Tokiy buvo 450. Kokia tikimybé, kad iSpustas
muilo burbulas istvers nesproges dvi minutes? Kiek reikia vienu metu iSpusti muilo
burbuly, kad po trijy minuciy dar buty like ne maziau kaip 300 nesusprogusiy?

6. Atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes pagal eksponentinj désnj X ~ £(2).
Raskite atsitiktinio dydzio Y = X? pasiskirstymo funkcija ir tankj.

7. Atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes pagal Pareto désnj X ~ Par(3). Pagal
kokius désnius pasiskirste atsitiktiniai dydziai Y1 = vVX,Yy = X2, Y3 = X37

8. Dydis X pasiskirstes pagal standartinj normalyjj désnj, X ~ N(0,1). Pagal
kokj désnj pasiskirstes atsitiktinis dydis Y =3 —2X7?

9. Dydis X pasiskirstes pagal normalyjj désnj, X ~ N(—1,2). Pagal kokj désnj
pasiskirstes atsitiktinis dydis Y =3 —2X7?

Atsakymai

1. P(X <3/4)=1/2;Fx(x) =0, kai x <1/2; Fx(z) =2x—1, kai 1/2z < 1;
Fx(x)=1, kaix > 1; px(x) =0, kai x & [1/2;1]; px(x) =2, kai x € [1/2;1].

2. px,(z) =0, kaiz ¢ [0;1];px, = 1, kaixz € [0;1]; px,(x) = 0, kai x ¢
[0;2]; px, (@) = 1/2, kai @ € [0;2]; py(2) = 0, kai € [0;3]; py(2) = x/2, kai x €
[0;1]; py (z) = 1/2, kai x € [1;2]; py(z) =3/2 — x/2, kai x € [2;3].

3. px,(z) =0, kai z € [0;a]; px,(z) = 2/a — 2x/a?, kai x € [0;a; px,(x) =
0, kai x ¢ [0;a/V2]; px,(2) = 2v/2/a — 4x/a?, kai x € [0;a/V/2].

126



4, P(X <1/2)=3/4;Fx(z) =0, kaiz <0; Fx(z) =22 — 2% kai 0 <z <
I;Fx(z) =1, kaiz > 1.

5. 0,452 = 0,2025; ispusti reikia daugiau kaip 3293 burbuly. Tikétina, kad
po 3 minuciy nesprogusiy bus daugiau kaip 300. Taciau garantuoti, kad taip tikrai
bus negalima.

6. Fy(z)=1—e V% py(x) =1/\/z, kai © > 0.

7. Y1 ~Par(6),Ys ~ Par(3/2),Ys ~ Par(1).

8. Y ~N(3;4).

9. Y ~N(58).

2.4. Kvantiliai ir kritineés reikSmes

Sitaip gmantriai pavadinome lygciy Fx(x) = a sprendinius. Teikti var-
dus, reiskia nurodyti rysius. Véliau suZinosime, kaip Siais sprendiniais
naudojamasi priimant tam tikrus sprendimus.

Isivaizduokime eksperimenta, kurio tikslas — nustatyti tam tikros rusies
siuly stipruma. Pakabiname ant siulo svorj ir palengva ilginame siulg. Tegu
X yra siulo ilgis tuo metu, kai jis neislaikes svorio nutruko. Dydis X yra at-
sitiktinis. Samprotaudami panasiai kaip pavyzdyje apie j kambarj jskridusia
bite, prieitume igvados, kad X turéty buti eksponentinis dydis, X ~ E()\),
¢ia A > 0 yra X pasiskirstymg ,valdantis“ parametras. Taigi

P(X>z)=e™ PX<z)=1-e"

Dabar jsivaizduokime, kad bandome didelj tokiy siuly skai¢iy. Pazymékime
siuly skai¢iy n. Galime manyti, kad ruosiameés n karty fiksuoti atsitiktinio dy-
dzio X reikSme. Jeigu m siuly nutrukty budami trumpesni nei u, galétume
padaryti i§vada, kad P(X < u) ~ m/n.

Panagrinékime tokj klausimag: jeigu atmestume, pavyzdziui, deSimtadalj
paciy ilgiausiy siuly, kokio didziausio ilgio siuly rastume tarp likusiyjy?
Pazymeékime §j maksimaly ilgj . Kadangi devyni desimtadaliai siuly nutruks
budami trumpesni uz u, tai

P(X <u)=0,9, arba Fx(u)=0)0.

Kadangi pasiskirstymo funkcijos iSraiska zinome, tai $ia lygti iSspresti ne-
sunku:



Jei nubraizytume pasiskirstymo funkcijos Fx(u) grafika, tai Sis sprendinys
buty lygus pasiskirstymo funkcijos ir tiesés y = 0,9 susikirtimo tasko absi-
cisei. Gautaja reikSme galima interpretuoti Sitaip: tai tas kritinis ilgis, kuri
sekmingai ,pasiekia“ tik deSimtadalis bandomy siuly.

Spresti lygti Fiy(z) = asu0 < a < 1, tenka nagrinéjant jvairius tikimybiy
teorijos ir statistikos uzdavinius. Jeigu pasiskirstymo funkcija Fx(z) yra
tolydi ir monotoniskai didéjanti, sprendinys visada egzistuoja ir yra vienin-
telis. Jeigu funkcija néra grieztai monotoniskai didéjanti, taciau tolydi, su
kai kuriomis « reikSmémis sprendiniy gali buti be galo daug. Taciau tuomet
visada galima imti maziausiajj.

Kvantiliai ir kritinés reik3més

25 apibrézimas. Tegu atsitiktinis dydis X yra tolydus, 0 < a < 1.
Dydzio X « lygio kvantiliu vadinsime maziausiajj lygties

Fx(z) =«

sprendinj; jj Zymésime u,. Dydj u,, taip pat vadinsime 1 — « lygio kritine
reikSme.

Jeigu dydis X turi tankj p(x), o u, yra dydzio « lygio kvantilis, tai plotas
po tankio grafiku j kaire nuo tiesés x = u, lygus «, o j deSine — 1 — a.

0 Ty X 0 To T

Atsitiktinio dydzio X « lygio kvantilis yra lygties Fx (x) = a sprendinys.

Uzdaviniai

1. Atsitiktinis dydis X tolygiai pasiskirstes intervale [1;4]. Suraskite Sio dydzio
a = 0,8 lygio kvantilj.

2. Staciakampyje, kurio matmenys yra 4cm x 6cm atsitiktinai parenkamas
taskas. Dydzio X reik§mé — parinktojo tasko atstumas iki ilgesnés pagrindo krastinés.
Suraskite Sio dydzio a = 0,9 lygio kvantilj.
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3. Raskite eksponentinio dydzio X ~ £(3) 0,5 lygio kvantilj ir 0,2 lygio kritine
reikSme.

4. Atsitiktinis dydis X pasiskirstes pagal eksponentinj désnj, X ~ E(X). Jo 0,5
lygio kvantilis lygus 3. Raskite A reiksSme.

5. Raskite Pareto dydzio X ~ Par(3) 0,5 lygio kvantilj ir 0,2 lygio kritine
reikSme.

6. Atsitiktinis dydis X yra standartinis normalusis, Fx(0,5244) = ©(0,5244) =
0,7. Kokia turi buti a reiksmé, kad atsitiktinio dydZzio Y = 2X +a a = 0,7 lygio
kvantilis buty lygus 37

Atsakymai

U = 3,4.

U = 3,0.

~ 0,231 ir ~ 0,536.

~ 0,231.

V2 ~1,266; /5 ~ 1,71.
a=1,9512.

A

2.5. Nepriklausomi atsitiktiniai dydziai

Nurodyti nepriklausomy atsitiktiniy dydziy pavyzdziy tikrovéje nesunku:
sniego dangos storis sausio 30 dieng ir jusy piniginés storis liepos 25
dieng tikriausiai yra nepriklausomi dydzZiai. Taciau nagrinéti tokias
dydziy poras nelabai prasminga. Kompanijos pelno pokytis dél Zaliavy
kainos svyravimy ir pokytis deél efektyvesnés reklamos taip pat neeprik-
lausoms atsitiktiniar dydZias. Jy suma ne tik prasminga, bet ir butina
nagrineti.

Is patirties visi zinome, kokie dydziai yra priklausomi, kokie nepriklau-
somi. Ekonomistai, pavyzdziui, prognozuoja, kad padidéjus naftos kainoms,
pakils ir vartojimo prekiy kainos. Tai priklausomi dydziai. Kiekvienas su-
vokiame, kad per obels subrandinty obuoliy kiekis nepriklauso nuo naujame-
tiniam fejerverkui isleisty pinigy sumos. Tai nepriklausomi dydziai.

Taciau kaip gi matematiskai apibrézti nepriklausomus atsitiktinius dy-
dzius? Prisiminkime nepriklausomy jvykiy apibrézima. Ivykiai A, B yra
nepriklausomi, jei

P(ANB)= P(A)- P(B).

Jeigu X, Y yra du atsitiktiniai dydziai, tai su kiekvienu i$ jy galime susieti
daug jvykiy. Pavyzdziui, galime nagrinéti su atsitiktiniu dydziu X susijusius
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jvykius

{X <2}, {X>2} {Xe[23]}
ir t. t. AnalogiSkus jvykius galime susieti ir su dydziu Y. Jeigu kiekvienas
ivykis, susijes su dydziu X, nepriklauso nuo jvykio, susijusio su dydziu Y,
tai, matyt, ir dydzius deréty vadinti nepriklausomais. Taciau ty jvykiy yra
labai daug ir jvairiy. Kad dydziai buty nepriklausomi, pakanka, kad bet kuris
ivykis {X < x} nepriklausyty nuo bet kurio jvykio {Y < y}.

Nepriklausomi atsitiktiniai dydziai

26 apibreézimas. Atsitiktinius dydzius X,Y vadinsime nepriklauso-
mais, jeigu su bet kokiais skaiciais x,y teisinga lygybé

PX <z,Y<y)=P(X <z)-PY <vy).

Nepriklausomy atsitiktiniy dydziy apibrézimo salyga galime suformuluoti
taip: jei By = (—oo;z), By = (—00;y), tai

P(X € B;,Y € By) = P(X € B))P(Y € By). (21)

Galima jrodyti, kad (21) lygybé teisinga ne tik intervalais, bet su bet kokiomis
Borelio aibémis B;, By. Taigi atsitiktiniai dydziai X,Y yra nepriklausomi
tada ir tik tada, kai su bet kokiomis Borelio aibémis Bj, By jvykiai {w :
X(w) € B} ir {w : X(w) € By} yra nepriklausomi. Apibrézima paprasta
apibendrinti, kai atsitiktiniy dydziy daugiau nei du.

27 apibrézimas. Atsitiktinius dydzius X, Xo, ..., X, vadinsime
nepriklausomais, jeigu su bet kokiais skaiciais x1, s, ..., x, teisinga lygybé

PX <z, X <z9,...,X;, <2p) = P(X <21)P(X <23)--- P(X,, < ).

Jeigu atsitiktiniy dydZiy sistema begaliné, tai juos vadinsime nepriklauso-
mais, jeigu bet kuris baigtinis Sios sistemos dydziy rinkinys sudaro nepri-
klausomy dydziy seka.

Sie apibrézimai tinka visy ruSiy atsitiktiniams dydziams. Diskreciyjy
atsitiktiniy dydziy nepriklausomuma galima tikrinti naudojantis paprastesne
salyga.

23 teorema. Jeigu X,Y yra diskretieji atsitiktiniai dydZiai, tai jie yra
nepriklausomi tada ir tik tada, kai su visomis reikSmémis x,y

PX=zY=y)=PX=ux)-PY =y).

32 pavyzdys. Metami du simetriski loSimo kauliukai, X; — akuciy
skaicius, atvirtes ant pirmojo, X, —ant antrojo kauliuko. Ir be jokiy tikrinimy
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galime daryti iSvada, kad dydziai X, Xy yra nepriklausomi. Tegu X =
X1+ X5, Y = X7 — Xs. Ar dydziai X, Y priklausomi?

Kad jrodytume, jog dydziai priklausomi, pakanka surasti bent vieng skaiciy
pora z,y, su kuria lygybé P(X = z,Y = y) = P(X = 2)P(Y = y) yra
neteisinga. Imkime, pavyzdziui, x = 12,y = 0. Gausime

P(X=12)=1/36, P(Y =0)=1/6, P(X =Y =y)=1/36.

Taigi P(X =x,Y =vy) # P(X =2)P(Y = y), ir dydziai yra priklausomi.

Jeigu tekty jrodinéti, kad du diskretieji dydziai yra nepriklausomi, tai
darbo buty zymiai daugiau — reikty jrodyti, kad su visomis z,y reik§mémis
apibrézimo lygybeés yra teisingos.

Jei X yra atsitiktinis dydis, tai ir X2, X? sin(X), |X| yra atsitiktiniai
dydziai. Apskritai, su bet kokia Borelio funkcija f dydis f(X) irgi atsitiktinis.
Pritaike Borelio funkcijas dviems nepriklausomiems atsitiktiniams dydziams
vél gausime nepriklausomy dydziy pora.

24 teorema. Jei X,Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, o f,g —
bet kokios Borelio funkcijos, tai dydziai X; = f(X),Y, = g(Y) irgi yra
nepriklausomi.

33 pavyzdys. Balti ir juodi rutuliai

Urnoje yra du balti ir du juodi rutuliai. Balti rutuliai pazymeéti skaiciais
0,1. Tokiais pat skaicCiais pazymeéti juodieji rutuliai. IS eilés su grazinimu
traukiami du rutuliai. Pazymeékime X — balty rutuliy skaiciy, o Y — skaiciy,
uzraSyty ant istrauktyjy rutuliy suma. Ar dydziai X ir Y yra nepriklau-
somi?

Kiek pasvarste, tikriausiai pamanysime, kad tai tiesa. Taciau tai reikia
matematiskai jrodyti, t. y. reikia jsitikinti, kad su visomis reikSmémis z,y
teisingos lygybes

P(X=zY=y)=PX=x)P(Y =y).

Visas tikimybes P(X = x,Y = y) suraSysime j lentele. Jas skai¢iuoti galime
taip. Pazymeékime baltuosius rutulius By, By; ¢ia B; zymi balta rutulj, ant
kurio uzrasytas skaicius 7. Juoduosius rutulius pazymékime Jy, JJ;. Traukiame
du rutulius su grazinimu, taigi iS viso yra 16 baigc¢iy. ISrasykime jvykiui
{X =1,Y = 1} palankias baigtis:

BoJl, Bljo, JlB()7 J(]Bl taigi P(X = 1,Y

Il

—_
~—

Il
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Panasiai apskaic¢iuosime ir kitas tikimybes. SuraSe tikimybes j lentelés lan-
gelius, susumuokime skaicius, suraSytus eilutése ir stulpeliuose:

x=0|x=1]|x=2]
v=o|l % [ % [ % |4
v=1] F [ & | & 3
v=2] &% | & | % |3
IR

Ka reiskia, pavyzdZiui, skaicius, kurj gavome susumave pirmojo stulpelio
skaicius? Sis skai¢ius yra tikimybiy suma:

P(X=0,Y=0)+P(X=0Y=1)+P(X =0,Y =2) = P(X = 0).

Taigi paskutinéje eilutéje surasytos atsitiktinio dydzio X reiksmiy tikimybeés.

O paskutiniame stulpelyje — atitinkamy dydzio Y reik§miy tikimybés. Tikri-
nant, ar dydziai yra nepriklausomi, reikia kiekvienam lentelés langeliui patikrinti,
ar jame jraSyta reikSmeé lygi Sio langelio eilutés paskutiniojo ir Sio langelio
stulpelio apatiniojo skaiciy sandaugai. Pavyzdziui,

PX=1Y=1)=

N —
N —

Musy atveju matome, kad visiems langeliams lygybés yra teisingos ir
dydziai yra nepriklausomi.

Daznai tenka sumuoti nepriklausomus atsitiktinius dydzius. Pavyzdziui,
norédami tiksliau iSmatuoti kokj nors dydj, kartojame matavimus, o jy rezul-
tatus sumuojame. Sitaip gauname nauja atsitiktinj dydj.

34 pavyzdys. Losimas su dviem kauliukais.

Tarkime, simetrisko losimo kauliuko sienelés suzymétos skaiciais 0,0, 1,1, 1, 2,
o kito kauliuko — skaiciais 0, 1,1, 1,2, 2. Metami abu kauliukai i§ karto, laimé-
jimas X lygus atvirtusiy akuciy skaic¢iy sumai. Taigi X — atsitiktinis dydis,
kuris gali jgyti reiksmes 0, 1,2, 3,4. Su kokiomis tikimybémis?

Pazymeékime X; akuciy skaiciy, atvirtusj ant pirmojo kauliuko, X5 — ant
antrojo. Tada X = X; 4+ Xy, o dydziai X;, X5 yra nepriklausomi. Naudo-

132



damiesi Sia savybe gausime:

2 1 2
P(X =0) = P(X1:0,X2:0):P(Xlzo)-P(X2:O):8-g:%,
23 31 9
PX=1) = PX;=0X,=1)+P(X,=1.Xy=0)=2.242.2_ =
P(X=2 = PXi=0,X,=2)+PX1=1,X,=1)+P(X; =0,Xy =2)
_ 22,33 11 U
6 6 6 6 6 6 36
32 13 9
P(X = = PXi=1.Xo=2)+P(X,=2.Xy=1)=2.24+ 2.2 =2
1 2 2
PX=4) = PX,=2X,=2)=2-.-= ",
(X=4) = PXi=2X=2)=¢ o=

Toks nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos tikimybiy skai¢iavimo budas

tinka visiems diskretiesiems dydziams.

Nepriklausomy diskreciyjy dydziy suma

25 teorema. Tegu X,Y yra nepriklausomi diskretieji atsitiktiniai
dydziai, Z = X 4+ Y. Tada kiekvienai dydzio Z reiksSmei z

Cia sumuojama pagal visas reikSmiy poras x,y kuriy suma lygi z.

T+Yy==z

Nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos tikimybiy teorijos modeliuose
pasitaiko labai daznai. Tokias sumas naudojome jau ne karta. Pavyzdziui,
Bernoullio atsitiktinj dydj X ~ B(n, p) reiskéme atsitiktiniy dydziy X; suma:

X:X1+X2++Xn,

¢ia X; = 1, jei i-ajame bandyme pasirodé sékmé ir X; = 0, jei nesékme. Sie
dydziai susije su nepriklausomais bandymais, taigi ir patys yra nepriklausomi.

Nagrinedami Poissono procesa atsitiktinj dydj 7}, kurio reiksme lygi laiko-
tarpiui nuo stebéjimo pradzios iki k—ojo jvykio (zinutés, meteoro kritimo ir
pan.), iSreiSkéme eksponentiniy dydziy suma:

Ty =Top + T+ ..+ T,

¢ia Tj;11 yra laikotarpio tarp i-ojo ir 7 + 1-ojo jvykiy pasirodymy reikSmeé.
Dydziai Tj; 41 yra vienodai pasiskirste ir nepriklausomi.
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UZdaviniai

1. Urnoje yra du balti ir du juodi rutuliai. Balti rutuliai pazyméti skai¢iais 0, 1.
Tokiais pat skaiciais pazyméti juodieji rutuliai. I3 eilés be grazinimo traukiami du
rutuliai. Jrodykite, kad balty rutuliy skaicius X ir skaiciy, uzrasyty ant iStrauktyjy
rutuliy, suma Y yra priklausomi atsitiktiniai dydziai.

2. Urnoje yra du balti ir du juodi rutuliai. Balti rutuliai pazyméti skaiciais 0, 1.
Abu juodieji rutuliai paZyméti nuliu. IS eilés su grazinimu traukiami du rutuliai.
Nustatykite, ar balty rutuliy skaic¢ius X ir skaiciy, uzrasyty ant istrauktyjy rutuliy
suma Y yra priklausomi, ar nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

3. Simetriska moneta metama tris kartus. Apibrézkime du atsitiktinius dydZius
X,Y. Jeigu pirmajame ir antrajame metimuose moneta atvirto ta pacia puse, tai
dydzio X reiks§mé lygi vienetui, jeigu atvirto skirtingomis pusémis — nuliui. Jeigu
pirmajame ir treciajame metimuose moneta atvirto ta pacia puse, tai dydzio Y
reikSmé lygi vienetui, prieSingu atveju — nuliui. [sitikinkite, kad dydziai X,Y
yra nepriklausomi. Ar jie buty nepriklausomi, jeigu moneta buty nesimetriska,
pavyzdziui, moneta herbu atvirsty su tikimybe 1/37

4. Tikimybés, kad mestas loSimo kauliukas atvirs sienelémis, paZymétomis
1,2,3,4,5 akutémis, yra vienodos. Tikimybé, kad Sis kauliukas atvirs sienele,
pazyméta 6 akutémis, yra 10% didesné. Kitas losimo kauliukas atvirsta sienelémis,
paZzymétomis 1,2,3,4,5 irgi su vienodomis tikimybémis, taciau tikimybeé, kad jis
atvirs sienele, pazyméta 6, yra 10% mazesné. Kokia tikimybé, kad metus abu
kauliukus i$ karto, atvirtusiy akuc¢iy suma bus lygi 107

5. Rugpjucio naktj filmuojame dangy dviem j skirtingas puses nukreiptomis
kameromis, tikédamiesi uzfiksuoti krintancius meteorus. Meteory, patenkanciy j
filmavimo kamery akiratj per pusvalandj, skaiCiai — nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dziai X1 ~ P(3), Xo ~ P(3). Kokia tikimybé, kad per pusvalandj kameros uzfiksuos
nemaziau kaip penkis krintancius meteorus?

Atsakymai

1. Pavyzdziui, P(X =0) = (1/2)-(1/3) = 1/6,
PY=2)=(1/2)-(1/3)=1/6,P(X =0,Y =2) # P(X

2. Priklausomi. Pavyzdziui, P(X =0) = 1/4, P( =
P(X=0,Y=0)=1/4, P(X=0,Y =0)# P(X =0)P(Y

3. Dydziai buty priklausomi. Pavyzdziui, tada buty
P(X=1)=PY =1)=(1/3)2+(2/3)2 = 5/9;
P(X:1,Y:1):(1/3) +(2/3)% = 1/9;
t.y PX=1Y=1)#PX=1)PY =1).

4. 300/3599 ~ 0,0834.

5. ~0,715.

0)PEY =2).

20) 9/16;
=0).
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2.6. Diskreciyjy atsitiktiniy dydziy vidurkiai

Tarkime, dietos besilaikantis erelis Zuvininkas per dieng suéda, jeigu
pagauna, tik vieng Zuvi. Dieny, kai ereliui Zvejyba pavyksta, pasitaiko
dvigubai daugiau negu dieny, kai ereliui tenka badauts. Kiek Zuvy vidu-
tinisSkai tenka erelio vienos dienos pietums?

Panagrinékime tokj losima. Sumokéjes vieno lito mokestj, loséjas traukia
du rutulius i§ urnos, kurioje yra du balti ir trys juodi rutuliai. Jam iSmokama
tiek lity, kiek balty rutuliy jis istraukeé. Taigi jeigu jam pavyko istraukti tik
vieng balta rutulj, jis atgauna jmokéta lita, jeigu du — gauna du. Kam
naudingas toks loSimas: lo$éjams, ar losSimo organizatoriams?

Isivaizduokime, kad tokioje loterijoje dalyvauja didelis lo$éjy skaicius n.
Vadinasi, jie organizatoriams uzmoka n lity. Apskai¢iuokime, kiek vidu-
tiniSkai atgauna vienas loséjas.

Tegu X yra balty rutuliy skaic¢ius tarp iStrauktyjy, kartu ir los¢jo laime-
jimas. Tada

_ G _ OG5 C2

P(X=0)=55=03 P(X=1)=-252=06 P(X=2) =5 =01
5 5 5

Taigi mazdaug P(X = 0)n = 0,3n logéjy nieko nelaimés, P(X = 1)n = 0,6n
logéjy susigrazins savo jmoka ir P(X = 2)n = 0,1n lo$éjy gaus po 2 litus.
Jeigu S, yra lo$éjams iSmokéta suma, tai S,,/n bus iSlogio vidurkis:

Sp,~0-P(X=0n+1-PX=1n+2-P(X =2)n,

S

—=~0-PX=0+1-PX=1)+2-P(X=2)=08.

n
Matome, kad sulauke n = 100 loséjy organizatoriai gali tikétis mazdaug 20
lity pelno. Reigkinys, kurj panaudojome skai¢iuodami S, /n, nusako atsitik-
tinio dydzio X vidutine reikSme t. y. vidurkj.

Diskreciojo atsitiktinio dydzio vidurkis

28 apibrézimas. Diskreciojo atsitiktinio dydzio X, jgyjancio reiks§mes
x;, vidurkiu vadinsime skaiciy

E[X] = Z 2, P(X = ;).

Noréedami, kad apibrézimas buty trumpas nepaminéjome vienos aplinkybeés.
Kai diskretusis dydis jgyja be galo daug reikSmiy, tai begalinio démeny kiekio
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suma gali buti neapibrézta, todél atsitiktinis dydis gali neturéti vidurkio. At-
sitiktinis dydis turi vidurkj tada ir tik tada, kai sumos

Z 2| P(X = ;)

reikSmeé yra baigtiné. Dydziams, kuriuos nagrinésime, $i salyga bus visada
patenkinta.

Galime atsitiktinio dydzio vidurki suvokti pasinaudoje tam tikrais geo-
metriniais-mechaniniais samprotavimais. Prisiminkime jzymiaja Archimedo
sverto taisykle: jeigu ant strypo galy padéti m; ir ms svorio kunai, tai
kad svertas buty pusiausvyroje, reikia jj atremti tokiame taske C| kad buty
patenkinta lygybé lymy = loms (7r. brézinj).

-t P>k P

L lo

Taskas C yra sistemos, sudarytos i§ dviejy kuny, svorio centras. O dabar
tarkime, kad Sie kunai padéti ant skaiciy tiesés tasky, kuriy koordinatés yra
x1,xa. Tegu c yra svorio centro koordinate.

my
mg
C |-
T Ty
llzC—l’l ZQZIQ—C

Tada

mi(c—x1) = ma(w2—c), (r1—c)mi+(r2—c)me =0, c= T + Tame.

mi + Mo
Jeigu skaiciy tiesés taSkuose su koordinatémis xi,zo, ... patalpinti kunai,
kuriy mases lygios mq,mao, ..., tai tokios sistemos svorio centro koordinateés
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ieskotume is lygybeés
(x1 —c)my + (xg —c)mg + ... = 0. (22)

Tegu dabar diskretusis atsitiktinis dydis X jgyja reikSmes x1,xs,... su ti-
kimybémis p; = P(X = x1),ps = P(X = x3),... Isivaizduokime, kad
tiesés taskuose su koordinatémis x,xs, ... patalpinome kunus, kuriy maseés
lygios p1, pa, . . .. Naudodamiesi (22) ieSkokime §ios sistemos svorio centro. Ir
gausime vidurkj: ¢ = E[X]!

Pries pradédami skaic¢iuoti svarbiy atsitiktiniy dydziy vidurkius, pana-
grinékime vidurkio savybes.

26 teorema. Jeigu X yra diskretusis atsitiktinis dydis, jgyjantis
reikSmes z;, o Y = f(X) kitas atsitiktinis dydis, tai jo vidurkis (jeigu tik
jis egzistuoja) lygus

Em:§:mmmxzm. (23)

I$ tikryjy, dydis Y jgyja reiksmes y; = f(z;), o $iy reik8miy tikimyhés
P(Y =y;) = P(X = ;). Tiesa, tokiame samprotavime yra nedidelis netik-
slumas: juk skirtingoms reikSmeéms x;, z; dydzio Y reikSmeés gali sutapti:
f(z;) = f(z;). Taciau vidurkio skai¢iavimo formulé teisinga ir tokiais atve-
jais.

Jeigu f(x) = ax, tai Y = aX. Pritaike teiginj Siam atvejui, gauname
paprasta, taciau daznai taikoma ,konstantos iskélimo® taisykle.

Konstantos iskélimo taisyklé

27 teorema. Jei X yra diskretusis dydis, turintis vidurkj, o a bet koks
skaicius, tai dydis Y = aX irgi turi vidurkj:

E[Y] = E[aX] = a - E[X].

Suformuluosime labai svarbig vidurkio adityvumo savybe.

Vidurkio adityvumo savybé

28 teorema. Jeigu X ir Y yra diskretieji dydziai, turintys vidurkius,
tai jy suma X +Y irgi yra diskretusis dydis turintis vidurkj:

E[X + Y] =E[X]+E[Y].
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Irodymas. Paprastumo délei tarkime, kad atsitiktinis dydis X jgyja tik
dvi reikSmes z1, x5 o dydis Y irgi dvi — 41, y2. Tada dydis Z jgyja keturias
reikS§mes, kurias pazymeékime taip:

211 = T1 + Y1, 212 = X1+ Yo, 221 = T2 + Y1, 222 = T2 + Yo.

Tiesa, sios keturios reiksmeés nebutinai yra skirtingos.
Tada

ElZ] = (@1 +y)P(X =2,Y =y1) + (11 + o) P(X = 21, Y = 9p) +
(e +y1)P(X =22, Y = 1) + (22 + 12) P(X = 22, Y = y).

Sumos démenis sutvarkykime taip:

E[Z] = .T1<P(X = SL’l,Y = y1> + P(X = Il,Y = yg)) +
.CCQ(P(X :xQ,Y:y1> +P<X :.Z'Q,Y :yg))+
p(PX =21,Y =y1) + P(X =22, Y = 1)) +
y2<P(X = .f(fl,Y = y2> -+ P(X = LUQ,Y = yg))
Ivykiai {X = z;,Y = y;} yra nesutaikomi. Pavaizduokime juos bréziniu.
Q
X=x,Y=1y X=x,Y =1y
X=x,Y =1 X =22,Y =y

Paziuréje j brézinj jsitikinsime, kad

P(X:ZEhY—yl)‘i‘P(X:Il,Y:yQ):P(X:$1)7
P(X:SCQ,Y:yl)—FP(X:.I'Q,Y:yQ):P(X:$2),
P(X:I1,Y:y1)+P(X:ZEQ,Y:yl):P(Y:yl),
P(X:$17Y:y2)+P(X:l’2,Y:y2):P(Y:yQ)
Taigi
— E[X]+E[Y].

Irodymo idéjos bendruoju atveju yra tos pacios. éi teiginj galime apiben-
drinti.
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Vidurkio adityvumo savybé

29 teorema. Jeigu Xy, Xo,..., X, yra diskretieji atsitiktiniai dydziai
turintys vidurkius, tai jy suma irgi yra diskretusis atsitiktinis dydis, tur-
intis vidurkj:

EX;+Xo+...+ X, | =E[X{| + E[X3] +... + E[X,].

Jeigu X,Y yra du diskretieji atsitiktiniai dydziai turintys vidurkius ir
pirmasis visada jgyja mazesnes reikSmes, t. y. X <Y, tai Z =Y — X yra
diskretusis atsitiktinis dydis, jgyjantis tik neneigiamas reikSmes, Z > 0. Tada
ir jo vidurkis neneigiamas, E[Z] > 0. Ta¢iau Y = X + Z, todél

E[Y] =E[X + Z] = E[X] + E[Z] > E[X].

Irodéme kone akivaizdzia vidurkio savybe: jeigu vienas dydis visada jgyja
ne didesnes reikSmes negu kitas, tai ir jo vidurkis yra ne didesnis. Pasinau-
doje Sia savybe galime jrodyti tokj teiginj.

30 teorema. Jeigu [ ir g yra dvi funkcijos, f(z) < g(z), o X —
diskretusis atsitiktinis dydis, tai f(X) < g(X). Jeigu vidurkiai egzistuoja,
tai

E[f(X)] < E[g(X)].

Suformuluosime dar vieng svarbig savybe, kurig turi tik nepriklausomi
atsitiktiniai dydziai.

Nepriklausomy dydziy sandaugos vidurkis

31 teorema. Jeigu X ir Y yra nepriklausomi diskretieji atsitiktiniai
dydziai, turintys vidurkius, tai jy sandauga X -Y irgi yra diskretusis
dydis, turintis vidurkj:

E[X -Y]=E[X]-E[Y].

Irodymas. Vél tarkime, kad atsitiktinis dydis X jgyja tik dvi reikSmes
21,29 0 dydis Y irgi dvi — yq, y2. Tada dydis Z jgys keturias reikSmes: z1; =
T1 - Y1, 212 = T1 - Y2, 221 = Ta - Y1, 222 = T2 - Y. Tada
ElZ] = (z1-y)P(X =21,Y = 1) + (21 42) P(X =21, Y = o) +
(g 1) P(X =22,Y = 11) + (22 - y2) P(X = 22, Y = y2).
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Pasinaudokime tuo, kad dydziai yra nepriklausomi, t. y.

Tada
ElZ]= o PX=x2)yPY =y) + P =y)) +
o P(X = 29)(n P(Y = y1) + 12 P(Y = 1)) =
21 (P(X = 21)E[Y] 4+ 22(P(X = 22)E[Y]
Taigi
E[X -Y] = E[X]- E[Y]
UZdaviniai

1. Tegu X — akuciy skaicius, atvirtes ant simetriSko losSimo kauliuko. Raskite
E[X], E[|X —3]].

2. Losimo kauliukas nesimetriskas: sieneliy su akuciy skaiciais 1,2,3,4,5
tikimybés vienodos, o sienelés su Sesiomis akutémis tikimybé 20% didesné uz kitas.
Atsitiktinio dydzio X reik§mé lygi atvirtusiy akuciy skai¢iui. Raskite E[X].

3. Loterijai parengta 100 biliety, i§ ju — 15 biliety su 5 Lt laiméjimu ir 10
—su 10 Lt laiméjimu. Jeigu loSéjas perka viena bilieta, koks jo iSlosio vidurkis?
Koks buty islosio vidurkis, jeigu loséjas pirkty 2 bilietus? Koks buty loséjo islosio
vidurkis, jeigu jis jsigyty m,1 < m < 100, biliety?

4. Loterija tokia pati kaip ankstesniajame uZdavinyje: 100 biliety, 15 laimi
po 5 Lt ir 10 laimi po 10 Lt. Taciau loSimo taisyklés pasikeité: jeigu loSéjas
nusipirko bilieta be laiméjimo, jam nemokamai leidZiama pasirinkti dar vieng bilietg
i§ likusiyjy. Koks dabar vieng bilietg jsigijusio loséjo islosio vidurkis?

5. Urnoje 3 balti ir 4 juodi rutuliai. Loséjai A, B,C vienas po kito traukia
po rutulj nesugrazindami jo atgal. Taciau laiméjimas — 10 Lt iSmokamas tik tam,
kuris pirmas iStraukia balta rutulj. Tegu X, Xp,Xc yra atsitiktiniai dydziai,
reiskiantys lo$éjy laiméjimus. Raskite E[X 4], E[Xg], E[X(].

6. Urna su rutuliais tokia pat kaip ankstesniajame pavyzdyje: 3 balti ir 4 juodi
rutuliai. Lo3éjai A, B,C vienas po kito traukia po rutulj nesugrazindami jo atgal.
Laiméjimas iSmokamas iStraukusiems baltus rutulius. Uz pirmajj baltg rutulj — 10
Lt, uz antragjj — 8 Lt, uz treciajj — 6 Lt. Tegu X 4, Xp, X¢ yra atsitiktiniai dydziai,
reiskiantys loséjy laiméjimus. Raskite E[X 4], E[Xg], E[X¢].

7. Mesta moneta atvirsta herbu su tikimybe p = 0,6. Ji métoma tol, kol i$ eilés
atvirsta du herbai arba du skaiciai. Metimy skaicius yra atsitiktinis dydis. Jeigu
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metimy skaicius lygus 2, laiméjimas — 2 Lt, jeigu prireiks trijy metimy — laimésite 3
Lt, jeigu keturiy — 4 Lt, jeigu penkiy ar daugiau — laiméjimas 5 Lt. ApskaicCiuokite
laiméjimo vidurkj.

8. Yra dvi monetos: viena simetriSka, kita ne. Nesimetriska moneta jj metus
atvirsta herbu su tikimybe 0,4. Viena loSima sudaro du monetos metimai. Jeigu abu
kartus moneta atvirsta ta pacia puse, laimimas vienas litas. Loséjas gali abu kartus
mesti tg pacig moneta, gali vieng karta mesti simetriska, kita karta nesimetriska
monetg. Loséjas ketina losti n = 100 karty. Koks buty jo laiméjimo vidurkis, jeigu
jis métyty simetriska moneta? Jeigu métyty nesimetriska moneta? Jeigu vieng
karta mesty simetriska, o kita — nesimetriska moneta?

Atsakymai

1. EX]|=7/2,E[|X - 3|] =3/2.

2. E[X]=111/31.

3. Pazymékime X, — laiméjimo, tekusio pirmajam nupirktam bilietui dydj.
Tada P(X; = 5) = 15/100; P(X; = 10) = 10/100; E[X]| = 1,75. Tegu Xs —
antrajam bilietui tekes laiméjimas; tada X1 + Xo — laiméjimo dydis, jei perkami
du bilietai. Dydis X9 jgyja tas pacias reikSmes su tomis pat tikimybémis kaip X;.
Todél E[ X1 + X3] = 2-1,75 = 3,5. Jeigu perkama m biliety, tai laiméjimo vidurkis
1,75m.

4. Laiméjimo vidurkis, kai perkamas vienas bilietas, yra dydziu 13125/9900 ~
1,326 didesnis nei ankstesniajame uzdavinyje.

5. E[X4]=30/7,E[Xp] =20/7,E[X¢c]| = 12/7.

6. E[X4] =30/7,E[Xp] = 28/7,E[X¢] = 130/35.
7. ~ 295,
8. 50 Lt, 52 Lt.
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2.7. Diskreciyjy dydziy vidurkiy skaic¢iavimas

Tai neretai pasitaiko matematikoje: apibrézZimuose nurodomas ilgas ke-
lias prie tikslo, o teoremose — budai, kaip jo isvengti. Siame skyrelyje
rasite daug tokiy pavyzdziy. Taigi neprotinga mokytis vien apibréZimy!

Apskaiciuosime svarbiausiy diskrec¢iyjy atsitiktiniy dydziy vidurkius. Pa-
prasciausiais atvejais ir skai¢iuoti néra ko — atsakymas akivaizdus. Pavyzdziui,
jeigu atsitiktinis dydis X yra iSsigimes, t. y. su tikimybe 1 jgyja reikSme
a, P(X = a) =1, tai ir vidurkis, Zinoma, lygus a : E[X] = a.

Jeigu dydis X su tikimybe p igyja reikSme 1 ir su tikimybe ¢ = 1 —p
reikSme 0, tai

EX|=0-¢g+1-p=p.

Panagrinékime jdomesniy pavyzdziy. Tegu X yra binominis atsitiktinis
dydis, X ~ B(n,p). Dydi X galima suvokti kaip sékmiy skai¢iy S, kuris
gaunamas atlikus n Bernoullio schemos bandymy. Apskai¢iuosime E[X].
Pasinaudoje vidurkio apibrézimu gautume

EX] =Y mCrp"g"™, q=1-p.
m=0

Apskaic¢iuosime Sios sumos reikSme netiesiogiai, pasinaudodami papras-
tais atsitiktiniais dydziais

X, =

{1, jei j-asis bandymas pasibaige sekme,
J

0, jei j-asis bandymas pasibaigé nesékme,
Giaj=1,2,...,n.
Kadangi P(X; = 1) = p,P(X; = 0) = 1 — p, tai E[X,] = p. Taciau

EX]=E[X, + Xo+ ...+ X,] =E[X)] + ... + E[X,)] = np.

Binominio dydzio vidurkis

Jei X ~ B(n,p), tai E[X] = np.

Pasinaudoje ta pacia sudétingo atsitiktinio dydzio reiskimo paprastesniais
idéja apskaic¢iuosime hipergeometrinio dydzio vidurkj.

Tegu urnoje yra m balty ir n juody rutuliy, atsitiktinai traukiame u (u <
m + n). rutuliy. Atsitiktinio dydzio X reik§mé — balty rutuliy kiekis tarp
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iStrauktyjy. Surasime Sio dydzio vidurkj. Dydzio reikSmiy tikimybes ap-
skai¢iavome jau ankstesniame skyrelyje, taigi
O’U C’LL*’U
E[X] = Z p . —mn

u

v m-+n

¢ia sumuojama pagal visas galimas dydzio reikSmes v. Uzuot skaiciave Sig
suma tiesiogiai, bandykime vél iSsisukti. Galime jsivaizduoti, kad rutu-
liai traukiami ne visi i§ karto, bet vienas po kito. Pasinaudosime dydziais
Xl,XQ,...,Xu .

X, =

{1, jei j-asis rutulys baltas,
J

0, jei j-asis rutulys juodas.

Tada E[X] = X, + Xo + ...+ X, be to

m n
P(X.=1)= P(X,=0)=
(X ) m+n’ (X ) m+n’
EX]=1 —— 40— ="
m-+n m-+n m-+n
Taigi
m
E[X]=E[X]+... +E[X,] =u- .
m-+n

Sis pavyzdys dar karta rodo, kokia svarbi yra vidurkio adityvumo savybeé.
Ja pasinaudoje netiesiogiai suskai¢iavome gana sudétinga suma.

Apskaic¢iuosime Poissono dydzio vidurkj. Poissono teorema teigia: jeigu
Bernoullio schemose bandymy skai¢ius n neapréztai auga, sekmeés tikimybe
viename bandyme p,, artéja prie nulio, ir np, — A, tai atsitiktinis dydis .S,
,Supanagéja“ su Poissono dydziu X ~ P(A), t. y.

)\m
P(S, =m) — P(X =m), P(X:m):—"e’)‘, n — o0o.
m!

Galima tikétis, kad tada E[S,| — E[X]. Taciau E[S,] = np, — A, taigi
Sitaip samprotaudami gauname prielaida, kad E[X] = A. Isitikinsime, kad
tai tiesa, skai¢iuodami vidurkj pagal apibrézima.

Tegu X ~ P(A). Tada

_°° )\mi)\_oo ™ L 7}\°°)\k
E[X] = Zm-%e = Z—(m—l)!e = e ZF’
m=0 m=1 k=0
¢ia pazyméjome k = m — 1. Tadiau
p— e)‘
k! ’

k=0
taigi E[X] = A.
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Poissono dydzio vidurkis

Jei X ~ P()N), tai E[X] = \.

Jeigu Bernoullio schemos bandymus su sékmeés tikimybe p atliksime iki
pirmos sékmeés, tai atlikty bandymy skai¢ius X bus geometrinis atsitiktinis
dydis, t. y.

X~G(p), PX=m)=q""'p, m=12, ..

Apskai¢iuosime $io dydzio vidurkj E[X]. Kokia turéty buti vidurkio reiksmeé,
galime spéti taip. Jeigu pirmasis bandymas baigési sékme, tai X = 1; jeigu
nesekme — viskas tarsi prasideda nuo pradziy ir vidutiniskai i§ viso teks atlikti
(jskaitant pirmajj) 1 + E[X] bandymy. Taigi

EX]=1-p+(1+EX)e (- EX]=ptqg=1, Em:},

Isitikinsime, kad Sis spéjimas teisingas skaic¢iuodami pagal apibrézima:
EX|=1-p+2-qp+3-¢p+...+mqd" 'p+... (24)
Padauginkime (24) lygybe i8 ¢ ir i§ (24) atimkime gautaja:

EX]=1-p+2-qp+3-¢°p+...,
EBX]=1-gp+2-Pp+3-¢*p+...,

p
(1-qEX]=p+aeg+¢p+...=——=1, E[X]=

Geometrinio dydzio vidurkis

Jei X ~ G(p), tai B[X] = ]13.

Apskai¢iuokime Pascalio dydzio X ~ B~(n,p) vidurkj. Nagrinédami §j
dydj gavome israiSka

X=Y1+Ys+...+Y,—n, Y,~Gp).
Taigi E[X] = E[Yi]] + ...+ E[Y,] —n= " —n= "2,
p p
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Pascalio dydzio vidurkis

Jei X ~ B~(n,p), tai E[X] = 2.

p

UZdaviniai

1. Taikinys yra skritulio su spinduliu r = 15 ¢m formos, jame nubraizyti du
apskritimai, jy spinduliai yra atitinkamai 5,10 cm, o centrai sutampa su skrit-
ulio centru. ] taikinj visada pataikoma; Suvj galima interpretuoti kaip atsitiktinj
skritulio tasko parinkima. Jeigu parinktas taskas yra mazojo apskritimo viduje —
Suvio verté 15 tasky, jeigu tarp pirmyjy dviejy apskritimy — 10 tasky, jeigu uz ap-
skritimo su spinduliu r = 10 gaunami 5 taSkai. Kokia vidutiné vieno Suvio verté?
Kiek vidutiniskai galima surinkti tasky, kai j taikinj Saunama n = 9 kartus?

2. Autobusu vaziuoja n = 20 keleiviy, stoteliy skai¢ius m = 5. Tikimybés, kad
keleivis iSlips pirmoje, antroje, ..., penktoje stoteléje yra vienodos. Koks keleiviy,
islipusiy pirmoje stoteléje skaiCiaus vidurkis?

3. Loterijos bilieto kaina — 2 Lt. Tikimybé, kad bilietas bus laimingas lygi 1/3.
Jeigu bilietas laimingas — loS€jui iSmokami 3 Lt. LoSéjas nutaré nusipirkti biliety
uz 10 Lt. Jo laiméjimy suma — atsitiktinis dydis X. Atéme bilietams pirkti isleistus
pinigus gauname pelng i losimo: Y = X — 10. Koks lo3éjo pelno vidurkis? Kokia
tikimybé, kad jo pelnas bus didesnis uz vidurkj?

4. Loterija ta pati, kaip ankstesniame uZdavinyje, taciau loséjas nutaré losti
kitaip. Jis nutaré pirkti po vieng bilietg iki pirmojo laiméjimo. Koks loséjo pelno
vidurkis tokiu atveju? Kokia tikimybé, kad pelnas bus didesnis uz vidurkj?

5. Avarijy skaicius miesto gatvése per dieng — atsitiktinis dydis X, pasiskirstes
pagal Poissono désnj, X ~ P(5). Kokia tikimybé, kad dienos avarijy skaicius bus
didesnis uz vidurkj?

Atsakymai

1. Vidurkis 95/9; vidutiniskai 95 taskus.
Vidurkis - 4 keleiviai.

Vidurkis —5; tikimybé 19/27 ~ 0,7.
Vidurkis —3; tikimybé 5/9.

~ 0,384.

LA o
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2.8. Absoliuciai tolydziy dydziy vidurkiai

Galbut bijoje integraly? Deja, integraly kaip ir stomatology, iSvengti
pavyksta nedaugeliui.

Diskretaus atsitiktinio dydzio X vidurkj galime suvokti kaip svorio cen-
tro koordinate: jeigu skai¢iy tiesés taskuose x; ,patalpinsime* p; = P(X =
x;) dydzio svorius (Zr. brézinj, jame svoriai vaizduojami vienodo plocio ir
tikimybéms p; proporcingo auks¢io stulpeliais), tai E[X] bus svorio centro
koordinateé.

Pi

yZ7 \

il

[X] i

Y

Jeigu X yra tolydus atsitiktinis dydis, tai su visomis reik§mémis x teisinga
lygybé P(X = z) = 0. Tarkime, atsitiktinis dydis yra absoliuciai tolydus,
taigi turi tanki px(x). Tada galime jsivaizduoti, kad ant skai¢iy tiesés yra
patalpinti ne pavieniai svoriai, bet ,uzdéta“ figura, kuria is virSaus riboja
tankio grafikas. Kur dabar reikty jrengti atrama, kad tiesé buty pusiausvy-
roje, t. y. kaip nustatyti svorio centro koordinate? Si koordinaté biity
absoliuciai tolydaus atsitiktinio dydzio vidurkis.

Galétume ieskoti vidurkio taip.

0 Z;

gy

Skai¢iy tiese padalije 1/n ilgio intervalais, pakeiskime figura, kuria riboja
tankio grafikas, figura, sudaryta i§ sta¢iakampiy su pagrindais [z;, x;11), ©; =
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i/n, 1 =0;£1,4+2, ... ir auksciais px(x;). Tare, kad taske x; yra patalpintas
svoris, lygus stac¢iakampio plotui, t. y. px(x;)(z;41 — ), galétume vidurkj
(svorio centro koordinate) skai¢iuoti taip:

E[X]~ Z zipx (i) (Tiv1 — ) (25)

ir ieskoti sumos ribos, kai n — oo. Taciau kada gi §i riba egzistuoja?
Kasdieniame gyvenime laikome, kad koks nors daiktas ar reiskinys egzis-
tuoja, jeigu jj jmanoma pasistengus surasti ar jgyti. Taciau matematikoje
toks ,blaivaus proto* poziuris ne visada tinka. Ar egzistuoja, pavyzdziui,
tokios begalinés sumos
1—14+1—-1+...

reiksme? Zinoma, egzistuoja, pareiks kas nors ir pateiks ,jrodyma®:
l1-1+1-14...=1-1)+(1-1)+...=04+0+...=0.
Taciau galimas ir kitoks ,,jrodymas™:
I-1+1-14...=1+(-1+1)+(-141)...=140+0+...=1!

Vargu ar tokie jrodymai mus jtikins, kad sumos reikSmé egzistuoja. Jeigu
matematinis objektas egzistuoja, tai ,taisyklingai“ samprotaudami apie jj
neturétume prieiti nesuderinamuy, priestaringy igvady!

Prisiminkime diskreciojo atsitiktinio dydzio vidurkio egzistavimo salyga:

> |a|P(X =)

turi buti baigtiné. Absoliuciai tolydziyjy atsitiktiniy dydziy atveju Sia sa-
lyga atitinka reikalavimas, kad figuros, kurig riboja abscisiy asis ir funkcijos
|z|px (x) grafikas, plotas buty baigtinis, kitaip sakant integralas

| lelpxtayas

turi buti baigtinis. Tada (25) sumy riba egzistuoja, dar daugiau — galime ja
uzrasyti integralu ir skaiciuoti naudojantis galingais integralinio skai¢iavimo
instrumentais:

E[X]|~ sz‘px(%)(%ﬂ — ;) — / xpx(x)dz, n — oo.
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Absoliuciai tolydaus atsitiktinio dydzio vidurkis

29 apibrézimas. Jeigu absoliuciai tolydaus atsitiktinio dydzZio tankis

yra px(x), ir integalo
| el

o0

reikSmeé yra baigtiné, tai atsitiktinio vidurkiu vadinsime skaiciy

E[X] = / " epx(x)ds.

o0

Ne visi diskretieji atsitiktiniai dydziai turi vidurkius. Yra ir absoliuciai
tolydziy atsitiktiniy dydziy, kurie vidurkiy neturi. Stai paprastas pavyzdys.
Tarkime, atsitiktinis dydis X turi tokj tankj:

() 0, jei |z| <1,
1’ _—
bx ﬁ, jei |z| > 1.

Nusibraize tankio grafika, pamatytume, kad abscisiy asis ir tankio grafikas
apriboja simetriska ordinaciy aSies atzvilgiu figura. Norétysi teigti, kad Sios
figuros ,svorio centro“ abscisé, taigi — atsitiktinio dydzio vidurkis — lygus
nuliui. Ta¢iau nesunku jsitikinti, kad tankis netenkina salygos, suformuluotos
vidurkio apibrézime. Prasminga kalbéti tik apie ty figury, kuriy ,svoriai“
baigtiniai, svoriy centrus!

Zinome, kaip skai¢iuoti atsitiktinio dydzio Y = f (X) vidurkj, kai X yra
diskretusis atsitiktinis dydis. PanaSus teiginys teisingas ir absoliuciai toly-
diems dydziams.

32 teorema. Tegu atsitiktinio dydzio X tankis yra px(z), o f(z) —
funkcija, jgyjanti realias reikSmes. Atsitiktinio dydzio Y = f(X) vidurkis
(jeigu jis egzistuoja) skai¢iuojamas taip:

BY] = [ f@px(s

Diskreciyjy atsitiktiniy dydziy vidurkiy savybeés (aditityvumo, nepriklau-
somy atsitiktiniy dydziy sandaugos vidurkio) savybés teisingos ir absoliuc¢iai
tolydziy atsitiktiniy dydziy atveju.

O kaip skai¢iuoti atsitiktiniy dydziy, kurie néra nei diskretus, nei absoli-
uciai tolydus, vidurkius? Pavyzdziui, jeigu X yra diskretus, o Y — absoliuciai
tolydus atsitiktinis dydis, tai jy suma Z = X + Y nepriklausys nei vienai
Siy Seimy. Taigi reikalinga bendresné atsitiktiniy dydziy vidurkiy teorija.
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Laimei, praktikoje tokie dydziai ne taip daznai pasitaiko. O paprastais atve-
jais galime suvesti skaiCiavimus ] diskreciojo ir absoliuciai tolydaus dydzio
atvejus. Pavyzdziui, dydzio Z vidurkj galime rasti sumuodami vidurkius:
E[Z] = E[X] + E[Y].

O dabar suraskime anks¢iau nagrinéety absoliuciai tolydziy atsitiktiniy
dydziy vidurkius.

Tegu atsitiktinis dydis X yra tolygiai pasiskirstes intervale [a; b]. Tada jo

tankis
1 ..
> jeix € [a;b];
xTr) =
px(7) {O, jei x & [a,b].

Akivaizdu, kur reikia jrengti atrama, kad ,tankio stac¢iakampis® likty pusiau-
svyroje:
b
E[X] = JQF ‘

Taciau apskaic¢iuokime ir naudodamiesi apibrézimu:

> I B2—a®  a+b
E[X]—/_Ooxpx(x)dx—b_a/axdx—Z(b_a>— 5

Tolygiai pasiskirs¢iusio dydzio vidurkis

b
Jei X ~ T ([a, b)), tai B[X] = “; .

Apskai¢iuosime eksponentinio atsitiktinio dydzio X ~ E(\) vidurkj. Sio

dydzio tankis
(2) e M dei x>0,
€Tr) =
bx 0, jei z < 0.

Pirmiausia pabandykime nustatyti vidurkio reikSme nevisiskai grieztais sam-
protavimais. Prisiminkime geometrinio ir eksponentinio dydziy rysj. Tegu
vienas bandymas su dviem baigtimis trunka 1/n laiko vienety, o sékmés
tikimybeé p,. Jeigu bandymus atliksime iki pirmos sékmeés, tai atlikty bandymy
skai¢ius bus geometrinis dydis, pazymékime ji X,. Zinome, kad E[X,] =
1/pn. Tegu trumpéjant vieno bandymo trukmei sékmés tikimybé mazéja taip,
kad np, — A\, A > 0,n — oo. Nustatéme, kad

X
P(X, > nt) — P(X >t), arba P(—" > t) — P(X > 1).
n
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Paskutinis sarysis reiskia, kad atsitiktinis dydis X,,/n darosi vis panaSesnis j
X. Todeél galime tikétis, kad E[X,,/n] artéja prie E[X]. Taciau

EHX%/R]::EH:%]::E%;—A

, N — 00.

> =

Taigi galime manyti, kad E[X] = 1/\. Isitikinkime tuo integruodami.
Teks pasinaudoti integravimo dalimis technika:

E[X] :/ rpx (v)dr Z/ \ze Mdr = —/ zde ™ =
0 0

00 o o 1 [ 1 |
i -z -z -z

Eksponentinio dydZio vidurkis

1
Jei X ~ E(N), tai B[X] = 5.

Prisiminkime gamma dydziy ir eksponentiniy dydziy sarysj. Jeigu pokalbiy
mobiliuoju telefonu aistruolis(é) nusprendé pasikalbéti su k draugais, tai
pokalbiy trukmeés bus nepriklausomi atsitiktiniai dydziai X;, pasiskirste pa-
gal eksponentinj désnj £(X), o bendra pokalbiy trukmé X — pagal gamma
désnj:

X=X1+Xo+...+ X, X~T(kN).
Taigi

EX]|=E[Xi]+ ...+ EX;] = E.

>

Gamma dydzio vidurkis

k
Jei X ~T'(k,\), tai E[X] = T

Normaliojo standartinio dydzio X ~ N (0, 1) tankis

1 2
o —z% /2
x) = e
px(®)= 5
yra lyginé funkcija. Tikriausiai nereikia ilgai jtikinéti, kad jeigu tokio dydzio
vidurkis egzistuoja, tai jis lygus nuliui. Taip ir yra: E[X] = 0.
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Jeigu tiesiskai transformuosime §j dydj, t. y. apibrésime Y = o X + p, tai
gausime vél normalyjj dydj: Y ~ N (u, 0?). Jo vidurkis

EY]|=E[cX + pu] = E[oX] + E[u] = cE[X] + 1 = p.

Normaliyjy dydziy vidurkiai

Jei X ~ N (p,0?), tai E[X] = p.

Uzdaviniai
1. Atsitiktinio dydzio X reikSmé gaunama taip: atsitiktinai parenkamas inter-

valo [0; a] skaic¢ius ir keliamas kvadratu. Kokia turéty buti a reikSmé, kad atsitik-
tinio dydzio X vidurkis buty lygus 17

2. Atsitiktinai ir nepriklausomai vienas nuo kito pasirenkami du intervalo [0; a
skaiCiai X1, Xo. PaZzymékime X — mazesnjjj i$ jy. Apskaiciuokite atsitiktinio dydzio
X vidurkj.

3. LygiaSonio trikampio Soniniy krasStiniy ilgiai lygus 1, o virSunés kampas ¢
gali jgyti bet kurias reikSmes i$ intervalo [0; /2], kitaip tariant — yra atsitiktinis
dydis, tolygiai pasiskirstes Siame intervale. Raskite trikampio ploto S vidurkj.

4. Losimas vyksta taip: pirmiausia atsitiktinai parenkamas intervalo [0;1]
skaicius, o po to metama moneta, kuri atvirsta herbu su tikimybe 3/5. Jeigu mon-
eta atvirsta herbu, parinktasis skai¢ius dvigubai sumaZinamas, o jeigu skai¢iumi —
dvigubai padidinamas. Gautasis skaiCius yra laiméjimo dydis. Koks laiméjimo X
vidurkis Siame losime?

5. Vaikai zaidzia su balionais, kol juos susprogdina. Baliono ,gyvavimo*
trukmé — eksponentinis atsitiktinis dydis. Simtas vaiky vienu metu gavo po baliona
ir pradéjo zaisti. Po penkiy minuciy buvo like tik 45 balionai. Koks vieno baliono
LZyvavimo trukmés vidurkis?

6. A pokalbio telefonu trukmeé — eksponentinis dydis, Sio dydzio vidurkis lygus
5 min. B pokalbio telefonu trukmé irgi eksponentinis dydis, jo vidurkis Iygus 7 min.
Tarkime, jie pradéjo pokalbius vienu metu, o X — trumpesniojo pokalbio trukmé.
Koks atsitiktinio dydzio X vidurkis?

7. Atsitiktinis dydis X yra standartinis normalusis, t. y. X ~ N(0,1), o dydis
Y gaunamas taip Y = X +a. Koks atsitiktinio dydzio Y vidurkis, jeigu Zinoma, kad
P(Y > 2) = 0,47 Teks pasinaudoti standartinio normaliojo dydzio pasiskirstymo
funkcijos reikSmiy lentelémis arba jy skaiciavimo funkcijomis!
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Atsakymai

a=+3.

E[X]| =a/3.

E[S] =1/m ~ 0,318.
E[X] = 11/20.

=~ 6,26 min.
E[X] =35/12 ~ 2,9 min.
E[Y] =a=~1,75.

NS s W=

2.9. Bendroji atsitiktiniy dydziy vidurkio teorija

Jos esmé tokia: diskretieji dydZiai, kaip kokie indénai, ant savo peciy
pernesa visus svarbius tetginius ir savybes j teorijos aukstumas.

Sis skyrelis skirtas tik smalsiems skaitytojams. Jeigu jums nerupi suzinoti,
kaip matematikai plétoja vidurkio savoka, tinkancia visiems atsitiktiniams
dydziams, galite Siy puslapiy ir neskaityti.

Taigi — yra daug dydziy, kurie néra nei diskretus, nei absoliuciai tolydus.
Pavyzdziui, dviejy nepriklausomy atsitiktiniy dydziy X; ~ P(A) ir Xy ~
N(0,1) suma néra nei diskretusis, nei absoliuciai tolydus atsitiktinis dydis.
Kaip apibreézti tokiy dydziy vidurkj?

Idéja labai paprasta: ,priartinkime* atsitiktinj dydj X diskreciaisiais at-
sitiktiniais dydziais X, iStirkime, ar E[X,,] egzistuoja, jei egzistuoja ir turi
riba — apibrézkime

E[X] = lim E[X,,].

Po to nustatykime, kokios diskreciyjy atsitiktiniy dydziy savybes islieka ir
bendruoju atveju.

Taigi pirmas klausimas: kaip bet kokj atsitiktinj dydj X : 2 — R priart-
inti diskreciaisiais, t. y. jgyjanciais reikSmes i$ baigtinés ar skaicios aibés,
dydziais? Sprendimas paprastas: suskaidykime skaiciy tiese R intervalais
Iy = [k/n; (k4+1)/n), k = 0;+1;£2;..., o baigfiy aibe nesikertanciais poaib-
iais

}.

Dabar apibrézkime X, (w) = £, jei w € Hj. Dydziai X,, yra diskretieji.
Beveik akivaizdu, kad

E+1
n

Hk:{w:X(w)EIk}:{wzgSX(w)<

X(w) - % < X, () < X(w),

taigi 0 < X(w) — X, (w) < 1/n, —1/n < X, (w) — X(w) < 0. Didéjant n
diskretieji atsitiktiniai dydziai X, vis maziau skiriasi nuo X. Palyginkime
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Xpaom ir X, reikSmes:

Xogm(w) = Xp(w) < X(w) - Xp(w) < %,
Xaim(®) = Xal) 2 Xnm() = X(w) > ——— > —=

Taigi
1
- S Xn+m(w) - Xn(w) S
n

9 .

S|

Tarkime, visy atsitiktiniy dydziy X vidurkiai egzistuoja. Tada egzistuoja ir
skirtumo X, ,, — X,, vidurkis:

E[X,im — Xo] = E[Xpim] — B[X,].

I3 (2.9.) gauname, kad

_% — E[—l] <E[X,in] —E[X,] < E[%] = %

n

I3 8iy nelygybiy isplaukia (Caushy kriterijus), kad vidurkiy sekos E[X,,] riba
egzistuoja. Taigi galime apibreézti

E[X] = lim E[X,].
O dabar galima jrodinéti vidurkio savybes bendruoju atveju. Visas pa-
grindines diskre¢iyjy dydziy vidurkio savybes (konstantos iskélimo, adityvumo,
nepriklausomy dydziy sandaugos vidurkio ...) diskretieji dydziai ant savo
peciy pernesa ir j ,didzigja“ atsitiktiniy dydziy aibe!

2.10. Atsitiktiniy dydzZiy dispersija

Jei 3 vienodus apvalius taikinius Saudys taiklus ir netaiklus Sauliai,
patatkymo tasky koordinaciy vidurkiai bus tikriausiai vienodi. O kuo
rezultatai skirsis? Pataikymo taSky iSsibarstymu apie taikinio centrq.

Vienoje gatvés puséje gyvena deSimt zmoniy, jy vidutinis ménesinis uz-
darbis 3 tukstanciai lity. Kitoje — taip pat deSimt Zmoniy, o jy ménesinio
uzdarbio vidurkis tas pats. Atrodo, visiskai vienoda padétis abiejose gatveés
pusese. Taciau nepasakiau dar vienos aplinkybés — vienoje gatvés puséje visi
gyventojai uzdirba po 3 tukstancius, o kitoje — vienas uzdirba 30000, o kiti
devyni i§ viso neturi darbo!
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Taigi ta pati vidurkj gali turéti labai jvairus dydziai. Panagrinékime
atsitiktinj dydj X, tolygiai pasiskirs¢iusj intervale [—1; 1] ir dar keturis diskreci-
uosius atsitiktinius dydzius:

P(Xy=0)=1;
P(X; =) :%, r = =+1;
P(Xy,=1) = 1, x = il, +1;

4 2
P(Xg—ZL')_é7 x—i%, :i:%,:l:l

Dydziai skirtingi, bet visy jy vidurkiai lygus nuliui: E[X]| = E[X;] = 0.
Kurio dydzio reikSmés maziausiai, kurio daugiausiai iSsibarste apie vidurkj?
I pirmg klausimag atsakymas aiskus — dydis X yra iSsigimes, jo reikSmeés
i§ viso neéra iSsibarste. Kad galétume palyginti kity dydziy reikSmiy iSsi-
barstyma, reikalingas reikSmiy iSsibarstymo matas. Kyla naturali mintis —
surasti reik§miy nuokrypiy (atstumy) nuo vidutinés reik§meés vidurkj. Ats-
tumas yra reik§meés ir vidurkio skirtumo modulis. Modulis néra labai patogi
funkcija, todél vietoje jo panaudosime skirtumo kvadratg.

Atsitiktinio dydZzio dispersija
30 apibrézimas. Tegu X — atsitiktinis dydis, turintis vidurkj. Jeigu
dydis (X — E[X])? irgi turi vidurkj, tai jj vadinsime dydZio X dispersija.
Zymésime

D[X] = E[(X — E[X])’].

Dydj o(X) = +/D[X] vadinsime atsitiktinio dydzio X standartiniu
nuokrypiu.

Dispersija suvoksime kaip dydzio reikSmiy iSsibarstymo mata. Zinoma, kar-
tais dispersija gali ir neegzistuoti.

Apskaic¢iuokime atsitiktiniy dydziy, apibrézty skyrelio pradzioje, disper-
sijas. Kadangi E[X] = E[X;] =0, tai D[X] = E[X?],D[X;] = E[X?] :

1 1
D[X)] = B[X}] = (-1)*- 5 + 1% 5 = 1,
1 N2 1 1\2 1 1 5
—EXY = (—1)2- s (=) s (2) o2t =
D[X,] = E[X;]| = (-1) 4+( 2) 4*(2) Tty
1 1 7
DX :EX2: —].2 - . 12'_:_
[X3] [X;] ) A T



Taigi D[X;] > D[X5] > D[X;] > D[X] > D[X,].
Kam lygios mums zinomy atsitiktiniy dydziy dispersijos? Prie§ pradédami
skaiciuoti, nustatykime svarbiausias dispersijos savybes.

Dispersijos savybés

33 teorema. Teisingi Sie teiginiai:

1. jeigu atsitiktinis dydis X turi dispersija, ji neneigiama: D[X]| > 0;
D[X] = 0 tada ir tik tada, kai dydis X yra iSsigimes;

2. teisinga lygybé D[X] = E[X?] — E[X]?;
3. jei c yra skaicius, tai D[cX] = *D[X];

4. jeigu nepriklausomi atsitiktiniai dydziai X,Y turi dispersijas, tai ir
Ju suma turi dispersijg ir

D[X +Y] =D[X] + D[Y].

Irodymas. Pirmosios savybeés nejrodinésime. Kad ji teisinga, niekas tikriau-
siai nesuabejos, tac¢iau jrodyti grieztai matematiskai jrodyti, kad tik iSsigimusiy
atsitiktiniy dydziy dispersijos lygios nuliui, néra labai paprasta.
Irodysime, kad dispersija galima skai¢iuoti naudojantis antro teiginio for-
mule. Prisiminkime mokykline skirtumo kvadrato formule:
(X —E[X])*=X?>-2-E[X] - X + E[X]*.
Lygybeés kairés pusés vidurkis lygus dispersijai. DeSiniosios pusés reiskiniui
pritaikysime vidurkio adityvumo savybe. Pasinaudoje tuo, kad dydziai 2E[X]
ir E[X]? yra konstantos, gausime
D[X] = E[X?]-E[2-E[X] - X]+E[E[X]}
= E[X?] -2-E[X] E[X]+ E[E[X]?] = E[X?] — E[X]*.
Irodysime treciaja savybe. Panaudoje kg tik jrodyta dispersijos formule
dydziui Y = cX, gausime
D[cX] = E[(cX)? —E[cX]? = E[X?] — (cE[X])?
= A(E[X? - E[X]?) = ¢D[X].
Irodysime ketvirtaja savybe. Kad atsitiktiniy dydziy suma turi dispersija,
jrodyti nesunku. Pritaike paprasta nelygybe (a + b)? < 2a® + 2b? su a =
X — E[X],b=Y — E[Y], gausime

(X+Y -E[X+Y])? = (X-E[X]+Y -E[Y])? < 2(X-E[X])*+2(Y —-E[Y])%.
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Kadangi desinéje nelygybés puséje uzrasytas atsitiktinis dydis turi vidurkj,
tai ji tures ir kaires puses atsitiktinis dydis, t. y. atsitiktiniy dydziy, turinciy
dispersijas, sumos dispersija irgi egzistuoja. Netgi nesvarbu, ar dydziai prik-
lausomi, ar ne.

Kadangi X, Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, tai E[XY]| = E[X]-
E[Y]. DydzZiy sumos dispersijos formule jrodysime pasinaudoje tokiomis ly-
gybeémis:

DX +Y] = E[(X+Y))]-E[X+Y}?
E[(X +Y)? = E[X?+2XY +Y? =E[X?+2E[X]-E[Y]+E[Y?],

EX +Y]* = (E[X]+E[Y])?=E[X]*+2E[X]-E[Y]+E[Y]?,

D[X +Y] = E[X?+E[Y?] - E[X]?-E[Y]?=D[X]+DI[Y].

Ketvirtaja savybe galime apibendrinti.

Dispersijos adityvumo savybé

34 teorema. Jeigu X1, Xo,..., X, yra nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dziai turintys dispersijas, tai jy suma irgi turi dispersija

DX+ Xo+...+ X, =D[X;] +D[X5] + ...+ D[X,].

O dabar apskaic¢iuokime anksc¢iau nagrinéty atsitiktiniy dydziy dispersi-
jas.

Jeigu dydis jgyja tik vieng reiksme, t. y. yra iSsigimes, tai jo dispersija
lygi nuliui. Tegu X yra dydis, jgyjantis dvi reiksmes:

P X=1)=p, P(X=0)=q, 0<p<l g=1-—p.
Kadangi X? = X, tai E[X?] = E[X] =pir
D[X] = E[X?] - E[X]* = p — p* = p(1 - p) = pq.

Tegu dabar X yra binominis dydis, X ~ B(n,p). Sj dydj galime suvokti
kaip sékmiy skaic¢iy Bernoullio schemoje ir iSreiksti nepriklausomy atsitiktiniy
dydziy suma

1 jei i-asis bandymas sékmingas
X=X, +Xo4... +X,, X =74 > ~rassbandyn Hngas,
0, jei t-asis bandymas nesékmingas.

Jau apskai¢iavome dydziy, jgyjanciy reiksmes 0,1, dispersija, taigi D[X;] =
pq. Pasinaudoje nepriklausomy atsitiktiniy dydziy dispersijos savybe gausime

DX]|=D[X;+ Xs+...+ X,,] =D[X;] + D[X;] + ... + D[X,,] = npq.
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Binominis atsitiktinis dydis

Jei X ~ B(n,p), tai

PX=m)=C"p"(1—p)"™™, m=0,1,...,n,
E[X]=np, D[X]=np(1-p).

(25)
Tegu dabar X yra Poissono dydis, X ~ P()). Zinome, kad E[X] = \. Dis-
persijos reikSme galime pabandyti jspéeti, naudodamiesi Bernoullio schemos
ir Poissono dydzio sarysiu: jei sekmes tikimybé viename bandyme p,, mazéja,
kai n auga, ir np,, — A, tai sékmiy skaic¢iaus tikimybeés P(S,, = m) artéja prie
Poissono dydzio tikimybiy P(X = m). Galime spéti, kad D[S,|] — D[X].
Tatiau D[S,] = np,(1 — p,) — A(l —0) = A. Taigi galime manyti, kad
D[X] = \. Isitikinkime tuo skai¢iuodami:

D[X] = E[X?] - E[X]*,

_ A e
E[X]_mX::Om et =0
- A = AT
21 2 AN -
E[X]—Zm e —Z (m—l)'e
m=0 m=1
o0 Am
= —1+1 -
mZ:l(m +1) (m—l)'e
> )\mfl \ e )\mfl \
=\ —1)- e+ AN) e =XN-E[X]+ A1
mz::l(m Vot mz::l(m—me (XT+A-1,

Poissono dydis

Jei X ~ P(X), tai

)\m
P(X =m)="—¢?

m)!

, m=0,1,2,..., E[X]=D[X]=A

Jeigu Bernoullio schemos bandymus atliksime iki pirmos sékmeés, tai atlikty
bandymy skai¢ius X bus geometrinis dydis, X ~ G(p). Apskai¢iavome jo
vidurkj E[X] = 1/p. Jeigu Zinotume E[X?] reikime, galétume apskaiciuoti
ir D[X]. Pabandykime surasti E[X?] nesinaudodami apibrézimu, ta¢iau pa-
sitelke kiek rizikingus samprotavimus.
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Jeigu pirmajame bandyme pasitaikys sékmé (tai jvyksta su tikimybe p),
tai X2 = 12 = 1. Jeigu pirmajame bandyme nesékmé, tai viskas prasideda,
tarsi i§ pradziy ir X2 = (1 +Y)?, ¢ia Y ~ G(p) vél geometrinis dydis. Taigi
galime manyti, kad

EX% =p-1*+q¢-E[(1+Y).

O dabar pazymékime a = E[X?] = E[Y?] ir Siek tiek paskai¢iuokime, pasi-
naudodami, kad E[Y] =1/p:

2
a:p+qE[1+2Y+Y2]:p+q+2qE[Y]+qE[Y2]:1+?q+qa,
2 1 2
(-ga=1+=L o=EX =+,
P p D
1 2q 1 q
DX]=E[X} ] -EX]P?=-+5 - = = =.
[X] = E[X7] - E[X] PR Rl

Gavome teisinga dispersijos reiksme! Kas netiki, gali apskai¢iuoti ja naudo-
damasis dispersijos apibrézimu.

Geometrinis atsitiktinis dydis

Jei X ~G(p), tai P(X =m)=q¢" 'p, m=1,2,..., ¢=1—p,

35 pavyzdys. Kolekcionieriaus uzdavinys

Matematikoje néra paties svarbiausio uzdavinio, o prekyboje yra — kaip is-
traukti kuo daugiau pinigy is pirkejy kiSeniy. Viena i$ $io uzdavinio sprendimo
idéjy — susieti pirkima su kolekcionavimo arba loterijy aistra.

Tarkime, futbolo ¢empionato finale zaidzia n Saliy komandy. Gaiviyjy
(arba kiek stipresniy) gérimy gamintojai irgi pasiruo$é ¢empionatui — patieké
gérimy, kuriy dangteliai pazymeéti Saliy-dalyviy veéliavélémis, partija. Jei
surinksite dangtelius su visomis véliavélémis, galbut ka nors laimeésite. Taciau
koks dangtelis jums teko, pamatysite tik nusipirke!

Jei N; yra i-gja véliavéle pazymeéty dangteliy skaicius, tai, tarkime, Sie
kiekiai lygus: Ny = Ny = ... = N,,. Be to — nepazyméty dangteliy néra. Taigi
tikimybe, kad nusipirke gérimg gausite dangtelj su i-osios Salies véliavéle lygi
1/n.
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Kiek buteliy vidutiniskai reikia nusipirkti, kad surinktume visa n dangteliy
rinkinj? Tegu X reiskia nusipirkty buteliy skai¢iy. Tada X yra atsitikti-
nis dydis, jgyjantis reikSmes n;n + 1;n + 2;... Apskaic¢iuoti vidurkj pagal
apibrézimg — sudétingas uzdavinys, todél paieskokime aplinkinio kelio.

Tegu X; — pirkiniy skaic¢ius kol gausime pirmajj kolekcijos dangtelj. Aki-
vaizdu, kad X; = 1. Tarkime, teko nusipirkti dar X5 buteliy kol gavome
antrajj (skirtinga nuo pirmojo) dangtelj. Pazymékime X3 pirkiniy skai¢ius,
kuris padidino musy kolekcija iki 3 dangteliy ir t. t. Taigi

X=X1+Xo+...+ X,. (26)

Pagal kokius désnius pasiskirste atsitiktiniai dydziai X;? Dydis X; yra
iSsigimes atsitiktinis dydis, o X5 galime suvokti kaip Bernoullio bandymy
iki pirmos sékmeés skaiciy, kai sékmés tikimybé lygi po = (n — 1)/n. Taigi
X3 ~ G(p2). Panasiai galime samprotauti ir apie kitus dydzius:

n—j+1
Xz ~G(ps), s Xn~G(pn) pi=—
Be to... — dydziai X; yra nepriklausomi! Taigi adityvumo savybe galime
naudotis skai¢iuodami tiek vidurkj, tiek dispersija:
E[X] E[Xi| +...+ E[X,] 1+1+ +1 il
= )+ ... nl = —+...+—=n —,
P2 Pn m=1""

1— 1—p, n—m
DIX] = DX/ +...+ DX, =0+ 52 +...h —=nY —

p; pn
Tarkime, n = 20, o vienas pirkinys kainuoja 2 Lt. Kokio dydzio laiméjima
gamintojai gali pazadéti kolekcionieriams nebijodami nuostoliy? Kadangi

20
1
E[X] :20-ZE%20-3,6:72,
m=1

tai kol surinks visus dangtelius kolekcionierius vidutiniSkai iSleis 144 litus.
Taigi gamintojai gali skelbti, kad uz surinktus dangtelius iSmokeés, pavyzdziui,
100 lity ir tikrieji laimétojai bus jie!

O kas pasikeisty, jeigu ne visi dangteliai, taciau tik 100-p % buty pazymeéta,
¢ia 0 < p < 1?7 Tada (26) sumos dydziai buty tokie:

n—1
),

1
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ir
n 1
E/X|=EX ...+tEX,|=- —.
X] =BG+ + B = 2 Y
Vidutinis pirkiniy skai¢ius padidéty 1/p karto.

Apskaic¢iuosime Pascalio atsitiktinio dydzio dispersija. Pascalio dydj X ~
B~ (n,p) galima iSreiksti geometriniais dydZziais

X=Y1+Yo+...4Y,—n, Y,~G(p).

Prisimine dydziy Y; prasme galime teigti, kad atsitiktiniai dydziai Y; yra
nepriklausomi. Tada

D[X] =D[Y1] + D[Ys] +...+ D[V, ] = —.

Pascalio atsitiktinis dydis

Jei X ~ B~ (n,p), tai P(X =m)=Cp . _p"¢", m=0,1,...,

EX] = px =2

p p?

O dabar imkimés absoliuciai tolydziy atsitiktiniy dydziy dispersijy. Pa-
prasciausi i$ iy dydziy — tolygiai pasiskirste.

Tegu X ~ T([a;b]). Zinome vidurkio reiksme: E[X] = (a + b)/2. Ap-
skai¢iuosime E[X?] :

o 1 b V¥ —a® 0+ ab+ d?
E[X?] = 2 dz = / 2dz = = :
[X7] /_ v px(r)de b—a ax v 3(b—a) 3

[e.9]

:bQ+ab—|—a2 B (a+b)2: (b—a)Q'

D[X] = E[X?] - E[X]? 3 5 12

Tolygiai pasiskirstes atsitiktinis dydis
Jeigu X ~ T ([a,b]), tai

B %a, jei x € [a; 0], _a+b B
pX(:”)_{S, jeiaglay, T 2 PHIZ
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Panagrinékime eksponentinj dydj, X ~ E()). Zinome, kad E[X] =1/
Taigi, kad surastume dispersija, turétume apskaiciuoti

[e.e] o
E[X?] :/ *px (z)dr = )\/ 2% e Mdz.
—00 0

Tai nesudétingas integravimo uzdavinys, taciau pabandykime iSsisukti nuo jo.
Dar karta pasinaudokime geometrinio ir eksponentinio dydzio sarysiu. Tegu
vienas bandymas su dviem baigtimis trunka 1/n laiko vienety, o sékmeés
tikimybeé p,, be to np, — A A > 0,n — oo. Jeigu bandymus atliksime
iki pirmos sékmes, tai atlikty bandymy skaic¢ius bus geometrinis dydis X,.
Zinome, kad D[X,)] = ¢./p%, ¢n = 1 — p,. Nustatéme, kad

Xy
P(— > t) S P(X > 1),
n

t. y. atsitiktinis dydis % darosi vis panasesnis j X. Todél galime tikétis, kad
D[X, /n| artéja prie D[X]. Tafiau

D[X,] In 1
D[X,/n] = praa ) =3 oo

Taigi galime spéti, kad D[X] = 1/)\2. Ir §is spéjimas teisingas!

Eksponentinis dydis

Jei X ~ E(N), tai

0, jeix <0, 1
x) = , ElX|=—-,
px(2) {)\e_m, jeix >0, X] A

Nagrinédami Poissono procesa apibrézéme gamma-dydzius. Gamma-dydzio
reikSme galima suvokti kaip laikotarpj nuo stebéjimo pradzios iki k-ojo jvykio
(telefono skambucio, meteoro kritimo...) pasirodymo. Nustatéme, kad gamma-
dydis X ~ I'(k, \) yra eksponentiniy dydziy suma:

X - T[)|1 + THQ +...+ Tk—l\k; ,-Tj—1|j ~ g()\)

Prisimine Poissono proceso savybes tikriausiai sutiksite, kad atsitiktiniai dy-
dziai T;_y; yra nepriklausomi. Taigi galime pasinaudoti dispersijos adi-
tyvumo savybe:

D[X] =D[To| + D[Tip] + ... + D[Tj1pi) = %
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Gamma-dydis

Jei X ~T'(k,\), tai

0 jeit <0,

t) = /\k’tk—l ,
pX( ) (k 1>'e_)\t7 .]61 t > 07

O kam gi lygi normaliojo dydzio X ~ N(u,0?) dispersija? Pradékime
nuo standartinio normaliojo dydzio X ~ N(0,1). Moivre-Laplace’o teorema
teigia, kad i §j dydj, kai n — oo, vis labiau darosi ,panaSus* atsitiktinis dydis
Y,., susijes su Bernoullio schema:

_ Sy—np S, —E[S,)]
VIPq DI[S,]
¢ia S, yra sékmiy skai¢ius Bernoullio schemoje, taigi S,, ~ B(n,p). Galime

tikétis, kad ir dydzio Y,, vidurkis, ir dispersija artéja prie E[X] bei D[X]. I3
tikryjy, E[Y;] = E[X] =0, 0

Y,

Sp — E[SA)Q} _ DI[S,]

D[Y,] = Elv?] = E|( ST

Taigi galime spéti, kad ir D[X] = 1. Ir tai tiesa.
Jeigu X ~ N(u,0?), tai tokj dydj galime isreiksti standartiniu normali-
uoju dydziu: X = oXo+ p, Xo ~ N(0,1). Taigi

D[X] = D[o Xy + u] = D[oXo] + D[] = 0*D[X¢] + 0 = 0.

Normalusis dydis

Jei X ~ N (p,0?), tai

1
px(r) = 20— e @ W/ BIX] =y, DIX] =02

UZdaviniai

1. Yra du simetrigki SeSiasieniai kauliukai. Vieno sienelés paZymétos skai¢iais
1,1,3,4,5,6, kito — skaiCiais 1,2,3,4,6,6. Atsitiktiniy dydziy X1, Xy reikSmés —
skaiciai ant atvirtusiy kauliuky sieneliy. Kurio dydzio reik§més iSsibarste labiau,
t. y. kurio dydzio dispersija didesné?
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2. Atsitiktinio dydzio X reiksmé akuciy ant jprastinio simetrisko losimo kauliuko,
Y — i§ intervalo [0; a] atsitiktinai parinktas skai¢ius. Kokia turéty buti a reikSmé,
kad abiejy dydziy dispersijos buty vienodos?

3. Urnoje yra trys balti ir keturi juodi rutuliai. Atsitiktinai i§ urnos be grazin-
imo traukiame tris rutulius. Dydzio X reikSmé — balty rutuliy skaicius, Y — juody
rutuliy skai¢ius. Apskaiciuokite dispersijas D[X|, D[Y]. Dydzio X dispersija ap-
skai¢iuokite pasinaudoje formule D[X] = E[X?] — E[X]?, o dydzio Y dispersijos
skaiciavimui panaudokite sarysj X +Y = 3.

4. Tikimybé, kad krepsininkas pataikys baudos metimg lygi 0,6. Krepsininkas
ketina mesti j krepSj penkis kartus. Koks taikliy metimy skaic¢iaus vidurkis ir
dispersija? Koks buty taikliy metimy skai¢iaus X vidurkis ir dispersija, jeigu po
kiekvieno metimo tikimybé pataikyti buty 10% mazesné uz buvusig?

5. Geometrinio dydzio X ~ G(p) dispersija ir vidurkis susije lygybe D[X]| =
1E[X]. Raskite E[X],D[X].

6. Isitikinkite, kad bet kuris eksponentinis atsitiktinis dydis X tenkina lygybe
D[X] = (E[X])?. Jrodykite, kad binominiy ir geometriniy dydZiy, tenkinanciy $ia
salyga néra. Irodykite, kad yra vienas Siag savybe turintis Puasono dydis ir be galo
daug normaliyjy dydziy.

Atsakymai

1. D[X;] = D[X,] = 32/9.

2. a= \/ﬁ

3. D[X]=D[Y]=24/49.

4. E[X]=3,6;D[X] = 1,44; ir E[X] ~ 2,811; D[X] ~ 1,452.
5. E[X]=4/3;D[X]=4/9.

2.11. Didziyjy skaiciy désnis
DidZiyjy skaiciy désnis jau tapo kasdienio musy mastymo dalimi. Kai
meterologas norédamas jvertinti vidutine meénesio temperaturg sumuoja

matavimy rezultatus ir dalija i§ matavimy skaiciaus — taiko didZiyjy
skaiciy désng.

Jeigu reikia iSmatuoti kokio nors dydzio reikSme, be matavimo jrankiy
neapsieisi. Tarkime, tikroji dydzio reikSmeé yra a, bet jos mes nezinome.
Kadangi absoliuciai tiksliy matavimo jrankiy nebuna, iSmatave gauname
reikSme x1, kuri dél matavimo paklaidos skiriasi nuo a. Taigi galime manyti,
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kad z yra atsitiktinio dydzio X7, kurio vidurkis E[X;] = a, reik§mé. Norédami
gauti tikslesne dydzio reikSme, matavimus kartojame, o paskui — imame
gautyjy matavimo rezultaty x, zo, ..., x, vidurkj

1 +29+...+x,
n

Yn =

ir manome, kad y,, ~ a. Kuo pagrjsta tokia musy nuomoné?

Zinome, kad iSsigimusio atsitiktinio dydzio dispersija yra lygi nuliui. Musy
matavimo rezultatai — nepriklausomy, ta pacia pasiskirstymo funkcija turinciy
atsitiktiniy dydziy Xi, Xo,..., X, reikimés. Jy vidurkiai E[X;] = a lygus
mus dominanéio dydZio reik§mei, pazymékime dispersijas D[X;] = 0% Ma-
tavimy rezultaty aritmetinis vidurkis yra atsitiktinio dydzio

X+ X X,
n

Ya

reiksmé. Tada

X+ X o+ X, EX, + X o+ X,
E[Yn]:E[ 1rAe T ]: it Xet...F ]:a,
n n
DX, +Xo+...+X,] no* o?
D[Ys] = n? )

Taigi didéjant n, vidurkis E[Y,,] nesikeidia, o dispersija D[Y;,| — 0. Kitaip
tariant, atsitiktinis dydis Y,, darosi vis panaSesnis j iSsigimusj atsitiktinj dydj,
igyjantj reikSme a, kuri mums rupi. Taigi, kai n yra didelis, galime manyti,
kad imdami dydzio Y, reiksme 1, nedaug apsiriksime. Tokia yra didziyjy
skai¢iy deésnio esmé: didelé tikimybeé, kad daugelio nepriklausomuy
matavimy reik$miy aritmetinis vidurkis nedaug skirsis nuo tikro-
sios dydzio reikSmeés.

O dabar pabandykime §j svarby désnj, kuris tarsi nutiesia tilta tarp teori-
jos ir praktikos, suformuluoti ir jrodyti matematiskai. Pirmiausia jrodysime
paprasta, bet labai naudinga nelygybe.

Prisiminkime viena dydziy vidurkio savybe. Jeigu gi(x), g2(x) yra dvi
funkcijos ir g;(z) < go(x), tai su bet kokiu atsitktiniu dydziu Y bus teisinga
nelygybeé

E[g:(Y)] < E[ga(Y)], (27)

zinoma, jeigu tik vidurkiai egzistuoja. Pasirinkime kokj nors skaiciy € > 0 ir
apibrézkime dvi funkcijas:

(2) 0, jei —e<x<e, (z) x
T) = x)==.
o 1, jeilz| >, 92 €2
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Brézinyje pavaizduoti abiejy funkcijy grafikai, akivaizdu, kad ¢;(z) < go(2).

YA

g2()
g1()

™
sY

Tada pritaike (27) nelygybe atsitiktiniam dydziui Y, gausime

E[Y?

€2

E[g:(Y)] < E[g(Y)] =

Panagrinékime dydj ¢;(Y). Jis jgyja tik dvi reiksmes. Jeigu |Y| < e, tai
91(Y) =0, jeigu |Y| > ¢, tai g1(Y) = 1. Taigi

Eg(Y)]=0-P([Y[<e)+1-P(]Y| =€) = P(]Y] = ¢).

Gavome, kad su bet kokiu € > 0 atsitiktiniam dydziui Y teisinga nelygybeé

E[Y?]

PY| =€) < —

(28)

€

Suformuosime vieng svarbia i§vadg.

Cebygovo nelygybé

35 teorema. Tegu X yra atsitiktinis dydis, turintis vidurkj ir disper-
sija. Tada su kiekvienu € > 0 teisinga nelygybé

D[X]

2

PX -EX][>¢) < (29)

€

Irodymas. Jeigu nelygybéje (28) imsime Y = | X —E[X]| ir pastebésime,
kad E[Y?] = E[(X —E[X])?] = D[X], gausime nelygybe, kurig reikia jrodyti.
O dabar suformuluokime didziyjy skai¢iy désnj.
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Didziyjy skai¢iy désnis

36 teorema. Tegu X, X5, X3,... yra nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dziai, turintys ta patj vidurkj E[X,] = a ir ta pacia dispersija. Tada su
kiekvienu € > 0

—

n

26)—>O, n — 00.

Irodymas. Teorema tvirtina, kad su didelemis n reikSmémis tikimybe,
kad aritmetinis reikSmiy vidurkis skirsis nuo a daugiau kaip dydziu e, yra
maza.

Pazymékime D[X;] = 0% ir X = (X7 + X5 + ... + X,,)/n. Kadangi

EX;|+ E[Xs]+...+E[X,] na

E[X]| = = — =a,
n n
D[X,| +D[X;] +...+D[X,] no* o*
D[X] — 5 g 3 = —,
n n n
tai jstate j (29), gausime
Xi+Xo+... + X, 2 2
P(‘ 1+ X9+ + —GZE)SU_Q7 0-_2_>O’ n — oo.
n ne ne

Teorema jrodyta.

Didziyjy skaiciy désnis — vienas i§ pagrindiniy instrumenty, kuriais nau-
dojames, kai norime gauti ziniy i§ sukaupty duomeny. Tarkime, mums rupi
rySio tarp musy kompiuterio ir kokio nors serverio nustatymo laikas. Sis
laikas priklauso nuo jvairiausiy faktoriy, taigi yra atsitiktinis dydis. Pa-
zymékime ji T. Kokia tikimybeé, kad prireiks maziau kaip, pavyzdziui, 5
milisekundziy, t. y. kam lygi tikimybé p = P(T < 5) = Fr(5)? DydZio pa-
siskirstymo funkcijos nezinome, tac¢iau galime atlikti daug bandymuy ir gauti
daug duomeny. Pazymékime X atsitiktinj dydj, jgyjant] reikSmes 0 ir 1 :

X 0, pirmajame bandyme rysiui uzmegzti prireiké ne maziau 5 ms,
1= : . . . s .
1, pirmajame bandyme rySys uzmegztas grei¢iau nei per 5 ms.

Su kitais bandymais susiekime analogiSkai apibréztus atsitiktinius dydzius
Xs, X3, .... Galime padaryti prielaida, kad dydziai nepriklausomi. Be to

P(X;=1)=P(T <5)=p, PX;=0)=1-p, E[X;]=p.
I8 didziyjy skaiciy désnio iSplaukia, kad su didelémis n reikSmémis

Xi+Xo+ ...+ Xy
n

p.
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Taigi naudodamiesi éebyéovo nelygybe jvertinome nezinoma su stebimu
atsitiktiniu dydziu susijusio jvykio tikimybe.

UZdaviniai
1. Tegu X yra atsitiktinis dydis, turintis vidurkj E[X] ir dispersija D[X] = o2.
Pasinaudokite CebySovo nelygybe ir jrodykite, kad su visais m = 1,2, ... teisinga
nelygybé
1

P(|X — E[X]| > mo) < —.

m

2. Atsitiktinis dydis X tolygial pasiskirstes intervale [0;al, t. y. X ~ T([0;al).
Apskaiciuokite tikimybes P(|X — E[X]| > mo), kaim = 1,2,...; ¢ia 0 = \/D[X]
yra dydzio standartinis nuokrypis. Palyginkite tikimybiy reikSmes su éebyéovo
nelygybés jverciais.

3. Atsitiktinis dydis X pasiskirstes pagal geometrinj désnj, t. y. X ~ G(1/3).
Apskaiciuokite tikimybes P(|X — E[X]| > mo), kai m = 1,2; ¢ia 0 = /D[X] yra
dydzio standartinis nuokrypis.

4. Pasinaudokite lentelémis arba kompiuteriu ir apskaiciuokite tikimybes
P(|X — E[X]| > mo), kai X ~N(0;1),m =1,2,3.

5. [Irodykite, kad tikimybiy P(|X — E[X]| > mo) reikSmés yra tos pacios
visiems normaliesiems dydziams X ~ N (u,0?).

Atsakymai

2. P(X —E[X]| > o) = (3—v3)/3 ~ 0,423; P(|X — E[X]| > mo) = 0, kai
m > 2.

3. (2/3)° = 32/243; (2/3)7 = 128/2187 ~ 0,0585.

4. P(|X —E[X]| >0)=P(|X|>1)~0,3173;
P(]X| > 2) ~ 0,0455; P(|X| > 3) ~ 0,0027.
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2.12. Atsitiktiniy dydzZiy koreliacija

Matematikos taikymuy tikrovés reiskiniams esmé: matematika parodo
kg ir kaip galima matuoti. Kaip matuots atsitiktiniy dydZiy tarpusavio
priklausomybe?

Jeigu X,Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, turintys dispersijas,
tai ir jy suma turi dispersija, be to

D[X + Y] = D[X] + D[]

O dabar tarkime, kad X, Y gali buti ir priklausomi. Pabandykime surasti
sumos dispersija:

D[X +Y]=E[(X +Y — E[X] - E[Y])®
E[(X — E[X])* +2(X — E[X])(Y — E[Y])
D[X]+ D[Y] +2E[(X — E[X])(Y — E[Y])].
Jeigu X,Y yra nepriklausomi, tai E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = 0. O jeigu

priklausomi? Priklausomybé gali buti jvairi — ir silpnesné, ir stipresné. Kaip
kiekybiskai matuoti jos pobudj? Galbut tam tinka skaic¢ius

E[(X - E[X])(Y - E[Y])],
kurio reik§mei daro jtaka abu dydziai? Taciau ar 8is dydis (sandaugos vidurkis)
i§ viso egzistuoja? [ §j klausimg atsakyti nesunku. Jeigu akivaizdzioje nely-
gybéje 2ab < a? + 1? imsime a = |X — E[X]|,b = |Y — E[Y]|, gausime
2|(X — E[X])(Y —E[Y]| < (X — B[X))* + (¥ — E[Y])*
Jei atsitiktiniai dydziai X, Y turi dispersijas, tai nelygybeés deSiniosios puses
reiskinio vidurkis egzistuoja, todeél egzistuos ir kairiosios pusés vidurkis, t. y.

dydis E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Atsitiktiniy dydziy kovariacija

31 apibrézimas. Tegu X,Y yra du atsitiktiniai dydziai, turintys
dispersijas. Jy kovariacija vadinsime skaiciy

cou(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Is pradziy iSvesime kita, daznai patogesne formule kovariacijai skaic¢iuoti.
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37 teorema. Atsitiktiniy dydziy X,Y kovariacijai teisinga lygybé
cov(X,Y)=E[X -Y]|—-E[X]E[Y]
Irodymas. Uzrasykime tokia kone akivaizdzia lygybe
(X -EX)(Y -E}Y])=X-Y-E[Y]-X-E[X] - Y+EX]| E[Y]
Skai¢iuokime abiejy pusiy vidurkius. Kadangi E[X], E[Y] yra skaic¢iai, tai
E[(X —EX])- (Y —E[Y])] =E[X - Y| -E[E[Y] - X] - E[E[X]- Y]+
E[E[X]-E[Y]] = E[X -Y] - E[Y]- E[X] - E[X]- E[Y] + E[X] - E[Y],

arba
cov(X,Y)=E[X Y] -E[X]-E[Y]

36 pavyzdys. Skaifiais pazyméti rutuliai

Urnoje yra trys balti rutuliai, pazymeéti skaiciais 1,0,0 ir du juodi, ant
kuriy uzrasyti skaiciai 1, 1. Atsitiktinai be grazinimo traukiami du rutuliai,
dydis X lygus balty rutuliy skaic¢iui, o Y — skai¢iy, uzrasyty ant rutuliy,
sumai. Apskai¢iuosime dydziy kovariacija. I§ pradziy sudarykime tikimybiy
P(X =z,Y = y) lentele:

X=0|X=1]|X=2

Y=0] 0 0 01 |01

Y=1| 0 04 | 02 |06

Y=2| 01 | 02 0 |03
01 | 06 | 03

Susumayve skaic¢ius suraSytus stulpeliuose, gauname dydzio X reiksmiy tikimybes,
o eilutése — dydzio Y reik§miy tikimybes. Skai¢iuodami vidurkius galime ne-
raSyti ty démeny, kurie lygus nuliui:

E[X -V]=1-1-04+1-2-02+2-1-02=1,2,

E[X]=1-06+2-03=12
[Y]=1-0,6+2-0,3=1,2

cov(X,Y)=12-12-12=—0,834.

=

Pasvarstykime, kodél pavyzdzio dydziams gavome neigiama kovariacijos
reikSme:
cov(X,Y) =E[(X - E[X])(Y —E[Y])] <O0.
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Si nelygybeé reiskia, kad kai dydis X jgyja didesnes uz vidurkj reikSmes,
t. y. X — E[X] > 0, tai dydis Y linkes igyti mazesnes reik§mes, t. y.
Y — E[Y] < 0 ir atvirk§¢iai. Taip ir yra: daugiau balty rutuliy — mazesné
skaiciy suma, nes baltyjy rutuliy numeriai mazesni.

Taigi jei kovariacija yra neigiama, tai esant didesnéms vieno dydzio reikSméms,
kito dydzio reikSmeés linke buti mazesnés. Jeigu kovariacija yra teigiama, tai
esant didesnéms vieno dydzio reikSméms ir kito dydzio reiksmeés linke buti
didesnes.

32 apibrézimas. Jeigu X,Y yra atsitiktiniai dydziai ir cov(X,Y") > 0,
tai dydzius vadinsime teigiamai koreliuotais, jeigu cov(X,Y) < 0, dydZius
vadinsime neigiamai koreliuotais. Jeigu cov(X,Y) = 0, dydzius vadinsime
nekoreliuotais.

Tarkime pakartoje bandyma n karty, gavome atsitiktiniy dydziy X,Y
reik§miy poras

($1’y1)7 (5152792)7 ceey (xn7yn)-

Jas galime pavaizduoti plokStumos taSkais. Jeigu dydziai buty teigiamai
koreliuoti, tai taskai iSsidéstyty pagal tiese su teigiamu krypties koeficientu,
7r. brézinj. Jeigu cov(X,Y) < 0, taskai susitelkty apie tiese su neigiamu
krypties koeficientu.

. Yik
Yi .. N
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Teigiamai ir neigiamas koreliuoty atsitiktiniy dydziy retksmiy vaizdavi-
mas plokstumoje

Jeigu cov(X,Y) = 0, taskai sudaryty ,debesj“ ir grupavimosi apie jokia
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tiese negalétume jzvelgti.

Uik

Nekoreliuoty atsitiktiniy dydziy reik§meés

Taigi kovariacijos reiksmeé tam tikru budu atspindi rysio tarp atsitiktiniy
dydziy pobudj. Tac¢iau yra vienas trukumas. Tarkime, atsitiktinis dydis X
reiSkia zmogaus ugj, o Y — svorj, iSreiksta kilogramais. Suprantama, kad
cov(X,Y) = E[X - Y] — E[X] - E[Y] > 0. Jeigu iSreik§tume svorj gramais,
gautume nauja dydi Y; = 1000Y. Priklausomybé tarp X ir Y; yra ta pati
kaip ir tarp X ir Y, tac¢iau apskaic¢iave kovariacija gautume

cov(X,Y1) = E[X - 1] — E[X] - E[Y4] = 1000 - cov(X, Y).

Todeél dviejy dydziy priklausomybés laipsniui matuoti naudojama kiek
pakeista skaitiné charakteristika.

Koreliacijos koeficientas

38 teorema. Tegu X,Y yra atsitiktiniai dydziai, turintys teigiamas
dispersijas D[X]| > 0,D[Y] > 0. Jy koreliacijos koeficientu vadinamas
skaicius

cov(X,Y)

D[X]- D[Y]

Jei bent vienas is dydziy X, Y yra iSsigimes, tai sakysime, kad koreliacijos
koeficientas lygus nuliui.

p(X, Y) =

Isitikinsime, kad koreliacijos koeficientas nepriklauso nuo to, kokie ma-
tavimo vienetai naudojami dydziy reikSméms uzrasyti. Irodysime Siek tiek
bendresnj teiginj.
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39 teorema. ‘Tegu X,Y yra atsitiktiniai dydziai, turintys teigiamas
dispersijas D[X] > 0, D[Y] > 0, 0 ay, az, by, by — bet kokie skaiciai, a;,as # 0.
Tada
p(X,Y), jei aras > 0,

a1 X + by, aY +by) =
planX + by, axY 4 by) {—p(X,Y), jei ayay < 0.

Irodymas. Pazymékime X; = a1 X + by, Y] = axY + bs. Tada

E[X,] = ,E[X] +b;, DI[X] = aiD[X],

E[Y)] = aE[Y] + by, DI[V1] = a3D[Y],

cov(X1,Y)) = E[(X; — E[X1]) (Y1 — E[Y1])] = a1azc0v(X,Y),
cov(X1, Y1) _ may cov(X,Y) _ may (X.Y)
D[X,|-D[Yy] |ma:| /D[X] -D[Y] |aiaz]

p(X173/1) -

Is paskutiniosios lygybés gauname teoremos teiginj.

Taigi koreliacijos koeficientas nesikeicia, kai dydzius tiesiskai transformuo-
jame su to paties zenklo ,skalés keitimo“ koeficientais ay, as. IS Sios teoremos
gauname, kad atsitiktiniy dydziy X,Y ir X, = X — E[X],Y, =Y — E[Y]
koreliacijos koeficientai sutampa. Kadangi E[X,] = E[Y,] = 0, tai D[X,] =
E[XEL D[Y*] = E[Y*Q]a ir

E[X. - V.]
E[XZ]-E[y2]

/O(X7 Y) = p(X*’Y:k) =

Kokias gi reiksmes gali jgyti koreliacijos koeficientas?

Koreliacijos koeficiento savybés

40 teorema. Tegu X,Y yra neiSsigime atsitiktiniai dydziai, turintys
dispersijas. Teisingi teiginiai

1. -1 <p(X,Y) <1,

2. jeigu Y = aX + b, ¢ia a,b yra skaiciai, tai p(X,Y) =1, kai a > 0
ir p(X,Y) = —1, kai a < 0

3. jeigu p(X,Y) = £1, tai egzistuoja tokie skaiciai a # 0, b,

PY =aX+0b) =1.
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Irodymas. Naudodamiesi dydziais X,Y sudarykime du naujus dydzius
(vienas gaunamas imant pliuso, kitas minuso Zenkla):

(X ~E[X] , Y- E[Y]>27

vDX]  /D[Y]

(X —EX]* , , X-EX] Y-E[¥] (¥-E[Y]’
D[X] VD[X] /D[] D[Y]

Kadangi Z > 0, tai E[Z] > 0. Tac¢iau naudodamiesi paskutinigja lygybe
vidurkj galime uzrasyti taip:

7 —

E[Z] =1+2p(X,Y) +1=2(1%p(X,Y)) > 0.

Dabar i§ nelygybés 1 4+ p(X,Y) > 0 gauname, kad p(X,Y) > —1, o
i$ nelygybés 1 — p(X,Y) > 0 gauname, kad p(X,Y) < 1. Pirmajj teiginj
jrodéme.

Irodykime antrajj teiginj. Tegu Y = aX + b. Tada

E[Y] = «E[X], D[Y]=a*D[X],
E[(X — E[X])(Y - E[Y])] = «E[(X — E[X])’] = aD[X],
(XY = aD[X] _a

DX|aD[X] Ja|’

Is paskutiniosios lygybeés isplaukia antrasis teoremos teiginys.
Treciojo teiginio jrodymui pasinaudokime dydziais Z. Jeigu p(X,Y) =1,
nagrinékime dydj

_ <X ~E[X] Y —E[Y]>2
/D[X] VD[Y] /

Viena vertus Z > 0, taciau suskaiciave vidurkj gavome
E[Z] = 2(1 — p(X,Y)) = 0.

Tai jmanoma tik tada, kai Z yra iSsigimes, su tikimybe 1 jgyjantis reikSme
0, t. y.

v DIX] v D[Y]
I3 sios lygybeés isplaukia treciasis teoremos teiginys, kai p(X,Y) = 1. Atvejj
p(X,Y) = —1 galime tirti analogigkai imdami dydzio Z iSraiSkoje pliuso
zenkla.

(X—E[X] Y — E[Y] ) 1
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UZdaviniai

1. Atsitiktinis dydis X su tikimybémis 1/3 ir 2/3 jgyja reiksmes 0 ir 1. Jeigu
X =1,taiirY = 1. Jeigu X = 0, tai metama simetriska moneta. Jeigu ji atvirsta
herbu, tai imama reikSmé 'Y = —a, jeigu skai¢iumi, tada Y = +a. Raskite p(X,Y),
kai a = 1. Kokia turéty buti a reiksmé, kad buty teisinga lygybé p(X,Y) = 1/27

2. Dvi urnos: kiekvienoje yra po tris rutulius, paZymétus skaiciais 1,2, 3. IS
pirmos urnos atsitiktinai iStraukiamas rutulys ir perkeliamas j kita urng. Po to
rutulys traukiamas I$ antrosios urnos. Atsitiktiniy dydziy X,Y reikSmés — ant
pirmojo ir antrojo iStrauktyjy rutuliy uzrasSyti skaiciai. Raskite p(X,Y).

3. Metamas simetriskas loSimo kauliukas, atsitiktinio dydzio X reik§mé —
atvirtusiy akuciy skaiCius. Atsitiktinio dydzio Y reik§mé gaunama taip: metama
simetriska moneta; jeigu atvirsta herbas, tai Y = X +1; jeigu skaicius - Y = X —1.
Apskaiciuokite dydziy X, Y koreliacijos koeficienty. Skai¢iavimai supaprastés, jeigu
pasinaudosite tuo, kad Y = X + Z, ¢ia Z yra dydis, su vienodomis tikimybémis
igyjantis reik§mes —1 ir +1, be to — dydziai X, Z yra nepriklausomi.

4. Metami du simetriski losimo kauliukai, X1, Xo — ant kauliuky atvirtusiy
akuciy skaiciai. Apskaiciuokite dydziy X = X + Xq ir Y = X1 — Xy koreliacijos
koeficienta.

5. Atliekami trys Bernulio schemos bandymal su sékmés tikimybe viename
bandyme p. Apibrézkime tokius atsitiktinius dydzius: S1_3 — sékmiy skai¢ius, gau-
tas atlikus visus tris bandymus, S1_o — sékmiy skaidius, gautas i§ pirmy dviejy
bandymy, Ni_3, N1_9 — atitinkami nesékmiy skai¢iai. Apskaiciuokite p(Si_3, Ni_3),
p(Si-3, S1-2), p(S1-3, N1_2.)

Atsakymai

1. p(X,Y)=2/V/10~0,632;a=+2. 2. p(X,Y)=1/4. 3. p(X,Y)=
V35/47~0,813. 4. p(X,Y)=0. 5. p(Si_3,Ni1_3)=—1;p(S1_3,51_2) =
2/V6 ~ 0,816; p(S1-3, N1_2) = —p(S1-3, S1-2).

2.13. Centriné ribiné teorema

Skaiciai e, m, kvadratiné Saknis, integralas — vienoje eilutéje! Neap-
siriksite jtare, kad c¢ia teigiama, kazkas labai svarbaus.

Tegu atsitiktiniai dydziai X, Xo, X3, ... yra nepriklausomi ir turi tg pacia
pasiskirstymo funkcija. Tada jy vidurkiai bei dispersijos (jeigu jos, Zinoma,
egzistuoja) bus tie patys. Pazymékime E[X;] = a,D[X;] = 0. Dydziams
teisingas didziyjy skai¢iy deésnis, t. y. dydis

X1+X2—|——|—Xn_ _X1+X2++Xn—na

Y, = a ,
n n
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kai n didéja, darosi vis labiau panasus j iSsigimusj atsitiktinj dydj Y, jgyjantj
reiksme 0, P(Y = 0) = 1. Dydziy Y,, vidurkiai lygus nuliui, o dispersijos
mazéja: E[Y,] = 0,D[Y,] = ¢?/n — 0,n — oo. O dabar kiek pakeiskime §j
dydj ir apibrézkime

- X1+X2+—|—Xn—na

ov/n

Vidurkis nepasikeité: E[Z,] = 0; apskai¢iuokime dispersija pasinaudodami
dydziy nepriklausomumu:

Zn

o\v/n ovn o\/n

Xl Xg Xn 0'2 0'2
A I N % TN

o\/n N o\v/n ot o\v/n 02n+ +02n

Taigi visi dydziai Z,, turi ta patj vidurkj ir ta pacia dispersija. Ka gi apie juos
galima pasakyti, kai n — oco? Ir ¢ia pasirodo senas pazjstamas! Kai n didéja,
dydziai Z,, darosi vis panaSesni j standartinj normalyjj dydj! Tokia yra vienos
i§ paciy svarbiausiy tikimybiy teoremy — centrinés ribinés teoremos — esme.

Centriné ribiné teorema

41 teorema. Tegu atsitiktiniai dydziai X, Xo, X3,... yra nepriklau-
somi, turi ta pacia pasiskirstymo funkcija, vidurkj ir dispersija: E[X;] =
a,D[X;] = 02. Tada kiekvienam z, kai n — oo, teisingas teiginys

Xi+Xo+...+ X, —na
P
o\v/n

1 x
O(z) = E/ ¢ du

yra standartinio normaliojo dydzio X ~ N (0, 1) pasiskirstymo funkcija.

< x> — B(a), (30)

v

cla

Taigi centriné ribiné teorema teigia, kad nepriklausomai nuo individualiy
dydziy X savybiy, dydis Z,,, kai n didelis, yra panaSus j standartinj normalyjj
dyd;j.

Moivre-Laplace’o teorema, kurig naudojome Bernoullio schemai tyrinéti,
yra atskiras centrinés ribinés teoremos atvejis.

IS tikryjy, jeigu atsitiktinis dydis X; = 1, kai j-ajame Bernoulio schemos
bandyme jvyko sekme, ir X; = 0, kai nesékme, tai dydziai X, yra nepriklau-
somi ir E[X;] = p,0? = D[X;] = pq.
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Pazymeékime
S, =X1+Xo+ ...+ X,.

Bernoullio schemos atveju .5, reiskia sekmiy skai¢iy atlikus n bandymy. Taigi
(30) galime uzrasyti taip:

Naudojant zZymenj S, = X; + Xo + ... + X,, (30) sarysj galime uzrasyti
taip:
(Sn —E[S,]
D[S.]

Centrine ribine teorema galima interpretuoti kaip didziyjy skaic¢iy désnio
patikslinimg. IS tikryjy, didziyjy skaic¢iy désnis reiskia, kad
S Xi+Xo+ ...+ X, ~ 4

n n

<x> — ®(x), n— 0.

Savo ruoztu centrine ribine teorema galime suvokti kaip tvirtinima

X1+ Xo+.. + X, —na Sy/n—a
B o\v/n  o/yn

Z, ~ X, X ~N(O1).

Tada s )
o o
—~a+— X ~N(a,—).
n NLD n
Taigi centriné ribiné teorema teigia, kad su didelémis n reikSmeémis aritmeti-
nis vidurkis S,,/n yra panaSus j normalyjj dydj su maza dispersija.

2.14. Silpnasis atsitiktiniy dydziy konvergavimas
Jeigu yra silpnasis, tai turi buti ir stiprusis. IS tikryjy yro. Taciou
mes be jo galime apsieiti. O silpnasis konvergavimas — labai svarbus.

Centriné ribiné teorema tai teiginys apie atsitiktiniy dydziy ,supanaséjima’.

Ji teigia, kad didéjant n atsitiktiniai dydziai

- X1+X2++Xn—na

ov/n

tampa vis ,panaSesni“ j standartinj normalyjj dydj X ~ A(0,1). Tiksliau
sakant — jy pasiskirstymo funkcijos darosi vis ,panaSesneés®.

7, (31)
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Panagrinékime kelis parastus tokio ,panaséjimo” (konvergavimo) atvejus,
kad suvoktume, kaip Sig savoka reikty apibrezti grieztai matematiskai.

Tegu X, yra intervale [—1/n;1/n] tolygiai pasiskirstes atsitiktinis dydis,
Y, ir Z,, — intervaluose [—1/n; 0] ir [0; 1/n] tolygiai pasiskirste atsitiktiniai dy-
dziai. Tikriausiai sutiksite, kad kai n didéja, Sie dydziai tampa vis panaSesni
i i8sigimusj atsitiktinj dydj V' : P(V = 0) = 1. Nubraizykime iy dydziy
pasiskirstymo funkcijy grafikus.

A
Fx,(2) | ————— Fy, (z)

N=

y
\J

|

|
3=

|

|
3=

y
\J

1)1
n| n

Panagrinéje juos jsitikinsime, kad jei x # 0 ir n — oo, tai
Fx,(x) = Fy(z), Fy,(z) = Fv(z), Fz,(z) = Fy(2).

Taciau taske x = 0 pasiskirstymo funkcijy elgesys skiriasi:

Fu,(0) = 5 A Fo(0) =0, Fr,(0) =14 Fo(0), Fy,(0) =0 = Fy(0).

Taigi taskuose, kuriuose ribinés pasiskirstymo funkcijos grafikas sutrukes,
ypanaseéjanciy” funkcijy reiksmiy elgesys gali buti labai jvairus. Todél protinga
i§ viso nepaisyti to, kas Siuose taskuose vyksta.

33 apibrézimas. Tegu X,, X yra atsitiktiniai dydziai, o F,(x), F(x)
Siy dydziy pasiskirstymo funkcijos. Sakysime, kad atsitiktiniai dydziai X,
silpnai konverguoja j atsitiktinj dydj X, jeigu visuose taskuose x, kuriuose
F(z) tolydi,

F.(x) = F(z), n — oo.

Zymésime: X, = X arba F,, = F.
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Pastebékime, kad tiriant atsitiktiniy dydziy silpnajj konvergavima naudo-
jamos tik jy pasiskirstymo funkcijos, o ne ,individualios” atsitiktiniy dydziy
savybés. Netgi nesvarbu kokiose tikimybinése erdvése Sie dydziai yra apibrézti!

Dabar centrine ribine teorema galime suformuluoti kaip teiginj apie silpnajj
konvergavima: jeigu F,, yra (31) atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo funkcijos,
o ® — standartinio normaliojo dydzio X ~ N(0;1) pasiskirstymo funkcija,
tai

F,=®, n— oo.

Uzdaviniai

1. Atsitiktinis dydis X,, jgyja dvi reikSmes: P(X,, =0) =1—-1/n,P(X,, =
1/n. I kokj atsitiktinj dydj silpnai konverguoja atsititiktiniy dydZiy seka

S
5\/
o

2. Tegu X ~ N(0;1), X,, = X/n. Ar atsitiktiniy dydziy seka X, silpnai
konverguoja. Jeigu taip, tai | kokj atsitiktinj dydj?

3. Atsitiktinis dydis X,, yra tolygiai pasiskirstes intervale [0;n], t. y. X, ~
T ([0;n]). I kokig funkcija konverguoja pasiskirstymo funkcijos F,(x) = Fx, (x)?
Ar galima teigti, kad atsitiktiniy dydziy seka X, silpnai konverguoja?

4. Atsitiktinis dydis X,, yra tolygial pasiskirstes intervale [—n;n|, t. y. X, ~
T ([-n;n]). I kokia funkcija konverguoja pasiskirstymo funkcijos F,(x) = Fx, (z)?
Ar galima teigti, kad atsitiktiniy dydziy seka X, silpnai konverguoja?

5. Atsitiktinis dydis X tolygiai pasiskirstes intervale [0;1], t. y. X ~ 7([0;1]).
Tegu X, = X +n,Y, = X — n. | kokias funkcijas konverguoja pasiskirstymo
funkcijos Fx, (x) ir Fy, (x).

6. Ar pasikeisty atsakymas j ankstesniojo uzdavinio klausima, jeigu vietoje

tolygiai intervale [0; 1] pasiskirsc¢iusio dydzio imtume kokj nors kitg?

Atsakymai
1. Konverguoja j dydj X, P(X =0)
2. Konverguoja j dydj X, P(X = 0)

3. Funkcijos konverguoja j F(x) = 0, dydziai nekonverguoja.

1.
1.

4. Funkcijos konverguoja j F'(x) = 1/2, dydziai nekonverguoja.

5. Funkcijos konverguoja j F(x) =0, ir G(x) = 1.
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2.15. Silpnojo konvergavimo tyrimo jrankiai

Panagrinésime jy savybes, i§moksime naudotis... O kaip jie sukon-
struoti ir kodél veikia — gana sudétingas klaousimas. FElgsimés kaip
mobiliyjy telefony savininkai — instrukcijg paskaito, bet aparaty neardo.

Kaip tyrinéti silpnajj konvergavima? Atrodo, konvergavimo apibrézimas
nurodo ir buda: jei 2y, Zs,... yra atsitiktiniai dydziai, suraskime jy pa-
siskirstymo funkcijas F,(z) = P(Z, < x) ir tyrinékime, ar jos konverguoja,
ar ne. Taciau toks tiesioginis budas gali buti sunkus ar net i$ viso nepritaiko-
mas. DydZiai Z,, gali buti apibrézti panaudojus kitus dydzius (kaip (31)), ju
pasiskirstymo funkcijos priklausys nuo Siy dydziy savybiy, taigi bandydami
eiti tiesiai galime tiesiog atsimusti kakta j sieng.

Taciau sudétingi uzdaviniai nebutinai sprendziami didelémis pastangomis.
Norite pavyzdzio? Tarkime, iskilo butinybé iSmatuoti temperatura 100 metry
aukstyje. Idéje daug lésy ir darbo galime pastatyti 100 metry aukscio boksta
ir i8spresti uzdavinj. O gal geriau pakilti j tokj aukstj oro balionu ir iSmatuoti
temperatura? Tikriausiai pasirinktume antrajj budg. Taciau ir antruoju
budu tikslo nepasieksime, jeigu svajosime rankas sudéje. Juk reikia pasigam-
inti jrankj — oro baliona.

Taigi pasigaminkime silpnojo atsitiktiniy dydziy konvergavimo tyrimo
jrankj. Tiksliau — apzvelkime, kg iSradingi matematikai yra jau sukure.

Visa tikimybine informacija apie atsitiktinj dydj X saugo jo pasiskirstymo
funkcija Fx(z). Jo savybéms reiksti taip pat naudojame skaitines charak-
teristikas: vidurkj, dispersijg... Zinome, kad Sios charakteristikos turi gery
savybiy, kuriomis galima pasinaudoti skai¢iuojant.

Ar vidurkiy savokos negalétume panaudoti silpnojo konvergavimo tyri-
néjimuose? Rimty abejoniy kelia viena aplinkybé: vidurkis yra tik skaicius,
buty sunku tikétis, kad juo reiskiamos informacijos pakaks sudétingam kon-
vergavimo reiskiniui tirti. Kita vertus, atsitiktiniai dydziai, kuriy konvergav-
ima norétume tirti, gali ir neturéti vidurkiy!

Kaip jveikti Siuos sunkumus? Jei atsitiktinio dydzio vidurkis neegzis-
tuoja, galime jj pakeisti, t. y. transformuoti, kad naujojo dydzio vidurkis
egzistuoty. Galima sudaryti daug naujy dydziy ir gauti daug vidurkiy, kad
visi jie iSsaugoty ta pacia informacija kaip ir pasiskirstymo funkcija.

Stai sprendimas, kurj surado matematikai: jeigu X yra atsitiktinis dydis,
o t — realusis skaicius, apskai¢iuokime

f(t) = E[cos(tX)], g¢g(t) =E[sin(tX)]. (32)

Kadangi kosinuso ir sinuso funkcijos apréztos, tai vidurkiy egzistavimo klausi-
mas nekyla. Taigi informacija apie atsitiktinj dydj ,,kodavome* dviem vidurkiy
funkcijomis. Ar ne perdaug painu?
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Jeigu reiskinys atrodo sudétingas, gal verta pakeisti poziurj j ji?

Stai poziuriy keitimo gairés, kuriomis nuolat naudojasi matematikai:
realusis skaiCius < tiesés taskas
realiyjy skaiciy pora < plokstumos taskas

plokstumos taskas < kompleksinis skai¢ius

Taigi realiyjy skai¢iy pora (z;y) galime plokStumoje jvede koordinaciy sis-
tema suvokti kaip taska A(z;y), kurio koordinatés nurodytos, arba — kaip
kompleksinj skaiciy z:

(z;y) = 2, z=u1x+1y,

¢ia ¢ yra ,menamasis vienetas“, kuris ,pavercia“ realiyjy skaic¢iy pora nauju —
kompleksiniu skai¢iumi. Kompleksinius skai¢ius sudedame ,paprastai“:

(1 +iy1) + (22 +iy2) = (21 + 22) + i(y1 + Y2).
Dauginame irgi ,paprastai®, tik naudodamiesi lygybe i? = —1, taigi:
(1+4d)(1—d)=1*—4*=2.

Pasirodo, pirminis skai¢ius 2 dalijasi i$ dviejy paprasty kompleksiniy skai¢iy!
Kompleksinio skai¢iaus z = x + iy moduliu |z| pavadinsime atkarpos,
jungiancios plokstumos taskus O(0;0), A(x;y), ilgj, taigi

2 = VT T i,

Dabar (32) funkcijas, apibréztas realiyjy skai¢iy aibéje ir jgyjancias realiasias

reikSmes galime ,sulipdyti® j viena, kurios reikSmés — kompleksiniai skaiciai.
34 apibrézimas. Tegu X yra atsitiktinis dydis, jo charakteringgja

funkcija vadinsime funkcijg, apibrézta realiyjy skaiciy aibéje lygybe

ox(t) = Elcos(tX)] + iE[sin(tX)] = Elcos(tX) + isin(tX)], teR. (33)

O dabar pasitelkime viena svarby ir jau naudota analizés instrumenta —
begalines eilutes. Skai¢iuodami Poissono atsitiktinio dydzio vidurkj naudo-
jomeés eksponenteés eilute:

21 i = 34
e’ = +Z+§+...+m+... ( )

Gera naujiena — galime imti ir kompleksines z reikSmes, eiluté visada konver-
guos. Tokiu budu gausime visy kompleksiniy skaiciy aibéje apibrézta funkcija
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f(2) = €*. Ir dar maloni naujiena — svarbiausios rodiklinés funkcijos savyhés
islieka tos pacios, pavyzdziui, su visais kompleksiniais skaiciais

el T22 — %1 | %2
Uzrasykime dar dvi begalines eilutes:
u2 . u2m
cosu = 1—5—#...—1—(—1) W—i—..., (35)
) U3 . u2m+1

¢ia u € R. Sias tris eilutes jungia istabus rySys: jeigu i (34) jstatysime z = iu,
u € R, bus teisinga lygybé
(iu)? u? u?

5 +...:(1—§+...)+i(u—§+...),

1+ (tu) +
kitaip tariant '
e™ = cosu + isinu. (37)

Negaliu susilaikyti nuo pagundos jstatyti j $ia lygybe v = 7 :
e = 1.

Superformulé, tikras Sedevras!”
Tegu X yra atsitiktinis dydis, jgyjantis realias reikSmes, t € R. Istate j
(37) u = tX galésime uzrasyti:

e = cos(tX) +isin(tX)

ir kiek trumpiau suformuluoti charakteringosios funkcijos apibrézima.
35 apibrézimas. Tegu X yra atsitiktinis dydis. Jo charakteringgja
funkcija vadinsime funkcijg

px(t) = Ele"].
Jeigu eX suvoksime kaip nauja atsitiktinj dydj, gauta i§ X pritaikius
atitinkamga funkcija, galime pasinaudoti vidurkio skai¢iavimo patirtimi ne-
paisydami to, kad 8§io dydzio reikSmés kompleksinés. ,Drasos, ir dar karta
drasos! — kaip kazkada saké Dantonas.

37 pavyzdys. Issigimusio dydzio charakteringoji funkcija

7Autorius — L. Euleris.
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Jei P(X =a) =1, tai
SOX(t) — eitaP(X _ CL) — ez‘ta

Taigi px(t) = e = cos(ta) + isin(ta). Jeigu pavaizduotume @x(t) plokstu-
mos tasku ir keistume ¢, pamatytume, kad tas taskas atlicka nepabaigiama
kelione vienetiniu apskritimu, jei a # 0. Jeigu a = 0, tai px(t) = 1.

38 pavyzdys. DvireikSmio dydzio charakteringoji funkcija

Tegu dydis X jgyja dvi reikSmes: P(X =1) =p, P(X =0) = 1 —p. Tada

ox(t) =e"P(X =0)+e"P(X =1)=1—p+e'p.

39 pavyzdys. Binominio dydzio charakteringoji funkcija
Tegu X ~ B(n,p). Taigi dydis X jgyja reiksmes 0,1,...,n, o dydis e
— reik§mes e e ... e Tada

itX

n

ox(t) = Z "M P(X =m) Z C™(ep)™(1 —p)"™™ = (1 — p+ e''p)™

m=0

Pastebékime, kad binominio dydzio charakteringoji funkcija lygi n-ajam dvireik§mio
dydzio charekteringosios funkcijos laipsniui. Kiek véliau suzinosime, kad tai
ne atsitiktinumas.

40 pavyzdys. Poissono dydzio charakteringoji funkcija
Tegu X ~ P()N). Tada X jgyja sveikas neneigiamas reikSmes, o dydis e
— reik§mes ¢, n=0,1,... Tada

itX

Pasinaudoje (34) su z = \e”, gausime

px(t) = e . =MD,

41 pavyzdys. Tolygiojo dydzio charakteringoji funkcija
Tegu X ~ 7 ([a;b]). Tada X turi tankj px(u) = 1/(b — a), kai u € (a;b)
ir px(u) =0, kai u & [a; b]. Taigi

1
ox(t) = b—a/a e du.
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Kai integruojame funkcijas su realiomis reikSmeémis, naudojameés Newtono-

Leibnizo formule. Pasinaudokime ja nepaisydami to, kad musy funkcijos
reik§més kompleksinés. Kadangi funkcijos e/ (it) iSvestiné pagal u lygi e,

tal , , ,
1 eztu b eztb _ ezta
t) = =
ex(t) b—a it la (b—a)it

Panasiai galime apskaic¢iuoti ir eksponentinio dydzio charakteringaja funkcija.

42 pavyzdys. Eksponentinio dydzio charakteringoji funkcija
Tegu X ~ E(N). Tada &is atsitiktinis dydis turi tankj px (u) = Ae %, kai
u > 0. Su neigiamomis reikSmémis tankis lygus nuliui. Tada

@X(t) — / eitu . )\ef)\udu — )\/ eituf)\udu
0 0

PR A A
= d itu—Auw) _ 7 itu—Au - ‘
it—/\/o () = 3" =

Reiksme, atitinkanti begalinj rézj, reiskia funkcijos riba.

43 pavyzdys. Standartinio normaliojo dydzio charakteringoji funkcija
Tegu X ~ N(0;1). Tada

1 R 1 Rl
px(t) = ,/zﬂ/ et e v 2y, = /27r/ o

Integralas sudétingas, apskaiciuoti jo reikSme — darbas ne menkas, taciau pati
reikSmé paprasta:
ox(t) = e P2,

Atkreipkime démesj, kad standartinio normaliojo dydzio charakteringo-
sios funkcijos reikSmeés — realieji skaiciai. Kai ¢ kinta nuo 0 iki oo charak-
teringoji funkcija jgyja visas reikSmes i§ intervalo (0;1].

Taigi sukuréme nauja jrankj — charakteringasias funkcijas. Kokios gi jy
savybés, kam jos tinka?

42 teorema. Tegu X yra atsitiktinis dydis, ¢x(t) — jo charakteringoji
funkcija. Si funkcija yra visuose taskuose t tolydi, |ox(t)] < 1,px(0) = 1.

Jeigu a,b — bet kokie realieji skaiciai, tai atsitiktinio dydzio Y = b+ aX
charakteringoji funkcija yra

oy (t) = ePpx(at).
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44 pavyzdys. Normaliojo dydzio charakteringoji funkcija

Standartinio normaliojo dydzio charakteringaja funkcija jau uzraséme.
Tegu dabar X ~ N(i1;0%) — bet koks normaliyjy dydziy Seimos narys. Zi-
nome, kad ji galima iSreiksti taip:

X =p+o0Xy, Xo~N(0;1).
Taigi pasinaudoje teorema gauname

px(t) = eMpx, (ot) = e, (38)

Ar visada pagal charakteringaja funkcija galima atpazinti, tarsi paukstj
i§ plunksny, atsitiktinj dydj? Stai atsakymas.

43 teorema. Tegu X,Y yra du atsitiktiniai dydziai. Jeigu jy pa-
siskirstymo funkcijos vienodos, tai ir charakteringosios funkcijos vienodos.
Jeigu jy charakteringosios funkcijos vienodos, tai ir pasiskirstymo funkcijos
vienodos.

Si teorema reiskia, kad charakteringosios funkcijos ,saugo“ visa informa-
cijg apie atsitiktinio dydzio tikimybes kaip ir pasiskirstymo funkcijos.

Zinome, kad daznai tenka sumuoti nepriklausomus atsitiktinius dydzius.

Net jeigu démenys yra paprasti atsitiktiniai dydziai, sumos pasiskirstymo
funkcija gali buti nelengva surasti. Kokia gi padétis, jeigu ieskosime charakteringyjy
funkcijy?

44 teorema. Tegu X1, Xs,..., X, yra nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dZiai, X = Xl —|—X2 + ... +Xn Tada

ox(t) = 9x, (t) - ox, (1) - - ox, (1)

Paprasciau buti negali! Taigi nepriklausomy atsitiktiniy sumoms tyrinéti
labiau nei pasiskirstymo funkcijos tinka charakteringosios! Neatidéliodami
iSbandykime §j instrumenta.

45 pavyzdys. Poissono dydziy suma
Tegu X; ~ P(A1),Xa ~ P(A2) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

Kokiai Seimai priklauso jy suma? Suraskime charakteringasias funkcijas:
_ e)\l(e“fl)

_ e)\g(eitfl) ()\14»/\2)(6“71)'

Px; <t> y X, (t> y PX (t) = ¥x; (t)'(pXQ (t) =€
Kokia isvada? Zinoma, X1+ Xo ~P(A + Ao)!

46 pavyzdys. Normaliyjy dydziy suma
Tegu X; ~ N(py,02), Xo ~ N(u2,03) Nustatysime, pagal kokj désnj
pasiskirsciusi jy suma X = X; + X,. Ir vél suraskime charakteringasias
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funkcijas. Atsitiktiniy dydziy X, X5 charakteringasias funkcijas surasime
pasinaudoje (38). Tada

ox () = ox, (t) - px, (1) = etlrrtuz)—(ei+o5)/2,

Akivaizdi isvada: X7 + Xo ~ N (1 + po; 01 + 03).

Taigi Poissono ir normaliyjy désniy Seimos turi ,uzdarumo® savybe: sumuo-
dami nepriklausomus tos pacios Seimos dydzius vel gauname tos pacios Seimos
dyd;j.

O dabar dar vienas malonus netikétumas: atsitiktinio dydzio X laipsniy
vidurkiy E[X™] ir charakteringosios funkcijos ivestiniy rysys. Zinome, kad
norint apskai¢iuoti E[X™] tenka sumuoti arba integruoti, darbo supaprastin-
imui taikant, jeigu pavyksta, jvairias gudrybes. Pasirodo, kad yra dar vienas
skai¢iavimo budas — panaudojant charakteringaja funkcijg. Skaiciy E[X™]
vadinsime atsitiktinio dydzio X me-osios eilés momentu.

45 teorema. Tegu X yra atsitiktinis dydis, ¢x(t) — jo charakteringoji
funkcija. Jeigu egzistuoja dydzio momentai E[X]|, E[X?],... , E[X™], tai vi-
suose taskuose t egzistuoja funkcijos i§vestinés @'y (t), ' (t), . .. ,gog’(n) (t).

Jeigu egzistuoja funkcijos isvestinés @'y (t), % (t),. .., gogzn) (t), tai egzis-
tuoja ir atsitiktinio dydzio momentai E[X], E[X?],... E[X™].

Charakteringosios funkcijos iSvestinés ir momentai susieti lygybe:

EXH = (=) P0), k=12, .m.

Taigi zinodami atsitiktinio dydzio charakteringaja funkcija momenty gal-
ime ieskoti ne sumuodami ar integruodami, tac¢iau skaiciuodami iSvestines.

Funkcijos i§vestiniy reiksmeés kokiame nors taske — tai informacija apie Sios
funkcijos elgesj arti to tasko. Teorema teigia, kad atsitiktinio dydzio momen-
tai yra beveik tas pats, kas charakteringosios funkcijos iSvestinés taske ¢ = 0.
Zinodami atsitiktinio dydzio momentus, galime nusakyti charakteringosios
funkcijos elgesj, kai ¢ yra arti nulio. UzraSykime §j teiginj tiksliau, apsiribo-
dami paprastais, bet labai svarbiais atvejais.

46 teorema. Tegu X yra atsitiktinis dydis, o px(t) jo charakteringoji
funkcija. Jeigu vidurkis E[X] egzistuoja, tai

ox(t) =1+ (it) - E[X]| 4+ e1(t)t, e(t) — 0, kait — 0. (39)

Jeigu egzistuoja ir E[X?], tai

px(t) =14 (it) - B[X]+

E[X?+e®)t?,  et) —0, kai t — 0. (40)



Siuo teiginiu Sauniai pasinaudosime kitame skyrelyje.

Tiek laiko skyréme charakteringosioms funkcijoms, kaip minima antrastéje
— konvergavimo tyrimo instrumentui, o apie patj konvergavima nei zodzio.

Truputj kantrybés — ¢ia kaip teatre, jeigu jau Sautuvas kabo, tai juo bus
ir iSSauta.

2.16. Ribiniy teoremy jrodymai

Uzdavinio keitimas jam ekvivalenciu — matematikos kasdienybé. Charak-
teringosios funkcijos tarsi tiltas pernesa tikimybiy ribiniy savybiy tyrimag
3 grynosios analizés srity. O ¢ia nebéra net atsitiktiniy dydZiy, nei
tikimybiy — tik skaiciai ir funkcijos.

Net trys ribinés teoremos buvo suformuluotos ankstesniuose skyriuose:
Poissono (apie sekmiy skai¢iaus Bernoullio schemoje tikimybiy konvergav-
ima), didziyjy skai¢iy désnis ir centriné ribiné teorema (Moivre-Laplace’o teo-
rema kaip atskiras atvejis). Visos jos buvo suformuluotos skirtingai, pirmo-
sios dvi jrodytos skirtingais budais, o tre¢ioji nejrodyta i§ viso. [sitikinsime,
kad visas jas galima suformuluoti panasiai — naudojant silpnojo konvergavimo
savoka. Ir jrodyti galima panagiai — pasitelkus charakteringasias funkcijas.

Silpnojo konvergavimo ir charakteringyju funkcijy rysj nusako tokia teo-
rema.

47 teorema. Tegu X, ir X yra atsitiktiniai dydziai, o ¢x, (1), px(t) —
Jju charakteringosios funkcijos. Jeigu su kiekviena t reikSme px, (t) — px(t),
kain — oo, tai X,, = X.

Naudojantis Sia teorema galima jrodyti, kad atsitiktiniai dydziai (arba
ju pasiskirstymo funkcijos) silpnai konverguoja, jeigu jau Zinome ribinj dydj.
Is tikryjy charakteringyjy funkcijy metodu galima tirti netgi sudétingesnes
konvergavimo aplinkybes, kai ribinis dydis néra i§ anksto zZinomas.

Taigi — sugrizkime prie mums jau zinomy ribiniy teoremy ir i§ naujo
jas jrodykime. Jrodinédami pasinaudosime viena pagrindiniy matematineés
analizeés riby: jeigu z, yra realiyjy arba kompleksiniy skai¢iy seka ir 2z, — 2z,
kai n — oo, tai

(1 + Z—n> —e*, n— oo. (41)
n

Pradékime nuo Poissono teoremos.

48 teorema. Tegu X,, yra binominiai atsitiktiniai dydziai, X, ~
B(n,py). Jeigu np, — A\, A > 0, kai n — oo, tai X,, = X.

Galbut palygine Sios teoremos teiginj su 7?7 skyrelyje suformuluota teo-
rema, suabejosite: ar tikrai iS silpnojo konvergavimo iSplaukia tikimybiy
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konvergavimas, t. y. teiginys P(X,, = m) — P(X = m), kai n — o0?
Isitikinkime tuo.

Teiginys X,, = X reiskia, kad Fx, (x) — Fx(z) visiems z, kuriuose Fx ()
tolydi, t. y. kai x # 0,1,2,... Dydziai X,,, X jgyja sveikas neneigiamas
reikSmes, taigi sveikajam skaiciui m > 0 su bet kokiu €,0 < € < 1, gausime

P(X,=m)=Pm—e< X, <m+¢)=Fx,(m+e)— Fx,(m—e¢),
Fx,(m+¢€) — Fx,(m—¢) — Fx(m+¢) — Fx(m—e¢) = P(X =m),

kai n — oo.
Irodymas. Binominio dydzio charakteringaja funkcija apskaic¢iavome,
taigi

. ett WL — DT\ ™ Zn\ ™
w&wzu—m+wmy:@+_i_ﬁ_):@+_)’
n n
¢ia 2, = e'p,n — p,n. Kadangi z, — e\ — ), kai n — oo, tai pasinaudoje
(41) gausime

A=A A1) ox(t), n — oo.

Px,(t) = ¢
Taigi X,, = X, teorema jrodyta.
Dabar sugrizkime prie didziyjy skaic¢iy désnio, kuriam paklusta neprik-
lausomi atsitiktiniai dydziai X, turintys ta patj vidurkj E[X;] = a. Jo esme
galima nusakyti viena formule:

P( 1+ Xo+ +

—a%0>—>1, n — o0.
n

Kitaip tariant dydis (X; + X5 + ... + X,,)/n darosi vis labiau panaesnis j
iSsigimusj, vien tik reikSme 0 jgyjantj atsitiktinj dydj. ISmokome ,panaséjimo*
reiskinj apibudinti silpnojo konvergavimo savoka. Taigi iS naujo suformulu-
okime didziyjy skaiciy désnj.

49 teorema. Tegu nepriklausomi atsitiktiniai dydziai X, X, ... turi
ta pacia pasiskirstymo funkcija ir vidurkj E[X;] = a. Jei

X+ Xe .+ X
n

Ly a,
tai Z, = Z, ¢ia Z — iSsigimes atsitiktinis dydis, P(Z = 0) = 1.

Jeigu palyginsite §ia didziyjy skaic¢iy désnio formuluote su ta, kuri pateikta
7?7 skyrelyje, pamatysite, kad iSnyko dispersijy egzistavimo salyga. Taigi —
ne tik ketiname kitaip jrodyti didziyjy skaiciy désnj, bet ir iSplésti jo veikimo
sritj, itraukdami j ja ir neturincius dispersijos atsitiktinius dydzius.
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Irodymas. Pasinaudosime charakteringosiomis funkcijomis. Kadangi
wz(t) =1, tai pakanka jrodyti, kad su visais ¢

vz, (t) — 1, n— oo.

Isiziurékime j atsitiktinj dydj Z,, :

X1+Xo+...+ X, X; —
_ Mt 2;: + Ca=Yi+Ye ... 4Y,, Y= yn a

Zn

Atsitiktiniai dydziai X; yra nepriklausomi, todél nepriklausomi ir dydziai
Y;. Be to jy pasiskirstymo funkcijos, taigi ir charakteringosios funkcijos yra
vienodos, todél

0z, (t) = oy (t) - oy, (t) = ¥y, (1). (42)

Dydzio Vi = X; — a vidurkis lygus nuliui, todél pasinaudoje (??) galime
uzrasyti jo charakteringaja funkcija taip:

oy, (1) =1+ E[VI] +e ()t =1+ €(t)t, e(t)—0, t—0.
Kadangi Y7 = V}/n, tai pasinaudoje charakteringyjy funkcijy savybe gausime

er(t/n)t

'A% (t) = ¥n (t/n) =1+ " .

O dabar i§ (42) isplaukia

—el=1,

et = (1+1+ M)n

nes z, = €(t/n)t — 0, kai t fiksuotas, o n didéja. Teorema jrodyta.

Galy gale tikimybiy teorijos dalyje liko vienintelé virsuné, kuria reikia
jveikti — jrodyti centrine ribine teorema.

50 teorema. (Centriné ribiné teorema) Tegu nepriklausomi atsitiktiniai
dydziai Xy, X, ... turi ta pacia pasiskirstymo funkcija, vidurkj E[X;] = a ir
dispersija D[X;] = 02 > 0. Jei
. X1—|—X2+...+Xn—na
B o\vn ’
tai Z, = Z, ¢ia Z standartinis normalusis dydis, Z ~ N (0, 1).

Irodymas. Kadangi ¢z (t) = e /2, tai reikia jrodyti, kad kiekvienam ¢
vz, (t) — e~ /2 kai n — oo. Ir vél pertvarkykime Z, reiskini:

Zn

Xj—a

Zn=Y1+Yo+...4+Y, Y = .
1+ Yo+ + § U\/ﬁ

188



Pasinaudoje tais paciais argumentais kaip didziyjy skaic¢iy deésnio jrodyme
uzraSykime

0z, (t) = v (L) - v, (1) = o3, (1).
Jeigu Vi = X —a, tai Y1 = Vi/oy/n, it ¢y, (t) = ¢y, (t/oy/n). Atsitiktinis
dydis V; turi du momentus: E[V;] = 0, E[V}!] = D[X}] = o2. Taigi charak-
teringasias funkcijas galime uzrasyti taip:

. (it)2 2 2 o’t? 2

on(t) = 1+ (@)E[V] + 5 E[V7] +e(t)t*=1— 5 + e(t)t7,
o?t? t o t? Zn
(,OYI( ) ¢V1( /0_\/ﬁ> 20’27’L+62(O'\/ﬁ)0'2n + n’

Gia z, = —t2/2 + eo(t/o\/n)t?/o* — —t?/2, kai n — oo. Taigi dar karta
pasinaudoje svarbiaja analizés riba (41) gausime

pza(t) = (1+2)" =2 n— oo
n

Teorema jrodyta.
Sveikinu visus, garbingai pasiekusiusius §j pabaigos bruksnj!

UZdaviniai
1. Apskaiciuokite geometrinio dydzio X ~ G(p) charakteringaja funkcija.

2. Geometrinj dydj X ~ G(p) galime suvokti, kaip Bernoullio bandymy, kuri-
uos atliekame iki pirmos sékmés, kiekj. Jei p — 1, tai intuicija sako, kad dydis
darosi vis panasesnis j iSsigimusj atsitiktinj dydj Y, P(Y = 1) = 1. [sitikinkite tuo
panagrinéje charakteringgsias funkcijas: jrodykite, kad ¢x (t), jei p — 1, artéja prie
issigimusio dydzio charakteringosios funkcijos.

3. Tegu X ~ G(p). Prie kokios funkcijos artéja charakteringosios funkcijos
ex(t), jeip— 07

4. Tegu X, ~ G(pn), pn = A/n, ¢ia A > 0. Jrodykite, kad kiekviename
taske u pasiskirstymo funkcijos konverguoja j nulj, t. y. Fx, (u) — 0,n — oc.
Charakteringyjy funkcijy metodu jrodykite, kad X, /n = X, ¢ia X ~ E(N).
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3 Matematiné statistika

Pradékime pavyzdziu.

47 pavyzdys. Reikia pasidalyti sudréekusius degtukus. Degtukas
uzsidega su tikimybe p = 0,6. Kiek sudrékusiy degtuky reikia atiduoti drau-
gui, kad tikimybé, jog jam pavyks uzdegti ugnj, buty ne mazesné uz 0,97

Atsakyti j §j klausima paprasta. Tikimybé, kad jam uzteks vieno degtuko
lygi p, kad prireiks dviejy degtuky — gp (¢ = 1 — p), kad reiks trijy — ¢*p ir t.
t. Taigi tikimybe, kad uzteks m degtuky lygi

l—gq

P =p+ap+¢°pt. . 4" p = p(I+g+a"+ ") = p q 1—q™.

Taigi draugui reikia atiduoti m degtuky, kad buty patenkinta salyga F,, >
0,9 arba ¢™ < 0,1. Kadangi ¢ = 0,4, tai labai greitai surasime maziausia
degtuky, kuriuos reikia atiduoti, skaic¢iy: m = 3.

Taciau vargu ar draugas bus patenkintas gaves vos tris degtukus. Jis gali
paklausti: o i§ kur mes zinome, kad sudrékes degtukas uzsidega su tikimybe
p = 0,67 I§ tiesy, i§ kur mes zinome?

Sis pavyzdys su degtukais parodo, kokioje padétyje atsiduriame, noréedami
taikyti tikimybiy teorija. Jeigu zinome atsitiktiniy jvykiy tikimybes ar at-
sitiktiniy dydziy pasiskirstymo désnius bei jy parametrus, galime priimti
sprendimus. Taciau kaip juos suzinoti?

Neturédami ziniy apie tikimybes ar pasiskirstymo désniy parametrus, ga-
lime atlikti bandymus ir kaupti jy duomenis. Pavyzdziui, jeigu sudrékusiy
degtuky yra daug, galime bandyti juos viena po kito uzdegti ir skaic¢iuoti,
kiek karty tai pavyko. Sukaupus pakankamai didelj kiekj duomeny, kyla
klausimas, ka su jais daryti, kaip i$ jy gauti ziniy apie rupimas tikimybes ar
parametrus. Tokie klausimai ir yra matematinés statistikos sritis.

3.1. Populiacijos ir imtys

Populiacija — objektas, kurie mums rups. Imiis — dalis, kurig atrenkame
tyrimut. Taciau tai tik jZanga.

Is kur gi ir kaip gaunami statistiniai duomenys? Klausimai, kurie kyla
gyvenime, dazniausiai buna labai konkretus. Pavyzdziui, mums rupi kokiy
nors gaminiy kokybés charakteristikos. Arba gyventojy pajamy pasiskirstymo
savybés. Arba reklaminiy akcijy efektyvumas. Arba dar kas nors... Taigi
prie$ mus — tam tikry objekty aibé, apie kurig norime jgyti ziniy. Statistikoje
ta realiy objekty aibé daznai vadinama populiacija. IStirti visus jos objektus
dazniausiai buna nejmanoma arba tiesiog neprasminga uzduotis. Pavyzdziui,
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jei tirtume visos stiklo gamyklos produkcijos atsparumag smugiams — tekty
sudauzyti visus lakstus.

Todél tyrimui atsitiktinai atrenkama dalis tos populiacijos objekty, jie
iStiriami ir iS sukaupty duomeny daromos iSvados apie visuma. Kaip tokia
praktika apraSyti matematinémis sgvokomis?

Visy pirma tarkime, kad mums rupima objekty savybé reiskiama atsi-
tiktinio dydzio X reikSmémis. DaZzniausiai tos reikSmeés yra skaiciai, taciau
nebutinai. Objekto atrinkimas ir reikSmés nustatymas — tai bandymas, kuriam
pasibaigus galime uzsiraSyti vieng atsitiktinio dydzio reiksme. Dydj, susijusj
su pirmuoju bandymu zymeékime X;, su antruoju — X, ir t. t. Objektai
atrenkami tyrimui nepriklausomai, todél atsitiktiniai dydziai X; yra neprik-
lausomi ir pasiskirste taip pat kaip X. Taigi matematiné savoka, atitinkanti
atsitiktine populiacijos objekty atranka, yra: nepriklausomy, vienodai
pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy seka Xi,...,X,,.

Atsitiktiné imtis

36 apibrézimas. Nepriklausomy ir vienodai pasiskirsc¢iusiy atsitikti-
niy dydziy sekg
<X17 X27 s 7Xn>

vadinsime atsitiktine imtimi.

Atlikdami matavimus ar stebéjimus, gauname §iy dydziy reikSmes.

37 apibrézimas. Atsitiktinés imties (X1, Xo,...,X,) elementy
reikSmiy seka (xq,xs,...,x,) vadinsime atsitiktinés imties realizacija, arba
tiesiog imtimi.

Taigi atsitiktiné imtis tai atsitiktiniy dydziy seka, o imtis — i$ Siy dydziy
gauty reiksmiy seka. Jeigu suvokiate, kuo skiriasi funkcija ir jos reikSmé, tai
suvoksite ir atsitiktinés imties ir jos realizacijos skirtuma.

3.2. Aprasomoji statistika

Aprasomoyi statistika tai dar ne statistika. Tai tik sukaupty duomeny
tvarkymas.

Sukaupe daugybe knygy ziniy dar nejgysime. Reikia jas tam tikru budu
sutvarkyti, galy gale — skaityti. Taip ir su sukauptais duomenimis. Galbut jy
Simtai, ar tukstanciai, bet kas i$ to? Reikia juos kokiu nors budu susisteminti,
sutvarkyti, pavaizduoti, kad atsiskleisty budingos savybeés, i kurias jsiziuréeje
galétume kelti klausimus ir ieskoti atsakymy.
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Imties duomeny tvarkymo, sisteminimo ir vaizdavimo metodai — tai apraso-
moji statistika. Jos uzdavinys padeéti apzvelgti ir jvertinti tyréjo sukauptus
duomenis.

Imtyje 1,29, ..., 2z, duomenys gali kartotis. Skai¢ius x; yra atsitiktinio
dydzio X;, stebéto i-ajame bandyme, reikSmeé. Dydziai gali iS viso igyti
nedaug reikSmiy. Pavyzdziui, vykdant priesrinkimine apklausa, rinkéjai klau-
siami, uz kurj kandidata ketina balsuoti. Tada reikSmiy gali buti tiek, kiek
kandidaty.

Galime nustatyti, kokios skirtingos duomeny reikSmeés pasitaiko imtyje ir
suskaiciave jy daznius pavaizduoti imtj lentele:

Duomenys ‘ 1 ‘ To ‘ T3 ‘ ‘ T
Dazniai n; | ng N9 n3 o N
Santykiniai dazniai f; | ni/n | ng/n | ng/n | ... Ny /0
Sukauptieji dazniai »_._; f; | 0 fi 1A+l -l A+ + fna
Lenteléje z1, xo, . . ., x,, yra skirtingos imties duomeny reiksmeés, n; — duomens

x; pasikartojimy imtyje skaic¢ius. Lentele visada galima pavaizduoti stulpeliy
arba skrituline diagrama. Stulpeliy diagramoje stulpeliy, atitinkanc¢iy reik§mes
x;, auksc¢iai yra proporcingi reikSmiy dazniams n;, o skritulinéje diagramoje
reik§miy dazniams proporcingi sektoriy kampai, zr. brézinj.

48 pavyzdys. Akiy spalva
Musy populiacija — zmonés, dominanti savybé — akiy spalva. Taigi keti-
name stebeéti dydzius, kurie jgyja reikSmes is aibés

{JUODA, MELYNA, RUDA, ZALIA}.

Sudarydami imtj rasSysime tik pirmasias spalvy pavadinimy raides. Tarkime,
atlikus tyrimus gauta tokia imtis:

JMMJMRMZMMRJRZ.
Taigi dazniy lentelé:
I [ M| R | Z
n; 3 6 4 2

fi 3/15 | 6/15 | 4/15 | 2/15
S fi | 0 |3/15|9/15 | 13/15
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Imties vaizdavimas stulpeliy ir skrituline diagrama

Kai dydis X jgyja skaitines reikSmes, imtyje xi,2o,...,x, beveik visi
duomenys gali buti skirtingi. Tada visy reikSmiy santykiniai dazniai bus
mazi ir apylygiai. Tokiu atveju ir dazniy lentelé, ir pagal ja nubraizyta
stulpeliy diagrama neparodys budingy imties savybiy. Tada geriau sudaryti
sugrupuotyjy duomeny dazniy lentele ir naudojantis ja braizyti stulpeliy
diagrama.

Tai daroma Sitaip. Visag imties duomeny sritj padalykime d ilgio inter-
valais I; = [uj, uj41), ujp1 = u;+d,j =1,2,..., N ir suskai¢inokime, dydzius
n;, kuriy reik§mes lygios imties duomeny, patekusiy j intervalus /;, kiekiams.
Gausime sugrupuotyjy dazniy lentele

Duomeny intervalai ‘ I ‘ I ‘ I ‘ .. ‘ Iy
Duomeny intervaluose I; kiekiai ny N9 N3 - ny
Santykiniai dazniai p; | n1/nd | ne/nd | ng/nd | ... | ny/nd

éiad lentele grafiskai vaizduosime diagrama, sudaryta i$ stulpeliy su pagrindais
I;, kuriy auksciai lygus atitinkamiems santykiniams dazniams p;. Tokig dia-
grama vadinsime imties histograma. Intervaly ilgis d, panaudotas skaiciuo-
jant p;, uztikrina, kad staciakampiy ploty suma lygi vienetui. Prisiminkime,
kad plotas, kurj apriboja absoliuc¢iai tolydaus atsitiktinio dydzio tankis ir
abscisiy asis, irgi lygus vienetui. Taigi histograma galima suvokti kaip tam
tikra apytiksli atsitiktinio dydzio tankio vaizda, gauta naudojantis imties
duomenimis.
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Trys tos pacios imities 1S n = 1000 duomeny histogramos. Pirmojoje
grupavimo intervaly skaicius n = 5, antrojoje — N = 10 (rekomenduot-
inta reiksmé), treciojoje N = 30.

Kaip parinkti duomeny grupavimo intervalus [;7 Jeigu intervaly plo-
tis d bus didelis — svarbi informacija apie imties duomenis bus paslépta,
jeigu parinksime labai maza d — informacija bus pavaizduota perdaug smulk-
meniSkai ir negalésime jzvelgti esminiy bruozy. Visada galima eksperimen-
tuoti parenkant skirtingus d ir stebint, kaip keiciasi histograma. Tam tikrais
matematiniais samprotavimais pagrjsta nuomoné, kad geriausiai imties savybes
parodo histograma, kurios intervaly kiekis yra mazdaug

N~ 1+ 3,31gn.

Taigi jei duomeny skaicius n = 100, tai histogramai sudaryti reikty panaudoti
7 ar 8 intervalus.

Jeigu imties duomenys x1, zo, ..., x, yra skaiciai, juos galime perrikiuoti
didéjimo tvarka. Tokia didéjimo tvarka isdéstyta imties duomeny eilé

Z(1) S Z(2) S S L (n)
vadinama imties variacine eilute. Pavyzdziui, imties
2;1,5;3,1,5;2,3;1,7; 2 (43)

variacine eilute yra 1,5; 1,5; 1,7; 2; 2; 2; 3; 3, (1) = 22) = 1,5;2) = 3.
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Pirmasis variacinés eilutés narys yra tiesiog maziausias duomuo, pasku-
tinis — didziausias:

oy =min{z; 1 j=12,...,n}, x4 =max{z;:j=12,...,n}

Jeigu imtis gauta stebint skaitines reikSmes jgyjantj atsitiktin} dydj X,
galime pagal imtj x, xo, ..., x, sudaryti funkcija, kuria vadinsime empirine
dydzio X pasiskirstymo funkcija. Pazymékime n(z) imties duomeny, maZesniy
uz z, skaic¢iy. Tada empirine pasiskirstymo funkcija apibrésime taip:

Fi(z) = 22,

Pavyzdziui, (43) imtj atitinkanti empiriné pasiskirstymo funkcija yra

n

;

jeiz < 1,5;

jei 1,0 <x < 1.7,
jei 1,7 < x < 2
jei 2 < x < 3;

jei x > 3;

Fx(z) =

— oolo wlw oy O

\
Jeigu skirtingos skaitinés imties reikSmeés x1, zo, ..., x,, suraSytos didéjimo
tvarka, tai sukauptieji dazniai lygus atitinkamoms empirinés paskirstymo
funkcijos reikSméms:

F)*((ZE):ij, jei v € (w1, 2], 1> 2.

j<t

Jeigu atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija Fx(z) yra tolydi, tai
g-osios eilés kvantiliu vadiname lygties Fx(u) = ¢ sprendinj u = u,. Jeigu
pasiremdami analogija bandytume apibrézti imties kvantilius kaip lygties
F%(v) = g sprendinius, ¢ia F5(v) yra empiriné pasiskirstymo funkcija, susidur-
tume su sunkumais. Kadangi empirinés pasiskirstymo funkcijos F% (z) grafikas
sudarytas i$ lygiagreciy abscisiy asiai atkarpy, tai su vienomis ¢ reik§meémis
ta lygtis turéty be galo daug sprendiniy, o su kitomis — neturéty is viso.

Taigi imties kvantilius reikia apibrézti kitaip. Pazymeékime n(z) imties
x1, %2, ..., T, duomeny ne didesniy uz z (t. y. tenkinanciy nelygybe z; < )
kiekj, o 7(x) — ne mazesniy (t. y. tokiy, kuriems z; > ). Tada

n(z) +n(x) > n.
Empirinj g-osios eilés kvantilj v, turétume apibrézti taip, kad jis tenkinty

salygas:
(vg)  7(vy)

I

n n

n
q<—=

>1—q.
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Sios salygos reiskia, kad ne maziau kaip ¢-aja visy imties duomeny dalj sudaro
duomenys ne didesni uz v, ir ne maziau kaip (1 — ¢)-aja dalj — ne mazesni uz
vq. Kad 8i salyga buty patenkinta, imties kvantilius apibrésime taip.

38 apibrézimas. Imties x1, 2o, ..., x, g-0sios eilés kvantiliu vadinsime
skaiciy v,, apibréziama taip:

. {x([qn]ﬂ), jei qn néra sveikas skaicius,
.=

(Z(gn) + T(gnt1))/2, Jjei qn yra sveikas skaicius,

¢ia 0 < ¢ < 1, Zymuo [qn] reiSkia skaiCiaus sveikaja dalj, o x(;y — i-ajj imties
variacinés eilutés narj.

Dazniausiai naudojami ¢ = 1,2, 3 eilés kvantiliai. Jie taip ir vadinami —
kvartiliais bei Zzymimi ()1, ()2, Q3. Kvartilis ()5 dar vadinamas mediana.

Empiriné pasiskirstymo funkcija, kurig galime sudaryti naudodamiesi imties
duomenims, tik kai kuriomis savo savybémis primena stebimo atsitiktinio dy-
dzio ,tikrajg“ pasiskirstymo funkcija. Pakartojus to paties dydzio stebéjimus
gautume kitokia imtj, taigi ir kitokia empirine pasiskirstymo funkecija. O kaip
pagal gautaja imtj sudaryti dydzius, kurie atitikty kitas mums nezinomas
stebimo atsitiktinio dydzio skaitines charakteristikas — vidurkj, dispersija?

Imties vidurkis ir dispersija

39 apibrézimas. Tegu (xy,zs,...,x,) yra imtis, gauta stebint atsi-
tiktinio dydzio X reiksmes. Sios imties vidurkiu ir dispersija vadinsime
skaicius

__.CCl—i-l'Q—f—...—l—.In 2 1 _\2
T = - S—n_lz(azi—x).

Kodél imties vidurkio apibrézimo lygybeés vardiklyje raSome n, o disper-
sijos — n — 17 Paaigkinti, kad nekilty naujy klausimy, yra gana keblu. Pir-
miausia, reikia pabrézti imties dispersijos prasme. Norétume, kad imties
dispersija gerai jvertinty nezinoma stebimojo dydzio dispersija. Dispersija
vertina dydzio reikSmiy nuokrypiy nuo vidurkio didumg. Jeigu Zinotume
tikraji atsitiktinio dydzio vidurkj a, dydis

puikiai tikty dispersijai vertinti. Nezinodami a keic¢iame jj i Z. Taigi kiek ,,pa-
gadiname” savo jvertj. Vardiklio sumazinimas nuo n iki n — 1 yra tam tikras
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yivercio“ pataisymas. Prie klausimo, kg Siuo veiksmu laimime, sugrjSime ki-
tame skyrelyje.

Norédami apzvelgti imties duomeny savybes juos vaizduojame grafigkai,
taip pat skai¢iuojame skaitines imties charakteristikas: kvartilius, vidurkj,
dispersija. Kartais patogu svarbiausias imties charakteristikas: minimuma,
maksimuma, kvartilius, vidurkj pavaizduoti viename brézinyje, zr. brézinj.
Tokie ,déziy su usais® bréziniai patogus, kai reikia palyginti keliy imciy
skaitines charakteristikas.

T(p) - —a—

Qs+

Q2

8l
l
+

Q1* +
op—L T

Skaitiniy imties charakteristiky vaizdavimas vienoje diagramoje. Nau-
dojant tokias diagramas patogu lyginiti kelias imiis.

UzZdaviniai
1. Imties duomenys — pirkéjy, sustojusiy prie kasos, islaidos pirkiniams (litais):
27, 20, 12, 20, 15, 20, 45, 10, 15, 10, 15, 30, 25, 20, 12.
Raskite sig imtj atitinkancios variacinés eilutés narius x(s), z(11). Raskite imties
kvartilius.

2. Trisdesimt dviejy studenty kontrolinio darbo jvertinimai pateikti dazniy
lenteléje
zi=|2[3|4]5|6]7|8]9]10
ng=|1]2|4[3[5|3]5]5] 4

Raskite imties mediang ir kvartilius. Raskite imties vidurkj ir dispersija.

3. Devyniy studenty egzamino jvertinimai deSimties baly skaléje yra tokie
7, 6, 7, 10, 6, 5, 5, 9, 8.

Raskite imties mediang ir vidurkj. Kol kas neZinomas desimtojo studento egzamino
rezultatas, taciau zinoma, kad bent viena balg jis tikrai gaus. Kiek daugiausiai
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gali sumazéti imties vidurkis? Kiek daugiausiai gali padidéti? Ar gali vidurkis
likti nepakites? Kada? Jeigu vidurkis liks nepakites, kaip pasikeis imties disper-
sija? Kaip nuo deSimtojo studento jvertinimo priklauso imties mediana: kada ji
pasikeisty, kada ne?

4. Imties duomenys — pilie¢io N pokalbiy telefonu trukmeés minutémis:
3, 5,4, 3,4, 2 4 7.

Kiek trukio tasky turi pagal Sia imtj sudaryta empiriné pasiskirstymo funkcija?
Kokiame taSke trukis yra didZziausias? NubraiZykite empirinés pasiskirstymo funkci-
jos grafika.

Atsakymai

1. 37(5) = 15; :L'(ll) = 20; Ql = 12; QQ = 20; Qg = 25.

2. Q=5 Q=7 Q3=9,7T~6,719; s> ~ 5,434.

3. Qo =T7T; T =T; vidurkis daugiausia gali sumazéti dydziu 0,6, padidéti — 0,3;
vidurkis nepakisty, jei paskutinis jvertinimas buty 7, tada dispersija sumazéty %;
mediana nepasikeisty, jeigu paskutinis jvertinimas buty ne maZesnis kaip 7, kitais
atvejais ji buty lygi 6,5.

4. Penkis trukio taskus; trukis didziausias taske x = 4.

3.3. TaSkiniai jverciai
Rupi atsitiktinio dydzio vidurkis ar dispersija? Sukaupiate duomeny,
paskaiciuojate, jvertintate. Viskas labai paprasta (beveik).

Dar karta apzvelkime, ko gi mes tikimés is statistikos. Atsitiktinio dydzio
X reikSmeés nusako tam tikros populiacijos individy savybes. Norime jgyti
ziniy apie ta atsitiktinj dydj. Kokiy ziniy? Pavyzdziui, suzinoti vidurkj,
dispersija, kitus atsitiktinio dydzio parametrus. Parametra, kuris mums rupi,
toliau zymeésime graikiska raide 6 (teta). IS kur galime suzinoti apytiksle
parametro 6 reikSme? Zinoma, i imties (xy,9,...,2,), kurios duomenis
sukaupéme atlike nepriklausomus atsitiktinio dydzio stebéjimus. Siekdami
pabrézti, kad i$ imties gautoji reikSmé yra tik apytikslé, zymésime ja 60*.
Norédami surasti ja i§ imties duomeny, atliekame skai¢iavimus, kitaip tariant,
skai¢iuojame tam tikros funkcijos reikSme:

0" = h(&?l,ﬂfg, ce ,.an).

Pavyzdziui, norédami jvertinti nezinoma vidurkj 0 = E[X] skai¢iuojame

0" =7 =

1 +To+ ...+ T,
o .
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Taciau ka gi galime pasakyti apie gautosios reik§meés 6* = h(xq, xo, ..., x,) ir
nezinomo parametro 0 ry§j? Ar jvercio skai¢iavimo taisykle h(zi,xo, ..., 2,)
duoda artimas parametrui € reik§mes? Kokia garantija, kad gautasis jvertis
yra geras? Kaip nustatyti, ar skai¢iavimo taisyklé yra gera, ar ne?

Iver¢io 6* = h(zy,29,...,x,) reikSmé priklauso nuo imties duomeny.
Kita karta sudare tokio pat dydzio imtj, t. y. pakartotinai gave atsitiktiniy
dydziy X, Xo, ..., X, reikSmes, apskaic¢iuosime jau kiek kitokia jvercio reiks-

me. Taigi jvercéiai 6%, kuriuos gauname yra is tikryjy atsitiktinio dydzio
Xy, X, ..., X5)
reikSmes.

Statistika yra imties funkcija

40 apibrézimas. Tegu (X1, Xo,...,X,) yra atsitiktiné imtis.
Atsitiktinj dydj
T = h(X1, X, ..., X))

vadinsime statistika.

Taigi mus dominancio parametro jverciai — tai tam tikros statistikos reikSmeés.
Kadangi statistika yra naujas atsitiktinis dydis, sudarytas pasinaudojant
imties dydziais, tai galime nagrinéti statistikos reiksmiy iSsibarstyma apie
nezinomg parametro reikSme ir kitas reikSmiy savybes. Toliau statistika,
kuri naudojama nezinomam parametrui vertinti, vadinsime tiesiog taskiniu
parametro jver¢iu. Naturalus pageidavimas, kad galimos tagkinio parametro
reik§meés buty ,,gerai iSsibarste” apie tikraja, bet mums nezinoma parametro
reik§me. Vienas i$ tokio ,gero iSsibarstymo® pozymiy — kad reikSmiy vidurkis
buty lygus tikrajai vertinamo parametro reikSmei.

Nepaslinktas jvertis
41 apibrézimas. Sakysime, kad 0* = h(Xy,Xs,...,X,) yra
nepaslinktas parametro 6 jvertis, jeigu

E[0"] = E[A(X), Xo,. .., X,)] = 0.

O dabar sugrjzkime prie ankstesniame skyrelyje apibrézto imties vidurkio
ir dispersijos.

51 teorema. Tegu atsitiktinis dydis X turi vidurkj a ir dispersija o2,
0 (X1, X, ..., X,) yra sio dydzio atsitiktiné imtis. Tada

?

— Xi+Xet. 4+ X. o, 1 .
X — _ X, — X
n S n—lz( ! )

=1
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yra nepas]inktjejvi nezinomy parametry a ir o? jverciai.
Irodymas. Zinome, kad E[X] = E[X;] = a,D[X] = D[X;] = 0*. Reikia
jrodyti, kad E[X] = a, E[S?] = ¢2. Pirmoji lygybé beveik akivaizdi:

B[X] E[%(Xl b X)) = %(E[Xl] I

Kiek daugiau reikia pasidarbuoti jrodinéjant antraja lygybe. Pirmiausia per-
tvarkykime S? :

(n_l)SQZZ(Xi—Y)QZZ(Xi—a+a—7)2:

Z(Xi —a)?+ 22()(1- —a)(a—X) +n(a—X)? =

Z(Xi —a)’+2(a = X) Z(Xi —na) +n(a— X)* =

D (Xi—a)* +2(a— X)(nX —na) + n(a - X)* =

2 1 o2 n X2
S_n—1;(Xz 0)’ = ——(a—X)

Dabar jau galime skaic¢iuoti vidurkj:

1 —
2 _ N2 )2
BIS") = o BIOG — = Bl X
no o 2
= — E[(a — X)?].
— — ——Ella-X)7
Teks pertvarkyti dar vieng reiskinj:
— 1
(a—X)2:ﬁ(na—Xl—X2—...—Xn)2:
1
Sla=X)+(a=Xo) 4.t (a= X)) =
1 n
EZ(a—Xi)Q—i— > (a—X)(a— X))
i=1 1<i,j<n

i#]
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Pasinaudoje tuo, kad E[(a — X;)?] = o2,

Ef(a = X;)(a = Xj)] = E[(a = X;)JE[(a = X;)] = (a - E[Xi]) (e - E[X}]) = 0,

gausime
— 1 o?
27 2
E[(a—X)}—EnJ =
2
n — n n o
ESQ— 2 E —X2: 2 e 2'
[ ] n—l(7 n—1 [(a )] n—la n—1n “

Galy gale jrodymas baigtas.
Si teorema pateikia tiksly atsakyma j klausima dél vardiklio dispersijos
jvercio iSraiSkoje. Jeigu dispersijai naudotume jvertj

suskai¢iave vidurkj gautume E[S}] = "1o? # o?. Taigi toks jvertis néra
nepaslinktas dispersijos jvertis.

Aptaréme taskiniy jverc¢iy ,kokybés® kriterijy — nepaslinktumo salyga.
Taciau kaip apskritai gauti tuos jvercius? Kokius metodus naudoti? Viena,
turbut patj paprasciausia, dabar aptarsime.

Dél atsitiktinio dydzio X vidurkio taskinio jvercio daug galvos nesukome
— tiesiog pasinaudojome statistika

Xi+Xo+...+ X,
- .

X =

Taip pat nereikia daug galvoti, kaip sudaryti momenty oy, = E[X*] jvercius.
Sis skaicius (kai jis egzistuoja) tikimybiy teorijoje paprastai vadinamas atsi-
tiktinio dydzio X k-osios eilés momentu.
42 apibrézimas. Atsitiktinio dydzio k-osios eilés momento oy =
E[X*] jvertj
X+ XE+ o+ X
n

ag

vadinsime atsitiktinio dydzio empiriniu k-osios eilés momentu.

Galime lengvai jsitikinti, kad empiriniai momentai yra nepaslinktieji jver-
¢iai. O kaip sudaryti jvercius kitiems parametrams, ne tik momentams?
Pavyzdziui, binominio dydzio X ~ B(k,p) pasiskirstymas priklauso nuo
dviejy parametry — k ir p, tolygiojo dydzio X ~ 7 ([a,b]) irgi nuo dviejy
—a,b.
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Tarkime, atsitiktinio dydzio pasiskirstyma ,valdo* r parametry 6., ..., 0,.
Nuo jy taip pat priklauso ir momenty reikSmés. Taigi jeigu apskai¢iuotume
juos, gautume reigkinius «; = o;(601,0s,...,0,). Taciau tai tik formalios
iSraiskos, juk parametry reikSmiy nezinome.

Atlike bandymus gautume imtj ir galétume surasti empiriniy momenty
ai, as, ...,a, reikSmes. O dabar svarbiausioji idéja: sulyginkime teorinius
momentus ir empirinius momentus:

051(91,92, e ,QT) = aq, 062(61,92, e ,67) = Qg, Ce ,Oér<91,62, Ce ,07«) = Qyp.

I gautasias lygybes galime zvelgti kaip j lygtis, kuriose 6y,..., 60, yra nezi-
nomieji. Jei pavyks iSspresti — iSreikSime rupimus parametrus empiriniais
momentais. Sios iSraiskos — ieskomi parametry jverciai. Ar geri §ie jverciai?
Tirti jy savybes ne visada paprasta.

49 pavyzdys. Kiek metimy ir koks taiklumas?
Saulys Ssaudé j n taikiniy po k karty. Zinoma, kad j taikinius pataiké
X1, T, ..., T, karty. Po kiek karty jis Saudé ir kokia taiklaus Suvio tikimybeé?

Zinoma, tikslaus Suviy skaiciaus ir taiklaus Suvio tikimybés nesuzinosime.
Siuos dydzius galime tik jvertinti. Pazymékime taiklaus Suvio tikimybe p.
Kadangi j kiekviena taikinj jis Sové po k karty, tai taikliy Suviy skaicius yra
atsitiktinis dydis X ~ B(k,p). Nezinome dviejy parametry: 6, = k, 0y = p.
Taigi prireiks dviejy momenty: a; = E[X] = kp ir an = E[X?].

Zinome dydzio X dispersija: D[X] = E[X?] — E[X]? = kp(1 — p). Taigi

E[X?] = kp(1 - p) + E[X]* = kp(1 — p) + (kp)*.
Prilygine teorinius momentus empiriniams gauname dvi lygtis
ay =kp=ai, ay=Fkp(l—p)+ (kp)*= as.
[ssprende gauname tikimybés ir Suviy skaic¢iaus jvercius:
as — a2 a,

pr=1- , kKr=—.
ay D

Isbandykime Sias formules su skaiciais. Tarkime, imtj sudaro n = 20 duomeny,
taigi Saudyta j dvidesimt taikiniy. Taikliy Suviy skaiciai tokie:

4, 5, 5,6, 3, 8,8,6,6,5 8 6,4, 7, 6,5, 6,48, 4.
Apskaic¢iave empirinius vidurkius gausime a; = 5,7, as = 34,7. Tada

P~ 0,612, k*~93.
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O kaip gi i$ tikryjy buvo gauta imtis? Buvo generuota dvideSimt atsitik-
tinio dydzio X ~ B(10;0,6) reikdmiy. Taigi gavome gana tikslius jvercius.
Taciau kai imtis nedidele, gero tikslumo néra ko tiketis. Kelios nedaznai
igyjamos reiksmeés gali labai iSkreipti rezultatus.

Panagrinékime dar vieng pavyzdj.

50 pavyzdys. Vélavimas i§ mokyklos

Moksleiviui sugrjzti i§ mokyklos pakanka 15 minuciy, taciau jis visada
grizta véliau. Veélavimo laikas X yra atsitiktinis dydis, sudarytas i§ dviejy
nepriklausomy démeny: X = X; + Xy, ¢a X; ~ 7 ([0, a]) papildomas laikas,
sugaistas kelyje, o Xy ~ P(\) — laikas sugaitas kalbantis su draugu pries
atsisveikinant. Zinomi n dieny vélavimo laikai (x1,%9,...,T,). Reikia gauti
parametry a ir A jvercius.

Padeétis kiek nejprasta, nes mes nezinome, pagal kokj désnj pasiskirstes
atsitiktinis dydis. Taciau zinome, kad jo pasiskirstymas priklauso nuo dviejy
parametry ¢, = a, 6 = A\. Taikysime momenty metoda. Apskai¢iuokime du
teorinius momentus:

a; = E[X] = E[X, + X] = % Y

as = E[X?] = E[(X, + X5)%] = E[X?] + 2E[X}] - E[X,] + E[X3] =
2

% ISV

¢ia pasinaudojome tuo, kad

“1 a?
E[X12] = /0 a$2dl’ = ?7 E[XlXQ] = E[Xl]E[XQ],

E[X;] = D[Xo] + E[X3] = A + A%

Taigi jverc¢iams rasti turime dvi lygybes:
2

g+)\:a1, %+AG+A2+A=CL2.

Is pirmos lygybés isreiske a = 2a; — 2\ ir jstate iSraiSka j antraja lygybe,
gausime kvadratine lygti A jverciui rasti. Ta lygtis po pertvarkiy atrodyty
taip:

1 2 4
gv +(1- gal)A + gai —ay = 0. (44)
Panagrinékime skaitinj pavyzdj. Zinome degimties pavelavimy trukmes:

8,07; 16,53; 12,63; 11,57; 12,16; 4,49; 7,39: 13,73; 13,78; 16,83.
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Apskai¢iave pirmuosius empirinius momentus gausime a; = 11,72; a, ~ 151,63.
Lygtis (44) turi du sprendinius: A\; &~ 13,38 ir Ay &~ 7,06. Taiau pirmoji
reik§meé duoty neprasmingag musy situacijoje a reikSme. Taigi pasirinke jvertj
A" = 7,06 gauname a* = 9,32.

O kokios gi buvo tikrosios parametry reikSmes, panaudotos generuojant
imtj? Stai jos: A =T7,a = 5. Vieno parametro reikSme pavyko nustatyti itin
tiksliai.

UZdaviniai

1. Autobusas atvaziuoja kartais kiek véluodamas. Atvaziavimo laiko ir nus-
tatyto grafike laiko skirtumas yra atsitiktinis dydis X, tolygiai pasiskirstes intervale
[0;a], t. v. X ~ T(|—a;al). Raskite taskinj parametro a jvertj momenty metodu
pasinaudoje imties duomenimis:

0,549; 3,99; 1,49; 0,0239; 0,562; 3,20; 4,39; 2,52; 3,99; 1,81.

2. Autobusas atvaziuoja kartais kiek véluodamas, kartais kiek per anksti. At-
vaZiavimo laiko ir nustatyto grafike laiko skirtumas yra atsitiktinis dydis X, tolygiai
pasiskirstes intervale [—a;al, t. v. X ~ T([—a;al]). Raskite taskinj parametro a
jvertj momenty metodu. Pabande spresti §j uzdavinj jsitikinsite, kad pirmasis em-
pirinis momentas nepadeda. Todél pasinaudokite antruoju. Imties duomenys:

-1,73; 1,09; —-0,608; 1,44; —0,151; —0,467; —1,96; —1,19; 1,78; —1,10.

3. Jono pokalbio trukmé — atsitiktinis dydis X ~ E()). Suraskite taskinj dydzio
A jvert] pasinaudoje imties duomenimis:

3,49; 0,619; 2,00; 2,81; 0,199; 5,11; 3,60; 11,1; 1,28; 4,80.

Atsakymai

1. a* =4,504.
2. a* = 2,226.
3. \* = 0,2856.
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3.4. Pasikliautiniai intervalai

Pasikliautinis intervalas yra tarsi gaubtelis, kuriame tikriausiai yra
mums rupimas dydis — parametro reiksme. KaZkas panasSaus j kate
maise, tik su tam tikra garantija.

Daugeliui zmoniy patinka garantijos. Jeigu jus kam nors parodysite
taskinj svarbaus parametro jvertj, galite susilaukti klausimo: o kokia garan-
tija, kad §i reikSmé yra artima tikrajai parametro reik§mei? Siame skyre-
lyje panagrinésime statistikos uzdavinius, kuriy atsakymai pateikiami su tam
tikra garantija.

Pasikliautinis intervalas

43 apibrézimas. Tegu X yra stebimas atsitiktinis dydis,
(X1, X, ..., X,) jo atsitiktiné imtis, 0 — su dydziu X susijes parame-
tras, o

(X1, Xo, ..., X,) <0(X1, Xs,...,X,)
— du taskiniai Sio parametro jverciai. Intervalg

I=(0(X1,X2,...,X,),0(X1,Xs,..., X))

vadinsime pasikliautiniu parametro 6 jverciu su pasikliovimo lygmeniu

Q,0<Q <1, jei

PO € (0(X1, Xo,...,X,),0X1,Xs,...,X,)) > Q.

Taigi pasikliautinis intervalas yra tarsi uzdaryta dézuté, jus ja jteikiate ir
priduriate, kad tikimybé, jog ji netuscia, yra ne mazesné uz (). Pasikliovimo
lygmuo ir yra garantija.

Ka reiskia, kad pasikliovimo lygmuo lygus, pavyzdziui, 0,757 Galima su-
vokti tai taip: jeigu pagal naudojama metodika bus sudaryti pasikliautiniai
intervalai i$, pavyzdziui, N = 1000 vienodo dydzio im¢iy, tai mazdaug 750
intervaly tikrai ,pagaus® rupimo parametro reikSme. Taciau ar jus tikrai
atsidurete tarp ty laimingyjy, kurie sukonstravo gerus intervalus, deja, ne-
suzinosite.

Panagrinékime viena paprasta pavyzdj.

51 pavyzdys. Sukirmije grybai

Kokia tikimybe, kad miske rastas grybas bus sukirmijes? Tikriausiai
kiekvienas pasiulyty tokj Sio uzdavinio sprendimo buda. Pririnkime krepsj
gryby, suskaic¢iuokime, kiek jy yra i$ viso, kiek sukirmijusiy. Jeigu bendras
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gryby skai¢ius yra n, o sukirmijusiy — m, tai teigsime, kad tikimybé, jog
misko grybas sukirmijes, lygi p = m/n.

Kokj gi statistikos uzdavinj Sitaip iSsprendéme? Vienas grybas — vienas
bandymas, turintis dvi baigtis. Apibrézkime atsitiktinj dydj X, jgyjantj
reikSme 1, jei grybas sukirmijes ir reiksme 0, jeigu nesukirmijes. Taigi

P(X=1)=p, PX=0)=1-p.

Sio dydzio pasiskirstymas priklauso nuo vieno parametro # = p. Krepsys
gryby tai atsitiktinio dydzio imtis, patikrine visus juos, gauname nuliy ir
vienety seka

(x1,T9,...,Tn), X1 +2Xo+ ...+, =M.

Sie nuliai ir vienetai yra imties dydziy Xi, Xs,..., X, reikSmés, o m/n —
nezinomo parametro taskinis jvertis, kuriam gauti pasinaudojome pirmos
eilés empiriniu momentu
= Xi+Xo+.. ..+ X,
X = )

n

a; =

Taciau jokios garantijos dél Sio taskinio jvercio tinkamumo negalime duoti.
Tad naudodamiesi ta pacia imtimi sudarykime pasikliautinj tikimybeés p inter-
vala su pasikliovimo lygmeniu 0 < ) < 1. Panaudosime éebyéovo nelygybe
dydziui X. Kadangi

E[X] = p,

— 1
DX|==D[X;+Xo+...+ X,| =
Tl2

%(D[Xl] +D[Xo] +...+D[X,]) = nagX] B p<1n_p)’

tai Cebygovo nelygybe P(|X — E[X]| > €) < D[X]/€* galime uzrasyti taip:
p)

_ 1 — 1
P(|X —p|>¢) < 1)(2—7 arba  P(|X —p| <€) > 1—@.
en en
Pastebékime, kad funkcija f(p) = p(1 — p), kai 0 < p < 1, didziausiaja
reik§me jgyja su p = 1/2, taigi p(1 — p) < 1/4. Tada i§ CebySovo nelygybés
gauname

X + - 1
P(|X—p|<6>21—462n, arba P(X_€<p<X+€)Zl_462n'
O dabar parinkime € tokj, kad buty
1 1
- - 5 t.y. e=¢€ = —
Ae2n Q y (Q) /=0



Tada
P(X —e(@Q) <p< X +¢€Q)) >Q,

kitaip tariant, (X — €(Q), X + €(Q)) yra pasikliautinis tikimybés intervalas
su pasikliovimo lygmeniu Q).

Reikia pabreézti, kad ji sudaréme naudodami labai paprasta jrankj — Ce-
bysovo nelygybe, todél skai¢iuodami intervalo rézius su konkrec¢iomis reiksmémis
gautume intervalus su geroka ,atsarga”“. Tegu, pavyzdziui, imtis i§ tikryjy
didelé: n = 1000, o m = 470. Paskai¢iuokime pasikliautinius intervalus su
jvairiomis Q reik§meémis. Stai rezultatai

Q=106 |07 ] 08|09
X —€|0,445 | 0,441 | 0,435 | 0,42
X 4¢€0,495 | 0,499 | 0,505 | 0,52

2¢e= | 0,05 {0,058 | 0,07 | 0O,1.

Paskutinéje lentelés eilutéje pateiktas pasikliautinio intervalo ilgis. Kuo dides-
nis pasikliovimo lygmuo (kuo didesnés garantijos reikia), tuo atsargesnis
musy sprendimas.

3.5. Pasikliautiniai intervalai
normaliyjy dydzZiy vidurkiams
Statistika kartais primena recepty rinking: jeigu norite to, darykite

Sitaip, jeigu kito — taip. Taciau receptai ne is pirsto lauzti, bet pagristi
matematiskai.

Prisiminkime normaliyjy dydziy Seima. Atsitiktinis dydis X vadinamas
standartiniu normaliuoju (X ~ N(0, 1)), jeigu jo tankis yra

1 —J?E/Q'

px(z) = N e

Zinome, kad E[X] = 0,D[X] = 1. Jeigu X ~ AN(0,1), tai su bet kokiais
skaiciais o # 0, p, atsitiktinis dydis Y = ¢ X + p irgi yra normalusis,

Y ~ N(u,0%), E[Y]=u, D[Y]=o0o"

Jeigu parinke kokius nors skai¢ius a # 0 ir b sudarytume atsitiktinj dydj
Z = aY + b, jis vél buty normalusis. Taigi tiesinés vieno normaliojo dydzio
transformacijos vél duoda normaliuosius dydzius.

O dabar prisiminkime dar vieng svarbig normaliyjy dydziy Seimos savybe.
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52 teorema. Jeigu X1, Xy yra du nepriklausomi normalieji dydZiai, tai
Jju suma X = X; + X, irgi yra normalusis dydis.
Taigi jei Xy ~ N(u1,0%), X1 ~ N(ug,03) yra nepriklausomi atsitiktiniai
dydziai, tai
X1+ Xo ~ N (1 + pig, 05 + 03).
Derindami teiginius apie normaliojo dydzio tiesine transformacija ir nepri-
klausomy atsitiktiniy dydziy suma, gauname tokia iSvada.

53 teorema. Jei X1, X,,..., X, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai,
ai, as, ..., a,, b bet kokie skaiciai ir ne visi a; lygus nuliui, tai atsitiktinis dydis

Y:a1X1+a2X2+...+aan+b

irgi yra normalusis.

Taigi bet kokios nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sistemos tiesiné kom-
binacija vel yra normalusis atsitiktinis dydis.

O dabar grizkime prie statistikos uzdaviniy. Turbut nereikia jtikinéti,
kad normaliaisiais dydziais nusakomos daugelio populiacijy savybes. Todél
normaliyjy dydziy parametry vertinimo uzdaviniai yra svarbus.

Tarkime, (X1, X», ..., X,,) yra atsitiktiné normaliojo dydZio X ~ N (u, o?)
imtis. Sudarysime svarbig jvairiems taikymams §ios imties statistika.

54 teorema. Tegu X; ~ N(u,0?%) (i = 1,2,...,n) yra nepriklausomi
atsitiktiniai dydziai. Tada atsitiktinis dydis

_ X
/i

yra standartinis normalusis, t. y. Z ~ N(0,1).

Z X=X1+Xo+...+X,,

Taigi iS bet kokio normaliojo atsitiktinio dydzio imties galime sudaryti
statistika, kuri pasiskirs¢iusi pagal standartinj normalyjj désnj.
Irodymas. Kadangi

7—,u B Xi+Xo+...+ X, —un B
o/v/n ov/n
X X X, n
K X K e
ovn  o\n o\v/n o
tai Z yra nepriklausomy normaliyjy atsitiktiniy dydziy tiesiné kombinacija,
taigi — vél normalusis dydis. Todél pakanka jsitikinti, kad E[Z] = 0, D[Z] =
1. Tai nesudétinga parodyti, naudojantis vidurkio ir dispersijos savybémis.

7 =
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Pasinaudosime $ia statistika sudarydami pasikliautinj intervala normaliojo
dydzio vidurkiui su pasikliovimo lygmeniu Q).

Tarkime, stebimas dydis X pasiskirstes pagal normalyjj désnj, t. y. X ~
N(u,0%), be to — zinome dispersijos reiksme. Tegu (X, Xs,...,X,) yra
atsitiktiné imtis. Apibrézkime statistika

Ry
o/vn
Naudodami imties duomenis Sios statistikos reiksmiy apskaic¢iuoti negalime,
nes nezinome vidurkio p reikSmeés. Taciau zinome, kad Z yra standartinis
normalusis dydis, Z ~ N(0,1). Tegu @ yra pasikliovimo lygmuo. Jeigu
standartinio normaliojo dydzio tankio grafikas ir tiesés y = 0,2 = a,z = b
apriboja @ ploto figura, tai P(a < Z < b) = Q. Intervalas (a;b) bus pats
trumpiausias, kai jis bus simetriskas koordinaciy pradzios atzvilgiu, t. y. kai
bus b = z,a = —z. Kaip surasti skai¢iaus z reiksme? Plotas po tankio grafiku
] kaire nuo tiesés x = —z turi buti lygus plotui j deSine nuo tiesés x = z, o
ju suma turi buti lygi 1 — @. Taigi tie plotai lygus (1 — Q)/2, todél z yra
standartinio normaliojo dydzio (1 —Q)/2 lygio kritiné reik§me, kitaip tariant
yral—(1—-Q)/2 = (1+ Q)/2 lygio kvantilis. Pazymékime §ig z reik§me
2(1+Q)/2, Ja gausime spresdami lygt]

Prisiminkime, kad Sios lygties sprendiniams rasti galime pasinaudoti lentelémis
arba kompiuterio programomis.

NORMSIW > X /[ =NORMSINV(09)

A | B | c | 8] | E | F | G | H
1
| 2 | =NORMSINV(0.9)
| 3 |
[l
5 | ynoRMsIHV
B = = =
— Probability 0.2 =0,9
i = 1,281551566
g Returns the inverse of the standard normal cumulative distribution (has a mean of zero and a
10 | standard deviation of ane),
11
o Probability is a probability corresponding to the normal distribution, & number
3 between 0 and 1 incusive.
14 .
EG Formula result = 1,281551565
16 || Helo on this function
17 -

Standartinio normaliojo dydzio kvantiliy skai¢iavimas FExcelio skaici-
uokle.
Taigi
X —yp
P—z<Z<z:P<—z<—<z): , Z2=2 .
( ) O'/\/ﬁ Q (1+Q)/2
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Po paprasty pertvarkiy pastaraja lygybe galime perrasyti taip:

P(Y—z%<u<7+z%> = Q.

Si lygybé — tai teiginys, kad nezinomas vidurkis patenka j intervala, kurio
rezius galime apskaiciuoti naudodamiesi imties duomenimis.

Pasikliautinis intervalas atsitiktinio dydZio X ~ N (u,0?)
vidurkiui, kai 02 Zinome

Pasikliautinis intervalas vidurkiui su pasikliovimo lygmeniu () yra

- g == o
(X — Z%,X + Z%)’ 2= 2(14Q)/25

¢ia 0 < Q <1, 21402 yra lygties ®(z) = (1 4+ Q)/2 sprendinys.

52 pavyzdys. Stebint atsitiktinio dydzio X ~ AN (u, 1) reikSmes, gauta
tokia desimties duomeny imtis

5,26; 4,80; 4,91; 4,98; 4,79; 4,99; 3,81; 5,29; 6,15; 4,21.

Suskaitiave vidurkj gautume X = 4,919. Kokio ilgio pasikliautinius intervalus
galime sukonstruoti naudodamiesi Siais duomenimis?
Stai rezultatai:

Q=] 06 0708109095
2= 0,842 1,04 1,28 [ 1,64 1,96
= 4,65 | 4,59 | 4,52 | 4,40 | 4,30
a=| 519 | 525532544 | 554
ilgis = | 0,54 | 0,66 | 0,80 | 1,04 | 1,24

Lenteléje p, @ Zymi atitinkamai apatinius ir virSutinius pasikliautiniy intervaly
rézius, paskutinéje eilutéje nurodytas pasikliautinio intervalo ilgis.

Idomu, kiek reikty duomeny, kad pasikliautinio intervalo ilgis nevirSyty,
pavyzdziui, 0,17 Kadangi intervalo ilgis lygus 2z0/y/n = 2z/y/n, tai at-
sakyma gautume spresdami nelygybes 2z0/+4/n < 0,1. Pasikliovimo lygmenis
@ = 0,6;0,7;0,8;0,9; 0,95 atitinkamai gautume, kad duomeny turi buti ne
maziau kaip

284, 430, 657, 1083, 1537.

Jeigu pakartosite skaiCiavimus su pavyzdzio duomenimis, galite gauti kiek
skirtingas reikSmes, nes cia pateikti rezultatai, gauti skai¢iuojant su tik-
slesnémis nei pateiktos lenteléje 2z reikSmeémis.
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Tokia padétis, kai zinome normaliojo dydzio didpersija, néra labai tikroviska.
Dazniausiai nezinome nei vidurkio, nei dispersijos. Kaipgi konstruoti vidurkio
pasikliautinj intervalg tokiu atveju? Prisiminkime, kad

n

52— 1 D (X - X)?

n—1
i=1

yra nepaslinktas dispersijos jvertis. Pirma mintis, kuri kyla, galvojant, kuo
pakeisti statistika Z tokia: pakeiskime Z israiskoje o j S. Sitaip sudarysime
nauja statistika

_ X

- S/vn

Is karto atsiranda nauja kliutis: nezinome, kaip pasiskirstes atsitiktinis dydis
T.

T

Du nauji dydziai

44 apibrézimas. Tegu Xy, X1, Xo, ..., X, yra nepriklausomi, pagal
standartinj normalyjj désnj pasiskirste atsitiktiniai dydziai. Apibrézkime
du naujus atsitiktinius dydZzius

KXo
e

Sakysime, kad dydis x? pasiskirstes pagal chi-kvadrat désnj su n laisvés
laipsniy, Zzymeésime x? ~ x*(n), o dydis T,, — pagal Studento désnj su n
laisvés laipsniy, Zymésime T, ~ St(n).

=X+ Xo+.. . +X2, T,=

Abu naujieji dydziai yra absoliuciai tolydus, zr. jy tankiy bréZinius.

YA

T

Atsitiktiniy dydziy x> tankiy grafikai. Kain = 1, tankis neapréstai
didéja, artéjant prie nulio.
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Atsitiktiniy dydziy T,, ~ St(n) tankiy grafikai.

Kadangi sie dydziai svarbus sprendziant jvairius statistikos uzdavinius,
yra sudarytos jy pasiskirstymo funkcijy reikSmiy bei kvantiliy lentelés. Zi-
noma, Sias reikSmes skaic¢iuoja ir jvairios kompiuteriy programos.

CHIDIST * X =CHIDIST(0,6:10)
A | B I = [ [
1
2| =CHIDIST(0 :10)
3 |z
| 4 | Function Arguments ﬁ
% CHIDIST
ER X 0,5 =06
E Deg_freedom 1u| =10
1)
T = 0,993984215
? Returns the one-talled probahility of the chi-squared distribution,
[12]
|13 Deg_freedomis the number of degrees of freedom, a number between 1and 1010,
1 excluding 10-+10,
|15 ]
| 16| Formuia result = 0,599584215
17
E Help on this function
13
CHIINY > X =CHIINV(0,6:7)
A () 7 ) [
Function Arguments :
CHINY : 5
Probability 0.5 “k:|=08
Deg_freedom 71 =
= 5,493234987

[2lz[z[2]s][z]e]= o]+ ][]~

Returns the inverse of the one-tailed prabability of the chi-squared distribution,

Formula result =

Help on this function

Deg_freedom is the number of degrees of freedom, a number between 1 and 1010,
exduding 10-10.

5493234587

-~
-

Chi-kvadrat dydzZio pasiskirstymo funkcijos ir kvantilio skaiciavimas

Fzxceliu.

O dabar grjzkime prie pasikliautiniy intervaly.
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Svarbi statistika

55 teorema.

Tegu X ~ N(u,0?), o (X1, Xo, ...

tinio dydzio imtis. Tada

_ X

=i

~ St(n —1).

, Xp) yra sio atsitik-

Naudodamiesi Siuo teiginiu galime sudaryti pasikliautinj intervala vidurk-
iui visai panasiai kaip tuo atveju, kai dispersija yra zinoma. Pazymékime
t = teg)e(n — 1) atsitiktinio dydzio Tp,_, ~ St(n — 1) lygmens (1 + Q)/2
kvantil, t. y. lygties Frr,, ,(t) = (1 + Q)/2 sprendinj. Tada

X—pn
P(—t<T<t):P(—t<W<t>=Q,

arba

P(Y—t% <,u<7+ti> = Q.

Vn v

TOET v X B =TDIST(2:7:1)
A | B

I (= = =

!

=TDISTIZ. T 1)

Function Arguments

TDIST
x 2
Deg_freedom |7
Tails 1

el ]ofol oo~

=

= 0;042809664

=

Returns the Student's t-distrbution.

)

=

Xis the numeric value at which to evaluate the distribution.

o

=

i)

Formuila result = 0,04280966%

&

=)

Help on this function

q'm|
23

Ty * X JE =TINV(0,7:5)
A [ B

€ [ b [ E T F T ®©

6~

=TINV(0.7 5)

Function Arguments

Ty
Probability 0,7

Deg_freedom 5|

= 0,408228733
Returns the inverse of the Student's t-distribution.

Deg_freedom is 2 positive integer indicating the number of degrees of freedom to
characterize the distribution,

Formula result = 0,408228733

Help on this function

e e P e P I S P T
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Pirmajame brézinyje parodyta, kaip naudojantis Ezceliv skaiciuojama
tikimybés P(T,, > x) reiksmé, t. y. 1—Fp (x), T, ~ St(n). Antrajame
brézinyje parodytas dydzio T, kvantilio skaiciavimas.

Pasikliautinis intervalas atsitiktinio dydzio X ~ N (p,0?)
vidurkiui, kai 0% neZinome

Pasikliautinis intervalas vidurkiui su pasikliovimo lygmeniu () yra

(7—t%;7+t%),

¢ia 0 < Q < 1,t =tayq)2(n — 1) yra lygties
Fr, () =(1+Q)/2, Tp1~St(n—1)

sprendinys,

7:X1+...+Xn’ g — /G — 1 Z(X’L_Y)Q

n n—14
=1

53 pavyzdys. Desimties duomeny imtis

Stebint atsitiktinio dydzio X ~ A (u,0?) reiksémes gauta tokia deSimties

duomeny imtis

4,19; 4,20; 5,12; 6,11; 4,37; 5,50; 4,81; 4,44; 4,17; 5,91.

Imties vidurkis X = 4.88, dispersija ir standartinis nuokrypis s> = 0,544, s =
0,738. Pasikliautiniy intervaly su pasikliovimo lygmenimis () réziai pateikti

lenteléje.

Q= 06 0,7 0,8 0,9 [0,95
=10,883| 1,10 | 1,38 | 1,83 | 2,26
=1 4,67 | 462 | 4,56 | 4,45 | 4,35
=1 5,09 | 5,14 | 520 | 5,31 | 5,41
tlgis = {0,411 | 0,512 | 0,645 | 0,853 | 1,06

Sio pavyzdzio imtis sudaryta i$ to paties kaip ankstesniajame pavyzdyje dy-
dzio X ~ N(5,1) reikSmiy. Sudarydami pasikliautinj intervala naudojome
maziau informacijos negu pirmajame pavyzdyje, nes nezinojome dispersijos.
Palygine abiejy pavyzdziy pasikliautinius intervalus, galime kiek nustebti.
Naudodami maziau informacijos gavome tikslesnius rezultatus (trumpesnius

intervalus)! Kuo tai galime paaiskinti?
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Atkreipkime démesj, kad tuo atveju, kai dispersija yra zinoma, pasikliau-
tinio intervalo ilgis nepriklauso nuo imties. O kai nezinoma — intervalo ilgis
2tS/y/n yra atsitiktinis. Taigi kartais galime gauti labai tikslius rezultatus, o
kartais — labai netikslius. Juk ir visai netaiklus Saulys, gali pataikyti j taikinj
is karto, taciau neskubésime zavétis jo taiklumu, nejsitikine, ar visada jis taip
taikliai saudo.

Uzdaviniai
1. Normaliojo dydzio X ~ N (u, 1) imtis
1,73; 3,39; 1,89; ,459; 1,09; 2,34; 2,26; 1,63; 2,63; 2,13; 2,80; 1,46.
Sudarykite pasikliautinius intervalus vidurkiui su pasikliovimo lygmenimis
Q =0,7; 0,8; 0,9; 0,95.
2. Normaliojo dydzio X ~ N (p,0,25) imtis
2,60; 2,98; 3,13; 3,60; 2,74; 3,35; 3,08; 3,03; 2,88; 3,19; 3,36; 2,78.
Sudarykite pasikliautinius intervalus vidurkiui su pasikliovimo lygmenimis
Q =0,7; 0,8; 0,9; 0,95.
3. Kiek duomeny turéty buti atsitiktinio dydzio X ~ N(u,0,25) imtyje, kad

pasikliautiniy intervaly su pasikliovimo lygmenimis
Q =07, 0,8 0,9; 0,95 ilgiai buty mazesni uz 0,017

4. Normaliojo dydzio X ~ N(u,0?) imtis
0,648; 2,65; 2,83; 0,935; —0,250; 2,36; 3,41; 2,24; 2,57; 1,05; 1,10.
Sudarykite pasikliautinius intervalus vidurkiui su pasikliovimo lygmenimis
Q =0,7; 0,8; 0,9; 0,95.
5. Normaliojo dydzio X ~ N(p,0?) imtis
0,402; 1,70; 0,835; 0,961; 1,21; 1,29; 0,419; 1,50; 1,40; 1,23; 1,02.

Sudarykite pasikliautinius intervalus vidurkiui su pasikliovimo lygmenimis

Q=0,7; 0,8; 0,9; 0,95.

Atsakymai

[1,679;2,281]; [1,611;2,349]; [1,506;2,454]; [1,414;2,546].
2,010; 3,210; [2,876;3,244; [2,823;3,207; [2,778;3,342].
Daugiau kaip 10730; 16440; 27060; 38420.
[1,407;2,153]; [1,311;2,249]; [1,161;2,399]; [1,018;2,542].
[0,954; 1,226]; [0,918;1,262]; [0,863;1,317]; [0,811;1,369].

e v
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3.6. Sékmeés tikimybés pasikliautiniai intervalai

Vel griztame prie dydziy, igyjanciy tik dvi reiksmes, kitaip tariant —
prie Bernoullio bandymuy...

Gaminys bus geras ar blogas, metimas ] krepsj taiklus arba ne, grybas
bus sukirmijes ar sveikas... — tai vis bandymy su dviem baigtimis — sékme ir
nesekme pavyzdziai. Tikimybiy teorijos poziuriu atlike kiekviena bandyma
gauname vieng i$ galimy atsitiktinio dydzio X reikSmiy — vieneta, jei sékme,
nulj, jei nesékme:

PX=1)=p, P(X=0)=¢q, q¢=1-p. (45)

Tokio dydZio imtis — nuliy ir vienety seka (xq, xs, ..., z,), o vidurkis E[X]| =
p. Taskinis tikimybés jvertis — tai pirmasis empirinis momentas

X1+ Xo+...+ X,  sékmiy skaicius
n n '

X =

Pradédami nagrinéti pasikliautinius intervalus pasinaudojome éebyéovo ne-
lygybe ir sudaréme sékmes tikimybés pasikliautinj intervalag. Metodas geras,
tac¢iau daznai duoda labai jau atsargius rezultatus. Ar butume patenkin-
ti, pavyzdziui, jeigu automobiliy greicio vidurkiui kas nors mums nurodyty
pasikliautinj intervala nuo 10 iki 100 kilometry per valanda?

Siame skyrelyje pasikliautiniy intervaly sudarymui pasinaudosime cen-
trine ribine teorema. Jos esme trumpai galime nusakyti taip: jei (Xi,..., X,)
yra atsitiktiné (45) dydzio imtis, tai su dideliais n statistika

- Xi+Xo+ .+ Xy —np X—p
np(l —p) p(L—p)/n

A

pasiskirsciusi beveik kaip standartinis normalusis dydis.

Taigi, jei () yra pasikliovimo lygmuo, o z = 2(14g)/2 standartinio nor-
maliojo dydzio (1 + @)/2 lygio kvantilis, tai galime manyti, kad
X-p

P(—z<Z<z):P<—z<m<z)%Q.

éi@ lygybe galime pertvarkyti taip:

<X-—-p< z

NG NG ~Q, z=z21q. (46)

P(_Z p(l—-p) p@—p»



Toliau galime elgtis dvejopai. Viena vertus konstruodami pasikliautinj inter-
valg naudodamiesi CebySovo nelygybe, nustatéme, kad p(1 —p) < 1/4. Jeigu
pakeisime p(1 — p) musy nelygybéje j 1/4 gausime

P(—ﬁ<7—p<ﬁ)z@
P(Y—ﬁ<p<7+ﬁ)2@,

I = (7—%;7+ﬁ)

yra pasikliautinis p intervalas. z = zi+q.
2

éitaip mes sudarome ilgesnj intervalg negu galétume. Nenorédami prarasti
tikslumo galétume elgtis taip. Pakeiskime (46) nelygybe ekvivalencia jai
nelygybe

— 1 —
n

ir spreskime ja laikydami nezinomuoju p. ISbandykime abu metodus su tuo

paciu sukirmijusiy gryby pavyzdziu.

54 pavyzdys. Sukirmije grybai

Is n = 1000 gryby m = 470 buvo sukirmije. Sudarysime pasikliautinius
intervalus su jvairiomis @ reikSmeémis taikydami éebyéovo nelygybe ir abu
metodus, naudojancius centrine ribine teorema. Pasikliautiniy intervaly ap-
atinius rézius zymesime pg, p1, p2, virsutinius — pg, p1, P2, 0 lo, l1, o Zymésime
pasikliautiniy intervaly iEilE o

Q=] 06 | 07 | 08 | 09
Do = | 0,445 | 0,441 | 0,435 | 0,42
Po= 0495 | 0,499 | 0,505 | 0,52
= 005 | 0,058 | 0,07 | 0,1
p1 = | 0,4567 | 0,4536 | 0,4497 | 0,4440
Pr = | 0,4833 | 0,4864 | 0,4903 | 0,4960
I, = | 0,0266 | 0,0329 | 0,0404 | 0,0518
Py = | 0,4567 | 0,4537 | 0,4498 | 0,4440
P2 = | 0,4833 | 0,4864 | 0,4903 | 0,4960
l, = | 0,0266 | 0,0327 | 0,0404 | 0,0518

Matome, kad centriné ribiné teorema gerokai patikslino pasikliautinius inter-
valus, tac¢iau abu jos taikymo metodai dave labai artimus rezultatus. Toks ne-
didelis abiejy metody rezultaty skirtumas galbut yra todél, kad X = m/n =
0,47 yra arti 0,5.
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Tarkime, sukirmijusiy gryby skaic¢ius dabar lygus m = 300. Jeigu sudary-
tume pasikliautinius intervalus pirmaisiais dviem budais, jie buty to paties il-
gio, tiktai jy centrai buty kitame taske. Tre¢iuoju metodu su ) = 0,6;0,7;0,8;0,9
sudaryty intervaly ilgiai buty

0,0244; 0,03; 0,0371; 0,048.

Taciau taikant centrine ribine teorema atsiranda paklaida dar dél vienos
priezasties. Juk statistikos Z pasiskirstymo désnis ne visiSkai sutampa su
standartinio normaliojo dydzio désniu! Taigi pasikliautiniy intervaly, kuriuos
sukonstravome pasikliovimo lygmuo galbut kiek mazesnis uz Q!

UZdaviniai
1. Is 2212 apklausty gyventojy 654 atsaké, kad remia dabartinj vyriausybés
kursa. Pasinaudokite centrine ribine teorema ir sudarykite pasikliautinius in-

tervalus vyriausybe remianciy gyventojy procentui su pasikliovimo lygmenimis
Q@ =0,7; 0,8; 0,9; 0,95.

2. Kiek rinkéjy reikty apklausti, kad pasikliautiniy intervaly vyriausybe remianciy
gyventojy procentui su paskliovimo lygmenimis @ = 0,7; 0,8; 0,9; 0,95 ilgiai buty
ne didesni uz 17

3. 15 3000 paséty ir isdygusiy zirniy 1578 prazydo baltai. Sudarykite pasik-
liautinius intervalus tikimybei, kad Zirnis Zydés baltai su pasikliovimo lygmenimis

Q =0,7; 0,8; 0,9; 0,95.

Atsakymai

1. [28,50;30,70]; [28,24;30,96]; [27,86;31,34]; [27,52;31,68].

2. Daugiau kaip 10730; 16440; 27060; 38420.

3. [0,5165;0,5355]; [0,5143;0,5377]; [0,5110;0,5410]; [0,5081;0,5439].

3.7. Pasikliautiniai intervalai dispersijai

Vidurkio pasikliautiniy intervaly konstravimo receptai netinka disper-
sijai. Tenka tmtis darbo S naujo.

Sudarysime pasikliautinj intervala pagal normalyjj désnj pasiskirs¢iusio
dydzio X ~ N (u,0?) dispersijai D[X] = o2

Jeigu atsitiktinio dydzio vidurkis yra Zinomas, o (X7, X, ..., X,,) atsitik-
tiné imtis, tai dispersijos taskiniam jverciui galime naudoti statistika



Sis jvertis yra nepaslinktas, t. y. E[S2] = ¢2. Jeigu padalytume is dispersijos,
gautume

S2 1 «— s I~/ Xi—pu\2 nS? "L X — 2
o2  no? ;( 2 n Zl o o? 21 o

1= 1=

Panagrinékime dydzius Y; = (X; — u)/o. Jie yra nepriklausomi, normalieji.
Dar daugiau, kadangi E[Y;] = 0,D[Y;] = 1, tai dydziai yra standartiniai
normalieji, ¥; ~ N (0,1). Ta¢iau tada

2 n
nS§

o2 ZYi ~ x*(n),
i=1

taigi Zinome, koks yra statistikos n.Sz /o? pasiskirstymo désnis. Toliau sudaryti
pasikliautinj intervala galime panagiai kaip vidurkio atveju. Po dydZio x2 ~
x%(n) tankiu tiesémis z = u,r = v,y = 0 apribokime ploto Q figura. Cia
0 < @ < 1 yra pasikliovimo lygmuo. Tada

nS2 nS2 nS%)::CJ

P<u<—20<v> =, arba P<—0<02<—
o v u
Kaip parinkti skaic¢ius u, v? Geriausia juos parinkti taip, kad plotai po tankio
grafiku j kaire nuo tiesés x = wu ir j deSine nuo tiesés x = v buty lygus
(1—Q)/2. Tada §ie skaitiai buty dydzio x2 atitinkamai (1—Q)/2 ir (1+Q)/2
lygmens kvantiliai, t. y. lygciy

1-— 1
Fa) =122 By =122

sprendiniai. Juos galime rasti i§ lenteliy arba apskaiciuoti kompiuteriu.

Pasikliautinis intervalas normaliojo dydZio dispersijai, kai
vidurkis Zinomas

Jeigu X ~ N (u,0%), (X1, X, ..., X,) yra jo imtis, o vidurkis yi Zinomas,
tai pasikliautinis intervalas dispersijai o? su pasikliovimo lygmeniu Q yra
(nSS _ nS§>
v
¢ia u,v yra dydzio x> ~ x*(n) atitinkamai (1—Q)/2 ir (1+@Q)/2 lygmens

kvantiliai, o




O kas keiciasi, kai vidurkis nezinomas? Pasirodo, kad nedaug kas.

56 teorema. Jeigu X ~ N(u,0?), (X1, Xo,...,X,,) yra jo atsitiktiné
imtis, tai

(n—1)5?

Y X’(n—1).

Taigi pasikliautinis intervalas sudaromas ir §iuo atveju labai panasiai.

Pasikliautinis intervalas normaliojo dydzio dispersijai, kai
vidurkis neZinomas

Jeigu X ~ N(p,0?), (X1, X, ..., X,,) yra jo imtis, o vidurkis p neZino-
mas, tai pasikliautinis intervalas dispersijai o* su pasikliovimo lygmeniu
Q yra

(n—1)5% (n—1)5%\
< v u >’

¢ia u,v yra dydzio x> ~ x*(n — 1) atitinkamai (1 — Q)/2 ir (1 + Q)/2

lygmens kvantiliai, o

n

Y (Xi-X), X=

i=1

1
n—1

X1 +Xo+...+ X,
- .

%=

UzZdaviniai
1. Sudarykite pasikliautinius intervalus atsitiktinio dydzio X ~ N(u,0?) dis-
persijai su pasikliovimo lygmenimis Q) = 0,7; 0,8; 0,9; 0,95, jeigu dydZio imtis
tokia:
=3,11; 2,16; 2,15; 0,224; 2,89; 1,30; 2,81; —0,558; —1,84; —0,926;
—-0,311; —1,29; 0,917; 4,57; —0,574.

2. Sudarykite pasikliautinius intervalus atsitiktinio dydzio X ~ N (u,o?) dis-
persijai su pasikliovimo lygmenimis () = 0,7; 0,8; 0,9; 0,95, jeigu dydzio imtis
tokia:

2,22; 1,67; 2,28; 0,287; 1,83; 0,632; 2,77; 0,158; 1,29; 3,68;
0,947; 0,754; 1,99; 2,87; 2,31.

Atsakymai
1. [3,12;6,97]; [2,88;7,78]; [2,56;9,23]; [2,32;10,8).
2. [0,755;1,69]; [0,696;1,88]; [0,619;2,23]; [0,561;2,60].
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3.8. Tiesiné regresija

Per du plokstumos taskus galime nubrézii tik vieng tiese. Jeigu duoti
trys taskai — per juos einancios tiesés gali ir nebuti. Tuo labiau, jei
ty tasky trys, keturi ar keturi tukstanciai. Tada galime 1eskoti tokios
tiesés, kad duotieji taskai apie jg buty kuo maZiausiai issibarste.

Nagrinéjome nezinomy parametry jvercius, kuriuos sudaréme naudodamiesi
imties duomenimis — atsitiktiniy dydziy reikSmémis, gautomis i$ nepriklausomy
stebéjimy. Tie dydziai — atsitiktinés imties komponentés — yra nepriklau-
somi ir vienodai pasiskirste. Dabar panagrinésime kitokios rusies parametry
jverciy sudarymo uzdavinj.

Tarkime, reikia nubrézti tiese, kurios lygtis jprastoje koordinaciy siste-
moje yra y = « + [x. Jeigu liniuotés neturite, tiesés nenubrésite. Nubrésite
linija, kuri tik primena tiese. Jeigu brézinyje parinktume x = x1,29,..., 2,
ir matuotume ordinates, gautume

yi=a+ Bx;+u;, 1=1,2,....n.

Skai¢ius w; (nuokrypius) galime suvokti kaip atsitiktiniy dydziy U; reiksmes.
Padarysime prielaida, kad sie dydziai yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste,
E[U;] = 0,D[U;] = 0?. Skaicius y; irgi galime suvokti kaip atsitiktiniy dydziy
Y; = a+px;+U; reiksmes; Sie dydziai irgi nepriklausomi, ta¢iau néra vienodai
pasiskirste, nes jy vidurkiai E[Y;] = a + fx; yra skirtingi.

O dabar, tarkime, praéjo koks pusmetis laiko, ir jus seniai pamirsote,
kokig tiese reikéjo nubreézti, brézinys — ir tas pasimeté. Taciau liko iSmatuotos
tasky koordinates:

<ZE1; y1>7 <l’2; y2>7 Tt <xn; yn>'

Kokia gi tiese noréjote nubreézti?

Tiesinés regresijos uzdavinys

Atsitiktiniams dydziams Y, (v € I) teisinga lygybé
Y,=a+ pz+U,,
¢ia I yra baigtinis ar begalinis intervalas, U, — nepriklausomi, vien-

odai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, E[U,] = 0,D[U,] = o*. Atlikus
matavimus gautos x, Y, reiksmeés

(x1;01), (T2;92), -y (Tp;Yn), s yra Yy, reiksmé.

Reikia gauti parametry «, (3 jvercius.
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Tiesinés regresijos uzdavinj galime interpretuoti, kaip dviejy dydziy prik-
lausomybeés tyrimg. Dydzio y reikSme lemia du veiksniai: tiesiné priklau-
somybeé nuo x ir atsitiktinis demuo. Pagal stebéjimo duomenis reikia atskleisti
tiesinio rysSio parametrus. Tai daznas jvairiy tyrimy tikslas. Pavyzdziui, gal-
ime spéti, kad misko medzio aukscio ir skersmens sarySyje galima isskirti
tiesine komponente. Bic¢iy sunesto medaus kiekis panasiai priklauso nuo
sauléty dieny skaiciaus ir t. t.

Jeigu dydziai z; savo ruoztu yra atsitiktinio dydzio X reikSmeés, tai iSspresti
tiesinés regresijos uzdavinj, reiskia naudojantis (?7) duomenimis gauti parametry
a, 3, siejanciy atsitiktinius dydzius, jvercius

Y=a+p8X+U.

Pavaizdave taskus (x;, y;) gausime tasky ,debesj reikia surasti tiese, apie
kuria Sie taskai buty maziau iSsibarste negu apie bet kurig kita.
Taikysime maZziausiy kvadraty metoda. Dydziai « ir § kol kas mums
nezinomi. Pazymékime y(z) = o + Sz ir sudarykime funkcija
n n
S(a,B) = Z(?J(xz) —y)’ = Z(Of + Bai — yi)*.
i=1 i=1
Ieskokime ty «, (8 reik§miy, su kuriomis §ios funkcijos reik§mé maziausia. Tas
reikSmes rasime prilygine dalines funkcijos iSvestines nuliui:

oS &
a_az;(a‘i‘ﬁl’i—yi)oa
S &

33 ;( B — i)

Dabar belieka tik kiek paskaiciuoti. Stai rezultatai.

Regresijos lygties koeficientai
Maziausiy kvadraty metodu gaunami Sie regresijos lygties parametry o, 3
jverciai

3 = ny oy — Qo ) Q0 i)
n( i @) — Qi w)?

Oé* :y_ﬁ*fa

daT=(x1+...+x,)/n,7= (1 +...+y,)/n
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55 pavyzdys. Tiesinés regresijos uzdavinys

Is stebéjimy gauti tokie duomenys

—1;0,696), (0,182; 0,032), (—0,586; 0,194), (0,252; —0,046), (—0,863; 0,54),
0,961; —0,321), (—0,83; 0,514), (0,744; —0,197), (—0,334; 0,416), (—0,277; 0,264),
—0,136; 0,14), (0,212; 0,07), (—0,21; 0,204), (—0,124; 0,169), (0,898; —0,202),
—0,324: 0,365), (0,61; —0,047), (0,728; —0,181), (—0,085; 0,159}, (0,643; —0,126),
—0,533;0,336), (—0,075; 0,12), (—0,58: 0,388), (0,941; —0,32), (0,162; 0,099),
0,414; —0,182), (0,287; —0,114), (0,717; 0,005), (—0,889; 0,39), (0,554; —0,102),
0,901; —0,246), (0,758; —0,164), (0,401; —0,215), (0,726; —0,05), (0,109; —0,015),
)

{
{
{
{
{
{
{
(—0,181;0,247), (—0,937; 0,578), (—0,386; 0,3), (—0,629; 0,281), (—0,401; 0,173).

o~ o~~~

Jie gauti stebint dydzius Y, = 0,1 — 0,42 + U,, E[U,| = 0,D[U,] = 0,01.
Diagramoje duomenys pavaizduoti plokStumos taskais, taip pat nubrézta
maziausiy kvadraty metodu rasta regresijos tiese, uzraSyti jos parametrai,
taip pat — koreliacijos koeficientas.

Yik
p =-0.947
a =0.123
£ =-0.418

O &tai rezultatai, gauti i§ dydziy Y, = 0,1-0,42+-U,, E[U,| = 0, D[U,] = 0,04
imties. Kadangi atsitiktinio dydzio U dispersija didesné, rezultatai nebéra
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tokie tikslus.

p =-0.837
a =0.146
6 =-0.435

. \\1'7

UZdaviniai

1. Desimt dieny buvo fiksuotos dienos pajamos X ir islaidos Y. Buvo gautos
(X,Y) reiksmés:
[16513]; [15;10]; [26;22]; [30;28]; [30;27]; [27;24]; [23;19]; [12;8]; [30;22]; [13;10]

Raskite regresinés lygties Y = a + X + U koeficienty o, 3 jvercius.
2. Panaudoje atsitiktiniy dydziy X, Y imties duomenis

[10767 470]7 [15777 _173]7 [16717 _176]7 [16787 _175]7 [1677a _175]7
[1277; 272]; [13?6; 179]; [1973; _471]; [1575; _076]; [1678; _175]

raskite regresinés lygties Y = a+ X + U koeficienty «, 8 jvercius. Skai¢iavimams
siulau pasinaudoti skai¢iuokle. PavyzdZiui, Excel arba OpenOffice paketo skaici-
uokle. Taciau, mano nuomone, jei patys parasysite Siek tiek kodo eiluciy kokia nors
programavimo kalba, nuobodulio bus maziausiai.

Atsakymai

1. a~ —3,37; 0~ 0,976.
2. a=~14,25;0~ —0,9524.
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3.9. Statistinés hipotezeés

Zmonés formuluoja jvairias hipotezes. Vienos ju patvirtinamos, ki-
tos paneigiamos, trecios — ilgai kybo nei paneigtos, nei patvirtinamos.
Statistinés hipotezés skiriasi nuo visy kity tuo, kad jos wisada pri-
imamos arba atmetamos greitai: kai tik pasibaigia skaiciavimai. Vadovau-
jamasi paprasta mintimi: geriau koks nors sprendimas negu jokio.

Taskiniai jverciai ir pasikliautiniai intervalai suteikia ziniy apie stebimo
atsitiktinio dydzio nezinomy parametry reikSmes. Jeigu jy neketiname nau-
doti kokiuose nors skaic¢iavimuose, tai tos reik§mes mums nelabai ir reikalin-
gos. Pavyzdziui, jums néra svarbus skaitiniai jvairiy matavimy rezultatai
gauti automobiliy techninés apziuros centre, svarbu tik, ar automobilis bus
pripazintas tinkamu saugiai vaziuoti, ar ne.

Jeigu j kelione rengiatés vykti ne automobiliu, bet dviraciu, tai véjo kryp-
tis ir greitis — svarbu. Tarkime, taip jau atsitiko, kad teks vaziuoti pries véja.
Véjo greitis X — atsitiktinis dydis. Kad buty paprasciau jsivaizduoti, galime
tarti, kad véjo greitis keic¢iasi, pavyzdZziui, kas minute. Jeigu jo vidurkis E[X]
pernelyg didelis — galbut geriau atidéti kelione kitam kartui. Tarkime, nus-
prendéme Sitaip: jei E[X] < 15 m/s — vykstame, jei E[X] > 15 m/s — liekame
namuose. Kurig i§ dviejy hipoteziy priimti? Jei nepasitikime metereology
duomenimis, galime patys atlikti matavimus, t. y. sudaryti atsitiktinio dy-
dzio imtj X1, Xs, ..., X,. Pavyzdziui, galime matuoti véjo greitj keleta karty
kas 10 minuciy. Po to tikriausiai apskaic¢iuosime empirinj vidurkj

Xi+Xo+... .+ X,

X =
n
Tarkime, gavome, E[X] = 16. Vaziuoti, ar nevaziuoti? Kurig i§ dviejy
hipoteziy priimti
H, : E[X] < 15,
H, : E[X] > 15.

Matavimy rezultatai yra antrosios hipotezés naudai. Taciau ar galime jais
absoliuciai pasikliauti? Juk empirinis vidurkis gali buti ir didesnis uz tikrajj.
Galbut vis délto gautoji reikéme E[X] = 16 neprivers musy atsisakyti ke-
lionés. O jeigu gautume E[X] = 16,57 Kokiu kriterijum remtis sprendziant?
Siuo atveju, matyt, geriausia pasikliauti savo nuotaika ... Taciau 8is pavyzdys
rodo, kaip keliami dar vienos rusies statistikos uzdaviniai.

Apie stebimg atsitiktinj dydj formuluojame dvi hipotezes: pagrindine Hj
ir alternatyvia H;. Naudodamiesi sukauptais imties duomenimis sprendzi-
ame, kurig i$ hipoteziy priimti. Galimi du atvejai: Hy teisinga ir klaidinga;
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galimi du sprendimai: Hy priimame arba atmetame. Taigi galimos keturios
padétys:

‘ Hj teisinga ‘ H, klaidinga
H, priimame | teisingas sprendimas IT rusies klaida
H, atmetame I rusies klaida sprendimas teisingas

ISvengti vienos rusSies klaidos visai paprasta. Pavyzdziui, pirmos rusies klai-
dos niekada nepadarysime, jeigu hipoteze Hy priimsime nepriklausomai nuo
to, kokie bus imties duomenys. Nagrinétame pavyzdyje iSvengti pirmos rusies
klaidos reiskia leistis j kelione neatsizvelgiant j véjo greitj. Antros rusies klai-
dos iSvengsime, jeigu visada atmesime pagrindine hipoteze, t. y. niekada
neiskeliausime.

Taciau svarbu sudaryti tokj hipoteziy tikrinimo kriterijy, kad ir pirmos, ir
antros rusies klaidy tikimybés buty kiek galima mazesnés. Bijodami pirmo-
sios rusies klaidos, hipoteze Hy priimsime dazniau. Taciau tada ja dazniau
priimsime ir tada, kai ji klaidinga, t. y. didinsime antros rusies klaidos
tikimybe. Taigi reikia nuspresti, kokios pusiausvyros norime. Tai daroma
Sitaip. Paprastai hipoteziy tikrinimo uzdavinys formuluojamas taip, kad pir-
mos rusies klaida buty svarbesné, t. y. jos labiau vengiama. Pasirenkamas
mazas skaiCius 0 < o < 1 ir kriterijus sudaromas taip, kad buty

P(I rusies klaida) = P(H, atmetame|H, teisinga) < a.

Skaicius « vadinamas kriterijaus reikSmingumo lygmeniu. Taciau yra daug
kriterijy su tuo paciu reikSmingumo lygmeniu. Kriterijus, kuris reiskia,
kad Hj visada priimame, irgi tenkina Sig salyga. IS visy tokiy kriterijy sten-
giamasi parinkti ta, su kuriuo tikimybe

P(II rusies klaida) = P(H, priimame|H, klaidinga)

yra kiek jmanoma mazesne.

Kuo remiamasi darant sprendimg? Uzdaviniui pritaikytos statistikos
T(X1, Xy, ..., X,) reikSmémis. Aibé, sudaryta i§ ty statistikos reikSmiy,
kurioms pasitaikius pagrindiné hipotezé yra atmetama, vadinama kritine
sritimi.

Stai tokia hipoteziy tikrinimo uzdavinio sprendimo schema. Kaip ji taikoma,
panagrinésime kitame skyrelyje.

Uzdaviniai

1. Jusy kompiuteris pradéjo lé¢iau veikti. Tikrinate pagrindine hipoteze: Hy :
jsiveisé virusas. Ka reiskia padaryti pirmos rusies klaida? Ka reiskia padaryti
antros rusies klaida?
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2. Turite monets. Zinoma, kad viena puse (neZinia, ar skaic¢iumi, ar herbu) ji
atvirsta su tikimybe p = 2/3. Jusy hipotezés:

2

Hy : moneta atvirsta herbu su tikimybe p = g;
2
H, : moneta atvirsta skaic¢iumi su tikimybe p = 3

Jusy kriterijus labai paprastas: metate moneta, jeigu atvirto herbas — Hy priimate,
jeigu skaic¢ius — atmetate. Kokia pirmos rusies klaidos tikimybé? Kokia antros
rusies klaidos tikimybé?

3. Turite tg pacia monetg kaip ir ankstesniame uzdavinyje. Tikrinate ta pacia
hipoteze, taciau naudojate kitg kriterijy. Moneta metate tris kartus. Jeigu atvirto
daugiau herby — pagrindine hipoteze priimate, jeigu daugiau skaiCiy — atmetate.
Kokia pirmos rusies klaidos tikimybé? Kokia antros rusies klaidos tikimybé?

4. Atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes tolygiai intervale [0;1] arba [0;1,5].
Jusy hipotezés:

Ho: X ~ 7([0;1]);
H,; : X ~ 7([0;1,5)).

Naudojate tokj kriterijy: atliekate bandyma ir gaunate dydzio X reikSme. Jei
X1 > 3/4 — pagrindine hipoteze atmetate, jeigu Xy < 3/4 — priimate. Kokia
pirmos rudies klaidos tikimybé? Kokia antros rusies klaidos tikimybé?

5. Atsitiktinis dydis X — toks pat, kaip ankstesniajame pavyzdyje, hipotezés
irgi tos pacios. Taciau naudojate kitokj kriterijy. Atliekate du bandymus ir gaunate
dviejy dydziy X ir Xy reikS§mes. Jei min(X1, Xo) > 3/4 — pagrindine hipoteze
atmetate, priesingu atveju — priimate. Kokia dabar pirmos rusies klaidos, kokia
antros rusSies klaidos tikimybé?

Atsakymai

1. Pirmosios rusies klaida — kai kompiuteryje tuno virusas, elgtis lyg jo ten
nebuty; antrosios rusies klaida — ieskoti viruso, kai jo ten néra.

2. Abiejy rusiy klaidy tikimybés lygios 1/3.

3. Abiejy rusiy klaidy tikimybés lygios 7/27.

4. Pirmosios rusies klaidos tikimybé lygi 1/4, antrosios rusies — 1/2.

5. Pirmosios rusies klaidos tikimybé lygi 1/16, antrosios rusies — 3/4.
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3.10. Hipotezés apie normaliojo dydzio vidurkj

Jeigu Siy mety vasara bus Siltesné uz pernykste, neskubésime teigti, kad
klimatas siltéja. Kokie gi duomenys buty pakankami priimti hipotezei,
kad temperaturos vidurkis padidéjo?

Turime galimybe stebéti normaliojo dydZio X ~ N (u, 0?) reikmes. Mums
rupi tam tikros zinios apie jo vidurkj. Zinome, kaip sudaryti vidurkio pasi-
kliautinius intervalus. Tie patys jrankiai tiks ir hipoteziy tikrinimo kriteri-
jams konstruoti.

Tarkime, kad atsitiktinio dydZio dispersija o* yra Zinoma. Spéjame, kad
E[X]| = uo, ¢a po yra konkretus skaic¢ius. Taigi norime pasirinkti viena i3
dviejy hipoteziy:

Hy : 1= po;
H; @ # po.

Atsitiktinés imties (X7, X, ..., X,,) reiksmes (1,29, ..., 2,) gausime atlike
bandymus. Naudodamiesi Siais duomenimis turime padaryti sprendima.
Pasirinkime reikSmingumo lygmenj «. Nagrinékime statistika

X — o
~o/yn’

Dydis Z yra normalusis, jo dispersija D[Z] = 1. O koks vidurkis? Jeigu
hipotezé Hy yra teisinga, t. y. E[X] = po, tai E[Z] = 0 ir Z ~ N(0,1).
Jeigu hipotezé Hy yra neteisinga, tai E[Z] # 0.

Skaiciy tieseje apibrézkime kuo ,didesne” sritj, i kuria dydzio Z reikSmes,
kai Hj yra teisinga, patenka retai. Si@ sritj pavadinsime kritine sritimi. Ge-
riausia ja parinkti taip. Po standartinio normaliojo désnio tankio grafiku
satpjaukime® dvi simetrisSkas ,,uodegas” taip, kad kiekvienos i$ jy plotas buty
lygus «/2. Taigi sudarykime kritine sritj i§ dviejy begaliniy spinduliy:

Z

K = (—00;—2) U (2;00).
Plotas j deSine nuo tiesés © = z po tankio grafiku lygus «/2, taigi z yra
standartinio normaliojo dydZio «/2 lygio kritiné reik§mé arba kitaip tariant
— tai 1 — /2 lygio kvantilis, taigi — lygties
o)
P(z) =1——=
() =1-73
sprendinys. Jeigu Hj yra teisinga, tai

P(ZeK)=P(Z]| > z) =q,
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t. y. tikimybeé, kad panaudoje imties duomenis gausime Z reikSme is srities
K, yra maza. Jeigu jau taip atsitiko, tai yra dvi galimybés: arba Hj yra
teisinga, bet imties duomenys pasitaike labai jau nebudingi, arba Hj yra
neteisinga. Naturalu rinktis pastaraji atvejj kaip labiau tikétina, t. y. at-
mesti pagrindine hipoteze. Stai ir sukonstravome pirmajj hipoteziy tikrinimo
kriterijy.

A
Ho:p=po
/\ Hy:p# o
=
Z I 7
H, atmetame H, atmetame
—Z z %
O(z)=1— /2| Xy~ N(0,1)
Hipotezé apie normaliojo dydzZio vidurkj,
kai dispersija zinoma
Stebimas atsitiktinis dydis X ~ N{(u,0?), dispersija o? Zinoma,

(X1, Xo, ..., X,) dydzio imtis. Hipotezés:

HO:M:MO)
H; @ # o,

a — reikSmingumo lygmuo, z — lygties ®(z) = 1 — /2 sprendinys, t. y.
standartinio normaliojo dydzio «/2 lygmens kritiné reikSme,
a/\/n

Kriterijus: jei |Z| > z, hipotezé Hy atmetama, jei |Z| < z, hipotezé H
priimama.

Z

(46)
Galbut esame tikri, kad stebimo dydzio vidurkis negali buti mazesnis uz
to- Tada alternatyviaja hipoteze galime formuluoti kitaip: H; : u > po.
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Ar reikia keisti hipoteziy tikrinimo kriterijy? Jeigu labai norime, galime
naudoti tg patj. Jis garantuos, kad pirmosios rusies klaidos tikimybé nebus
didesné uz reikSmingumo lygmenj «. Taciau yra ir daugiau kriterijy su tuo
paciu reikSmingumo lygmeniu, tac¢iau garantuojanc¢iy mazesne antros rusies
klaidos tikimybe. Geriausias i$ ju tas, kurio kritiné sritis (t. y. pagrindinés
hipotezés atmetimo sritis) yra sudaryta i§ vieno spindulio:

K= (z;00), ®(2)=1-a.

Analogiskai formuluojamas kriterijus, kai alternatyvi hipotezé yra
Hl < o

Hipotezé apie normaliojo dydzio vidurkj,
kai dispersija Zinoma

Stebimas atsitiktinis dydis X ~ N{(u,0?), dispersija o? Zinoma,

(X1, Xa,...,X,) dydzio imtis, o — reikSmingumo lygmuo, z — lygties
®(z) = 1 — « sprendinys, t. y. standartinio normaliojo dydZio o lygmens
kritiné reiksme, o

X — o

Z = i

Hipotezés:

H():luzluo:
H, :p> po,

Kriterijus: jei Z > z, hipotezé Hy atmetama, jei Z < z, hipotezé Hj
priimama. Hipotezés:

HO:M:,U’Oa
H, @ p < po,

Kriterijus: jei Z < —z, hipotezé Hy atmetama, jei Z > —z, hipotezé Hy
priimama.

(46)

Pagrindine hipoteze priimame arba atmetame priklausomai nuo statis-
tikos Z jgytos reikSmeés. Tarkime, Z reikSmeé, apskaiciuota pagal imties
duomenis lygi v ir v > 2z, ¢ia z — kritiné reikSmé, naudota kritinei sri¢iai
apibrézti, kai alternatyvi hipotezé yra Hy : p # po. Tada pagrindine hipoteze
atmesime. Jeigu v Zymiai skiriasi nuo z, hipoteze atmesime maziau dvejo-
dami, jeigu nedaug — pasitikéjimas savo sprendimu bus mazesnis. Si tikruma
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dél savo sprendimo galima kiekybiskai ,matuoti“ tikimybe
P(Z > v|Hy) =1 — ®(v).

Kuo §i tikimybé mazesne, tuo labiau galime buti ramus, kad priémeéme teis-
inga sprendima. Tokia tikimybe galime skaic¢iuoti ir alternatyvos Hy : > po
atveju. Kai alternatyvi hipotezé yra Hy : p < po, pagrindine hipoteze at-
metame, kai statistikos reikSmé v tenkina nelygybe v < —z. Tokiu atveju
pasitikéjima savo sprendimu galime ,matuoti® tikimybe

P(Z < v|Hy) = d(v).

O kaip gi tuo atveju, kai stebimojo dydzio dispersijos nezinome? Vietoje
statistikos Z galime naudoti

X — o » 1 ¢ <2
T= ~ St(n— 1 = X, — X)2.

ir sudaryti kriterijus labai panasiai. Kriterijai skirsis nuo aptartyjy tik nau-
dojama statistika (7" vietoje Z) ir tuo, kad kritinéms sritims apibrézti vietoje
standartinio normaliojo dydzio kritiniy reikSmiy dabar naudosime Studento
dydzio su n — 1-u laisves laipsniu kritines reikSmes.

Hipotezé apie normaliojo dydzio vidurk]j,
kai dispersija neZinoma

Stebimas atsitiktinis dydis X ~ N(u,0?), dispersija o>

(X1, Xa, ..., X,) dydZio imtis. Hipotezés:

nezinoma,

Hy : p = po,
Hl:u%uD)

a — reikSmingumo lygmuo, t — lygties
Fr, ,(t)=1-a/2, T,y ~St(n—1)

sprendinys, t. y. Studento dydZio su n— 1-u laisvés laipsniu /2 lygmens
kritiné reiksme, o
X —
)
S/\/n
Kriterijus: jei |T'| > t, hipotezé Hy atmetama, jei |T'| < t, hipotezé H
priimama.

(46)
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=
T
T <
S,

H, atmetame H, atmetame

Y

—t t
Fr, (2)=1—-0a/2|T, 1 ~St(n—1)

UZdaviniai
1. Pasinaudoje atsitiktinio dydzio X ~ N(u,0,25) imtimi
0,852; 1,72; 1,88; 0,645; 1,56; 0,820; 1,13; 1,81; 0,260; 1,07
nuspreskite, kurig iS hipoteziy reikia priimti:
Ho:p=1,
Hi:p#1,
kai reikSmingumo lygmenys yra o = 0,3; 0,2; 0,1; 0,05.
2. Pasinaudoje atsitiktinio dydzio X ~ N(u,0,25) imtimi
1,79; 2,48; 2,73; 2,84; 2,13; 2,34; 1,58; 1,73; 2,21; 1,65
nuspreskite, kurig i§ hipoteziy reikia priimti:
Hy:p=2,
Hy:p>2,
kai reikSmingumo lygmenys yra o = 0,3; 0,2; 0,1; 0,05.
3. Pasinaudoje atsitiktinio dydzio X ~ N(u,0?) imtimi
0,878; 0,379; 0,141; 0,475; 0,883; 1,27; 1,37; 0,462; 1,19; 0,655
nuspreskite, kurig i§ hipoteziy reikia priimti:
Hy:p=1,
Hi:p#1,
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kai reiksmingumo lygmenys yra o = 0,3; 0,2; 0,1; 0,05.
4. Pasinaudoje atsitiktinio dydzio X ~ N (u,0?) imtimi

0,619; 0,993; 0,591; 2,03; 1,34; 1,01; 1,23; —0,215; 1,87; 1,73
nuspreskite, kurig iS hipoteziy reikia priimti:

Hoilu,zl,
H,:pu<1,

kai reikSmingumo lygmenys yra o = 0,3; 0,2; 0,1; 0,05.

Atsakymai

1. Statistikos reikimé Z = 1,14, kritinés reikSmés lygios 1,04; 1,28; 1,64; 1,96,
todél pagrindiné hipotezé atmetama, kai reikSmingumo Iygmuo o = 0,3 ir priimama
kitais atvejais.

2. Statistikos reik§mé Z = 0,948, kritinés reiks§més lygios 0,524; 0,842; 1,28; 1,64,
todél pagrindiné hipotezé atmetama, kai reikSmingumo lygmuo o = 0,3 bei a = 0,2
ir priimama kitais atvejais.

3. Statistikos reikSmé Z = —1,75 kritinés reiksmés lygios 1,10; 1,38; 1,83; 2,26
todél pagrindiné hipotezé priimama tik tuo tada, kai reikSmingumo lygmuo o =
0,05 ir atmetama kitais atvejais.

4. Statistikos reiksmé Z = 0,556, kritinés reiksmeés lygios 0,544; 0,883; 1,38; 1,83
todél pagrindiné hipotezé atmetama, kai reikSmingumo lygmuo o = 0,3 ir priimama
kitais atvejais.

3.11. Hipotezés apie sékmés tikimybe

Ar moneta simetriska? Ar tikrai vyriausybe remia 60% gyventoju?
Stuos ir kitus panasius klausimus galime suformuoti kaip hipotezes apie
sekmeés tikimybe.

Meétome moneta. Bandymy sekos rezultatas — atvirtusiy herby ir skaiciy
seka. Ar galime teigti, kad moneta simetrigka?

Teigiama, kad naujoms prezidento iniciatyvoms pritaria 70% Salies gy-
ventojy. Galime apklausti, pavyzdziui, kelis Simtus. Gausime imtj. Ar jos
duomenys patvirtina iskelta hipoteze apie parama prezidentui?

Tai du hipoteziy apie sékmeés tikimybe pavyzdziai. O dabar panagrineki-
me, kaip hipoteziy apies sékmés tikimybe uzdavinys keliamas ir sprendziamas
statistikos metodais.

Stebimas atsitiktinis dydis X jgyja dvi reikSmes su nezinomomis tikimy-
bémis:



Atlike n nepriklausomy stebéjimy gausime imties (X7, Xo, ..., X,,) reikSmes.
Formuluojame hipotezes apie nezinoma sékmeés tikimybe p :

Hy : p = po;
H, : p # po.

Zinoma, atsizvelgiant j aplinkybes alternatyvi hipotezé gali buti formuluo-
jama ir kitaip: Hy : p > po arba H; : p < po. Tegu o yra reikSmingumo
lygmuo.

Jeigu bandymuy skaic¢ius yra didelis, galime taikyti centrine ribine teorema.
Pasiréme ja galime teigti: jei Hy yra teisinga, t. y. p = po, tai dydis

< - X1+ Xo+ ...+ X, sékmiy skaiius
po(L—po)/n’ n o

pasiskirstes pagal désnj, labai panasy j standartinj normalyji. Todél hipoteziy
tikrinimo kriterijy galime sudaryti panasiai kaip normaliojo dydzio vidurkiui.
Jeigu z yra standartinio normaliojo dydzio «//2 lygmens kritiné reik§mé, t.
y. lygties ®(z) = 1 — /2 sprendinys, tai pagrindine hipoteze atmesime, kai
|Z| > z ir priimsime, kai |Z| < z. Kai alternatyvi hipotezé yra Hy : p > po
arba Hy : p < pg, geresnius kriterijus gausime, naudodami vienpuses kritines
sritis kaip hipoteziy apie normaliojo dydzio vidurkj atveju.

Hipotezés apie sékmés tikimybe, kai bandymy daug

Tegu stebimas atsitiktinis dydis X jgyja reikSme 1, jei bandymas baigiasi
seékme ir reiksme 0, jei baigiasi nesékme, (X1, Xo, ..., X,,) yra atsitiktiné
imtis, n — didelis skaicius, o — reikSmingumo lygmuo,

PX=1)=p, PX=0=1-p, Z=

Hipotezés apie sekmés tikimybe:

HO:pZPOJ
H, :p # po.

Jei|Z| > z, ¢ia z yra standartinio normaliojo dydZio /2 lygmens kritiné
reik§mé, tai pagrindiné hipotezé H, atmetama, jei |Z| < z, — priimama.
Kai alternatyva yra Hy : p > py arba Hy : p < pg, kriterijui naudojama
standartinio normaliojo dydZio o lygmens kritiné reiksmé. Pirmuoju
atveju pagrindiné hipotezé atmetama, kai Z > z, antruoju — kai Z < —z.

(46)
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Kuo daugiau bandymy, tuo daugiau informacijos, tuo patikimesni musy
sprendimai. Taciau ka daryti, jeigu bandymy atlikta nedaug, o patikrinti
hipoteze apie sekmeés tikimybe vis délto reikia. Tarkime, bandymy skaicius
nedidelis. Sudéje atsitiktinés imties dydzius gausime dydj, pasiskirs¢iusj pa-
gal binominj désnj su nezinoma sekmes tikimybe:

Sp=Xi+Xo+ ...+ X, ~B(n,p).

Jeigu hipotezé H, yra teisinga, t. y. p = po, tai S, ~ B(n,po), E[S,] =
npo. Taigi galime tikétis, kad atlike bandymus gausime artimg Siam skaiciui
sekmiy kiekj. Jeigu sékmiy skaic¢ius bus pernelyg mazas arba pernelyg didelis,
tai naturalu manyti, kad hipotezé yra neteisinga, t. y. ja reikia atmesti.
Kaipgi vadovaujantis tokia idéja sudaryti kriterijy hipoteziy

H0:p2p07
H, : p # po,

tikrinimo uzdaviniui?

Tegu a yra reikSmingumo lygmuo. Prisiminkime, dydj, kuriuo ,matavome®
pasitikéjima savo sprendimu, kad pagrindiné hipotezé apie normaliojo dydzio
vidurkij neteisinga. Jeigu kriterijaus statistikos Z reikSmeé u didesné uz kritine
reikSme z, tai pagrindine hipoteze atmetéme, o pasikliovima savo sprendimu
,matavome” tikimybe

t=P(Z>uHy) =1—(u).

Kuo si tikimybé mazesné, tuo sprendimas atmesti pagrindine hipoteze pati-
kimesnis. Jeigu u < —z, tai pagrindine hipoteze irgi atmetéme, o sprendimo
tikruma ,matavome® tikimybe

t=P(Z <ulHy) = ®(u).

Panasy mata galime naudoti musy uzdavinio kriterijui sudaryti. Jeigu is
imties duomeny gavome reik§me S, = u, u > npy, skai¢iuokime

n

t=P(S, >ulHy) =Y Crpi(1—po)" ™. (47)

1=

Jeigu gausime ¢ < a/2 — hipoteze Hy atmeskime. Kuo ¢ reik§mé maZesné,
tuo maziau galime abejoti, kad pasielgéme teisingai. Jeigu sékmiy skaic¢ius
S, < npo skai¢iuokime

t = P(S, < u|Hy) = Z Crpp(1 = po)" ™" (48)

=0
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ir atmeskime pagrindine hipoteze, kai t < «/2.

Jeigu alternatyva pagrindinei hipotezei yra Hy : p > pg, tai ¢ skai¢iuo-
jame pagal (47) ir pagrindine hipoteze atmetame, jei ¢t < . Kai alternatyva
pagrindinei hipotezei yra Hy : p < po, tai t skai¢iuojame pagal (48) ir pa-
grindine hipoteze atmetame, jei t < a.

56 pavyzdys. Ar simetriska moneta?

Norime patikrinti hipoteze, kad moneta simetriska, t. y. ar ja metus
herbas ir skaicius atvirsta su tokiomis paciomis tikimybémis. Pagrindiné ir
alternatyvi hipotezeés:

Hy:p=1/2;
H,:p#1/2.

Ketiname mesti moneta tik n = 15 karty, reikSmingumo lygmuo o = 0,1.
Tegu S, — atvirtusiy herby skai¢ius. Su kokiomis S,, reikSmémis hipoteze,
kad moneta simetriska atmesime?

Suprantama, hipoteze atmesime, jeigu moneta atvirs herbu per mazai
arba per daug karty. Pazymeékime

u

ti(u) = P(S, <ulHo) = ) Cipy(1—po)" " =273 Ci,
i=0 i=0

ta(u) = P(S, > u[Hy) = Z Crpp(1—po)" " =27" Z Cr,

i=u

Jeigu atvirtusiy herby skaic¢ius u tenkins nelygybe t;(u) < «/2 = 0,05 —
hipoteze, kad moneta simetriska atmesime todél, kad herby atvirto per mazai.
Jeigu atvirtusiy herby skai¢ius u tenkins nelygybe t2(u) < «/2 = 0,05 —
hipoteze, kad moneta simetriska atmesime todél, kad herby atvirto per daug.
Pasinaudoje binominiy koeficienty savybe C! = C"~" galime to(u) uzradyti
taip:

to(u) =27" z”: Cl=2" z”: Ccrnt=2n %C’:z =t1(n —u).
=u i=u =0

Taigi suraskime patj didZiausig skai¢iy u su kuriuo t1(u) < 0,05. Kiek
paskai¢iave gautume, t;(4) ~ 0,0176,¢,(5) ~ 0,05923. Taigi bijodami ap-
sirikti, pripazinsime moneta nesimetriska tik tuo atveju, kai metus n = 15
karty, moneta atvirs herbu 0,1,2,3,4 arba 12,13, 14,15 karty. Sitaip el-
gdamiesi isbrokuosime mazdaug viena is deSimties simetrisky monety. O kiek
nesimetrisky monety pripazinsime simetriskomis, tiksliau — kokios nesimetrisky
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monety dalies nesimetriskumo neatpazinsime? Ne taip lengva pasakyti. Jeigu
nesimetriskumas nedidelis, t. y. herbo atvirtimo tikimybé artima 1/2, tai
ivyks labai daznai. Panagrinékime supaprastinta atvejj. Tarkime, nau-
dodamiesi Siuo kriterijumi tikriname tik dviejy rusSiy monetas: simetriskas
p = 0,5 ir nesimetriskas su herbo atvirtimo tikimybe p = 0,6, t.y. alternatyvi
hipotezé yra H; : p = 0,6. Apskai¢iuokime antros rusies klaidos tikimybe:

11

=P(4< S, <12[H)) =) C0,6'0,4"" ~0,78;
=5

Taigi i§ 10 pasitaikiusiy nesimetrisky monety vos dvi atpazinsime! Prastoki
rezultatai. Jeigu nesimetrisky monety herbo atvirtimo tikimybé buty p =
0,7, gautume antrosios rusies tikimybes reikSme ~ 0,48, taigi atpazintume
jau daugiau kaip puse nesimetrisky monety.

Hipotezés apie sékmés tikimybe, kai bandymy nedaug

Tegu stebimas atsitiktinis dydis X jgyja reikSme 1, jei bandymas baigiasi
sékme ir reiksme 0, jei baigiasi nesékme, (X1, Xs, ..., X,,) yra atsitiktiné
imtis, n — nedidelis skaic¢ius, o — reikSmingumo lygmuo,
P(X=1)=p, P(X=0)=1—p.
Pagrindiné hipotezé Hy : p = po, gautoji is imties dydzio
S, =X1+Xo+...+X,

reiksme lygi u,
t; = P(S, > ulH,) = Z Crpy(1—po)"™ ™,

ty = P(S, < ulHy) =Y Cipy(1—po)"™*
=0

Jeigu alternatyvi hipotezé yra Hy : p # py, tai ja priimame, jei viena i$
tikimybiy tq,ty mazesné uz o /2.

Jeigu alternatyvi hipotezé yra Hy : p > py, tai ja priimame, jei t; < .
Jeigu alternatyvi hipotezé yra Hy : p < py, tai ja priimame, jei ty < .

(48)
Uzdaviniai
1. Du Zurnalistai nutaré patikrinti hipoteze, kad 60% gyventojy teigiamai
vertina ekonomine Salies raidg su alternatyva, kad teigiamai vertinanciy dalis mazesné.
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Apklausus n = 1225 gyventojy, teigiamai vertinanciy skai¢ius buvo m = 720. Abu
zurnalistai naudojo kriterijy, pagrista centrine ribine teorema. Pirmasis pasirinko
reik§mingumo lygmenj o = 0,05. Koks buvo jo sprendimas? Antrasis zurnalistas
pagrindine hipoteze atmeté. Ivertinkite, kokj reikSmingumo lygmenj jis naudojo?

2. Vienas logéjas tvirtina, kad metus losimo kauliukg SeSios akutés atvirsta
su tikimybe p = 1/6, o kitas — kad dazniau. Buvo nutarta patikrinti hipoteze
Hy : p = 1/6 su alternatyva Hg : p > 1/6. Loséjai nutaré mesti kauliukg n = 1000
karty. Pirmasis pasirinko kriterijaus reikSmingumo lygmenj oy = 0,05, o antrasis
— a9 = 0,2. Kiek karty turéty atvirsti Sesios akutés, kad pirmasis loSéjas atmesty
pagrindine hipoteze? Kiek karty turéty atvirsti Sesios akutés, kad antrasis loSéjas
atmesty pagrinding hipoteze?

3. Dviejose i§ paziuros visai vienoduose maiguose yra mieziy grudai su avizy
priemaisomis. Viename maise avizos sudaro 20%, kitame —30%. Norétume pasirinkti
maisa, kuriame priemaiSy maziau. Pasirinke viena maiSa paséméme i jo dalj grudy
ir juos perziuréjome. IS viso buvo pasemta n = 758 grudai, avizy grudy buvo
m = 166. Patikrinkite hipoteze, kad atsirinkome maiSg su mazesne priemaisy
dalimi, jeigu reikSmingumo lygmuo o = 0,2

4. Jeigu moneta yra simetriska, kiekvienas gali atspéti mazdaug pusés metimy
baigtis. Fokusininkas tvirtina, kad jis gali atspéti daugiau kaip pusés simetriskos
monetos metimy baig¢iy. Norime patikrinti hipoteze, kad jo sugebéjimai tokie
patys kaip ir visy Zmoniy su alternatyva, kad jis gali atspéti geriau. Tegu reikSmingumo
lygmuo o = 0,1. Jeigu moneta mestume n = 15 karty, kiek karty fokusininkas
turéty atspéti baigtis, kad juo patikétume?

5. Jeigu fokusininkas gali geriau nei kiti Zmonés atspéti simetriskos mon-
etos metimo rezultatus, tai turéty atspéti ir nesimetriSkos. Tarkime, n = 15
karty ruosiameés mesti moneta, kuri herbu atvirsta su tikimybe p = 0,6. Tikrin-
sime hipoteze, kad fokusininkas neturi ypatingy sugebéjimy atspéti rezultatus su
alternatyva, kad turi. Pasirinkime reikSmingumo lygmenj a = 0,1. Kiek karty
fokusininkas turéty atspéti metimo baigtj, kad patikétume jo sugebéjimais?

Atsakymai

1. Statistikos reiksmé Z = —0,8716, o pirmojo Zurnalisto kritiné reikSmé u =
—1,645, todél jis priémé pagrindine hipoteze. Kadangi antrasis zurnalistas atmeteé
pagrindine hipoteze, tai jo kritiné reiksmé v > —0,8716. Tada jo reikSmingumo
lygmuo o > ®(—0,8716) ~ 0,19.

2. Daugiau kaip 186 ir 177 kartus.

3. Statistikos reiksmé Z = 1,308, kritiné reiksmé lygi 1,645, todél pagrindiné
hipotezé, kad pasirinktas maiSas su maziau priemaisSy priimtina.

4. Daugiau kaip 10 karty.

5. Daugiau kaip 11 karty.
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3.12. Hipotezés apie normaliojo dydzio dispersija

Jeigu automatas, pilstantis gérimus j skardines, issiderino, jis dazniau
spila Siek tiek daugiau arba Siek tiek daugiau. Kitaip tariant - gérimo
kiekio skardinéje dispersija padidéja. Kad galétume tai pastebeti, reikalin-
gas hipotezés apie dispersijos reiksme tikrinimo kriterijus.

Sudarysime kriterijy hipotezéms apie normaliojo dydzio X ~ N(u,oc?)
dispersija tikrinti. Tarkime, vidurkis g yra zinomas, o hipotezeés

L2 2
Hy: 0" = oy,

H, : 0% # o}.
Naudodamiesi dydzio imtimi sudarykime statistika

nS2 1
U=— Si= EZ(X"' — )

70 i=1

giq statistika naudojome sudarydami pasikliautinius intervalus normaliojo
dydzio dispersijai. Jeigu hipotezé Hy yra teisinga, t. y. 0% = 02, tai

Galime manyti, kad tokiu atveju mazos arba didelés statistikos U reikSmes
pasitaiko retai. Taigi kritine sritj galime sudaryti is mazy ir dideliy reikSmiy.
Tegu « yra pasirinktas reikSmingumo lygmuo, o kritiné sritis
o o 9
K= [0,u1)U[u2,oo), FXn(ul): 57 1_FXn(u2): 57 Xn ™~ X (n>7

sudaryta pasinaudojant pagal x?(n) désnj pasiskirs¢iusio atsitiktinio dydZio
a/2ir 1 — a/2 lygmens kvantiliais. Taigi pagrindine hipoteze priimsime, kai
up < U < uy ir atmesime, kai statistikos reikSmé nepriklauso Siam intervalui.

Kai alternatyvi hipotezé yra Hy : 0% < o2 kriterijy konstruosime su is

vieno spindulio sudaryta kritine sritimi
K=[0,u), Fy,(u)=a, xu~x(n).
Alternatyvios hipotezés Hy : 0% > 02 atveju kriterijaus kritiné sritis

K =[us, ), 1—F,(u)=0a, Xxn-~ XQ(n).
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Hipotezés apie normaliojo dydzio dispersija, kai vidurkis
Zinomas

Stebimas atsitiktinis dydis X ~ N(u,0?), vidurkis u Zinomas,
(X1, Xa,...,X,) dydzio imtis. Hipotezés:

Hy: 0% = 0f,
2 2
H, : 0" # 05,

a — reikSmingumo lygmuo, uy, uy dydzio x% ~ x?(n) kvantiliai:
a a
FXn <u1) = §’ FX’IL (uz) = 1 - E’

statistika

nS2 1

U=— Si==> (Xi—n’

o} n
Kriterijus: jei w1 < U < wus, hipotezé Hy priimama, kitais atvejais at-
metama.
Jeigu alternatyvi hipotezé yra Hy : 0? < 02, hipotezé Hy priimama, kai
U > ul,Fxn(ul) = Q.
Jeigu alternatyvi hipotezé yra H; : 0 > o2, hipotezé Hy priimama, kai
U < UQ,FXH(UQ) =1-o.

(48)
Jeigu vidurkis g yra nezinomas, statistika U keisime j
n—1)8? 1 —
N LR NN o o
op n—1

=1

Kriterijy sudarymas visiSkai toks pats kaip anksciau, tik naudojame Kkito
dydzio kvantilius.

5

~ H, : 0% = o}

‘: H 275 2

= to 0,

= ! 0
v

o atmetame

u v
Fo..(w)=a/2F, (v)=1-a/2
Xn-1 " Xz(n - 1)
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Hipotezés apie normaliojo dydzio dispersija,
kai vidurkis nezinomas

Stebimas atsitiktinis dydis X ~ N{(u,0?), vidurkis u Zinomas,
(X1, Xo, ..., X,) dydzio imtis. Hipotezés:

Hy : 0® = 0f,
2 2
H, : 0° # 0y,

a — reiks§mingumo lygmuo, uy,uy dydzio x%_; ~ x*(n — 1) kvantiliai:
a a
Foa(m) =5, Fo(uw)=1-7,

statistika

(n—1)52

1 —
—, S’= (X, — X)%

=1

V =

Kriterijus: jei vy < U < wug, hipotezé Hy priimama, kitais atvejais at-
metama. Jeigu alternatyvi hipotezé yra Hy : o? < of, hipotezé Hy
priimama, kai U > w, F\, ,(u1) = a. Jeigu alternatyvi hipotezé yra

H; : 0% > o}, hipotezé Hy priimama, kai U < ug, F\, (us) =1 — av.

(48)
Uzdaviniai
1. Pasinaudoje atsitiktinio dydzio X ~ N(u,0?) imtimi
—2,44; —0,142; 2,49; 0,421; —1,70; 2,21; 1,13; 0,351; —0,947; 1,57;
nuspreskite, kuria i§ hipoteziy reikia priimti:

Hy: 02 =2,
1‘11:0'2>27

kai reikSmingumo lygmenys yra o = 0,3;0,2;0,1;0,05.
2. Pasinaudoje atsitiktinio dydzio X ~ N (u,c?) imtimi
0,571; 1,70; 0,552; 0,561; 1,21; 0,867; 0,937; 1,95; —0,296; 1,51
nuspreskite, kurig i§ hipoteziy reikia priimti:

Hy: 0% =1,
I‘II:O'Q<17

kai reikSmingumo lygmenys yra o = 0,3;0,2;0,1;0,05.
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Atsakymai
1. Statistikos reikSmeé V = 5,615, o kritinés reiksmés 6,39; 5,38; 4,17; 3,32,

todél pagrindiné hipotezé atmetama, kai reikSmingumo lygmuo yra o = 0,3 ir

priimama kitais atvejais.
2. Statistikos reiksmé V = 3,956 o kritinés reikSmés 6,39; 5,38; 4,17; 3,32,

todél pagrindiné hipotezé priimama, kai reikSmingumo lygmuo yra a = 0,05 ir

atmetama kitais atvejais.
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4 Savokos, terminai, etc.

Cia surinkti ne griezti matematiniai squoky apibréZimai, bet nefor-
malus paaiskinimai, kuriy nereikia imii uZ visiskai gryng pinigg. Zalos
jie jums nepadarys, o Siek tiek padéti gali.

Statistinis bandymas
Bandymas, kurio baigties negalime numatyti, taciau kurj galime kartoti daug
karty. Paprasciausi statistinio bandymo pavyzdziai — monetos ar loSimo
kauliuko metimas, atsitiktinis kokios nors aibés elemento parinkimas ir t. t.
Aigku, jeigu spésite aklai, kartais baigtj jspésite teisingai. Taciau jeigu daz-
niau jspéjate nei nejspéjate, vadinasi — suk¢iaujate.

Bandymo baigc¢iy aibé
Visy galimy rezultaty, kuriuos ketiname fiksuoti atlike bandyma, rinkinys.
Bandymas gali pasibaigti tik viena baigtimi. Baig¢iy uzrasymas priklauso
nuo bandymo pobudzio. Pavyzdziui, mete losSimo kauliuka, nustatome, kiek
akuciy yra ant atvirtusios sienelés. Tokiu atveju galimos SeSios bandymo
baigtys, kurias uzraSome skai¢iais.

Atsitiktinis jvykis
Ivykis, susijes su bandymu, apie kurj pries bandyma negalime pasakyti, ar
jis ivyks. Tikimybiy teorijos poziuriu atsitiktinis jvykis yra baig¢iy aibés
poaibis, sudarytas i§ jam palankiy baig¢iy. O kas yra jvykis ne tikimybiy
teorijoje, bet tikrovéje — niekas jums dorai nepaaiskins. [vykis yra jvykis ir
tiek.

Butinasis jvykis
Ivykis, kuris atlikus bandyma, visada jvyksta. Zodziais butinajj jvykj gal-
ima nusakyti jvairiai. Pavyzdziui, losimo kauliuko metimo bandymo atveju,
ivykiai ,atvirs maziau kaip septynios akuteés®, atvirs teigiamas akuciy skaicius
yra butinieji. Tikimybiy teorijos poziuriu butinasis jvykis — aibé sudaryta is
visy bandymo baigciy. Saulés patekéjimas ryte néra butinasis jvykis, nes kad
saulé patekeéty, jus nededate jokiy pastangy ir neatliekate jokio bandymo.
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Negalimas jvykis
Ivykis, kuris atlikus bandyma, niekada nejvyksta. Jeigu bandymas — loSimo
kauliuko metimas, tai jvykis ,atvirs daugiau kaip septynios akutés” yra nega-
limas. Negalimas jvykis neturi nei vienos palankios baigties, taigi jj atitinka
tuscia aibé. Ar neatrodo keista, kad tusc¢ig vieta vadiname taip jmantriai —
negalimuoju jvykiu?
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Priesingas jvykis
Priesingu jvykiui A vadinamas jvykis A, kurj sudaro nepalankios jvykiui A
baigtys. PrieSingas jvykis jvyksta tada ir tik tada, kai A nejvyksta. Tarp
prieSingy paziury zmoniy buna nesantaikos ir gin¢y, bet prieSingi jvykiai
niekada vienas kitam nekliudo.

Nesutaikomi jvykiai

Ivykiai, susije su tuo paciu bandymu, kurie negali jvykti vienu metu. Nesu-
taikomi jvykiai neturi nei vienos bendros palankios baigties. Pavyzdziui,
jeigu bandymas — rutulio traukimas i$ urnos, kurioje yra balti, juodi ir
raudoni rutuliai, tai jvykiai ,iStrauktas baltas rutulys“, ,istrauktas juodas
rutulys® yra nesutaikomi. Apie nesutaikomus jvykius galvokite kaip apie
nesusisiekiancias ant popieriaus iStekStas raSalo déemes, bet ne kaip apie ne-
sutaikomus politikos ar sporto varzovus.

Ivykio tikimybé
Vienetinio intervalo [0;1] skaifius, nusakantis jvykio galimybes jvykti at-
likus bandyma. Ivykiy tikimybés apibréziamos naudojantis konkreciomis
bandymo aplinkybémis, taciau taip, kad buty patenkintos butinos visiems
apibrézimams salygos. Apskritai apie tikimybe galite galvoti kaip apie mata,
panasy j geometrinj ilgj ar plota

Klasikinis tikimybés apibrézimas
Ivykio tikimybeé apibréziama palankiy jam ir visy galimy bandymo baigciy
santykiu. Toks apibrézimas taikomas tuo atveju, kai bandymo baig¢iy aibé
baigtiné ir visos jos yra vienodai galimos.

Gretinys su pasikartojimais
Jeigu i N elementy aibés renkame k elementy, uzsira§ydami ka pasirinkome
ir grazindami elementa atgal, tai gautoji elementy eilé yra gretinys i§ N
elementy po k su pasikartojimais. Pavyzdziui, zodj VILNIUS galime suvokti
kaip gretinj i§ 32 (lietuviskos abécélés raidziy skaic¢ius) po 7 su pasikartoji-
mais.

Gretinys be pasikartojimy
Jeigu i§ N elementy aibés renkame k elementy, jy negrazindami atgal, bet
rikiuodami j eile, tai gautoji elementy eilé yra gretinys i§ N elementy po k be
pasikartojimy. Pavyzdziui, 1,2,5 arba tiesiog 125 galime suvokti kaip gretinj
i$ 10 (desimtainiy skaitmeny kiekis) po 3 be pasikartojimy. Sekos 125 ir 152
atitinka skirtingus gretinius.
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Derinys
Jeigu i§ N elementy aibés renkame k elementy ir sudarome i§ jy poaibj,
tai gautasis poaibis vadinamas deriniu i§ N po k. Pavyzdziui, deSimtainiy
skaitmeny poaibis {1,2,5} yra derinys i§ 10 po 3. Kadangi elementai néra
rikiuojami j eile, tai ta patj derinj galime uzrasyti ir taip: {1, 5, 2}.

Geometrinis tikimybés apibrézimas
Jeigu bandymo baigtys vaizduojamos geometrinés srities {2, turinc¢ios baigtinj
nenulinj mata, taskais ir visos baigtys ,turi vienodas galimybes pasirodyti*
atlikus bandyma, jvykio A tikimybé apibréZiama geometriniy A ir Q maty
santykiu.

Atsitiktiniy jvykiy sankirta

Veiksmas, kurj galima atlikti su dviem ar daugiau su bandymu susijusiy
jvykiy. Atsitiktiniy jvykiy A ir B sankirta — naujas jvykis, kuris jvyksta tada
ir tik tada, kai jvyksta abu jvykiai A ir B. Pavyzdziui, jvykio ,vidurdienj
lis* ir ,yvidurdienj $vies saulé“ sankirta yra jvykis ,vidurdienj lis Svieciant
saulei”. Taigi tokiu atveju tikriausiai matysime vaivorykste. Ivykiy sankirta
tai jvykis, sudarytas i$ baigciy, kurios yra palankios visiems jvykiams. [vykiy
A, B sankirta Zymima A N B.

Atsitiktiniy jvykiy sgjunga
Veiksmas, kurj galima atlikti su dviem ar daugiau su bandymu susijusiy
ivykiy. Atsitiktiniy jvykiy A ir B sajunga — naujas jvykis, kuris jvyksta tada
ir tik tada, kai jvyksta bent vienas i§ jvykiy A ir B (arba ir abu). PavyzdZziui,
ivykio ,vidurdienj lis“ ir ,vidurdienj $vies saulé“ sajunga yra jvykis ,vidurdienj
lis arba $vies saulé”. Jvykiy sgjunga tai jvykis, sudarytas i§ baigé¢iy, kurios
yra palankios bent vienam i3 jvykiy. Ivykiy A, B sajunga zymima A U B.

Atsitiktiniy jvykiy algebra
Su tuo paciu bandymu susijusiy jvykiy Seima A, tenkinanti tam tikras savybes:
butinasis ir negalimas jvykis priklauso $iai Seimai; kiekvieno jvykio A € A
prieSingas jvykis taip pat priklauso $iai Seimai; baigtinés A jvykiy sekos
sankirta ir sajunga taip pat priklauso A. Jeigu §i savybeé teisinga ir begalinéms
sekoms, tai jvykiy Seima vadinama o-algebra. Taigi atlikdami veiksmus su
jvykiais i§ A vél gauname tos pacios Seimos jvykius.

Tikimybiné erdvé
Matematinis modelis bandymui su atsitiktinémis baigtimis nagrinéti. Tikimy-
bine erdve sudaro: baig¢iy aibeé, ivykiy o-algebra ir tikimybinis matas —
taisyklé, priskirianti jvykiams intervalo [0;1] skai¢ius — jvykiy tikimybes.
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Baigtys yra Sios erdveés ,taskai“, jvykiai — ,figuros®, tac¢iau jokios koordinaciy
sistemos néral!

Diskrecioji tikimybiné erdveé
Tikimybiné erdveé, naudojama nagrinéti bandymams, kuriy baigtis galima
sunumeruoti. Baig¢iy aibé gali buti tiek baigtiné, tiek begaliné. Baigciy
tikimybeés nebutinai yra vienodos.

Salygineé tikimybé
Ivykio A tikimybeé, apskaic¢iuota padarius prielaida, kad jvykis B jvyko, vad-
inama jvykio A salygine tikimybe su salyga B, Zymima P(A|B). Taigi skai-
¢iuojant salygine tikimybe laikoma, kad bandymo baigciy aibé sutampa su
ivykiui B palankiy baig¢iy aibe. Salyginé tikimybeé isreiskiama besalyginémis
tikimybeémis: P(A|B) = P(AN B)/P(B).

Tikimybiy sandaugos formulé
Reiskinys, siejantis jvykiy sankirtos tikimybe su salyginémis tikimybémis:

P(A N Ay N .. (A = P(A)P(As|Ay) .. P(A|A N Ay Ay,

Sankirtos tikimybés skaiciavimas kei¢iamas salyginiy tikimybiy skaic¢iavimo
uzdaviniu. Pastarasias daznai buna paprasciau apskaic¢iuoti, nei besalygines.

Pilnosios tikimybés formulé
Reigkinys jvykio A tikimybei skai¢iuoti, panaudojant salygines tikimybes
P(A[H;) :

P(A) = P(H,)P(A[H:,) + P(H2) P(A|Hs) + .. .,

¢ia H; —nesutaikomi jvykiai, kuriy sajunga lygi visai baigc¢iy aibei, o tikimybés
teigiamos. Naudojantis Sia formule daznai sudétingas jvykio tikimybeés skai-
¢iavimo uzdavinys pakei¢iamas paprastesniais salyginiy tikimybiy skaiciav-
imo uzdaviniais. Taigi 8i formulé — lyg pienovezis, suvezantis ukininky pris-
tatyta piena ] vieng vieta.

Nepriklausomi jvykiai
Jeigu prielaida, kad jvykis B jvyko nesuteikia galimybiy patikslinti ziniy
apie jvykj A, t. y. P(A|B) = P(A), tai jvykis A nepriklauso nuo B. Tada ir
B nepriklauso nuo A. Jvykiy nepriklausomumui apibrézti patogiau naudotis
salyga
P(ANB)=P(A)P(B).
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Naudojantis panasia salyga apibréziamas ir didesniy (baigtiniy bei begaliniy)
ivykiy sistemy nepriklausomumas. Jokiu budu nepainiokite nesutaikomy ir
nepriklausomy jvykiy savoky! Jeigu brolis ir sesuo turi atskirus kambarius,
mokosi ar dirba skirtingose jstaigose, vadinasi jy gyvenimai yra nepriklausomi
vienas nuo kito. Taciau tai nereiskia, kad tarp jy yra nesantaika. Kartais jie
galbut netgi gali kartu ziuréti ta pacia televizijos laida.

Bernoullio schema
Tikimybiné erdve, sudaryta vienody ir nepriklausomy bandymy su dviem
baigtimis (sékme ir nesékme) sekoms nagrinéti. Svarbiausi schemos parame-
trai — sekmes tikimybé viename bandyme p ir bandymy skaic¢ius n. Be abejo,
Bernoullis apie Bernoullio schema nieko nebuvo girdéjes.

Tikétiniausias sékmiy skai¢ius Bernulio schemoje
Séekmiy skaicius, kurj gauti atlikus Bernulio schemos bandymus, tikimybe
yra didziausia. Jeigu bandymy skai¢ius yra n, o sékmés tikimybé vien-
ame bandyme p, tai tikétiniausias sékmiy skaic¢ius yra didziausias naturinis
skaiCius, tenkinantis nelygybe m < (n + 1)p.

Polinominé schema
Tikimybiné erdveé, skirta nepriklausomy ir vienody bandymy su r (r > 2)
baig¢iy sekoms nagrinéti. Bernulio schemos apibendrinimas.

Ribinés teoremos
Teiginiai apie tam tikry jvykiy, priklausanciy nuo kintamo parametro, ti-
kimybiy elgesj, kai parametras neapréztai didéja, arba artéja prie ribinés
reik§meés. Pavyzdziui, Puasono ir Muavro-Laplaso teoremos Bernulio schemai
nusako sékmiy skaic¢iaus tikimybiy elgesj, kai bandymy skai¢ius neapréztai
didéja.

Atsitiktinis dydis
Funkcija, apibrézta bandymo baigc¢iy aibéje ir jgyjanti skaitines reikSmes:
X : Q) — R. Papildoma salyga reikalauja, kad 8i funkcija buty tam tikru budu
suderinta su nagrinéjamy atsitiktiniy jvykiy algebra, t. y. kad tikimybes
P(X < z) buty apibréztos.

Atsitiktinis vektorius
Atsitiktinis vektorius — tai atsitiktiniy dydziy rinkinys X = (X, Xo,..., X,,).
Jeigu rinkinyje yra m komponenciy, vektorius vadinamas m-maciu.

Pasiskirstymo funkcija
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Atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija vadinama funkcija Fx(z) =
P(X < x), apibrézta realiyjy skaiciy aibéje. Naudodamiesi pasiskirstymo
funkcija galime reiksti kity su atsitiktiniu dydziu susijusiy jvykiy tikimybes,
pavyzdziui, P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).

Diskretusis atsitiktinis dydis
Jeigu atsitiktinio dydzio reikSmes galima sunumeruoti, dydis vadinamas dis-
kre¢iuoju. Taigi dydziai, kuriy reikSmiy aibés yra baigtinés — diskretieji dy-
dziai. Taciau diskreciojo dydzio reikSmiy aibé gali buti ir begaliné. Pavyzdys:
losimo kauliukas métomas tol, kol atvirsta SeSios akutés. Dydzio X reikSmeé
— metimy skai¢ius. Sis dydis yra diskretusis.

Issigimes atsitiktinis dydis
Tai funkcija X : 0 — R, visoms baigtims prisikirianti ta pacia reikSme, t.
y. egzistuoja toks skaic¢ius a, kad P(X = a) = 1. Tokie dydZiai daznai pa-
sitaiko kaip tam tikra prasme ribiniai atsitiktiniy dydziy sekos dydziai, todél
tikslinga ir juos jtraukti j atsitiktiniy dydziy Seima, nors kasdienés logikos
poziuriu keistoka vadinti atsitiktiniu dydj, kurio reikSme i§ anksto zinome.

Binominis atsitiktinis dydis
Tai dydis X, kurj galima suvokti kaip sékmiy skaiciy, gauta atlikus n vienody
ir nepriklausomy bandymuy su dviem baigtimis — sékme ir nesékme. Jeigu
sekmes tikimybe yra p, tai

PX=m)=C"p™(1—-p)"™™, m=0,1,...,n.

Simboligkai Zymima X ~ B(n,p). Dar sakoma, kad X pasiskirstes pagal
binominj désnj su parametrais n, p.

Geometrinis atsitiktinis dydis
Tai dydis X, jgyjantis reikSmes m = 1,2, ... su tikimybémis

PX=m)=1-p)™'p, m=12,...

Simboligkai rasome X ~ G(p). Dydj galima suvokti kaip Bernulio schemos
bandymy, atliekamy iki pirmos sekmeés, skaiciy.

Puasono atsitiktinis dydis
Tai dydis X, igyjantis reikSmes m = 0,1,2,... su tikimybémis
ATy

P(X:m):—‘e , m=1,2 ...,
m!
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¢ia A > 0 — fiksuotas skai¢ius. Simboliskai rasome X ~ P()). Sakome, kad
dydis X pasiskirstes pagal Puasono désnj su parametru A. Puasono dydzio
reik§miy tikimybeés artimos atitinkamoms binominio dydzio Y ~ B(n,p), kai
n didelis, ir np ~ A.

Tolydusis atsitiktinis dydis
Jeigu atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijos grafikas neturi trukio tasky,
tai dydis vadinamas tolydziuoju. Tolydziyjy atsitiktiniy dydziy Seimoje svar-
biausi yra tie dydziai, kuriy pasiskirstymo funkcijy grafikai beveik visuose
taskuose turi liestines, t. y. beveik visuose taskuose egzistuoja pasiskirstymo
funkcijy iSvestinés. Tokie tolydieji atsitiktiniai dydziai vadinami absoliuciai
tolydziais.

Atsitiktinio dydzio tankis
Jeigu atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija F'y(x) beveik visur turi
iSvestine, tai

Fy(u) = / " ple)de, pla) = px(e) = Fx(a).

—00

Funkcija p(z) vadinama atsitiktinio dydzio (tikimybiniu) tankiu. Tankio
funkcija neneigiama, p(z) > 0, plotas po tankio grafiku virs Oz aSies lygus

1: [e's]
/ px(z)dz = 1.

—00

Tankio funkcija gali jgyti bet kokias teigiamas reikSmes. Jeigu teisinga ne-
lygybé px(z1) > px(x2), tai dydis dazniau jgyja reikSmes artimas x; negu
artimas .

Tolygiai pasiskirstes atsitiktinis dydis
Sakoma, kad atsitiktinis dydis, jgyjantis reikSmes i$ intervalo [a; b] yra tolygiai
pasiskirstes Siame intervale, jeigu jis turi tankj py (), kuris su visais = € (a;b)
jgyja ta pacia reik8me pyx(x) = c¢. Kadangi plotas po tankio grafiku lygus
vienam, tai ¢ = 1/(b — a). Tankis yra pastovus, tai su visais 1, x5 € (a;b)
atsitiktinis dydis X reikSmes, artimas z; linkes jgyti taip pat daznai kaip
reik§mes artimas z,. Simboliskai Zymime X ~ 7 ([a; b]).

Eksponentinis dydis
Jeigu atsitiktinis dydis X, jgyjantis tik neneigiamas reiksmes turi tankj px (z) =
Xe™ ™ x > 0, jis vadinamas eksponentiniu. Dar sakoma, kad jis pasiskirstes
pagal eksponentinj désnj su parametru A. Simboligkai rasome X ~ E(X). Ek-
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sponentiniais dydziai aprasoma daugelis gamtos reiskiniy. Pavyzdziui, laiko-
tarpis nuo radioaktyvaus atomo stebéjimo pradzios iki jo skilimo momento
yra eksponentinis atsitiktinis dydis.

Pareto atsitiktiniai dydziai
Atsitiktinis dydis X, jgyjantis reikSmes x > C,C' > 0, vadinamas Pareto
atsitiktiniu dydziu, jeigu jo pasiskirstymo funkcija yra Fx(zx) =1 — (C'/z%),
¢ia C > 0,a > 0,2 > C. Simboliskai zymime X ~ Par(a).

Standartinis normalusis atsitiktinis dydis
Atsitiktin} dydj X vadiname stadartiniu normaliuoju, jeigu jis turi tankj

—

—x2/2

p(x)zme

Kitaip tariant, X yra atsitiktinis dydis, pasiskirstes pagal standartinj
normalyjj désnj. Simboligkai rasome X ~ N(0, 1).

Normalieji atsitiktiniai dydziai
Jeigu atsitiktinio dydzio X tankis yra

1 w2

pX(I):W )

sakome, kad dydis pasiskirstes pagal normalyjj désnj su parametrais pu, o2,
rafome X ~ AN (u,0?). Parametry prasmé tokia: p yra dydzio vidurkis,
p = E[X], ¢% yra dispersija, 0 = D[X]. Normalyjj dydj X ~ N(u,o?)
galima i8reiksti per standartinj normalyjj X = u+ 0Xo, Xo ~ N(0,1).

Atsitiktinio dydzio kvantilis
Jeigu atsitiktinis dydis X yra tolydus, tai a lygio kvantiliu vadiname lygties
Fx(xz) = « sprendinj, ¢ia 0 < a < 1, o Fx(x) yra dydzio pasiskirstymo
funkcija. Jeigu pasiskirstymo funkcija yra grieztai didéjanti, tai su visomis «
reik§mémis sprendinys yra vienintelis.

Atsitiktinio dydZio kritiné reik§mé
Tolydaus atsitiktinio dydzio X 3 lygio kritine reiksme (0 < § < 1) vadiname
skai¢iy x su kuriuo yra teisinga lygybé P(X > z) = (. Kritiné reiksmé yra
lygties 1 — Fx(x) = 8 arba Fx(z) = 1 — (3 sprendinys. Taigi 3 lygio kritiné
reik§mé yra 1 — (3 lygio kvantilis. Kritinés reik§meés terminas paprastai nau-
dojamas statistiniy hipoteziy tikrinimo uzdaviniuose.
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Nepriklausomi atsitiktiniai dydziai
Atsitiktiniai dydziai X, Y vadinami nepriklausomais, jeigu atsitiktiniai jvykiai
{X < z},{Y < y}, susije su atsitiktiniais dydziais yra nepriklausomi, t.
y. su visomis z,y reiksmémis P(X < z,Y < y) = P(X < 2)P(Y < y).
Analogigkai apibréziama didesnés atsitiktiniy dydziy sistemos savoka.

Diskreciojo atsitiktinio dydzio vidurkis
Jeigu diskretusis atsitiktinis dydis X, jgyja reikSmes z1, x4, . . ., tai jo vidurkiu
vadinamas skaic¢ius

E[X] = Z ,P(X = ;).

Atsitiktinio dydzio vidurkis gali nepriklausyti atsitiktinio dydzio reik$miy
aibei. Pavyzdziui, jeigu X — akuciy, atvirtusiy ant simetrisko lo§imo kauliuko
skaicius, tai toks dydis gali igyti reikSmes 1,2,3,4,5,6, o jo vidurkis néra
dydzio reiksmeé: E[X] = 3,5. Taciau jeigu kauliuka mesime daug karty
ir sudarysime aritmetinj gauty reikSmiy vidurkj, tai labai tikétina, kad Sis
skai¢ius mazai skirsis nuo atsitiktinio dydzio vidurkio, t. y. gausime (x; +
ro+...+x,)/n ~ E[X]. Egzistuoja atsitiktiniai dydziai, neturintys vidurkio.

Vidurkio adityvumo savybé
Jeigu atsitiktiniai dydziai X;, Xo, ..., X,, turi vidurkius, tai vidurkj turi ir jy
suma. Be to ,

EX:+...+ X,| =EX | +E[X,] +... + E[X,].

Si svarbi savybe vadinama vidurkio adidtyvumo savybe. Ji teisinga bet kok-
iems atsitiktiniams dydziams, vienintelé salyga — kad vidurkiai egzistuoty.

Absoliuéiai tolydzZiy atsitiktiniy dydziy vidurkis
Absoliu¢iai tolydaus atsitiktinio dydzio X, turin¢io tankj px(z) vidurkis
apibréziamas lygybe
E[X] = / rpx (z)dx.

Vidurkj galima apibreézti ne tik diskretiesiems bei absoliuciai tolydiems dydzi-
ams. Pavyzdziui, sumuodami du dydzius — viena diskretyji, kita absoliuciai
tolydy, galime gauti dydj, kuris nepriklauso nei vienai i$ Siy Seimy. Bendroje
teorijoje pateikiamas vidurkio apibrézimas, tinkantis visais atvejais.

Atsitiktinio dydzio dispersija
Atsitiktinio dydzio dispersija, apibréziama lygybe

D[X] = E[(X — E[X])?],
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nusako atsitiktinio dydzio reik§miy iSsibarstymo diduma. Atsitiktinio dydzio
dispersija — neneigiamas skaiCius. ISsigimusio atsitiktinio dydzio dispersija
lygi nuliui, nes jo reik§més néra iSsibarste i3 viso (jis jgyja vienintele reiksme).
Egzistuoja atsitiktiniai dydziai, neturintys dispersijos.

Atsitiktinio dydzio standartinis nuokrypis
Atsitiktinio dydzio X standartiniu nuokrypiu vadinamas dydis

o(X) = /DIX].

Jis taip pat nusako atsitiktinio dydzio reiksmiy iSsibarstymo diduma.

Dispersijos adityvumo savybeé
Jeigu atsitiktiniai dydziai X, Xo,...,X,, yra nepriklausomi ir turi dispersi-
jas, tai ir jy suma turi dispersija, be to

D[X; + Xo+ ...+ X, = D[X;] + D[X5] + ... + D[X,].

Si savybé vadinama dispersijos adityvumo savybe. Nuo vidurkio adityvumo
savybes ji skiriasi tuo, kad ja turi tik nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

Didziyjy skaiciy désnis
Tai ribiné teorema, nusakanti nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos elgesj,
kai démeny skaic¢ius auga. Désnio esmé tokia: jeigu X, Xo,... yra neprik-
lausomi atsitiktiniai dydziai, turintys vidurkj E[X;] = a, tai su didelémis n
reik§mémis atsitiktinis dydis Y, = (X7 + Xo + ... + X,,)/n dazniausiai jgyja
tik artimas skaiciui a reikSmes, t. y. ,supanasé¢ja“ su iSsigimusiu atsitiktiniu
dydziu, jgyjanc¢iu reiksme a.

Ceby%ovo nelygybé
Paprasta nelygybeé, kuria naudojantis galima jvertinti atsitiktinio dydzio X
reik§miy nuokrypiy nuo vidurkio tikimybes:

P(X ~BIX]| > < 2o,

Nelygybé naudojama jvairiuose teoriniuose samprotavimuose ir jrodymuose.
Pavyzdziui, pasinaudojus ja nesunku jrodyti didziyjy skaic¢iy désnj vienodai
pasiskirsc¢iusiems nepriklausomiems atsitiktiniams dydziams, turintiems dis-
persijas.

Atsitiktiniy dydzZiy kovariacija
Atsitiktiniy dydziy X, Y kovariacija apibréziama lygybe

cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].
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Kovariacija nebutinai egzistuoja, tac¢iau jeigu atsitiktiniai dydziai turi disper-
sijas, tai galima apskaiciuoti ir kovariacijg. Jeigu atsitiktiniai dydziai X,Y
yra nepriklausomi, tai jy kovariacija lygi nuliui.

Teigiamai koreliuoti atsitiktiniai dydziai
Atsitiktiniai dydziai X, Y vadinami teigiamai koreliuotais, jeigu cov(X,Y) >
0. Tai reiskia, kad dydzius sieja rySys: didesnes vieno dydzio reikSmes pa-
prastai atitinka didesnés kito dydzio reiksmeés. Jeigu i§ dydziy stebéjimy
gautas reiksmes (x;, y;) pavaizduotume plok$tumos taskais, matytume polinkj
grupuotis apie tam tikra tiese su teigiamu krypties koeficientu.

Neigiamai koreliuoti atsitiktiniai dydziai
Atsitiktiniai dydziai X,Y vadinami neigiamai koreliuotais, jeigu cov(X,Y) <
0. Tai reiskia, kad dydzius sieja rySys: didesnes vieno dydzio reikSmes atitinka
mazesnes kito dydzio reikSmes. Jeigu i§ dydziy stebéjimy gautas reikSmes
(x;,y;) pavaizduotume plokstumos taskais, matytume polinkj grupuotis apie
tam tikra tiese su neigiamu krypties koeficientu.

Nekoreliuoti atsitiktiniai dydziai
Atsitiktiniai dydziai X,Y vadinami nekoreliuotais, jeigu cov(X,Y) = 0.
Pavyzdziui, nepriklausomi atsitiktiniai dydziai yra nekoreliuoti.

Koreliacijos koeficientas
Dydis, nusakantis atsitiktiniy dydziy X,Y rySio savybes. Koreliacijos koefi-
cientas apibréziamas lygybe
cov(X,Y
p(x,y) = 2B
DIX]D[Y]

Koreliacijos koeficientas jgyja reik§mes i intervalo [—1;1]. Jeigu p(X,Y) =
+1, tai dydziai tiesiSkai susije, t.y. egzistuoja skai¢iai a,b,c ne visi lygus
nuliui, kad P(aX + bY = ¢) = 1. Jeigu p(X,Y) > 0, dydziai yra teigiamai
koreliuoti, jei p(X,Y’) < 0 dydziai neigiamai koreliuoti. Kuo koreliacijos koe-
ficiento modulis |p(X,Y')| didesnis, tuo rySys tarp dydziy panaSesnis j tiesinj.

Centriné ribiné teorema
Ribiné teorema, nusakanti nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos elges;j,
kai démeny daugeéja. Tegu Xi, Xo, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
atsitiktiniai dydziai, turintys dispersijas, S, = X1+ Xs+ ...+ X,,. Centrinés
ribinés teoremos esme galima suformuoluoti taip: jei
y, = Sp — E[Sn]7
D[S,
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tai didéjant n dydis Y,, savo tikimybinémis savybémis darosi vis panasesnis }
standartinj normalyji dyd;.

Muavro-Laplaso teorema
Centrinés ribinés teoremos atskiras atvejis Bernulio schemai vadinamas Muavro-
Laplaso teorema. Jos esmeé: dydis

_ Sn — E[Sn]
"TUDEL

kur S,, yra sékmiy skaic¢ius Bernulio schemoje, savo tikimybinémis savybémis
darosi vis panaSesnis j standartinj normalyjj dydj, kai bandymy skaic¢ius n
didéja.

Populiacija
Populiacija arba generaliné aibé — statistinio tyrimo objekty visuma. Tiriamy
objekty savybeés reiskiamos kintamyjy reikSmeémis, kurios gali buti tiek skai-
tinés (kiekybiniai kintamieji), tiek simbolinés (kokybiniai kintamieji).

Atsitiktiné imtis
Kadangi visi populiacijos objektai dazniausiai negali buti iStirti, atrenkama
ju dalis ir pagal juos tiriant gautus duomenis, daroma iSvada apie visos
populiacijos savybes. Atranka gali buti vykdoma jvairiais metodais. Ma-
tematinéms iSvadoms geriausiai tinka atsitiktinis atrankos budas: objektai
atrenkami tyrimui atsitiktinai ir nepriklausomai su grazinimu. Atrinktyjy
objekty tyrimg galima interpretuoti kaip nepriklausomus bandymus, kuriuose
stebimos vienodai pasiskirs¢iusiy nepriklausomy atsitiktiniy dydziy reikSmeés.
Todél matematiné savoka, atitinkanti tokj tyrima, yra atsitiktinis vektorius

<X17X27 s 7Xn>a

kurio komponentés — atsitiktiniai ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai.
Sis vektorius vadinamas atsitiktine imtimi. Konkre¢iuose tyrimuose gauname
siy dydziy reiksmes. Siy reiksmiy rinkinys (x1,29,...,x,) vadinamas atsi-
tiktinés imties realizacija arba tiesiog imtimi.

Aprasomoji statistika
Statistiniame tyrime gauty duomeny tvarkymo, sisteminimo ir vaizdavimo
metodai. Jy tikslas — palengvinti duomeny apzvalga, parengti juos skaiciav-
imams ir vertinimams.

Imties duomeny daZniai
Naturiniai skai¢iai, gauti nustacius, kiek karty imtyje pasikartoja duomeny
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reik§meés. Padalinus duomeny daznius i§ bendro duomeny skaiciaus, gaunami
santykiniai dazniai.

Stulpeliné diagrama
Grafinis duomeny dazniy lentelés vaizdavimas. Abscisiy aSyje pazymimi
taskai, atitinkantys skirtingus imties duomenis, vir§ jy bréziami stulpeliai,
kuriy auksciai proporcingi duomeny dazniams.

Skrituliné diagrama
Grafinis duomeny dazniy lentelés vaizdavimas. Skirtingas duomeny reikSmes
atitinka skritulio sektoriai, kuriy centriniai kampai proporcingi duomeny daz-
niams.

Histograma
Sugrupuoty imties duomeny stulpeliné diagrama. Visa imties duomeny sri-
tis dalijama j vienodo ilgio intervalus, skai¢iuojama kiek duomeny yra dali-
jimo intervaluose ir vir$ §iy intervaly braizomi stulpeliai, kuriy aukséiai pro-
porcingi dazniams. Proporcingumo koeficientas parenkamas taip, kad ben-
dras diagramos stulpeliy plotas buty lygus 1.

Imties variaciné eiluté
Imties duomeny eiluté, gauta isdéscius imties duomenis didéjimo tvarka.

Empiriné pasiskirstymo funkcija
Pasiskirstymo funkcija, sudaryta pagal imties duomeny dazniy lentele. éiq
lentele galima interpretuoti kaip diskreciojo atsitiktinio dydzio reikSmiy ir
tikimybiy lentele: reiksmeés z; tikimybé lygi santykiniam Sios reiksmeés dazniui.

Imties kvantiliai
Imties (1,23, ..., T, g-osios eilés kvantilis tai skaic¢ius v,, ,dalijantis* imties
duomenis j dvi dalis: j kaire nuo v, yra ne maziau kaip gn duomeny, j deSine
— ne maziau kaip (1 — g)n.

Mediana
Mediana vadinamas imties kvantilis, kurio eilé ¢ = 1/2.

Kvartiliai
Imties kvantiliai, kuriy eilés yra 1/4;2/4; 3/4 vadinami kvartiliais ir paprastai
Zymimi Qq, @2, Q3. Kvartilis ()5 yra mediana. Galétume kvartilj lietuviskai
vadinti imties ketvir¢io zenklu, o mediang — imties pusés zenklu. Taciau
pavadinimas tapty ilgesnis, o be to — skambeéty ne taip moksliskai.
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Imties vidurkis
Imties (x1, T, ..., x,) vidurkiu vadinamas skai¢ius

r1+x9+ ... +x,
- .

T =

Imties vidurkj galima suvokti kaip vidurkj diskreciojo atsitiktinio dydzio, ku-
rio reik§més ir tikimybés duotos imties reikSmiy ir santykiniy dazniy lentele.
Noréciau skaitanciy Sias eilutes papraSyti trumpam uzsimerkti ir pagalvoti,
ar nepainiojate atsitiktinio dydzio ir imties vidurkio sgvoky.

Imties dispersija

Imties (x1, z, ..., x, dispersija vadinamas skai¢ius
n
1
s = E (z; —7)%
n—14
=1

Imties dispersija nusako imties duomeny isibarstymo didumg.

Statistika

Atsitiktiné imtis (X, Xo, ..., X,,) yra atsitiktiniy dydziy seka, atitinkanti
nepriklausomy dydzio, iSreiskianc¢io populiacijos objekty savybes, stebéjimuy
seka. Darant iSvadas daznai svarbios ne pavienés atsitiktinés imties kom-
ponentés, bet i§ jy sudaryti reiskiniai. Tokie reiskiniai (funkcijos) 7' =
h(X1, Xs, ..., X,) vadinami imties statistikomis. Imties statistika — tai nau-
jas atsitiktinis dydis. Istate konkretaus tyrimo duomenis, gauname $io dydzio
reikSme.

Taskinis parametro jvertis
Naudojantis imties duomenimis siekiama nustatyti stebimo atsitiktinio dy-
dzio nezinomo parametro 6 reikSme. Siam tikslui sudaroma atitinkama statis-
tika 0* = h(X;, Xo,..., X,). Tokia statistika vadinama taskiniu nezinomo
parametro jverciu.

Nepaslinktas parametro jvertis
Nezinomo parametro 6 taskinis jvertis 6* = h(Xy, Xo, ..., X,,) yra atsitiktinis
dydis, kurio reik§mes gauname i§ konkrec¢iy imties duomeny (z1, xo, ..., z,).
Ivertis vadinamas nepaslinktu, jeigu E[6*] = 0, t. y. jverfio reik§més yra
Lbaisyklingai iSsibarste” apie tikraja parametro reikSme.
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Empirinis momentas
Atsitiktinés imties (X1, Xo, ..., X,,) k-osios eilés empiriniu momentu vadina-
mas dydis
XF+ X5+ +XE
n

Qg

Tai naujas atsitiktinis dydis, jo reikSmes gauname naudodamiesi atsitiktinés
imties realizacija (i§ konkreciy stebéjimy gautais duomenimis).

Momenty metodas
Taskiniy jverciy sudarymo metodas, kurio esmé — teoriniy ir empiriniy dy-
dzio momenty sulyginimas.

Pasikliautinis intervalas
Intervalyg I = (0(X1,Xs,...,X,),0(X1,Xs,...,X,)), sudaryta naudojant
dvi imties statistikas vadiname nezinomo parametro ¢ pasikliautiniu inter-
valu su pasikliovimo lygmeniu 0 < @) < 1, jei

PO <€ (0(X1,Xs, ..., X0),0(X1,Xs,...,X,)) > Q.

Naudodamiesi imties realizacijos duomenimis, sudarome konkrety pasikliautinj
intervalg. Pasikliovimo lygmuo nurodo ,tikétinumo laipsnj“, kad nezinomas
parametras priklauso sukonstruotam intervalui.

Chi-kvadrat désnis
Jeigu Xy, Xo, ..., X,, yra nepriklausomi standartiniai normalieji dydziai, o
X2 = X?+ X2+ ...+ X2, tai sakoma, kad dydis x2 yra pasiskirstes pagal
chi-kvadrat désnj su n laisvés laipsniy. Dydis x? yra absoliuciai tolydus,
simboligkai Zymime x2 ~ x*(n).

Studento désnis
Jeigu Xo, X1, Xo, ..., X, yra nepriklausomi standartiniai normalieji dydziai,
0 X
Tn = 0 ;
VXE+ X2+ 4+ X2

tai sakoma, kad dydis 7;, yra pasiskirstes pagal Studento désnj su n laisvés
laipsniy. Dydis T, yra absoliuciai tolydus, simboliskai zymime T,, ~ St(n).

_ Tiesinés regresijos uzdavinys
Zinoma, kad atsitiktiniai dydziai Y, turi tiesinj démenj o + fBz: Y, = o +
Bx + U,, ¢ia U, yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai
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turintys nulinj vidurkj ir teigiamg dispersija. Parametrai «, 3 yra nezi-
nomi. I§ bandymy gaunamos dydziy Y, reik§més y;, kai x = x;. Naudojantis
duomenimis (x;,y;) reikia jvertinti nezinomy parametry «, 3 reikSmes.

Maziausiy kvadraty metodas
Tai metodas tiesinés regresijos uzdaviniui spresti. Uzdavinyje reikalaujama
rasti nezinomy sarysio Y, = a+x+U,, parametry «, 3 jveréius, naudojantis
i§ stebéjimy gautomis reikSmémis (z;, v;), y; = Yz,. Metodo esmé — nustatyti,
su kokiomis «, # reikSmeémis reiskinio

n

S(a, B) = Z(a + B — i)

=1

reikSmeé yra maziausia.

Statistiné hipotezé

Statistine hipoteze, tai teiginys apie stebimo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo
désnj. Paprastai formuluojamos dvi hipotezés: pagrindiné ir alternatyvi.
Viena i8 jy reikia priimti naudojantis imties duomenimis. Jeigu hipotezés
yra teiginiai apie skaitines pasiskirstymo désnio parametry reikSmes, jos vad-
inamos parametrinémis, jeigu kito pobudzio teiginiai — neparametrinémis.
Taigi statistinés hipotezés priimamos ar atmetamos remiantis duomeny anal-
ize, o ne burimo i§ kavos tirSciy rezultatais.

Pirmosios rusies klaida
Klaidingas sprendimas tikrinant statistines hipotezes, kai atmetama pagrindiné
hipotezé, nors ji yra teisinga. Taigi priimama alternatyvi hipotezé, nors ji
yra klaidinga. Pavyzdziui, jeigu pagrindiné hipotezé yra Hy : as galiu, jeigu
pasimokysiu, gauti gerg tikimybiy teorijos egzamino paZymj, tai padarysite
pirmos rusies klaidg.

Antrosios rusies klaida
Klaidingas sprendimas tikrinant statistines hipotezes, kai primama pagrindiné
hipoteze, nors ji yra klaidinga. Pavyzdziui, jeigu pagrindiné tévy hipotezeé,
kad sunus ar dukra ruko, tai jie tikriauisiai padarys antrosios rusies klaida,
jeigu suras tarp nerukanciojo vadoveéliy cigarete, kurig paliko tuos vadovélius
kazkada pasiskolines draugas.

Kriterijaus reikSmingumo lygmuo
Hipoteziy tikrinimo uzdaviniui spresti konstruojamas tam tikras kriterijus.
Jeigu taikant §j kriterijy, tikimybeé padaryti pirmos ruSies klaida nevirsija
skaiciaus o, 0 < a < 1, tai Sis skaicius vadinamas kriterijaus reik§mingumo
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lygmeniu. Galite suvokti kriterijaus reikSmingumo lygmenj kaip dydj, atvirkstinj
baimés padaryti pirmos ruSies klaidg didumui. Kuo baimé didesne, tuo
reikSmingumo lygmuo mazesnis.

Kritine sritis
Hipoteziy tikrinimo uzdaviniui spresti konstruojamas kriterijus, kuris remi-
asi tam tikra imties statistika. Sios statistikos reikSmeés, su kuriomis pa-
grindiné hipotezé yra atmetama, sudaro sritj, kuri vadinama kriterijaus kri-
tine sritimi. Taigi kritiné sritis yra pagrindinés hipotezés atmetimo sritis.
Neieskokite panasumy su kritinio paauglystés amziaus ar kitomis kasdienio
Zmoniy gyvenimo savokomis.
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