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1 Tikimybin
e erdv
e1.1. Statistiniai eksperimentai�inoma situacija: galime kartoti tam tikr¡ bandym¡ daugyb¦ kartu� � patiki-mai sp
eti, kuo bandymas pasibaigs, visvien nei²moksime. Ta£iau galimenusakyti visu� baig£iu� aib¦.1 pavyzdys. Lo²imo kauliuk¡ m
et
e jau 1-os faraonu� dinastijos Egiptogyventojai (2950-2650 pr. Kr.). Graiku� legenda tvirtina, jog lo²imo kauliuk¡nuobodºiaujantiems prie Trojos sienu� graiku� kareiviams pasi	ul
e Palamed
ejus.Kauliuk¡ m
ego ir arabai; ºodis �azartas� yra kil¦s i² arabi²ko ºodºio �alzar�,kuris rei²kia tiesiog kauliuk¡.1Meskime kauliuk¡ ir mes � toks m	usu� eksperimentas. Galimu� rezultatu�aib
e
Ω = {ω1, . . . , ω6},£ia ωi ºymi rezultat¡ �i²krito i aku£iu��.2 pavyzdys. M
etykime t¡ pati� kauliuk¡, kol i²kris skai£ius �6�ir ra²ykime i� eil¦ i²kritusiu� aku£iu� skai£ius. Gausime skai£iu� eiles, pasi-baigian£ias ²e²etu, ta£iau gali b	uti ir taip, kad ²e²eto negausime, tada skai£iu�eil
e bus begalin
e. Tokias eiles nat	uralu laikyti bandymo baigtimis, nors ²iektiek keista kalb
eti apie bandymo baigti� tuo atveju, kai bandymas niekaip ne-gali pasibaigti. Galimu� baig£iu�, susijusiu� su tokiu bandymu, aib
e Ω begalin
e,bet skaiti. J¡ sudaro baigtiniai arba begaliniai rinkiniai:

ω = 〈ω1, . . . , ωm−1, 6〉, 〈ω1, . . . , 〉, ωj ∈ {1, 2, . . . 5}, m ≥ 1.3 pavyzdys. �vilgtel
ej¦ i� termometr¡ uº lango �ksuokite, k¡ jisrodo. Teori²kai galimu� rezultatu� aib
e � kontinumo galios: Ω = [s, S], £ia s �termometro skal
es maºiausioji reik²m
e, S - didºiausioji. Ta£iau vargu ar kasyra teig¦s, kad termometro rodoma temperat	ura lygi, tarkime √300 laipsniu�²ilumos.4 pavyzdys. Mintinis eksperimentas: i�sivaizduokite trajektorij¡, kuri¡ant �em
es rutulio pavir²iaus br
eºia j	usu� kojos, kai gyvenate i�prastin¦ savodien¡. Galimu� tokio bandymo baig£iu� aib¦ Ω sudaro uºdaros kreiv
es (jeinakvojate namuose).1Juliaus Cezario garsiojo posakio �alea jacta est� paºodinis vertimas yra taipogi ��kauliukas mestas�. 4



• Triviali i²vada: bandymai, kuriu� baigties negalima i² anksto numatyti,b	una i�vair	us.
• Netrivialus klausimas: kokie d
esningumai tokiu� eksperimentu� atvejuyra i�manomi?
• Empirinis pasteb
ejimas: d
esningumai i²ry²k
eja, analizuojant daug kartu�pakartoto statistinio2Meskime, pavyzdºiui, lo²imo kauliuk¡N kartu�, £iaN tikrai didelis skai£ius.Tegu Ni kartu� pasirod
e i aku£iu�. Didºiul
e lo²
eju� patirtis tvirtina, jog egzis-tuoja nuo paties kauliuko savybiu� priklausantys dydºiai pi, kad sp
ejimas

N1

N
≈ p1, . . . ,

N6

N
≈ p6pasitvirtina labai daºnai. Ta£iau dalykas n
era toks paprastas. Kai kurieeksperimentatoriai galb	ut gaus ºymiai besiskirian£ias nuo pi dydºiu� Ni/Nreik²mes. Bet mes pasikliausime dauguma ir tarsime, jog baigtims ωi galimapriskirti skai£ius, apib	udinan£ius ju� pasitaikymo daºnum¡.Daºnai, i�vykius susijusius su bandymu, nusakome ºodºiais. Pavyzdºiui,jei bandymas yra vieno kauliuko metimas, tai gali r	up
eti i�vykis, �i²krito nemaºiau, kaip keturios akut
es�; jeigu bandymas � kortos traukimas i² kalad
es,gali b	uti svarbu, i�vyks ar nei�vyks i�vykis �i²trauktoji korta yra t	uzas� ir t.t.I�vykis �i²krito ne maºiau, kaip keturios akut
es� i�vyks ir tada, kai i²kris ke-turios akut
es (t.y. pasirodys baigtis ω4), ir kai penkios, ir kai ²e²ios. Taiginat	uralu ²ias baigtis pavadinti palankiomis i�vykiui �i²krito ne maºiau, kaipketurios akut
es�, o pati� i�vyki� tiesiog sutapatinti su baig£iu� aibe {ω4, ω5, ω6}.Matematin
es teorijos pradºios ta²kas:Su statistiniu bandymu susiesime jo baig£iu� aib¦ Ω. Visus kitus i�vykius,kuriuos nagrin
esime, vaizduosime aib
es Ω poaibiais.Pavyzdºiui, kauliuko metimo atveju i�vyki� �i²krito lyginis skai£ius aku£iu��vaizduosime aibe {ω2, ω4, ω6 }.�itaip i�vykius pavert¦ poaibiais gauname labai �saus¡� matematini� rei²kinio,kuri� i�takoja atsitiktinumai, modeli� ir galime kiekybi²kai ji� tyrin
eti.2Status - pad
etis (lotyni²kai). Statistiniu bandymu arba eksperimentu vadinsime toki�bandym¡, kurio vienintelis tikslas � jo baigties �ksavimas, neanalizuojant, kokios b	utentbandymo s¡lygos t¡ baigti� l
em
e. eksperimento rezultatus.5



1.2. Klasikinis modelisTarkime, statistinio eksperimento galimu� baig£iu� aib
e yra baigtin
e:
Ω = {ω1, . . . , ωN}.Taip pat tarkime, kad visos jos turi vienodas galimybes atlikus bandym¡pasirodyti.3Atsitiktiniais i�vykiais baig£iu� aib
es Ω poaibius A ⊂ Ω, visu� poaibiu�aib¦ ºym
esime P(Ω). Tikiuosi, kad ºinote, kaip apibr
eºiama aibiu� s¡junga,sankirta ir skirtumas. �ias operacijas ºym
esime, kaip i�prasta, ºenklais ∪,∩, \.Baigtin
es aib
es A elementu� skai£iu� ºym
esime |A|.Naudosime tokius terminus:

• baigtis ω ∈ A vadinsime palankiomis A;
• aib¦ ∅ vadinsime negalimu, Ω - b	utinu i�vykiu;
• i�vykius A ir A = Ω \ A vadinsime prie²ingais;
• jei A ∩B = ∅, i�vykius A,B vadinsime nesutaikomais.I�vykis susij¦s su realiu bandymu i�vyksta, kai pasirodo palanki jam baigtis.Kuo daugiau i�vykis turi palankiu� jam baig£iu�, tuo daugiau galimybiu� tami�vykiui atlikus bandym¡ i�vykti. �ia id
eja remiasi klasikinis tikimyb
es apibr
eºimas,kuri� pirm¡ kart¡ prad
ejo naudoti Girolamo Cardano (1501-1576).1 apibr
eºimas. Tikimybe vadinsime funkcij¡ P : P(Ω) → [0, 1],apibr
eºiam¡ lygybe

P (A) =
|A|
|Ω| .Skai£iu� P (A) vadinsime i�vykio A ⊂ Ω tikimybe.Elementariais i�vykiais vadinami i�vykiai, kuriems palanki tik viena baigtis,juos atitinka poaibiai, turintys tik vien¡ element¡. Taigi kiekvienam elemen-tariajam i�vykiui

P ({ω}) =
1

|Ω| .Toliau aib¦, sudaryt¡ i² vieno elemento ω ºym
esime tiesiog ω ir nepaisysimesubtilaus skirtumo tarp baigties ir elementaraus i�vykio.3�i� teigini� konkretaus bandymo atveju priimame arba atmetame remdamiesi ne for-maliu i�rodymu, bet tam tikra praktine bei m¡stymo patirtimi. Jis leidºia mumssudaryti formalu� matematini� modeli�, kuri� turint jau galima visai ar i² dalies pamir²tigan neapibr
eºtas empirines jo atsiradimo prielaidas.6



Toks yra klasikinis tikimybiu� skai£iavimo modelis. O kas gi tie klasikai?Matyt, vienaip ar kitaip galimybes vertino visu� laiku� azartiniu� ºaidimu� m
eg
ejai.I�prasta tikimybiu� teorijos pradºi¡ sieti su pranc	uzu� matematiku� Blezo Paskaliobei Pjero Ferma darbais.4Tradicija sako, kad Paskali� susidom
eti tikimybiu� teorija paakin¦s t	ulasdidikas ir azartiniu� lo²imu� m
eg
ejas de Mer
e (Chevalier de Meray). Su-tik¦s Paskali� pakeliui i� savo dvar¡, jis suformulavo jam du uºdavinius,kurie ir suk
el
e Paskalio susidom
ejim¡ tikimybiu� arba galimybiu� skai-£iavimu. Vienas uºdavinys buv¦s toks.De Mer
e uºdavinys. Kuri tikimyb
e didesn
e: gauti nors vien¡ ²e²etu-k¡, keturis kartus metus kauliuk¡, ar bent vien¡ kart¡ du ²e²etukus, 24kartus metus kauliuku� por¡? Pabandykite i�sp
eti atsakym¡.Taigi klasikin
e tikimybin
e erdv
e yra matematinis modelis, apra²antis bandym¡su vienodai galimomis baigtimis. Tokiu� bandymu� pavyzdºiai: simetri²kolo²imo kauliuko metimas, kortos traukimas i² kalad
es, rutulio traukimas i²urnos, kurioje visi rutuliai vienodi ir t. t.Akivaizdu, jog klasikiniame modelyje
P (A) =

∑

ω∈A

P (ω), P (Ω) =
∑

ω∈Ω

P (ω) = 1.Ta£iau bandymai su vienodomis baigtimis � tikru� bandymu� idealizacija. Jukn
era nei visi²kai simetri²ku� kauliuku�, nei visi²kai vienodu� rutuliu�... Taigi daº-niausiai ne visos baigtys yra lygiavert
es, t. y. ne visos elementariu�ju� i�vykiu�tikimyb
es vienodos. Ta£iau svarbiausia � egzistuoja intervalo [0; 1] skai£iai,kurie apib	udina baig£iu� pasirodymo galimybes, t.y. kiekvien¡ elementaru�ji�i�vyki� ω atitinka jo tikimyb
e P (ω). �iuo pasteb
ejimu paremtas toks klasikin
estikimybin
es erdv
es apibendrinimas.2 apibr
eºimas. Tegu Ω yra baigtin
e arba skaiti aib
e, P(Ω) visu� jospoaibiu� sistema, P (ω), ω ∈ Ω, neneigiamu� skai£iu� aib
e
∑

ω∈Ω

P (ω) = 1.4Pierre de Fermat (1601-1665), Blaise Pascal (1623-1662).Paskalio vardas minimas ne tik matematiku�, bet ir �ziku�, ir �losofu� ir teologu� ra²tu-ose. Galb	ut svarbiausias jo �loso�nis veikalas - fragmenti²ku� min£iu� ir svarstymu� rinkinys�Mintys�. �tai viena i² ²io rinkinio i�ºvalgu�: �Niekas nelaikomas nusimanan£iu apie poezij¡,jei neturi etiket
es, kad yra poetas. Pana²iai ir su matematika ir t.t. O tikrai i²silavin¦ºmon
es nenori etiket
es ir nedaro didelio skirtumo tarp poeto ir adytojo. Tikrai i²silavin¦ºmon
es nevadinami poetais, matematikais ir t.t. Ta£iau jie tokie yra ir apie visas ²ias sritisgeba spr¦sti.� 7



Tikimybe vadinsime funkcij¡ P : P(Ω) → [0, 1], apibr
eºiam¡ lygybe
P (A) =

∑

ω∈A

P (ω).Trejet¡ 〈Ω,P(Ω), P 〉 vadinsime diskre£i¡ja tikimybine erdve.Taigi diskre£ioji tikimybin
e erdv
e yra tikimybinis bandymo su baigtine(arba skai£ia) neb	utinai vienodai galimu� baig£iu� aibe modelis. Ta£iau nor
edamiji� taikyti konkre£iam bandymui, turime suºinoti elementariu�ju� i�vykiu� tikimybes
P (ω).Niekas niekada nepasi	ulys nei formul
es, nei algoritmo tikslioms tikimybiu�reik²m
ems apskai£iuoti. Prakti²kai galima elgtis ²itaip. Tegu Ω = {ω1, ω2, . . . , ωm}yra bandymo baig£iu� aib
e; pakartokime bandym¡ dideli� skai£iu� n kartu�.Suskai£iuokime, kiek kartu� pasirod
e baigtys ω1, ω2, . . . , ωm; tegu pasirodymu�skai£iai yra n1, n2, . . . , nm.Tada tikimybes galima skai£iuoti padarius prielaid¡,kad

P (ω1) ≈
n1

n
, P (ω2) ≈

n2

n
, . . . P (ωm) ≈ nm

n
.N
era garantijos, kad ²itaip skai£iuodami nepadarysime didel
es klaidos, kaipkad n
era garantijos, kad pirkdami turguje negausite gr¡ºos netikro dvide²imtieslitu� banknoto.�i teorema apie nesutaikomus i�vykius yra tiesiog akivaizdi.1 teorema. Tegu 〈Ω,P(Ω), P 〉 yra diskre£ioji tikimybin
e erdv
e. Teisin-gos lygyb
es P (∅) = 0; P (Ω) = 1.Jei A ir B yra nesutaikomi i�vykiai, tai

P (A ∪ B) = P (A) + P (B).1.3. Intermezzo: kelios kombinatorikos formul
esTaikant klasikin
es tikimybin
es erdv
es modeli�, daºnai tenka skai£iuoti, kiekgi elementu� yra aib
eje Ω bei jos poaibiuose. Uºdavinius, kuriuose reikalau-jama suskai£iuoti, kiek yra elementu�, turin£iu� tam tikras savybes, nagrin
ejakombinatorika. Kelet¡ tokiu� uºdaviniu� i²spr¦skime.Tarkime turime baigtin¦ aib¦:
SN = {σ1, . . . , σN}.Parinkime SN element¡, padarykime jo kopij¡, gr¡ºinkime element¡ i� aib¦ irrinkime element¡ i² naujo. Tai atlik¦ n kartu� gausime rinkini�
〈σ〉 = 〈σi1 , . . . , σin〉,8



kuri� vadinsime gretiniu su pasikartojimais i² N po n elementu�. Ju� aib
e
Sn

N = SN × . . .× SN .?? (1)Paºym
ekime Bn
N = |Sn

N |. Jeigu SN yra N raidºiu� ab
ec
el
e, tai Sn
N yra tosab
ec
el
es n ilgio ºodºiu� aib
e. Beveik akivaizdu, kad Bn

N = Nn.V
el parinkime SN element¡, ta£iau jo nebegr¡ºinkime i� aib¦. Rinkime i²sumaº
ejusios aib
es nauj¡ element¡ ir taip toliau. Dabar gausime rinkini�
〈σ〉 = 〈σi1 , . . . , σin〉, σiu 6= σiv , u 6= v, (2)kuri� vadinsime gretiniu be pasikartojimu� i² N po n elementu�. Paºym
ekimeju� aib¦ Ŝn

N , ir An
N = |Ŝn

N |. Aib¦ Ŝn
N , suskaidykime i� nesikertan£ias klases

S(i) = {〈σi1, . . . , σin〉 ∈ Ŝn
N : i1 = i}, i = 1, 2, . . . , N.Taigi S(i) sudaro gretiniai su tuo pa£iu pirmuoju elementu. Kadangi |S(i)| =

An−1
N−1, tai

An
N = N · An−1

N−1.Pasinaudoj¦ ²iuo s¡ry²iu bei tuo, kad su visais m A1
m = m, gausime

An
N = N(N − 1) . . . (N − n + 1).Dydis An

n = n! yra tiesiog n elementu� skirtingu� i²d
estymu� i� vien¡ eil¦ skai£ius.Jeigu n elementu� pasirinksime negr¡ºindami i� aib¦, o po to rinkinyje surik-iuosime elementus indeksu� did
ejimo tvarka, gausime derini� i² N elementu�po n
σi1 , σi2 , . . . , σin , i1 < i2 < . . . < in, (3)kuri� galima tiesiog interpretuoti kaip aib
es SN n elementu� poaibi�. Deriniu�be pasikartojimu� aib¦ paºym
ekime

D̂n
N , Cn

N = |D̂n
N |.Literat	uroje dydis Cn

N daºnai ºymimas ir taip: (
N
n

)
. Protinga apibr
eºti C0

N =
1 (i²N elementu� aib
es nieko nepasirinkti galime tik vienu b	udu). I² kiekvienoderinio (3) galime sudaryti n! skirtingu� (2) gretiniu�. I² skirtingu� deriniu�visada gauname tik skirtingus gretinius ir visi (2) gretiniai yra ²itaip gaunami.Taigi

An
N = n! · Cn

N .V
el rinkime elementus kaip pirmuoju atveju, ta£iau nerikiuokime ju� kopiju�i� eil¦. Tik parink¦ visus n elementu�, sutvarkykime juos taip:
m1︷ ︸︸ ︷

σ1 . . . σ1

m2︷ ︸︸ ︷
σ2 . . . σ2 . . .

mN︷ ︸︸ ︷
σN . . . σN , m1 +m2 + . . .+mN = n, mi ≥ 0. (4)9



(4) rinkini� vadinsime deriniu i² N po n su pasikartojimais, ju� aib¦ irskai£iu� paºym
ekime
Dn

N , Γn
N = |Dn

N |.I�sivaizduokime (4) kaip spalvotu� rutuliuku� rinkini�: viena spalva nudaºyti σ1,kita � σ2 ir t. t.Tarkime turime n nespalvotu� rutuliuku�
◦ ◦ ◦ ◦ . . . ◦ ◦ .Dydis Γn

N lygus galimybiu� nuspalvinti ²iuos rutuliukus, kad gautume (4)rinkini�, skai£iui. Parinkime N−1 �pertvar
el¦� ir atskirkime rutuliukus, kuriebus spalvinami atitinkamai 1-¡ja, 2-¡ja,... N-¡ja spalvomis. Jei i-oji spalvanebus naudojama, tai i− 1-oji pertvar
el
e stov
es greta i-osios:
◦ ◦ | ◦ || ◦ . . . ◦ | ◦ . (5)Dydis Γn

N lygus pertvar
eliu� i²d
estymo galimybiu� skai£iui. Sunumerav¦ (5)objektus (rutuliukus ir pertvar
eles) skai£iais nuo 1 iki N+n−1, gausime, kad(5) sek¡ nusako pertvar
eliu� numeriai. Juos parinkti turime tiek galimybiu�,kiek yra b	udu� parinkti N − 1 element¡ i² aib
es, kurioje ju� yra N + n − 1.�is skai£ius savo ruoºtu lygus deriniu� be pasikartojimu� po N − 1 element¡ i²
N + n− 1 skai£iui.Susumuokime savo rezultatus.2 teorema. Teisingi ²ie teiginiai:

Bn
N = Nn, Γn

N = CN−1
N+n−1,

An
N = N(N − 1) . . . (N − n+ 1), Cn

N =
N !

n!(N − n)!
.Visu� deriniu� be pasikartojimu� po n i² N elementu� aib¦ D̂n

N padalykime i�dvi klases:
D1 = {D : σ1i�eina i� D}, D2 = {D : σ1nei�eina i� D}.Tada

|D̂n
N | = |D1| + |D2|,arba

Cn
N = Cn−1

N + Cn
N−1.�ia lygybe naudojamasi sudarant gerai ºinom¡ Paskalio trikampi�:11 11 2 11 3 3 11 4 6 4 1.10



�ia m-tosios eilut
es narys gaunamas, sumuojant du vir² jo uºra²ytus m− 1-osios eilut
es elementus. Taigi N + 1-oje eilut
eje uºra²yti koe�cientai lyg	us
Cn

N .�iu� kombinatoriniu� formuliu� nuolat prireikia, taikant klasikin¦ tikimy-biu� skai£iavimo schem¡. Daºnai jas taikome kartu su vadinam¡ja daugybostaisykle: jei pirm¡ji� element¡ galime parinkti i² n1 elementu� aib
es, o antr¡ji�� i² n2 elementu� aib
es, tai i² viso galime sudaryti n1 · n2 skirtingu� poru�. �i¡taisykl¦ galime naudodami Dekarto sandaug¡ (poru� aib
es sudarymo veiksm¡)suformuluoti taip: jeigu A ir B yra baigtin
es aib
es, tai
|A×B| = |A| · |B|.�tai vienas tipinis klasikin
es tikimybin
es erdv
es taikymo pavyzdys.5 pavyzdys. Balti ir juodi rutuliaiUrnoje yra n baltu� ir m juodu� rutuliu�. I² urnos i²traukiami u rutu-liai. Kokia tikimyb
e, jog bus i²traukta v baltu� rutuliu�, max 0, v −m ≤ v ≤

min{n, u}?Baig£iu� aib¦ sudaro deriniai be pasikartojimu� i² n + m elementu� po uelementu�. Taigi baig£iu� skai£ius lygus Cu
n+m. Baigti�, kuri yra palanki i�vykiui

Av = {i²traukta v baltu� rutuliu�}galime vaizduotis sud
et¡ i² dvieju� deriniu�: i² n baltu� rutuliu� parinkta v, i²
m juodu� rutuliu� parinkta u− v. Pirm¡ji� bei antr¡ji� derinius galima sudarytiatitinkamai Cv

n ir Cu−v
m b	udais. Bendras palankiu� i�vykiui Av baig£iu� skai£iuslygus ²iu� dydºiu� sandaugai, taigi

P (Av) = P (v) =
Cv

nC
u−v
m

Cu
n+m

.Tikimybiu� P (v) (max 0, v −m ≤ v ≤ min(n, u)) rinkinys vadinamas hiper-geometriniu skirstiniu. Kod
el hipergeometriniu? �is pavadinimas paai²k-inamas tuo, kad funkcija
f(z) =

∑

v

P (v)zvgali b	uti rei²kiama specialiomis hipergeometrin
emis funkcijomis.Kaip elgiasi hipergeometrinio skirstinio tikimyb
es?3 teorema. Hipergeometrinio skirstinio tikimyb
es tenkina s¡lyg¡ P (v+
1) ≥ P (v) tada ir tik tada, kai

v ≤ nu−m+ u− 1

m+ n + 2
.11



Taigi hipergeometrinio skirstinio tikimyb
es i² pradºiu� did
eja, o po to imamaº
eti.6 pavyzdys. �uvys eºereEºere sugauta 10 ºuvu�, jos paºenklintos ir paleistos atgal. Po kiek laikopagauta 100 ºuvu�, tarp ju� buvo dvi paºenklintos. Kiek ºuvu� yra eºere?Tarkime, eºere yra x ºuvu�. Tada antr¡ji� gaudym¡ galime interpretuoti,kaip 100 rutuliu� traukim¡ i² urnos, kurioje yra 10 baltu� rutuliu� (paºym
etosiosºuvys) ir x − 10 juodu� (lik¦ ºuvys). Tarp pagautu�ju� 100 ºuvu� gal
ejo neb	utinei vienos paºenklintos, viena paºenklinta, ir taip toliau. Protinga padarytiprielaid¡, kad i�vyko tas i�vykis, kurio tikimyb
e didºiausia. Taigi m	usu� hiper-geometrinis skirstinys toks, kad tikimyb
e yra didºiausia, kai baltu�ju� rutuliu�skai£ius v = 2. Pasir
em¦ teorema galime tvirtinti, kad
1 ≈ nu−m+ u− 1

m+ n+ 2
, n = 10, m = x− 10, u = 100.Taigi gauname x ≈ 554.Galb	ut pagalvojote, kad toks skai£iavimas perneyg sud
etingas. Kod
elnepaskai£iavus papras£iau. Jeigu eºere yra x ºuvu�, tai tikimyb
e pagautipaºenklint¡ ºuvi� lygi 10/x. Kadangi 100 ºuvu� laimikyje buvo dvi ºuvys, tai²i¡ tikimyb¦ galime apskai£iuoti ir taip: 2/100. Taigi

2

100
=

10

x
, x = 500.Kod
el gavome skirtingus rezultus ir kuriuo galime labiau pasikliauti? Prieºastis,kod
el rezultatai skiriasi gl	udi skirtingose prielaidose. Pirmojo skai£iavimoprielaida � kad i�vyko tas i�vykis, kurio tikimyb
e didºiausia. Antrojo skai£i-avimo � kad tikimyb
e 2/100, gauta pasinaudojus º	ukl
es rezultatais, lygitikimybei pagauti paºym
et¡ ºuvi�. Kuri prielaida atrodo labiau pagri�sta?Nuspr¦skite patys.

P
1
0
(m

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
m

P (X = 3) ≈ 0.251

12



Hipergeometrinis skirstinys: i² urnos, kurioje yra 10 baltu� ir 15 juodu�rutuliu� pasirinkti 9 rutuliai. Gra�kas vaizduoja tikimybes, kad pasirinkta
0, 1, ..., 9 balti rutuliai. �is skirstinys daºnai pasitaiko i�vairiose inter-pretacijose. Pavyzdºiui, urna su rutuliais gali b	uti gaminiu� partija,baltas rutulys � brokuotas gaminys ir t. t.1.4. Geometrin
es tikimyb
esPranc	uzo �. Biufono 1777 metais paskelbtame darbe5 i²spr¦stas i�ºymusis uº-davinys apie adat¡. �is darbas dav
e pradºi¡ geometriniam tikimybiu� skai£i-avimo modeliui. Uºdavinys formuluojamas taip.7 pavyzdys. Biufono uºdavinysPlok²tumoje i²vesta lygiagre£iu� tiesiu� ²eima. Atstumas tarp dvieju� gretimu�tiesiu� lygus a. Ant ²ios plok²tumos metama l (l < a) ilgio adata. Kokiatikimyb
e, jog ji kirs vien¡ i² lygiagre£iu� tiesiu�?Galime manyti, kad adatos pad
eti� tiesiu� atºvilgiu nusako skai£iu� (h, φ)pora, ºr. br
eºini�.

ϕ
ϕ

ϕ
ϕh h

h h

Tod
el eksperimento baigtimi (elementariuoju i�vykiu) galime laikyti sta£i-akampio
Ω = {(h, φ) : 0 ≤ h ≤ a, 0 ≤ φ ≤ π}ta²k¡, o mus dominanti� i�vyki� galime taip uºra²yti:

A = {adata kerta ties¦} = {(h, φ) : (h, φ) ∈ Ω, h ≤ l sin φ}.Klasikin
es tikimybin
es erdv
es atveju tikimyb¦ apibr
eºiame santykiu
P (A) =

|A|
|Ω| .Nat	uralu vietoje aib
es elementu� kiekio imti aib
es geometrin¦ charakteristik¡� plot¡ ir apibr
eºti tikimyb¦ taip:

P (A) =
µ(A)

µ(Ω)
,5G.L.L. Bu�on (1707-1788). Minimas darbas i² tiesu� para²ytas 1733 metais.13



£ia µ(B) ºymi aib
es B plot¡. �itaip skai£iuodami gauname toki¡ tikimyb
esreik²m¦
P (A) =

2l

πa
.Gautas rezultatas nelauktai duoda b	ud¡ skai£iaus π reik²mei rasti. Meskimeadat¡ daug kartu�: tegu n yra metimu� skai£ius, m � adatos ir tiesiu� kirtimosiatveju� skai£ius. Pagal didºiu�ju� skai£iu� d
esni�, kuri� nagrin
esime v
eliau, kuodidesnis n, tuo labiau tik
etina, jog P (A) = 2l/(πa) maºai skiriasi nuo m/n.Taigi, π galime skai£iuoti i² formul
es

2l/πa ≈ m/n.Galima eksperimentuoti su bet kokio ilgio l adata (pavyzdºiui, degtukuir liniuoto popieriaus lapu). Tarkime metus toki¡ adat¡ n kartu�, adata kirtoatitinkamai m1, . . . , mn liniju�. Tada
m1 + . . .+mn

n
≈ 2l

πaPasiremdami i�gyta patirtimi sudarykime teorini� modeli� tikimyb
ems skai£i-uoti tuo atveju, kai eksperimento baigti� galima interpretuoti kaip IRn poaibio
Ω ta²k¡, ir visos baigtys yra �lygiavert
es�. �ia ir toliau IR yra realiu�ju� skai£iu�aib
e, o µ(A) ºym
esime poaibio A ⊂ IRn n-mati� t	uri�, jeigu jis egzistuoja (kai
n = 1, µ rei²kia geometrini� ilgi�, kai n = 2 � plot¡). Nagrin
esime tik tuossu ²iuo bandymu susijusius i�vykius, kurie vaizduojami Ω poaibiais, turin£iaist	uri�.3 apibr
eºimas. Tegu Ω ⊂ IRn, µ(Ω) egzistuoja ir µ(Ω) <∞. Tegu

A = {A : A ⊂ Ω, µ(A) egzistuoja}yra nagrin
ejamu� atsitiktiniu� i�vykiu� sistema, o P : A → [0, 1] yra funkcija,apibr
eºta lygybe
P (A) =

µ(A)

µ(Ω)
.Trejet¡ 〈Ω,A, P 〉 vadinsime geometrine tikimybine erdve.Taigi geometrin
eje tikimybin
eje erdv
eje baigtys yra atitinkamos geometrin
essrities ta²kai, i�vykiai � ²ios srities poaibiai, kurie turi geometrini� mat¡, o ju�tikimyb
es apibr
eºiamos ²iu� geometriniu� matu� santykiu. Geometrin¦ tikimy-bin¦ erdv¦ taikome, kai eksperimento baigtis � atsitiktinis geometrinio ob-jekto pasirodymas ar pasirinkimas. Kartais atsitiktinumo interpretacija irgib	una pasirinkimo objektas. Nuo atsitiktinumo interpretacijos priklauso patsrezultatas, kaip ºinomame Bertrano6 uºdavinyje.6J.L.F. Bertrand (1822-1900) -pranc	uzu� matematikas; pagrindiniai darbai � analiz
esbei algebros srityse. 14



8 pavyzdys. Bertrano uºdavinysAtsitiktinai parenkama vienetinio apskritimo styga. Kokia tikimyb
e, jogji ilgesn
e uº i�br
eºto i� ²i� apskritim¡ lygiakra²£io trikampio kra²tin¦?Galime suprasti �atsitiktini�� stygos pasirinkim¡ i�vairiai.Tarkime vienetinio skritulio viduje atsitiktinai pasirenkame ta²k¡ ir imamestyg¡, einan£i¡ per ²i� ta²k¡ statmenai spinduliui, nubr
eºtam per t¡ pati� ta²k¡.Tokiu atveju galime taikyti geometrin
es tikimybin
es erdv
es modeli� laikydami,jog Ω yra vienetinis skritulys.Galime taipogi �ksuoti vien¡ apskritimo ta²k¡ P, nubr
eºti liestin¦ ²iameta²ke ir nagrin
eti stygas, einan£ias per ta²k¡ P. Laikysime, jog styga parinkta,jei parinktas jos ir liestin
es kampas. Tada taikydami geometrin¦ tikimybin¦erdv¦ imame Ω = [0, π].Pagaliau galime atsitiktini� stygos parinkim¡ suprasti ir taip. Fiksuojameapskritimo skersmeni� ir atsitiktinai parenkame jo ta²k¡. Nagrin
ejame styg¡,kuri statmena skersmeniui ²iame ta²ke. Dabar galime imti Ω = [−1, 1].

Atsitiktini� stygos parinkim¡ galima suprasti i�vairiaiAtsakymai visais trimis atvejais skirtingi. Tikimyb
e, jog parinkta stygabus ilgesn
e uº i�br
eºto apskritimo kra²tin¦ lygi atitinkamai 1/4, 1/3 ir 1/2.I²spr¦skite uºdavini� trimis atvejais ir i�sitikinsite.1.5. Tikimybiu� teorijos aksiomosNor
edami skai£iuoti su bandymu susijusiu� atsitiktiniu� i�vykiu� tikimybes, turimepirmiausia sudaryti bandymo matematini� modeli�: apibr
eºti bandymo baig£iu�aib¦ Ω, nuspr¦sti, kokius atsitiktinius i�vykius nagrin
esime (t.y. turime apibr
eºtinagrin
ejamu� atsitiktiniu� i�vykiu� sistem¡ A) ir apibr
eºti tikimybiu� priskyrimoi�vykiams taisykl¦, t.y. funkcij¡ P : A → [0; 1]. Visa tai padar¦, gaunametrejet¡ 〈Ω,A, P 〉. Tai ir yra visu� m	usu� skai£iavimu� scena, kitaip tariant �tikimybinis bandymo modelis. �i� trejet¡ vadiname tiesiog tikimybine erdve.Nagrin
ejome bandymus su �vienodai galimomis� baigtimis � klasikini� irgeometrini� modelius. Abiem atvejais i�vykiu� sistem¡ A ir tikimybiu� prisky-rimo funkcij¡ P apibr
eº
eme pasinaudoj¦ baig£iu� aib
es savyb
emis. Ta£iau15



yra visokiu� bandymu� ir visokiu� jas atitinkan£iu� baig£iu�. Kiekvieno bandymoatskirai nei²nagrin
esime. Tod
el geriau, kaip i�prasta matematikoje, pl
etotiteorij¡ aksiomati²kai: �ksuoti maºiausi¡ skai£iu� savybiu�, kurias privalo tur
etitrys objektai Ω,A, P, kad ju� trejetas tur
etu� teis¦ vadintis tikimybine erdve, ovisas kitas savybes i�rodin
eti remiantis ²iomis savyb
emis (aksiomomis) ir, ºi-noma, grieºtais loginiais samprotavimais. Taip gauti teiginiai apie i�vykius irtikimybes bus teisingi visais i�manomais atvejais, nesvarbu, kas yra bandymobaigtys � skai£iai, ta²kai ar alaus bokalai.Taigi, kokiu� savybiu� reikia pareikalauti i² elementariu�ju� i�vykiu� aib
es Ω,atsitiktiniu� i�vykiu� sistemos A ir funkcijos P : A → IR ?I² aib
es Ω reikalausime maºiausiai. Pakaks, kad ²i aib
e b	utu� netu²£ia:
Ω 6= ∅.I² A pareikalausime daugiau: kad jungdami ir kirsdami poaibius (atsitik-tinius i�vykius) v
el gautume tos pa£ios ²eimos elementus.4 apibr
eºimas. Tegu Ω yra netu²£ia aib
e. Jos poaibiu� sistem¡ Avadinsime σ-algebra, jeigu patenkintos tokios s¡lygos:

• Ω ∈ A;
• jei A ∈ A, tai ir A ∈ A;
• jei Ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , tai ∪∞

i=1Ai ∈ A.�ia A ºymi aib
es A papildini� iki visos aib
es Ω. Pati �skurdºiausia� σ-algebra turi tik du elementus: A∗ = {∅,Ω}, pa£iai �turtingiausiai� priklausovisi aib
es poaibiai: A∗ = P(Ω).Tiesiogiai i² apibr
eºimo gauname, jog ∅ ∈ A teisinga kiekvienai σ-algebrai.Nors apibr
eºime reikalaujama, kad bet kokios skai£ios aibiu� sistemos s¡jungav
el priklausytu� A, beveik akivaizdu, kad tai teisinga bet kokiai baigtinei aibiu�sistemai.Jeigu poaibiu� ²eima tenkina dvi pirm¡sias σ-algebros apibr
eºimo s¡lygas,tre£i¡j¡ tenkina tik su baigtin
emis poaibiu� sistemomis, t.y. tenkina s¡lyg¡
• jei Ai ∈ A, i ∈ I, yra baigtin
e poaibiu� sistema, tai ∪i∈IAi ∈ A,tai A vadinama algebra.�tai dar keletas lengvai i�rodomu� poaibiu� algebros savybiu�.4 teorema. Tegu A yra aib
es Ω σ-algebra. Teisingi tokie teiginiai:
• jei Ai, i ∈ I, yra baigtin
e arba skaiti aibiu� i² A ²eima, tai ∩i∈IAi ∈ A;

• jei A,B ∈ A, tai A\B ∈ A. 16



�ia ºymime A\B = A ∩ B.Kaip sudaryti i�vykiu� σ-algebr¡ A? Konkre£iu atveju pirmiausia reikiapasir	upinti i�traukti i� nagrin
ejamu� i�vykiu� ²eim¡ mums i�domius i�vykius, o poto papildyti sistem¡ i�vykiais taip, kad sistema b	utu� σ-algebra. Pavyzdºiui,jeigu Ω = {1, 2, 3, 4, 5}, o mums labai r	upi, kad i� nagrin
ejamu� i�vykiu� sistem¡i�eitu� i�vykiai {1, 2, 3}, {3, 4, 5} tai maºiausia σ-algebra, kuriai priklauso ²iei�vykiai yra tokia:
A =

{
∅, {1, 2, 3}, {3, 4, 5}, {3}, {4, 5}, {1, 2}, {1, 2, 4, 5},Ω

}
.Ar visada �svarbiu�� i�vykiu� sistem¡ galima papildyti iki σ-algebros? Visada.5 apibr
eºimas. Tegu S yra netu²£ios aib
es Ω poaibiu� sistema. Jeigu

σ-algebra A tenkina s¡lyg¡ S ⊂ A ir turi savyb¦: su bet kuria kita σ- algebra
A′, S ⊂ A′, teisingaA ⊂ A′, tai σ- algebr¡A vadinsime σ- algebra, generuota
S ir ºym
esime A = σ(S).

σ-algebr¡ σ(S) galime i�sivaizduoti kaip maºiausi¡ σ-algebr¡, kuri apr
epiasistem¡ S.5 teorema. Bet kokiai poaibiu� sistemai S σ(S) egzistuoja.�tai glaustas i�rodymo i²d
estymas: bent viena σ-algebra A′,S ⊂ A′, egzis-tuoja. Pavyzdºiui, visu� Ω poaibiu� σ-algebra. Visu� tokiu� σ-algebru� sankirtair yra σ-algebra, tenkinanti generuotos σ algebros apibr
eºimo s¡lygas.9 pavyzdys. Svarbus σ-algebros pavyzdys. Daºnai bandymo baigtysvaizduojamos ties
es ar didesnio matavimo erdv
es ta²kais, o svarb	us i�vykiai� intervalais. Tegu S yra realiu�ju� skai£iu� aib
es IR intervalu� [a, b) sistema.Tada σ(S) vadinama Borelio7 σ-algebra. Ties
es poaibiu� Borelio σ-algebr¡ºym
esime B. Analogi²kai apibr
e²ime IRn Borelio σ-algebr¡. Jei S yra visu�
n-ma£iu� intervalu� [a1, b1) × . . .× [an, bn) sistema, tai σ(S) vadinsime erdv
es
IRn Borelio σ-algebra. �ym
esime: Bn.Borelio σ-algebros aibes vadinsime Borelio aib
emis. Pavyzdºiui, aib
e,sudaryta i² vieno ta²ko yra Borelio aib
e, nes j¡ galima gauti, kertant skai£i¡intervalu� sistem¡:

{a} =
∞⋂

n=1

[a, a + 1/n).Visos aib
es, kurias paprastai nagrin
ejame: uºdarieji, atvirieji ir kitokieintervalai bei ju� s¡jungos, baigtin
es skai£iu� aib
es, taip pat � racionaliu�ju�,iracionaliu�ju� skai£iu� aib
es yra Borelio aib
es.O dabar aptarkime, kokias savybes turi tur
eti i�vykiams tikimybes priskiri-anti funkcija P : A → IR.7Emile Borel (1871-1956). Paskelb
e daug reik²mingu� darbu� matematin
es analiz
es,tikimybiu� ir kitose srityse. 17



6 apibr
eºimas. Tegu A yra netu²£ios aib
es Ω poaibiu� σ-algebra.Funkcij¡ P : A → [0, 1] vadinsime tikimybiniu matu (daºnai � tiesiogtikimybe), jei
• P (Ω) = 1;

• jei Ai ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅ (i, j = 1, 2, . . . , i 6= j), tai
P (

∞⋃

i=1

Ai) =
∞∑

i=1

P (Ai).Priminsime, jog i�vykius, kuriems A ∩ B = ∅, vadiname nesutaikomais.Tikimyb
es apibr
eºimo antr¡j¡ s¡lyg¡ vadinsime σ- adityvumo s¡lyga. Taigi²i s¡lyga reikalauja, kad nesutaikomu� i�vykiu� s¡jungos tikimyb
e b	utu� lygii�vykiu� tikimybiu� sumai.Kartais nagrin
ejamos funkcijos P : A → [0, 1], kurios ²i¡ s¡lyg¡tenkina tik baigtin
ems nesutaikomu� i�vykiu� s¡jungoms. Tokios funkcijos n
eratikimybiniai matai; sakome, kad jos tenkina baigtinio adityvumo savyb¦.O dabar sujunkime visus tris nagrin
etus objektus i� vien¡.7 apibr
eºimas. Trejet¡ 〈Ω,A, P 〉, £ia A yra netu²£ios aib
es Ω poaibiu�
σ-algebra, P � tikimybinis matas, vadinsime tikimybine erdve.�ios tikimybiu� teorijos aksiomatikos autorius � rusu� matematikas A.N.Kolmogorovas (1903-1987).8 Jo knygel
e apie tikimybiu� teorijos aksiomatiniuspagrindus i²leista 1933 metais.Abi anks£iau nagrin
etos tikimybin
es erdv
es yra tikimybin
es erdv
es nau-jojo apibr
eºimo prasme. Nors geometrin
es tikimybin
es erdv
es atveju i�sitikintituo anaiptol n
era trivialu!1.6. Kelios lygyb
es ir nelygyb
es�iame skyriuje nagrin
esime tikimybin¦ erdv¦ 〈Ω,A, P 〉. I�rodysime papras£i-ausias tikimybiu� savybes. Laikysime, kad visi nagrin
ejami atsitiktiniai i�vykiaipriklauso i�vykiu� σ-algebrai A.Priminsime, jog A\B = A ∩ B.6 teorema. Teisingi tokie teiginiai8A.N. Kolmogorovas (1903-1987) yra vienas didºiausiu� XX amºiaus matematiku�. Jomoksliniai interesai buvo labai plat	us. Mokslinius tyrin
ejimus prad
ej¦s realaus kintamojofunkciju� srityje v
eliau jis nagrin
ejo i�vairius aibiu� teorijos, logikos, topologijos, mechanikos,dif. lyg£iu�, informacijos teorijos, tikimybiu� teorijos ir kitu� sri£iu� problemas. Dom
ejosii�vairiais matematikos taikymais, o taip pat matematinio ²vietimo ir matematikos popu-liarinimo klausimais. 18



1. P (∅) = 0;2. lygyb
e
P (

⋃

i∈I

Ai) =
∑

i∈I

P (Ai),teisinga bet kokiai baigtinei arba skai£iai nesutaikomu� i�vykiu� sistemai
Ai, i ∈ I;3. P (A\B) = P (A) − P (A ∩ B); atskiru atveju P (Ac) = 1 − P (A);4. P (A ∪B) = P (A) + P (B) − P (A ∩B);I�rodymas arba tiksliau � jo kont	urai.1) Pritaikykime σ-adityvumo savyb¦ atvejui, kai visi i�vykiai negalimieji:

Ai = ∅ (i = 1, 2, . . .).2) Jei I yra skaiti aib
e � nieko naujo netvirtinama. Jeigu I baigtin
e, pa-pildykime j¡ tu²£iomis aib
emis iki skai£ios ²eimos, pasinaudokime σ-adityvumosavybe ir lygybe P (∅) = 0.3) I�vykiai A\B ir A ∩ B yra nesutaikomi, o ju� s¡junga yra A. Beliekapritaikyti jau i�rodyt¡ 2) dali�.4) I�vykiai A\B ir B yra nesutaikomi, o ju� s¡junga yra A ∪ B, taigi v
elpakanka pritaikyti 2) dali�.7 teorema. Jei Ai (i ∈ I) yra baigtin
e arba skaiti i�vykiu� sistema, A �atsitiktinis i�vykis ir A ⊂ ∪iAi, tai
P (A) ≤

∑

i∈I

P (Ai). (6)Atskiru atveju, kai A = ∪iAi

P (
⋃

i∈I

Ai) ≤
∑

i∈I

P (Ai). (7)I�rodymas. I�rodykime (6) nelygyb¦, kai I sudaro vienas elementas; t. y.i�rodykime, jog i² A ⊂ B i²plaukia P (A) ≤ P (B). I² tiesu� B = A∪ (B\A), iri�vykiai A,B\A nesutaikomi. Tada i² i�rodytos teoremos gauname
P (A) ≤ P (A) + P (B\A) = P (B).Tegu aib
e I yra begalin
e, tada galime tarti, jog i = 1, 2, . . . . I�vyki� A∗ =

∪iAi uºra²ysime nesutaikomu� i�vykiu� A∗
i , A

∗
i ⊂ Ai, s¡junga:

A∗ = ∪iA
∗
i , A∗

1 = A1, A∗
n+1 = An+1\

( n⋃

i=1

Ai

)
, A∗

n ⊂ An.19



Tada i² σ-adityvumo savyb
es ir i² P (A∗
n) ≤ P (An) gausime

P (A) =
∑

i∈I

P (A∗
i ) ≤

∑

i∈I

P (Ai).Kadangi A ⊂ A∗, tai
P (A) ≤ P

(⋃

i∈I

Ai

)
≤

∑

i∈I

P (Ai).Teorema i�rodyta.Panagrin
ekime vien¡ pavyzdi�. Ji� nagrin
edami pasinaudosime tikimybiu�adityvumo savyb
emis.10 pavyzdys. Optimalaus pasirinkimo uºdavinysTegu i² n objektu� reikia pasirinkti �geriausi¡�. Tie objektai pasirodomums vienas po kito; jeigu vieno nepasirinkome � pasirodo kitas, o pirmasisdingsta �amºinai�. Kokios strategijos reikia laikytis, kad tikimyb
e pasirinktigeriausi¡ objekt¡ b	utu� didºiausia?Jeigu norite, galite interpretuoti ²i� uºdavini� kaip sutuoktinio pasirinkimoproblem¡.Laikysim
es paprastos strategijos: tiesiog susipaºinsime su pirmaisiais mobjektu� ju� nepasirinkdami (susikursime standart¡!), o paskui pasirinksimepirm¡ji�, kuris bus geresnis uº geriausi¡ji� i² m pirmu�ju�.Gali i�vykti vienas i² nesutaikomu� i�vykiu� Hj, j = m+ 1, . . . , n, n+ 1,

Hj = {pasirinktas i-tasis objektas} (m+ 1 ≤ j ≤ n),

Hn+1 = {nepasirinktas joks objektas}.Tegu A = {pasirinktasis objektas yra geriausias}, tada
A =

n⋃

j=m+1

A ∩Hj, P (A) =
n∑

j=m+1

P (A ∩Hj).I�vykis A∩Hj i�vyksta tada, kai susipaºin¦ su m pirmu�ju� objektu� renkamepirm¡ji� geresni� uº juos, tas geresnis pasirodo j-uoju ir yra apskritai patsgeriausias. Skai£iuosime ²io i�vykio tikimyb¦.Tarkime m	usu� objektai yra skirtingu� skai£iu� aib
e A = {j1, j2, . . . , jn}.Kuo skai£ius didesnis � tuo geresnis, ta£iau koks skai£ius didºiausias mes i²anksto neºinome. Paºym
ekime didºiausi¡ji� skai£iu�N. Skai£iai mums pasirodoatsitiktine tvarka vienas po kito. Taigi baigtis � k
elinys i² ²iu� skai£iu�: ω =
〈i1, i2, . . . , in〉. I² viso yra N = n! skirtingu� k
eliniu�, t. y. baig£iu�.Skai£iuokime, kiek yra baig£iu� ω = 〈i1, i2, . . . , in〉, palankiu� A ∩Hj (m+
1 ≤ j ≤ n). Baigtis ω yra palanki A ∩ Hj, jei ij = N ir max{i1, . . . , im} >20



max{im+1, . . . , ij−1}, t.y. elementai im+1, . . . , ij−1 yra �blogesni� uº geriausi¡ji�i² elementu� i1, . . . , im.Kiek gi k
eliniu� ω = 〈i1, i2, . . . , in〉, su ²ia savybe galime sudaryti? Skai£i-uokime taip: i² skai£iu� aib
es A\{N} parinkime j − 1 skai£iu�, tai galimapadaryti Cj−1
n−1 b	udais. Sudarysime i² ju� gretini�. Didºiausi¡ji� i² atrinktu�ju�skai£iu� i�ra²ykime i� vien¡ i² pirmu�ju� m vietu�, kitus � i� likusias vietas. �itaipgalime sudarytimCj−1

n−1(j−2)! skirtingu� gretiniu� 〈i1, i2, . . . , ij−1〉, tenkinan£iu�s¡lyg¡ max{i1, . . . , im} > max{im+1, . . . , ij−1}. Papildykime toki� gretini� ikigretinio 〈i1, i2, . . . , in〉, atitinkan£io palanki¡ i�vykiui A∩Hj , baigti�. Kadangi
ij = N, tai lieka n − j skai£iu� ir lygiai tiek vietu� jiems sura²yti. Gavome,kad baig£iu� 〈i1, i2, . . . , in〉, palankiu� A∩Hj , t.y., tenkinan£iu� s¡lygas ij = Nir max{i1, . . . , im} > max{im+1, . . . , ij−1}, yra

m · Cj−1
n−1 · (j − 2)! · (n− j)! =

m(n− 1)!

(j − 1)!
.Taigi

P (A) =
n∑

j=m+1

P (A ∩Hj) =
m

n
·

n−1∑

j=m

1

j
.Geriausio pasirinkimo tikimyb
e P (A) priklauso nuo strategijos, t. y. nuo

m reik²m
es: P (A) = Pm(A) . Kokiam m ²i tikimyb
e didºiausia? Geriausiosstrategijos dydi� mn galime nustatyti i² s¡lygos
Pmn

(A) = max
0≤m≤n

Pm(A).Dydºiui mn teisingi tokie ribiniai s¡ry²iai
mn

n
→ 1

e
, Pmn

(A) → 1

e
(n→ ∞).Tad kai objektu� aib
e yra gausi, geriausia rinktis, i�vertinus maºdaug tre£dali�pretendentu�.Galima suskai£iuoti tikimyb¦, kad pagal ²i¡ strategij¡ pasirinksime ob-jekt¡, kuris pagal vert¦ yra antras tre£ias ir t.t.1.7. Paprastieji atsitiktiniai dydºiai ir tikimyb
esDaºnai svarbios ne pa£ios bandymo baigtys, bet tam tikri priskirti jomsskai£iai. Pavyzdºiui, kauliuk¡ galime ne ²iaip sau m
etyti, bet su juo lo²ti.Galime susitarti, pavyzdºiui, kad i²siridenus maºiau kaip keturioms akut
ems,

1 Lt pralo²iame, o i²siridenus daugiau � tiek pat i²lo²iame. Taigi prie²21



bandym¡ mes baigtims ω1, ω2, ω3 priskiriame skai£iu� −1, o kitoms baig-tims � reik²m¦ 1. Taigi apibr
eºiame funkcij¡ i² baig£iu� aib
es i� reik²miu� aib¦
X : Ω → {−1; 1}. Funkcijos reik²mes gauname tik po bandymo, taigi �nat	uralu toki¡ funkcij¡ vadinti atsitiktiniu dydºiu. Kadangi pirmavaizdºiai
X−1(−1) = {ω1, ω2, ω3}, X−1(1) = {ω4, ω5, ω6} yra atsitiktiniai i�vykiai, taigalime skai£iuoti tikimybes, kad atsitiktinis dydis X i�gyja reik²mes −1 ir 1

P (X = −1) = P (X = 1) =
1

2
.Apibr
e²ime paprast¡ji� atsitiktini� dydi� bendruoju atveju.8 apibr
eºimas. Funkcij¡ ξ : Ω → IR vadinsime paprastu atsitiktiniudydºiu, jei ξ i�gyja reik²mes i² baigtin
es aib
es ir kiekvienai reik²mei x

ξ−1(x) = {ω : ξ(ω) = x} ∈ A.Papras£iausius atsitiktinius dydºius galime gauti taip: suskaidykime baig£iu�erdv¦ Ω i� baigtin¦ nesutaikomu� i�vykiu� s¡jung¡:
Ω =

m⋃

i=1

Hi, Hi ∈ A, Hi ∩Hj = ∅, jei i 6= j,ir apibr
eºkime ξ : Ω → IR, imdami ξ(ω) = xi, kai ω ∈ Hi; £ia xi ∈ IR �ksuotiskai£iai.Jei A ∈ A koks nors atsitiktinis i�vykis, tai jo kaip poaibio indikatorius
IA(ω) =

{
1, jei ω ∈ A,

0, jei ω 6∈ A.yra paprastas atsitiktinis dydis. Nesunku i�sitikinti, jog su bet kokiais i�vykiais
A,B

IA∪B = IA + IB − IA∩B, IA · IB = IA∩B.Jeigu ξ yra paprastas atsitiktinis dydis, xi jo reik²m
es, Hi = ξ−1(xi) yraatsitiktiniai i�vykiai. Tada
ξ(ω) =

∑

i

xiIHi
(ω).Taigi kiekvien¡ paprast¡ji� atsitiktini� dydi� galima i²reik²ti dar paprastes-niais � i�vykiu� indikatoriais. I�vykiu� indikatorius galime suvokti tiesiog kaipsignalus, kurie nurodo, ar i�vykis i�vyko, ar ne.8 teorema. Jei ξ, η yra paprasti atsitiktiniai dydºiai, a, b � real	usskai£iai, tai ζ = aξ + bη yra taip pat paprastas atsitiktinis dydis.22



Teiginys yra teisingas ir bendruoju atveju: baigtinio skai£iaus paprastu�ju�atsitiktiniu� dydºiu� tiesin
e kombinacija yra v
el paprastasis atsitiktinis dydis.I�rodymas. Jei ξ yra paprastasis atsitiktinis dydis, tai aξ irgi paprastasis.Taigi pakanka teorem¡ i�rodyti, kai a = b = 1. Tegu xi yra paprastojo atsi-tiktinio dydºio ξ reik²m
es, Gi = ξ−1(xi), yj � paprastojo atsitiktinio dydºio
η reik²m
es, Hj = η−1(yj). Tada i�vykiai Gi ∩Hj skirtingoms poroms i, j yranesutaikomi, o ζ sutampa su paprastuoju atsitiktiniu dydºiu

∑

i,j

(xi + yj)IGi∩Hj
.9 apibr
eºimas.Tegu ξ yra paprastasis atsitiktinis dydis, xi � jo reik²m
es,Hi = ξ−1(xi) (i =

1, . . . , n). Atsitiktinio dydºio ξ vidurkiu vadinsime skai£iu�
E[ξ] =

n∑

i=1

xiP (Hi) =

n∑

i=1

xiP (ξ = xi).Kod
el b	utent taip apibr
eºiame vidurki�? Panagrin
ekime i²siai²kinti na-grin
edami monetos metimo bandym¡. Baig£iu� aib¦ Ω sudaro dvi baigtys:
S = {i²krito skai£ius}, H = { i²krito herbas}.Tarkime S ir H pasirodymo tikimyb
es yra p ir q = 1 − p. Apibr
eºkimepaprast¡ji� atsitiktini� dydi� ξ, ξ(S) = 1, ξ(H) = 2. Tarkime, atlikome ilg¡metimu� serij¡ ir gavome baig£iu� sek¡ X1, X2, . . . , Xn, Xm ∈ {S,H}. M	usu�intuicija nesiprie²ins, jei padarysime prielaid¡, jog baig£iu� sekoje S pasikar-toja ≈ np, H atitinkamai ≈ n(1 − p) kartu�. Sumuokime gautas ξ reik²mes;gautoji suma ≈ 1 · np+ 2 · n(1− p). Tada reik²m
e, tenkanti vienam metimuilygi ≈ 1 · p+ 2 · (1 − p). Tai ir yra matematinis dydºio ξ vidurkis.Pasteb
ekime, jog atsitiktinio i�vykio indikatoriui
E[IA] = 0 · P (IA = 0) + 1 · P (IA = 1) = P (A).9 teorema. Jei ξ, η yra paprastieji atsitiktiniai dydºiai, a, b � realiejiskai£iai, ζ = aξ + bη, tai

E[ζ ] = aE[ξ] + bE[η].I�rodymas. Kai vienas i² skai£iu� a, b lygus nuliui, lygyb
e i²plaukia tiesiogi² vidurkio apibr
eºimo. Atvejis, kai nei vienas koe�cientas n
era nulis, ekvi-valentus atvejui a = b = 1. �i� atveji� ir i�rodin
esime.23



�ym
ejimu� xi, yj, Gi, Hj prasm
e tokia pati kaip ankstesn
es teoremos i�ro-dyme: Gi = ξ−1(xi), Hj = η−1(yj). Tada
ζ =

∑

i,j

(xi + yj)IGi∩Hj
.Pagal vidurkio apibr
eºim¡:

E[ζ ] =
∑

i,j

(xi + yj)P (Gi ∩Hj).Pergrupav¦ d
emenis gausime
E[ζ ] =

∑

i

xi

∑

j

P (Gi ∩Hj) +
∑

j

yj

∑

i

P (Gi ∩Hj). (8)Lieka pasteb
eti, jog �ksuotam i i�vykiai Gi ∩ Hu, Gi ∩ Hv, u 6= v, yra nesu-taikomi, o ju� s¡junga lygi i�vykiui Gi = {ω : ξ(ω) = xi}. Tada
P (Gi) =

∑

j

P (Gi ∩Hj).Analogi²ka lygyb
e teisinga ir tikimybei P (Hj). Pasir
em¦ ²iomis lygyb
emis(8) s¡ry²yje gausime
E[ζ ] =

∑

i

xiP (Gi) +
∑

j

yjP (Hj) = E[ξ] + E[η].Teorema nesunkiai apibendrinama ir bet kokiam baigtiniamd
emenu� skai£iui.10 teorema. Jei ξ1, . . . , ξn yra paprastieji atsitiktiniai dydºiai, a1, . . . , an� realieji skai£iai, tai
E[a1ξ1 + . . .+ anξn] = a1E[ξ1] + . . .+ anE[ξn].�ia vidurkio adityvumo savybe pasinaudosime i²vesdami kelias formulessud
etingu� i�vykiu� tikimyb
ems skai£iuoti. Kaip tai daroma, galime i²bandytii²kart. Lygyb
eje

IA∪B = IA + IB − IA∩Bimkime vidurkius abiejose pus
ese ir pasinaudokime tuo, kad P (C) = E[IC]teisinga bet kokiam i�vykiui C. I²kart gausime
P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩B).24



�i lygyb
e jau i�rodyta anks£iau. Apibendrinsime j¡ bet kokiai i�vykiu� s¡jungai
B =

n⋃

i=1

Ai.I�vyki� B galime interpretuoti kaip i�vyki�, kuris i�vyksta tada ir tik tada, kaii�vyksta bent vienas i�vykis Ai.11 teorema. Bet kokiems i�vykiams Ai (i = 1, . . . , n) teisinga lygyb
e
P

( n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑

r=1

(−1)r−1Sr, (9)£ia
Sr =

∑

1≤i1<...<ir≤n

P (Ai1 ∩ . . . ∩Air).I�rodymas. Tegu B = ∪n
i=1Ai. I² pradºiu� i�rodykime lygyb¦

IB(ω) =
n∑

r=1

(−1)r−1Xr(ω), Xr =
∑

1≤i1<...<ir≤n

IAi1
∩...∩Air

. (10)Tam pakanka parodyti, jog (10) lygyb
eje abi pus
es lygios 0 arba 1 tuo pa£iumetu. Nagrin
ekime tuos ω, kurie priklauso lygiai m,m = 0, 1, . . . , n, i�vykiu�
Ai. Jei m = 0, tai IB(ω) = 0 ir kiekvienas Xr(ω) = 0, taigi (10) lygyb
eteisinga.Jei m ≥ 1, tai IB(ω) = 1. Jei r ≤ m, tai egzistuoja lygiai Cr

m rinkiniu�
1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n, kad IAi1

∩...∩Air
(ω) = 1, tod
el Xr(ω) = Cr

m. Jei r > m,tai Xr(ω) = 0. I² ²iu� samprotavimu� gauname, jog (10) lygyb
es de²in
es pus
essuma lygi
m∑

r=1

(−1)r−1Cr
m = 1 − (1 − 1)m = 1.Taigi (10) lygyb
e teisinga. Imdami vidurkius abiejose ²ios lygyb
es pus
ese,gausime (9). Teorema i�rodyta.Uºra²ykime gaut¡j¡ formul¦, kai n = 2, 3. Gausime:

P (A1 ∪A2) = P (A1) + P (A2) − P (A1 ∩A2),

P (A1 ∪ A2 ∪A3) = P (A1) + P (A2) + P (A3) − P (A1 ∩A2)

− P (A1 ∩ A3) − P (A2 ∩ A3) + P (A1 ∩ A2 ∩A3).Dabar nagrin
ekime i�vyki� Bk, kuris i�vyksta tada ir tik tada, kai i�vykstalygiai k sistemos Ai (i = 1, . . . , n) i�vykiu�. Surasime ²io i�vykio tikimyb¦.25



12 teorema. Tegu Ai (i = 1, . . . , n) bet kokie i�vykiai, Bk (k =
0, 1, . . . , n) � i�vykis, kuris i�vyksta tada ir tik tada, kai i�vyksta lygiai k i�vykiu�
Ai. Teisinga lygyb
e

P (Bk) =

n∑

r=k

(−1)r−kCk
r Sr, (11)dydºiai Sr apibr
eºti ansktesn
eje teoremoje.I�rodymas. I�rodymo eiga pana²i kaip ankstesn
eje teoremoje. I² pradºiu�i�rodykime lygyb¦

IBk
(ω) =

n∑

r=k

(−1)r−kCk
rXr(ω). (12)Pasirinkime elementru�ji� i�vyki� ω. Tarkime, jis priklauso lygiaim i�vykiu� Ai (m =

0, 1, . . . , n). I�rodysime, kad visais atvejais abi (12) lygyb
es pus
es i² tikru�ju�i�gyja tas pa£ias reik²mes.Jei m < k, tai IBk
(ω) = 0, ir taip pat su visais r ≥ k, Xr(ω) = 0. Tadaabiejose (12) pus
ese yra nuliai.Jei m = k, tai IBk
(ω) = 1, ir Xk(ω) = 1, o Xr(ω) = 0, kai r > k. Tadaabiejose (12) pus
ese yra vienetai.Tegu dabar m > k. Kair
e (12) pus
e lygi nuliui, o de²in
eje Xr(ω) = 0, kai

r > m ir Xr(ω) = Cr
m, kai k ≤ r ≤ m. Pertvark¦ rei²kinius gausime

m∑

r=k

(−1)r−kCk
rC

r
m = Ck

m(1 − 1)m−k = 0.Kadangi (12) lygyb
e teisinga, tai (11) gausime pa
em¦ vidurkius abiejose ²ioslygyb
es pus
ese.Para²ykime gaut¡j¡ formul¦, pavyzdºiui, kai n = 3, k = 1. Gausime
P (B1) = P (A1) + P (A2) + P (A3) − 2(P (A1 ∩A2) + P (A1 ∩ A3) + P (A2 ∩ A3))

+ 3P (A1 ∩ A2 ∩A3).11 pavyzdys. Kortu� kalad
eTegu N skirtingu� kortu� kalad
e permai²oma. Kokia tikimyb
e, jog po per-mai²ymo bent viena korta liks savo vietoje? Lygiai m (m = 0, 1, . . . , N)kortu� liks savo vietoje?Paºym
ekime ²ias tikimybes atitinkamai q(N), pm(N). Tegu Ai � i�vykis,jog i-toji korta liks savo vietoje. Elementariu�ju� i�vykiu� yra lygiai tiek, kiek galib	uti skirtingu� kortu� kaladºiu�, t. y. N !. Fiksuotiems 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n

P (Ai1 ∩ . . . ∩ Air) =
(N − r)!

N !
.26



Tada
Sr =

Cr
N(N − r)!

N !
=

1

r!
.Dabar galime taikyti i�rodytas teoremas:

q(N) = P (

N⋃

i=1

Ai) =

N∑

n=1

(−1)n−1 1

n!
= 1 −

N∑

j=0

(−1)j 1

j!
,

pm(N) =
1

m!

N−m∑

n=0

(−1)n 1

n!
.Pasteb
ekime, jog q(N) → 1 − e−1, pm(N) → e−1/m!, kai N → ∞, £ia e �nat	uriniu� logaritmu� pagrindas.1.8. Tikimyb
es monotoni²kumasDabar i�rodysime dvi teoremas apie �did
ejan£iu�� ir �maº
ejan£iu�� i�vykiu� tikimybes.13 teorema. Tegu i�vykiai Ai (i = 1, . . .) monotoni²kai did
eja :

A1 ⊂ A2 ⊂ . . . , A =
∞⋃

i=1

An.Tada P (An) → P (A), kai n→ ∞.I�rodymas. I�vykiai Bn = An ∩An−1 yra nesutaikomi; £ia A0 = ∅. Be to,
An =

n⋃

m=1

Bm, A =
∞⋃

m=1

Bm.Pritaik¦ σ-adityvumo savyb¦ gauname
P (A) =

∞∑

i=1

P (Bi) = lim
n→∞

n∑

i=1

P (Bi) = lim
n→∞

P (An).Analogi²ka teorema teisinga ir maº
ejan£iu� i�vykiu� sekai.14 teorema. Tegu i�vykiai Ai (i = 1, . . .) monotoni²kai maº
eja :
A1 ⊃ A2 ⊃ . . . , A =

∞⋂

i=1

An.Tada P (An) → P (A), kai n→ ∞. 27



I�rodymas. Prie²ingu� i�vykiu� seka An yra did
ejanti: A1 ⊂ A2 . . .

∞⋃

i=1

An =

∞⋂

i=1

An = A.�ia pasinaudojome ºinomu s¡ry²iu, siejan£iu aibiu� papildinius bei s¡jungosir sankirtos veiksmus. Pasir
em¦ k¡ tik i�rodyta teorema, gausime
P (An) = 1 − P (An) → P (A) = 1 − P (A).Tai, ºinoma, ekvivalentu ²ios teoremos tvirtinimui.1.9. Tikimybiniai matai Borelio σ-algebrojeJeigu aib
es Ω poaibiu� ²eimoje S yra daug aibiu�, tai jos generuotoje σ-algebroje A = σ(S) � juo labiau. Kaip apibr
eºti tikimybinius matus

P : A → [0, 1]? Atskirais atvejais pakanka �gerai� apibr
eºti funkcij¡ P :
S → [0, 1]. Yra bendros teoremos, kurios garantuoja, kad P galima prat¦stiiki funkcijos P : σ(S) → [0, 1].Daºnai elementarieji su bandymu susij¦ i�vykiai vaizduojami skai£iu� ties
esta²kais, o atsitiktiniai i�vykiai � Borelio aib
emis. Tod
el svarbu i²siai²kinti,kaip tikimybiniai matai gali b	uti apibr
eºti Borelio σ-algebroje B.Tegu S yra intervalu�

[a, b), (−∞, a), [a,∞), (−∞,∞)²eima, o F : IR→ [0, 1) funkcija, turinti ²ias savybes:1. F yra nemaº
ejanti;2. F yra tolydi i² kair
es, t. y. F (x− ε) → F (x), kai ε > 0, ε→ 0;3. lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1.Aptarsime tikimybinio mato PF = P, P : B → [0, 1] konstrukcij¡, £ia
B = σ(S) � Borelio σ-algebra.Visu� pirma funkcij¡ P apibr
eºkime aib
eje S :
P ([a, b)) = F (b)−F (a), P ((−∞, a)) = F (a), P ([a,∞)) = 1−F (a), P (IR) = 1.(13)Funkcijos F savyb
es uºtikrina, kad P yra σ-adityvi funkcija savo apibr
eºimoaib
eje, t. y. teisingas toks teiginys. 28



15 teorema. Jei Ij ∈ S, (j = 1, 2, . . .), yra nesikertan£iu� intervalu�sistema ir I = ∪jIj � taip pat ²eimos S elementas, P : S → [0, 1] funkcijaapibr
eºta (13), tai
P (I) =

∞∑

i=1

P (Ij).Detalu� ²io bei kitu� ²iame skyrelyje formuluojamu� teiginiu� i�rodymus gal-ima rasti knygoje J. Kubilius, �Tikimybiu� teorija ir matematin
e statistika�,Vilnius, 1980.Prisiminkime, k¡ vadiname aibiu� algebra.10 apibr
eºimas. Tegu Ω yra netu²£ia aib
e. Jos poaibiu� sistem¡ Avadinsime algebra, jeigu patenkintos tokios s¡lygos:
• Ω ∈ A;
• jei A ∈ A, tai ir Ac ∈ A;
• jei Aj ∈ A (j ∈ J) yra baigtin
e poaibiu� sistema, tai

⋃

j∈J

Aj ∈ A.Prisiminkime, jog algebros ir σ-algebros apibr
eºimai skiriasi tik tre£i¡jas¡lyga).Dabar gri�²ime prie m	usu� nagrin
ejamu� aibiu�. Apibr
e²ime:
A =

{ ⋃

j∈J

Ij : Ij nesikertantys intervalai i² S, J − baigtin
e aib
e.} (14)Akivaizdu, jog S ⊂ A, tad galima bandyti prat¦sti P iki funkcijos, apibr
eºtos²ioje didesn
eje aibiu� ²eimoje.Jei A ∈ A, A = ∪j∈JIj , kur Ij nesikertantys S intervalai, J � baigtin
eaib
e, tai apibr
e²ime:
P (A) =

∑

i∈J

P (Ij). (15)Kol kas dar negalime tvirtinti, jog lygybe (15) i² tiesu� apibr
eº
eme funkcij¡ �juk aib¦ A nesikertan£iu� intervalu� s¡junga galima reik²ti ne vieninteliu b	udu.B	utina parodyti, jog (15) lygybe apibr
eºiamas skai£ius P (A) nepriklauso nuoto, kuris i² aib
es A uºra²ymo b	udu� yra naudojamas. Teisingas toks teiginys.16 teorema. (14) lygybe apibr
eºta aibiu� sistema A yra algebra, o (15)yra korekti²kas σ-adityvios funkcijos P : A → [0, 1] apibr
eºimas.Pasteb
ekime, jog B = σ(S) = σ(A).29



Tikimybinio mato konstrukcijai uºbaigti lieka pasiremti galingu matoteorijos rezultatu � Caratheodory9 teorema.17 teorema. Tegu A � netu²£ios aib
es Ω poaibiu� algebra, o Q : A →
[0, 1] σ-adityvi funkcija, Q(Ω) = 1. Tada egzistuoja vienintelis tikimybinismatas P : σ(A) → [0, 1] tenkinantis s¡lyg¡: jei A ∈ A, tai P (A) = Q(A).�i teorema yra teisinga bendresniame nei m	usi²kis kontekste, ºr. jaumin
et¡ J. Kubiliaus knyg¡. Pamin
esime, kad funkcijaQ iki mato P prat¦siamataip:

P (A) = inf{
∑

i∈J

Q(Aj) : J skaiti aib
e, A ⊂
⋃

i∈J

Aj , Aj ∈ A}.Taigi tikimybinis matas, apibr
eºtas σ-algebroje B ir intervalams i�gyjantis(13) reik²mes, egzistuoja.�io skyrelio teorija parodo, kaip apibr
eºti tikimybes, kai i�vykiai vaizduo-jami Borelio aib
emis: reikia sukonstruoti tinkam¡ funkcij¡ F.1.10. S¡lygin
es tikimyb
esTarkime, egzaminui parengta n bilietu� po vien¡ klausim¡, j	us nei²mokoteklausimo Nr.X ir nutar
ete traukti biliet¡ antra(s). Taigi bandymas � dvieju�bilietu� traukimas. Prie² bandymo pradºi¡ apskai£iav¦ i�vykio
A = {egzamino i²laikyti nepasisek
e}tikimyb¦, gaunate rezultat¡: P (A) = 1/n. Tai � apriorin
e tikimyb
e, gautaneturint jokios papildomos informacijos apie bandymo eig¡.Bandymas prasideda, kai i²traukiamas pirmas bilietas. Tarkime, i�vykoi�vykis

B = {pirmuoju klausimas Nr. X nei²trauktas}.Pasir
em¦ ²ia informacija j	us i² naujo galime skai£iuoti nes
ekm
es tikimyb¦. Jilygi 1
n−1

. Kadangi skai£iuojant j¡ r
em
em
es informacija, kuri¡ mums suteik
ei�vyk¦s i�vykis B, tai ²i¡ tikimyb¦ vadiname s¡lygine ir ºymime P (A|B). Tai� aposteriorin
e arba s¡lygin
e tikimyb
e, gauta pasinaudojant papildoma in-formacija apie i�vyki� B. Pirmuoju atveju teko atsiºvelgti i� visus i�vykiui
A palankius elementariuosius i�vykius, antruoju atveju � tik i� tuos, kuriepalank	us ir B.Toliau manysime, jog tam tikra tikimybin
e erdv
e 〈Ω,A, P 〉 �ksuota, irnagrin
ejami i�vykiai priklauso A.9C. Caratheodory (1873-1950) � vokie£iu� matematikas, nuo 1939 metu� At
enu� univer-siteto rektorius. 30



11 apibr
eºimas. Tegu A,B du atsitiktiniai i�vykiai, P (B) > 0.S¡lygine A tikimybe su s¡lyga, kad i�vykis B yra i�vyk¦s, vadinsime skai£iu�
P (A|B) =

P (A ∩ B)

P (B)
.Funkcija P (·|B) : A → [0, 1] yra naujas tikimybinis matas, o 〈Ω,A, P (·|B)〉yra nauja tikimybin
e erdv
e.Visi teiginiai, kuriuos tikimybiniam matui i�rod
eme ankstesniame skyre-lyje, yra teisingi ir s¡lyginei tikimybei. Ta£iau atsiranda ir nauju�, vien s¡ly-ginei tikimybei b	udingu� aspektu� ir jos taikymo galimybiu�.18 teorema. Tegu Hi (i ∈ I) � baigtin
e arba skaiti nesutaikomu� i�vykiu�sistema, P (Hi) > 0 ir ∪iHi = Ω. Tada bet kokiam i�vykiui A

P (A) =
∑

i∈I

P (A|Hi)P (Hi). (16)I�rodymas. I�vyki� A galime i²reik²ti nesutaikomu� i�vykiu� s¡junga: A =
∪i∈I(A ∩Hj). Taigi

P (A) =
∑

i∈I

P (A ∩Hi).Belieka pasinaudoti tuo, kad P (A ∩Hi) = P (A|Hi)P (Hi).(16) lygyb
e vadinama pilnosios tikimyb
es formule: apriorin
e tikimyb
esuskai£iuojama, sudedant aposteriorines tikimybes, atitinkan£ias nesutaiko-mus i�vykius arba hipotezes Hj . �itaip i�vykio tikimyb
es skai£iavimo uºdavini�tarsi suskaidome i� paprastesnius.19 teorema. Tegu Hi (i ∈ I) � baigtin
e arba skaiti nesutaikomu� i�vykiu�sistema, P (Hi) > 0 ir ∪iHi = Ω. Tada bet kokiam i�vykiui Hj

P (Hj|A) =
P (A|Hj)P (Hj)∑
i∈I P (A|Hi)P (Hi)

. (17)I�rodymas. Lygyb
eje
P (Hj|A) =

P (A ∩Hj)

P (A)pasinaudoj¦ lygybe P (A ∩Hj) = P (A|Hj)P (Hj) ir (16), gausime (17). (17)lygyb
e vadinama Bajeso10 hipoteziu� tikrinimo formule. Ja kartais galime10Bayes Thomas (1702-1761) � anglu� matematikas. Darbas, kuriame yra ²i formul
e,paskelbtas po mirties � 1763 metais. 31



remtis, kai naudojantis tam tikra informacija reikia pasirinkti vien¡ i² keliu�alternatyvu� arba hipoteziu�. Tarkime, ºinome, jog i�vyko vienas i�vykis i²nesutaikomu� i�vykiu� ²eimos Hi (i ∈ I) (teisinga viena i² keliu� hipoteziu�).Kuris i² i�vykiu� i�vyko � neºinome, ta£iau turime �netiesiogin¦� informacij¡:i�vyko i�vykis A. Tarkime, reikia nuspr¦sti, kuria hipoteze Hi vadovautis, pri-imant sprendim¡ apie tolimesnius veiksmus. Maºiausia tikimyb
e suklysti bustada, jei savo sprendim¡ gri�sime ta hipoteze, kuriai P (Hi|A) yra didºiausia.�ias tikimybes galime rasti i² Bayeso formul
es.20 teorema. Tegu Ai (i = 1, 2, . . . , n) � bet kokie atsitiktiniai i�vykiai,
P (A1 ∩ . . . · ∩An−1) > 0. Teisinga lygyb
e

P (A1 ∩ . . . ∩An) = P (A1)P (A2|A1) · . . . · P (An|A1 ∩ . . . · ∩An−1).Formul¦ galime matematin
es indukcijos metodu. J¡ vadinsime tikimy-biu� sandaugos formule. Kartais ja pasinaudojus i�vykio tikimyb¦ suskai£iuotivisi²kai paprasta.12 pavyzdys. Rutuliai i² urnosTegu, pavyzdºiui, urnoje yra n baltu� irm juodu� rutuliu�. I²traukus rutuli�,jis gr¡ºinamas i� urn¡, o be to dar i�dedama k tos pa£ios spalvos rutuliu�. Poto i² urnos traukiamas antras rutulys. Kokia tikimyb
e, kad abu i²trauktiejirutuliai bus balti?Jeigu spr¦stume uºdavini� naudodamiesi klasikiniu tikimyb
es apibr
eºimu,tur
etume galvoti, kas yra bandymo baigtys ir kiek ju� yra. Ta£iau naudojantistikimybiu� sandaugos formule, uºdavini� i²spr¦sti visai paprasta. Tegu A1 yrai�vykis, kad pirmasis rutulys yra baltas, A2 � kad antrasis baltas. Mums reikiasurasti tikimyb¦ P (A1 ∩ A2). Beveik akivaizdu, kad
P (A1) =

m

n+m
, P (A2|A1) =

m+ k

n+m+ k
.Sudaugin¦ ²ias tikimybes gauname P (A1 ∩ A2).Panagrin
esime kelet¡ i�domesniu� uºdaviniu�, sprendºiamu� panaudojant s¡-lygines tikimybes. Kiek pakeisime savo samprotavimu� stiliu�: skai£iuosi-me tikimybes naudodamiesi i�vykiu� tikimybes siejan£ias formules ir nelabair	upindamiesi, kaip nusakyti trejet¡, sudaranti� tikimybin¦ erdv¦. Kiekvienuatveju tai galima b	utu� padaryti.13 pavyzdys. Lo²imas su moneta. Du lo²
ejai m
eto simetri²k¡ monet¡.Jei i²krinta herbas (H), pirmasis i²lo²ia 1 Lt, antrasis � tiek pat pralo²ia.Jei i²krinta skai£ius (S) � pirmasis pralo²ia, o antrasis i²lo²ia 1 Lt. Pirmojopradinis kapitalas lygus x, antrojo � neribotas. Pirmasis lo²
ejas nusiteik¦s32



lo²ti, kol jo turima suma pasidarys lygi a arba � kol prasilo² iki paskutiniosi	ulelio. Kokia tikimyb
e, kad jis prasilo²?Tikimyb
e prasilo²ti priklauso tik nuo pradinio kapitalo dydºio. Paºym
ekime
p(x) � tikimyb¦ prasilo²ti, kai pradin
e turima suma lygi x, x ≤ a. Tegu A �i�vykis, kad pirmasis prasilo²
e. Paºym
ekime H1 i�vyki�, kad pirmasis i²lo²
e 1 Ltpirmajame lo²ime, H2 � kad 1 Lt pralo²
e. Pagal pilnosios tikimyb
es formul¦

P (A) = P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2).Ta£iau P (H1) = P (H2) = 0,5, o P (A|H1) = p(x + 1), P (A|H2) = p(x − 1).Taigi gauname toki� s¡ry²i�:
p(x) =

1

2
(p(x+ 1) + p(x− 1)),arba

p(x+ 1) = 2p(x) − p(x− 1).Nagrin
ekime gaut¡ skirtumin¦ lygyb¦. Kadangi
p(x+ 1) − p(x) = p(x) − p(x− 1),tai seka p(x) yra aritmetin
e progresija: p(x) = k + dx. Pasinaudodami s¡ly-gomis p(a) = 0, p(0) = 1, gauname

p(x) = 1 − x

a
.14 pavyzdys. Laplaso11 d
esnis.Jeigu n kartu� mums kaºkas pavyko, kokia tikimyb
e, kad tai pavyks n+1-¡ji� kart¡? Jeigu 30 dienu� i² eil
es buvo saul
eta, ar 31 �¡j¡ dien¡ irgi ²viessaul
e? Formalizuokime situacij¡ tokiu b	udu. Urnoje yra tik balti ir juodirutuliai, bet kiek ju� � neºinia. Atsitiktinai trauk
eme n kartu� po rutuli�, ji� v
elgr¡ºindami; tarkime, i�vyko i�vykis

An = {visi n rutuliai buvo balti }.Kokia tikimyb
e, kad ir n+1-¡ji� kart¡ i²trauktas rutulys bus baltas, t. y. kadi�vyks i�vykis An+1.Taigi norime apskai£iuoti tikimyb¦ P (An+1|An). Kadangi jokios papildo-mos informacijos neturime, laikysime, jog rutuliu� urnoje yra N , o baltu� i²11Laplace Pierre Simon (1749-1827) � pranc	uzu� astronomas, matematikas ir �zikas.33



ju� su vienodomis tikimyb
emis gali b	uti m = 0, 1, . . . , N . Taigi nagrin
ejame
N + 1 poromis nesutaikomu� i�vykiu� ²eim¡:

Hm = {urnoje yra m baltu� rutuliu�}, P (Hm) =
1

N + 1
.Nesunku suskai£iuoti, jog P (An|Hm) = (m/N)n. Pagal pilnos tikimyb
esformul¦ gauname

P (An) =
∑

m

P (An|Hm)P (Hm) =
1

N + 1

∑

m

(m
N

)n

.Pasteb
ekime, kad kai N → ∞, tai
P (An) →

∫ 1

0

und =
1

n+ 1
.Taip pat i²rei²kiama ir tikimyb
e P (An+1). Kadangi An+1 ⊂ An, tai An ∩

An+1 = An+1, ir
P (An+1|An) =

P (An+1)

P (An)
=

∑
m

(
m
N

)n+1

∑
m

(
m
N

)n .Kai n didelis, P (An+1|An) ≈ (n+ 1)/(n+ 2).Tai ir yra Laplaso d
esnis. Kokiais atvejais juo galima pasikliauti? At-sakym¡ duoti n
era taip paprasta. Ta£iau galima pateikti paprast¡ pavyzdi�,kai jis tikrai netinka. Tarkime, de²imt kartu� i² eil
es metus simetri²k¡ mon-et¡ atvirto herbas. Jeigu manysite, kad didel
e tikimyb
e, jog vienuoliktamemetime irgi pasirodys herbas, � klysite. Ta£iau jeigu neºinote, ar monetasimetri²ka, tada de²imtyje metimu� gavus herb¡ galvoti, kad vienuoliktajameirgi bus tas pats � logi²ka!1.11. Nepriklausomi i�vykiai. Bernulio schemaTarkime 〈Ω,A, P 〉 � tikimybin
e erdv
e, A,B ∈ A. Jeigu tikimyb
es P (A) ir
P (A|B) yra skirtingos, nat	uralu manyti, kad i�vykis A priklauso vienas nuo
B. Jeigu P (A) = P (A|B), galime sakyti, kad A nepriklauso nuo B. Ta£iauformaliame apibr
eºime tektu� atskirai aptarti atveji�, kai P (B) = 0, nes ²iuoatveju s¡lygin
es tikimyb
es nesame apibr
eº¦. Kita vertus lygyb
eje P (A) =
P (A|B) i�vykiai �dalyvauja� nevienodai.I² P (A) = P (A|B) i²plaukia, kad

P (A ∩ B) = P (A)P (B).34



Pastaroji lygyb
e prasminga su bet kokiais i�vykiais A,B ir abu jie i�eina i�lygyb¦ vienodai. Tad su ja ir formuluosime i�vykiu� nepriklausomumo s¡vok¡.12 apibr
eºimas. Atsitiktinius i�vykius A,B ∈ A vadinsime nepriklau-somais, jei
P (A ∩ B) = P (A)P (B).Pavyzdºiui, tegu A,B,C yra atsitiktiniai i�vykiai, susij¦ su kauliuko metimu:

A = {i²kritusiu� aku£iu� skai£ius dalijasi i² 2},
B = {i²kritusiu� aku£iu� skai£ius dalijasi i² 3},
C = {i²kritusiu� aku£iu� skai£ius didesnis uº 2}. Nesunku pasinaudojus apibr
eºimu patikrinti, kad i�vykiai A,B ir A,C yranepriklausomi, o i�vykiai B,C � priklausomi.Kaip formuluoti keliu� atsitiktiniu� i�vykiu� nepriklausomumo s¡vok¡? Tarkime,tokiu� i�vykiu� yra trys. Jeigu jie b	utu� tikrai nepriklausomi, tai i² to, kadi�vyko du, netur
etume gauti jokios informacijos apie tre£i¡ji�. Galb	ut pakankapareikalauti, kad bet kurie du i² triju� i�vykiu� b	utu� nepriklausomi? Paprastaspavyzdys rodo, kad ne.15 pavyzdys. Rulet
eTarkime, rulet
es skritulys padalytas i� keturis ketvir£ius, kurie suºym
etiskai£iais 0, 1, 2, 3, o lo²
eju� yra trys. Jei rulet
es str
el
e sustoja 0 ketvirtyje �laimi visi, jei 1 � tik pirmasis ir taip toliau. Nagrin
ekime i�vykius A1, A2, A3,kurie atitinkamai rei²kia, kad laim
ejo pirmasis, antrasis ir tre£iasis. Nesunkui�sitikinti, kad kiekviena pora i² ²io trejeto yra nepriklausoma. Ta£iau jeiguºinome, kad i�vyko A1 ir A2, tai gal
esime padaryti i²vad¡, kad i�vyko ir tre£iasisi�vykis. Taigi sakyti, kad visi trys i�vykiai yra nepriklausomi, negalime.Nepriklausomu� i�vykiu� sistem¡ apibr
e²ime taip.13 apibr
eºimas. Sakysime, kad atsitiktiniu� i�vykiu� sistem¡ S = {Aλ ∈

A : λ ∈ Λ}, sudaro tarpusavyje nepriklausomi i�vykiai, jei bet kuris i�vykis
Aλ ∈ S nepriklauso nuo bet kurio i�vykio ∩j∈JAj , £ia J ⊂ Λ yra baigtin
eaib
e, λ 6∈ J.Kiek pagalvojus, galime i�sitikinti, kad sistem¡ S = {Aλ ∈ A : λ ∈
Λ} tada ir tik tada sudaro nepriklausomi i�vykiai, kai visiems skirtingiems
λ1, λ2, . . . , λn, teisnga lygyb
e

P (Aλ1 ∩ . . . ∩ Aλn
) = P (Aλ1) · · ·P (Aλn

).Negalimas i�vykis yra nepriklauso nuo bet kurio kito i�vykio. Tai taip patteisinga ir b	utinajam i�vykiui. I�sitikinsime, kad i�vykiu� poros nepriklausomu-35



mui nedaro i�takos, jeigu vien¡ arba abu juos kei£iame prie²ingais. Patogumod
elei ºym
ekime: A1 = A,A0 = Ac.21 teorema. Jei egzistuoja indeksai i0, j0 ∈ {0, 1}, kad i�vykiai Ai0, Bj0yra nepriklausomi, tai Ai, Bj yra nepriklausomi i�vykiai su bet kokia indeksu�pora i, j ∈ {0, 1}.I�rodymas. Pakaks parodyti, kad i² A,B nepriklausomumo i²plaukia
A,B nepriklausomumas. Ta£iau tai i²plaukia i² paprastu� lygybiu� grandin
el
es:
P (A ∩ B) = P (B) − P (A ∩ B) = P (B) − P (A) · P (B) = P (B)(1 − P (A)).Teorem¡ nesunku apibendrinti tarpusavyje nepriklausomu� atsitiktiniu� i�vykiu�sistemai.22 teorema. Jeigu sistem¡ S = {Aλ ∈ A : λ ∈ Λ}, sudaro tarpusavyjenepriklausomi i�vykiai, tai su bet kokiais iλ ∈ {0, 1} sistem¡ S∗ = {Aiλ

λ : λ ∈
Λ} taip pat sudaro tarpusavyje nepriklausomi i�vykiai.Pritaikysime ²i¡ nepriklausomu� i�vykiu� savyb¦ i�domiam teiginiui i�rodyti.�is teiginys tikimybiu� teorijoje paprastai vadinamas Borelio- Cantelli lema.12Jei A1, A2, . . . yra begalin
e i�vykiu� seka, tai Ω poaibis B, sudarytas i² tu�
ω ∈ Ω, kurie priklauso be galo daugeliui Ai, yra i�vykis, t. y. priklauso A. I²tiesu�, jei ω ∈ B, tai ω ∈ Bm, Bm = ∪n≥mAn. Tod
el ω ∈ ∩mBm. Teisingas iratvirk²tinis teiginys. Taigi B = ∩mBm. I�vykis B paprastai vadinamas i�vykiu�
An vir²utine riba ir ºymimas lim supAn. Taigi

lim supAn =
⋂

m≥1

⋃

n≥m

An.I�sivaizduokime, pavyzdºiui, kad monet¡ metame be galo daug kartu�. Tegu
Ai yra i�vykis, kad i-ajame metime i²krito herbas. Tada i�vyki� lim supAnºodºiais galime nusakyti taip: metus monet¡ be galo daug kartu�, herbaspasirod
e taip pat be galo daug kartu�. Tokiu atveju skai£ius gal
ejo pasirodytibaigtini� skai£iu� kartu�, ta£iau gal
ejo pasirodyti ir be galo daug kartu�.23 teorema.Tegu sek¡ A1, A2, . . . , sudaro tarpusavyje nepriklausomi i�vykiai, pn =
P (An), ∑

n

pn = ∞.Tada tikimyb
e, jog i�vyks be galo daug i�vykiu� An, lygi 1.12Cantelli Francesco Paolo (1875 -?) � italu� matematikas, ekonomikos ir prekybos auk²-tosios mokyklos Romoje profesorius. Darbai i² matematin
es statistikos srities.36



I�rodymas. Tegu Byra i�vykis, kuris rei²kia, kad i�vyks be galo daugi�vykiu� An, Bm = ∪n≥mAn. Tada B = ∩mBm. Kadangi i�vykiai Bm yramaº
ejantys, tai P (B) = limm→∞ P (Bm). Tad pakaks i�rodyti, kad P (Bm) → 1arba P (Bm) → 0, kai m→ ∞.Naudodamiesi aibiu� papildiniu� (kitaip tariant � prie²ingojo i�vykio sudarymoveiksmu�) savybe, gauname Bm = ∩n≥mAn, o i�vykiai An nepriklausomi.Tod
el turime
P (Bm) = P (

⋂

n≥m

An) ≤ P (
⋂

m≤n≤m+t

An) = (1 − pm)(1 − pm+1) . . . (1 − pm+t).Ta£iau gautosios nelygyb
es de²in
es pus
es rei²kinys art
eja prie nulio, kai t→
∞. Taigi P (Bm) = 0.Teorema i�rodyta. Iki ²iol nagrin
ejome tikimybines erdves, kurios tinkapavieniams statistiniams bandymams apra²yti. Dabar nagrin
esime statistiniu�bandymu� sek¡.Tarkime, n kartu� kartojamas bandymas, kurio baig£iu� aib
e Ω1 = {0, 1}.Vadinsime pirm¡j¡ baigti� nes
ekme, antr¡j¡ � s
ekme. Bandymu� serijos baig£iu�aib
e yra

Ω = Ωn
1 = {〈ω1, . . . , ωn〉 : ωi = 0, 1}.Reikia apibr
eºti baig£iu� ω = 〈ω1, . . . , ωn〉 tikimybes. Baigti� ω galime inter-pretuoti kaip i�vykiu� sankirt¡: pirmajame bandyme pasirod
e ω1, antrajame� ω2 ir t.t. Paºym
ej¦ P (ωm|ω1, . . . , ωm−1) tikimyb¦, kad m-ajame bandymepasirod
e baigtis ωm su s¡lyga, kad ankstesniuose bandymuose pasirod
e baig-tys ω1, . . . , ωm−1 tikimyb¦ P (ω) galime apibr
eºti pasinaudoj¦ tikimybiu� san-daugos teorema:

P (ω) = P (ω1)P (ω2|ω1) · . . . · P (ωn|ω1, . . . , ωn−1).Tarkime dabar, kad bandymai nepriklauso vienas nuo kito, o s
ekm
es tikimyb
evisuose bandymuose yra ta pati ir lygi p (0 ≤ p ≤ 1), o nes
ekm
es � q = 1−p.Tada P (ωm|ω1, . . . , ωm−1) = P (ωm), £ia P (ωm) = p, jei ωm = 1 (s
ekm
e) ir
P (ωm) = q, jei ωm = 0 (nes
ekm
e). Galime abi ²ias lygybes uºra²yti sujungtii� vien¡: P (ωm) = pωmq1−ωm .Tada baigties ω ∈ Ωn, ω = 〈ω1, . . . , ωn〉 tikimyb
e:

P (ω) = P (ω1) · · ·P (ωn) = pω1q1−ω1 · pω2q1−ω2 · . . . · pωnq1−ωnPaºym
ej¦ s(ω) = ω1 + . . .+ ωn, gausime
P (ω) = ps(ω)qn−s(ω).37



Sudar
eme diskre£i¡j¡ tikimybin¦ erdv¦ 〈Ω,P(Ω), P 〉. Ji vadinama Bernulioschema.1314 apibr
eºimas. Bernulio schema vadiname diskre£i¡j¡ tikimybin¦erdv¦ 〈Ω,P(Ω), P 〉, £ia
Ω = {〈ω1, . . . , ωn〉 : ωi ∈ {0, 1}}, P(Ω)yra visu�Ωpoaibiu� σ-algebra,kiekvienam elementariajam i�vykiui ω ∈ Ω, ω = 〈ω1, . . . , ωn〉,

P (ω) = ps(ω)qn−s(ω), s(ω) = ω1 + . . .+ ωn.Bernulio schema yra n vienodu� ir nepriklausomu� bandymu� su dviem baig-timis ir tomis pa£iomis ²iu� baig£iu� tikimyb
emis matematinis modelis. Vien¡baigti� paprastai vadiname s
ekme, kit¡ � nes
ekme. Tokio bandymo pavyzdys� monetos metimas.Daºnai svarbu suskai£iuoti tikimyb¦, kad bandym¡ pakartoj¦ m kartu�,gausime m s
ekmiu�.24 teorema. Tegu Sn � s
ekmiu� skai£ius n nepriklausomu� bandymu�serijoje su s
ekm
es ir nes
ekm
es viename bandyme tikimyb
emis p, q = 1 −
p, 0 ≤ p ≤ 1. Tada

P (Sn(ω) = m) = Cm
n p

mqn−m, m = 0, 1, . . . , n.I�rodymas. Tikimyb¦ skai£iuosime naudodami Bernulio schem¡. Ele-mentarieji i�vykiai yra gretiniai 〈ω1, . . . , ωn〉, £ia ωi = 1, jei i-ajame bandymebuvo s
ekm
e ir ωi = 0, jei nes
ekm
e. Kad b	utu� Sn(ω) = m, lygiai m elementu�
ωi turi b	uti lyg	us vienetui, o kiti nuliui. Tada

s(ω) = ω1 + . . .+ ωn = m, P (ω) = pmqn−m.Lieka suskai£iuoti, kiek yra ω, kuriuose yra lygiai m vienetu�. �is kiekis lygusderiniu� i² n po m skai£iui. Taigi skai£iuodami P (Sn = m) turime susumuoti
Cm

n d
emenu�, kurie visi lyg	us pmqn−m. Teorema i�rodyta.Tikimybiu� rinkini�
P (Sn(ω) = m) = Cm

n p
mqn−m, m = 0, 1, . . . , n.vadiname binominiu skirstiniu. Bernulio schema ir binominis skirstinyspasirodo i�vairiuose tikrov
es rei²kiniu� modeliuose. Pavyzdºiui, naudodamiesi13Jakobas Bernulis (1654-1705) � ²veicaru� matematikas, vienas i² garsios mokslininku�dinastijos atstovu�. Jo veikalas �Ars conjectandi� padar
e didel¦ i�tak¡ tikimybiu� teorijosraidai. Ta£iau Jakobas Bernulis yra taip pat ir daugelio kitu� svarbiu� matematiniu� veikalu�autorius. Pavyzdºiui, jis ir jo brolis Johanas laikomi va- riacinio skai£iavimo pradininkais.38



Bernulio schema galime tyrin
eti atsitiktini� dalel
es klaidºiojim¡ plok²tumosta²kais, kuriu� koordinat
es yra sveikieji skai£iai.16 pavyzdys. Dalel
es klaidºiojimasSu Bernulio schemos elementariuoju i�vykiu 〈ω1, . . . , ωn〉 susiekime lauºt¦,kuri jungia plok²tumos ta²kus
〈0; 0〉, 〈1;ω1〉, 〈2;ω1 + ω2〉, . . . , 〈n;ω1 + . . .+ ωn〉.Tada tuos ω, kuriems Sn(ω) = m atitinka lauºt
es, kurios baigiasi ta²ke

〈n;m〉. M	usu� lauºt
es gali tik �kilti� i� vir²u�. Ta£iau jeigu bandymo baigtispaºym
etume −1 ir 1, o lauºtes apibr
eºtume analogi²kai, tai lauºt
es ir �kiltu��ir �smigtu��.Apibendrinkime Bernulio schem¡. Tarkime, kad vieno bandymo skirtingu�baig£iu� yra ne dvi, bet r (r ≥ 2) : Ω1 = {1; 2; . . . ; r}, o ²iu� baig£iu� tikimyb
eslygios atitinkamai
p1, . . . , pr, 0 ≤ pi ≤ 1, p1 + p2 + . . .+ pr = 1.Tarkime, t¡ pati� bandym¡ kartojame n kartu� ir vienas bandymas nedaroi�takos kitam. Tada tokios bandymu� sekos baigtys yra gretiniai

ω = 〈n;ω1, . . . , ωn〉, ωi ∈ {1; 2; . . . ; r},o ju� tikimyb
es
P (ω) = pω1pω2 . . . pωn

.Tikimybin¦ erdv¦, kuri apra²o n nepriklausomu� vienodu� bandymu� su baig£iu�skai£iumi r sek¡ vadinsime polinomine schema.15 apibr
eºimas. Polinomine schema vadiname diskre£i¡j¡ tikimybin¦erdv¦ 〈Ω,P(Ω), P 〉, £ia
Ω = {〈ω1, . . . , ωn〉 : ωi ∈ {1, 2, . . . , r}}, P(Ω)yra visu�Ω poaibiu� σ-algebra,kiekvienam elementariajam i�vykiui ω ∈ Ω, ω = 〈ω1, . . . , ωn〉,

P (ω) = pomega1 · pomega2 · · · pomegan
.25 teorema. Tegu Si

n � n vienodu� ir nepriklausomu� bandymu� serijojepasirodºiusiu� baig£iu� i skai£ius, p1, p2, . . . , pr � baig£iu� 1, 2, . . . , r pasirodymotikimyb
es viename bandyme. Tada su visais mi ≥ 0, m1 + . . .+mr = n,

P (S1
n = m1, . . . , S

r
n = mr) =

n!

m1! . . .mr!
pm1 · . . . · pmr ,£ia mi ≥ 0, m1 + . . .+mr = n.�is tikimybiu� rinkinys vadinamas polinominiu skirstiniu.Naudojantis polinomine schema galime skai£iuoti, pavyzdºiui, tikimybes,susijusias su lo²imo kauliuko metimu� serija ir t.t.39



2 Atsitiktiniai dydºiai2.1. Atsitiktinio dydºio s¡vokaTegu 〈Ω,A, P 〉 yra tikimybin
e erdv
e. Nagrin
esime funkcijas ξ : Ω → IR, jospriskiria elementariesiems i�vykiams skai£ius. I�vairiuose uºdaviniuose tenkaskai£iuoti tikimybes, kad funkciju� reik²m
es priklauso vienai ar kitai aibei.Ta£iau tai ne visada gali b	uti i�manoma padaryti. I�sivaizduokime, pavyzdºiui,kad ²audoma i� taikini�: jei pataikoma i� centrini� skrituli�, gaunama 10 ta²ku�, jeii� pirm¡ji� koncentrini� ºied¡ � 9 ir taip toliau. Elementariaisiais i�vykiais galimelaikyti taikinio ta²kus. Ta£iau jei domim
es pelnytais ta²kais, tai pakaks na-grin
eti i�vykiu� σ-algebr¡, kuri¡ generuoja centrinis skritulys ir koncentriniaiºiedai.

Centrinis skritulys ir koncentriniai ºiedai generuoja σ-algebr¡, kuriojeyra i² viso 210 aibiu�. Ta£iau jeigu nor
etume nagrin
eti ta²ko atstumoiki skritulio centro funkcij¡, tai ²ios σ-algebros atºvilgiu ²i funkcijaneb	utu� atsitiktinis dydis. Kad toki¡ funkcij¡ gal
etume nagrin
eti kaipatsitiktini� dydi�, tur
etume pakeisti σ-algebr¡.�inodami, su kokiomis tikimyb
emis pataikoma i� ²ias aibes, gal
esime suskai£i-uoti ir visu� kitu� m	usu� σ-algebros i�vykiu� tikimybes. Tegu ξ yra atstumas nuota²ko,i� kuri� pataik
eme iki skritulio centro. Ne visas su ²ia funkcija susijusiastikimybes gal
esime suskai£iuoti. Taigi ²i funkcija n
era �suderinta� su m	usu�nagrin
ejamu tikimybin
es erdv
es modeliu.Tod
el tikslinga atsitiktiniais dydºiais vadinti tik tas funkcijas, kurios yra�suderintos� su tikimybin
es erdv
es strukt	ura. Dabar apibr
e²ime ²i¡ savok¡matemati²kai.Jau anks£iau apibr
eº
eme paprastuosius atsitiktinius dydºius. Tai funkci-jos ξ : Ω → IR, kuriu� reik²miu� aib
e baigtin
e, o kiekvienai reik²mei x teisingass¡ry²is ξ−1(x) ∈ A. Dabar apibendrinsime ²i¡ s¡vok¡.16 apibr
eºimas. Funkcij¡ ξ : Ω → IR vadinsime atsitiktiniu dydºiu,jei su kiekviena Borelio aibe B ∈ B 40



{ω : ξ(ω) ∈ B} = ξ−1(B) ∈ A. (18)Funkcij¡ ξ : Ω → IRn vadinsime atsitiktiniu vektorium, jei (18) galioja sukiekviena Borelio aibe B ∈ Bn.Taigi jei ξ yra atsitiktinis dydis, tai galima skai£iuoti, pavyzdºiui, tokiastikimybes:
P (a < ξ(ω) < b), P (ξ(ω) ≥ b), P (ξ(ω)yra racionalusis skai£ius )ir t. t.Jei ξ = 〈ξ1, . . . , ξn〉 yra atsitiktinis vektorius, tai nesunku i�sitikinti, kadkiekviena jo komponent
e yra atsitiktinis dydis. I² tiesu�, su kiekviena ties
esBorelio aibe B

ξ−1
1 (B) = {ω : ξ1(ω) ∈ B, ξj(ω) ∈ IR, j = 2, ..., n} = ξ−1(B×IR×. . .×IR) ∈ A.Kadangi Borelio aibiu� yra neapr
epiamai daug, tai tiesioginis (18) s¡lygostikrinimas � bevilti²kas darbas. Nuo jo mus i²vaduoja toks paprastas teiginys.26 teorema. Tegu S � aib
es IR poaibiu� sistema ir σ(S) = B. Funkcija
ξ : Ω → IR yra atsitiktinis dydis tada ir tik tada, kai su kiekviena aibe B ∈ Steisingas s¡ry²is ξ−1(B) ∈ A.I�rodymas. Netrivialus tik s¡lygos pakankamumas. Ji� ir i�rodin
esime.Apibr
eºkime

B′ = {B : B ⊂ IR, ξ−1(B) ∈ A}.I² teoremos s¡lygos turime S ⊂ B′. Jeigu parodysime, jog B′ yra σ-algebra,tai i² karto gausime B ⊂ B′ (nes B yra maºiausia σ-algebra, apr
epianti S), otai rei²kia, kad ξ yra atsitiktinis dydis.Reikia patikrinti, kad B′ tenkina σ-algebros apibr
eºimo s¡lygas. Patikrin-sime vien¡ ju�. Kitos tikrinamos analogi²kai.Tegu Bi ∈ B′ (i ∈ I), £ia I � baigtin
e arba skaiti aib
e. Reikia parodyti,kad B = ∪i∈IBi irgi B′ elementas. Tai ekvivalentu tvirtinimui, kad ξ−1(B) ∈
A. Ta£iau

ξ−1(B) = ξ−1
( ⋃

i∈I

Bi

)
=

⋃

i∈I

ξ−1(Bi).Kadangi A yra σ -algebra, o ξ−1(Bi) ∈ A, tai ∈ A.Priminsime, kad Borelio σ-algebr¡ generuoja intervalai [a, b). Ta£iau pakankaimti tik begalinius intervalus (−∞, b). I² i�rodyto teiginio i²kart gauname, kadnor
edami patikrinti, ar ξ yra atsitiktinis dydis galime apsiriboti (18) s¡lygos41



tikrinimu, kai B = (−∞, x), x ∈ IR. Nesunku suformuluoti analogi²k¡ teigini�ir atsitiktiniams vektoriams.17 apibr
eºimas. Funkcij¡ f : IRn → IRm vadinsime Borelio funkcija,jei su kiekviena Borelio aibe B ∈ Bm

f−1(B) ∈ Bn. (19)Tikrinant ar f : IRn → IRm yra Borelio funkcija, taip pat neb	utina (19)s¡lyg¡ tikrinti kiekvienai Borelio aibei B ∈ Bm. Jei Bm = σ(S), tai pakankamin
et¡ s¡lyg¡ patikrinti aib
ems B ∈ S. Daºnai patogu naudoti generuo-jan£i¡ Bm intervalu� sistem¡
S = {(−∞, b1) × . . .× (−∞, bm) : bi ∈ IR}.Toliau ²iame skyrelyje nagrin
esime, kokie veiksmai su atsitiktiniais dy-dºiais arba vektoriais v
el duoda atsitiktinius dydºius ir atsitiktinius vekto-rius. Atsakymas labai paprastas � algebriniai veiksmai (sud
etis, atimtis,daugyba ir dalyba), o taip pat ir analiz
es operacijos su atsitiktiniais dydºiais(ribos, minimumai ir maksimumai) v
el duoda atsitiktinius dydºius. Skaityto-jas, kuriam nei�domu suºinoti, kaip tai matemati²kai i�rodoma, gali i�rodymuspraleisti ir v
el skaityti nuo kito skyrelio pradºios.27 teorema. Tegu ξ : Ω → IRn yra atsitiktinis vektorius, o f : IRn →

IRm � Borelio funkcija. Tada η = f(ξ) yra taip pat atsitiktinis vektorius.I�rodyti teigini� galime tiesiogiai patikrin¦, kad η tenkina atsitiktinio dydºioapibr
eºimo s¡lygas.I²vada. Jei ξ : Ω → IR yra atsitiktinis dydis, o c konstanta, tai ξ+c, cξ, |ξ|, ξ2irgi yra atsitiktiniai dydºiai.I�rodymas. Pakanka i�sitikinti, kad funkcijos f(x) = x + c, cx, |x|, x2yra Borelio funkcijos. (19) s¡lyg¡ pakanka tikrinti intervalams. I² tikru�ju�,pavyzdºiui, funkcijai f(x) = x2 ir B = (−∞, u) turime:
f−1(B) =

{
∅, jei u ≤ 0,

(−√
u,
√
u), jei u > 0,taigi visais atvejais f−1(B) ∈ B.Naudojant Borelio funkcijas i² atsitiktiniu� vektoriu� galime gauti naujusatsitiktinius vektorius, i² atsitiktiniu� dydºiu� � naujus atsitiktinius dydºius.Atsitiktinius dydºius sud
edami, atimdami, daugindami ir dalydami taip patgauname naujus atsitiktinius dydºius.28 teorema. Tegu ξ, η : Ω → IR yra atsitiktiniai dydºiai. Tada

ξ ± η, ξ · η, ξ/η (jei η 6= 0) yra irgi atsitiktiniai dydºiai.42



I�rodymas. I�rodykime, kad ξ+η yra atsitiktinis dydis. Pakaks i�sitikinti,kad su kiekvienu �ksuotu u
{ω : ξ(ω) + η(ω) < u} ∈ A.Jeigu teisinga nelygyb
e ξ(ω) + η(ω) < u, tai teisinga ir nelygyb
e ξ(ω) <

u − η(ω). Kadangi racionaliu�ju� skai£iu� aib
e yra visur tir²ta (tarp bet kuriu�dvieju� skai£iu� visada yra ir racionaliu�ju�), tai gal
esime rasti racionalu�ji� skai£iu�
q, kad b	utu� teisinga ir nelygyb
e ξ(ω) < q < u − η(ω). Kita vertus, jei sukokiu nors q teisinga ²i nelygyb
e, tai teisinga ir nelygyb
e ξ(ω) + η(ω) < u.Pasinaudoj¦ tokiais samprotavimais, uºra²ykime:

{ω : ξ(ω) + η(ω) < u} =
⋃

q

{ω : ξ(ω) < q < u− η(ω)}

=
⋃

q

{ω : ξ(ω) < q} ∩ {ω : η(ω) < u− q},£ia s¡jungos imamos pagal visus racionaliuosius skai£ius. Ta£iau racionaliu�ju�skai£iu� aib
e yra skaiti, tod
el paskutin
eje s¡jungoje jungiama skaiti i�vykiu�,priklausan£iu� σ-algebrai A, sistema. Tada ir s¡jungos rezultatas turi prik-lausyti ²iai σ-algebrai, t.y,
{ω : ξ(ω) + η(ω) < u} ∈ A.Kadangi−η irgi yra atsitiktinis dydis, tai pasinaudoj¦ jau i�rodytu teiginiugausime, kad ξ − η yra atsitiktinis dydis.Pasinaudoj¦ jau i�rodytais faktais, teoremos i²vada ir lygybe
ξ · η =

1

4
(ξ + η)2 − 1

4
(ξ − η)2,gausime, kad ξ · η yra atsitiktinis dydis.I� ξ/η galime ºvelgti kaip i� atsitiktiniu� dydºiu� ξ ir 1/η sandaug¡. Kad 1

ηyra atsitiktinis dydis i�rodyti nesunku. Tada ir sandauga ξ · 1
η
yra atsitiktinisdydis. Teorema i�rodyta.I�sitikinsime, kad analizin
es (in�nimumo bei supremumo, vir²utin
es ir ap-atin
es ribu�) operacijos su atsitiktiniais dydºiais irgi duoda atsitiktinius dy-dºius. Priminsime, kad skai£iu� sekos xn apatin
e ir vir²utin
e ribos apibr
eºiamostaip:

lim inf
n

xn = sup
n

inf
k≥n

xk, lim sup
n

xn = inf
n

sup
k≥n

xk,kitaip tariant lim inf xn yra maºiausias sekos xn ribinis ta²kas, o lim sup xn �didºiausias. 43



29 teorema. Tegu ξn : Ω → IR (n = 1, 2, . . .) yra atsitiktiniai dydºiai.Tada funkcijos
η1 = inf

n
ξn, η2 = sup

n
ξn, η3 = lim inf

n
ξn, η4 = lim sup

n
ξnirgi yra atsitiktiniai dydºiai.Jei ξn yra atsitiktiniu� dydºiu� seka ir su kiekvienu ω ∈ Ω seka ξn(ω)konverguoja, tai riba ξ(ω) = limn ξn(ω) irgi yra atsitiktinis dydis.I�rodymas. Skai£iu� sekos minimumas yra maºesnis uº u, tada ir tiktada, kai bent vienas jos narys yra maºesnis uº u. taigi

{ω : η1(ω) < u} =

∞⋃

n=1

{ω : ξn(ω) < u} ∈ A.�i lygyb
e rei²kia, kad η1 yra atsitiktinis dydis.Dydºius η2, η3, η4 galime i²reik²ti taip:
η2 = − inf

n
(−ξn), η3 = sup

n
inf
k≥n

ξk, η4 = inf
n

sup
k≥n

ξk.Kadangi jau i�rod
eme, jog imdami atsitiktiniu� dydºiu� sekos in�nimum¡, v
elgauname atsitiktini� dydi�, tai i² η2 i²rai²kos i²plaukia, jog η2 yra atsitiktinisdydis, t. y. atsitiktiniu� dydºiu� supremumas yra atsitiktinis dydis. I² η3, η4i²rai²ku� i²plaukia, kad ²ie dydºiai irgi yra atsitiktiniai.Jeigu atsitiktiniu� dydºiu� reik²miu� seka ξn(ω) konverguoja su visais ω, tairiba lygi apatinei ribai lim inf ξn(ω), (o taip pat ir vir²utinei ribai lim inf ξn(ω)).Taigi funkcija, priskirianti ω ribines sekos ξn(ω) reik²mes, yra atsitiktinis dy-dis.Ta£iau atsitiktiniu� dydºiu� seka gali konverguoti tik kai kuriems ω. Argalime apie konvergavimo aib¦ kalb
eti kaip apie atsitiktini� i�vyki�? Taip.30 teorema. Tegu ξn yra atsitiktiniu� dydºiu� seka. Tada aib
e
A = {ω : lim

n→∞
ξn(ω) egzistuoja}yra atsitiktinis i�vykis.I�rodymas. Jeigu kokiam nors ω ∈ Ω limn ξn(ω) egzistuoja, tai seka

ξn(ω) tenkina Caushy kriteriju�:kiekvienam nat	uriniam k egzistuoja n = n(ω), kad
|ξu(ω) − ξv(ω)| < 1

k
, kai u, v ≥ n(ω)Tada visu� ω, su kuriais seka tenkina kriteriju�, aib¦ A galime uºra²yti ²itaip:

A =

∞⋂

k=1

∞⋃

n=1

∞⋂

u=n

∞⋂

v=n

{
ω : |ξu(ω) − ξv(ω)| < 1

k

}
.I² ²ios i²rai²kos i²plaukia, kad A ∈ A.44



2.2. Atsitiktiniai dydºiai ir ju� skirstiniaiVisiems tyrin
ejimams, kuriuos atliksime ²iame skyrelyje, reikia tikimybin
eserdv
es. I�sivaizduokime, kad j¡ jau pasirinkome: 〈Ω,A, P 〉 yra tikimybin
eerdv
e.Nagrin
esime atsitiktinius dydºius ξ : Ω → IR bei atsitiktinius vektorius
ξ : Ω → IRm. Visu� pirma su jais susiesime tam tikras funkcijas.18 apibr
eºimas. Tegu ξ : Ω → IRm � atsitiktinis vektorius, ξ =
〈ξ1, . . . , ξm〉. Jo pasiskirstymo funkcija vadinsime funkcij¡ Fξ : IRm → [0, 1],apibr
eºiam¡ taip:

Fξ(x1, . . . , xm) = P (ξ1 < x1, . . . , ξm < xm).Jei m = 1, tai ξ yra atsitiktinis dydis, o Fξ(x) = Fξ(x) � vieno kintamojofunkcija: Fξ(x) = P (ξ < x).Taigi atsitiktinio dydºio pasiskirstymo funkcija tarsi �saugo� visas tikimybes
P (ξ < x). Naudojantis ²ia funkcija galima skai£iuoti ir kitas su atsitiktiniudydºiu susijusias tikimybes, pavyzdºiui,

P (a ≤ ξ < b) = P (ξ < b) − P (ξ < a) = Fξ(b) − Fξ(a).Toliau daºniausiai nagrin
esime atsitiktinius dydºius ir ju� pasiskirstymofunkcijas.Pirmiausia i²tirkime papras£iausias pasiskirstymo funkciju� savybes.31 teorema. Atsitiktinio dydºio ξ pasiskirstymo funkcija Fξ turi ²iassavybes:1. Fξ yra nemaº
ejanti funkcija;2. Fξ yra tolydi i² kair
es;3. lim
x→−∞

Fξ(x) = 0, lim
x→∞

Fξ(x) = 1.I�rodymas. �ym
esime Ax = {ω : ξ(ω) < x}. Tada Fξ(x) = P (Ax).1) Jei x < y, tai Ax ⊂ Ay. Tada P (Ax) ≤ P (Ay).2) Jei x1 < x2 < . . . < x, limn→∞ xn = x, tai Ax1 ⊂ Ax2 ⊂ . . . ir
∪nAxn

= Ax. Pasir
em¦ teorema apie tikimybiu� monotoni²kum¡, gausime:
lim

n→∞
P (Axn

) = P (Ax), arba lim
n→∞

Fξ(xn) = Fξ(x).�is s¡ry²is ekvivalentus teoremos teiginiui.3) Tegu x1 < x2 < . . . , limn xn = ∞. Tada ∪nAxn
= Ω. I�rodymui, kad

limx→∞ Fξ(x) = 1 uºbaigti v
el pakanka pasiremti tikimybiu� monotoni²kumosavybe. 45



Tegu x1 > x2 > . . . , limn xn = −∞. Tada ∩nAxn
= ∅. Teiginys

lim
x→−∞

Fξ(x) = 0v
el gaunamas i² tikimybiu� monotoni²kumo savyb
es.Funkcija Fξ turi visas tas savybes, kuriu� reikia tikimybiniam matui PF :
B → [0 , 1] konstruoti, naudojantis tuo b	udu, kuris apra²ytas skyrelyje apieBorelio σ-algebros matu� konstravim¡. �ym
esime ²i� mat¡ Pξ ir vadinsime ji�atsitiktinio dydºio ξ skirstiniu.Tad su kiekvienu atsitiktiniu dydºiu galime susieti tikimybin¦ erdv¦ 〈IR,B, Pξ〉.Atsitiktiniam vektoriui taip pat galime sukonstruoti analogi²k¡ tikimybin¦erdv¦.Yra visokiu� atsitiktiniu� dydºiu�. I²skirsime svarbiausias atsitiktiniu� dydºiu�klases.19 apibr
eºimas. Jeigu atsitiktinio dydºio (arba atsitiktinio vektori-aus) reik²miu� aib
e yra baigtin
e arba skaiti, tai toki� atsitiktini� dydi� vadinsimediskre£iuoju.Pavyzdºiui, visi paprastieji atsitiktiniai dydºiai, kuriuos nagrin
ejome anks£iau,yra diskretieji atsitiktiniai dydºiai.Tegu ξ yra diskretusis atsitiktinis dydis. Tada jo reik²mes galima sunumeruoti.Tarkime, ²ios reik²m
es yra si, i ∈ I, £ia I yra baigtin
e arba begalin
e ta£iauskaiti indeksu� (numeriu�) aib
e. I�vykiai {ω : ξ(ω) = si}, (i ∈ I) yra nesu-taikomi, o ju� s¡junga � visa baig£iu� aib
e Ω. Taigi

∑

i∈I

P (ξ(ω) = si) = 1.Savo ruoºtu
Fξ(x) =

∑

si<x,

i∈I

P (ξ(ω) = si). (20)Diskre£iojo atsitiktinio dydºio pasiskirstymo funkcija turi tr	ukius ta²kuose
si, kuriuose P (ξ(ω) = si) > 0. I² tikru�ju�, jei ε > 0, tai

Fξ(si + ε) − Fξ(si − ε) =
∑

si−ε<sj<si+ε

P (ξ(ω) = sj) > P (ξ(ω) = si).Tod
el
lim
ε→0

(
Fξ(si+ε)−Fξ(si−ε)

)
≥ P (ξ(ω) = si) > 0, t.y. lim

x→si−0
Fξ(x) 6= lim

x→si+0
Fξ(x).I² tikru�ju� nesud
etinga i�sitikinti, kad pasiskirstymo funkcijos ²uolis ta²ke siyra tiksliai lygus P (ξ(ω) = si). 46



Taigi diskre£iu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� (o taip pat ir vektoriu�) pasiskirstymofunkcijos yra �sutr	ukusios�.20 apibr
eºimas. Jeigu atsitiktinio dydºio (atsitiktinio vektoriaus) ξpasiskirstymo funkcija Fξ yra visur tolydi, tai ji� vadinsime tolydºiu.I²skirsime atskir¡ tolydºiu�ju� dydºiu�, kuriems teisinga lygyb
e, analogi²ka(20) lygybei, klas¦. Sum¡, suprantama, keisime integralu.21 apibr
eºimas. Atsitiktini� dydi� ξ vadinsime absoliu£iai tolydºiu, jeiegzistuoja neneigiama integruojama funkcija pξ(s), kad
Fξ(x) =

∫ x

−∞

pξ(s)ds.Funkcij¡ pξ(s) vadinsime atsitiktinio dydºio ξ tankiu. Atsitiktini� vektoriu�
ξ : Ω → IRm vadinsime absoliu£iai tolydºiu, jei egzistuoja neneigiama inte-gruojama funkcija pξ(s1, . . . , sm), kad

Fξ(x1, . . . , xm) =

∫

{s1<x1,...,sm<xm}

pξ(s1, . . . , sm)ds1 · . . . · dsm.Funkcij¡ pξ(s1, . . . , sm) vadinsime atsitiktinio vektoriaus ξ tankiu.I² matematin
es analiz
es kurso teoremos apie integralo su kintamu vir²u-tiniu r
eºiu i²vestin¦ gauname, kad beveik visiems x teisingas toks atsitiktiniodydºio pasiskirstymo funkcijos ir tankio (jei jis egzistuoja) s¡ry²is:
F ′

ξ(x) = pξ(x).Taigi ºinodami atsitiktinio dydºio tanki�, pasiskirstymo funkcij¡ gauname in-tegruodami, o ºinodami pasiskirstymo funkcij¡ � tanki� gauname diferenci-juodami.17 pavyzdys.Vienetin
eje atkarpoje atsitiktinai parenkamas ta²kas, atstum¡ nuo parink-tojo ta²ko iki atkarpos vidurio paºym
ekime ξ. Raskime ²io atsitiktinio dydºiopasiskirstymo funkcij¡, jei visi ta²kai turi vienodas galimybes b	uti parinkti.Taikysime geometriniu� tikimybiu� schem¡. Nesunku i�sitikinti, kad
Fξ(x) =






0, jei ≤ 0,

2x, jei 0 ≤ x ≤ 1
2
,

1, jei x ≥ 1
2
.Atsitiktinis dydis ξ turi ir tanki�:

pξ(x) =

{
0, jei x 6∈ [0; 1],

2, jei x ∈ [0; 1].47



2.3. Diskretieji atsitiktiniai dydºiai�iame skyriuje nagrin
esime svarbius diskre£iu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� pavyzdºius.18 pavyzdys. I²sigim¦s atsitiktinis dydis ir jo skirstinysGali b	uti, kad atsitiktinis dydis i�gyja vienintel¦ reik²m¦, t.y. yra toksskai£ius a, kad P (ξ = a) = 1. Toki� atsitiktini� dydi� vadinsime i²sigimusiu, jopasiskirstymo funkcija:
Fξ(x) =

{
0, jei x ≤ a,
1, jei x > a.

F
ξ
(x

)

x

1

0 aI²sigimusio skirstinio pasiskirstymo funkcija turi vien¡, ta£iau dideli�tr	uki�.�inoma, tokio dydºio galima ir nevadinti atsitiktiniu, ta£iau teorija tuopaprastesn
e, kuo i²im£iu� ir atskiru� atveju� yra maºiau.19 pavyzdys. Binominis skirstinysNagrin
ekime Bernulio schem¡; tegu n � bandymu� skai£ius, p � s
ekm
estikimyb
e, ξn � s
ekmiu� skai£ius atlikus n bandymu�. Jau ºinome, jog ²io dydºioreik²miu� aib
e yra Sξ = {0, 1, . . . , n} ir
Fξ(x) =

∑

0≤s<x

s≤n

Cs
np

s(1 − p)n−s.�i� skirstini� vadinsime binominiu, ra²ysime ξn ∼ B(n, p).

P
1
0
(m

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
m

P10(6) ≈ 0.251

48



Bernulio skirstinio B(10, 0, 6) tikimyb
es P10(m) = P (ξ10 = m).20 pavyzdys. Paskalio skirstinysNagrin
ekime Bernulio schem¡ kaip ankstesiajame pavyzdyje, ta£iau bandy-mus kartokime tol, kol �surinksime� n s
ekmiu�. Tegu θn � atliktu� bandymu�skai£ius, o ηn = θn − n. Tada ηn yra atsitiktinis dydis, jo reik²m
e lygines
ekmiu�, gautu� atliekant bandymus iki surenkama n s
ekmiu�, skai£iui. Dy-dºio reik²miu� aib¦ sudaro visi neneigiami sveikieji skai£iai: S = Sηn
=

{0, 1, . . . , }, ir
Fη(x) =

∑

0≤s<x

Cs
n+s−1p

n(1 − p)s.Atsitiktinio dydºio ηn skirstini� vadinsime Paskalio skirstiniu, ra²ysime:
ηn ∼ B−(n, p). 14Dydºio η1 (jo reik²m
e � nes
ekmiu� iki pirmosios s
ekm
es skai£ius) skirstinysvadinamas geometriniu. Tikimyb
es

P (η1 = m) = pqm, q = 1 − p,yra tiesiog geometrin
es progresijos nariai.21 pavyzdys. Puasono skirstinysTai tiek teorijai, tiek taikymams labai svarbus skirstinys. Ji� taipogi�atrasime� nagrin
edami Bernulio schemas.32 teorema. Tegu atliekama n Bernulio schemos su s
ekm
es tikimybe pnbandymu�, tegu ξn � s
ekmiu� skai£ius ²ioje bandymu� serijoje. Jeigu egzistuojateigiamas skai£ius λ, kad npn → λ, kai n→ ∞, tai su kiekvienu m = 0, 1, . . .

P (ξn = m) = Cm
n p

m
n q

n−m
n → λm

m!
e−λ,£ia qn = 1 − pn.I�rodymas. Paºym
ej¦ λn = npn ir pasinaudoj¦ binominiu� koe�cientu�i²rai²ka faktorialais, gausime

P (ξn = m) =
n(n− 1) . . . (n−m+ 1)

m!

(λn

n

)m(
1 − λn

n

)n−m

=

λm
n

m!

(
1 − λn

n

)n(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − m− 1

n

)(
1 − λn

n

)−m

.14Toks ºym
ejimas paai²kinamas tuo, jog Paskalio skirstinys � atskiras taip vadinamojoneigiamo binominio skirstinio atvejis. 49



Nagrin
ekime kiekvieno daugiklio elgesi�, kai n→ ∞. Kadangi m � �ksuo-tas, λn → λ, kai n→ ∞, tai λm
n → λm,

(
1 − λn

n

)n

→ e−λ,o visi kiti daugikliai art
eja prie vieneto.22 apibr
eºimas. Jeigu atsitiktinis dydis ξ i�gyja sveikas neneigiamasreik²mes su tikimyb
emis
P (ξ = m) =

λm

m!
e−λ (m = 0, 1, 2, . . .),£ia λ > 0, tai sakysime, kad ξ reik²m
es pasiskirst¦ pagal Puasono15 d
esni�(arba Puasono skirstini�) su parametru λ. Simboli²kai ra²ysime ξ ∼ P(λ).

P
(ξ

=
m

)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
mPuasono skirstinio su parametru λ = 4 tikimyb
es.Taigi ²iame skyrelyje i�rodyta teorema teigia, kad binominio skirstiniotikimyb
es, kai bandymu� skai£ius n yra didelis, o s
ekm
es tikimyb
e p yra maºa,artimas Puasono skirstinio su parametru λ = np tikimyb
ems. Tod
el bino-minio skirstinio tikimybes, kurias tiksliai skai£iuoti gali b	uti sunku, galimekeisti Puasono skirstinio tikimyb
emis.2.4. Absoliu£iai tolyd	us skirstiniaiJeigu atsitiktinis dydis ξ yra absoliu£iai tolydus, tai egzistuoja tankis, t. y.tokia neneigiama funkcija p(u), kad

Fξ(x) = P (ξ ∈ (−∞, x)) =

∫ x

−∞

p(u)du.15Simeon Deni Poisson (1781-1840) � pranc	uzu� matematikas. Para²
e apie 350 darbu�i² i�vairiu� matematikos ir jos taikymu� sri£iu�: mechanikos, matematin
es �zikos, taip pat irtikimybiu� teorijos. 50



Pasir
em¦ ²ia lygybe bet kokiam intervalui B = [a; b) gautume:
P (ξ ∈ B) =

∫

B

p(u)du.�i lygyb
e teisinga ne tik intervalams, bet ir bet kokioms Borelio aib
ems. Kai
B = IR, tai

P (ξ ∈ IR) =

∫ infty

−∞

p(u)du = 1.Panagrin
esime kelis svarbius absoliu£iai tolydºiu� skirstiniu� pavyzdºius.22 pavyzdys. Tolygusis skirstinysRulet
e: vienetinis apskritimas ir besisukanti str
el
e. Jai sustojus pasirenkameapskritimo ta²k¡, i� kuri� nukreipta str
el
e. Galime nustatyti abipus vien-areik²m¦ vienetinio apskritimo C ir vienetinio intervalo I = [0, 1) ta²ku�atitikti� ψ : I → C; £ia ψ(t) yra vienetinio apskritimo ta²kas, kurio polin
eskoordinat
es ρ = 1, φ = 2πt.Tada galime tarti, kad su rulete atsitiktinai pasirenkame skai£iu� ξ i² viene-tinio intervalo. Dydis ξ yra atsitiktinis ir visos jo reik²m
es �turi vienodasgalimybes pasirodyti�. Naudodami geometriniu� tikimybiu� modeli� gauname
Fξ(x) =






0, jei x ≤ 0,

x, jei 0 ≤ x ≤ 1,

1, jei x > 1.Taigi ξ yra absoliu£iai tolydus atsitiktinis dydis, turintis tanki�
pξ(x) =

{
0, jei x 6∈ [0, 1] ,
1, jei x ∈ [0, 1].Sakysime, dydis tolygiai pasisikirst¦s intervale [0; 1], kitaip tariant, ξskirstinys yra tolygusis.Pana²iai apibr
eºiame ir tolygu�ji� skirstini� intervale [a; b].23 apibr
eºimas. Sakysime, kad atsitiktinis dydis yra tolygiai pa-siskirst¦s intervale [a; b], jeigu jis turi tanki� pξ(x), kuris lygus nuliui, kai

x 6∈ [a; b], o visiems x ∈ [a; b] pξ(x) i�gyja t¡ pa£i¡ reik²m¦.Tarkime pξ(x) = c. Kadangi tankio integralas pagal vis¡ ties¦ turi b	utilygus vienetui, tai
1 =

∫ ∞

−∞

pξ(x)dx = c

∫ b

a

dx = c(b− a), c =
1

b− a
.51



Taigi tolygiai intervale [a; b] pasiskirs£iusio atsitiktinio dydºio tankis yra
pξ(x) =

{
0, jei x 6∈ [a; b],

1
b−a

, jei x ∈ [a; b].

a b

F
X

(x
)

a b

p
X

(x
)

Tolygiai intervale [a; b] pasiskirs£iusio atsitiktinio dydºio pasikirstymofunkcijos ir tankio gra�kai.23 pavyzdys. Eksponentinis skirstinysRadºio atomas skyla, virsdamas radono atomu ir i²spinduliuodamas alfadalel¦:
Ra→ Rn+ α.Tarkime, ξ yra laikotarpis nuo atomo steb
ejimo pradºios iki skilimomomento.Atomas n
era svarstantis ir skilimui vidujai besiruo²iantis subjektas: jeigupra
ejus laikotarpiui s jis vis dar n
era skil¦s, tai tikimyb
e kad jis dar i²tverslaiko interval¡ t, yra ta pati, koks beb	utu� s. �i¡ savyb¦ analizi²kai uºra²ysimetaip:

P (ξ ≥ t+ s|ξ ≥ s) = P (ξ ≥ t).Paºym
ej¦ G(t) = P (ξ ≥ t) ir pasir
em¦ tuo, jog
P (ξ ≥ t+ s|ξ ≥ s) =

P (ξ ≥ t+ s)

P (ξ ≥ s)
,gauname

G(t+ s) = G(t)G(s). (21)Analiz
es metodais galime i²spr¦sti funkcin¦ (21) lygti�. Sprendiniai yra funkci-jos
G(t) = e−λt, t ≥ 0;£ia λ > 0 � parametras, priklausantis nuo �ziniu� radono savybiu�. Dabar

Fξ(x) =

{
0, kai x ≤ 0,

1 − e−λt, kai x > 0.52



Taigi ξ yra absoliu£iai tolydus atsitiktinis dydis, turintis tanki�
pξ(x) =

{
0, kai x ≤ 0,

λe−λx, kai x > 0.
(22)24 apibr
eºimas. Jeigu atsitiktinis dydis ξ turi tanki�, uºra²om¡(22) lygybe, kurioje λ > 0, tai sakysime, kad atsitiktinis dydis pasiskirst¦spagal eksponentini� d
esni�, o jo skirstini� vadinsime eksponentiniu. Simboli²kaira²ysime: ξ ∼ E(λ).

F
X

(x
)

x0

p
X

(x
)

x0Eksponentiniu� skirstiniu� pasiskirstymo funkciju� ir tankiu� gra�kaiEksponentinis skirstinys yra atskiras gama skirstiniu� ²eimos atvejis. Gamaskirstini� atitinkantis tankis lygus nuliui neigiamoms argumento reik²m
ems, oteigiamoms � apibr
eºiamas panaudojant du teigiamus parametrus:
p(x|λ, η) =

λη

Γ(η)
xη−1e−λx,£ia Γ(η) yra vadinamoji gama funkcija, kuri teigiamiems η gali b	uti uºra²ytaintegralu

Γ(η) =

∫ ∞

0

e−ttη−1dt.Jei atsitiktinio dydºio ξ skirstinys � gama skirstinys su parametrais λ, η,ra²ysime ξ ∼ G(λ, η).24 pavyzdys. Normalusis skirstinysNagrin
ekime Bernulio schem¡, tegu p � s
ekm
es tikimyb
e viename bandyme,o n � bandymu� skai£ius. Nagrin
ekime schem¡ su vis didesniu bandymu� skai£i-umi n.Teisinga tokia teorema. 53



33 teorema. Tegu s
ekm
es tikimyb
e Bernulio schemoje lygi p , o ξn �s
ekmiu� skai£ius po n bandymu�. Tada bet kokiam x

P

(
ω :

ξn(ω) − np√
np(1 − p)

< x

)
→ 1√

2π

∫ x

−∞

e−t2/2dt, n→ ∞.�i teorema vadinama Muavro-Laplaso integraline teorema.�ioje teoremoje pasirodo labai svarbus tikimybiu� teorijoje skirstinys.25 apibr
eºimas. Jeigu atsitiktinis dydis ξ turi tanki�
p(x) =

1√
2π
e−x2/2, −∞ < x <∞,tai sakysime, kad jis pasiskirst¦s pagal standartini� normalu�ji� d
esni�, jo skirstini�vadinsime standartiniu normaliuoju. Jeigu ξ skirstinys yra standartinis nor-malusis, ra²ysime ξ ∼ N (0, 1).

p
X

(x
)

x0 1

0, 1Standartinio normaliojo d
esnio tankis.Normalu�ji� skirstini� apibr
e²ime ir n-ma£iu atveju.26 apibr
eºimas. Sakysime, kad atsitiktinio vektoriaus ξ : Ω → IRnskirstinys yra standartinis normalusis, jei ξ yra absoliu£iai tolydus atsitiktinisvektorius, turintis tanki�
pξ(x1, . . . , xn) =

1

(2π)n/2
exp

{
− 1

2

n∑

k=1

x2
k

}
.Panagrin
esime absoliu£iai tolydºiu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� ir vektoriu� savybes.Jei ξ yra absoliu£iai tolydus atsitiktinis dydis, pξ � ²io atsitiktinio dydºiotankis, B yra Borelio aib
e, tai

P (ξ ∈ B) =

∫

B

pξ(u)du.Analogi²ka lygyb
e teisinga ir atsitiktiniams vektoriams. Tegu ξ = 〈ξ1, . . . , ξm〉, ξ :
Ω → IRm, absoliu£iai tolydus atsitiktinis vektorius, pξ ²io atsitiktinio vekto-riaus tankis, B ∈ Bm � bet kokia Borelio aib
e. Tada54



P (ξ ∈ B) =

∫

B

pξ(u1, u2, . . . , um)du1du2 . . . dum. (23)Imkime
B = (−∞, x1) × (−∞, x2) × . . .× (−∞, xm−1) × IR.Tada P (ξ ∈ B) = P (ξ1 < x1, . . . , ξm−1 < xm−1) = Fξ′(x1, . . . , xm−1), £ia

ξ′ = 〈ξ1, . . . , ξm−1〉. Pritaik¦ (23) formul¦ gausime:
Fξ′(x1, x2, . . . , xm−1) =

∫

ui<xi
i=1,...,m−1

(∫ ∞

−∞

pξ(u1, u2, . . . , um)dum

)
du1du2 . . . dum−1.Jeigu paºym
esime:

f(u1, u2, . . . , um−1) =

∫ ∞

−∞

pξ(u1, u2, . . . , um)dum,tai gausime
Fξ′(x1, x2, . . . , xm−1) =

∫

ui<xi
i=1,...,m−1

f(u1, u2, . . . , um−1)du1 . . . dum−1,taigi f(u1, u2, . . . , um−1) yra �trumpesnio� atsitiktinio vektoriaus tankis. Su-formuluokime gaut¡ji� rezultat¡ kaip teorem¡:34 teorema. Jeigu absoliu£iai tolydaus atsitiktinio vektoriaus ξ =
〈ξ1, . . . , ξm〉 tankis yra pξ(u1, . . . um), tai atsitiktinis vektorius ξ′ = 〈ξ1, . . . , ξm−1〉taip pat yra absoliu£iai tolydus ir jo tankis yra

pξ′(u1, u2, . . . , um−1) =

∫ ∞

−∞

pξ(u1, u2, . . . , um)dum.Beveik akivaizdu, kaip gauti kitu� �trumpesniu�� atsitiktiniu� vektoriu� tankius� reikia �ilgojo� vektoriaus tanki� suintegruoti pagal tam tikras komponentes.Teigini� apie atsitiktiniu� vektoriu� tankius neformaliai galime suformuluotitaip: �trumpesniojo" atsitiktinio vektoriaus tanki� gauname i² �ilgesniojo� at-sitiktinio vektoriaus tankio, suintegrav¦ pastar¡ji� pagal �nereikalingas� kom-ponentes.25 pavyzdys.Atsitiktinis vektorius ξ = 〈ξ1, ξ2〉 i�gyja reik²mes i² aib
es
∆ = {< u1, u2 >: u1, u2 ≥ 0, u1 + u2 ≤ 1},55



visos reik²m
es yra vienodai galimos. Raskime tankius pξ(u1, u2) ir pξ1(u).Plok²tumoje aib
e ∆ rei²kia trikampi�, kurio plotas s(∆) = 1/2. Jei B �bet kokia i²matuojama plok²tumos aib
e, tai
P (ξ ∈ B) =

s(∆ ∩B)

s(∆)
= 2s(B ∩ ∆) =

∫

B

2I∆(u1, u2)du1du2.Taigi
pξ(u1, u2) =

{
2, < u1, u2 >∈ ∆,

0, < u1, u2 > 6∈ ∆.Tada
pξ1(u) =

∫ ∞

−∞

pξ(u, u2)du2.Kai u < 0 arba u > 1, pξ1(u) = 0, kai 0 ≤ u ≤ 1

pξ1(u) =

∫ u

0

2du2 = 2u.Jei ξ yra atsitiktinis dydis, o φ � Borelio funkcija, tai η = φ(ξ) irgi yraatsitiktinis dydis. Jeigu ξ turi tanki�, ar η taip pat turi tanki�? Apsiribosimemonotonin
es, tolydºiai diferencijuojamos funkcijos φ atveju.35 teorema. Jei ξ : Ω → IR yra atsitiktinis dydis, o φ : IR → IR �monotonin
e tolydºiai diferencijuojama funkcija, tai atsitiktinio dydºio η =
φ(ξ) tankis yra

pη(t) = pξ(φ
−1(t)) · |φ′(φ−1(t))|−1.I�rodymas. I�rodymas remiasi kintamojo keitimo integrale formule. Tegu

φ � monotoni²kai did
ejanti funkcija. Tada turime
Fη(y) = P (φ(ξ) < y) = P (ξ < φ−1(y)) =

∫ φ−1(y)

−∞

pξ(u)du.Dabar belieka pakeisti kintam¡ji� u kintamuoju t, kad galiotu� s¡ry²is t = φ(u).26 pavyzdys. Tegu ξ ∼ N (0, 1), o η = a + σξ, £ia σ > 0. Tadapritaik¦ teoremos i²vad¡ gausime, jog atsitiktinis dydis η turi tanki�
pη(y) =

1

σ
√

2π
exp

{
− 1

2σ2
(x− a)2

}
.Sakysime, kad η skirstinys yra normalusis su parametrais a, σ ir ra²ysime

η ∼ N (a, σ). 56



p
X

(x
)

x0Normaliu�ju� dydºiu� tankiai. Dydºio η ∼ N (a, σ) tankio gra�kas simetri²kasties
es x = a atºvilgiu. Kuo maºesn
e σ reik²m
e, tuo statesnis tankiogra�kas.Ta£iau sprendºiant uºdavinius galima ir nesinaudoti i�rodytos teoremosformule. Juk tanki� galime rasti i² pradºiu� surad¦ pasiskirstymo funkcij¡, opo to apskai£iav¦ jos i²vestin¦.27 pavyzdys. Tegu ξ yra atsitiktinis dydis, pasiskirst¦s tolygiaiintervale [0; 1]. Raskime atsitiktinio dydºio η = 1
ξ
tanki�.I² pradºiu� apskai£iuokime pasiskirstymo funkcij¡ Fη(x). Pakanka surasti²ios funkcijos reik²mes, kai x yra teigiamas. Pasinaudoj¦ tuo, kad atsitiktiniodydºio ξ tanki� ºinome, gausime:

Fη(x) = P (η < x) = P
(1

ξ
< x

)
= P

(
ξ >

1

x

)
=

∫

[0;1]∩( 1
x
;+∞)

du.Jeigu x < 1, tai aib
e, pagal kuri¡ integruojame, yra tu²£ia, tod
el ir integralaslygus nuliui. Kai x ≥ 1, tai integralas lygus 1 − 1
x
. Taigi

Fξ(x) =

{
0, jei x ≤ 1,

1 − 1
x
, jei x > 1,

pξ(x) =

{
0, jei x ≤ 1,
1
x2 , jei x > 1.Teigini� apie tankius galima suformuluoti ir i�rodyti atsitiktiniams vektori-ams.36 teorema. Tegu ξ : Ω → IRn atsitiktinis vektorius, o φ : IRn → IRnabipus vienareik²mis, tolydºiai diferencijuojamas atvaizdis, φ = 〈φ1, . . . φn〉,

J(x) =

∣∣∣∣∣∣∣

∂φ1

∂x1
. . . ∂φ1

∂xn... · · · ...
∂φn

∂x1
. . . ∂φn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.Jei pξ(x) yra atsitiktinio vektoriaus ξ tankis, o η = φ(ξ), tai pastarojo vek-toriaus tankis yra

pη(y) = pξ(φ
−1(y)) · |J(φ−1(y))|−1.57



28 pavyzdys. Normalieji vektoriaiTegu ξ = 〈ξ1, . . . , ξn〉 yra n-matis atsitiktinis vektorius, pasiskirst¦s pagalstandartini� normalu�ji� d
esni�, t. y. jo tankis yra
pξ(x1, . . . , xn) =

1

(2π)n/2
exp

{
− 1

2

n∑

k=1

x2
k

}
.Su vektorium a = 〈a1, . . . , an〉 ir matrica

Σ =



σ11 . . . σ1n... · · · ...
σn1 . . . σnn


 , |Σ| 6= 0,apibr
e²ime abipus vienareik²mi� atvaizdi� φ : IRn → IRn : φ(x) = a+ Σx⊥, £ia

⊥ ºymi transponavimo veiksm¡. Pritaik¦ teorem¡ galime rasti atsitiktiniovektoriaus η = a+ Σξ⊥ tanki�:
pη(x) =

1

|Q|1/2(2π)n/2
exp

{
− 1

2
(x− a)Q(x− a)⊥

}
,£ia Q =

(
ΣΣ⊥

)−1
.2.5. Nepriklausomi atsitiktiniai dydºiaiApibr
e²ime nepriklausomus atsitiktinius dydºius. Nat	uralu pavadinti atsi-tiktinius dydºius ξ1, ξ2 nepriklausomais, jei su bet kokiomis Borelio aib
emis

B1, B2 i�vykiai {ω : ξ1(ω) ∈ B1}, {ω : ξ2(ω) ∈ B2} yra nepriklausomi.27 apibr
eºimas. Atsitiktinius dydºius ξ1, ξ2 vadinsime nepriklauso-mais, jei su bet kokiomis Borelio aib
emis B1, B2

P (ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2) = P (ξ1 ∈ B1)P (ξ2 ∈ B2).Norint apibr
eºti du nepriklausomus vektorius, pakanka tik truputi� pakeistiapibr
eºim¡.28 apibr
eºimas. Atsitiktinius vektorius ξ1, ξ2 : Ω → IRn vadinsimenepriklausomais, jei su bet kokiomis Borelio aib
emis B1, B2 ∈ B(IRn)

P (ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2) = P (ξ1 ∈ B1)P (ξ2 ∈ B2).Intuityviai du nepriklausomus i�vykius suvokiame taip: du i�vykiai yranepriklausomi, jeigu suºinoj¦, kad vienas i² ju� i�vyko (arba nei�vyko), negau-name jokios naujos informacijos apie tai, ar i�vyko antrasis. Pana²iai galimei�sivaizduoti ir du nepriklausomus dydºius ar vektorius.58



Ta£iau gali pasitaikyti ir tokios atsitiktiniu� i�vykiu� (o taip pat ir atsitiktiniu�dydºiu�) sistemos, kad bet kurie du tos sistemos atsitiktiniai dydºiai yranepriklausomi, ta£iau visumoje juos sieja tam tikri tarpusavio ry²iai. �tai pa-prastas pavyzdys. Tarkime, kad metamos dvi simetri²kos monetos. Apibr
e²kimei�vykius:
A = {pirmoji moneta atvirto herbu}, B = {antroji moneta atvirto herbu},ir C = {tik viena moneta atvirto herbu }. Tada i�vykiu� poros A,B ir B,C, otaip pat ir A,C yra nepriklausomos, ta£iau vis¡ i�vykiu� trejet¡ A,B,C sudaropriklausomi i�vykiai. I² tiesu�, jei ºinome, kad du i² i�vykiu� (pavyzdºiui, A,B)i�vyko, tai galime pasakyti, i�vyko ar nei�vyko tre£iasis.Taigi norint apibr
eºti nepriklausomu� atsitiktiniu� i�vykiu� (o taip pat irdydºiu�) sistem¡, nepakanka pareikalauti, kad jie b	utu� poromis nepriklausomi.29 apibr
eºimas. Tegu ξλ : Ω → IRm (λ ∈ Λ) atsitiktiniu� vektoriu�sistema. Jei bet kokiam atsitiktiniu� vektoriu� ξλ1 , . . . , ξλm

(m ≥ 2) ir Borelioaibiu� B1, B2, . . . , Bm rinkiniui teisinga lygyb
e
P (ξλ1 ∈ B1, . . . , ξλm

∈ Bm) = P (ξλ1 ∈ B1) · · ·P (ξλm
∈ Bm),tai sistem¡ sudaro nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai.Tikrinti, ar du atsitiktiniai dydºiai yra nepriklausomi, naudojantis apibr
eºimu� labai sud
etinga. Ties¡ sakant � visai neb	utina, nes nepriklausomumo s¡lyg¡galima reik²ti tikrinimui patogesniu b	udu: naudojant pasiskirstymo funkci-jas, tankius, reik²miu� i�gijimo tikimybes.37 teorema. Atsitiktiniai dydºiai ξ, η : Ω → IR yra nepriklausomi tadair tik tada, kai

P (ξ < u, η < v) = P (ξ < u)P (η < v). (24)�i¡ teorem¡ galime performuluoti taip.38 teorema. Atsitiktiniai dydºiai ξ, η : Ω → IR yra nepriklausomitada ir tik tada, kai atsitiktinio vektoriaus ζ = 〈ξ, η〉 pasiskirstymo funkcijarei²kiama taip:
Fζ(u, v) = Fξ(u)Fη(v), (25)£ia ζ = 〈ξ, η〉.I�rodymas. Beveik akivaizdu, kad nepriklausomi atsitiktiniai dydºiaib	utinai tenkina (24) s¡lyg¡.Tod
el pakanka parodyti, jog i² (24) i²plaukia,kad su bet kokioms Borelio aib
ems B1, B2

P (ξ ∈ B1, η ∈ B2) = P (ξ ∈ B1)P (η ∈ B2). (26)59



Beveik akivaizdu, jog ²i s¡lyga yra patenkinta, jeigu P (ξ ∈ B1) = 0 arba
P (η ∈ B2) = 0, tod
el pakanka (26) lygyb¦ i�rodyti, kai abi ²ios tikimyb
es yrateigiamos.Imkime B2 = (−∞, v), paºym
ekime

Q(B) = P (ξ ∈ B|η ∈ B2) =
P (ξ ∈ B1, η ∈ B2)

P (η ∈ B2)
, R(B) = P (ξ ∈ B)ir perra²ykime i�rodytin¡ (26) lygyb¦ taip: Q(B1) = R(B1). Abi funkcijos

Q,R yra tikimybiniai matai, apibr
eºti Borelio σ-algebroje. I² (24) gauname,jog lygyb
e Q(B1) = R(B1), o tuo pat metu ir (26) galioja, kai B1 = (−∞, u).Prisiminkime skyrelio apie tikimybes Borelio σ-algebroje teiginius ir kon-strukcijas. I² ju� i²plaukia, kad tikimybiniai matai, sutampantys begalini-ams intervalams (−∞, u), sutampa visoms Borelio aib
ems. Taigi lygyb
e
Q(B1) = R(B1) galioja bet kokioms Borelio aib
ems B1. Tai ekvivalentutvirtinimui, jog (26) galioja bet kokiai Borelio aibei B1 ir bet kokiam inter-valui B2 = (−∞, v). Lieka parodyti, kad ir aib
e B2 ²ioje lygyb
eje gali b	utibet kokia Borelio aib
e. Pasirinkime Borelio aib¦ B1, kad P (ξ ∈ B1) > 0 irperra²ykime (26) ²itaip:

P (η ∈ B2|ξ ∈ B1) = P (η ∈ B2); (27)²i lygyb
e teisinga bet kokiam intervalui B2 = (−∞; u). Paºym
ekime
Q(B) = P (η ∈ B|ξ ∈ B1), R(B) = P (η ∈ B).Funkcijos Q(B) ir R(B) yra tikimybiniai matai; i² (27) gauname, kad jiesutampa bet kokiems begaliniams intervalams B = (−∞, v). I² anks£iaupateiktu� argumentu� i²plaukia, kad jie turi sutapti visoms Borelio aib
ems.Taigi (26) lygyb
e teisinga su bet kokiomis Borelio aib
emis B1, B2.I�rodyt¡j¡ teorem¡ nesunku suformuluoti, ne dvieju�, bet m atsitiktiniu�dydºiu� atveju. Kai dydºiai yra diskret	us arba absoliu£iai tolyd	us, nepriklau-somumo s¡lyg¡ galime reik²ti tiesiog reik²miu� tikimyb
emis arba tankiais.39 teorema. Diskret	us atsitiktiniai dydºiai ξ, η : Ω → IR yra neprik-lausomi tada ir tik tada, kai su bet kokiais x, y

P (ξ = x, η = y) = P (ξ = x)P (η = y).29 pavyzdys. Rutuliai i² urnosTarkime, kad urnoje yra penki rutuliai � du balti ir trys juodi. I² urnospo vien¡ rutuli� traukiame du kartus. Jeigu pirmasis i²trauktas rutulys yrabaltas, tai dydºiui ξ priskirsime reik²m¦ 1, jeigu juodas � reik²m¦ 0. Su60



antrojo rutulio traukimu analogi²kai susiekime dydi� η. Jeigu i²trauk¦ rutuli�i² urnos ji� v
el sugr¡ºiname atgal, tai ξ, η � nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai,jeigu negr¡ºiname, tai dydºiai yra priklausomi.30 pavyzdys. Bernulio dydºiaiNepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� ²eimos pavyzdi� gauname i² Bernulioschemos. Jei ξm i�gyja reik²m¦ lygi¡ 1 s
ekm
es m-tajame Bernulio schemosbandyme atveju ir 0 � nes
ekm
es, tai ξ1, ξ2, . . . , ξn yra nepriklausomi atsitik-tiniai dydºiai.Jeigu atsitiktiniai dydºiai yra absoliu£iai tolyd	us, tai ju� nepriklausomumos¡lyg¡ galime suformuluoti pasinaudoj¦ tankiais.40 teorema. Jei ξ, η : Ω → IR absoliu£iai tolyd	us ir nepriklausomiatsitiktiniai dydºiai, turintys tankius pξ, pη, tai atsitiktinis vektorius ζ =
〈ξ, η〉 irgi absoliu£iai tolydus, bei

pζ(u1, u2) = pξ(u1)pη(u2).Jei atsitiktinis vektorius ζ = 〈ξ, η〉 yra absoliu£iai tolydus, pζ , pξ, pη yra ²iovektoriaus ir jo komponen£iu� tankiai, be to,
pζ(u1, u2) = pξ(u1)pη(u2),tai atsitiktiniai dydºiai ξ, η yra nepriklausomi.Pasir
em¦ vien nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� bei Borelio funkciju� apibr
eºimaisgalime i�rodyti toki� teigini�.41 teorema. Jei ξ1, ξ2 : Ω → IRn yra nepriklausomi atsitiktiniaivektoriai, o f1, f2 : IRn → IRm yra dvi Borelio funkcijos, tai atsitiktiniaivektoriai η1 = f1(ξ1), η2 = f2(ξ2) irgi nepriklausomi.Daºnai tenka sumuoti dvieju� ar daugiau nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu�reik²mes. Pavyzdºiui, dalyvavus dviejose loterijose nat	uralu suvesti laim
ejimu�ar pralaim
ejimu� balans¡ ir t.t. Dvieju� atsitiktiniu� dydºiu� suma v
el yra atsi-tiktinis dydis. Kaip jo skirstinys priklauso nuo d
emenu� skirstiniu�?42 teorema. Jei ξ, η yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, ζ = ξ + η,tai

P (ζ = z) =
∑

x,y

x+y=z

P (ξ = x) · P (η = y).I�rodymas. I�vyki� {ζ = z} galime i²skaidyti i� nesutaikomu� i�vykiu� {ξ =
x, η = y}, s¡jung¡, £ia x yra atsitiktinio dydºio ξ reik²m
e. Taigi

P (ζ = z) =
∑

x,y

x+y=z

P (ξ = x, η = y) =
∑

x,y

x+y=z

P (ξ = x) · P (η = y).61



Atsakysime i� klausim¡ apie nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� sumos skirstini�,kai d
emenys yra absoliu£iai tolyd	us ir nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai.Tegu ξ1, ξ2 yra nepriklausomi, absoliu£iai tolyd	us atsitiktiniai dydºiai,turintys tankius pξ1(u1), pξ2(u2). Tada atsitiktinio vektoriaus ξ = 〈ξ1, ξ2〉tankis yra
pξ(u1, u2) = pξ1(u1)pξ2(u2).Apskai£iuosime pasiskirstymo funkcij¡

Fξ1+ξ2(x) = P (ξ1 + ξ2 < x) = P (ξ ∈ B),£ia B yra pusplok²tum
e, apribota tiese u1+u2 = x. Ta£iau tikimybes, susiju-sias su absoliu£iai tolydaus atsitiktinio vektoriaus reik²m
emis, skai£iuojamenaudodami tanki�, taigi
P (ξ ∈ B) =

∫

B

pξ(u1, u2)du1du2 =

∫

B

pξ1(u1)pξ2(u2)du1du2.Pakeisime integral¡ pagal plok²tumos sriti� dvilypiu integralu:
Fξ1+ξ2(x) = P (ξ ∈ B) =

∫ ∞

−∞

( ∫ x−u1

−∞

pξ1(u1)pξ2(u2)du2

)
du1

=

∫ ∞

−∞

pξ1(u1)
(∫ x−u1

−∞

pξ2(u2)du2

)
du1.Pakeiskime vidiniame integrale integravimo kintam¡ji� u2 kintamuoju v, u2 =

v − u1. Gausime
Fξ1+ξ2(x) =

∫ ∞

−∞

pξ1(u1)
(∫ x

−∞

pξ2(v − u1)dv
)
du1

=

∫ x

−∞

(∫ ∞

−∞

pξ1(u1)pξ2(v − u1)du1

)
dv.Prisimin¦, kaip i² atsitiktinio vektoriaus tankio gaunami jo komponen£iu�tankiai, gausime

pξ1+ξ2(v) =

∫ ∞

−∞

pξ1(u)pξ2(v − u)du.Suformuluosime teorem¡; vien¡ jos formul¦ jau i�rod
eme, kitos i�rodymasanalogi²kas.43 teorema. Jei ξ1, ξ2 absoliu£iai tolyd	us nepriklausomi atsitiktiniaidydºiai, turintys tankius pξ1, pξ2 , tai atsitiktinis dydis η = ξ1 + ξ2 yra taippat absoliu£iai tolydus o jo tankis
pξ1+ξ2(u) =

∫ ∞

−∞

pξ1(v)pξ2(u− v)dv =

∫ ∞

−∞

pξ2(v)pξ1(u− v)dv.62



2.6. Atsitiktiniu� dydºiu� vidurkisJau ºinome, kas yra paprastojo atsitiktinio dydºio vidurkis. Jei ξ yra pa-prastas atsitiktinis dydis, tai jo vidurkis lygus
E[ξ] =

∑

x

xP (ξ = x).31 pavyzdys. Binominis dydis Jei ξ ∼ B(p, n), tai ξ i�gyja reik²mes
k = 0, 1, . . . , n su tikimyb
emis

P (ξ = k) = Ck
np

k(1 − p)n−k.Taigi
E[ξ] =

n∑

k=0

kCk
np

k(1 − p)n−k = np

n−1∑

k=0

Ck
n−1p

k(1 − p)n−1−k = np.�iame skyriuje pateiksime atsitiktinio dydºio vidurkio apibr
eºim¡ ben-druoju atveju. Pirmasis ºingsnelis � nuo paprastu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� priediskre£iu�ju�.30 apibr
eºimas. Tegu ξ yra diskretus atsitiktinis dydis, be to eilut
e
∑

x

xP (ξ = x) (28)absoliu£iai konverguoja. Tada ²ios eilut
es sum¡ ºym
esime E[ξ] ir vadinsimeatsitiktinio dydºio ξ matematiniu vidurkiu.Priminsime, jog absoliutus (28) eilut
es konvergavimas rei²kia, jog eilut
es
∑

x

|x|P (ξ = x) (29)suma yra baigtin
e. I² apibr
eºimo matome, kad jeigu atsitiktinis dydis ξ turividurki�, tai diskretaus atsitiktinio dydºio |ξ| vidurkis yra taip pat apibr
eºtas.32 pavyzdys. Puasono dydis. Jei ξ ∼ P(λ), tai ξ i�gyja sveikasneneigiamas reik²mes k su tikimyb
emis P (ξ = k) = λkek/k!, taigi
E[ξ] =

∞∑

k=0

k
λk

k!
e−λ = λ.Pasteb
esime, kad apr
eºto diskre£iojo atsitiktinio dydºio ξ vidurkis visadaegzistuoja. Pasir
em¦ vien vidurkio apibr
eºimu galime i�rodyti dar daugiau:63



jeigu ξ ir η yra du diskretieji atsitiktiniai dydºiai, |ξ| ≤ η, ir atsitiktiniodydºio η vidurkis egzistuoja, tai egzistuoja ir atsitiktinio dydºio ξ vidurkis.I�rodysime papras£iausias diskre£iu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� vidurkiu� savybes.44 teorema. Tegu ξ, ξ1, ξ2 yra diskret	us atsitiktiniai dydºiai, kuriu�matematiniai vidurkiai egzistuoja. Teisingi tokie teiginiai:1. su bet kokiomis konstantomis c1, c2 dydºio c1ξ1 + c2ξ2 matematinisvidurkis taip pat egzistuoja ir
E[c1ξ1 + c2ξ2] = c1E[ξ1] + c2E[ξ2];2. jei ξ1 ≤ ξ2, tai E[ξ1] ≤ E[ξ2];3. |E[ξ]| ≤ E[|ξ|];4. E[|ξ|I{ξ>a}] → 0, a→ ∞;5. Jei ξ1, ξ2 yra nepriklausomi, tai atsitiktinio dydºio ξ1 · ξ2 vidurkis egzis-tuoja, ir

E[ξ1 · ξ2] = E[ξ1] · E[ξ2]. (30)I�rodymas. 1. I�rodymas beveik toks pat kaip paprastu�ju� atsitiktiniu�dydºiu� atveju. Tik vietoj baigtiniu� aibiu� dabar � skai£ios, o vietoje baigtiniu�sumu� � absoliu£iai konverguojan£ios eilut
es.2. Kadangi ξ2 = ξ1 + ξ2 − ξ1 ir ξ2− ξ1 ≥ 0 ir ξ2 yra diskretusis atsitiktinisdydis, tai pasinaudoj¦ jau i�rodyta 1) dalimi, gausime
E[ξ2] = E[ξ1 + ξ2 − ξ1] = E[ξ1] + E[ξ2 − ξ1] ≥ E[ξ1],nes neneigiamo diskre£iojo atsitiktinio dydºio ξ2 − ξ1 matematinis vidurkisirgi neneigiamas.3. Nelygyb
e i²plaukia i² nelygyb
es −|ξ| ≤ ξ ≤ |ξ| ir jau i�rodytos 2)dalies.4. Turime

E[|ξ|I{ξ>a}] =
∑

x>a

|x|P (ξ = x).Teiginys i²plaukia i² (29) eilut
es absoliutaus konvergavimo.5. I² pradºiu� tarkime, jog ξ1, ξ2 i�gyja tik neneigiamas reik²mes. Dydºiu�
ξ1, ξ2 reik²mes ºym
esime atitinkamai x, y. Tada

∑

x,y

xyP (ξ1 = x, ξ2 = y) =
∑

x,y

xyP (ξ1 = x)P (ξ2 = y).64



Kadangi uºra²ytosios eilut
es visi nariai neneigiami, tai bet kaip juos sugru-pav¦ ir po to sumuodami, mes gautume t¡ pa£i¡ reik²m¦, kai pradin
e eilut
ekonverguoja, ir diverguojan£i¡ eilut¦, kai pradin
e eilut
e diverguoja. Tada
∑

x,y

xyP (ξ1 = x)P (ξ2 = y) =
∑

x

xP (ξ1 = x)
∑

y

yP (ξ2 = y) = E[ξ1] · E[ξ2].I�rod
eme, kad E[ξ1 · ξ2] egzistuoja ir (30) lygyb
e teisinga.Tegu dabar ξ1, ξ2 yra bet kokie diskret	us nepriklausomi atsitiktiniai dy-dºiai. Tada |ξ1|, |ξ2| yra neneigiami ir nepriklausomi atsitiktiniai dydºiaiturintys vidurkius. Pagal jau i�rodyt¡ dali� atsitiktinio dydºio |ξ1ξ2| vidurkisegzistuoja. Tada egzistuoja ir ξ1ξ2 vidurkis, bei
E[ξ1ξ2] =

∑

x,y

xyP (ξ1 = x, ξ2 = y) =
∑

x,y

xyP (ξ1 = x)P (ξ2 = y) (31)
=

∑

x

xP (ξ1 = x)
∑

y

yP (ξ2 = y) = E[ξ1] · E[ξ2]. (32)�ia nariu� grupavim¡ atlikome nedvejodami tod
el, kad eilut
e absoliu£iai kon-verguoja.Dabar mes jau pasireng¦ apibr
eºti matematini� vidurki� bendru atveju.Prisiminkime vien¡ matematin
es analiz
es apibr
eºim¡ ir suformuluokime ji�atsitiktiniams dydºiams.31 apibr
eºimas. Jei ξn, ξ : Ω → IR ir kiekvienam δ > 0 egzistuoja
nδ , kad |ξn(ω) − ξ(ω)| < δ, kai n ≥ nδ, su visais ω ∈ Ω, tai sakysime, jogatsitiktiniu� dydºiu� seka ξn tolygiai konverguoja i� atsitiktini� dydi� ξ.Jei ξ yra atsitiktinis dydis, tai nesunku sudaryti diskre£iu� atsitiktiniu�dydºiu� sek¡ tolygiai konverguojan£i¡ i� ξ. I²ties �ksuotam ε > 0 apibr
eº¦diskretu� atsitiktini� dydi� ξε,

ξε(ω) = nε, jei ξ(ω) ∈ [nε, nε + ε), n = 0,±1,±2, . . . ,tur
esime
ξ(ω) − ε ≤ ξε(ω) ≤ ξ(ω), |ξε(ω) − ξ(ω)| ≤ ε.Atsitiktinis dydis ξε � tai tarsi �i²tiesintas� atsitiktinis dydis ξ.Parink¦ teigiamu� skai£iu� sek¡ εn → 0, gausime diskre£iu�ju� atsitiktiniu�dydºiu� sek¡ ξn = ξεn, tolygiai konverguojan£i¡ i� ξ.Jeigu diskre£iu� atsitiktiniu� dydºiu� seka ξn tolygiai konverguoja i� ξ, taiduotam δ > 0 egzistuoja nδ, kad
|ξn(ω) − ξm(ω)| < δ, kai ω ∈ Ω, n,m ≥ nδ.65



I² tikru�ju�:
|ξn(ω) − ξm(ω)| ≤ |ξn(ω) − ξ(ω)| + |ξm(ω) − ξ(ω)| ≤ δ/2 + δ/2 = δ,kai n,m ≥ nδ.Jeigu visi vidurkiai E[ξn] egzistuoja, tai

|E[ξn] −E[ξm]| < E[|ξn − ξm|] < δ, textkai n,m ≥ nδ.Tai savo ruoºtu rei²kia, jog seka E[ξn] tenkina Ko²i konvergavimo kriteriju�ir tod
el turi konverguoti. Jeigu ξ′n yra kita tolygiai i� ξ konverguojan£iu�diskre£iu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� seka, tai
|ξ′n − ξn| ≤ |ξ′n − ξ| + |ξn − ξ| ≤ ε (n ≥ nε).Taigi E[|ξ′n − ξn|] ≤ ε. Tada

|ξ′n| ≤ |ξn| + |ξ′n − ξn|ir vidurkiai E[|ξ′n|] , o taip pat ir E[ξ′n] (n ≥ nε) egzistuoja. Ta£iau
|E[ξn] − E[ξ′n]| < E[|ξn − ξ′n|] < ε,kai n ≥ nε. Tod
el turi b	uti E[ξn] − E[ξ′n] → 0. Taigi sekos E[ξn] ribanepriklauso nuo to, koki¡ tolygiai konverguojan£i¡ i� ξ diskre£iu�ju� atsitiktiniu�dydºiu� sek¡ ξn pasirenkame. �iais samprotavimais �paruo²
eme dirv¡� tokiamapibr
eºimui.32 apibr
eºimas. Tegu ξ atsitiktinis dydis, o ξn diskre£iu�ju� atsitiktiniu�dydºiu� seka, tolygiai konverguojanti i� ξ. Jei visi ξn turi vidurkius, tai atsi-tiktinio dydºio ξ vidurkiu vadinsime rib¡

E[ξ] = lim
n→∞

E[ξn].Jeigu atsitiktinio dydºio ξ vidurkis egzistuoja, tai
E[ξ] = lim

ε→0
E[ξε] =

∞∑

k=−∞

(εk)·P (ξ ∈ [εk, εk+ε)) = lim
ε→0

∞∑

k=−∞

εk[Fξ(εk+ε)−Fξ(εk)].(33)Paskutinioji suma primena apibr
eºtinio integralo dalines sumas. Tai bent i²dalies paai²kina toki� matematinio vidurkio uºra²ym¡:1616Tai vidurkio rei²kimas Rymano-Styltjeso integralu; ºr. J. Kubilius, Tikimybiu� teorijair matematin
e statistika, Vilnius, Mokslas,1980, p. 146-149.66



E[ξ] =

∫ ∞

−∞

xdF (x).Panagrin
ekime, kaip (33) i²rai²ka atrodo tuo atveju, kai ξ yra absoliu£iaitolydus atsitiktinis dydis, turintis tanki� p(u). Vengdami tam tikru� techniniu�detaliu�, tarkime, jog tankis yra tolydus. Tada i² viduriniu� reik²miu� teoremosgausime
F (εk + ε) − F (εk) =

∫ εk+ε

εk

p(u)du = p(εk + θkε)ε, 0 ≤ θk ≤ 1.Tada
∞∑

k=−∞

εk[F (εk+ε)−F (εk)] =
∞∑

k=−∞

(εk+θkε)p(εk+θkε)ε−
∞∑

k=−∞

θkp(εk+θkε)ε
2.(34)Jeigu integralas ∫ ∞

−∞

|u|p(u)duyra baigtinis, tai imant rib¡, kai ε→ 0, antroji suma (??) lygyb
eje nyksta, opirmoji konverguoja i� E[ξ], kuri� galime reik²ti integralu su begaliniais r
eºiais:
E[ξ] =

∫ ∞

−∞

up(u)du.Suformuluosime bendresni� teigini� apie vidurkio rei²kim¡ integralu.45 teorema. Tegu ξ yra atsitiktinis dydis, turintis tanki� p(u), φ �Borelio funkcija, η = φ(ξ). Atsitiktinis dydis η turi vidurki� tada ir tik tada,kai integralas ∫ ∞

−∞

|φ(u)|p(u)duyra baigtinis. Tada
E[η] =

∫ ∞

−∞

φ(u)p(u)du.Nesunku suformuluoti analogi²k¡ teigini� diskre£iajam atsitiktiniam dy-dºiui.Atsitiktiniams absoliu£iai tolydiems vektoriams teisingas toks teiginys.46 teorema. Tegu ξ = 〈ξ1, ξ2, . . . , ξn〉 yra absoliu£iai tolydus atsitiktinisdydis f : IRn → IR � tokia Borelio funkcija, kad integralas
∫ ∞

−∞

. . .

∫ ∞

−∞

|f(u1, . . . , un)|pξ(u1, . . . , un)du1 . . . dun67



yra baigtinis. Tada atsitiktinis dydis η = f(ξ1, ξ2, . . . , ξn) turi matematini�vidurki� ir
E[η] =

∫ ∞

−∞

. . .

∫ ∞

−∞

f(u1, . . . , un)pξ(u1, . . . , un)du1 . . . dun.33 pavyzdys. Atstumas iki centro Tarkime, vienetiniame skritulyje Satsitiktinai parenkamas ta²kas A(ξ1, ξ2). Koordina£iu� vektorius ξ = 〈ξ1, ξ2〉yra tolygiai pasiskirst¦s vienetiniame skritulyje S, t. y. turi tanki�
pξ(u1, u2) =

{
1
π
, jei 〈u1, u2〉 ∈ S

0, jei 〈u1, u2〉 6∈ S.Raskime ta²ko A nuotolio iki skritulio centro matematini� vidurki�. �is atstu-mas yra atsitiktinis dydis
η =

√
ξ2
1 + ξ2

2 ,taigi
E[η] =

1

π

∫

S

√
u2

1 + u2
2du1du2.Pereidami prie poliniu� koordina£iu� u1 = ρ cosφ, u2 = ρ sinφ gauname

E[η] =
1

π

∫ 2π

0

∫ 1

0

ρ · ρ · dρ · dφ =
1

π
· 1

3
· 2π =

2

3
.Dabar jau turime atsitiktinio dydºio vidurkio apibr
eºim¡ pa£iu bendriau-siu atveju. Tos vidurkio savyb
es, kurias i�rod
eme diskretiesiems atsitiktiniamsdydºiams teisingos ir bendruoju atveju. Ta£iau tai reikia i�rodyti! I² pradºiu�i�rodysime vien¡ paprast¡, bet nauding¡ teigini�.47 teorema. Tegu ξ, η yra du atsitiktiniai dydºiai. Jei |ξ| ≤ η iratsitiktinio dydºio η vidurkis egzistuoja, tai ξ vidurkis irgi egzistuoja.Jei P (ξ 6= η) = 0, ir E[η] egzistuoja, tai E[ξ] irgi egzistuoja, ir E[ξ] = E[η].I�rodymas. I�rodysime pirm¡ji� teigini�. Jis yra teisingas, kai ξ ir η yradiskretieji atsitiktiniai dydºiai. Tai buvo prab
egomis pamin
eta anks£iau,i�rodyti nesunku, pasir
emus vien diskre£iu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� vidurkiu� apibr
eºimu.Bendruoju atveju pakanka i�rodyti, kad visu� atsitiktiniu� dydºiu� |ξ|ε (ε > 0)vidurkiai egzistuoja. Tada prisimin¦ bendr¡ji� atsitiktiniu� dydºiu� vidurkioapibr
eºim¡, gal
esime padaryti i²vad¡, kad E[ξ] irgi egzistuoja.Prisiminkime, kad bet kokiam atsitiktiniam dydºiui ζ ir �i²tiesintam� dy-dºiui ζε teisinga nelygyb
e ζε ≤ ζ ≤ ζε+ε. Pasinaudoj¦ ²ia nelygybe dydºiams68



ξ, η gausime |ξ|ε ≤ |ξ| ≤ E[η] ≤ ηε+ε. Kadangi diskre£iojo atsitiktinio dydºio
ηε + ε vidurkis egzistuoja, tai egzistuoja ir dydºio |ξ|ε vidurkis.I�rodykime antr¡ji� teigini�. Jei P (ξ 6= η) = 0, tai P (ξ ∈ [nε, nε + ε)) =
P (η ∈ [nε, nε + ε) ir E[ηε] = E[ξε]. Taigi E[η] = E[ξ].I�rodysime vidurkio savybes, kurias jau i�rod
eme diskretiesiems atsitiktini-ams dydºiams.48 teorema. Tegu ξ, ξ1, ξ2 yra atsitiktiniai dydºiai, kuriu� matematiniaividurkiai egzistuoja. Teisingi tokie teiginiai:1. su bet kokiomis konstantomis c1, c2 dydºio c1ξ1 + c2ξ2 matematinisvidurkis taip pat egzistuoja ir

E[c1ξ1 + c2ξ2] = c1E[ξ1] + c2E[ξ2];2. jei ξ1 ≤ ξ2, tai E[ξ1] ≤ E[ξ2];3. |E[ξ]| ≤ E[|ξ|];4. E[|ξ|I{ξ>a}] → 0, a→ ∞;5. jei ξ1, ξ2 yra nepriklausomi, tai atsitiktinio dydºio ξ1 · ξ2 vidurkis egzis-tuoja, ir
E[ξ1 · ξ2] = E[ξ1] · E[ξ2.]I�rodymas. 1 � 3 teiginius galime i�rodyti ²itaip: sudarykime diskre£iuo-sius atsitiktinius dydºius ξε, ξε
1, ξ

ε
2, uºra²ykime jiems reikiamus s¡ry²ius beiimkime ε→ 0. Riboje gausime s¡ry²ius, suformuluotus dydºiams ξ, ξ1, ξ2.4. I² |ξ| ≤ |ξ|ε + ε i²plaukia

|ξ|I{|ξ|>a} ≤ |ξ|εI{|ξ|>a} + ε ≤ |ξ|εI{|ξ|ε>a−ε} + ε.Taigi
E[|ξ|I{|ξ|>a}] ≤ E[|ξ|εI{|ξ|ε>a−ε}] + ε.Dabar pasiremkime teoremos apie diskre£iu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� teiginiu,kuriame tvirtinama, kad diskre£iu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� �uodegu�� vidurkiainyksta.5. Kadangi |ξ1ξ2| ≤ (|ξ1|ε + ε)(|ξ2|ε + ε), o de²in
eje nelygyb
es pus
ejeuºra²yto atsitiktinio dydºio matematinis vidurkis egzistuoja, tai ξ1ξ2 vidurkisegzistuoja taip pat (ºr. anks£iau i�rodyt¡ teorem¡). Turime

|ξ1ξ2−ξε
1ξ

ε
2| ≤ |ξ1ξ2−ξε

1ξ
ε
2|ξ1ξε

2−ξε
1ξ

ε
2+ξ1ξ2−ξ1ξε

2| ≤ |ξ1−ξε
1||ξε

2|+ |ξ2−ξε
2||ξ1|.69



I² ²ios nelygyb
es i²plaukia, kad
|E[ξ1ξ2] − E[ξε

1ξ
ε
2]| ≤ ε(E[|ξ1|] + E[|ξε

2|]).Ta£iau atsitiktiniai dydºiai ξε
1, ξ

ε
2 yra diskret	us ir nepriklausomi, tod
el ju� san-daugos vidurkis lygus vidurkiu� sandaugai, taigi

E[ξ1ξ2] = lim
ε→0

E[ξε
1ξ

ε
2] = lim

ε→0
E[ξε

1] · E[ξε
2] = E[ξ1]E[ξ2].Teiginys i�rodytas.Atsitiktinio dydºio neb	utinai egzistuoja. �tai vienas paprastas pavyzdys.34 pavyzdys. Sankt-Peterburgo paradoksas.Bankas nutar
e paskelbti toki¡ loterij¡: dalyvis sumoka bankui dalyviomokesti� x ir m
eto monet¡ tol, kol pasirodo pirmas herbas. Jeigu tai i�vyksta

r-ajame metime, dalyvis gauna i² banko sum¡ 2r. Koks turi b	uti dalyvioi�na²as x, kad bankui ²i loterija neb	utu� nuostolinga?Kadangi dalyvio i²lo²is ξ yra atsitiktinis dydis, nat	uralu pareikalauti, kad
E[ξ] ≥ x. Ta£iau P (ξ = 2r) = 2−r, tod
el

E[ξ] =
∞∑

r=1

2r2−r = +∞,Su bet kokiu pradiniu i�na²u lo²imas negali b	uti naudingas bankui.D. Bernulio straipsni� su ²iuo paradoksu paskelb
e Sankt-Peterburgo mokslu�akademija XVIII-ame amºiuje.Paradoksalu ²ioje situacijoje tikriausiai ne tai, kad vidurkis neegzistuoja,bet tai, kad i² tikru�ju� paskelbus toki� lo²im¡ su, pavyzdºiui, 5000 litu� pradiniui�na²u ir reklaminiame plakate i²d
es£ius matematini� i�rodym¡, kad lo²imas n
erabankui naudingas, tikriausiai nedaug atsirastu� ºmoniu�, kurie panor
etu� ²iamelo²ime dalyvauti.2.7. Atsitiktinio dydºio dispersija ir kiti momentaiT¡ pati� vidurki� gali tur
eti labai skirtingi atsitiktiniai dydºiai. Tegu, pavyzdºiui,
ξk, k = 0, 1, . . . � atsitiktiniai dydºiai, i�gyjantys po dvi reik²mes:

P (ξk = ±k) =
1

2
.Visu� dydºiu� vidurkiai vienodi (E[ξk] = 0) ta£iau patys dydºiai labai skiriasi:kuo didesnis k, tuo labiau i²sibarst¦ atsitiktinio dydºio ξk reik²m
es.Vienos atsitiktinio dydºio skaitin
es charakteristikos � vidurkio daºniausiainepakanka dydºio savyb
ems apib	udinti.70



33 apibr
eºimas. Tegu ξ atsitiktinis dydis, k ≥ 0. Jeigu vidurkiai
E[ξk],E[|ξ|k] egzistuoja, tai juos vadinsime atsitiktinio dydºio ξ k-uoju ir
k-uoju absoliu£iuoju momentais.Diskretaus atsitiktinio dydºio k-tasis momentas rei²kiamas eilute

E[ξk] =
∑

x

xkP (ξ = x),o absoliu£iai tolydaus � integralu
E[ξk] =

∫ ∞

−∞

ukp(u)du.I² elementarios nelygyb
es
|ξ|r ≤ 1 + |ξ|k, 0 ≤ r ≤ k,i�rodytos vidurkiu� savyb
es gauname, jog i²E[|ξ|k] egzistavimo i²plaukiaE[|ξ|r]egzistavimas. Jeigu E[|ξ|k] egzistuoja, tai su bet kokiu skai£iumi a vidurkis

E[|ξ − a|k] taip pat egzistuoja. Tuo galime i�sitikinti pasir
em¦ akivaizdºianelygybe |ξ−a|k ≤ (|ξ|+|a|)k. Pak
el¦ nelygyb
es de²in
es pus
es rei²kini� laipsniugausime sum¡, kurios d
emenys � i² skaitiniu� koe�cientu� padauginti dydºiai
|ξ|r (r ≤ k). Kadangi visu� ²iu� dydºiu� vidurkiai egzistuoja, tai egzistuoja ir
E[(|ξ| + |a|)k]. Tada egzistuoja ir E[|ξ − a|k].34 apibr
eºimas. Tegu ξ atsitiktinio dydºio k-asis momentas E[|ξ|k]egzistuoja (k ≥ 1). Skai£ius E[(ξ−E[ξ])k],E[|ξ−E[ξ]|k] vadinsime atitinka-mai ξ k-uoju centriniu, k-uoju centriniu absoliu£iuoju momentais. Antr¡ji�centrini� moment¡ vadinsime dispersija. Dispersij¡ ºym
esime

D[ξ] = E[(ξ − E[ξ])2].Antrasis centrinis atsitiktinio dydºio momentas arba tiesiog dispersija yraatsitiktinio dydºio reik²miu� i²sibarstymo matas. I�rodysime kelet¡ dispersijossavybiu�.49 teorema. Tegu ξ, ξ1, ξ2 yra atsitiktiniai dydºiai, turintys antruosiusmomentus. Teisingi tokie teiginiai:1. D[ξ] = E[ξ2] − (E[ξ])2;2. D[ξ] = infaE[(ξ − a)2];3. D[cξ] = c2D[ξ]; 71



4. jei ξ1, ξ2 yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, tai
D[ξ1 + ξ2] = D[ξ1] + D[ξ2].5. D[ξ] = 0 tada ir tik tada, kai P (ξ = E[ξ]) = 1.I�rodymas. 1. Pa
em¦ abieju� lygyb
es

(ξ − E[ξ])2 = ξ2 − 2ξ · E[ξ] + (E[ξ])2pusiu� vidurkius, gauname
E[(ξ − E[ξ])2] = E[ξ2] − 2E[ξ] · E[ξ] + E[(E[ξ])2].Pertvark¦ ²ios lygyb
es de²in¦ pus¦, gausime teoremos tvirtinim¡.2. Visai paprastoje lygyb
eje

(ξ−a)2 = (ξ−E[ξ]+E[ξ]−a)2 = (ξ−E[ξ])2+2(ξ−E[ξ])(E[ξ]−a)+(E[ξ]−a)2pereikime prie vidurkiu�. Gausime
E[(ξ − a)2] = E[(ξ − E[ξ])2] + 2(E[ξ] − E[ξ])(E[ξ]− a) + (E[ξ] − a)2

= E[(ξ − E[ξ])2] + (E[ξ] − a)2.Akivaizdu, kad dydºio E[(ξ− a)2] reik²m
e maºiausia, kai a = E[ξ]. Ta£iau ²imaºiausioji reik²m
e ir yra dispersija.3. Lygyb¦ gausime i² 1) lygyb
es, i�stat¦ i� j¡ vietoje ξ atsitiktini� dydi� cξir pasinaudoj¦ vidurkio savyb
emis.4. Kadangi E[ξ1 + ξ2] = E[ξ1] + E[ξ2], o
E[(ξ1 + ξ2)

2] = E[ξ2
1] + 2E[ξ1ξ2] + E[ξ2

2 ] = E[ξ2
1 ] + 2E[ξ1] ·E[ξ2] + E[ξ2

2 ],tai i�stat¦ ²ias lygybes i� 1) dalyje i�rodyt¡ formul¦ ir sutvark¦ i²rai²kas gausimenorim¡ lygyb¦.5. Pakankamumas yra trivialus. I�rodin
esime b	utinum¡.Tegu D[ξ] = E[(ξ − E[ξ])2] = 0. Jeigu b	utu� P (ξ = E[ξ]) < 1, taiegzistuotu� δ > 0, kad P (|ξ−E[ξ]| > δ) > 0. Imkime A = {ω : |ξ(ω)−E[ξ]| >
δ} ir apibr
eºkime η = IA. Tada E[η2] > 0 ir |ξ − E[ξ]| > δη. Tod
el tur
etu�b	uti

D[ξ] = E[(ξ −E[ξ])2] > δ2
E[η2] > 0.Gavome prie²taravim¡. Teiginys i�rodytas.Ketvirtoji � dispersijos adityvumo � savyb
e teisinga ne vien tik porainepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu�. 72



I²vada. Jei ξ1, ξ2, . . . , ξn yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, turintysdispersijas, tai ju� suma irgi turi dispersij¡
D[ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn] = D[ξ1] + D[ξ2] + . . .+ D[ξn].50 teorema. Tegu atsitiktinis dydis η i�gyja tik neneigiamas reik²mesir turi vidurki�. Tada bet kokiam δ > 0 teisinga nelygyb
e

P (η ≥ δ) ≤ E[η]

δ
.I�rodymas. Paºym
ekime A = {ω : η(ω) ≥ δ}. Nesunku i�sitikinti, kadteisinga nelygyb
e

δ · IA(ω) ≤ η.Imdami abieju� nelygyb
es pusiu� vidurkius gausime
E[δ · IA(ω)] ≤ E[η], δP (A) ≤ E[η], P (A) ≤ E[η]

δ
.Pasinaudoj¦ ²iuo teiginiu i�rodysime vien¡ daºnai naudojam¡ tikimybiu� teori-joje nelygyb¦. Ji daºniausiai vadinama �eby²ovo nelygybe.51 teorema. Tegu ξ yra atsitiktinis dydis turintis dispersij¡. Tada betkokiam ε > 0 teisinga nelygyb
e

P (|ξ −E[ξ]| ≥ ε) ≤ D[ξ]

ε2
.I�rodymas. Akivaizdu, kad

P (|ξ − E[ξ]| > ε) = P (|ξ − E[ξ]|2 > ε2).I�rodym¡ uºbaigsime pasinaudoj¦ anks£iau i�rodyta teorem¡, kurioje reikiaimti η = (ξ −E[ξ])2, δ = ε2.Dabar jau galime suformuluoti ir i�rodyti vien¡ paprast¡ ribin¦ teorem¡ �atskir¡ didºiu�ju� skai£iu� d
esnio atveji�.52 teorema. Tegu ξ1, ξ2, . . . nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, turintysantruosius momentus, bei tenkinantys s¡lyg¡
n−2

n∑

k=1

D[ξk] → 0, n→ ∞.73



Tegu Sn = ξ1 + . . .+ ξn, En = (E[ξ1]+ . . .+E[ξn])/n. Tada bet kokiam ε > 0

P (|n−1Sn −En| ≥ ε) → 0, n→ ∞.I�rodymas. Pasinaudokime �eby²ovo nelygybe, imdami ξ = n−1Sn.Gausime
P (|n−1Sn − En| ≥ ε) ≤ D[(n−1Sn]

ε2.Dabar pasinaudokime dispersijos savyb
emis (konstantos i²k
elimo ir adityvumo):
D[n−1Sn] = n−2

n∑

k=1

D[ξk] → 0, n→ ∞.I²vada. Jei ξ1, ξ2, . . . nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dy-dºiai, turintys vidurki� a ir antruosius momentus, tai bet kokiam ε > 0

P
( ∣∣∣∣
ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn

n
− a

∣∣∣∣ > ε
)
→ 0, n→ ∞.Didºiu�ju� skai£iu� d
esnis matematine forma i²rei²kia m	usu� gyvenimi²k¡patirti�. Pavyzdºiui, gerai ºinome, kad metus simetri²k¡ monet¡ dideli� skai£iu�

N kartu�, herbas tikriausiai pasirodys maºdaug 0,5N kartu�.Jeigu atsitiktiniu� dydºiu� ξ1 ir ξ2 momentai E[ξ2
1 ],E[ξ2

2] egzistuoja, tai
E[|ξ1ξ2|] taip pat egzistuoja. I�rodydami pasiremkite akivaizdºia nelygybe

2|ξ1ξ2| ≤ ξ2
1 + ξ2

2ir vidurkio savyb
emis.Jei momentai E[ξ2
1],E[ξ2

2] yra baigtiniai, tai lygybe
f(λ) = E[(λξ1 + ξ2)

2] = λ2
E[ξ2

1 ] + 2E[ξ1 · ξ2]λ+ E[ξ2
2]yra korekti²kai apibr
eºtas antro laipsnio daugianaris, i�gyjantis vien neneigia-mas reik²mes (λ ²io daugianario kintamasis). Tokio daugianario diskrimi-nantas turi b	uti neteigiamas. Uºra²¦ ji�, gausime nauding¡ nelygyb¦, j¡ su-formuluosime teoremoje.53 teorema. Tegu atsitiktiniu� dydºiu� ξ1, ξ2 antrieji momentai egzis-tuoja. Tada E[|ξ1ξ2|] yra taip pat egzistuoja, bei

E[|ξ1ξ2|] ≤ (E[ξ1])
1/2(E[ξ2])

1/2.I² ²ios teoremos gauname, kad atsitiktiniams dydºiams ξ1, ξ2, turintiemsbaigtinius antruosius momentus, dydis E[(ξ1 − E[ξ1])(ξ2 − E[ξ2])] taip patapibr
eºtas. 74



35 apibr
eºimas. Tegu atsitiktiniu� dydºiu� ξ1, ξ2 antrieji momentaiegzistuoja. Dydi�
cov (ξ1, ξ2) = E[(ξ1 − E[ξ1])(ξ2 −E[ξ2])]vadinsime dydºiu� ξ1, ξ2 kovariacija, o dydi�

ρ(ξ1, ξ2) =
cov (ξ1, ξ2)√
D[ξ1] ·D[ξ2]kai vardiklis nelygus nuliui � koreliacijos koe�cientu.Nesunku i�sitikinti, kad kovariacij¡ galime skai£iuoti taip:

cov (ξ1, ξ2) = E[ξ1ξ2] −E[ξ1] · E[ξ2].I�rodysime kelias koreliacijos koe�ciento savybes.54 teorema. Tegu ξ1, ξ2 yra atsitiktiniai dydºiai, turintys baigtines irnenulines dispersijas. Teisingi tokie teiginiai:1. |ρ(ξ1, ξ2)| ≤ 1;2. ρ(ξ1, ξ2) = 0 tada ir tik tada, kai D[ξ1 + ξ2] = D[ξ1] + D[ξ2].3. Lygyb
e |ρ(ξ1, ξ2)| = 1 teisinga tada ir tik tada, kai egzistuoja konstantos
λ1, λ2, λ3, ne visos lygios nuliui, kad

P (λ1ξ1 + λ2ξ2 = λ3) = 1.I�rodymas. 1. I²plaukia i² koreliacijos koe�ciento apibr
eºimo ir i�rodytosnelygyb
es momentams.2. Uºra²ykime tapatyb¦
(ξ1+ξ2−E[ξ1]−E[ξ2])

2 = (ξ1−E[ξ1])
2+2(ξ1−E[ξ1])(ξ2−E[ξ2])+(ξ1−E[ξ1])

2.Imdami abieju� pusiu� vidurkius gausime
D[ξ1 + ξ2] = D[ξ1] + 2ρ(ξ1, ξ2) + D[ξ2].I² ²ios lygyb
es ir gauname 2) teigini�.3. Tegu

P (λ1ξ1 + λ2ξ2 = λ3) = 1,ir λ1 6= 0. Tada P (ξ1 = aξ2 + b) = 1,

D[ξ1] = a2
D[ξ2], ξ1 − E[ξ1] = a(ξ2 − E[ξ2]), cov (ξ1, ξ2) = aD[ξ2].75



Tada
ρ(ξ1, ξ2) =

cov (ξ1, ξ2)

(D[ξ1]D[ξ2])1/2
=

a

|a| = sgna.Tegu dabar ρ(ξ1, ξ2) = 1. Apibr
eºkime atsitiktini� dydi�
η =

(ξ1 −E[ξ1]√
D[ξ1]

− ξ2 − E[ξ2]√
D[ξ2]

)2

≥ 0.Nesunku patikrinti, kad E[η] = 0. Bet tada turi b	uti
P

(ξ1 − E[ξ1]√
D[ξ1]

− ξ2 − E[ξ2]√
D[ξ2]

= 0
)

= 1.Analogi²kai i²tirtume atveji� ρ(ξ1, ξ2) = −1. Taigi su tam tikromis konstan-tomis λ1, λ2, λ3 gauname, kad P (λ1ξ1 + λ2ξ2 = λ3) = 1.2.8. Atsitiktiniu� dydºiu� konvergavimo r	u²ysPrad
esime nagrin
eti atsitiktiniu� dydºiu� seku� {ξn} konvergavim¡. Naudo-jamos i�vairios konvergavimo r	u²ys, apibr
e²ime svarbiausias.Tegu {ξn} yra atsitiktiniu� dydºiu� seka. Elementariu�ju� i�vykiu� poaibis
A = {ω : egzistuoja baigtin
e riba lim

n→∞
ξn(ω)}yra atsitiktinis i�vykis, o

ξ(ω) =

{
lim

n→∞
ξn(ω), jei ω ∈ A,

0, jei ω 6∈ A,yra atsitiktinis dydis. Jei P (A) = 1, tai atsitiktiniai dydºiai ξn �beveik visur�konverguoja i� atsitiktini� dydi� ξ.36 apibr
eºimas. Tegu ξ, ξn : Ω → IR yra atsitiktiniai dydºiai, n =
1, 2, . . . . Sakysime, jog atsitiktiniu� dydºiu� seka ξn konverguoja i� atsitiktini�dydi� ξ su tikimybe 1, jei

P (ω : ξn(ω) → ξ(ω), n→ ∞) = 1.�ym
esime: ξn 1→ ξ, n→ ∞.Jei ξn 1→ ξ (n → ∞) ir P (ω : ξ′(ω) = ξ(ω)) = 1, tai ξn 1→ ξ′ (n → ∞).Tod
el riba n
era apibr
eºta vienareik²mi²kai. Ta£iau ribiniai dydºiai skiriasitik �maºoje� (nulin
es tikimyb
es) aib
eje.76



35 pavyzdys. Tegu Ω = [0; 1], A � aib
es Ω Borelio poaibiu� sistema,
P (A) � geometrinis ilgis. Tegu ξn(ω) = 1

n
, ξ(ω) = 0,

ξ(1)(ω) =

{
0, jei ω 6= 1

2
,

1, ω = 1
2
, ξ(2)(ω) =

{
0, jeiω yra iracionalusis skai£ius,
1, jei ω � racionalusis skai£ius.Tada atsitiktiniu� dydºiu� seka ξn konverguoja su tikimybe 1 ir i� ξ, ir i� ξ(1), iri� ξ(2).55 teorema. Atsitiktiniu� dydºiu� seka ξn konverguoja i� atsitiktini� dydi�

ξ su tikimybe 1 tada ir tik tada, kai su bet kokiu ε > 0

P (ω : sup
n≥m

|ξn(ω) − ξ(ω)| > ε) → 0, m→ ∞. (35)I�rodymas. Pakanka teorem¡ i�rodyti, kai ε = 1/r; £ia r yra nat	uralusisskai£ius. Apibr
eºkime i�vykius
Brm = {ω : sup

n≥m
|ξn(ω) − ξ(ω)| > 1/r}, Br = ∩mBrm.Nesunku i�sitikinti, kad

B = {ω : ξn(ω) nekonverguoja } = ∪rBr.Teorema tvirtina, kad P (B) = 0 tada ir tik tada, kai P (Brm) → 0, m → ∞.Kadangi i�vykiai Br yra did
ejantys, tai P (B) = lim
r
P (Br), ir lygyb
e P (B) = 0teisinga tada ir tik tada, kai P (Br) = 0. Ta£iau P (Br) = lim

m
P (Brm). Taigi

P (B) = 0 teisinga tada ir tik tada, kai kiekvienam r tikimyb
es P (Brm), kai
m→ ∞, art
eja prie nulio. Ta£iau kaip tik tai ir tvirtina m	usu� teorema.Tuo ir baigiasi teoremos i�rodymas.Su (35) s¡lyga gal
etume kitaip apibr
eºti konvergavimo su tikimybe 1 s¡-vok¡. Susilpnin¦ ²i¡ s¡lyg¡ gausime kit¡ konvergavimo r	u²i�.37 apibr
eºimas. Tegu ξ, ξn : Ω → IR yra atsitiktiniai dydºiai,
n = 1, 2, . . . . Sakysime, jog atsitiktiniu� dydºiu� seka ξn konverguoja pagaltikimyb¦ i� atsitiktini� dydi� ξ , jei kiekvienam ε > 0

P (ω : |ξn(ω) − ξ(ω)| > ε) → 0, n→ ∞.�ym
esime: ξn P→ ξ, n→ ∞.I² apibr
eºimo bei i�rodytos teoremos i²kart i²plaukia, kad kiekviena atsitiktiniu�dydºiu� seka, konverguojanti su tikimybe 1, konverguoja ir pagal tikimyb¦.Ta£iau atvirk²tinis teiginys n
era teisingas.77



36 pavyzdys.Vienetin¦ atkarp¡ [0; 1] �surieskime� i� apskritim¡ A . Tada intervalaipavirs apskritimo lankais. Nagrin
ekime tikimybin¦ erdv¦ Ω = A, A � σ-algebra, generuota A lanku� aib
es, P : A → [0; 1] � tikimybinis matas,priskiriantis lankams ju� ilgius. Atid
ekime ant apskritimo ta²kus A1, A2, . . .rikiuodami juos prie² laikrodºio rodykl¦ taip, kad lanko A1A2 ilgis b	utu� lygus
1
2
, lanko A2A3 � 1

3
, ... , lanko An−1An � 1

n
.Nagrin
ekime atsitiktinius dydºius ξn(ω) = I(An−1,An)(ω). Akivaizdu, kad

P (ξn = 1) = 1
n
. Kadangi eilut
e

∑

n

1

ndiverguoja, tai lankai An−1An be galo daug kartu� padengia apskritim¡, taigikiekvienas apskritimo ta²kas priklauso be galo daugeliui lanku�. Taigi
lim inf ξn(ω) = 0, lim sup ξn(ω) = 1,tod
el seka ξn(ω) nekonverguoja kiekvienam ω. Kita vertus

P (|ξn(ω) − 0| > ε) = P (ξn(ω) = 1) =
1

n
→ 0,taigi

ξn
P→ 0, n→ ∞.�tai dar vienas, kiek sud
etingesnis pavyzdys.37 pavyzdys. �iek tiek skai£iu� teorijosNagrin
ekime geometriniu� tikimybiu� schem¡, kurioje Ω = [0, 1]. Apibr
eº-kime atsitiktiniu� dydºiu� sek¡

ξn(ω) =
∑

1≤m<n

(m,n)=1

I(m
n
− 1

n2 , m
n

+ 1
n2 )(ω), n > 1.Nesunku i�sitikinti, kad ξn

P→ 0. Skai£iu� teorijoje i�rodoma, kad kiekvienamiracionaliajam α egzistuoja be galo daug trupmenu� m/n, kad
∣∣α− m

n

∣∣ < 1

n2
.Tod
el P (ω : lim sup ξn(ω) = 1) = 1. Taigi seka ξn nekonverguoja su tikimybe1 i� nuli�. Apibr
eºkime kit¡ atsitiktiniu� dydºiu� sek¡:

ηn(ω) =
∑

1≤m<n

(m,n)=1

I(m
n
− 1

n3 , m
n

+ 1
n3 )(ω), n > 1.78



Tada
P (ω : sup

n≥m
|ξn(ω) − 0| > ε) ≤

∑

n≥m

P (ξn(ω) = 1) ≤
∑

n≥m

n · 2

n3

=
∑

n≥m

2

n2
→ 0, m→ ∞.�i seka konverguoja i� nuli� su tikimybe 1, taigi ir pagal tikimyb¦.Taigi konverguojanti pagal tikimyb¦ seka gali nekonverguoti su tikimybe

1. Vis d
elto konverguojan£i¡ pagal tikimyb¦ atsitiktiniu� dydºiu� sek¡ galimapraretinti, kad lik¦s posekis konverguotu� su tikimybe 1.56 teorema. Jeigu atsitiktiniams dydºiams teisingas s¡ry²is ξn P→ ξ, n→
∞, tai galima i²skirti poseki� ξnm

, kad galiotu� ξnm

1→ ξ, m→ ∞.�r. i�rodym¡ J. Kubiliaus knygoje �Tikimybiu� teorija ir matematin
e statis-tika�, Vilnius, Mokslas, 1980, p. 201�202.I�rodysime teorem¡ apie konvergavimo pagal tikimyb¦ ir vidurkiu� konver-gavimo ry²i�.57 teorema. Tegu ξn, ξ, η yra atsitiktiniai dydºiai, kuriems
ξn

P→ ξ, |ξn| ≤ η, E[η] <∞.Tada E[ξ] taip pat egzistuoja ir E[ξ] = lim
n→∞

E[ξn].I�rodymas. Pagal ankstesn¦ teorem¡ egzistuoja posekis ξnm
, su tikimybe1 konverguojantis i� ξ. Ta£iau tada |ξ(ω)| ≤ η(ω) beveik visiems ω. Tadagauname, kad E[ξ] egzistuoja. Dabar imkime skai£iu� a > 0 ir vertinkime:

|E[ξn] − E[ξ]| ≤ E[|ξn − ξ|] = E[|ξn − ξ|I{η≤a}] + E[|ξn − ξ|I{η>a}]

≤ εP (|ξn − ξ| ≤ ε) + 2aP (|ξn − ξ| > ε) + 2E[ηI{η>a}],£ia pasinaudojome tuo, kad beveik visiems ω teisinga nelygyb
e |ξn(ω) −
ξ(ω)| ≤ 2η(ω). Fiksav¦ skai£iu� δ > 0, gal
esime parinkti pakankamai maº¡
ε > 0 ir pakankamai didelius a,N, kad de²inioji gautos nelygybiu� grandin
el
espus
e b	utu� maºesn
e uº δ. To pakanka i�rodymui uºbaigti.Tiek konvergavimo su tikimybe 1, tiek konvergavimo pagal tikimyb¦ atve-jais visi atsitiktiniai dydºiai turi b	uti apibr
eºti toje pa£ioje tikimybin
ejeerdv
eje. Ta£iau kur apibr
eºti tie atsitiktiniai dydºiai, su kuriais susiduri-ame gyvenime, kartais keblu pasakyti.Taigi tampa neai²ku, kaip nagrin
eti ju� konvergavim¡ pagal tikimyb¦ arsu tikimybe 1. Apibr
e²ime dar vien¡ atsitiktiniu� dydºiu� konvergavimo r	u²i�.79



�ios r	u²ies konvergavim¡ galime nagrin
eti net neºinodami, kokiose baig£iu�erdv
ese apibr
eºti m	usu� atsitiktiniai dydºiai.38 apibr
eºimas. Tegu ξn, ξ yra atsitiktiniai dydºiai, o Fn, F ju�pasiskirstymo funkcijos. Sakysime, kad atsitiktiniai dydºiai ξn silpnai kon-verguoja i� ξ jeigu kiekvienam funkcijos F (x) tolydumo ta²kui x teisinga
Fn(x) → F (x), n→ ∞.Silpn¡ji� konvergavim¡ ºym
esime: ξn ⇒ ξ.Tegu Xn yra intervale [−1/n; 1/n] tolygiai pasiskirst¦s atsitiktinis dydis,

Yn ir Zn � intervaluose [−1/n; 0] ir [0; 1/n] tolygiai pasiskirst¦ atsitiktiniaidydºiai, o V � i²sigim¦s atsitiktinis dydis, P (V = 0) = 1. Nubraiºykime ²iu�dydºiu� pasiskirstymo funkciju� gra�kus.
FXn

(x)

1
2

1
n

− 1
n

FYn
(x)

1
n

− 1
n

FZn
(x)

1
n

− 1
n

FV (x) (

Panagrin
ej¦ juos i�sitikinsime, kad jei x 6= 0 ir n→ ∞, tai
FXn

(x) → FV (x), FYn
(x) → FV (x), FZn

(x) → FV (x).Ta£iau ta²ke x = 0 pasiskirstymo funkciju� elgesys skiriasi:
FXn

(0) =
1

2
6→ FV (0) = 0, FYn

(0) = 1 6→ FV (0), FZn
(0) = 0 → FV (0).Taigi dydºiai Xn, Yn, Zn silpnai konverguoja i� atsitiktini� dydi� V, ta£iauta²ke x = 0 pasiskirstymo funkciju� elgesys skiriasi.Kai visi atsitiktiniai dydºiai ξn apibr
eºti toje pa£ioje tikimybin
eje erdv
eje,galima nagrin
eti, pavyzdºiui, konvergavimo pagal tikimyb¦ ir silpnojo kon-vergavimo ry²i�. Galima i�rodyti, kad apibr
eºtu� toje pa£ioje tikimybin
eje80



erdv
eje atsitiktiniai dydºiu� seka, konverguojanti pagal tikimyb¦ taip pat kon-verguoja ir silpnai.Silpn¡ji� atsitiktiniu� dydºiu� konvergavim¡ galima apib	udinti ir kitaip.58 teorema. Tegu ξn, ξ yra atsitiktiniai dydºiai, o Fn, F ju� pa-siskirstymo funkcijos. Atsitiktiniai dydºiai ξn silpnai konverguoja i� ξ tadair tik tada, kai bet kokiai tolydºiai ir apr
eºtai funkcijai f(u) teisingas s¡ry²is
E[f(ξn)] → E[f(ξ)], n→ ∞. (36)I�rodymas. I�rodymas gana �techni²kas�, t. y. teks pasinaudoti analiz
esinstrumentais, kuriuos naudojame dydºiams vertinti.Tarkime, s¡lyga (36) teisinga visoms apr
eºtoms ir tolydºioms funkcijoms

f. Naudosime ²i¡ s¡lyga su funkcijomis f = ϕ(x|a, δ), kurias apibr
e²ime taip.Su realiaisiais skai£iais a ir δ > 0 apibr
e²kime:
ϕ(u|a, δ) =

{
1, jei u ≤ a− δ,

max(a−u
δ
, 0), jei a− δ ≤ u.Funkcijos ϕ(u|a, δ) yra apr
eºtos ir tolydºios. Kai u < a−δ, tai ϕ(u|a, δ) =

1, kai u ≥ a, ϕ(u|a, δ) = 0. Jei δ → 0, tai nesunku i�sitikinti, kad su visais u
ϕ(u|a− δ, δ) → I(−∞,a)(u).Jeigu ξ yra koks nors atsitiktinis dydis, tai

ϕ(ξ|a− δ, δ)
1→I{ξ<a} taigi ir ϕ(ξ|a− δ, δ)

P→I{ξ<a}.Pasir
em¦ teiginiu apie konvergavimo pagal tikimyb¦ ir vidurkiu� konvergav-imo ry²i� gausime, kad
E[ϕ(ξ|a− δ, δ)] → E[I{ξ<a}] = P (ξ < a) = Fξ(a).Tegu a yra funkcijos F (x) tolydumo ta²kas. Paºym
ekime ϕ(u) = I(−∞,a)(u).Pasinaudoj¦ funkcijomis ϕ(u|a− δ, δ), gausime

ϕ(ξn|a− δ, δ) ≤ ϕ(ξn) ≤ ϕ(ξn|a+ δ, δ),o pa
em¦ vidurkius
E[ϕ(ξn|a− δ, δ)] ≤ Fn(a) ≤ E[ϕ(ξn|a+ δ, δ)].Pereikime gautoje nelygyb
eje prie ribos, kai n→ ∞. Gausime

E[ϕ(ξ|a− δ, δ)] ≤ lim inf
n

Fn(a) ≤ lim sup
n

Fn(a) ≤ E[ϕ(ξ|a+ δ, δ)].81



Kadangi ϕ(x|a+ δ, δ) < I(−∞,a+δ)(x) ir I(−∞,a−2δ)(x) < ϕ(x|a− δ, δ), tai
E[ϕ(ξ|a+ δ, δ)] ≤ F (a+ δ), F (a− 2δ) ≤ E[ϕ(ξ|a− δ, δ)],ir F (a+ δ) − F (a− 2δ) → 0, δ → 0, nes F (x) tolydi ta²ke x = a.Taigi lim
n→∞

Fn(a) = F (a). I�rod
eme, kad i² (36) seka silpnasis konvergavi-mas.Tegu dabar atsitiktiniai dydºiai ξn silpnai konverguoja i� atsitiktini� dydi�
ξ, taigi pasiskirstymo funkcijos Fn(u) konverguoja i� F (u) ²ios funkcijos toly-dumo ta²kuose. Tegu ϕ(u) yra tolydi ir apr
eºta funkcija, |ϕ(u)| ≤ A. Fik-suokime skai£iu� ε > 0 ir parinkime a < b tokius didelius, kad

P (ξ 6∈ [a, b)), P (ξn 6∈ [a, b)) ≤ ε

5A
.�iek tiek pagalvojus galima i�sitikinti, kad visada galima tokius a, b parinkti.Vertinsime skirtum¡ (£ia ir kitur vartojame glaust¡ indikatoriaus funkcijosºymeni�: I{ξ∈B} = I{ω:ξ(ω)∈B} = Iξ−1(B) ):

|E[ϕ(ξn)] − E[ϕ(ξ)]| = |E[ϕ(ξn)(I{ξn∈[a,b)} + I{ξn 6∈[a,b)})] −
E[ϕ(ξ)(I{ξ∈[a,b)} + I{ξ 6∈[a,b)})]| ≤
|E[ϕ(ξn)I{ξn∈[a,b)}] − E[ϕ(ξ)I{ξ∈[a,b)}]| +
|E[ϕ(ξn)I{ξn 6∈[a,b)}]| + |E[ϕ(ξ)I{ξ 6∈[a,b)}]|.Pasinaudoj¦ a, b pasirinkimu ir s¡lyga |ϕ(u)| ≤ A, gausime

|E[ϕ(ξn)] − E[ϕ(ξ)]| ≤ 2ε

5
+ |E[ϕ(ξn)I{ξn∈[a,b)}] −E[ϕ(ξ)I{ξ∈[a,b)}]|. (37)Vertinsime antr¡ji� dydi�. Interval¡ [a, b) padalysime funkcijos F (x) toly-dumo ta²kais (galime manyti, kad a, b yra taip pat ²ios funkcijos tolydumota²kai):

a = xε
0 < xε

1 < . . . < xε
N = b.Tarkime, kad ²is padalijimas yra toks smulkus, jog su visais xε

i ≤ u ≤ v ≤
xε

i+1 teisinga nelygyb
e |ϕ(u) − ϕ(v)| < ε/5. Apibr
e²ime diskre£iuosius atsi-tiktinius dydºius
ηε

n =

N−1∑

i=0

ϕ(xε
i)I{ξn∈[xε

i ,x
ε
i+1)}

, ηε =

N−1∑

i=0

ϕ(xε
i)I{ξ∈[xε

i ,x
ε
i+1)}

.Ta²ku� xε
i parinkimas garantuoja, kad

|E[ϕ(ξn)I{ξn∈[a,b)}] − E[ηε
n]| ≤ ε

5
, |E[ϕ(ξ)I{ξ∈[a,b)}] − E[ηε]| ≤ ε

5
. (38)82



Pasinaudoj¦ paprastomis nelygyb
emis su moduliais, gausime
|E[ϕ(ξn)I{ξn∈[a,b)}] − E[ϕ(ξ)I{ξ∈[a,b)}]| ≤ |E[ϕ(ξn)I{ξn∈[a,b)}] − E[ηε

n]| +

|E[ϕ(ξ)I{ξ∈[a,b)}] −E[ηε]| + |E[ηε
n] − E[ηε]| ≤ 2ε

5
+ |E[ηε

n] − E[ηε]|.Dar turime i�vertinti paskutini�ji� de²in
es pus
es nari�:
|E[ηε

n] − E[ηε]| = |
N−1∑

i=0

ϕ(xε
i)(E[I{ξn∈[xε

i ,x
ε
i+1)}

] −E[I{ξ∈[xε
i ,x

ε
i+1)}

])|. (39)Ta£iau
E[I{ξn∈[xε

i ,x
ε
i+1)}

] − E[I{ξ∈[xε
i ,x

ε
i+1)}

] = P (ξn ∈ [xε
i , x

ε
i+1)) − P (ξ ∈ [xε

i , x
ε
i+1))

= Fn(xε
i+1) − Fn(xε

i) + F (xε
i+1) − F (xε

i).Kadangi Fn(x) konverguoja i� F(x) pastarosios funkcijos tolydumo ta²kuo-se, tai imdami didelius n, galime dydºius E[I{ξn∈[xε
i ,x

ε
i+1)}

] − E[I{ξ∈[xε
i ,x

ε
i+1)}

]paversti maºesniais uº bet kuri� pasirinkt¡ teigiam¡ skai£iu�. Tada (39) dydisnevir²ija ε/5, kai n ≥ n0. I² gautu� i�ver£iu� gauname, kad su n ≥ n0

|E[ϕ(ξn)] −E[ϕ(ξ)]| ≤ ε.Taigi (36) s¡lyga i�rodyta.2.9. Silpnasis konvergavimas ir kompakti²kumasSilpnojo atsitiktiniu� dydºiu� konvergavimo s¡lygos nusakomos vien ju� pa-siskirstymo funkcijomis. Tad galime kalb
eti tiesiog apie pasiskirstymo funkciju�silpn¡ji� konvergavim¡.39 apibr
eºimas. Tegu Fn(x) yra pasiskirstymo funkciju� seka.Sakysime, kad ji silpnai konverguoja, jeigu egzistuoja pasiskirstymo funkcija
F (x), kad kiekviename jos tolydumo ta²ke x Fn(x) → F (x), kai n→ ∞.Kaip ir atsitiktiniams dydºiams ºym
esime:

Fn ⇒ F.Kada gi pasiskirstymo funkciju� seka silpnai konverguoja? Prad
esime tirti²i� svarbu� klausim¡.59 teorema. Tegu Fn bet kokia pasiskirstymo funkciju� seka. Tadaegzistuoja posekis Fnm
, bei nemaº
ejanti ir tolydi i² kair
es funkcija G(x), kad²ios funkcijos tolydumo ta²kuose Fn(x) → G(x), kai n→ ∞.83



�i teorema vadinama Helley (Eduard Helley) kompakti²kumo teorema.Pasteb
ekime, kad ribin
e funkcija gali b	uti visai ne pasiskirstymo funkcija.Kiek pagalvojus galima i�sitikinti, kad kiekviena nemaº
ejanti ir tolydi i²kair
es funkcija G(x), 0 ≤ G(x) ≤ 1 gali b	uti ribine pasiskirstymo funkciju�sekos Fn(x) funkcija, t.y. Fn(x) → G(x) visuose G(x) tolydumo ta²kuose.I�rodymas. Racionaliu�ju� skai£iu� aib
e yra skaiti, tad visus jos elementusgalima sunumeruoti:
Q = {q1, q2, . . .}.Nagrin
ekime skai£iu� sek¡ Fn(q1). Kadangi 0 ≤ Fn(q1) ≤ 1 tai galima i²rinktikonverguojanti� poseki� Fnt

(q1) → g1, £ia t → ∞, 0 ≤ g1 ≤ 1. �ym
esimeatitinkamu� pasiskirstymo funkciju� poseki� F1,n. Nagrin
ekime skai£iu� sek¡
F1,n(q2). V
el galime i²rinkti konverguojanti� poseki�. �ym
edami atitinkamaspasiskirstymo funkcijas F2,n, gausime F2,n(q2) → g2, n → ∞. T¦sdami ²i�proces¡ gausime pasiskirstymo funkciju� posekiu� sek¡:

F1,1 F1,2 . . . F1,m . . .
F2,1 F2,2 . . . F2,m . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
Fm,1 Fm,2 . . . Fm,m . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

(40)Parinktieji posekiai turi ²ias savybes:
{Ft,m} ⊂ {Ft−1,m}, Ft,m(qs) → gs, 1 ≤ s ≤ t, m→ ∞.Apibr
eºkime funkcij¡ G : Q → [0, 1], imdami G(qi) = gi ir prat¦skime j¡ ikifunkcijos G : IR→ [0, 1] apibr
eºdami

G(x) = sup{G(q) : q ∈ Q, q ≤ x}.Tada G(x) yra nemaº
ejanti, tolydi i² kair
es funkcija.Dabar parinkime nauj¡ pradin
es pasiskirstymo funkciju� sekos poseki�, im-dami tas funkcijas, kurios (40) lentel
eje ant i�striºain
es17: F1,1, F2,2, . . . . Aki-vaizdu, kad Fm,m(q) → G(q) bet kuriam racionaliajam q. Tegu x0 yra betkoks funkcijos G(x) tolydumo ta²kas, o u, v ∈ Q, u < x0 < v. I² nelygybiu�
Fm,m(u) ≤ Fm,m(x0) ≤ Fm,m(v)17Toks parinkimas daºnai vadinamas Kantoro diagonaline proced	ura. Panaudoj¦s ana-logi²k¡ samprotavim¡ G.Kantoras i�rod
e, kad realiu�ju� skai£iu� aib
e n
era skaiti. �i� fakt¡ ºinokiekvienas pirmojo kurso studentas ir juo tikriausiai nesistebi. Pats Kantoras i² pradºiu�galvojo, kad realiu�ju� skai£iu� aib
e skaiti. Po keliu� savai£iu� darbo jis paneig
e ²i¡ hipotez¦.I�domu, kad kitai klaidingai hipotezei, kad IR ir IRn(n > 1) n
era tos pa£ios galios aib
espaneigti, G. Kantorui prireik
e net 3 metu�. Tokia yra atradimu� kaina!84



pereidami prie ribos, kai m→ ∞, gauname
G(u) ≤ lim inf

m
Fm,m(x0) ≤ lim sup

m
Fm,m(x0) ≤ G(v).Ta£iau x0 yra funkcijos G(x) tolydumo ta²kas, tod
el

lim
u→x0−

G(u) = lim
v→x0+

G(v) = G(x0),taigi Fm,m(x0) → G(x0), kai m→ ∞. Teorema i�rodyta.Tad bet kokiai pasiskirstymo funkciju� sekai Fn, nemaº
ejan£iu� ir tolydºiu�i² kair
es ribiniu� funkciju� klas
eR(Fn), susidedanti i² tokiu� funkciju�G, kuriomsegzistuoja posekis Fnm
, kad G tolydumo ta²kuose

Fnm
(x) → G(x),yra netu²£ia. Jei Fn silpnai konverguoja i� pasiskirstymo funkcij¡ F , tai

R(Fn) = {F}; £ia F ribin
e pasiskirstymo funkcija. Teisingas ir atvirk²ti-nis teiginys.60 teorema. Jei Fn pasiskirstymo funkciju� seka, o aib
e R(Fn) sudarytai² vienintel
es pasiskirstymo funkcijos F, tai Fn ⇒ F.I�rodymas. Tarkime Fn nekonverguoja silpnai i� F. Tada egzistuoja Ftolydumo ta²kas x, kad Fn(x) 6→ F (x). Apr
eºta skai£iu� seka Fn(x) turibent vien¡ ribini� ta²k¡ c, c 6= F (x). Parinkime koki� nors Fn poseki� F ′
n, kad

F ′
n(x) → c. I² Helley kompakti²kumo teoremos i²plaukia, kad egzistuoja i� tamtikr¡ nemaº
ejan£i¡ funkcij¡ jos tolydumo ta²kuose konverguojantis F ′

n(x)posekis F ′
nm

(x). Kadangi ribin
e funkcija yra vienintel
e, tai F ′
nm

⇒ F. Taigituri b	uti F ′
nm

(x) → F (x). Ta£iau tai prie²tarauja s¡lygai F ′
nm

(x) → c, c 6=
F (x). Teiginys i�rodytas. Nors aib
e R(Fn) visada turi nors vien¡ element¡,gali atsitikti, kad nei viena pasiskirstymo funkcija nei�eina i� ²ia pasiskirstymofunkciju� ²eim¡. Pakanka panagrin
eti pavyzdi�, kai Fn(x) = I(n,∞)(x). Kad Fnsilpnai konverguotu� b	utina ir pakankama, kad

• R(Fn) b	utu� sudaryta tik i² pasiskirstymo funkciju�;
• R(Fn) tur
etu� vieninteli� element¡.I² pradºiu� panagrin
esime, kada i� R(Fn) i�eina tik pasiskirstymo funkcijos.Pasir
emus Helley teorema nesunku i�sitikinti, kad aib
e R(Fn) sudaryta vientik i² pasiskirstymo funkciju� tada ir tik tada, kai i² kiekvieno Fn posekiogalima i²rinkti silpnai konverguojanti� poseki�.85



40 apibr
eºimas. Pasiskirstymo funkciju� ²eim¡ {Fα} vadinsimesantykinai kompakti²ka, jei i² kiekvieno jos posekio galima i²rinkti silpnaikonverguojanti� poseki�.I�rodysime J. V. Prochorovo teorem¡ apie konvergavimo ir santykinio kom-pakti²kumo ry²i�.61 teorema. Pasiskirstymo funkciju� ²eima F = {Fα} yra santykinaikompakti²ka tada ir tik tada, kai bet kokiam ε > 0 egzistuoja toks N, kad suvisais α
Fα(N) − Fα(−N) ≥ 1 − ε. (41)I�rodymas. Tarkime, kad pasiskirstymo funkciju� ²eima yra santykinaikompakti²ka, bet netenkina s¡lygos. Tada kokiam nors ε > 0 ir kiekvienam

n = 1, 2, 3, . . . atsiras ²ios ²eimos pasiskirstymo funkcija Fαn
∈ F , kad

Fαn
(n) − Fαn

(−n) < 1 − ε.Paprastumo d
elei ºym
ekime Fn = Fαn
. Pagal m	usu� prielaid¡ egzistuoja silp-nai konverguojantis sekos Fn posekis, t. y. egzistuoja Fnm

ir pasiskirstymofunkcija G(u), kad Fnm
(u) → G(u) funkcijos G tolydumo ta²kuose. Imkimekoki� nors M, kad M,−M b	utu� G tolydumo ta²kai ir
G(M) −G(−M) > 1 − ε.Kai n > M teisinga nelygyb
e Fn(M) − Fn(−M) ≤ Fn(n) − Fn(−n) < 1 − ε,ta£iau kita vertus turi b	uti Fn(M) − Fn(−M) → G(M) − G(−M) > 1 − ε.Gavome prie²tar¡.Tegu dabar pasiskirstymo funkciju� ²eima F tenkina (2.9.) s¡lyg¡, o Fn yrakokia nors jos elementu� seka. Pagal Helley teorem¡ egzistuoja nemaº
ejanti,tolydi i² kair
es funkcija G(u) ir posekis Fnm

, kad Fnm
(u) → G(u) funkcijos

G tolydumo ta²kuose. Mums tereikia parodyti, kad G yra pasiskirstymofunkcija, t. y.
G(n) −G(−n) → 1, n→ ∞. (42)Bet kokiam skai£iui ε > 0 raskime N , kad galiotu� (2.9.) s¡lyga. Galime Nparinkti taip kad −N,N b	utu� G tolydumo ta²kai. Tada

G(N) −G(−N) = lim
m→∞

[Fnm
(N) − Fnm

(−N)] ≥ 1 − ε.I² ²io teiginio i²plaukia (42) s¡lyga. 86



2.10. Charakteringosios funkcijosApibr
e²ime atsitiktinius dydºius su kompleksin
emis reik²m
emis.Kam gi mums reikia tokiu� dydºiu�? Juk ir kompleksiniu� skai£iu� mes kas-dieniame gyvenime neprisimename. Jie netinka nei i²lo²iu�, nei santaupu� dy-dºiams reik²ti, nei k¡ nors matuoti.Kas gi tada yra tas kompleksinis skai£ius? Galime i�sivaizduoti, kad kom-pleksinis skai£ius z tai dvieju� realiu�ju� skai£iu� x, y poros vaizdavimo b	udas:
z = x + iy. �ia i yra �ypatingas� skai£ius � menamasis vienetas, t.y. toksskai£ius, kurio kvadratas lygus −1, i2 = −1; skai£ius x vadinamas real-i¡ja z dalimi, ºymime x = Re z, skai£ius y � menam¡ja dalimi, ºymime
y = Im z. Apibr
eº¦ veiksmus su ²iais skai£iais sukuriame turting¡ i�vairiaiss¡ry²iais strukt	ur¡, tarsi i�ranki�, kuriuo naudojantis galima tyrin
eti kitas sri-tis. Viena tokiu� sri£iu�, kuriu� tyrin
ejim¡ kompleksiniais skai£iai palengvina �silpnasis atsitiktiniu� dydºiu�, i�gyjan£iu� reali¡sias reik²mes, konvergavimas.I² pradºiu� apibr
e²kime atsitiktinius dydºius su kompleksin
emis reik²m
emis.Atsitiktinis dydis su kompleksin
emis reik²m
emis gaunamas i² dvieju� reali¡siasreik²mes i�gyjan£iu� atsitiktiniu� dydºiu� ir atvirk²£iai.41 apibr
eºimas. Tegu 〈Ω,A, P 〉 yra tikimybin
e erdv
e, C � kompleksiniu�skai£iu� aib
e. Funkcij¡ ξ : Ω → C vadinsime kompleksiniu atsitiktiniu dydºiu,jei ξ = ξ1 + iξ2, kur ξ1 = Re ξ, ξ2 = Im ξ yra realieji atsitiktiniai dydºiai.Kompleksinius atsitiktinius dydºius

ξ = ξ1 + iξ2, η = η1 + iη2vadinsime nepriklausomais, jei bet kuri¡ atsitiktiniu� dydºiu� por¡ {ξi, ηj} su-daro nepriklausomi dydºiai.Jeigu dydºiu� ξ1, ξ2 vidurkiai egzistuoja, tai atsitiktinio dydºio ξ vidurki� apibr
e²ime
E[ξ] = E[ξ1] + iE[ξ2].Taigi kompleksiniu� atsitiktiniu� dydºiu� vidurkiai yra kompleksiniai skai£iai.Daugelis vidurkio savybiu� yra tos pa£ios tiek atsitiktiniams dydºiams surealiomis, tiek su kompleksin
emis reik²m
emis. Pavyzdºiui, kaip ir realiu�ju�atsitiktiniu� dydºiu� atveju, kompleksinio atsitiktinio dydºio ξ vidurkis egzis-tuoja tada ir tik tada, kai egzistuoja atsitiktinio dydºio |ξ| vidurkis. Kompleksiniu�atsitiktiniu� dydºiu� vidurkiu� savyb
es i�rodomos, pasiremiant realiu�ju� atsitikti-niu� dydºiu� savyb
emis. Suformuluosime kelet¡.62 teorema. Teisingi tokie teiginiai:1. Jei ξ1, ξ2 yra kompleksiniai atsitiktiniai dydºiai, turintys vidurkius, o

a, b kompleksin
es konstantos, tai atsitiktinis dydis ξ = aξ1 + bξ2 irgituri vidurki� ir
E[ξ] = aE[ξ1] + bE[ξ2].87



2. Jei kompleksinis atsitiktinis dydis ξ turi vidurki�, tai |E[ξ]| ≤ E[|ξ|].3. Tegu ξn yra kompleksiniai atsitiktiniai dydºiai ir beveik visiems ω
ξn(ω) → ξ(ω), |ξn| ≤ η; £ia η yra realusis atsitiktinis dydis turintisvidurki�. Tada ξn, ξ irgi turi vidurkius,

|E[ξn]| ≤ E[η], |E[ξ]| ≤ E[η], E[ξn] → E[ξ], n→ ∞.4. Jei ξ1, ξ2 yra nepriklausomi kompleksiniai atsitiktiniai dydºiai, turintysvidurkius, tai atsitiktinis dydis ξ = ξ1 · ξ2 irgi turi vidurki� ir
E[ξ] = E[ξ1] · E[ξ2].Viena i² pa£iu� svarbiausiu� matematikoje yra formul
e: jei u yra realusisskai£ius, tai

eiu = cos(u) + i sin(u),£ia e yra nat	uriniu� logaritmu� pagrindas. �inome, kad su visais u teisingalygyb
e |eiu| = 1. I�stat¦ vietoje u koki� nors atsitiktini� dydi� ξ gauname:
eiξ = cos(ξ) + i sin(ξ), |eiξ| = 1.Taigi bet kokiam atsitiktiniam dydºiui ξ su realiomis reik²m
emis vidurkis

E[eiξ] egzistuoja. Taip pat gauname, kad bet kokiam atsitiktiniam dydºiui ξir realiajam skai£iui t, kompleksinio atsitiktinio dydºio
eitξ = cos(tξ) + i sin(tξ)vidurkis egzistuoja.42 apibr
eºimas. Realiojo atsitiktinio dydºio ξ charaktering¡jafunkcija vadinsime realiojo argumento funkcij¡

φξ(t) = E[eitξ] = E[cos(tξ)] + iE[sin(tξ)].Realiojo atsitiktinio vektoriaus ξ = 〈ξ1, . . . , ξn〉 charaktering¡ja funkcija vadin-sime funkcij¡
φξ(t1, . . . , tn) = E[eit1ξ1+...+itnξn ].38 pavyzdys. Puasono dydis Tegu atsitiktinis dydis ξ pasiskirst¦spagal Puasono d
esni�: ξ ∼ P(λ). Tada jo charakteringoji funkcija

φξ(t) =

∞∑

m=0

eitmλm

m!
e−λ = e−λ

∞∑

m=0

(eitλ)m

m!
= exp{λ(eit − 1)}.88



39 pavyzdys. Standartinis normalusis dydisTegu ζ ∼ N (0, 1). Tada
φζ(t) =

∫ ∞

−∞

eitupζ(u)du =
1√
2π

∫ ∞

−∞

eitu−u2/2du.Pastarasis integralas konverguoja visoms t reik²m
ems, ne vien tik realiosioms.Imkime t = −iz. Tada
φζ(−iz) =

1√
2π

∫ ∞

−∞

e2zu−u2/2du =

1√
2π

ez2/2

∫ ∞

−∞

e−(u+z)2/2d(u+ z) = ez2/2.Imdami z = it, kur t realusis skai£ius, gausime
φζ(t) = φζ(−i(it)) = e−t2/2.I²vardysime papras£iausias charakteringu�ju� funkciju� savybes. Jos i�rodomospasinaudojant atsitiktiniu� dydºiu� vidurkiu� savyb
emis.63 teorema. Teisingi ²ie teiginiai:1. Atsitiktinio dydºio charakteringoji funkcija yra tolydi kiekviename ta²ke.2. Tegu ξ yra atsitiktinis dydis, a, b dvi konstantos, η = aξ + b. Tada

φη(t) = eitbφξ(at).3. Tegu ξ1, ξ2 yra du nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, ξ = ξ1 · ξ2. Tada
φξ(t) = φξ1(t)φξ2(t).I�rodykime, pavyzdºiui, 3) savyb¦. Jei atsitiktiniai dydºiai ξ1, ξ2 yra neprik-lausomi, tai atsitiktiniai dydºiai eitξ1 ir eitξ2 irgi yra nepriklausomi (²iek tiekreikia pasamprotauti, norint tuo i�sitikinti). Be to, ²ie dydºiai turi vidurkius.Tada

E[eitξ1 · eitξ2 ] = E[eitξ1+itξ2 ] = E[eitξ1 ] · E[eitξ2 ].Ta£iau pastaroji lygyb
e kaip tik ir rei²kia, kad φξ(t) = φξ1(t)φξ2(t).Nors 3) charakteringu�ju� funkciju� savyb¦ i�rod
eme dviems nepriklausomiemsatsitiktiniams dydºiams, ta£iau ji teisinga bet kokiai baigtinei nepriklausomu�atsitiktiniu� dydºiu� sistemai: 89



I²vada. Jei ξ1, ξ2, . . . , ξn yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, tai
φξ1+...+ξn

(t) = φξ1(t) · φξ2(t) · · ·φξn
(t).Turint vienu� dydºiu� charaktering¡sias funkcijas ir naudojantis i�rodytomissavyb
emis, kartais galima surasti kitu� dydºiu� charaktering¡sias funkcijas.40 pavyzdys. Binominis dydisJei ηi(i = 1, . . . , n) yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniaidydºiai,

P (ηi = 1) = p, P (ηi = 0) = q = 1 − p,tai ju� suma η = η1+. . .+ηn yra atsitiktinis dydis, pasiskirst¦s pagal binomini�d
esni�: η ∼ B(n, p). Tada
φη(t) = φη1(t) . . . φηn

(t) = φη1(t)
n = (eitp+ q)n.41 pavyzdys. Normalusis dydisJeigu ζ0 ∼ N (0, 1), t.y. atsitiktinis dydis ζ0 pasiskirst¦s pagal standartini�normalu�ji� d
esni�, o a ir σ yra realieji skai£iai, tai atsitiktinis dydis ζ = a+σζ0pasiskirst¦s pagal normalu�ji� d
esni� su parametrais a, σ2, t.y. ζ ∼ N (a, σ2).Pasinaudoj¦ charakteringu�ju� funkciju� savyb
emis gauname:

φζ(t) = eiatφζ0(σt) = eiat−σ2t2/2.Dabar panagrin
esime charakteringosios funkcijos ir atsitiktinio dydºiomomentu� ry²i�.64 teorema. Jei egzistuoja atsitiktinio dydºio ξ m-asis momentas, taibet kokiam t egzistuoja m-oji charakteringosios funkcijos φξ(t) i²vestin
e. Beto
φξ(t)

(m) = E[(iξ)meitξ]. (43)Charakteringajai funkcijai teisingas toks asimptotinis skleidinys:
φξ(t) =

m∑

l=0

E[ξl]
(it)l

l!
+ rm(t)

(it)m

m!
; (44)£ia rm(t) → 0, t→ 0.I�rodymas. I�rodysime, kad pirmoji φξ(t) i²vestin
e egzistuoja. I² charak-teringosios funkcijos apibr
eºimo gauname

φξ(t+ h) − φξ(t)

h
) = E[eitξ

(eihξ − 1

h

)
].90



Nagrin
ekime atsitiktinius dydºius
ηh = eitξ ·

(eihξ − 1

h

)
.Kai h yra maºas teigiamas skai£ius |ηh| ≤ 2|ξ|, tuo galime i�sitikinti pasin-audoj¦ analizin
emis rodiklin
es funkcijos savyb
emis. Be to , kai h → 0,

ηh(ω) → iξeitξ(ω) (kiekvienam ω ). Pasinaudoj¦ dydºiu� konvergavimo irvidurkiu� konvergavimo s¡ry²iu gauname:
E[ηh] → E[iξeitξ].�is s¡ry²is ekvivalentus (43) lygybei. (43) lygyb¦ bet kokiamm galima i�rodytipasinaudojus indukcija.I�rodysime (44) lygyb¦. Pasinaudosime Tayloro formule: jei realiu�ju� skai-£iu� aib
eje apibr
eºta reali¡sias reik²mes i�gyjanti funkcija f(t), be to nulioaplinkoje ji m kartu� diferencijuojama, tai ²ioje aplinkoje

f(x) =

m−1∑

l=0

f (l)(0)

l!
xl +

f (m)(θx)

m!
xm;£ia θ = θ(x) yra skai£ius tarp 0 ir 1. Pasinaudoj¦ ²ia formule funkcijoms

cosx ir sin x, gausime18
eix = cosx+ i sin x =

m−1∑

l=0

(ix)l

l!
+

(ix)m

m!
(cos(θ1(x)x) + i sin(θ2(x)x)

=
m∑

l=0

(ix)l

l!
+

(ix)m

m!
(cos(θ1(x)x) + i sin(θ2(x)x) − 1).I�statykime i� ²i¡ lygyb¦ x = tξ ir imkime abieju� pusiu� vidurkius. Gausime(44) lygyb¦, kurioje

rm(t) = E[(cos(θ1(tξ)tξ) + i sin(θ2(tξ)tξ) − 1)].Nesunku i�sitikinti, kad rm(t) → 0, kai t→ 0. Teorema i�rodyta.Su atsitiktiniais dydºiais galima sieti i�vairius i�vykius. Visu� tokiu� i�vykiu�tikimybes galima reik²ti naudojant atsitiktinio dydºio pasiskirstymo funkcij¡.Dabar kiekvienam atsitiktiniam dydºiui suk	ur
eme dar vien¡ funkcij¡ � charak-tering¡j¡ funkcij¡. Ar ji taip pat �saugo� vis¡ informacij¡ apie atsitiktiniodydºio tikimybes?18Ties¡ sakant, kad i�sitikintume, jog ²i lygyb
e teisinga, turime pasidarbuoti; reikia atski-rai i²nagrin
eti atvejus, kai m dalijasi i² 4, dalijant i² 4 duoda liekanas 1, 2, 391



Jeigu du dydºiai turi t¡ pa£i¡ pasiskirstymo funkcij¡, tai ir ju� charakte-ringosios funkcijos vienodos. Taigi kiekvien¡ pasiskirstymo funkcij¡ atitinkatam tikra charakteringoji funkcija.65 teorema. (Vienaties teorema.) Jeigu pasiskirstymo funkcijos yraskirtingos, tai ju� charakteringosios funkcijos irgi skirtingos.�is svarbus teiginys teigiamai atsako i� anks£iau suformuluot¡ klausim¡.Tad pagal charaktering¡sias funkcijas galime atpaºinti pasiskirstymo funkci-jas. Ta£iau i�rodyti ²i¡ teorem¡ yra gana nelengva. Norintiems suºinoti, kaipj¡ i�rodyti, teks pavartyti i²samesnes tikimybiu� teorijos knygas.42 pavyzdys. Puasono dydºiaiTarkime ξ1, ξ2 yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, pasiskirst¦ pagalPuasono d
esnius: ξ1 ∼ P(λ1), ξ2 ∼ P(λ2). Pagal koki� d
esni� pasiskirs£iusi ju�suma?Tegu ξ = ξ1 + ξ2. Tada ²io dydºio charakteringoji funkcija yra tokia:
φξ(t) = φξ1(t)·φξ2(t) = exp{λ1(e

it−1)}·exp{λ2(e
it−1)} = exp{(λ1+λ2)(e

it−1)}.Matome, kad φξ(t) yra d
esni� P(λ1 + λ2) atitinkanti charakteringoji funkcija.Taigi ξ ∼ P(λ1 + λ2).43 pavyzdys. Normalieji dydºiaiLygiai taip pat galime i�sitikinti, kad nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu�
ξi ∼ N (ai, σ

2
i ), i = 1, 2, suma pasiskirs£iusi pagal d
esni� N (a1+a2, σ

2
1 +σ2

2).Pasiskirstymo funkciju� silpnojo konvergavimo tyrimas � vienas i² svarbiausiu�tikimybiu� teorijos r	upes£iu�. Panagrin
ekime, kaip ²iai problemai tirti galimanaudoti charaktering¡sias funkcijas.Visu� pirma, i² silpnojo konvergavimo savybiu� i²plaukia toks teiginys.66 teorema. Jei Fn, F yra pasiskirstymo funkcijos, o φn(t), φ(t)jas atitinkan£ios charakteringosios funkcijos ir Fn ⇒ F, tai kiekvienam t,
φn(t) → φ(t), kai n→ ∞.Taigi silpnai konverguojan£i¡ pasiskirstymo funkciju� sek¡ atitinka kiekvien-ame ta²ke konverguojanti charakteringu�ju� funkciju� seka. Svarbu i²tirti, ar i²charakteringu�ju� funkciju� konvergavimo galima daryti i²vad¡ apie silpn¡ji� pa-siskirstymo funkciju� konvergavim¡. Priminsime, kad pasiskirstymo funkciju�seka {Fn} silpnai konverguoja tada ir tik tada, kai ribiniu� funkciju� aib
eje
R(Fn) yra vienintel
e funkcija, be to, ²i funkcija yra pasiskirstymo funkcija.Tarkime, jau nustat
eme, kad pasiskirstymo funkciju� seka {Fn} yra santyk-inai kompakti²ka. Tada i² Prochorovo teoremos i²plaukia, kad aib
e R(Fn)sudaryta tik i² pasiskirstymo funkciju�. Tegu pasiskirstymo funkcijos φn(t)konverguoja kiekviename ta²ke i� tam tikr¡ funkcij¡ φ(t). Jeigu aib
eje R(Fn)92



b	utu� bent dvi skirtingos pasiskirstymo funkcijos F,G tai tam tikriems poseki-ams tur
etume
Fn∗

m
⇒ F, Fn∗∗

m
⇒ G.Charakteringosios funkcijos atitinkan£ios pasiskirstymo funkcijas F,G b	utu�skirtingos. Paºym
ekime jas f, g. Tada kiekvienam t tur
etume

φn∗
m
(t) → f(t), φn∗∗

m
(t) → g(t), m→ ∞.Ta£iau tada gautume prie²taravim¡ φ(t) = f(t) = g(t).Taigi, jei pasiskirstymo funkciju� seka santykinai kompakti²ka, o charak-teringosios funkcijos konverguoja, tai aib
e R(Fn) b	utu� sudaryta tik i² vienospasiskirstymo funkcijos, taigi pasiskirstymo funkciju� seka silpnai konverguoja.Tad nor
edami suformuluoti silpnojo konvergavimo kriteriju� vien tik charak-teringosiomis funkcijomis, turime nustatyti, kokia charakteringu�ju� funkciju�savyb
e garantuoja atitinkamu� pasiskirstymo funkciju� sekos santykini� kom-pakti²kum¡. Pasirodo, kad ta savyb
e labai paprasta: charakteringu�ju� funkciju�riba turi b	uti tolydi ta²ke t = 0 funkcija!Teorem¡ apie pasiskirstymo funkciju� silpnojo konvergavimo ir charakte-ringu�ju� funkciju� konvergavimo ry²i� dabar galime suformuluoti taip.67 teorema. (Tolydumo teorema.) Pasiskirstymo funkciju� seka Fnsilpnai konverguoja i� tam tikr¡ ribin¦ pasiskirstymo funkcij¡ tada ir tik tada,kai atitinkamu� charakteringu�ju� funkciju� seka φn(t) kiekviename ta²ke kon-verguoja i� tam tikr¡ funkcij¡ φ(t), kuri yra tolydi ta²ke t = 0. Tokiu atveju

φ(t) yra ribin¦ pasiskirstymo funkcij¡ F atitinkanti charakteringoji funkcija.Tai labai naudinga, bet kartu ir sud
etinga teorema. Tenka ir j¡ palikti bei�rodymo.Kitame skyrelyje pamatysime, kaip ²i teorema palengvina svarbiausiu�tikimybiu� teorijos teiginiu� � ribiniu� teoremu� i�rodym¡.2.11. Ribin
es teoremosKeletas tokiu� teoremu� suformuluota ankstesniuose skyreliuose. Tai teiginiaiapie tam tikru� atsitiktiniu� dydºiu� ξn skirstiniu� art
ejim¡ prie ribinio skirstinio,kai n→ ∞.Apibr
eº
eme silpnojo konvergavimo s¡vok¡ bei suk	ur
eme patogu� i�ranki�silpnajam konvergavimui tirti � charaktering¡sias funkcijas. Tad dabar ir i�ribines teoremas galime kitaip paºvelgti. Puasono teorem¡ dabar sufor-muluosime taip.68 teorema. Tegu ξn yra atsitiktiniai dydºiai, ξn ∼ B(n, pn) ir npn → λ,kai n→ ∞, £ia λ > 0. Tada ξn pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja i�Puasono d
esnio P(λ) pasiskirstymo funkcij¡.93



I�rodin
edami ²io skyrelio teoremas remsim
es viena pagrindiniu� matema-tin
es analiz
es ribu�. �tai ta riba: jei zn kompleksiniu� skai£iu� seka turintibaigtin¦ rib¡, t. y. zn → z, kai n→ ∞, tai
(
1 +

zn

n

)n

→ ez, n→ ∞. (45)I�rodymas. Prisiminkime, kaip uºra²oma pagal binomini� d
esni� B(n, p)pasiskirs£iusio dydºio charakteringoji funkcija; ji lygi (1 − p+ peit)n. Taigi
φξn

(t) = (1 − pn + pneit)n =
(
1 +

npneit − npn

n

)n

.Pasinaudoj¦ (45) su zn = npneit − npn → λeit − λ gauname
φξn

(t) → φ(t), φ(t) = eλeit−λ, n→ ∞,ta£iau φ(t) yra d
esnio P(λ) charakteringoji funkcija. Pasir
em¦ tolydumoteorema gauname i²vad¡, kad pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja i�d
esnio P(λ) pasiskirstymo funkcij¡. Teorema i�rodyta. Dabar prisiminkimedidºiu�ju� skai£iu� d
esni�. Ji� i�rod
eme nepriklausomiems atsitiktiniams dy-dºiams, turintiems antruosius momentus. Ar antru�ju� momentu� egzistavimastikrai b	utinas?69 teorema. Tegu ξ1, ξ2, . . . yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦atsitiktiniai dydºiai, turintys matematini� vidurki� a. Tada bet kokiam ε > 0

P
(∣∣ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn

n
− a

∣∣ > ε
)
→ 0, n→ ∞.I�rodymas. Paºym
ekime

Sn =
ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn

n
− a =

n∑

m=1

ηm, ηm =
ξm − a

n
.Dydºiai ηm yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦ E[ηm] = E[ξm − a] = 0.Tegu φ(t) yra atsitiktinio dydºio ξm − a charakteringoji funkcija. Tada i²(44) su m = 1 gauname

φ(t) = 1 + r1(t)(it), r1(t) → 0, t→ 0.Taigi
φηm

(t) = φ
( t
n

)
= 1 + r1

( t
n

) it
n
,94



ir
φSn

(t) = φη1(t) . . . φηn
(t) =

(
1 + r1

( t
n

) it
n

)n

→ e0, n→ ∞.Ta£iau funkcija f(t) ≡ e0 = 1 yra �i²sigimusio� atsitiktinio dydºio ξ, P (ξ =
0) = 1 charakteringoji funkcija. Pagal tolydumo teorem¡ Sn pasiskirstymofunkcijos Fn silpnai konverguoja i� pasiskirstymo funkcij¡
F (x) = I(0,+∞)(x). Tada

P
(∣∣ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn

n
− a

∣∣ > ε
)
≤ P (Sn < −ε/2) + P (Sn ≥ ε/2) =

Fn(−ε/2) + 1 − Fn(ε/2) → 0, n→ ∞.Teorema i�rodyta.Paprastai didºiu�ju� skai£iu� d
esniu pasitikime ir daºnai juo remiam
es. �taidar vienas jo taikymo pavyzdys.44 pavyzdys. Monte Karlo metodasTarkime mums reikia suskai£iuoti kokios nors sud
etingu kont	uru apri-botos aib
es S plot¡. Tegu ²i aib
e yra vienetinio kvadrato poaibis. Gal b	utneºinodami nuo ko prad
eti 
em
eme tiesiog baksnoti aib¦ tu²inuko galu, kartaispataikydami, o kartais ne. Ir tai jau nebloga pradºia!Tarkime turime galimyb¦ rinkti vienetinio kvadrato ta²kus A1, A2, . . .taip, kad pasirinkimai b	utu� nepriklausomi, ir kiekvien¡ kart¡ visi ta²kaitur
etu� vienodas galimybes b	uti parinkti. Apibr
eºkime nepriklausomus at-sitiktinius dydºius
ξn =

{
1, jei An ∈ S,
0, jei An 6∈ S.Tada ξn yra atsitiktiniai dydºiai, turintys vidurki� E[ξn] = s(S), £ia s(S)yra m	usu� aib
es plotas. Tada didºiu�ju� skai£iu� d
esnis tvirtina, kad esantdideliam N labai tik
etina, kad

ξ1 + ξ2 + . . .+ ξN
N

≈ s(S).Taigi jei atsitiktinai baksnodami aib¦ tu²inuko smaigaliu i² 10,000 kartu� i�aib¦ pataik
ete 4,900 kartus, tai protinga manyti, kad s(S) ≈ 0,49.Nagrin
edami Bernulio schem¡, kai bandymu� skai£ius didelis, naudojom
esMuavro�Laplaso integraline teorema. Dabar jau ºinome pakankamai, kadgal
etume j¡ i�rodyti. Galime dar daugiau � i�rodysime vien¡ pagrindiniu�tikimybiu� teorijos teiginiu� � centrin¦ ribin¦ teorem¡. Muavro�Laplaso in-tegralin
e teorema yra atskiras ²ios teoremos atvejis.95



70 teorema. (Centrin
e ribin
e teorema.) Tegu ξn yra nepriklausomiir vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai, turintys vidurki� E[ξn] = a irdispersij¡ D[ξn] = σ2. Tada pasiskirstymo funkcijos
Fn(x) = P

( n∑

m=1

ξn − a

σ
√
n

< x
)silpnai konverguoja i� standartinio normalinio d
esnio N (0, 1) pasiskirstymofunkcij¡ Φ(x), t. y. su visais x

Fn(x) → 1√
2π

∫ x

−∞

e−u2/2du, n→ ∞.Tarkime ξn yra atsitiktinis dydis, i�gyjantis reik²m¦, lygi¡ 1, jei Bernulioschemos n-asis bandymas baig
esi s
ekme, ir i�gyjantis reik²m¦ 0, jei bandymasbuvo nes
ekmingas. �ie dydºiai tenkina centrin
es ribin
es teoremos s¡lygas.Jeigu Sn = ξ1 + . . . + ξn yra s
ekmiu� skai£ius, atlikus n bandymu�, o p yras
ekm
es tikimyb
e viename bandyme, tai nesunku suskai£iuoti, kad
Fn(x) = P

( Sn − np√
np(1 − p)

< x
)
,taigi centrin
e ribin
e teorema tvirtina t¡ pati�, k¡ ir Muavro�Laplaso inte-gralin
e teorema.�ia suformulavome pati� papras£iausi¡ centrin
es ribin
es teoremos vari-ant¡. I² tikru�ju� n
era b	utina, kad visi atsitiktiniai dydºiai b	utu� vienodaipasiskirst¦19Teoremos i�rodymas. Visi atsitiktiniai dydºiai ξm − a yra vienodaipasiskirst¦, turi vidurki� lygu� nuliui ir dispersij¡, lygi¡ σ2. Paºym
ekime ju�bendr¡ charaktering¡j¡ funkcij¡ f(t). I² (44) gauname, kad ²i charakteringojifunkcija uºra²oma taip:

f(t) = 1 − σ2t2

2
+ r2(t) ·

t2

2
, r2(t) → 0, kai t→ 0.Paºym
ekime ηm = (ξm − a)/(σ

√
n), tada

φηm
(t) = f

( t

σ
√
n

)
= 1 − t2

2n
+ r2

( t

σ
√
n

) t2

2σ2n
.19�r. ºymiai bendresn¦ centrin¦ ribin¦ teorem¡ J. Kubiliaus knygoje �Tikimybiu� teorijair matematin
e statistika�, 1980, Vilnius, p. 264�265.96



Kadangi ηm yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai ir
Sn =

n∑

m=1

ξn − a

σ
√
n

=

n∑

m=1

ηm,tai ²ios sumos charakteringoji funkcija yra
φSn

(t) = φη1(t) · . . . · φηm
(t) =

(
1 − t2

2n
+ r2

( t

σ
√
n

) t2

2σ2n

)n

.Pasinaudoj¦ (45) riba gausime
φSn

(t) → exp
{
− t2

2

}
, n→ ∞.Ta£iau funkcija φ(t) = exp{− t2

2
} yra standartinio normalinio d
esnio N (0, 1)charakteringoji funkcija. I² tolydumo teoremos gauname, kad Sn pasiskirstymofunkcijos, t. y. funkcijos Fn(x), visuose ta²kuose konverguoja i� normaliniod
esnio N (0, 1) pasiskirstymo funkcij¡.Teorema i�rodyta.
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