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1 Tikimybiné erdveée

1.1. Statistiniai eksperimentai

Zinoma situacija: galime kartoti tam tikra bandyma daugybe karty — patiki-
mai speti, kuo bandymas pasibaigs, visvien neiSmoksime. Taciau galime
nusakyti visy baigciy aibe.

1 pavyzdys. Losimo kauliuka mété jau 1-os faraony dinastijos Egipto
gyventojai (2950-2650 pr. Kr.). Graiky legenda tvirtina, jog losimo kauliuka
nuobodziaujantiems prie Trojos sieny graiky kareiviams pasiulé Palamedéjus.
Kauliuka mégo ir arabai; zodis ,azartas” yra kiles i§ arabisko zodzio ,alzar®,
kuris reigkia tiesiog kauliuka.'

Meskime kauliuka ir mes — toks musy eksperimentas. Galimy rezultaty
aibé

Q = {wl, .. .,wﬁ},
Cla w; zymi rezultaty ,iskrito ¢ akuciy®.

2 pavyzdys. Metykime ta patj kauliuka, kol iSkris skaiCius ,6
ir rasykime j eile iSkritusiy akuciy skaic¢ius. Gausime skaiciy eiles, pasi-
baigiancias SeSetu, tac¢iau gali buti ir taip, kad SeSeto negausime, tada skaiciy
eilé bus begaliné. Tokias eiles naturalu laikyti bandymo baigtimis, nors Siek
tiek keista kalbeti apie bandymo baigti tuo atveju, kai bandymas niekaip ne-
gali pasibaigti. Galimy baig¢iy, susijusiy su tokiu bandymu, aibé (2 begaliné,
bet skaiti. Ja sudaro baigtiniai arba begaliniai rinkiniai:

w:<w1,...,wm,1,6>, <u.)1,...,>, w]€{1,2,5}, le

3 pavyzdys. Zvilgteléje; i termometra uz lango fiksuokite, ka jis
rodo. Teorigkai galimy rezultaty aibé — kontinumo galios: Q = [s, 5], ¢ia s —
termometro skalés maziausioji reikSmeé, S - didziausioji. Taciau vargu ar kas
yra teiges, kad termometro rodoma temperatira lygi, tarkime /300 laipsniy
Silumos.

4 pavyzdys. Mintinis eksperimentas: jsivaizduokite trajektorija, kuriag
ant Zemeés rutulio pavirSiaus brézia jusy kojos, kai gyvenate jprastine savo
dieng. Galimy tokio bandymo baig¢iy aibe 2 sudaro uzdaros kreivés (jei
nakvojate namuose).

! Juliaus Cezario garsiojo posakio ,alea jacta est“ pazodinis vertimas yra taipogi —
»kauliukas mestas®.



e Triviali iSvada: bandymai, kuriy baigties negalima i anksto numatyti,
buna jvairus.

e Netrivialus klausimas: kokie désningumai tokiy eksperimenty atveju
yra jmanomi?

e Empirinis pastebé¢jimas: désningumai iSryskéja, analizuojant daug karty
pakartoto statistinio?

Meskime, pavyzdziui, losimo kauliuka N karty, ¢ia IV tikrai didelis skaicius.
Tegu N; karty pasirodé ¢ akuciy. Didziulé loséjy patirtis tvirtina, jog egzis-
tuoja nuo paties kauliuko savybiy priklausantys dydziai p;, kad spéjimas

Ny Ng

~ D1,

N ...,W%pﬁ

pasitvirtina labai daznai. Taciau dalykas néra toks paprastas. Kai kurie
eksperimentatoriai galbut gaus zymiai besiskirian¢ias nuo p; dydziy N;/N
reikSmes. Bet mes pasikliausime dauguma ir tarsime, jog baigtims w; galima
priskirti skaicius, apibudinancius jy pasitaikymo daznuma.

Daznai, jvykius susijusius su bandymu, nusakome 7odziais. Pavyzdziui,
jei bandymas yra vieno kauliuko metimas, tai gali rupéti jvykis, ,iskrito ne
maziau, kaip keturios akutes”; jeigu bandymas — kortos traukimas is kaladés,
gali buti svarbu, jvyks ar nejvyks jvykis ,iStrauktoji korta yra tuzas® ir t.t.
Ivykis ,iskrito ne maziau, kaip keturios akutés® jvyks ir tada, kai iskris ke-
turios akutés (t.y. pasirodys baigtis wy), ir kai penkios, ir kai SeSios. Taigi
naturalu Sias baigtis pavadinti palankiomis jvykiui ,iSkrito ne maziau, kaip
keturios akutés”, o patj jvykj tiesiog sutapatinti su baig¢iy aibe {wy, ws, we}-

Matematinés teorijos pradzZios taskas:

Su statistiniu bandymu susiesime jo baigc¢iy aibe ). Visus kitus jvykius,
kuriuos nagrinésime, vaizduosime aibés ) poaibiais.

Pavyzdziui, kauliuko metimo atveju ivyki ,isSkrito lyginis skaic¢ius akuciy“
vaizduosime aibe {ws,ws, wg }.

éitaip ivykius paverte poaibiais gauname labai ,sausa”“ matematinj reiskinio,
kurj jtakoja atsitiktinumai, modelj ir galime kiekybiskai jj tyrinéti.

2Status - padétis (lotynigkai). Statistiniu bandymu arba eksperimentu vadinsime tokj
bandyma, kurio vienintelis tikslas — jo baigties fiksavimas, neanalizuojant, kokios butent
bandymo salygos ta baigtj lémeé. eksperimento rezultatus.



1.2. Klasikinis modelis

Tarkime, statistinio eksperimento galimy baigciy aibé yra baigtiné:
Q={wi,...,wn}

Taip pat tarkime, kad visos jos turi vienodas galimybes atlikus bandyma
pasirodyti.?

Atsitiktiniais jvykiais baigéiy aibés ) poaibius A C (2, visy poaibiy
aibe zymésime P(Q2). Tikiuosi, kad zinote, kaip apibréziama aibiy sajunga,
sankirta ir skirtumas. Sias operacijas Zzymeésime, kaip jprasta, Zenklais U, N, \.

Baigtinés aibés A elementy skai¢iy zymésime |A|.

Naudosime tokius terminus:

e baigtis w € A vadinsime palankiomis A;

e aibe () vadinsime negalimu, € - butinu jvykiu;

e jvykius A ir A = Q\ A vadinsime priegingais;

e jei AN B =0, jvykius A, B vadinsime nesutaikomais.

Ivykis susijes su realiu bandymu jvyksta, kai pasirodo palanki jam baigtis.
Kuo daugiau jvykis turi palankiy jam baigciy, tuo daugiau galimybiy tam
ivykiui atlikus bandyma jvykti. Sia idéja remiasi klasikinis tikimybés apibrézimas,
kurj pirma karta pradéjo naudoti Girolamo Cardano (1501-1576).

1 apibrézZimas. Tikimybe vadinsime funkcija P : P(Q) — [0,1],
apibréziama lygybe
_ 14

€
Skaiciy P(A) vadinsime jvykio A C Q tikimybe.

Elementariais jvykiais vadinami jvykiai, kuriems palanki tik viena baigtis,
juos atitinka poaibiai, turintys tik vieng elementa. Taigi kiekvienam elemen-
tariajam jvykiui

P(A)

P({w}) = |1§|

Toliau aibe, sudarytg i vieno elemento w zZymeésime tiesiog w ir nepaisysime
subtilaus skirtumo tarp baigties ir elementaraus jvykio.

3Si teiginj konkretaus bandymo atveju priimame arba atmetame remdamiesi ne for-
maliu jrodymu, bet tam tikra praktine bei mastymo patirtimi. Jis leidzia mums
sudaryti formaly matematinj modelj, kurj turint jau galima visai ar i§ dalies pamir§ti
gan neapibréztas empirines jo atsiradimo prielaidas.



Toks yra klasikinis tikimybiy skai¢iavimo modelis. O kas gi tie klasikai?
Matyt, vienaip ar kitaip galimybes vertino visy laiky azartiniy zaidimy meégéjai.
Iprasta tikimybiy teorijos pradzia sieti su prancuzy matematiky Blezo Paskalio
bei Pjero Ferma darbais.*

Tradicija sako, kad Paskaly susidométs tikimybiy teorija paakines tulas
didikas ir azartiniy loSimy mégéjas de Meré (Chevalier de Meray). Su-
tikes Paskaly pakeliui 3 savo dvarg, jis suformulavo jam du uZdavinius,
kurie ur sukéle Paskalio susidoméjima tikimybiy arba galimybiy skai-
ciavimu. Vienas uZdavinys buves toks.

De Mereé uZdavinys. Kuri tikimybe didesné: gauti nors vieng SesSetu-
ka, keturis kartus metus kauliukq, ar bent vieng kartqg du SeSetukus, 24
kartus metus kouliuky porg? Pabandykite jspéti atsakymag.

Taigi klasikiné tikimybiné erdvé yra matematinis modelis, aprasantis bandyma
su vienodai galimomis baigtimis. Tokiy bandymy pavyzdziai: simetrisko
loSimo kauliuko metimas, kortos traukimas i$ kaladés, rutulio traukimas i$
urnos, kurioje visi rutuliai vienodi ir t. t.

Akivaizdu, jog klasikiniame modelyje

P(A)=) Pw), PQ)=> Pw) =1

weA weN

Taciau bandymai su vienodomis baigtimis — tikry bandymy idealizacija. Juk
néra nei visiSkai simetrisky kauliuky, nei visiskai vienody rutuliy... Taigi daz-
niausiai ne visos baigtys yra lygiavertes, t. y. ne visos elementariyjy jvykiy
tikimybés vienodos. Taciau svarbiausia — egzistuoja intervalo [0; 1] skai¢iai,
kurie apibudina baig¢iy pasirodymo galimybes, t.y. kiekviena elementaryjj
jvykj w atitinka jo tikimybé P(w). Siuo pastebéjimu paremtas toks klasikines
tikimybineés erdves apibendrinimas.

2 apibrézimas.  Tegu (2 yra baigtiné arba skaiti aibé, P(2) visy jos
poaibiy sistema, P(w), w € ), neneigiamy skai¢iy aibé

Y Pw)=1.

we

‘Pierre de Fermat (1601-1665), Blaise Pascal (1623-1662).

Paskalio vardas minimas ne tik matematiky, bet ir fiziky, ir filosofy ir teology rastu-
ose. Galbut svarbiausias jo filosofinis veikalas - fragmentisky minciy ir svarstymy rinkinys
,»Mintys®. Stai viena i3 §io rinkinio izvalgy: ,Niekas nelaikomas nusimananciu apie poezija,
jei neturi etiketés, kad yra poetas. Pana$iai ir su matematika ir t.t. O tikrai iSsilavine
zmonés nenori etiketés ir nedaro didelio skirtumo tarp poeto ir adytojo. Tikrai i$silavine
zmonés nevadinami poetais, matematikais ir t.t. Taciau jie tokie yra ir apie visas §ias sritis
geba spresti.”



Tikimybe vadinsime funkcija P : P(2) — [0, 1], apibréziama lygybe

P(A)=> Pw).

w€EA

Trejeta (Q, P(2), P) vadinsime diskreciaja tikimybine erdve.

Taigi diskrecioji tikimybiné erdve yra tikimybinis bandymo su baigtine
(arba skai¢ia) nebutinai vienodai galimy baig¢iy aibe modelis. Ta¢iau norédami
ji taikyti konkrec¢iam bandymui, turime suzinoti elementariyjy jvykiy tikimybes
P(w). Niekas niekada nepasiulys nei formulés, nei algoritmo tikslioms tikimybiy
reikdméms apskaic¢iuoti. Praktiskai galima elgtis Sitaip. Tegu Q = {w1,ws, ..., wn}
yra bandymo baigciy aibé; pakartokime bandyma didelj skaiciy n karty.
Suskaic¢iuokime, kiek karty pasirodeé baigtys wy, ws, . . ., wy,; tegu pasirodymuy
skaiciai yra ny, no, ..., n,.Tada tikimybes galima skai¢iuoti padarius prielaida,
kad

n2 Nm

ny

Neéra garantijos, kad Sitaip skai¢iuodami nepadarysime didelés klaidos, kaip
kad néra garantijos, kad pirkdami turguje negausite grazos netikro dvideSimties
lity banknoto.

Si teorema apie nesutaikomus jvykius yra tiesiog akivaizdi.

1 teorema. Tegu (2, P(R2), P) yra diskrecioji tikimybiné erdvé. Teisin-
gos lygybés P(0) = 0; P(Q) = 1.
Jei A ir B yra nesutaikomi jvykiai, tai

P(AUB) = P(A) + P(B).

1.3. Intermezzo: kelios kombinatorikos formulés

Taikant klasikinés tikimybinés erdvés modelj, daznai tenka skaic¢iuoti, kiek
gi elementy yra aibéje 2 bei jos poaibiuose. Uzdavinius, kuriuose reikalau-
jama suskaiciuoti, kiek yra elementy, turinc¢iy tam tikras savybes, nagrinéja
kombinatorika. Keleta tokiy uzdaviniy iSspreskime.

Tarkime turime baigtine aibe:

SN:{O-D"'?O-N}'

Parinkime Sy elementa, padarykime jo kopija, grazinkime elementa j aibe ir
rinkime elementa i§ naujo. Tai atlike n karty gausime rinkinj

(o) = {04, ,04,),

8



kurj vadinsime gretiniu su pasikartojimais i§ N po n elementy. Jy aibé
:SNX...XSN.?? (1)

Pazymékime By = |Sk|. Jeigu Sy yra N raidziy abécélé, tai S} yra tos
abécélés n ilgio zodziy aibé. Beveik akivaizdu, kad By, = N™.

Vél parinkime Sy elementa, tac¢iau jo nebegrazinkime j aibe. Rinkime is
sumazejusios aibés nauja elementa ir taip toliau. Dabar gausime rinkinj

(o) ={0oi,,...,04,), O, # 0i,, UF, (2)

kurj vadinsime gretiniu be pasikartojimy i§ NV po n elementy. Pazymékime
ju aibe SN, ir A% = ]S}\‘,] Aibe S}\‘,, suskaidykime j nesikertancias klases

S(i):{<ai17“‘aain>Eg]\?[:ilzi}, ZZl,Z,,N

Taigi S(7) sudaro gretiniai su tuo pa¢iu pirmuoju elementu. Kadangi |S(i)| =
ARTL | tai

=N AV,
Pasinaudoje $iuo sarysiu bei tuo, kad su visais m Al = m, gausime

n=N(N—-1)...(N—n+1).

Dydis A} = n! yra tiesiog n elementy skirtingy iSdéstymuy j viena eile skaicius.
Jeigu n elementy pasirinksime negrazindami j aibe, o po to rinkinyje surik-
iuosime elementus indeksy didéjimo tvarka, gausime derinj i§ N elementy

po n
Tiry Tigy o v ey Oy 11 < ln < ... <'p, (3)

kurj galima tiesiog interpretuoti kaip aibés Sy n elementy poaibj. Deriniy
be pasikartojimy aibe pazymékime

Dy, Cx =IDRl.
Literaturoje dydis C'}, daznai zymimas ir taip: (]X ) Protinga apibrézti C% =
1 (i8 N elementy aibés nieko nepasirinkti galime tik vienu budu). I$ kiekvieno
derinio (3) galime sudaryti n! skirtingy (2) gretiniy. I§ skirtingy deriniy
visada gauname tik skirtingus gretinius ir visi (2) gretiniai yra Sitaip gaunami.
Taigi
n=nl-Cy.

Vél rinkime elementus kaip pirmuoju atveju, taciau nerikiuokime jy kopijy

i eile. Tik parinke visus n elementy, sutvarkykime juos taip:

mi ma2 mn

01...0002...09...0N...ON, M1 +Mo+...+my=mn, m; >0. (4)



(4) rinkinj vadinsime deriniu i§ N po n su pasikartojimais, jy aibe ir
skaiciy pazymeékime
n n — |D7’L|
N N Nl
[sivaizduokime (4) kaip spalvoty rutuliuky rinkinj: viena spalva nudazyti oy,
kita — o9 ir t. t.
Tarkime turime n nespalvoty rutuliuky

0O 0 o0 o ...0 O.

Dydis T, lygus galimybiy nuspalvinti $iuos rutuliukus, kad gautume (4)
rinkinj, skai¢iui. Parinkime N —1  pertvaréle” ir atskirkime rutuliukus, kurie
bus spalvinami atitinkamai 1-gja, 2-aja,... N-gja spalvomis. Jei ¢-0ji spalva
nebus naudojama, tai ¢ — 1-0ji pertvarelé stoves greta i-0sios:

oo|oflo...o] o. (5)

Dydis I'}; lygus pertvaréliy isdéstymo galimybiy skai¢iui. Sunumerave (5)
objektus (rutuliukus ir pertvaréles) skaiciais nuo 1 iki N +n—1, gausime, kad
(5) seka nusako pertvaréliy numeriai. Juos parinkti turime tiek galimybiy,
kiek yra budy parinkti N — 1 elementg i$ aibés, kurioje jy yra N +n — 1.
Sis skai¢ius savo ruoztu lygus deriniy be pasikartojimy po N — 1 elementg i8$
N +n — 1 skaiciui.

Susumuokime savo rezultatus.

2 teorema. Teisingi Sie teiginiai:

By = N". I'y=Ciin
N!

A% = N(N—1)...(N—n+1), C}GZW'

Visy deriniy be pasikartojimy po n i§ N elementy aibe ﬁ"]{, padalykime j
dvi klases:
D' = {D : gjjeina j D}, D?={D:oinejeina j D}.
Tada R
[Dy| = D' + D7,
arba
h=Cxt+ Chy

Sia lygybe naudojamasi sudarant gerai zinomga Paskalio trikampij:



Cia m-tosios eilutés narys gaunamas, sumuojant du vir§ jo uzraSytus m — 1-
osios eilutés elementus. Taigi N + 1-oje eilutéje uzrasyti koeficientai lygus
Chk.

Siq kombinatoriniy formuliy nuolat prireikia, taikant klasikine tikimy-
biy skaic¢iavimo schemg. Daznai jas taikome kartu su vadinamaja daugybos
taisykle: jei pirmaji elementa galime parinkti i§ n; elementy aibés, o antraji
— i§ ny elementy aibeés, tai i§ viso galime sudaryti ny - ny skirtingy pory. éi@
taisykle galime naudodami Dekarto sandauga (pory aibés sudarymo veiksma)
suformuluoti taip: jeigu A ir B yra baigtinés aibés, tai

[Ax B| = |A|-|B|.
Stai vienas tipinis klasikinés tikimybinés erdvés taikymo pavyzdys.

5 pavyzdys. Baltiir juodi rutuliai

Urnoje yra n balty ir m juody rutuliy. I$ urnos istraukiami w rutu-
liai. Kokia tikimybeé, jog bus iStraukta v balty rutuliy, max0,v —m < v <
min{n, u}?

Baigciy aibe sudaro deriniai be pasikartojimy is n + m elementy po u
elementy. Taigi baig¢iy skaicius lygus C* Baigtj, kuri yra palanki jvykiui

n+m-

A, = {istraukta v balty rutuliy}

galime vaizduotis sudéta iS dviejy deriniy: i§ n balty rutuliy parinkta v, i$
m juody rutuliy parinkta v — v. Pirmajj bei antrajj derinius galima sudaryti
atitinkamai C} ir C~" budais. Bendras palankiy jvykiui A, baigciy skaicius
lygus 8Siy dydziy sandaugai, taigi

e

u
n+m

P(Ay) = P(v)

Tikimybiy P(v) (max0,v —m < v < min(n,u)) rinkinys vadinamas hiper-
geometriniu skirstiniu. Kodél hipergeometriniu? Sis pavadinimas paaisk-
inamas tuo, kad funkcija

f(2) =) Pv)z"

gali buti reiskiama specialiomis hipergeometrinémis funkcijomis.
Kaip elgiasi hipergeometrinio skirstinio tikimybés?

3 teorema. Hipergeometrinio skirstinio tikimybés tenkina salyga P(v+
1) > P(v) tada ir tik tada, kai
nu—m+u—1
m+mn + 2

v <

11



Taigi hipergeometrinio skirstinio tikimybes i§ pradziy didéja, o po to ima
mazeti.

6 pavyzdys. Zuvys ezere

Ezere sugauta 10 zuvy, jos pazenklintos ir paleistos atgal. Po kiek laiko
pagauta 100 zuvy, tarp jy buvo dvi pazenklintos. Kiek zuvy yra ezere?

Tarkime, ezere yra x zuvy. Tada antrajj gaudyma galime interpretuoti,
kaip 100 rutuliy traukima i§ urnos, kurioje yra 10 balty rutuliy (paZymétosios
zuvys) ir  — 10 juody (like Zuvys). Tarp pagautyjy 100 Zuvy galéjo nebuti
nei vienos pazenklintos, viena pazenklinta, ir taip toliau. Protinga padaryti
prielaida, kad jvyko tas jvykis, kurio tikimybeé didziausia. Taigi musy hiper-
geometrinis skirstinys toks, kad tikimybeé yra didziausia, kai baltyjy rutuliy
skai¢ius v = 2. Pasiréme teorema galime tvirtinti, kad

nu—m+u—1

1~ , n=10, m =z — 10, u = 100.
m-+n+2

Taigi gauname = ~ 554.

Galbut pagalvojote, kad toks skaiciavimas perneyg sudétingas. Kodél
nepaskaic¢iavus paprasciau. Jeigu ezere yra x zuvy, tai tikimybé pagauti
pazenklinta zuvj lygi 10/z. Kadangi 100 zuvy laimikyje buvo dvi zuvys, tai
Sig tikimybe galime apskai¢iuoti ir taip: 2/100. Taigi

2 10

100~ 2 x = 500.
Kodél gavome skirtingus rezultus ir kuriuo galime labiau pasikliauti? Priezastis,
kodél rezultatai skiriasi gludi skirtingose prielaidose. Pirmojo skai¢iavimo
prielaida — kad jvyko tas jvykis, kurio tikimybeé didziausia. Antrojo skaici-
avimo — kad tikimybé 2/100, gauta pasinaudojus zuklés rezultatais, lygi
tikimybei pagauti pazyméta zuvj. Kuri prielaida atrodo labiau pagrista?
Nuspreskite patys.

=4 P(X =3)~0.251
Ay
P —f—————>
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Hipergeometrinis skirstinys: is urnos, kurioje yra 10 balty ir 15 juody
rutuliy pasirinkti 9 rutuliai. Grafikas vaizduoja tikimybes, kad pasirinkta
0,1,...,9 balti rutulias. Sis skirstinys daznai pasitaiko jvairiose inter-
pretacijose. PavyzdZiui, wrna su rutuliais gali buti gaminiy partija,
baltas rutulys — brokuotas gaminys ir t. t.

1.4. Geometrines tikimybeés

Prancuzo Z. Biufono 1777 metais paskelbtame darbe® i§sprestas jzymusis uz-
davinys apie adata. Sis darbas davé pradzig geometriniam tikimybiy skaici-
avimo modeliui. Uzdavinys formuluojamas taip.

7 pavyzdys. Biufono uzdavinys

Plokstumoje isvesta lygiagreciy tiesiy Seima. Atstumas tarp dviejy gretimy
tiesiy lygus a. Ant Sios plokStumos metama [ (I < a) ilgio adata. Kokia
tikimybe, jog ji kirs vieng i§ lygiagreciy tiesiy?

Galime manyti, kad adatos padétj tiesiy atzvilgiu nusako skai¢iy (h, @)
pora, 7r. brézinj.

Todél eksperimento baigtimi (elementariuoju jvykiu) galime laikyti staci-

akampio
Q={(h,¢):0<h<a0<¢<7}

taska, o mus dominantj jvyki galime taip uzrasyti:
A = {adata kerta tiese} = {(h, ¢) : (h,¢) € Q, h < sin ¢}.
Klasikinés tikimybinés erdvés atveju tikimybe apibréziame santykiu
_ A
jo
Naturalu vietoje aibés elementy kiekio imti aibés geometrine charakteristika
— plota ir apibrézti tikimybe taip:

P(A)

5G.L.L. Buffon (1707-1788). Minimas darbas i3 tiesy paraytas 1733 metais.
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¢ia pu(B) zymi aibés B plota. Sitaip skai¢iuodami gauname tokia tikimybes
reikSme

21
Co7a’
Gautas rezultatas nelauktai duoda buda skai¢iaus 7 reikSmei rasti. Meskime
adata daug karty: tegu n yra metimy skaic¢ius, m — adatos ir tiesiy kirtimosi
atvejy skaicius. Pagal didziyjy skaic¢iy deésnj, kur] nagrinésime véliau, kuo
didesnis n, tuo labiau tikétina, jog P(A) = 2[/(wa) mazai skiriasi nuo m/n.
Taigi, m galime skaiciuoti i§ formulés

P(A)

2l/ma ~ m/n.

Galima eksperimentuoti su bet kokio ilgio [ adata (pavyzdziui, degtuku
ir liniuoto popieriaus lapu). Tarkime metus tokia adata n karty, adata kirto
atitinkamai my, ..., m, linijy. Tada

my+ ...+ my, 21

~

n Ta
Pasiremdami jgyta patirtimi sudarykime teorinj modelj tikimybéms skaici-
uoti tuo atveju, kai eksperimento baigtj galima interpretuoti kaip [R" poaibio
Q) tagka, ir visos baigtys yra ,lygiaverteés®. Cia ir toliau IR yra realiyjy skaiciy
aibé, o u(A) Zymeésime poaibio A C IR™ n-matj turj, jeigu jis egzistuoja (kai
n = 1, reiskia geometrinj ilgj, kai n = 2 — plota). Nagrinésime tik tuos
su Siuo bandymu susijusius jvykius, kurie vaizduojami €2 poaibiais, turinciais
turj.
3 apibrézimas. Tegu Q2 C IR", u(2) egzistuoja ir pu(§2) < co. Tegu
A={A:AcCQ, u(A) egzistuoja}

yra nagrinéjamy atsitiktiniy jvykiy sistema, o P : A — [0,1] yra funkcija,
apibrézta lygybe

Trejeta (2, A, P) vadinsime geometrine tikimybine erdve.

Taigi geometrinéje tikimybinéje erdveje baigtys yra atitinkamos geometrinés
srities taskai, jvykiai — Sios srities poaibiai, kurie turi geometrinj mata, o jy
tikimybés apibréziamos §iy geometriniy maty santykiu. Geometrine tikimy-
bine erdve taikome, kai eksperimento baigtis — atsitiktinis geometrinio ob-
jekto pasirodymas ar pasirinkimas. Kartais atsitiktinumo interpretacija irgi
buna pasirinkimo objektas. Nuo atsitiktinumo interpretacijos priklauso pats
rezultatas, kaip Zinomame Bertrano® uzdavinyje.

6J.L.F. Bertrand (1822-1900) -prancuzy matematikas; pagrindiniai darbai — analizés
bei algebros srityse.
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8 pavyzdys. Bertrano uzdavinys

Atsitiktinai parenkama vienetinio apskritimo styga. Kokia tikimybé, jog
ji ilgesné uz jbrézto i §i apskritimg lygiakrasc¢io trikampio krastine?

Galime suprasti ,atsitiktinj“ stygos pasirinkima jvairiai.

Tarkime vienetinio skritulio viduje atsitiktinai pasirenkame taska ir imame
styga, einancig per §j taska statmenai spinduliui, nubréztam per ta patj taska.
Tokiu atveju galime taikyti geometrinés tikimybinés erdveés modelj laikydami,
jog €2 yra vienetinis skritulys.

Galime taipogi fiksuoti vieng apskritimo taska P, nubrézti liestine Siame
taSke ir nagrinéti stygas, einancias per taska P. Laikysime, jog styga parinkta,
jei parinktas jos ir liestinés kampas. Tada taikydami geometrine tikimybine
erdve imame Q = [0, 7.

Pagaliau galime atsitiktinj stygos parinkima suprasti ir taip. Fiksuojame
apskritimo skersmenj ir atsitiktinai parenkame jo taska. Nagrinéjame styga,
kuri statmena skersmeniui Siame taske. Dabar galime imti Q = [—1, 1].

Atsitikting stygos parinkimg galima suprasti jvairias

Atsakymai visais trimis atvejais skirtingi. Tikimybé, jog parinkta styga
bus ilgesné uz jbrézto apskritimo krastine lygi atitinkamai 1/4, 1/3 ir 1/2.
Isspreskite uzdavinj trimis atvejais ir jsitikinsite.

1.5. Tikimybiy teorijos aksiomos

Norédami skaiciuoti su bandymu susijusiy atsitiktiniy jvykiy tikimybes, turime
pirmiausia sudaryti bandymo matematinj modelj: apibrézti bandymo baigciy
aibe Q, nuspresti, kokius atsitiktinius jvykius nagrinésime (t.y. turime apibrézti
nagrinéjamy atsitiktiniy jvykiy sistema .A) ir apibrézti tikimybiy priskyrimo
jvykiams taisykle, t.y. funkcija P : A — [0;1]. Visa tai padare, gauname
trejeta (2, A, P). Tai ir yra visy musy skai¢iavimy scena, kitaip tariant —
tikimybinis bandymo modelis. Si trejeta vadiname tiesiog tikimybine erdve.
Nagrinéjome bandymus su ,vienodai galimomis® baigtimis — klasikinj ir
geometrinj modelius. Abiem atvejais jvykiy sistema A ir tikimybiy prisky-
rimo funkcija P apibrézéme pasinaudoje baigéiy aibés savybémis. Taciau
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yra visokiy bandymy ir visokiy jas atitinkanciy baigciy. Kiekvieno bandymo
atskirai neiSnagrinésime. Todél geriau, kaip jprasta matematikoje, plétoti
teorija aksiomatiskai: fiksuoti maziausia skaiciy savybiy, kurias privalo turéti
trys objektai 2, A, P, kad ju trejetas turéty teise vadintis tikimybine erdve, o
visas kitas savybes jrodinéti remiantis Siomis savybémis (aksiomomis) ir, zi-
noma, grieztais loginiais samprotavimais. Taip gauti teiginiai apie jvykius ir
tikimybes bus teisingi visais jimanomais atvejais, nesvarbu, kas yra bandymo
baigtys — skaiciai, taskai ar alaus bokalai.

Taigi, kokiy savybiy reikia pareikalauti is elementariyjy jvykiy aibes €2,
atsitiktiniy jvykiy sistemos A ir funkcijos P: A — IR 7

Is aibés 2 reikalausime maziausiai. Pakaks, kad $i aibé buty netuscia:
Q9.

I§ A pareikalausime daugiau: kad jungdami ir kirsdami poaibius (atsitik-
tinius jvykius) vél gautume tos pacios Seimos elementus.

4 apibréZimas. Tegu ) yra netuscia aibé. Jos poaibiy sistema A
vadinsime o-algebra, jeigu patenkintos tokios salygos:

e e .A,'

o jei Ac A, taiir A€ A;

o jei A, e Aji=1,2,..., tai U2 A; € A.

Cia A zymi aibés A papildinj iki visos aibés (). Pati ,skurdziausia“ o-
algebra turi tik du elementus: A, = {0, Q}, paciai ,turtingiausiai“ priklauso
visi aibés poaibiai: A* = P(Q).

Tiesiogiai i$ apibrézimo gauname, jog () € A teisinga kiekvienai o-algebrai.
Nors apibrézime reikalaujama, kad bet kokios skai¢ios aibiy sistemos sgjunga
vel priklausyty A, beveik akivaizdu, kad tai teisinga bet kokiai baigtinei aibiy
sistemail.

Jeigu poaibiy Seima tenkina dvi pirmasias o-algebros apibrézimo salygas,
trecigja tenkina tik su baigtinémis poaibiy sistemomis, t.y. tenkina salyga

e jei A; € A,i € I, yra baigtiné poaibiy sistema, tai U;c;A; € A,

tai A vadinama algebra.
Stai dar keletas lengvai jrodomy poaibiy algebros savybiy.

4 teorema. Tegu A yra aibés () o-algebra. Teisingi tokie teiginiai:
e jei A;,1 € I, yra baigtiné arba skaiti aibiy i§ A Seima, tai N;erA; € A;

e jei A, B € A, tai A\B € A.
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Cia Zymime A\B = AN B.

Kaip sudaryti jvykiy o-algebra A? Konkreciu atveju pirmiausia reikia
pasirupinti jtraukti j nagrinéjamy jvykiy Seima mums jdomius jvykius, o po
to papildyti sistema jvykiais taip, kad sistema buty o-algebra. Pavyzdziui,
jeigu Q = {1,2,3,4,5}, o mums labai rupi, kad j nagrinéjamy jvykiy sistema
jeity jvykiai {1,2,3},{3,4,5} tai maziausia o-algebra, kuriai priklauso Sie
ivykiai yra tokia:

A={0,{1,2,3},{3,4,5}, {3}, {4, 5}, {1, 2}, {1,2,4,5}, Q}.

Ar visada ,svarbiy® jvykiy sistema galima papildyti iki o-algebros? Visada.

5 apibrézimas. Tegu S yra netuscios aibés ) poaibiy sistema. Jeigu
o-algebra A tenkina salyga S C A ir turi savybe: su bet kuria kita o- algebra
A, S c A, teisinga A C A, tai o- algebra A vadinsime o- algebra, generuota
S ir Zymésime A = o(S).

o-algebra o(S) galime jsivaizduoti kaip maziausia o-algebra, kuri aprépia
sistema S.

5 teorema. Bet kokiai poaibiy sistemai S o(S) egzistuoja.

Stai glaustas jrodymo iSdéstymas: bent viena o-algebra A, S C A, egzis-
tuoja. Pavyzdziui, visy ) poaibiy o-algebra. Visy tokiy o-algebry sankirta
ir yra o-algebra, tenkinanti generuotos o algebros apibrézimo salygas.

9 pavyzdys. Svarbus o-algebros pavyzdys. Daznai bandymo baigtys
vaizduojamos tiesés ar didesnio matavimo erdveés taskais, o svarbus jvykiai
— intervalais. Tegu S yra realiyjy skai¢iy aibés IR intervaly [a,b) sistema.
Tada o(8S) vadinama Borelio” o-algebra. Tiesés poaibiy Borelio o-algebra
zymeésime B. Analogiskai apibrésime IR" Borelio o-algebra. Jei S yra visy
n-maciy intervaly [aq,b1) X ... X [an, b,) sistema, tai o(S) vadinsime erdvés
IR" Borelio o-algebra. Zymésime: B".

Borelio o-algebros aibes vadinsime Borelio aibémis. Pavyzdziui, aibe,
sudaryta i$ vieno tasko yra Borelio aibé, nes ja galima gauti, kertant skaicig

intervaly sistema:
o0

{a} = ﬂ[a,a +1/n).
n=1
Visos aibés, kurias paprastai nagrinéjame: uzdarieji, atvirieji ir kitokie
intervalai bei jy sajungos, baigtinés skaiciy aibés, taip pat — racionaliyjy,
iracionaliyjy skaiciy aibés yra Borelio aibés.
O dabar aptarkime, kokias savybes turi turéti jvykiams tikimybes priskiri-
anti funkcija P : A — IR.

"Emile Borel (1871-1956). Paskelbé daug reikimingy darby matematinés analizés,
tikimybiy ir kitose srityse.
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6 apibréZimas. Tegu A yra netuscios aibés ) poaibiy c-algebra.
Funkcija P : A — [0,1] vadinsime tikimybiniu matu (daznai — tiesiog
tikimybe), jei

e P(2)=1;

[ ] J@IAZ GA,AZHA]:@ (Z,]: 1,2,,2#]), tai
P(JA) =) P4
i=1 i=1

Priminsime, jog jvykius, kuriems A N B = (), vadiname nesutaikomais.
Tikimybeés apibrézimo antraja salyga vadinsime o- adityvumo salyga. Taigi
Si salyga reikalauja, kad nesutaikomy jvykiy sgjungos tikimybé buty lygi
ivykiy tikimybiy sumai.

Kartais nagrinéjamos funkcijos P : A — [0,1], kurios $ia salyga
tenkina tik baigtinéms nesutaikomy jvykiy sgjungoms. Tokios funkcijos néra
tikimybiniai matai; sakome, kad jos tenkina baigtinio adityvumo savybe.

O dabar sujunkime visus tris nagrinétus objektus j viena.

7 apibrézimas. Trejeta (2, A, P), ¢ia A yra netuscios aibés € poaibiy
o-algebra, P — tikimybinis matas, vadinsime tikimybine erdve.

Sios tikimybiy teorijos aksiomatikos autorius — rusy matematikas A.N.
Kolmogorovas (1903-1987).8 Jo knygelé apie tikimybiy teorijos aksiomatinius
pagrindus isleista 1933 metais.

Abi anksc¢iau nagrinétos tikimybinés erdvés yra tikimybinés erdvés nau-
jojo apibrézimo prasme. Nors geometrinés tikimybineés erdves atveju jsitikinti
tuo anaiptol néra trivialu!

1.6. Kelios lygybes ir nelygybes
Siame skyriuje nagrinésime tikimybine erdve (€2, A, P). Irodysime papraséi-
ausias tikimybiy savybes. Laikysime, kad visi nagrinéjami atsitiktiniai jvykiai
priklauso jvykiy o-algebrai A.

Priminsime, jog A\B = AN B.

6 teorema. Teisingi tokie teiginiai

8 A.N. Kolmogorovas (1903-1987) yra vienas didZiausiy XX amZiaus matematiky. Jo
moksliniai interesai buvo labai platus. Mokslinius tyrinéjimus pradeéjes realaus kintamojo
funkcijy srityje véliau jis nagrinéjo jvairius aibiy teorijos, logikos, topologijos, mechanikos,
dif. lygciy, informacijos teorijos, tikimybiy teorijos ir kity sri¢iy problemas. Domeéjosi
ivairiais matematikos taikymais, o taip pat matematinio §vietimo ir matematikos popu-
liarinimo klausimais.
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2. lygybeé

P(UAz') = ZP(Az’)>

iel iel
teisinga bet kokiai baigtinei arba skaiciai nesutaikomuy jvykiy sistemai
Ai,i c ],
3. P(A\B) = P(A) — P(AN B); atskiru atveju P(A°) =1 — P(A);
4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B);

Irodymas arba tiksliau — jo konturai.

1) Pritaikykime o-adityvumo savybe atvejui, kai visi jvykiai negalimieji:
Ai=03G=12...).

2) Jei I yra skaiti aibé — nieko naujo netvirtinama. Jeigu I baigtiné, pa-
pildykime ja tusc¢iomis aibémis iki skai¢ios Seimos, pasinaudokime o-adityvumo
savybe ir lygybe P(()) = 0.

3) Ivykiai A\B ir A N B yra nesutaikomi, o jy sajunga yra A. Belieka
pritaikyti jau jrodyta 2) dalj.

4) Tvykiai A\B ir B yra nesutaikomi, o jy sajunga yra A U B, taigi vél
pakanka pritaikyti 2) dalj.

7 teorema. Jei A; (i € I) yra baigtiné arba skaiti jvykiy sistema, A —
atsitiktinis jvykis ir A C U; A;, tai

P(A) <Y P(A). (6)
iel
Atskiru atveju, kai A = U;A;
P(U A;) < ZP(Az‘)- (7)
iel i€l

Irodymas. Irodykime (6) nelygybe, kai I sudaro vienas elementas; t. y.
jirodykime, jog i§ A C B iSplaukia P(A) < P(B). I§ tiesy B = AU (B\A), ir
jvykiai A, B\ A nesutaikomi. Tada i3 jrodytos teoremos gauname

P(A) < P(A)+ P(B\A) = P(B).
Tegu aibé I yra begaliné, tada galime tarti, jog ¢ = 1,2,.... [vykj A* =
U;A; uzraSysime nesutaikomy jvykiy A7, A7 C A;, sajunga:

A=A, A=Ay, An = A0\(JA), A4 c A

=1
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Tada i§ o-adityvumo savybeés ir i§ P(A%) < P(A,) gausime

P(4) = Y P(4) < 7 P(A).

i€l i€l

Kadangi A C A*, tai

P(A) < P([J4) <) P4y,

el el

Teorema jrodyta.
Panagrinékime viena pavyzdj. Jj nagrinédami pasinaudosime tikimybiy
adityvumo savybémis.

10 pavyzdys. Optimalaus pasirinkimo uzdavinys

Tegu i8S n objekty reikia pasirinkti ,geriausiag”. Tie objektai pasirodo
mums vienas po kito; jeigu vieno nepasirinkome — pasirodo kitas, o pirmasis
dingsta ,amzinai“. Kokios strategijos reikia laikytis, kad tikimybé pasirinkti
geriausig objekta buty didziausia?

Jeigu norite, galite interpretuoti §j uzdavinj kaip sutuoktinio pasirinkimo
problema.

Laikysimeés paprastos strategijos: tiesiog susipazinsime su pirmaisiais m
objektuy ju nepasirinkdami (susikursime standarta!), o paskui pasirinksime
pirmajj, kuris bus geresnis uz geriausiajj i§ m pirmuyjuy.

Gali jvykti vienas i$ nesutaikomy jvykiy H;,j =m+1,... ,n,n+1,

H; = {pasirinktas i-tasis objektas} (m+1<j <n),
H,.1 = {nepasirinktas joks objektas}.

Tegu A = {pasirinktasis objektas yra geriausias}, tada

n n
A= |J AnH;, P(A)= > P(AnH,).
Jj=m+1 J=m+1

Ivykis AN H; jvyksta tada, kai susipazine su m pirmuyjy objekty renkame
pirmajj geresnj uz juos, tas geresnis pasirodo j-uoju ir yra apskritai pats
geriausias. Skaiciuosime §io jvykio tikimybe.

Tarkime musy objektai yra skirtingy skaiciy aibé A = {j1,72,...,jn}-
Kuo skaicius didesnis — tuo geresnis, taciau koks skaic¢ius didziausias mes i$
anksto nezinome. Pazymékime didziausiajj skai¢iy N. Skai¢iai mums pasirodo
atsitiktine tvarka vienas po kito. Taigi baigtis — kélinys i§ Siy skaiciy: w =
(11,19, .. .,1,). I8 viso yra N = n! skirtingy kéliniy, t. y. baigéiy.

Skai¢iuokime, kiek yra baig¢iy w = (i1, 42, ..., i,), palankiy AN H; (m +
1 < j < n). Baigtis w yra palanki AN H;, jei i; = N ir max{iy, ..., i} >
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max{imi1,...,4-1}, t.y. elementai i, 1,...,4;_1 yra,blogesni“ uz geriausiajj
i§ elementy i1, ..., 17%,,.

Kiek gi kéliniy w = (i, 49, .. .,14,), su Sia savybe galime sudaryti? Skaici-
uokime taip: i§ skai¢iy aibés A\{N} parinkime j — 1 skaifiy, tai galima
padaryti C?~1 bidais. Sudarysime i3 jy gretinj. DidZiausiajj i§ atrinktyjy
skaiciy jraSykime j vieng i$ pirmyjy m viety, kitus — j likusias vietas. éitaip
galime sudaryti mC’ "] (j —2)! skirtingy gretiniy (i1, iy, . . .,7,_1), tenkinanciy
salyga max{iy, ... %y} > max{imni1,...,%;_1}. Papildykime tokj gretinj iki
gretinio (i1, 4o, ..., 4,), atitinkanc¢io palankia jvykiui AN H;, baigtj. Kadangi
i; = N, tai lieka n — j skaiciy ir lygiai tiek viety jiems surasSyti. Gavome,
kad baig¢iy (i1, 72, .. ., i), palankiy AN Hj, t.y., tenkinanciy salygas i; = N
ir max{iy,... 0} > max{ini1,...,%_1}, yra

m(n —1)!

m- Gl (G =D (= = =gy

Taigi
n m n—1 1
P(A)= Y PANH)=— Y -
j=m+1 " j:m']

Geriausio pasirinkimo tikimybé P(A) priklauso nuo strategijos, t. y. nuo
m reikimes: P(A) = P,,(A) . Kokiam m 8 tikimybé didziausia? Geriausios
strategijos dydi m,, galime nustatyti iS salygos

Dydziui m,, teisingi tokie ribiniai sarysiai

T 7| EEN
n e e
Tad kai objekty aibé yra gausi, geriausia rinktis, jvertinus mazdaug trec¢dalj
pretendenty.
Galima suskaiciuoti tikimybe, kad pagal Sia strategija pasirinksime ob-
jekta, kuris pagal verte yra antras trecias ir t.t.

1.7. Paprastieji atsitiktiniai dydziai ir tikimybes

Daznai svarbios ne pacios bandymo baigtys, bet tam tikri priskirti joms
skaic¢iai. Pavyzdziui, kauliuka galime ne Siaip sau meétyti, bet su juo losti.
Galime susitarti, pavyzdziui, kad iSsiridenus maziau kaip keturioms akutéms,
1 Lt pralosiame, o iSsiridenus daugiau — tiek pat isloSiame. Taigi pries
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bandyma mes baigtims wi,ws,ws priskiriame skai¢iy —1, o kitoms baig-
tims — reik8me 1. Taigi apibréziame funkcija i$ baigc¢iy aibés j reiksmiy aibe
X : Q — {—1;1}. Funkcijos reikdmes gauname tik po bandymo, taigi —
naturalu tokig funkcija vadinti atsitiktiniu dydziu. Kadangi pirmavaizdziai
X7H(=1) = {wy,ws, w3}, X1(1) = {wy,ws,ws} yra atsitiktiniai jvykiai, tai
galime skaiciuoti tikimybes, kad atsitiktinis dydis X jgyja reikSmes —1 ir 1

PX=-1)=P(X=1)=-=.

Apibrésime paprastajj atsitiktinj dydj bendruoju atveju.
8 apibrézimas.  Funkcijg & : () — IR vadinsime paprastu atsitiktiniu
dydziu, jei £ igyja reikSmes is baigtinés aibés ir kiekvienai reiksSmei x

(@) ={w:éw) =2} e A

Paprasciausius atsitiktinius dydzius galime gauti taip: suskaidykime baigciy
erdve €2 j baigtine nesutaikomy jvykiy sajunga:

Q=|JH, HieA HnNH; =0, jeii#j

i=1
ir apibrézkime £ : Q — IR, imdami {(w) = z;, kai w € H;; &a z; € IR fiksuoti
skaiciai.

Jei A € A koks nors atsitiktinis jvykis, tai jo kaip poaibio indikatorius

L) = {1 FiwEA
w:
4 0, jeiwd A

yra paprastas atsitiktinis dydis. Nesunku jsitikinti, jog su bet kokiais jvykiais
A B

Taop =1Ia+ 1 — lanp, 1a-Ip = lans.
Jeigu ¢ yra paprastas atsitiktinis dydis, z; jo reikSmeés, H; = £ !(x;) yra
atsitiktiniai jvykiai. Tada

§(w) = infm(w)-

Taigi kiekvieng paprastaji atsitiktinj dydj galima iSreiksti dar paprastes-
niais — jvykiy indikatoriais. Ivykiy indikatorius galime suvokti tiesiog kaip
signalus, kurie nurodo, ar jvykis jvyko, ar ne.

8 teorema. Jei & m yra paprasti atsitiktiniai dydziai, a,b — realus
skaiciai, tai ( = a& + bn yra taip pat paprastas atsitiktinis dydis.
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Teiginys yra teisingas ir bendruoju atveju: baigtinio skai¢iaus paprastyjy
atsitiktiniy dydziy tiesiné kombinacija yra vel paprastasis atsitiktinis dydis.

Irodymas. Jei £ yra paprastasis atsitiktinis dydis, tai a irgi paprastasis.
Taigi pakanka teorema jrodyti, kai a = b = 1. Tegu x; yra paprastojo atsi-
tiktinio dydzio ¢ reiksmeés, G; = £ *(z;), y; — paprastojo atsitiktinio dydzio
n reiksmes, H; = n~'(y;). Tada jvykiai G; N H; skirtingoms poroms 4, j yra
nesutaikomi, o ( sutampa su paprastuoju atsitiktiniu dydziu

(2]
9 apibrézimas.
Tegu & yra paprastasis atsitiktinis dydis, x; — jo reiksmés, H; = £ (z;) (i =
1,...,n). Atsitiktinio dydZio £ vidurkiu vadinsime skaiciy

E[¢] = inP(Hz‘) = ZIiP@ = ;).

Kodél butent taip apibréziame vidurkj? Panagrinékime iSsiaiskinti na-
grinédami monetos metimo bandyma. Baigc¢iy aibe 2 sudaro dvi baigtys:

S = {iskrito skai¢ius}, H = { iskrito herbas}.

Tarkime S ir H pasirodymo tikimybés yra p ir ¢ = 1 — p. Apibrézkime
paprastajj atsitiktinj dydj &, £(S) = 1, £(H) = 2. Tarkime, atlikome ilga
metimy serija ir gavome baig¢iy seka X1, Xo, ..., X, X,, € {S,H}. Musy
intuicija nesiprieSins, jei padarysime prielaida, jog baigc¢iy sekoje S pasikar-
toja = np, H atitinkamai ~ n(1 — p) karty. Sumuokime gautas & reiksmes;
gautoji suma ~ 1-np+ 2-n(1 — p). Tada reikdmé, tenkanti vienam metimui
lygi~1-p+2-(1—p). Taiir yra matematinis dydzio £ vidurkis.
Pastebékime, jog atsitiktinio jvykio indikatoriui

B[4 =0 P(I4=0)+1-P(I;=1) = P(A).

9 teorema. Jei &,n yra paprastieji atsitiktiniai dydziai, a,b — realieji
skaiciai, ¢ = a& + bn, tai

E[(] = aE[{] + 0E[n].

Irodymas. Kai vienas i$ skaiciy a, b lygus nuliui, lygybé iSplaukia tiesiog
i§ vidurkio apibrézimo. Atvejis, kai nei vienas koeficientas néra nulis, ekvi-
valentus atvejui a = b = 1. Sj atvejj ir jrodinésime.
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Zyméjimq x;,Y;, G, H; prasmé tokia pati kaip ankstesnés teoremos jro-
dyme: G; = & Y(x;), Hj = n'(y;). Tada

¢= Z(fﬁz +yi)lGinm;-
2%
Pagal vidurkio apibrézima:
E[() =) (x: +y;)P(G: N Hy).
i,J

Pergrupave démenis gausime
E[C]:Z%ZP(GzﬂHj)+Z%ZP(G2‘QHJ’)' (8)
i j j i

Lieka pastebéti, jog fiksuotam i jvykiai G; N H,, G; N H,,u # v, yra nesu-
taikomi, o juy sajunga lygi jvykiui G; = {w : {(w) = x;}. Tada

P(G;) =Y P(G;nHy).

J

Analogiska lygybeé teisinga ir tikimybei P(H;). Pasiréme Siomis lygybémis
(8) sarySyje gausime

E[(] = Z%P(Gi) + Z%‘P(Hj) = E[{] + E[n].

Teorema nesunkiai apibendrinama ir bet kokiam baigtiniam démeny skaiciui.
10 teorema. Jei&y,..., &, yvra paprastieji atsitiktiniai dydziai, ay, ..., a,
— realieji skaiciai, tai
E[a1§1 +...F anfn] - alE[gl] +..o.+ anE[gn]
Sia vidurkio adityvumo savybe pasinaudosime iSvesdami kelias formules
sudetingy jvykiy tikimybeéms skaiciuoti. Kaip tai daroma, galime iSbandyti

iSkart. Lygybeje
Taop =1a+ I — Lanp

imkime vidurkius abiejose pusése ir pasinaudokime tuo, kad P(C) = E[l¢]
teisinga bet kokiam jvykiui C'. Iskart gausime

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
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Si lygybeé jau jrodyta anks¢iau. Apibendrinsime ja bet kokiai jvykiy sajungai

Ivykj B galime interpretuoti kaip jvykj, kuris jvyksta tada ir tik tada, kai
jvyksta bent vienas jvykis A;.

11 teorema. Bet kokiems jvykiams A; (i =1,...,n) teisinga lygybé

n n

P(UJA) =3 (=17, (9)
- Se= > PA,N..NA,)

1<i1<...<ir<n
Irodymas. Tegu B = U} | A;. I§ pradziy jrodykime lygybe

n

Ipw)=> (-1 X (), X,= > Ian.na,- (10)

r=1 1<ii <. < <n

Tam pakanka parodyti, jog (10) lygybéje abi pusés lygios 0 arba 1 tuo paciu
metu. Nagrinékime tuos w, kurie priklauso lygiai m,m = 0,1,...,n, jvykiy
A;. Jei m = 0, tai Ig(w) = 0 ir kiekvienas X,(w) = 0, taigi (10) lygybeée
teisinga.

Jeim > 1, tai Ip(w) = 1. Jei r < m, tai egzistuoja lygiai C7 rinkiniy
1<iy <...<i, <n, kad Iy, n a4, (w) =1, todél X,.(w) =Cr. Jeir > m,
tai X, (w) = 0. I §iy samprotavimy gauname, jog (10) lygybés deSinés pusés

suma lygi
m

(=i, =1-(1-1)" =1

r=1
Taigi (10) lygybé teisinga. Imdami vidurkius abiejose Sios lygybés pusése,
gausime (9). Teorema jrodyta.
Uzrasykime gautaja formule, kai n = 2, 3. Gausime:

P(A;UAy) = P(A)+ P(Ay) — P(A1NAy),
P(AjUA; UA3) = P(A)+ P(Ay) + P(A3) — P(A; N Ay)
— P(A1NA3) — P(AsN As) + P(A1 N Ay N Ay).

Dabar nagrinékime jvykj By, kuris jvyksta tada ir tik tada, kai jvyksta
lygiai k sistemos A; (i = 1,...,n) jvykiy. Surasime $io jvykio tikimybe.
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12 teorema. Tegu A; (i = 1,...,n) bet kokie jvykiai, By (k =
0,1,...,n) —jvykis, kuris jvyksta tada ir tik tada, kai jvyksta lygiai k jvykiu
A;. Teisinga lygybé

P(By) =) (-1)*C}S,, (11)
r=Fk
dydziai S, apibrézti ansktesnéje teoremoje.
Irodymas. Jrodymo eiga panasi kaip ankstesnéje teoremoje. 1§ pradziy
jrodykime lygybe

In (@) = S (~17+CEX, (@) (12
r=Fk

Pasirinkime elementryjj jvykj w. Tarkime, jis priklauso lygiai m jvykiy A; (m =
0,1,...,n). Irodysime, kad visais atvejais abi (12) lygybés pusés i§ tikryjy
jgyja tas pacias reikSmes.

Jei m < k, tai Ip, (w) = 0, ir taip pat su visais r > k, X,(w) = 0. Tada
abiejose (12) pusése yra nuliai.

Jeim =k, tai Ip, (w) =1, ir Xj(w) =1, 0 X, (w) = 0, kai > k. Tada
abiejose (12) pusése yra vienetai.

Tegu dabar m > k. Kairé (12) pusé lygi nuliui, o desinéje X, (w) = 0, kai
r>mir X,(w) =C7,, kai k <r < m. Pertvarke reiskinius gausime

Y (~nyreker, = k-1t =o.

r=k

Kadangi (12) lygybé teisinga, tai (11) gausime paéme vidurkius abiejose §ios
lygybeés pusese.
Parasykime gautaja formule, pavyzdziui, kai n = 3, k = 1. Gausime

P(By) = P(A))+ P(Ay) + P(A3) —2(P(A; N Ay) + P(A; N A3) + P(Ay N A))
+ 3P(A;1NAyN Aj).

11 pavyzdys. Korty kaladé

Tegu N skirtingy korty kaladé permaiSoma. Kokia tikimybe, jog po per-
maiSymo bent viena korta liks savo vietoje? Lygiai m (m = 0,1,...,N)
korty liks savo vietoje?

Pazymékime Sias tikimybes atitinkamai q(N), p,,(N). Tegu A; — ivykis,
jog i-toji korta liks savo vietoje. Elementariyjy jvykiy yra lygiai tiek, kiek gali
buti skirtingy korty kaladziy, t. y. N!. Fiksuotiems 1 <4y < ... <4, <n

(N —1)!

P(A;,N...NA;) = i
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Tada
_Cy(N=r)t 1

N! rl’
Dabar galime taikyti jrodytas teoremas:

Sy

o) = P(JA) = 31 = 1=
pm(N) = % ; (—1)”%.

Pastebékime, jog ¢(N) — 1 —e L, p(N) — e !/m! kai N — oo, fia e —
naturiniy logaritmy pagrindas.

1.8. Tikimybés monotoniSkumas

Dabar jrodysime dvi teoremas apie ,,didéjanciy” ir ,mazéjanciy” jvykiy tikimybes.
13 teorema. Tegu jvykiai A; (i =1,...) monotoniskai didéja :

Al C Ay C ..., A:OAH.

=1

Tada P(A,) — P(A), kain — oc.
Irodymas. [vykiai B, = A, N A,_; yra nesutaikomi; ¢ia Ay = ). Be to,

A, = OBm, A= DBm.

m=1 m=1
Pritaike o-adityvumo savybe gauname

P(A)=) _P(B) = lim iP(Bi) = lim P(A,).

- n—00
=1

Analogiska teorema teisinga ir mazéjanciy jvykiy sekai.
14 teorema. Tegu jvykiai A; (i =1,...) monotoniskai mazéja :

AL DAy D ..., A:ﬁAn.

=1

Tada P(A,) — P(A), kain — oc.
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Irodymas. Priesingy jvykiy seka A, yra didéjanti: A; C A, ...

U -
=1

Cia pasinaudojome Zinomu sarys$iu, siejanc¢iu aibiy papildinius bei sgjungos
ir sankirtos veiksmus. Pasiréme ka tik jrodyta teorema, gausime

8 ‘

A, = A
1

7

P(A,) =1-P(A,) — P(A) =1— P(A).

Tai, zinoma, ekvivalentu Sios teoremos tvirtinimui.

1.9. Tikimybiniai matai Borelio o-algebroje

Jeigu aibés () poaibiy Seimoje S yra daug aibiy, tai jos generuotoje o-
algebroje A = 0(S8) — juo labiau. Kaip apibrézti tikimybinius matus
P : A — [0,1]7 Atskirais atvejais pakanka ,gerai“ apibrézti funkcija P :
S — [0,1]. Yra bendros teoremos, kurios garantuoja, kad P galima pratesti
iki funkcijos P : o(S) — [0, 1].

Daznai elementarieji su bandymu susije jvykiai vaizduojami skaiciy tieses
taskais, o atsitiktiniai jvykiai — Borelio aibémis. Todél svarbu issiaiskinti,
kaip tikimybiniai matai gali buti apibrézti Borelio o-algebroje B.

Tegu S yra intervaly

[a,b), (—00,a), [a,00), (—00,00)
Seima, o ' : IR — [0, 1) funkcija, turinti 8ias savybes:
1. F' yra nemazéjanti;
2. F yra tolydi is kairés, t. y. F(z —¢) — F(z), kai e > 0,¢ — 0;

3. lim F(z)=0, lim F(x)=1.
Aptarsime tikimybinio mato Pr = P, P : B — [0, 1] konstrukcija, ¢ia
B = o(S) — Borelio o-algebra.
Visy pirma funkcija P apibrézkime aibéje S :

P(la, b)) = F(b)=F(a), P((=00,a)) = F(a), P([a,00)) = 1=F(a), P(IR) = 1.

(13)
Funkcijos F' savybeés uztikrina, kad P yra o-adityvi funkcija savo apibrézimo
aibéje, t. y. teisingas toks teiginys.
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15 teorema. Jei I, € S, (j = 1,2,...), yra nesikertanciy intervaly
sistema ir [ = U;I; — taip pat Seimos S elementas, P : S — [0, 1] funkcija
apibrézta (13), tai

P(I) =3 P(L).

Detaly Sio bei kity siame skyrelyje formuluojamy teiginiy jrodymus gal-
ima rasti knygoje J. Kubilius, ,/Tikimybiy teorija ir matematiné statistika“,
Vilnius, 1980.

Prisiminkime, ka vadiname aibiy algebra.

10 apibrézimas. Tegu ) yra netuscia aibé. Jos poaibiy sistemg A
vadinsime algebra, jeigu patenkintos tokios salygos:

° QGA,’
o jei A€ A, taiir A° € A;

o jei A; € A (j € J) yra baigtiné poaibiy sistema, tai

A4 ea

jeJ

Prisiminkime, jog algebros ir o-algebros apibrézimai skiriasi tik treciaja

salyga).
Dabar griSime prie musy nagrinéjamy aibiy. Apibrésime:

A={ U I; : I; nesikertantys intervalai i§ S, J — baigtiné aibé.} (14)

JjeJ

Akivaizdu, jog S C A, tad galima bandyti pratesti P iki funkcijos, apibréztos
Sioje didesnéje aibiy Seimoje.
Jei A € A, A = Ujesl;, kur I; nesikertantys S intervalai, J — baigtiné
aibé, tai apibrésime:
P(A)=)_P(I;). (15)
icJ
Kol kas dar negalime tvirtinti, jog lygybe (15) i tiesy apibrézéme funkcija —
juk aibe A nesikertanciy intervaly sgjunga galima reiksti ne vieninteliu budu.
Butina parodyti, jog (15) lygybe apibréziamas skai¢ius P(A) nepriklauso nuo
to, kuris i$ aibés A uzraSymo budy yra naudojamas. Teisingas toks teiginys.

16 teorema. (14) lygybe apibrézta aibiy sistema A yra algebra, o (15)
yra korektiskas o-adityvios funkcijos P : A — [0, 1] apibréZimas.
Pastebékime, jog B = o(S) = o(A).
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Tikimybinio mato konstrukcijai uzbaigti lieka pasiremti galingu mato
teorijos rezultatu — Caratheodory® teorema.

17 teorema. Tegu A — netuscios aibés ) poaibiy algebra, o ) : A —
0, 1] o-adityvi funkcija, Q(2) = 1. Tada egzistuoja vienintelis tikimybinis
matas P : 0(A) — |0, 1] tenkinantis salyga: jei A € A, tai P(A) = Q(A).

Si teorema yra teisinga bendresniame nei musiskis kontekste, zr. jau
minéta J. Kubiliaus knyga. Paminésime, kad funkcija () iki mato P pratesiama
taip:

P(A) = inf{) Q(A;) : J skaiti aibé, A C | J4;, A; € A}.

ieJ ieJ

Taigi tikimybinis matas, apibréztas o-algebroje B ir intervalams jgyjantis
(13) reik8mes, egzistuoja.

Sio skyrelio teorija parodo, kaip apibrézti tikimybes, kai jvykiai vaizduo-
jami Borelio aibémis: reikia sukonstruoti tinkama funkcija F.

1.10. Salygineés tikimybeés

Tarkime, egzaminui parengta n biliety po viena klausima, jus neiSmokote
klausimo Nr.X ir nutaréte traukti bilieta antra(s). Taigi bandymas — dviejy
biliety traukimas. Prie§ bandymo pradzia apskaiciave jvykio

A = {egzamino islaikyti nepasiseké }

tikimybe, gaunate rezultata: P(A) = 1/n. Tai — aprioriné tikimybeé, gauta
neturint jokios papildomos informacijos apie bandymo eiga.
Bandymas prasideda, kai iStraukiamas pirmas bilietas. Tarkime, jvyko
jvykis
B = {pirmuoju klausimas Nr. X neistrauktas}.

Pasiréme §ia informacija jus i$ naujo galime skaic¢iuoti nesékmeés tikimybe. Ji
lygi ﬁ Kadangi skai¢iuojant ja rémémeés informacija, kuriag mums suteiké
jivykes jvykis B, tai §ia tikimybe vadiname salygine ir Zymime P(A|B). Tai
— aposterioriné arba salyginé tikimybé, gauta pasinaudojant papildoma in-
formacija apie jvykj B. Pirmuoju atveju teko atsizvelgti j visus jvykiui
A palankius elementariuosius jvykius, antruoju atveju — tik j tuos, kurie
palankus ir B.

Toliau manysime, jog tam tikra tikimybiné erdvé (2, .4, P) fiksuota, ir
nagrinéjami jvykiai priklauso A.

9C. Caratheodory (1873-1950) — vokietiy matematikas, nuo 1939 mety Atény univer-
siteto rektorius.
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11 apibréZimas. Tegu A, B du atsitiktiniai jvykiai, P(B) > 0.
Salygine A tikimybe su salyga, kad jvykis B yra jvykes, vadinsime skaiciy

P(A|B) = L]f(;)B)

Funkcija P(-|B) : A — [0, 1] yra naujas tikimybinis matas, o (€2, A, P(-|B))
yra nauja tikimybiné erdve.

Visi teiginiai, kuriuos tikimybiniam matui jrodéme ankstesniame skyre-
lyje, yra teisingi ir salyginei tikimybei. Taciau atsiranda ir naujy, vien saly-
ginei tikimybei budingy aspekty ir jos taikymo galimybiy.

18 teorema. Tegu H; (i € I) — baigtiné arba skaiti nesutaikomy jvykiy
sistema, P(H;) > 0 ir U;H; = Q. Tada bet kokiam jvykiui A

P(A) = ZP(A‘Hi)P(Hi)' (16)

el

Irodymas. Jvykj A galime iSreiksti nesutaikomy jvykiy sgjunga: A =
Uier(A N Hj). Taigi
P(A) =) P(ANH)).
iel
Belieka pasinaudoti tuo, kad P(AN H;) = P(A|H;)P(H,).

(16) lygybé vadinama pilnosios tikimybés formule: aprioriné tikimybeé
suskaiciuojama, sudedant aposteriorines tikimybes, atitinkancias nesutaiko-
mus jvykius arba hipotezes H;. éitaip jvykio tikimybeés skai¢iavimo uzdavinj
tarsi suskaidome j paprastesnius.

19 teorema. Tegu H; (i € I) — baigtiné arba skaiti nesutaikomy jvykiy
sistema, P(H;) > 0 ir U;H; = Q. Tada bet kokiam jvykiui H;

_ P(A|H;)P(Hj)
PULIA) = = Al P(H) (17)

Irodymas. Lygybéje

P(ANH,)

P(H;|A) = PCA)

pasinaudoje lygybe P(AN H;) = P(A|H;)P(H;) ir (16), gausime (17). (17)
lygybé vadinama Bajeso!? hipoteziy tikrinimo formule. Ja kartais galime

10Bayes Thomas (1702-1761) — angly matematikas. Darbas, kuriame yra § formuleé,
paskelbtas po mirties — 1763 metais.
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remtis, kai naudojantis tam tikra informacija reikia pasirinkti vieng i§ keliy
alternatyvy arba hipoteziy. Tarkime, Zinome, jog jvyko vienas jvykis i
nesutaikomy jvykiy Seimos H; (i € I) (teisinga viena i§ keliy hipoteziy).
Kuris i$ jvykiy jvyko — nezinome, tac¢iau turime ,netiesiogine informacija:
ivyko jvykis A. Tarkime, reikia nuspresti, kuria hipoteze H; vadovautis, pri-
imant sprendimg apie tolimesnius veiksmus. Maziausia tikimybeé suklysti bus
tada, jei savo sprendima grisime ta hipoteze, kuriai P(H;|A) yra didZiausia.
Sias tikimybes galime rasti i§ Bayeso formulés.

20 teorema. Tegu A; (i =1,2,...,n) — bet kokie atsitiktiniai jvykiai,
P(A;N...-NA,_1) > 0. Teisinga lygybé

Formule galime matematinés indukcijos metodu. Ja vadinsime tikimy-
biy sandaugos formule. Kartais ja pasinaudojus ivykio tikimybe suskaic¢iuoti
visiskai paprasta.

12 pavyzdys. Rutuliai i$ urnos

Tegu, pavyzdziui, urnoje yra n balty ir m juody rutuliy. Istraukus rutulj,
jis grazinamas i urng, o be to dar jdedama k tos pacios spalvos rutuliy. Po
to i§ urnos traukiamas antras rutulys. Kokia tikimybe, kad abu iStrauktieji
rutuliai bus balti?

Jeigu sprestume uzdavinj naudodamiesi klasikiniu tikimybés apibrézimu,
turétume galvoti, kas yra bandymo baigtys ir kiek jy yra. Tac¢iau naudojantis
tikimybiy sandaugos formule, uzdavinj iSspresti visai paprasta. Tegu A; yra
jvykis, kad pirmasis rutulys yra baltas, A, — kad antrasis baltas. Mums reikia
surasti tikimybe P(A; N A,). Beveik akivaizdu, kad

m m+ k

P(A;) = P(As|A) = pIp——

n+m’

Sudaugine Sias tikimybes gauname P(A; N As).

Panagrinésime keleta jdomesniy uzdaviniy, sprendziamy panaudojant sa-
lygines tikimybes. Kiek pakeisime savo samprotavimy stiliy: skaic¢iuosi-
me tikimybes naudodamiesi jvykiy tikimybes siejancias formules ir nelabai
rupindamiesi, kaip nusakyti trejeta, sudarantj tikimybine erdve. Kiekvienu
atveju tai galima buty padaryti.

13 pavyzdys. LoSimas su moneta. Du lo$éjai méto simetriSka moneta.
Jei igkrinta herbas (H), pirmasis iSloSia 1 Lt, antrasis — tiek pat pralosia.
Jei igkrinta skaicius (S) — pirmasis pralo$ia, o antrasis iSlogia 1 Lt. Pirmojo
pradinis kapitalas lygus x, antrojo — neribotas. Pirmasis loséjas nusiteikes

32



losti, kol jo turima suma pasidarys lygi a arba — kol prasilos iki paskutinio
siulelio. Kokia tikimybe, kad jis prasilos?

Tikimybe prasilosti priklauso tik nuo pradinio kapitalo dydzio. Pazymékime
p(z) — tikimybe prasilosti, kai pradiné turima suma lygi z,z < a. Tegu A —
ivykis, kad pirmasis prasilosé. Pazymeékime H; jvykj, kad pirmasis islosé 1 Lt
pirmajame losime, H, — kad 1 Lt pralogé. Pagal pilnosios tikimybés formule

P(A) = P(A|H,)P(H,) + P(A|H2)P(H>).

Tadiau P(H,) = P(H,) = 0,5, o P(A|H;) = p(x + 1), P(A|Hs2) = p(x — 1).
Taigi gauname tokj sarysj:

p(e) = 5(pla +1) +ple = 1),

arba
p(z+1) =2p(z) — p(x — 1).

Nagrinékime gauta skirtumine lygybe. Kadangi

p(r +1) — p(x) = p(x) — p(z - 1),

tai seka p(z) yra aritmetiné progresija: p(z) = k + dz. Pasinaudodami saly-
gomis p(a) =0, p(0) = 1, gauname

p(x)zl—g

14 pavyzdys. Laplaso!'! désnis.

Jeigu n karty mums kazkas pavyko, kokia tikimybeé, kad tai pavyks n+ 1-
aji karta? Jeigu 30 dieny i$ eilés buvo sauléta, ar 31 —aja dieng irgi Svies
saulé? Formalizuokime situacija tokiu budu. Urnoje yra tik balti ir juodi
rutuliai, bet kiek jy — nezinia. Atsitiktinai traukéme n karty po rutulj, jj veél
grazindami; tarkime, jvyko jvykis

A,, = {visi n rutuliai buvo balti }.

Kokia tikimybe, kad ir n+ 1-3ji karta iStrauktas rutulys bus baltas, t. y. kad
ivyks ivykis A, 1.

Taigi norime apskai¢iuoti tikimybe P(A,11]|A4,). Kadangi jokios papildo-
mos informacijos neturime, laikysime, jog rutuliy urnoje yra N, o balty i$

UTaplace Pierre Simon (1749-1827) — pranciizy astronomas, matematikas ir fizikas.
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ju su vienodomis tikimybémis gali buti m = 0,1,..., N. Taigi nagrinéjame
N + 1 poromis nesutaikomy jvykiy Seima:

1

H,, = {urnoje yra m balty rutuliy}, P(H,,)= Yol

Nesunku suskaiciuoti, jog P(A,|H,,) = (m/N)". Pagal pilnos tikimybés
formule gauname

P(An) = 37 P(AuHy) P(H,) = ﬁ (%)

Pastebékime, kad kai N — oo, tai

1
1

P(An)—>/ u'd = .

0 n+1

Taip pat iSreiskiama ir tikimybé P(A, ). Kadangi A, 11 C A, tai A, N
Ans1 = Appa, ir

P(An) _ X (B)"

Kai n didelis, P(A,11|A,) = (n+1)/(n+2).

Tai ir yra Laplaso désnis. Kokiais atvejais juo galima pasikliauti? At-
sakyma duoti néra taip paprasta. Taciau galima pateikti paprasta pavyzdj,
kai jis tikrai netinka. Tarkime, deSimt karty i eilées metus simetriska mon-
eta atvirto herbas. Jeigu manysite, kad didelé tikimybé, jog vienuoliktame
metime irgi pasirodys herbas, — klysite. Taciau jeigu nezinote, ar moneta
simetriska, tada desimtyje metimy gavus herba galvoti, kad vienuoliktajame
irgi bus tas pats — logiska!

P(Api1|An) =

1.11. Nepriklausomi jvykiai. Bernulio schema

Tarkime (2, A, P) — tikimybiné erdvé, A, B € A. Jeigu tikimybés P(A) ir
P(A|B) yra skirtingos, naturalu manyti, kad jvykis A priklauso vienas nuo
B. Jeigu P(A) = P(A|B), galime sakyti, kad A nepriklauso nuo B. Tadiau
formaliame apibrézime tekty atskirai aptarti atvejj, kai P(B) = 0, nes §iuo
atveju salyginés tikimybés nesame apibréze. Kita vertus lygybéje P(A) =
P(A|B) jvykiai ,dalyvauja‘“ nevienodai.

I§ P(A) = P(A|B) isplaukia, kad

P(AN B) = P(A)P(B).
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Pastaroji lygybé prasminga su bet kokiais jvykiais A, B ir abu jie jeina i}
lygybe vienodai. Tad su ja ir formuluosime jvykiy nepriklausomumo savoka.

12 apibrézimas. Atsitiktinius jvykius A, B € A vadinsime nepriklau-
somais, jei

P(ANB)= P(A)P(B).

Pavyzdziui, tegu A, B, C' yra atsitiktiniai jvykiai, susije su kauliuko metimu:

A = {igkritusiy akuciy skaicius dalijasi i 2},
B = ({iskritusiy akuciy skai¢ius dalijasi i$ 3},
C' = {iskritusiy akuciy skai¢ius didesnis uz 2}

Nesunku pasinaudojus apibrézimu patikrinti, kad jvykiai A, B ir A, C' yra
nepriklausomi, o jvykiai B, C' — priklausomi.

Kaip formuluoti keliy atsitiktiniy jvykiy nepriklausomumo savoka? Tarkime,
tokiy jvykiy yra trys. Jeigu jie buty tikrai nepriklausomi, tai i§ to, kad
ivyko du, neturétume gauti jokios informacijos apie treciaji. Galbut pakanka
pareikalauti, kad bet kurie du is trijy jvykiy buty nepriklausomi? Paprastas
pavyzdys rodo, kad ne.

15 pavyzdys. Rulete

Tarkime, ruletés skritulys padalytas j keturis ketvir¢ius, kurie suzymeéeti
skaiciais 0,1, 2,3, o loSéju yra trys. Jei ruletés strélé sustoja 0 ketvirtyje —
laimi visi, jei 1 — tik pirmasis ir taip toliau. Nagrinékime jvykius A;, As, As,
kurie atitinkamai reiskia, kad laiméjo pirmasis, antrasis ir treciasis. Nesunku
isitikinti, kad kiekviena pora i$ Sio trejeto yra nepriklausoma. Taciau jeigu
zinome, kad jvyko A; ir A, tai galésime padaryti iSvada, kad jvyko ir treciasis
ivykis. Taigi sakyti, kad visi trys jvykiai yra nepriklausomi, negalime.

Nepriklausomy jvykiy sistema apibrésime taip.

13 apibrézimas. Sakysime, kad atsitiktiniy jvykiy sistema S = {A) €
A : N € A}, sudaro tarpusavyje nepriklausomi jvykiai, jei bet kuris jvykis
Ay € S nepriklauso nuo bet kurio jvykio NjesA;, ¢ia J C A yra baigtiné
aibé, A & J.

Kiek pagalvojus, galime jsitikinti, kad sistema & = {Ay, € A : X €
A} tada ir tik tada sudaro nepriklausomi jvykiai, kai visiems skirtingiems
A1, A2y .oy Ay, teisnga lygybe

P(Ay,N...NA,,)=P(A,) - P(Ax,).

Negalimas jvykis yra nepriklauso nuo bet kurio kito jvykio. Tai taip pat
teisinga ir butinajam jvykiui. Isitikinsime, kad jvykiy poros nepriklausomu-
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mui nedaro jtakos, jeigu vieng arba abu juos kei¢iame prieSingais. Patogumo
délei zymékime: A! = A, A° = A°,

21 teorema. Jei egzistuoja indeksai i, jo € {0, 1}, kad jvykiai A", B
yra nepriklausomi, tai A*, B yra nepriklausomi jvykiai su bet kokia indeksy
porai,j € {0, 1}.

Irodymas. Pakaks parodyti, kad i§ A, B nepriklausomumo isplaukia
A, B nepriklausomumas. Tac¢iau tai i$plaukia i paprasty lygybiy grandinélés:

P(ANB)=P(B) - P(ANB) = P(B) — P(A)- P(B) = P(B)(1— P(A)).

Teorema nesunku apibendrinti tarpusavyje nepriklausomy atsitiktiniy jvykiy
sistemail.

22 teorema. Jeigu sistema S = {A) € A: X\ € A}, sudaro tarpusavyje
nepriklausomi jvykiai, tai su bet kokiais iy € {0, 1} sistema S§* = {Af@ S E
A} taip pat sudaro tarpusavyje nepriklausomi jvykiai.

Pritaikysime 8ia nepriklausomy jvykiy savybe jdomiam teiginiui jrodyti.
Sis teiginys tikimybiy teorijoje paprastai vadinamas Borelio- Cantelli lema.'?

Jei Ay, As, ... yra begaliné jvykiy seka, tai €2 poaibis B, sudarytas i$ ty
w € €, kurie priklauso be galo daugeliui A;, yra jvykis, t. y. priklauso A. I§
tiesy, jei w € B, tai w € B, B, = Up>nmA,. Todél w € N, B,,. Teisingas ir
atvirkstinis teiginys. Taigi B = N,, B,,. [vykis B paprastai vadinamas jvykiy
A, virSutine riba ir Zymimas lim sup A,,. Taigi

limsup A,, = ﬂ U A,.

m>1n>m

Isivaizduokime, pavyzdziui, kad moneta metame be galo daug karty. Tegu
A; yra jvykis, kad i-ajame metime iSkrito herbas. Tada jvykj limsup A,
zodziais galime nusakyti taip: metus moneta be galo daug karty, herbas
pasirodé taip pat be galo daug karty. Tokiu atveju skaic¢ius galéjo pasirodyti
baigtinj skaiciy karty, taciau galéjo pasirodyti ir be galo daug karty.

23 teorema.
Tegu seka Ay, Ao, ..., sudaro tarpusavyje nepriklausomi jvykiai, p, =

P(A4y),
an = 00.

Tada tikimybé, jog jvyks be galo daug jvykiy A,, lygi 1.

12Cantelli Francesco Paolo (1875 -?) — italy matematikas, ekonomikos ir prekybos auks-
tosios mokyklos Romoje profesorius. Darbai i§ matematinés statistikos srities.
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Irodymas. Tegu Byra jvykis, kuris reiskia, kad jvyks be galo daug
ivykiy A4,, B, = Up>nA,. Tada B = N, B,,. Kadangi jvykiai B,, yra
mazéjantys, tai P(B) = lim,, .., P(B,,). Tad pakaks jrodyti, kad P(B,,) — 1
arba P(B,,) — 0, kai m — oco.

Naudodamiesi aibiy papildiniy (kitaip tariant — prieSingojo jvykio sudarymo
veiksmy) savybe, gauname B,, = N,>,A,, 0 jvykiai A, nepriklausomi.

Todél turime

PBa) =P(VA)<P( () )= 0 =pu)(L = pst) - (1= s,
n>m mnm+t

Taciau gautosios nelygybeés desSinés puses reiskinys artéja prie nulio, kai ¢t —

oo. Taigi P(B,,) = 0.

Teorema jrodyta. Iki Siol nagrinéjome tikimybines erdves, kurios tinka
pavieniams statistiniams bandymams aprasyti. Dabar nagrinésime statistiniy
bandymuy seka.

Tarkime, n karty kartojamas bandymas, kurio baig¢iy aibé Q; = {0, 1}.
Vadinsime pirmaja baigtj nesékme, antraja — sekme. Bandymy serijos baigciy
aibé yra

Q=07 ={{(w1,...,wy) :w; =0,1}.

Reikia apibrézti baigéiy w = (wy,...,w,) tikimybes. Baigtj w galime inter-
pretuoti kaip ivykiy sankirta: pirmajame bandyme pasirodé w;, antrajame
— wy ir t.t. Pazyméje P(wy,|wy,...,wn_1) tikimybe, kad m-ajame bandyme

pasirodeé baigtis w,, su salyga, kad ankstesniuose bandymuose pasirodé baig-
tys wi, - . ., w1 tikimybe P(w) galime apibrézti pasinaudoje tikimybiy san-
daugos teorema:

P(w) = P(w1)P(wz|wy) - ... - Plwp|wi, ..., wn1).

Tarkime dabar, kad bandymai nepriklauso vienas nuo kito, o sekmeés tikimybeé
visuose bandymuose yra ta pati ir lygi p (0 < p < 1), o nesékmés — g =1 —p.
Tada P(wp|wi, .. swm-1) = P(wn), ¢ia P(w,) = p, jei w, = 1 (sékmé) ir
P(wm) = q, jei wy, = 0 (nesékmé). Galime abi Sias lygybes uzrasyti sujungti
i vieng: P(w,,) = p*mq'~m.

Tada baigties w € Q" w = (wy, ..., w,) tikimybé:

P(w) = P(wi) -~ Plwy) = p”1q' ™ - p™2¢ ™2 .. p*g' ™"
Pazyméje s(w) = wy + ... + w,, gausime
P(w) _ ps(w)qn—s(w)'
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Sudaréme diskreciaja tikimybine erdve (€2, P(Q2), P). Ji vadinama Bernulio
schema.!?

14 apibrézimas. Bernulio schema vadiname diskreciaja tikimybine
erdve (0, P(Q2), P), cia

Q= {{w1,..,wn) 1wy €{0,1}},  P(Q)yra visyQpoaibiy o-algebra,
kiekvienam elementariajam jvykiui w € Q,w = (wy,...,wy),
Pw) =p'“¢ @ sw)=wi+ ...+ wn.

Bernulio schema yra n vienody ir nepriklausomy bandymy su dviem baig-
timis ir tomis paciomis Siy baigciy tikimybémis matematinis modelis. Vieng
baigtj paprastai vadiname sékme, kita — nesekme. Tokio bandymo pavyzdys
— monetos metimas.

Daznai svarbu suskaiciuoti tikimybe, kad bandyma pakartoje m karty,
gausime m sékmiy.

24 teorema. Tegu S, — sékmiy skaic¢ius n nepriklausomy bandymy
serijoje su sékmés ir nesékmés viename bandyme tikimybémis p,q = 1 —
p, 0 <p< 1. Tada

P(S,(w)=m)=C"p"¢"™, m=0,1,...,n.

Irodymas. Tikimybe skai¢iuosime naudodami Bernulio schemg. Ele-
mentarieji jvykiai yra gretiniai (wy, ...,w,), ¢ia w; = 1, jei i-ajame bandyme
buvo sékmé ir w; = 0, jei nesékmé. Kad buty S, (w) = m, lygiai m elementy
w; turi buti lygus vienetui, o kiti nuliui. Tada

s(w)=wi+...+w, =m, Pw)=p"¢"™.

Lieka suskaiciuoti, kiek yra w, kuriuose yra lygiai m vienety. Sis kiekis lygus
deriniy i§ n po m skai¢iui. Taigi skai¢iuodami P(.S,, = m) turime susumuoti
C" démeny, kurie visi lygus p™¢" ™. Teorema jrodyta.

Tikimybiy rinkinj

P(S,(w)=m)=Cl'p"¢"™™, m=0,1,...,n.

vadiname binominiu skirstiniu. Bernulio schema ir binominis skirstinys
pasirodo jvairiuose tikroves reiskiniy modeliuose. Pavyzdziui, naudodamiesi

13 Jakobas Bernulis (1654-1705) — §veicary matematikas, vienas i§ garsios mokslininky
dinastijos atstovy. Jo veikalas ,Ars conjectandi” padaré didele jtaka tikimybiy teorijos
raidai. Taciau Jakobas Bernulis yra taip pat ir daugelio kity svarbiy matematiniy veikaly
autorius. Pavyzdziui, jis ir jo brolis Johanas laikomi va- riacinio skai¢iavimo pradininkais.
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Bernulio schema galime tyrinéti atsitiktinj dalelés klaidziojima plokstumos
taskais, kuriy koordinatés yra sveikieji skaiciai.

16 pavyzdys. Dalelés klaidziojimas
Su Bernulio schemos elementariuoju jvykiu (wy, ..., w,) susiekime lauzte,
kuri jungia plokStumos taskus

(0;0), (L;w1), (2w +wa), .., (Mjwi+ ... +wy).

Tada tuos w, kuriems S, (w) = m atitinka lauztés, kurios baigiasi taske
(n;m). Musy lauztés gali tik kilti“ j vir§y. Taciau jeigu bandymo baigtis
pazymeétume —1 ir 1, o lauztes apibréztume analogiskai, tai lauztes ir  kilty*“
ir ,smigty".

Apibendrinkime Bernulio schemg. Tarkime, kad vieno bandymo skirtingy
baigé¢iy yra ne dvi, bet r (r > 2) : Q = {1;2;...;r}, o 8iy baigé¢iy tikimybeés
lygios atitinkamai

b1y Pry 0§p1<]—7 p1+p2++pr:1

Tarkime, ta pati bandyma kartojame n karty ir vienas bandymas nedaro
itakos kitam. Tada tokios bandymuy sekos baigtys yra gretiniai

w:<n;w17"'7wn>7 (A)ZE{172,,T},
0 jy tikimybeés
P(w) = PuwrPuws - - - Puwy, -
Tikimybine erdve, kuri apraso n nepriklausomy vienody bandymy su baigéiy
skaiciumi r seka vadinsime polinomine schema.

15 apibrézimas. Polinomine schema vadiname diskrecigja tikimybine
erdve (Q2, P(Q2), P), cia

Q={(wr,...,wp) rw; €{1,2,...,7}}, P(Q)yra visyQd poaibiy o-algebra,
kiekvienam elementariajam jvykiui w € Q,w = (w1, ..., wy),
P(w) - pomegal : pomegag te 'pomegan'

25 teorema. Tegu S' —n vienody ir nepriklausomy bandymy serijoje
pasirodziusiy baigciy ¢ skaicius, py, pa, ..., pr — baigciy 1,2, ..., r pasirodymo
tikimybés viename bandyme. Tada su visais m; > 0, my + ...+ m, = n,

|
1 _ ro__ _ n: mi M
P(Sn—ml,...,Sn—mr)—7m1!”‘mr!p cooe ™y
ciam; >0, m +...+m, =n.
Sis tikimybiy rinkinys vadinamas polinominiu skirstiniu.
Naudojantis polinomine schema galime skaic¢iuoti, pavyzdziui, tikimybes,
susijusias su losimo kauliuko metimy serija ir t.t.
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2 Atsitiktiniai dydziai
2.1. Atsitiktinio dydzZio savoka

Tegu (2, A, P) yra tikimybiné erdvé. Nagrinésime funkcijas £ : Q — IR, jos
priskiria elementariesiems jvykiams skaic¢ius. [vairiuose uzdaviniuose tenka
skaic¢iuoti tikimybes, kad funkcijy reikSmeés priklauso vienai ar kitai aibei.
Taciau tai ne visada gali buti jmanoma padaryti. [sivaizduokime, pavyzdziui,
kad Ssaudoma j taikinj: jei pataikoma j centrinj skritulj, gaunama 10 tasky, jei
1 pirmaji koncentrinj zieda — 9 ir taip toliau. Elementariaisiais jvykiais galime
laikyti taikinio taskus. Taciau jei domimeés pelnytais taskais, tai pakaks na-
grinéti jvykiy o-algebra, kurig generuoja centrinis skritulys ir koncentriniai
ziedai.

Centrinis skritulys ir koncentrinias Ziedai generuoja o-algebrg, kurioje
yra i§ viso 219 aibiy. Taciau jeigu norétume nagrinéti tasko atstumo
ki skritulio centro funkcijg, tai Sios o-algebros atZvilgiv $i funkcija
nebuty atsitiktinis dydis. Kad tokig funkcijg galétume nagrinéti kaip
atsitikting dydg, turétume pakeisti o-algebrg.

Zinodami, su kokiomis tikimybémis pataikoma j Sias aibes, galésime suskaici-
uoti ir visy kity musy o-algebros jvykiy tikimybes. Tegu £ yra atstumas nuo
tasko,j kurj pataikéme iki skritulio centro. Ne visas su Sia funkcija susijusias
tikimybes galésime suskaic¢iuoti. Taigi 8i funkcija néra ,suderinta” su musy
nagrinéjamu tikimybinés erdvés modeliu.

Todél tikslinga atsitiktiniais dydziais vadinti tik tas funkcijas, kurios yra
,suderintos® su tikimybinés erdvés struktura. Dabar apibréSime Sia savoka
matematiskai.

Jau anksciau apibrézéme paprastuosius atsitiktinius dydzius. Tai funkci-
jos € : 0 — IR, kuriy reikSmiy aibé baigtiné, o kiekvienai reikSmei x teisingas
sary$is £71(x) € A. Dabar apibendrinsime $ia savoka.

16 apibrézimas.  Funkcija & : () — IR vadinsime atsitiktiniu dydZiu,
jei su kiekviena Borelio aibe B € B
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{w:éw)eBYy=¢1B) e A (18)

Funkcija & : Q — IR™ vadinsime atsitiktiniu vektorium, jei (18) galioja su
kiekviena Borelio aibe B € B".

Taigi jei & yra atsitiktinis dydis, tai galima skaiciuoti, pavyzdziui, tokias
tikimybes:

Pla < {(w) <b), P(&(w)>10b), P(&(w)yra racionalusis skai¢ius )

ir t. t.
Jei & = (&,...,&,) yra atsitiktinis vektorius, tai nesunku jsitikinti, kad

kiekviena jo komponenté yra atsitiktinis dydis. IS tiesy, su kiekviena tieses
Borelio aibe B

§'(B)={w:LWw)eB&W) ER, j=2,...,n} = (BxRx...xIR) € A.

Kadangi Borelio aibiy yra neaprépiamai daug, tai tiesioginis (18) salygos
tikrinimas — beviltiskas darbas. Nuo jo mus iSvaduoja toks paprastas teiginys.

26 teorema. Tegu S — aibés IR poaibiy sistema ir o(S) = B. Funkcija
¢ : Q) — IR yra atsitiktinis dydis tada ir tik tada, kai su kiekviena aibe B € §
teisingas sarysis £ 1(B) € A.

Irodymas. Netrivialus tik salygos pakankamumas. Jj ir jrodinésime.
Apibrézkime

B ={B:BCR ¢ B)e Al

IS teoremos salygos turime S C B'. Jeigu parodysime, jog B’ yra o-algebra,
tai i§ karto gausime B C B’ (nes B yra maziausia o-algebra, aprépianti S), o
tai reiskia, kad & yra atsitiktinis dydis.

Reikia patikrinti, kad B’ tenkina o-algebros apibrézimo salygas. Patikrin-
sime vieng jy. Kitos tikrinamos analogiskai.

Tegu B; € B' (i € I), ¢ia I — baigtiné arba skaiti aibé. Reikia parodyti,
kad B = U;c;B; irgi B’ elementas. Tai ekvivalentu tvirtinimui, kad £7*(B) €
A.

Taciau

By =¢(UB) =Je ).
i€l iel

Kadangi A yra o -algebra, o £71(B;) € A, tai € A.

Priminsime, kad Borelio o-algebra generuoja intervalai [a, b). Taciau pakanka
imti tik begalinius intervalus (—oo, b). I8 jrodyto teiginio iskart gauname, kad
norédami patikrinti, ar  yra atsitiktinis dydis galime apsiriboti (18) salygos
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tikrinimu, kai B = (—o0, z),z € IR. Nesunku suformuluoti analogiska teiginj
ir atsitiktiniams vektoriams.

17 apibrézimas. Funkcija f : IR" — IR™ vadinsime Borelio funkcija,
jei su kiekviena Borelio aibe B € B™

f1(B) e B". (19)

Tikrinant ar f : IR™ — IR™ yra Borelio funkcija, taip pat nebutina (19)
salyga tikrinti kiekvienai Borelio aibei B € B™. Jei B™ = o¢(S), tai pakanka
minéta salyga patikrinti aibéms B € §. Daznai patogu naudoti generuo-
jancig B™ intervaly sistema

S ={(—00,b;) X ... x (—00,by) : b; € R}.

Toliau Siame skyrelyje nagrinésime, kokie veiksmai su atsitiktiniais dy-
dziais arba vektoriais vél duoda atsitiktinius dydzius ir atsitiktinius vekto-
rius. Atsakymas labai paprastas — algebriniai veiksmai (sudétis, atimtis,
daugyba ir dalyba), o taip pat ir analizés operacijos su atsitiktiniais dydziais
(ribos, minimumai ir maksimumai) vél duoda atsitiktinius dydzius. Skaityto-
jas, kuriam nejdomu suzinoti, kaip tai matematiskai jrodoma, gali jrodymus
praleisti ir veél skaityti nuo kito skyrelio pradzios.

27 teorema. Tegu & : () — IR" yra atsitiktinis vektorius, o f : IR™ —
IR™ — Borelio funkcija. Tada n = f() yra taip pat atsitiktinis vektorius.

Irodyti teiginj galime tiesiogiai patikrine, kad 7 tenkina atsitiktinio dydzio
apibrézimo salygas.
Isvada. Jei & : Q — IR yra atsitiktinis dydis, o ¢ konstanta, tai é+c, c€, €|, &
irgi yra atsitiktiniai dydziai.

Irodymas. Pakanka jsitikinti, kad funkcijos f(x) = = + ¢, cz, |z|, 2*
yra Borelio funkcijos. (19) salyga pakanka tikrinti intervalams. I8 tikryjy,
pavyzdziui, funkcijai f(z) = 2% ir B = (—o0,u) turime:

17(B) = {@’ I,
(V@ V), jeiu>0

taigi visais atvejais f~(B) € B.

Naudojant Borelio funkcijas is atsitiktiniy vektoriy galime gauti naujus
atsitiktinius vektorius, i§ atsitiktiniy dydziy — naujus atsitiktinius dydzius.
Atsitiktinius dydzius sudédami, atimdami, daugindami ir dalydami taip pat
gauname naujus atsitiktinius dydzius.

28 teorema. Tegu &,m @ Q0 — IR yra atsitiktiniai dydziai. ‘Tada
E+mn, & - n, &/n (jein#0) yra irgi atsitiktiniai dydZiai.
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Irodymas. [rodykime, kad £ +n yra atsitiktinis dydis. Pakaks jsitikinti,
kad su kiekvienu fiksuotu

{w:é(w)+nw) <u} €A

Jeigu teisinga nelygybé &(w) + n(w) < u, tai teisinga ir nelygybé &(w) <
u — n(w). Kadangi racionaliyjy skai¢iy aibé yra visur tirSta (tarp bet kuriy
dviejy skai¢iy visada yra ir racionaliyjy), tai galésime rasti racionalyjj skaiciy
q, kad buty teisinga ir nelygybé {(w) < ¢ < u — n(w). Kita vertus, jei su
kokiu nors ¢ teisinga $i nelygybé, tai teisinga ir nelygybé {(w) + n(w) < u.
Pasinaudoje tokiais samprotavimais, uzrasykime:

{wiéW +nw) <u} = (Hw:éw) <g<u—nw)}
= Jw:éw) <@gt n{w:inw) <u—g},

¢ia sajungos imamos pagal visus racionaliuosius skaicius. Taciau racionaliyjy
skaiciy aibé yra skaiti, todél paskutinéje sgjungoje jungiama skaiti jvykiy,
priklausanciy o-algebrai A, sistema. Tada ir sgjungos rezultatas turi prik-
lausyti Siai o-algebrai, t.y,

{w:é(w)+nw) <u} €A

Kadangi —n irgi yra atsitiktinis dydis, tai pasinaudoje jau jrodytu teiginiu
gausime, kad & — n yra atsitiktinis dydis.
Pasinaudoje jau jrodytais faktais, teoremos isvada ir lygybe

1 2 1 2
&=+ = 7(E=n)
gausime, kad & - n yra atsitiktinis dydis.

I &£/n galime zvelgti kaip j atsitiktiniy dydziy £ ir 1/n sandauga. Kad %
yra atsitiktinis dydis jrodyti nesunku. Tada ir sandauga & - % yra atsitiktinis
dydis. Teorema jrodyta.

Isitikinsime, kad analizinés (infinimumo bei supremumo, vir§utinés ir ap-
atinés riby) operacijos su atsitiktiniais dydziais irgi duoda atsitiktinius dy-
dzius. Priminsime, kad skaiciy sekos x,, apatiné ir virSutiné ribos apibréziamos
taip:

liminf z, = sup inf z;, limsupz, = inf sup zy,
n n k=2n n " k>n
kitaip tariant liminf x,, yra maziausias sekos x,, ribinis taskas, o lim sup x,, —
didziausias.
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29 teorema. Tegu &, :Q — IR (n=1,2,...) yra atsitiktiniai dydziai.
Tada funkcijos

m =int&,, m =sup&,, n3 =liminf&,, n =limsup§,
n n n n

irgi yra atsitiktiniai dydziai.
Jei &, yra atsitiktiniy dydziy seka ir su kiekvienu w € 2 seka &,(w)
konverguoja, tai riba £(w) = lim,, &, (w) irgi yra atsitiktinis dydis.
Irodymas.  Skaic¢iy sekos minimumas yra mazesnis uz u, tada ir tik
tada, kai bent vienas jos narys yra mazesnis uz u. taigi

o
{wimw) <u} = J{w:&w) <u} e A
n=1
Si lygybé reiskia, kad n; yra atsitiktinis dydis.
DydZius 1,13, 74 galime iSreiksti taip:
e = —inf(=¢,), n3 =supinf &, ny = infsupf.
n n k=>n nok>n
Kadangi jau jrodéme, jog imdami atsitiktiniy dydziy sekos infinimuma, vel
gauname atsitiktinj dydj, tai i§ 7, iSraiskos iSplaukia, jog 1. yra atsitiktinis
dydis, t. y. atsitiktiniy dydziy supremumas yra atsitiktinis dydis. IS 73, n4
iSraisky iSplaukia, kad Sie dydziai irgi yra atsitiktiniai.

Jeigu atsitiktiniy dydziy reik8miy seka &, (w) konverguoja su visais w, tai
riba lygi apatinei ribai lim inf &, (w), (o taip pat ir virSutinei ribai lim inf &, (w)).
Taigi funkcija, priskirianti w ribines sekos &, (w) reikSmes, yra atsitiktinis dy-
dis.

Taciau atsitiktiniy dydziy seka gali konverguoti tik kai kuriems w. Ar
galime apie konvergavimo aibe kalbéti kaip apie atsitiktinj jvykj? Taip.

30 teorema. Tegu &, yra atsitiktiniy dydziy seka. Tada aibé
A=A{w: lim &,(w) egzistuoja}
n—0o0

vra atsitiktinis jvykis.

Irodymas. Jeigu kokiam nors w € Q lim, §,(w) egzistuoja, tai seka
&n(w) tenkina Caushy kriterijy:

kiekvienam naturiniam k egzistuoja n = n(w), kad

|€u(w) — &u(w)| < %, kai u,v > n(w)

Tada visy w, su kuriais seka tenkina kriterijy, aibe A galime uzrasSyti Sitaip:

oo 0 oo 0

A=NUNN e e - a@) < )

k=1n=1lu=nv=n

IS Sios iSraiskos iSplaukia, kad A € A.
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2.2. Atsitiktiniai dydziai ir jy skirstiniai
Visiems tyrinéjimams, kuriuos atliksime Siame skyrelyje, reikia tikimybinés
erdvés. Isivaizduokime, kad ja jau pasirinkome: (€, A, P) yra tikimybiné
erdve.

Nagrinésime atsitiktinius dydzius € : 2 — IR bei atsitiktinius vektorius
¢ :Q — IR™. Visy pirma su jais susiesime tam tikras funkcijas.

18 apibrézimas. Tegu ¢ : Q) — IR™ — atsitiktinis vektorius, £ =
(&1,...,&m). Jo pasiskirstymo funkcija vadinsime funkcija Fe : IR™ — [0, 1],
apibréziama taip:

Fe(oy, ... xp) = P& <21,...,&n < ).

Jei m = 1, tai £ yra atsitiktinis dydis, o F¢(z) = F¢(x) — vieno kintamojo
funkcija: Fe(x) = P(§ < x).

Taigi atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija tarsi,;saugo” visas tikimybes
P(¢ < z). Naudojantis Sia funkcija galima skai¢iuoti ir kitas su atsitiktiniu
dydziu susijusias tikimybes, pavyzdziui,

Pla<§<b) =P <b) — P <a) = Fe(b) — Fe(a).

Toliau dazniausiai nagrinésime atsitiktinius dydzius ir jy pasiskirstymo
funkcijas.
Pirmiausia istirkime paprasciausias pasiskirstymo funkcijy savybes.

31 teorema. Atsitiktinio dydZio § pasiskirstymo funkcija Fy turi Sias
savybes:

1. F¢ yra nemazéjanti funkcija;

2. F¢ yra tolydi iS kairés;

3. lim Fe(x) =0, lim F¢(z) = 1.
Ir—00

T— —00

Irodymas. Zymésime A, = {w: £(w) < z}. Tada Fe(z) = P(A,).

1) Jeiz <y, tai A, C A,. Tada P(A4,) < P(4,).

2) Jei x; < 29 < ... < zlimp 0o, = z, tai A,; C Ay, C ... ir
U, A, = A,. Pasiréme teorema apie tikimybiy monotoniskuma, gausime:

lim P(A,,) = P(A;), arba lim Fe(x,) = Fe(x).

Sis sarysis ekvivalentus teoremos teiginiui.

3) Tegu z1 < 9 < ...,lim, z,, = co. Tada U, A,, = Q. Irodymui, kad
lim, .o Fe(z) = 1 uzbaigti vél pakanka pasiremti tikimybiy monotoniskumo
savybe.
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Tegu x1 > x9 > ..., lim, x, = —co. Tada N,A,, = (. Teiginys

lim Fe(x)=0
r——00
vel gaunamas i$ tikimybiy monotoniskumo savybes.

Funkcija F¢ turi visas tas savybes, kuriy reikia tikimybiniam matui Pp :

B — [0, 1] konstruoti, naudojantis tuo budu, kuris aprasytas skyrelyje apie
Borelio o-algebros maty konstravima. Zyrnésime S matg P ir vadinsime jj
atsitiktinio dydzio ¢ skirstiniu.

Tad su kiekvienu atsitiktiniu dydziu galime susieti tikimybine erdve (IR, B, P).
Atsitiktiniam vektoriui taip pat galime sukonstruoti analogiska tikimybine
erdve.

Yra visokiy atsitiktiniy dydziy. ISskirsime svarbiausias atsitiktiniy dydziy
klases.

19 apibrézimas. Jeigu atsitiktinio dydzio (arba atsitiktinio vektori-
aus) reikSmiy aibé yra baigtiné arba skaiti, tai tokj atsitiktinj dydj vadinsime
diskreciuoju.

Pavyzdziui, visi paprastieji atsitiktiniai dydziai, kuriuos nagrinéjome anksciau,
yra diskretieji atsitiktiniai dydziai.

Tegu & yra diskretusis atsitiktinis dydis. Tada jo reikSmes galima sunumeruoti.
Tarkime, Sios reiksmeés yra s;,¢ € I, ¢ia [ yra baigtiné arba begaliné taciau
skaiti indeksy (numeriy) aibé. Ivykiai {w : {(w) = s;}, (i € I) yra nesu-
taikomi, o jy sajunga — visa baigc¢iy aibée 2. Taigi

D Plé(w)=s;) =1

el

Savo ruoztu

Fe(zr) = ) P(E(w) = s0). (20)
er
Diskreciojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija turi trukius taskuose
si, kuriuose P(&(w) = s;) > 0. I8 tikryjuy, jei € > 0, tai

Fe(site)—Fe(si—e)= Y P({(w)=s5;)>P{(w) = sy).

Todel

li_r% (Fe(site)—Fe(si—€)) > P(£(w) = ;) >0, ty. lim OFg(x) # lim Fe(x).

T—8;— z—5;+0

Is tikryjy nesudétinga jsitikinti, kad pasiskirstymo funkcijos Suolis taske s;
yra tiksliai lygus P(&(w) = s;).
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Taigi diskreciyjy atsitiktiniy dydziy (o taip pat ir vektoriy) pasiskirstymo
funkcijos yra ,sutrukusios®.

20 apibrézimas.  Jeigu atsitiktinio dydZio (atsitiktinio vektoriaus) &
pasiskirstymo funkcija F yra visur tolydi, tai jj vadinsime tolydZiu.

Isskirsime atskirg tolydziyjy dydziy, kuriems teisinga lygybé, analogiska
(20) lygybei, klase. Suma, suprantama, keisime integralu.

21 apibrézimas. Atsitiktinj dydj £ vadinsime absoliuciai tolydZiu, jei
egzistuoja neneigiama integruojama funkcija pe(s), kad

Fe(x) = /x pe(s)ds.

—0o0
Funkcija pe(s) vadinsime atsitiktinio dydzio £ tankiu. Atsitiktinj vektoriy
¢ : Q) — IR™ vadinsime absoliuciai tolydziu, jei egzistuoja neneigiama inte-
gruojama funkcija pe(si1, ..., Sm), kad

Fg(xl,...,xm):/ P81,y Sm)dsy - ... - dsp,.
{s1<®1,cesSm<Tm}

Funkcija pe(si, - - ., Sm) vadinsime atsitiktinio vektoriaus & tankiu.

Is matematinés analizés kurso teoremos apie integralo su kintamu virsu-
tiniu réziu iSvestine gauname, kad beveik visiems x teisingas toks atsitiktinio
dydzio pasiskirstymo funkcijos ir tankio (jei jis egzistuoja) sarysis:

F{(r) = pe(x).

Taigi zinodami atsitiktinio dydzio tankj, pasiskirstymo funkcija gauname in-
tegruodami, o zinodami pasiskirstymo funkcija — tankj gauname diferenci-
juodami.

17 pavyzdys.

Vienetingje atkarpoje atsitiktinai parenkamas taskas, atstuma nuo parink-
tojo tasko iki atkarpos vidurio pazymeékime £. Raskime Sio atsitiktinio dydzio
pasiskirstymo funkcija, jei visi tagkai turi vienodas galimybes buti parinkti.

Taikysime geometriniy tikimybiy schema. Nesunku jsitikinti, kad

0, jei<O,
Fe(z) =2z, jei0 <z <3,

1, jeix > %

Atsitiktinis dydis & turi ir tankj:

_ )0, jeiz £ 0;1],
pf(x)_{Z, jei z € [0; 1].
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2.3. Diskretieji atsitiktiniai dydziai
Siame skyriuje nagrinésime svarbius diskreciyjy atsitiktiniy dydziy pavyzdzius.
18 pavyzdys. I[Ssigimes atsitiktinis dydis ir jo skirstinys
Gali buti, kad atsitiktinis dydis igyja vienintele reikSme, t.y. yra toks
skai¢ius a, kad P(§ = a) = 1. Tokj atsitiktinj dydj vadinsime i$sigimusiu, jo
pasiskirstymo funkcija:

0, jerz<a
F&(»"U):{l’ o=
, jeix > a.
31\
el -
0 @ %

Issigimusio skirstinio pasiskirstymo funkcija turi vieng, taciau didel;
trukg.
Zinoma, tokio dydzio galima ir nevadinti atsitiktiniu, taciau teorija tuo
paprastesné, kuo iSimciy ir atskiry atvejy yra maziau.
19 pavyzdys. Binominis skirstinys
Nagrinékime Bernulio schemg; tegu n — bandymy skaicius, p — sekmes
tikimybe, &, — sekmiy skaicius atlikus n bandymy. Jau zZinome, jog Sio dydzio
reikSmiy aibé yra S = {0,1,...,n}ir

Fe(x)= > Cip*(1—p)"™.

0<s<z
s<n
Si skirstinj vadinsime binominiu, rasysime &, ~ B(n,p).
=4 Pyo(6) ~ 0.251

S~—
=
A
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Bernulio skirstinio B(10,0,6) tikimybés Pyg(m) = P(§10 = m).

20 pavyzdys. Paskalio skirstinys

Nagrinekime Bernulio schema kaip ankstesiajame pavyzdyje, taciau bandy-
mus kartokime tol, kol ,surinksime* n sékmiy. Tegu 6, — atlikty bandymy
skaic¢ius, o n, = 0, — n. Tada n, yra atsitiktinis dydis, jo reiksmeé lygi
nesekmiy, gauty atliekant bandymus iki surenkama n sékmiy, skaic¢iui. Dy-

dzio reikSmiy aibe sudaro visi neneigiami sveikieji skaiciai: S = §,, =
{0,1,...,},ir
S
E +s lp ) .
0<s<z

Atsitiktinio dydzio 7, skirstinj vadinsime Paskalio skirstiniu, rasysime:
n ™ B_(n7p) "
DydZio n; (jo reik8mé — nesékmiy iki pirmosios sékmés skaicius) skirstinys
vadinamas geometriniu. Tikimybeés

P(m =m)=pq™, q=1-p,

yra tiesiog geometrinés progresijos nariai.

21 pavyzdys. Puasono skirstinys
Tai tiek teorijai, tiek taikymams labai svarbus skirstinys. Jj taipogi
yatrasime” nagrinédami Bernulio schemas.

32 teorema. Tegu atliekama n Bernulio schemos su sekmeés tikimybe p,
bandymyuy, tegu &, — sékmiy skaicius sioje bandymy serijoje. Jeigu egzistuoja
teigiamas skaicius A\, kad np,, — A\, kai n — oo, tai su kiekvienu m = 0,1, ...

P(& =m)=Crprg ™™ Ee“,

¢ia g, = 1 — p,.
Irodymas. Pazymeéje A\, = np, ir pasinaudoje binominiy koeficienty
iSraiska faktorialais, gausime

P(gn:m):n(n—1)...(n—m+1)<ﬁ)M<1_ﬁ)nm:

TR R IR S

14Toks Zyméjimas paaiskinamas tuo, jog Paskalio skirstinys — atskiras taip vadinamojo
neigiamo binominio skirstinio atvejis.
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Nagrinékime kiekvieno daugiklio elgesi, kai n — co. Kadangi m — fiksuo-
tas, A\, — A, kai n — oo, tai A" — A\,

n
-2y -
n
o visi kiti daugikliai artéja prie vieneto.

22 apibrézimas. Jeigu atsitiktinis dydis & jgyja sveikas neneigiamas
reiksmes su tikimybémis

A"
P(E=m)= e

(m=0,1,2,...),

dia X > 0, tai sakysime, kad ¢ reik§més pasiskirste pagal Puasono'® désnj
(arba Puasono skirstinj) su parametru A. Simboliskai rasysime & ~ P(\).

<A

g

I
Na-i
A

Puasono skirstinio su parametru A\ = 4 tikimybés.

Taigi Siame skyrelyje irodyta teorema teigia, kad binominio skirstinio
tikimybeés, kai bandymuy skaicius n yra didelis, o sekmeés tikimybeé p yra maza,
artimas Puasono skirstinio su parametru A = np tikimybéms. Todél bino-
minio skirstinio tikimybes, kurias tiksliai skai¢iuoti gali buti sunku, galime
keisti Puasono skirstinio tikimybeémis.

2.4. Absoliuciai tolydus skirstiniai
Jeigu atsitiktinis dydis £ yra absoliuciai tolydus, tai egzistuoja tankis, t. y.

tokia neneigiama funkcija p(u), kad

Fi(a) = P(¢ € (~o0,) = [ plu)d

—0o0

15Simeon Deni Poisson (1781-1840) — prancuzy matematikas. Parasé apie 350 darby
i§ jvairiy matematikos ir jos taikymuy sri¢iy: mechanikos, matematinés fizikos, taip pat ir
tikimybiy teorijos.
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Pasiréme 8ia lygybe bet kokiam intervalui B = [a;b) gautume:

P e B)= / p(u)du.

B

Si lygybé teisinga ne tik intervalams, bet ir bet kokioms Borelio aibéms. Kai
B = IR, tai

infty

P e R)= / p(u)du = 1.

—0o0

Panagrinésime kelis svarbius absoliuciai tolydziy skirstiniy pavyzdzius.

22 pavyzdys. Tolygusis skirstinys

Ruleté: vienetinis apskritimas ir besisukanti strélé. Jai sustojus pasirenkame
apskritimo taska, j kurj nukreipta strele. Galime nustatyti abipus vien-
areik8me vienetinio apskritimo C' ir vienetinio intervalo I = [0,1) tasky
atitikt] ¢ : I — C; ¢a 9(t) yra vienetinio apskritimo taskas, kurio polinés
koordinates p = 1, ¢ = 2mt.

Tada galime tarti, kad su rulete atsitiktinai pasirenkame skaiciy & is viene-
tinio intervalo. Dydis £ yra atsitiktinis ir visos jo reikSmeés ,turi vienodas
galimybes pasirodyti“. Naudodami geometriniy tikimybiy modelj gauname

0, jeix <0,
Fe(v)=qx, jei0<z<1,
1, jeix>1.

Taigi & yra absoliuciai tolydus atsitiktinis dydis, turintis tankj

o, jeizg0.1],
pf(x)_{L jei z € [0,1].

Sakysime, dydis tolygiai pasisikirstes intervale [0;1], kitaip tariant, &
skirstinys yra tolygusis.

Panagiai apibréziame ir tolygyjj skirstinj intervale [a; b].

23 apibrézimas. Sakysime, kad atsitiktinis dydis yra tolygiai pa-
siskirstes intervale [a;b], jeigu jis turi tankj pe(x), kuris lygus nuliui, kai
z & [a; b], o visiems x € [a;b] pe(x) jgyja ta pacia reiksme.

Tarkime p¢(z) = c. Kadangi tankio integralas pagal visa tiese¢ turi buti
lygus vienetui, tai

00 b
1= dr = dr = c(b— = :
/_ pe(x)dz c/a r=clb—a), c P

o0

ol



Taigi tolygiai intervale [a;b] pasiskirs¢iusio atsitiktinio dydzio tankis yra

() = {o, jei & ¢ [a: 0],

L jei x € [a;b].

b—a’

gll glk
] S
-
a b >~ a b >~

Tolygiai intervale [a;b] pasiskirsciusio atsitiktinio dydZio pasikirstymo
funkcijos ir tankio grafikai.

23 pavyzdys. Eksponentinis skirstinys
Radzio atomas skyla, virsdamas radono atomu ir iSspinduliuodamas alfa
dalele:
Ra — Rn + «.

Tarkime, £ yra laikotarpis nuo atomo stebéjimo pradzios iki skilimo momento.
Atomas néra svarstantis ir skilimui vidujai besiruoSiantis subjektas: jeigu
pra¢jus laikotarpiui s jis vis dar néra skiles, tai tikimybeé kad jis dar iStvers
laiko intervala ¢, yra ta pati, koks bebuty s. éi@ savybe analiziSkai uzraSysime
taip:

PE>t4sle>s)= P> 1),
Pazyméje G(t) = P(§ > t) ir pasiréme tuo, jog

Plezttslez ==t t)
gauname
Gt +5) = G()G(s). (21)

Analizés metodais galime i$spresti funkcine (21) lygtj. Sprendiniai yra funkci-
jos
Gt)=e™, t>0;

¢ia A > 0 — parametras, priklausantis nuo fiziniy radono savybiy. Dabar

0 kai 2 <0
Fe(z) =< -7
() {1 —e M, kaixz>0.
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Taigi & yra absoliuciai tolydus atsitiktinis dydis, turintis tankj

0 kai z <0
r)=1< - 22
pe(@) {)\e_“’, kai x > 0. (22)
24 apibréZimas. Jeigu atsitiktinis dydis £ turi tankj, uzraSoma

(22) lygybe, kurioje \ > 0, tai sakysime, kad atsitiktinis dydis pasiskirstes
pagal eksponentinj désnj, o jo skirstinj vadinsime eksponentiniu. Simboliskai
rasysime: & ~ E(N).

SA
<
2

\J
\J

0 x 0 x
Eksponentiniy skirstiniy pasiskirstymo funkcijy ir tankiy grafikai

Eksponentinis skirstinys yra atskiras gama skirstiniy Seimos atvejis. Gama
skirstinj atitinkantis tankis lygus nuliui neigiamoms argumento reikSmeéms, o
teigiamoms — apibréziamas panaudojant du teigiamus parametrus:

( A _ A" n—1_-—X\z
pI| 7”)_F(n)x € )

¢ia I'(n) yra vadinamoji gama funkcija, kuri teigiamiems n gali buti uzrasyta
integralu

I'(n) = / e 1 1dt.
0

Jei atsitiktinio dydzio £ skirstinys — gama skirstinys su parametrais A, 7,
raSysime & ~ G(\, n).

24 pavyzdys. Normalusis skirstinys

Nagrinékime Bernulio schema, tegu p —sékmeés tikimybé viename bandyme,
on —bandymuy skaic¢ius. Nagrinékime schema su vis didesniu bandymy skaici-
umi n.

Teisinga tokia teorema.
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33 teorema. Tegu sékmeés tikimybé Bernulio schemoje lygip , o &, —
sékmiy skaicius po n bandymuy. Tada bet kokiam x

_ 1 x
P(w:w<x>—>—/ e_t2/2dt, n — oo.
np(1l —p) V27 J oo

Si teorema vadinama Muavro-Laplaso integraline teorema.
Sioje teoremoje pasirodo labai svarbus tikimybiy teorijoje skirstinys.
25 apibrézimas. Jeigu atsitiktinis dydis £ turi tankj

e , —o0 < T <00,

tai sakysime, kad jis pasiskirstes pagal standartinj normalyjj désnj, jo skirstinj
vadinsime standartiniu normaliuoju. Jeigu & skirstinys yra standartinis nor-
malusis, rasysime & ~ N(0,1).

Px fL’)

0,1

0 1 x
Standartinio normaliojo désnio tankis.
Normalyjj skirstinj apibrésime ir n-maciu atveju.
26 apibrézimas. Sakysime, kad atsitiktinio vektoriaus £ : () — IR"

skirstinys yra standartinis normalusis, jei & yra absoliuciai tolydus atsitiktinis
vektorius, turintis tankj

1 1
pf(xlu s ,.Tn) = (27T)n/2 exp{ - 5 sz}
k=1

Panagrinésime absoliuciai tolydziyjy atsitiktiniy dydziy ir vektoriy savybes.
Jei £ yra absoliuciai tolydus atsitiktinis dydis, pe — Sio atsitiktinio dydzio
tankis, B yra Borelio aibé, tai

PceB) = [ newin

Analogiska lygybé teisinga ir atsitiktiniams vektoriams. Tegu & = (&1,...,&n), & :
2 — IR™, absoliuciai tolydus atsitiktinis vektorius, p¢ Sio atsitiktinio vekto-
riaus tankis, B € B™ — bet kokia Borelio aibé. Tada
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P eB)= / Pe(ur, Ug, . .. Uy )durdus . . . diy,. (23)
B

Imkime
B = (—00,21) X (—00,23) X ... X (—00,Zpm_1) X IR.

Tada P(f € B) = P(fl < xl,...,fm,1 < [L’mfl) = Fg(xl,...,xm,l), ¢ia
¢ = (&, .., &m—1). Pritaike (23) formule gausime:

</ Pe(ug, ug, . ... ,um)dum) duidus . .. dtby,_1.

oo

Ff’(xlax%”‘?xm—l) :/

.....

Jeigu pazymesime:

o
f(ul,ug,...,uml):/ Pe(ur, U, . .., Up,) AUy,

tal gausime

Fg(l‘l, Loy ... ,.’Em_l) = / f(ul, Ug, . .. ,um_l)dul e dum_l,
u;<x
i=1,c.m—
taigi f(uq,ug, ..., Un_1) yra ,trumpesnio” atsitiktinio vektoriaus tankis. Su-

formuluokime gautajj rezultata kaip teorema:

34 teorema. Jeigu absoliuciai tolydaus atsitiktinio vektoriaus § =
(€1, ..., &n) tankis yra pe(uy, . . . uy,), tai atsitiktinis vektorius &’ = (&1, ..., &no1)
taip pat yra absoliuciai tolydus ir jo tankis yra

[e.e]
pf/(u17u2a"'7umfl) :/ pf(u17u27"'7um)dum'
—0o0
Beveik akivaizdu, kaip gauti kity ,,trumpesniy“ atsitiktiniy vektoriy tankius
— reikia ,jilgojo* vektoriaus tankj suintegruoti pagal tam tikras komponentes.
Teiginj apie atsitiktiniy vektoriy tankius neformaliai galime suformuluoti
taip: ,trumpesniojo" atsitiktinio vektoriaus tankj gauname i$ ,jilgesniojo“ at-
sitiktinio vektoriaus tankio, suintegrave pastarajj pagal ,nereikalingas* kom-
ponentes.

25 pavyzdys.
Atsitiktinis vektorius £ = ({1, &) igyja reik8mes i$ aibés

A = {<ur,up > up, up > 0,u; +up < 1},
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visos reikimeés yra vienodai galimos. Raskime tankius pe(uq, ug) ir pe, (u).
Plokstumoje aibé A reigkia trikampj, kurio plotas s(A) = 1/2. Jei B —
bet kokia iSmatuojama plokStumos aibé, tai

ANB
P(f S B) = S(TA)) = 28(3 N A) = /BQIA(’LLl,UQ)duld’LLQ.
Taigi
(u u)_ 2, < Uy, Ug >€E A,
Peltn, t2) = O, < Ui, U2 >¢ A.
Tada

pe (u) = /OO e (u, ug)dus.

—0o0

Kaiu<O0arbau>1, pg(u)=0,kai0 <u<l

Pe, (u) = / 2duy = 2u.
0

Jei € yra atsitiktinis dydis, o ¢ — Borelio funkcija, tai n = ¢(&) irgi yra
atsitiktinis dydis. Jeigu & turi tankj, ar 7 taip pat turi tankj? Apsiribosime
monotonineés, tolydziai diferencijuojamos funkcijos ¢ atveju.

35 teorema. Jei £ : ) — IR yra atsitiktinis dydis, o ¢ : IR — IR —
monotoniné tolydziai diferencijuojama funkcija, tai atsitiktinio dydzio n =
(&) tankis yra

pa(t) = pe(6™1 (1) - 16/ (67 ()"

Irodymas. [rodymas remiasi kintamojo keitimo integrale formule. Tegu
¢ — monotoniSkai didéjanti funkcija. Tada turime

o~ 1(y)
Fy(y) = P(6(6) < y) = P(§ < 67\ (y)) = / pe(u)du.

—o0
Dabar belieka pakeisti kintamajj u kintamuoju ¢, kad galioty sarysis t = ¢(u).
26 pavyzdys. Tegu & ~ N(0,1), 0 n = a + &, ¢ia o0 > 0. Tada

pritaike teoremos isvada gausime, jog atsitiktinis dydis n turi tankj

1 1

py(y) = — exp{ — T‘Q(.I — @)2}.

Sakysime, kad n skirstinys yra normalusis su parametrais a,o ir raSysime

n~ N(a,0).
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<%

0 X

Normaliyjy dydziy tankiai. DydZion ~ N (a,o) tankio grafikas simetriskas
tieses © = a atzvilgiv. Kuo maZesné o reiksme, tuo statesnis tankio
grafikas.

Taciau sprendziant uzdavinius galima ir nesinaudoti jrodytos teoremos
formule. Juk tankj galime rasti i§ pradziy surade pasiskirstymo funkcija, o
po to apskaiciave jos iSvestine.

27 pavyzdys. Tegu & yra atsitiktinis dydis, pasiskirstes tolygiai
intervale [0; 1]. Raskime atsitiktinio dydzio n = % tanki.

I8 pradziy apskai¢iuokime pasiskirstymo funkcija F, (z). Pakanka surasti
Sios funkcijos reikSmes, kai x yra teigiamas. Pasinaudoje tuo, kad atsitiktinio
dydzio ¢ tankj Zinome, gausime:

F(;E):P(n<x):P(l<x):P(§>l): du.
! 3 27 Jounciee
Jeigu x < 1, tai aibe, pagal kurig integruojame, yra tuscia, todeél ir integralas
lygus nuliui. Kai x > 1, tai integralas lygus 1 — % Taigi

0 jeixz <1 0 jeixr <1
FS(I): ) X Jelx_ 7p§(x): 17 Jelx_ ’
L=<, Jeix>1, =, Jeix>1

Teiginj apie tankius galima suformuluoti ir jrodyti atsitiktiniams vektori-
ams.

36 teorema. Tegu & : 2 — IR" atsitiktinis vektorius, o ¢ : IR" — IR"
abipus vienareiksmis, tolydziai diferencijuojamas atvaizdis, ¢ = (¢1,. .. on),

iy 91

o1 Ctt Ozp
Jx)y=1|: ... 1 |#£0.

9¢n O¢n

o1 Ctt Ozp

Jei pe(z) yra atsitiktinio vektoriaus £ tankis, o n = ¢(¢), tai pastarojo vek-
toriaus tankis yra

pa(y) = pe(&™ () - [T (6~ (W) "

57



28 pavyzdys. Normalieji vektoriai
Tegu & = (&4, ..., &,) yra n-matis atsitiktinis vektorius, pasiskirstes pagal
standartinj normalyjj désnj, t. y. jo tankis yra

1 1«
pf(xla"'7xn) — (27_‘_)”/2 eXp{ — QZ[E%}

k=1
Su vektorium a = (ay,...,a,) ir matrica
011 ... O1n
=1 ... ], [Xl#0,
Onpt --- Onn

apibrésime abipus vienareikdmj atvaizdj ¢ : IR" — IR™ : ¢(z) = a + Szt, ¢ia
1 Zymi transponavimo veiksma. Pritaike teorema galime rasti atsitiktinio
vektoriaus n = a + L& tanki:

1 1 .
py(x) = WGXP{ — 5(3: —a)Q(z — a) },

da Q = (24) 7

2.5. Nepriklausomi atsitiktiniai dydziai

Apibrésime nepriklausomus atsitiktinius dydzius. Naturalu pavadinti atsi-
tiktinius dydzius &, & nepriklausomais, jei su bet kokiomis Borelio aibémis
By, By jvykiai {w : & (w) € By}, {w: &(w) € By} yra nepriklausomi.

27 apibrézimas. Atsitiktinius dydzius &1, & vadinsime nepriklauso-
mais, jei su bet kokiomis Borelio aibémis By, By

P(fl c 31,52 S Bg) = P(fl S Bl)P(fg S Bg)

Norint apibrézti du nepriklausomus vektorius, pakanka tik truputj pakeisti
apibrézima.

28 apibrézimas. Atsitiktinius vektorius &1,& : Q — IR™ vadinsime
nepriklausomais, jei su bet kokiomis Borelio aibémis By, By € B(IR™)

P(fl c 31,52 & Bg) = P(fl & Bl)P(fg & Bg)

Intuityviai du nepriklausomus jvykius suvokiame taip: du jvykiai yra
nepriklausomi, jeigu suzinoje, kad vienas i8 juy jvyko (arba nejvyko), negau-
name jokios naujos informacijos apie tai, ar jvyko antrasis. Panasiai galime
jsivaizduoti ir du nepriklausomus dydzius ar vektorius.
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Taciau gali pasitaikyti ir tokios atsitiktiniy jvykiy (o taip pat ir atsitiktiniy
dydziy) sistemos, kad bet kurie du tos sistemos atsitiktiniai dydziai yra
nepriklausomi, tac¢iau visumoje juos sieja tam tikri tarpusavio rysiai. Stai pa-
prastas pavyzdys. Tarkime, kad metamos dvi simetriskos monetos. Apibréskime
ivykius:

A = {pirmoji moneta atvirto herbu}, B = {antroji moneta atvirto herbu},

ir C' = {tik viena moneta atvirto herbu }. Tada jvykiy poros A, B ir B,C, o
taip pat ir A, C' yra nepriklausomos, ta¢iau visg jvykiy trejetg A, B, C' sudaro
priklausomi jvykiai. I§ tiesy, jei zinome, kad du i jvykiy (pavyzdziui, A, B)
ivyko, tai galime pasakyti, ivyko ar nejvyko treciasis.

Taigi norint apibrézti nepriklausomy atsitiktiniy jvykiy (o taip pat ir
dydziy) sistema, nepakanka pareikalauti, kad jie buty poromis nepriklausomi.

29 apibrézimas. Tegu &, : Q@ — IR™ (A € A) atsitiktiniy vektoriy
sistema. Jei bet kokiam atsitiktiniy vektoriy &, ..., &y, (m > 2) ir Borelio
aibiy By, Bs, . .., B,, rinkiniui teisinga lygybé

P(f)xl EBla“wf)\m EB’m):P(£>\1 GBI)"'P(fkm GBm),

tai sistemg sudaro nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai.

Tikrinti, ar du atsitiktiniai dydziai yra nepriklausomi, naudojantis apibrézimu
—labai sudétinga. Tiesa sakant — visai nebutina, nes nepriklausomumo salyga
galima reiksti tikrinimui patogesniu budu: naudojant pasiskirstymo funkci-
jas, tankius, reikSmiy jgijimo tikimybes.

37 teorema. Atsitiktiniai dydziai £, 7 : ) — IR yra nepriklausomi tada

ir tik tada, kai
P(§ <u,m<wv)= P <u)P(n<v). (24)

Siq teorema galime performuluoti taip.

38 teorema.  Atsitiktiniai dydziai £,m : 0 — IR yra nepriklausomi
tada ir tik tada, kai atsitiktinio vektoriaus ¢ = (£, n) pasiskirstymo funkcija
reiSkiama taip:

Fe(u,v) = Fe(u)Fy(v), (25)

cia ¢ = (&, m).

Irodymas. Beveik akivaizdu, kad nepriklausomi atsitiktiniai dydziai
butinai tenkina (24) salyga.Todél pakanka parodyti, jog i§ (24) iSplaukia,
kad su bet kokioms Borelio aibéms B, By

P(£ € By,n € By) = P(§ € By)P(n € By). (26)
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Beveik akivaizdu, jog 8i salyga yra patenkinta, jeigu P({ € B;) = 0 arba
P(n € By) =0, todél pakanka (26) lygybe irodyti, kai abi $ios tikimybés yra
teigiamos.

Imkime By = (—00,v), paZymékime

P(§ € By,n € By)
P(n € By) ’

Q(B)=P(§ € Bln€ By) = R(B) = P(§ € B)

ir perrasykime jrodytina (26) lygybe taip: Q(B;) = R(B;). Abi funkcijos
@, R yra tikimybiniai matai, apibrézti Borelio o-algebroje. I§ (24) gauname,
jog lygybé Q(By) = R(By), o tuo pat metu ir (26) galioja, kai By = (—oo, u).
Prisiminkime skyrelio apie tikimybes Borelio o-algebroje teiginius ir kon-
strukcijas. IS juy isplaukia, kad tikimybiniai matai, sutampantys begalini-
ams intervalams (—oo,u), sutampa visoms Borelio aibéms. Taigi lygybé
Q(B1) = R(B:) galioja bet kokioms Borelio aibéms B;. Tai ekvivalentu
tvirtinimui, jog (26) galioja bet kokiai Borelio aibei B; ir bet kokiam inter-
valui By = (—o0,v). Lieka parodyti, kad ir aibé By 8ioje lygybéje gali buti
bet kokia Borelio aibé. Pasirinkime Borelio aibe By, kad P(§ € By) > 0 ir
perrasykime (26) Sitaip:

P(n € Byl§ € By) = P(n € By); (27)
81 lygybeé teisinga bet kokiam intervalui By = (—o0; u). Pazymékime
Q(B)=P(ne Bl B,), R(B)=P(neB).

Funkcijos Q(B) ir R(B) yra tikimybiniai matai; i§ (27) gauname, kad jie
sutampa bet kokiems begaliniams intervalams B = (—oo,v). I§ anks¢iau
pateikty argumenty isplaukia, kad jie turi sutapti visoms Borelio aibéms.
Taigi (26) lygybé teisinga su bet kokiomis Borelio aibémis By, Bs.

Irodytaja teorema nesunku suformuluoti, ne dviejy, bet m atsitiktiniy
dydziy atveju. Kai dydziai yra diskretus arba absoliuciai tolydus, nepriklau-
somumo salyga galime reiksti tiesiog reiksmiy tikimybeémis arba tankiais.

39 teorema. Diskretus atsitiktiniai dydziai £,7n : ) — IR yra neprik-
lausomi tada ir tik tada, kai su bet kokiais x,y

29 pavyzdys. Rutuliai i urnos

Tarkime, kad urnoje yra penki rutuliai — du balti ir trys juodi. IS urnos
po vieng rutulj traukiame du kartus. Jeigu pirmasis iStrauktas rutulys yra
baltas, tai dydziui & priskirsime reiksme 1, jeigu juodas — reiksme 0. Su
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antrojo rutulio traukimu analogiskai susiekime dydj 7. Jeigu iStrauke rutulj
i$ urnos jj vel sugraziname atgal, tai £, n — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai,
jeigu negraziname, tai dydziai yra priklausomi.

30 pavyzdys. Bernulio dydziai

Nepriklausomy atsitiktiniy dydziy Seimos pavyzdj gauname i$ Bernulio
schemos. Jei &, igyja reikSme lygia 1 sékmés m-tajame Bernulio schemos
bandyme atveju ir 0 — nesékmes, tai &1, &, ..., &, yra nepriklausomi atsitik-
tiniai dydziai.

Jeigu atsitiktiniai dydziai yra absoliuciai tolydus, tai ju nepriklausomumo
salyga galime suformuluoti pasinaudoje tankiais.

40 teorema. Jei £,n : Q — IR absoliuciai tolydus ir nepriklausomi
atsitiktiniai dydZiai, turintys tankius pe,p,, tai atsitiktinis vektorius ¢ =
(&,m) irgi absoliuciai tolydus, bei

pe(u, ug) = pe(ur)py(us).

Jei atsitiktinis vektorius ¢ = (£, n) yra absoliuciai tolydus, pc, pe, p, yra Sio
vektoriaus ir jo komponenciy tankiai, be to,

pC(ub U2) = Pg(ul)]?n(?w),

tai atsitiktiniai dydziai £, 7 yra nepriklausomi.
Pasiréme vien nepriklausomy atsitiktiniy dydziy bei Borelio funkcijy apibrézimais
galime jrodyti tokj teiginj.

41 teorema. Jei &1,& @ Q — IR™ yra nepriklausomi atsitiktiniai
vektoriai, o fi, fo : IR" — IR™ yra dvi Borelio funkcijos, tai atsitiktiniai
vektoriai n; = f1(&1),m2 = f2(&e) irgi nepriklausomi.

Daznai tenka sumuoti dviejy ar daugiau nepriklausomy atsitiktiniy dydziy
reikSmes. Pavyzdziui, dalyvavus dviejose loterijose naturalu suvesti laiméjimy
ar pralaiméjimy balansa ir t.t. Dviejy atsitiktiniy dydziy suma veél yra atsi-
tiktinis dydis. Kaip jo skirstinys priklauso nuo démeny skirstiniy?

42 teorema. Jei &, n yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, ¢ = £ + ),
tai

z,Y
rzt+y==z
Irodymas. [vykj {¢ = z} galime i8skaidyti j nesutaikomy jvykiy {& =
x,m =y}, sajunga, ¢ia x yra atsitiktinio dydzio & reiksmé. Taigi



Atsakysime j klausima apie nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos skirstinj,
kai démenys yra absoliuciai tolydus ir nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

Tegu &, & yra nepriklausomi, absoliuciai tolydus atsitiktiniai dydziai,
turintys tankius pe, (u1), pe, (u2). Tada atsitiktinio vektoriaus & = (&,&2)
tankis yra

pi(ulj u2) = Pgy (ul)pEQ (UQ)
Apskaic¢iuosime pasiskirstymo funkcija

Feiye,(z) = P(&+& < x) = P(£ € B),

¢ia B yra pusplokstumeé, apribota tiese u; +us = x. Taciau tikimybes, susiju-
sias su absoliuciai tolydaus atsitiktinio vektoriaus reikSmeémis, skaiciuojame
naudodami tankj, taigi

P(ieB)=/

pg(ul,UQ)duldUQ:/pgl(ul)p&(uQ)dulduQ.
B B

Pakeisime integralg pagal plokstumos sritj dvilypiu integralu:

Foral) = Peen) = [ ([ paunatu)du)dn

= / Pey (ul) </ p§2(U2)du2)du1.

Pakeiskime vidiniame integrale integravimo kintamajj us kintamuoju v, us =
v — uy. Gausime

Forale) = [ patn([ peto—uao)du

_ /: : ( /_ Z Pe, (;O:)p& (0 — w)du ) do.

Prisimine, kaip i$ atsitiktinio vektoriaus tankio gaunami jo komponenciy
tankiai, gausime

Pei+¢&o (U) = /OO DPey (U)p§2 (U - u)du.

—0o0
Suformuluosime teorema; vieng jos formule jau jrodéme, kitos jrodymas
analogiskas.

43 teorema. Jei &1, & absoliuciai tolydus nepriklausomi atsitiktiniai
dydZiai, turintys tankius pe,, pe,, tai atsitiktinis dydis n = &§ + & yra taip
pat absoliuciai tolydus o jo tankis

[e.°]

Per+¢ (u) = /OO P& (U)p§2 (u - U)dv = / Pe, (U)pfl (u - U)dv'

—00 —00

62



2.6. Atsitiktiniy dydziy vidurkis
Jau zinome, kas yra paprastojo atsitiktinio dydzio vidurkis. Jei £ yra pa-

prastas atsitiktinis dydis, tai jo vidurkis lygus

E[(] =) zP(( = ).

31 pavyzdys. Binominis dydis Jei & ~ B(p,n), tai £ jgyja reikSmes
k=0,1,...,n su tikimybémis

P(&=k)=Cpp"(L—p)" "

Taigi
n n—1
E[{] =Y kCEpF(1—p)"F =np>_ CF pF(1—p)" ' 7F = np.
k=0 k=0

Siame skyriuje pateiksime atsitiktinio dydzio vidurkio apibrézima ben-
druoju atveju. Pirmasis zingsnelis — nuo paprastyjy atsitiktiniy dydziy prie
diskreciyjy.

30 apibréZzimas. Tegu & yra diskretus atsitiktinis dydis, be to eiluté

S P =1) (28)

absoliuciai konverguoja. Tada Sios eilutés suma Zymésime E[{] ir vadinsime
atsitiktinio dydzio £ matematiniu vidurkiu.
Priminsime, jog absoliutus (28) eilutés konvergavimas reigkia, jog eilutés

> |x|P( = x) (29)

x

suma yra baigtiné. IS apibrézimo matome, kad jeigu atsitiktinis dydis & turi
vidurkj, tai diskretaus atsitiktinio dydzio || vidurkis yra taip pat apibréztas.

32 pavyzdys. Puasono dydis. Jei & ~ P()), tai £ jgyja sveikas
neneigiamas reikdmes k su tikimybémis P(£ = k) = A\*eF /K, taigi

o] /\k -
E[¢] = Zkye A=
k=0 )

Pastebésime, kad aprézto diskreciojo atsitiktinio dydzio & vidurkis visada
egzistuoja. Pasiréme vien vidurkio apibrézimu galime jrodyti dar daugiau:

63



jeigu & ir n yra du diskretieji atsitiktiniai dydziai, |{] < n, ir atsitiktinio
dydzio n vidurkis egzistuoja, tai egzistuoja ir atsitiktinio dydzio & vidurkis.
Irodysime paprasciausias diskreciyjy atsitiktiniy dydziy vidurkiy savybes.
44 teorema. Tegu &, &1, & yra diskretus atsitiktiniai dydziai, kuriy
matematiniai vidurkiai egzistuoja. Teisingi tokie teiginiai:

1. su bet kokiomis konstantomis ci,co dydzZio c1&; + co&y matematinis
vidurkis taip pat egzistuoja ir

Elci&1 + ] = alE[G] + E[6);

2. JeI 51 S 52, tai E[gl] S E[fg],
3. [E[E]] < E[[¢]];
4. E[|¢|[gsay) — 0, a — oo;

5. Jei &y, & yra nepriklausomi, tai atsitiktinio dydzio & - & vidurkis egzis-
tuoja, ir

E[& '52] = E[fl] 'E[f2]- (30)

Irodymas. 1. Irodymas beveik toks pat kaip paprastyjy atsitiktiniy
dydziy atveju. Tik vietoj baigtiniy aibiy dabar — skaicios, o vietoje baigtiniy
sumy — absoliuciai konverguojancios eilutés.

2. Kadangi & =&+ & — & ir & — & > 0 ir & yra diskretusis atsitiktinis
dydis, tai pasinaudoje jau jrodyta 1) dalimi, gausime

El&] = E[§ + & — &) = E[G] + E[§ — &) > E[&],

nes neneigiamo diskreciojo atsitiktinio dydzio & — & matematinis vidurkis
irgi neneigiamas.

3. Nelygybé isplaukia i§ nelygybés —|&| < € < [€] ir jau jrodytos 2)dalies.

4. Turime

Bl o) = 32l P(€ = 2)
r>a

Teiginys iSplaukia i§ (29) eilutés absoliutaus konvergavimo.

5. I8 pradziy tarkime, jog &1, &5 jgyja tik neneigiamas reiksmes. Dydziy
&1, & reikSmes zymésime atitinkamai z, y. Tada

Y ayP(G=xb=y) =) ayP(& =2)P(&=1y).

Y
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Kadangi uzraSytosios eilutés visi nariai neneigiami, tai bet kaip juos sugru-
pave ir po to sumuodami, mes gautume ta pacia reikSme, kai pradiné eiluté
konverguoja, ir diverguojancia eilute, kai pradiné eiluté diverguoja. Tada

Y P& =a)P(=y) = ZxP&—nyPsg—y E[¢] - E[&).

Irodéme, kad E[&; - &] egzistuoja ir (30) lygybé teisinga.

Tegu dabar &;,&; yra bet kokie diskretus nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dziai. Tada |&|,|&2| yra neneigiami ir nepriklausomi atsitiktiniai dydziai
turintys vidurkius. Pagal jau jrodyta dalj atsitiktinio dydzio |£;&s| vidurkis
egzistuoja. Tada egzistuoja ir &£, vidurkis, bei

E[6&] = nyP Gl=2,6=y)= nyP & =x)P&=y) (31)

= Za:P (& == ZyP S =y) = E[&] - E[&]. (32)

Cia nariy grupavima atlikome nedvejodami todél, kad eiluté absoliuciai kon-
verguoja.

Dabar mes jau pasirenge apibrézti matematinj vidurkj bendru atveju.
Prisiminkime viena matematinés analizés apibrézima ir suformuluokime jj
atsitiktiniams dydziams.

31 apibrézimas. Jei &,,& 1 Q0 — IR ir kiekvienam 0 > 0 egzistuoja
ns , kad |€,(w) — &(w)| < 60, kai n > ng, su visais w € (, tai sakysime, jog
atsitiktiniy dydziy seka &, tolygiai konverguoja | atsitiktinj dydj &.

Jei & yra atsitiktinis dydis, tai nesunku sudaryti diskreciy atsitiktiniy
dydziy seka tolygiai konverguojancig i &. ISties fiksuotam € > 0 apibréze
diskrety atsitiktinj dydj &€,

E(w) =ne, jei &(w) € [ne,ne+e), n=0,+1,+£2, ...,
turésime

fw) —e<&(w) <gw), (W) —EWw)| <e

Atsitiktinis dydis &€ — tai tarsi ,iStiesintas atsitiktinis dydis &.

Parinke teigiamy skaiciy seka ¢, — 0, gausime diskreciyjy atsitiktiniy
dydziy seka &, = £, tolygiai konverguojancia j &.

Jeigu diskreciy atsitiktiniy dydziy seka &, tolygiai konverguoja j &, tai
duotam 0 > 0 egzistuoja ng, kad

[6n(w) = &m(w)] <6, kaiw€Q, n,m > ns
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Is tikryjy:
[6n(w) = Em(W)] < [n(w) = E(W)] + [Em(w) = E(w)| < 6/2+6/2 =,

kai n,m > ns.
Jeigu visi vidurkiai E[¢,] egzistuoja, tai

|E[&.] — E[&A]] < E[|&, — &nl] < 6, textkai n,m > ng.

Tai savo ruoztu reigkia, jog seka E[£,] tenkina Kosi konvergavimo kriterijy
ir todél turi konverguoti. Jeigu &, yra kita tolygiai i £ konverguojanciy
diskreciyjy atsitiktiniy dydziy seka, tai

6 — &l S 1& =&l + e — €l < e (n=ne)

Taigi E[|¢] — &,]] < e. Tada

[6al < 16n] + 1€, — &nl

ir vidurkiai E[|¢/|] , o taip pat ir E[¢]] (n > n.) egzistuoja. Tafiau

B[S — E[G] <E[l6 — &l <«

kai n > n.. Todél turi buti E[§,] — E[¢,] — 0. Taigi sekos E[¢,] riba
nepriklauso nuo to, kokia tolygiai konverguojancia j & diskreciyjy atsitiktiniy
dydziy seka &, pasirenkame. Siais samprotavimais ,paruoSéme dirva“ tokiam
apibrézimui.

32 apibréZzimas. Tegu ¢ atsitiktinis dydis, o &, diskreciyjy atsitiktiniy
dydziy seka, tolygiai konverguojanti j . Jei visi &, turi vidurkius, tai atsi-
tiktinio dydzio £ vidurkiu vadinsime riba

E[¢] = lim E[¢,].

n—0o0
Jeigu atsitiktinio dydzio ¢ vidurkis egzistuoja, tai

[e.o]

E[¢] =lim E[¢] = > " (ek)-P(& € [ek, ekite)) = lim > ek[Fe(ek-+e)—Fe(ek)).

(33)
Paskutinioji suma primena apibréztinio integralo dalines sumas. Tai bent is
dalies paaigkina tokj matematinio vidurkio uzra§yma:*®

16Taj vidurkio reiskimas Rymano-Styltjeso integralu; 7r. J. Kubilius, Tikimybiy teorija
ir matematine statistika, Vilnius, Mokslas,1980, p. 146-149.

66



El] = /oo wdF(z).

— 0o
Panagrinékime, kaip (33) israiska atrodo tuo atveju, kai £ yra absoliu¢iai
tolydus atsitiktinis dydis, turintis tankj p(u). Vengdami tam tikry techniniy
detaliy, tarkime, jog tankis yra tolydus. Tada i$ viduriniy reikSmiy teoremos
gausime

ek+e
F(ek +¢€) — F(ek) = / p(u)du = p(ek + Oge)e, 0 <6, < 1.

ek
Tada
Z ek|[F(ek+e)—F(ek)] = Z (ek+0re)p(ek+0ye)e— Z O0rp(ek+0re)e.
k=—o00 k=—o00 k=—00

(34)
Jeigu integralas
| lulptuydu

yra baigtinis, tai imant riba, kai € — 0, antroji suma (??) lygybéje nyksta, o
pirmoji konverguoja j E[¢], kurj galime reiksti integralu su begaliniais réziais:

Bl = [ uplu)d

Suformuluosime bendresnj teiginj apie vidurkio reiskima integralu.
45 teorema. Tegu & yra atsitiktinis dydis, turintis tankj p(u), ¢ —

Borelio funkcija, n = ¢(&). Atsitiktinis dydis n turi vidurkj tada ir tik tada,
kai integralas

| Iswlptua

—0o0

yra baigtinis. Tada
Bl = [ otup(udn

Nesunku suformuluoti analogiska teiginj diskreciajam atsitiktiniam dy-
dziui.
Atsitiktiniams absoliuciai tolydiems vektoriams teisingas toks teiginys.

46 teorema. Tegué = (£1,&o, ..., &,) yra absoliuciai tolydus atsitiktinis
dydis f : IR™ — IR — tokia Borelio funkcija, kad integralas

// |f(ur,s .o un)|pe(un, . un)duy - .. duy,
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yra baigtinis. Tada atsitiktinis dydis n = f(&1,&2,...,&,) turi matematinj
vidurk]j ir

E[n]:/ / flug, .. un)pe(ur, ... uy)duy . .. duy,.

33 pavyzdys. Atstumas iki centro Tarkime, vienetiniame skritulyje S
atsitiktinai parenkamas taskas A(&;,&s). Koordinadiy vektorius & = (&1, &s)
yra tolygiai pasiskirstes vienetiniame skritulyje S, t. y. turi tankj

1

(. 13) — =, jei (up,up) €S
pf bR O, Jel <U1,U2> g S

Raskime tasko A nuotolio iki skritulio centro matematinj vidurkj. Sis atstu-

mas yra atsitiktinis dydis
n=1/&+&,
1 2 2
En] = — uy + uzduidus.
TJs

Pereidami prie poliniy koordinaciy u; = pcos ¢, us = psin ¢ gauname

1 2T 1 1 1 2
E[U]Z—/ /p-p~dp-d¢:_._.2ﬁ:_'
T Jo 0 T 3 3

Dabar jau turime atsitiktinio dydzio vidurkio apibrézima paciu bendriau-
siu atveju. Tos vidurkio savybés, kurias jrodéme diskretiesiems atsitiktiniams
dydziams teisingos ir bendruoju atveju. Taciau tai reikia jrodyti! I§ pradziy
irodysime viena paprastg, bet naudinga teiginj.

taigi

47 teorema. Tegu &,m yra du atsitiktiniai dydziai. Jei |{] < n ir
atsitiktinio dydzio n vidurkis egzistuoja, tai £ vidurkis irgi egzistuoja.
Jei P(§ #n) =0, ir E[n] egzistuoja, tai E[{] irgi egzistuoja, ir E[¢] = E[n].
Irodymas. [rodysime pirmajj teiginj. Jis yra teisingas, kai £ ir 77 yra
diskretieji atsitiktiniai dydziai. Tai buvo prabégomis paminéta anksciau,
jrodyti nesunku, pasirémus vien diskrec¢iyjy atsitiktiniy dydziy vidurkiy apibrézimu.
Bendruoju atveju pakanka jrodyti, kad visy atsitiktiniy dydziy |£]€ (e > 0)
vidurkiai egzistuoja. Tada prisimine bendrajj atsitiktiniy dydziy vidurkio
apibréZima, galésime padaryti isvada, kad E[{] irgi egzistuoja.
Prisiminkime, kad bet kokiam atsitiktiniam dydziui ( ir ,iStiesintam® dy-
dziui (€ teisinga nelygybe (¢ < ¢ < (“+e. Pasinaudoje Sia nelygybe dydziams
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¢, n gausime || < €| < E[n] < n°+e. Kadangi diskreciojo atsitiktinio dydzio
n° + € vidurkis egzistuoja, tai egzistuoja ir dydzio [£|° vidurkis.

Irodykime antrajj teiginj. Jei P(§ # n) = 0, tai P({ € [ne,ne + ¢)) =
P(n € [ne,ne + ¢€) ir B[] = E[¢]. Taigi E[n] = E[¢].

Irodysime vidurkio savybes, kurias jau jrodéme diskretiesiems atsitiktini-
ams dydziams.

48 teorema. Tegu &, &, & yra atsitiktiniai dydziai, kuriy matematiniai
vidurkiai egzistuoja. Teisingi tokie teiginiai:

1. su bet kokiomis konstantomis ci,cy dydzio c1&; + coés matematinis
vidurkis taip pat egzistuoja ir

Elci&1 + 6] = alE[&] + E[6)];

2. Jel 51 S 52, tai E[fl] S E[é'g],
3. [E[¢]| < E[l¢]);
4. Bll{|[tg>a)) = 0, a — o0;

5. jei &y, & yra nepriklausomi, tai atsitiktinio dydzio & - & vidurkis egzis-
tuoja, ir

E[fl '52] = E[fl] 'E[§2-]

Irodymas. 1 — 3 teiginius galime jrodyti Sitaip: sudarykime diskreciuo-
sius atsitiktinius dydzius &£, &5, &5, uzraSykime jiems reikiamus sarySius bei
imkime € — 0. Riboje gausime sarysius, suformuluotus dydziams &, &, &s.

4. I3 |€] < |€]€ + € isplaukia

€11 e>ay < [T ge1>ay + € < €| jgjesa—ey + €

Taigi
E[l¢|I{¢>ay] < Bl[E]Tgejesa—ey] + €

Dabar pasiremkime teoremos apie diskreciyjy atsitiktiniy dydziy teiginiu,
kuriame tvirtinama, kad diskreciyjy atsitiktiniy dydziy ,uodegy“ vidurkiai
nyksta.

5. Kadangi |£&] < (|&1]€ + €)(|&]¢ + €), o deSinéje nelygybés puséje

uzraSyto atsitiktinio dydzio matematinis vidurkis egzistuoja, tai ;&> vidurkis
egzistuoja taip pat (Zr. anks¢iau jrodyta teorema). Turime

6162 = €165] < 16182 — 16516185 — 6165+ &6 — &85 < (6 —€111€3]+ €2 — &3] [&1 ).
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IS Sios nelygybes iSplaukia, kad
[E[&&] - E[§16]]| < e(E[l&]] + E[IE])-

Taciau atsitiktiniai dydziai £{, 5 yra diskretus ir nepriklausomi, todél jy san-
daugos vidurkis lygus vidurkiy sandaugai, taigi

El6.&,] = lim BlEg5] = lim Bl¢(] - Bl5] = B&JB[)

Teiginys jrodytas.
Atsitiktinio dydzio nebutinai egzistuoja. Stai vienas paprastas pavyzdys.

34 pavyzdys. Sankt-Peterburgo paradoksas.

Bankas nutaré paskelbti tokia loterija: dalyvis sumoka bankui dalyvio
mokestj z ir méto monetg tol, kol pasirodo pirmas herbas. Jeigu tai jvyksta
r-ajame metime, dalyvis gauna i§ banko suma 2". Koks turi buti dalyvio
jnasas x, kad bankui §i loterija nebuty nuostolinga?

Kadangi dalyvio islosis £ yra atsitiktinis dydis, naturalu pareikalauti, kad
E[¢] > x. Tatiau P(§ =2") =277, todél

E[{] =) 2727 = +o0,
r=1

Su bet kokiu pradiniu jnasu loSimas negali buti naudingas bankui.

D. Bernulio straipsnj su Siuo paradoksu paskelbé Sankt-Peterburgo moksly
akademija XVIIl-ame amziuje.

Paradoksalu Sioje situacijoje tikriausiai ne tai, kad vidurkis neegzistuoja,
bet tai, kad i$ tikryjy paskelbus tokj loSima su, pavyzdziui, 5000 lity pradiniu
inaSu ir reklaminiame plakate iSdés¢ius matematinj irodyma, kad loSimas néra
bankui naudingas, tikriausiai nedaug atsirasty zmoniy, kurie panoréty siame
losime dalyvauti.

2.7. Atsitiktinio dydzio dispersija ir kiti momentai

Ta patj vidurkj gali turéeti labai skirtingi atsitiktiniai dydziai. Tegu, pavyzdziui,

&k, k=0,1,... — atsitiktiniai dydziai, jgyjantys po dvi reikSmes:
1
P& = k) = 5"

Visy dydziy vidurkiai vienodi (E[¢;] = 0) ta¢iau patys dydziai labai skiriasi:
kuo didesnis k, tuo labiau issibarste atsitiktinio dydzio & reiksmeés.

Vienos atsitiktinio dydzio skaitinés charakteristikos — vidurkio dazniausiai
nepakanka dydzio savybéms apibudinti.
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33 apibrézimas. Tegu & atsitiktinis dydis, k > 0. Jeigu vidurkiai
E[¢F], E[|€|¥] egzistuoja, tai juos vadinsime atsitiktinio dydzio ¢ k-uoju ir
k-uoju absoliuciuoju momentais.

Diskretaus atsitiktinio dydzio k-tasis momentas reiskiamas eilute

E[f] =) P& =1),

o absoliuciai tolydaus — integralu

Is elementarios nelygybeés
€ <1+l 0<r <k,

jrodytos vidurkiy savybés gauname, jog i3 E[|£|*] egzistavimo iSplaukia E[|¢]"]
egzistavimas. Jeigu E[|¢|*] egzistuoja, tai su bet kokiu skai¢iumi a vidurkis
E[|¢ — a|*] taip pat egzistuoja. Tuo galime jsitikinti pasiréme akivaizdzia
nelygybe [€—al® < (|€]+]al)*. Pakéle nelygybés desinés pusés reiskinj laipsniu
gausime suma, kurios démenys — i$ skaitiniy koeficienty padauginti dydziai
I€|" (r < k). Kadangi visy 8iy dydziy vidurkiai egzistuoja, tai egzistuoja ir
E[(|¢] + |a])*]. Tada egzistuoja ir E[|¢ — al¥].

34 apibréZimas.  Tegu ¢ atsitiktinio dydZio k-asis momentas E[|£|¥]
egzistuoja (k > 1). Skaicius E[(£¢ — E[¢])*], E[|¢ — E[¢]|*] vadinsime atitinka-
mai £ k-uoju centriniu, k-uoju centriniu absoliuc¢iuoju momentais. Antraji
centrinj momentg vadinsime dispersija. Dispersija Zymeésime

D[¢] = E[(¢ — E[¢])’]-
Antrasis centrinis atsitiktinio dydZzio momentas arba tiesiog dispersija yra

atsitiktinio dydzio reiksmiy iSsibarstymo matas. [rodysime keleta dispersijos
savybiuy.

49 teorema. Tegu &, &y, & yra atsitiktiniai dydziai, turintys antruosius
momentus. Teisingi tokie teiginiai:

2. D] = infa E[({ — a)?];

3. D[e¢] = *D[¢];
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4. jei &1, & yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, tai
D[ + &) = DIG] + D[&].

5. D[¢] = 0 tada ir tik tada, kai P(¢ = E[¢]) = 1.

Irodymas. 1. Paéme abiejy lygybeés
(€ - E[¢])? = €% — 2¢ - E[¢] + (E[¢])”

pusiy vidurkius, gauname

E[(¢ — E[¢])*] = E[§"] — 2E[¢] - E[¢] + E[(E[¢])7].

Pertvarke Sios lygybés deSine puse, gausime teoremos tvirtinima.
2. Visai paprastoje lygybéje

(£—a)* = (E—E[]+E[¢]-a)* = (-E[¢])*+2(¢ ~E[() (B[] —a) +(E[¢(] —a)

pereikime prie vidurkiy. Gausime

E[({ —a)’] = E[¢-E[)’] +2(E[] - EE)(E[]] - o) + (B[] — )’
= E[(¢ - E[)?] + (B[] — a)*.

Akivaizdu, kad dydzio E[(§ — a)?] reiksmé maziausia, kai a = E[¢]. Taciau §i
maziausioji reiksme ir yra dispersija.

3. Lygybe gausime i 1) lygybés, jstate j ja vietoje £ atsitiktinj dydj ¢
ir pasinaudoje vidurkio savybémis.

4. Kadangi E[& + &) = E[&] + E[&], o

E[(& +&)*] = B[] + 2E[6&] + E[&] = E[¢)] + 2E[¢)] - E[&] + E[&)],

+
+

tai jstate Sias lygybes i 1) dalyje jrodyta formule ir sutvarke iSraiskas gausime
norima lygybe.

5. Pakankamumas yra trivialus. Jrodinésime butinuma.

Tegu D¢] = E[(€ — E[¢])?] = 0. Jeigu buty P(¢é = E[(]) < 1, tai
egzistuoty 6 > 0, kad P(|¢ —E[{]| > ) > 0. Imkime A = {w : [¢{(w) — E[¢]| >
§} ir apibrézkime n = I4. Tada E[n?] > 0 ir | — E[{]| > dn. Todél turéty
buti

D[¢] = E[(¢ - E[¢])’] > °E[’] > 0.
Gavome priestaravima. Teiginys irodytas.

Ketvirtoji — dispersijos adityvumo — savybé teisinga ne vien tik porai

nepriklausomy atsitiktiniy dydziy.
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ISvada. Jei &1,&, ..., &, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, turintys
dispersijas, tai jy suma irgi turi dispersija

D¢+ &+ ... +&]=D[G]+DJ&] + ... + DI,

50 teorema. Tegu atsitiktinis dydis 1 jgvja tik neneigiamas reikSmes
ir turi vidurkj. Tada bet kokiam ¢ > 0 teisinga nelygybé

E
P(n>0) < ¥.
Irodymas. Pazymékime A = {w : n(w) > d}. Nesunku jsitikinti, kad
teisinga nelygybe
d-Ia(w) <.

Imdami abiejy nelygybés pusiy vidurkius gausime

E[n]

B[5- L)) Bl 6P(4) <Ep, P(4) < ="

Pasinaudoje Siuo teiginiu jrodysime vieng daznai naudojama tikimybiy teori-
joje nelygybe. Ji dazniausiai vadinama CebySovo nelygybe.

51 teorema. Tegu & yra atsitiktinis dydis turintis dispersija. Tada bet
kokiam e > 0 teisinga nelygybé

Pl — Bl > o < 2.

€

Irodymas. Akivaizdu, kad
P(lg = E[¢]| > €) = P(|§ — E[¢]]* > ¢%).

Irodyma uzbaigsime pasinaudoje anksciau jrodyta teoremg, kurioje reikia
imti n = (€ — BIg])%,0 = ¢

Dabar jau galime suformuluoti ir jrodyti viena paprasta ribine teorema —
atskirg didziyjy skaiCiy désnio atvejj.

52 teorema. Tegué&y, &, ... nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, turintys
antruosius momentus, bei tenkinantys salyga

n-? ZD[&C] — 0, n—oo.
k=1
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Tegu S, =&+ ...+ &, B, = (E[&]+ ...+ E[¢,])/n. Tada bet kokiam € > 0
P(ln7'S, — E,| >¢€) —0, n— .

Irodymas. Pasinaudokime éebyéovo nelygybe, imdami ¢ = n~LlS,,.
Gausime

D[(n™1S,]

2

P(]n_lSn —E,| >¢) <
€2,

Dabar pasinaudokime dispersijos savybémis (konstantos iskélimo ir adityvumo):
n
D[n 'S, =n"? Z D[] — 0, n— oc.
k=1

Isvada. Jei &,&,, ... nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dy-
dziai, turintys vidurkj a ir antruosius momentus, tai bet kokiam ¢ > 0

P< SG+&+. .+ 6

n
Didziyjy skaic¢iy désnis matematine forma isreiskia musy gyvenimiska
patirtj. Pavyzdziui, gerai zinome, kad metus simetriska moneta didelj skaiciy
N karty, herbas tikriausiai pasirodys mazdaug 0,5/N karty.
Jeigu atsitiktiniy dydziy &; ir & momentai E[¢7], E[£3] egzistuoja, tai
E[|£1&:|] taip pat egzistuoja. Irodydami pasiremkite akivaizdZia nelygybe

216165 < €7+ &5

—a

>6>—>0, n — 0o.

ir vidurkio savybémis.
Jei momentai E[¢7], E[¢Z] yra baigtiniai, tai lygybe

FN) = E[(A\& + &)°] = NE[§]] + 2E[¢ - &]A + E[]

yra korektiskai apibréztas antro laipsnio daugianaris, jgyjantis vien neneigia-
mas reikSmes (A $io daugianario kintamasis). Tokio daugianario diskrimi-
nantas turi buti neteigiamas. UzraSe ji, gausime naudinga nelygybe, ja su-
formuluosime teoremoje.

53 teorema. ‘Tegu atsitiktiniy dydziy &;,&, antrieji momentai egzis-
tuoja. Tada E[|£1&,]] yra taip pat egzistuoja, bei

E[|&,6]] < (E[&)) V2 (E[&]) V2

IS Sios teoremos gauname, kad atsitiktiniams dydziams &, &>, turintiems
baigtinius antruosius momentus, dydis E[(§; — E[&])(& — E[&)])] taip pat
apibréztas.
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35 apibrézimas. Tegu atsitiktiniy dydziy &, &> antrieji momentai
egzistuoja. Dydj

cov (&1,&) = E[(&G — E[&]) (& — E[&))]
vadinsime dydziy &, & kovariacija, o dydj

Cov (51, 52)
D& ] - DI&]

kai vardiklis nelygus nuliui — koreliacijos koeficientu.
Nesunku jsitikinti, kad kovariacija galime skaic¢iuoti taip:

cov (&1,&2) = E[616] — E[&] - E[&)].

Irodysime kelias koreliacijos koeficiento savybes.

p(&1,62) =

54 teorema. Tegu &,&; yra atsitiktiniai dydziai, turintys baigtines ir
nenulines dispersijas. Teisingi tokie teiginiai:

1 |p(&, &) < 1
2. p(&1, &) =0 tada ir tik tada, kai D[§; + &) = D[&] + D&

3. Lygybé |p(&1,&2)| = 1 teisinga tada ir tik tada, kai egzistuoja konstantos
A1, Ag, A3, ne visos lygios nuliui, kad

P&+ Xy = As) = 1.

Irodymas. 1. ISplaukia i$ koreliacijos koeficiento apibrézimo ir jrodytos
nelygybés momentams.
2. Uzrasykime tapatybe

(& +&-E[G]-E[&])* = (G -E[&])°+2(6 ~El6]) (&L —El&]) +(& ~E[&])%
Imdami abiejy pusiy vidurkius gausime
D& + &) = D[&] + 2p(&1, &2) + D[&).

I3 Sios lygybés ir gauname 2) teiginj.
3. Tegu
P(Ai&r 4 A& = Ag) = 1,

ir \; #0. Tada P(§; = a& +b) =1,
D[¢1] = a®D[&], & —ElG] =a(& — E[&)]),  cov (&1,&) = aD[&).
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Tada
Ccov (61 ) 62)

(D[&:]DI&])" >
Tegu dabar p(&;, &) = 1. Apibrézkime atsitiktinj dydj
_ <51 —El&G] &- E[52]>2 >0
v DI&] vD&] 7

Nesunku patikrinti, kad E[n] = 0. Bet tada turi buti

§-Fla) G-FBlal N
PCE e Yt

Analogiskai istirtume atveji p(&1,&2) = —1. Taigi su tam tikromis konstan-
tomis A, A2, A3 gauname, kad P(A&; + A& = A3) = 1.

p(&1, &) =

a
= m = sgna.

2.8. Atsitiktiniy dydziy konvergavimo rusys

Pradésime nagrinéti atsitiktiniy dydziy seky {¢,} konvergavima. Naudo-
jamos jvairios konvergavimo rusys, apibréSime svarbiausias.
Tegu {&,} yra atsitiktiniy dydziy seka. Elementariyjy jvykiu poaibis

A = {w : egzistuoja baigtiné riba lim &,(w)}
n—oo
yra atsitiktinis jvykis, o

lim &,(w), jei we A,
§(w) = g .
0, jei w ¢ A,

yra atsitiktinis dydis. Jei P(A) = 1, tai atsitiktiniai dydziai &, ,beveik visur*
konverguoja j atsitiktinj dydj &.

36 apibrézimas. Tegu &,&, : Q2 — IR yra atsitiktiniai dydziai, n =
1,2,.... Sakysime, jog atsitiktiniy dydziy seka &, konverguoja j atsitiktinj
dydj & su tikimybe 1, jei

Pw: & (w) = &(w),n — o0) = 1.

Zymésime: &n R & n— oo.

Jei &, & ¢ (n — 00) ir P(w: {(w) = &(w)) =1, tai &, L (n — o).
Todél riba néra apibrézta vienareikSmiskai. Taciau ribiniai dydziai skiriasi
tik ,mazoje* (nulinés tikimybés) aibéje.
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35 pavyzdys. Tegu Q = [0;1], A — aibés Q Borelio poaibiy sistema,
P(A) — geometrinis ilgis. Tegu &,(w) = =, {(w) =0,

1, w= %, 1, jei w — racionalusis skaicius.

0, jeiw# 3, 0, jeiw yra iracionalusis skaicius,
oo Mt |

Tada atsitiktiniy dydziy seka &, konverguoja su tikimybe 1irj &, irj &0, ir
j €@,

55 teorema. Atsitiktiniy dydziy seka &, konverguoja j atsitiktinj dydj
¢ su tikimybe 1 tada ir tik tada, kai su bet kokiu € > 0

P(w:sup |§,(w) — E(w)] > €) — 0, m — oo. (35)

n>m

Irodymas. Pakanka teorema jrodyti, kai e = 1/r; ¢ia r yra naturalusis
skai¢ius. Apibrézkime jvykius

B =A{w :sup |§,(w) — E(w)| > 1/r}, By = NpBrm.

n>m
Nesunku jsitikinti, kad
B = {w: &,(w) nekonverguoja } = U, B,.

Teorema tvirtina, kad P(B) = 0 tada ir tik tada, kai P(B,,,) — 0, m — oc.
Kadangi jvykiai B, yra didéjantys, tai P(B) = lim P(B,), ir lygybé P(B) =0
T

teisinga tada ir tik tada, kai P(B,) = 0. Ta¢iau P(B,) = lim P(B,,). Taigi
P(B) = 0 teisinga tada ir tik tada, kai kiekvienam r tikimybés P(B,,,), kai
m — oo, artéja prie nulio. Taciau kaip tik tai ir tvirtina musy teorema.

Tuo ir baigiasi teoremos jrodymas.

Su (35) salyga galétume kitaip apibrézti konvergavimo su tikimybe 1 sa-
voka. Susilpnine Sig salyga gausime kita konvergavimo rusj.

37 apibrézimas. Tegu &,&, @ Q0 — IR yra atsitiktiniai dydziai,
n = 1,2,... . Sakysime, jog atsitiktiniy dydziy seka &, konverguoja pagal
tikimybe j atsitiktinj dydj & | jei kiekvienam € > (

Pw: | (w) —&w)| >€) — 0, n— oo

Zymésime: &n Eit &, n— oo.

Is apibrézimo bei jrodytos teoremos iskart iSplaukia, kad kiekviena atsitiktiniy
dydziy seka, konverguojanti su tikimybe 1, konverguoja ir pagal tikimybe.
Taciau atvirkstinis teiginys néra teisingas.
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36 pavyzdys.

Vienetine atkarpa [0; 1] ,surieskime” j apskritima A . Tada intervalai
pavirs apskritimo lankais. Nagrinékime tikimybine erdve Q@ = A, A — o-
algebra, generuota A lanky aibés, P : A — [0;1] — tikimybinis matas,
priskiriantis lankams jy ilgius. Atidékime ant apskritimo taskus A;, Ao, ...
rikinodami juos pries laikrodzio rodykle taip, kad lanko A; A, ilgis buty lygus
%, lanko Ay A3 — %, ... , lanko A,,_1A,, — %

Nagrinékime atsitiktinius dydzius &,(w) = I(a,_,,a,)(w). Akivaizdu, kad
P(& =1) = 1. Kadangi eiluté 1

2
n

diverguoja, tai lankai A, 1A, be galo daug karty padengia apskritima, taigi
kiekvienas apskritimo taskas priklauso be galo daugeliui lanky. Taigi

liminf¢,(w) =0, limsupé,(w)=1,

todél seka &,(w) nekonverguoja kiekvienam w. Kita vertus
P(lgn(w) = 0] > €) = P(gu(w) = 1) = ~ =0,

taigi
En il 0, n — oo.
Stai dar vienas, kiek sudeétingesnis pavyzdys.
37 pavyzdys. Siek tiek skaiciy teorijos

Nagrinékime geometriniy tikimybiy schema, kurioje ©Q = [0, 1]. Apibréz-
kime atsitiktiniy dydziy seka

1<m<n
(m,n)=1

Nesunku jsitikinti, kad &, . Skaiciy teorijoje irodoma, kad kiekvienam
iracionaliajam « egzistuoja be galo daug trupmeny m/n, kad

o=l <

n n?’
Todél P(w : limsup &,(w) = 1) = 1. Taigi seka &, nekonverguoja su tikimybe
1 j nulj. Apibrézkime kita atsitiktiniy dydziy seka:



Tada

P(w:sup [€,(w) — 0] >¢) < Z P (w)=1) < Z n- 2

3
n
nzm n>m n>m
2
= E — — 0, m—o0.
n
n>m

Si seka konverguoja i nulj su tikimybe 1, taigi ir pagal tikimybe.

Taigi konverguojanti pagal tikimybe seka gali nekonverguoti su tikimybe
1. Vis délto konverguojancia pagal tikimybe atsitiktiniy dydziy seka galima
praretinti, kad likes posekis konverguoty su tikimybe 1.

56 teorema. Jeigu atsitiktiniams dydZiams teisingas sarysis &, EiR &En—
00, tai galima iSskirti posekj &, , kad galioty &, N £, m — o0.

Zr. irodyma J. Kubiliaus knygoje ,, Tikimybiy teorija ir matematineé statis-
tika“, Vilnius, Mokslas, 1980, p. 201-202.

Irodysime teorema apie konvergavimo pagal tikimybe ir vidurkiy konver-
gavimo rysj.

57 teorema. Tegu &,, &, n yra atsitiktiniai dydziai, kuriems

& D€ |6 <n Ep < o

Tada E[¢] taip pat egzistuoja ir E[(] = lim EI[¢,].
Irodymas. Pagal ankstesne teorema egzistuoja posekis &, , su tikimybe

1 konverguojantis j £. Tadiau tada |€(w)| < n(w) beveik visiems w. Tada
gauname, kad E[{] egzistuoja. Dabar imkime skai¢iy a > 0 ir vertinkime:

[ES.] - ElE]l < E[l§n —¢&l] = Ell$n — &l Lpn<a] + Ellén — S n>a)]

< eP([6n — &l <€) +2aP(|& — €] > €) + 2E[n]n 0],
¢ia pasinaudojome tuo, kad beveik visiems w teisinga nelygybé |&,(w) —
£(w)] < 2n(w). Fiksave skai¢iy § > 0, galésime parinkti pakankamai maza
e > 0 ir pakankamai didelius a, IV, kad deSinioji gautos nelygybiy grandinélés
pusé buty mazesné uz 0. To pakanka jrodymui uzbaigti.

Tiek konvergavimo su tikimybe 1, tiek konvergavimo pagal tikimybe atve-
jais visi atsitiktiniai dydziai turi buti apibrézti toje pacioje tikimybinéje
erdvéje. Taciau kur apibrézti tie atsitiktiniai dydziai, su kuriais susiduri-
ame gyvenime, kartais keblu pasakyti.

Taigi tampa neaisku, kaip nagrinéti jy konvergavima pagal tikimybe ar
su tikimybe 1. Apibrésime dar vieng atsitiktiniy dydziy konvergavimo rusj.
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Sios rusies konvergavima galime nagrinéti net nezinodami, kokiose baig¢iy
erdvése apibrézti musy atsitiktiniai dydziai.

38 apibrézimas. Tegu &,,& yra atsitiktiniai dydziai, o F,, F juy
pasiskirstymo funkcijos. Sakysime, kad atsitiktiniai dydziai &, silpnai kon-
verguoja j £ jeigu kiekvienam funkcijos F'(x) tolydumo taskui x teisinga

Fo(z) = F(z), n— oo

Silpnajj konvergavimg Zymeésime: £, = &.

Tegu X, yra intervale [—1/n; 1/n] tolygiai pasiskirstes atsitiktinis dydis,
Y, ir Z, — intervaluose [—1/n;0] ir [0;1/n] tolygiai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai, o V' — iSsigimes atsitiktinis dydis, P(V = 0) = 1. Nubraizykime 8iy
dydziy pasiskirstymo funkcijy grafikus.

A
Fx,(z)| ———— Fy, (x)

[T

|

I
3=

|

I
3=

1)1
n| n

Panagrinéje juos jsitikinsime, kad jei x # 0 ir n — oo, tai
Fx,(z) = Fy(z), Fy,(z) = Fy(z), Fg,(x) — Fy(z).

Taciau taske x = 0 pasiskirstymo funkcijy elgesys skiriasi:

Fx,(0) = 3 A Fo(0) =0, Fy(0) =14 Fo(0), F2,(0)=0— Fy(0)

Taigi dydziai X,,,Y,, Z, silpnai konverguoja j atsitiktinj dydj V, taciau
taske x = 0 pasiskirstymo funkcijy elgesys skiriasi.

Kai visi atsitiktiniai dydziai &,, apibrézti toje pacioje tikimybinéje erdvéje,
galima nagrinéti, pavyzdziui, konvergavimo pagal tikimybe ir silpnojo kon-
vergavimo rySj. Galima jrodyti, kad apibrézty toje pacioje tikimybinéje
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erdvéje atsitiktiniai dydziy seka, konverguojanti pagal tikimybe taip pat kon-
verguoja ir silpnai.
Silpnajj atsitiktiniy dydziy konvergavima galima apibudinti ir kitaip.

58 teorema. Tegu &,,& yra atsitiktiniai dydziai, o F,, F' jy pa-
siskirstymo funkcijos. Atsitiktiniai dydziai &, silpnai konverguoja j £ tada
ir tik tada, kai bet kokiai tolydziai ir apréztai funkcijai f(u) teisingas sarysis

E[f(&)] = E[f(§)], n— oo (36)

Irodymas. [rodymas gana ,techniskas®, t. y. teks pasinaudoti analizés
instrumentais, kuriuos naudojame dydziams vertinti.

Tarkime, salyga (36) teisinga visoms apréztoms ir tolydzioms funkcijoms
f. Naudosime §ia salyga su funkcijomis f = ¢(z|a, d), kurias apibrésime taip.

Su realiaisiais skaiciais a ir 6 > 0 apibréskime:

1, jeiu<a-—9,

@(u‘% 5) = {

max(%5*,0), jeia—4d < u.

Funkcijos ¢(u|a, §) yra apréztos ir tolydzios. Kai u < a—d, tai p(ula,d) =
1, kai u > a, ¢(u|a,d) = 0. Jei § — 0, tai nesunku jsitikinti, kad su visais u

o(ula —0,0) = I—oo0)(u).
Jeigu & yra koks nors atsitiktinis dydis, tai
1 L P
(€la —6,0)=Iecqy taigiir p(&la —0,0)=I(ecq)

Pasiréme teiginiu apie konvergavimo pagal tikimybe ir vidurkiy konvergav-
imo rysj gausime, kad

E[p(¢la = 6,0)] = E[l{ecay] = P(§ < a) = Fe(a).

Tegu a yra funkcijos F'(x) tolydumo taskas. Pazymeékime ¢(u) = I(_oq)(u).
Pasinaudoje funkcijomis ¢(ula — 4, ), gausime

p(Enla —0,0) < p(&n) < @(&nla +6,0),
o paéme vidurkius
Elp(nla —06,0)] < Fu(a) < Elp(&nla +6,6)].
Pereikime gautoje nelygybéje prie ribos, kai n — oo. Gausime

Elp(&la —6,0)] < liminf F,(a) < limsup F,(a) < E[p({|a + 9, 9)].
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Kadangi ¢(z|a 4 9,0) < I(—_ooars) (@) it [(_oo a—25)(2) < @(x]a — 0,0), tai
Elp(fla+6,0)] < F(a+0), F(a—20) < E[p({la—14,0)],

ir Fla+9) — F(a—2)) -0, §— 0, nes F(x) tolydi taske z = a.

Taigi lim F,(a) = F(a). Irodéme, kad i$ (36) seka silpnasis konvergavi-
mas. e

Tegu dabar atsitiktiniai dydziai &, silpnai konverguoja j atsitiktinj dydj
&, taigi pasiskirstymo funkcijos F,(u) konverguoja j F'(u) $ios funkcijos toly-
dumo taskuose. Tegu o(u) yra tolydi ir aprézta funkcija, |p(u)] < A. Fik-
suokime skaiciy € > 0 ir parinkime a < b tokius didelius, kad

P& ¢ la,0)), P& & la,b)) < -

Siek tiek pagalvojus galima jsitikinti, kad visada galima tokius a, b parinkti.
Vertinsime skirtuma (¢ia ir kitur vartojame glausta indikatoriaus funkecijos
zymenj: Ieepy = lwewyeny = le-1(B) ):

1E[p(§0)] — Elp(O]] = [E[p(§n) igaclaby + Ligaglab)] —
E[o(§) (Leeiany + Leganpy)l] <

]E[gp(f )[{sne[ab}] E[gp(f)f{§€ab ”—i—

[E[p(&) Ligaglanp]] + [E[0(§) Legiapn]l-

Pasinaudoje a, b pasirinkimu ir salyga |¢(u)| < A, gausime

Bli(6)] - Blo©)ll < 5 + [Blole) guciom] — Blo©icumll:  (37)

Vertinsime antraji dydj. Intervalg [a,b) padalysime funkcijos F'(x) toly-
dumo taskais (galime manyti, kad a,b yra taip pat Sios funkcijos tolydumo
taskai):

a=2x5<x]<...<zy=0>
Tarkime, kad Sis padalijimas yra toks smulkus, jog su visais z{ < u < v <
x5, teisinga nelygybé |p(u) — ¢(v)| < €/5. Apibrédime diskreciuosius atsi-
tiktinius dydzius

N-1
Z QO I{gn €[z wH_l)} 776 - Z QO(ZEE)I{ge[:vf,:vf_‘_l)}
=0

Tasky x§ parinkimas garantuoja, kad

[E[p(&n) g elanyy] — Elny]] <

Cﬂlm
[S281e )



Pasinaudoje paprastomis nelygybémis su moduliais, gausime

[Elo(n) ienelany] = Elp(€) Lecmll < [Elp(€n) Lienelann] — El]l +
2
[Bl(€) Lectany] — Bl + [El:] - Bln‘ll < = -+ [El:] - Bl

Dar turime jvertinti paskutinjjj deSinés pusés narj:

N-1
En) —ENI =1) o@)(Ellg.epras, ) — Ellfeeius ae, 3. (39)
=0
Taciau
Elli¢,efasas, ) — Elljgepras, )] = Pén € [75,2714)) — P(§ € [25, 2541))

= Fu(aiy) — Fu(af) + F(af,) — F(5).

Kadangi F),(x) konverguoja j F(x) pastarosios funkcijos tolydumo taskuo-
se, tai imdami didelius n, galime dydzius E[l¢, cius e, 03] — Ell{ecis s, )]

paversti mazesniais uz bet kurj pasirinkta teigiama skaiciy. Tada (39) dydis
nevir§ija €/5, kai n > ng. I8 gauty jver¢iy gauname, kad su n > ng

[Elp(&.)] — E[p(©)]] <e.

Taigi (36) salyga jrodyta.

2.9. Silpnasis konvergavimas ir kompaktiskumas

Silpnojo atsitiktiniy dydziy konvergavimo salygos nusakomos vien jy pa-
siskirstymo funkcijomis. Tad galime kalbéti tiesiog apie pasiskirstymo funkcijy
silpnajj konvergavima.

39 apibrézimas. Tegu F,(x) yra pasiskirstymo funkcijy seka.
Sakysime, kad ji silpnai konverguoja, jeigu egzistuoja pasiskirstymo funkcija
F(z), kad kiekviename jos tolydumo taske x F,(z) — F(x), kai n — oc.

Kaip ir atsitiktiniams dydZiams Zymeésime:

F, = F.

Kada gi pasiskirstymo funkcijy seka silpnai konverguoja? Pradésime tirti
Si svarby klausima.

59 teorema. Tegu F, bet kokia pasiskirstymo funkcijy seka. Tada
egzistuoja posekis F,, , bei nemazéjanti ir tolydi i$ kairés funkcija G(z), kad
Sios funkcijos tolydumo taskuose F,(z) — G(z), kain — oo.
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Si teorema vadinama Helley (Eduard Helley) kompaktiskumo teorema.

Pastebékime, kad ribiné funkcija gali buti visai ne pasiskirstymo funkcija.

Kiek pagalvojus galima jsitikinti, kad kiekviena nemazéjanti ir tolydi is
kairés funkcija G(z),0 < G(z) < 1 gali buti ribine pasiskirstymo funkcijy
sekos F,,(x) funkcija, t.y. F,(z) — G(z) visuose G(z) tolydumo taskuose.

Irodymas. Racionaliyjy skaiciy aibé yra skaiti, tad visus jos elementus
galima sunumeruoti:

Q = {QhQQa - }

Nagrinékime skaic¢iy seka F),(q;). Kadangi 0 < F,(¢;) < 1 tai galima i8rinkti
konverguojantj posekj F,,(q1) — g1, ¢la t — 00,0 < g < L. Zymésime
atitinkamy pasiskirstymo funkcijy posekj Fj,. Nagrinékime skaiciy seka
Fi n(g2). Vél galime i8rinkti konverguojantj posekj. Zyrnédami atitinkamas
pasiskirstymo funkcijas Fy,,, gausime Fy,(q2) — ¢2, n — oo. Tesdami §j
procesa gausime pasiskirstymo funkcijy posekiy seka:

F171 FLQ ce Fl,m

F271 F272 ce F2,m

(40)
Fm,l Fm,2 me

)

Parinktieji posekiai turi Sias savybes:
{Ft,m} - {thl,m}a Ft,m(Qs) — Js, 1 S S S t, m — o0.

Apibrézkime funkcija G : Q@ — [0, 1], imdami G(¢;) = g; ir prateskime ja iki
funkcijos G : IR — [0, 1] apibrézdami

G(r) =sup{G(q) : q € Q,q < 7}

Tada G(x) yra nemazéjanti, tolydi i3 kairés funkcija.

Dabar parinkime nauja pradinés pasiskirstymo funkcijy sekos posekj, im-
dami tas funkcijas, kurios (40) lenteléje ant jstrizainés'”: Fy i, Foo,.... Aki-
vaizdu, kad F},,,(¢) — G(q) bet kuriam racionaliajam ¢. Tegu xy yra bet
koks funkcijos G(z) tolydumo taskas, o u,v € Q,u < zg < v. I§ nelygybiy

Fm,m(u) S Fm,m(xO) S Fm,m(v)

1"Toks parinkimas daznai vadinamas Kantoro diagonaline procediira. Panaudojes ana-
logiska samprotavima G.Kantoras jrodé, kad realiyjy skaic¢iy aibé néra skaiti. gi fakta zino
kiekvienas pirmojo kurso studentas ir juo tikriausiai nesistebi. Pats Kantoras i§ pradziy
galvojo, kad realiyjy skaiciy aibé skaiti. Po keliy savai¢iy darbo jis paneigé §ia hipoteze.
Idomu, kad kitai klaidingai hipotezei, kad IR ir JR"™(n > 1) néra tos pacios galios aibés
paneigti, G. Kantorui prireiké net 3 mety. Tokia yra atradimy kaina!
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pereidami prie ribos, kai m — 0o, gauname

G(u) < liminf F,,, ,,, () < limsup Fp,m(z0) < G(v).

m

Ta¢iau o yra funkcijos G(z) tolydumo taskas, todél

lim G(u) = lim G(v) = G(x9),
U—To— v—x0+
taigi Finm(zo) — G(x0), kai m — oo. Teorema jrodyta.
Tad bet kokiai pasiskirstymo funkcijy sekai F},, nemazéjanciy ir tolydziy
i$ kairés ribiniy funkcijy klasé R(F},), susidedanti i$ tokiy funkcijy G, kurioms
egzistuoja posekis F), , kad G tolydumo taskuose

B, () = G(),

yra netusc¢ia. Jei F), silpnai konverguoja i pasiskirstymo funkcija F', tai
R(F,) = {F}; ¢a F ribiné pasiskirstymo funkcija. Teisingas ir atvirksti-
nis teiginys.

60 teorema. Jei F), pasiskirstymo funkcijy seka, o aibé R(F),) sudaryta
i§ vienintelés pasiskirstymo funkcijos F, tai F,, = F.

Irodymas. Tarkime F, nekonverguoja silpnai j F. Tada egzistuoja F
tolydumo taskas z, kad F,(z) 4 F(x). Aprézta skai¢iy seka F,(z) turi
bent viena ribinj taska ¢, ¢ # F(x). Parinkime kokj nors F}, posekj F!, kad
F!(x) — c. I8 Helley kompaktiskumo teoremos isplaukia, kad egzistuoja j tam
tikra nemazéjancia funkcija jos tolydumo taskuose konverguojantis F) (x)
posekis F), (r). Kadangi ribiné funkcija yra vienintelé, tai F, = F. Taigi
turi buti F, (z) — F(x). Taciau tai priestarauja salygai F, () — c,c #
F(z). Teiginys jrodytas. Nors aibé R(F,,) visada turi nors viena elementa,

gali atsitikti, kad nei viena pasiskirstymo funkcija nejeina j Sia pasiskirstymo
funkcijy Seima. Pakanka panagrinéti pavyzdj, kai F,(x) = I(»0)(z). Kad F),
silpnai konverguoty butina ir pakankama, kad

e R(F,) buty sudaryta tik i§ pasiskirstymo funkcijy;

e R(F,) turéty vienintelj elementa.

I§ pradziy panagrinésime, kada j R(F,,) jeina tik pasiskirstymo funkcijos.
Pasirémus Helley teorema nesunku jsitikinti, kad aibé R(F,) sudaryta vien

tik i§ pasiskirstymo funkcijy tada ir tik tada, kai is kiekvieno F}, posekio
galima iSrinkti silpnai konverguojantj posekj.
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40 apibrézimas. Pasiskirstymo funkcijy Seima {F,} vadinsime
santykinai kompaktiska, jei is kiekvieno jos posekio galima iSrinkti silpnai
konverguojantj posekj.

Irodysime J. V. Prochorovo teorema apie konvergavimo ir santykinio kom-
paktiskumo rysj.

61 teorema. Pasiskirstymo funkcijy Seima F = {F,} yra santykinai
kompaktiska tada ir tik tada, kai bet kokiam € > 0 egzistuoja toks N, kad su
visais o

F,(N)—F,(—N)>1—e (41)

Irodymas. Tarkime, kad pasiskirstymo funkcijy Seima yra santykinai
kompaktiska, bet netenkina salygos. Tada kokiam nors € > 0 ir kiekvienam
n=1,2,3,... atsiras Sios Seimos pasiskirstymo funkcija F,, € F, kad

F,,(n)—F,, (—n) <1—e.

Paprastumo délei zymékime F,, = F,, . Pagal musy prielaidg egzistuoja silp-
nai konverguojantis sekos F;, posekis, t. y. egzistuoja F,, ir pasiskirstymo
funkcija G(u), kad F),,,(u) — G(u) funkcijos G tolydumo taskuose. Imkime
kokj nors M, kad M, —M buty G tolydumo taskai ir

G(M) — G(—M) > 1 —e.

Kai n > M teisinga nelygybe F, (M) — F,(—M) < F,(n) — F,(—n) < 1 —,
taciau kita vertus turi buti F,(M) — F,(-M) - G(M) — G(-M) > 1 —e.
Gavome priestara.

Tegu dabar pasiskirstymo funkcijy Seima F tenkina (2.9.) salyga, o F,, yra
kokia nors jos elementy seka. Pagal Helley teorema egzistuoja nemazéjanti,
tolydi i$ kairés funkcija G(u) ir posekis F,, , kad F),  (u) — G(u) funkcijos
G tolydumo taskuose. Mums tereikia parodyti, kad G yra pasiskirstymo
funkcija, t. y.

G(n) — G(—n) — 1, n — oo. (42)

Bet kokiam skai¢iui e > 0 raskime N, kad galioty (2.9.) salyga. Galime N
parinkti taip kad —N, N buty G tolydumo taskai. Tada

G(N)—G(=N) = lim [F,, (N)—F, (-N)] > 1—e.

I§ 8io teiginio iSplaukia (42) salyga.
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2.10. Charakteringosios funkcijos

Apibrésime atsitiktinius dydzius su kompleksinémis reikSmémis.

Kam gi mums reikia tokiy dydziy? Juk ir kompleksiniy skaic¢iy mes kas-
dieniame gyvenime neprisimename. Jie netinka nei isloSiy, nei santaupy dy-
dziams reiksti, nei ka nors matuoti.

Kas gi tada yra tas kompleksinis skai¢ius? Galime jsivaizduoti, kad kom-
pleksinis skaicius z tai dviejy realiyjy skaiciy x,y poros vaizdavimo budas:
z = x4+ . Cia i yra ,ypatingas“ skaiius — menamasis vienetas, t.y. toks
skai¢ius, kurio kvadratas lygus —1, i = —1; skaifius x vadinamas real-
igja z dalimi, zymime x = Re z, skaiCius y — menamaja dalimi, Zymime
y = Im z. Apibréze veiksmus su Siais skaiciais sukuriame turtinga jvairiais
sarysiais struktura, tarsi jrankj, kuriuo naudojantis galima tyrinéti kitas sri-
tis. Viena tokiy sriciy, kuriy tyrinéjima kompleksiniais skai¢iai palengvina —
silpnasis atsitiktiniy dydziy, jgyjanciy realigsias reikSmes, konvergavimas.

I8 pradziy apibréskime atsitiktinius dydzius su kompleksinémis reikSmémis.
Atsitiktinis dydis su kompleksinémis reik§mémis gaunamas i$ dviejy realigsias
reikSmes jgyjanciy atsitiktiniy dydziy ir atvirksciai.

41 apibrézimas. Tegu (), A, P) yra tikimybiné erdvé, C — kompleksiniy
skaiciy aibé. Funkcija £ : Q) — C vadinsime kompleksiniu atsitiktiniu dydZiu,
jei & = & +1&, kur & = Re &,& = Im & yra realieji atsitiktiniai dydziai.
Kompleksinius atsitiktinius dydZius

§ =& + 1o, n=1mn+1in

vadinsime nepriklausomais, jei bet kuria atsitiktiniy dydziy pora {&;,n;} su-
daro nepriklausomi dydZiai.
Jeigu dydziy &, & vidurkiai egzistuoja, tai atsitiktinio dydzio  vidurkj apibrésime

E[{] = E[&] +1E[&).

Taigi kompleksiniy atsitiktiniy dydziy vidurkiai yra kompleksiniai skaiciai.
Daugelis vidurkio savybiy yra tos pacios tiek atsitiktiniams dydziams su
realiomis, tiek su kompleksinémis reikSmemis. Pavyzdziui, kaip ir realiyjy
atsitiktiniy dydziy atveju, kompleksinio atsitiktinio dydzio ¢ vidurkis egzis-
tuoja tada ir tik tada, kai egzistuoja atsitiktinio dydzio |¢| vidurkis. Kompleksiniy
atsitiktiniy dydziy vidurkiy savybeés jrodomos, pasiremiant realiyjy atsitikti-
niy dydziy savybémis. Suformuluosime keleta.

62 teorema. Teisingi tokie teiginiai:

1. Jei &1,& yra kompleksiniai atsitiktiniai dydziai, turintys vidurkius, o
a,b kompleksinés konstantos, tai atsitiktinis dydis £& = a&; + by irgi
turi vidurkj ir

E[(] = aE[¢1] + DE[&].
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2. Jei kompleksinis atsitiktinis dydis £ turi vidurkj, tai |E[£]| < E[|£]].

3. Tegu &, yra kompleksiniai atsitiktiniai dydziai ir beveik visiems w
En(w) — &(w), €] < n; ¢ia n yra realusis atsitiktinis dydis turintis
vidurkj. Tada &,, € irgi turi vidurkius,

B[S <E@ql,  [EE]| <E[n], E[S] — E[f, n — oo

4. Jei &1, & yra nepriklausomi kompleksiniai atsitiktiniai dydziai, turintys
vidurkius, tai atsitiktinis dydis & = &; - & irgi turi vidurkj ir

E[f] = E[fﬂ ’ E[f2]‘

Viena i$ paciy svarbiausiy matematikoje yra formulé: jei u yra realusis
skaicius, tai
e™ = cos(u) + isin(u),

¢ia e yra naturiniy logaritmy pagrindas. Zinome, kad su visais u teisinga
lygybé |e™| = 1. [state vietoje u kokj nors atsitiktinj dydj £ gauname:
e = cos(€) +isin(€), [e®| = 1.

Taigi bet kokiam atsitiktiniam dydziui £ su realiomis reikSmeémis vidurkis
E[e®] egzistuoja. Taip pat gauname, kad bet kokiam atsitiktiniam dydZiui &
ir realiajam skaiciui ¢, kompleksinio atsitiktinio dydzio

e = cos(t€) + i sin(t€)

vidurkis egzistuoja.
42 apibrézimas. Realiojo atsitiktinio dydzio & charakteringgja
funkcija vadinsime realiojo argumento funkcija

d¢(t) = E[e"] = Elcos(t€)] + iE[sin(t¢)].

Realiojo atsitiktinio vektoriaus § = (£, . .., &,) charakteringaja funkcija vadin-

sime funkcija | |
Ge(ty, ... t,) = E[efsrtFitndn]

38 pavyzdys. Puasono dydis Tegu atsitiktinis dydis & pasiskirstes
pagal Puasono désnj: £ ~ P(\). Tada jo charakteringoji funkcija

> eitm/\m B B o (eit)\)m :
Pe(t) = e A= Z = exp{\(e” —1)}.
m=0 m=0



39 pavyzdys. Standartinis normalusis dydis
Tegu ¢ ~ N(0,1). Tada

0 1 o 2
¢§(t) — / eltupg(u)du — _/ eztufu /Qdu
—00 V2T J-so

Pastarasis integralas konverguoja visoms ¢ reikSmeéms, ne vien tik realiosioms.
Imkime ¢ = —iz. Tada

; 1 * e 2/2
—iz) = e 2 dy =
ocl=is) =—= [

1 2 2 2
z%/2 —(u+2)?/2 _ 72)2
—e e du+z) =e* /=
o - (u+2)

Imdami z = it, kur ¢ realusis skaicius, gausime

be(t) = pc(—i(it)) = e /%

Isvardysime paprasciausias charakteringyjy funkcijy savybes. Jos irodomos
pasinaudojant atsitiktiniy dydziy vidurkiy savybémis.

63 teorema. Teisingi Sie teiginiai:
1. Atsitiktinio dydzio charakteringoji funkcija yra tolydi kiekviename taske.

2. Tegu & yra atsitiktinis dydis, a,b dvi konstantos, n = a& + b. Tada
& (t) = ee(at).

3. Tegu &, &5 yra du nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, € = & - &. Tada
Pe(t) = e, (1) 9, (1)

Irodykime, pavyzdziui, 3) savybe. Jei atsitiktiniai dydziai &, £, yra neprik-
lausomi, tai atsitiktiniai dydziai e ir €2 irgi yra nepriklausomi (iek tiek
reikia pasamprotauti, norint tuo jsitikinti). Be to, Sie dydziai turi vidurkius.
Tada

E[eitél . eitgg] — E[eit§1+it§2] — E[eit&] . E[eit&].

Taciau pastaroji lygybeé kaip tik ir reiskia, kad ¢¢(t) = ¢g, (1) e, (t).

Nors 3) charakteringyjy funkciju savybe jrodéme dviems nepriklausomiems
atsitiktiniams dydziams, taciau ji teisinga bet kokiai baigtinei nepriklausomuy
atsitiktiniy dydziy sistemai:
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ISvada. Jei &1, &, ..., &, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, tai

Dert.ten(t) = Pei (1) - Py () -+ - Dg, (1)

Turint vieny dydziy charakteringasias funkcijas ir naudojantis jrodytomis
savybémis, kartais galima surasti kity dydziy charakteringasias funkcijas.

40 pavyzdys. Binominis dydis
Jei m;(i = 1,...,n) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai,
Pn;=1)=p, Pmni=0)=qg=1-p,
tai jy suma n = 1, +...+n, yra atsitiktinis dydis, pasiskirstes pagal binominj
désnj: n ~ B(n,p). Tada

¢n(t) = ¢y (t) O (t) = ¢ (t)n = (eitp + Q)n'

41 pavyzdys. Normalusis dydis

Jeigu (o ~ N(0,1), t.y. atsitiktinis dydis (o pasiskirstes pagal standartinj
normalyjj désnj, o a ir o yra realieji skaiciai, tai atsitiktinis dydis ( = a4 oy
pasiskirstes pagal normalyjj désnj su parametrais a,o?, t.y. ¢ ~ N(a,o?).
Pasinaudoje charakteringyjy funkcijy savybémis gauname:

be(t) = g, (o) = =712,

Dabar panagrinésime charakteringosios funkcijos ir atsitiktinio dydzio
momenty rysj.

64 teorema. Jei egzistuoja atsitiktinio dydzio & m-asis momentas, tai
bet kokiam t egzistuoja m-oji charakteringosios funkcijos ¢¢(t) iSvestiné. Be
to

de(t) ™) = B[(i)"e™]. (43)
Charakteringajai funkcijai teisingas toks asimptotinis skleidinys:
m . .
(it)’ (it)™
Pe(t) = ZE[fl]T + Tm(t)w; (44)
1=0
¢ia rpy(t) — 0,t — 0.
Irodymas. [rodysime, kad pirmoji ¢¢(t) iSvestiné egzistuoja. I§ charak-
teringosios funkcijos apibrézimo gauname

Pe(t +h) — ¢e(t) _ it et —1
N 20l pres (),
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Nagrinékime atsitiktinius dydzius

] ihf_l
_ zt£.<e )
Nh =€ h

Kai h yra mazas teigiamas skai¢ius |n,| < 2|¢|, tuo galime jsitikinti pasin-
audoje analizinémis rodiklinés funkcijos savybémis. Be to , kai h — 0,
nn(w) — i€e™@) (kiekvienam w ). Pasinaudoje dydziy konvergavimo ir
vidurkiy konvergavimo sarySiu gauname:

E[n] — Elige™].

Sis sarysis ekvivalentus (43) lygybei. (43) lygybe bet kokiam m galima jrodyti
pasinaudojus indukcija.

Irodysime (44) lygybe. Pasinaudosime Tayloro formule: jei realiyjy skai-
¢iy aibéje apibrézta realiasias reikSmes jgyjanti funkcija f(¢), be to nulio
aplinkoje ji m karty diferencijuojama, tai Sioje aplinkoje

m=1 () (m) (g
=0 ’ ’

¢ia 6 = 6(x) yra skaicius tarp 0 ir 1. Pasinaudoje Sia formule funkcijoms
cos x ir sin z, gausime'®

e = cosz+isinx =

(cos(bh(x)z) + isin(fz(x)x)

= (iz)! 1T
— Z ( ‘) + ( )! (cos(by(x)x) + isin(by(x)x) — 1).

{! m
=0

Istatykime j 8ig lygybe x = t£ ir imkime abiejy pusiy vidurkius. Gausime
(44) lygybe, kurioje

() = E[(cos(01 (#€)1€) + i sin(6(€)8€) — 1)].

Nesunku jsitikinti, kad 7,,(¢) — 0, kai ¢ — 0. Teorema jrodyta.

Su atsitiktiniais dydziais galima sieti jvairius jvykius. Visy tokiy ivykiy
tikimybes galima reiksti naudojant atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijg.
Dabar kiekvienam atsitiktiniam dydziui sukuréme dar vieng funkcijag — charak-
teringaja funkcija. Ar ji taip pat ,saugo” visa informacija apie atsitiktinio
dydzio tikimybes?

18Tjesy sakant, kad jsitikintume, jog 3i lygybé teisinga, turime pasidarbuoti; reikia atski-
rai i8nagrinéti atvejus, kai m dalijasi i§ 4, dalijant i§ 4 duoda liekanas 1, 2,3
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Jeigu du dydziai turi tg pacia pasiskirstymo funkcija, tai ir jy charakte-
ringosios funkcijos vienodos. Taigi kiekvieng pasiskirstymo funkcija atitinka
tam tikra charakteringoji funkcija.

65 teorema. (Vienaties teorema.) Jeigu pasiskirstymo funkcijos yra
skirtingos, tai jy charakteringosios funkcijos irgi skirtingos.

Sis svarbus teiginys teigiamai atsako j anksciau suformuluota klausima.
Tad pagal charakteringasias funkcijas galime atpazinti pasiskirstymo funkci-
jas. Taciau jrodyti Sig teorema yra gana nelengva. Norintiems suzinoti, kaip
ja irodyti, teks pavartyti iSsamesnes tikimybiy teorijos knygas.

42 pavyzdys. Puasono dydziai

Tarkime &1, &> yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, pasiskirste pagal
Puasono désnius: & ~ P(\1),& ~ P(Aq). Pagal kokj désnj pasiskirsciusi jy
suma?’

Tegu & = & + &. Tada Sio dydzio charakteringoji funkcija yra tokia:

Pe(t) = e, ()¢, (1) = exp{Ai (e 1) }-exp{Aa(e—1)} = exp{(M+A2) (e ~1)}.

Matome, kad ¢¢(t) yra désnj P(A; + Ag) atitinkanti charakteringoji funkcija.
Taigi & ~ P(A1 + A2).

43 pavyzdys. Normalieji dydziai

Lygiai taip pat galime jsitikinti, kad nepriklausomy atsitiktiniy dydziy
& ~ N(a;,0?), i = 1,2, suma pasiskirsciusi pagal désnj N (a; +as, 03 +03).

Pasiskirstymo funkcijy silpnojo konvergavimo tyrimas — vienas is svarbiausiy
tikimybiy teorijos rupesciy. Panagrinékime, kaip Siai problemai tirti galima
naudoti charakteringasias funkcijas.

Visy pirma, i8 silpnojo konvergavimo savybiy iSplaukia toks teiginys.

66 teorema. Jei F,, F yra pasiskirstymo funkcijos, o ¢,(t), ¢(t)
jas atitinkancios charakteringosios funkcijos ir F,, = F, tai kiekvienam t,
On(t) — o(t), kai n — oo.

Taigi silpnai konverguojancia pasiskirstymo funkcijy seka atitinka kiekvien-
ame taske konverguojanti charakteringyjy funkcijy seka. Svarbu istirti, ar i$
charakteringyjy funkcijy konvergavimo galima daryti iSvada apie silpnajj pa-
siskirstymo funkcijy konvergavima. Priminsime, kad pasiskirstymo funkcijy
seka {F,} silpnai konverguoja tada ir tik tada, kai ribiniy funkcijy aibéje
R(F,) yra vienintelé funkcija, be to, §i funkcija yra pasiskirstymo funkcija.
Tarkime, jau nustatéme, kad pasiskirstymo funkcijy seka {F,} yra santyk-
inai kompaktiska. Tada i§ Prochorovo teoremos iSplaukia, kad aibé R(F,)
sudaryta tik i§ pasiskirstymo funkciju. Tegu pasiskirstymo funkcijos ¢, (t)
konverguoja kiekviename taske j tam tikra funkcija ¢(t). Jeigu aibéje R(F,,)
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buty bent dvi skirtingos pasiskirstymo funkcijos F, G tai tam tikriems poseki-
ams turétume
Fo: = F, Fue = G.

Charakteringosios funkcijos atitinkancios pasiskirstymo funkcijas F, G buty
skirtingos. Pazymékime jas f, g. Tada kiekvienam ¢ turétume

Pns, (1) = [(8), Pngz(8) = g(t), m — 0.

Tacdiau tada gautume priestaravima ¢(t) = f(t) = g(t).

Taigi, jei pasiskirstymo funkcijy seka santykinai kompaktiska, o charak-
teringosios funkcijos konverguoja, tai aibé R(F,,) buty sudaryta tik i§ vienos
pasiskirstymo funkcijos, taigi pasiskirstymo funkcijy seka silpnai konverguoja.
Tad norédami suformuluoti silpnojo konvergavimo kriterijy vien tik charak-
teringosiomis funkcijomis, turime nustatyti, kokia charakteringyjy funkcijy
savybé garantuoja atitinkamy pasiskirstymo funkcijy sekos santykinj kom-
paktiskuma. Pasirodo, kad ta savybé labai paprasta: charakteringyjy funkcijy
riba turi buti tolydi taske t = 0 funkcija!

Teorema apie pasiskirstymo funkcijy silpnojo konvergavimo ir charakte-
ringyjy funkcijy konvergavimo rysj dabar galime suformuluoti taip.

67 teorema. (Tolydumo teorema.) Pasiskirstymo funkcijy seka F,
silpnai konverguoja j tam tikra ribine pasiskirstymo funkcija tada ir tik tada,
kai atitinkamy charakteringyju funkcijy seka ¢,(t) kiekviename taske kon-
verguoja j tam tikra funkcija ¢(t), kuri yra tolydi taske t = 0. Tokiu atveju
¢(t) yra ribine pasiskirstymo funkcija F' atitinkanti charakteringoji funkcija.

Tai labai naudinga, bet kartu ir sudétinga teorema. Tenka ir ja palikti be
irodymo.

Kitame skyrelyje pamatysime, kaip 8i teorema palengvina svarbiausiy
tikimybiy teorijos teiginiy — ribiniy teoremy jrodyma.

2.11. Ribinés teoremos

Keletas tokiy teoremy suformuluota ankstesniuose skyreliuose. Tai teiginiai
apie tam tikry atsitiktiniy dydziy &, skirstiniy artéjima prie ribinio skirstinio,
kai n — oo.

Apibrézéme silpnojo konvergavimo savoka bei sukuréme patogy jrankj
silpnajam konvergavimui tirti — charakteringasias funkcijas. Tad dabar ir j
ribines teoremas galime kitaip pazvelgti. Puasono teorema dabar sufor-
muluosime taip.

68 teorema. Tegu ¢, yra atsitiktiniai dydziai, &, ~ B(n, p,) irnp, — A,
kain — oo, ¢ia A > 0. Tada &, pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j
Puasono désnio P(\) pasiskirstymo funkcija.
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Irodinédami Sio skyrelio teoremas remsimeés viena pagrindiniy matema-
tinés analizés riby. Stai ta riba: jei z, kompleksiniy skaic¢iy seka turinti
baigtine riba, t. v. z, — 2z, kai n — oo, tai

<1+Z—n>n—>ez, n — o0o. (45)
n

Irodymas. Prisiminkime, kaip uzraSoma pagal binominj désnj B(n, p)
pasiskirsciusio dydzio charakteringoji funkcija; ji lygi (1 — p + pe’)". Taigi

npneit — Npn ) n

Be. (1) = (1= po + poe)" = (14 2

Pasinaudoje (45) su z, = np,e" — np, — Ae — X\ gauname

e, (1) — o), o(t) =" n— oo,

tadiau ¢(t) yra désnio P(A) charakteringoji funkcija. Pasiréme tolydumo
teorema gauname iSvada, kad pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja i
désnio P(A) pasiskirstymo funkcija. Teorema jrodyta. Dabar prisiminkime

didziyjy skaiciy désnj. Jj irodéme nepriklausomiems atsitiktiniams dy-
dziams, turintiems antruosius momentus. Ar antryjy momenty egzistavimas

tikrai butinas?

69 teorema. Tegu &1, &5, ... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
atsitiktiniai dydziai, turintys matematinj vidurkj a. Tada bet kokiam ¢ > 0

P<‘€1+§2+"'+§n

—a}>e)—>0, n — 00.
n

Irodymas. Pazymékime

EL+&+...+&, = Em — @
Sn: — a4 = m m = .

DydZiai 1,,, yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste E[n,,] = E[£,, —a] = 0.
Tegu ¢(t) yra atsitiktinio dydzio &, — a charakteringoji funkcija. Tada i3
(44) su m = 1 gauname

o(t) =14+ ri(t)t), () —0, t—0.
Taigi .
ot =o(8) ~ten ()2
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ir
t\it\n
05, () = o (8)- 6, (1) = (1471(5) =) =&, n— oo
Taciau funkcija f(t) = e® = 1 yra ,iSsigimusio” atsitiktinio dydzio &, P(¢ =
0) = 1 charakteringoji funkcija. Pagal tolydumo teorema S, pasiskirstymo
funkcijos  F,, silpnai  konverguoja ]}  pasiskirstymo funkcija
F(ZE) = I(O’+OO)(1-). Tada

P<}£1+52+...+£n

n

— a} > 6) < P(S, < —€/2)+ P(S, >¢/2) =

F.(—€/2)+1—F,(¢/2) — 0, n — oc.

Teorema jrodyta.
Paprastai didziyjy skai¢iy désniu pasitikime ir daznai juo remiameés. Stai
dar vienas jo taikymo pavyzdys.

44 pavyzdys. Monte Karlo metodas

Tarkime mums reikia suskaic¢iuoti kokios nors sudétingu konturu apri-
botos aibés S plota. Tegu §i aibé yra vienetinio kvadrato poaibis. Gal but
nezinodami nuo ko pradéti éméme tiesiog baksnoti aibe tusinuko galu, kartais
pataikydami, o kartais ne. Ir tai jau nebloga pradzia!

Tarkime turime galimybe rinkti vienetinio kvadrato taskus Ap, A, ...
taip, kad pasirinkimai buty nepriklausomi, ir kiekviena karta visi taskai
turéty vienodas galimybes buti parinkti. Apibrézkime nepriklausomus at-
sitiktinius dydzius

1, jei A, €S8,
n 0, jei A, &S.

Tada &, yra atsitiktiniai dydziai, turintys vidurkj E[¢,] = s(S), ¢a s(S)
yra musy aibés plotas. Tada didziyjy skaic¢iy désnis tvirtina, kad esant
dideliam N labai tikétina, kad

S +&+. .+ En
N

~ s(S).

Taigi jei atsitiktinai baksnodami aibe tusinuko smaigaliu i§ 10000 karty i
aibe pataikéte 4900 kartus, tai protinga manyti, kad s(S) ~ 0,49.

Nagrinédami Bernulio schemg, kai bandymy skaicius didelis, naudojomeés
Muavro—Laplaso integraline teorema. Dabar jau zinome pakankamai, kad
galétume ja jrodyti. Galime dar daugiau — jrodysime vieng pagrindiniy
tikimybiy teorijos teiginiy — centrine ribine teoremg. Muavro—Laplaso in-
tegraliné teorema yra atskiras Sios teoremos atvejis.
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70 teorema. (Centriné ribiné teorema.) Tegu &, yra nepriklausomi
ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, turintys vidurkj E[£,] = a ir
dispersija D[] = o%. Tada pasiskirstymo funkcijos

F.(z) = P( z”: fg\;ﬁa < x)

silpnai konverguoja j standartinio normalinio désnio N (0,1) pasiskirstymo
funkcijg ®(x), t. y. su visais ©

1 v 2
F,(x —>—/ e 2du, n — .
(x) 5

Tarkime &, yra atsitiktinis dydis, jgyjantis reikSme, lygia 1, jei Bernulio
schemos n-asis bandymas baigési sekme, ir jgyjantis reiksme 0, jei bandymas
buvo nesékmingas. Sie dydziai tenkina centrinés ribinés teoremos salygas.
Jeigu S, = & + ... + &, yra sékmiy skaicius, atlikus n bandymy, o p yra
sekmes tikimybé viename bandyme, tai nesunku suskaiciuoti, kad

F,(z) = p(M < x),

np(1l —p)
taigi centriné ribiné teorema tvirtina ta patj, ka ir Muavro—Laplaso inte-
graliné teorema.

Cia suformulavome pat] paprascCiausia centrinés ribinés teoremos vari-
anta. IS tikryjy néra butina, kad visi atsitiktiniai dydziai buty vienodai
pasiskirste!®

Teoremos jrodymas. Visi atsitiktiniai dydziai &, — a yra vienodai
pasiskirste, turi vidurkj lygy nuliui ir dispersija, lygia o?. Pazymékime jy
bendra charakteringaja funkcija f(¢). Is (44) gauname, kad 8i charakteringoji
funkcija uzrasoma taip:

o?t? t?

f(t)zl—T—Hb(t)'E, ro(t) — 0, kai t — 0.

Pazymékime 7, = (&, — a)/(o+/n), tada

=1 (5im) =1 5t

197y, 7ymiai bendresne centrine ribine teorema J. Kubiliaus knygoje ,, Tikimybiy teorija
ir matematine statistika”, 1980, Vilnius, p. 264-265.
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Kadangi 7, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai ir

Sn _an—a an,

tai Sios sumos charakteringoji funkcija yra

5,00 = 6 (0) o200, 0 = (1= 14 ra(2) 250"

Pasinaudoje (45) riba gausime

t2
¢s, (1) — exp{ — 5}, n — 0.

Taciau funkcija ¢(t) = exp{—%} yra standartinio normalinio désnio N (0, 1)
charakteringoji funkcija. I8 tolydumo teoremos gauname, kad .S,, pasiskirstymo
funkcijos, t. y. funkcijos F,(z), visuose taskuose konverguoja j normalinio
désnio N (0, 1) pasiskirstymo funkcija.

Teorema jrodyta.
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