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1 Trendo ir sezoniSskumo vertinimas bei elimi-
navimas

Paprastai pirmasis zingsnis duomeny analizéje yra duomeny grafinis pavaiz-
davimas. Duomeny vizualizacija leidzia ,jtarti koks modelis turéty buti nau-
dojamas. Populiariausias yra isskaidymas j trendo, sezoniskumo ir triukSmo
komponenciy suma:

Xy =my + 8¢ + Zy, (1.1)

kur m; yra létai besikei¢ianti funkcija (trendo komponenté); s; yra periodiné
funkcija su zinomu periodu d, atspindinti tokiy sezoniniy faktoriy, kaip mety
laikai, savaités dienos ir pan., jitaka; Z; yra atsitiktine triukSmo komponente,
matematiskai apraSoma stacionaraus proceso pagalba (7r. 3 skyrelj).

1.1 Trendo komponentés vertinimas ir eliminavimas

Pradinis uzdavinys — jvertinti ir eliminuoti trendo ir sezoniskumo kompo-
nentes, taip kad liekanos pasidaryty ,panasios” ] stacionaraus proceso real-
izacijos elgesj. Aptarsime dazniausiai sutinkamus metodus.

Trendo eliminavimas mazZiausiy kvadraty metodu.  Pirmuoju budu
(dar vadinamu determinuoto trendo metodu) ,makroskopiné“ komponenté
aprasoma kaip tam tikra determinuota funkcija (pavyzdziui, logaritmine,
eksponentiné, polinominé ir t.t.), kurios parametrai jvertinami maziausiy
kvadraty metodu.

Tarkime, kad sezoninés dalies (1.1) iSraiskoje néra, t. y.

Xt :mt+Zt, (12)

ir trendas m; gali buti nusakytas kokia nors parametrine funkcija, pavyzdziui,

kvadratiniu daugianariu m; = ag + ait + ast>. Tuomet jverciai ag, ay, ao
? Y

gaunami minimizuojant liekany kvadraty suma atzvilgiu ag, aq, as:

n n

D (@ —m)? =) (3 — (ag + art + ast?))*. (1.3)

t=1 t=1

Gautasis trendo jvertis tuomet yra 1y, = ag + a1t + aot>.
1 paveiksle parodyta LITIN indekso kasdieninés reikSmes laikotarpyje nuo
2002.11.04 iki 2003.09.10 ir jy aproksimacija maziausiy kvadraty metodu.
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1 pav. LITIN indekso kasdieninés reiksmés laikotarpyje nuo 2002.11.04 iki
2003.09.10 ir jy aproksimacija kvadratine funkcija m; = 0,0070729¢t% — 0, 62567t +
290, 26.

2 ir 3 paveiksle parodyta LITIN indekso (7zr. 1 paveiksla) liekanos Z, =
xy — My ir ju koreliaciné bei dalinés autokoreliacijos funkcijos (ju apibrézimai
pateikiami 7.2 ir 10 skyreliuose). Vizualiai matome, kad gautos liekanos néra
nekoreliuotos. Remiantis 3 grafikais, kaip matysime véliau, galima numatyti
kokia turéty buti X; komponenté Z;.

Suglodinimas slenkamuoju vidurkiu. Tarkime, seka X; nusakoma (1.2)
lygybe. Tegul ¢ yra neneigiamas sveikas skaicius ir tegul Y; yra empirinis
2q + 1 dydziy X, vidurkis

%1

Jeigu laikysime, kad m, yra ,panasi” j tiesine funkcija kiekviename intervale
[t — q,t + q| ir paklaidy vidurkis yra artimas nuliui, tai gausime

1 & 1 &
Y, — T 7.
P Zmtﬂ+2q+12 I

Jj=—q Jj=—q
My, g+1<t<n—gq.

Q
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2 pav. LITIN indekso reikSmiy aproksimacijos liekanos Zy = my — M.
Hh ”””””””””””””””””””” Wl .
e ST T i

3 pav. LITIN indekso reik§miy aproksimacijos liekany koreliaciné bei dalinés au-

tokoreliacijos funkcijos.

(Nes (2¢+1)7' 321 my,; = m; sum} = aj +b.) Tokiu atveju laikysime,

Jj=—q



kad trendo m; jvertis yra

Likusioms z; reikdmeéms (kai ¢t < ¢ ir ¢ > n — ¢) (1.4) netinka ir Sios reiksmes
aproksimuojamos naudojant eksponentinj suglodinima

n—t

my = Za(l—a)jxtﬂ-, t=1,...,q,
=0

t—1
my = Za(l—a)jxt,j, t=n—-q+1,...,n
=0

Empiriskai nustatyta, kad « reikéty parinkti i§ intervalo [0,1;0,3]. Kartais
sitloma nestebimas reikSmes x;, t < 0 ar t > n apibrézti paprasciausiai
imant x; ;=27 kai ¢t <O ir x; := x,, kai t > n.

4 pavaizduotos Lietuvos telekomo akcijy uzdarymo kainos NVP birzoje
laikotarpiu 2002.11.04-2003.10.28 ir slenkamojo vidurkio trendo jvertis su
q=3.

4 pav. Lietuvos telekomo akcijy kasdieninés uzdarymo kainos NVP birzoje laiko-
tarpiu 2002.11.04 — 2003.10.28 ir slenkamojo vidurkio trendo jvertis su ¢ = 3.




¢ filtru, kuris is

éi suglodinimo metoda galima laikyti ,Zemo daznio'
duomeny z; ,iSima“ daznai svyruojanc¢ia komponente Zy = x4 — 1y ir palieka
letai besikeic¢iancia dalj m,. Pastaraji metoda galima interpretuoti kaip ben-
dro tiesinio filtro 1, = 3 7% a;;y; atskira atvejj.

Idomus pavyzdys buvo pasiilytas angly aktuarijaus Spencer’io 1904
metais. Jis pasiulé 15 tasky filtra, kuris neturi poveikio kiuibiniam daugia-

nariui. Tegul

a; = Qa_4, izl,...,7,
a; = 07 |Z| > 77
1
(ag,ai,...,a7) = 320 (74;67;46; 21; 3; —5; —6; —3).

Taikant jj daugianariui m; = ¢y + c1t + cot? + c5t?, turésime

7

Sis pavyzdys sako, kad idealiu atveju galima parinkti tokj tiesinj filtra, kuris
nepakeisty trendo dalies. Bendrai, Spencer’io pavyzdj galima lengvai suprasti
Sio gana trivialaus teiginio, kurj paliekame jrodyti skaitytojui, kontekste:

1.1 teiginys. m; = Z;]:_q a;myi; visiems k-os eilés daugianariams m; =
co+ ait + - + ct® tada ir tik tada, kai

q

Z(lizl

i=—q
s
q
g ila; =0 suwvisais l=1,... k.
1=—q

Eksponentinis suglodinimas. Vienas is suglodinimo metodo trukumuy yra
tas, kad pagal (1.4) lygybe, §j filtra galima taikyti tik tai duomeny daliai,
kuri néra arti imties krasty. Minétas suglodinimas imties galuose gali biiti



taikomas ir visai imd¢iai. Toks metodas vadinamas eksponentiniu suglodin-
imu. Nagrinékime filtrg

[e.e]
my = Za(l — o)z,
=0

kur 0 < o < 1. Aisku, norint jj taikyti imdciai x1,...,x,, reikia nagrinéti
LShupjautas” sumas. Praktiskai eksponentiskai suglodintas trendas gaunamas
i§ rekurentiniy lygybiy

my = @I,

my = axg+ (1—a)my_y, t=2,...,n.

Is siy lygybiy matome, kad su @ = 1 eksponentinis suglodinimas ,neveikia“,
nes m; = xy suvisaist = 1, ..., n; tuo tarpu su a = 0 gaunamas , maksimalus®
suglodinimas — m; = x; su visais t = 1,...,n. Daznai parametra « sitloma
parinkti optimaliai — minimizuojant liekany suma 2?22 (z; — my)2.

5 pavaizduotos Lietuvos telekomo akcijy uzdarymo kainos NVP birzoje
laikotarpiu 2002.11.04 — 2003.10.28 ir eksponentinio suglodinimo metodu
jvertintas trendas.

Skirtumy panaudojimas. Tai yra vienas populiariausiy metody, naudoja-
mas kaip alternatyva ankstesniems dviem metodams. Jo esmé — trendo elimi-
navimas nagrinéjant skirtumus (,diferencijuojant” duomenis) X; — X; ;. Sis
metodas taikytinas tada, kai svarbu yra ne tiek jvertinti trenda, kiek, Zinant
jo i8 anksto jo forma, jj eliminuoti ir toliau tirti ,mikroskopine” komponente.

Nusakysime 8] metoda tiksliau. Apibrézkime skirtuminj operatoriy V
lygybe

VX, =X, — X1 =(1-B)X,,

kur B yra postumio operatorius, t. y. BX; = X; ;. Operatoriy B ir V
laipsniai apibréziami lygybémis B/ X, = X,_; ir V/X, = V(VI7'X}), j > 1
su VX, = X,. Pavyzdziui,

ViX;, = V(VX,) =(1-B)(1-B)X,
= (1-2B+ B*X,
- Xt - 2Xt71 —+ Xt72-
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5 pav. Lietuvos telekomo akcijy kasdieninés uzdarymo kainos NVP birZzoje laiko-
tarpiu 2002.11.04 — 2003.10.28 ir eksponentinio suglodinimo metodu jvertintas tren-
das su a =0, 3.

Jei skirtuminj operatoriy taikysime tiesinio trendo modeliui (1.2) su m; =
at + b, tai gausime

VXt = th + VZt
= a+ VZt

Panasiai gauname, kad bendro polinominio trendo atveju su m; = 2520 a;t!
VEX, =k ap + V¥ Z,.

Taigi, skirtumy panaudojimas gali buti interpretuojamas kaip auksto daznio
filtras, kuris ,nufiltruoja“ Zemo daznio signala m, (létai besikei¢iancia
dalj), palikdamas auksto daznio signala. Tokiu budu, atlikus ,diferenci-
javima“ pakankamg karty skaiciy, galima eliminuoti bet kokj polinominj
trenda. Aisku, kad kiekvieng kartg panaudojus skirtumus, praradame vieng
stebéjima.

6 pavaizduotos Lietuvos telekomo akcijy uzdarymo kainy transformacija,
panaudojant skirtumus.

10



ssssss

6 pav. Lietuvos telekomo akcijy kasdieniniy uzdarymo kainy NVP birzoje laiko-
tarpiu 2002.11.04—2003.10.28 skirtumai.

1.2 Trendo ir sezoninés dalies eliminavimas

Laikykime, kad duomenis norime aprasyti (1.1) modeliu, kur EZ, = 0, o

sezoniné dalis tenkina
d

St+d = S¢, Zst = 0.
t=1
lliustracijai nagrinékime tokj pavyzdj. Lenteléje Zemiau pavaizduota
Lietuvos BVP faktinémis kainomis (milijonais lity) 1995-2002 metais.
Atitinkamas grafikas pateiktas 7 paveiksle.

1995 1996 1997

1998

1999

2000

2001

2002

I 48515 6449,2 79574
II  5796,6 7426,1 9389,9

III 7172,4 9055,8 10639,9 11824,5
IV 6960,6 8598,2 10532,6 11388,5

9409,4
10932,1

9471,5
11099,8
11213,3
10823,7

10072,4
11349,0
11639,2
11637,3

10524,4
11943.5
124498
12580,1

11184,6
12738,6
13398,6
13356,8

Tegul x5, 7 = 1,...,8, k = 1,...,4, zymi j-yjy mety k-ojo ketvircio

reikSme. Turime x; = Tp44(j—1)-

11
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7 pav. BVP faktinémis kainomis (milijonais lity) 1995-2002 metais.

1) Jeigu trendas yra nedidelis, tai galime laikyti, kad jis yra pastovus
7-yjuy beégyje ir gali biiti jvertintas

4

R 1

mj = Z E .CEj’k.
k=1

Sezonine komponente tuomet jvertiname
1
Sk =g Z(%‘,k — 1;).
7=1
Matome, kad tada Zi:l S = 0. Atémus jvertintas trendo ir sezoniskumo
komponentes, gauname liekanas

A

Zik = Tjk — Mj = 5k

2) Tuo atveju, kai trendas néra pastovus kiekviename periode arba mes
nenorime daryti Sios prielaidos, taikytinas kitas, tikslesnis, metodas. Pirmi-
ausia, zinant ,ciklo* ilgj d, galime eliminuoti sezoniskumo efekta, taikydami
slenkamojo vidurkio metoda. Priklausomai nuo to, ar d yra lyginis ar nely-

ginis, jvertiname trenda:
1

X 1 1 .
my = E <§£Et—q + Tt—g+1 +-+ Lt4q—1 + §mt+Q>7 kai d = 2(]

12



ir
. 1 .
my = E (xtfq + Tt—qg+1 +ee $t+q)7 kai d = 2q + 1)
Clag<t<n-—q.
8 paveiksle pavaizduotas trendo jvertis m; BVP duomenims su d = 2¢ = 4

(krastiniams duomenims taikomas eksponentinis suglodinimas):
€ )

3 Ti—o+ Tp1 + X + Tpp1 + B Tiyo

mt:—

4

8 pav. BVP reikdmiy trendo jvertis, taikant slenkamojo vidurkio jvertj su g = 2.

Toliau vertiname sezonine dalj. Kiekvienam k£ = 1,...,d skai¢iuojame
dydziy {zitja — Mutja, ¢ < k + jd < n — ¢} aritmetinj vidurkj. Musy
pavyzdyje turésime:

]~

(Thyaj — Miraa), kai kb =1,2,

~l =

Wy
1

<.
o |l

(Thyaj — Mipyaq), kal k=3, 4.

-1l =
S
I
o

13




Taip gauti vidurkiai dar néra sezoninés komponentés jverciai, nes jy suma
d . . . . .

Y k-1 Wi néra nulis. Sezonine komponente vertiname centruotomis wy

reikSmeémis:

d
1
§k=wk—c—lzwi, k?zl,...,d,
1=1

likusias reikSmes periodiskai pratesiame, t. y. sy = S;_4, k > d. Pastebeésime,
kad dabar

9 paveiksle pavaizduoti BVP duomenys ir trendo jvertis §, (§; = —1055,7,
89 =120, 3, 83 = 691,46, $4 = 243,98).

10

9 pav. BVP reiksmés ir sezoniné dalis ;.
Toliau nagrinéjame liekanas, gautas atémus sezonining komponente
dt:xt—§t, t:]_,...,n.

Gautoji seka dar neatspindi trendo komponentés, kadangi joje lieka fluktuaci-
jos. Toliau vertiname trenda ,desezonizuotuose” duomenys vienu is anksciau
minety metody. 10 paveiksle pavaizduoti BVP duomenys ir kreive d;+ 5;, kur

14



dy jvertinti antros eilés daugianariu maziausiy kvadraty metodu (zr. (1.3)):
dy = —6, 5852t + 425, 1t + 5460, 5. Lickanos

Zt:xt—dt—§t:dt—dt

pavaizduotos 11 paveiksle.

10 pav. BVP reik3més ir seka di + ;. Trendo ivertis dy gautas maziausiy kvadraty
metodu, aproksimuojant jj antros eilés daugianariu.

Sezoniniy skirtumy panaudojimas. Ankstesnis skirtumy metodas gali buti
taikomas ir sezoninés komponentés eliminavimui. Tegul V; yra d-skirtumy

operatorius:
VaX; = X; — Xy 4= (1 - BHX,.

Tuomet taikant §j operatoriy modeliui
Xi = my + 8¢ + Z,

kuriame s; yra d-periodiné funkcija, gausime skirtumy V; X, isdéstyma j
trendo m; — my_4 ir triuksmo Z; — Z;_; komponentes:

ViXy =my —my_q+ Zy — Z—q.

Tolimesné analizé atlickama vienu i§ iSvardinty 1.1 skyrelyje metody.
12 paveiksle pavaizduoti BVP reiksmiy skirtumai V.

15
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11 pav. Liekanos Z; = x; — d; — §; BVP duomenims.
12 pav. BVP reik8miy skirtumai Va;.

Jeigu eliminavus sezoning komponente matoma trendo komponente, tik-
slinga dar karta ,diferencijuoti“ duomenis tiek karty, kiek prireiks trendui
Jisnaikinti“. 13 paveiksle pavaizduoti BVP reik§miy skirtumai V2V ,X,.

o] A

N /// A \ //\ N
] \ // / /
i \\\// S N S

13 pav. BVP reiksmiy skirtumai V2V ;.
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2 Atsitiktiniai procesai

2.1 apibrézimas. Atsitiktiniu procesu vadinama atsitiktiniy dydziy,
apibrézty vienoje tikimybinéje erdvéje, Seima {X;,t € T'}.

Laiko eiluciy teorijoje kintamasis ¢ vadinamas laiku ir jo reikSmiy aibé
T dazniausiai yra Z = {0,£1,+2,...}, N = {1,2,3,...} (diskretaus laiko
atvejis) arba Ry = [0,00), R = (—o00, +00) (tolydaus laiko atvejis).

2.1 PAVYZDYS. Tarkime, v > 0 ir » > 0 yra du fiksuoti skaiciai, o A > 0
ir © — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, © — tolygiai pasiskirstes intervale
0, 27). Apibrézkime
X; =1 'Acos(vt + O).
Tokiu atsitiktiniu procesu aprasomas elektros sroves stiprio kitimas, kai
jtampa turi atsitikting amplitude A ir atsitiktine faze ©; r — rezistoriaus
varza. Laikas t gali buti tiek tolydus, tiek ir diskretus.

2.2 PAVYZDYS. Standartiniu Brown’o judesiu (arba Wiener’io procesu) vad-
inamas procesas {W(t),t > 0}, tenkinantis salygas:

e W(0)=0;

e su visais n = 3,4,... ir su visais rinkiniais 0 < t; < t, < .-+ <
tn pokyélal W(tQ) - W(tl), W(tg) - W(tg), ceey W(tn) - W(tn_1> yra
nepriklausomi;

o W(t)—W(s) ~N(0,t—s), kait > s.

A priori néra akivaizdu, kad atsitiktinis procesas su tokiomis savybémis
egzistuoja. Jo egzistavimas iSplaukia i fundamentalios Kolmogorovo teore-
mos, kurig dabar suformuluosime.

[s pradziy nusakysime atsitiktinio proceso {X;} daugiamates pa-
siskirstymo funkcijas. Taip vadinamas funkcijy

El,--.,tn(xl7 s 7xn) = P{th < Ty, ,th < xn}

rinkinys; ¢ia: n = 1,2,..., t1,....t, € T C R, t; <ty < --- < t, ir
T1,...,T, € R.

17



2.1 teorema. Funkcijos {Fy, 1, (x1,...,2,),t1 <ta <---<t,,n=12 .}
yra kokio nors atsitiktinio proceso daugiamatés pasiskirstymo funkcijos tada
i tik tada, kai su visaisn = 1,2,..., t1 <ty < --- < t, irk =1,2,....n
teisinga sqlyga

lim Fy, o (xy,...,20) = Fy

te—1,tkt1,0tn (I17 co s Th—15 Lht1y - - - 7xn)'
T —r00

(2.1)

2.1 PASTABA. Pastaroji lygybé vadinama suderinamumo sglyga. Svarbu yra
jsidéméti, kad reikalavimas T'C R (tada T yra tiesiskai sutvarkyta aibé) yra
esminis. Jeigu T néra sutvarkyta aibe, papildomai reikety reikalauti, kad
buty ispildyta ,perstatos” salyga.

2.2 PASTABA. Suderinamumo salyga galima suformuluoti ir charakteristiniy
funkcijy terminais. Jei

Pti,....tn (ula .. 7Un) = / e’ 2= 4% Ftl,..‘,tn (dxla e 7dxn>7
tai suderinamumo salyga ekvivalenti lygybei

lim Pt1,..tn (Uh e ;Un) = Pttty 1,ths 1yt (Uh coey Uk—1, Uk41, - - - 7un)'
uk%O
(2.2)

2.1 PRATIMAS. Parodykite, kad 2.2 pavyzdyje apibréztas Wiener’io procesas
tenkina suderinamumo salyga.

18



3 Stacionarieji procesai

3.1 Stacionarumas placigja ir siaurgja prasme

3.1 apibrézimas. Atsitiktinio proceso {X;,t € T}, su visais t € T tenki-
nancio salyga DX; < oo, kovariaciné funkcija apibréziama lygybe

r(s,t) = Cov(Xy, X,) = B(X, — EX,)(X, — EX,), steT.  (3.1)
3.2 apibrézimas. Seka {X;,t € Z} vadinama stacionaria, jeigu:

1)Vt €Z EX?< oo,

NVteZ EX,=EX,,

3) r(s,t) =r(s+ h,t +h) suvisais s,t, h i8 Z.

Daznai literaturoje taip apibréztas stacionarumas vadinamas sta-
cionarumu pla¢iaja (arba silpnaja) prasme.

Kadangi stacionariai sekai tesinga r(s,t) = r(s —t,0) su visais s,t € Z,
tai patogiau kovariacine funkcija traktuoti kaip vieno argumento funkcijag ir
raSyti (ka mes nuo §iol ir darysime) tiesiog r(s) = r(s,0) visiems s € Z.

Stacionarios sekos koreliaciné funkcija apibréziama lygybe

p(h) = r(h)/r(0)

su h € Z.

Nors stacionarumo apibrézimas duodamas T = Z atveju, aisku,
kad analogiskas apibrézimas gali buti pateiktas ir bendresnei aibei T.
Tac¢iau musy tikslams (nagrinéjamos diskrecios laiko eilutés) pakanka duoto
apibrézimo.

Daznai praktikoje susiduriama ir su poreikiu nagrinéti aukstesnés eilés
stacionarumo savoka.

3.3 apibrézimas. Sakysime, kad {X;,t € Z} yra m-osios eilés stacionari
seka, jeigu egzistuoja visi misrieji vektoriy

(th thv ) th)
momentai iki m-os eilés ir jie yra invariantiski postimio atyvilgiu, t. y.
a1 a2 Qn __ (03] a2 Qn
EXt1 th o 'th - EXt1+h ta+h ‘th+h

su visais n € N, (t1,to,...,t,) EZ", h € Z ir Z?:l aj < m.
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3.4 apibrézimas. Seka {X;,t € Z} vadinama stacionaria siauraja (arba
grieztaja) prasme, jeigu su visais k € N ty,ty, ...t ir h 18 Z vektoriy
(Xty, ooy Xt,) ir (Xiy4hy ooy X4y 4n) pasiskirstymai sutampa.

Nesunku matyti, jeigu seka { X;} yra stacionari siauraja prasme ir EX? <
00 , tai ji yra stacionari ir placigja prasme. Atvirkscias gi teiginys néra teisin-
gas (3.4 pratimas). Ta¢iau Gauso seky klaséje abu stacionarumo apibrézimai
yra ekvivalentus. IS pradziy apibrésime Gauso procesg.

3.5 apibrézimas. Atsitiktinis procesas {X;,t € T'} vadinamas Gauso pro-
cesu, jeigu visi jo daugiamaciai pasiskirstymai yra normalieji.

Priminsime, kad atsitiktinis vektorius £ = (1, ..., &, ) vadinamas normaliai
pasiskirséiusiu su parametrais a ir I', jeigu jo n-maté charakteristiné funkcija
©(N) = Bel®™9 X\ = (\(,...,\,), yra tokio pavidalo:

S0(/\) _ ez‘()\,a)—(l“)\,)\)/2; (32>

¢ia: a = (ay,...,a,), ' = (I'y) — simetriné ir neneigiamai apibrézta matrica.
Galima patikrinti (7zr. 3.3 pratima), kad ar, = E&, Ty = E(& — ar)(§ — ).

3.1 teorema. Stacionari placigja prasme Gauso seka {X;,t € Z} yra sta-
CIOMATE 1T S1AUTgJa prasme.

Irodymas. Kadangi seka {X;} yra stacionari placiaja prasme, tai vektoriy
(Xtyy ooy Xt) i (Xey4hs -y Xty +0) vidurkiad ir kovariacinés matricos sutampa.
Taigi Sie vektoriai turi viena ir ta patj pasiskirstyma. O]

3.1 PAVYZDYS. Apibrézkime atsitiktinj procesa
X = Acos(6t) + Bsin(0t);

¢ia: A ir B yra nekoreliuoti atsitiktiniai dydziai su EA = EB = 0, DA =
DB =1ir 6 € [—m, 7|. Nesunku jsitikinti, kad toks atsitiktinis procesas yra
stacionarus ir Cov(X;4p, X¢) = cos(6h).
3.2 PAVYZDYS. Tarkime {Z;,t € Z} yra nepriklausomy vienodai pasiskirs-
¢iusiy atsitiktiniy dydziy su nuliniu vidurkiu ir dispersija o2 seka. Seka {X;}
apibrézkime lygybe

Xe =2 +0Z;,.
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Tada EX; =0 ir

(1+6*)0?%, kai h=0,
COV(XtJrh,Xt) = 902, kai ‘h‘ = 1,
0, kai |h| > 1.

Vadinasi, seka {X;} yra stacionari.

3.1 PRATIMAS. Tarkime X; = Z, + 07,4, t € Z, &a {Z;} yra nepriklau-
somi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai su generuojancigja momenty
funkcija Ee*?t = m()\). Ifreikidami generuojanciaja momenty funkcija
Eexp (Z?Zl A;X;) funkcijos m(-) terminais, parodykite, kad {X;} yra sta-
cionari siaurgja prasme seka.

3.2 PRATIMAS. Tegul atsitiktiné seka apibrézta lygybe
Xy =cos(vt + ), te; (3.3)

¢ia: ¢ — tolygiai intervale (0, 27| pasiskirstes atsitiktinis dydis, v > 0. Paro-
dykite, kad (3.3) seka stacionari.

3.3 PRATIMAS. Tegul Gauso atsitiktinio vektoriaus & =(i,...,§,) charak-
teristiné funkcija yra (3.2) pavidalo. Parodykite, kad ar = E&, 'y =

Cov (&, &1)-

3.4 PRATIMAS. Sukonstruokite atsitiktiniy dydziy seka {X;,t € Z}, kuri
buty stacionari placigja prasme, bet nestacionari siauraja prasme.

3.2 Stacionarios sekos kovariacinés funkcijos savybes

3.1 teiginys. Tarkime, r(-) — stacionarios sekos {X:,t € Z} kovariaciné
funkcija. Tada:

1) r(0) = 0,
2) |r(h)| < 7(0) su visais h,
3) r(—=h) = r(h) su visais h.

Irodymas. 1) ir 3) savybeés isplaukia i§ 3.2 apibrézimo. Norint patikrinti 2)
savybe, tereikia panaudoti Kosi nelygybe. O]
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[svardintosios savybeés téra tik butinos salygos, t. y. jeigu bent viena is
Siy savybiy nebuty iSpildyta, tai r(-) nebuty kovariaciné funkcija. Butina
ir pakankama sglyga nusakoma remiantis funkcijos neneigiamo apibréztumo
savoka.

3.6 apibrézimas. Funkcija r : Z — R vadinama neneigiamai apibreézta,
jeigu Vn € N, (aq, ...,a,) € R, (t1,...,t,) € Z"

Z CLZ'CLjT(ti — tj) > 0.

ij=1

3.2 teorema. Lyginé funkcija f : Z — R yra stacionariosios sekos ko-
variaciné funkcija tada ir tik tada, kai 70 yra neneigiamai apibrézta.

Irodymas. Butinumas. Tarkime, f(-) yra stacionarios sekos {X;,t € Z}
kovariaciné funkcija. Tada

> aaif(ti—t;) = Y agE(X, - EX,) (X, - EX,)

i,j=1 i,j=1

n 2
= E(Zai(Xti—EXti)) > 0.

=1

Pakankamumas. Sakykime f :7Z — R yra lyginé neneigia-
mai apibrézta funkcija. Jrodydami, jog egzistuoja stacionarus procesas,
kurio kovariaciné funkcija yra f(-), pasinaudosime Kolmogorovo teorema.
Apibrézkime funkcija

Oyt (ug, ... up) = e~ 12207 j1 wiu f(ti—t)) (3.4)

Kadangi f(-) yra lyginé ir neneigiamai apibrézta, tai (3.4) yra normaliai
pasiskirscéiusio vektoriaus charakteristiné funkcija. Akivaizdu, kad $i funkcija
tenkina (2.2) suderinamumo salyga. Vadinasi, egzistuoja toks atsitiktinis
procesas, kurio baigtiniamaciy pasiskirstymy charakteristinés funkcijos yra
(3.4) funkcijos. I8 3.3 pratimo iSplaukia, kad f(i — j) = Cov(X;, X;). ]

IS 3.2 teoremos iSplaukia, kad bet kokiai lyginei neneigiamai apibréztai
funkcijai galima sukonstruoti stacionary Gauso procesa, kurio kovariaciné
funkcija buty si funkcija.
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3.5 PRATIMAS. Parodykite, kad kovariacinei funkcijai teisinga nelygybe
(r(n) = r(m))* < 2r(0)(r(0) — r(n —m)).

3.6 PRATIMAS. Parodykite, kad funkcija r : Z — R, apibréziama lygybeémis

1, h=0,
r(h)=qp, b =1,
0, |h|>1,

yra stacionarios sekos kovariaciné funkcija tada ir tik tada, kai |p| < 1/2.
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4 Autoregresijos—slenkamojo vidurkio sekos

Pagrinding praktikoje naudojamy laiko eiluciy klas¢ sudaro vadinamieji
autoregresijos—slenkamojo vidurkio modeliai. Siame skyrelyje nusakysime
Siuos modelius ir jy savybes.

4.1 Stacionarus ARMA modeliai

Pirmiausia apibrésime balto triuksmo seka.

4.1 apibrézimas. Stacionari secka {Z;} vadinama balto triuksmo seka su
vidurkiu 0 ir dispersija o2, jeigu EZ; = 0 ir

Zymésime Z; ~ BT(0, 02).

4.2 apibrézimas. Procesas {X;,t € Z} vadinamas autoregresijos—
slenkamojo vidurkio procesu, jeigu {X;} yra stacionarus ir su visais ¢

Xt — ¢1Xt—1 — ... — ¢pXt—p == Zt + let_l + ...+ Qth_q; (41)
¢ia Z; ~ BT(0,0?). Tokia seka zymesime ARMA(p, q).

(4.1) lygybe galima uzrasyti trumpiau:

o»(B)X, =0(B)Z;, t€Z; (4.2)
¢ia:
d(z) = 1—¢1z—...— 2P,
0(z) = 14012+ ... +6,2°
ir B yra postiimio operatorius, t. y. B/X, = X, =0,1,.... Daugianariai

o(-) bei (-) vadinami atitinkamai autoregresijos bei slenkamojo vidurkio
daugianariais.

4.1 PAVYZDYS. (MA(q) procesas). Jei lygtyje (4.1) ¢(2) =1, t. y.

Xe =2+ 01 Zsq + -+ 0,7,
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tai seka {X;} vadinsime g-osios eilés slenkamojo vidurkio seka (MA(q)). Aki-
vaizdu, kad EX; =0 ir

2tthI
o8 2 0054w, 1Ml <,
]:

0, |h| > q,

COV(Xt+h, Xt) =

¢ia 0y = 1. Taigi {X;} yra stacionari seka.

Detaliau panagrinésime atvejj, kai (4.1) lygtyje p =1, 0(2) = 1 ir ¢(2) =
1— ¢z
Xt - ¢Xt—1 - Zt7 t € Z (43)

Tada

Xy = Zi+ 9(Zia + 0 Xi-2)
= =040+ G Lot ST+ O Xk

Sakykime, EX? = const < co. Tada, jeigu |¢| < 1, tai
n ' 2
E(Xt —ZMH) — GMHEXZ | 0, (1.4)
§=0
kai n — oo. Todél rasysime
X =Y ¢'Z, (4.5)
i=0
reiskinj deSinéje puséje laikydami daliniy sumy riba kvadratinio vidurkio

prasme. Nesunku matyti, kad taip apibrézta seka yra stacionari su Siais
vidurkiu ir kovariacija:

¢|hl
0'21 — ¢2.

EXt = O, COV(Xt+h,Xt) =

Be to, (4.5) lygybé teisinga ir su tikimybe 1 ir §is sprendinys yra vienintelis
(7r. 4.1 pratima).
Jeigu |¢| > 1, tai panasiai jsitikiname, kad

Xy =— Z ¢ L
i=1
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yra vienintelis stacionarus (4.3) lygties sprendinys. Tuo tarpu, jei |¢| = 1,
tai AR(1) (4.3) lygtis stacionaraus sprendinio neturi (palickame §j uzdavinj
kaip pratima skaitytojui).

Auksciau gautas AR(1) lygties su |¢| < 1 sprendinys (4.5) priklauso nuo
balto triukSmo sekos reikSmiy momentais ¢,t — 1,¢t — 2, ..., t. y. iSreiSkiamas
,braeities” stebéjimais. Tokia sarysio su {Z;} savybé vadinama kauzalumu.
Bendru atveju i 4.1 pratimo iplaukia, kad operatoriai ¢)(B) =Y o° _ ;B
su Yo || < oo stacionarias laiko eilutes perveda j stacionarias. Daz-
nai tokie operatoriai vadinami tiesiniais filtrais su svoriais {t;}. Taiko-
muoju pozituriu svarbis vadinamieji realiai jgyvendinami filtrai, atitinkantys
kauzaly i8éjimo srautg. Pirmiausia duosime griezta kauzalaus ARMA proceso
apibrézima.

4.3 apibrézimas. ARMA(p, q) procesas, apibréztas (4.2) lygtimis, vadina-

mas kauzaliu, jeigu egzistuoja tokia absoliuciai sumuojama seka {1;,7 > 0},
kad

X =Y viZi, teL
=0

Dabar suformuluosime biutinas ir pakankamas salygas, su kuriomis
ARMA(p, q) procesas yra kauzalus, bei pademonstruosime, kaip tokiu atveju
apskaiciuoti koeficientus {¢;,7 > 0}.

4.1 teorema. Sakykime, {X:} — ARMA(p,q) seka, ir ¢(-) su 0(-) neturi
bendry nuliy. Latko eiluté {X:} yra kauzali tada ir tik tada, kai ¢(z) # 0 su
visais z € C, |z| < 1. Koeficientai {1;,1 > 0} apskaiciuojami is sqrysio

¢

Irodymas. B 1 t1in umas. Sakykime, {X;} — kauzalioji ARMA(p, q) laiko
eilute, t. y. X, = Z;io Y Zy_;; ¢a {1;} — absoliu¢iai sumuojama seka. Tada
(4.2) lygtj galime uzrasyti taip:

W(z) = ZW@' - 08 2] < 1. (4.6)

0(B)Z = ¢(B)(B)Z:.

Pazyméje v(z) = ¢(2)(2) = 22 v su |z] < 1, gauname

q o0
Z Hth_j = Z l/th_j.
j=0 3=0
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Skaliariskai padaugine lygybe i Z;_j, iSvedame lygybes v = 0, kai k < ¢ ir
=0, kai k > ¢. Taigi

0(z) = v(2) = B(=)u(z), || < 1. (4.7)

Tarkime, egzistuoja toks zy, kad |zp| < 1 ir ¢(29) = 0. Kadangi [¢(2)] <
00, V|z| < 1, tai i§ (4.7) i8plaukia, kad 0(zy) = 0. Tai prieStarauja prielaidai,
kad ¢(-) ir 6(+) neturi bendry nuliy.

Pakankamum as. Sakykime, kad ¢(2) # 0 skritulyje |z| < 1. Tada
galima rasti tokj € > 0, kad visi ¢(z) nuliai buty skritulio |z| < 1 + ¢ iSoréje.
Tuomet srityje |z] < 1+ ¢ turime

1 —
5~ 25 =€)
7=0
I butino eilutés konvergavimo pozymio iSplaukia, kad &;(1 4 )/ — 0, kai
J — oo. Todél egzistuoja toks M, 0 < M < oo, kad
&)l < M(1+¢e)7, j=0,1,2,....

Taigi Y " €] < oo ir galime rasyti

arba

Is cia is iSplaukia, kad
Xy =Y WiZi;
5=0

¢ia absoliucial sumuojama seka {v;} apibréziama (4.6) sarysiu. O

4.1 PASTABA. IS butinumo jrodymo matome, kad bet kuris stacionarus
ARMA lygties su ¢(z) # 0, |z| < 1 sprendinys X; turi pavidala X; =
Z;io V;Zy_; su seka {1,}, apibrézta (4.6) lygybe. Kita vertus, akivaizdu,
kad X; = ¢(B)Z; tenkina (4.2) ARMA lygtj. Vadinasi, X; = Z(;io (VA
yra vienintelis ARMA lygties sprendinys, jeigu ¢(z) # 0 su |z| < 1.

Duali kauzalumo savokai yra laiko eilutés apgreziamumo sgvoka.
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4.4 apibrézimas. ARMA laiko eiluté ¢(B)X; = 6(B)Z; vadinama ap-
greziama, jeigu egzistuoja tokia seka {a;}, Z;io la;| < o0, kad

Zt == Z Oéth,j.
7=0

Panagiai kaip 4.1 teoremoje, turime:

4.2 teorema. Tarkime {X;} yra ARMA(p,q) seka ir ¢(-) su 0(-) neturi
bendry nuliy. Tuomet {X;} yra apgreZiama tada ir tik tada, kai 0(z) # 0
skritulyje |z| < 1. Koeficientai {c;} apibréZiami lygybe

a(z) = Zoajzj = %, 2| < 1.

Pasinaudojus kauzalumo savoka, galima apibrézti slenkamojo vidurkio su
begaline eile (Zymésime MA(o0)) sekas. Butent, {X;} vadinamas MA (o0)
procesu, jeigu egzistuoja tokia seka {1}, kad > 77 [¢] < oo ir X; =
> 2o ¥iZiy; ¢a Zy ~ BT(0,0°). Panasiai apibréziamos AR(oo) sekos.

Sakykime, ¢(-) ir 6(-) neturi bendry nuliy ir egzistuoja toks z, kad |z| =1
ir ¢(z) = 0. Tokiu atveju ARMA lygtis stacionaraus sprendinio neturi. Kita
vertus, jei Vz, |z|] = 1 : ¢(z) # 0, tai i§ kompleksinio kintamojo funkcijy
teorijos isplaukia, kad

0(z) _
o(2)

Yo v =9(z), R'<[:<R

j==o0

su kazkokiu R > 1. Konvergavimas nurodytajame ziede yra absoliutus.
Taigi teisinga tokia teorema:

4.3 teorema. Tarkime, kad ¢(-) neturi nuliy ant apskritimo |z| = 1 ir ¢(+)
su 6(+) neturi bendry nuliy. Tada ARMA (p,q) lygtis turi vienintelj stacionary
sprending

X = Z %’thj;
j=—00

c¢ia koeficientai {1;} apskaicivojami i3 lygybés

W(z) = o(z) R'<|z| <R
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Paminésime iSvadas tais atvejais kuomet negalioja 4.1 teoremos prielai-
dos.

1. Jeigu ¢(+) ir 6(-) neturi bendry nuliy, taciau egzistuoja z, kad |z| = 1
ir ¢(z) = 0, tai tuomet ARMA lygtis stacionaraus sprendinio neturi.
Tokiy modeliy pavyzdziai - ARIMA ir ARUMA (zr. Woodward et al.
(2012)).

2. Tarkime ¢(-) ir 6(-) turi bent viena bendra nulj, kuris tenkina |z| = 1.
Tada egzistuoja daugiau nei vienas stacionarus sprendinys.

3. Tarkime ¢(-) ir 6(-) turi bendrus nulius, tac¢iau jie netenkina |z| = 1.
Tada stacionarus sprendinys yra vienintelis ir sutampa su sprendiniu,
gautu suprastinus bendrus daugiklius.

4.1 PRATIMAS. Tegul {X;} — stacionari seka su kovariacine funkcija r(-),
> e o ltjl < oco. Trodykite, kad tai su visais ¢ € Z eilute Y37° ;X
konverguoja absoliu¢iai su tikimybe 1 bei kvadratinio vidurkio prasme ir
abiem atvejais ribos sutampa, o Y; := ¥(B)X; = Z;’i_oo Y; X;—; yra sta-
cionari seka su kovariacine funkcija

ry(h) = > dipyr(h—i+ j). (4.8)
1,j=—00
4.2 PRATIMAS. Tarkime, AR(2) seka {X;} apibrézta lygtimis
Xy — 01Xy 1 — 92Xy 2 =24, Zy ~ BT(0, U2)~

Irodykite, kad {X;} kauzali tada ir tik tada, kai (¢1, ¢2) patenka j sritj

o1+ @2 < 1,
G2 — P < 1,
|pa| < 1.

4.2 Asimptotinis stacionarumas

Praktikoje nagrinéjamosios laiko eilutés ,startuoja” i§ tam tikros pradinés
reikSmés. Tuomet jau stacionaraus proceso galime negauti, taciau galime
kalbéti apie asimptotiskai stacionary procesa. Paaiskinsime AR(1) modelio
pavyzdziu.
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Tegul seka X; = ¢X;_ 1 + Z; startuoja i$ pradinés reikSmeés X, kuri gali
biiti ir atsitiktinis dydis. Tada

Xo=Zi4+¢Zy 1+ -+ 072 + 0 X,.

Taigi EX; = ¢'EXj ir, jei EX{ # 0, procesas néra stacionarus ,yvidurkyje®.
Tegul X nepriklauso nuo dydziy Z;,¢ > 1 (arba su jais nekoreliuoja) ir
EX? < co. Tada, jeigu |4| < 1,

DXt _ 2( +¢2 i +¢2(t—l)> +¢2tDX0
(1= ¢™) ¢2t) 2
S e PR
02 .
— 1_—¢2, kai t — oo.

Taigi, abiem atvejais AR(1) procesas néra stacionarus, taciau jis ,darosi
stacionarus” su dideliais ¢. Praktiskai generuojant tokio proceso stacionarig
realizacija, turime pradines reikSmes ,nupjauti®.

4.3 Kovariaciné generuojancioji funkcija

Stacionaraus proceso {X;,t € Z} su kovariacija r(-) kovariaciné generuo-
jancioji funkcija apibréziama lygybe

g9(2) = Z r(7)2; (4.9)

¢ia eilutés konvergavimo sritis yra ziedas 61 < |z| < §, § > 1.

Taigi r(j) yra koeficientas prie 2/ arba 277 kovariacinés generuojanciosios
funkcijos (4.9) skleidinyje.

Toliau tarkime, kad X; yra dvipusio slenkamojo vidurkio seka

Xo= Y ¥iZii, Z ~BT(0,0%); (4.10)
dla P(z) = Y. 12" absoliuciai konverguoja ziede 61 < |z| < 46, 6§ > 1.

Tada -
7“(]) =0’ Z ¢i¢i+|j|

1=—00
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ir
Z ¢Z¢Z+|j|z _U Z 1/}2 Z 1/)]2 J
arba
g(2) = c*Y(2)(z™h), &1 <z <o (4.11)

4.2 PAVYZDYS. I8 4.3 teoremos Zzinome, kad bet kuri ARMA(p,q) seka
¢(B)X; = 0(B)Z,; su funkcija ¢(z), neturincia nuliy ant apskritimo |z| = 1,
gali buti uzrasyta (4.10) pavidalu. Koeficientai {t;} apskai¢iuojami is ly-
gybeés

Is (4.11) isplaukia, kad ARMA(p,q) sekos kovariaciné generuojancioji
funkcija yra

4.8 PRATIMAS. Duota MA(2) seka

Uzrase kovariacine generuojanciaja funkcija, apskaic¢iuokite Sios sekos ko-
variacine funkeija r(k).
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5 ARIMA, ARUMA ir SARIMA

ARIMA, ARUMA ir SARIMA yra placiai naudojami nestacionarus laiko
eiluciy modeliai, glaudziai susije su ARMA modeliu.

5.1 apibrézimas. Atsitiktiné seka {X;,t € Z} vadinama (p,d, q) eilés au-
toregresijos slenkamojo vidurkio integruotu procesu (¢ia d = 1,2,...), jeigu
skirtumai (1 — B)?X; tenkina ARMA(p, q) lygtj, t. y.

S(B)(1 - BY'X, = 0(B)Z, (5.1)
kur Z; ~ BT(0,0?). Tokj modelj zymésime ARIMA (p, d, q).

Nesunku matyti, kad, pridéje prie X; bet kokj d — 1 eilés daugianarj,
nepazeisime (5.1) lygties, t. y.

¢(B)(1 — B)(X; +m(t)) = 0(B)Z,

sum(t) = ap + ait + -+ + aqg_1t%71 (&a ag,...,aq_1 gali buti netgi atsi-
tiktiniai koeficientai). Kitaip sakant, jei {X;} yra ARIMA(p,d,q) seka, tai
{X; +m(t)} irgi yra ARIMA(p,d,q). Todéel ARIMA taikytini duomenims
turintiems atitinkama trendo komponente. Tiesa, Sis trendas gali biti ir
nulis. ARIMA lygtis nusako ne {X;}, o {(1 — B)?X,} savybes.

Euristiskai kalbant, 8is modelis vadinamas integruotu, kadangi X, gali buti
atstatyti sumuojant (integruojant) dydzius Y; = (1 — B)?X,. Pavyzdziui,
ARIMA(0,1,0) atveju

t
> V=X - X,

k=1
Pateiksime keletg modeliy, tenkinanc¢iy ARIMA modelio apibrézima.

5.1 PAVYZDYS. Tarkime, turime gerai zinoma atsitiktinio klaidziojimo modelj
Xt:Xt—1+Zta t>17 X0:07

arba

¢ia {Z,} yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai. Sis mod-
elis daznai naudojamas aprasant akcijy grazy elgesj. Akivaizdu, kad atsitik-
tinio klaidziojimo modelis yra ARIMA(0,1,0).
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Kartais ARIMA lygtis turi Siek tiek bendresnj pavidala
o(B)(1 - B)'X, =a+0(B)Z, (5.2)

kur a yra konstanta. Konstantos a vaidmuo ARIMA modelyje yra kitoks nei
yra ARMA atveju

Pastaruoju atveju a yra susijes su X; vidurkiu p: @ = p(1—¢1—---—¢,). Tuo
tarpu ARIMA(p, d, q) atveju a jeina j koeficienta prie ¢ polinominio trendo
modelyje (zr. 5.2, 5.3 pavyzdzius).

5.2 PAVYZDYS. Nagrinékime atsitiktinio klaidZiojimo su dreifu modelj
Xt:a—i_thl—i_Ztu t>17 XUI()?
arba

t
X, =ta+ Y Z
j=1
Matome, kad atsitiktinio klaidziojimo su dreifu modelis tenkina (5.2).
5.8 PAVYZDYS. Tiesinio trendo modelis X; = at + b + Z; tenkina
ARIMA(0,1,1) lygti
1-B)Xe=a+ 2, — Zq,
t. y. Y; = (1 — B)X; yra neapgreziamas MA(1) modelis.

Kai kurie autoriai (zr. Woodward ir kt. (2012)) sitlo apibendrinti ARIMA
modelj, vietoj daugianario (1—2)? imant bet kokj d-os eilés daugianarj \(z) =
1—Ajz—- - -—\g2%, kurio nuliai (realieji ir/ar kompleksiniai) yra ant vienetinio
kompleksinio apskritimo |z| = 1. Siuo atveju atitinkama lygtis jgyja pavidala

S(BINB)(X, — ) = 6(B)Z. (5.3)

Tokj modelj vadinsime ARUMA (p, d, q).
Pastebésime, kad (5.3) lygtis gali buti perrasyta pavidalu

SBIAB)X, = o)A + 0(B)Z,
Tuo atveju, kai A\(B) = (1 — B)?, turime A(1) = 0 ir konstanta ¢(1)\(1)u

iSnyksta. Bendru atveju tai néra teisinga.
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5.4 PAVYZDYS. Tarkime
Xi+ Xi0=4+ 7.
Sis modelis turi ARUMA(0,2,0) forma su A(z) = 1+ 22 ir gali biiti perragytas
(1+ BH)(X, —2) = Z,.

Tuo atveju, kai ARIMA apraso dar ir sezonine dalj, naudojamas SARIMA
modelis

¢p(B)®p(B*)(1 = B)'(1 - B")"’ X, = ,(B)Oq(B*) Z,

Cia
¢p(B) l—=¢1B—--—¢,B"
6,B) = 1+6B+---+6,B%,
®p(B*) = 1 -, B —--- - dpB,
Og(B*) = 14+60,B*+---+0,B*.

Zymésime SARIMA (p, d, q) x (P, D, Q),.
Turédami galvoje, kad

e (1—2)(1+2) [ (1 — ze2mh/*)(1 — ze~2mik/5) s — lyginis,
—2% = . :
(1= 2) [TC D2 (1 — 2e2mik/s) (1 — ze—2mik/s), s — nelyginis,
matome, kad SARIMA yra atskiras ARUMA atvejis.

5.1 PRATIMAS. Apskaiciuokite dispersija DX; ir kovariacija Cov(X;_, X;)
atskiriems ARIMA atvejams ir iStirkite jy asimptotinj elgesj, kai t — oc.
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6 Ilgos atminties procesai ir FARIMA

Svarbi stacionariy procesy klasé yra ilgos atminties procesai. Jie pasirodo
jvairiose srityse: hidrologijoje, ekonomikoje, finansuose, fizikoje ir t.t. Si-
ame skyrelyje aptarsime vieng ilgos atminties modeliavimo buda — FARIMA
procesus.

6.1 apibrézimas. Stacionarus procesas {X;,t € Z} vadinamas trumpos at-
minties procesu, jeigu

[e.e]

d k) <oo v > r(k)>0; (6.1)

k=—00 k=—o00

vadinamas #lgos atminties procesu, jeigu

> Ir(k)] = oo;

k=—0o0

vadinamas neigiamos atminties procesu, jeigu

[e.9]

S (k) <oo v > (k) =0.

k=—o00 k=—o00

Pateiktieji apibrézimai yra labai bendri ir, norint aprasyti tokiy procesy
asimptotine teorija bei statistines iSvadas, reikia sukonkretinti kovariaci-
jos r(k) elgesj. Ilgos atminties procesy aveju reikalausime, kad kovariaciné
funkcija tenkinty léto (hiperbolisko) gesimo salyga

r(k) ~ck*t >0 0<d<1/2, (6.2)

kai & — oo. Panasiai, neigiamos atminties atveju reikalausime, kad
kazkuriems ¢ < 0 ir —1/2 < d < 0 galioty

o0

r(k) ~ck®™ i Y r(k) =0. (6.3)

k=—o0

Ivestasis parametras d yra vadinamas atminties parametru. Trumpa at-
mintis daznai postuluojama kaip atvejis d = 0.
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Priminsime, kad ARMA(p, q) procesai yra trumpos atminties procesai.
Pavyzdziui, AR(1) sekos X; = ¢ X;_1 + Z;, t € Z atveju turime

0.2

r(k) = L ;2¢2
——— ¢ ™ kai|g| > 1.

#-1
Taigi, galioja (6.1). Bendrai, visiems ARMA procesams galioja

o, kai o] <1,

Ir(k)| < Ca*, keZ
su kazkuriomis konstantomis C >0ir 0 < a < 1.

Toliau aptarsime kaip apraSyti modelius, kurie pasizymi (6.2) ir (6.3)
savybémis. Apibrézkime operatoriy V¢ = (1 — B)? formalia eilute

o0
1-B)'=> a;B,
§=0
kur koeficientai o; gaunami i$ binomineés eilutés

(1—2)t= Zozjzj.
=0

Priminsime, kad pastaroji eiluté konverguoja visiems |z| < 1, z # 1 tada ir
tik tada, kai d > —1. Koeficientai «;, j = 0,1,... yra randami i$ lygybiy
Qp = 1lir

(=d+j—1)(=d+j—2) - (=d+1)(—d)

4!
I'(j+ DHI'(—=d)

¢ia I'(z) yra gama funkcija:

Jot T eTdt, @ > 0,
F((L’) =3 O, Tr = 07
' T(z+1), z<0.
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Toliau laikykime, kad |d| < 1/2, d # 0. I8 Stirlingo formulés turime, kad

L i

o~ J — 0.

Vadinasi, Y 50 a? < oo (d > —1/2).

j=0 "7
Analogigkai, skleidinio (1 —z)~¢ = Do (Galz] <1, 2# 1ird<1)
atveju turime
I'(j+d) oL
I'G+1I'(d) TI'(d)

it Y2042 < oo (d < 1/2).
Toliau apibrézkime seka {X;} lygtimi

b =

(1-B)'X,=2,, Z, ~BT(0,0%). (6.4)

Laikome, kad kairéje puséje esanti eiluté (kaip ir kitos atsirandan¢ios $iame

skyrelyje eilutés) (1— B)1X, = > % =0 a; X;_; konverguoja vidutiniy kvadraty

prasme. Vadinasi, jei d > —1/2, tai tokia eiluté yra korektiskai nusakyta,

nes )2 a7 < oo. Tokia seka vadinsime FARTMA(0,d,0) procesu.
Intuityviai aisku, kad (6.4) sprendinys turi pavidala

X;=(1-B)"Z = Z%Zt s (6.5)

kur su d < 1/2 galioja Y7 9% < oo.

6.1 teorema. Tarkime {X;,t € Z} nusakytas (6.5) lygybémis su |d| < 1/2,
d# 0. Tuomet:

(a) koeficientai v; tenkina

_ TG +4d L gy
Y= TG ror@ T T@? 4T
ir, jeigu —1/2 < d < 0, tai
D=0, Y (i) =0.
=0 j=—o0



(b) kovariaciné funkcija r(-) tenkina

, D(1 = 2d)
"0 = Ty
, T(1-2d) T(k+d) , T1-2d) .,
rk) = S AN Th—dr D " ° F(l—d)l‘(d)kd k= oo

6.2 teorema. Tarkime {X;,t € Z} nusakytas (6.4) lygtimis su |d] < 1/2,
d # 0 ir {Z;} yra ergodiskas balto triuksmo procesas. Tuomet (6.5) ly-
gybémis nusakytas procesas {X;} yra vienintelis stacionarus ergodiskas (6.4)
sprendinys su EX; = 0.

Irodymus galima rasti Brockwell ir Davis (1991) bei Girai¢io, Koul ir
Surgailio (2012) knygose.

6.1 PASTABA. Tuo atveju, kai 0 < d < 1/2 ir ergodiskumo prielaida ne-
galioja, gali buti be galo daug stacionariy (6.4) sprendiniy, kuriuos galima
gauti prie bet kurio (6.4) stacionaraus sprendinio pridéjus atsitiktinj dydj ¥
(EY? < 00).

Panasiai jvedami ir bendresni FARIMA(p, d, ¢) modeliai, turintys pavi-

dalg
o(B)(1 - BY'X, = 0(B)Z.
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7 Vertinimas laiko srityje

Siame skyrelyje nagrinésime stacionariy laiko eiluc¢iy vidurkio bei ko-
variacinés funkcijos jvercius.

7.1 Vidurkio jvertis

Tarkime, X1, ..., X,, yra imtis i$ stacionarios sekos {X;,t € Z}. Pazymékime

i=1
7.1 teorema. Sakykime, {X;} yra stacionari seka su vidurkiu p ir ko-
variacine funkcija r(-). Tada tvirtinimai

(1) E(X — )% =0

@) % S 0 (k) =0
k=1

yra ekvivalentus.

Irodymas. (1) = (2). Turime

: _ (E<X0u>{%§<xku>>})2
< E(X,— M)QE(% zn:(Xk - u)>2
k=1

= r(0)E(Xo — p)® — 0.

(2) = (1). Pazymeékime s,, = ) ;_, r(k) ir perraSykime
— N | |m|
2 _ _
SN DA DS (1= 0o m)

= %(m‘(O) + 2§s>
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Fiksuotam e¢ > 0 parinkime tokj N, kad su visais n > N bty teisinga
nelygybé n™!|s,| < e. Tada su pakankamai dideliais n

n—1 N n—1

- (0 2 r(0 2
B - < "D 2N = 2 (S X el <
=1 =1 i=N+1
N n—1 N
r(0) 2 . r(0) 2

e ) <R e

i=1 i=N+1 i=1
Kadangi € > 0 buvo laisvai pasirinktas, tai E(X — u)? — 0. O

7.1 iSvada. Tarkime, teisingos 7.1 teoremos prielaidos. Tuomet
(1) jeigur(n) — 0, tai E(X — u)? — 0,
(2) jeigu > po _|r(k)| < oo, tai nE(X — p)? = Yoo r(k).
Irodymas. (1) tiesiogiai isplaukia i§ 7.1 teoremos, o (2) — i sarysiy

nE(X — p)? = % Sri-i=Y (1- %)r(k)njo S ().

ij=1 |k|<n k=—o0

Jeigu >~ |r(k)| < oo, tai, pasiréme Sia iSvada, galime teigti, jog egzis-
tuoja spektrinis tankis f(-) ir

nE(X —p)® — > r(k) =27 f(0). (7.1)
k=—o00
Dvipusio slenkamojo vidurkio sekos X, = > 70 _ yZ;_, atveju, jeigu

Y |vk] < oo, turésime Y |r(k)] < oo. Todél desinioji (7.1) pusé yra
27 f(0) = | 302 o ¥l

7.1 PASTABA. Vietoje empirinio vidurkio X galima nagrinéti ir kitokius
jver¢ius, pavyzdziui, geriausig tiesinj nepaslinkta vidurkio jvertj (zr. 7.1 pra-
tima). Taciau yra zinoma, kad jo asimptotinés savybeés yra labai panasios j
X savybes.

40



7.2 PASTABA. Norint sukonstruoti vidurkio p pasikliautingjj intervala, reikia
rezultaty apie X asimptotinj normaluma. Juos galima rasti, pavyzdziui,
Anderson (1971) knygoje. Pastebésime, kad tuo atveju, kai stebimoji imtis
gauta i$ stacionarios Gauso sekos, galima uzrasyti tiksly X skirstinj:

Vax = ~ N0, X (1= ) ).

|m|<n

Taigi, jeigu kovariaciné funkcija yra zinoma, galime sukonstruoti tiksly vi-
durkio u pasikliautingjj intervala. Nezinant kovariacinés funkcijos, imamas
jos jvertis.
7.1 PRATIMAS. Tarkime {X;} yra stacionarus procesas su vidurkiu p ir ko-
variacine funkcija r(-). Sakome, kad fi,, yra geriausias nepaslinktas vidurkio
W ivertis, jeigu fi, = c1 X1 + ... + ¢, Xy, Eji, = pir c¢q,. .., ¢, minimizuoja
E(f, — u)?. Parodykite, kad geriausias nepaslinktas p jvertis yra uzrasomas
formule

fn = (VR ') "R T X,,;
¢ia R, yra vektoriaus-stulpelio X,, = (X, ..., X,,)" kovariaciné matrica ir
1=(1,..,1).

7.2 Kovariacinés funkcijos jvertis

Tarkime, Xj,...,X,, yra imtis i§ stacionarios sekos {X;} su nezinomais
vidurkiu ir kovariacija.
Kovariacinés funkcijos jvertj apibrézkime lygybe

n—|h|
> (Xk = X)(Xpyppy — X), 0< b <n. (7.2)

k=1

(h) =

S|

Sis jvertis pasizymi tuo, kad su visais n > 1 matrica

(o)A o~ 1)
- 7"('1) 7"(.0) B r(n — 2) (7.3)
rn—1) 7(n—2) . . . 7(0)

yra neneigiamai apibreézta.
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7.1 teiginys. Matrica R,, apibrézta (7.3) lygybe, yra neneigiamai apibrézta
su visais n > 1.

Jrodymas. Turime

Rn:—DnD;L;
Cla
o . . .0 0 Y7 Y . ..Y 1Y
D, — o . ..oV Yy . ... Y, 0
0V ... . Y, 0 0 0

yra n X 2n matrica ir Y} :Xj—Y, 1<y<n.
Tada su visais a = (ay, ..., a,) € R”
. 1 1
aR,a=—dD,D,a=~(dD,)(aD,) >0.
n

n

Koreliacinés funkcijos p(h) jveréiu laikysime

. r(h)

plh) = ==

7(0)

Aisku, kad atitinkama empiriné koreliaciné matrica taip pat bus neneigiamai
apibrézta.

Dél paprastumo nuo Siol nagrinéjamosios stacionariosios sekos vidurkj
laikysime lygiu nuliui (EX; = 0), tuomet
n—|h|
Z Xka‘Hh" ’h’ <n. (74)

k=1

1
(B — L
) =
7.8 PASTABA. Kadangi E7(h) = (1—|h|/n)r(h), tai 7(h) yra tik asimptotiskai
nepaslinktas r(h) jvertis. Dél Sios priezasties daugiklis n~' (7.2) ar (7.4)
lygybése daznai keiciamas daugikliu (n — |h])~'. Taciau tada matrica R, yra
nebiitinai neneigiamai apibrezta.

7.2 teorema. Tarkime, {X;} yra stacionarioji seka su vidurkiu 0 ir ko-
variacija r(+). Tarkime, be to, kad su visais h seka { Xy, Xy, t € Z} taip pat
yra stactonari. Tada yra ekvivalentus tokie du teiginiai:

(1) E(#(h) —r(h))* 2.0
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i
n

D E(Xppn Xy — r(h)(XnXo — r(h)) — 0.

n— oo
k=1

(2)

SRS

Irodymas. Fiksuokime h > 0 ir pazymékime & = X1, X;. Tada su pakanka-
mai dideliais n

) = (1= 2)&n (75

dia &, = m Y01 &. Kadangi {&} yra stacionari seka su vidurkiu r(h),
tai iS 7.1 teoremos iSplaukia, jog teiginiai

E(gnfh - T<h))2 — 0

n— o0

ir

n i h iE(fk —7r(h))(§o —r(h)) — 0

yra ekvivalentus. Pasinaudoje (7.5) lygybe, gauname teoremos teiginj. [

7.4 PASTABA. Pastarosios teoremos prielaida bus teisinga, jeigu, pavyzdziui,
{X;} — stacionarioji siauraja prasme seka su nuliniu vidurkiu ir baigtiniu
ketvirtuoju momentu (EX; < oo) arba {X;} — 4-o0s eilés stacionarioji seka
(7r. 3.3 apibrézima).

Jeigu nagrinéjamoji seka yra Gauso, tai gauname tokj rezultata:

7.2 i8vada. Tarkime, {X;} yra stacionari Gauso seka su vidurkiu 0 ir ko-
variacija r(+). Tuomet

tada ir tik tada, kai

%Zﬁ(k) _— (7.6)
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Irodymas. Pasiréme 7.2 pratimu, galime teigti, kad 7.2 teoremos (2) salyga
yra ekvivalenti

1 & 1
- > (EXpn Xp X Xo—12(h)) = > EXen X B X, Xo+ B Xy X3 EX X

k=1 k=1
+ EXin XoEX, X), — r*(h)) = % 3 (r*(k) + r(k + h)r(k — h)) — 0.
. (77)
Pasinaudoje nelygybe
lr(k 4+ h)r(k — h)| < r*(k 4+ h) +7*(k — h),
gauname, kad (7.7) teisinga, kai
1~ 2
- ; r’(k) — 0.
Kita vertus, i§ (7.7) su h = 0 isplaukia, kad n=* Y7, 7*(k) — 0. O

Idomu pastebéti, kad (7.6) sarysis 7.2 idvadoje yra ekvivalentus prielaidai,
jog spektriné pasiskirstymo funkcija F', atitinkanti kovariacija r(-) (zr. 2?7
skyrelj), yra tolydi. Kitaip sakant, stacionariai Gauso sekai su nuliniu
vidurkiu empiriné kovariacija 7#(h) yra suderintasis L? prasme 7(h) jvertis
tada ir tik tada, kai spektriné pasiskirstymo funkcija F' yra tolydi.

7.2 PRATIMAS. Tarkime, { X} yra Gauso atsitiktiné seka su nuliniu vidurkiu.
Irodykite, kad

EXy, X, X, Xy, = EXy X, EXG, X +EX X, EXG, X, +EX X EXG, X,
(7.8)
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8 ARMA sekos parametry vertinimas

8.1 Autoregresijos parametry vertinimas
Pirmiausia nagrinékime kauzaly autoregresijos modelj
Xi=1 X1+ + 0p Xy + Zy, (8.1)
kur Z; ~ BT(0, 0?). giad lygti galime perraSyti jprastine regresijos forma:
X=X, 9+ Z, (8.2)

Cla ¢ = <¢17 s 7¢p),7 thl = (thla s 7thp),-
Gerai zinoma, kad (8.2) regresijai maziausiy kvadraty ¢ jvertis yra

n —1 n
¢E: (ZXFlX;q) (th—lXt)-
t=1 t=1

Taigi, ¢ia gali buti taikomi (su nedidelémis modifikacijomis) standartinés
regresinés analizés rezultatai. Tame tarpe, jeigu Z, = X, — nglgf) yra
atitinkamos liekanos, tai joms galima taikyti klasikine liekany analize.

Pastebésime, kad tuo atveju kai Z; yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
N(0,0?) dydZziai, ¢ yra ir didZiausio tikétinumo jvertis. Papraséiausiu AR(1)
atveju, kai Xy = ¢X;_1 + Z;, turime

Z?:l Xy Xy
D1 X

Is klasikinio rezultato taip pat iSplaukia ir $i teorema apie asimptotinj
jvercio pasiskirstyma.

b=

8.1 teorema. Jei Z; — nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniar dy-
dZiai su vidurkiu 0 ir dispersija 0%, o EZ} < oo, tai

V(g — ¢) —5 N(0,07T; 1),

d. . . ‘ -
kur — Zymi konvergavimag pagal pasiskirstymg, o

7(0) r(1) .. or(p=1)
rp—1) r(p—2) . . . r(0)
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8.1 PAVYZDYS. Tarkime p = 1. Tuomet AR(1) modeliui turime

0.2

Vi(é - ) <4 N (o, @).

Kadangi r(0) = 02/(1 — ¢?), tai /n(¢ — ¢) == N(0, 1 — ¢?), arba
1 — ¢

&~ AN (9,

Remiantis pastaraja teorema, galima konstruoti pasikliautinuosius inter-
valus bei kritines sritis atitinkamy hipoteziy tikrinimui.

Kitas budas, daznai taikomas praktikoje, remiasi Yule-Walker’io lyg¢iy
panaudojimu. Trumpai apraSysime jj. Padaugine skaliariskai lygti X; =
N Xo1 + o+ Xy + 24 18 Xyg, k= 1,...,p, gausime lygybe r(k) =
o1k — 1)+ -+ ¢pr(k — p), kuria perrase koreliacijoms turésime

p(k) = ¢1p(t —1) + -+ dpp(k —p), k=1,....p.

Sias lygtis galime perrasyti matriciniu pavidalu:

p(1) p(0) p() . . . plp—1) h1
p(2) | _ p(1) p(0) . . . plp—2) b2
o(p) pp—1) pp—2) - . . p(0) b

Pakeite koreliacijas j jy empirinius analogus, gausime parametry ¢ =
(¢1,...,0p)" Yule-Walker’io jvertj:

o1 1 pa) =1\
bl | a1 -2 P
5, -1 pp-2) . . . 1 By

Pastebésime, kad AR(p) atveju atvirkstinés matricos, naudojamos aukséiau,
yra neiSsigimusios. (Gerai Zzinoma, kad tam pakanka, kad r(0) > 0 ir
r(h) — 0, kai n — 00.) Nors §iuo atveju jvertis turi grazy isreikstinj pavi-
dala, susiduriama su sunkumais, kai norima skaiciuoti atvirksting matrica
dideliems p ir n. Tokiu atveju gelbsti zinomi algoritmai, kaip, pavyzdziui,
Durbino-Levinsono ar inovacijy algoritmas. Jy aprasyma galima rasti Brock-
well ir Davis (1991).
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8.2 Slenkamojo vidurkio parametry vertinimas

MA modelio parametry vertinimas pasirodo néra toks paprastas kaip au-
toregresijos atveju. Iliustracijai imkime MA(1) modelj X; = Z, — 07, ;.
[eskosime parametro 6 jver¢io momenty metodu. Kadangi
0
1+ 62

p(1) =

arba p(1)6? + 0 + p(1) = 0. Vadinasi, jvertis 6 randamas i3

—14/1—42(1)
2p(1)

Taigi, gauname netiesinj jvertj, kurio savybes nelengva tirti. Dar
sudétingesné situacija MA(q) atveju.

Kita vertus, patogu taikyti Siek tiek modifikuota maziausiy kvadraty
metoda. Jei MA(1) procesas yra apgreziamas, t. y. |#] < 1, tai

0 =

Zi=X,+0Z 1 =X, + 60X, 1 +0*X, o+ ....

Pazymeékime S(6) = Y7 | Z2. Aisku, $i israiska dar néra tinkama 6 jverciui
rasti. Norint gautj jvertj, kuris remiasi stebéjimais X1, ..., X,,, laikykime kad
Zy = 0; tuomet ant aibés Zy = 0 turésime

7, = X1+0Zy= X,
Zy = Xo+0Z1=Xo+02,

ZS = X3+9Z2:X3—|—9X2—|—02X17

Zy = Xo+0Z, 1=X,+0X, 1+ +0"X,.

Tegul S,.(0) = >, Z}| Zo=0" Sio dydzio minimizavimas ir vadinamas sg-
lyginiu maZiausiy kvadraty metodu. S.(f) minimumo tasko galima ieskoti
taikant skaitinj Gauso—Niutono metoda. Pagal ji, pasirenkame kazkurj
pradinj taska 0%, Z; = Z,(0) pakei¢iame j dydj

dZ,(6)
do lo=e~

Z,(0) = Zi(9") + (0 — ¢7) (8.3)

ir iSraiska >, ZE(Q) minimizuojame pagal 6. (8.3) yra tiesiné pagal 0, todél
nesunku rasti analiting $io minimumo tasko (pazymeékime jj 6()) israiska.
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Toliau ¢* kei¢iame j 0y ir kartojame procediirg. Pastebésime, kad (8.3)
iSraiskoje iSvestines galima skaic¢iuoti rekurentiskai, nes

dZy(0) _ d(Xt+HZt_1(0))‘
do  le=e- dé 0=0~
_ d(QZt—l(e))‘
N do 0=0~

= Z,(0%) + e 2

Bendru MA(q) atveju taikoma daugiamaté Gauso—Niutono procedura,
kur j suma S.(0) jeina dydziai Z, = Xo + 01241 + -+ 0,24y, Zo = Z_1 =
o =21,=0,0=(0,...,0,).

8.3 Autoregresijos-slenkamojo vidurkio parametry ver-
tinimas
Pradékime nuo paprasto kauzalaus ir apgreziamo ARMA(1,1) modelio:

Xe—oXe1 =2, — 02,1

Panasiai kaip auks¢iau, parametro (¢,6) jvert] galima rasti salyginio
maziausiy kvadraty metodo pagalba, minimizuojant S.(¢,0) = " | ZZ, ¢ia
dydziai Z; = Z;(¢, 0) randami i3 lygybiy

Zt(¢7 9) = Xt - ngt—l + Zt—1(¢7 9)7 ZO = XO =0.
Panasiai elgiamasi ir bendro ARMA (p, ¢) modelio atveju. I8 formuliy
Zy=Xi =Xy 1 — =0 Xy + 02+ -+ 0,7,

su Xog = X1 = = X, = Zy = -+ = Zi_4 = 0 randame
Zy = Zy(¢,0), t = p+1,...,n, ir minimizuojame pagal (¢, 0) israiska
Si(,0) =321, Z2(0,0).

8.4 Didziausio tikétinumo metodas

Tarkime, imtis X7, ..., X, gauta stebint kauzalia AR(1) seka X; = ¢X; 1 +
Zy, ¢ia Zy yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai turintys
teigiama tankj f.
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Musy tikslas — uzrasyti vektoriaus (Xi,...,X,) tankio funkcija
fxixon (@1, ..., 2,). Turime

le ..... Xn($17~-,$n)=fxl(ilf1)fxz Xn\X1($2,-‘-;$n|$1)-

-----

Duotam x; nagrinékime abipus vienareikSmes transformacijas

Ty Ty — QI
T3 T3 — QT3
5 . , (8.4)

Tp Ly — (bxnfl

z9 ¢Jf1 + z9

Z3 g1 ¢2ZL‘1 + ¢ZQ + 23

. — .

Zn ¢n71$1 + ¢n7222 + 42y

Pastebésime kad (8.4) transformacijos Jakobianas yra

det| 0 — 1 - - - - 0 ]=1,
R |
todel
fX2 ,,,,, anXl('r27"'7xn’x1) = fZ2 ..... Zn<x2_¢x17-~-7:€n—¢xn71)

= fz(l‘g — §b$1) ce fz(l‘n — gb[L‘n_l).

Tuo atveju kai Z;,t € Z yra N(0,0%) dydziai, turime X; ~ N(0,02/(1 —
¢%)), t. .

Fxu(w1) = (27302)5\/1—&@@{ _L(1_¢2)xf}. (8.5)

202
Be to, (Z, ..., Z,) tankio funkcija yra

n

2
22

t=2

1\ 7 1
[PRPRET By (e
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ir todeél salyginis Xo, ..., X, tankis atzvilgiu X; yra

n

1 nl 1
fXg,...,Xn\Xl ($2, e ,xn|x1) = ( ) ’ exp{ - Tﬂ Z(l’t - ¢$t—1)2}-

2mo?
(8.6)
5 (8.5) ir (8.6) gauname stebéjimy Xq, ..., X, tikétinumo funkcija

o) = () VImFen{ - [ o 0]

2mo? por
= (g) VI Few{ 5z 501}

kur S(¢) =Y 7, (Xi—¢X;—1)?+(1—¢*) X7. Tuomet logaritmineé tikétinumo
funkcija yra

1 1
Ao, 02) = In L($,0?) = gln o — glna2 + 51— &%) = 7 5(0).
Is cia, spresdami lygtj %"52) = 0, gaunam
504
n

Aprasysime kelis ngS radimo metodus. 1) Naudojant skaitinius metodus, gal-
ima rasti ¢, kuris maksimizuoja tikslia log-tikétinumo funkcija Ao, 0?). 2)
Skai¢iavimus galima supaprastinti, minimizuojant tik narj S(¢) ir turint
galvoje, kad atmetamame naryje (1/2)In(1 — ¢*) parametras ¢ néra arti 1.
3) Paprasciausia yra minimizuoti S, (¢) iSraiskoje S(¢) = S.(¢)+ (1 —¢?) X7,
turint galvoje, kad narys (1 — ¢?)X}? yra maZas palyginus su pirmuoju
démeniu kai n dideli (galima gauti sprendinio iSreikstine forma).
Pastebésime, kad visy trijy jverciy asimptotinés savybés yra vienodos.
Panasiai elgiamasi ir bendro ARMA(p, ¢) modelio atveju. Teoremos apie
jver¢iy asimptotinj elgesj yra gerai Zinomos, zr. Brockwell ir Davis (1991).

8.5 Liekany analizeé

Parinkus modelj ir jvertinus jo parametrus, lieka istirti gauto modelio adekva-
tuma, t. y. patikrinti ar jvertintas modelis tenkina teorinio modelio prielaidas.
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Dazniausiai tenka tikrinti, ar lickanos Z; tenkina balto triuksmo salygas, t. y.
yra nekoreliuotos, turi vidurkj 0 ir pastovia dispersija.

Paprastai pradedama nuo tikrinimo ar liekanos turi normalyjj skirstinj.
DaZniausiai tai galima matyti vizualiai i§ standartizuoty liekany Z /o
histogramos bei kvantiliy-kvantiliy grafiko. Tikslesnis tikrinimas turéty
vykti remiantis Zinomais normalumo tikrinimo kriterijais: Kolmogorov’o,
Anderson’o-Darling’o, Shapiro-Wilk’o kriterijais arba momenty sulyginimo
kriterijais, pvz. Jarque-Bera ar d’Agostino testu.

Tam, kad patikrintume ar lickanos sudaro balto triuksmo seks,
nubraizomi empiriniy ACF ir PACF grafikai, rodantys galimg liekany forma
ir tai, ar jos yra statistiSkai nereikSmingos. Priminsime, kad duotai imciai
X1, ..., X, empiriné (auto)koreliaciné funkcija (ACF) apibréziama lygybe

S(k) = SN = X) (X — X)
Z?:1(Xj - 7)2 ’

k=0,...,n—1.

Turime tokj teiginj:

8.1 teiginys. Tegul X; = Z; ~ n.v.p.(0,0?). Tuomet bet kuriam h = 1,2, ...

vn ~L5 N(0, I,).

Remiantis pastaruoju teiginiu galima sukonstruoti kritine sritj hipotezei
Ho: p(k) = 0 su alternatyva Hy: p(k) # 0 tikrinti. Hy atmesime, jeigu
vnp(k) yra pakankamai didelis. 8.1 teiginys yra atskiras atvejis bendro teig-
inio apie empiriniy koreliacijy asimptotinj normaluma tiesiniams procesams
pavidalo X; = pu + Z;’;_OO ViZ_j, kur Z; ~ n.v.p.(0,0%), 7r., pavyzdziui,
7.2.1, 7.2.2 teoremas Brockwell ir Davis (1991) knygoje.

Intuityviai aisku, kad 8.1 teiginys gali biiti panaudotas tikrinant hipoteze
apie tai, kad i§ karto kelios koreliacijos yra lygios nuliui: Hy: p(1) = -+ =
p(m) = 0 su alternatyva Hy: Ji € {1,...,m} p(i) # 0. Box ir Pierce (1970)
hipotezés Hj tikrinimui pasiulé vadinamaja Portmanteau statistika

Q*(m)=n>Y_p*(k).
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Tuo atveju, kai Z; ~ n.v.p.(0,0%) ir esant igpildytoms atitinkamoms mo-
mentinems salygoms, Q*(m) skirstiniy prasme konverguoja j atsitiktinj dydj,
turintj chi-kvadrato su m laisves laipsniy pasiskirstyma. Tam, kad pagerinti
Sios statistikos galios savybes mazy iméiy atveju, Ljung ir Box (1978) pasiulé
modifikacija

Q(m) =n(n+2) Z SQEk) .

o

Kaip ir Q*(m) atveju, pastarosios statistikos ribinis skirstinys yra chi-
kvadratas su m laisvés laipsniy. Pastebésime, kad praktikoje reikia atidziai
parinkti m (daznai literatiroje siiloma parinkti m = Inn). Tuo atveju, kai
] liekanas jeina vertinami parametrai, chi-kvadrato laisves laipsniy skaicius
atitinkamai sumaZzéja. Pavyzdziui, ARMA(p,q) modelio su jvertintais
parametrais atveju chi-kvadrato laipsniy skai¢ius yra n — p — q.

8.1 PRATIMAS. Tarkime, Xi,..., X, yra imtis, gauta stebint MA(1) dydzius
Xy =2Z,+07Z,_ su Z; ~N(0,1). Uzragykite tikétinumo funkcija parametro
0 jverciui skaiciuoti.
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9 Prognozavimas

Siame skyriuje i8siaiskinsime, kaip, turint stebimg imtj X, ..., X, nusakyti
nestebimy dydziy X, .1, X,i9,... prognoze. Pagrindinis jrankis, naudoja-
mas Siai prognozei nusakyti, yra prognozes lygtis. Pradzioje priminsime kai
kuriuos Hilberto erdviy teorijos faktus.

9.1 Teorema apie projekcija ir prognozes lygtis

9.1 apibrézimas. Tiesiné erdve su skaliarine sandauga, kuri yra pilna atzvil-
giu normos atitinkancios duota skaliarine sandauga, vadinama Hilberto erdve.

Priminsime, kad norma || - ||, atitinkanti skaliarine sandauga (,-),
apibréziama lygybe ||z| = 1/ (x, z).

Hilberto erdviy pavyzdziai yra R¥ = {z = (21,...,2),2; € R,i =
1,...,k} su skaliarine sandauga (x,y) = Zle zy;; CFo= {r =
(x1,...,2x),2; € C,i = 1,...,k} su skaliarine sandauga (z,y) = Zle T
seky erdve 2 = {z = (x1,22,...), Y 50, |2i]* < 0o} su skaliarine sandauga
(x,y) = >0, x;7; erdvé L? (apie ja bus kalbama iSsamiau).

Prognozés sgvoka yra tampriai susijusi su fundamentalia teorema apie
projekcija (jrodyma galima rasti pvz. Brockwell ir Davis (1991) knygoje).

9.1 teorema (Teorema apie projekcija). Tarkime M yra uZdaras Hilberto
erdvés H poerdvis ir x € H. Tuomet

(a) egzistuoja vienintelis & € M, kad ||z — || = yienj\’[;l |z —yll;
() & € Mor |z -2l = inf lz —y| tada ir tik tada, kai & € M ir
r—3e Mt
Cia ML yra ortogonalus aibés M papildinys, t. y.
Mt ={zeH (x,y)=0Vyc M}

Nesunku jrodyti, kad bet kurio H poaibio M ortogonalus papildinys M= yra
uzdaras H poerdvis.

IS teoremos apie projekcija gauname, kad bet kokiam uzdaram Hilberto
erdvés ‘H poerdviui M egzistuoja toks vienintelis atvaizdis Py : H — M,
kad [ — Py : H — ML (¢ia I Zymi tapatinga atvaizdj i§ H j H). Be to,
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Matome, kad norint duotam = € H rasti artimiausia elementa z is uzdaro
poerdvio M C H reikia spresti lygtj

(x — Z,y) =0 Vy € M. (9.1)

Si lygtis vadinama prognozés lygtima.

Toliau nagrinésime atvejj, kuomet M = sp{zy,...,x,}, da
sp{z1,..., 2} = {oqgzy + - + U, Q1,...,0n € R} yra uzdaras tiesi-
nis aibés {zy,...,7,} apvalkalas'. Siuo atveju duotam z € H egzistuoja
vienintelis elementas Pyr = ayxy + - - - + @, T, kuris randamas iS prognozes
lygties

(x — Pyz,y) =0 YyeM
arba ekvivalenciai
(Pmz, ;) = (x,x5), j=1,...,n.

Taigi, norint rasti projekcija Psp(e,,....z,) T, Teikia iSspresti lygciy sistema

Z%‘(%‘;ﬁﬁ = (z,z;), j=1,...,n.
i=1

Remiantis teorema apie projekcija, $i lygtis turi bent vieng sprendinj
ai,...,q, (gal but ne vienintelj) ir vienintele projekcijos reik8me Py =
a1+ -+ 0Ty

9.2 [? erdvé

9.2 apibrézimas. Tegul (€2, F,P) yra tikimybiné erdvé. Aibe atsitiktiniy
dydziy X, nusakyty gioje erdvéje ir tenkinancéiy EX? < oo Zymésime L.

Apibrézkime atvaizdj (, ): Ly X Ly — R formule (X,Y) = EXY. Ne-
sunku matyti, kad taip apibrézta operacija tenkina visas skaliarinés sandau-
gos savybes, idskyrus savybe (X, X) = 0 <= X = 0. Mat EX? = 0 <
P(X = 0) = 1. Todél toliau, vietoj vieno dydzio X € Lo nagrinésime jo ekvi-
valentumo klase, laikydami, kad ekvivalentumo klasei priklauso visi Y € Lo,
kurie beveik visur sutampa su X, t. y. P(X =Y) = 1.

Taip apibrézta ekvivalentumo klasiy aibé yra tiesiné erdvé (patikrinti)
ir yra pilna normos | - || atzvilgiu. Taigi aukséiau nusakyta ekvivalentumo
klasiy aibé yra Hilberto erdvé, kurig Zymésime L2

!Bet kokio Hilberto erdvés H poaibio {zy,t € T} uzdaru tiesiniu apvalkalu vadinamas
maziausias uzdaras H poerdvis, apimantis {x;,t € T}
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9.3 apibrézimas. Tegul M yra uzdaras L? poerdvis. Geriausia X € L?
prognoze vidutiniy kvadraty prasme vadinsime tokj X € M, kuris tenkina

| X — X|?= inf |X—Y|?= inf B(X —Y)2
YeM YeM

Is teoremos apie projekcija matome, kad X = Py X, arba, ekvivalenciai,
X yra toks vienintelis M elementas, kuriam

(X —PuX,Y)=0 VY eM.
Pastaroji lygybé gali buti perrasyta
EYPuX)=EYX) VY eM.

Todél Py X gali biiti sutapatintas su elemento X € L? salyginiu vidurkiu
atzvilgiu uzdaro poerdvio M C L? E(X|M) = PyX. Taip apibréztas
salyginis vidurkis pasizymi jprastinémis salyginio vidurkio savybémis.

Tegul

MYy, .. Yy ={9(Yy,...,Y,), ¢: R" = R — mati} N L?

yra uzdaras L? poerdvis, sudarytas i§ dydziy g¢(Y,...,Y,) su
E¢*(Yy,...,Y,) < oo. (Pastebésime, kad konstantos jeina j poerdvj
M(Yy,...,Y,}.) Siuo atveju atsitiktinio dydzio X € L? salyginis vidurkis
atzvilgiu Y7, ..., Y, apibréziamas lygybe

E(X|Y,,...,Y,) = Prv,. v X
Toliau nagrinékime atvejj kuomet M =sp{1,Y7,...,Y,}. Aisku, kad
Sp{L,Y1,....Y,} C M{Yh,.... Y, ).

Todél prognozé Psp(1y;,..v,}X negali buti geresné (vidutiniy kvadraty
prasme) nei Py, y,}X. Taciau praktikoje apsiribojama tiesine prognoze
Psivh,.. v,y X, kurig néra sudétinga suskaiciuoti. Siuo atveju

Py, ymX = ZaiY;, Yy, = 1.
i=0
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Taigi, ap, ..., «q, randami sprendziant prognozés lygtj
> aEYY;) =E(XY;), j=0,1,...,n.
=0

IS Sios lygties matome, kad ieskomieji koeficientai «g,aq, ..., a, priklauso
tik nuo pirmos bei antros eilés momenty EX, EY;, E(XY;), E(Y}Y;), i,j =
1,...,n.

9.4 apibrézimas. Tegul X,Y},...,Y, yra L? elementai. Tuomet geriau-
sia tiesine X prognoze atzvilgiu Yi,...,Y, vadinsime tokj sp{1,Y1,..., Yy}
elementa X, kuris tenkina

X — X2 = inf }HX -Y|>.

Yesp{1,Y1,....Yn

IS teoremos apie projekcija seka, kad X = Psspivi,yar X

9.1 PASTABA. Tuo atveju, kai (X,Y7,...,Y},) turi daugiamatj normalyjj
skirstinj, turime
Pspyi,..vyX =E(X (Y1, ..., Y,).

9.3 Stacionariy procesy prognoze

Tegul Xi,...,X, yra imtis i§ stacionarios sekos {X;,t € Z} su vidurkiu p
ir kovariacine funkcija r(-). Ieskosime nestebimy elementy X, 1, X9, ..
tiesinés prognozés atzvilgiu Xy, ..., X, t. y. nusakysime

Pt x1, X} X, h=1,2,....
Nesunku matyti, kad
P@{I,XL...,XTL}XnJrh =u+ P@{Yl,...,Yn}Yn+h su Yk = ch — [

Todél, nemazinant bendrumo, laikysime kad EX; = 0.

Vieno Zingsnio prognozé. Apibréskime

X 0, n =20,
n+l =
’ P@{Xla--an}XTH»h nz 1.
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Tuomet Xn—i—l = 01 Xn + -+ X1, n > 1, kur koeficientai ¢,1, ..., onn
randami iS prognozes lygties

<Xn+1 _X?’L+17X7’L+1fj> :Ov ] = 17"'7”7

arba, ekvivalenciai,

Z ¢ni<Xn+1—z‘,Xn+1—j> = <Xn+17Xn+1—j>a Jj=1...,n.
i=1

Taigi, norint rasti koeficientus ¢,,,, ..., ¢n,, reikia iSspresti lygtis

Zgbmr(i—j) =r(j), j=1,....n (9.2)

Pazyméje kovariacijy matrica (r(¢ — j))ij=1,..n» =: R, bel pazyméje r, =
(r(1),...,7(n)), én = (Gn1s -, Gnn)’s (9.2) lygtis galime uzrasyti trumpai
Ry¢n = 1. (9.3)

Vélgi, teorema apie projekcija garantuoja sprendinio (¢n1, ..., ¢n,) (galbut
ne vienintelio) ir vienintelés prognozés Xn+1 = 01 Xp + - + O X1 egzis-
tavima. Gerai zinoma, kad R,, yra neiSsigimusi su visais n > 1, jeigu 7(0) > 0
ir r(h) — 0, kai h — oo. Todél daugeliu atveju galima rasti vienintelj
sprendinj

on =R, L.

Tokiu atveju R
Xon =X Ry, X, o= (Xy,..., X))

Kuomet r(h) neartéja j nulj, galima rasti ne vienintelj tokj sprendinj (zr. 9.1
pratima).
Svarbi prognozés kokybés charakteristika yra vidutiné kvadratiné prog-
nozés paklaida, apibréziama lygybe v, = E(X, 11 — X,11)?. Turime
v, = EX?,, —2EX, X, +EX2,,
= T(O) + EXn—H (Xn+1 - Xn-‘,—l) - EXn+1Xn+1
= T(O) — EXn+1Xn+1

= r(0)— Z Dni (i) (9.4)
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Tuo atveju, kai matrica R, yra neiSsigimusi, gauname
I p—1
v, =71(0) —r R,y

Keliy Zingsniy prognozé. Panagiai kaip vieno zingsnio atveju, turime

Pos(x1,eXo} Xt = S0 X -+ 0 X0, B> 1, (9.5)
kur vektorius ¢§Lh) = (qﬁﬁlhl), o ,qﬁ,%))’ randamas i3 lygties
Rn¢51h) = TT(zh)v rgzh) = (T(h)v SR 7T(n +h— 1))/ (96>

Tuo atveju, kai kovariacijy matrica R,, yra neiSsigimusi, iSspresti (9.3) ar

(9.6) lygtis néra lengva, ypa¢ dideliems n. Todél praktikoje prognoziy skaici-
avimui naudojami rekurentiniai metodai. Dazniausiai yra taikomi Durbin’o—
Levinson’o bei inovacijy algoritmai. Cia pateiksime tik Durbin’o-Levinson’o
algoritma.
Durbin’o-Levinson’o algoritmas. Jeigu {X;,t € Z} yra stacionari seka su
EX; = 0 ir kovariacija r(-), kuriai matrica R,, yra neiSsigimusi su visais
n > 1, tai koeficientai ¢y, ..., ¢, ir vidutiné kvadratiné prognozes paklaida
v tandami i lygybin ¢, = p(1), vy = r(0), vy = r(0)(1 — (1)),

Up = Un—l(l - ¢$zn>a
o = T =X buirln = 0)
nn vy )
¢n1 ¢n71,1 ¢n71,n71

= : _¢nn . ) 7122

an,nfl Cbnfl,nfl (ﬁnfl,l

Remiantis (9.4), ¢,, iSraiska galima perrasyti ir taip:
P p(n) — Z?:_f Pn-1,ip(n — 9)
L= 320 bnerin(i)

Durbin’o-Levinson’o algoritmo jrodyma galima rasti pavyzdziui Brock-
well ir Davis (2002) knygoje.
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9.4 ARMA procesy prognozavimas

AR(p) modelis. Tarkime, kad imtis X7, ..., X, gauta stebint kauzaly AR(p)
procesg
Xe=01 Xo 1+ + 0, Xy p+ 24, tEL.

Rasime vieno zingsnio prognoze X, ;. Trumpumo délei zymékime P, :=
Pssx1,...x,,)- Turime

P, Xot1 = PurhXn+- -+ 0pXnt1—p + Znt1)
P X+ + 0P Xpi1—p + PuZpia.
Tuo atveju, kai n yra pakankamai didelis (n > p), gauname
Xn—i—l = 01 Xp+ -+ 0 Xnt1p
ir
Xos1 — Xpi1 = Zpy1. (9.7)
Taigi, vidutiné kvadratiné prognozés paklaida v, = o2.

Skaiciuojant keliy zingsniy prognoze, galima rekurentiskai jsistatyti jau
turimas prognoziy reik§mes. Atveju h = 2 turime (n pakankamai didelis):

P Xny2 = ¢1Xn+1 + G X+ OpXngap
ir
Xota — PuXpso = 61(Xns1 — Xog1) + Znso
= ¢1Zny1+ Zpyo.
Taigi,
E(Xnt2 — PuXpi2)? = (14 ¢1)0” > 0% = B(Xni1 — Xnp1)™.
Panasiai, jeigu n yra pakankamai didelis, gauname

P Xoih = 1P Xoqina+ -+ 0p 1 B Xy + 0n X + -+ 0 Xophp

MA (¢) modelis. Pradékime nuo apgreziamo MA(1) proceso X; = Z,+ 607, 1,
t € Z. Turime

o)

Zy =Y (-0 X,;.

=0
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Todeél, norint nusakyti atitinkamas prognozes, reikia apibrézti projekcijos
operatoriy P, begalinés praeities {X;, —oo < t < n} atzvilgiu. Laikysime,
kad

Pan—l—h = lim P@{Xm ..... XO,...,Xn}Xn—l-h-
m——o0

Cia riba nusakyta vidutiniy kvadraty prasme.
Taigi, MA(1) atveju gauname

P Xpi1 = P2y 1+ 0P, Z, = 0Z,. (9.8)

Vadinasi, 3
Xn+1 - Pan+1 - Zn+1
ir .
E(Xny1 — P Xpi1)? = 0%

Pastebésime, kad (9.8) iSraiskoje Z, yra nestebimas, taigi prognozés skaici-
avimui reikéty laikyti Zy = 0. Tuomet Z; = Xy, Zo = Xy — 07, ir t.t.
h > 2 atveju gausime

ﬁ)an—i—h - PnZn—i-h + eif)nZn—i—h—l =0,

t. y. MA(1) proceso h > 2 Zzingsniy prognozé yra EX,, (intuityviai aisku).
Tada )
Xn+h - Pan+h = Zn+h + QZn—i-h—l

ir vidutiné kvadratiné prognozés paklaida lygi (1 + 6%)o? visiems h > 2.
Panasios isvados galioja ir bendro MA(q) modelio atveju.

ARMA (p,q) modelis. Tegul duotas kauzalus ir apgreziamas ARMA(p, q)

modelis
X =0 Xoa+ 40 Xep+ Zo4 0o s 4+ 0,7y, tEL
Tuomet
P Xpi1 =01 X+ + 0pXnsiop + 0120+ 40,2011

ir
Xn+1 - Pan+1 = Zn—i—l'
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Taigi vieno zingsnio prognozés vidutiné paklaida lygi 0. Nesunku matyti,

kad keliy zingsniy prognozes skaiciuojasi rekurentiskai:

P Xpin = 01 P Xm0 P Xoinp+ 01 PuZyyna+ + 0, P Zyiy,
Cla

0, kai j < h,

ann f':Xn —j kai 2}7’7 ann —j =
+h—j +h—j al j +h—j {Zn%_j, kai j > h.

Tam, kad rasti vidutine kvadratine prognozés paklaida, patogu naudoti
MA (o00) reprezentacija Xy = Z; + U1 Zy—1 + 22y o + ... I8 jos gauname

annJrh = annJrh + wlﬁnZnJrhfl + wZﬁnZnJrth + ...
= Yndn+Yns1Zpn1+ ...
r
E(Xpin — PaXosn)® = E(Zusn + U1 Znsnr + - + Uno1Zn11)
= (LU 4 4o

9.5 Prognozés réziai

Tegul {X;} yra stacionarus Gauss’o procesas su vidurkiu 0, neiSsigimusia
kovariacijy matrica R,, n > 1. Tuomet geriausia tiesiné h Zingsniy prognozé
turi pavidala (zr. (9.5), (9.6))

P Xpin = (rMYRNX,, ..., X1).
Kadangi (X, ..., X;)" turi daugiamatj normalyjj skirstinj, tai
PoXoin = E(Xpin| X, .. X1)

ir prognozes paklaida X,,,, — P, X,,. 1, yra pasiskirsc¢iusi pagal normalyjj désnj
su vidurkiu 0 ir dispersija o7, := E(Xp1n — P, Xpnen)?. Kiekvienu konkreciu
atveju ai’h gali buti suskai¢iuotas. Tuomet duotam 1 — « (pvz., 0,9; 0,95)

P{Xn+h S [Pan—i-h — Z1—a/20n,h; Pan+h + Zl—a/QO-n,h]} =1- «,

C¢ia 21_q/2 Zymi standartinio normaliojo désnio (1 — «/2)-eilés kvantilj. In-
tervalas [P, Xyih — 21—a/20nh PaXpth + 21—a/20,,) nusako X, stebéjimo
(1 — «v)-eilés prognozés rézius.
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9.1 PAVYZDYS. Tuo atveju, kai {X;} yra kauzalus AR(p) procesas ir Z; turi
normalyjj skirstinj su parametrais (0, 0?), vieno Zingsnio prognozés paklaida
lygi Z,11 (Zr. (9.7) lygybe). Taigi (1 —«)-eilés prognozeés réziai yra P, X, 1+
Z1—a/20 -

9.1 PRATIMAS. Tegul procesas {X;,t € Z} duotas lygybe
X = Acos(At) + Bsin(\t),

¢ia A € (0, 7) yra konstanta, A ir B nekoreliuoti atsitiktiniai dydziai su EA =
EB = 0, EA? = EB? = 0% Parodykite, kad &is procesas yra stacionarus
ir raskite jo kovariacine funkcija. Parodykite, kad kovariacijy matrica R,
yra iSsigimusi kai n > 3 ir todél galima uzrasyti ne viena prognozés Xn+1
israiska. (Pasinaudodami matematine indukcija parodykite, kad X, 1 =
2X,cosA — X, 1, n>2)

9.2 PRATIMAS. Uzrasykite AR(p) proceso h zingsniy vidutineés kvadratinés
prognozeés paklaidos israiska.

9.3 PRATIMAS. Raskite stacionaraus ergodisko FARIMA(0,d,0) proceso,
nusakyto (6.4) lygtimi, vieno zingsnio prognozés koeficientus.
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10 Dalinés autokoreliacijos funkcija

Kaip zinome, slenkamojo vidurkio modelio
Xe=Z+0Zia+- 40,7y, Zp~BT(0,0%)
kovariaciné funkcija yra

0, |h| > q,
h pr—
T( ) {02 Z?;(‘)h‘ 9i9i+|h|7 ‘h| <q,

t. y. 18 koreliacines funkcijos p(h) = r(h)/r(0) eilés galima identifikuoti MA
modelio eile. Akivaizdu, kad analogiskas kelias netinka autoregresijos atveju.
Zemiau paaiskinsime, kaip identifikuoti modelj autoregresijos atveju.

Fiksuokime k > 1 ir nagrinékime imtj X; p, X;_r.1,..., X, iS stacionarios
sekos { X;} su nuliniu vidurkiu. Tarkime, X, = Pes(x, i1, X)Xt yra vieno
zingsnio X; prognozé atzvilgiu Xy 1, ..., X1, Casp{ Xy, t € T'} Zymi tiesinj
uzdarg apvalkalg generuota X;,t € T. Tuomet

Xt =5 Xe1 4+ F B Xk,

kur f1,..., Br_1 randami atitinkamo algoritmo pagalba. Pazymékime liekang
Zy=Xi = Xi = X = X1 = = B Xeop.

D¢l stacionarumo, vieno zingsnio X; , prognoze atgal® X, p =
P@{Xt—kﬂa--th—l}Xt—k yra
Xek =B X1+ + Bro1 Xoo1,
o liekana
Zyoe = Kook = Xk = Xoo = BiXompns — - = B X
Koreliacija tarp liekany Z; ir Z,_, vadinama dalinés autokoreliacijos
funkcija (angl. PACF — partial autocorrelation function). Ja zZymeésime a/(k).
10.1 apibrézimas. Stacionarios sekos {X;} dalinés autokoreliacijos funkcija
apibréziama
a(k) = Corr(Zy, Zi_y,) = Corr(Zyi1, Z1)
= Corr(Xps1 — Ppixo,. x03 X1, X1 — Psp(xo,.. x,0X1), k =2,
a(l) = p(1).
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Skaiciavimams daznai patogu naudotis tuo, kad

Cov(Xpy1, X1 — P@{XQ,...,Xk}Xl)

alk) = )
(k) Cov(Xpt1, Xit1 — P, 3 Xkt1)

(10.1)

14 paveiksle pavaizduota slenkamojo vidurkio su ¢ = 8 proceso koreliacija
ir daliné autokoreliacija.

MMMMMMMM 1.00 Model PACE

. || Lol L

T ST T

14 pav. MA(8) proceso su  koeficientais  (61,...,0s) =
(0,2;-0,3;0,4;—-0,1;0,1;0,2; —0,3;0,2) koreliacija ir daliné autokoreliacija,
Zy ~ N(0,1).

10.1 pAVYZDYS. Tegul Xi, X5, X3 yra imtis i§ stacionarios sekos. Tuomet
(patikrinkite, kad 51 = p(1))
Xg = p(l)XQ, Xl = p(]_)XQ
Todeél,
a(2) = Corr(Xs — p(1)Xs, X1 — p(1)X5)
COV(X3 - p(l)XQ,Xl — p(].)Xg)
\/D(XS - P(l)Xz)\/D(Xl - p(1)Xz)

p(2) = p*(1)
1—p2(1) 7
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nes

Cov(X3 — p(1) X9, X5 — p(1)X3) = Cov(X3, X7 — p(1)Xs)
r(2) = p(1)r(1)
r(0)(p(2) — p*(1)),

0
D(X3 - p(1)X2) = r(0)(1 - p*(1)).
Bendru atveju turime (zr. (10.1))
plk) = Pip(k —1) —--- — Br_ap(1)
olk) L= Bip(1) = = Brap(k —1) (102)
Cia f1, ..., Be_1 galima rasti is prognozés lygties
1 p(1) ... pk—2) B p(1)
p(1) 1 . plk=3) g | _ p(2)
pk=2) pk=3) .. 1 o ol 1)

Jeigu tarsime, kad seka X; aprasoma AR(1) lygtimi, tai turésime p(k) =
#*. Vadinasi, iuo atveju a(2) = 0 ir (nesunku matyti) a(k) =0, kai k > 2.

Panasios i8vados galioja ir bendru kauzalaus AR(p) proceso atveju, t. y.
kai Xp11 = 01 Xk + - + 0 Xpp1-p + Ziy1. Pirmiausia pastebésime, kad su
k > p teisinga

Xk;-‘rl - P@{XQ ,,,,, Xk}Xk’-i-l
= 01 Psp(xs. X)Xk T+ OpPapixn,. X3 Xkr1-p + Pepi X, X} Lht1
= 01 Xp+ -+ X1y
Xit1 — Lt

Is kitos puseés, dél stacionarumo,

~

X, = Pssixo,...x,3X1
01X+ + 0 Xpir.

65



Taigi, jei k > p,

a(k) = Corr(Zpsy, Zy)
= COI’I’(X]C+1 — XkJrl’ X1 — X1>
= Corr(Zpy1, X1 — 01 Xo — - — 9 Xp41)
- 0,
nes dydis X1 — 1 Xo — - — 0, Xp11 = [(Zpt1, Zp, - . . ) nekorelivoja su Zy .

(Pastarajj fakta galima iSvesti ir remiantis (10.2) bei Yule-Walker’io lyg-
timis.) Taigi gavome:

10.1 teiginys. Kauzalaus AR(p) proceso atveju dalinés autokoreliacijos
funkcija tenkina

alk) =0, k>p.

15 paveiksle pavaizduota autoregresijos proceso su p = 6 koreliacija ir
daliné autokoreliacija.

Model ACE 1.00 Model PACE

i ““““‘ i “
c I ..

15 pav. AR(6) proceso su  koeficientais  (¢1,...,Ps) =
(0,8;—0,5;0,6;—0,4;0,1;0,3) koreliacija ir daliné autokoreliacija, Z; ~ N(0, 1).

66



10.2 pavYzDYS. Nagrinékime MA(1) modelj X; = Z; + 07,4, |0] < 1.
Tuomet, kaip matem,

6
o) = (1) =i
L) -2 )
@ = TTem T I-20
S L+ 0Y

Nesudétingi skaic¢iavimai duoda bendra PACF formule:

(~1)F165(1 - 6%)

a(k) = 1 — g2(k+1)

(10.3)

Dalinés autokoreliacijos savoka, kaip jau minéjome, yra tampriai susijusi
su prognozavimu. Tegul prognozés israiskoje

Pssixp, x 3 Xk1 = O X + - + 0 X

koeficientai ¢, ...,¢pr Vvisiems k nustatomi vienareikSmiskai, t. y.
kovariacijy matrica

r(0) (1) r(k)
r(1) r(0) r(k—1)
rk) r(k—1) . . . (0)

yra neissigimusi su visais k (taip yra, jeigu 7(0) > 0 ir r(h) — 0 su h — o0).
Tada i§ prognozes lygties

(Xir1 — (X + -+ 0 Xa), X;) =0, j=1,....k

gauname tokias Yule-Walker’io tipo lygtis:

p(0) p(l)y . . . oplk—1) Pr1 p(1)
p(1) p(0) . . . p(k—2) o2 | | P(2)
pk—1) pk=2) . . . p(0) b (k)
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Remiantis Durbino-Levinsono algoritmu (Zr. Brockwell ir Davis (1991)) par-
odoma, kad daliné autokoreliacijos funkcija a(k) sutampa su ¢py.
Is lygybes

-1

P p(0) p(l) . . . plk—=1) p(1)
O | _ p(1) p(0) . . . p(k—2) p(2)
b pk—1) p(k=2) . . . p(0) p(k)

pakeitus koreliacijas p(k) empirinémis koreliacijomis p(k), gauname dalinés
autokoreliacijos jverts &(k) = m (jis yra yra stebéjimy Xy, ..., X, funkcija),
1 < k < n. Pastebésime, kad empirinéms PACF reikSméms skaic¢iuoti taip
pat galima taikyti rekurentinj Durbin’o-Watson’o algoritma.

Panasiai kaip slenkamojo vidurkio atveju empiriné koreliaciné funkcija
padeda nustatyti modelio eile, autoregresijos modelio eile gali padéti nus-
tatyti empiriné dalinés autokoreliacijos funkcija. Pazymétina, kad PACF
néra informatyvi slenkamojo vidurkio atveju.

16 ir 17 paveiksluose pavaizduota slenkamojo vidurkio proceso su ¢ = 8
generuota trajektorija, bei empirinés koreliacija ir daliné autokoreliacija.

eeeeee

16 pav. MA(8) proceso (zr. 14 pav.) generuota realizacija, Z; ~ N(0,1).

18 ir 19 paveiksluose pavaizduota autoregresijos proceso su p = 6
generuota trajektorija, bei empirinés koreliacija ir daliné autokoreliacija.
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Sample ACE

Sample PACE

e 2] | 7& 77777777777777777777777777777777777
IR RN N |

JENERARN

V'm;,w,L,L],,,,l,,J,l,,‘J,,‘,J,,‘JJf,‘,,J,,‘ ,,,,,

-.40- -.40-

-.60- -.60-{

-.80 80

1.00-— T T T T T T T T 1.00-— T T T T T T T T
o 5 10 15 20 25 30 35 40 o 5 10 15 20 25 30 35 40

17 pav. MA(8)

proceso (Zr.

14 pav.) empiriné autokoreliacija ir empiriné daliné

autokoreliacija.

40 80

T T T
120 160 200

18 pav. AR(6) proceso (zr. 15 pav.) generuota realizacija, Z; ~ N(0, 1).

Kaip ir empirinei koreliacijai, zinomos teoremos apie asimptotinj em-
pirinés dalinés autokoreliacijos skirstinj. Pavyzdziui, AR(p) modelio atveju,

69



Sample ACE

Sample PACE

19 pav. AR(6) proceso (Zr. 15 pav.) empiriné autokoreliacija ir empiriné daliné

autokoreliacija.

sun— oo

Vb 5 N(0,1), kai k > p.
10.1 PRATIMAS. Irodykite (10.2) lygybe.

10.2 PRATIMAS. [rodykite (10.3) formule.

10.3 PRATIMAS. Remdamiesi 9.3 pratimu, parodykite kad FARIMA(0,d,0)
atveju dalinés autokoreliacijos funkcija yra a(k) = d/(k — d).
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11 Kainos ir finansinés grazos

Kaip matysime, paprastai finansy ekonometrijoje analizuojama ne kainos,
0 jy grazos. Tarp priezasc¢iy, lemianc¢iy tokj analizés objekto pasirinkima,
reikéty paminéti pagrindines:

e vidutiniam investuotojui graza yra pilna, nepriklausanti nuo skales
(matavimo vienety) informacija apie investavimo galimybes;

e daznai grazos turi ,,grazesnes” nei kainos statistikines savybes, todél su
jomis lengviau ,dirbti“. Konkre¢iau kalbant, kainos skirtingais laiko momen-
tais yra Zymiau stipriau koreliuotos nei (santykiniai) poky¢iai.

Bendrai kalbant, yra keletas grazos apibrézimy. Daznai finansy matem-
atikoje (ypa¢ tolydaus laiko) grazos savoka néra intuityviai lengvai su-
vokiama, ekonometrijoje ir diskretaus laiko finansy matematikoje naudojama
paprastosios arba logaritminés finansinés grazos savoka.

11.1 Finansiniy duomeny stilizuoti faktai

Paprastai finansiniy laiko eilu¢iy analizés objektu yra finansiniai duomenys,
pavyzdziui, akcijy ar obligacijy kainos, indeksy reiksmeés, valiuty keitimo
kursai ir pan. Kita vertus, svarbus faktorius yra jy periodiskumas — stebimi
tiek Zemo daZnio (kassavaitiniai, kasménesiniai,. .. ) duomenys, tiek ir auksto
daznio (kasdieniniai, kasvalandiniai) ar net ultra auksto daznio duomenys
(keliy sekundziy trukmés laiko intervalai ar net nuosekliai fiksuojami visi
kainy poky¢iy momentai).

Neretai empirinis finansy rinkos tyrimas siekia paaiskinti stebimus duome-
nis ir jy savybes remiantis ekonomineés, politinés ar kitokios informacijos
pasirodymo aplinkybémis. Atrodyty, jog tokiy finansiniy instrumenty, kaip,
pavyzdziui, grudy ateities pardavimo sandoriai, IBM akcijos ar valiuty kur-
sai, kainy savybes turéty skirtis, nes yra salygojamos skirtingy aplinkybiy.
Is tikryjy gi, paskutiniojo Simtmecio empiriniai kainy kitimo tyrimai parode,
kad statistiniu poziuriu tokie finansiniai instrumentai (vertybiniai popieriai)
turi daug bendry bruozy. Sios skirtingiems finansiniams instrumentams
budingos savybeés daznai vadinamos stilizuotais faktais. Juos toliau ir ap-
tarsime.

Tegul S; zZymi vertybinio popieriaus kaing momentu ¢. Matyt paprasci-
ausi finansiniy duomeny (kaip ir kity ekonominiy duomeny) stilizuoti fak-
tai yra pastovaus augimo ir sezoniSkumo efektai. Pirmasis i§ jy atspindi
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vertybiniy popieriy kainy augima, o antrasis — tokiy faktoriy, kaip mety
laikai, Kalédos ir pan., jtaka kainoms. Sezoniskumo efektas apraSomas pe-
riodine funkcija ir paprastai eliminuojamas i$ kainos standartiniais meto-
dais (7r. 1 skyrelj). Taigi, kaina priklauso nuo augimo efekto, vadinamo
trendu my, ir nuo jvairiausiy atsitiktiniy poveikiy, vadinamy triukSmu Z;,
arba tiksliau atsitiktinius svyravimus atspindincia ciklo dalimi. Remiantis
ekonominiais argumentais vertybinio popieriaus kainos S = {S;: 0 <t < T}
elgesys aprasomas funkcija

S, = mye?t.

[sskiriami du pagrindiniai trendo funkcijos m; modeliavimo budai. Pagal
pirmajj i$ jy, trendas nusakomas neatsitiktine funkcija m; = Aett, ¢ia p ir A
yra konstantos. Tokiu atveju kainos logaritmas turi pavidalg

InS; = a+ ut + 7,

¢ia a := In A. Antruoju budu trendas m; modeliuojamas remiantis buvusia
kainos reikSme S;_a ir parametru p taip, kad

my = St_AeMA.

Siuo atveju trenda apraso atsitiktine funkcija ir todél ekonometrikoje Sis
modelis vadinamas stochastinio trendo modeliu. Stochastinio trendo atveju
kainos logaritmas turi pavidala

ln St = ln St—A + I[LA + Zt'

Kuris i§ dviejy minéty budy geriau tinka realiy duomeny modeliavimui, at-
sakoma, patikrinus atitinkamas statistines hipotezes.

20 paveiksle pavaizduoti S&P 500 indekso reikSmés ir jy logaritminés
grazos 1y = In S; — In S;_1.

Finansiniy duomeny savybiy analizei paprastai yra naudojamas stochas-
tinio trendo modelis kadangi realtis duomenys neprieStarauja tam, kad
In S;—In S;_ A transformacija elgiasi kaip stacionaraus atsitiktinio proceso tra-
jektorija. Be to, 8i transformacija nepriklauso nuo kainos matavimo vienety
ir pasizymi kitomis ,,graziomis” savybémis. Tolesné kainos analizé reikalauja
subtilesniy metody triukSmo komponentei Z; tirti.

Duotam laiko intervalui A € (0,7], toliau vadinamam daZniu, logarit-
mine grgZa arba tiesiog graza, kai aisku pagal konteksta, vadinsime kainos
transformacija

r(t,A) == Sa —InSy_y)a, t=1,...,N, N:=[T/A]<T/A, (1L.1)
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20 pav. S&P 500 indekso uzdarymo kainos ir jy logaritminés grazos.

¢ia [r] zymi realaus skaifiaus z sveikaja dalj. Daugelyje ekonometriniy
modeliy laikoma, kad A = 1. Tokiu atveju naudosime zyméjima r; := (¢, 1).
DaZniausiai logaritminés grazos skai¢iuojamos kasdieniams duomenims.
Nors, kaip minéta, pastaraisiais metais atsirado techninés galimybés rinkti
bei analizuoti ir vadinamuosius auksto daznio duomenis, kuomet A atitinka
valandas ar minutes, bei ultra auksto daznio duomenis, kuomet fiksuojami
visi kainy pokyd¢iai, t. y. duomenys neagreguojami. Svarbu pazymeéti, kad
minimos Zemiau empirinés logaritminiy grazy savybés priklauso nuo daznio
A.

Viena i$ svarbiausiy finansiniy duomeny empirinés analizés salygy yra
statistiniy savybiy invariantiskumas laiko atzvilgiu. Jei praeities duomeny
savybes neturi nieko bendro su dabarties ir ateities kainy kitimu, tai tokiy
duomeny tyrimas biity beprasmiskas. Todél svarbia statistinés analizes
prielaida yra funkcijos r(-, A) stacionarumo hipotezé: bet kuriems t1, . .., ¢ ir
s, vektoriy {r(t1, A), ..., r(tg, A)} iv {r(t1 + s,A), ..., r(ty + s, A)} tikimy-
biniai skirstiniai yra lygus. Jei §i prielaida teisinga, tai nuo ¢ nepriklauso
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nei funkcija Fa(u) := P(r(t,A) > u), u > 0, vadinama skirstinio uodega,
nei kovariacija vadinama funkcija Ca(s) := Cov(r(t,A),r(t + s,A)) (jei
egzistuoja antrasis grazos momentas). Stacionarumo prielaida néra vien-
intelé butina triukSmo komponentés tyrimo salyga. Detaliau nenagrinédami,
tik paminésime, kad taip pat butina tikrinti naudojamy statistiniy jverciy
konvergavimag j tiriamas triukSmo charakteristikas, nes priesingu atveju tos
charakteristikos gali neegzistuoti. Pavyzdziui, jei tokia charakteristika yra
Ef(r(t,A)), nepriklausanti nuo t pagal stacionarumo prielaida, tai reikty
jsitikinti, jog, didinant N, suma (1/N)3_~ f(r(t,A)) kuria nors prasme
artéja prie baigtinio skaiciaus.

Toliau aprasomi keli svarbiausi stilizuoti faktai susije su skirstinio uodegos
ir kovariacijos elgesiu.

e Sunkios uodegos: Dideli kainy pokyc¢iai pasirodo zymiai dazniau nei tuo
atveju, kai skirstinys yra normalusis. Toks efektas galéty buti paaiski-
namas tuo, kad logaritmineés grazos skirstinys turi sunkia uodega, t. y.
kuriam nors baigtiniam skaiciui @ > 0, Fa(u) = v, kai u — oo.
Palyginimui, Wiener’io proceso W pokyciai W(t) — W(t — A) turi
normalyjj skirstinj, kurio uodega 1 — ®(u/vA) = ce /22 laikoma
lengva. Vienas pirmyjy sunkiy uodegy efekta finansiniuose duomenyse
pastebéjo Mandelbrot (1963), dél Sios priezasties pasitles vietoje W (t)
naudoti simetrinj a-stabilyjj procesa X,(t). Mat X, pokyciy skirs-
tiniai turi sunkias uodegas, kurioms ¢ = a < 2. Tadiau vélesni
tyrimai parodé, kad finansiniy duomeny logaritmines grazas geriau
aproksimuoja tie skirstiniai turintys sunkias uodegas, kuriy skai¢ius
a € (2,4). Taip pat pastebéta, kad uodegy charakteris keiciasi, pere-
inant nuo vieno logaritmineés grazos daznio prie kito. ISsamiausiai kol
kas istirtos kasdieniy duomeny logaritminés grazos.

e Asimetrija. To paties absoliutinio dydzio grazas lydi nevienodo dydzio
kintamumo reikSmés — kintamumas yra didesnis po neigiamos grazos
(t. y. po kainos kritimo). Tai paprastai aiskinama tuo, kad investuoto-
jai ,jautriau reaguoja j neigiama informacija, nei j teigiama informa-
cija. Dél Sios asimetrijos kovariacija tarp grazos ir busimy kintamumo
reikSmiy yra neigiama. Sis efektas dar vadinamas sverto efektu (angl.
leverage effect).

o Kintamumo klasterizacija. Tikétina, kad finansiniuose duomenyse
didelio kintamumo periodai ir mazo kintamumo periodai seka vienas
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paskui kita, t. y. stebima kintamumy klasterizacija.

o Taylor’o efektas. Pacios grazos r; tarpusavy yra beveik nekoreliuotos,
0 jy absoliutiniy dydziy laipsniai |r;|° (§ > 0) turi nenuline koreliacija.
Stipriausia koreliacija stebima absoliutinéms grazoms, t. y. kai § = 1.
Si savybé pirma karta buvo paminéta Taylor’o (1986) ir dél to kartais
vadinama Taylor’o efektu.

e Ilgalaiké atmintis. Koreliacijos tarp |r|® ir |r,|® jvertis, didéjant |t — s,

gesta létai (panasiai kaip laipsniné funkcija). Tas pats teisinga ir

koreliacijai tarp kintamumo jverc¢iy. Dar sakoma, kad Sie dydziai
pasiZymi stipriu nuolatinumu (angl. persistency). Yra keletas hipoteziy,
bandanciy pagristi ilgalaikés atminties efekta grazy kvadratuose ar ab-
soliutiniuose dydziuose. Daugelis jy remiasi jvairiy nestacionarumuy
egzistavimu (trendy, Suoliy buvimas ir pan., zr., pavyzdziui, Lobato ir

Savin (1998). Taciau vis tiek dar yra daug neaiskumy ir $io fenomeno

paaiskinimas yra vienas aktualiausiy Siuolaikinés finansy ekonometrijos

uzdaviniy.

21 paveiksle pavaizduotos S&P 500 duomeny grazy, jy kvadraty ir

absoliutiniy dydziy koreliacinés funkcijos. Grafike aiskia matomas il-

galaikés atminties efektas.

08
|

correlation
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g,w
M

T
o 20 40 60 80 100

lag

21 pav. S&P 500 duomeny grazy, jy kvadraty ir absoliutiniy dydziy koreliacinés
funkcijos (i§ apacios j virsy).

75



o Suminis gausiSkumas. Zemesniems dazniams A, logaritminiy grazy
r(t, A) skirstinys (kuris, bendrai, jvairiems A yra skirtingas) vis labiau
ypanaséja" ] normalyjj skirstinj.

Faktas, jog kai kurie stilizuoti faktai skiriasi jvairiems dazniams A, reiskia,
kad diskretaus laiko finansy rinkos modeliai néra pakankami ir dél to sitalomi
jvairis tolydaus laiko kainy modeliai, kurie ¢ia nebus detaliau nagriné¢jami.

Vienas pagrindiniy finansiniy laiko eilu¢iy analizés uzdaviniy yra
paieska tokiy modeliy, kurie kaip galima adekvaciau pasizymeéty savybeémis
panasiomis j aptinkamus stilizuotus faktus. Priminsime, kad ,laiko eilutes®
(angl. time series) savoka atspindi tai, kad duomenys yra interpretuojami
kaip kryptinga atsitiktiniy dydziy seka X;, t = 0,1,2,..., kurioje ¢ indeksas
yra diskretaus laiko kintamasis.
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12 Salyginis heteroskedastiSkumas

Kaip ir regresinéje analizéje, kur svarbig klase sudaro heteroskedastiniy
paklaidy (t. y. su nepastovia dispersija) regresijos modeliai, aprasant fi-
nansinius duomenis svarbiausia vieta uzima vadinamieji salyginio het-
eroskedastiskumo modeliai. Siame skyriuje aptarsime finansiniy duomeny
modeliavimo aspektus Siek tiek detaliau.

Tarkime, kad r; yra logaritminés grazos:

ro=InP —1InP,_,.

Priminsime, kad finansiniy duomeny laiko eilutés pasizymi tam tikromis
savybémis, dar vadinamomis stilizuotais faktais:

e r; yra beveik nekoreliuoti dydziai;
e grazy transformacijos |r¢|, 72 arba |r|° (§ > 0) yra stipriai koreliuotos;

e kintamumo klasterizacija;

ry skirstinys turi ,sunkias uodegas®;
e asimetrija.

Siame skyriuje aptarsime kai kuriuos populiarius modelius, kurie placiai
taikomi finansiniy grazy modeliavimui ir daugiau ar maziau atspindi is-
vardintuosius stilizuotus faktus.

12.1 ARCH modeliai

Vienas pirmyjy modeliy, taikomy modeliuoti finansines grazas, yra autoregre-
sijos sqlyginio heteroskedastiskumo (angl. AutoRegressive Conditional Het-
eroskedasticity (ARCH)) modelis. Jj 1982 metais pasiulé Engle. Jo istakos
slypi paprastame ,istoriniame* kintamumo jvertyje

1 N
ol = NZT?_]-. (12.1)
j=1

Pastarojo modelio pagrindiniai tritkumai yra tie, kad visos istorinés grazos
turi tg patj svorj, be to, néra aiskus skaic¢iaus /N parinkimas. Kitas gerai
zinomas kintamumo modelis remiasi eksponentiniu suglodinimu:

ol = i+ (1= No? . (12.2)
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Pagrindinés (12.2) modelio savybés (trukumai) yra tokie: koeficientai
isdestyme o7 = A" (1—A)~1r7; monotoniskai gesta, suma yra begaling,
o A nustatymas neaiskus.

Engle pasitlytame modelyje grazos r; turi pavidala

re = 0ey, €L, (12.3)

kur dazniausiai laikoma, kad &, yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste N(0,1)
atsitiktiniai dydziai, o o; > 0 nusakomas lygybe

0; = ao+ auri o+ (12.4)
¢ia svorial a9 > 0, oj > 0, j = 1,...,p, ir, skirtingai nei (12.1), gali buti
jvertinti. Toliau laikysime, kad e; yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
atsitiktiniai dydziai su parametrais (0,1).

Tegul Fiy = o(ri_1,7-9,...) yra o-algebra, generuota dydziy
T4, Te1,.... Jeigu laikysime, kad {e;} sudaro martingaliniy skirtumy seka,
t. y. & tenkina E(g|F;_1) = 0 ir E(¢?|F;_1) = 1 su visais ¢, tai grazos ry
salyginis vidurkis ir salyginé dispersija atzvilgiu F;_; yra atitinkamai

E(ry| Fi—1) = E(ovee| Fio1) = 0:E (e Fim1) = 0 (12.5)

ir

B(r{|Fe1) = B(o}e}|Fio1) = 07E(e}| Fio) = 07, (12.6)
Pastaroji dispersijos savybé ir atspindima ,salyginio heteroskedastiskumo*
termine — salyginé grazos r; dispersija atzvilgiu informacijos iki momento
t — 1, panasiai kaip AR(p) modelyje, yra praéjusiy grazy kvadraty tiesiné
kombinacija. Vadinasi, salyginé dispersija o7 yra atsitiktiné bei priklausanti
nuo laiko. Pastebésime kad besqlyginé dispersija Dr; = Eo? = const (jei
egzistuoja), taigi modelis gali buti stacionarus. (12.3)—(12.4) lygtys ir nusako
vadinamajj as p-os eilés autoregresijos sqlyginio heteroskedastiSkumo arba,
trumpiau, ARCH(p) modelj.

Detaliau panagrinékime ARCH(1) atvejj.

{Tt = Ot&y, (12 7)

O-tQZOéO—i_Oélrthl? teZ.
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Taikant Sias formules rekurentiskai, turésime

2 2
o, = Qo+ airi_q
2 2
- O{O + alat—lgt—l

2 2.2 2
= Qo+ oo €1+ 09T, 9611 = ...

= ap+ap Z ole? | et aitlel el i (1238)
j=1
Todél galima spéti, kad, jeigu a1 < 1, tai lygéiy (12.7) sprendinys turi pavi-
dala

oo
x _ )2 ¥ _ j 2 2
Ty =\0;7g su 0" = o+ E Q11 - Efj- (12.9)

j=1

Tam kad suformuluotume griezta teiginj, apibrésime NA (angl. nonantic-
ipative) procesy klase.

12.1 apibrézimas. (12.7) seka {r,t € Z} vadinama NA seka, jeigu su visais
t grazos r; nepriklauso nuo triukSmo reikSmiy €41, €49, ...

12.1 teiginys. a) Tarkime, kad aqn < 1. Tuomet v}, nusakytas (12.9), yra
stacionarus siaurgja prasme ARCH(1) lygciy, nusakyty (12.7), sprendinys,
tenkinantis Er;?> < oo. Be to, pastarasis sprendinys yra vienintelis NA
sprendinys, kuriam galioja Er? = const < oo.

b) Jeigu ay > 1, tai NA sprendinio su savybe Er? = const < oo neegzistuoja.

Irodymas. a) Aisku, kad atzvilgiu o-algebros F; | = o(r}_1,77_,,...) galioja
lygybés E(g| F; ) = 0 ir E(e2|F;7 ;) = 1. Todél i§ (12.9) lygybés gauname

oo
Eri? = Eo}? = OéoE a] = < o0.
ey 1—0&1

I§ ¢ia isplaukia, kad rj? < oo b.v. ir {r}} yra stacionarus siauraja prasme

(12.7) lyg¢iy sprendinys, tenkinantis Erj? < oo.
Vienatis. Tarkime, kad r; yra bet kuris (12.7) lygc¢iy NA sprendinys,
tenkinantis Er? = const < co. I§ (12.8) ir (12.9) turime

o
2 *2 _  n41_2 2 2 E J_2 2
Jj=n+1
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Todél, dél NA savybés,

n+1
Elof — 0] < of"'Erf +ag—— — 0,
1-— (05}
kai n — oco. Gauname, kad E|o? — 0}%| = 0, taigi 0?7 = o2 b.v. arba,

ekvivalenciai, o, = o} b.v. Todél galioja ir lygybé r, = r; b.v.
b) Tegul {r;} yra kuris nors NA sprendinys su savybe Er? = const < oo.
Tuomet
Er; = E(07E(&]|Fi-1)) = Eo}
= -+ OélE’f’?fl,

taigi (1 — a1)Er? = ap. Kadangi oy > 0, tai su a; > 1 pastaroji lygybé
negalioja. O]

ARCH(1) modelio savybés. Toliau, kalbédami apie ARCH(1) modelj, jj
sutapatinsime su sprendiniu {r;}, nusakytu (12.9) lygybe, kur 0 < oy < 1.
Tuomet &; nepriklauso nuo F; 1 = o(ry_1,7_9,...) iris (12.5), (12.6), turime

Er, = E(E(r|F_1) =0, Dr, = —

1—0&1.

Betosuh>1

E(TtTHh) = EE(Ttrt+h‘ft+hfl)
= E(rE(ren|Fron-1)) = 0.

Pastarosios trys savybés sako, kad ARCH(1) seka yra balto triuksmo seka:
ry ~ BT(0,a0/(1 — ay)); be to ji yra stacionari siauraja prasme. Svarbu,
taciau, pastebéti, kad {r;} néra nepriklausomy dydziy seka. Tam, pavyzdziui,
pakanka pastebéti, kad

E(r|ri_1) = oo+ airl
t. y. salyginis 7, skirstinys priklauso nuo r;_; reikSmeés, vadinasi r; ir r;,_; ne-
gali buiti nepriklausomi. Tai salygoja, kad r; skirstinys negali buiti normalusis

(tas intuityviai matosi jau vien i8 sudétingos (12.9) strukturos — Saknis i§ X%m
dydziy sandaugy sumos).
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Tolimesnes modelio savybes nesunku iSvesti, naudojantis tapatybe

2 9 2 2
r, = o0,+r; —o;
= ozo+oqrt1+at( -1)

= Qo+ 0417}_1 + 4.

E(n|Fi1) = E(oj(ef — 1)|Fi1)
= 07E(e} - 1|F_,) =0.
Vadinasi {v;} yra martingaliniy skirtumy seka. AR(1) reprezentacijos
P =aqp+agri + v (12.11)
pagalba galima igvesti kitas svarbias grazy kvadraty r? savybes.
12.2 teiginys. Tequl ARCH(1) modelyje ¢, ~ N(0,1).

a) Jeigu oy < 1//3, tai {r'} yra stacionari siaurgja prasme seka, Eri* < oo
s

20
D *2 0

K (1 —a)?(1 - 3a3)’
Corr(ri?,r%,) = of, k>0,

Be to, {r;} yra vienintelis ARCH(1) sprendinys, kuriam galioja Er} =
const < o0.
b) Jeigu oy > 1/+/3, tai NA sprendinio su savybe Eri = const < 0o neegzis-
tuoja.
Irodymas. a) Zinome, kad jeigu oy < 1, tai Erf? < oo ir (12.9) eilute b.v.
konverguoja.

Tarkime oy < 1/ V3. Tuomet

00 2
¥ _ 2 j2 2
Ery® = aOE( E €} - . .&?tj)

— J+i’ 2 2
= ogE E o £ ]5t L Ejr

7.7_

= E(Z+QZ> i’ 2 Et ]Ei...ff?_j/ = 51+252

J>j’
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Kadangi Ee} = 3, tai

o0
— A2 § : 25 4 4
=0

00 2
2 2jg54+1 _ 30
= o o = 5

, 1 — 301

Démuo S, taip nesunkiai gali buti suskaic¢iuotas:

— j+i’ 4 2
S, = olE E ay et ]/st jio1e i

Jj>J'

2 i+5' 95’ +1
= o E a3t
J>J'

0o J—1
= 3a} Z o’ Z(3a1)jl

30[1
= 30402041 T 3a,

3ada;

(1—a1)(1—3a?)

Taigi
ag (1 + ay)
(1—aq)(1—3a?)

E?”;k4 = Sl + ZSQ =
ir
202
(1—a1)%(1 —3a2)

Koreliacijos iraiska isplaukia i8 AR(1) reprezentacijos (12.11). I8 tikryjy,
kadangi v; ~ BT(0,02) su

Dr? = Erf* — (Er?)? =

2a3(1 + a1)

> = Ey} = 2Eo}* =
Iy g T A a1 —3a2)
tal
* k 0-1%
Cov(r=,ri2,) = Oéll—a%’ k>0



Vienatis. Is (12.10) lygybés, remiantis Cauchy nelygybe turime

o0
2 %2 ntlp (2 2 2 (2 2
Elo; — 0} < of E(5t71 .. .gtfnrtfnfl) + ayg E O‘lE(gtq .. .gtfj)
j=n+1
o
n+1 4 4 4 J
< of \/E (stfl . .€t,n) \/Ert,n,l + ap g oy

j=n+1
a C(nJrl
= a1 (V3a)"VErt + 10 L

— 0, kai n— oo.

Taigi, 02 = 072 b.v. (Cia NA savybé nereikalingal!)

b) Tegul {r;} yra NA sprendinys su savybe Er} = const < co. Tuomet

Er;1 = E(Uf‘E(aﬂft_l)) = 3E(T;1
= 3(04(2) + 2091 Er? | + Erf ),

taigi (1—3a?)Er} = 3a2 +6aga 1 Er? ;. Kadangi desiné Sios lygybés pusé yra
teigiama, tai su aq > 1/\/§ pastaroji lygybeé negalioja. O

12.1 PASTABA. Aisku, turint galvoje 12.2 teiginj (t. y., laikant r, = r}),
dydzius Er} ir Dr? galima rasti ir paprasciau. Pavyzdziui,

Er} = 3Eo! = 3BE(ap+ ayr? ,)?

= 3(043 + 2040041E7“t?_1 + a%Er?‘_l).

Telieka jsistatyti Er? = o /(1 — aq) ir isspresti Er.
12.2 PASTABA. Kadangi oy > 0, tai ARCH(1) modeliu aprasomy grazy
kvadraty kovariacija Cov(rZ,r?) yra neneigiama su visais ¢. Si savybé yra
budinga ir bendresniems ARCH tipo modeliams.

Grjzkime prie finansiniy grazy stilizuoty fakty ARCH(1) atveju. Tam,
kad palygintume r, skirstinio savybes su N(0,1) skirstinio savybémis, tarkime
Er? = ag/(1 —a;) =1ir 3a? < 1. Tada

Er} = 3Eo}
_ ad  1-a2
(1—0a;1)?1—3a}
B 1—ao3
1—3a}

83



[ ¢ia matome, kad Er} > 3, t. y. r; pasiskirstymo uodegos yra sunkesnés
nei normaliojo désnio. Apie sunkias uodegas liudija ir tas faktas, kad bet
kuriam a; € (0,1), Er?* = oo kuriam nors k > 1. Tai iSplaukia i§ Engle
(1982) jrodyto fakto, kad 2k-asis ARCH(1) proceso momentas egzistuoja
tada ir tada, kai of [TV_,(2j — 1) < L.

ARCH(1) modelio specifika taip pat leidzia (bent jau dalinai) aprasyti
dydziy r? nekoreliuvotumuma ir kintamumo klasterizacijos efekta, t. y. fakta,
kad dideles grazy reikSmes seka didelés kintamumo reiksSmes. Taciau néra
y,pagaunami* ilgos atminties bei asimetrijos reiskiniai.

22 ir 23 paveiksluose pavaizduota ARCH(1) modelio realizacija ir jo ACF
bei PACF.

eeeeee

22 pav. ARCH(1) proceso realizacija

24 ir 25 paveiksluose pavaizduota ARCH(1) modelio kvadraty r? real-
izacija ir jos ACF bei PACF. IS jy matome, kad ARCH modeliu aprasomi
grazy kvadratai r? nebesielgia kaip nekoreliuoti dydziai (plg. su 23 paveikslu).

Labai panaSios iSvados galioja ir bendresniam ARCH(p) modeliui.
Pavyzdziui (su atitinkamomis prielaidomis) Er; = 0, Dry = ao/(1 — a1 —
— ), Cov(ry, m—k) =0 kai k > 1, ir pan.
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Sample ACE 100 samplePACE

23 pav. ARCH(1) proceso ACF ir PACF

eeeeee

24 pav. ARCH(1) proceso kvadraty realizacija.

12.2 GARCH modeliai

Jeigu ARCH modeliai yra AR laiko eilu¢iy modeliy analogas, tai GARCH
(angl. Generalized AutoRegresive Conditional Heteroskedasticity) panasus j
ARMA sekos modelj. Sis natiuralus apibendrinimas buvo pasitulytas Boller-
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Sample ACE 1.00 Sample PACE

25 pav. ARCH(1) proceso kvadraty ACF bei PACF

slev’o (1986). Pagal jj grazos r; turi (12.3) pavidala, o kintamumas aprasomas
lygtimi

q p
ol =ao+ Y ourt+ > Biot s (12.12)
i=1 j=1
Claay>0,0;>0,6>0sue=1,...,¢,5=1,...,p.
Toliau detaliau panagrinésime GARCH(1,1) atvejj.
GARCH(1,1) modelis. Tegul {r;} seka nusakoma lygtimis
{Tt - o (12.13)

2 __ 2 2 .

¢ia {&;} yra nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy dydziy seka su parame-
trais (0,1). Tegul F;_1 = o(rs, 04,8 <t — 1) yra o-algebra, generuota grazy
Te_1,Ti_2,... ir kKintamumo reikSmiy o;_1,04_o,....

12.2 apibrézimas. (12.13) seka {r;,t € Z} tenkina NA salyga, jeigu su
visais t dydziai £; nepriklauso nuo F;_.

12.3 teiginys. Tegul a1+5y < 1. Tuomet (12.13) lygtys turi stacionary siau-
raja prasme sprending {r;}, tenkinant; Er? = const < oco. Be to, sprendinys
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yra vienintelis NA sprendinys, kuriam galioja Er? = const < oco. Jeigu
ar + B > 1, tai NA sprendinio su savybe Er? = const < oo neegzistuoja.

Irodymas. Panasiai kaip auksc¢iau, naudojant rekurentinius sarysius, galima

rasyti
oo k
0 — oy (1 S [ ¢ m).
k=1 i=1
Matome, kad r; = /0;2e;, t € Z yra stacionari siauraja prasme seka, Er;? <
00, be to §i seka yra vienintelis (12.13) lygéiy NA sprendinys su Er? = const <
0. O

Analogiskai 12.2 teiginiui, galima nesunkiai jrodyti tvirtinima apie
GARCH(1,1) sprendinj, tenkinantj ketvirto momento baigtinumo salyga.

12.4 teiginys. Tegqul GARCH(1,1) modelyje seka {e;} ir parametrai oy, 5
tenkina sqlygas Ee} < oo, E(aie? + £1)* < 1. Tada {r};} yra vienintelis
stacionarus siaurgja prasme (12.13) sprendinys su Er;* < oo. Jeigu E(a g2+
B1)% > 1, tai NA sprendinio su savybe Er} = const < co neegzistuoja.

Kitas GARCH(1,1) modelio savybes galima isvesti naudojant ARMA(1,1)
reprezentacija:
7= oo
= agt i+ pop +ri -0}
= o+ (a1 +B)riy = Bilriy — o) +1i = o}
ap + (a1 + B)ry + v — vy (12.14)
¢ia vy := r?—o?. Taigi, panaSiai kaip (12.11), kintamumas GARCH(1,1) mod-
elyje gali buti interpretuojamas kaip ARMA(1,1) su triuk§mu v, ~ BT(0, 02).
I ¢ia, jei galioja 12.4 teiginio salygos, gauname:
Corr(rZ,r2 ) = Corr(r?,r2 )(ay + B1)F!
ai(l = p7 - a151)
1= B} = 2015
Svarbu pastebéti, kad GARCH(1,1) procesas gali biiti stacionarus siauraja
prasme net jeigu ag + 8, = 1, t. y. jei Er? = co. Nelson (1990) parode, kad

GARCH(1,1) lygtys (12.13) turi stacionary siauraja prasme sprendinj tada
ir tik tada, jei

(o + ) E>1. (12.15)

Eln(ﬁl + 0616?) < 0.
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12.5 teiginys. Jeigu

—00 <7 :=Eln(ae? + ;) <0, (12.16)
tai begaliné suma
O't2* = g + Qg Z(algg—l + 51) ce (0415?_3' + 51)
j=1
b.v. konverguoja ir procesas r; = oi%ey, t € Z yra vienintelis sta-

cionarus siaurgja prasme GARCH(1,1) lygciy sprendinys. Jeigu v > 0, tai
GARCH(1,1) lygtys stacionaraus siaurgja prasme sprendinio neturi.

Sio teiginio jrodyma galima rasti Francq ir Zakoian (2010) knygoje.
Pastebeésime, kad pagal Jensen’o nelygybe

Eln(aiel + £1) < mE(e? +61) = In(ag +81) < 0,

jei an + f1 < 1. Taigi, galioja (12.16). Taip pat pastebésime, kad Sis teiginys
galioja ir ARCH(1) atveju, t. y., jei f; = 0. Tuomet (12.16) yra ekvivalenti
salygai

0< oy <e Bloet, (12.17)
Jei, pavyzdziui, &, ~ N(0,1), tai pastaroji salyga tampa a; < 3,56. Kita
vertus, (12.17) salyga visada galioja tuo atveju, kai Elne? = —oo (jei,
pavyzdZiui, &, turi mase nulyje).

GARCH(p, q) modelis. Tegul
q p
Ty = 0y, 07 = Qg+ Z iy, + Z ﬁjat{j, (12.18)
i=1 j=1

kur o > 0, oy; > 0, B; > 0 su visais 4, j, o {e;} yra nepriklausomy vienodai
pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy seka su parametrais (0,1). Pirmiausia, per-
raSykime antraja (12.18) lygtj kompaktiskai

of = ap+a(B)r} + B(B)ad?, (12.19)

kur «(B) = ouB + --- + o,B?, f(B) = 5B+ -+ + $,BP. Tuomet, jei
D i+ 0 By < 1ir daugianariai a(z), 1 — 8(2) neturi bendry nuliy,
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tai (12.19) lygtis ekvivalenti lygciai

P —1 q
= (130 (o St
j=1 i=1

oo

2 .

= a+§ brTy k1
k=0

Glaa=apg/(1—PF1— =B, Yorobrzt =a(z)/(1 - B(2)). (Pastebésime,
kad jeigu B+ - -+, < 1, tai visi daugianario 1—(z) nuliai tenkina |z| > 1.)
Kadangi visi 3; yra neneigiami, tai ir visi by > 0.

Visiskai analogiskai kaip GARCH(1,1) atveju galima jvesti NA sekos sa-
voka ir nagrinéti sprendinj

o e.9]
* *2 *2 § § 2 2 2
Tt — O-t gt, O-t =a bkl "'bklgt—klgt—kl—kl "'gt—k]_—"'—kl'

1=1 ky,.... k=1
(12.20)
Turime tokj teiginj:

12.6 teiginys. Tegul 7 oy + >0 B < 1. Tuomet (12.13) lygtys turi
stacionary siaurgja prasme sprending {ri}, tenkinanti Er? = const < co. Be
to, sprendinys yra vienintelis NA sprendinys, kuriam galioja Er? = const <
oo. Jeigu Yl a;+3 0, B > 1, tai NA sprendinio su savybe Er} = const <
o0 neegzistuoja.

Taip pat galima suformuluoti ir pakankama sprendinio su baigtiniu ketvir-
tuoju momentu egzistavimo salyga:

12.7 teiginys. Tegul Ec} < oo ir \/Eef S0 oy + > B < 1. Tuomet
(12.20) yra stacionarus siaurgja prasme sprendinys, kuriam Erf* < oco. Be
to, Sis sprendinys yra vienintelis GARCH(p,q) sprendinys, kuriam galioja
Er} = const < co.

Abiejy pastaryjy teiginiy jrodymai iSplaukia i§ bendresniy teiginiy apie
vadinamojo ARCH(co), kuris turi pavidala r; = o0&y, 07 = a+ oo o biTij4
su bendrais koeficientais by > 0, sprendinio egzistavima (7r., pvz., Giraicio,
Leipaus ir Kokoszka (2000) straipsnj).

Taigi, jei
q P
D it ) B<,
i=1 j=1
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tai GARCH(p, q) lygtys turi stacionary sprendinj ir besalyginé dispersija lygi

Qo
Dry = < 00. (12.21)
=300 i — Z§:1 B;
Kita vertus, r? galima uZrasyti kaip ARMA (m,p) procesa su triuk§mu v, =
2 2
r; — o;:

m p
rt=ag+ Y (it Bl +u—Y Bivj LEL
i=1 j=1

¢ia m = max{p,q}, o a; =0sui > g, bei f; =0suj > p.

12.3 PASTABA. Pastebésime, kad koeficienty o ir 3, neneigiamumas néra
butinas tam, kad uztikrinti jog visi koeficientai by buty neneigiami (tai
uztikrinty, kad o2 > 0). Pavyzdziui GARCH(1,2) atveju, bitinos ir
pakankamos salygos gali buti susilpnintos j (7r. Nelson ir Cao (1992))

0<B <1, aiffi +a2 20, oy >0.
GARCH(2,1) atveju:
a1 >0, 120, Bi+B2<1, B7+4B2 > 0.

(abiem atvejais laikome oy > 0).

Kitas GARCH modeliy savybes galima rasti, pavyzdziui, Terésvirta
(1996), He ir Terdsvirta (1999) darbuose bei Francq ir Zakoian (2010) kny-
goje.

12.3 ARCH ir GARCH parametry vertinimas

ARCH(1) modelio parametry vertinimas.  Vienas i§ didziausiy ARCH
modeliy pranasumy yra lengvai uzrasomas daugiamatis grazy tankis, todél,
norint vertinti parametrus, nesunku taikyti didziausio tikétinumo metoda.
Primename, kad bet kokiam atsitiktiniy dydziy vektoriui (X3,...,X,) jo
tankis (jei jis egzistuoja ir yra teigiamas) gali buti uzraSytas tokia salyginiy
tankiy sandauga:

n
le,...,Xn (3017 e 7xn) = le (1’1) H fX¢|X¢_1,...,X1 (371"95171, e 7961)-
i=2
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ARCH(1) modelio (X; = r¢) su g, ~ N(0, 1) atveju turime

in|Xi,1,...,X1 (I¢|€Ez’—1, e ,901) = in|Xi,1($i|$i—1)

1 (- s
exp{ — :
V2 (oo + aqa? ) P 2(a + anz} )

Taigi, duotam r; sglyginé tikétinumo funkcija yra

n

1 r?
L=L(ry,...,rp;00, 1) = exp{— ! }
( 2 0 1) ];! \/TO'ZQ 20_?)
15— (- sy
= GXp - )
sV 2m(ag + aarl ) 2(a0 + aqr?y)
taigi
n—1 1 1 r?
InL =— In(27) — = 1 A _
n n(2m) 5 ; n(ag + a1r; ) 22 o, o

Pastaroji israiska gali biiti maksimizuota naudojant skaitinius netiesinio op-
timizavimo metodus.

GARCH(1,1) modelio parametry vertinimas. Visy pirma pastebésime,

kad panagiai, kaip ARMA modelio atveju, galima gauti tokj o7 skleidinj

begaline eilute:

O't2 = (]. — 613)71(060 + 0417’?71)

= j-1.2
1_51+a1251 Tt—j

J=1

Kadangi teoriskai kintamumas ¢ priklauso nuo be galo daug pra¢jusiy
reikSmiy 72 |, r? ,,..., tai praktikoje vietoj r? jvedami ,nupjauti* dydziai
72 =0sut<0, 7 =r2sut>0,o vietoj o7 — rekurentiskai skai¢iuojami
dydziai 62, t =1,2,...

~2 ~2
67 = ap+aif  + o, 6;=0,t<0.
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Gauname tokia rekurentine procedura:

52
01 = O,

O'g = Oéo+0(17:%+615'%
= g+ B + arry,
53 = o+ aifs + Pios
= ap+ b + B + a1 firs + aufir,

Isistate Sias iSraiskas j tikeétinumo funkcija
2

“ 1 T
L(%,Oél;ﬁl) H exp{ - T;Q}

=2
i=s \/ 2T0;

ir maksimizuodami ja skaitiniais metodais, randame didziausio tikétinumo
jver¢ius (ap,aq, B1). PanaSiai parametrai vertinami ir GARCH(p, ¢) mode-

lyje.

Apie jveréiy ,kokybe” ARCH/GARCH modeliy atveju galima spresti,
pavyzdziui, remiantis ARMA reprezentacija. Taip pat, turint modelio 7?
liekanas e;, galima naudoti klasikine “portmanteau” statistika

h
Q) =2 Y./

kur p.(j) yra liekany empiriné korehacua Esant korektiskai nusakytam
modeliui, Q(h) turés asimptotinj x7 skirstinj, kur m yra nepriklausomy
(vertinamy) modelio parametry skaicius. Taigi, dideléems @Q(h) reiksmeéms
nuliné hipotezeé apie liekany nepriklausomuma bus atmetama. Placiai
paplites ir Lagrange’o daugikliy testas.

12.1 PRATIMAS. Patikrinkite (12.15) lygybe.

12.2 PRATIMAS. Jrodykite 12.4 teiginj.
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13 Kiti salyginio heteroskedastiSkumo mod-
eliai

Nors klasikiniai ARCH/GARCH tipo modeliai pakankamai adekvaciai apraso
kai kuriuos stilizuotus faktus, tac¢iau nemazai finansinése rinkose stebimy
reiskiniy yra nepilnai atpindimi. Todél buvo pasitlyta nemazai salyginio
heteroskedastiskumo modeliy modifikacijy. Kai kurias i$ jy paminésime (jy
ir kai kuriy kity neklasikiniy ARCH/GARCH modeliy aprasymus galima
rasti Tsay (2010) knygoje).

13.1 Integruotas GARCH modelis

Taikant GARCH(1,1) modelj praktikoje, labai daznai pasirodo, kad
parametry a; ir f; suma yra arti 1: a; 4+ 51 &~ 1. Tuo atveju kai a1 + 7 = 1,
(12.13) lygtys nusako vadinamajj integruotq GARCH (IGARCH(1,1)) pro-
cesa. Kitaip sakant, (12.14) nusakytoje ARMA(1,1) reprezentacijoje AR
dalis turi vienetine saknj. IGARCH(1,1) modelis nusakomas lygtimis

Ty = Oy,
Ut2 =ap+(1— 51)7}2—1 + /61‘7752—17

a0 < fpr < 1.

Priminsime, kad, remiantis 12.5 teiginiu, toks procesas neturi staciona-
raus silpngja prasme sprendinio, taciau gali turéti siauraja prasme stacionary
sprendinj.

Vienas i§ esminiy IGARCH modelio bruozy yra tas, kad Sio modelio sa-
lyginé dispersija (kintamumas) turi tiesiskai auganc¢ia komponente. Lengva
patikrinti, kad

E(Ut2+h|ft71) :hOéO—i-O'tQ, h > 0.

Matome, kad IGARCH modelio atveju ,8ios dienos* kintamumo reik§meé
veikia ,rytdienos® kintamumo prognoze ir Sis poveikis islieka be galo ilgai
(palyginkite su atveju ag + 1 < 1). Siuo pozitiriu, galima jzvelgti analogija
su atsitiktinio klaidziojimo modeliu.

13.2 GARCH-M modelis

Tuo atveju, kai finansinés grazos lygj norima susieti su kintamumu, gal-

ima naudoti GARCH-M modelj (angl. GARCH in the mean). Vienas
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paprasciausiy tokio modelio pavyzdziy yra GARCH(1,1)-M modelis, nusako-
mas lygtimis

Ty = pAcolday,  ap = o, (13.1)

af = o+ alaf,l + 51015271, (13.2)

Gia g >0, a1 >0, /1 =0, u,c € R. Paklaidos &; yra n.v.p. (0,1) dydziai.
Vadinamoji premijos uz rizika konstanta ¢ rodo kaip grazos lygis susijes su
kintamumu. Pavyzdziui, jei ¢ > 0, tai graza auga didéjant kintamumui. Kita
vertus, Siuo modeliu aprasomos grazos néra nekoreliuotos.

Pastebésime, kad jeigu E(aie? + ;) < 1, tai

oo k
o =g <1 + Z H(Ozlef,i + ﬁ1)>.

k=1 i=1

yra stacionarus siauraja prasme GARCH(1,1) (13.2) lygties sprendinys, taigi

(13.1)—(13.2) lygciy (stacionarus siauraja prasme) sprendinys turi pavidala
rF = p+co? 4\ o

Be to, E|r}| < oo ir

c c
-y
1 — E(aie? + B1) - ap — [

Er; =p+

13.3 Eksponentinis GARCH modelis

Kaip jau minéta, ARCH/GARCH tipo modeliai ,nepagauna" finansiniy
grazy asimetrijos. Vienas pirmuyjy modeliy, skirty asimetrijos aprasymui,
buvo pasiulytas Nelson’o (1991) ir vadinamas eksponentiniu GARCH (FEz-
ponential GARCH) arba trumpai EGARCH. Jame logaritminis kintamumas
tenkina ARMA (p, ¢) lygti. Taigi, grazy modelis EGARCH(p, q) turi pavidala

Tt = Ot&t,
Ino} —aylnoy | —--- —apyInoy , = ag+ gle—1) + Brg(e—s) + -+ + Bag(ei-1-4),
¢ia ey yran.v.p. (0,1) dydziai, o € R, daugianariai a(z) = 1—a;z2—- - - —a,2?

ir 8(z) = 14+ p12+- - -+ ,2% neturi bendry nuliy, o a(z) nuliai tenkina |z| > 1.
Funkcija g(z) turi pavidala

g(x) = bz + (x| = Ele]), 0,7 €R.
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Antraja EGARCH(p, ¢) modelio lygtj galima uzrasyti kompaktiskai
a(B)Ino} = ag+ B(B)g(er-1)
arba

it =ew{as+ D ol b o= 0

18.1 PAVYZDYS. Nagrinékime EGARCH(1,0) modelj su ¢, ~ N(0, 1):

1y = o0&, Inof —arIno? | = ag+ g(e1).
Kadangi E|e;| = 1/2/7, tai gauname
) ag — \/% + (0 +7)ee-1, €120,

2 —
Ino;y —ayIno,_ | =

oy — \/g')/ + (9 — ’Y)Et_l, 1 < 0.

Pastaraja lygtj galima uzraSyti ir taip:

02 — 2000 2y (0 +7)ei1, €120,
t o (0 —v)e—1, g-1<0
= g™Me™ =X {(9 ) :’:v re-1 2 0,

- Tt—1
(9 - ’)/) oi1? 1 < 0.

[s ¢ia matome asimetrinj neigiamy ir teigiamy grazy poveikj kintamumui.
Daugiau EGARCH modelio savybiy (stacionarumas, kovariacijy israiskos)
galima rasti Nelson’o (1991) darbe.

13.4 Stochastinio kintamumo modelis

Didelé grupé modeliy nusako kintamuma o7, } ji jtraukiant triuksma

nepriklausantj nuo triuksmo ,yaldanc¢io* graza r;. Panasiai kaip ir EGARCH

atveju, vietoj kintamumo o? apraSysime jo logaritma Inc?.  Vienas

paprasciausiy stochastinio kintamumo (angl. stochastic volatility) modeliy

aprasomas lygtimis
Ty = Ot&y,

i—olno} | —--—aylno} , =ag+n, (13.3)
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kur & yra n.v.p. N(0,1), n; yra n.v.p. N(0,07) dydziai; sekos {e;} ir {m}
yra tarpusavyje nepriklausomos. Kaip jprasta, laikysime, kad daugianario

a(z) = 1 —apz — -+ — a,2” nuliai tenkina |z| > 1. (13.3) lygtj galima
perrasyti
Inoy = a"+ > Uy, (13.4)
=0

kur o = ag/a(l), Y222 1 = a7 (2).
Stochastinio kintamumo modelio savybes nesunku gauti turint galvoje,
kad Ino? yra normalusis dydis. Imkime, pavyzdZiui, atvejj p = 1:

Ino? —apInol | =ag+n su |ag| < 1.

Tuomet

o0
a .
2 _ 0 E : J
an't = 1— o -+ Oé177t,j7
15

taigi {Ino?,t € Z} yra stacionari siauraja prasme Gauso seka,

Ino? ~ N(u,o?), Cov(lnaf,lnat{k)20204|1k|7

2
a 52 . _Tn
IS : l1—a

Remiantis normaliojo atsitiktinio dydZio X ~ N(u,0?) generuojanciaja
funkcija Ee*® = exp{uu + o?u?/2}, bei seky {e;} ir {n;} tarpusavio neprik-
lausomumu, nesunku isSvesti ir kitas savybes:

Su pi=

P

Eri™ = Eé‘mee"”‘h“’t2
L P
2mm)| ’ Y
Cov(r?,r?,) = Eenoithoi, _ (Benoi)?
G NS Ny ) (13.5)
2, [kl
Corr(ri,r ;) = e;;—__ll, k # 0. (13.6)

Ilgos atminties stochastinio kintamumo modelis. ~ Tarkime, kad (13.4)
lygtyje 1; koeficientai yra generuoti funkcijos (1—2)"%su 0 < |d| < 1/2, t. y.

Ty = O¢Ey, In 0t2 = o + Xta
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kur X; = (1 — B)™,;, t € Z yra FARIMA(0,d,0) seka, o {g;} ir {n:} yra
tarpusavyje nepriklausomos sekos, €; yra n.v.p. N(0,1), n; yra n.v.p. N(0, 0727).
Is 6.1 teoremos gauname

Cov(lno?,Ino? ) ~ CE**'  k — oo

Vadinasi, {Inc?} yra Gauss’o ilgos atminties procesas. Tuo tarpu logarit-
muotas kvadratines grazas Inr? galima uZrasyti kaip Gauss’o ilgos atminties
proceso ir balto (nebe Gauss’o) triuksmo suma:

Inr? = o™+ X, +ey;

¢ia o™ := a*+Elne?, ¢, :=Ine? —Elne?, sekos {X;} ir {e;} yra tarpusavyje
nepriklausomos.

13.1 PRATIMAS. Isveskite (13.5) ir (13.6) formules.
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14 Determinuoto ir stochastinio trendo mod-
eliai

14.1 Determinuoto ir stochastinio trendo modeliy paly-
ginimas

Siame skyriuje detaliau isnagrinésime du svarbiausius laiko eilu¢iy su trendu
modelius: determinuoto (tiesinio) trendo modelj

Xi=a+dt+Y, (14.1)
ir stochastinio trendo modelj
Xe =X 1+0+Y,, (14.2)

kur {Y;} yra stacionari seka su nuliniu vidurkiu ir kovariacine funkcija ry (),
« ir § — realieji skaiciai.
Pirmiausia pastebésime, kad stochastinio trendo modelis gali buti per-
rasytas
Xe=Xo+0t+Yi+---+ Y. (14.3)

Vadinasi, jei Xy = 0, tai EX; = 0t ir abiejy modeliy vidurkiai tiesiskai auga.
Pagrindinis 8iy modeliy skirtumas slypi dispersijy elgesyje: determinuoto
trendo atveju DX; = ry(0), stochastinio trendo atveju DX; = Z;j:l ry (i —
).

Lyginant transformacijas, suvedancias j stacionary modelj, matome, kad
pirmu atveju, norint gauti stacionaria seka, natiiraliausia biity is stebéjimy
atimti tiesine dalj; antru atveju stacionarumas pasiekiamas nagrinéjant skir-
tumus AX; = X; — X;_;. Pastebésime, kad (14.1) atveju AX; =+ AY; yra
stacionari seka, taciau turi nepageidaujama savybe — ji néra apgreziama (Zr.
4.4 apibrézima).

Taip pat determinuoto ir stochastinio trendo modelius galima lyginti pa-
gal prognozes ir atsakus j vienetinius impulsus (dinaminius daugiklius).

Prognoziy palyginimas. Tarkime

Yi=Zi+nZia+ e Zia+ .., kur Y |y < oo, Z ~BT(0,0%).

J=0
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Tuomet determinuoto trendo atveju h Zzingsniy prognozé lygi
Ps(1,x0, X013 Xn+n = a+06(n+h)+ Psiy, v 1,3 Yoth

= a+d(n+h)+ P51 20,201, Z Vi Znn—j

=0
= a+0(n+h)+> UiZnin;.
i=h
Todél -
Xotnh — B, x0, %01, 3 Xn4h = Z (VA
=0

ir vidutiné kvadratiné prognozés paklaida lygi

h—1 2
E(Xuin — Poixn X 1,3 Xn4n)? = E(Z%Zwrh—j)
=0

h—1 00
2 2 2 2

= 0o E v — o g Yi, h—oo.
j=0 7=0

Kita galima interpretacija yra pastebéjimas, kad horizontui h augant j be-
galybe, h zingsniy prognozé vidutiniy kvadraty prasme ,suartéja” su trendu
a+d(n+h):

E(Pgp(1,x, X0 1,1 Xnth —a = 8(n+h))* = o Z%Q — 0, h— oo
j=h

Tuo tarpu (14.2) atveju, i8 lygybés X, .p = 0h + Yoin + -+ Yo + X,
turime

P15, X0 1,3 Xnen = 0h+ Pgiy, v 1o 3 Yosn T+ B v 1,1 Yo + Xy
= Sh+ Y ViZusnojt -+ Y iZu;+ X,
j=h =1
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Todél

~—~

Yn—i—h - P@{Yn,Yn_l,.., }Yn-l—h)
o+ (Yo — Poppaya 1) Ynt1)
1 h—2
= ViZpin—j + Z VjZnih—1-j + -+ Znt1
= =0
= Zpin + (1 + 1) Zpgn
+o Y+ Y1) Zna

Xn+h - P@{l,Xn,Xn_h...}Xn—&—h =

s

[e=]

I3 Gia
E(Xpin—Popi1.x0 %0 103 Xntn)? = 02 (1414014 -+ (L+1+ - +1hp_1)?).

Siuo atveju matome, kad vidutiné kvadratiné prognozés paklaida auga, taciau
neartéja j kokia nors fiksuota reikSme kai h — oo. Pastebésime, kad jei
sp = (1 + 1 + -+ +1y)?, tai (remiantis Abel’io teorema) i§ konvergavimo
Sk = Soo = (L + 91 + 9y +...)% (k — o0) iSplaukia

Sop+ -+ Spo1
h

— S0

Vadinasi
E(Xnqn — P@{1,Xn,xn,1,...}Xn+h)2 ~ 02(1 + 1+ P+ )2h7

t. y. vidutiné kvadratiné prognozeés paklaida asimptotiskai ekvivalenti tiesines
h funkcijai su krypties koeficientu o?(1 + 1y + ¢ + ... )? (tariame, kad 1 +
Y1+t #0).

Atsaky § impulsus palyginimas. Determinuoto ir stochastinio trendo mod-
eliai skiriasi pagal ilgalaike reakcija j impulsus (,Sokus“). Tarkime, kad Y; yra
tiesinis procesas pavidalo

Yi=> iZ_; su Y |Y]<oo, Z ~BT(0,07).
j=0 j=0

Soko poveikj galime apskaic¢iuoti turédami galvoje apytiksle lygybe A X, ), ~

aXtJrh
Pin N7,
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0Xiin
074

Determinuoto trendo atveju dinaminiar daugikliar randami is ly-

gybeés
0Xi4h

07,
t. y., h artéjant j begalybe, Soko poveikis iSnyksta:

= wha

lim OXtin =

Stochastinio trendo atveju, kadangi 0Y;1;/0Z; = 1;, tai turime

aXt+h aXt
8Zt - ¢h+ +¢1+ 8Zt
Vadinasi, jei g—)Z(Z =1, tai
. 0Xip,
1 =1 e
%oz, T TR

Matome, kad, jeigu 1+ 9y + 9o + -+ #£ 0, tai Z; suzadinimas turi ilgalaikj
poveikj X, poky¢iui, kuris neiSnyksta kai h — co.

14.1 PASTABA. Tarkime, kad

Y, =6+ Zajzt_j, (14.4)
=0
kur a; = _¢j+1 — ¢j+2 — ..., 7 = 0, ir Z]oil.]|¢j| < oo. Kadangi

tuomet Y % |a;| < oo, tai (14.4) seka yra korektiskai nusakyta ir, be to,
jei D20 =0, tai

Yi-Yin=Zi+vi1Zia + 02 o+ (14.5)

t. y. (14.4) yra stacionarus (14.5) lygties, apraSancios stochastinj trenda,
sprendinys. Tam, kad stochastinio trendo modelis aprasyty tik nestacionarius
modelius, reikalausime » 72 ¢; # 0.
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14.2 Tiesinio trendo modelio parametry vertinimas

Nagrinekime tiesinio trendo modelj

Ji galima uzraSyti jprastiniu tiesinés regresijos modeliu

Xy=x8+ 272, su x:= (1),5:: (?)

Minimizuodami kvadraty suma Y ;" (X, — o — §t)?, randame [ maziausiy
kvadraty jvertj

7]_ n

- ( ﬁ; q;tx;) ; 2, X, (14.7)

n —1 —1 n
, B Y1 Xt (XX
(;xtxt) - (275 Etz) ) ;xtXt_(EtXt)‘

Akivaizdu, kad

71 n

- (éxtx;) ;tht. (14.8)

Pazymeékime A, 3 /2 ) Tuomet, jei n — oo, turésime

("
(2; It)A b (1}2 }ﬁ) = Q, (14.9)

A;l thzt i) N(O,O—QQ)

(jei galioja atitinkama centriné ribiné teorema).
I3 (14.8) lygybés gauname

n —1 n
ATL(BTL - 5) - An < Z $t$;) AnAgl Z l'tZt
t=1 t=1
n -1 n
— <An1 T4 An1> At Z A
t=1 t=1
Q7'N(0,0°Q) = N(0,0°Q7").

—
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14.1 teorema. Tegul seka {X;,t € Z} nusakyta (14.6), kur {Z;} yra n.v.p.
atsitiktiniy dydZiy seka su parametrais (0,0%), EZ}! < oo. Tarkime, kad
werciai &y, 6, nusakyti (14.7). Tuomet, jei n — oo, tai

nl/2 &y — o 0 1
( n3/2(((§n_5)> ) < N(0,0°Q77), (14.10)

o 4 —6
Cle:(—G 12 )

I3 Sios teoremos iSplaukia, kad abu jveréiai &, ir d,, yra suderinti jverciai,
taciau jy konvergavimo greiciai skiriasi: &, —a = Op(n~'?), bet 6, — 0 =
Op (n_3/ 2) .

Hipotezes apie a reikSme tikrinimas. Tarkime, kad reikia patikrinti
nuline hipoteze Hy : o = oy, kai parametrai J ir 0 yra nezinomi. Tegul

o dn — O
tn — ) N -1 1/2°
<3n( Zt:l xtxt)(1,1)>
kur s2 yra o? jvertis
1 n
Sn= D (Xy = b — bat)?,
=1

o (Y5, zx)) (_111) yra matricos (Y, xtx;)_l (1,1) elementas. Nesunku
jrodyti, kad
P (14.11)

Kita vertus, remiantis (14.9),

n(gx@ ~ o)An(éxt@ Aoy

-1
(1,1) —

— (1,00Q7'(1,0) = 4. (14.12)
Taigi, i§ (14.11), (14.12) ir (14.10) i$plaukia, kad

1/2(4A
tn _ n (Oén CYO) . i> N(O,l)
n -1
(5%71( Zt:l xtx:t) (1,1))
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Toliau, kritiné sritis akivaizdziai sukonstruojama.

Hipotezés apie ¢ reikSme tikrinimas. Tarkime, kad reikia patikrinti nuline
hipoteze Hy : § = dp, kai parametrai « ir o yra neZinomi. Apibrézkime

A

0 — 6o
) o1\ /2
(Sn< D i TeTt) (2,2))

Visiskai panasiai kaip auksciau, turime

t =

n

3/2(8
= P (O = %) —45 N(0,1). (14.13)

) 3 o1\
(Snn (2 xtmt)(z,z))

Panagiai galima konstruoti kriterijus ir hipotezés Hy : ria + 10 = 1y
ar Hy : (a,0) = (g, dp) tikrinimui. Pastaruoju atveju, testas remiasi x*(2)
skirstiniu. Daugiau detaliy galima rasti Hamilton’o (1994) knygoje.

14.1 PRATIMAS. Raskite vidutine kvadratine prognozés paklaida E(X,, ., —
Pss(1,%,, %1, 1 Xn4n)? ARIMA(0,1,1) proceso atveju.

14.2 PRATIMAS. Irodykite (14.11) konvergavima.
14.3 PRATIMAS. Patikrinkite (14.13).
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15 Vienetineés Saknies tikrinimas

Vienas svarbiausiy klausimy makroekonometrinéje analizéje yra galimos
nestacionarumo priezasties duomenyse nustatymas.  Dazniausiai reikia
patikrinti ar duomenys apraSomi determinuoto ar stochastinio trendo
(vienetinés Saknies) modeliu. Tai leisty nustatyti, pavyzdziui, ar ekonominis
nuosmukis turi ilgalaikj poveikj ateities makroekonominiams rodikliams, ar
jis yra laikinas. Nelson’o ir Plosser’io (1982) darbe buvo iSnagrinétos JAV
makrokonomineés laiko eilutés ir nustatyta, kad dauguma jy geriau apraso-
mos vienetinés Saknies modeliais. Tiesa, nemazai autoriy veéliau pastebéjo
kad naudojami vienetinés Saknies testai yra labai konservatyvis, t. y. nuline
hipotezée apie vienetine Saknj neatmetama ,per daznai“. Kitos problemos,
susijusios su vienetinés Saknies testais, minimos Hamilton’o (1994) knygoje
(444-447 psl.). Vienetinés Saknies tikrinima korektiska buty daryti tada, kai
laikoma, jog imties duomenys yra generuoti baigtinés eilés autoregresijos pro-
ceso. Iprastai Zemiau pateiktas testas siejamas su Dickey ir Fuller’io (1979)
darbu.
Nagrinekime pirmos eilés autoregresijos procesa

X, =pXi 1+ 72, Z ~BT(0,0%) (15.1)

ir, tarkime, norime patikrinti nuline hipoteze Hy: p = 1. Remsimeés
parametro p maziausiy kvadraty jverciu

D /. 5./
" Z?:l Xt2—1

Gerai zinoma, kad tuo atveju, kai |p| < 1 ir triuk8mo seka {Z;} tenkina
atitinkamas salygas, Sis jvertis yra asimptotiskai normalus (Zr. 8.1 teorema):

Vilpn — p) —5 N(0,1 - p?).

Taigi, atveju p = 1 atsitiktinis dydis y/n(p, — 1) asimptotiskai iSsigimsta,
t.y.

. d
ir hipotezés Hy : p = 1 tikrinimui Sis rezultatas netinka. Kaip matysime
véliau, tam, kad riboje gautume neissigimusj atsitiktinj dydj, vietoj v/n reikia
imti normavima n, t. y. konvergavimas vienetinés Saknies atveju yra greitesnis
nei stacionariu atveju.
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Perrasykime

1 n
-3 X2,
n

t=1

n
1 2
t—1

n(p, —1) =

2
n
t=1

(15.2)

ir pradzioje nagrinekime atskirai skaitiklio bei vardiklio konvergavima, kai

galioja nuliné hipoteze Hy : p = 1.

Toliau laikysime, kad Xy = 0 ir {Z;} yra n.v.p. atsitiktiniai dydziai su

parametrais (0, 0?).

Skaitiklis. Pakéle lygybe X; = X, | + Z; kvadratu ir perkéle j kaire puse

Xi_ 14, turime
1
Xi1Zy = Q(Xf - X2, -2

Taigi,
1 1 1 <
— Xi Ty = — X2 — — 7Z2.
D2 NeZi= 5o Xi= oo 7
t=1 t=1
Cia, remiantis CRT,

n \/ﬁ

o remiantis silpnuoju didziyjy skai¢iy désniu,

2 4 2.2
- ) — O-X(l)a
n
1 n
=N~z = Bz ="
n
t=1

5 (15.3) ir (15.4) gauname

1< o
EZXt—lzt e S (1) 1)
t=1

Vardiklis. Apibrézkime

1
:E(Z1++Z[7LT]>7 T € [0,1]

Xn(7'>
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Akivaizdu, kad X,,(0) = 0, {X,,(7),7 € [0,1]} yra nepriklausomy poky¢iy
procesas ir su visais fiksuotais 7,7 € [0, 1], 71 < 79, remiantis CRT,

Vi(Xa(1) = Xo(11)) -2 oN(0, 70 — 1)

Todél galima tikétis, kad ir atsitiktiné funkcija +/nX,(-) konverguoja
pasiskirstymy prasme j W (-), t. y. j Wienerio procesa su dispersija o (r.
2.2 pavyzdj).

Suformuluosime (jrodyma ir reikalingas savokas galima rasti, pvz.,
Billingsley (1999) knygoje) ta tvirtinancia funkcine centrine ribine teoremq
(FCRT). Priminsime, kad D[0, 1] Zymima funkcijy z: [0, 1] — R, kurios turi
riba i§ kairés kickviename taske 7 € (0, 1] ir tolydzios i§ desinés kiekviename
T €[0,1), erdve.

15.1 teorema. Tequl 7\, Z,, ... yra nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy
atsitiktiniy dydZiy su parametrais (0,0?) seka. Tada

VX, () -5 oW (). (15.6)

Cia konvergavimas N suprantamas kaip silpnas atitinkamy maty konver-
gavimas erdvéje D|0, 1] su Skorokhod’o Jy-topologija arba, turint galvoge, kad
P(W(-) € C[0,1]) = 1, erdvéje DI[0,1] su tolygia topologija.

Kitas svarbus rezultatas, kuris mums reikalingas, yra tolydaus atvaizdZio
teorema. Ji sako, kad jeigu Y, (+) N Y (:) (ta pacia prasme kaip (15.6)),
o g: f — R yra tolydus funkcionalas atitinkamoje erdvéje, tai g(Y,(-)) N
g(Y(+)). Tokiy funkcionaly pavyzdziai yra

/f(T)dT, /fZ(T)dT, sup |f(7)| ir pan.
0 0 0<T<1

Detaliau apie tolydaus atvaizdzio teorema galima pasiskaityti Billingsley
(1999) ar Hamilton’o (1994) knygose.

Grjzkime prie vienetinés Ssaknies problemos. Priminsime, kad laiptuotas
procesas {X,,(7), T € [0,1]} yra apibréztas lygybe

(0, 0<7 <

%, ter<h
Xn(r) = ...

k%’ T=1




Is ¢ia matome, kad

1
1
/ Xp(r)dr = (X14- 4+ X9).
0

n2

Kita vertus, i§ FCRT Zinome, kad /nX,(7) N oW (-). Todél, remiantis

tolydaus atvaizdzio teorema,
n 1
n~3/? ZXt,l LN O'/ W (r)dr.
t=1 0

Cia (patikrinkite) o [} W (7)dr ~ N(0,0%/3).
Visiskai analogiskai jrodoma, kad

n 1
2y XE, S 02/ W2(r)dr. (15.7)
t=1 0

Svarbu pastebéti, kad (15.5) ir (15.7) ribos galioja ir vektoriui
(n ' 3 Xi 1 Zen 2 300 X2 ), by sun = 00

1 1 ¢ 2 d o’ 2 2 ! 2
<E;Xt—lzta ﬁ;Xt—l) — <?(W (1)=1),0 /0 W=(r)dr |.
(15.8)
I8 ¢ia, remdamiesi (15.2), gauname

; a«, 3(W?(1)—1)

n(p, —1) — fl W rdr (15.9)

Pazymékime desinéje (15.9) puséje esantj atsitiktinj dydj Y. Tuomet
P(Y < 0) = P(W?(1) < 1) ~ 0,68. Vadinasi, tikimybe, kad p, — 1 yra
neigiamas, artéja j 0,68, kai n — oo ir todél n(p, —1) skirstinys yra pasislinkes
i kaire (palyginkite su atveju |p| < 1).

Praktiskai, dydj n(p, — 1) ir, tuo paciu, jo skirstinj galima modeliuoti
Monte-Carlo metodu, generuojant n.v.p. Gauss’o atsitiktinius dydzius Z;.
Dideliems n ir ne Gauss’o atvejui reikéty naudoti ribinio dydzio Y pa-
siskirstymo funkcija.

Populiari alternatyva minétai statistikai yra standartine t-statistika

by = pTLA_ 17
Opn
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¢la
2 n

A2 Sh 2 1 n 2
05 = =g Su s, = (Xy — pnXi1)”.
P thl Xt2—1 n—1 Z

t=1

Perras
: % Z?:l X 12y
(o Dopy X2 )2 (s2)1/2

ir pasinaudoje konvergavimais s2 —— o2 bei (15.8), gauname

o, 207D
(Jo W2(r)dr)!/2

t, =

Daugiau detaliy galima rasti Hamilton’o (1994) knygoje.
Tuo atveju, kai yra nagrinéjamas AR(1) modelis su nenuliniu vidurkiu,
t.y.
Xi=a+pXi1+ Zy,

ir @ yra nezinomas, nagrinéjama hipotezé Hy : (o, p) = (0,1). Siuo atveju,
ribinis n(p — 1) yra sudétingesnis.

I8pléstasis Dickey—Fuller’io testas. Tuo atveju, kai (15.1) modelyje triuks-
mai Z; yra koreliuoti, auksciau apraSytas metodas netinka ir turi biiti mod-
ifikuotas. Phillips’as ir Perron’as (1988) nagrinéjo paklaidas Z; pavidalo
Zy =Y 2 g ¥ieij, kur g ~ BT(0, 0%) ir pasitlé buida kaip modifikuoti minéta
t-statistika.

Kitas kelias, pasialytas Dickey ir Fuller'io (1979), yra vadinamasis
ispléstasis Dickey—Fuller’io testas (angl. Augmented Dickey—Fuller, ADF)
testas. Jo esmé — jtraukti j modelj AX; = (p — 1)X;_1 + Z; ankstinius
AXt_l, ey AXt_pZ

p
AX,=(p— D)X+ Y pAXij+ 2, Z ~BT(0,0%).

J=1

Veél, panasiai, galima sudaryti atitinkama ¢-statistika ir gauti jos asimptotika
(zr. Hamilton (1994)). p parinkimui dazniausiai naudojami informaciniai
kriterijai.

15.1 PRATIMAS. Irodykite (15.7) sarysj.
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16 Daugiamaciai laiko eiluc¢iy modeliai

16.1 Daugiamatés stacionarios sekos

Daznai stebimy laiko eiluc¢iy duomenys yra daugiamaciai, t. y. vienu metu ste-
bimas ne vienas dydis, o vektorius. Tuomet tokius stebé¢jimus tenka aprasyti
daugiamadiais laiko eilu¢iy modeliais. Laikykime, kad {X;,t € Z} yra k-maté
atsitiktine seka, X; = (Xj1,..., Xu)'. Tokioje sekoje X; yra priklausomi ne
tik pagal t, bet dazniausiai turi tam tikra priklausomybés struktiirg ir tarp
komponenciy Xy; ir Xy;, 7 # j. Kitaip nei vienamaciy laiko eiluciy atveju, ¢ia
iskyla stebéjimy dimensijos problema (didelis skai¢ius vertinamy parametry),
modelio identifikuojamumo problema, vienetinés Saknies nusakymo problema
ir kitos.

Pirmiausia nusakysime pagrindines savokas. Atsitiktinés sekos {X; =
(X1, ..., Xw)'} (tariame, kad egzistuoja baigtiniai antrieji momentai)
vidurkiy vektoriumi laiko momentu ¢ € Z vadinsime

w=EX; = (EXy,...,EXy).
Be to, bet kuriems ¢, h € Z apibrézkime kovariacine matrica
it +h,t) ... et + ht)
D(t4h,t) = B(Xepn—pern) (Xe—pe) = : : ;
Vi (t+h,t) ... ye(t+ h,t)
¢ia v, (t + h,t) = Cov(Xprni, Xt j)-

16.1 apibrézimas. Sakysime, kad atsitiktiné k-maté seka {X;,t € Z} yra
stacionari, jei vidurkiy vektoriai p; ir kovariacinés matricos ['(t+ h, t) neprik-
lauso nuo t. Tokiu atveju Zymeésime

po=EXy, T(h) = EXen — peen) (Xe — ).

Stacionarios sekos koreliacinés matricos apibréziamos lygybe

pu(h) ... pi(h)
R(h) = : : , hez;

pri(h) .. pre(h)
- ii(h) = Corr(Xyppi, Xij) = %J—(h)
pulh) = ComXeans %) = 2000

Nesunku jsitikinti $iomis kovariacinés matricos savybémis:
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o (A < v/7u(0)75;(0);

e I'(:) yra neneigiamai apibrézta:
> aT(i—j)a; >0
ij=1

visiems n > 1ir aq,...,a, € R

16.2 Vektorinis ARMA procesas

16.2 apibrézimas. k-maté stacionari seka {Z;,t € Z} vadinama balto
triukSmo seka su parametrais 0 ir X, jeigu EZ; = 0 ir

Zymésime Z;, ~ BT(0, X).

16.3 apibrézimas. k-matis procesas {X;,t € Z} vadinamas (vektoriniu)
autoregresijos—slenkamojo vidurkio procesu, jeigu {X;} yra stacionarus ir su
visais t

Xe =0 X 1 — . — 0, X, , =2, 4+012, 1+ ...+ 0,7 (16.1)
¢ia Zy ~ BT(0,%). Tokia seka zymésime VARMA (p, q).
(16.1) lygybe galima uzrasyti trumpiau:
®(B)X, =O(B)Z, te

P(z) = [—DPrz—...—D,2P, O(2) = [+6O012+ ...+ 0,27

yra matriciniai daugianariai, B yra postumio operatorius, t. y. B/X; = X;_;.

Panasiai, kaip vienamaciu atveju galima apibreézti kauzalumo ir apgrezi-
amumo savokas.
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16.4 apibrézimas. VARMA (p, q) procesas, apibréztas (16.1) lygtimis, vad-
inamas kauzaliu, jeigu egzistuoja tokia absoliu¢iai sumuojama seka {¥;, j >
0} (t. y. atitinkami matricy Vg, Uy, Wy, ... elementai sudaro absoliuciai
sumuojama seka), kad

X, =Y U;Z_;, tel
=0
Matricas V;, 7 > 0 galima apskai¢iuoti i§ rekurentiniy sarysiy
i=1

ia®;=0suj>q, ®;=0suj>pir¥; =0suj<0.
Yra zinoma, kad VARMA proceso kauzalumas yra ekvivalentus reikalav-
imui

det(P(z)) #0 su visais |z] < 1.

16.5 apibrézimas. VARMA(p,q) procesas, apibréztas (16.1) lygtimis,
vadinamas apgreZiamu, jeigu egzistuoja tokia absoliuc¢iai sumuojama seka
{Hj,j P> O}, kad

Zy=) X, teL
§=0
Matricas II;, j > 0 galima apskai¢iuoti i8S rekurentiniy sarysiy

HOZI, Hj:_q)j_z@iﬂj—ia j} 17

i=1

cia®;=0suj>p, 0;=0suj>qirll;=0suj<0.
VARMA proceso apgreziamumas yra ekvivalentus reikalavimui

det(©(z)) #0 su visais |z]| < 1.
16.1 pAVYZDYS. Nagrinékime VAR(1) seka

X, =D, X1+ Zt—ly teZ. (162)
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Jei det(I — ®12) # 0, |z| < 1 (arba, ekvivalenciai, matricos ®; tikrinés
reik§més moduliu mazesnés uz 1), tai, panasiai kaip AR(1) atveju, gauname

X, =Y ®Z_;
5=0
Taigi, toks procesas yra kauzalus ir ¥; = <I>{. Kovariaciné matrica lygi
L(h) = > @"s(e]).
j=0

Identifikuojamumas. Tarkime, (16.1) modelyje k =2, p=1,¢=1, t. y.

Xi =01 X1 =2, +617
su ®; = ( 8 @ ?)— g ), 0, = ( 8 _06 ) Toks modelis yra kauzalus (nes
det(/ — ®12) =1#0) ir

X, = I-®B)'(I+6,B)7
= (I+®,B)(I+6,B)Z
= (I+ (9 +6)B+®,0,B%)7,

0
= Zt+<o g>Zt‘1’

nes ® =0, j > 2 ir ®,0; = 0. Taigi, VMA(1) modeliui

0 «
Xe = Zt+<o o)Zt‘l

gauname be galo daug VARMA(1,1) reprezentacijy. Matome, kad daugia-

maciu atveju ne visada i VMA(co) reprezentacijos galima vienareik§miskai
atstatyti VARMA modelj.

16.3 Vektorinis AR procesas
Toliau nagrinékime k-matj VAR(p) modelj:
Xt = v+ (let—l + s + q)pXt—p + Zt7 Zt ~ BT(O, Z),
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Gia v = (vy,...,u)". Sio modelio savybes patogu nagrinéti, pirmiausia jj
suvedant j VAR(1) pavidala.

Pazymeékime
Xt 14 Zt
~ X1 _ 0 ~ 0
Xy = . , Vi= AR
Xt pi1 0 0
ir

D Py o, 9,

I 0 0 0

o = 0 I 0 0

0 O 1 0

Cia )N(t, 2 Z turi dimensija kpx 1, o d— kpx kp. Ivede pastaruosius zZymenis,
pradinj VAR(p) modelj galime perrasyti VAR(1) pavidalu

)/Zt = ; + 6)2,5_1 + Zt-
Sis VAR(1) modelis yra kauzalus tada ir tik tada (zr. 16.1 pavyzdj), kai
det(Iy, — 2) 40, |z2| <1

ir tokiu atveju )?t gali buti uzrasytas begalinés eilés vektoriniu slenkamojo
vidurkio pavidalu:

P S
5=0
su vidurkiy vektoriumi zi := (I, — ®)~'7 ir kovariacine matrica
(=S FE@Y, lur = BZZ
§=0
Naudojant paprasta algebra, nesunku jrodyti, kad

det(Iy, — ®z) = det(I, — Byz — - - — D,2P). (16.3)

114



Vadinasi, VAR(p) yra kauzalus tada ir tik tada, kai
det(ly — @12 — -+ — @,2") # 0 su visais |2] < 1.

Norint i8 VAR(1) reprezentacijos atstatyti X; charakteristikas, tereikia
pasinaudoti sarysiu X; = J)?t, kur J := (I,0,...,0) yra k x kp matrica.
Tada B B

pw=JEX,=Ju, T(h)=JC(h)J

iI‘, kadangi J/JZt = Zh JZt = Zta tal

Xe = JXy=Ji+ Y J¥Z

J=0

= M‘*’ZJ&/)JJ,JZ;_]

Jj=0

= u+ Z \I/th,j.
=0

Taigi, VAR(p) skleidinio X; = p +~Z]°.i0 U, Z;_; koeﬁcienzai U,, 7 >0, gali
buti randami i§ formuliy ¥; = J®7J. (Cia, kadangi ®/ yra absoliuciai
sumuojamos, tai ir ¥, yra absoliu¢ial sumuojamos.)

16.1 PRATIMAS. Patikrinkite (16.3) lygybe.
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