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Pratarmeé

Stebimiems objektams aprasyti daznai nepakanka vieno pozymio, o tenka nau-
doti pozymiy vektoriy. Tada skirtingy objekty pozymiy vektoriaus matavimus
galima traktuoti kaip imciy, gauty stebint tam tikra daugiamatj atsitiktinj
vektoriy, realizacijas.

Gana daznai stebimo atsitiktinio vektoriaus skirstinj patenkinamai galima
apraSyti daugiamaciu normaliuoju skirstiniu. Kaip ir vienmaciu atveju nor-
maliojo modelio paplitimas aiskinamas centrine ribine teorema. Daugiama-
tis normalusis skirstinys apraSo tokio atsitiktinio vektoriaus, kuris gaunamas
sumuojant didelj skai¢iy nepriklausomy ar silpnai priklausomy atsitiktiniy vek-
toriy, tarp kuriy néra ,dominuojanciy“, skirstinj.

Kita vertus, daugiamadcio normaliojo skirstinio statistiniai metodai yra la-
biau i8vystyti ir daugeliu atvejy jgije uzbaigta pavidala. Gauti daugiamaciai
vidurkiy ir dispersijy palyginimo, hipoteziy tiesiniuose modeliuose tikrinimo ir
kt. kriterijy analogai. Taciau daugiamatéje matematinéje statistikoje nagri-
néjami ir specifiniai uzdaviniai, kuriy néra vienmatéje teorijoje. Tai uzdavi-
niai, susije su kovariacinés matricos struktiira, diskriminantiné analizé, stebimo
vektoriaus dimensijos sumazinimo problema ir kt.

Knygos paskirtis lémé medziagos i3 Sios placios matematinés statistikos sri-
ties parinkimg. Apsiribojama normaliojo skirstinio teorija, tariant, kad imties
elementai turi daugiamatj normalyjj skirstinj. Norint plac¢iau susipazinti su
daugiamatés matematinés statistikos metodais ir rezultatais, rekomenduojame
monografijas [2], [9], [10], [13], [14].

Pirmame skyriuje pateikiami normaliojo vektoriaus parametry jvertiniai ir
ju savybes, antrajame — vidurkiy vektoriaus reik§miy ir ju palyginimo kriterijai,
t.y. Stjudento kriterijaus daugiamaciai analogai. Tre¢iajame skyriuje aptariama
tiesiniy modeliy analizés metodai daugiamacio normaliojo skirstinio atveju.

Ketvirtas skyrius skiriamas koreliacinei analizei. Sudaromi kriterijai atsitik-
tiniy dydziy ar vektoriy nepriklausomumo hipotezéms tikrinti. Penktame skyriu-
je pateikti kriterijai kovariaciniy matricy palyginimo hipotezéms tikrinti. Ses-
tame skyriuje nagrinéjami klasifikavimo (diskriminantinés analizés) uzdaviniai.
Septintame skyriuje aptariama stebimy vektoriy dimensijos sumazinimo prob-
lema apibréZziant kanoninius kintamuosius (pagrindinés komponentés, kanoninés
koreliacijos, faktoriné analizé).

Prieduose pateikiami dazniausiai knygoje naudojami tiesinés algebros faktai,
kai kurios atsitiktiniy vektoriy ir daugiamacio normaliojo skirstinio savybes.

Déstoma medziaga iliustruojama konkreciais pavyzdziais. Kiekvieno sky-
riaus pabaigoje pateikiami pratimai savarankiskam darbui. Iliustracijos ir pra-
timai daugiausia parinkti i§ minéty monografijy.

Autoriai



Trumpiniai ir Zymenys

A. d. — atsitiktinis dydis;

n. a. d. — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai;

a. v. — atsitiktinis vektorius;

n. a. v. — nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai;

TG - tolygiai galingiausias (kriterijus);

TGN - tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus);

DT - didZiausiojo tikétinumo (funkcija, metodas, jvertinys);

ASE - asimptotinis santykinis efektyvumas (jvertiniy, kriterijy);

TPP — taikomieji programy paketai;

X, Y, Z, ... — atsitiktiniai dydziai;

X, Y, Z,... — atsitiktiniai vektoriai;

XT — transponuotas vektorius, t.y. vektorius — eiluté;

x(P) — P-asis kvantilis;

xp — P-o0ji kritiné reikSmeé;

3 = [0i;]kxr — kovariacijy matrica;

p = [pijlkxk — koreliacijos koeficienty matrica;

P{A} - jvykio A tikimybé;

P{A|B} - jvykio A salyginé tikimybé;

Py{A}, P{A|f} — tikimybe, priklausanti nuo parametro 6;

Fp(z), F(z; 0), F(x|0) — pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro
(analogiskai tankio funkcijai);

EX —a. d. X vidurkis;

VX —a. d X dispersija;

Ey(X), E(X]0), Vo(X), V(X]|0) —a. d. X vidurkis ar dispersija, priklausan-
tys nuo parametro 0;

E(X) — a. v. X vidurkiy vektorius;

V(X) — a. v. X kovariacijy matrica;

Cov (X, Y)-a. d. X ir Y kovariacija;

Cov (X, Y) —a. v. X ir Y kovariacijy matrica;

N(0, 1) — standartinis normalusis skirstinys;

N(u, 0?) — normalusis skirstinys su parametrais y ir o
x2(n) — chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy;
x2(n; §) — necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy ir necentris-
kumo parametru d;

S(n) — Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy;

S(n; §) — necentrinis Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy ir necentrigkumo
parametru J;

F(m, n) — FiSerio skirstinys su m ir n laisvés laipsniy;

F(m, n; 0) — necentrinis FiSerio skirstinys su m ir n laisvés laipsniy ir necent-
riskumo parametru J;

2,
)



Trumpiniai ir Zymenys 9

Wi(n, ¥) — k-matis ViSarto skirstinys su n laisvés laipsniy ir parametru (ko-
variacine matrica) 3;

Wi(n, ¥; M) — necentrinis k-matis ViSarto skirstinys su n laisvés laipsniy,
parametru (kovariacine matrica) ¥ ir necentriSkumo parametru (matrica) M;
Zo — standartinio normaliojo skirstinio « kritiné reik§meé;

to(n) — Stjudento skirstinio su n laisves laipsniy « kritiné reiksmé;

X2 (n) — chi kvadrato skirstinio su n laisvés laipsniy a kritiné reik§me;

F,(m, n) — Figerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy « kritiné reiksme;
Ni(p, ) — k-matis normalusis skirstinys su vidurkiy vektoriumi g ir kovariacijy
matrica 3;

X ~ N(u, 0?) —a. d. X, pasiskirstes pagal normalyjj désnj su parametrais u
ir 02 (analogigkai kity skirstiniy atveju);

X, 5 x - konvergavimas pagal tikimybe (n — 00);

X, 2% X - konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n — 00);

X, ) g konvergavimas pagal kvadratinj vidurkj (n — oco);

X, 4 x , F(x) S F(x) — konvergavimas pagal pasiskirstyma (silpnasis; n —
00);

X, 3 X ~ N(u, 0?) —a.d. X,, asimptotiskai (n — 0o) turi normalyjj skirstinj
su parametrais p ir o2;

X, ~Y, —ad X, irY, asimptotiskai (n — oo) ekvivalentus (X, — Y, LY 0);

X 2Y -ad XirY tikimybiniai skirstiniai sutampa;

||| - kai & = (21, ..., 74)T yra vektorius, reikia atstuma (z7x)'/? = (3, 22)'/2;
|A|| - kai A = [a;] yra matrica, reiskia (3,3, a3;)"/%;

A>B (A > B)-kai Air B yra vienodos dimensijos kvadratinés matricos,
reiskia, kad matrica A — B yra teigiamai (neneigiamai) apibrézta.



1 skyrius

Parametry jvertiniai ir jy
savybes

1.1. Stebéjimo duomenys

Tarkime, X7, X5, ..., X,, yra paprastoji atsitiktiné atsitiktinio vektoriaus X ~
Ni(p, ) imtis; ¢ia g = (1, ..., ux)? vidurkiy vektorius, o ¥ = [04]kxr kova-
riacijy matrica. Tarsime, kad matrica X teigiamai apibrézta || > 0. Vekto-
riaus X; koordinates pazymeéje X1;, Xo;, ..., Xg;, stebéjimo duomenis suraSykime

i lentele

X, X, .. X,
YT | X1 X2 -+ Xip
Y2 | Xot Xog - Xon | = &T
Yi | X Xpe -0 Xpm

Stulpeliuose sura§yti vektoriai Xy, ..., X,, yra vienodai pasiskirste nepriklau-
somi ir normalieji X; ~ Ni(u,X), todél a. v. Y; = (X;1, Xj2, ..., Xjn)T ko-
ordinatés yra paprastoji imtis, gauta stebint vienmatj atsitiktinj dydj X; ~
N(pj,055), 3 = 1,...,k; matricos X = [X;j]nxr stulpelius sudaro vektoriai
Y., .. Y.

1.2. Didziausiojo tikétinumo jvertiniai
Remdamiesi daugiamacio normaliojo skirstinio tankio funkcijos israiska (3 priedas,
(10.0.6)), gauname paprastosios imties Xy, Xo, ..., X,, tikétinumo funkcija

n

L= L(p, %) = (2m) "*2(8 " exp{ 3 3K - )BT (X - ). (121)

i=1

10



1.2. Didziausiojo tikétinumo jvertiniai 11

1.2.1 teorema. Jeigu |X| > 0 ir n > k, tai parametry p ir ¥ DT jvertiniai yra
1

p=X, = ~85= 6]k, (1.2.2)
o0 tikétinumo funkcijos maksimumas
L(j1, 2) = (2r) " "F/2n"k/2| 8|72 exp{—nk/2}. (1.2.3)

Cia
X = %Zx = (% > Xy oo % ;XM)T = (Xp,..., Xp)T,

$=Y X -X)X;:-X)7 =Y XX - nXX" = ATx - nXX' =

i=1 i=1
= [Sij]kxlm Sij = YZTY]' — nXin. (1.2.4)
Irodymas. Remdamiesi matricos pédsako savybémis (1 priedas, (8.2.4)),
pertvarkykime reigkinj po eksponentés zenklu (1.2.1) lygybéje:

n

S oK @) (X ) = Tr{(Xi - )T (X - )} =
i=1 =1

Tr{= Y (X —p)(Xi— )"}
=1

Kadangi
S X - @)X - )" = 3 (X - X)X - X)T 4 n(X - ) (X - )T
=S+nX-p)X-p,
tai

n

Y X)X ) = TrH{ETH (S + (X - )X - )"}

i=1
=Tr{E7 'S} nTr{S ' (X—pu)(X—p)'} = Tr{Z 1S} n(X—p) 7 H(X—p).
Irase i (1.2.1), gauname

L= (2m) (8| exp{~ L Tr {87 8}) exp{— 5 (X — ) S (X — )},
(1.2.5)
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Paskutinis daugiklis jgyja maksimalia reikSme, lygia 1, kai vietoje p jraSome
ivertinj £ = X. Pirmasis daugiklis priklauso tik nuo matricos ¥. Irodysime,
kad

n 1 _ " n nk
|z /Qexp{—ﬁTr{E 181} < n"*/2|8| /Qexp{—7}. (1.2.6)
Jeigu |X| > 0 ir n > k tai matrica S teigiamai apibrézta su tikimybe 1
(zr. 1.6 pratima). Tada egzistuoja tokia simetrika teigiamai apibrézta matrica
8§12 kad SY28Y% = 5 §7Y2g712 — g71 §1/267Y2 _ I (1 priedas
(8.2.10)). Remiantis 1 priedo (8.2.24) charakteringoji lygtis
= 1-AST =0 & |SY2mlsY2_\I1=0 (1.2.7)

turi k teigiamy Sakny Ay, ..., Ax > 0, ir

k
1SY2n-18Y2| = =7 Y|8| = |ES|| =1 (1.2.8)
j=1
k
Tr{Z~'8} = Tr{S'?2718"7} =) "\, (1.2.9)

Istate (1.2.8) ir (1.2.9) j (1.2.6), gauname

k
1 n
||~/ eXp{—iTT{E_ls}} = |§| /2 1‘[()\]./2 exp{—2\;/2}).

j=1

Kai = neneigiamas, funkcija f(x) = 2™/? exp{—x/2} igyja maksimalig reikime
taske z = n. I§ ¢ia gauname (1.2.6). A
Kadangi (X1, ..., Xin) T yra paprastoji atsitiktiné imtis a. d. X; ~ N (p, 04:),
n
SN
j=1
tai remiantis vienmacio normaliojo skirstinio teorija E(S;;) = (n — 1)o;. Taigi

DT jvertinys 6;; yra paslinktasis. Nepaslinktasis dispersijos o;; ivertinys yra

1
" Gy=—Su. (1.2.10)
n

n—1

Nagrinékime sumas X;;+X;/;, j = 1,...,n. Tada (X +Xi1, ..., Xin+ X )T
yra paprastoji imtis vienmacio normallojo a.d. X + X~ N(ul + pir, 0?),
0% = 04 + 0y + 204, Nepaslinktas dispersijos o2 jvertinys yra

- 1
i+ Xy — Xy — Xi)? =

(Su + Sz’z’ + 2517, )

n—1
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Kadangi S;;/(n — 1) ir Sy /(n — 1) yra nepaslinktieji parametry o;; ir oy
ivertiniai, tai S;;/(n — 1) yra nepaslinktasis parametro o;; jvertinys. Taigi
kovariacinés matricos X nepaslinktasis jvertinys yra

- 1
E:
n—1 n—1

n

(1.2.11)

1.2.1 pastaba. Tikétinumo funkcija (1.2.1) priklauso k(k + 3)/2 parametrinei
eksponetiniy skirstiniy Seimai, kuriai statistika (X, §) yra pilnoji ir pakankamoji
(zr. 1 dalies 4.66 pratima). Todél statistikos (X,S) funkcija yra jos vidurkio
NMD jvertinys. Taigi vektoriaus X ir matricos S/(n — 1) elementai yra vekto-
riaus p koordinaciy ir matricos 3 elementy NMD jvertiniai.

1.2.1 pavyzdys. Lenteléje pateiktos 30 Panevézio gamykloje ,,Ekranas“ pagaminty kinesko-
py trijy spinduliy srovés stiprumo X1, X2, X3 reik§meés, pamatuotos technologinés operacijos
11 testeriy karuselé“ metu.

1.2.1 lentelé. Statistiniai duomenys

1| X1 Xoy X3 1| X1y Xoy X3 1| X1y Xoy X3
T | 63 64 63 | 11| 66 65 65 | 21 ] 62 62 6,1
2|64 63 63 12|64 65 63|22 64 63 64
3 |64 63 64 | 13| 64 63 64 | 23| 62 61 62
4163 62 62 |14]62 62 63 |2]|62 62 63
5 163 62 63 |15| 63 62 64 25|62 61 63
6 6,4 6,4 6,3 16 6,2 6,1 6,3 26 6,1 6,3 6,1
7163 62 63 |17| 63 62 63 |27| 63 63 63
8 | 62 62 64 |18] 62 62 63|28 63 62 64
9 |62 62 63 |19]61 60 64 |2 |62 62 62
0|64 62 63 |2 |62 62 62 30|62 61 62

Tardami, kad buvo stebétas trimatis normalusis vektorius
X = (X1, X2,X3)" ~ N3(p, ),

rasime parametry p ir 3 ivertiniy realizacijas (jvercius).

Randame
_ 1 1 6,3 6,2 6,28
p=X==->"X;=— 6,4 | +..+ [ 6,1 =1 6,24
n 4 30
i=1 6,3 6,2 6, 30
Apskai¢iuojame matricos S realizacija
n o 6,3 6,2
S:ZXZ'X,L-TanXT = 6,4 |(6,36,4,6,3)+...+ | 6,1 |(6,2;6,1;6,2)—
i=1 6,3 6,2
6,28 0,348 0,264 0,160
30 6,24 | (6,28;6,24;6,30) = [ 0,264 0,392 0,070
6, 30 0,160 0,070 0,240

Kovariacinés matricos X didZiausiojo tikétinumo jvertis yra S/30, o nepaslinktasis jvertis
S/29.

1.3. Parametry jvertiniy skirstiniai

Stebint vienmatj normalyjj a.d. empirinis vidurkis taip pat turi normalyjj
skirstinj ir nepriklauso nuo empirinés dispersijos. Analogiskas rezultatas yra
teisingas ir kai stebimas daugiamatis normalusis vektorius.
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1.3.1 teorema. Jeigu paprastoji atsitiktiné imtis X, ..., X,, gauta stebint norma-
lyji a.v. X ~ Ni(p, %), %] >0, n >k, tai

zn: 7{Lz), (1.3.1)

n(X — ) E X — ) ~ (k). (1.3.2)
Empirinis vidurkis X nepriklauso nuo statistikos S, kuri yra pasiskirsciusi kaip
matrica

n—1
> z.z], (1.3.3)
i=1
dia Zy, ..., Z,_1 yra vienodai pasiskirste nepriklausomi a.v., Z; ~ Ni(0,X).
Irodymas. Savybés (1.3.1) ir (1.3.2) tiesiogiai plaukia i§ daugiamacio nor-
maliojo skirstinio savybiy (3 priedas (10.0.7), (10.0.4)).

Kad jrodytume (1.3.3), atlikime vektoriy Xy, ..., X,, tiesine transformacija
naudodami ortogonalia matrica C' = [¢;j]nxn, cct =r.

Zj = cj1X1 —+ ...+ Cann7 ] = 1, N (134)

Tegu matricos C paskutinioji eiluté yra (1//n,...,1/y/n). Tada i3 ortogo-
nalumo salygos gaunama, kad kity eilu¢iy elementy sumos yra lygios nuliui:

zn:cji =0, 57=12,...,n—1.
Naujai gauty vektoriy vidurkiai
E(Z,)=vnEX)=vnu, E(Z;) = icﬁll =0, j=1,...,n—1. (13.5)
i=1
Randame kovariacijas

Cov (Z;,Zy) = E{[D_ c;i(Xi = w[D_ ejn(Xi — )]}
i=1 =1

n n
Z ciicinBI(Xs — ) (X = )] =D ¢jicjii T
1, l=1 =1

nes vektoriai X, ir X; nekoreliuoti, kai ¢ # [. Remdamiesi matricos C' ortogo-
nalumu, gauname

V(Z;)=%, Cov(Z;Zj)=0, j+#j. (1.3.6)

Naujai gauti vektoriai Z1, ..., Z,, turi vidurkius (1.3.5), tokias pat kovariaci-
jas X kaip ir vektoriai Xy, ..., X,,, yra nepriklausomi ir normalieji.
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Kadangi transformacija ortogonalioji, tai

D2zl =3 [ e Xl caXi)”
i=1 =1

i=1 j=1

n n

[Z cijea) X, X] = ZXiX;TF.
i=1

i=1 j,l=1

Gauname

n n n—1
S=Y"XX] -nXX" =%"2z:2] - 2,2 =" z,2]. (1.3.7)

i=1 i=1 i=1
Taigi S iSraiSkoje yra tik vektoriai Z1, ..., Z,, 1, kurie nepriklauso nuo Z,, =

v/nX. Todél X ir S yra nepriklausomi. Gauta israiska (1.3.7) sutampa su
(1.3.3). A

Matricos (1.3.3) elementy skirstinys vadinamas centriniu Visarto skirstiniu
sun — 1 laisvés laipsniu. Detaliau 7r. 1.5 skyrelj.

1.4. IS8vados deél vidurkiy vektoriaus, kai kovaria-
ciné matrica Zinoma

1.4.1. Vidurkiy vektoriaus pasikliovimo sritys

Kai skirstinys vienmatis normalusis N (u, 0?), darydami sprendimus apie vidurkj
p naudojome sarysi \/n(X — u)/o ~ N(0, 1). Kai skirstinys daugiamatis nor-
malusis, vietoje §io sary$io naudojame (1.3.2).

Tegu x2 (k) yra x? skirstinio su k laisvés laipsniy lygmens « kritiné reik§me.
Apibrézkime k-matés erdvés poaibj

CX)={p:nX - p) "1 X —p) < x5(K)}

Tada C(X) yra vidurkiy vektoriaus g pasikliovimo sritis, kai pasikliovimo lyg-
muo Q =1—a:
PlpeCX)|u}=Q=1-a. (1.4.1)

Matome, kad &i sritis yra elipsoidas pavidalo turintis centra X.

1.4.2. Vidurkiy vektoriaus koordinaciy pasikliovimo
intervaly rinkiniai

Vietoje pasikliovimo srities (1.4.1) kartais pageidautina turéti pasikliovimo in-

tervaly rinkinj, kuris uzdengty visus dominané¢ius parametrus p, ..., 4 su tiki-

mybe, ne maZzesne uz Q.
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Naudojantis pasikliovimo sritimi (1.4.1) galima sudaryti i§ karto visy tiesiniy
funkcijy ¢’ p, ¢ € R* pasikliovimo intervalus.

Pazymékime L aibe, kuri gaunama imant tiesines vektoriaus p funkcijas:
L={c"p:cecRF}.

1.4.1 teorema. Tarkime, kad |3| = |[0;]kxx| > 0. Tada su tikimybe Q = 1—«
i§ karto visoms funkcijoms ¢” pu € £ galioja nelygybés

"X —/cTEex2(k)/n < c'pu < "X+ /cTZex2 (k) /n. (1.4.2)

Nelygybes (1.4.2) galima traktuoti kaip pasikliovimo intervalus, sudarytus
i§ karto visoms tiesinéms funkcijoms ¢’y € L. Jeigu imsime viena atskirg
funkcija ¢ p (arba kelety tokio tipo funkcijy), tai intervaly pasikliovimo lygmuo
ne mazesnis uz Q.

Irodymas. Pagal Kosi ir Svarco nelygybe (1 priedas (8.1.9.) bet kuriems
vienodos dimensijos vektoriams U ir V galioja sarySiai

(UTv)?

vutv)y < wTuwvrv), vIv =su
( )7 < ( ) ) Up T

Kadangi 3 teigiamai apibrézta simetriSka matrica, tai pagal (1 priedas (8.2.10))
egzistuoja teigiamai apibrézta kvadratiné matrica B, kad ¥ = BBT”. Pritaike
Kogi-Svarco nelygybe vektoriams BU ir (B~ )TV gausime

Urvy?

UTv)?
7UT§]U , vis-ly = sup ( )

vis-lv > e
U U'su

Supremumas pasiekiamas imant U = X7V,
Imdami V = 3 — pir U = ¢ i8 (1.4.1) gauname

P{(X - )27 (X ~ p) < x2(k)/n|p}

CT X —
~ Pl f%”)' < VX2 i}

=P{c"X—/cTZex2(k)/n < cT'p < X4y /cTSex2 (k) /n, Ve € R¥|u} = Q.

Aigku, kad atskirai funkcijai ¢’y (arba keletui tokiy funkcijy) pasikliovimo
lygmuo yra ne mazesnis uz Q.

Imdami paeiliui ¢; = (1, 0,...,0)7, ¢ = (0, 1,...,0)7,...,ex = (0, 0,...,1)T
pagal (1.4.2) gauname parametry pi1, ..., i, pasikliovimo intervaly sistema (H;v ) :

1 =Xi — oix2(k)/n, =X+ \oiux2(k)/n,

kuriai
P <pi <p,Vi=1,..,k}>Q=1-aq, (1.4.3)
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Tikimybé, kad visi intervalai (1.4.3) uZdengs tikrasias parametry u; reikSmes,
gali biiti kur kas didesné uz Q = 1 — «, nes vietoje visy vektoriy ¢ € R* imame
tik k vektoriy cy,...,cr. A

Jeigu sukonstruotume pasikliovimo intervalus kiekvienai koordinatei p; rem-
damiesi vienmate normaliojo skirstinio teorija:

B = X; — Zas2V Tii[N, T = X + Zas2V T/, =1,k (1.4.4)

tai toks intervaly rinkinys nebus ieSkomasis, nes tikimybé, kad visi intervalai
(1.4.4) uzdengs tikrasias visy parametry reik§mes, gali buti gerokai maZesné
uz @ = 1 — . Pavyzdziui, jeigu jvertiniai X;,4 = 1,...,k, yra nepriklausomi,
tai intervalai (1.4.4) uzdengia visas parametry reikimes su tikimybe QF. Taigi
intervalai (1.4.4) yra trumpesni negu reikéty. Tikimybé, kad visi intervalai
(1.4.3) uzdengs tikrasias parametry reik§mes, gali buti daug didesné uz Q =
1 — a, t.y. intervalai (1.4.3) yra ilgesni negu reikéty.

Kitokj negu (1.4.3) intervaly rinkinio variantg galima gauti naudojant Bonfe-
ronio nelygybe. Tegu A; yra jvykis, kuris reiskia, kad ¢-asis tipo (1.4.4) intervalas
uzdengia parametra p; ir tegu P{4;} =1 — ;. Tada

P{nF_ A} =1-P{Ur A;} >

k
1= P{A} =1~ (a1 + ...+ ap).

Jeigu parinksime a; = a/k, i = 1,..., k, tai intervaly rinkinys

W =Xi = zajeryVoii/n, B = Xi+ 2oy Voi/n, =1,k (1.45)

uzdengs visus parametrus pi1, ..., 44 su tikimybe, ne mazesne uz Q = 1 — a.

1.4.1 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdZio tesinys). Dél iliustracijos laikinai tarkime, kad 1.2.1

pavyzdyje kovariaciné matrica X yra Zinoma ir sutampa su gautu nepaslinktuoju jverciu S/29.

Kai 8i prielaida teisinga, sudarysime vidurkiy vektoriaus p pasikliovimo sritj ir vidurkiy vek-

toriaus koordina¢iy pasikliovimo intervaly rinkinius, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.
Pasikliovimo sritis (1.4.1) turi tokj pavidala:

C(X) = {1 870(X — )" S~ (X — 1) < xZ05(3)}-
Apskaiciave
10,587 — 7,155 — 4,971
S 1= —7,155 7,945 2 453
—4,971 2,453 6,765
ir pazyméje Z = (Z1;Z2; Z3)T = ®— X = (p1 — 6,28; u2 — 6,24; u3 — 6.30)7, gausime tokio
pavidalo pasikliovimo elipsoida C(X):

10,5872% +7,94572 + 6,76522 — 14,310Z1 Z2 — 9,94271 Z3 + 4,906 Z2Z3 < 0,009.

Antrame ir tre¢iame 1.4.1 lentelés stulpeliuose yra pateikti pasikliovimo intervaly rinkiniai
(1.4.3) ir (1.4.5). Palyginti ketvirtame stulpelyje pateikiami pasikliovimo intervalai (1.4.4),
kiekvienai vidurkio koordinatei.
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1.4.1 lentelé. Pasikliovimo intervalai

()

W)

(Eizﬁi)

W N | e

(6,224 6,336)
(6,181; 6,299)
(6,254; 6,346)

(6,23%; 6,328)
(6,189; 6,291)
(6,260; 6,340)

(6,241; 6,319)
(6,198; 6,282)
(6,267; 6,333)

Matome, kad pasikliovimo intervalai sudaryti remiantis Bonferonio nelygybe, yra apytiks-
liai 1,16 karto trumpesni uz tuos, kurie sudaryti remiantis pasikliovimo sritimi (1.4.1).

1.4.3. Hipoteziy dél vidurkiy vektoriaus reik¥més
tikrinimas

Tarkime, reikia patikrinti hipoteze H : p = p, kai alternatyva H : p # pg;
Cia p zinomas vektorius. JraSykime j sarySio (1.3.2) desiniaja puse hipotetine
reik8me p,. Gautoji statistika
U? =n(X = po) =X — o) (1.4.6)
turi centrinj x? skirstinj su k laisvés laipsniy, jeigu tikrinama hipotezé H yra
teisinga. Kai hipotezé H neteisinga, statistikos U? skirstinys yra necentrinis
x? skirstinys, turintis & laisvés laipsniy ir necentriskumo parametra (3 priedas,
(10.0.8))
A=n(p— No)Tz_l(N — Hyo)-
Taigi hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga
nelygybé - -
U? = n(X — po) "E7HX — po) > xa (k).

Kriterijaus galia iSreiskiama necentrinio x? skirstinio pasiskirstymo funkcija
Bk) = P{n(X — o) "S7HX — po) > x4 (k) u} =

=P{xi., > xi(k)}.

1.4.2 pavyzdys. Dél iliustracijos kaip ir 1.4.1 pavyzdyje tarkime, kad 1.2.1 pavyzdyje
kovariaciné matrica 3 yra Zinoma ir sutampa su gautu nepaslinktuoju jverciu S/29. Kai
§ prielaida teisinga tikrinsime hipoteze, kad vidurkiy vektorius p lygus fiksuotam vektoriui
o = (6,25;6,25;6,25)T.

Randame statistikos (1.4.6) reik¥me

U? =870(X — po)T 871X — ) = 12,3212,

(1.4.7)

(1.4.8)

Kadangi P reik§mé pv = P{x% > 12,3212} = 0,0064, tai hipotezé atmetama kriterijumi,
kurio reik§mingumo lygmuo virsija 0,0064.

Sis skyrelis yra labiau iliustracinis, nes praktiskai, retai susiduriame su situaci-
jomis, kai kovariaciné matrica buna zinoma.

Kai dispersija nezinoma, vienmaéiu atveju naudojame sarysj /n(X —pu)/s ~
S(n—1), t.y. nezinoma dispersija pakei¢iame jos jvertiniu. Analogiskai daroma
ir daugiamaciu atveju, pakeifiant sarySyje (1.3.2) neZinoma kovariacine matrica
32 jos nepaslinktuoju jvertiniu. Norint sudaryti kriterijus ar pasikliovimo sritis,
reikia istirti gauto a.d. skirstinio savybes.



1.5. Visarto skirstinio apibrézimas 19

1.5. Visarto skirstinio apibrézimas

Visarto skirstinj apibrésime Siek tiek bendresniu atveju. Tegu X1, Xo, ..., X,, yra
nepriklausomi normalieji vektoriai X; ~ N (u,;, X) su vienodomis kovariacinémis
matricomis X ir galbut skirtingais vidurkiy vektoriais w1, ..., tt,,-

Vektoriaus X; koordinates pazyméje, Xq;, Xo;, ..., Xg; suraSykime jas j mat-
rica

X X5 X,
Y1T Y? X1 X2 Xin
Yyl X X Xop, = xT
Y, X Xpe o X
YT L'x, r'x, .- L'X,|= L*xT

kuri papildyta eilute Y7 = (LTX;,..., LTX,,). Vektoriaus Y koordinatés yra
tiesinés vektoriy Xy, ..., X,, funkcijos; ¢ia L = (L1, ..., Lx)T € R* yra fiksuo-
tas vektorius. Kadangi Xy, ..., X,, nepriklausomi, tai nepriklausomos ir vekto-
riaus Y koordinatés, jos turi normaliuosius skirstinius su parametrais (2 priedas,
(9.3.6))

L™X; ~ N(LTp;,02), o2 =V(L'X;)=L"'SL, i=1,..,n. (1.5.1)
Vektoriy Y galima uzragyti ir taip
Y=LY1+..+L,Y,=XL. (152)

1.5.1 apibréZimas. Matricos
n
S= XiX{ = XTX = [Sijlixr = [YT Y jlixn (1.5.3)
i=1

elementy bendras daugiamatis skirstinys vadinamas ViSarto skirstiniu su n lais-
vés laipsniy. Zymeésime S ~ Wi(n,¥; M). Kadangi matrica S simetrine, t.y.
S;j = Sji, tai skirstinio dimensija yra k(k + 1)/2. Skirstinys priklauso nuo
kovariacinés matricos X ir matricos M = [;]nx 1, kurios eilutése surasyti a.v.
X; vidurkiai p; = (paj, ..., pux;)7. Jeigu M = 0, tai skirstinys vadinamas
centriniu ViSarto skirstiniu su n laisvés laipsniy. Sutrumpintai zymésime S ~
Wk (n, E).
Jeigu k = 1, tai matrica S susideda i§ vieno elemento

Sn=YY =) Xj, (1.5.4)
j=1

kuris yra kvadraty suma nepriklausomy normaliyjy a.d. su vienodomis dis-
persijomis o1;. Tada Sii/o11 ~ x2(k;\) turi necentrinj x? skirstinj su k
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laisvés laipsniy ir necentriskumo parametru A = p?, + ... + u3,,. Jeigu vidurkiai
E(X1;) =, =0, j =1,...,n, tai necentriskumo parametras A = 0 ir Si1 /011
skirstinys yra x2(k), t.y. centrinis x? skirstinys su k laisvés laipsniy. Taigi
Visarto skirstinys yra x? skirstinio apibendrinimas j daugiamatj atvejj.

Vienmadiu atveju greta kvadraty sumos (1.5.4) buvo nagrinéjamos ir kvadra-
tinés formos Y{AYl, kurios turi x? skirstinj, kai matrica A yra idempotentiné
(zr. 3 prieda, 8 savybé). Daugiamaciu atveju kvadraty sumos Y?Yl analogas
yra XT X, o kvadratinés formos analogas — matrica X7 AX, kuri tam tikromis
salygomis taip pat turi ViSarto skirstinj.

1.5.1 teorema. Tegu X; ~ Ni(p;,X), i = 1,...,n, yra nepriklausomi a.v., o
X,Y;, Y apibrézti Siame skyrelyje. Biitina ir pakankama salyga, kad X7 Ax
turéty Visarto skirstinj su r laisvés laipsniy, yra ta, kad a.d. YTAY/O'%
turéty x? skirstinj su r laisvés laipsniy su bet kuriuo fiksuotu L € RF; ¢ia
r = Rang(A) = Tr(A). Be to, XT AX skirstinys centrinis tada ir tik tada, kai
YTAY/ o2 yra centrinis x? skirstinys.

Irodymas. Bitinumas. Tegu S ~ Wy(r,X, M), o L € R* - fiksuotas
vektorius. Pagal Visarto skirstinio apibrézima S = 3./, Z,Z}; ¢ia Z1,..., Z,
yran.a.v. ir Z; ~ Ng(p;,%),i=1,...,7.

Padaugine i L7 ir L gauname

T T
L"SL =) (L"Z,)(Z[L)=> (L"Z,)?
i=1 i=1
suma kvadraty normaliyjy a.d. LY Z; ~ N (LTui, 0%), su vienodomis dispersi-
jomis 03 = LYSL. Taigi

T
LTSL/oj ~x*(r;A), A=) (LTw)*/o%.
i=1
Jeigu Visarto skirstinys centrinis, tai u; = 0, ¢+ = 1, ..., 7, ir necentriSkumo

parametras A = 0. Tada LTSL/O'% ~ x2(r) ir x? skirstinys yra centrinis.

Pakankamumas. Tegu YT AY ~ 02 x2 . Tada i§ kvadratiniy formy savybiy
(zr. 3 prieda, 9 savybé) plaukia, kad A yraﬁrango r idempotentiné matrica. Taigi
egzistuoja r ortonormuoty vektoriy By, ..., B,, B;TFBZ- = 1,B;TFBJ- = 0,7 # j,
kad galioja spektrinis skaidinys (1 priedas, (8.2.14))

A=B,B] +..+B,B!. (1.5.5)
Tada
XTAX =x"B\Bfx + ..+ X"B,BTx =U,UT + ..+ U, UT;

¢iaU; = XTB;,i =1, ...,r. Vektoriai B; ortonormuoti, todél vektoriai U, ..., U,
nepriklausomi normalieji su kovariacine matrica ¥ (Zr. 1.3.1 teoremos jrodyma).
Pagal Vigarto skirstinio apibrézima X7 AX ~ Wy (r, X, M).
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Kadangi Y ~ N, (ML, c3%I), tai necentriskumo parametras
A=E(YTAE(Y)/o2 = L"M"AML/(L"SL).

Jeigu necentriskumo parametras A = 0 bet kuriam vektoriui L € R*, tai
MTAM = 0. Tadiau i (1.5.5) turime

M"AM =Y (M"B;)(M"B;)=0=M"B; =0, i=1,.,r
i=1
Taigi E(U;) = M"B; = 0ir YT AX ~ W,,(r, X) yra centrinis Visarto skirstinys.
A

Naudojantis pateiktu ViSarto ir x? skirstinio sarysiu galima gauti daug
svarbiy ViSarto skirstinio savybiy remiantis y? skirstinio savybémis. Analogigkas
principas buvo naudojamas tiriant daugiamacio normaliojo skirstinio savybes.

1.6. Visarto skirstinio savybeés

1 savybé. Matricos X7 A1 X ~ Wy(r,X) ir XT Ay X ~ Wy (r, X) yra nepriklau-
somos tada ir tik tada, kai Y7 A;Y /o3 ir YT AyY /0% turi nepriklausomus y?
skirstinius su bet kuriuo fiksuotu L € R¥. Vektorius X7 B ir matrica X7 AX
yra nepriklausomi ir turi k-matj normalyjj ir Visarto skirstinius, jeigu Y7 B ir
YTAY /o3 yra nepriklausomi ir turi vienmatj normalyjj ir x? skirstinius.

Irodymas. Analogiskas 1.5.1 teoremai. A
2 savybé. Tegu Xj,...,X,, nepriklausomi vienodai pasiskirste pagal Ny (u, )
atsitiktiniai vektoriai. Apibrézkime

ixi, S = ixixf —nXX".
=1 i=1

X:

3=

Tada X ir S yra nepriklausomi. Be to

- 1
X~ N(p %), S~ Wiln—1,%). (1.6.1)

Irodymas. Fiksuotam vektoriui L € R* nagrinékime nepriklausomus vie-
nodai pasiskirsciusius a.d. L'Xy,...LTX,, L'X; ~ N(L"p,03), o3 =
LTXL. 15 vienmatés teorijos gauname, kad aritmetinis vidurkis

1 & - 1
—Y L"X;=L"X ~N(L"p,~L"SL) (1.6.2)
n n

=1

nepriklauso nuo nuokrypiy kvadraty sumos

n n
ST@TX)? - n(L7X)? = L7 X XT — nXX")L = L"SL ~ 022 _,.
i=1 i=1

(1.6.3)
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I§ daugiamacio normaliojo skirstinio apibrézimo (3 priedas, 3P.1 apibrézimas)
isplaukia, kad X ~ Ni(u,X/n), o pagal 1.5.1 teorema S ~ Wi (n—1,3). Pagal
1 savybe X ir S yra nepriklausomi. A

Reikia pazymeéti, kad §ie faktai buvo jrodyti 1.3.1 teoremoje.

3 savybé. Tegu S1 ~ Wi(n1,X) ir So ~ Wi(ne, ¥) yra nepriklausomi. Tada
Sl+52 ~ Wk(nl—l—ng,E). (164)

Irodymas. Pagal Visarto skirstinio apibrézima galima uzraSyti

ni ni+na

T T

S| = E XiX;, S»= E XX
=1 i=ni+1

tia Xy, Xo, ..., Xy, 4n, nepriklausomi vienodai pasiskirste normalieji Ny (0,3)
atsitiktiniai vektoriai. Tada

ni+mna

S1+ 8, = Z XiX;rNWk(nl‘i’ng,z). A
=1

4 savybé. Tegu S ~ Wi(n,X) ir B = [b;j]rxr matrica. Tada BSBT ~
W, (n, BEB™).

Irodymas. Pagal Visarto skirstinio apibrézima
S =) X;X[;
i=1

¢ia Xy, ..., X, nepriklausomi vienodai pasiskirste normalieji Ny (0,3) atsitik-
tiniai vektoriai. Tada

BSB" = B(>_X,X])B" =) (BX;)(BX;)"
i=1 i=1

Kadangi BX; ~ N,(0,BEBT),i = 1,...,n, tai remiantis Visarto skirstinio
apibrézimu
BSB” ~ W,(n, BEB"). A

5 savybé. Tegu egzistuoja matrica -1 = [aij]kxk atvirkstiné matricai ¥ =
[0ijlkxk ir matrica Ca— [S¥]xk atvirkstingé matricai S = [Sijlpxk. Jeigu
S ~ Wi(n, X), tai

a) santykis

O.kk

Rk ~xi(n—k+1); (1.6.5)

ir nepriklauso nuo a.d. S;;, 4,j=1,...,k—1;
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b) su bet kuriuo fiksuotu L € R* santykis

L's"'L

Irodymas. Tegu S = Z?zl XiX;TF; ¢ia Xy, ..., X,, nepriklausomi vienodai
pasiskirste normalieji N (0, X) atsitiktiniai vektoriai. Fiksuokime a.v. X; ko-
ordinates X1;, Xai, ..., Xp—1,. Tada salyginis a.d. Xj; skirstinys, kai kitos ko-

ordinatés fiksuotos, yra (Zr. 3 prieda, 11 savybé) normalusis
N(B1X1; + oo+ Boo1 Xp—1,0,1/0"F), i=1,..n.

Maziausiyjy kvadraty metodu jvertine nezinomus parametrus 31, ..., Sx—1, gau-
name liekamaja kvadraty suma

SSE = Z(Xm — BiXni = oo = Bro1Xn-14)%
i
kuri pasiskirs¢iusi kaip a.d. x7_,/c*%; &a r yra matricos A = [Xi;](k-1)xn
rangas. Kvadraty sumos SSg skirstinys yra salyginis, kai fiksuotos X;;,¢ =
1,..k—1, 7 = 1,....,n reikSmés. Taciau kadangi §is skirstinys nepriklauso

nuo fiksuotyjy reik§miy, tai ji galima interpretuoti kaip besalyginj, t.y. SSg
nepriklauso nuo Sy;,%,5 =1,....k — 1.

Jeigu n > k — 1, tai matricos [X;;](x—1)xn rangas su tikimybe 1 lygus k — 1.
I3 maziausiyjy kvadraty teorijos turime, kad SSp = 1/S**. Taigi tvirtinimas
a) jrodytas.

Kad jrodytume tvirtinima b), nagrinékime transformacija BSBT”; ¢a B
ortogonali matrica BBT = I. Parinkime matricos B paskutine eilute, proporc-
ingg vektoriui LT. Pagal 4 savybe BSBT ~ W;,(n, BEB”). Be to

(BSB")"'=BS'B", (BzB")"!=Bx"'B’.

Matricos BS ™' BT paskutinis diagonalinis elementas proporcingas LT S 'L,
o matricos BX1BT — proporcingas LTS~'L su tuo paciu proporcingumo ko-
eficientu. Pritaike tvirtinima a) gauname, kad

L"s'L
L's'L
6 savybé. Tegu S ~ Wi (n,X). Suskaidykime matrica S i blokus

S11 Sz
S:
( So1 S22 )’

Gia S11, 512,892 yra eilés » X r,r X s, 8 X s, matricos, r + s = k, So; = S?Q.
Tada

~xi(n—k+1). A

522 — 5215;11512 ~ Ws(n -, 222 — 22121_11212); (167)

¢ia X;; atitinkami matricos 3 blokai.



24 1 SKYRIUS. PARAMETRU JVERTINIAI IR JU SAVYBES

Irodymas. Matrica S galima uzra8yti taip:

=Y "X:X!, X;~Ni(0,X%).
i=1

Tegu X7 = (X7:X1) yra vektoriaus X; atitinkamas suskaidymas j di-
mensijos r ir s vektorius Xj; ir Xg;. Nagrinékime r + 1-macius vektorius

(XlTiELTXQi),i = 1,..,n, kai L € R* yra fiksuotas vektorius. Siy vektoriy

ViSarto matrica yra
S, — S11 Si2L
L LTSy LTSpnL )

Remdamiesi 5 savybés a) rezultatu gauname

|SL|
|S11]

~ Xy
Kairéje puseéje esantis reiskinys yra
L"SoL — L7851 8'S12L = LT (S — 851571 S12)L.
Analogiskai gauname, kad proporcingumo koeficientas
c=L" (g — X012 215) L.
Remdamiesi 1.5.1 teorema gauname (1.6.7). A

7 savybé. Tegu S ~ Wi (n,X), n > k ir |3| > 0. Tada determinanty santykis
|S|/|2| pasiskirstes kaip nepriklausomy x? atsitiktiniy dydziy sun —k+1,n —
k+2,....,n—1,n laisvés laipsniy sandauga.

Irodymas. Pazymékime |S|, determinantg |[S;;]rx-|, kai 4,5 = 1,...,7.
Tada yra teisingas déstinys
S| _ <S|k|2|k1) <S|k12k2> (|51) . (16.8)
1=l \ISle-1[Zlk ) \[S]k-2|E[k-1 1=l

Daugikliai remiantis 5 savybeés teiginiu a) yra nepriklausomi a.d., turintys
x? skirstinius su nurodytais laisvés laipsniy skai¢iais. A

1.6.1 apibrézimas. Tegu S ~ Wy(n,X)ir Y ~ N(p, X /c) yra nepriklausomi.
Hotelingo T? statistika apibréziama taip:

T2 =enYTS7'Y. (1.6.9)
8 savybé. Santykis

_ 2
”TMT— ~ F(k,n —k + 1;0) (1.6.10)
n
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turi necentrinj FiSerio skirstinj su k ir n — k+ 1 laisvés laipsniy ir necentriSkumo
parametru § = cpu? By, Jeigu p = 0, tai 6 = 0 ir
n—k+1T?

— ~F — 1). 1.6.11
T — ~ Flk,n—k+1) (1.6.11)

Irodymas. Uzrasykime 72 dviejy daugikliy sandauga

_Y's'y

T2 = — =~
Yis-1y

(enYTE71Y).

Remiantis 5 savybés b) tvirtinimu su bet kuriuo fiksuotu Y santykis

Yyis-ly

turi x? skirstinj su n — k + 1 laisvés laipsniu. Kadangi §is skirstinys nepriklauso
nuo fiksuotosios Y reik§meés, tai (1.6.12) santykis nepriklauso nuo Y. Remiantis
daugiamacio normaliojo skirstinio savybémis (zr. 3 priedas, 8 savybé) i§ saly-
gos, kad Y ~ Nj(u, X/c) i8plaukia, kad cYTZ1Y ~ y2(k;6),6 = cpT 2 pa.
Padalije T? i§ n, o skaitiklj ir vardiklj i3 atitinkamy laisvés laipsniy skaiciy,
gausime a.d., turintj necentrinj Figerio skirstinj (1.6.10). Jeigu vidurkiy vekto-
rius p = 0, tai 6 = 0 ir skirstinys tampa centriniu (1.6.11). A

9 savybé. Jeigu S ~ Wy (n,X), |X| > 0ir n > k, tai Visarto skirstinio tankio
funkcija yra

1 mne .
J(Slk,n, %) = |8 2 g2 TT(SETY), (1.6.13)

¢ia normuojanti konstanta

k
K = K(k,n, %) = 22760/ gn 2 TTT((n+ 1 - ) /2).

i=1

Tankis sukoncentruotas k(k+1)/2-matés erdvés dalyje, kurioje matrica S teigia-
mai apibrézta.

Irodymas. Taikysime indukcija pagal parametra k.
Jeigu k =1, tai S = S11, yra suma kvadraty nepriklausomy normaliyjy a. d.
su vienodomis dispersijomis o1 (Zr. (1.5.4)). Taigi

Sll

2
Qi n
i (n)
ir a.d. S1; tankio funkcija
1 n—2 1517
f(511|1,n,011) = Eslf e o1, (1614)

K =K(1,n,011) = 2"267/*T(n/2), Sy >0,
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sutampa su (1.6.13).

Tegu k = 2 ir pradzioje nagrinékime atvejj, kai kovariaciné matrica ¥ = I
yra vienetiné. Turime paprastaja imtj Z, Zo, ..., Z,, kurios elementai Z; =
(Zli7 ZQZ‘)T ~ NQ(O, I), 1= 1, N Atitinkanti ViSarto matrica

S11 Sia Yy, vlvy,
21 922 Y)Y, Y)Y,

¢ia Y1 = (le, ceey Zln)T, Y2 = (2217 veny Zzn)T.
Fiksuokime vektoriy Y, = (Z11, ..., Z1)T. Tada a.d. Sip = So1 = Y1Y,

skirstinys yra normalusis N (0, S11), jo tankis

1 5%y

gl<512|Y1) = (27T)_1/2S;11/2 exp{_f

> 1. (1.6.15)

Prognozuojant vektoriaus Z; antraja koordinate Zo; pagal pirmaja koordi-
nate Z1;, lickamoji kvadraty suma

O S
SSg = Hlﬁln ;(Zzi - 5211‘)2 = Sogg — 5’73 ~ Xz(” - 1)

turi x? skirstinj ir nepriklauso nuo Sis.
Todél a.v. (S12,95r)T salyginis tankis gaunamas sudauginant tankj (1.6.15)
ir x? su n — 1 laisvés laipsniu tankj. Gauname

B 1 S5in=3/2
S22/l ((n-1)/2) gl

S
g(Slg,SSE|Y1) eXp{—%}.

Peréje prie a. v. (S12, S22)7, gauname jo salyginj tankj (pakeitimo jakobianas
lygus 1):
1 (11522 — Stp) " =372 {,@

h(S12,822|Y 1) = NG CES)E ECE expl—— }.

Sudaugine §j tankj su tankiu a. d. Si; (formuléje (1.6.14) reikia imti oy, = 1),
gauname besalyginj trimacio a.v. (Si1, Si2,S22)7 tankj
1

f(S11,S12,522|2,n,I) = 2 /T ((n — D/2)T(n/2) |S|(n—3)/2 exp{

kuris sutampa su (1.6.13) tankiu, kai k =2 ir ¥ = I.

Pereiname prie bendro atvejo. Tegu S = 31| X, X7, kai X, ..., X,, yra ne-
priklausomi normalieji a.v. X; ~ N2(0,%), 0 8" = 3" | Z,Z! kai Z,,...,Z,
yra nepriklausomi normalieji a.v. Z; ~ N3(0,I). Parinkime trikampe mat-
rica C = [cijlax2,co1 = 0, kad CECT = I (1 priedas (8.2.11)). Matri-
cos CSCT = 3,(CX;)(CX;)T elementy skirstinys sutampa su matricos S*

S +522}
2 )

(1.6.16)
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elementy skirstiniu, nes CX; ~ N»(0, I). Taigi matricos S elementy skirstinys
gaunamas atliekant transformacija $* = CSC?.

Kadangi
1=|c=c’| = |c|z||cT| = |z||cc],
tai ) .
cCT| = =, |C]= ——.
b b
Turime
s=c'(cHt=(c"c)"t, 1r(CcsSCcT)=T1rSCTC)=Tr(SE7Y).
(1.6.17)
Be to s
8° = |eSc”| = [c|s|IC”| = IS|lcC| = |'E'| (1.6.18)
Lieka rasti pakeitimo jakobiang. Atlikta tokia transformacija
St = 11511 + 2c11¢12512 + 1550,
STa = c11¢22512 + €12¢22522,
S50 = 032522-
Pakeitimo jakobianas
2 2cn02 &
D(S11, Sta, 555) 12 5 3 372
S ¥ S R v RPN - 0 — - / )
‘D(S11,312,522) C11C22  C12C22 11650 = | X|

0 0 c3,

Irase j (1.6.16) israiska (1.6.17), (1.6.18) ir padaugine i jakobiano, gauname
tankj (1.6.13) atveju k = 2.

Tarkime, kad tankio israiska (1.6.13) yra teisinga su k — 1. Irodysime, kad
ji teisinga ir su k. Irodymas analogiskas kaip ir atveju k = 2.

Pradzioje nagrinéjame atveji, kai kovariaciné matrica ¥ = I yra vienetiné.

Suskaidykime matricg S i blokus

s S
S — (1) ) ,
( Sty Sk

dia S = [S’ij](k_l)x(k_l) matrica, kurios elementy skirstinio tankis pagal induk-
cijos prielaida yra (1.6.13) pavidalo, kai vietoje k jrasyta k — 1, o vietoje 3 —
vienetiné matrica I; S(1) yra (k—1)-matis vektorius S(;) = YTy, vyly,,..,
Yi_ . Yi)T = (Sik, Soks s Sk—1.4)T. Naudojame tuos pacius Zymenis kaip ir
1.1 skyrelyje pakeite vektoriaus X; koordinates X1;, ..., Xx; vektoriaus Z; koor-
dinatémis Zi;, ..., Zk;.

Fiksuokime vektorius Yy, ..., Y} 1. Tada vektoriaus S, skirstinys yra (k—
1)-matis normalusis Ni_(0, S), kurio tankis

o - 1 =1
(2m)~=1/2) 8| 1/2exp{755%’“1)5 S} (1.6.19)
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Prognozuojant vektoriaus Z; paskutiniaja koordinate Zj; pagal pirmasias

214y ..y L—1,; koordinates, liekamoji kvadraty suma
SSp=min > (Zki — f1Z1i — - — Br1Zk-1.)" =
i=1

= Skk — S{I)S 15(1) ~ XQ(TL —k+ 1)
turi x2 skirstinj ir nepriklauso nuo a.v. S 1)

Todél a.v. (Sik,Sok, ..y Sk—1.k,SSk)T salyginis tankis gaunamas sudaugi-
nant tankj (1.6.19) ir x? su n— k+1 laisvés laipsniy tankiu, kuriame argumentas
yra SSg. Peréje prie a.v. (Sik, Sak, -y Sk—1,k, Skx)” , gauname jo salyginj tankj
(pakeitimo jakobianas lygus 1):

~—1
(Skk — S(Tl)S 5(1))(”_k_1)/2 o
9=kt D/2T((n — k + 1)/2)(2n) k- 072|812 7

{—%Skk}- (1.6.20)

Galutinai matricos S elementy tankj gauname sudaugine besalyginj matricos
S elementy tankj (1.6.13), kuriame vietoje ¥ jraSyta vienetiné matrica I, o
vietoje k jraSyta k — 1, ir tankj (1.6.20).

Normuojanti konstanta

K(k—1,n, 1207 D2D0((n — k +1)/2)(2n) *=V/2 = K (k, n, I);
po eksponentés zenklu
1 = 1 1
—=T - - =—-T ;
STr(8) = 55m = —5Tr(S);
likes daugiklis
Q|(n—k— o1 n—k— n—k—
|S|(nh=D/2(8p — S(Tl)S S(l))( k=1)/2 — | g|(n—k=1)/2

nes ) L
|S| = |S](Skx — S(Tl)s Sy)-

Gauname, kad matricos S elementy tankio pavidalas, kai kovariaciné matrica
=1, yra

]. n—k—1 1

F(SIkn,B) = =181 e~ 37r(5), (1.6.21)
Pereiname prie bendro atvejo. Tegu S = >, XinT, kai X1, ..., X,, yra ne-
priklausomi normalieji a.v. X; ~ N(0,%),0 8" =" | ZiZiT, kai Z1,...,Z,
yra nepriklausomi normalieji a.v. Z; ~ Ni (0, I). Parinkime trikampe matrica
C = [cijlexk;cij = 0,i > j, kad CECT = T (1 priedas, (8.2.11)). Matri-
cos CSCT = 3,(CX;)(CX;)T elementy skirstinys sutampa su matricos S*
elementy skirstiniu, nes CX; ~ N (0, I). Taigi matricos S elementy skirstinys

gaunamas atliekant transformacija 8* = CSC?T.
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Kadangi
1=|Cc=C’| = |C|z||ICcT| = [5||cCT,
tai ) )
CCT|= = €= ——.
3| 13
Turime

s=clchHt=cTc)™t, 1r(CcSCcT)=TrSCTC)=Tr(SE7Y).

(1.6.22)
Be to,
S

|8*| = |csc”| = |c||S||cT| = |S||lccT| = ||2|| (1.6.23)

Lieka rasti pakeitimo jakobiang. Atlikta tokia transformacija

Sz*j = ZcikSklcjl, > 7.
k,l
Dalinés iSvestinés yra
oS} oS}

J J — CikCji + CilCik, l 7& k. (1624)

OSkk = CikCjk, Wm

Suragykime skirtingus matricos S elementus j vieng bendra vektoriy: (511,
S12, ey S1k, S22, 523, -+, Sok, -, Sk )T . Analogiska tvarka suragykime matricos
S™ elementus. Kadangi matrica C' trikampé, tai jakobiane visi elementai Zemiau
pagrindinés diagonalés lygus 0. Todél determinantui apskaic¢iuoti pakanka sudau-
ginti diagonalinius elementus. Remiantis (1.6.24) gauname, kad jakobiano dia-
gonaliniai elementai yra tokie: cfl, C11C22, oy C11Chik 032, C22C33, +vvy C22CkEy +ev) cik.
Sudaugine 8iuos diagonalinius elementus gauname pakeitimo jakobiana

J =t c’,zzl = (11600 )" = |C)FE = |E|(’€1+1)/2 (1.6.25)

Irase j (1.6.21) israiskas (1.6.22), (1.6.23) ir padaugine i§ jakobiano (1.6.25),

gauname tankj (1.6.13). A

1.7. Pratimai

1.1. Tegu X1, ..., X, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ny (g, ). Trodykite, kad X ir S yra
pilnoji ir pakankamoji parametro (u,X) statistika.

1.2. Tegu Xy,..., X, yra nepriklausomi a.v. X; ~ Ng(pcj,X); &a ci,...,cn — 7i-
nomos konstant_os. Irodykife, kad X = (1/35;¢5) 3 eiXi ~ Ni(p, (1/3;¢5)E), o mat-
rica (X, — Xe;) (X — Xec;)T yra pasiskirs¢iusi taip pat kaip matrica Z;zll ZijT; gia
Z1,...,Zn_1 yra vienodai pasiskirste n.a.v. Z; ~ Ny (0,X).
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1.3. Tegu S ~ Wi (n,X),|X| # 0. Pazymékime © = [0;;]xx ) simetring kvadrating mat-
rica. Irodykite, kad a.v. (S1i1,...,Skk, 2512, .-y 251k, ...,2Sk_17k)T charakteristiné funkcija
yra

. |2—1|n/2
Y(®) = E(exp{iTr(SO®)}) = m

1.4. Tegu Xj,..., X, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Np(p,X). Apibrézkime Hotelingo
statistika 72 = n(n — 1)(X — )T S™1(X — w). a) Irodykite, kad

b) Remdamiesi a) rezultatu jrodykite, kad
P{n[LT(X —w)]? < LTSLA, VLecR'}=1-q;

fia A =k(n—1)Fa(k,n—k)/(n—k). ¢) Remdamiesi b) rezultatu jrodykite, kad su bet kokia
tiesine p funkcija L™, L € RF

P{LTX —\/LTSLA/n < LTp < LTX — \/LTSLA/n} >1 - a.

1.5, Tegu S = [Sijlexk ~ Wi(n,X). Irodykite, kad matrica Sy = [Sijlrxr,r < k, turi
Vigarto skirstinj Sy ~ Wr(n,3:); &a Xp = [045]rxr-

1.6. Tarkime X = (X1, ..., X»)T yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ng(p, 2), [=| > 0,n > k.
Irodykite, kad matrica S = > | (X; — X)(X; — X)T yra teigiamai apibrézta su tikimybe 1.

1.7. Raskite parametry p = E(X) ir ¥ = V(X) nepaslinktuosius jvertinius pagal
pateikiamas vektoriaus X = (X1, X2)T nepriklausomas realizacijas

X1 | 34 | 12 | 33 | 44 | 89 | 59 | 50 | 88
Xo; | 55 | 29 | 75 | 89 | 62 | 69 | 41 | 67

1.8. Raskite parametry p = E(X) ir ¥ = V(X) nepaslinktuosius jvertinius pagal
pateikiamas vektoriaus X = (X1, X2, X3, X4)T nepriklausomas realizacijas; ¢ia X1 ir Xo
yra pirmojo siinaus galvos ilgis ir plotis, o X3 ir X4 — antrojo siinaus galvos ilgis ir plotis (7r.

2])-

Xii  Xoi | Xz Xai | Xui Xoi | Xzi Xy
191 155 179 145 190 159 195 157
195 149 201 152 188 151 187 158
181 148 185 149 163 137 161 130
183 153 188 149 195 155 183 158
176 144 171 142 186 153 173 148
208 157 192 152 181 145 182 146
189 150 190 149 175 140 165 137
197 159 189 152 192 154 185 152
188 152 197 159 174 143 178 147
192 150 187 151 176 139 176 143
179 158 186 148 197 167 200 158
183 147 174 147 190 163 187 150
174 150 185 152

1.9. a) Pamatavus 47 kaciy svorj X1; (kilogramais) ir jy Sirdies svorj Xo; (gramais), gauti
tokie rezultatai [2]:

D X1 =110,9 > Xg; =432,5; > X{; = 265,13;

> X3 =4064,71; > X1, Xa; = 1029, 62.
[3 [3
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b) Atlikus analogiskus 97 katiny matavimus gauti tokie rezultatai:

DO X1 =281,3 )Xo =1098,3; Y Xi; =836,75;

> X3, =13056,17; > X1;Xa; = 3275,55.

(3 7

Raskite vidurkiy vektoriaus ir kovariacijy matricos DT jver¢ius atskirai atveju a) ir atveju b).

1.10. Lenteléje yra pateikta n = 30 lenty standumo matavimy, t.y. keturmacio a.v. X =
(X1, X2, X3, X4)T realizacijy; ¢ia X7 — standumas veikiant smigine banga, X2 — standumas
veikiant vibracijai, X3 ir X4 — stacionarios busenos [9]. Tardami, kad buvo stebétas normalusis
vektorius X ~ N4(p, ), raskite a) parametry p ir ¥ DT jver€ius; b) a.v. Y = (X1 — X4, Xo—
X4, X3 — X4)7 skirstinio parametry DT jverius.

X1i Xo; X34 X4 X14 Xo; X3 X4
1889 1651 1561 1778 1954 2149 1180 1281
2403 2048 2087 2197 1325 1170 1002 1176
2119 1700 1815 2222 1419 1371 1252 1308
1645 1627 1110 1533 1828 1634 1602 1755
1976 1916 1614 1883 1725 1594 1313 1646
1712 1712 1439 1546 2276 2189 1547 2111
1943 1685 1271 1671 1899 1614 1422 1477
2104 1820 1717 1874 1633 1513 1290 1516
2983 2794 2412 2581 2061 1867 1646 2037
1745 1600 1384 1508 1856 1493 1356 1533
1710 1591 1518 1667 1727 1412 1238 1469
2046 1907 1627 1898 2168 1896 1701 1834
1840 1841 1595 1741 1655 1675 1414 1597
1867 1685 1493 1678 2326 2301 2065 2234
1859 1649 1389 1714 1490 1382 1214 1284

1.11. (1.10 pratimo tesinys). Tare, kad kovariaciné matrica 3 yra Zinoma ir sutampa
su 1.10 pratime surastu jverciu, a) raskite vektoriaus Y vidurkiy vektoriaus koordinagiy
pasikliovimo intervalus remdamiesi Bonferonio nelygybe (pasikliovimo lygmuo Q = 0,95); b)
patikrinkite hipoteze H : EY = v = (120;0; —200)T.

1.12. Buvo tiriama n = 96 suomiy studenty muzikiniai gebéjimai; X; — melodija, X2 —
harmonija, X3 — tempas, X4 — ritmas, X5 — frazuoté, X¢ — balansas, X7 — stilius. Pagal siuos
duomenis gauti vidurkiy vektoriaus ir dispersijy vektoriaus NMD jveréiai [9]:

(fi1;.-; or) = (28,1526, 6;35,4; 34, 2; 23, 6;22,0; 22, 7),

(631;...;62,) = (33,178; 34, 223; 14, 592; 26, 214; 14, 138; 15, 445; 16, 241).

Tare, kad buvo stebétas normalusis a.v., kurio koordinaciy dispersijos yra Zinomos ir
sutampa su gautais jverCiais, raskite vidurkiy vektoriaus koordinaciy pasikliovimo lygmens
Q = 0,95 pasikliovimo intervalus a) remdamiesi pasikliovimo sritimi (1.4.1); b) remdamiesi
Bonferonio nelygybe. Palyginkite gautuosius intervalus su intervalais, sudarytais kiekvienai
koordinatei atskirai remiantis vienmate teorija.

1.13. Automobiliy gamyboje buvo tikrinama suvirinimo proceso charakteristikos: X —
itampa; X2 — srovés stiprumas; X3 — padavimo greitis; X4 — inertiniy dujy srové. Lenteléje
pateikta n = 40 keturmagio a.v. X = (X1, X2, X3, X4)T matavimy, atlikty 5 sekundziy
intervalu [9].
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X1 Xoi Xz Xgi | X1 Xoi  Xsi X4
23,0 276 2896 51,0 | 22,9 271 288,3 51,0
22,0 281 289,0 51,7 | 21,3 274 289,0 52,0
228 270 2882 51,3 | 21,8 280 290,0 52,0
22,1 278 288,0 52,3 | 22,0 268 288,33 51,0
225 275 288,0 53,0 | 22,8 269 2887 52,0
229 273 288,0 51,0 | 22,0 264 290,0 51,0
22,0 275 290,0 53,0 22,5 273 288,6 52,0
221 268 2890 54,0 | 22,2 269 2882 52,0
22,5 277 289,0 52,0 22,6 273 286,0 52,0
225 278 2890 52,0 | 21,7 283 290,0 52,7
22,3 269 287,0 54,0 21,9 273 288,7 55,3
21,8 274 2876 52,0 | 22,3 264 2870 52,0
22,3 270 2884 51,0 | 22,2 263 288,0 52,0
22,2 273 290,2 51,3 | 22,3 266 288,6 51,7
221 274 286,0 51,0 | 22,0 263 2880 51,7
92,1 277 287,0 52,0 | 22,8 272 289,0 52,3
21,8 277 2870 51,0 | 22,0 277 2877 53,3
22,6 276 290,0 51,0 22,7 272 289,0 52,0
223 278 2870 51,7 | 22,6 274 2872 527
23,0 266 289,1 51,0 22,7 270 290,0 51,0

Targ, kad buvo stebétas normalusis a.v. X ~ Ny(p,X) raskite parametry p ir ¥ DT
jver¢ius.

1.14. (1.13 pratimo tesinys). Tare, kad kovariaciné matrica 3 yra Zinoma ir sutampa su
1.13 pratime surastu jveréiu, a) patikrinkite hipoteze H : p = po = (22,3;270;288, 5;52)7

(kriterijaus reik§mingumo lygmuo o = 0,05); b) sudarykite nepriklausomo nuo turimy a.v.
X* = (X7, X3, X3, XI)T prognozés sritj, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.

Atsakymali ir nurodymai

1.4. Nurodymas. Remdamiesi tankiu (1.6.13) gauname
|S|(n7k71)/2
) TK(kn, %)

K(k,n, %)
K(k,n, (-1 —2i©))-1’
nes likes integralas lygus 1. Lieka pasinaudoti normuojan¢io daugiklio K iSraiska i§ (1.6.13).
1.7. o = (51,125;60,875)T; 611 = 722,9821; 612 = Go1 = 178,0179; 692 = 362,9821. 1.8.
fo= (185,72;151,12;183,84;149,24); 611 = 95,293; 12 = 52,868;613 = 69,662; 14 =
46,112; 692 = 54,360; 623 = 51,312;624 = 35,053; 633 = 100,807;634 = 56,540; 644 =
45,023. 1.9 a) i = (2,360;9,202)T; 611 = 0,073; 612 = Go1 = 0,1977; G2z = 1,804. b)
Q= (2,900;11,323)T; 11 = 0,216; 612 = 621 = 0,933; G2 = 6,397. 1.10. a) DT jverdiai:

e—%TmS[):*l—zi@])dS _

E(exp{iTr(S©)}) :/~

1906, 1 102095,8 91459,8 84380,1  91089,7
_ | 17495 5 91459,8 98126,5 73599,2  78362,2
B=1 1500,1 |° = 84380,1 73599,2 88853,2  87340,6
1725,0 91089,7 78362,2 87340,6 100753,7

b) a.v. Y taip pat normalusis N3(v, 3¢); parametry jverciai:

181,13 A 20670,1 22761,5  6703,4
U= 24,57 |; o= | 22761,5 421557 8650,0
—215,83 6703,4  8650,0 14925,6

1.11. a) vidurkiy vektoriaus v = (v1,v2,v3)T koordinaciy pasikliovimo intervalai yra tokie:
(118,29; 243,97); (-65,17;114,31); (-269,23;-162,44); b) statistika U2, kuri esant teisingai
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hipotezei turi x2 skirstinj su 3 laisvés laipsniais, jgijo reik&me 11,132; kadangi P reikimé
pv = P{Xg > 11,132} = 0,011, tai hipotezé atmetama, jeigu kriterijaus reik§mingumo lyg-
muo virSija 0,011. 1.12. Pazymékime vidurkiy vektoriaus i-osios koordinatés p; pasikliovimo
intervalo, gauto remiantis elipsoidu (1.4.1), rézius H;,ﬁ;, o gauto remiantis Bonferonio nely-
gybe — H;’,ﬁ;/. Gautieji pasikliovimo intervaly réZiai pateikti lenteléje. Pirmuose stulpeliuose
pateikti pasikliovimo intervalai sudaryti kiekvienai koordinatei atskirai.

e I w! w u; 7
1 (2695 29,25 | 26,52 29,68 | 25,90 30,30
2 | 25,43 27,77 | 24,99 28,21 | 24,36 28,84
3 | 34,64 36,16 | 34,35 36,45 | 33,94 36,86
4| 33,18 3522 | 32,79 3561 | 32,24 36,16
5 | 22,85 24,35 | 22,57 24,63 | 22,16 25,04
6 | 21,21 22,79 | 20,92 23,08 | 20,50 23,50
7 121,89 2351 | 21,59 23,81 | 21,16 24,24
1.13. Vidurkiy vektoriaus ir kovariacinés matricos jverciai yra
22,2875 0,1461 —0,4003 0,0149 —0,0936
L 272,575 | $_ —0,4003 24,1444 0,4849 0,5244
H= 288,435 |’ - 0,0149 0,4849 1,2013 —0,0766
51,975 —0,0936 0,5244 —0,0766 0,9014

1.14. a) Statistika U2 i§ (1.4.6) igijo reikdme 11,8514; P reik§mé pv = P{x3 > 11,8514} =
0,0185; hipotezé atmetama, jeigu kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0185. b) Pazy-
mékime Z1 = X{ — 22,2875, Zy = X — 272,575, Z3 = X — 288,435, Z4 = X} — 51,975.
Tada prognozés elipsoidas yra 7, 624922 +0,0440Z3 + 0, 846522 +1,1993Z2 + 0, 225421 Z3 —
0,188671 Z3+1,43621 Z4 —0,0404Z5 75 —0,0312Z2Z4 +0, 14787574 < 9,256. Nurodymas.
A.d. n(X* — p)TZ1(X* — 1)/(n + 1) turi x? skirstinj su 4 laisvés laipsniais.



2 skyrius

Hotelingo statistikos taikymai

Minéjome, kad T2 statistika yra Stjudento t statistikos analogas daugiamaciu
atveju. Vienmaciu atveju Stjudento ¢ statistika yra naudojama hipotezéms apie
normaliojo skirstinio vidurkio reikSmes arba hipotezei apie vidurkiy lygybe,
kai dispersija nezinoma,tikrinti, taip 72 statistika daugiamaciu atveju naudo-
jama hipotezéms apie normaliojo vektoriaus vidurkio vektoriaus reikSmes arba
vidurkiy vektoriy lygybe, kai kovariaciné matrica nezinoma, tikrinti.

2.1. I8vados apie vidurkiy vektoriy, kai kovaria-
cineé matrica nezZinoma
Jeigu turime paprastaja imtj (X1, ..., X,,)7, gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?),

ir reikia patikrinti hipoteze H : u = g arba sudaryti parametro y pasikliovimo
intervalg, Siam tikslui buvo naudojama Stjudento statistika

X—pn o 1 ) R -
t= X == X, = X; — X)“. 2.1.1
VA XD X S-S - X L
Parametro p pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo Q@ = 1 — «,
nusakomas nelygybe
X —
|t = \/ﬁ| a <taa(n—1). (2.1.2)

S

Hipotezé H : pu = po, kai alternatyva H : p # po, atmetama « lygmens kriteri-
jumi, kai teisinga nelygybé

X -
It = \/ﬁ% >t a(n—1). (2.1.3)

34
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Tarkime, kad paprastoji imtis Xy, ..., X,, yra gauta stebint a.v. X ~ N (u, X),
|¥| > 0,n > k. Vidurkiy vektorius g ir kovariaciné matrica ¥ nezinomi.
Irasykime j kairiaja sary8io (1.3.2) puse kovariacinés matricos NMD jvertinj

T =n(X - )" X —p) =nln - DHEX - )" X —p), (214)

i=1 i=1
Kadangi remiantis 1.3.1 teorema X ir S nepriklausomi ir

- 1
XNNIC(N?EE)? SNWk(n_laE)a

tai pagal 1.6.1 apibrézima (2.1.4) yra Hotelingo T? statistika. Remiantis (1.6.10)

J— —_— 2 - <7 V4
n—1 . k+1 nT_ - = n(nk k) (X — H)T‘S’*l(X —p) ~ F(k,n—k). (2.1.5)

Atveju k = 1 (2.1.5) yra Stjudento statistikos ¢ = /n(X — u)/s ~ S(n — 1)
kvadratas, kuris turi FiSerio skirstinj su 1 ir n — 1 laisvés laipsniu.

2.1.1. Vidurkiy vektoriaus pasikliovimo sritys

Tegu F,,(k,n — k) yra Figerio skirstinio su k ir n — k laisveés laipsniy lygmens «
kritiné reikSmé. Apibrézkime k-matés erdvés poaibj

O(%.9) = {u: "R - TSN K - ) < Fulkon — ).

Tada C(X,S) yra vidurkiy vektoriaus g pasikliovimo sritis, kai pasikliovimo
lygmuo Q@ =1 — a:

PlpuecCX,9pl=Q=1-a. (2.1.6)

Matome, kad #i sritis yra elipsoido pavidalo, jos centras taske X, o didumas pri-
klauso nuo matricos S. Vienmaciu atveju gauname pirmiau pateikta parametro
 pasikliovimo intervalg (2.1.2).

2.1.2. Vidurkiy vektoriaus koordinaciy pasikliovimo
intervaly rinkiniai

Parametro 0 = LT/J, pasikliovimo intervalg,kai pasikliovimo lygmuo @Q =1 — «a,
galima rasti naudojant paprastaja imti ¥ = (LTX1, . LTXn)T, gauta stebint
a.d. L"X ~ N(0,0%), o3 = L"SL. Gauname

n
_ 1
§ (LTX; — LTX)? = 71LTSL;
n_

=1

1
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6—0 6—0
\/ﬁf = n(n — 1)7
oL VLTSL

Analogigkai (2.1.2) gauname parametro @ pasikliovimo intervalo (6, 8) rézius

éiMQm—lyLEEEL. (2.1.7)
/ n(n —1)

~Sn-1).

Atskiru atveju imdami L = (0,...,0,1,0,...,0)T, kai vienetas paragytas j-
oje vietoje, gauname vidurkiy vektoriaus p j-osios koordinatés ji; pasikliovimo
intervala:

V/Sji

< py < )_(j—l—ta/g(n—l)
n(n —1)

V/Sjj

P{Hj = Xj—tas(n—1) m

= 1|y}
(2.1.8)
=Q=1-aqa.

Tarkime, kad reikia sudaryti pasikliovimo intervaly rinkinj (ﬁj,ﬁj), j=1,..k,
toki, kad
P{Hj <py <p,Vi=1,.,klp=Q=1-a. (2.1.9)

Aisku, kad intervalai (2.1.8) Sios salygos netenkina. Pavyzdziui, jeigu a.v.
X koordinatés nepriklausomos, tai intervalai (2.1.8) uzdengia visus parametrus
i, 3 =1,...,k, su tikimybe (1 — a)* < 1 — . Norint, kad §i tikimybeé biity lygi
1 — o, reikéty atskirus intervalus sudaryti su pasikliovimo lygmeniu (1 — a)'/*.

Atsizvelgdami j a.v. X koordinaciy priklausomuma, pasikliovimo intervaly
rinkinj galime gauti remdamiesi pasikliovimo sritimi (2.1.6).

2.1.1 teorema. Imant bet kokius vektorius L € R* galioja lygybé

P{L"X - AVL'SL<L"pu < L"X + AVL"SLYLcR*|u} =Q =1—q,
(2.1.10)

Cia

k

T

Fo(k,n—k).
Irodymas. Analogiskai teoremai 1.4.1 remdamiesi (2.1.6) gauname

T _ )12
P{X )75 (X - ) < A%} = Pl UL < a2
=P{L"(X - p)| <AVL'SLVL cR*|pu} =Q =1-a.

A
Lygybe (2.1.10) galima interpretuoti kaip pasikliovimo intervalus, sudarytus
i§ karto visoms tiesinéms funkcijoms LTM L ¢ R*. Imdami L, = (1,0,...,0)7,
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L, = (0,1,..,0)7,...,L; = (0,0,...,1)7, gausime vidurkiy vektoriaus p visy
koordinaciy pasikliovimo intervaly rinkinj:

H; =X; — A/Sy, T =X+ AV Sa,

kuriam
Pl <pi<m,Vi=1,..k}>Q=1-a, (2.1.11)

Kadangi intervalai (2.1.10) sudaryti i§ karto visoms tiesinéms funkcijoms
LT[,L, tai Siam konkre¢iam k tiesiniy funkcijy rinkiniui pasikliovimo lygmuo @
gali gerokai vir§yti 1 — «, t.y. intervalai (2.1.11) gali bati ilgesni negu butina.

Siek tiek trumpesnius intervalus gauname remdamiesi Bonferonio nelygybe.
Tegu A; reiskia jvykj, kad parametro p; tipo (2.1.6) pasikliovimo intervalas
uzdengia tikraja reik§me. Tada

P{AN---NA}=1-P{AU---UA} >

>1— (P{A1} + -+ P{AL}). (2.1.12)

Jeigu pasikliovimo intervalus (2.1.6) sudarysime taip, kad kiekvieno i§ jy
pasikliovimo lygmuo buty 1 — a/k;

_ Sz
"= X, —t, n—1)—2__,
K, /2ry(n—1) D)
—11 v Sj’
Iy = Xi+tasern—1)—/——=, (2.1.13)
n(n—1)

tai i§ (2.1.12) plaukia, kad tikimybé, jog jie visi uzdengs tikrasias vidurkiy
reik§mes, bus nemazesné uz 1 — . Intervaly (2.1.11) ilgis yra

A\/n(n -1 B \/k(n — DF,(k,n—k)

ta/(ar) (n—1) vV —ktaer)(n—1)

karty didesnis uZ intervaly (2.1.13), sudaryty remiantis Bonferonio nelygybe,
ilgj.

2.1.1 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdZio tesinys.) Tarkime, kad 1.2.1 pavyzdyje stebéjimai yra
trimacio normaliojo skirstinio N3(u, ) paprastosios imties realizacija, kai vidurkiy vektorius
p ir kovariaciné matrica 3 yra nezinomi. Surasime vidurkiy vektoriaus p pasikliautingja sritj
ir vidurkiy vektoriaus koordina¢iy pasikliovimo intervaly rinkinius, kai pasikliovimo lygmuo
Q=0,95.

Pasikliautinoji sritis (2.1.6) turi tokj pavidala:

C(X,8) = {n: 270X — )T S (X — p) < Fo.05(3, 27)}.

Pasinaudoje parametry p ir 3 jver€iais i§ 1.2.1 pavyzdzio, 1.4.1 pavyzdyje apskai¢iuota
matricos S™! reiksme ir pazyméje Z = (Z1; Z2; Z3)T = p— X = (u1 — 6,28; uz — 6,24; u3 —
6.30)T, gausime pasikliovimo elipsoida C (X, S) tokio pavidalo:

10,5872% +7,94572 + 6,76522 — 14,310Z1 Z2 — 9,94271 Z3 + 4,906 Z2Z3 < 0,011.

Matome, kad Sis elipsoidas skiriasi nuo gauto 1.4.1 pavyzdyje tik tuo, kad deSinéje nely-
gybés puséje skaicius 0,009 yra pakeistas 0,011. Naturalu, kad nezinant kovariacinés matricos,
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vidurkiy vektoriaus to paties pasikliovimo lygmens pasikliovimo sritis yra didesné, negu tuo
atveju, kai kovariaciné matrica Zinoma ir sutampa su jverciu.

Antrame ir treCiame 2.1.1 lentelés stulpeliuose pateikti pasikliovimo intervaly rinkiniai
(2.1.11) ir (2.1.13). Palyginti ketvirtame stulpelyje pateikiami pasikliovimo intervalai (2.1.10),
sudaryti kiekvienai vidurkio koordinatei.

2.1.1 lentelé. Pasikliovimo intervalai

(13 m7)

(smy)

(p;3755)

w N = .

(6,218; 6,342)
(6,174; 6,306)
(6,249; 6,351)

(6,248; 6,312)
(6,206; 6,274)
(6,274; 6,326)

(6,251; 6,309)
(6,210; 6,270)
(6,276; 6,324)

Matome, kad pasikliovimo intervalai, sudaryti remiantis Bonferonio nelygybe, yra apy-
tiksliai 1,95 karto trumpesni uZ tuos, kurie sudaryti remiantis pasikliautingja sritimi (2.1.6).

2.1.3. Hipotezés dél vidurkiy vektoriaus reik§més
tikrinimas
Tarkime reikia patikrinti hipoteze H : p = pg, kai alternatyva H : p # p; Gia
Lo 7inomas vektorius. Trasykime j sarysio (2.1.5) kairia puse hipotetine reiksme
o. Gautoji statistika
_ .
P (R = )T STHX — pay) (2.1.14)
turi centrinj FiSerio skirstinj su k ir n — k laisvés laipsniy, jeigu tikrinamoji
hipotezé H yra teisinga. Kai hipotezé H neteisinga, tai statistikos F' skirstinys
yra necentrinis FiSerio skirstinys su k ir n — k laisvés laipsniy ir necentriSkumo
parametru
A=n(p— No)Tz_l(N — Ho)-
Taigi hipotezé atmetama reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga

nelygybé

F>F,(k,n—k). (2.1.15)

Kriterijaus galia iSreiskiama necentrinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija
B(u) =P{F > Fo(k,n—k)|p}

= P{ka,k;)\ > Fa(k,n — k)} (2116)

Vienmaciu atveju kriterijus yra ekvivalentus Stjudento kriterijui
[t| = Vn|X — pol/s > taa(n—1),
nes ti/Q(n -1)=F,(1,n—1),0 F =t2
2.1.2 pavyzdys (1.2.1 pavyzdZio tesinys). Tarkime, kad 1.2.1 pavyzdyje buvo stebimas

trimatis normalusis vektorius su nezinoma kovariaciné matrica 3. Tikrinsime hipoteze, kad
vidurkiy vektorius p lygus fiksuotam vektoriui p, = (6,25;6,25;6,25)T.
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Pasinaudoje 1.2.1 pavyzdyje surastais parametry jverciais ir 1.4.1 pavyzdyje apskai¢iuota
matricos S~! realizacija, randame statistikos (2.1.14) reikime

F =270(X — pu)T8 1(X — pg) = 3,8238.
Kadangi P reiksmé pv = P{F3;27 > 3,8238} = 0,0210, tai hipotezé atmetama kriterijumi,

kurio reikSmingumo lygmuo vir§ija 0,0210. Matome, kad kai kovariaciné matrica nezinoma, P

reik§mé yra gerokai didesné (palyginkite su 1.4.2 pavyzdziu).

2.1.2 teorema. Kriterijus (2.1.15) yra ekvivalentus tikétinumy santykio kri-
terijui.

Irodymas. Tikétinumy santykis

Lpg, S Lpg, 3
A maxs L(pg, ): (“07A0); (2.1.17)

maxy s L(p, %) L(j, %)

¢ia L(p,X) tikétinumo funkcija (1.2.2); 3%, kovariacinés matricos DT jvertinys,
surastas esant salygai, kad vidurkis p = pg; fo ir ! besalyginiai parametry p ir
3’ didziausiojo tikétinumo jvertiniai.

Remdamiesi tikétinumo funkcijos maksimumo israiska (1.2.4) gauname

A2/n _ _ ‘S| _ )
1S+ n(X = po) (X — o) 7|

Remdamiesi determinanty savybe (7r. 1 prieda (8.2.19)), gauname

’ S — V(X — o)
V(X = p) 1

118 4+ n(X = po) (X = o) "| = [S|(1 + n(X = p1g) "S™H(X — o).

Taigi

A2/n: _ |S‘ _ _ 1
1S +n(X — po)(X = po)?|  1+T%/(n—1)

T? = n(n— 1)(X - )" S~ (X - ).

Tikétinumy santykis A yra monotonigkai mazéjantis Hotelingo statistikos
T? atzvilgiu. Todél tikétinumy santykio kriterijus, apibréziamas nelygybe A <
A1_q, yra ekvivalentus nelygybei T2 > T? arba nelygybei (2.1.15). A
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2.2. Dviejy imc¢iy vidurkiy palyginimo hipotezés

Tarkime, dvi paprastosios imtys Xii, ..., X1p, ir Xoi,..., X2y, gautos stebint
nepriklausomus normaliuosius vektorius X; ~ Ni(p1, X) ir Xo ~ Ni(py, ).
Vidurkiy vektoriai ptq, py ir vienoda abiem imtims kovariaciné matrica 3 nezi-
nomi, |X| > 0,n; > k,ng > k.

Kadangi

ni

- - 1
S1=) (X = X)Xy = X0)" ~ Wi(m — 1,E), Xi=—3 Xy,

i=1 i=1
no 1 na
S == ; — X . — X T ~ — X e — .
2 Z(Xzz X3)(X2i = X2)" ~ Wi(n2 —1,%), X o ZX%
1=1 =1
tai pagal trecig Visarto skirstinio savybe
S=5+5; NWk(’I’Ll +n2—2,2). (2.2.1)
Nepriklausantis nuo S parametro p; — p, jvertinys
X, — Xy~ Ny <u1 PV s ”22> . (2.2.2)
ni1n9
Remdamiesi Hotelingo statistikos apibrézimu, gauname
n1n2 < 7 \T a—1/v <
T? = ni +n2 —2)(X1 — X2)"S7 (X1 — Xo).
n1+n2( 1+ 12— 2)(Xy — Xo) (X1 —X2)

Tada santykis

nlng(nl +ng—1— k‘)
k(m + TLQ)

(Xl — Xg)Tsil(Xl — Xg) ~ F(k,nl + no — k— 1;5)

(2.2.3)
turi necentrinj Figerio skirstinj su k ir n; +no — k — 1 laisvés laipsniy ir necent-
riSkumo parametru

ninsg _
6= ————(py — o) 27 (g — o).

ny + no
Tarkime, reikia patikrinti hipotez¢ H : py — py = By; ¢ia B Zinomas fik-
suotas vektorius, kai alternatyva H : py — oy # B,. Jeigu hipotezé H teisinga,
tai statistika

n1n2(n1 + no — 1— k)
k(ny + n2)

F= (X1 — X5 = B)" (S1+ 82) (X1 — X3 — By) ~

~ F(k,ni+ns—k—1) (2.2.4)
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turi centrinj FiSerio skirstinj su k ir ny +no,—k—2 laisvés laipsniy. Jeigu hipotezé
neteisinga, tai statistika F' turi necentrinj FiSerio skirstinj su tais paciais laisvés
laipsniais ir necentriSkumo parametru

ning

A= m(ﬂl — Ko — Bo)Tzil(lh — oy — Bo)-

Hipotezé H atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga nely-
gybe
F > Fa(kﬂ’l,l +no —k — 1) (225)

Kriterijaus galia iSreiskiama necentrinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija:
ﬁ(/\) = P{Fk’nl+n27k‘71;/\ > Fa(k, ny+ng —k— 1)}

Matome, kad kriterijaus galia priklauso ne tik nuo nuokrypio p; — py — B3¢ bet
ir nuo kovariacinés matricos X.

2.2.1 pastaba. Remiantis (2.2.3) analogiskai 2.1.1 ir 2.1.2 skyreliams galima
sudaryti parametro p; — o pasikliovimo sritj arba jo koordinaciy pasikliovimo
intervaly rinkinius.

2.2.1 pavyzdys. Buvo pamatuoti tie patys parametrai kaip ir 1.2.1 pavyzdyje, 24 Panevézio
gamyklos kineskopy, pagaminty kitu laikotarpiu. Gauti statistiniai duomenys pateikiami
2.2.1 lenteléje.

2.2.1 lentelé. Statistiniai duomenys

X1 Xog Xz i | Xu Xoi Xsi i | X1 Xoi Xsi
61 6,1 62 | 9 | 63 63 65 |17 63 63 63
62 60 62 | 10| 63 65 65 | 18| 63 63 64
62 62 62 | 11| 62 61 62 |19 66 63 62
63 60 63 |12| 63 62 64 |2 | 63 62 62
63 63 6,1 | 13| 61 6,1 63 |21 |62 63 61
62 62 62 | 14| 64 64 63 |22]| 64 63 64
63 63 64 | 15|62 61 62 |23 61 61 62
61 61 62 | 16| 64 64 64 | 24| 63 63 63

O~ O U WK e

Tare, kad 1.2.1 ir 2.2.1 lenteliy duomenys yra nepriklausomy trimaéciy normaliyjy vektoriy
realizacijos, patikrinsime hipoteze, kad vidurkiy vektorius nepakito (priimame prielaida, kad
kovariaciné matrica i§liko nepakitusi).

Pagal 2.2.1 lentelés duomenis randame

B 1 2 1 6,1 6,3 6,267
i1y = 2:fz:xizf 6,1 | +..+| 6,3 = 6,225
n2 i 2 6,2 6,3 6,279
ir apskai¢iuojame matricos S realizacija
n o 6,1 6,3
Sa =ZX1-XZT—nXXT = 6,1 | (6,1;6,1;6,2)+...+ | 6,3 ] (6,3;6,3;6,3)—
i=1 6,2 6,3
6,267 0,313 0,210 0,103
24| 6,225 | (6,267;6,225;6,279) = | 0,210 0,385 0,163

6,279 0,103 0,163 0,300
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Pasinaudojg¢ 1.2.1 pratime apskaitiuotomis aritmetinio vidurkio ir matricos S realizaci-
jomis (pazymime X, ir S1), gauname

o 6,28 6,267 0,013
X, - Xy = 6,24 | —| 6,225 = 0,015 |;
6,30 6,279 0,021

0,661 0,474 0,263 2,935 —1,564 —0,754
S=81+82= 0,474 0,777 0,233 s1= —1,564 2,312 — 0,236
0,263 0,233 0,540 0,754 —0,236 2,321

Pagaliau randame statistikos F realizacija (vektorius B, = 0):

ning(ni +ng — 1 — k)

X —X2)T8s 1(X; —X5) =0,101.
e (X1 —X2) (X1 2) =0,

F =

Kadangi P reikdmé pv = P{F3;50 > 0,101} = 0,959, tai atmesti vidurkiy vektoriy lygybés

hipoteze néra pagrindo.

2.3. Keliy im¢iy vidurkiy palyginimo hipotezeés

Turime m paprastyjy imé¢iy X, ..., Xip,; s Xont, -y X, » gauty stebint ne-
priklausomus normaliuosius vektorius X; ~ Ng(pq,2), ..., X, ~ Ni(m,,, X).
Vidurkiy vektoriai ptq, ..., i, ir vienoda visoms imtims kovariaciné matrica 3
nezinomi, |X| > 0,n; > k,i=1,..m

Reikia patikrinti hipoteze H : By +...+ B, = Ho; €ia By, ..., Bm Zinomos
konstantos, o p, — Zinomas vektorius. Matricos

Si=) (X —X)(Xij = X)T ~ Wi(n; —1,%), i=1,....,m,
j=1

ir vektoriai
ng
1 .
= — E Xija Z—].,...,TTL7
j=1

yra nepriklausomi. Pagal tre¢iag ViSarto skirstinio savybe suma
S=S14+..+8n~Wig(n—m,X%), annz (2.3.1)

Nepriklausomas nuo S parametro 0 = Sy + ... + Bmpt,, ivertinys

6 = ZBZX Ny, (Zﬁluz, Zﬂz) ) (2.3.2)

i=1 T

Remdamiesi Hotelingo statistikos apibrézimu, gauname

T? = c(n —m)(0 — pg) 'S (6 — o). c= (Z i) .



2.4. Simetriskumo hipotezé 43

Jeigu hipotezé teisinga, tai statistika

cln—m—k—1)
k

F= (0 — pg)"S™HO — py) ~ F(kyn—m —k+1)

turi centrinj Figerio skirstinj su k ir n —m — k41 laisvés laipsniy. Jeigu hipotezé
neteisinga, tai statistika F' turi necentrinj Figerio skirstinj su kirn—m —k+1
laisvés laipsniy ir necentriskumo parametru 6 = c¢(0 — )T 71(0 — py).
Hipotezé atmetama reik§mingumo « lygmens kriterijumi, kai teisinga nely-
gybé
F>Fy,(kyn—m—k+1). (2.3.3)

Kriterijaus galia isreiskiama necentrinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija.

2.4. Simetriskumo hipotezé

Tarkime, Xy,...,X,, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ni(u,X), |X| > 0,n > k.
Reikia patikrinti hipoteze H : u; = ... = ug, kad vidurkiy vektoriaus p =
(g1, ..., ux)* koordinatés yra lygios. Tegu C = [cijl(k—1)xk yra rango k — 1
matrica tokia, kad

Ce=0, e=(1,..,1)T. (2.4.1)

Atlikime a.v. Xy, ..., X,, transformacija naudodami matrica C":
Z;=CX;, j=1,..,n (2.4.2)
Vektoriy Z; vidurkiai ir kovariaciné matrica yra
E(Z;)=Cu, V(Z;) =cCc=C". (2.4.3)
Vektoriy Z; terminais hipotezé H ekvivalenti tvirtinimui He : Cp = 0.
Apibrézkime statistikas

1 n
EZ ~ Ni_1(Cp, - CECT),

S = zn:(zi - 2Z2)(2;-Z)" ~W_1(n—1,C=CT). (2.4.4)

i=1
Remdamiesi §iomis statistikomis sudarome Hotelingio 72 statistika
2 71T a—1 7
T°=n(n-12Z S Z
ir statistika

(n=ktlnyrgay, (2.4.5)
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kuri, kai hipotezée He : Cp = 0 teisinga, turi FiSerio skirstinj su k—1irn—k+1
laisvés laipsniu. Hipotezé H¢ atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai teisinga nelygybé

F>Fyk—1,n—k+1). (2.4.6)

Dar reikia jsitikinti, kad surastas kriterijus nepriklauso nuo matricos, tenki-
nancios (2.4.1) salyga, parinkimo.

Tegu B = [bij](k—1)x(k—1) matrica, kurios determinantas |B| # 0. Tada
matrica C* = BC taip pat tenkina (2.4.1) salyga

C*e = B(Ce) = 0.
Atlikime a.v. X4, ...,X,, transformacija naudodami matricg C*:

E(Z})=BCu, V(Z;)=BV(Z;B" =B(CcxC")B".
Apibrézkime a.v. Z7,..., Z}, statistikas analogiskas (2.2.10)
1

Z" ~ Ni(BCu, EB(CECT)BT).

S*=> (BZ;-BZ)(BZ; - BZ)" = BSB”
i=1

ir sudarykime Hotelingo statistika
T2 =nin—12"8"'Z"=n(n-1)Z' B"(BSB")"'BZ

—n(n-1)Z"BY(B")'S'\B'BZ =n(n-1)2"8Z = T2

Matome, kad Hotelingo T? statistika yra invariantiska atzvilgiu matricy,
tenkinanciy (2.4.1) salyga. Todél matrica C galima parinkti, pavyzdziui, tokio
pavidalo: i-oji eiluté yra (0,...,0,1,0,...,—1); ¢a 1 paraSytas i-ojoje vietoje,
i1=1,...,k—1

2.2.2 pavyzdys. (2.2.1 pavyzdzio tesinys.) Remdamiesi 2.2.1 lentelés duomenimis patikrin-
sime hipoteze H : u1 = p2 = ps, kad vidurkiy vektoriaus p = (u1, pe, u3)T koordinatés yra
lygios. Parinke matrica C, kurios pirmoji eiluté yra (10 —1), o antroji — (0 1 — 1), atliekame
2.2.1 lentelés duomeny transformacija Z; = CX,;. Transformuoti duomenys pateikti 2.2.2
lenteléje.

2.2.2 lentelé. Transformuoti statistiniai duomenys

| Z1i Zai 1| Zv Zo 1| Zii Za
01 01| 9] 02 02|17 ] 00 00
00 02 |10]-02 00]18]-01 -01
00 00| 11| 00 -0,1] 19| 04 0,1
00 03 |12]-01 022 | 01 00
02 02 |13]-02 -02 |2 | 01 02
00 00| 14] o1 0,112 | 00 -0,1
01 -01 |15 00 -01]23]-01 -0,1
01 -01|16| 00 0024 00 00

O~ O Ut WN e
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Pagal Sios lentelés duomenis apskaiciuojame

Zz_( 00125\ o (0406 0244\ g _ 4,149 —2,813
“\ —o0,0542 /7 ® T\ 0,244 0,360 /)’ T\ —2,813 4,688

ir randame statistikos F' realizacija:

— k4 1)n - _
F= (”kit)"szﬂz —2,797.

Kadangi P reik§mé pv = P{Fy;20 > 2,797} = 0,083, tai hipotezé atmetama, jei kriterijaus
reik§mingumo lygmuo vir§ija 0,083.

2.5. Vidurkiy palyginimo hipotezés, kai kovaria-
cinés matricos skirtingos

Kaip zinome (zr. 1 dalj, 5.7.2 skyrelj), vienmaciu atveju tikrinant hipoteze apie
normaliyjy skirstiniy vidurkiy lygybe, kai apie dispersijas nieko nezinome, TG
ar TGN kriterijai neegzistuoja (Berenso ir FiSerio problema). Naturalu, kad
analogiskas efektas matomas ir daugiamaciu atveju.

Didelés imtys. Tarkime, X1, ..., X1p, ir Xa1, ..., X2y, yra dvi paprastosios
imtys, gautos stebint normaliuosius a.v. X; ~ Ng(pq,31) ir Xo ~ Ng (g, 32).

Remiantis daugiamadio normaliojo skirstinio savybémis (3 priedas (10.0.4),
(10.0.7))) galima tvirtinti, kad

_ 1 1 oo
(X1 — Xo — (pg — p2))* (nlzl + n222) (X1 = Xo — (g — p12)) ~ Xii-

Jeigu ny ir ng yra pakankamai dideli, kai hipotezé H : py — po = 3, teisinga,
statistikos

- _ _ 1 . 1.\ ' _ _
U? =Xy — Xy —By)? (21 + 22) (X1 —X3—8y)
ny %)

skirstinj galima aproksimuoti x? skirstiniu su k laisvés laipsniy. Gauname
asimptotinj dviejy vidurkiy vektoriy palyginimo kriterijy: hipotezé H atmetama
apytiksliu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga nelygybé

U? > 2 (k). (2.5.1)

Jeigu iméiy didumai nepakankami, tai vidurkiy palyginimo kriterijy galima
sudaryti imant dviejy imciy elementy skirtumus. Analogiskas metodas buvo
naudojamas vienmagciu atveju sudarant Stjudento priklausomy iméiy kriterijy.

Vienodo didumo imtys. Tarkime, Xiq,...,X1p, ir Xo1,..., Xap,, N2 = ni,
yra dvi paprastosios imtys, gautos stebint normaliuosius a.v. X1 ~ N (1, X1)
ir Xo ~ Ng(p9, X2). Norédami gauti vienmacio Stjudento kriterijaus priklau-
somoms imtims analoga, atsisakykime reikalavimo dél a.v. X; ir X5 nepriklau-
somumo.
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Skirtumai Y1 = X171 — X1, .., Y, = Xip, — Xop, yra paprastoji didumo
np imtis, gauta stebint a.v. Y = X3 — Xo ~ Np(p, ), = pq — py, X =
31+ o + 234,; da X9 = Cov (X1, Xs). Jeigu imtys nepriklausomos, tai
gautume atvejj, kai 315 = 0.

Tarkime, kad n; > k, |21 > 0,|X3] > 0. Vietoje hipotezés H : p, =
W tikrinkime hipoteze, kad E(Y) = p = 0, kai kovariaciné matrica 3 yra
nezinoma. Tokj uzdavinj sprendéme 2.2.1 skyrelyje. Sudarome statistika

T? =ny(ng — 1)YTS_1Y,

_ 1 & il _ _
Y = — = - -
LYy s=Y vy
=1 =1
Tada statistika
F= ny — k T2
k ny — 1

kai g = 0, turi Figerio skirstinj su k ir n; —k laisvés laipsniy. Hipotezé atmetama
reik§mingumo « kriterijumi, kai teisinga nelygybé

F > Fo(k,ny — k). (2.5.2)

Suprantama, jeigu yra pagrindo tvirtinti, kad, kai imtys nepriklausomos ir 3; =
3, tai geriau naudoti kriterijy (2.2.2) i§ skyrelio 2.2.2, kai FiSerio statistikos
vardiklio laisvés laipsniy skaicius yra 2ny; — k — 1. Taigi, naudojant $io skyrelio
kriterijy prarandama n; — 1 laisvés laipsnis.

Skirtingo didumo imtys. Tarkime, X1, ..., X1p, ir Xo1, ..., Xop,, 11 < no,
yra dvi paprastosios imtys, gautos stebint nepriklausomus normaliuosius a.v.
X ~ Nk(ul,Zl) ir Xg ~ Nk(MQ,EQ); |21| > 0, |22| > 0,n1 > k.

Jeigu skirtumas ne — ny lyginant su n; yra mazas, tai galime tiesiog at-
mesti stebéjimus X ,,, 11, ..., X2, ir gauti dvi vienodo didumo n; imtis. Taciau
kriterijy galima Siek tiek patikslinti i§ dalies panaudojant ir stebéjimus Xs 41, ...,
X2, n,. Pazymékime

n
Y; =Xy, - n—;X2j WZ 21——ZX2T,

i=1,2..n

Atsitiktiniai vektoriai Y'; turi vienodus vidurkius

nl
E(Y;)=p, - \/—NQ uz My — Mo

ir vienodas kovariacines matricas

V(Y;) =3 + 25,.
n2



2.5. Vidurkiy palyginimo hipotezés, kai kovariacinés matricos skirtingos 47

Tai 8iek tiek maziau, negu skirtumo X;; — Xg; kovariaciné matrica V' (Xq; —
Xy;) = 31 + Xy. Kadangi Cov (Y;,Y ;) =0, kai ¢ # j, tai, tikrinant hipoteze
H:E(Y;) = p; — py = 0, pritaikoma 2.2.1 skyrelio metodika.

Hipotezé atmetama reik§mingumo « kriterijumi, kai teisinga nelygybé

—k _ _
F= WYTS*Y > Fo(k,ny — k), (2.5.3)
1 ni ni
Y=-V)Y,;, S= Y, - Y)Y, -Y)T
n1; i i:1( i )Y )
Pazyméjus
n1
UJ - le - 72X2j7 ] = 17 , N1,

§=> (U:-U)U, -0, ni i (2.5.4)

Keletas skirtingo didumo imdciy. Tarkime, kad paprastosios imtys Xiq, ...,
Xing; oo Xty ooy Xomm,,, Yra gautos stebint nepriklausomus normaliuosius a. v.
X1~ Ne(p1,21)5 o5 X ~ Ni(fo, Zn), [2i] > 0,4 = 1,...,m. Nemazinant
bendrumo galima tarti, kad ny < nj,j =2,...,m,, ny > k.

Reikia patikrinti hipoteze H : 0 = Y 1" | Bip; = po; Cia B, ..., By Zinomos
konstantos, o g — Zinomas vektorius.

Apibrézkime atsitiktinius vektorius

B1X1]+Zﬂz\/> ZX +\/mzx1r

=2

j = 1, ey
Sie vektoriai turi vienodus vidurkius
i n n
_ s M
E(Yj) = ﬁlllq + z; Bi T (Ui n M, + —— s nl Z ﬂll‘l’z =
i—
ir vienodas kovariacines matricas
U n
PRASN
V(Y;) = Zlﬂ Ezi =
i=

Nesunku patikrinti, kad Cov (Y,;,Y ;) = 0, kai ¢ # j. Todél a.v. Yq,..., Y,
yra pritaikoma 2.2.1 skyrelio metodika. Apibréziame T2 statistika

1

T? =ni(ny — 1)(Y — po)"S™HY = py),
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_ 1 & i _
Y=—>Y, S=) (V;-Y)Y,-Y)"
™M i=1
Hipotezé atmetama reik§mingumo « kriterijumi, kai teisinga nelygybé

(n1 — k)nq

=1

T2 > Fo(k,ny — k). (2.5.5)

Apibrézus atsitiktinius vektorius

m

ni .
Uj = Zﬁz Exzja J = 1a ceey 1,
=1

matricg S galima apskai¢iuoti taip:

ny B _ 1 ni
— R P T —_ .
S = ;(UZ o u, -, U o ;U

2.5.1 pavyzdys. (2.2.1 pavyzdZio tesinys.) Ty paciy 24 kineskopy trijy spinduliy srovés
stiprumai buvo pamatuoti kitos technologinés operacijos metu. Gauti duomenys pateikti 2.5.1
lenteléje.

2.5.1 lentelé. Statistiniai duomenys

X1 Xo; X3 | X1y Xoy X3 | X1y X9y X3
61 62 61 | 9 | 63 63 61 |17 ] 62 64 62
6,2 6,1 6,1 10 6,2 6,6 6,5 18 6,3 6,4 6,3
61 62 61 |11| 62 62 61 |19]| 60 63 62
58 63 61 | 12|63 63 62 |20 61 62 62
64 63 62 | 13|61 62 62 |21| 61 60 62
63 61 63 | 14| 64 66 63 | 22| 64 65 6,4
63 63 62 | 15| 62 62 62 |23 62 62 61
50 60 61 | 16| 64 65 63 |24| 63 64 62

CO~ O Ut W e

Reikia patikrinti hipoteze, kad vidurkiy vektorius nepakito.

Jeigu tartume, kad 2.2.1 lenteléje yra a.v. X1 ~ N3(u;,X1) paprastosios imties reali-
zacijos, o lenteléje 2.5.1 — a.v. Xo ~ N3(pq, 32) paprastosios imties realizacijos, tai reikéty
pripazinti, kad a.v. X ir X» yra galbut priklausomi (matuojami ty paciy kineskopy para-
metrai). Sprendziant tokj uzdavinj vienmad&iu atveju buvo naudojamas Stjudento priklausomy
imc¢iy kriterijus. Daugiamaciu atveju taip pat reikéty naudoti Siame skyrelyje pateikta tokio
kriterijaus analoga.

Randameme skirtumus Y; = Xy; — Xo;, @ =1,...,24, jie pateikti 2.5.2 lenteléje.

2.5.2 lentelé. Skirtumai

| Y1 Yo, Y i | Y1y Yo Y3 v | Yis Yo Y
00 0,1 01 9100 00 04]17] 0,1 0,1 0,1
00 -0 01 |10] 01 -01 00/ 18| 00 -01 0,11
o0 00 01 |11]00 -00 01]19]| 06 00 00
05 -03 02]12]00 -0, 02]20]| 02 00 00
01 00 -00 13|00 -00 0,12 | 01 03 -0,
01 01 -0,1 | 14|00 -02 00|22 | 00 -02 00
00 00 02|15|00 -0 00]23]-01 -01 0,1
02 01 01|16 00 -0,0 01|24 00 -01 0,1

O~ O Ut WN e

Naudodami §iuos duomenis tikriname hipoteze, kad a.v. Y vidurkis E(Y') = p; —po lygus
nuliniam vektoriui. Tokias hipotezes tikrinome 2.1 skyrelyje. Reikia pazymeéti, kad nereikia
daryti prielaidos dél pradiniy vektoriy X ir Xo kovariacijy matricy 31 ir 32 lygybés.
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Pagal 2.5.2 lentelés duomenis apskai¢iuojame

o 0, 0667
Y==-> Y= —00583 |;
i 0,0750
n o 0,6533 —0,0267  0,0200
S=>Y.v] - nYYT = —0,0267 0,3183 —0,0950 |;
i=1 0,0200 —0,0950  0,2850
1,5373 0,1074 —0,0721
S 1= 0,1074 3,4963 1,1579

—0,0721 11,1579 3,8998
ir randame statistikos F' realizacija:
(n—k)n

k

Kadangi P reikdmé pv = P{F3;21 > 4,8681} = 0,010, tai hipotezé atmetama, jei kriteri-
jaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,01.

F= YIS 1y = 4,8681.

2.6. Pratimai

2.1. Tegu X4i,...,, X, yra nepriklausomi a.v. X; ~ Np(u + B(z; — 2),%), j = 1,...,n,
Z =3, z;j/n. Irodykite, kad

T2 = (2 —2)°"S b

J
turi Hotelingo skirstinj su n — 2 laisvés laipsniais. Cia
2 Xj(z — 2) o _ o o
b= W7 S:Z(Xj - X —b(z - 2)(X; —X —b(z; —2))" .
J

2.2. Tegu Xi,..., Xy, yra paprastoji imtis a.v. X ~ N (u, %), pagal kuria gautos statis-
tikos X ir S. Raskite tolesnio nepriklausomo stebéjimo X, 41 pasikliovimo sritj.

2.3. [rodykite, kad Hotelingo statistika 72 = n(n — 1)XS~ X, kai hipotezé H : p = 0
teisinga, asimptotiskai n — oo turi x2 skirstinj su k laisvés laipsniy.

2.4. Jrodykite, kad Hotelingo statistika T2 = n(n — 1)X S~ !X nepakis vidurkiy vektoriy
w = (u1,...,ux)" pakeitus vektoriumi (),0,...,0), A2 = uT="1u, o 3 pakeitus vienetine
matrica I.

2.5. [rodykite, kad tikétinumy santykio kriterijus tikrinant hipoteze dél dviejy vidurkiy
vektoriy lygybés yra ekvivalentus kriterijui (2.2.5), grindziamam Hotelingo statistika.

2.6. [rodykite, kad tikétinumy santykio kriterijus tikrinant hipoteze dél keliy vidurkiy
vektoriy palyginimo yra ekvivalentus kriterijui (2.3.3), grindziamam Hotelingo statistika.

2.7. Lenteléje pateikta 10 pacienty papildomo miego laikas (valandomis) X vartojant
vaista A ir Xo vartojant vaista B.

Pacientas X1 Xo | Pacientas | X1 Xo
1 1,9 | 0,7 6 14 | 3,4
2 0,8 -1,6 7 5,5 3,7
3 1,1 | -0,2 8 1,6 | 0,8
4 0,1 -1,2 9 4,6 0,0
5 -0,1 | -0,1 10 34 | 2,0

a) Tare, kad buvo stebimas normalusis vektorius, patikrinkite hipoteze, kad a.v. (X1, Xo)T
vidurkis lygus nuliniam vektoriui; kriterijaus reik§mingumo lygmuo a = 0,05. Patikrinkite,
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kad gautasis kriterijus yra ekvivalentus Stjudento priklausomy iméiy kriterijui vienmaciu
atveju. b) Sudarykite vidurkiy vektoriaus pasikliovimo sritj, kai pasikliovimo lygmuo Q =
0,95.

2.8. Tegu X7 ir X9 yra taurélapio ilgis ir plotis, o X3 ir X4 — vainiklapio ilgis ir plotis.
Atlikta po 50 matavimy Iris versicolor ir Iris setosa [2]. Pagal §iuos duomenis gautos statistiky
realizacijos

5,936 5,006
- 2,770 = | 3,428 |
X1 = 4,260 |’ Xy = 1,462 |’
1,326 0,246
19,1434  9,0356  9,7634 3,2394
S— 8 48— 9,0356 11,8658  4,6232 2,4746

9,7634  4,6232 12,2978 3,8794
3,2394  2,4746  3,8794 2,4604

Tare, kad buvo stebimas normalusis vektorius, patikrinkite hipoteze H : pu; = po dél
vidurkiy vektoriy lygybés kriterijumi, kurio reik§mingumo lygmuo a = 0, 01.

2.9. Tegu S, R, P, V yra kamstinio medZio Zievés storis keturiomis pasaulio kryptimis.
Konkretaus medzio §iy keturiy dydziy matavimus galime interpretuoti kaip keturmacio a.v.
realizacija. Pazymékime X1 =S-R-V+P, Xy =P-V, X3 =S-P. Atlikus 28 matavimus gautos
statistiky realizacijos [14]

) 8,86 o 128,72 61,41 —21,02
X=1| 45 |, £=_-85= 61,41 56,93 —28,30
0,86 28 21,02 —28,30 63,53

Tare, kad buvo stebimas normalusis a. v., patikrinkite hipoteze H : p1 = p2 = p3 = 0; ¢ia
wi =EX;,i=1,23.

2.10. Lenteléje yra pateikti duomenys, gauti stebint sveiky motery prakaitavimo rodik-
lius, t.y. trimatj a.v. X = (X1, X2, X3)7; ¢ia X1 — prakaito kiekis, X5 — natrio kiekis, X3 —
kalio kiekis [9].

1| Xy | Xoi | Xsi | Xy | Xoi | X3
T | 3,7 ] 485 | 9,3 | 11| 3,9 | 36,9 | 12,7
2 | 570651 | 80| 12| 45 | 588 | 12,3
3 | 38 (472|109 | 13| 35 | 278 | 98
4 | 32 (532|120 | 14| 45 | 402 | 84
5 1 3,1 (555 | 9715 1,5 17,5 | 10,1
6 | 46 | 361 | 79| 16| 85 | 564 | 7.1
7| 24 | 248 | 140 | 17| 45 | 71,6 | 82
8 | 720331 | 76| 18| 65 | 528 | 10,9
9 | 6,7 | 474 | 85| 19| 4,1 | 441 | 11,2
10| 54 | 541 | 11,3 | 20 | 55 | 40,9 | 94

Tare, kad buvo stebétas normalusis a.v., raskite vidurkiy vektoriaus p = (u1, u2, uz)’
pasikliovimo sritj ir jo koordinaciy pasikliovimo intervaly rinkinius, kai pasikliovimo lygmuo

Q =0,95.

2.11. (2.10 tesinys). Tare, kad buvo stebimas normalusis vektorius, pagal 2.10 pratimo
duomenis patikrinkite hipoteze H : p = py = (4 50;10)T, kai kriterijaus reik§mingumo
lygmuo o = 0, 05.

2.12. (1.12 pratimo tesinys). ISspreskite 1.12 pratima tuo atveju, kai a.v. koordinagiy
dispersijos néra Zinomos.

2.13. (1.11 pratimo tesinys). ISspreskite 1.11 pratima tuo atveju, kai kovariacijy matrica
32 néra Zinoma.
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2.14. (1.8 pratimo tesinys). Tarkime, kad 1.8 pratimo salygomis vidurkiy vektorius p =
(p1, 2, p3, a)T. Priéme normalumo prielaida patikrinkite hipoteze H : u1 = s, g2 = pa.

2.15. (1.14 pratimo tesinys). ISspreskite 1.14 pratima tuo atveju, kai kovariacijy matrica
32 néra Zinoma.

2.16. (1.9 pratimo tesinys). Tare, kad 1.9 pratimo salygomis atveju a) stebétas a.v.
Xy ~ Nao(py,31), o atveju b) a.v. Xo ~ No(pgy,X2). Patikrinkite hipoteze H : 1,22, —
o = 0 a) tare, kad kovariacinés matricos X1 ir X2 yra lygios; b) kovariaciniy matricy lygybés
prielaida nepriimama.

2.17. Aliaskos natiralistas Haris Robertsas tyré grizliy populiacija. Buvo allikti n = 61
grizliy charakteristiky X1 — svoris; Xo — kiino ilgis; X3 — kaklo ilgis; X4 — liemens apimtis; X5
— galvos ilgis; X — galvos plotis matavimai. Pagal Siuos matavimus gauta vidurkiy vektoriaus
p ir kovariacinés matricos jver¢iai [9]:

95, 52 3266,46 1343,97 731,54 1175,50 162,68 238,37
164, 38 1343,97 721,91 324,25 537,35 80,17 117,73

o 55, 69 $o 731,54 324,25 179,28 281,17 39,15 56,80
=1 9339 |° T | 1175,50 537,35 281,17 474,98 63,73 94,85
17,98 162,68 80,17 39,15 63,73 9,95 13,88

31,13 238,37 117,73 56,80 94,85 13,88 21,26

Priéme normalumo prielaida a) raskite pasikliovimo lygmens @ = 0,95 vidurkiy vektoriaus
p pasikliovimo elipsoida; b) raskite pasikliovimo lygmens Q = 0,95 vidurkiy vektoriaus
v = (v1,v2,v3)T = (u2,p3 — pa,pus — pe)T pasikliovimo elipsoida; c¢) raskite parametry
v1, V2, v3 pasikliovimo intervaly rinkinius naudodami surasta pasikliovimo elipsoida, rem-
damiesi Bonferonio nelygybe ir palyginkite juos su to paties pasikliovimo lygmens koordinagiy
pasikliovimo intervalais.

2.18. Tirta pieno transportavimo j perdirbimo jmones charakteristikos. Gautos dvi
didumo n1 = 36 ir ng = 18 paprastosios nepriklausomos imtys stebint a.v. X = (X1, X2, X3)7
irY = (Y1,Ys,¥3)T. Cia X; — islaidos kurui; Xo — remonto islaidos, X3 — jmonés kapita-
las, kai naudojami benzininiai vilkikai; Y7, Y2, Y3 — analogiski rodikliai, naudojant dyzelinius
vilkikus. Duomenys pateikiami lenteléje [9].

X1 Xo; X34 X1 Xa; X34 Y14 Yo Y3;
16,44 1243 1123 | 12,38 7,73 1168 | 850 12,26 911
7,09 2,70 3,92 | 851 14,02 12,01 | 742 513 17,15
9,92 1,35 9,75 | 26,16 17,44 16,89 | 10,28 3,32 11,23
424 578 7,78 | 12,95 824 7,18 | 10,16 14,72 5,99
11,20 5,05 10,67 | 16,93 13,37 17,59 | 12,79 4,17 29,28
14,25 5,78 9,88 14,70 10,78 14,58 9,60 12,72 11,00
13,50 10,98 10,60 | 10,32 5,16 17,00 | 6,47 889 19,00
13,32 1427 945 | 898 449 426 | 11,35 9,95 14,53
29,11 15,09 3,28 9,70 11,59 6,83 9,15 2,94 13,68
12,68 7,61 10,23 | 12,72 863 559 | 970 506 20,84
751 580 813 | 949 2,16 623 | 9,77 17,86 35,18
990 363 9,13 | 822 7,95 6,72 | 11,61 11,75 17,00
10,25 5,07 10,17 13,70 11,22 4,91 9,09 13,25 20,66
11,11 6,15 761 | 821 985 817 | 853 10,14 17,45
12,17 14,26 14,39 | 15,86 11,42 13,06 | 820 6,22 16,38
10,24 2,59 6,09 | 9,18 9,18 949 | 1590 12,90 19,09
10,18 6,05 12,14 | 12,49 4,67 11,94 | 11,94 569 14,77
8,88 2,70 12,23 | 17,32 6,86 4,44 | 954 16,77 22,66

Priéme normalumo prielaida a) patikrinkite simetriSkumo hipoteze atskirai pirmajai ir
antrajai imé&iai; b) patikrinkite vidurkiy vektoriy lygybés hipoteze, tare kad kovariacinés mat-
ricos yra vienodos.
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Atsakymali ir nurodymai

2.2. P{X,4+1 €C(X,S)}=Q =1-—q, kai
n(n — k)

C(X,8) ={Xp41: D)

(X =Xy 1)TS X = Xp11) < Fa(k,n—k)}.

2.7 a) Randame

% ( 23 g_ ( 36,081 25635 g1 0,0754 —0,0671
“\o7 ) ~\ 25,635 28,805 )’ =\ —0,0671  0,0944

ir apskaic¢iuojame statistikos F' realizacija

n(n — k)
k

F= XTs 1% =9,115.

Kadangi P reikdmé pv = P{Fpg > 9,115} = 0,0087, tai hipotezé atmestina. b)
C(X,8) ={p: "X - TS (X~ p) < Falk,n—k)} = {(u1, p2) : 3,016(2,33 —
p1)2 — 5,368 (2,33 — 1) (0,75 — p2) + 3,776 (0,75 — p2)? < 4,459}

2.8. Randame (S7 + S2)~! ir apskai¢iuojame statistikos F' realizacija

e nlng(nl + no —k—l)

(Xl — XQ)T(Sl + Sg)_l(xl — XQ) = 625, 5.

(n1 + ng)k
Hipotezé atmestina.
2.9. Randame
) 0,0165 —0,0194 —0,0032
S l=_—_ —0,0194 0,0453 0,0138
28\ _0,0032 0,0138  0,0208
ir apskaiciuojame statistikos F' realizacija
A _
F= %XTS*X — 6, 1784.
Kadangi P reik§mé pv = P{F3,05 > 6,1784} = 0,0027, tai hipotezé atmestina.
2.10.
~ 4,640 . 1 2.879 9.349 —1.809
X = 45,600 , X=—8= 9.349 187.157 —5.612
9,965 19 ~1.809 —5612  3.628

P {20 = WS (X - ) < Foos(3, 17) ) =095
I8 ¢ia pasikliovimo intervaly rinkinys vektoriaus g koordinatéms yra
(Hl?ﬁl) = (3,398; 5,822); (H2;ﬁ2) = (35,585; 55,615); (H3;ﬁ3) = (8,570; 11, 360).
Remdamiesi Bonferonio nelygybe gauname intervaly rinkinj:
(Hﬁﬁl) = (3,644; 5,636); (HZ;EQ) = (37,569; 53,631); (H3§ﬁ3) = (8,836; 11,094).

Jeigu, pavyzdZziui, reikéty sudaryti tik vienos koordinatés p; pasikliovimo intervala, kai pasi-
kliovimo lygmuo tas pats, tai pagal (2.1.2) gautume (ﬁl;ﬁl) = (3,846;5,434).

2.11. Randame statistikos F' reik§me
n(n — k)
k

Kadangi 2,905 < Fy 05(3, 17) = 3,1968, darome i§vada, kad turimi duomenys nepriestarauja
iskeltai hipotezei.

F= (X = o) TS X — pg) = 2,905.
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2.12 1.12 pratimo Zymenimis gauname pasikliovimo intervalus

[ A . S

26,93 29,27 | 26,48 29,72 | 25,76 30,44
2541 27,79 | 24,96 28,24 | 24,33 28,97
34,63 36,17 | 34,33 36,47 | 33,85 36,95
33,16 35,24 | 32,76 35,64 | 32,12 36,28
2284 2436 | 22,54 24,66 | 22,07 25,13
21,20 22,80 | 20,90 23,10 | 20,41 23,59
21,88 2352 | 21,57 23,83 | 21,07 24,33

N O U W N | s,

2.13. a) vidurkiy vektoriaus v = (v1,v2,v3)T koordinagiy pasikliovimo intervalai yra tokie:
(106,81; 255,46); (-81,58;130,71); (-278,99; -152,68); b) statistika F, kuri esant teisingai
hipotezei turi FiSerio skirstinj su 3 ir 27 laisvés laipsniais, jgijo reik§me 3,3396; kadangi P
reik¥mé pv = P{F3,27 > 3,3396} = 0,034, hipotezé atmetama, jeigu kriterijaus reik§mingumo
lygmuo vir§ija 0,034. 2.14. Statistika F', kuri esant teisingai hipotezei turi FiSerio skirstinj su
2 ir 23 laisvés laipsniais, jgijo reikdme 1,7309; kadangi P reikdmé pv = P{Fy;23 > 1,7309} =
0,1994, tai atmesti hipoteze néra pagrindo. Nurodymas. A.v. Z = (Z1,22)T = (X1 —
X3, X2 — X3)T turi dvimatj normalyjj skirstinj su vidurkiy vektoriumi E(Z) = (u1 — 3, g2 —
14)T. Taigi reikia patikrinti hipoteze H : E(Z) = 0, kad dvima&io normaliojo skirstinio
vidurkiy vektorius lygus nuliniam vektoriui, kai kovariaciné matrica nezinoma, pagal pa-
prastaja imtj Z1,..., Z25. 2.15. a) Statistika F i§ (2.1.14) jgijo reik¥me 2,7349; P reik§mé
pv = P{Fu;36 > 2,7349} = 0,0438; hipotezé atmetama, jeigu kriterijaus reik§mingumo
lygmuo virsija 0,0438. b) Pazymékime Z; = Xj — 22,2875, Zy = X5 — 272,575, Z3 =
X3 — 288,435, Z4 = X} — 51,975. Tada prognozés elipsoidas yra 7,6249Z% + 0,044022 +
0,846522 +1,199322 +0, 225471 Z2 — 0, 188621 Z3+ 1,436 21 Z4 — 0, 040422 Z3 — 0,0312Z2 Z4 +
0,14787574 < 11,1336. Nurodymas. A.d. (n+1)(n—k)(X*— )T~ 1(X*— i) /(n(n—1)k)
turl FiSerio skirstin] su 4 ir 36 laisvés laipsniais. 2.16. a) Statistika F, kuri esant teisingai
hipotezei turi FiSerio skirstinj su 2 ir 42 laisvés laipsniais, jgijo reik&me 1,1084; P reikSmé
pv = P{Fy.42 > 1,1084} = 0,3395; atmesti hipoteze néra pagrindo. b) Statistika, kuri esant
teisingai hipotezei asimptotigkai turi x? skirstinj su 2 laisvés laipsniais, jgijo reikéme 0,1557;
P reik§mé pv = P{x3 > 0,1557} = 0,9251; atmesti hipoteze néra pagrindo. 2.17. a) Pasi-
kliovimo elipsoidas E(j1, %) = {u : 33550( — )T~ 1 (s — p) < 2,2687}; b) Pasikliovimo
elipsoidas E(&,I') = {v : 70760(> — v)TT~1(0 — v) < 2,7636},

164, 38 A 721,91 —213,10 —37,56
v=| -37,70 |, T=| —21310 91,92 13,44
—13,15 —37,56 13,44 3,45

¢) parametro vq pasikliovimo intervaly réziai yra: naudojant pasikliovimo elipsoida 164, 38+
10,1583; remiantis Bonferonio nelygybe 164,38 + 9,4645; individualus intervalas 164,38 +
7,9745; analogiSkai kitiems parametrams.

2.18. a) Pirmosios imties atveju statistika (2.4.5) jgijo reik§me 18,9445; P reikSmé pv =
P{F5;34 > 18,9445} = 3 - 10~6; hipotez¢ atmestina; antrosios imties atveju statistika (2.4.5)
igijo reikdme 10,5451; P reiksmé pv = P{Fb;16 > 10,5451} = 0,0012; hipotezé atmetama, kai
kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0012; b) statistika (2.2.4) jgijo reik§me 12,206; P
reik§mé pv = P{F3.50 > 12,206} = 4 - 10~5; hipotezé atmestina.



3 skyrius

Ti1esinial modelial
daugiamaciu atveju

Antros vadovélio dalies tiesiniuose modeliuose nagrinéjome vienmacio pozymio
priklausomybe nuo tam tikry kintamuyjy (kovarianciy, faktoriy). Taréme, kad
tirlamo poZzymio vidurkis yra tiesiné nezinomy parametry funkcija, kurios koe-
ficientai nusakomi tam tikru biidu suplanuoto eksperimento plano matrica.

Taciau praktiskai objektui apibudinti gali nepakakti vieno pozymio. Pavyz-
dziui, nagrinéjant skirtingas kvieciy veisles, gali dominti ne tik jy derlingumas,
bet ir kitos charakteristikos: grudy krakmolingumas ir glitumas, augaly aukstis
ir atsparumas iSgulimui, Siaudy kiekis ir kt. Nagrinéjant pacienty sistolinio
kraujo spaudimo priklausomybe nuo jy amzius ir svorio, gali buti svarbu kartu
nagrineéti ir kitus pozymius: kardiogramos kreivés charakteristikas, kraujagysliy
sieneliy elastinguma, cholesterolio kiekj ir kt.

Apibendrinant vienmatj tiesinj modelj naturalu tarti, kad kiekvieno tiriamo
poZymio vidurkis yra tiesiné nezinomy parametry (galbat skirtingy kiekvienam
poZymiui) funkcija, kurios koeficientus nusako ta pati eksperimento plano mat-
rica.

3.1. Matematinis modelis

Tarkime, kad n karty yra stebimas k pozymiy vektorius X = (Xi,..., X3)T.
Stebéjimus galime sura8yti j lentele.

X1 Xs X,
Y1T X1 X o0 X
Y| X Xoo -0 Xg, | = T
Yi | X Xee o Xin

o4
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Tariame, kad stulpeliuose parasyti vektoriai X, Xs, ..., X,, yra nepriklau-
somi. O skirtingose eilutése parasyti vektoriai, kurie reiskia ty paciy objekty
ivairiy pozymiy matavimus, gali buti priklausomi. Tarkime, kad kovariaciné
matrica V(X) = V(X;) = ¥ = [04]kxk, ¢ = 1,...,n, nekinta, kai pozymiy
vektoriaus X matavimo numeris kinta nuo 1 iki n. Atsitiktiniy vektoriy X;,¢ =
1,...,n, vidurkiai gali bati skirtingi. Tarsime, kad vektoriaus Y; = (X;1, ..., Xin)7T,
kuris reiskia ¢-ojo pozymio matavimus, koordinac¢iy vidurkis kinta pagal vienmatj
Gauso ir Markovo tiesinj modelj (vadovélio 2 dalies 1 skyrius). Taigi stebéjimy
matematinis modelis yra vienmagdiy Gauso ir Markovo modeliy, sudaryty kiek-
vienam pozymiui, sistema

Y, = A/@Z + e;, E(YZ) = Aﬂw V(Yl) =oul, i=1,..k (311)

tia A = [aji]nxm yra eksperimento plano matrica, 3; = (Bi1, ..., Bim)’ — nezi-
nomy parametry vektorius, apibudinantis i-ojo pozymio vidurkio kitima, e; =
(€i1, .-y €in)T — paklaidy vektorius, E(e;) = 0,V (e;) = oy I. Tiriamy pozymiy
vektoriy priklausomuma nusako kovariacija

Cov (YY) =Cov(e,e)=ocul, ii=1,..,k. (3.1.2)

Naudojant matricinius Zymenis modelj (3.1.1) galima uZra8yti tokiu pavidalu

V=ABT te; (3.1.3)
¢ia BT = [Bijlmxk yra nezinomy parametry matrica, kurios stulpelius sudaro
vektoriai B1,...,8;; € = [€jilnxr — paklaidy matrica, jos stulpeliy vektoriai
€1,...,€EL.

Uzragius detaliau, lygybé (3.1.3) yra tokia:

Transponave abi (3.1.3) lygybés puses gauname sarysj
yT — BAT + eT,
arba

¢ia a; — vektorius, kurj sudaro plano matricos A j-osios eilutés elementai, c;
yra vektorius, kurj sudaro matricos e j-osios eilutés elementai. Taigi

E(X;) = Ba;, E(¢)=0, V(X;)=V(g)=X%, j=1..m
. .
Cov (X;,X;) =Cov(cj,c;s) =0, j#j =1,..,n
3.1.1 pavyzdys. Tarkime, kad yra lyginamos m skirtingy kvieciy veisliy. Tuo tikslu at-
sitiktinai parinkty n; sklypeliy apséjama j-aja kvieCiy veisle; i§ viso sklypeliy n = ni1 +

... + nm. Kvie€iy veislés lyginamos atsizvelgiant i dimensijos k skirtingy pozymiy vektoriy
X = (X1,...,Xx)T. Pazymékime X;; = (X1, ..., Xpi;)T poZymio vektoriaus matavimus,
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gautus j-ajame sklypelyje, kuris apsétas l-aja kvieciy veisle, j = 1,...,n;, [l = 1,...,m. Tar-
sime, kad vektoriaus X;; vidurkis E(X;;) = p; = (117, -y )T nepriklauso nuo sklype-
lio numerio j, tatiau gali priklausyti nuo kvieciy veislés numerio [. Kovariaciné matrica
V(X;j) = T = [04i]kxr nepriklauso nuo indeksy j ir I, o kovariacijos Cov (Xy;,X;7;7) = 0,
kai | #1', arba kai | = I’ bet j # j'.
Siame pavyzdyje vektoriy Y; sudaro i-ojo poZymio matavimai
Y = (Xit1, oo Xitng s Xi21 » Xi2ngs coos Xim1s o Ximnom ) - s
kuriam galioja vienmatis tiesinis Gauso ir Markovo modelis
Y;=AB; +e;

Gia B; = (Wil iz, -, im )T yTa i-0jo poZymio vidurkiy vektorius visoms m kviegiy veisléms;
plano matricos pirmosios n; eiluciy yra alT = (1, 0,...,,0),i = 1,...,n1; tolesnés no eiluciy
yra aiT = (0, 1,...,0),¢ = n1 + 1,...,n1 + no, pagaliau paskutinés n.,, eilu€iy yra alT =
0, 0,...,1),i=n1+ ...+ nm—1+1,...,n.

Imdami pateikty vienmacdiy Gauso ir Markovo modeliy sistema, kai ¢ = 1, ..., k, gausime
modelj (3.1.3).

Sis modelis yra vienfaktorés dispersinés analizés modelio apibendrinimas daugiamadiu
atveju.
3.1.2 pavyzdys. Tarkime, kad vertinama pacienty tam tikro pozymiy vektoriaus X =
(X1,..., X)T skirstinio priklausomybé nuo dviejy kovarian&iy — svorio (Z1) ir amziaus (Z2).
Tuo tikslu atsitiktinai atrenkama n pacienty, kuriems pamatuojamos poZymio vektoriaus X
ir kovarianciy vektoriaus (Z1, Z2)T reikimés. Pazymékime X; = (Xii,..., Xgi)T tiriamy
poZymiy vektoriy ir (Z14, Z2;)T kovarianéiy vektoriy i-ajam pacientui. Tarsime, kad pozymiy
vektoriaus vidurkiai tiesiSkai priklauso nuo kovarianciy, kovariacijy matrica VX; = X =
[035]k %k nekinta ir kovariacijos Cov (X;,X;/) = 0,7 # ¢/ = 1, ..., n. Tada fiksavus kovarianciy
reikdmes, i-ojo pozymio vektorius Y; = (X;1,..., Xin)? tenkina tiesinj Gauso ir Markovo
modelj

Y;=AB,+e;, E(Y;)=ApB, E(e)=0, V(Y;)=V(e)=oul,

dia B; = (au, P11, B2:)T nezinomy regresijos parametry vektorius, o matricos A i-oji eiluté yra
G,ZT = (1, ZM, Zgi),i = 17 ey .

Sujunge &iuos modelius j vieng sistema, kai i = 1, ..., k, gausime modelj (3.1.3). Sis modelis

yra tiesinés regresijos modelio apibendrinimas daugiamaciu atveju.

3.2. Parametry jvertiniai

Tarsime, kad plano matricos A rangas lygus m, t.y. |AT A| # 0.
Pazymeékime 3, maziausiyjy kvadraty jvertinj, gauta is i-ojo vienmacio Gauso
ir Markovo tiesinio modelio (3.1.1):

B:=(ATA)TATY,, i=1,.,k (3.2.1)

3.2.1 teorema. Su bet kuriuo L € R* parametro 6; = LTﬁi, kuris yra tik
nezinomy parametry vektoriaus 3; = (Bi1, ..., Bim)" tiesiné funkcija, jvertinys
0, = LTﬁi yra vienintelis minimalios dispersijos jvertinys nepaslinktyjy tiesiniy
visy stebéjimy Y1, ..., Yy jvertiniy aibéje. Sio jvertinio dispersija ir kovariacija
su kitos tiesinés funkcijos K Tﬁi jvertiniu K TBZ- yra

V(L'B,) = 0, LY (ATA)"'L, Cov(L'3;, K'3;) = 0, LT (ATA)'K.
(3.2.2)
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Irodymas Tarkime, kad
0, =HTY,+..+HIY,

yra kitas nepaslinktas tiesinis visy stebéjimy parametro 6; jvertinys. I§ nepa-
slinktumo salygos: su visais 3; € R¥

E(0;,) =EHTY ) +..+EHTY,) = HTAB, + ...+ HT AB, = L3,

isplaukia, kad
H/A=L", HA=0, j#i. (3.2.3)

Cov (6;,6;) Zcov (HTY;,L" B, Zcov (H]Y;, L"(ATA)'ATY))

k
=> o;H] A(A"A)"'L = 0;;L" (A" A)"'L = Cov (0;,0;),
j=1
tai o ~ .
Cov (0; —0;,0;) =0, V(8;) >V (0;).
Lygybé pasiekiama tada ir tik tada, kai 0; = 0;.
Taigi parametro LTﬁ nepaslinktas minimalios dispersijos jvertinys priklauso

tik nuo vektoriaus Y'; ir sutampa su jvertiniu, gautu vienmagciu atveju.

Ivertinio L ﬂ dispersija ir kovariacija su jvertiniu K7 ﬁ sutampa su analogis-
komis iSrai§komis, gautomis vienmaciu atveju. A

Kadangi maziausiyjy kvadraty jvertiniy suma taip pat yra MK jvertinys, tai
=L{B, +..+ L] B, (3.2.4)
yra parametro 6 = LP{,@1 + ...+ Lfﬁk maziausiyjy kvadraty jvertinys, kurio
dispersija
k
V(0)=> ouL] (ATA)'L;+) o, L] (ATA)T'L;. (3.2.5)
i=1 i£j
Nezinomy parametry matricos B maziausiyjy kvadraty jvertinys

B = (8,:...8,)=(ATA)1ATY = (ATA)TAT(Y1..'Y),  (3.2.6)

V(Bz) = Uii<ATA)_1a Cov (ﬁ“ﬂj) = O'ij(ATA)_l



58 3 SKYRIUS. TIESINIAI MODELIAI DAUGIAMACIU ATVEJU

3.2.2 teorema. Nepaslinktasis kovariacijy matricos 3 jvertinys yra

i}:

1
SSg =

n—m 19586, )k (3.2.7)

Cia SSg(i,4) liekamoji kvadraty suma, gauta i3 i-ojo tiesinio modelio (3.1.1)
SSp(ii) = (Yi— AB)T(Yi— AB) =YY, - Y[ AB, (3:28)
0 SSg(i,j),i # j, vadinamoji liekamuyjy sandaugy suma

SSp(i,j) = (Yi— AB) (Y; - AB)) =YY, - Y[ AB; =YY, - Y] AB,.

(3.2.9)

Irodymas. IS vienamateés tiesiniy modeliy teorijos (Zr. vadoveélio 2 dalj, 1

skyriy) turime, kad dispersijos o;; nepaslinktasis jvertinys yra SSg(i,7)/(n—m).

Nagrinékime atsitiktinj vektoriy ¥ = Y, + Y;, kurio vidurkis E(Y') =

A(B; + B;) = AB, o kovariaciné matrica V(Y') = 01, 0% = 04 + 05 + 204;.
Sio tiesinio modelio normaliyjy lygéiy sistema

ATAB=ATY, B=(ATA)'ATY,
o liekamoji kvadraty suma

S8p = (Y_Aﬁ)T(Y_Aﬁ) = (Yi+Yj_A/éi_A/éj)T(Yi+Yj_Aléi_A/éj)

(Y- AB) (Vi AB)+ (Y~ AB)) (Y, AB)+2(Y i~ AB)" (Y~ AB))

Dispersijos 0° = oy; + 0j; + 20;; nepaslinktasis jvertinys yra SSg/(n — m).
Kadangi SSg(i,i)/(n —m) ir SSE(j,7)/(n — m) yra nepaslinktieji parametry
oy ir oj; jvertiniai, tai SSg(¢,7)/(n — m) yra nepaslinktasis parametro o;
ivertinys. A

2

3.2.1 pastaba. Tiesiogiai jsitikiname, kad matrica SSg = [SSE(i, j)]kxk gali-
me uzra8yti ir tokiu pavidalu:

SSp=> X, X! - BATAB'. (3.2.10)

i=1

3.2.1 pavyzdys. (3.1.1 pavyzdzio tesinys). Pagal 3.1.1 pavyzdzio duomenis gauname, kad
parametro B; = (U1i, -, bmi) L MK jvertinys yra

_ ) - . . 1 &
Bi = (f11iy ooos fimi) T = (X1isy oy X)) T, Xyio = m ZXlij»
j=1

o matricos SSg elementai

m ny

SSE(,d) =Y > (X — Xu) (X — Xy ), 6d' =1, k.
i=15=1
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3.2.2 pavyzdys. (3.1.2 pavyzdZio tesinys). Pagal 3.1.2 pavyzdZio duomenis parametro
B; = (i, B1i, B2:)T jvertinj gauname spresdami trijy lygéiy sistema

ATAB, =ATY,;, B,=ATA)'ATY,; i=1,.
Isskleistu pavidalu
n > 21 22 22 % 25 Xis
Y2y ;73 Y5 21522 Bu | = X;XiiZy |-
Y2y X712y 3, Z3, Bai > XijZaj

Matricos SS g elementai yra

>

ooy

n

SSp(i,i') = (Xij — i — BriZii — BaiZ2i)(Xyrj — by —
j=1

B Z1yr — Boir Zoyr), 4,1’ =1,...,k.

3.3. Normaliojo skirstinio atvejis

Norédami sudaryti kriterijus hipotezéms tikrinti, priimsime prielaida, kad a.v.
X1, ..., X, turi normaliuosius skirstinius:

X; ~ Ny(Ba;,%), j=1,..,m (3.3.1)

tia @] yra plano matricos A j-oji eiluté.

3.3.1 teorema. Jeigu || > 0, |[ATA| > 0, n > k,n > m, tai nezinomy
parametry matricos B ir kovariacinés matricos ¥ DT jvertiniai yra BirSSg /n.
Cia matrica B nusakyta (3.2.6), o matricos SSg = [SSg(i,)]kxr elementai
apibrézti (3.2.8), (3.2.9) lygybémis.

Irodymas. Imties Xy, ..., X,, tikétinumo funkcija

n 1 ¢ _
L=L(B,x) = [(2r)*z| "/ exp{~7 > (X; - Ba;)"s (X, - Ba,;)}.
j=1
(3.3.2)
Pertvarkome reigkinj po eksponentés zenklu

n n
Y (X; - Ba;)"®" (X, - Ba;) =Tr{) _(X; — Ba;)"=7'(X; - Ba,)}
j=1 j=1
=Tr{Z"") (X, — Ba;)(X; — Ba;)"}.
j=1
Panagrinékime suma

n n

Y (X; - Ba;)(X, - Ba;)" = > (X; - Ba;)(X, - Ba;)"

j=1 =1
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+2) (X; - Ba;)a] (B - B)" +» (B - B)a;a] (B-B)".
j=1 j=1

Remdamiesi (3.2.6) ir (3.2.10) israiSkomis jsitikiname, kad pirmas démuo
sutampa su matrica SSg, o antras démuo lygus 0. Tre¢ias démuo

zn:(B — B)a;al(B-B)" = (B-B)A"A(B - B)".

Gauname

Y (X, — Ba;)(X; — Ba;)" = SSp+ (B-B)A"A(B-B)". (3.3.3)

j=1

Irase (3.3.4) ir (3.3.5) j tikétinumo funkcijos iSraiska (3.2.3)

L=L(B,X) = [(2n)*|x| /2 exp{—%TT(E_lssE)}

exp{f%Tr(zfl(B -B)ATAB-B)")} (3.3.4)

matome, kad ji yra dviejy daugikliy sandauga. Pirmas i jy priklauso tik nuo
3}, antras jgyja maksimaliag reikSme 1, kai B = B.
Kaip ir 1.2.1 teoremoje jsitikiname, kad pirmas daugiklis jgyja maksimalig
reikSme, kai 3 =S5Sg /n. Tikétinumo funkcijos maksimumas yra
L 1
L(B,%) = (—7=

kn, nk/2 —n/2 7/”’7]{:
*27r) n""=(SSg) exp{ 2}. (3.3.5)

A
Matome, kad kovariacijy matricos DT jvertinys S =58g /n yra paslinkta-
sis. Poslinkj nesunku atitaisyti imant jvertinj 3 = SSg/(n —m).

3.3.2 teorema. Tegu |X| > 0, \ATA| >0, n >k, n > m, tada jvertiniai B ir
3 yra nepnk]ausorm Je1gu matrica B sudarandius vektorius surasSysime j viena

Jjungtinj vektoriy (ﬁl s ﬂk) , tai Sio mk dimensijos vektoriaus skirstinys yra
normalusis su kovariacine matrica

o1 (ATA)T . o (ATA)!
o1 (ATA)L . o (ATA)L
Matrica (n —m)¥ = 88 turi Visarto skirstinj Wy,(n —m, X).
Irodymas. Kadangi jvertiniai ,31, e Bk yra normaliyjy a. v. tiesinés funkci-

jos, tai juy skirstiniai yra normalieji, kuriy kovariacijy matricy iSraiskos pateiktos
(3.2.6).
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Tegu L = (Ly,...,Lx)T € RF yra fiksuotas vektorius. Nagrinékime a.v.
Y =LY +..4+ LY. Jo pirmieji momentai

E(Y) = LiAB, + ... + LLAB, = AB, B =L1f, + ..+ Lif,
v(Y)=( L%+ LiLjoj)I = LTSLI = 0} 1 (3.3.6)
i i

Turime vienmatj Gauso ir Markovo modelj. Parametro 3 maziausiyjy kvadraty
ivertinys

B=(ATA)TATY = (ATA) L ATY | +.. 4+ L ATY ) = LB, + ...+ LBy

(3.3.7)
nepriklauso nuo liekamyjy kvadraty sumos
(Y —AB)"(Y - AB) = Y Lu(Yi— AB)I"[D_ L;(Y; - AB;)]
i J
=Y D LiLi(Yi - AB) (Y, — AB))
i g
=3 LiL;SSp(i,j) = L"SSkL. (3.3.8)
iog

Remdamiesi vienmate tiesiniy modeliy teorija gauname, kad B ir LYSSEL
yra nepriklausomi ir

B~ Np(B,0s(ATA)™Y), LTSSpL ~oix>_, . (3.3.9)

Remdamiesi Visarto skirstinio apibrézimu darome isvada, kad SSg ~ Wy (n—
m,X), o i§ pirmos Vigarto skirstinio savybés isplaukia, kad B ir SSg yra ne-
priklausomi. A

3.4. Tiesiniy hipoteziy tikrinimas

Sudarant kriterijus hipotezéms apie parametry B reik§mes galima i$skirti atve-
jus, kai faktiskai uzdavinys tampa vienmaciu. Pavyzdziui, jeigu tikriname pa-
prastaja hipoteze § = LT3, = 0y arba sudétingaja hipoteze HB3, = by, kuriy
formuluotése figuruoja tik parametry vektorius 3,, tai pakanka nagrinéti tik
i-ajj Gauso ir Markovo modelj i§ (3.1.1). Tokie uzdaviniai buvo sprendZiami 2
dalies 2 skyriuje. Analogiskai paprasty ar sudétiniy hipoteziy apie parametry
vektoriy 8 = L18; + ... + L8, tikrinimas taip pat suvedamas j vienmatj atvejj
nagrinéjant a.v. Y = L1Y 1 + ... + Ly Y, tiesinj modelj (zr. 3.3 skyrelj).

Tarkime, reikia patikrinti prielaida, kad yra teisingos i§ karto visos tiesinés
hipotezés:
HB, =6 i=1,..k (3.4.1)
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¢ia H dydzio r x m ir rango r matrica; o 0? — zinomi vektoriai. Tokio uzdavinio
sprendimui nepakanka 2 dalies 2 skyriaus vienmatés teorijos. Pavyzdziui, 3.1.1
pavyzdyje hipotezé H; : p1; = ... = lim;, arba hipotezeé H : Lyp1y+...+ L =
o = L1 +...4+ Lk phoni Suvedama j viematj atveji. Tuo tarpu tikrinant hipoteze
H:p, =..=p,,t.y. teisingi visi tvirtinimai Hj, ..., Hx, nepakanka vienmatés
teorijos. Tiesa, atveju m = 2 §is uzdavinys buvo iSsprestas sudarius kriterijy,
grindziamg Hotelingo T? statistika.

Pateiksime analogija su vienmate normaliojo skirstinio teorija. Tikrinant
dviejy vidurkiy lygybés hipoteze pagal dvi nepriklausomas normaliyjy a. d. imtis
buvo taikomas Stjudento dviejy nepriklausomy iméiy kriterijus. Kai iméiy
skaiCius didesnis uz 2, vidurkiams palyginti buvo sudarytas Figerio kriterijus
(vienfaktoreé dispersiné analizé). Analogiskai daugiamaciu atveju tikrinant dviejy
vidurkiy vektoriy lygybés hipoteze pagal dvi nepriklausomas normaliyjy vektoriy
imtis taikomas kriterijus, grindziamas Hotelingo statistika (Stjudento statistikos
daugiamatis analogas). Kai nepriklausomy imciy skai¢ius didesnis uz 2 ir reikia
tikrinti vidurkiy vektoriy pq, ..., u,, lygybés hipoteze, reikia kriterijaus, kuris
biity vienfaktorés dispersinés analizés kriterijaus daugiamatis analogas.

Parinke fiksuota vektoriy L = (Lq, ..., Li)T € RF, vietoje hipoteziy (3.4.1)
pirmiausia nagrinékime hipoteze

Hp :HB=0", B=1LB,+..+LB, 0o=1L160)+.. +L.07 (342)
remdamiesi a.v. Y = L1Y | + ... + LY, tiesiniu modeliu:
E(Y)=A8, V(Y)=o03il. (3.4.3)

3.4.1 teorema. Tegu |X| > 0,|ATA| > 0, Rang(H) =, n > k,n > m,m >
r. Tada hipotezés Hy, tikrinimo kriterijus turi tokj pavidala: hipotezé atmetama
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga nelygybé

e LY (SSgy — SSE)L(n —m)
rLTSSpL

> Fo(r,n —m). (3.4.4)

Cia matricos SSp elementai apibrézti (3.2.8), (3.2.9) lygybémis, o matricos
SSEn elementai turi tokias pacias iSraiSkas, tik jvertinius (B, reikia pakeisti
MK jvertiniais 3;, surastais kai Hy, teisinga.

Irodymas. Remiantis 2 dalies 1 skyriumi, kriterijus hipotezei (3.4.2) tikrinti
sudaromas tokiu budu. Randame

$Sp =min(Y — AB)T(Y — AB) = (Y — AB)" (Y — AB),
SSen = Juin (Y —AB)(Y — AB) = (Y — AB)" (Y — AB).

Kai hipotezé (3.4.2) teisinga, a.d. SSg ir SSgy — SSEg yra nepriklausomi ir
turi x? skirstinius su n — m ir r laisvés laipsniy. Jeigu hipotezé neteisinga, tai
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SSer — SSE turi necentrinj x? skirstinj su r laisvés laipsniy ir necentriskumo
parametru
A= (HB—6)" [H(A"A)"'H"|"'(HB — 60).

Taigi kvadraty suma SSgg iSskaidoma j dvi nepriklausomas komponentes:
SSen ZSSE+(SSEH—SSE) (3.4.5)

Pirmosios i§ jy skirstinys nepriklauso nuo hipotezés teisingumo, o antroji
apibudina nuokrypj nuo hipotezés. Jy palyginimas leidzia sudaryti kriterijy
hipotezei (3.4.2) tikrinti. Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriteri-
jumi, kai
(SSEH — SSE)(n — m)

TSSE

Kvadraty suma SSg suradome 3.3 skyrelyje

F = > F,(r,n —m). (3.4.6)

SSp=LYSSEL;

¢ia S S yra liekamoji kvadraty sumy ir sandaugy matrica, apibrézta (3.2.8) ir
(3.2.9) formulémis. Ji turi ViSarto skirstinj SSg ~ Wi(n —m,X).

Tegu Bi yra parametro B, maziausiyjy kvadraty jvertinys, surastas kai hi-
potezé HB3,; = 6? yra teisinga ir matricos SSgy elementai yra

SSpu(i,j) = (Yi— AB)T(Y; - AB,), i,j=1,..k (3.4.7)
Pakartoje 3.3 skyrelio samprotavimus gauname, kad

S&H:£g§wamUYfAm:Lﬁwm@,

SSpw —SSp =LY (SSpy — SSk)L ~ a2 x?(r), (3.4.8)

jeigu hipotezé (3.4.2) yra teisinga. Pagal Visarto skirstinio apibréZzima Sgy —
SSg ~ Wi(r,X). Kadangi SSg ir SSgg — SSg turi nepriklausomus y? skirs-
tinius, tai remdamiesi ViSarto skirstinio pirma savybe gauname, kad matricos
SSg ir SSpy — SSE turi nepriklausomus ViSarto skirstinius. Taigi gavome
matricos SS gy i8skaidyma j dvi nepriklausomas ViSarto matricas:

SSen :SSEJr(SSEH*SSE), (3.4.9)

kurj galima laikyti skaidinio (3.4.5) daugiamaciu analogu. Pirmoji matrica
SSg ~ Wi(n —m,X) nepriklauso nuo hipoteziy (3.4.1) teisingumo. Antroji
apibudina nuokrypi nuo hipoteziy: jei hipotezés teisingos, tai SSgpy — SSg ~
Wi (r, X), o jei neteisingos, tai ji turi necentrinj Visarto skirstinj, nes (3.4.8) turi
necentrinj x? skirstinj.

Naujais zymenimis kriterijus (3.4.6) turi tokj pavidala

LT (8Spy — SSE)L(n —m)

F:
rLTSSpL

> Fo(r,n —m). A



64 3 SKYRIUS. TIESINIAI MODELIAI DAUGIAMACIU ATVEJU

3.4.1 pastaba. Jeigu (3.4.5) deSinés pusés démenis padalinsime i§ atitinkamy
laisvés laipsniy, tai esant teisingai hipotezei Hy gausime du nepriklausomus
nepaslinktuosius dispersijos % jvertinius. Statistika F' (3.4.6) lygybéje ir yra
iy dviejy dispersijos jvertiniy santykis (nuo to ir kiles dispersinés analizés
pavadinimas). Jeigu hipotezé teisinga, tai antrojo démens indélis (3.4.5) ly-
gybéje neturéty bati didelis. Galima kriterijy sudaryti ir kitu badu, palyginant
pirmojo (3.4.5) lygybés démens indélj j bendra suma SSgy. Pasinaudokime
a.d., turin¢io FiSerio skirstinj, ir a.d., turincio beta skirstinj, sarySiu: jeigu
F ~ F(r,n—m), tai B =1/(14rF/(n—m)) ~ Be((n —m)/2,7/2). Gau-
name ekvivalenty (3.4.10) kriterijy: hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens
« kriterijumi, kai teisinga nelygybeé:

1 LT L —
B= _ L 55 <Bla<nmy")’
147rF/(n—m) LYSSpyL 2 2

(3.4.10)

¢ia B, (v1,12) yra beta skirstinio, kurio parametrai vy, v, lygmens « kritiné
reikSme.

Lieka sudaryti kriterijy, grindziama dviejy nepriklausomy Visarto matricy
i§ (3.4.9) palyginimu.

Vietoje hipoteziy (3.4.1) rinkinio nagrinéjome hipoteze (3.4.2) parinke fik-
suota vektoriy L € R*. Jeigu hipotezés HB; = 0y, Vi = 1, ..., k, yra teisingos,
tai (3.4.2) hipotezé Hp, yra teisinga su bet kuriuo L € RF. Priefingu atveju
atsiras toks L € R, kad hipotezé Hy bus atmesta.

Parinkime L taip, kad statistika B jgytu kuo mazesne reikSme. Tada gau-
name statistika .

A1 = min B = min %,
L L L"SSguL
t.y. A1 yra maziausioji charakteringosios lygties

1SSE — ASSEu| =0

gaknis. Atrodyty, kad kriterijy reikéty gristi statistika A;. Tac¢iau matricy SSg
ir SSEy elementai yra atsitiktiniai, todél jy palyginimo kriterijus remiantis tik
maziausigja Saknimi A; gali buti nestabilus. Praktigkai naudojami kriterijai,
kuriy statistikos yra simetrinés Sios charakteringosios lygties Sakny Aq,..., Ag
funkcijos. Pavyzdziui,

k
_ _ |SSE|
U= 1;[1)\ = 155pm ] (3.4.11)
k k
Z((l_Ai)/Ai)a H((l_)‘i)/)‘i)'
=1 i=1

3.4.2 pastaba. Dazniausiai naudojamas kriterijus, grindziamas statistika
(3.4.11). Argumentu jo naudai yra tai, kad jis ekvivalentus tikétinumy santykio
kriterijui. I8 tikryju, analogiskai skyreliui 3.3 jrodoma, kad kovariacinés matricos
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DT jvertinys, kai (3.4.1) teisinga, yra 3 = SSgn/n , o tikétinumo funkcijos
maksimumas turi (3.3.7) pavidala, kai vietoje s irasyta 3 Taigi tikétinumy
santykio statistika
N n/2 n/2
Ao meaen UBS)_(181)_((19Sul )
maxL(B,E) |ﬁ:*| |SSEH|

yra ekvivalenti statistikai (3.4.11).

3.4.1 pavyzdys. (3.1.1 pavyzdZio tesinys). Pagal 3.1.1 pavyzdZio duomenis reikia patikrinti
prielaida, kad nagrinéjamos m kvieéiy veisliy nesiskiria pagal jokius nagrinéjamus pozymius.

Kitaip tariant, reikia patikrinti prielaidas, kad vidurkiai p1; = ... = pm; su visais ¢ =1, ..., k.
Sias prielaidas galima suformuluoti (3.4.1) hipoteziy pavidalu. Tegu matricos H j-oji eiluté
yra tokia: (0,...0, 1,0,...,—1); ¢ia 1 paraSytas j-oje vietoje, j = 1,...,m — 1. Tada reikia

patikrinti, kad galioja hipotezés H; : HB, = 0 su visais i = 1, ..., k.
Parametro 3, MK jvertinys 3;, kai hipotezés H; teisingos, yra

m N

- _ _ = 1
Bi=(Xi,.. X)), Xi==> > Xy
n ;
1=1j=1
o matricos SSgy elementai
m Ny B B
SSem (i) =Y > (Xuj — Xi) Xy — X0 ), iyi' =1,...,k

1=1j=1

Statistikag U i§ (3.4.11) gauname padalije matricos SSg i§ pratimo 3.2.1 determinanta i3
matricos SS gy determinanto.

3.4.2 pavyzdys. (8.1.2 pavyzdzio tesinys.) Reikia patikrinti prielaida, kad kovariantés Z;
ir Z2 neturi jtakos jokiems tiriamiems pacienty pozymiy skirstiniams. Kitaip tariant, reikia
patikrinti hipotezes, kad regresijy koeficientai 81; = B2; = Osu visais ¢ = 1, ..., k. Kai hipotezés
teisingos, tereikia jvertinti parametrus a;,i =1, ..., k. Siy parametry MK jvertiniai yra
n
a=Xi =» Xij, i=1,..,k

j=1

o matricos SS gy elementai
n
j=1

Statistikg U i§ (3.4.11) gauname padalije matricos SSg i§ pratimo 3.2.2 determinanta i3
matricos SS gy determinanto.

3.5. Tikétinumy santykio statistikos savybés

3.5.1. Tikétinumy santykio statistikos momentai

Iegkosime statistikos
|SSEH]

momento E(U"), kai hipotezés (3.4.1) yra teisingos.
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3.5.1 teorema. Jeigu |X| > 0, n —m > k,m > r ir hipotezé (3.4.1) yra
teisinga, tai momentas

k w B .
F(n m+2h+1 z)r(n m+r+1 z)
hy\ __ 2 2
E(U L) = H {F(n—m;l—i)I‘(n—m"rT‘;Qh-‘rl—i) . (3.5.1)

i=1

Irodymas. Kai hipotezé (3.4.1) yra teisinga, statistika U galima uZzragyti
Sitaip

|Sl| - T.
V=S S Z” S2= ) YV

ta Z1,...Zp-m,Y1,.., Y, yra nepriklausomi vienodai pagal Ni(0,3) pasi-
skirste atsitiktiniai vektoriai. Todél S ir S5 yra nepriklausomi ir turi Vigarto
skirstinius Sy ~ Wi(n —m,X), Sa ~ Wi (r, X).

Naudodami Visarto skirstinio tankj (1.6.13), galime uzrasyti

S
E(U") = / /|51 +1‘S |hf Silk,n —m, %) f(Ss|k,r, X)dS1dS>

[S1" S|k s
f— P 1 2
/ / |S1+ So|? K(k,n—m,X) ¢’ 1(Salk, 7, X)dS1dS;

k;n—m—l—QhE S (n—m+2h—k—1)/2
_ K( / /|sl+52| 151
K(k,n— K(k,n —m+ 2h, E)

x e 3Tr(S$1=7 }f(52|k,r,2)d51d5’2

_ K(k,n—m+2h,%)
K(k,n—m,X)

/.../\Sl+52|*hf(Sl\k,n—m+2h,E)><

Xf(52|k‘, T, E)dSld.S'g

Po integralo zenklu turime Visarto skirstinio Wy (n—m+2h, 3) tankj f(S1|k,n—
m + 2h, X)), padauginta i§ Visarto skirstinio tankio f(Ss|k,r, X), ir daugiklj
|81+ S2|~". Kitaip tariant, integralas reifkia momenta E(|S1 +S2|~"). Taciau
8§ momenta galime rasti ir kitaip, remdamiesi tuo, kad § = S1 + Sy ~ Wi(n —
m + 2h +r,X). Gauname

E({U") =

K(k, n—m+2h 3) / /|S| L ||kt —k—1)/2
K(k,n—m K(k,n—m+r+2h, 2)

K(k,n—m+2h,%) Kk,n—m+rX)

LTr(S2™ l)dS—
xe K(k,n—m,%) Kk,n—m+r+2h3%)’

nes likes integralas lygus 1.
Pasinaudoje normuojancio daugiklio israiska i§ (1.6.14) gauname (3.5.1). A
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3.5.2. Tikétinumy santykio statistikos skirstiniai

Momentas (3.5.1) egzistuoja su bet kuriuo h > —1/2. Momenta (3.5.1) galime
interpretuoti kaip a.d. In U momentus generuojancia funkcija

V() = B(U") = B(e"120),
Kadangi v (h) apibrézta intervale |h| < 1/2, apimanciame taska h = 0, tai ji

visigkai nusako a.d. InU ir a.d. U skirstinj.

3.5.2 teorema. Atsitiktinio dydzio U skirstinys sutampa su nepriklausomy
a.d., turinciy beta skirstinius, sandaugos:

k k
UAT[& mU<Y mg (3.5.2)
i=1 i=1
skirstiniu; ¢ia &1, ...,&, yra nepriklausomi a.d., turintys beta skirstinius & ~
Be((n—m+1—14)/2,r/2),i=1,.. k.
Irodymas. Tegu a.d. n ~ Be(a/2,b/2). Tada momentas E(n") yra
I'((a+0)/2) /1 2 4h—1 b_q
En") = =~— L r2t 1—x)2"dxr =
= e Sy Y
_ T((a+0)/2)'((a +2h)/2)
T((a+b+2h)/2)T(a/2)

Palygine §ig israiska su (3.5.1) matome, kad skliausteliuose yra momentas
E(¢), kai & ~ Be((n—m+1—14)/2,7/2). Tada

k

k
EU") = [[EE) =] &)™ (3.5.3)
=1

i=1
Kadangi a.d. U, &, ..., & momentai visiSkai nusako skirstinius, tai i§ (3.5.3)
isplaukia, kad &, ..., & nepriklausomi ir (3.5.2) yra teisinga. A

Tam tikrais atvejais (3.5.2) sary$j galima supaprastinti.

3.5.3 teorema. Tarkime, kad v = n — m + r yra fiksuotas. Tada momento
(3.5.1) israiskoje k ir r galima sukeisti vietomis

k F(V—r+12—i+2h)1"(u+21—i) r F(u—k+22h+1—i)1—\(y+21_i)
H{F(Vr;rli)r(u+2h2+1i) :H F(ka;rlfi)r‘<u+2h2+1,i) . (3.54)

i=1 i=1
Kitaip tariant, atsitiktinio dydzio U skirstinys sutampa su nepriklausomy a. d.,
turin¢iy beta skirstinius, sandaugos:

UAT[¢ mu Ay g (3.5.5)
=1 =1

skirstiniu; ¢ia (i, ..., ¢, nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius ; ~ Be((v—
k+1-14)/2,k/2),i=1,..,r.
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Irodymas. Tegu r < k. Pertvarkome (3.5.4) lygybés kairiaja puse

I

i=k—r+1

r v+1—1t k v+1—1 k—r v—r —1
L(5=) ) L —

Hr(u+1+2h—i) H F(v+1+2h—i> H 1—\(1/ r+1 z)

i=1 2 i=r+1 2 i=1

F( V*T+12+2h7i)

(V r+1 z)

:Hr(wuzhﬂ') H F(Vfr+1+2h7i) (= r+1 z (= k+1 z)

i=1 i=1 i=1 =1

T v4+1—1 k—r v—r+l—1 k—r v—r z s v— —1
L(=5) { G I = . G S } P(=ktlbzhoiy
)

Kadangi apskliaustas reiskinys lygus 1, tai gauname (3.5.4) lygybés desiniaja
puse.

Jeigu r > k, tai analogiskai pertvarkydami (3.5.4) lygybés deSiniaja puse
gauname (3.5.4) lygybés kairiaja puse. A

Naturalu naudoti tg i formuliy (3.5.2) ar (3.5.5), kurioje yra maziau daugikliy.

3.5.4 teorema. Jeigu k = 2s lyginis, tai a.d. U skirstinys sutampa su skirs-
tiniu nepriklausomy a.d. sandaugos, kurioje yra s daugikliy:

d S
e (3.5.6)
j=1

¢ia m1, ...,ns yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius n; ~ Be(n —m +
1—-24,7r),j=1,..,s. Jeigu k = 2s + 1 nelyginis, tai U skirstinys sutampa su
skirstiniu nepriklausomy a. d. sandaugos, kurioje yra s + 1 daugiklis:

d S
U~ [ m6es (3.5.7)
=1

¢ian,...,ns yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius n; ~ Be(n—m+1—
24,1), j = 1,..., 8, o nepriklausantis nuo jy a. d. {2541 ~ Be((n—m—2s)/2,r/2).

Irodymas. Naudosime gama funkcijos nuo dvigubo argumento israiska
1
[(a+ 5)F(a +1) = VAl (2 + 1)272, (3.5.8)

Sudaugine (3.5.1) trupmenos skaitiklyje daugiklius, kai ¢ = 2j — 1 ir i = 27,
gauname

p(nom+2h—2+2) L (n—m+2h—2+1Y _
2 2
=T(n—m+2h —2j + 1)y/m2n—m+2h=2)

Analogiskai sudaugine poromis kitus (3.5.1) skaitiklio ir vardiklio daugiklius,
gauname

S (T(n — 2h +1—2§)I'(n — 1—-2j
E(Uh):H (n—m+ h—&—. C(n—m+r+ ])
Fln—m+1-2))T(n—m+7r+1+4+2h —2j)

j—1
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Kaip ir 3.5.2 teoremoje jsitikiname, kad apskliaustas reiskinys yra momentas
E(nj?)h = E(njz-h), kai n; ~ Be(n —m+ 1 —2j,r). Taigi

S S h
w0t~ [Ts - (1)

ir (3.5.6) lygybé jrodyta.

Pertvarke 2s pirmyjy (3.5.1) daugikliy pagal (3.5.6) ir palike paskutinj dau-
giklj i = 2s + 1 pagal (3.5.5), gausime (3.5.7). A

Jeigu r < k, tai naturalu naudoti (3.5.4) iSraiska, kurioje daugikliy skaiciy
irgi galime sumazinti remiantis (3.5.8).

3.5.5 teorema. Jeigu r = 2s lyginis, tai a.d. U skirstinys sutampa su skirs-
tiniu nepriklausomy a. d. sandaugos, kurioje yra s daugikliy:

UL e (3.5.9)
j=1

d¢ia 01, ...,05 yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius 0; ~ Be(v — k +
1-2j5,k),j=1,...,s. Jeigur = 2s+ 1 nelyginis, tai U skirstinys sutampa su
skirstiniu nepriklausomy a. d. sandaugos, kurioje yra s + 1 daugiklis:

U LT[ 03¢ess1s (3.5.10)

j=1

¢ia 01, ...,0, yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius §; ~ Be(v —k+1—
24, k), j =1, ..., s, o nepriklausantis nuo jy a.d. (2541 ~ Be((v—k—2s)/2,k/2).

Irodymas. Analogiskas 3.5.4 teoremos jrodymui.

3.5.3. Tikétinumy santykio statistikos tam tikri atvejai.
1. Atvejis k = 1. Stebéjimai Y = (Xi,..., X,,)T yra nepriklausomi vien-

maciai a.d. su vienodomis dispersijomis, o vidurkio kitima apibudina m-matis
parametry vektorius 3 = (B4, ..., Bm)7, t.y.

Y =AB+e, e~ N,(0,0°1)

Pagal 3.5.2 teorema U & & ~ Be((n—m)/2,7/2). Tada remdamiesi beta ir
Fiserio skirstiniy sary$iu gauname, kad a.d.
1-U)n—m) a (1—-&)(n—m)

F = ~ ~ F — .
rU ré; (r,n —m)

Hipotezé H : HB = 6y, Rang(H) = r < m yra atmetama reikSmingumo
lygmens « kriterijumi, kai

F > F,(r,n—m). (3.5.11)
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Kadangi
SSE SSE

U: =
SSen SSE-|-(SSEH—SSE)7

tai
o (1-U)(n—m) _ (SSgm — SSg)(n —m)
rU TSSE '
Kriterijus, grindziamas statistika U, yra ekvivalentus kriterijui, kuris buvo gau-

tas nagrinéjant vienmadcius Gauso ir Markovo modelius.

2. Atvejis r = 1. Matricos H rangas (3.4.1) lygybése yra lygus 1. Remiantis

3.5.3 teorema
v—k ﬁ

2 72

Pereidami prie FiSerio skirstinio gauname kriterijy

U L ¢~ Be(

), v=n—m-+r.

(1-U)w—k)

F =
kU

> Fo(k,v—k). (3.5.12)

Pavyzdziui, jei m =2 ir H = (1, —1),r = Rang(H) = 1,0y = 0, tai turime
dviejy vidurkiy vektoriy palyginimo uzdavinj. Nesunku patikrinti, kad kriterijus
(3.5.12) sutampa su kriterijumi (2.2.5), kuris buvo gautas naudojant Hotelingo
statistika (Zr. 3.4 pratima). Jeigu m > 2, tai kriterijus (3.5.12) yra ekvivalentus
kriterijui, gautam 2.3 skyrelyje.

3. Atvejis k = 2. Stebimi dvimadiai nepriklausomi normalieji vektoriai,
turintys vienodas kovariacines matricas. Remiantis 3.5.4 teorema

VU 4 m ~ Be(n—m —1,r).
Tada peréje prie FiSerio skirstinio gauname

L-VU)(n-—m—-1) ¢ L=—m)(n—m—1)
T ~ - ~ F(2r,2(n —m —1)).
(3.5.13)

Hipotezés (3.4.1) atmetamos reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

F =

F>F,(2r,2(n—m—1)). (3.5.14)
4. Atvejis r = 2. Matricos H rangas (3.4.1) lygus 2. Remiantis 3.5.5 teorema
VU Lo, ~Be(v—k—-1,k), v=n—m+r.
Taigi

A=V —k=1) 4 1=0)(v—k—1)
F= o 4 W ~ F(2k,2(v — k —1)).
(3.5.15)
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Hipotezés (3.4.1) atmetamos reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
F>Fy,2k2n—m+r—k—1)). (3.5.16)

5. Atvejis k =3, k =4 (arba r = 3, r = 4). Remiantis 3.5.2 ir 3.5.3 teore-
momis k = 3 atveju atsitiktinis dydis U 4 Z327y; a Zy ir Z yra nepriklausomi
a. d., turintys beta skirstinius Z; ~ Be(n—m—1,r), Zy ~ Be((n—m—4)/2,7/2).
Pazyméje a.d. Z; ir Z5 tankius atitinkamai f1(z1) ir fa(z2), gausime a.d. U
pasiskirstymo funkcijos israiska

Vulz
/0 f1(z1)dz1]dzs. (3.5.17)

G =P = [ pda | (el

Pirmasis démuo yra beta skirstinio Be(n — m — 1,r) pasiskirstymo funkcijos
reik§mé taske u. Antrajj démenj, atlikus integravima, galima uZzraSyti isreikStine
argumento v funkcija. Turédami pasiskirstymo funkcija, galima rasti a.d. U
kritine reikdme u;_,. Tada hipotezé (3.4.1) atmetama, kai

U < g (3.5.18)

Atveju k = 4 atsitiktinis dydis U < Z27Z3; &a Zy ir Zy yra nepriklausomi
a. d., turintys beta skirstinius Z; ~ Be(n —m — 1,r), Zy ~ Be(n —m — 3,71).
Vél pazyméje a.d. Z; ir Z, tankius atitinkamai f;(z1) ir fa(22), gausime a.d.
U pasiskirstymo funkcijos iraiska

Vu 1 Vu/z2
Glu) = P{U < u} = /0 Fulz)don + /f fg(zQ)[/O Fu(e1)dzn]ds.

(3.5.19)
Tam tikrais atvejais (pavyzdZiui, kai k& = 3, 4), antrajj démenj, atlikus
integravima, galima uZzraSyti iSreikStine argumento u funkcija. Kitais atvejais
(3.5.19) antrojo démens integravima galima atlikti skaitiniais metodais. Tada
skaitiniais metodais galima rasti ir kritine reik§me uy_, ir kriterijy (3.5.18).
Atvejai r = 3,7 = 4 nagrinéjami analogigkai remiantis 3.5.4 ir 3.5.5 teore-
momis.

6. Atvejis k > 4, r > 4. Jeigu k > 4 ir r > 4, tai (3.5.17) ir (3.5.18) analogy
integravimas skaitiniais metodais gali buti sunkiai realizuojamas. Tada galima
naudoti modeliavimo metoda (zr.3.5.5 skyrelj).

3.5.1 pavyzdys (2.2.1 pavyzdzio tesinys). Pamatuotas trijy spinduliy srovés stiprumas
n3 = 18 Panevézio gamyklos kineskopy, kurie buvo pagaminti kitu laikotarpiu, negu tie, apie

kuriuos kalbama 2.2.1 pavyzdyje. Duomenys pateikiami 3.5.1 lenteléje.

3.5.1 lentelé. Statistiniai duomenys

X1i  Xoi Xz i | X1 Xoi o X i | X1 Xoi o X
63 61 6,1 | 7 | 62 6,1 62 | 13| 61 64 62
66 64 67 | 8 | 64 63 64 | 14| 62 60 6,1
6,4 6,4 6,5 9 6,3 6,4 6,3 15 6,2 6,1 6,3
64 67 67 | 10| 63 63 64 | 16| 62 6,1 62
62 63 63 | 11|63 62 63 |17 62 62 62
62 62 62 | 12|63 63 63 | 18| 63 64 62

S U W N .
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Tare, kad 1.2.1, 2.2.1 ir 3.5.1 lenteliy duomenys yra nepriklausomy trimac¢iy normaliyjy
vektoriy realizacijos, patikrinsime hipoteze, kad vidurkiy vektorius nepakito (priimame prie-
laida, kad kovariaciné matrica isliko nepakitusi).

Pagal 3.5.1 lentelés duomenis randame

) 1 s 1 6,3 6,3 6,28333
frz=Xz=—> X;=— 6,1 | +..+| 6,4 = | 6,27222
n3 i 18 6,1 6,2 6,31111
ir apskai¢iuojame matricos S realizacija
n o 6,3 6,3
S3=> XX - nXXT = 6,1 |(6,3;6,1;6,1)+...+ | 6,4 | (6,3,6,4;6,2)—
i=1 6,1 6,2
6,28333 0,22500 0,16167 0,27333
18| 6,27222 | (6,28333;6,27222;6,31111) = | 0,16167 0,47611 0, 36556
6,31111 0,27333 0,36556 0,51778

Matricos SSg relizacija gaunama (Zzr. pvz. 3.2.1) sudedant matricy S realizacijas pagal
1.2.1, 2.2.1 ir 3.5.1 lenteliy duomenis. Gauname

0, 88633 0,63567 0,53666
SSp=S1+82+85=| 0,63567 1,25311 0,59806
0, 53666 0,59806 1,05736
Matrica SSgg (7r. pvz. 3.4.1) gali biti apskai¢iuota taip
3
SSpm =8Sp+ Y ni(X; - X)(X; - X)T,
i=1

&a X yra visy stebéjimy aritmetinis vidurkis

o i . 6,27639
X = — (30X +24X2 + 18X3) = | 6,24306
72 6,29583

Atlike skai¢iavimus gauname

0,88983 0,64319 0, 54291
SSpH = 0,64319 1,27652 0,61292
0,54291 0,61292 1,06875

Apskai¢iuojame determinantus ir statistikos U realizacija
|SSE|=0,47725, |SSEH|=0,48939, U =|SSg|/|SSEgx|=0,97519.

Kadangi tikriname trijy vidurkiy vektoriy lygybeés hipoteze, tai lygybése (3.4.1) matrica
H gali biti parinkta taip: pirmoji eiluté (1; 0; —1), antroji eiluté (0; 1; —1); 6o = O.
Kadangi matricos H rangas r = 2, tai pritaikomas 4 i8nagrinétas atvejis ir yra galimybé
sudaryti tiksly tikétinumy santykio kriterijy. Randame
(-7
3WVU

Atmesti vidurkiy vektoriy lygybés hipoteze néra pagrindo.

=0,28227, pv=P{Fs, 134 > 0,28227} = 0,944505.

3.5.4. Tikétinumy santykio statistikos asimptotinis
skirstinys

Remiantis tikétinumy santykio asimptotinémis savybémis (zr. 1 dalj, 4.5.4 sky-
relis, 4.5.6 teorema), galima tvirtinti, kad a.d.

Z=-2InA=-nhhU 3 X2, n—o0. (3.5.20)
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Laisveés laipsniy skai¢ius v = rk, nes hipotezéje (3.4.1) yra po r apribojimy
kiekvieno nezinomy parametry vektoriy 3, ..., 8, koordinatéms.
Apytikslis a lygmens tikétinumy santykio kriterijus atmeta hipoteze, kai

Z=-2InA=-nlnU > x2(kr). (3.5.21)

Kriterijy galima uzraSyti ir asimptotinés P reikSmeés terminais: hipotezé at-
metama apytiksliu « lygmens kriterijumi, kai

o =P{xi, > 2} < a, (3.5.22)
Gia z yra statistikos Z realizacija.
Asimptotinio sary8io (3.5.20) teisingumu galima jsitikinti ir tiesiogiai. Atsi-
tiktinio dydzio Z = —21In A charakteristiné funkcija
1/J(t) _ E(eit(—an A)) _ E(e—itn In U) _ E(U—itn)

gaunama momento israiskoje (3.5.1) arba (3.5.4) vietoje h jrasius —itn:

n— m+1 n—m+1—j Ztn)F(n—'rrL+2’r'+1—j)}

o-TIf;

(5
I(
H{ EV k+1 i ltn)r<y+21i)}’ v=n—m-+r.

v—k+1— z (V+21—z —ztn)

n— m+1 J)I\(7L—m+27’+l—j —itn)
(3.5.23)

Skleidziant gama funkcijas pagal Stirlingo formule galima jsitikinti, kad n — oo
kiekvienas apskliaustas daugiklis baigtiniuose ¢ kitimo intervaluose konverguoja
i (1—2it)7"/2 t.y. () konverguoja i(1 — 2it)~*"/2 (zr. 3.5.5 skyrelj).

3.5.2 pavyzdys. (8.5.1 pavyzdzio tesinys). Palyginti i§spresime ta patj uzdavinj kaip ir
pavyzdyje 3.5.1, taikydami asimptotinj tikétinumy santykio kriterijy. Randame statistikos
Z = —nInU realizacija

Z = —721n0,97519 = 1,80859.

Laisvés laipsniy skai¢ius v = kr = 6 ir asimptotiné P reik§meé

pva = P{xZ > 1,80859} = 0,93643.

Kadangi P reik§mé didelé, atmesti vidurkiy vektoriy lygybés hipoteze néra pagrindo. Matome,
kad asimptotiné P reik§mé pv, yra Siek tiek maZesné uz tikraja P reik§me pv, rasta 3.5.1

pavyzdyje.

3.5.5. Asimptotinio skirstinio patikslinimai

Remiantis charakteristinés funkcijos (3.5.23) iSraiska aproksimacijos (3.5.20)
tiksluma galima padidinti.
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3.5.5.1. Vidurkiy sutapatinimas

Kriterijus (3.5.21) yra asimptotinis ir jo tikslumas priklauso nuo (3.5.20) konver-
gavimo greic¢io. Todél kai nedideli n, matematinés statistikos knygose sitilomos
tam tikros tikétinumy santykio statistikos modifikacijos, norint patikslinti asimp-
totinj tikétinumuy santykio kriterijy.

Viena i§ tokiy rekomendacijy yra taip modifikuoti tikétinumy santykio statis-
tika, kad jos vidurkis buty artimesnis ribinio skirstinio vidurkiui. Pavyzdziui,
jeigu

d 2 a 2
Z=-=2ImA=>x, EZ=v(1+ -~ +0(1/n%)),
tai vietoje Z rekomenduojama naudoti statistika
Z* = 7(1 - %), EZ* = v+ 0(1/n?)

ir x? skirstiniu aproksimuoti statistika Z*.
Tadiau, turint charakteristinés funkcijos israiska (3.5.22), galima pasiekti,
kad vidurkiai visiskai sutapty. Skleidziant In ¢(¢) gaunamas formalus skleidinys

] P
n(t) =Y ﬁ(zt)ﬂ, (3.5.24)
j=1
Cia k; yra statistikos Z = —2In A j-asis semiinvariantas. Pirmieji trys semiin-
variantai yra
w1 =EBZ, ko=VZ k3=E(Z-EZ)?> (3.5.25)
Randame
k , :
n—m-+1-—j n—m+r+1—j
s = —1)°n® |1, — 1y =
=3 e R

T . .
S [ ) s=12e G529
j=1
¢ia P,(x) yra funkcijos InT'(x) s-oji ivestiné. Pirmosios i§vestinés yra tabuliuo-
tos (7r. [1]), arba jy reik8miy skai¢iavimas numatytas kai kuriuose kompiuteriy
programy paketuose (pvz., SAS).

Jeigu vietoje Z imsime statistika Z* = 07, kai § = kr/kq1, tai EZ* = kr
sutampa su ribinio skirstinio i§ (3.5.20) vidurkiu.

Hipotezé (3.4.1) atmetama asimptotiniu modifikuotu kriterijumi, kai

Z* = —onInU > x2(kr),
arba P reikSmiy terminais, kai
i) =P{\2, >0z}, (3.5.27)

Cia z yra statistikos Z realizacija.
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3.5.5.2. Dviejy momenty sutapatinimas

Atsitiktinio dydzio, turin¢io x2 skirstinj, vidurkis ir dispersija santykiauja kaip
1: 2. Parinkime daugiklj ¢ taip, kad statistikos Z* = 67 vidurkis ir dispersija
santykiauty kaip 1: 2. I8spreskime lygciy sistema

EZ* =E(0Z) = 6k1 = v,
VZ*=V(6Z) = 6%kg = 2v,
parametry ¢ ir v atzvilgiu. Gauname

2
5= 2£, v= % (3.5.28)
K2 K2

Vietoje Z imame statistika Z* = §Z ir jos skirstinj aproksimuojame x?

skirstiniu su v laisvés laipsniy (3is laisvés laipsniy skaicius gali skirtis nuo kr).

Hipotezé (3.4.1) atmetama asimptotiniu modifikuotu reik§mingumo lygmens «
kriterijumi, kai

w® =P{2 > 62} <a, (3.5.29)

¢ia z — statistikos Z realizacija.

3.5.2 pastaba. Laisvés laipsniy skai¢ius v nebiatinai bus sveikasis skai¢ius.
Todél skai¢iuojant (3.5.29) reikia prisiminti, kad x? skirstinys yra atskiras gama
skirstinio atvejis: x2 ~ G(1/2,v/2).

3.5.5.3. Trijy momenty sutapatinimas

Atsitiktinio dydzio, turin¢io x2 skirstinj, vidurkis, dispersija ir tre¢ias centrinis
momentas santykiauja kaip 1:2:8. Parinkime parametrus § ir « taip, kad
statistikos Z* = 07 + « vidurkis, dispersija ir treiasis centrinis momentas
santykiauty kaip 1: 2 : 8. I8spreskime lyg¢iy sistema

EZ* =E(0Z +7) =6k1 +v=v,
VZ*=V(6Z) = 6%k = 2v,
E(Z* —EZ*)® = §%k3 = 8v

parametry ¢, v ir v atzvilgiu. Gauname

4 8K 4k [2K3 —
P Az (25 — ms] . Fifs] (3.5.30)
K3 K3 R3

Vietoje Z imame statistikg Z* = §Z + ~ ir jos skirstinj aproksimuojame
x? skirstiniu su v laisvés laipsniy. Hipotezé (3.4.1) atmetama asimptotiniu
modifikuotu reiksmingumo lygmens «a kriterijumi, kai

pw® =P{\2 >z +7} <a, (3.5.31)

Gia z yra statistikos Z realizacija.
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3.5.3 pavyzdys. (8.5.1 pavyzdZio tesinys). Palyginti i§spresime ta patj uzdavinj kaip ir
pavyzdyje 3.5.1, taikydami pateiktus asimptotinio skirstinio patikslinimus.
Kadangi r = 1, tai, naudodami formule I'(z + 1) = zI'(x), i§ (3.5.23) gauname

3 . 3 .
n—m+1—j 2itn
Inp(t) = 1 = In(1-— .
np(t) =Y (nn_m+1—j—2it> j§:1n< )

jr n—m+1—j

Skleisdami eilute gauname pirmuosius semiinvariantus:

o 6,35386
Rl = = 0, ;
! n—3 n—4 n—>5

2 ( n )2+( n >2+( n )2 13,45911
K = = N
2 n—3 n—4 n—>5 ’ ’
3 3 3
n n n
—2 — 57,02794.
" ((n—i%) +<n—4) +(n—5)>

1) Randame 6 = kr/k1 = 0,94417, 6z = 1, 70787 ir

o) = P{x2. > 62} = P{x2 > 1,70787} = 0,94451;
2) Pagal (3.5.28) randame 6 = 0,94417, v = 5,99914, §z = 1, 70762 ir
i =P{x2 > 8z} = P{Y > 1,70762} = 0, 94450,

daY ~ G(1/2,v/2);
2) Pagal (3.5.30) randame § = 0,94404, v = 5,99741, v = —0,00086. §z + v = 1,70652 ir

i = P2 > 62+~ =P{Y > 1,70652} = 0,94451,

GaY ~ G(1/2,v/2).

Visais trimis atvejais P reik§més yra didelés ir atmesti vidurkiy vektoriy lygybés hipoteze
néra pagrindo. Matome, kad jau vidurkiy sutapatinimas duoda asimptoting P reikSme, kuri
daug artimesné tikrajai pv i§ 3.5.1 pratimo, negu asimptotiné P reik§meé, gauta 3.5.2 pratime

neatliekant asimptotinio skirstinio patikslinimo.

3.5.5.4. Asimptotiniai skleidiniai
Knygoje [2] sitiloma patikslinti konvergavima (3.5.20) imant asimptotinius sklei-

dinius. Jie gaunami skleidziant funkcija In ¢(dt) ne it, o (1 — 2it) laipsniais.

3.5.6 teorema. Teoremos 3.5.1 sglygomis, kai n — oo, o k,m,r fiksuoti, gau-
name tokj P reikSmés patikslinima:

w2 1
pol =P{xi, > 02} + 5 [Pt 4 > 02} = P{x}, > 02}] + O (nS) ’
(3.5.32)
Cia z yra statistikos Z realizacija, o parametrai
= (k—1r+1)/2 kr(k* +r* =5
gonmo(kora /2 k(4= 5) (3.5.33)

n 48
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Irodymas. Naudosime funkcijos InT'(x + h) skleidima, kai  — oo, 0 h yra
fiksuotas (zr. [1])

1
InT(z+h)=InvV2r+ (x +h — i)lnx—x—i—

l

Z(—1)s+1si8r$5 +0 <le+1> : (3.5.34)

s=1

¢ia Bs(h) yra laipsnio s Bernulio polinomas. Bernulio polinomai galima rasti i§
tapatybés

Teh™ = (7 — 1) Z 7——k:Bs(h).

s!
s=0
Pirmieji trys Bernulio polinomai yra
1 1 3 1
Bi(h) =h— 3 By(h) = h® — h + & Bs(h) = h® — §h2 + 5h. (3.5.35)

Pertvarkome statistikos 6Z = —dn In U charakteristine funkcija (7r. (3.5.23)):
k
In(6t) =Y {InT(x(1 - 2it) + hy;) — InT(2(1 - 2it) + hy;)
j=1

—[InT(x + hlj) —InT(z+ hzj)]}, (3.5.36)
Cia
n(l—46)—m+r+1—j
3 .

hgj =

Jeigu @ — 00, 0 hyj ir hy; aprézti, galima taikyti (3.5.34) skleidima. Imdami
pirmuosius tris (3.5.34) skleidinio narius gauname

Inp(dt) = —% In(1 — 24it) + O(1/n).

Taigi tiesiogiai jsitikiname statistikos Z skirstinio konvergavimu (3.5.20). Im-
dami tolesnius (3.5.34) narius gauname skleidinj

!
Inp(dt) = exp{—% In(1 — 24t) + Z; (ws [(1 —122'75)3 - 1} + O(#)},

nd)s
(3.5.37)
éia i
Bsy1(h1j) — Bst1(ha;)
_(_1)5t19s +1V05 + i)
ws = (=1) ; s(s+1)

Imdami s = 1 randame

k
rk k+1—r
w1 = Z(hlj — hoj)(hij + hoj — 1) = -5 (n(l — &) —m-— 2>.

=1
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Jeigu parinksime parametra § taip, kad w; = 0, tai skleidinys prasidés nuo nario,
kurio eilée n~2. Gauname
n—m-—(k+1—1r)/2

5= - . (3.5.38)

Tada koeficientas prie antrojo skleidinio nario yra

2 rk
w2 =—3 > [Bs(hny) — Bs(hay)] = R R =),

j=1

Apsiriboje §iuo nariu gauname charakteristinés funkcijos skleidinj

wlot) = (1 _12“)’“”/2 {1 " (:)52)2 <(1 —12“‘)2 B 1) o <”14) } ’

nes ws = 0. Pritaike atvertimo formule gauname (3.5.32).A

3.5.3 pastaba. Naudojant daugiau (3.5.37) skleidinio nariy galima gauti to-
lesnius tikimybés (3.5.32) patikslinimus. Knygoje [2] pateiktas toks papildomas
narys

i
po® = pp® 4 (57;4 (P{Xir1s < 2} —P{xi, < 2})
2
w
éia
W% kr 4 4 2.2 2 2
V4= —2= +wy, Wy (3k* + 3r* + 10k”r* — 50(k” + r°) + 159).

9 ~ 1920

3.5.4 pavyzdys.(3.5.1 pavyzdZio tesinys). Palyginti vél i§spresime ta patj uZdavinj, kaip ir
pavyzdyje 3.5.1 naudodami asimptotinio skirstinio (3.5.22) patikslinima.

Kadangi r = 1, tai formuléje (3.5.36) hg; = hq;+1ir, naudodami igraiska I'(z+1) = «T'(x),
gauname

k

In p(8t) = exp{—kIn(1 — Qit)}exp{Z[ln(l + hij/x) —In(1+ hyj/(x(1 — 2it)))]}.
j=1

Skleisdami eilute gauname (3.5.37) analoga

In p(6t) = exp{—kIn(1 — 2it)} exp {Z Ws {% - 1:| } ,

¢ia
2 &
ws = (—1)5; Z hij, s=1,2, ..
Jj=1
Jeigu parinksime 6 taip, kad w1 = 0, t.y. pagal (3.5.38), tai h1; = (k+1—25)/4 ir lengvai

gauname, kad was41 =0, w2s=1/s, s=1,2,.... Randame

68
§=0=0,94444, n6 =68, wr=1, &z=17081
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ir asimptotine P reik§me
1
i =P{x2 > 62} + a3 (P {xto > 62} = P{x§ > d2}} = 0,94449 + 0,00001 = 0,94450.

Patikslinimas (3.5.39) visai mazas pvl(f') fpv((;l) < 1078, Atmesti hipoteze néra pagrindo.

3.5.5. pavyzdys. Kad buty geriau matomas siilomy patikslinimy indélis, panagrinésime
iliustracinj pavyzdj, kuriame imtis yra mazesné, o P reik§mé néra artima vienetui. Tarkime,
kad, tikrinant trijy vidurkiy vektoriy lygybés hipoteze pagal tris nepriklausomas didumo ni =
ng = n3 = 6 imtis, gautas stebint n.a.v. X; ~ Ng(uj, 3),7 = 1,2,3, apskai¢iuota statistikos
Z = —nlnU reikér?é) yra 12,6. Lenteléje 3.5.2 yra pateikta tiksli P reik§mé pv ir apytikslés

P reikimés pvg, pvaj
(4)

ir pvg’ — pu.

,7 = 1,...,5 naudojant pateiktus patikslinimus, ir jy nuokrypiai pvg —pv

3.5.2 lentelé. Asimptotinés P reikSmeés.

€)) ) 3) @ (5)
pv PUa PUg DU PUq PUq PUa
0,134997 | 0,049846 | 0,134831 | 0,135101 | 0,135061 | 0,134989 | 0,134989

-0,08515 | -0,00017 0,00010 0,00006 -0,00001 | -0,00001

Matome, kad palyginti nedideléms imtims asimptotinis tikétinumy santykio kriterijus gali
biti netikslus. Jeigu §iame iliustraciniame pavyzdyje bttume parinke reik§mingumo lygmenj
o = 0,05, tai asimptotinis tikétinumy santykio kriterijus hipoteze atmesty (asimptotiné P
reik§mé yra 0,049846). O tiksli P reiksmé lygi 0,134997 ir atmesti hipoteze néra pagrindo.
Jau paprasCiausias patikslinimas tiksliai sutapatinant vidurkius (pvt(ll)), arba i§ dalies juos
sutapatinant (pirmasis démuo (3.5.32) formuléje lygus 0,133331) duoda esminj asimptotinés

P reiksmés patikslinima. Tolesniy patikslinimo nariy jtaka kur kas maZesné (Zr. pv((f), pvf’),

pvgl)), o papildomas narys (3.5.39) formuléje didelés svarbos neturi, nes \pv((f’) - pvgl)\ <

10~7.

3.5.5.5. Kompiuterinis modeliavimas

Turint (3.5.2) ar kitus tokio tipo sarys$ius, tikétinumy santykio kriterijaus
kritines reik§mes ar P reik§mes reikiamu tikslumu galima rasti naudojant kompiu-
terinj modeliavima.

Pavyzdziui, naudojant (3.5.2) sarysj galima realizuoti tokj P reiksmeés jvertini-
mo algoritma.

0. Apskai¢iuojame sprendziamo uzdavinio statistikos Z = —n In U realizacija
z.

1. Modeliuojame nepriklausomus a.d. §; ~ Be((n —m+1—7)/2,r/2),j =
yeenr kK
2. Pagal (3.5.2) formule randame statistikos Z modeliuota realizacija,

k
2t =— Z In(¢;).
j=1

3. Patikriname nelygybe z* > z; jeigu 8i nelygybé teisinga, tai sumatoriuje
esantj skait¢iy M padidiname vienetu (pradiné M reiksme lygi 0).

4. Realizuojame aprasyta procedura pradedant nuo 1 punkto N karty.

5. Ivertiname P reik8me:

1
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Tikrinamoji hipotezé (3.4.1) atmetama apytiksliu reikSmingumo lygmens « kri-
terijumi, kai

pu < o (3.5.40)

Reikia pazymeéti, kad §io kriterijaus tikslumas i§ esmés priklauso tik nuo skai-

¢iaus N. Siuolaikiniai kompiuteriai leidzia gana greit atlikti tokio tipo proceduras
reikiama skaiciy karty.

3.6. Pratimai

3.1. Stebint a.v. X = (X1, ..., Xx)7 eksperimentas atliktas pagal dvifaktorés dispersinés
analizés schema su vienodu stebéjimy skai¢iumi langelyje. Raskite hipoteziy dél saveikos ir
faktoriy jtakos tikrinimo kriterijy daugiamacius analogus.

3.2. Stebint a.v. X = (X1, ..., Xx)T eksperimentas atliktas pagal lotyny kvadraty schema,
su vienu stebéjimu langelyje. Raskite hipoteziy dél faktoriy jtakos tikrinimo kriterijy daugia-
magcius analogus.

3.3. Irodykite, kad B minimizuoja apibendrintaja dispersija

|> (X, — Ba;)(X; — Ba;)"|.
j=1

3.4. Irodykite, kad kriterijus (3.5.12) yra ekvivalentus kriterijui, grindziamam Hotelingo
statistika.

3.5. Astuoniuose vienodo dydzio sklypeliuose gauti tokie duomenys

Sklypelio numeris 1 2 3 4 5 6 7 8
Griidy kiekis (X1;) | 40 [ 17 [ 9 [ 15 6 [ 12 5 | 9
Siaudy kiekis (Xo;) | 53 | 19 | 10 | 29 | 13 | 27 | 19 | 30

Tragy kiekis (Z;) | 24 |11 | 5 | 12| 7 | 14 | 11 | 18

Patikrinkite hipoteze, kad vektoriaus (X1, X2)T skirstinys nepriklauso nuo jterpty trasy
kiekio Z.

3.6. Pagal didumo n = 25 a.v. (X1, X2, Z1, ..., Z7)T paprastaja imtj (¢ia X1 — papiroso

degimo greitis; X9 — nikotino kiekis; Z1 — azoto, Zz — chloro, Z3 — kalio, Z4 — fosforo, Z5 —
kalcio, Zg — magnio procentas; Z7 = 1) gauti tokie rezultatai (zr. [2]):

(42,20 eve e [ 0,6690 0,4527
2% = ( 54,03 ) (X = X)(X; - X)T = ( 0,4527 6,5921 )
J J

53,92 0,2501  2,6691
62, 02 —1,5136  —2,0617
56,00 0,5007 —0,9503

> z; 12,25 |, > (Z;-2)X; -X)T =| —0,0421 —0,0187 |;
J 89,79 7 —0,1914  3,4020
24,10 —0,1586 11,1663
25 0 0
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1,8311 -0,3589 —0,01252 —0,0244 1,6379 0,5057
—0,3589 8,8102 —0, 3469 0,0352 0,7920 0,2173
—0,0125 —0, 3469 1,5818 —0,0415 —1,4278 —0,4753

= —0,0244 0,0352 —0,0415 0,0258 0,0043 0,0154
1,6379 0,7920 —1,4278 0,0043 3,7248 0,9120
0,5057 0,2173 —0,4753 0,0154 0,9120 0, 3828

0 0 0 0 0 0

[=NeleleloNoNe)

a) Tvertinkite a.v. (X1, X2)T regresija vektoriaus (Z1, ..., Z7)T atzvilgiu.

b) Patikrinkite hipoteze, kad regresijos koeficientai prie Z2, Z3, Z4 lygis 0.

c) Ivertinkite a.v. (X1, X2)7 regresija vektoriaus (Z1, Zs, Zg, Z7) T atzvilgiu.

3.7. Buvo atrinkta po 140 vienodo amziaus moksleiviy i§ 6 skirtingy Indijos mokykly
ir pamatuoti tokie jy pozymiai: X1 — galvos ilgis; X — galvos plotis; X®) — svoris.
Pazymeékime i-osios mokyklos j-ojo mokinio vektoriaus X = (X(l),X(2>,X(3))T realizacija
Xi; = (X(l) x® X(g))T7 t=1,..,6, j =1,...,140. Pagal gautus rezultatus apskai¢iuotos

ij 0 <vig o <hij
matricos
6 140 . L 12809,3 1003,7  2671,2
SSY - -x)| = 10037 14996  4123,6 |,
== . 2671,2  4123,6 21009,6
3x3
6 S 752,0  214,2  521,3
140 ) (x{V - xO)(x{") — x®) = 214,2 151,3 401,2
= 3x3 521,3  401,2 1612,7

Tare, kad buvo stebimi nepriklausomi normalieji a.v. X;; ~ N3(p;,3),i = 1,...,6, pa-
tikrinkite hipoteze H : p; = ... = pg.

3.8. (1.8 pratimo tesinys). Sudarykite antrojo stinaus galvos ilgio ir plo¢io (X3, X4)
prognoze pagal pirmojo sinaus galvos ilgj ir plotj (X1, X2) naudodami tiesinés regresijos
modelj.

3.9. (1.10 pratimo tesinys). Sudarykite a.v. (X1, X2)” prognoze pagal a.v. (X3, X4)7
naudodami tiesinés regresijos modelj.

3.10. (1.13 pratimo tesinys). a) Raskite a.v. (X2, X3)” prognoze pagal a.v. (X1, X4)7
naudodami tiesinés regresijos modelj. b) patikrinkite hipoteze H, kad visi regresijos koeficien-
tai (i¥skyrus laisvuosius narius) lygis nuliui.

3.11. (2.10 pratimo tesinys). Sudarykite a.v. (X1, X3)T prognoze pagal a.d. Xao
naudodami tiesinés regresijos modelj.

3.12. (2.17 pratimo tesinys). Raskite a.v. (X1, X2)7 prognoze pagal a.v. (X3, X4,
X5, X6)T naudodami tiesinés regresijos modelj.

3.13. (2.18 pratimo tesinys). Raskite a.v. (X1, X2)7T prognoze pagal a.d. X3 naudodami
tiesinés regresijos modelj pirmosios imties atveju.

3.14. Tirtos trijy tipy (privati, ne pelno, valstybiné) socialinés riipybos organizacijos.
Gautos didumo n; = 271, ng = 138 ir ng = 107 imtys, stebint keturmatj a.v. X =
(X1, X2, X3, X4)T; ¢ia X1 - slaugymo kaina; X2 — maisto kaina; X3 — jrangos eksploatavimo
kaina; X4 — namy ruoSos ir skalbimo kaina. Pagal Sias imtis gauti vidurkiy vektoriy ir
kovariacijy matricy nepaslinktieji jverciai [9]:

2,066 2,167 2,273
S 0,480 o | 0,59 o | osm21 |
P=X1 =1 gogy |» Pe=X2 =1 oy [+ M=K = o5 |5

0, 360 0,418 0,383
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0,201 —0,001 0,002 0,010 0,561 0,011 0,001 0,037
—0,001 0,011 0,000 0,003 5, _ | 0,011 0,025 0,004 0,007
0,002 0,000 0,001 0,000 |’ <27 | 0,001 0,004 0,005 0,002
0,010 0,003 0,000 0,010 0,037 0,007 0,002 0,019

0,261 0,030 0,003 0,018
0,030 0,017 0,000 0,006
0,003 0,000 0,004 0,001
0,018 0,006 0,001 0,013

M
Il

33 =

Priéme¢ normalumo prielaidg patikrinkite hipotezg¢ H : p; = py = pg dél vidurkiy vektoriy
lygybés tare, kad kovariacinés matricos yra lygios.

3.15. (8.14 pratimo tesinys). Tegu vidurkiy vektoriaus p; koordinatés yra p;1, piz, g3,
Mia, @ = 1,2,3. Pazymékime v;;/; = pij — pyrj, 1 # i’ = 1,2,3, j = 1,2,3,4 vidurkiy
skirtumus. a) Raskite pasikliovimo lygmens @ = 0, 95 parametry vy 5 pasikliovimo intervalus;
b) remdamiesi Bonferonio nelygybe raskite pasikliovimo intervaly rinkinj, kad tikimybé, jog
jie uZdengs visus parametrus vy ;, biity ne maZesne uz 0,95.

3.16. Stebimas dvimatis a.v. (X,Y)7T, kurio skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A,
turinéio tris lygmenis A1, Ag, A3, ir nuo faktoriaus B, turin¢io keturis lygmenis Bi, B2, B3, Ba.
Gauti stebéjimy rezultatai pateikti lenteléje.

B1 B> B3 By
Ay [§ 14 4 6 8 8 2 16
8 8 6 2 12 2 6 -4
Ao 3 1 -3 5 4 0 -4 2
8 6 2 12 3 15 3 7
A3 -3 3 -4 -2 3 -11 -4 -6
2 -2 -5 7 -3 1 -6 6

Priéme normalumo prielaida atlikite daugiamate dvifaktore dispersine analize.

3.17. Tiriama plastikiniy pléveliy charakteristiky (X; — atsparumas trikiams, Xo —
blizgumas, X3 — skaidrumas) priklausomybé nuo dviejy faktoriy A — §tampavimo grei¢io, B
— priemaiSy kiekio, kurie gali buti dviejy lygmeny. Kiekvienam faktoriy lygmeny rinkiniui
stebéjimai pakartoti po 5 kartus. Duomenys pateikti lenteléje [9].

By Bo
65 62 58 65 65|60 72 69 61 63
A |95 99 96 96 92|91 100 99 95 94
44 64 30 41 08|57 20 39 19 57
67 6,6 72 71 68 | 71 70 72 75 76
As | 91 93 83 84 85|92 88 97 10,1 92
28 41 38 1,6 34|84 52 69 27 19

Priéme normalumo prielaida atlikite daugiamate dvifaktore dispersine analize.

3.18. Tiriama a.v. X = (X1, X2,)7T, priklausomybé nuo dviejy faktoriy A ir B, kurie gali
bati trijy lygmeny. Kiekvienai faktoriy lygmeny rinkiniui stebéjimai pakartoti po 3 kartus.
Duomenys pateikti lenteléje [9].

B1 B, B

A1 | 9,33 8,74 9,31 | 10,22 10,13 10,42 | 15,25 16,22 17,24
19,14 19,55 19,24 | 25,00 2532 27,12 | 38,89 36,67 40,74
A; | 12,07 11,03 12,48 | 15,38 1421 9,69 | 38,71 44,74 36,67
33,03 32,37 31,31 | 40,00 40,48 33,90 | 77,14 78,57 7143
As | 8,73 7,04 8,37 | 845 6,09 8,34 | 14,04 13,51 13,33
23,27 20,87 22,16 | 26,32 22,73 26,67 | 44,44 37,93 37,93

Priéme normalumo prielaida atlikite daugiamate dvifaktore dispersine analize.
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3.19. Tiriama n = 17 pacienty kraujo rodikliy Y7, Y2 priklausomybé nuo Z;1 — lytis, Za
— pavartoty vaisty kiekis, Z4 — diastolinis kraujo spaudimas, Z3, Z5 — kardiogramos charakte-
ristikos [9].

Y1 Yo Zvi | Zoi | Z3i | Zai | Zsi
3389 3149 1 7500 220 0 140
1101 653 1 1975 200 0 100
1131 810 0 3600 205 60 111
596 448 1 675 160 60 120
896 844 1 750 185 70 83
1767 1450 1 2500 180 60 80
807 493 1 350 154 80 98
1111 941 0 1500 200 70 93
645 547 1 375 137 60 105
628 392 1 1050 167 60 74
1360 1283 1 3000 180 60 80
652 458 1 450 160 64 60
860 722 1 1750 135 90 79
500 384 0 2000 160 60 80
781 501 0 4500 180 0 100
1070 405 0 1500 170 90 120
1754 1520 1 3000 180 0 129

Sudarykite a.v. (Y1, YQ)T prognoze pagal vektoriy Z = (Z1, Z2, Z3, Z4, Z5)T naudodami
daugiamatj tiesinés regresijos modelj. Raskite a.v. (Y1,Y2)7 pasikliovimo lygmens Q = 0,95
prognozeés elipsoida taske Z = (1;1200;140;70;85)T.

Atsakymali ir nurodymai

3.1. Imties elementus zymeklme ijlzn,l =1,...,k; ¢ia ¢ ir j faktoriy A ir B lygmeny
numeriai ¢ = 1,...,I,5 = 1,...,J, m — kartotinumas, m = 1,..., M. Tikétinumy santykio

statistikos yra:
Aa = (ISSpl/ISSEn, "2, Ap=(SSpl/ISSeu,)"? Aap = (1SSEl/|SSEm, )"

SSp = [Se(r.s)lkxk,  SSp(rs) = ZZZ(XW XI)(xG) - X9,

SSum, =[S, 8)kxk,  SSEH,(r,5) = ssE(r, s)+JIM Z(Xﬁf)fX(f))(Xff)fX.(?.)),
SSEry = [SEHE(T,8)]kxk, SSEHy = SSE(r,s)+IM Z(X(T) Xm)( -X®),
j
SSEHAB = [SSEHAB (r, 5)]k><k7 SSEHAB(T, S) = SSE(T, S)+

MEZDR =X K KON - X - X X0,

Remiantis as1mpt0t1n1u tikétinumy santykio kriterijumi pagrindinés dispersinés analizés hi-
potezés atmetamos reik§mingumo lygmens « kriterijais, kai teisingos nelygybés —2InA 4 >
X2(I —1), —2InAp > x2(J — 1), —2InAap > x2((I — 1)(J — 1)). 8.5. Tarkime Xi
ir X2 priklausomybe nuo Z aprago tiesiniai regresijos modeliai: Xi; = a1 + f1Z; + e1q,
Xoi = as + B2Z; + e2i, t = 1,...,8. Turime daugiamatj (dvimatj) tiesinés vieno kintamojo
regresijos modelj. Priéme normalumo prielaidas tikrinsime hipoteze H : 51 = 0, 82 = 0.
Randame parametry a1, 81 ir ag, B2 jvercius ir matrica SSg = [SSE(4,7)]2x2,

8 8

SSp(1,1) = [X1i—a1—-p12i]* = 382,5538, SSp(2,2) = > [Xoi—do—P27Zi]* = 98,9276,
i=1 =1
8 ~ ~
SSE(1,2) = > [X1i — a1 — B12][Xai — b2 — BaZ;] = 143,0225.
i=1
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Kai hipotezé H teisinga, tai matricos SSgg = [SSEH (4, j)]2x2 elementai yra

8 8
SSEm(1,1) = (X1, — X1.)? = 884,875, SSpu(2,2) =Y (Xai — X2)? = 1270,
=1 =1
8 — —
SSEH(1,2) =Y (X1, — X1.)(X2; — X2.) = 910.
i=1

Statistikos U realizacija lygi determinanty santykiui

SS
U= |SSE|

= = 0,0588.
|SSEm|

Siame uzdavinyje n = 8, m = 2,7 = 1,k = 2. Kadangi r = 1,k = 2, tai turime iSnagriné-
tus atskirus atvejus, kuriems galime uzrasyti tikslius kriterijus.
1. Kadangi » = 1, tai remiantis 3.5.3 teorema, kai teisinga hipotezé

(1-U)5
2U

— -k k
U~ Be (%5) ~ Be(5/2,1) & F = ~ F(2, 5).
Randame F = 40,018 ir pv = P{Fa,;5 > 40,018} = 0,000838.

2. Kadangi k£ = 2, tai remiantis 3.5.4 teorema, kai teisinga hipotezé

(1-VU)5
VU

Randame F' = 15,61965 ir pv = P{F»;10 > 16,61965} = 0,000838.

Hipotezé atmestina.

Jeigu Siame uzdavinyje butume taike asimptotinj kriterijy, t.y. statistikos Z = —nInU
skirstinj aproksimuodami x? skirstiniu su 2 laisvés laipsniais, tai statistikos Z realizacija lygi
22,6689 ir pv, = P{Xg > 22,6689} = 0,000019. Matome, kad asimptotiné P reik§mé yra
daug mazesné uz tikraja.

VU ~ Be(n —m —1,r) ~ Be(5,1) & F = ~ F(2, 10).

3.6. a) Turime daugiamat] (dvimatj) tiesinés keliy kintamuyjy regresijos modelj. Tarkime,
kad a.d. X7 tiesinés regresijos modelis kintamyjy 21, ..., Zg, Z7 atzvilgiu yra

) B1
Y, =(A1) + e1;
al
ga Y1 = (X11,., X1n)7T, By = (B11, -, 816)T, 1 = (1,...,1)T, plano matricos A i-oji eiluté
yra (Z1; — 21, .., Zoi — Z6.), i = 1, ..., n; vektorius e1 = (e11, ..., eln)T ~ Npn(0,0111).
Gauname parametry jvercius

=X, =1,688 B, =(ATA)"1ATY | = (0,062; —0,160; 0,292; —0,658; 0,173; —0, 428)7;
&ia AT A yra paskutinioji matrica (i8braukus 7 eilute ir stulpelj), o ATY | — priespaskutinés

matricos pirmasis stulpelis (be paskutinio elemento). Liekamoji kvadraty suma

SSp(1,1) =Y (X1, — X1)? - Bl ATY | =0,2023.

J

Analogiskai gauname a.d. X2 tiesinés regresijos modelio

. Ba
Yo=(A1)| --- + e2;
a2

parametry jvercius

do = Xo =2,161; By =(ATA)1ATY, = (0,552; —0,278; 0,218; —0,723; 0,323; 2,005)7;
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¢ia ATY 5 yra priespaskutinés matricos 2 stulpelis (be paskutinio elemento). Liekamoji
kvadraty suma

SSp(2,2) = 3 (Xa; — X2.)? — By ATY 5 = 1,2997.
J
b) Apskai¢iuojme suma

S S - T
SSp(1,2) = (X1; — X1.)(Xa; — Xa2.) — B; ATY 5 =0,1334.

J

ir matricos SSg = [SSE(3,j)]2x2 determinanta |SSg| = 0,2452.
Matricos SS g elementai gaunami analogiskai p. a), jeigu atliekant skai¢iavimus isbrauk-
sime paskutinés matricos 2, 3, 4 bei 7 eilutes ir stulpelius. Gauname

Spr(1,1)=0,4215; Spy(2,2) =1,9143; Sgg(1,2) =0,4878;

|ISSEH| = |[SSEH(1,])]2x2| = 0,5689.

ir statistikos U = |SSEg|/|SSEgm| realizacija U = 0,43097. Jeigu hipotezé teisinga, tai
statistika Z = —nlnU apytiksliai turi x? skirstinj su kr = 6 laisvés laipsniais. Gauname
Z = 21,0429 ir asimptotiné P reik§mé pv, = P{xg > 21,0429} = 0,0018. Hipotezé at-
metama.

c) Regresijos parametry jvertiai surasti p. b):

(B11; Bus; Bre) = (0,3911;0,0110; —0,9572); (B21; B2s; B26) = (0,9158; 0, 1461; 1,4889).

3.7. Pirmoji pateikta matrica yra matricos SSg realizacija. Matricos SSgy realizacija
lygi abiejy pateikty matricy sumai. Randame statistikos U = |SSEg|/|SSEgx]| relizacija U =
0,82388. Jeigu hipotezé teisinga, tai statistika Z = —nInU asimptotiskai turi x? skirstinj su
kr = 15 laisvés laipsniy. Randame statistikos Z realizacijg Z = 162, 731. Kadangi P reik§mé
pv =P{x3; > 162,731} = 7-10~%7, tai hipoteze atmetame.

3.8. A.v. (X3,X4)T prognozé remiantis a.v. (X1, X2)T yra
X3 = 183,84 + 0,4503(X1 — 185, 72) + 0,5060(X2 — 151,12),

X4 = 149,24 + 0,2740(X1 — 185,72) + 0,3784(X2 — 151,12).

A.v. (X3,X4)7T salyginio skirstinio, kai a.v. (X1, X2)7 yra fiksuotas, kovariacinés matricos
322.1 elementy jverciai yra tokie: o33.1 = 41,4114, 044.1 = 31,0508 034.1 = 15,6714. 3.9.
A.v. (Xl,XQ)T prognozé remiantis a.v. (X;;,X4)T yra

X1 =1906,1+ 0,4122(X3 — 1509, 1) 4+ 0,5467(X4 — 1725,0),
X9 =1749,5 + 0,4314(X3 — 1509, 1) + 0,4038(X4 — 1725, 0).

A.v. (X1, X2)T salyginio skirstinio, kai a.v. (X3, X4)T yra fiksuotas, kovariacinés matricos
311.2 elementy jverciai yra tokie: o11.2 = 19455,6, 022.0 = 38592,9, o12.2 = 38592,9. 3.10.
a) A.v. (X2, X3)T prognozé remiantis a.v. (X1,X4)7 yra

X = 272,575 — 2,5359(X1 — 22, 2875) + 0, 3184(X4 — 51, 975),

X3 = 288,435+ 0,0509(X1 — 22,2875) — 0,0797(X4 — 51,975).
b) Statistika U = |SSg|/|SSeu| igijo reikdme 0,9269; statistika —nInU — reikdme 3,036;
atmesti hipoteze néra pagrindo. 3.11. Regresijos tiesiy jverciai:

X1 = 4,640 + 0,0501(Xy — 45,4), X3 =9,965 — 0,0282(Xo — 45, 4).

3.12. Tegu 211,22221,22242 yra matricos 2 blokai; 211 = [&ij]gxz,i,j = 1,2; 222 =
[6ijlaxa,t,7 = 3,4,5,6; X1.1 = [615]1x4,] = 3,4,5,6; Ba.1 = [615]1x4,J = 3,4,5,6. Tada
regresijos lyg€iy jvertiniai yra

6 6
X1=ﬂ1+251j(Xj—ﬂj)7 X2=/12+Zﬁ2j(xj—ﬂj)§
= i=s
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vektoriai 3, = (B13, 14, B15, B16) T, By = (P23, P24, P25, f26)T randami i lygtiy sistemy
By = (B22) B2, By = (V) 'Sa0.
3.13. Regresijos lygciy jverciai:
X1 = 12,2186 +0,2082(X5 — 9,5903), Xo = 8,1125 — 0,3421(X5 — 9, 5903).
3.14. Randame
183,093 4,417 0,995 9,677
4,417 8,197 0,548 2,405

0,995 0,548 1,379 0,380 |’
9,677 2,405 0,380 6,681

SSg = (n1 — 1)21 + (n2 — 1)22 + (TL3 — 1)23 =

ir matrica
5 3,469 1,099 0,811 0,586
_ e = e e T _ | 1,099 1,231 0,450 0,616
B = Z”(X - X)X X )= 0,811 0,450 0,232 0,231 |’
=1 0,586 0,616 0,231 0,309

Gia X, = (n1X1. + n2Xa +n3X3)/(n1 +n2 +n3). Tada SSgy = SSE + B. Statistika U
i (3.4.11) jgijo reikdme 0,7628.

Kadangi Rang(H) = 2, turime i$nagrinéta atskira atvejj. Statistika (3.5.15) jgijo reiksme
18,49, hipotezé atmetama kriterijumi su gana aukstu reik§mingumo lygmeniu.

3.15. a) parametro v;;; pasikliovimo intervalo réZiai yra

Xij. — Xirj. F t0,025(513)\/SSE(55) (ni + nyr)/(ninys (n1 + n2 + nz — 3));
b) intervalo réZiai gaunami p. a) vietoje to,025(513) imant ¢y g25,12(513). Pavyzdziui, parametrui
v121 atveju a) gauname pasikliovimo intervala (—0,2414;0,0394), o atveju b) pasikliovimo in-
tervalg, (—0,2942;0,0922).
3.16 F4 = 5,62, Fp = 0,45, Fap = 0,21. Atitinkamos P reik&més yra 0,0028, 0,8400, 0,9965.
3.17. Randame (Zr. 8.1 pratima,)

1,7405 —1,5045  0,8555 0,7605 0,6825 1,9305
SSen, = —1,5045 1,3005 —0,7395 |, SSpmy = 0,6825 0,6125 1,7325

0,8555 —0,7395 0,4205 1,9305 11,7325 14,9005

0,0005 0,0165 0,0445 1,7640 0,0200 —3,0700
SSEH, 5 = 0,0165 0,5445 11,4685 | ,SSg = 0,0200 2,6280 —0,5520

0,0445 1,4685 3,9605 —3,0700 —0,5520 64,9240
Apskai¢iuojame determinanty santykiy reik§mes

SS SS
Ug = __18Sel  _ 0,3819, Up = __ISSel 0, 5230,
|SSE+SSEHA| |SSE+SSEHB|

_ |SSE|

|SSE + SSEHAB|
Kadangi » = Rang(H) visy trijy hipoteziy atveju lygus 1, tai turime aptarta atskirg atvejj.
Statistikos (3.5.12) jgijo reik¥mes Fy = 7,5543, Fp = 4,2556, F4up = 1,3385. Atitinkamos P
reik§més yra 0,0030, 0,0247, 0,3018. Hipotezés dél faktoriy A ir B jtakos nebuvimo atmeta-
mos; hipoteze dél saveikos nebuvimo atmesti néra pagrindo.

3.18. Fy = 49,40, Fg = 56,95, Fup = 10,87. Hipotezés atmetamos kriterijais su gana

aukstu reikSmingumo lygmeniu.

Uas =0,7771.

3.19. Nagrinédami Y] regresijos modelj atzvilgiu kovarianciy Z1,- - - , Z5 ir atlike pazings-
nine regresija, gauname, esant reik§mingumo lygmeniui 0,05, statistiSskai reik§mingos yra tik
kovariantés Z1 ir Z2. Gauname tokius parametry jvercius &1 = 56, 72; 31 = (507,07; 0, 329)T.
Nagrinédami Y2 regresijos modelj atzvilgiu kovarian¢iy Z1,--- , Zs ir atlike paZingsnine regre-
sija, gauname, esant reik§mingumo lygmeniui 0,05, statistiSkai reik§mingos yra tik kovariantés
Z1 ir Zs. Gauname tokius parametry jveréius o = —241, 35; Bz = (606,31; 0,324)T. Statis-
tika, patikrinti hipoteze, kad regresijos koeficientai prie Z3, Z4, Z5 lygts 0, igijo reik§me 1,69,
atitinkama P reik§mé 0,1755.



4 skyrius

Koreliacine analize

Remiantis daugiamacio normaliojo skirstinio savybémis(3 priedas, 2 savybeé)
galima tvirtinti, kad normalieji a.d. X; ir Xo yra nepriklausomi tada ir tik
tada, kai koreliacijos koeficientas

P = Cov (Xl,XQ)/\/ VX1VX2 =0.

Analogigkai, jeigu vektoriaus X = (Xy,..., X3)T ~ Np(p, 2) yra fiksuotos ko-
ordinatés X,,41,..., X, tai koordinatés X; ir Xj;, i # j, ¢, = 1,...,m, yra
nepriklausomos tada ir tik tada, kai koreliacijos koeficientas p;j.m+1,... ks ap-
skaic¢iuotas tarus, kad koordinatés X1, ..., Xi fiksuotos (dalinis koreliacijos
koeficientas), yra lygus 0. Trecioje vadovélio dalyje, aptariant teorinius regre-
sijos uzdavinius, buvo jvestas dauginis koreliacijos koeficientas, kuris apibudina
vieno normaliojo a.d. X; ir normaliyjy a.d. vektoriaus (Xa, ..., X})7 priklau-
somybe.

Siame skyriuje aptarsime hipoteziy dél koreliacijos koeficiento, dalinio kore-
liacijos koeficiento ir dauginio koreliacijos koeficiento reiksmiy tikrinimo kriteri-
jus. Taip pat bus nagrinéjamos bendresnio tipo normaliyjy atsitiktiniy vektoriy
nepriklausomumo hipotezés.

4.1. Empirinio koreliacijos koeficiento skirstinys
Tegu X, ..., X, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Np(u, %), o = (1,0, o) 7,

3 = [0ij]kxk. Skyrelyje 1.2.1 buvo gautas kovariacinés matricos 3 didziausiojo
tikétinumo jvertinys

1 r oeor 1 1
=3 XXT-XX" =-8=—[9; 4.1.1
nz —LSiglexn (4.1.1)
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Kadangi tarp parametry o;;,7 = 1,...,k, 045,01 < j, ¢, = 1,...,k, ir tarp
parametry o;;,t = 1,...,k, pij = 04j/1/0:i0;;,% < J, 1, = 1, ..., k yra bijekcija,
tai parametro p;; DT jvertinys

pii = Ti; = Sij
3 3 e
SRRV
Ivertinys r;; priklauso tik nuo i-osios ir j-osios vektoriaus X koordinaciy
matavimy. Todél, nagrinéjant r;; savybes pakanka apsiriboti dvimaciu norma-
liuoju vektoriumi, pavyzdziui, vektoriumi (X1, X2)7 ~ No(p, ), po = (1, p2)7,
Y= [O’ij]gxg, o11 = CT%, 0922 = O'%, 012 = 021 = PO102. Koreliacijos koeficiento
jvertinys

i<j, ij=1,..k

S1o - -
p=r =22 Y (Xu - X — X)), 412
511522 P l Jl J) ( )

1 n
= - E X’ila Za.] = 17 2.
n
=1

4.1.1 teorema. Empirinio koreliacijos koeficiento r tankio funkcija, kai n > 3,
yra
on— 3( )(n 1)/2( )(n—4)/2 e (2p,,,)_7

(n—3)r = 7!

n—l—i—j)
5 .

f(rlp) = r?( (4.1.3)

Irodymas. Atsitiktinio vektoriaus (511, S22, S12)” tankio funkcija yra Vigarto
skirstinio Wa(n — 1,3) tankio funkcija (1.6.13):

1 1
f(S11, S22, 512/2,n — 1, %) = E|S|(”74)/2 exp {—QTT(SEl)}

_ 1)/2 _ 1 (Su_, S 52‘2>
oS s e { -y (g 2 )
(4.1.4)
K =K(2,n—1,%)=2""r(oio3(1 - p*)""V/?I((n - 1)/2)L((n - 2)/2).
Tankis apibréztas trimatés erdvés srityje, kurioje Sy1S22 — S%, > 0.
Atsitiktinio dydzio 7 tankj galime gauti pereidami nuo a.v. (Si1, Sao, S12)7
prie a.v. (S11, S22,7)7, ir integruodami pastarojo tankj pagal Siq ir Sae. Gau-

name (pakeitimo jakobianas lygus v/S11522) a.v. (Si1,S22,7)7 tankj

/2

1 n—4 n—_
9(S11,822,7) = ?(1 - T2)7(511522)Ts><

coxp{ oL (Su g, 52 Sn

P 2(1—p2) \ o? p0102 o3
1 nt 1 S| S22  (pr)7 (S11899) " —310)/2
- gttt (2 | G

=0
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Kadangi
< (n—3+4)/2 B Sii L (262(1— 2 )Y 1D /2] (1) /2
[ s e { g s = (221-17) (n=1+)/2)

tai integruodami g(S11,S22,7) pagal Si11 ir Sao réZziuose nuo 0 iki oo ir, jstate
normuojandio daugiklio K israigka i§ (4.1.4), gauname a.d. r tankio funkcija

(1= p2)n=D/2(1 = p2)(n=0/2 & (2pp)i (” —1 +j) (4.1.5)
Var(i5HT(52) = ? -

Remdamiesi gama funkcijos nuo dvigubo argumento israiska

frlp) =

L'(2)(z + %) = /7l(2z2) /2271,
gauname
I((n—1)/2)l((n —2)/2) = V/al(n - 2)/2" 7% = Vx(n - 3)!/2"2.
Istate Sia israiska i (4.1.5), gauname (4.1.3). A

4.1.1 i8vada. Jeigu p = 0, tai empirinio koreliacijos koeficiento tankio funkcija

r10) = I'((n—1)/2) _p2n=/2 r
f(rl0) —ﬁr((n_2)/2)(1 ) , —l<r<l. (4.1.6)

Irodymas. Tankio iSraiskoje (4.1.5) jraSome p = 0. A

4.1.2 iSvada. Jeigu p = 0, tai a.d.

t:\/n—2ﬁ~5(n—2) (4.1.7)

turi Stjudento skirstinj su n — 2 laisvés laipsniais.

Irodymas. Atlikime kintamyjy keitima

Y e S S o P S a2
=vn— re = —re = .
V1—72 n—24t?’ n—2+t?
Pakeitimo jakobianas
g dr| n—2
Cldt| (n—2+t2)3/2

Irase j (4.1.6) gauname a.d. t tankj
_ 1L T((n-1)/2) 2\ (/2
g(t)_ﬁmr((n—Z)/Z) (1+n—2> , —oo<t<oo.

Palygine su pirmos vadovélio dalies 1 P lentele, matome, kad tai Stjudento
skirstinio su n — 2 laisvés laipsniais tankio funkcija. A
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4.2. Hipoteziy apie koreliacijos koeficiento reiks-
mes tikrinimas

4.2.1. Nepriklausomumo hipotezés tikrinimas

Tikrinant hipotez¢ H : p = 0, kai alternatyvos yra Hi :p>0 Hy:p <O,
arba dvipusé Hs : p # 0, kriterijai gaunami remiantis 4.1.2 i§vada. Hipotezé
atmetama, kai atitinkamai

t>taln—2), t<—ta(n—2), [t|>tan(n—2); (4.2.1)

ia t,(v) — Stjudento skirstinio su v laisvés laipsniy « kritiné reiksmeé.  Skai-
¢iuojant iy kriterijy galios funkcijas tenka naudoti statistikos r tankio iSraiska
(4.1.3). Pavyzdziui,

B1(p) = Pt > ta(n—2)[p} = P{r > ta(n—2)/v/n— 2+ &(n - 2)|p}

=1 — F(ta(n —2)//n—2+12(n —2)|p); (4.2.2)

Cia F(x|p) yra statistikos r, kai tikroji koreliacijos koeficiento reik§mé yra p,
pasiskirstymo funkcija

Flalp) = P{r < alp} = [ flulp)au,

4.1.1 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdzio tesinys). Tare, kad 1.2.1 lenteléje yra trimacio nor-
maliojo vektoriaus realizacijos, patikrinsime hipotezes, kad trijy spinduliy srovés stiprumai
yra poromis nepriklausomi, kai alternatyva yra jy teigiama priklausomybeé.

Naudodamiesi 1.2.1 pavyzdyje surasta matricos S realizacija gauname empiriniy kore-
liacijos koeficienty matricos R realizacija

0,348 0,264 0,160 1 0,715 0,554
S=1 0,264 0,392 0,010 |, R=[ 0,715 1 0,228 |.
0,160 0,070 0,240 0,554 0,228 1

)

Randame statistiky (4.1.7)

o
tij=vVn-2——=t—, i#j=123,
1- 7“1-2-
J
realizacijas
ti2 = 5,408, t13 = 3,518, t23 =1,240.
Atitinkamos P reik§més yra 0,000005; 0,0008; 0,113. Taigi a.d. X7 ir X2, bei a.d. X7 ir X3
nepriklausomumo hipotezés atmetamos. O atmesti a.d. X2 ir X3 nepriklausomumo hipoteze

néra pagrindo.

4.2.2. Hipotezés apie koreliacijos koeficiento reik$mes

Tikrinant hipotezg del koreliacijos koeficiento reiksmes H : p = po # 0, kai alter-
natyvos yra Hy : p > po, Ha : p < po, arba dvipusé Hs : p # po, tikslus kriterijai
gali buti gaunami remiantis empirinio koreliacijos koeficiento tankio israiska
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(4.1.3). P reik8miy terminais kriterijus galime suformuluoti taip: hipotezés
atmetamos, jeigu atitinkamai

pv=1—F(r|py) < o, pv=F(r|p) <, (4.2.3)
kai alternatyvos vienpuseés ir
pv =2min(1l — F(r|po), F(r|po)) < e,

kai alternatyv Hsz dvipusé; ¢ia r yra gautoji empirinio koreliacijos koeficiento
realizacija. Kriterijy galias galime gauti analogiskai (4.2.2).

Remiantis bendra pasikliovimo intervaly sudarymo teorija (Zr. I dalj, 4.6
skyrelj), parametro p pasikliovimo intervalo (p, ) su pasikliovimo lygmeniu @ =
1 — 2P réziai gaunami sprendziant p atzvilgiu lygtis

F(rlp)=1—P, F(r|p)=P. (4.2.4)

4.2.3. Apytikslus kriterijai

Nagrinéjant empiriniy momenty funkcijas (1 dalis, 3.5.3 skyrelis) gauta, kad
normaliojo skirstinio atveju n — oo statistikos r skirstinys artéja j normalyjj

Va(r—p) 5 Y ~ N0, (1 - p?)?).

Taciau §i aproksimacija gali biiti netiksli, kai p artimas £1 ir a.d. r skirstinys
yra labai asimetrigkas. Todél praktiskai dazniau naudojama FiSerio pasiilyta
a.d. r dispersija stabilizuojanti transformacija

1 1
th(r)zﬁlnli_:.

Aproksimacija
V= 3(th(r) — th(p)) > Z ~ N(0, 1) (4.2.5)
gana tiksli ir palyginti nedideliems n.
Tarkime, kad reikia patikrinti hipotez¢ dél koreliacijos koeficiento reikimes
H :p=po #0, kai alternatyvos yra Hy : p > po, Ha : p < po, arba dvipusé
Hs : p # po. Irasykime j (4.2.5) kairiaja puse hipotetine reiksme po. Kai
hipotezé teisinga, gautoji statistika

Y = v/n — 3(th(r) — th(po))

apytiksliai turi standartinj normalyjj skirstinj. Hipotezé atmetama prie§ iSvar-
dytas alternatyvas apytiksliu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai atitinka-
mai

Y >za, Y <=z, [Y]>24, (4.2.6)

¢ia z, — standartinio normaliojo skirstinio « kritiné reiksmé. Kriterijaus galia
apytiksliai iSreiskiama standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija.
Pavyzdziui, pirmosios alternatyvos atveju gauname

Bi(p) = P{Y > za|p} = P{vn = 3(th(r) — th(p))
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> 20—V — B(th(p) —th(po))|p} ~ 1—®(z0 — Vit = B(th(p) —th(py)). (4:2.7)

Remiantis aproksimacija (4.2.5) galima uZrasyti
1 1
P{—zp <vn-3 <2th(r) - 2th(p)) <zplp} = Q=1-2P.

Issprende skliausteliuose parasytas nelygybes p atzvilgiu, gauname parametro p
apytikslio pasikliautinojo intervalo rézius:

e2V1 1 22
B:e2vl+17 p262V2+17 (4.28)
¢ia
1% th(r) L Vx 1th( )+ !
= —tn(r) — zp—, = —th(r Zp———.
1 P 3 2 5 P =3

4.2.1 pavyzdys. (4.1.1 pavyzdzio tesinys). 4.1.1 pavyzdzio saglygomis patikrinsime hipotezes

Hi : pi2 =1/21ir Ha : p13 = 1/2, kai alternatyvos yra Hy : p12 > 1/2ir Ha : p13 > 1/2.
Apskai¢iuojame

1+712

1—r12

1

th(ri2) = 3 In =0,897, th(ri3) =0,624, th(0,5) = 0,549,
ir atitinkamas statistikos Y reik8mes: 1,808 ir 0,389. Jeigu kriterijaus reikSmingumo lygmuo
a = 0,05, tai zo = 1,645 ir pirmoji hipotezé atmetama, o antroji priimama. Surade P
reik§mes: 1 — ®(1,808) = 0,035 ir 1 — ®(0, 389) = 0, 349, darome i§vada, kad pirmoji hipotezé
atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,035, o antraja hipoteze atmesti néra
pagrindo.

[liustracijai 4.2.1 lenteléje yra pateiktos apytikslés kriterijaus galios reik§més taskuose
p =0,5(0,05)0,9, kai kriterijaus reik§mingumo lygmuo « = 0, 05.

4.2.1 lentelé. Kriterijaus galios reik§mes

p 0,50 | 0,55 | 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 | 0,90
Bi(p) | 0,05 | 0,178 | 0,296 | 0,457 | 0,644 | 0,821 | 0,942 | 0,992 | 1,000

Apskaitiuoti pagal (4.2.8) parametry pi2 ir p13 asimptotiniai pasikliovimo intervalai, kai
pasikliovimo lygmuo @ = 0,9, yra tokie:

(0, P12) = (0,572;0,816), (p, ,;P15) = (0,360;0,702).

4.3. Daliniai koreliacijos koeficientai

Daliniai koreliacijos koeficientai — tai salyginiy skirstiniy koreliacijos koeficientai.
Tare, kad a.v. X ~ Ng(p,X), |X| > 0, suskaidykime jj i du vektorius XM =
(X1, Xon) T it X = (X1, Xp)7, ir tegu B(XD) = p), BX®)

u,
Y1 X
VX)=% = :
(X) ( o1 Yoo )

da 1 = V(XWY), By, = V(XP), B, = Cov (XY, XP), 5y = 37,
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Remiantis daugiamacio normaliojo skirstinio savybémis (3 priedas, 10 savyhé),
salyginis a. v. XM skirstinys, kai X = g2 fiksuotas, yra m-matis normalusis

XWX = 23) ~ Ny (V) + B(a® — p®), B41.0), (4.3.1)
B=3X,3 Zjo=3 X555, 3.
Pazymékime 04j.m+1,... %, 7 = 1, ...,m, matricos 3;;.o elementus:
3112 = [Cijmat k] som -

4.3.1 apibrézimas. Atsitiktiniy dydziy X; ir X; daliniu koreliacijos koeficientu
vektoriaus (X, 11,..., X;)T atzvilgiu vadiname koeficienta

Oijom+1,....k ..
pij-m+1,...,k = 5 1,] = 1, ey, M. (432)
VOiim41,.. kO j-m+1,...k

Koeficientai (4.3.2) apibréziami matricos X11.o elementais lygiai taip pat kaip
ir jprastiniai koreliacijos p;; apibréziami matricos 3 = [0;],x elementais. Jie
apibudina a.d. Xy, ..., X,,, priklausomybe, kai vektorius X yra fiksuotas, t.y.
kai eliminuota a.d. X,,41, ..., Xi jtaka.

Sudarysime koeficienty (4.3.2) empirinius analogus (jvertinius).
Tarkime, X4, ..., X,, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ng(u,3), |X| > 0,n > k.
Tada kovariacinés matricos 3 didziausiojo tikétinumo jvertinys yra

s 1y X T _Lte_1(Su S o 1 ‘
2:_72(1(z X)Xi=X)"=—85=—( g " ), X =-) X,

—_
|

n n-
i=1

¢ia S;;, 4,7 = 1,2, yra matricos S blokai, atitinkantys matricos 3 blokus
i, 4,3 =1,2.
Kadangi tarp X ir Xq1.0, B, 395 yra abipusé vienareik§mé priklausomybé:

Yio=BXy, X=X+ BEQ2BT7

tai parametry ¥q1.0, B, 39 didziausiojo tikétinumo jvertiniai gaunami tiesiog
i§ X jvertinio

. A | 1 B
S =31 — 21935 30 = ~ 8110 = —(S11 — 12555 So1)
) n n (4.3.3)

= E [Sij.m-l,-h..,k]mxmv

L I
B =33 =8,8,), Xn-= 5522-

Daliniy koreliacijos koeficienty DT jvertiniai yra

Pij-m41,....k = Tijom+1,...k

(4.3.4)
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4.3.1 teorema. Daliniai empiriniai koreliacijos koeficientai (4.3.4) turi tokias
pat savybes kaip ir jprastiniai empiriniai koreliacijos koeficientai r;;, jeigu at-
liksime tokius pakeitimus: vietoje matricos ¥ imsime matricg 311.2, vietoje
matricos S matrica S11.o ir imties dydj sumazinsime k —m vienety, t.y. vietoje
n imsime n — k + m.

Irodymas. Remiantis antrgja Visarto skirstinio savybe, matricos S elemen-
ty skirstinys yra ViSarto skirstinys Wy (n—1,3), t.y. matrica S galima uZraSyti
suma

n—1
S=Yzz],
=1

¢ia Z1, ..., Zn—1 yra nepriklausomi vienodai pasikirste a.v. Z; ~ Ni(0,X).
Visos empiriniy koreliacijos koeficienty r;; savybés, pateiktos 4.1, 4.2 sky-
reliuose, buvo gautos remiantis vien tik ViSarto matricos S ir jos elementy
savybémis.
Pagal 8esta Visarto skirstinio savybe matrica S11.0 = S11 — 51252_21.5’21 ~
Wm(n —-1—-k + m, 211.2), ty

n—1—k+m
2 : T
Sll-2 = Y2Y7, 3
i=1

¢iaYh,...,Y n—1—k+m nepriklausomi vienodai pasikirste a. v. Y; ~ N,,,(0, X11.2).
Todél matricos S11.2 elementy ar jy funkcijy savybés yra analogiskos matri-
cos S elementy ar jy funkcijy savybéms. A

Darant iSvadas apie dalinius koreliacijos koeficientus p;j.m+1,...x tinka 4.1 ir
4.2 skyreliy metodai ir rezultatai, atlikus tokius pakeitimus: vietoje jprastinio
koreliacijos koeficiento p;; reikia imti dalinj koreliacijos koeficienta p;j.m+1,...,k;
o vietoje empirinio koreliacijos koeficiento r;; — dalinj empirinj koreliacijos koe-
ficient r;j.m+1, .. x; imties diduma n reikia sumazinti iki n — k 4+ m. Pavyzdziui,
galima tvirtinti, kad

tii=vVn—2—k+m——dmtlek g2~ 4 m), (4.3.5)

2
1 Tij-ma+1,....k

turi Stjudento skirstinj su n — 2 — k 4 m laisvés laipsniy, jeigu pij.m+1,...k = 0.

6.4.3 pastaba. Dalinius koreliacijos koeficientus apibrézéme kaip salyginius,
kai vektorius X? = ¢ yra fiksuotas. Tafiau matricos S1i.o skirstinys nepri-
klauso nuo fiksuotos reiksmés (2. Todél jj galime traktuoti kaip besalyginj.
Taigi ir empiriniy daliniy koreliacijos koeficienty 7;;.;m41,...,, skirstiniai nepri-
klauso nuo fiksuotos reik§més x(?) ir juos galime traktuoti kaip besalyginius.

4.3.1 pavyzdys. (4.1.1 pavyzdZio tesinys). 4.1.1 pavyzdzio salygomis jvertinsime dalinj

a.d. Xy ir X3 koreliacijos koeficienta, kai a.d. Xi yra fiksuotas, t.y. koeficienta p23.1, ir
patikrinsime hipoteze H : p23.1 = 0, kai alternatyva H : p23.1 # 0.
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Siuo atveju matrica

1 Sog — 52,/8 Saz — S12513/S
So3.1 = Sos — 37521512 _ ( 22 12/ 11 23 12 13/ 11 )
11

Sag — S12513/S11 Sa3 — S%3/511

ir empirinis dalinis koreliacijos koeficientas rg3.1 iSreiSkiamas empiriniais koreliacijos koefi-

cientais:
723 — 12713

(1—r2,)(1—12,)

Naudodamiesi 4.1.1 pratime surasta empiriniy koreliacijos koeficienty matrica R, ran-

T23.1 =

dame p23.1 ivertinio realizacija r23.1 = —0, 240.
Reikia pazyméti, kad empirinis koreliacijos koeficientas ro3 = +0,228, t.y. jis rodo
teigiama priklausomybe, o dalinis empirinis koreliacijos koeficientas r23.1 = —0, 240 atspindi

neigiamga priklausomybe. Tai gali bati paaiSkinta tuo, kad teigiama X2 ir X3 priklausomybé,
gal but, yra padarinys to, kad a.d. X ir X3 gana stipriai teigiamai priklausomi nuo a.d.
X1. Todél, eliminavus a.d. X7 jtaka, vaizdas i§ esmés pasikeitia ir teigiama priklausomybé
gali virsti neigiama. Sis pavyzdys iliustruoja ta fakta, kad tiriant a.d. sarySius nepakanka
apsiriboti koreliacijos koeficientais p;;.

Pereiname prie hipotezés H tikrinimo. Randame statistikos t23 i§ (4.3.5) realizacija

7231 —0,24

tos =Vn—2—k+m—ae = 27— = 1,285,
12, V/1-0,242

ir P reikme pv = 2P{t > 1,285} = 0,210, ¢ia ¢ yra a.d., turintis Stjudento skirstinj su 27
laisvés laipsniais. Atmesti hipoteze néra pagrindo.

4.4. Dauginis koreliacijos koeficientas

Tarkime reikia prognozuoti pirmaja a.v. X = (X, ..., X3)T ~ Ni(u, %), |Z| >
0, koordinate X; remiantis vektoriumi X = (Xo, ..., Xx)T. Tada geriausioji
prognozé (7r. vadoveélio 3 dalies 3.1 skyrelj) yra tiesiné regresija

pa?) = B(X|X® = 2) = py + g7 (a® — @), (4.4.1)

da m = EXy, p® = EX?), 8 = B loq); VX1 = on, VIX?P) = 2,
oy = Cov (X1, X,

4.4.1 apibrézimas. Koreliacijos koeficientas tarp a.d. X; ir geriausiai parink-
tos prognozes X; = u(X(z)) vadinamas dauginiu koreliacijos koeficientu

-1
_ Cov (X, X)) \/BTzzgﬁ _JomZe 7 (4.4.2)

Xl Xl 011

Buvo jrodyta (7zr. vadovélio 3 dalies 3.1 skyrelj), kad a.d. X; ir tiesinés
a.v. X® funkcijos koreliacijos koeficientas yra maksimalus, kai tiesiné funkcija
sutampa su p(X?). Kadangi (X)) ir (X1 — u(X®)) nekoreliuoti, tai galioja
isdéstymas

VX1 = V(X)) + V(X - p(X?)),

o111 = 0'11R2 +O’11(1 — R2)
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I§ ¢ia gauname dauginio koreliacijos koeficiento interpretacija. Dauginio
koreliacijos koeficiento kvadratas R? parodo, kuri a.d. X, dispersijos 011 dalis
tenka geriausiai prognozei X;. Likusios, nekoreliuotos su pirmaja komponentés
X — Xl, vadinamos prognozés paklaida, dispersija sudaro 1 — R? a.d. X;
dispersijos o1, dalj. Jeigu R% = 1, tai reiskia, kad X; ir X® susieti tiesine
priklausomybe. Jeigu R? = 0, tai X; ir vektorius X2 yra nepriklausomi, ir X3
prognozé remiantis X @) neturi prasmes.

Rasime dauginio koreliacijos koeficiento empirinj analogg.

Tegu X4, ...,X,, yra paprastoji a.v. X ~ Ni(u,X),|X3| > 0,n > k, imtis.
Tada analogiskai kaip pirmesniame skyrelyje kovariacinés matricos ¥ didziau-
siojo tikétinumo jvertinys

S T . . 1( Sy S
Y=-8=-) X;-X XiXT< )
n n ;( )( ) n S(l) 522
c¢ia 81y = (S12, .-, S11)T, o matricos Xos jvertinys yra Sao/n.
Regresijos koeficienty vektoriaus 8 = (a2, ..., 3x)? ir dauginio koreliacijos
koeficiento DT jvertiniai

~T ~ T o—1
) . ST)85,S
B=8ySu, k= \/ﬂ 3522[3 = \/(1) = @ (4.4.3)
11 11

Pasinaudoje lygybe
S| = |S22/(S11 — 871822 S1)),
skirtuma 1 — R? galime uZrasyti tokiu pavidalu

L 2o IS

= . 4.4.4
S1IS%l (4.4.4)

4.4.1 teorema. Jeigu dauginis koreliacijos koeficientas R = 0, |¥| > 0,n > k,
tai santykis
R*(n —k
P L ) BN PR IS (4.4.5)
(1-R2)(k—-1)

turi FiSerio skirstinj su k — 1 ir n — k laisvés laipsni.

Irodymas. Matrica S ~ Wi(n —1,X), todél ja galima uZraSyti tokiu pavi-
dalu

n—1
S=> zz];
=1

¢ia Z1, ..., Z,,—1 nepriklausomi vienodai pasiskirste a. v. Z; ~ Ni(0,3). Pazyme-
kime vektoriaus Z; koordinates Z1;, ..., Zxi, Z; = (Z1iy .-, Zki)T, i=1,...,n—1.
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Prognozuodami vektoriy Y, = (Z1, ...,Zl,n_l)T pagal Y; = (Zj1,..., Zjn-1),
j=2,...,k, turime tiesinj Gauso ir Markovo modelj

Yl:Aﬂ+e,

¢ia B = (Ba, ..., Br)T — nezinomy parametry vektorius, A plano matrica, kurios
i-oji eiluté yra (Za, ..., Zp;)T, paklaidy vektorius e ~ N, _1(0,02I). Disper-
sija 02 = 1/o'!, ¢ia 0! yra matricos 7! elementas, atitinkantis matricos
elementa o1;.

Liekamoji kvadraty suma (Zr. 3 dalj 3.1 skyrelj)

1 S| 2 2

= 1 — T — = —_— = ~
SSg = m,én(Yl AB) (Y1 — ApB) ST~ T8m) O Xk

Tikriname hipoteze H : 3 = 0 (tai ekvivalentu, kad dauginis koreliacijos
koeficientas R = 0). Salyginis kvadratinés formos minimumas

SSEH = IIaIlirol(Yl - Aﬁ)T(Yl - Aﬁ) = Y?Yl = 511.
Remiantis 3 dalies 1.3.2 teorema, kai hipotezé H teisinga, SSpy — SSg ir SSEg
yra nepriklausomi ir SSgpy — SSg ~ o%x%_,. Taigi santykis

(k —1)SSg

~F(k—1,n—k). (4.4.6)

Remdamiesi (4.4.4) jsitikiname, kad

SSpm — SSp  R? R
SSE 1 R2

4.4.2 teorema. Jeigu R # 0, tai 4.4.1 teoremos salygomis statistikos F', api-
bréztos (4.4.5) formule, tankio funkcija

oo (k—1)F\(k—1)/24j—-1p(n=1 |
k—1 r +
f(F‘R) = n—k Z . ( Z_I; ) . (k_l)lg 2 j) - X
(n = k)D("3%) 5 J0(EsE 4 j)(1 + BT (=124
PIT (%5 + ) R?

x (1+ p)(n—D/2+i(251)’ PTI-RY (44.7)

Irodymas. Jeigu hipotezé H : 8 = 0 neteisinga, tai santykio (4.4.6)
skirstinys yra necentrinis Figerio skirstinys su & — 1 ir n — k laisvés laipsniy
ir necentriSkumo parametru

_BTS»p BT UULR

2 )

4]

(4.4.8)

o2 o

¢iaUy, ..., U, _1 yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a. v. U; ~ N;_1(0, X93).
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Necentrinio FiSerio skirstinio tankio funkcija (Zr. 1 dalj, 1 P lentele) yra

k: 1)6—5/2 o0 (g)j(%)(’f—l)/%—j—lp(%—l +5)
—RT(3%) =5 S0t + )1+ EE) (v
(4.4.9)
Taigi statistikos (4.4.5) skirstinys priklauso nuo fiksuotyjy reik§miy Z,;, i =
2,...k,j=1,...,n—1. Norint rasti besalyginj tankj, reikia (4.4.9) de8iniaja puse
suvidurkinti pagal fiksuotyjy a.v. bendra skirstinj. Taciau ta priklausomybé
yra tik per necentriSkumo parametra J, kurio skirstinys (zr. Visarto skirstinio
apibrézima)

f(Flk—l,n—]{?,(S)

B S8203 5 Y2 4 R*

~

Xn—1-
0_2 0_2 n—1 1_R2n1

Pazyméjus ¢ = R?/(1 — R?), tankis

d=

f(F|R) :/0 f(Flk—1,n—k,pz)g(xln—1)dx

¢ia g(x|n—1) yra x? skirstinio su n— 1 laisvés laipsniu tankio funkcija. I§ (4.4.9)
matome, kad, norint rasti f(F|R), pakanka apskai¢iuoti vidurkius

2 J 2
Ky =E <(@X;—1) exp{‘pxg—l }) . j=0,1,2,..,

ir jragyti juos i (4.4.10). Gauname

1 o0 n—3 . x
_ o Je—5(1+e)
Kj Q(n_l)/zr(n;)/o 27 (zp/2) e 2 dx
L("3 +7) ¢’

= n— _ =y _7: 0,]—,27.... A
(1) (14 )02

Tikrindami hipotez¢ H : R = 0, kuri ekvivalenti hipotezei, kad visi regresijos
koeficientai By = 83 = ... = B = 0, kai alternatyva yra H : R # 0, naudojame
sary§i (4.4.5). Hipotezé atmetama, kai

R2(n— k)

TU—R)k-1) > Fo(k—1,n = k). (4.4.10)

Kiekviename matematinés statistikos TPP, kuriame yra modulis, skirtas
regresinei analizei, pagrindiniu regresijos prasmingumo matu imamas empirinis
dauginis koreliacijos koeficientas. Yra pateikiama statistikos R? igytoji reikimé

ir P reiksmeé
R2(n—k
pv =P Fp_1 > # )
(1-R>)(k-1)
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dia R2 yra empirinio dauginio koreliacijos koeficiento realizacija. Hipotezé at-
metama, kai teisinga nelygybé
pv < @,

kuri yra ekvivalenti nelygybei (4.4.10).

Kriterijaus galia taskuose R # 0 iSreiskiama integralu nuo tankio (4.4.7).

4.4.1 pavyzdys.(4.1.1 pavyzdZio tesinys). Tarkime, kad 4.1.1 pavyzdZio salygomis prog-
nozuojame pirmaja koordinate X; remiantis vektoriumi (X2, X3)T. Rasime dauginio kore-
liacijos koeficiento kvadrato jvertinio R? realizacija ir patikrinsime hipoteze H : R = 0.

Naudodamiesi matricos S realizacija, surasta 4.1.1 pavyzdyje, apskai¢iuojame statistikos
R? realizacija

T g—1
R2 = m —0.672.
S11 '
Tada statistikos F' apibréztos (4.4.10) realizacija ir P reik§mé yra
R2(n—k
F= # =26,84, pv=P{Fyo7 >26,84} =4-10"".
(1-B?)(k—1)

Hipotezé H atmetama aukSto reikSmingumo lygmens kriterijumi. Kitaip tariant, a.d. Xi

prognozavimas pagal (X2, X3)T yra prasmingas.

4.5. Atsitiktiniy vektoriy nepriklausomumo hipo-
tezes

Sudarysime kriterijus bendresnéms nepriklausomumo hipotezéms tikrinti.

4.5.1. Nepriklausomumo hipoteziy formulavimas

Tegu a.v. X ~ Ni(p,3). Suskaidykime vektoriy X j m maZesnés dimensijos
kj, ki + ...+ kyn =k, vektorius X(l), ...,X(m), sudarytus i§ skirtingy pradinio
vektoriaus X koordinatiy X = (XM, .. (X™)T)T, Tada vidurkiy vektorius
1 taip pat bus suskaidytas j mazesnés dimensijos vektorius p®, ..., u(™ o
kovariaciné matrica 3 bus sudalyta j blokus

i1 o Bim
T=vVvX)=| - - - ) (4.5.1)
2ml e me

Remiantis daugiamacio normaliojo vektoriaus savybémis (3 priedas, 3 savybé),
atsitiktiniai vektoriai X(l), e X (m) nepriklausomi tada ir tik tada, kai kovariacijy
matricos 3;; = 0,7 # 7, 1,5 = 1,...,m. Taigi a.v. X(l), ...,X(m) nepriklauso-
mumo hipoteze¢ H galime suformuluoti taip H : 3;; = 0,1 # j, 1,7 = 1,...,m,
arba H : 3 = 3

Sy - 0
So=1| - 0 e ) (4.5.2)
0o - Emm
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4.5.2. Tikétinumy santykio statistika
Tarkime, kad X1, Xo, ..., X,, yra paprastoji imtis a.v. X ~ N (u, 3).

4.5.1 teorema. Tarkime, kad |X| > 0,n > k. Tikétinumy santykio statistika
hipotezei H tikrinti turi tokj pavidala:

N n/2
(m /(|S|>”/2 (453
|211|"'|2mm| |‘5’11|"'|Smm| ’

Gia X ir 3,1 = 1, ...,m, yra kovariacinés matricos ir jos bloky DT jvertiniai.

Irodymas. Tikétinumy santykis A hipotezei H tikrinti yra

A= max,, »=x, L(H’a 2) _ L(/:L, Z::)
maXu,E L(N72) L(ﬂ, 2)’

Gia fu, b yra parametry p, Y didziausiojo tikétinumo jvertiniai, o fr, ¥ yra §iy
parametry DT jvertiniai surasti esant salygai, kad hipotezé H yra teisinga.
Remiantis 1.1 skyreliu parametry p ir 3 didziausiojo tikétinumo jvertiniai

yra
R B 1 n n B 1

i=1

3\*—‘

o tikétinumo funkcijos maksimumas
L(,2) = (2m) "M2(|Z)) 7% exp{—nk/2}.

Analogiskai skaitiklyje gauname

L(j1, %) = L(p®, 25) = [ L(a", =),

(/,%) ”{r%agll[l (1, 24) l;[1 (B, 2)
i :X(”_lix( 12": _xO)x0 - x¥)yr = Lg,
i n 4 n = n i1y

L, %) = H(zw)*nkiﬂuim)*nﬂ exp{—nk;/2} =

= (27r)7nk:/2(|211| te |2mfn|)7n/2 eXp{*le/Q}.
Padalije gauname tikétinumy santykio statistika

3 n/2 n/2
X ( S| )
Al =l - 454
<|Ell||2mm| |Sll|"'|Smm| ( )
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Tikétinumy santykio reik§mingumo lygmens « kriterijus atmeta hipoteze H,
kai
A< A, (4.5.5)

Gia Aq_, yra statistikos A lygmens 1 — « kritiné reik§mé. Norint rasti Sig kritine
reikSme, reikia iStirti statistikos A savybes.

4.5.3. Tikétinumy santykio statistikos momentai

Teskosime statistikos U = A%/™ momento E(U"), kai hipotezé H teisinga.

4.5.2 teorema. Jeigu hipotezé H teisinga, |X| > 0, n > k, tai statistikos U
eilés h momentas turi tokia iSraiska:

) [PCEE  mr)
=1l Hllrﬁ’ DI +h)

, (4.5.6)

cia k;k = ]4}1 + ...+ ki—l; 1= 2, .., m

Irodymas. Remiantis antra Visarto skirstinio savybe matrica S ~ Wy (n —
1,3). Kai hipotezé H teisinga, tai matricos Sti, ..., Simm nepriklausomos ir
turi Visarto skirstinius S;; ~ Wy, (n — 1,%;;),7 = 1,...,m. Naudodami Visarto
skirstinio tankj (1.6.13), gauname

S| h ‘S|(n_k_2)/2 o .
E Uh :/< | ) e 5Tr(S% )dS
( ) |Sll""‘sm’m| K(kan_laz)

K(k,n—142h,% (n—k—2+2h)/2 _
= i [ sul- 1S 2 e HTHEE g
K(k,n—1,%) K(k,n+2h—1,3%)
Integralas reigkia vidurkj E(|S11] - - - [Smm|) ", kai vidurkinama pagal Vigarto

skirstinio Wi (n + 2h — 1, ¥) tankj. Kadangi funkcijos, kurios vidurkj skai¢iuo-
jame, iSraiSkoje néra matricy S;;,7 # j elementy, tai pradZioje galima suin-
tegruoti pagal visus matricy S;;,i # j elementus. Tada gausime matricy
S11, ey Smm elementy tankj, kuris yra Visarto skirstiniy Wy, (n + 2h — 1, %;;)
tankiy sandauga. Taigi integralas pavirsta integraly sandauga

K(k n71+2h2 H/|S | h |Su|(n k;i—2+42h)/2
K(k,n—1,%) U K(kin+2h— 1,35)

E(U") = X

R N S >
xe 2 r(Si2y; )dS“:

K(k,n—142h,%) ﬁ K(ki,n —1,%) (45.7)

K(k,n—1,%) K(k,n+2h—1,%;)

nes likusieji integralai lygus 1, kaip integralai nuo tankio.
Ira%e i (4.5.7) normuojan¢iy daugikliy iSraiskas i§ (1.6.13), gauname

(o 1) G
o T Ty
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Si reigkinj galima supaprastinti. Pirmos ir paskutinés sandaugos daugikliai,
kai r kinta nuo 1 iki k7 ir 7 kinta nuo 1 iki kq, susiprastina. Todél

b T2 4 h) | (R h)
own= 11 e I U

n—r
r=ki+1 (*27) i=2 | j=1

B RS SSRGS

—kr—j n—j
iz | j=1 [P0 ("L +h)

jeigu pazymésime kf = k1 + ...+ ki1, =2,...,m.A

4.5.4. Tikétinumy santykio statistikos skirstiniai

Momentus (4.5.6) galima traktuoti kaip a.d. InU momentus generuojancia
funkcija

¥(h) =E(U") = E("™Y),
kuri, esant iSpildytai salygai n > k, egzistuoja h kitimo intervale |h| < 1/2.
Todél momentai (4.5.6) visiskai nusako a.d. InU, o kartu ir a.d. U tikimybinj
skirstinj.

4.5.3 teorema. Teoremos 4.5.2 salygomis a.d. U skirstinys sutampa su nepri-
klausomy a. d. sandaugos
ki

Ul ﬁ H & (4.5.8)

i=2 \j=1
skirstiniu; ¢ia &;,5 = 1,...,k;, 1 = 2,...,m, yra nepriklausomi a. d., turintys beta
skirstinius L -
n—ki—j ki
@‘j ~ Be (217 27) . (459)
Jeigu k; = 2r; yra lyginis, tai daugikliy skai¢iy galima sumazinti:

27‘,;

ITe: % f[n?j (4.5.10)
j=1 j=1

dia m;5,J = 1,..., 74, yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius
nij ~ Be(n — ki —2j, kj). (4.5.11)

Irodymas. Formulés (4.5.6) lauztiniuose skliaustuose esantis daugiklis yra
a.d. &; ~ Be((n —k} — j)/2,k;/2) momentas E(¢;). Taigi

U™ =T I1EE;) = I &)™
i=2j=1 i=2j=1
Kadangi momentai E(U"), E( Z) visiskai nusako skirstinius, tai gauname (4.5.8).
Norédami jrodyti (4.5.9), analogiskai teoremai 3.5.4 pasinaudojame gama
funkcijos nuo dvigubo argumento israiska (3.5.8). A
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4.5.5. Tikétinumy santykio statistikos tam tikri atvejai

1. Atvejis m = 2. Tada (4.5.8) desinéje puséje yra vienguba sandauga

kg .
d n—k—j k .
U~ 1_[152]'7 §oj ~ Be(T, 5)7 J=1,. ko (4.5.12)
=
a) Tarkime, k; = ko = 1. Tikrinama a.d. X; ir X5 nepriklausomumo

hipotezé pagal dvimacio normaliojo a.v. (X7, X2)T ~ Ny(u,X) paprastaja
didumo n imtj. Statistika

|S| - S11522 — 7“2511522 —1— 7“2,

U = =
511522 511522

¢ia r yra empirinis koreliacijos koeficientas. Pagal (4.5.12) statistika U ~ €o1 ~
Be((n —2)/2,1/2). Remdamiesi beta ir Fierio skirstiniy sarysiu, gauname

(n—-2)1-U) r? d (n—2)1—¢&n)
U B (n 2)1—7"2 521

Hipotezé atmetama, kai (n — 2)r?/(1 —r?) > F,(1,n — 2). Tai sutampa su
kriterijumi (4.2.1), kai alternatyva yra dvipuse.

~ F(1,n—2).

b) Tarkime, k; = 1,ky = k — 1. Tikrinama hipotezé, kad pirmoji a.v. X
koordinaté X; nepriklauso nuo a.v. (X, ..., X;)T. Statistika (7r. (4.1.4))

ia R? yra dauginio koreliacijos koeficiento kvadrato R? empirinis analogas.
Pagal (4.5.12)

k—1 :
d n—1—351
U~ H §2j, fgj ~ Be (2, 2) . (4513)
j=1
Pirmaja vektoriaus X koordinate galime perkelti j vektoriaus paskutine pozi-
cija. Tada k1 = k — 1, ko = 1 ir sandaugoje (4.5.12) yra tik vienas daugiklis

-k k-1
UL¢ ¢~Be 22520, (4.5.14)
2 2
Taigi tarp beta skirstiniy turéty galioti toks sarysis:
k—1
n—k k-1
(= ngzj ~ Be ( 5 ,2) , (4.5.15)
i

kai €21, ..., {2,xk—1 yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius &»; ~ Be((n—
1 _j)/2a 1/2)7J - 17...,]{7 — 1.
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Remdamiesi beta ir FiSerio skirstiniy sarysiu, gausime

-0k Bk 0-Om-k o
GO0 Gona_fe) - Gong ~FEmheoh).

Todél tikétinumy santykio kriterijus sutampa su kriterijumi (4.4.6), kuris buvo
sudarytas remiantis empiriniu dauginiu koreliacijos koeficientu.

c) Tegu min(kq, ko) = 2. Perstacius koordinates galima pasiekti, kad ko = 2.
Tikrinama hipoteze, kad bet kokios dimensijos k1 normalusis a.v. nepriklauso
nuo dvimacio normaliojo vektoriaus. Remiantis 4.5.2 teorema galima tvirtinti,
kad

Ul N3y, Mo1 ~ Be(n —ky —2, k).

Peréje prie FiSerio skirstinio gauname

(1—\/5)(’(7,—]@‘1—2) i (1—7721)(%—]61—2)
kiU k121

Nepriklausomumo hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai

F = NF(le,Q(n—]{,‘l—Q))

F > Fa(2k‘17 2(7’L — k1 — 2)) (4516)

d) Bendresniu atveju tegu ki > 2, ko > 2. Pertvarkius koordinates ga-
lima pasiekti, kad ko < k;. Tada (4.5.12) yra vienguba nepriklausomy a.d.,
turinc¢iy beta skirstinius, sandauga. Tokio pat tipo sandaugas gavome 3.4 skyre-
lyje tikrindami bendras tiesines hipotezes (3.4.1).

Palygine (4.5.12) ir (3.5.2) matome, kad sandaugos sutaps, jeigu atliksime to-
kius pakeitimus: vietoje parametry k, m, r formuléje (3.5.2) jraSysime paramet-
rus ko, k1+1, k1. Taigi dviejy dimensijos k; ir ke normaliyjy vektoriy nepriklau-
somumo hipotezés tikrinimo kriterijus yra ekvivalentus tiesiniy modeliy hipotezeés
(3.4.1) tikrinimo kriterijui, kai tiesiniame modelyje vektoriy dimensija yra ks,
parametry @, dimensija yra ki 4+ 1, o matricos H rangas lygus k;.

Analogiskai, palygine (4.5.12) su (3.5.5) matome, kad sandaugos sutaps,
jeigu atliksime tokius pakeitimus: vietoje parametry k, m, r formuléje (3.5.2)
iraSysime parametrus kq, ko +1, k. Taigi dviejy dimensijos k; ir ke normaliyjy
vektoriy nepriklausomumo hipotezeés tikrinimo kriterijus yra ekvivalentus tiesiniy
modeliy hipotezés (3.4.1) tikrinimo kriterijui, kai tiesiniame modelyje vektoriy
dimensija yra k;, parametry 3, dimensija yra k2 + 1, o matricos H rangas lygus
ko.

Atveju m = 2 tiriant statistikos U savybes pritaikomi visi rezultatai, kurie
buvo gauti 3.5 skyrelyje, jeigu atliksime minétus pakeitimus.

4.5.1 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdzio tesinys). Buvo pamatuota ty paciy n = 30 kineskopy
dviejy spinduliy srovés stiprumai X3 ir X4 kitos technologinés operacijos (I testeriy karuselé)
metu. Gauti matavimy rezultatai pateikti 4.5.1 lenteléje.
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4.5.1 lentelé. Statistiniai duomenys

i | X4i Xse | X4i X t | X4 Xsi
T | 67 67 | 11| 66 65 | 21 | 67 65
2|68 66 |12 67 67 |22 68 68
3 |66 63 |13| 67 67 |23]| 67 65
4|68 68 |14 68 68 |24 68 67
566 66 | 15| 65 65 | 25| 66 65
6 | 68 67 | 16| 66 65 |26 | 67 67
7166 65 |17|66 65 |27 67 66
8 | 66 65 |18| 67 67 |28]| 65 66
9 | 67 66 | 19| 66 65 | 29| 67 66
10|67 66 |2 ]| 67 67 |30]| 67 66

Sujunge 1.2.1 ir 4.5.1 lenteliy duomenis juos galésime interpretuoti kaip penkiamacio
a.v. X = (X1, X2, X3, X4, X5)T paprastosios didumo n = 30 imties realizacija. Tardami, kad
a.v. X ~ N5(u,X) yra normalusis, patikrinsime hipoteze, kad a.v. X; = (X1, X2, X3)7 ir
X5 = (X4, X5)T yra nepriklausomi.

Randame parametry p ir 3 DT jver¢ius

a7 =X"=(6,2800 6,2333 6,3000 6,6767 6,6033 ),

0,3480 0,2600  0,1600  0,0060 —0,0080

0,2600 0,3667  0,0700  0,0633  0,0967

=— 0,1600 0,0700  0,2400 —0,0900 —0,0700

30 30 0,0060 0,0633 —0,0900  0,2137  0,2023

—0,0080 0,0967 —0,0700  0,2023  0,3897

Apskai¢iave determinantus gauname statistikos U realizacija
s 0,000251

T 1S11]|S22| ~ 0,009132 -0, 042320

1 1
S

= 0,64999.

Kadangi ko = 2, tai remiantis 4.5.3 teoremos (4.5.10) formule galima tvirtinti, kad

d
U~n3;, m21 ~Be(n—Fki—2, k1), ki =3.
Pereidami prie FiSerio skirstinio gauname
(1-VU)25 g (1 —n21)25
F = ~ ~
3WVU 3121
Randame statistikos F' realizacija F' = 2,00296 ir P reik§me

pv = P{Fg 50 > 2,00296} = 0,08275.

F(6, 50).

Hipotezé atmetama, kai kriterijaus reikdmingumo lygmuo virgija 0,08275.

2. Atvejis m = 3. Tikrinama trijy normaliyjy vektoriy, kuriy dimensijos k1,
ko ir ks, nepriklausomumo hipotezé. Nemazinant bendrumo galime tarti, kad
]fg S kl,k‘;g S kl. Tada

PR n—ki—j k
— g T 1 .
UNH&Z] H§3lv 52] ~ Be <252)7 jzla"'ak27

j=1  1=1

—k1—ko—1 k1 +k
&31 ~ Be n ! 2 , 1+ ks , L=1,.. k3.
2 2
Remiantis sarysiu (4.5.10) daugikliy skai¢iy formuléje galima sumaZzinti. Jeigu
k; lyginis, tai daugikliy skai¢ius sumazéja du kartus. Jeigu k; nelyginis, tai

(4.5.17)
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daugikliy skai¢iy galima padaryti lygy (k; +1)/2 imant (k; —1)/2 pagal (4.5.10),
o likusj paskutinj daugiklj paliekant pagal (4.5.8).
a) Tegu k1 = ko = k3 = 1. Tada

Ul £21831, &o1 ~ Be((n—2)/2, 1/2), &31 ~ Be((n—3)/2, 1)

Integruodami §iy nepriklausomy beta skirstiniy tankiy sandauga srityje {(z, y) :
xy <u, 0 <z,y < 1} gausime P reik§me

2((n-1)/2)
VAT ((n — 2/2))

Gia u yra statistikos U realizacija.

pv =P{&1 <wu}+ “7% arcsin v/1 — u,
b) Tegu ki = ko = k3 = 2. Tada remiantis (4.5.10)
USn3imy, mo~Be(n—4,2), na~ Be(n—6, 4)

Integruodami §iy nepriklausomy beta skirstiniy tankiy sandauga srityje {(z, y) :
zy < u, 0 < z,y < 1} gausime P reik§me

pU:P{U31<u}+mu";5{n—l_3(n_2)\/a

6 2 ’

3(n—5)u N 17n — 45u3/2 ~ 3(n— 3)u1nu n- 4u3/2 I},
2 6 2
¢ia u yra statistikos U realizacija.

3. Atvejis m = k > 3. Siuo atveju ky = kg = ... = k,, = 1. Tikrinama
hipotezé, kad a.v. X = (Xi,..., X})T visos koordinatés yra nepriklausomos,
t.y. kovariaciné matrica turi diagonalinj pavidalg. Remiantis (4.5.8) statistika

k .

d n—i i

U~T[6n &1~ Be(——
=2

2 ’5)'

Jeigu k < 4, tai U galima uzrasyti ne daugiau kaip dviejy daugikliy sandauga.
Tada pasiskirstymo funkcijos G(u) = P{U < u} reikSmes galima rasti skaitinio
integravimo metodais.

4. Kai m ir k;,i = 1,...,m, yra didesni, tai ieskant G(u) tekty integruoti
daugialypj integrala. Nors pointegraliné funkcija palyginti paprasta, taciau
esant dideliam kartotinumui integralo reik§miy radimas gali buti sunkiai rea-
lizuojamas. Tada, matyt, realiau yra naudoti skaitinio modeliavimo metoda
(7r. 3.5.5.5 skyrelj).
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4.5.6. Asimptotinis tikétinumy santykio kriterijus

Remiantis tikétinumy santykio asimptotinémis savybémis (zr. 1 dalj,4.5.4 skyrelj,
4.5.6 teoremy), galima tvirtinti, kad a.d.

Z:f21nA:fnan$Xz, n — oo. (4.5.18)

Laisvés laipsniy skaicius

k(k+1) ki(ki+1) 1, )
=1 i=1
nes pradinéje matricoje 3 yra k(k + 1)/2 neZinomy parametry, o jei hipotezé
teisinga, tai matricoje 3 lieka >, (k; + 1)k; /2 nezinomy parametry.
Apytikslis a lygmens tikétinumy santykio kriterijus atmeta hipoteze, kai

Z =-2InA=-nlnU > x%(v). (4.5.19)

Kriterijy galima uzraSyti ir asimptotinés P reikSmeés terminais: hipotezé
atmetama apytiksliu a lygmens kriterijumi, kai

pua = P{x2 > 2} < a, (4.5.20)

Gia z yra statistikos Z realizacija.
Asimptotinio sary8io (4.5.18) teisingumu galima jsitikinti ir tiesiogiai. Atsi-
tiktinio dydzio Z = —21n A charakteristiné funkcija

w(t) _ E(eit(—2lnA)) _ E(e—itnan) _ E(U—itn)

gaunama momento iSraiskoje (4.5.6) vietoje h jrasius —itn:

e QN B R ) N

Y(t) =EU") = H H F(n—’??—j)r(ﬂ - z2tn) ’
i=2 | j=1 2 2

(4.5.21)

k?:k1+---+ki—l7 Z:2,,m

Skleidziant gama funkcijas pagal Stirlingo formule galima jsitikinti, kad n — oo
charakteristiné funkcija baigtiniuose ¢ kitimo intervaluose konverguoja j (1 —
2it)~v/2.

4.5.2 pavyzdys. ((4.5.1 pavyzdZzio tesinys). I§spresime ta patj uZdavinj, kaip ir 4.5.1
pavyzdyje, taikydami asimptotinj tikétinumy santykio kriterijy.
Randame statistikos Z = —nInU realizacija Z = 12,13304 ir asimptotine P reikime

pva = P{x2 > 12,13304} = 0,05907.

Hipotezé atmetama, kai kriterijaus reikSmingumo lygmuo vir§ija 0,05907. Atsakymas
gerokai skiriasi nuo atsakymo, gauto 4.5.1 pavyzdyje. Taigi prie palyginti nedidelio imties
didumo asimptotinis tikétinumy santykio kriterijus gali baiti netikslus ir privesti prie klaidingos

isvados.
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4.5.7. Asimptotinio skirstinio patikslinimai

Analogigkai kaip ir 3.5.5 skyrelyje, turint charakteristine funkcija (4.5.21), tikéti-
numy santykio kriterijy galima patikslinti skleidziant In ) (t) eilute it laipsniais:

my(t) = ity

1
;)
I3 ¢ia gauname semiinvarianty israigkas
m ki n— k* —j n —j
I D U e | R
i=2 | j=1

Cia @q(x) yra funkcijos InT'(x) s-oji i§vestine.

Vietoje statistikos Z = —nInU imant statistika Z* = 67, kai § = v/k1, jos
vidurkis EZ* = v sutampa su ribinio skirstinio vidurkiu. Aproksimuodami a.d.
Z* skirstinj x? skirstiniu su v laisvés laipsniy, gauname patikslintg kriterijy:
hipotezé atmetama asimptotiniu a lygmens kriterijumi, kai teisinga nelygybé

Z* = —onInU > % (v),
arba P reikSmiy terminais, kai
i) =P{\2 > 62} < a,

Cia z yra statistikos Z realizacija.
Analogiskai galima surasti patikslintus kriterijus sutapatinant 2 ar 3 mo-
mentus (7zr. 3.5.5.2, 3.5.5.3 skyrelius).

Kaip ir skyrelyje 3.5.5.4, aproksimacijos (4.5.20) tiksluma galima padidinti
skleidZiant funkcija In ¢(dt) ne it, o (1 — 2it) laipsniais:

l
Inp(dt) = —g In(1 — 24t) + Z‘: (:{;)s {(1 _12”)5 - 1] +0(1/n'tY). (4.5.23)

Tikslinga kaip ir skyrelyje 3.5.5.4 parinkti ¢ taip, kad w; skleidinyje (4.5.23)
virsty 0. Gauname, kad ¢ reikia parinkti taip:

53 + 9y s m X
0=1——— =k° — E k2. 4.5.24
3nv fs — ’ ( )

Apsiriboje nariu s = 1 (dalinis vidurkio sutapatinimas) gausime patikslinta
kriterijy P reikSmiy terminais: hipotezé atmetama apytiksliu reik§mingumo
lygmens « kriterijumi, kai

w® =P{2 > 62} <a, (4.5.25)

Gia z yra statistikos Z realizacija.
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Imdami ir narj s = 2, gauname tokj P reik§més patikslinima (analogiska
teoremai 3.5.6):
wa

pw® =P{2 > 62} + W[P{X‘ﬁ% > 02} —P{x2 > 0z}]+0(1/n?), (4.5.26)

m
Ba—bv  f3 4 4
wy =22 L=k =Sk
48 144v° A ; !
4.5.3 pavyzdys. (4.5.1 pavyzdzio tesinys). Patikslinkime asimptotinj tikétinumy santykio
kriterijy remdamiesi pateiktais aproksimacijy patikslinimais ir palyginkime gautus kriterijus
su tiksliu kriterijumi, gautu 4.5.1 pavyzdye.
Randame pirmojo semiinvarianto (vidurkio) reik§me k1 = 6,92991, 6z = 10,50493, ir
asimptotine patikslinta (sutapatinant vidurkius) P reik§me
i) = P{x2 > 10,50493} = 0,10494.
Apsiribodami pirmuoju asimptotinio skleidinio nariu pagal (4.5.24) gauname § = 0, 86667,
6z = 10,51530 ir asimptotine patikslinta P reiksme
i = P{x2 > 10,51530} = 0, 10456.
Prijungdami antrajj asimptotinio skleidinio narj pagal (4.5.26) gausime pvff) = pvé2> +
0,00043 = 0, 10499.
Tiksli P reik3mé, rasta 4.5.1 pavyzdyje, yra 0,10499.

Taigi, gauname tokia iSvada. Esant nedideléms imtims asimptotinj tikétinumy santykio
kriterijy reikia koreguoti atliekant, pavyzdziui, pateiktus patikslinimus. Kaip ir 3 skyriuje
reikSmingiausia indélj mazinant paklaida sudaro tikslus ar apytikslis vidurkio sutapatinimas.
Tolesniy pataisy jtaka kur kas maZesné.

4.6. Pratimai

4.1. Irodykite, kad koreliacijos koeficiento p jvertinys r yra invariantigkas poslinkio ir
mastelio atzvilgiu.

4.2. Tegu X ~ N3(0,X), kai
1 p p?
3= p 1 p
P op 1

Sudarykite parametro p pasikliovimo intervala remdamiesi vienu a. v. X stebéjimu (X1, X2,
X3)T

4.3. Irodykite, kad empirinis koreliacijos koeficientas r turi monotoninj tikétinumo santyXkj.
Irodykite, kad tarp visy kriterijy, grindziamy empiriniu koreliacijos koeficientu r, tikrinant
hipoteze H : p = po, kai alternatyva H : p > po, kriterijus pavidalo » > c yra tolygiai
galingiausias.

4.4. Irodykite, kad jei normaliojo skirstinio Ny (u,X) kovariacijy matrica 3 yra diago-
nalioji, & = [04]kxks 0is = 07,045 = 0,4 # j = 1,..., k, tai empiriniai koreliacijos koeficientai
rij,1 # j = 1,..., k nepriklauso nuo diagonaliniy matricos S elementy S;;.

4.5. Tegu X1, ..., X,, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ng(u, I). a) Irodykite, kad koreliaci-
jos koeficienty r;;,4 < j = 1, ..., k, daugiamadcio skirstinio tankio funkcija yra
Tk —1)/2 (n—k—2)/2
f(rlk,n—1) = - k((TlL 2 )/k lul - )
ek =D/ATTE_ T((n - 5)/2)

T = [Tij]kxk-
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b) Irodykite, kad determinanto || momentas E(|r|*) yra

o Ta (= 5)/2+ hIT((n —1)/2)
E(""V ) = H { I'((n—1)/2)T((n —1)/2+h) } ’

j=2
c¢) Irodykite, kad || turi tokj pat skirstinj kaip ir sandauga H?:z &j; ca &2,...,&, yra
n.a.d. ir §; ~ Be((n —1)/2,(j —1)/2),j =2,..., k.

4.6. Koreliacijos koeficiento jvertis pagal dvimacio normaliojo skirstinio paprastajg didumo
n = 10 imtj » = 0,65. Patikrinkite nepriklausomumo hipoteze, kai reik§mingumo lygmuo
a = 0,05, o alternatyvioji hipotezé tvirtina, kad a.d. yra teigiamai koreliuoti.

4.7. Koreliacijos koeficiento jvertis pagal dvimacio normaliojo skirstinio paprastaja didumo
n = 20 imtj r = 0,65. Patikrinkite hipoteze H : p = 0,4, kai alternatyva yra H : p > 0,4, o
kriterijaus reikSmingumo lygmuo o = 0, 05.

4.8. Pagal dvimafio normaliojo skirstinio paprastaja didumo n = 15 imtj tikrinama
nepriklausomumo hipotezé H : p = 0, kai alternatyvos yra Hy : p > 0, Ha : p < 0 ir dvipusé
Hs : p # 0, o kriterijaus reikimingumo lygmuo o = 0,01. Sudarykite kriterijy galios funkcijy
reik§miy lenteles, kai p = —1(0,2)1, ir nubraizykite jy grafikus.

4.9. Pagal dvimacio normaliojo skirstinio paprastaja didumo n = 20 imtj tikrinama
hipotezé H : p = 0, 6, kai alternatyvos yra Hy : p > 0,6, Ha : p < 0,6 ir dvipusé Hz : p # 0,6,
o kriterijaus reikSmingumo lygmuo o = 0,05. Sudarykite kriterijy galios funkcijy reik§miy
lenteles, kai p = —1(0, 2)1, ir nubraizykite jy grafikus.

4.10. Koreliacijos koeficiento jvertis pagal dvimacio normaliojo skirstinio paprastaja
didumo n = 50 imtj » = —0,7. Rakite parametro p pasikliovimo intervala, kai pasikliovimo
lygmuo @ = 0, 95.

4.11. Koreliacijos koeficiento jverciai pagal dvi nepriklausomas dvimaéio normaliojo skirs-
tinio paprastasias didumo n; = 40 ir ng = 50 imtis yra 0,5 ir 0,6. Patikrinkite koreliaci-
jos koeficienty lygybés hipoteze, kai alternatyva dvipusé, o kriterijaus reik§mingumo lygmuo
a=0,01.

4.12. Tare, kad buvo stebimi normalieji vektoriai, raskite koreliacijos koeficienty taski-
nius ir intervalinius jvertinius (pasikliovimo lygmuo Q = 0,95) pagal 1.9 pratimo a) ir b)
duomenis.

4.18. Tare, kad buvo stebimas normalusis vektorius pagal 1.8 pratimo duomenis a) a.v.
(X3, X4)T salyginio skirstinio, kai a.v. (X1,X2)T fiksuotas, parametry jvercius; b) raskite
dalinio koreliacijos koeficiento psa.12 jvertj rss.12; c) raskite parametro ps4.12 pasikliovimo
intervalg su pasikliovimo lygmeniu @ = 0, 95; d) raskite dauginiy koreliacijos koeficienty tarp
X3 ir (X1, X2)T ir tarp Xy ir (X1, X2)T jveréius; e) patikrinkite hipotezes, kad X3 nepriklauso
nuo (X1, X2)7T ir X4 nepriklauso nuo (X1, X2)7T; f) patikrinkite hipoteze, kad a.v. (X1, X2)T
nepriklauso nuo a.v. (X3, X4)7T.

4.14. Tare, kad buvo stebimas normalusis vektorius pagal 2.7 pratimo duomenis, patik-
rinkite nepriklausomumo hipoteze.

4.15. Tare, kad buvo stebimas normalusis vektorius, pagal 2.9 pratimo duomenis patik-
rinkite hipoteze, kad a.d. X nepriklauso nuo vektoriaus (X2, X3)T.

4.16. Tare, kad buvo stebimas normalusis vektorius, pagal 3.6 pratimo duomenis a)
patikrinkite hipoteze, kad a.v. (X1,X2)” nepriklauso nuo (Zi,...,Zs)T; b) patikrinkite
hipoteze, kad a.v. (X1, X2)T nepriklauso nuo (Z2, Z3, Z4)7.

4.17. Pagal n = 20 mety duomenis apie vidutinj Sieno derliy (X1), pavasariniy krituliy
kiekj (X2) ir skaiciy pavasario dieny, kai temperatiira buvo auksta (X3), gautas koreliacijos
koeficienty matricos ivertis

1,00 0,80 —0,40
0,80 1,00 —0,56
—0,40 —0,56 1,00
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Matome, kad ieno derliaus X ir temperatiiros X3 koreliacija yra neigiama. Paaiskinkite §j
fakta remdamiesi dalinio koreliacijos koeficiento p13.2 ivertiniu.

4.18. (4.17 tesinys.) Raskite a.d. X7 ir a.v. (X2, X3)T dauginio koreliacijos koeficiento
jvertj. Tare, kad buvo stebimas normalusis vektorius, patikrinkite a.d. X1 ir a.v. (X2, X3)7
nepriklausomumo hipoteze.

4.19. Buvo tiriamos darbo sanaudos lyginant drabuzius: X; — drabuzio uzdéjimas ant
lyginimo lentos; X2 — trumpy sidliy lyginimas; X3 — drabuZio perdéjimas ant lentos; X4 —
ilgy sidliy lyginimas; X5 — ilgy sitliy lyginimo uzbaigimas; X — drabuzio pakabinimas ant
kabyklos. Gauti n = 76 darbuotojy vektoriaus X = (X1, ..., Xg)T matavimai, pagal kuriuos
apskaicCiuota

9,47 2,57 0,85 1,56 1,79 1,33 0,42
25,56 0,85 37,00 3,34 13,47 7,59 0,52

% _ | 1325 g_ | 156 334 844 577 2,00 0,50
31,44 |° 1,79 13,47 5,77 34,01 10,50 1,77

27,29 1,33 7,59 2,00 10,50 23,01 3,43

8,80 0,42 0,52 0,50 1,77 3,43 4,59

Patikrinkite hipoteze, kad a.d. X1, ..., X¢ yra nepriklausomi.

4.20. Vektoriaus X = (X1, ..., X5)T koordinatés reigkia: X1 — skai¢iavimo greitumas, Xo
— gabumali atliekant skai¢iavimus, X3 — atmintis ZodZiams, X4 — atmintis prasmingiems sim-
boliams, X5 — atmintis beprasmiams simboliams. Pagal n = 140 vektoriaus X nepriklausomas
realizacijas gautas koreliacijy matricos jvertis [2]:

1,0000 0,4248 0,0420 0,0215 0,0573
0,4248 1,0000 0,1487 0,2489 0,2843
0,0420 0,1487 1,0000 0,6693 0,4662
0,0215 0,2489 0,6693 1,0000 0,6915
0,0573 0,2843 0,4662 0,6915 1,0000

M
Il

a) Raskite dalinio koreliacijos koeficiento pys.3 jvertj.

b) Raskite dalinio koreliacijos koeficiento p12.345 jvertj.

¢) Raskite dauginio koreliacijos koeficiento tarp X1 ir vektoriaus (X3, X4, X5)7 jverti.
d) Patikrinkite hipoteze, kad a.v. (X1, X2)T ir (X3, X4, X5)7 yra nepriklausomi.

4.21. Tare, kad buvo stebétas normalusis a.v., pagal 1.10 pratimo duomenis a) raskite
a.v. X = (X1, X2, X3,X4)T koordinaciy koreliacijos koeficienty tagkinius ir intervalinius
(Q = 0,95) jvertius; b) raskite a.v. Y = (Y1,Y2,Y3)T koordinaéiy koreliacijos koeficienty
tagkinius ir intervalinius (Q = 0, 95) jvercius; ¢) patikrinkite a.d. Y7, Y2, Y3 nepriklausomumo
hipoteze.

4.22, (1.13 pratimo tesinys). Priéme normalumo prielaida patikrinkite hipoteze, kad
a.v. X = (X1, X2, X3, X4)T koordinatés yra poromis nepriklausomos.

4.23. (2.10 pratimo tesinys). Raskite a.d. X; ir Xokoreliacijos koeficiento ir a.d. X ir
X> dalinio koreliacijos koeficiento, kai X3 fiksuotas, taskinius jvercius.

4.24. (2.17 pratimo tesinys). Priéme normalumo prielaida 2.17 pratimo salygomis a)
raskite a.d. X1, X2, X3 empirinius koreliacijos koeficientus; b) raskite a.d. X1, X2, X3 dalin-
ius empirinius koreliacijos koeficientus, kai a.d. X4, X5, X¢ fiksuoti, tagkinius ir intervalinius
(Q = 0,95) jvercius; c) patikrinkite hipoteze, kad a.d. X2 ir a.v. (X1, X3)T yra nepriklau-
somi, jeigu a.v. (X4, X5, Xg)T yra fiksuotas.
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4.2. Parametro p pasikliovimo intervalo su pasikliovimo lygmeniu @ réziai yra lygties
Ap? — 2Bp — C = 0 Saknys; ¢ia A = X2 +x2(3), B = X2(X1 + X3), C = x2(3) — X? —
X2 — X2. Nurodymas. Remiantis 3 priedo normaliojo skirstinio 2 savybe XTE~1X ~ x2,
P{XTZ"1X < x2(3)} = Q = 1—a. Skliausteliuose paradytoji nelygybé ekvivalenti nelygybei
Ap?—2Bp—C < 0. 4.4. Nurodymas. Naudodamiesi Vigarto matricos S elementy S, ;,j >
i =1,...,k skirstiniu (1.6.13) gauname vektoriaus (S11, ..., Skk,7ij,j > @ = 1,..., k) skirstinio
woo - Sp)*=1/2) . Tsitikiname, kad gautasis tankis
yra sandauga k tankiy a.d. S;; ~ 02xi71 ir tankio a.v. (75,7 >4 = 1,..., k), kurio israiska
pateikta 4.5. pratime. 4.5. Nurodymai. a) Zr. 4.4. pratima; b) tiesiogial integruojame
naudodami p. a) pateikta tankio iSraigka; c) isitikiname, kad p.b) gautoje momento israiskoje
apskliaustas daugiklis yra momentas E({;L) 4.6. Statistikos (4.1.7) realizacija t = 2,419.
Kadangi to,05(8) = 1, 8595, tai nepriklausomumo hipotezé atmetama. 4.7. Statistikos (4.2.4)
realizacija yra 1,4499. Kadangi 20,05 = 1,645, tai hipotezé neatmetama. 4.8. Taikant FiSerio
aproksimacija, kai alternatyva H;, kriterijaus galia apytiksliai yra

tankj (pakeitimo jakobianas |J| = (S11 -

Gauname $1(0,2) = 0,0522,
4.9. Taikant FiSerio aproksimacija dvipusés alternatyvos H3 atveju kriterijaus galia apytiksliai

Atsakymali ir nurodymai

2 1

1. 1+
,81(p):17®<207017\/n7371nf2), p>0.

$1(0,4) = 0,1952,

$1(0,6) = 0,5298,

B1(0,8) = 0,9305.

yra
1 (1+p)(1 = po) 1 (14 p)(1—po)
Bs(p :17<I)(z —vVn—-3-In—————= |4+P( —2 —-vn—-3-In ——M———=
2 o2 =V =3 I T (T ) o2 = V=3 I ) (U o)
Gauname
o ] 08 06 0.4 0.2 0,0 0,2 0.4 0,6 0,8
Bs(p) | 1 | 0,99991 | 0,9959 | 0,9585 | 0,8154 | 0,5248 | 0,1991 | 0,05 | 0,3867

4.10. Naudodami FiSerio aproksimacija gauname apytikslio pasikliovimo intervalo reali-

zacija (p; p) = (—0,8188; —0,5237). 4.11. Remiantis Fierio aproksimacija statistika U =

V/(n1 = 3)(n2 — 3)/(n1 + na — 6)(th(r1) — th(r2)), kai hipotezé teisinga, turi apytiksliai stan-
dartinj normalyjj skirstinj. Gauname statistikos U realizacija U = —0, 7907. Kadangi |U| <
20,005 = 2, 5758, tai hipotezé neatmetama. 4.12. a) r = 0,5477; (p; p) = (0,3053;0,7193); b)
r = 0,7937; (p;p) = (0,7060;0,8574). 4.13. a) A.v. xX®@) = (X3, X4)T salyginis skirstinys,
kai a.v. XD = (X1, X2)T = (z1,22)T = 2@ yra fiksuotas yra dvimatis normalusis su
vidurkiy vektoriumi (us(z1,x2), pa(z1,x2))T = n@ — 22121_11 (m(l) — [_L(l)) ir kovariacijy
matrica 3oo.1 = Yoo — o3 21_11212. Naudodami parametry jvercius, surastus 1.7. pratime,
gauname fi3(z1,x2) = 23,799+ 0, 45021 + 0, 50622, fi4(z1,x2) = 41,2294 0, 27421 + 0, 378x2;
633.12 = 43,474, 634.12 = 18,039, Fa4.12 = 19,126; b) r34.12 = 0,468; c) (834412?@54‘12) =
(0,0798;0,9352); d) pirmu atveju R2 = 0,5687, antruoju — R2 = 0,5752; e) statistika F,
kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi FiSerio skirstinj su 2 ir 22 laisvés laipsniais
pirmu atveju, jgijo reikSme 14,506, antruoju — 14,894; atitinkamos asimptotinés P reik§més
yra 0,000096 ir 0,000081; hipotezés atmetamos; f) statistika F = 21(1 — VU/(2VU) igijo
P{F442 > 6,576} = 0,0003, tai hipotezé at-

reikSme 6,5760; kadangi P reik§mé pv =

mestina. 4.14. Koreliacijos koeficiento jvertis r = 0,8680. Statistika t = v/n — 2r/v/1 — 12
igijo reik8me 4,9430; P reik§mé pv = 0,0006. Hipotezé atmestina. 4.15. Statistikos R?
realizacija yra 0,5288. Statistika F', kuri esant teisingai hipotezei turi FiSerio skirstinj su
2 ir 25 laisvés laipsniais, jgijo reik¥me 14,0291; P reiksmé pv = P{Fy5 > 14,0291} =
0,00008. Hipotezé atmestina. 4.16. a) statistika F = 17(1 — VU /(6VU) jgijo reikime
8,7058; kadangi P reik§mé pv = P{Fi2.34 > 8,7058} = 3 - 1077, tai hipotezé atmetama; b)

).
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statistika F' = 20(1 — vU/(3VU) jgijo reikime 5,44503; kadangi P reikimé pv = P{Fg.40 >
5,44503} = 0,00034, tai hipotezé atmestina. 4.17. Dalinio koreliacijos koeficiento pis.2
ivertis r13.2 = 40,1 yra teigiamas. Tai kad koreliacijos koeficiento p13 jvertis r13 = —0,4
yra neigiamas, matyt, gali buti paaikintas auksta neigiama Xo ir X3 priklausomybe (lie-
tingu oru temperatiira turi tendencija jgyti maZesnes reikdmes). 4.18. Dauginio koreliaci-
jos koeficiento jvertis R = 0,802. Statistika F i§ (4.1.5) jgijo reiksme 15,3306. Kadangi
pv = P{Fy,17 > 15,3306} = 0,00016, tai nepriklausomumo hipotezé atmetama. 4.19. Statis-
tika Z = —nInU jgijo reikS§me 54,7939. Kadangi pv, = P{x%5 > 54,7939} = 1,9 - 10-96,
tai nepriklausomumo hipotezé atmetama. 4.20. a) r45.3 = 0,5773; b) 712.345 = 0,4315; c)
R = 0,0726; d) statistika F = 135(1 — VU/(3VU) igijo reikime 2,3771; kadangi P reikimé
pv = P{Fg.270 > 2,3771} = 0,0296. Hipotezé atmetama, kai kriterijaus reik§mingumo lyg-
muo virgija 0,0296. 4.21. a) ri2 = 0,9138; (312;512) = (0,8251;0,9585); r13 = 0,8859;
(Blg;ﬁw) = (0,7721;0,9447); r14 = 0,8981; (B14;ﬁ14) = (0,7951;0,9508); roz = 0, 7882;
(823;ﬁ23) = (0,5977;0,8945); ro4a = 0,7881; (824;ﬁ24) = (0,5975;0,8944); r34 = 0,9231;
(834;534) = (0,8433;0,9631); b) r12 = 0,7711; (P43 P12) = (0,5688;0,8854); 713 = 0, 3816;
(313;513) = (0,0248;0,6522); rog = 0,3448; (323;523) = (—0,0176;0,6272); c) statistika
Z = —2InA jgijo reikSme 32,0292; asimptotiné P reik§mé pv, = P{X§ > 32,0292} =
5.2 -1077; hipotezé atmetama. 4.22. Statistika t;; = vn — 2r;/4/1 fr?j,i #3 =123,
esant teisingoms tikrinamoms hipotezéms turinti Stjudento skirstinj su 38 laisvés laipsniais
igijo reik8mes -1,3447; 0,2194; -1,6456; 0,4473; 0,6973; -0,4550; atmesti tikrinamas hipotezes
néra pagrindo. 4.23. ro3 = —0,2095; r23.1 = 0,0323. 4.24. a) r12 = 0,8752; r13 = 0, 9559;
rog = 0,9013; b) r12.456 = —0,0998; r13.456 = 0,4920; r23.456 = —0, 0303; (812456;?12‘456) =
(—0,3491;0,1641); (p,, .- i P1g.as6) = (0,2744;0,8030); (p,, - i o3 456) = (—0,2864;0,2298);
c) statistika (4.4.10) jgijo reikdme 0,289; P reikdmé pv = P{Fy;55 > 0,289} = 0, 7501; hipotezé

neatmetama.



5 skyrius

Hipotezes apie kovariacijy
madtricas

5.1. Kovariacijy matricy lygybeés hipotezés

Tikrinant vidurkiy vektoriy lygybés hipoteze 2 skyriuje ar bendresnes tiesi-
nes hipotezes 3 skyriuje, buvo tariama, kad stebimy nepriklausomy vektoriy
kovariacinés matricos yra lygios. Jeigu yra pagristy abejoniy dél Sios prielai-
dos teisingumo, reikéty turéti kriterijus, kurie leisty patikrinti tokios prielaidos
teisinguma.

Tarkime, X11, ..., X1ny; X21, ..o, X2ng; = 5 Xl oors Xomm,, » yra didumo ny, ng,
weey s M1+ N2+ ... +n,, = n, paprastosios imtys, gautos stebint nepriklausomus
a.v. Xy ~ Ni(py,21); Xo ~ Ni(pg, 22); -+ X ~ Ng(thy,, Xin). Remiantis

Siomis imtimis reikia patikrinti hipoteze
H 21 = 22 = ... = Em7 (511)

kad 8iy m nepriklausomy iméiy kovariacinés matricos yra lygios.

5.1.1. Tikétinumy santykio statistika

Tikétinumy santykio statistika A hipotezei H tikrinti yra

maXy, .,pu,,= L(Nla"'a“m?z) _ L(ﬁl»"'?ﬁmvz)
maxp,l,...,;LT,L,El,...,Em L(Hla vy Moy s 21, ceey Em) L(ﬂl, vy ﬁm, 21, vy ﬁ:m) ’
(5.1.2)
Cla fyy ooy s DN Y yra parametry DT jvertiniai, o ftq, ..., it,,,, 2 — parametry
DT jvertiniai, surasti tarus, kad hipotezé (5.1.1) teisinga.

A:

114
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Remiantis 1.1 skyreliu parametry DT jvertiniai yra

Uz Uz

< 1 - 1 1 _ _
0. =X, — — X G = X, o xN\T 1.
My T ijy i s S; g Z(XU XZ)(XU Xz) , (5.1.3)
Jj=1 j=1
o tikétinumo funkcijos maksimumas
R " ~ ~ M —kn ~ —n, knl
L(fy, ooy flygy B, oy Bn) = [[{2m) 72 (12]) 7/ exp{— 5 b
i=1

Kai hipotezé H teisinga, vidurkiy pq, ..., it,,, jvertiniai yra tokie patys f1; =
;v =1,...,m, o bendros kovariacinés matricos X jvertinys

~ 1 1
S =28==(S1+..+8n) (5.1.4)
n n

Tikétinumo funkcijos salyginis maksimumas
0 ~ 5 —kn/2/151\—n/2 kn
L(feys ooy i, 3) = (27) (1)~ exp{—=-}.

Taigi, tikétinumy santykio statistika

A DI CTET) S LEVER nkn/2 1S, |"1/2 | S | /2 (5.0.5)
‘i‘n/2 nlfnl/2~-nﬁlnm/2 |S|n/2 o
Hipotezé H atmetama, kai
A<Ai_a, (5.1.6)

Gia A1_, yra statistikos A lygmens 1 — « kritiné reiksmé.

Bartletas pasiiilé modifikuoti statistikag A naudojant nepaslinktuosius kova-
riaciniy matricy jvertinius, t.y. (5.1.5) vietoje n; imti v; = n; — 1, o vietoje
n =mn, +..+n, imti v = n— m. Tada modifikuotoji tikétinumy santykio
statistika yra

~ kv/2 S, |vi/2...|8. [vm/2
A= kv /2V kvpm /2 | 1| V|/2m| (517)
v My S|
Hipotezé H atmetama, kai
A<Ai_, (5.1.8)

¢ia Ai_, yra statistikos A lygmens 1 — « kritiné reiksmeé.

Kriterijus (5.1.8), grindziamas modifikuotaja tikétinumy santykio statistika,
yra ekvivalentus kriterijui, grindZiamam statistika (atmetame konstanta)

B |Sl‘l’1/2... |Sm Vm, /2

|S|U/2

v

(5.1.9)
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Hipotezé atmetama, kai
V <Vi_a, (5.1.10)

Cia Vi_, yra statistikos V' lygmens 1 — o kritiné reik§mé. Norint rasti kritine
reikSme V) _,, reikia iStirti statistikos V' savybes.

5.1.1 pavyzdys. Atveju k = 1, m = 2 nelygybé (5.1.10) turi tokj pavidala:

v (sful)wﬂ(sgm)"a/? - V;1/2V52/2Fu1/2 . 111
N (8201 + s2up)(v1tr2)/2 T (W F 4 1) (n1+2)/2 < Vi-a, (5.1.11)

Cia F = s%/sg, o s% ir s% yra dispersijy O‘% ir O’% NMD jvertiniai pagal nepriklausomas didumo
n1 ir ng normaliyjy a.d. imtis. Kai 03 = 03, tai ' ~ F(v1,v2). Nelygybeé (5.1.11) ekvivalenti
tokioms dviem nelygybéms

F < Fi—qa,(v1,12), F > Fa,(v1,12), a1+az=a.

Gauname kriterijy, kuris sutampa su TGN kriterijumi hipotezei H : a% = a% tikrinti, gautu

1 dalies 5.7.2 skyrelyje.

Vienmadiu atveju, kai iméiy skai¢ius m > 2, (5.1.8) tipo kriterijus buvo
nagrinétas 1 dalies 5.6.2 skyrelyje, 5.6.3 pavyzdyje.
5.1.2. Tikétinumy santykio statistikos momentai

Ieskosime statistikos V', apibréztos (5.1.9) lygybe, momento E(V?).

5.1.1 teorema. Kai hipotezé (5.1.1) teisinga, |X;| > 0, v; > k, j = 1,...,m,
momentas E(V") turi tokj pavidala

M BT (v + hoy +1—4)/2)] T((v+1—1)/2)
B =11 H[ T((v; +1—1)/2) ]F((V+hz/+1i)/2)

i=1 | j=1
(5.1.12)
Jeigu k = 2r lyginis, tai
)& [Ty +hyy +1-20))] Tw+1-20)
E(V") = . . . (5113
v H H[ I'(v; +1—2iq) ]F(V+hu+12i) ( )

i=1 | j=1

Irodymas. Remiantis 1.2 skyreliu matricy S, ..., S;, elementy skirstiniai
yra nepriklausomi Visarto skirstiniai S; ~ Wy (v, %),i = 1,...,m. Naudodami
tankio igraiska (1.6.13), gauname

m S; (vi+2hv;—k—1)/2 _1ir Siz—l
E(Vh):/|ShVH{| | exp{—3Tr(SiZ )} o
i=1

K(kja Vi, E)

- K(k,V¢+hVi,2) —hv
‘.1{ Kk i, %) }/'S .

1=

K(k, v; + hl/i, E)

1=1
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Integralas reigkia funkcijos |S| = |S1 + ... + S| momenta E(|S|~"), kai
vidurkinama pagal Visarto skirstiniy Wy (v; +hv;, 3) tankiy sandauga. Remian-
tis Visarto skirstiniy tre¢ia savybe S = S1 + ... + S, ~ Wi(v + hv, ). Todél
momentg E(|S|~") galime rasti vidurkindami pagal skirstinio Wy (v + hv, )
tankj. Gauname

o =[5

i=1

|S‘(u+2hu7k71)/2 eXp{f%T’r(Sxfl)}
K(k,v+ hv, %)

_H K(k,v; + hv;, X0) K(k,v,X)
K(k,v;, %) K(k,v+hv, %)
TraSe normuojanciy daugikliy iSraigkas i§ (1.6.13), gauname (5.1.12).

Formulé (5.1.13) gaunama naudojant dvigubo argumento gama funkcijos
israiska (3.5.8) analogiskai kaip teoremoje 3.5.4. A

as

5.1.3. Tikétinumy santykio statistikos skirstiniai

Remdamiesi (5.1.12) momenty iraiskomis parodysime, kad statistikos V' skirs-
tinys sutampa su tam tikro polinomo nuo nepriklausomy a.d., turin¢iy beta
skirstinius, skirstiniu.

5.1.2 teorema. Kai hipotezé (5.1.1) teisinga, |X;| > 0, v; >k, j =1,...m
statistikos V skirstinys sutampa su skirstiniu sandaugos:

k m—1
vATTS T a—gprmrae’ s, (5.119)
i=1 | j=1

dia &j,&, = 1,..,k, j = 1,..,m — 1, yra nepriklausomi a.d., turintys beta
skirstinius:
&ij ~ Be((vj +3(1—1))/2, (vjt1 +1—-1)/2),
& ~ Be((v+m(l—1))/2,(m—1)(: —1)/2),
& =1, V;‘ =v+ ..+
Jeigu k = 2r lyginis, tai

m—1

V“’H It mJ (L =mig)" "+ i’ o, (5.1.15)
= j=1

¢ia i, it =1,...,7,7 =1,...,m — 1, yra n. a. d., turintys beta skirstinius

nij ~ Be(vi +j(1—2i),vj41+1-2i), n; ~ Be(v+m(1—2i),(2i—1)(m—1)).
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Irodymas. Tegu Z ~ Be(v,n). Tada lengva patikrinti, kad momentas

a _ T(y+ah)'(n+bh)L(y+n)
E[2°(1-2)")" = C(y)T(n)T(y + 1 + ah + bh)’

(5.1.16)

Kai fiksuotas 7, imkime du (5.1.12) daugiklius, j = 1 ir j = 2, ir papildykime
daugikliu, kad gautume (5.1.16) momenta:

F(u1+h1/21+17i)1-\( V2+hl/22+17i )F( V1+I/22<|>272’L‘)

F( u1+217i )F( u2+217i )F( u1+1/2+2722i+hu1+hu2 )

= E(E2(1—€1)"/)", €1~ Be((ni +1—0)/2, (v2 +1—1)/2).
Padalinkime i§ daugiklio, kuriuo papildéme sandauga, prijunkime sekantj
daugiklj i§ (5.1.12), kai j = 3, ir papildykime tokiu daugikliu, kad vél gautume
momentg (5.1.16)

F( u;+hu2;+2727; )F( l/3+hl/23+17’i )F( V§+§)73i)
T( y;+22—2i )L (EL=i)p( v +3—231'+h1/§ )

= B(€52(1 - )"/, & ~ Be((v3 +2 - 20, (v3+1-1)/2)).

Tesdami §ig procedira po m — 1 Zingsnio gausime visy daugikliy i§ (5.1.14),
kai j kinta nuo 1 iki m — 1, eilés h momentus. Prie likusiojo daugiklio prijunge
paskutinj daugiklj is (5.1.12), gausime

T((v+hvy +m—mi)/2)T (v +1—14)/2)
F((v+m—mi)/2)T(v+hv+1-1)/2)’

o tai yra momentas E(¢/"), kai & ~ Be((v + m(1 —1i))/2,(m — 1)(i — 1)/2),

& =1.
Kadangi momentas

k m—1 */2 h
uj Ui v/2
EVh =E ] [T 0 —cy)+r2e/

i=1 | j=1

k m—1 */2
v U v/2

T13 I Ble 2@ — gy /e ) 3
i=1 | j=1

yra lygus momenty sandaugai, o jie visiSkai nusako skirstinius, tai gauname
(5.1.14) lygybe, kurios desinéje puséje visi a.d., turintys skirtingus indeksus,
yra nepriklausomi ir turi beta skirstinius.

Lygybé (5.1.15) jrodoma analogiskai pertvarkant (5.1.13) lygybés deSiniaja
puse. A

5.1.2 pavyzdys. Jeigu k =1 ir m = 2, tai i§ (5.1.14) gauname

VAP0 —g)2/2 gy ~ Be(v1/2,12/2). (5.1.17)
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Prisiming beta ir FiSerio skirstiniy sarysj (jei F ~ F(vi,v2), tai vi F/(v1 F + v2) ~ Be(v1/2,
v2/2)) matome, kad desinioji (5.1.11) pusé lygi (5.1.17).

5.1.1 pastaba. Gautieji tikétinumy santykio skirstiniai kur kas sudétingesni
uZ tuos, kuriuos gavome 3 ir 4 skyriuose. Ta¢iau modeliuojant, kai yra (5.1.13),
(5.1.14) sarysiai, rasti apytiksles kvantiliy reik§mes reikiamo tikslumo su $iuo-
laikiniais kompiuteriais nebus sudétinga.

5.1.4. Tikétinumy santykio asimptotinis skirstinys

Jeigu iméiy didumai n; = ¢;n, 0 < ¢; < 1, ¢; fiksuoti, o n — oo, tai remiantis
tikétinumy santykio asimptotinémis savybémis (1 dalis, 4.5.4 skyrelis)

d
—2InA 5 X3, (5.1.18)
¢ia laisves laipsniy skai¢ius
f=mk(k+1)/2—k(k+1)/2=(m—-1k(k+1)/2, (5.1.19)

nes i§ pradziy buvo mk(k + 1)/2 nezinomy parametry (m kovariaciniy matricy
elementai), o esant teisingai hipotezei lieka k(k + 1)/2 neZinomy parametry
(vienos kovariacinés matricos elementai). Pagal asimptotinj tikétinumy santykio
reik§mingumo lygmens « kriterijy hipotezé (5.1.1) atmetama, kai

Z=-2InA > x2(f), (5.1.20)
arba P reikSmiy terminais, kai

o =P{x7 > 2} < q, (5.1.21)
Gia z yra statistikos Z realizacija.

Naudojant Bartleto modifikuotaja tikétinumy santykio statistika A, kuri
gaunama imant nepaslinktuosius kovariaciniy matricy jvertinius, asimptotinis
skirstinys iSliks nepakites:

—2InA = -2V 4 k(vyInvy + ... + vy Invy, — vinw) 4 X?. (5.1.22)

Pagal asimptotinj modifikuotg Bartleto tikétinumy santykio reik§mingumo
lygmens « kriterijy hipotezé (5.1.1) atmetama, kai

Z =—-2InA > x2(f), (5.1.23)
arba P reikSmiy terminais, kai
pu, =P{x7 > %} <a, (5.1.24)

Gia Z yra statistikos Z realizacija.
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5.1.3 pavyzdys. (2.2.1 pavyzdZio tesinys). 2.2.1 pavyzdyje buvo tikrinama dviejy trima&iy
vidurkiy vektoriy lygybés hipoteze, tariant, kad turimos didumo n; = 30 ir ny = 24 papras-
tosios imtys gautos stebint nepriklausomus trimacius normaliuosius vektorius. Buvo priimta
prielaida, kad abiejy im¢€iy kovariacinés matricos yra vienodos. Bandysime pagristi Sios prielai-
dos teisinguma tikrindami kovariaciniy matricy lygybés hipoteze H : 31 = 3».

1.2.1 ir 2.2.1 pavyzdZiuose surastos matricy S ir Sg realizacijos

0,348 0,248 0,160 0,313 0,210 0,103
S1=| 0,264 0,392 0,070 |, S»=| 0,210 0,385 0,163
0,160 0,070 0,240 0,103 0,163 0,300

Randame suma
0,661 0,474 0,263
S=851+82= 0,474 0,777 0,233
0,263 0,233 0,540
ir determinantus
|S1| =0,0101, |S2|=0,0176, |S|=0,1245.
Apskai¢iuojame
z=—-2InA=k(nilnni + neglnngy —nlnn) —n1In|Si| — n2In|S2| +nln|S| = 11,0191

ir randame P reik§me pvg = P{x% > 11,0191} = 0,0878. Hipotezé atmetama, jeigu kriteri-
jaus reikdmingumo lygmuo vir§ija 0,0878.

Taikydami modifikuotajj Bartleto kriterijy randame Z = 10,7485 ir pv, = P{xg >
10,7485} = 0,0965. Hipotezé atmetama, jeigu kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0965.

5.1.4 pavyzdys. (3.5.1 pavyzdZio tesinys). 3.5.1 pavyzdyje buvo tikrinama trijy trimaciy
vidurkiy vektoriy lygybés hipotezé, tariant, kad turimos didumo n; = 30, ng = 24 ir ng = 18
paprastosios imtys gautos stebint nepriklausomus trimac¢ius normaliuosius vektorius. Buvo
priimta prielaida, kad trijy imc¢iy kovariacinés matricos yra vienodos. Tikrinsime kovariaciniy
matricy lygybés hipoteze H : 31 = ¥y = X3.

Pirmyjy dviejy iméiy matricy S ir Sg realizacijos pateiktos 5.1.3 pavyzdyje. Treciosios
imties matricos S3 realizacija surasta 3.5.1 pavyzdyje.

0,225 0,162 0,273 0,886 0,636 0,536
S3 = 0,162 0,476 0,366 |, S=81+8S2+853= 0,636 1,253 0,599
0,273 0,366 0,518 0,536 0,599 1,058

Randame determinantus |S3| = 0,0086 ir |S| = 0,4771 ir statistiky Z = —2InA ir Z =
—2InA realizacijas: z = 34,3868 ir Z = 33,3056. Atitinkamos P reik§més yra pv, = 0,00059
ir pv, = 0,00088. Hipotezé atmestina.

5.1.5. Asimptotinio skirstinio patikslinimas

Statistikos (5.1.7) eilés h momentas yra

h
B N kv/2
E(Ah) —E (ehlnA) — V— E(Vh) (5125)

yR2

Sioje lygybéje vietoje h jrafius —2it, gausime statistikos Z = —2In A charak-
teristine funkcija. Remiantis (5.1.12) gaunama

i k jAlory -
y~kvit O | D) — ity F(”*’; )

t) = - - | | I |
7/1( ) Vl—kylzt L l/n_qky""lt | F( vj +21—r) F( u—&é—r _ itu)
(5.1.26)
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Skleisdami funkcija In(¢) Teiloro eilute (it) laipsniais, gauname

In e (t) = Zf;sg, (5.1.27)

S

¢a K1, Ko, ..., yra a.d. Z = —21n A semiinvariantai.
Pirmasis semiinvariantas

i b - vi+l—r v+1l—r
K = k(z vj lnyj—z/lnu)—z Z |:Vjsp1 <J2>} — v (2) ;

j=1 r=1 | j=1

¢ia @1 (x) yra funkcijos InT'(z) pirmoji iSvestiné (digama funkcija).
Analogiskai gauname kitus semiinvariantus

=31 [emre (B ] - o (1)

r=1 | j=1
¢ia @q(x) yra funkcijos InT'(x) s-oji i§vestineé.

Jeigu vietoje statistikos Z = —2In A imsime statistika Z* = 67, kai § =
f/k1, tai a.d. Z* vidurkis EZ* = f tiksliai sutampa su asimptotinio skirs-
tinio (5.1.18) vidurkiu f. Aproksimuodami statistikos Z* skirstinj x? skirstiniu
su f laisvés laipsniais, gauname patikslintg tikétinumy santykio kriterijy (su-
tapatinami vidurkiai): hipotezé atmetama patikslintu asimptotiniu tikétinumuy
santykio reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

) =P{x3 > 62"} < o, (5.1.28)

Cia z* yra statistikos Z* realizacija.
Analogiskai skyreliui 3.5.5 galima sudaryti patikslinimus sutapatinant 2 ar
3 momentus.

Kaip ir skyrelyje 3.5.5.4, aproksimacijos (4.5.20) tiksluma galima padidinti
skleidziant funkcija In ¢(dt) ne (it), o (1 — 2it) laipsniais:

l
In p(0t) = —g In(1 — 2it) + ; (:;)S {(1 f%t)s — 1] + 01 /a1, (5.1.29)

Kaip ir 3.5.5.4 skyrelyje tikslinga parinkti d taip, kad w; skleidinyje (5.1.29)
virsty 0. Gauname, kad ¢ reikia parinkti taip:

1 1| 2k*+3k-—-1
b=1- Zj:(lﬁ)_l/ T Dm =T (5.1.30)

Apsiriboje nariu s = 1 (dalinis vidurkio sutapatinimas), gausime patikslinta
kriterijy P reikSmiy terminais: hipotezé atmetama apytiksliu reik§mingumo
lygmens « kriterijumi, kai

p? =P{xj > 6z} < q, (5.1.31)
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¢la Z yra statistikos Z realizacija.
Imdami ir narj s = 2, gauname tokj P reik§meés patikslinima (analogiska
teoremai 3.5.6):

o =P{\2 > 0z} — wa[P{x} 4 > 02} —P{x} > 02}] + O(1/n*), (5.1.32)

k(k+ D[(k = 1)(k+2)(32;(1/v]) = 1/v%) = 6(m — 1)(1 — 9)?] .

w2 = 4862

5.1.5 pavyzdys. (5.1.3 pavyzdzio tesinys). Patikslinkime asimptotinj tikétinumy santykio
kriterijy remdamiesi pateiktais aproksimacijy patikslinimais.

Randame pirmojo semiinvarianto (vidurkio) reik§me w1 = 6,37418, 6z = 10,11754, ir
asimptotine patikslinta (sutapatinant vidurkius) P reik¥me

i) = P{x% > 10,11754} = 0,1198.
Apsiriboje pirmuoju asimptotinio skleidinio nariu pagal (5.1.29), gauname ¢ = 0, 9364,
62 = 10,0649 ir asimptotine patikslinta P reikS§me
i =P{x% > 10,0649} = 0,1219.
Pridéje antrajj asimptotinio skleidinio narj pagal (5.1.32) gausime wo = 0,00081 ir
poi? = pul? —0,0003 = 0,1216.
Matome, kad pataisa lyginant su pv((LQ) yra maza. Taciau skirtumas nuo pv,, kai patikslinimas
neatliekamas, gana didelis.

Gauname tokia iSvada. Kai imtys nedidelés, asimptotinj tikétinumy santykio kriterijy
reikia koreguoti atliekant, pavyzdziui, pateiktus patikslinimus. ReikS§mingiausia indélj mazi-
nant paklaida sudaro tikslus ar apytikslis vidurkio sutapatinimas. Tolesniy pataisy jtaka kur
kas mazesné.

5.1.6 pavyzdys. (5.1.4 pavyzdzio tesinys). Patikslinkime asimptotinj tikétinumy santykio
kriterijy remdamiesi pateiktais aproksimacijy patikslinimais.

Randame pirmojo semiinvarianto (vidurkio) reik§me 1 = 12,8648, 6z = 31,06665, ir
asimptotine patikslinta (sutapatinant vidurkius) P reik¥me

i) = P{x2, > 31,06665} = 0,00192.

Apsiriboje pirmuoju asimptotinio skleidinio nariu pagal (5.1.29), gauname § = 0, 93343,

62 = 31,0884 ir asimptotine patikslinta P reikS§me

i = P{x2, > 31,0884} = 0,00191.
Prijunge antrajj asimptotinio skleidinio narj pagal (5.1.32), gausime wp = 0,00295 ir
pol® = pul® — 0,00005 = 0,00186.
Gauname analogiskas i§vadas kaip ir 5.1.5 pavyzdyje.

5.2. Proporcingumo hipotezés tikrinimas

5.2.1. Proporcingumo (sferiskumo) hipotezé

Tarkime, kad X1, ...,X,, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Np(w,X). Reikia
patikrinti hipoteze

H:X =%, (5.2.1)
kad kovariacijy matrica ¥ proporcinga Zinomai matricai 3y. Matrica |Zg| > 0
teigiamai apibrézta, o o? — nezinomas proporcingumo koeficientas.
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5.2.2. Tikétinumy santykio kriterijus
Rasime tikétinumy santykio statistika hipotezei H tikrinti.
5.2.1 teorema. Tarkim, kad |X| > 0,n > k ir Zinoma matrica |Xo| > 0 taip

pat teigiamai apibrézta. Tada tikétinumy santykio statistika A hipotezei H
tikrinti turi tokj pavidala

max,, s—x, L(p, %) _ b
max,,x L(p, X) (Tr(S=g")/k)k/?’

A= (5.2.2)

¢ia

Irodymas. Kadangi Zinoma matrica 3, simetriné ir teigiamai apibrézta,
tai egzistuoja tokia neiSsigimusi kvadratiné matrica C (1 priedas, (8.2.10)), kad

cx,ct =1. (5.2.3)
Atlikime a.v.. X; tiesines transformacijas naudodami matricg C:
Yj = CXJ', j = 1, N (524)

Tada vektoriai Y, ..., Y, taip pat yra paprastoji imtis, gauta stebint normalyji
vektoriy Y ~ Nj (v, ®):

E(Y;,)=Cu=v, V(Y,) =oc’CE=C’ =¥.
Atsitiktiniy vektoriy Yq,..., Y, terminais hipotezé H ekvivalenti hipotezei

H* : ¥ = ¢21I, &a I vienetiné matrica.
Randame tikétinumy santykio statistika hipotezei H* tikrinti:
max, g _,.7 LW, ®)  L[(0,5%1)

AF = _ L, o
max, ¢ L(v, ®) L(p, W)

¢ia U ir W yra parametry v ir ¥ DT jvertiniai, o & ir 62 yra parametry v ir o2

DT jvertiniai surasti tarus, kad hipotezé H™ teisinga.
Remiantis 1.1 skyreliu parametry v ir ¥ didziausiojo tikétinumo jvertiniai
yra

_ 1 S 1 1
A:Y:—E Y; lIl:—E Y, - Y)Y, -Y) = -8* =[S~
v [z n ( 3 )( 2 ) nS TL[Sl }’ka’

J
i=1 i=1

o tikétinumo funkcijos maksimumas

) k
L(,¥) = (27r)7nk/2n"k/2|5*\7”/2exp{f%}.
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Kai hipotezé H* teisinga, skaitiklyje turime tikétinumo funkcija, gauta i k
nepriklausomy paprastyjy imciy, gauty stebint vienmacius normaliuosius dy-
dzius su vienodomis dispersijomis. Taigi o = ¥, o parametro o> DT jvertinys
yra 62 = (S§y + ... + Si)/(nk) = Tr(S*)/(nk). Tikétinumo funkcijos salyginis
maksimumas

L(5,6°T) = (2m) " 2(0k) (S, + .+ Sp) " expl .

Padalije gauname, kad tikétinumy santykis hipotezei H* tikrinti yra

A* = S (5.2.5)
((Si1 4 -+ Spp) /R)e/2 o
Remdamiesi (5.2.3), (5.2.4) gauname
s*=csc”, z,=(c'c)t, x;t=cct,
todél
|S*| =|CSCT| = |8||cCT| = |S%;!,
Tr(8*) = Tr(CSCT) = Tr(SCTC) = Tr(S=;1). (5.2.6)

Irase Sias iSraigkas j (5.2.5), gauname (5.2.2). Statistika A* nepriklauso nuo
matricos C parinkimo ir sutampa su A. A

Reikia pazyméti, kad jei 01, ..., 0 yra lygties |S™ —6I| = 0 saknys, tai statis-
tikg A* galima iSreiksti S8akny terminais:

v (L) o2

Statistika A* yra 8akny geometrinio ir aritmetinio vidurkiy santykio tam tikras
laipsnis. Jeigu i (5.2.7) jraSytume lygties |[¥ —6I| = 0 Saknis, kai H* teisinga, tai
gautume 1. Taigi, kai hipotezé teisinga, tikétinumy santykio statistikos reik§més
bus sukoncentruotos 1 aplinkoje.

Tikrinama hipotezé H atmetama reikSmingumo lygmens o tikétinumy san-
tykio kriterijumi, kai teisinga nelygybe

A< Alfou

Gia Ai_, yra statistikos A eilés 1 — « kritiné reik§mé.

Kartais rekomenduojama sudarant statistika naudoti nepaslinktuosius dis-
persijy jvertinius. Modifikuotoji tikétinumy santykio statistika A gaunama
pakei¢iant niv=n—1:

Bk

A= Wnism, R
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Hipotezé H atmetama modifikuotuoju reik§mingumo lygmens « tikétinumy
santykio kriterijumi, kai teisinga nelygybé

/~\ < /~\1,a.

Norint rasti kritines reikSmes, reikia iStirti tikétinumy santykio statistikos
savybes esant teisingai hipotezei.

5.2.3. Tikétinumy santykio statistikos momentai

Teskosime statistikos ~
U= A"k = \2/v=F (5.2.8)

momento E(U"), kai hipotezé H yra teisinga.

5.2.2 teorema. Jeigu hipotezé¢ H teisinga ir n > k, tai momentas E(U") turi
tokji pavidala:

T(k(n —1)/2)

I'((n—i)/2+h)
C(k(n—1)/2+ kh) '

LT (= 0)/2)

Irodymas. Remiantis 5.2.1 teoremos jrodymu statistikos A skirstinys su-
tampa su statistikos A*, apibréztos (5.2.5) formule, skirstiniu. Todél

::r

E(U") =

(5.2.9)

7

d |S™|
U~ ,
(St + . + S5

(5.2.10)

¢ia matrica S*, kai hipotezé teisinga, turi Vigarto skirstinj §* ~ Wy (v, o2I).
Remdamiesi (1.6.13) tankio iSraiska gauname

*|h
E(U") :/.../mf(s*k,y,UQI)ds*

/ / |s*|h \s*|*”*’5“exp{ 5= Tr(S*)}

K(k,v,02I) ds

K (kv +2h.0°I) / / o ST exploge Tr(S)) .
K(k,v,02I) K(k,v +2h,02I) ‘

Integralas reigkia funkcijos (S3; +...+5;,) momenta (S7; + ...+ S5,) ~*", kai
vidurkinama pagal ViSarto skirstinio Wy (v + 2h,0%I) tankj. Kadangi funkcija
priklauso tik nuo matricos S* diagonaliniu elementy, tai i§ pradziy galima suin-
tegruoti pagal visus argumentus S7;,i # j. Tada po integralo Zenklu gausime
a.v. (Sfy,...,95)" tanki, kuris yra lygus ViSarto skirstiniy Wi (v + 2h,0?)
tankiy sandaugai. Remiantis trefia ViSarto skirstinio savybe S7; + ... + S}, ~
Wi (kv + 2kh, 0?). Taigi

E(U") = X

(k; v+ 2h, 02 / / (Tr(87) "7 exp{— 55 Tr(S*)}
K(k,v,02I) K(1, kv + 2kh,0?)
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K(k,v+2h,0?I) K(1,kv,0?)
K(k,v,02I)  K(1, kv + 2kh, 0?)’

xdSt, - dSty =

nes likes integralas lygus 1.
Remdamiesi normuojan¢iy konstanty i§ (1.6.13) israiskomis gauname (5.2.9).
A

5.2.4. Tikétinumy santykio skirstinys

Momentus (5.2.9) galima traktuoti kaip a.d. InU momentus generuojancia
funkcija, kuri, kai n > k, egzistuoja h kitimo intervale |h| < 1/2, apiman¢iame
tagka h = 0. Todél momentai (5.2.9) visiskai nusako a.d. InU, o kartu ir a.d.
U skirstinj.

5.2.3 teorema. Jeigu hipotezé H teisinga, n > k, tai a.d. U skirstinys su-
tampa su skirstiniu polinomo nuo nepriklausomy a. d., turin¢iy beta skirstinius:
L k=1
U~ Tén [TE0 =60 (5.2.11)
i=2 =1

¢ia €21, .., €k1, €115 o5 §1,k—1 Yyra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius:
&1~ Be((n—1)/2,(i = 1/2)), & ~ Be(j(n—1)/2,(n—1)/2).

Irodymas. Tikétinumy santykj A* galima iSreiksti dviejy tikétinumy san-
tykiy sandauga

max, w=a L(v, ¥) max,, g_ oy L(v, ¥)
AT =47 A = ’ : : 2.12
v < max,.w L(v, ¥) maxy won L @) )0 0212

¢ia A yra diagonali matrica. Taigi hipoteze H* galima tikrinti kaip sudétine
hipoteze. Visy pirma tikriname hipoteze, kad vektoriaus Y koordinatés yra
nepriklausomos. Siai hipotezei tikétinumy santykis yra A7. Paskui tikriname
hipoteze, kad vektoriaus Y koordinaciy dispersijos yra lygios, jei zinoma, kad
jos yra nepriklausomos. Tokiai hipotezei tikrinti tikétinumy santykis yra A3.
Pirma hipotezé yra hipotezés, nagrinétos skyrelyje 4.5, atskiras atvejis. For-

muléje (4.5.3) reikia imti m = k,ky = ko = ... = k,,, = 1. Antra hipotezé yra
hipotezés, nagrinétos 5.1 skyrelyje, atskiras atvejis. Formuléje (5.1.5) vietoje
parametry k;m;ny, ..., N, reikia imti 1; k;nqy = ... = nx = n. Gauname

RV R e R S
A* = A AS = . . 5.2.13
L2 (s; e S (S50 + oo+ Sfp ) k2 ( )

Pirmas daugiklis isreiSkiamas empiriniais koreliacijos koeficientais

* _ Qx* * Qk
T = S\ S5
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o antrasis — tik diagonaliniais elementaiss Sj;. Kai stebimo vektoriaus ko-
ordinatés nepriklausomos, tai vektorius, sudarytas i§ stebéjimus atitinkancios
ViSarto matricos diagonaliniy elementy, ir vektorius, sudarytas i§ koreliacijos
koeficienty, yra nepriklausomi (7r. 4.4 pratima). Todél tikétinumy santykiai A}
ir A3 yra nepriklausomi.

4.5 skyrelio (4.5.8) formuléje buvo gauta

i
2/”1'[2511, &1~Be< ! ZQ ) i=2,..k (5.2.14)

5.1 skyrelio (5.1.14) formuléje buvo gauta

k—1 2/v _
apEt LT {@u/z( —flj)u/z] H [ e } . (5.2.15)
j=1 j=1
nge((”;U,”;l), j=1,.k— 1.

Sujunge (5.2.14) ir (5.2.15), gauname (5.2.11). A

Formule (5.2.11) galima naudoti ieskant a.d. U kritiniy reik§miy skaitinio
modeliavimo metodais.

Atvejis k = 2. Kai skirstinys dvimatis, statistikos U skirstinys jgauna labai
paprastg pavidalg. Pritaike gama funkcijos nuo dvigubo argumento savybe
(3.5.8) gauname, kad momentas (5.2.9) jgyja tokia iSraiska:

T(n—1) T((n—1+2h)/2Q0((n—2+2h)/2) _
T(n—1+2h)  T((n—1)/2)T((n—2)/2)

E(U") =

1T'n—1)I'(n—242h) 1 n-—2
4 T(n—1+2R)I(n—2) 4hn—2+2h"
Nesunku patikrinti, kad tai a.d. Z2/4 momentas E(Z%/4)", kai a.d. Z ~
Be(n —2,1).
Gauname, kad hipotezé H atmetama reik§mingumo lygmens « tikétinumy
santykio kriterijumi, kai

pv=P{Z? < 4du} = 2Vu)"? < a, (5.2.16)

¢ia u yra statistikos U realizacija.

5.2.1 pavyzdys. (4.5.1 pavyzdzio tesinys). Lenteléje 4.5.1 yra pateikta n = 30 dvimagio
a.v. realizacijy. Tare, kad §ie stebéjimai yra dvima&io normaliojo vektoriaus X ~ Na(u, X)
paprastosios imties realizacija, patikrinsime hipoteze H, kad kovariaciné matrica 3 pro-
porcinga Zinomai matricai Xo:

e o (1 05
H: 3% =023, 20_(0’5 Vs )
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Matricos S realizacija surasta 4.5.1 pavyzdyje. Randame

51 _ 1,2 —0,4 g_ ( 0.2137 0,202 g1 _ ( 0,1755 10,0764
o =\ —04 08 )" 27\ 0,2023 0,387 )’ o T\ o0,0764 0,2308 /-

Apskai¢iuojame
|SZ}51| = 0,03469, Tr(SEal) =0,40636, U =0,2101

ir randame P reik§me
pv = (24/u)" "2 = 0,0877.

Hipotezé atmetama, jai kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0877.

5.2.5. Tikétinumy santykio statistikos asimptotinis
skirstinys

Jeigu imties dydis n — oo, tai remiantis tikétinumy santykio asimptotinémis
savybémis (1 dalis, 4.5.4 skyrelis)

d
—2InA 5 X3, (5.2.17)
¢ia laisvés laipsniy skaicius
f=k(k+1)/2-1, (5.2.18)

nes i§ pradziy buvo k+ k(k+1)/2 nezinomas parametras (vidurkiy vektoriaus ir
kovariacijy matricos elementai), o esant teisingai hipotezei lieka k+ 1 neZinomas
parametras (vidurkiy vektoriaus elementai ir vienas kovariacinés matricos ele-
mentas), t.y. hipotezé H uzdeda parametrams f apribojimy. Pagal asimptotinj
tikétinumy santykio reik§mingumo lygmens « kriterijy hipotezé atmetama, kai

Z = —=2InA > 2(f), (5.2.19)
arba P reikSmiy terminais, kai

pva = P{x} > 2} <, (5.2.20)
Cia z yra statistikos Z realizacija.

Naudojant modifikuota tikétinumy santykio statistika A, kuri gaunama imant
nepaslinktuosius kovariaciniy matricy jvertinius, asimptotinis skirstinys iliks
nepakites:

T d
—2InA 5 X3 (5.2.21)

Pagal asimptotinj modifikuota tikétinumy santykio reikSmingumo lygmens
« kriterijy hipotezé H atmetama, kai

Z =—-2InA > x2(f), (5.2.22)
arba P reikSmiy terminais, kai

pv, =P{x} > 7} < q, (5.2.23)
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¢ia Z yra statistikos Z realizacija.

5.2.2 pavyzdys. (5.2.1 pavyzdZio tesinys). Palyginti iSspreskime ta pat] uzdavinj kaip ir
5.2.1 pavyzdyje, taikydami asimptotinj tikétinumy santykio kriterijy.
Randame statistikos Z = —21n A realizacija z = 5,2163 ir ja atitinkancia P reik§me

pva = P{x3} > 2} = P{x3 > 5,2163} = 0,0734.

_ Taikydami modifikuotajj asimptotinj tikétinumy santykio kriterijy gauname statistikos
Z = —2In A realizacija Z = 5,0424 ir ja atitinkan¢ia P reik§me

pv, = P{x} > 2} = P{x3 > 5,0424} = 0,0804.

Matome, kad modifikuotasis kriterijus Siame pavyzdyje yra Siek tiek tikslesnis.

5.2.6. Asimptotinio skirstinio patikslinimai

Lygybéje (5.2.9) imdami h = —itv ir padaugine i§ k""" gauname a.d. —2In A
charakteristine funkcija
k
w I(kv/2) 1/—|—1—]/2—th)
t) =k . 5.2.24
(o) T(kv/2 — itvk) ]-:-[ T((v+1-4)/2) ( )

Skleisdami funkcija In () Teiloro eilute (4 ) laipsniais, gauname
Int(t) Zns , (5.2.25)

¢a K1, Ka, ..., yra a.d. Z = —21n A semiinvariantai.
Pirmasis semiinvariantas

k .
k +1-—
k1 = —vklnk + vke, (;) — E vy <V2J> ,

J=1

¢ia @1 (x) yra funkcijos InT'(z) pirmoji iSvestiné (digama funkcija).
Analogiskai gauname kitus semiinvariantus

ks = (—1)*T (kv)* o, (’;”) +) (=), (H;_j) :

j=1
Cia ps(x) yra funkcijos InT'(z) s-oji i§vestine.

Jeigu vietoje statistikos Z = —2In A imsime statistika Z* = 67, kai § =
f/k1, tai a.d. Z* vidurkis EZ* = f tiksliai sutampa su asimptotinio skirstinio
(5.2.21) vidurkiu f.

Aproksimuodami statistikos Z* skirstinj x2 skirstiniu su f laisvés laipsniais,
gauname patikslinta tikétinumy santykio kriterijy (sutapatinami vidurkiai): hi-
potezé atmetama patikslintu asimptotiniu tikétinumy santykio reik§mingumo
lygmens « kriterijumi, kai

polt) = P{Xfc > 02"} < a, (5.2.26)



130 5 SKYRIUS. HIPOTEZES APIE KOVARIACLIU MATRICAS

Gia z* yra statistikos Z* realizacija.
Analogiskai skyreliui 3.5.5 galima sudaryti patikslinimus sutapatinant 2 ar
3 momentus.

Kaip ir skyrelyje 3.5.5.4, aproksimacijos (5.2.21) tiksluma galima padidinti
skleidziant funkcija In p(dt) ne (it), o (1 — 2it) laipsniais:

l
Ino(dt) = —% In(1 — 2it) + Y (:5‘35 {(1 —122'75)8 - 1] +0(1/nh. (5.2.27)

s=1

Kaip ir 3.5.5.4 skyrelyje tikslinga parinkti § taip, kad w; skleidinyje (5.2.27)
virsty 0. Gauname, kad ¢ reikia parinkti taip:

§=1-—(2k* + k +2)/(6kv). (5.2.28)

Apsiriboje tik nariu s = 1 (dalinis vidurkio sutapatinimas), gausime patiks-
lintg kriterijy P reik§miy terminais: hipotezé atmetama apytiksliu reik§Smingumo
lygmens « kriterijumi, kai

p? =P{xj > 6z} < q, (5.2.29)

Gia % yra statistikos Z realizacija.
Paéme ir nar] s = 2, gauname tokj P reik§més patikslinimg (analogiska
teoremai 3.5.6):

P =P{\2 > 6z} — wa[P{x} 44 > 02} — P{x} > 02}] + O(1/n*), (5.2.30)

wo = (k+2)(k — 1)(k — 2)(2k® + 6k* + 3k + 2)/(288k*125?).

5.2.3 pavyzdys. (5.2.1 pavyzdZio tesinys). Spresime uzdavinj i§ pavyzdzio 5.2.1 naudodami
pateiktus aproksimacijos patikslinimus. Remiantis 5.2.4 skyreliu atveju & = 2 statistikos
—21In A charakteristiné funkcija

P(t) = (1 — 2itv/(v — 1)) L.

Taigi vidurkis k1 = 2v/(v — 1) ir parinkus § = 2/k1 = (v — 1)/(v) (sutapatinus vidurkius),
statistikos 6 Z skirstinys yra x2 skirstinys su 2 laisvés laipsniais. Todél asimptotiné P reik&mé
pv((ll) sutampa su tikslia P reik§me pv, surasta 5.2.1 pavyzdyje, ir lygi 0,0877.

Analogigkai taikydami skleidima (5.2.27) ir parinke w1 = 0, gausime § = (v — 1)/v ir
koeficietai wo = w3 = ... = 0 lygas 0. Gauname, kad statistikos §Z skirstinys yra x2 skirstinys

N ) M

su 2 laisvés laipsniais ir pvg ’ = pv = 0,0877.

Palygine su 5.2.2 pavyzdziu galime daryti iSvada, kad asimptotinj tikétinumy santykio

kriterijy tikslinga koreguoti, naudojant, pavyzdziui, pateiktus patikslinimus.
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5.3. Kovariacinés matricos lygybés Zinomai mat-
ricai hipotezeés tikrinimas

5.3.1. Kovariacinés matricos lygybés zZinomai matricai
hipotezé
Tarkime, kad Xi,...,X,, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ni(u,3). Reikia
patikrinti hipoteze
H:% =13, (5.3.1)

kad kovariaciné matrica ¥ yra lygi Zinomai matricai 3y. Tarsime, kad matrica
[Zo] > 0 teigiamai apibrézta.

5.3.2. Tikétinumy santykio kriterijus
Rasime tikétinumy santykio statistika hipotezei H tikrinti.

5.3.1 teorema. Tarkim, kad |X| > 0,n > k, ir Zinoma matrica |3g| > 0
teigiamai apibrézta. Tada tikétinumy santykio statistika A hipotezei H tikrinti
turi tokj pavidala

e

nk/2 1 1
Y —1in/2 - -1
A= (n) 825! "/2 exp{ 5 Tr(ST; )} (5.3.2)

¢ia

(X, - X)(X; -X)".
1

Jj=1 J

n

Irodymas. Kadangi zZinomoji matrica 3, simetriné ir teigiamai apibrézta,
tai egzistuoja tokia neiSsigimusi kvadratiné matrica C (1 priedas, (8.2.10)), kad

cx,ct =1. (5.3.3)
Atlikime a.v. X tiesines transformacijas naudodami matrica C"
Yj = CXj, j = 1, ey N (534)

Tada vektoriai Y, ..., Y, taip pat yra paprastoji imtis, gauta stebint normalyji
vektoriy Y ~ Nj (v, ®):

E(Y;)=Cu=v, V(Y;)=CEC" =¥.

Atsitiktiniy vektoriy Y, ..., Y, terminais hipotezé H ekvivalenti hipotezei
H* : ¥ =1, ¢ia I vienetiné matrica.
Randame tikétinumy santykio statistika hipotezei H* tikrinti:

max, _y L(v,¥)  L(p,1)

max, ¢ L(v,®) — L(p,¥)

*
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da U ir ¥ yra parametry v ir ¥ DT jvertiniai, o o ir yra parametro v DT
ivertinys surastas tarus, kad hipotezé H* teisinga.

Remiantis 1.1 skyreliu parametry v ir ¥ didziausiojo tikétinumo jvertiniai
yra

Z I 1., 1.,
Zyi, ‘I’ZEZ(Yi—Y)(Yi—Y)TZES :E[ ik

i=1 =1

f/:Y:

SRS

o tikétinumo funkcijos maksimumas
~ o) — —nk/2, nk/2| Q*|—n/2 nk
L(v,¥) = (2m) n"v=| 8" exp{f7}.

Kai hipotezé H* teisinga, skaitiklyje turime tikétinumo funkcija, gauta i§ &
nepriklausomy paprastyjuy imciy, gauty stebint vienmacius normaliuosius dy-
dzius su dispersijomis lygiomis 1. Taigi & = £, o tikétinumo funkcijos salyginis
maksimumas

L(p,I) = (2m) "k/2 exp{—%Tr(S*)}.
Padalije gauname, kad tikétinumuy santykis hipotezei H* tikrinti yra

e\ nk/2 1
*_ (= *|n/2 = *
A (n) 8%/ exp{—5Tr(S")}. (5.3.5)

Remdamiesi (5.3.3), (5.3.4) gauname
s*=csc”, z,=c'c)t, x;t=cct,
todél
|S*| = |csC”| = |s||cCT| = |S%; 1,
Tr(S8*) = Tr(CSCT) = Tr(SCTC) = Tr(S=,1). (5.3.6)

Irage Sias iSraiskas i (5.3.5), gauname (5.3.2). Statistika A* nepriklauso nuo
matricos C parinkimo ir sutampa su A. A

Tikrinamoji hipotezé H atmetama reik§mingumo lygmens « tikétinumy san-
tykio kriterijumi, kai teisinga nelygybe

A< Alfav

Gia Aq_, yra statistikos A eilés 1 — « kritiné reik§mé. Kartais rekomenduojama

sudarant statistika naudoti nepaslinktuosius dispersijy jvertinius. Modifikuotoji
tikétinumy santykio statistika A gaunama pakeiciant n i v =n — 1:

] vk/2 1
A= (g) S5 |2 exp{— 5 Tr(SZ5 )}, (5.3.7)

Hipotezé H atmetama modifikuotuoju reik§mingumo lygmens « tikétinumy
santykio kriterijumi, kai teisinga nelygybé
]\ < Al—a-
Norint rasti kritines reikSmes, reikia iStirti tikétinumy santykio statistikos
savybes, kai hipotezé teisinga.
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5.3.3. Tikétinumy santykio statistikos momentai

Ieskosime statistikos A momento E(A"), kai hipotezé H yra teisinga.

5.3.2 teorema. Jeigu hipotezé H teisinga ir n > k, tai momentas E(A") turi
tokj pavidala:

2\ "% [ 1

e

EAY) = (= —_—

w=(5) " ()
Irodymas. Remiantis 5.3.1 teoremos jrodymu statistikos A skirstinys su-

tampa su statistikos A*, apibréztos (5.3.5) formule, skirstiniu. Todél

(ntnh—1)k
=k

I‘((n+nh—j)/2)
U= =52)

J

(5.3.8)

d (€ nk/2 *1n/2 1 *
AL (g) 8%/ exp{ =5 Tr(S)}, (5.3.9)

¢ia matrica S, kai hipotezé teisinga, turi Visarto skirstinj S* ~ Wy (v, I).
Remdamiesi (1.6.13) tankio iSraiska gauname

eyt
E(A") = (£) / S*
ay=(5) " [
_ (e) 2% K(k,n —1+nh,[(1+h)I
B K(k,n—1,I)
Kadangi po integralu yra Visarto skirstinio tankis, tai integralas lygus 1 ir,
remdamiesi normuojanciy konstanty i§ (1.6.13) iSraiskomis, gauname (5.3.8). A

n—k—2

S| exp{—4Tr(5)}
K(k,n—1,1)

nh

1
2 eXp{—ghTr(S*)} ds”

]_1)/f(s*|k,n+nh—1,[(1+h)1]—1)ds*.

n

5.3.4. Tikétinumy santykio skirstinys

Momentus (5.3.8) galima traktuoti kaip a.d. In A momentus generuojanciaja
funkcija, kuri, kai n > k, egzistuoja h kitimo intervale |h| < 1/2, apiman¢iame
taska h = 0. Todél momentai (5.3.8) visigkai nusako a.d. In A, o kartu ir a.d.
A skirstinj.

5.3.3 teorema. Jeigu hipotezé H teisinga, n > k, tai a.d. A skirstinys su-
tampa su skirstiniu polinomo nuo nepriklausomy atsitiktiniy dydZziy:

k

k
A2 T en T /m) exo{1 — n;/n}); (5.3.10)

j=1

¢ia a1,y €1, M1, -, Mk yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Atsitiktiniai dy-
dziai €o1, ..., &1 turi beta skirstinius:

€1~ Be((n—14)/2,(i —1/2)), i=2,..,k.
A.d. m, ..., yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste

n; ~ X2(n -1, j=1,.. k.
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Irodymas. Tikétinumy santykio A skirstinys sutampa su A* skirstiniu.
Tikétinumy santykj A* galima iSreiksti dviejy tikétinumy santykiy sandauga

A= At Ay = (s L B) (max, g p L P) (5.3.11)
I max, v L(v, ¥) max, w—n L(v, ®) |’ o

¢ia A yra diagonali, o I — vienetiné matricos. Taigi hipoteze H* galima tikrinti
kaip sudétine hipoteze. Visy pirma tikriname hipoteze, kad vektoriaus Y koor-
dinatés yra nepriklausomos. Siai hipotezei tikétinumy santykis yra A7. Paskui
tikriname hipoteze, kad vektoriaus Y koordinaciy dispersijos yra lygios 1, jei zi-
noma, kad jos yra nepriklausomos. Tokiai hipotezei tikrinti tikétinumy santykis

yra Aj.
Pirmoji hipotezé yra atskiras hipotezés, nagrinétos skyrelyje 4.5, atvejis.
Formuléje (4.5.3) reikia imti m = k, k1 = ko = ... = k;,, = 1. Surade antrosios

hipotezés tikétinumy santykj gauname

A=A ANy = o (= . (5312
o (Sfl e S (n> exp{fTT(S*)} ( )

Pirmasis daugiklis iSreiSkiamas empiriniais koreliacijos koeficientais T =
Sii\/95:57;, o antrasis — diagonaliniais elementais S7;. Kai stebimo vektoriaus
koordinatés nepriklausomos, tai vektorius, sudarytas i§ stebéjimus atitinkancios
Visarto matricos diagonaliniy elementy, ir vektorius, sudarytas i§ koreliacijos
koeficienty, yra nepriklausomi (Zr. 4.4 pratima). Todél tikétinumy santykiai A}
ir A% yra nepriklausomi.

4.5 skyrelio (4.5.8) formuléje buvo gauta

—1 zfl .
2/”‘11_[&1, &1~Be< — > i=2, ..k (5.3.13)

Kadangi esant teisingai nepriklausomumo hipotezei ir vienetinéms dispersi-
joms, a.d. Sy, ..., 8§ yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste S%; ~ x3(n—1),
tai

k eS*. k
(A*)2/m = li[l <nexp{;’j*j/n}> = lill[(m/”) exp{l —n;/n}]. (5.3.14)

Sujunge (5.3.13) ir (5.3.14), gauname (5.3.10). A

Formule (5.3.10) galima naudoti ieskant a.d. A kritiniy reik§miy skaitinio
modeliavimo metodais.

5.3.5. Tikétinumy santykio statistikos asimptotinis
skirstinys

Jeigu imties dydis n — oo, tai remiantis tikétinumy santykio asimptotinémis
savybémis (1 dalis, 4.5.4 skyrelis)

—2InA % 2, (5.3.15)
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¢ia laisves laipsniy skaicius

f=kk+1)/2, (5.3.16)
nes i§ pradziy buvo k + k(k 4+ 1)/2 neZinomas parametras (vidurkiy vektoriaus
ir kovariacijy matricos elementai), o esant teisingai hipotezei lieka k nezinomy
parametry (vidurkiy vektoriaus elementai), t.y. hipotezé H uzdeda paramet-
rams f apribojimy. Pagal asimptotinj tikétinumy santykio reik§mingumo lyg-
mens « kriterijy hipotezé atmetama, kai

Z =—2InA > 2(f), (5.3.17)
arba P reikSmiy terminais, kai

PUg = P{Xf: >z} < a, (5.3.18)
Cia z yra statistikos Z realizacija.

Naudojant modifikuotaja tikétinumy santykio statistika A, kuri gaunama
imant nepaslinktuosius kovariaciniy matricy jvertinius, asimptotinis skirstinys
i8liks nepakites:

—2InA % \2. (5.3.19)

Pagal asimptotinj modifikuota tikétinumy santykio reikSmingumo lygmens
« kriterijy hipotezé H atmetama, kai

Z =—-2InA > x2(f), (5.3.20)
arba P reik8§miy terminais, kai
pu, =P{x7 > %} <a, (5.3.21)

¢ia % yra statistikos Z realizacija.

5.3.1 pavyzdys. (2.2.1 pavyzdzio tesinys). Tarkime, kad 2.2.1 lenteléje pateiktus duomenis
galima interpretuoti kaip didumo n = 24 paprastosios imties, gautos stebint trimatj normalyjj
vektoriy X ~ N3(u, X), realizacija. Reikia patikrinti hipoteze

0,8 0,4 0,8
H:®=%y=10"%2| 0,4 1,4 1,2 |,
0,8 1,2 1,8

kad kovariaciné matrica X lygi Zinomai matricai 3g.
Matricos S realizacija rasta 2.2.1 pavyzdyje. Randame

2,4107 0,5357 —1,4286
261 = 100 0,5357 1,7857 —1,4286 |,
—1,4286 —1,4286 2,1429

0,71990, 3955 — 0, 5264
5251 = 100 0,47960, 5671 — 0, 5007
—0,0929 — 0, 08230, 2629

Apskaitiuojame statistiky [SE;|, Tr(SEy ) ir Z = —21In A realizacijas

|S=5!| = 10023,9224, Tr(SE;') =154,991, = = 57,9619,
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ir randame asimptotinio tikétinumy santykio kriterijaus P reikSme
pva = P{x} > 2} = P{xg > 57,9619} = 1,2- 107 '°.

Analogiskai pagal modifikuotajj asimptotinj tikétinumy santykio kriterijy (naudojami
nepasliktieji kovariacinés matricos jvertiniai, t.y. n kei¢iama j v = n — 1) randame

7 =159,0682, pv, =P{xZ> 59,0682} =7 10711

Matome, kad modifikuotas kriterijus Siame pavyzdyje Siek tiek skiriasi.

5.3.6. Asimptotinio skirstinio patikslinimai

Nagrinésime statistikos Z = —21n A asimptotinio skirstinio patikslinimus. Turime

“1n 1 _ d
A= (= )" 5= P2 exp{~3Tr(ST; )} &

K ( EX >/ ((e)"z’“ (S ...~S,:k>u/2>,
1772 Sty Shy v exp{%Tr(S*)}

Remdamiesi 4.5.3 skyrelio (4.5.6) formule (imdamim =k, k; = ... =k, = 1)
gauname
2h * v/ k l/+1 v+l—j v
) EN ) +1)T(5)
()" = (%) - T (R

Antrasis daugiklis

([\;)% - f[ <S;J exp {1 - i}) . (5.3.23)

Jj=1

2h

Kadangi a.d. S7;, ..., S§; yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste, tai

11 [p (Sonfi- )T -

2¢\\" 1 I (% +h)
(u) (L4 2h/v)v/2+h T (%)

2
Lygybése (5.3.22) ir (5.3.24) vietoje h imdami (—itv) ir sudauging gausime
a.d. Z = —2In A charakteristine funkcija

P(t) = 1 (1) [D(1)F, (5.3.25)

=11 (Herr e )

(5.3.24)
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=N 2¢\ ~ 1 r (5 — itu)
¢(t) - [(V) (1 _ 2it>y/2—itu ]_z (%) ] ’

Remdamiesi 4.5.3 skyreliu galime tvirtinti, kad v — oo charakteristiné funk-
cija 91 (t) artéja i (1 — 2it)~/1/2, f; = k(k — 1)/2, todél charakteristiné funkcija
77Z~1(t) turéty artéti j (1 —24t)~1/2, t.y. i x2 skirstinio su 1 laisvés laipsniu charak-
teristine funkcija. Tuo galime jsitikinti ir tiesiogiai. Remiantis (5.3.23)

k k
- S S*
—2In A% = E [(V—S;j)—l/lnlij] = E [(V—S;j)_Vln (1—%—””1/)} =

j=1 j=1

+ Op (\;)] : (5.3.26)

Kadangi (53 —v)/V20 %Y ~ N(0, 1), tai —2InA3 % X3, kai v — cc.

2k: S

Jj=1

Skleisdami In ) (t) Teiloro eilute (it) laipsniais, gausime

(it)*
Y(t) = Z(KS"‘k"LS) S
S
Cia ks yra semiinvariantai, atitinkantys funkcija Ine;(t) (juy iSraiskos pateiktos
4.5.3 skyrelyje); ks — semiinvariantai atitinkantys funkcija ln(¢). Pirmieji du
semiinvariantai yra

k
r1 = vi{kIn(v/2) — p1(v/2) - Zwl((v +1-7)/2)},

k
r2 =V {kpa(v/2) + ) ea((v +1-)/2)} — 2kv.
j=2

Jeigu vietoje statistikos Z = —2In A imsime statistika Z* = 67, kai § =
f/k1, tai a.d. Z* vidurkis EZ* = f tiksliai sutampa su asimptotinio skirs-
tinio (5.3.19) vidurkiu f. Aproksimuodami statistikos Z* skirstinj x? skirstiniu
su f laisvés laipsniais, gauname patikslintg tikétinumy santykio kriterijy (su-
tapatinami vidurkiai): hipotezé atmetama patikslintu asimptotiniu tikétinumy
santykio reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

polt) = P{Xfc > 02"} < a, (5.3.27)

Gia z* yra statistikos Z* realizacija.
Parinkdami du parametrus § ir f i§ lygéiy

E(6Z) = 6ky = f,
V(6Z) = 6%ky = 2f,
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ir aproksimuodami statistikos Z* skirstinj x? skirstiniu su f laisvés laipsniais,
gauname patikslinta tikétinumy santykio kriterijy (sutapatinami du momentai):
hipotezé atmetama patikslintu asimptotiniu tikétinumy santykio reik§mingumo
lygmens « kriterijumi, kai

p® = P{X? > 02"} < a, (5.3.28)

Cia z* yra statistikos Z* realizacija. Reikia pazymeéti, kad Sioje aproksimacijoje
f nebutinai sveikasis skai¢ius. Todél randant pvf) reikia prisiminti x? skirstinio

ir gama skirstinio sarysj.

Kitas patikslinimas, kaip ir pirmesniuose skyreliuose, gali buti gautas sklei-
dziant charakteristine funkcija (1 — 2it) laipsniais. Skyrelyje 4.5.7 gautas toks
charakteristinés funkcijos 11 (6t) skleidimas (reikia imti m = k, ky = ko = ... =
km = 1):

by (6t) = (1 _12“)”2 {1 + (;‘;2)2 [(1 _12it)2 - 1} } +0 (nlg> . (5.3.29)

N

C¢ia
—2k—11 2f1(4f1 —1 k(k—1
R S Y -
n 216 2
Vietoje statistikos —21n A imdami statistika
k 2
(53~ )
=-20lnAT+T, T= 4 3.
U nA;+T, ; 5 : (5.3.30)

gausime, kad jos charakteristiné funkcija apytiksliai lygi sandaugai (5.3.28) ir
(1- 2it)k/ 2. Naudodami pirmajj skleidinio narj gauname kriterijy: hipotezé H
atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

pv((f) = P{X?ﬁky >u} < a, (5.3.31)

¢ia u yra statistikos U realizacija.
Imdami ir narj su wo gauname kriterijy: hipotezé H atmetama asimptotiniu
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

wa
Pvgl) = P{X?ﬁku > uf— W{P{X?1+ku+4 > u} — P{X?‘ﬂrku >ul} <o

(5.3.32)

5.3.2 pavyzdys. (5.3.1 pavyzdZio tesinys). Spresime uzdavinj i§ pavyzdzio 5.3.1 naudodami
pateiktus aproksimacijos patikslinimus.
Statistikos Z realizacija Z gauta 5.3.1 pavyzdyje Z = 12,3868. Naudodami SAS paketa
randame
K1 =6,23662, 0= f/k1 =0,96206, &z =11,91684,

ir asimptotine patikslinta P reikSme

poi = P{x2 > 82} = P{xZ > 11,91684} = 0,06385.
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Sutapatindami du momentus papildomai apskai¢iuojame
ko = 12,97364, 6 =2k1/ka =0,96143, f =2k?/ke = 5,99607,
ir randame patikslinta asimptotine P reikSme
) = P{U > 5z} = P{U > 11,90904} = 0, 06390,

gia U ~ G(1/2, f/2) turi gama skirstinj su parametrais 1/2 ir f/2.
Randame 6 = 0,9056 ir wy = —0,0278 ir naudodamiesi 5.3.1 pavyzdziu apskai¢iuojame
statistikos U realizacija

1525

u=-2In ———
STy SEk

+ T = 11,6295.
Asimptotiné P reik§meé
oY = P{2 > u} = 0,0708.

Asimptotiné P reik&meé pv((f) keturiy Zenkly po kablelio tikslumu sutampa su pv((f).

Palygine 5.3.1 ir 5.3.2 pavyzdZius matome, kad, kai n nedideli, tikétinumy santykio
kriterijus gali biti netikslus. Rekomenduojama jj patikslinti bent jau sutapatinant vidurkius.

Tolesni patikslinimai yra maziau reik§mingi.

5.4. Pratimai

5.1. Tarkime, X;1,..., Xin,;,% = 1,...,m, yra m paprastyjy imciy, gauty stebint nepriklauso-
mus a.d. X; ~ N(p,, 012), i =1,...,m. a) Raskite tikétinumy santykio statistika atsizvelgdami
i Bartleto pataisa hipotezei H : 07 = ... = 02, tikrinti. b) Sudarykite asimptotinj hipotezés H
tikrinimo kriterijy.

5.2. Turime tris vienodo didumo n imtis, gautas stebint nepriklausomus a.v. X; ~
N(p;,3;). Sudarykite tikétinumy santykio statistika A1 hipotezei Hy : 1 = 3o ir tikétinumy
santykio statistika Ao hipotezei H; : 3o = 33 tikrinti, kai Zinoma, kad 31 = 3. [rodykite,
kad a.d. Aj ir Ay yra nepriklausomi, kai 31 = 3o = 33.

5.3. Tegu Y(j),j =1,...,m, yra nepriklausomi k-maciai vektoriai su nuliniais vidurkiais
ir kovariacijy matricomis X;. Tarkim, C = [c;;]mxm ortogonali matrica, kurios paskutinioji
eiluté yra (1/4/m,...,1/4/m). Atlikime transformacija

m
zU) = Zc]'iY“), j=1..,m.
i=1

Irodykite, kad )
Cov(Zz™M zWy=0, j=1,..,m—1,

tada ir tik tada, kai 31 = ... = Xy,
5.4. (5.3 pratimo tesinys.) Remiantis 5.3 pratimu raskite hipotezés H : 1 = ... = X,
tikrinimo kriterijy, kaip kriterijy dél a.v. Z(™) nepriklausomumo nuo a.v. Z(1), .. z(m=1)

remiantis jungtinio vektoriaus U = (Z)7T, ..., (Z(m=)T)T paprastaja imtimi Uy, ..., Un,.
Raskite tikétinumy statistikos skirstinj, kai k = 2.

5.5. Tegu X1i,..., X, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ng(p,X). Nagrinékime hipotezes
H:p=py,3 =39, H : ¥ =3 ir Hy : p = pg, kai zinoma, kad 3 = 3g; ¢ia 3o zinoma,
[Zo| > 0. Tegu A, A1 ir Ap yra $ias hipotezes atitinkancios tikétinumy santykio statistikos.

a) Raskite statistikos A iSraiska ir asimptotinj skirstinj, kai H teisinga.

b) Irodykite, kad A = A1As.

c) Irodykite, kad Ay ir A nepriklausomi, kai hipotezé H teisinga.

5.6. Tegu X1i,..., X, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ng(p,3X). Nagrinékime hipotezes
H:p=02X=0%%), H : & = 02X ir Hy : p = 0, kai zinoma, kad ¥ = 02X; &ia
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30 Zinoma, o o — nezinomas. Tegu A, A; ir Ag yra Sias hipotezes atitinkancios tikétinumy
santykio statistikos.

a) Raskite statistikos A2 skirstinj, kai Ho teisinga.

b) Raskite statistikos A israiska ir asimptotinj skirstinj, kai H teisinga.

5.7. Pagal 8 vienodo didumo n = 20 paprastasias imtis, gautas stebint nepriklausomus
a.d. X; ~ N(ui,af) gauti nepaslinktieji dispersijy jveréiai: 12,4; 6,8; 17,1; 10,4; 12,0; 15,3;
5,1; 8,9. Patikrinti hipoteze H : 0f = ... = 052;.

5.8. Buvo matuojamas aliuminio lydiniy tempiamasis atsparumas (X1) ir jy tvirtumas
(X2). Gauta po 12 matavimy 5 nepriklausomose imtyse. Pagal matavimo duomenis apskai-
&iuotos matricos [2]

g, — ( 78,948 214,18 g, — ( 223,695 657,62
=\ 214,18 1247,18 ) °2 T 657,62 2519,31 )
g. _ ( 57,448 190,63 g, — (187,618 375,01
37\ 190,63 1241,78 ) P47 375,91 1473,44 )
g. — ( 88,456 259,18
5=\ 259,18 1171,73 /-

Patikrinkite hipoteze apie penkiy kovariaciniy matricy lygybe.

5.9. Tegu X, ir X2 yra taurélapio ilgis ir plotis, o X3 ir X4 — vainiklapio ilgis ir plotis.
Atlikta po 50 matavimy Iris versicolor, Iris setosa ir Iris virginica. Pagal gautus duomenis
apskaitiuotos matricos [2]:

13,0552 4,1740  8,9620 2,7332

s, — | 41740 48250  4,0500 2,0190
8,9620 4,0500 10,8200 3,5820 |°
2,7332 2,0190  3,5820 1,9162
6,0882 4,8616 0,8014 0,5062

g, — | 48616 70408 0,5732 0,455

0,8014 0,5732 1,4778 0,2974 |°
0,5062 0,4556 0,2974 0,5442
19,8128 4,5944 14,8612 2,4056

§y— | 45944 5,092 34976 23338
14,8612 3,4976 14,9248 2,3924
2,4056 2,3338  2,3924 3,6962

a) Patikrinkite hipoteze 31 = 3.

b) Patikrinkite hipoteze X1 = 3g = X3.

5.10. Pagal 1.9 pratimo duomenis patikrinkite hipoteze, kad atveju a) ir atveju b) ko-

variacinés matricos yra lygios.

5.11. (2.7 pratimo tesinys). Pagal pratimo 2.7 duomenis patikrinkite hipoteze

6 8

s 2y 2
H.E—JEO—U(S 15).
5.12. Pagal pratimo 2.9 duomenis patikrinkite hipoteze, kad a.v. (X1, X2, X3)T ko-
variaciné matrica proporcinga matricai
10 5 2
5 5 2
2 2 5

5.13. Pagal pratimo 1.13 duomenis patikrinkite hipoteze, kad a.v. (X1, X2, X3, X4)7
kovariaciné matrica 3 lygi Zinomai matricai

3o =

0,1 —0,5 0 0
—-0,5 25 0,5 0,5

o = 0 0,5 1 0
0o 0,5 0 1
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5.14. Pagal pratimo 1.13 duomenis patikrinkite hipoteze, kad a.v. (X1, X2, X3)T ko-
variaciné matrica X lygi Zinomai matricai

3 10 0
3o = 10 200 -6
0 -6 3

5.15. Pagal pratimo 2.18 duomenis patikrinkite hipotez¢ H : 31 = Xj.
5.16. Pagal pratimo 3.14 duomenis patikrinkite hipoteze H : 31 = ¥y = 33.
5.17. Pagal pratimo 4.24 duomenis patikrinkite hipoteze, kad a.v. (X1, X2, X3)T sa-

lyginio skirstinio, kai a.v. (X4, X5, Xe)7 fiksuotas, kovariaciné matrica X11.2 proporcinga
matricai

34 0 10
So=| 0 6 o0
10 0 1

Atsakymai ir nurodymai.

5.1. a) Tikétinumy santykio statistika

l/u/2 S;/257UnM/2

vy/2 vm /2 v/2 ’
vy et Ut S

A=

¢ia S; :Zj(Xij X)) vi=n1—1li=1,..m;S=814+ ..+ Sm,v=v14 ... +Um —m

b) Hipotezé H atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens o kriterijumi, kai
Z=-"2InA=vInS—vilnS1—... —vyyInSy, —vinv+vilnvi +.. +vmlnv, < a,

arba, P reikimiy terminais, kai pva = P{x2,_, > Z} < a, &ia Z yra statistikos realizacija.
5.2. Tikétinumy santykio statistikos

_ ‘Sllnk/2|52|nk/22nk Ao — |Sl +52‘nk‘s3‘nk/233nk/2

181+ 87k P S1+ Sz + S3nk/2 7

¢ia S1,S2,S3 yra Visarto matricos, sudarytos i§ nepriklausomy iméiy. Siekiant jsitikinti A
ir A2 nepriklausomumu pakanka patikrinti, kad E(A1A2)" = E(AM)E(AD).

5.4. Tegu S = Zj UjU’]r = [Sij]mkxmky (0] 511 = [Sij]k(m—l)xk(m—l)v kai i,j = 17 ...,k(m—
1); S22 = [Sijlexk, kai 4,5 = km — k + 1,...,km. Tikétinumy santykio statistika A =
(1S]/(811822))™/2. Kai hipotezé teisinga, statistika Z = —2In A asimptotiskai turi 2 skirstinj
su v = k?m laisvés laipsniy. Jeigu k = 2, tai remdamiesi skyreliu 4.5.4 gauname, kad statistika
U=A2" 252 no ~ Be(n—2m—4,2(m—1)) ir F = (1= vVU)(n—2m—4)/(2(m—1)VT) ~
F(4(m —1),2(n — 2m — 4)). 5.5. a) Tikétinumy santykio statistika

Ay

k/2 1 _
A= (£)71SEg 2 expl S Tr(SEG ) +n(X = o) 51 (X = o)},

tia 8§ =3,(X — po)(X — po)". b)
eN™R/2 (o 1iny2 1 —1 R Ty—1/%
Ar = (ﬁ> 8361 "/2 exp{— S Tr(STg )}, Az = exp{—5n(X — 1) " Sg (X = o)}
¢)A1 priklauso tik nuo S, A2 — tik nuo X, o X ir S yra nepriklausomi. 5.6. a)
A = (Tr(S=5H/[Tr(SS5t + nX TS 1X)"k/2,
Jeigu U = A2/ ") tai statistika F = (1 — U)k(n — 1)/(kU) ~ F(k, k(n — 1)). b)
A= A1Ay = [SE7YM2E"R/2 ) Tr (8251 + nX T2 X] /2
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ir —2InA % x2, v =(k+1)(k+2) — 2. 5.7. Statistika Z = —2In A jgijo reikime 10,2525.
Kadangi pv, = P{x2 > 10,2525} = 01747, tai atmesti hipotezg néra pagrindo. 5.8. Statistika
Z = —2In A jgijo reik§me 10,7985; pvg = P{x%2 > 10,7985} = 0,5463. Atmesti hipoteze néra
pagrindo. 5.9. a) Statistika Z = —2In A igijo reikime 71,3025; pva = P{x3, > 71,3025} =
2,5-10711, Hipotezé atmestina. b) Statistika Z = —2In A jgijo reikéme 149,66. Hipotezé
atmestina. 5.10. Statistika —21n A jgijo reik§me 25,0316; asimptotiné P reik§mé pv = P{xg >
25,0316} = 1,5-107%; hipotezé¢ atmetama. 5.11. Statistika U i§ (5.2.8) igijo reikime u =
0,2475. Kadangi k = 2, tai turime ignagrinéta atskira atvejj ir pv = (21/u)8=0,9605; atmesti
hipoteze néra pagrindo. 5.12. Statistika Z = —2In A jgijo reik§me 2,3708; pv, = P{Xg >
2,3708} = 0,7958. Atmesti hipoteze néra pagrindo. 5.13. Statistika Z = —2InA igijo
reik§me 9,3996; pva = P{x3, > 9,3996} = 0,4946; hipotezé neatmetama. 5.14. Statistika
Z = —2InA jgijo reiksme 9,5763; pv, = P{x2 > 9,5763} = 0,1437. Atmesti hipotezg¢ néra
pagrindo. 5.15. Statistika Z = —2In A jgijo reiksme 26,0674; pv, = P{x3 > 26.0674} =
9-10~6; hipotezé atmetama. 5.16. Statistika Z = —2InA igijo reik§me 251,6067; pvg, =
P{x%, > 111,7974} = 5,4 - 10~*2; hipotezé atmetama. 5.17. Statistika U i§ (5.2.8) jgijo
reik§me u = 1,2643. Asimptotiné P reik§mé pv, = P{x3 > 1,2643} = 0,5394; atmesti
hipoteze néra pagrindo.



6 skyrius

Diskriminantine analize

Tarkime, kad objekta (individa) reikia priskirti vienai i§ galimy m klasiy re-
miantis tam tikro atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X3)? matavimais.

Pavyzdziui, gydytojas, turédamas paciento tam tikry simptomy matavimus,
bando nustatyti, kuria i§ galimy m ligy serga pacientas. ISleidziamosios kont-
rolés metu, remiantis gaminio parametry matavimais, juos bandoma suskirstyti
i dvi grupes: gerus gaminius, kurie bus sékmingai eksploatuojami garantinio
laikotarpio metu, ir defektinius gaminius, kurie vartotojo bus reklamuoti. Lite-
raturoje tokiy uzdaviniy sprendimas vadinamas diskriminantine analize, klasi-
fikavimu, identifikavimu.

Skyreliuose 6.1, 6.2 aptarsime atveji, kai zinomi vektoriaus X skirstiniai kiek-
vienai i§ m klasiy. Skyrelyje 6.3 aptarsime atvejj, kai tikimybiniai skirstiniai
néra zinomi ir juos tenka vertinti remiantis statistiniais duomenimis.

6.1. Dviejy klasiy atvejis

6.1.1. Klasifikavimo tikslumo tikimybés

Tarkime, objektai, dél kuriy turime priimti sprendimus, gali priklausyti vienai
i§ dviejy klasiy. Dél trumpumo pazymeékime £ a. d., kuris igyja reikSme 1, jeigu
objektas priklauso pirmai klasei, ir jgyja reik8me 2, jeigu objektas priklauso
antrai klasei. Tegu 7 yra a.d., kuris jgyja reikSme 1 arba 2, jeigu objektas
priskiriamas pirmai arba antrai klasei. Tada klasifikavimo tiksluma apibudina
tikimybés

aiy =P{n=idl§ =3}, i,j=1,2, (6.1.1)

kurias surasykime j lentele

143
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6.1.1 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés

T ] 2 |xn

1 Q11 | Qo1
2 Q12 22 1

Sioje lenteléje 7 ir o yra teisingy sprendimy tikimybés, o aqs ir as; —
klaidingy. Klasifikavimo taisyklé tuo geresné, kuo didesnés tikimybés aq; ir ago
ir kuo mazesnés tikimybés aqs ir ao;.

Tarkime, a.v. X tankis ¢ baigtinio mato p atzvilgiu, kai & = 4, yra f;(x),

t.y.
(X[ =1) ~ fi(x), i=1, 2. (6.1.2)

Randomizuota sprendimo priémimo taisyklé yra mati funkcija ¢ (x) = (p1(x),
wa(x))T, = € RK; ¢ia o;(x) reiskia tikimybe priskirti objekta i-ajai klasei, kai
a.v. X igijo reikSme x:

vile) =P{n=iX=a}, i=1,2; ¢i1(x)+pax)=1. (6.1.3)

Tokiy funkcijy klase zymésime ®. Tikimybés «;; yra ¢(x) funkcijos

sy = aij(e) = [ wile)s; @) (6.1.4)
Reikia rasti optimalig sprendimy priémimo taisykle ¢(x) i$ aibés ®.

Apibrézkime nuostoliy funkcija. Tarkime, nuostoliai lygas 0, jeigu priimtas
teisingas sprendimas; lygus ¢;; > 0, kai priimtas sprendimas n =4, 0 £ = j, i #
j =1, 2. Tada rizikos funkcija R = (R, R2)T susideda i§ dviejy komponenéiy

Ri(9) = caan() = Pl = 26 = 1) = o1 [ a(a)fu(a)dp
Ra(p) = cizana() = cisP(n = 1€ =2} = ez [ er@fa(a)dn.  (6.05)

6.1.2. Sprendimy priémimo taisyklés

Jeigu Zzinoma, kaip daznai kurios klasés objektai pasirodo, t.y. Zinomos aprio-
rinés klasiy tikimybés

w =P{E=1}, w=P{{=2}, wi+wy=1, (6.1.6)
galime apibreézti vidutine rizikos funkcija
R(p) = Ri(p)wr + Ra(p)wz = craonz(p)wz + 21021 (@)wr
ir suformuluoti optimalios sprendimy taisyklés ¢* radimo uzdavinj:

nf, R(p) = R(¢"). (6.1.7)



6.1. Dviejy klasiy atvejis 145

6.1.1 teorema. Funkcionalas (6.1.7) jgyja minimalia reiksme, kai sprendimy
funkcija (6.1.3) turi tokj pavidala

1, kai fi(z) = cfz(w),

i(@) = { 0, kai fi(x)<cfo(x),
¢ =cpwz/(caawr), @) =1-¢i(x).

Jeigu su visais ¢ tikimybé P{ f1(X) = cf2(X)|§ =i} =0, i = 1,2, tai sprendinys
(6.1.8) yra vienintelis beveik visur mato p atZvilgiu.

(6.1.8)

Irodymas. Remiantis (6.1.5) funkcionalas

R(g) = / [ero1 () fo () + Co102(2) f1 (w1 | dps

= c21w1 + / o1(x)[cra fo(x)we — ca1 f1(x)w1]dpe.

Integralas jgyja minimalia reik8me, kai pointegralinis reigkinys kiekviename taske
2 yra minimalus. Taigi reikia imti ¢ (x) = 1, kai ci2fo(®)wa < c21 f1(x)wr,
ir reikia imti pj(x) = 0, kai teisinga prieSinga nelygybé. Kai ciafo(x)ws =
co1 f1(x)wy, tai pointegralinis reiskinys lygus 0, ir galima parinkti bet kokia
reiksme 0 < pi(z) < 1, pi(x) = 1 — ¢j(x), nes nuo to funkcionalo R reikime
nepakinta. Jei aibés, kurioje galioja nurodyta lygybé, matas lygus 0, tai ¢
apibrézta vienareik§migkai, iSskyrus aibe, kurios g matas lygus 0. A

Jeigu c¢12 = ¢o1, tai sprendimy priémimo taisykle galima suformuluoti taip:

TR Il iy (6.1.9)
c=wy/wi, @3(x)=1—p](x).

Kai fi(x) = cf2(x), tai 0 < ¢j(x) < 1 galima parinkti bet kokiu badu, nes
nuo to funkcionalo reik§meé nepakinta. PavyzdZiui, galime imti ¢7(x) =, 0 <
~v < 1 visuose taskuose @, kuriuose f1(x) = cfa(x). Tokia sprendimy priémimo
taisykle vadinsime Bejeso taisykle apriorinio skirstinio (w1, wq)? atZvilgiu. Ji
minimizuoja sumine klasifikavimo klaida ajows + aaywy .

Bejeso klasifikavimo taisykle galima gauti ir kitokiu budu. Jeigu neturime
jokios papildomos informacijos, tai objekta naturalu priskirti i-ajai klasei, jeigu
aprioriné tikimybé w; > w;. Jei gauta a.v. X reik§mé X = x, tai remdamiesi
Bejeso formule apskaic¢iuojame aposteriorines klasiy tikimybes

fi(@)w;
1(@)wr + fo(x)ws’

wilw) = PlE=iX = o} = 5 i=1,2 (6.1.10)
wi(x) +wa(x) = 1.

Objekta, kurio gauta reiksmé X = «, priskirsime i-ajai klasei, jeigu w;(x) >
w;(x), arba w;(x) > 1/2. Akivaizdu, kad 8 taisyklé sutampa su (6.1.9).
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Sprendinj (6.1.8) galima interpretuoti taip. Apibréziame diskriminantines
funkcijas g1 (x) = crafo(x)we ir go(x) = co1 f1(x)w1, kuriy palyginimas sudalija
erdve RX j tris nesikertancias dalis Q; U Q, U Qo = Rk

Qi ={z:gi(x) <gj(x)}, i#j; Qo={z:g9(z)=g2(x)} (6.1.11)

Jeigu stebétoji reiksmé x patenka j €, tai objektas priskiriamas pirmai klasei;
jeigu patenka j o — antrai klasei; jei patenka j pasienio tasky aibe g, tai
objektas gali buti priskirtas bet kuriai klasei.
Suprantama, kai yra dvi klasés, pakanka apsiriboti viena diskriminantine
funkcija g(x) = g1(x) — g2(x). Sprendimas priimamas palyginant g(x) su 0.
Kai p(920) = 0, klaidingo klasifikavimo tikimybé yra

Ple} = A fo(x)wadp + A fi(x)widp. (6.1.12)

Bejeso klasifikavimo taisyklés diskriminantine funkcija galima apibrézti nau-
dojant aposteriorines klasiy tikimybes

g(x) = walz) — wi (). (6.1.13)

6.1.1 pavyzdys. Panagrinékime paprasta iliustracinj pavyzdj. Tegu (X|§ = 1) ~ N(0, 1),
(X)¢€ = 2) ~ N(3, 1); apriorinés tikimybés w1 = 1/4,w2 = 3/4; nuostoliai c12 = 1,c21 = 4.
Tada sprendimy priémimo taisyklé, minimizuojanti rizikos funkcija R, yra

“(z) = 1, kai fi(z) >cfo(z), _ [ 1, kali z<1,596,
PUEI =00, kai fi(z) <cfa(z). ~ 1 0, kai z>1,596.

Bejeso klasifikavimo taisykléje @i (z) = 1, kai ¢ < 1,134 ir pj(z) = 0, kai > 1,134.
Suminé maziausioji klasifikavimo klaida

P{e} = ®(1,134 — 3)wz + (1 — O(1,134))w; = 0, 055.

Minimakso principas

Jeigu apriorinés klasiy tikimybés w; ir ws nezinomos, tai rizikos funkcija
R(¢p) yra dvimatis vektorius (6.1.5) ir sprendimy taisykles reikia parinkti at-
sizvelgiant i abi komponentes.

Sakysime, kad sprendimy priémimo taisyklé ¢ yra ne blogesné uz *, jeigu
Ri(p) < Ri(¢*) ir Ra(p) < Ra(p*) ir geresné uz ¢*, jei bent viena nelygybe
griezta.

6.1.1 apibréZimas. Sprendimy priémimo taisykle ¢ vadinsime leistina, jeigu
néra taisyklés, geresnés uz .

Nataralu ieskant optimalios taisyklés apsiriboti leistiny taisykliy aibémis.
Taciau tokiy taisykliy aibé gali buti gana plati. Todél reikalingi principai, kurie
leisty i§ Sios aibés iSskirti tam tikra prasme priimtiniausig elementa. Vienas i
dazniausiai naudojamy tokio tipo principy yra vadinamasis minimakso princi-
pas.
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6.1.3 apibrézimas. Sakysime, kad sprendimy priémimo taisyklé ¢* tenkina
minimakso principg, jeigu ji minimizuoja rizikos funkcijos

R(p) = (Ri(p), Ra())"

maksimalia komponente:
" = {p: min (max(Ri(p), Ra(#)))}- (6.1.14)

Irodyta, kad 8io uzdavinio sprendinys yra Bejeso taisyklé, surasta turint tokj
(maziausiai palanky) aprioriniy tikimybiy rinkinj wy, w3, kai rizikos funkcijos
(6.1.5) komponentés Ry (yp*) ir Ro(¢*) yra lygios (7r. [14]).

6.1.2 pavyzdys. (6.1.1 pavyzdzio tesinys). Rasime sprendimy priémimo taisykle, tenki-
nanciag minimakso principa 6.1.1 pavyzdzio salygomis, kai apriorinés klasiy tikimybés nezi-
nomos.

Kai klasiy tikimybés neZinomos, tai pagal Bejeso taisykle (6.1.9) funkcija 1 (z) = 1, kai
z <c(wr) =1,5-(1/3)In((1 — w1/(w1))). Palygine rizikos funkcijos komponentes, gauname
lygti

c12®(c(w1) = 3) = c21(1 = ((c(w1)))),
i8 kurios randame, kad maZiausiai palankus aprioriniy tikimybiy rinkinys yra (wi,ws2) =
(0,745, 0,255). Sio rinkinio abi rizikos funkcijos komponentés vienodos ir lygios 0, 1266.
Suminé klasifikavimo klaida P{e} = 0,056, suprantama, yra didesné uz ta, kuri buvo gauta

6.1.1 pavyzdyje.

6.1.3. Klasifikavimas, kai yra apribojimy

Ne visada galima apsiriboti nuostoliy funkcijos minimizavimu, o reikia, kad
buty patenkinti tam tikri apribojimai. Pavyzdziui, vartotojas gali pageidauti,
jog produkcijos kontrolé baty organizuota taip, kad jam patenkancios produk-
cijos defektiniy gaminiy dalis buty maZza. Chirurgas gali reikalauti, kad tarp
siun¢iamy operuoti ligoniy biuty maza dalis tokiy, kuriems operacija nerei-
kalinga, ir pan.

Hipoteziy tikrinimo uZdavinys
Jeigu apribosime viena rizikos funkcijos komponente ir stengsimés mini-
mizuoti kitg komponente, tai ekvivalentu tokiam uzdaviniui:

ao1(¢p) — min, a11(¢p) — max,
b 6.1.15
{ a(p) <a, PR { a12(9) < o (6.1.15)

Toks uzdavinys vadinamas hipoteziy tikrinimo uzdaviniu. Tikrinama paprastoji

hipotezé H : ¢ = 1, kai alternatyva H : £ = 2 taip pat paprastoji. Skaitius
0 < «a < 1 vadinamas kriterijaus reiksmingumo lygmeniu; tikimybé «q1(yp)
vadinama kriterijaus galia. Uzdavinio (6.1.15) sprendinys ¢* € ® vadinamas
galingiausiuoju kriterijumi. Uzdavinio sprendinys ¢* duotas fundamentaliojoje
Neimano ir Pirsono lemoje (zr. I dalj, 5.2.1 skyrelj):

L fi(@) > cfa(x),
pi(x) =2 4 filz) =cfo(x), (6.1.16)
0, fi(z) <cfa(x)
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Konstantos ¢, § randamos i§ salygos
Ollz((p*) = Q. (6.1.17)

Pateiksime geometrine Neimano ir Pirsono lemos interpretacija. Apibrézkime
vienetinio kvadrato sritj

M = {(u,v) = (12(p), a11(p)) : p € B} (6.1.18)

Remdamiesi aibés ® iskilumu gauname, kad aibé M taip pat igkila. Irodyta, kad
aibé M yra uzdara (zr. [12]). Aibei M priklauso taskas (0, 0), kai ¢, (x) = 0;
priklauso taskas (1, 1), kai ¢, () = 1, taigi ir kvadrato diagonalé, jungianti
Siuos taskus. Aibé M simetriska tasko (1/2, 1/2) atzvilgiu. Norint tuo jsitikinti
pakanka imti funkcija (¢ (), @5 (x)) ir funkcija (1 — ¢4 (x),1 — @o(x)). Jeigu
tankiai sutampa, tai M yra diagonalé; jeigu tankiai singuliarus vienas kito
atzvilgiu, tai M sutampa su vienetiniu kvadratu (Zr. 6.1.1 pav.).

Vi vV Vi

O | prmmmfomooes e —

| ‘ | K |

| | [ | [ |

] | | | [ |

| [ | [ |

i l b | b i

S IVAYS I ISR G
o/ LAl R | '
o 1 u a'oa | u a o 1 u

a) b) ¢)

6.1.1 pav. Geometriné interpretacija

Naujais terminais uzdavinys (6.1.15) jgauna tokj pavidala:

{ VTN v) € M (6.1.19)

u < q,
Pagal Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda reikia maksimizuoti
glu,v) =v— Ay, (u,v) € M.

Taigi atsakyma atitinka toks taSkas ant vir§utinés gaubiamosios srities M lini-
jos, kad lietéja (atraminé tiesé) g(u,v) jgyja maksimalig reiksme. Kai A prabéga
reikSmes nuo 0 iki oo, tai gauname visus srities M virSutinés gaubiamosios li-
nijos taskus; parametras A lygus kampo ¢, kuri sudaro lietéja su abscisiy asimi,
tangentui, A = tg .

Matome, kad atsakyma atitiks liestiné, pravesta taske u = «. Jeigu Sia-
me taSke liestiné turi tik viena bendra taska su sritimi M, tai randomizacijos
nereikia (6.1.1 pav. a)). Jeigu liestinés su sritimi M bendri tagkai sudaro inter-
vala, kai u € [o/,a”],0/ < a < & (6.1.1 pav, b)), tai reikalinga randomizacija
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ird = (a—a')/(a” — ). Sprendinys vienintelis, i8skyrus atvejj, kai taskuose
u € [o,a], & < a, kriterijaus galia v =1 ( 6.1.1 pav. c)).
6.1.3 pavyzdys. Tegu, kaip ir 6.1.1 pavyzdyje (X[ =1) ~ N(0, 1) ir (X]|¢6 =2) ~ N(3

Reikia rasti klasifikavimo taisykle, kad a12 < a = 0,05, 0 @21 — min. Randame, kad n =
kai z < c. Konstanta c randama i§ salygos

1).
1,

a2 = P{X < /¢ =2} = P(c—3) =0,05.
Randame ¢ = 3 + 29,05 = 1, 355.

Netiesiniai apribojimali.

Tiesiniy funkcionaly apribojimai (6.1.15) ne visada atitinka realig situacija.
Norédami tuo jsitikinti panagrinékime paprasta pavyzdj.

Atliekama isleidziamoji produkcijos kontrolé, po kurios gerais pripazinti gami-
niai siunc¢iami vartotojui. Tegu £ = 1, jeil gaminys geras, ir £ = 2, jei gaminys
defektinis. Vartotoja pirmiausia domina, kokig jo gautos produkcijos dalj sudaro
defektiniai gaminiai (t.y. tikimybé P{¢ = 2|p = 1}), o ne kaip daZnai defekti-
nis gaminys pripazjstamas geru (tikimybé a5 = P{n = 1|¢ = 2}). Pavyzdziui,
jeigu wo = 1, tai kad ir kokia maza buty tikimybé a2, vartotojui pateks vien de-
fektiniai gaminiai (kitokiy ir nebuvo). Taigi tikimybés P{{ = 2|n = 1}) maZuma
lemia ne tik tikimybés a1, mazumas, bet ir apriorinés tikimybeés wy, ws.

Apibrézkime tikimybes

B =P{&=jln=1}, 4,57=1,2 (6.1.20)
ir surasykime jas j lentele.

6.1.2 lentelé. Aposteriorinés klasifikavimo tikslumo tikimybés

n
¢ 1 2
1 Bi1 | B2
2 Ba1 | Ba
5 1] 1

Klasifikavimo tikimybés «;;, pateiktos 6.1.1 lenteléje, apibudina klaidas,
kurias atliksime taikydami klasifikatoriy, t.y. prie§ atlikdami klasifikavima.
Tikimybés j3;; apibudina klaidas, kurias gavome, kai klasifikavimas jau atlik-
tas, t.y. apibudina po klasifikavimo gauty aibiy uZterS§tuma kity aibiy ele-
mentais. Tiek aptartame pavyzdyje, tiek ir kituose klasifikavimo uzdaviniuose,
matyt, svarbiau yra zinoti, kokius rezultatus gavome atlike klasifikavimg. Klasi-
fikavimo tikimybes f;; naturalu vadinti aposteriorinémis klasifikavimo klaidy
tikimybeémis, o tikimybes o;; — apriorinémis.

Nagrinékime uzdavinj

11 — Inax,
6.1.21
{ P21 < B. ( )

6.1.2 teorema. Tegu B < we. Tada uZdavinio (6.1.21) sprendinys turi (6.1.16)
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struktiirg. Parametrai ¢, randami i$ salygos

Bar(e”) = B (6.1.22)
Sprendinys apibréziamas vienareikSmiskai, iSskyrus ta atveji, kai egzistuoja spren-
dinys ¢*, kuriam (21(¢”) < B, 0 a11(e”™) = 1.

Irodymas. Naudosime geometrine interpretacija. Peréjus prie srities M
kintamyjy (u,v) terminais uzdavinj galima pertvarkyti j toki:

v — max, (u.0) € M
1— u,v) € M.
v> wzfalBﬂ)u’

Srities M poaibis, kuriame ieSkomas sprendinys, pavaizduotas 6.1.2 pav.
(uzstrichuotas).

V4 v i
1 1 3=

v v

iy Lu Wy g 1l Lu
el b) ¢)

6.1.2 pav. Geometriné interpretacija

Matome, kad ir §iame uzdavinyje sprendinys yra taskas (ug, vo) ant vir§utinés
gaubiamosios srities M linijos, kuris gaunamas susikertant $iai linijai su tiese
v = u(wa(1 - B))/(w1).

Jeigu B > wo, tai apribojimas patenkintas visiems virSutine gaubiamaja lini-
ja atitinkantiems sprendiniams (neesminis apribojimas) ir galima imti sprendinj
(,01(15) = 1, 11 = 1.

Jeigu 8 < ws, tai sprendinys turés (6.1.16) pavidala, kuriame parametrus
¢, § randame i§ salygos

ﬁgl((p*) = ﬁ, arba 0112(30*) = UgQ- (6.1.23)

Jeigu taske u = wg liestiné turi tik viena bendra taska su sritimi M, tai
randomizacijos nereikia (6.1.2 pav. a)). Jeigu liestinés su sritimi M bendri
tagkai sudaro intervala, kai u € [ug,uy],uy < up < ug (6.1.2 pav, b)), tai
reikalinga randomizacija ir 6 = (up — ug)/(ug — up). Sprendinys vienintelis,
isskyrus atvejj, kai taskuose u € [ug, ugl, ug < wo, kriterijaus galia v =1 ( 6.1.2
pav. ¢)). A

6.1.4 pavyzdys. (6.1.1 pavyzdZio tesinys). 6.1.1 pavyzdZzio salygomis rasime sprendimy
priémimo taisykle, kad tikimybé ay; buty maksimali, o aposterioriné tikimybeé B21 < 0,05.



6.1. Dviejy klasiy atvejis 151

Siame pavyzdyje randomizacija nereikalinga. Objektas priskiriamas pirmai klasei, kai
z < d. Remiantis (6.1.22) konstantai d rasti gauname lygt]

&(d) = 57®(d — 3).

I8 Sios lygties randame d = 0,7975. Matome, kad 8io uzdavinio sprendimas ir atsakymas i

esmés skiriasi nuo 6.1.3 pavyzdzio, kuriame buvo apribota aprioriné klaidos tikimybé.

6.1.1 pastaba. Daznai spendziant klasifikavimo uzdavinius ne tik apribojimai,
bet ir funkcionalai, kuriuos maksimizuojame ar minimizuojami, yra netiesinés
¢ funkcijos. Tokiy uzdaviniy sprendimas aptariamas [11].

Hierarchiné klasifikacija

Sprendimy priémimo taisyklé (6.1.16) faktigkai priklauso tik nuo vieno para-
metro. Jo parinkimas leidzia valdyti vieng i§ klasifikavimo klaidy tikimybiy. Kai
yra fiksuotas informacijos kiekis valdyti abi klasifikavimo klaidy tikimybes ne-
galime. Galimybe valdyti abiejy rasiy klaidas atsiranda, jeigu jtartinais atvejais
galutinis sprendimas nepriimamas. Suprantama, pageidautina, kad atsisaky-
mas priimti galutinj sprendimg buty kuo retesnis, taciau abiejy rusiy klaidy
tikimybés nevirSyty leistiny riby.

Su objektais, dél kuriy galutinis sprendimas nepriimtas, gali bati elgiamasi
ivairiai. Pavyzdziui, atliekant produkcijos kokybés kontrole ,jtartiniems* gami-
niams gali biiti mazinama kaina, Zeminamas rasingumas ir pan. Kita galimybé
— likusius objektus klasifikuoti remiantis papildomai surinkta tikslesne informa-
cija, kurios panaudoti visiems objektams klasifikuoti negalima dél per dideliy
laiko ar 1é8y sanaudy.

Taigi naturaliai gauname hierarchinés klasifikacijos procedira. Pirmame
etape, remdamiesi minimalia informacija, suklasifikuojame objektus taip, kad
abiejy rusiy klaidy tikimybés buty apribotos, o likusiy nesuklasifikuoty objekty
dalis buty minimali. Antrame etape, remdamiesi tikslesne informacija, klasi-
fikuojame objektus, dél kuriy sprendimas pirmame etape nebuvo priimtas. Jeigu
antrojo etapo turima informacija nepakankama, kad buty galima igklasifikuoti
visus likusius objektus esant apribotoms klaidy tikimybéms, tai vél galime dél
dalies objekty galutinio sprendimo nepriimti. Tada klasifikavimas gali biti
uzbaigtas tre¢iame etape, remiantis nauja papildoma informacija, ir t. t.

Nagrinékime pirma etapa.

Taip, kaip ir pirmiau, tegu a.d. ¢ igyja reiksme 1 arba 2, kai objektas pri-
klauso pirmai arba antrai klasei, o a.d. 7 jgyja reikSme 1 arba 2, kai objektas
priskiriamas pimai arba antrai klasei ir jgyja reik§me 0, jeigu galutinis sprendi-
mas nepriimtas. Klasifikavimo tiksluma apibiidina apriorinés tikimybés

a; =P{n=ilg¢=j}, i=1,20 j=12, (6.1.24)

arba aposteriorinés (sprendima priémus) tikimybeés

Bji = P{E = jln =i} = —22 =1,2, i=120 (6125

)

?
Qj1w1 + QoWs

tia w; = P{€ = i},w1 +wy = 1, apriorinés klasiy tikimybeés.
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Tarkim, sprendimas priimamas remiantis a.v. X, kurio tankiai o-baigtinio
mato p atzvilgiu yra

(Xl§ =i) ~ fi(z), i=1,2.

Randomizuotoji sprendimy priémimo taisyklé siuo atveju yra trimateé funkcija
e = p(x) = (p1(x), p2(x), po(x)); tia

vi(x) =P{n =14 X =a}, ¢1(x)+ p2(x) + @o(x) = 1.

Tokiy sprendimy priémimo taisykliy aibe vél zZymésime ®. Klasifikavimo tiki-
mybeés «;; yra tiesiniai ¢ funkcionalai:

aij = i (p) = /%(fﬂ)fj(w)dm i=1,20 Jj=12 (6.1.26)

Nagrinésime salyginio ekstremumo radimo uzdavinj, kai apribotos abiejy
rusiy klaidy tikimybés aqo ir agp ir minimizuojamos atsisakymy nuo priimti
sprendimg tikimybés:

Qg1 — min, Q11 — Max,
Q2 — min ig9 — Max
02 " arba 2 T oped. (6.1.27)
ajp < ag, ajp < ag,
az < ag, az < Qg,

6.1.3 teorema. Tegu @i (x) ir p3(x) yra salyginio ekstremumo radimo uZdaviniy

{ 1] — Inax, ir { Qg9 — IMax, (6 1 28)

a2 < ag, ao1 < g,

sprendiniai. Jeigu su visais @ suma ¢j(x) + ©5(x) < 1, tai funkcija ¢ =
(pi(x), pa(x),1 — @i (x) — p5(x)) yra daugiackstremaliojo uzdavinio (6.1.27)
sprendinys.

Irodymas. Pirmasis uzdavinys priklauso tik nuo sprendimy funkcijos pir-
mosios komponentés @1, o antrasis tik nuo antrosios komponentés s, todél
juos galime nagrinéti atskirai. Tokiy uZdaviniy sprendiniai pateikti (6.1.16).

Gauname
L filz) > cifa(x),
pi(x) =1 o1, fi(®) = cifa(z), (6.1.29)
0, fi(z) <cifa(z)
Konstantos ¢1, d; randamos i8 salygos ai2(e]) = 1.

Analogiskai, spresdami kitg uzdavinj gauname

L, fa(z) > cafi(x),
p3(x) = d2, fao(x) = c2fi(@), (6.1.30)
0, fa(x) <cafi(x)

Konstantos cg, d2 randamos i§ salygos as1(p5) = as.
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Sie sprendiniai maksimizuoja tikimybes «aq; ir age. Jeigu jie nepersidengia,
t.y. jeigu cico < 1, arba cicp = 1, tafiau 6; + d2 < 1, tada galime imti
pi(x) =1 —pi(x) — p3(x). Funkcija ¢* = (o7, ¥3,¢4) € ® ir maksimizuoja
abi tikimybes i1 ir amo, t.y. ji yra daugiackstremaliojo uzdavinio (6.1.27)
sprendinys. A

6.1.2 pastaba. Jeigu apriorinés tikimybés w1, ws Zinomos, tai visiskai analogis-
kai galime spresti uzdavinj (6.1.27), kuriame apribotos abi aposteriorinés klaidy
tlklmybes 612 ir 621.

6.1.3 pastaba. Jeigu teoremoje pateikty atskiry uzdaviniy sprendiniai per-
sidengia, tai reiskia, kad kai yra (6.1.27) uZdavinio apribojimai sprendimo at-
sisakyti nereikia, t.y. ag; = age = 0. Sprendinys, kuris maksimizuoty abi
tikimybes a1 ir aig, neegzistuoja. Tokiu atveju galime imti sprendimy priémimo
taisykle, kuri maksimizuoty teisingo klasifikavimo tikimybe aj; + age. Abu
(6.1.27) apribojimai automatiskai tenkinami.

6.1.5 pavyzdys (6.1.1 pavyzdZio tesinys). 6.1.1 pavyzdzio salygomis rasime sprendimy
priémimo taisykle, kad sprendimo atsisakymo tikimybeés ap1 ir ap2 bty minimalios ir a) abi
klasifikavimo klaidos a2 ir ao1 nevirdyty 0,05; b) abi aposteriorinés klasifikavinmo klaidos
B12 ir B21 nevirSyty 0,05 (apriorinés klasiy tikimybeés vienodos).

a) Remiantis (6.1.29) ¢i(z) = 1, kai « < ¢ o ¢ randamas i§ salygos ®(c — 3)
gaunama ¢} (z) = 1, kai < 1,3551; analogiskai ¢4 (x) = 1, kai © > 1,6449, ¢ (z)
1,3551 < x < 1,6449.

b) Remiantis (6.1.23) ¢} (z) = 1, kai < ¢ o ¢ randamas i3 salygos ®(c — 3)/(®(c — 3) +
®(c)) = 0,05; gaunama @7 (z) = 1, kai = < 1,3338; analogiskai ¢4 (z) = 1, kai z > 1,6662,
pi(x) =1, kai 1,3338 < x < 1,6662.

0,05;
1, kai

6.1.4. Normaliojo skirstinio atvejis

Tarkime, apibadinancio objektus a.v. X skirstinys kiekvienai i§ klasiy yra k-
matis normalusis
(X|¢ =1i) ~ Np(p;, %), =1, 2. (6.1.31)

Kai skirstinys yra eksponentinio tipo, tai diskriminantine funkcija patogu
imti tankiy santykio logaritma

g(@) =In fo(x) —Infi(x) +d, d= 1n§j;—:;.
Gauname
g(x) = %{(ﬂ3 — )"0 (@ - ) — (- o) BT (@ - )} (6.1.32)

1 1
7§1n|22‘ + §1H|21‘ +d.

Bendru atveju, kai Xy # 3o, skiriamasis pavirgius g() = 0, gali buti bet
koks antrojo laipsnio k-matés erdveés pavirius. Atveju k = 2 tai gali buti tiese,
apskritimas, elipsé, parabolé, hiperbolé, hiperbolé, i§sigimstanti j dvi tieses. Pa-
nagrinésime atskirus atvejus.
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1. Tegu kovariacinés matricos 3, = Xy = ¢21. Tada

9(3) = 5o (@ — 1) (@ — i) — (2 — i) (2 — i)} + .

Jeigu d = 0, tai gauname tokia taisykle: objektas, kuriam gauta a.v. X reali-
zacija x, priskiriamas pirmai klasei, jeigu atstumas tarp x ir g, yra maZesnis
uZz atstuma tarp « ir po, t.y. diskriminantiné funkcija yra hiperplokstuma,
statmena atkarpai, jungianciai taskus g, ir p, ir einanti per sios atkarpos vidurj.
Jeigu co1 > c12, tai 81 hiperplokStuma bus pastumta link tasko p,.

Suprastine kvadratinius narius gausime minétos hiperplok§tumos lygti

1

1
=) @+ s (i — pa ) +d = 0; (6.1.33)

202

objektas priskiriamas pirmai klasei, kai g(x) < 0.

g(x) =

2. Tegu bendresniu atveju kovariacinés matricos yra vienodos, taciau nebu-
tinai diagonaliosios X7 = 3o = 3. Tada

9(@) = 1o — )5 @ - )~ (@ ) "E (@ )}

Reigkinys (z — pu)"E 71 (x — p) vadinamas Machalanobio atstumu tarp tasky
x ir p. Jeigu d = 0, tai gauname tokia taisykle: objektas, kuriam X = =z,
priskiriamas tai klasei, kurios Machalanobio atstumas tarp «x ir klasés vidurkio
yra mazesnis. Suprasting kvadratinius narius jsitikiname, kad ir Siuo atveju
diskriminantiné funkcija yra hiperplokstuma

g(x) =wlz +w, —ws +d, (6.1.34)

1
= §ufz—1ui, i=1, 2.
Jei d = 0, tai 8i hiperplokstuma taip pat eina per atkarpos, jungiancios g, ir

Mo, viduri, taciau nebitinai jai statmena.

wh = (py — )", wy

Rasime klasifikavimo klaidos tikimybe.
Atsitiktinio dydzio g(X) vidurkis, kai £ =1 ir £ = 2, yra

1 1
B(o(X)E=1) = —ta+d, BlgX)E=2) = satd.
d=In(car/cr2), a=(py — ps)" T (1) — po),
o dispersija vienoda ir lygi
VigX)lE=i)=a, i=1,2
Todeél klaidingo klasifikavimo tikimybé
Ple} = P{g(X) < 0[§ = 2}wz + P{g(X) > 0§ = 1}w; =
a/2—d —a/2—d
— (1= 022Dy - a2
Jeigu apriorinés tikimybeés vienodos ir d = 0, tai P{e} = 1 — ®(y/a/2).

)). (6.1.35)



6.2. Klasifikavimas, kai klasiy daugiau negu dvi 155
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6.2.1. Klasifikavimo tikslumo charakteristikos

Tarkime, objektai, dél kuriy turime priimti sprendimus, gali priklausyti vienai
i8 m > 2 klasiy. Pazymeékime ¢ a.d., kuris jgyja reik8me ¢, jeigu objektas
priklauso i-ajai klasei, i = 1,2,...,m. Tegu n yra a.d., kuris igyja reikSme
i, jeigu objektas priskiriamas i-ajai klasei, i = 1,2,....m. Tada klasifikavimo
tiksluma galima apibiidinti tikimybémis

o =P{n=il{ =7}, i,j=1,2,..,m, (6.2.1)
kurios surasytos j lentele

6.2.1 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés

n
1 2 cee m 3
4
1 a1 | a1 | o | o |1
2 Qia | Qoo | v | Qe |1
m Q1m Qom e Qyym, 1

éioje lenteléje tik ant diagonalés yra teisingy sprendimy tikimybés; a;; yra
tikimybé, kad i-osios klasés objektas priskiriamas i-ajai klasei. Visos kitos ti-
kimybés apibuidina klasifikavimo klaidas; «;; yra tikimybé, kad j-osios klasés
objektas priskiriamas i-ajai klasei, i« # j = 1,...,m. Taigi m klasiy atveju
gauname m(m — 1) skirtingo tipo klasifikavimo klaidy. Klasifikavimo taisyklé
tuo geresné, kuo didesnés tikimybés ay; ir kuo mazesnés tikimybés o, # j =
1,...,m. Praktiniu poZitriu, matyt, svarbesnés yra aposteriorinés (klasifikavima
atlikus) klaidy tikimybés
. . QW
Bji=P{{=jln=1i} = PR,

. Gi=1,..,m, (6.2.2)

tia w; = P{{ = i} yra aprioriné i-osios klasés tikimybé, wy + ... + wy, = 1.
Tikimybé B;;,j # i, reiskia objekty aibés, kurie klasifikuojant rezultate buvo
priskirti j-ajai klasei, uzterstuma ¢-osios klasés objektais.

Tarkime, kad klasifikavima atliksime remdamiesi objekta apibudinanciy pozy-
miy vektoriaus X = (X1, ..., X3)? matavimais. Tegu a.v. tankis o baigtinio
mato p atzvilgiu, kai &€ = 4, yra f;(x), t.y.

X|¢ =1i) ~ fi(z), i=1,..,m. (6.2.3)
Randomizuota sprendimo priémimo taisyklé yra mati funkcija ¢ (x) = (¢1 (),

e om(®)T, & € RK; ¢ia ¢;(x) reiskia tikimybe priskirti objekta i-ajai klasei,

)

kai a.v. X jgijo reikSme x:
pile)=P{n=iX=a}, i=1,...m; @1(x)+..+on(x)=1.(6.24)
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Tokiy funkcijy klase zymésime ®. Tikimybés a;; yra tiesiniai ¢(x) funkcio-
nalai

iy = ai(p) = /%(w)fj(:c)du, h,j=1,..,m. (6.2.5)

Reikia rasti optimalia sprendimy priémimo taisykle op(x) i§ aibés ®.

6.2.2. Sprendimy priémimo taisyklés

Apibrézkime nuostoliy funkcija. Tarkime, nuostoliai lygis 0, jeigu priimtas
teisingas sprendimas; lygis ¢;; > 0, kai priimtas sprendimas = ¢, 0 £ =
j, i # j = 1,..,m. Tada rizikos funkcija R = (Ry,..., R,,)T susideda i§ m
komponenciy

Ri(e) =) cijai(p) = /%(fﬂ)zcig‘fa‘(w)du, i=1..,m.  (6.2.6)
i i

Apriorineés klasiy tikimybés Zinomos
Jeigu apriorinés klasiy tikimybeés w;,7 = 1,...,m, yra zinomos, tai yra gali-
mybé apibrézti vidutine nuostoliy funkcija

R(p) =Y Ri(p)wi = Z/%(-’E)gz‘(@dm

i=1

g9i(x) = Zcijfj(w)wj, i=1,..,m,
J#i

ir suformuluoti optimalios sprendimy priémimo taisyklés ¢* radimo uzdavinj:

sup R(p) = R(¢"). (6.2.7)

Apibrézkime sprendimy priémimo funkcija ¢* = (¢7, ..., ¢F,) taip
pi(x)=1, kai gi(x)<g;(x), VY j#i, i=1,.,m. (6.2.8)

Jeigu kokiame nors taske x yra keletas sutampan¢iy minimaliy funkcijy g;(x)
reiksmiy, pavyzdziui,

Giy (w) == gi'r‘(w> < Girgr (iL’) < Giryo (17) < S i, (w)? 2<r<m,
o (i1,...,im) yra skaifiy (1,...,m) kélinys, tai ¢* apibrézkime taip:

0<p;(x) <1, ¢j(@)+..+¢(x)=1 ¢; (x)=..=¢] (z) (: 0. |
6.2.9

6.2.1 teorema. Funkcija p*, apibrézta (6.2.8), (6.2.9) formulémis, minimizuoja
funkcionala R(p). Jeigu P{g;(X) = ¢,(X)|{ =i} =0,5 #r; i,5,r=1,..,m,
tai ¢ nusakyta vienareikSmiSkai, iSskyrus, galbut nulinio p mato aibe.
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Irodymas. Integralas (6.2.7) minimalus, jei pointegralinis reiskinys mini-
malus kiekviename taske x. Pagal funkcijos ¢* parinkima akivaizdu, kad ji
minimizuoja (6.2.7) pointegralinj reigkinj kiekviename taske . A

Jeigu kainos ¢;; = 1, i # j = 1,...,m, tai sprendimy priémimo funkcija
(6.2.8), (6.2.9) galima perraSyti taip:

ei(x)=1, kai fi(x)w; > fij(x)w;, Y j#i, i=1,...m. (6.2.10)

Jei kokiame nors tagske x yra keletas sutampanciy maksimaliy funkcijy f;(x)w;
reik8miy, pavyzdziui,

fil (1:>wi1 = ... = fir (w)wir > fi7'+1 (x)wir+1 > fi7~+2 (w)wirJrz >z fim,($)wi7n’

0 (i1, ..., im) yra skaiCiy (1,...,m) kélinys, tai ¢* apibrézkime taip:

0<@i(®) <1, ¢ (@)+..+¢(x)=1 ¢ (x)=.=¢ (x)=0
(6.2.11)
Tokia sprendimy priémimo taisyklé vadinama Bejeso taisykle apriorinio skirs-
tinio (w1, ...,wy,) atZvilgiu. Ji minimizuoja sumine svertine klasifikavimo klaida

E QW .

i#]

Bejeso klasifikavimo taisykle galima gauti ir kitokiu budu. Neturint jokios
papildomos informacijos, objekta naturalu priskirti i-ajai klasei, jeigu aprioriné
tikimybé w; > w;, V j #i. Jeigu gauta a.v. X reikimé X = x, tai remdamiesi
Bejeso formule apskai¢iuojame aposteriorines klasiy tikimybes

fi(z)w;

wix)=P{{=ilX=x} = @t ot fn (@) i=1,...,m; (6.2.12)

wi(x) + ... + w(x) = 1.
Objekta, kurio gauta reik§mé X = x, priskirsime i-ajai klasei, jeigu
wi(x) > wj(x), ¥ j#i. (6.2.13)
Akivaizdu, kad §i taisyklé sutampa su (6.2.10), (6.2.11).
Apriorinés tikimybeés wy (), ..., wn () igyja reiksmes simplekse
{(wiyeerywm) 1 0 <w; < Lywy + .o +wpy, = 1},

kurj hiperplok$tumos (6.2.13) sudalija i m nesikertanciy sri¢iy 1, ..., Q. Ob-
jektas priskiriamas i-ajai klasei, jeigu vektorius (wq(x),...,wm(2))T € Q;, i =
1,...,m. Taigi kintamyjy w;(x),i = 1,...,m, terminais sprendimy priémimo sri-
tys turi gana paprasta pavidala, o kintamyjy x terminais jos gali buti kur kas
sudétingesnés (zr. skyrelj 6.1.4).
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Pavyzdziui, trijy klasiy aposteriorinés tikimybeés (wq(x),ws(x),ws(x)) igyja
reikSmes taisyklingame trikampyje, kuris gaunamas susikertant plokS§tumai, ei-
nanciai per taskus (1, 0, 0), (0, 1, 0) ir (0, 0, 1), su koordinac¢iy ploks-
tumomis. Dél simetrijos suprojektave koordinaciy aSis j §j trikampj, gausime
vadinamaja centrine koordinadiy sistema. Si koordinagiy sistema ir Bejeso
sprendimy priémimo taisykliy sritys €21, Qs, (23 pavaizduotos 6.2.1 paveiksle.

@2 (X))

1
wy (X) @3 (X)

6.2.1 pav. Sprendimy priémimo sritys

6.2.1 pavyzdys. Panagrinésime paprasta iliustracinj pavyzdj. Tarkime, m = 3. Klasifikavi-
may atliekame remdamiesi a.d. X matavimu; (X|{ = 1) ~ N(0, 1), (X|¢ =2) ~ N(3, 1), 0
kai £ = 3 a.d. X skirstinys yra miSinys normaliyjy skirstiniy N(—2, 1) ir N(5, 1) su svoriais
1/2. Tegu apriorinés tikimybés wi = we = w3 = 1/3 vienodos. Nuostoliai c12 = c21 = 2,
€13 =c23 =4, c31 = ¢c32 = 3.

Rasime sprendimy priémimo taisykle ¢*, minimizuojanc¢ia vidutinius nuostolius R(¢p).

Randame

g1(z) =2(p(x +2) + ¢(z —3) + d(z — 5))/3, g2(z) = 2(p(x) + d(z + 2) + ¢(x — 5))/3,
g3(z) = ¢(z) + p(x — 3).
Sulygine §ias diskriminantines funkcijas, gauname sprendinj
pi(x)=1, kai —1,203<z<1,5, ps(x)=1, kal 1,5<z<4,203,

w3(z) =1 —pi(x) — p3(x).
Minimali rizikos funkcijos reiksmé yra R(p*) = 0,6399. Sios taisyklés klasifikavimo klaida
yra 0,1918.
Rasime Bejeso taisykle, minimizuojancia sumine klasifikavimo klaida. Remdamiesi (6.2.10)
gauname tokia taisykle:

pi(z) =1, kai —1,3466 <z < 1,5, ¢3(z)=1, kal 1,5<z <4,3466,
w3(z) =1 —¢i(z) — p3(z).
Minimali klasifikavimo klaida 0,1894.

Minimakso principas

Jeigu apriorinés klasiy tikimybés w;, i = 1,...,m, neZinomos, tai parenkant
optimalia sprendimy priémimo taisykle reikia atsizvelgti j visas rizikos funkcijos
komponentes Ry (), ..., Rn(p). Kaip ir atveju, kai yra dvi klasés, tuo tikslu ga-
lime remtis minimakso principu, t.y. ieSkoti tokios taisyklés, kuri minimizuoty
maksimaligja rizikos funkcijos komponente

min (max(Ra (@), - B ()
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Pasirodo, kad tokio uzdavinio sprendinys yra Bejeso taisyklé (6.2.10), (6.2.11),
atitinkanti tam tikra (maZiausiai palanky) aprioriniy tikimybiy rinkinj w7, ..., w,.

6.2.2 teorema. Tarkime, kad egzistuoja toks aprioriniy tikimybiy vektorius
(Wi, .y wi )T su teigiamomis koordinatémis, kad jj atitinkanc¢io Bejeso spren-
dinio ¢* rizikos funkcijos komponentés R1(¢*) = ... = Ry, (¢*) yra vienodos.
Tada sprendinys ¢* tenkina minimakso principa.

Irodymas. Irodyma galima rasti knygoje [14]. A

6.2.2 pavyzdys. Tarkime, analogigkai 6.2.1 pavyzdziui, (X|§ = 1) ~ N(0, 1), (X|§ =
2) ~ N(3, 1), o kai £ = 3 a.d. X skirstinys yra normaliyjy skirstiniy N(—2, 1) ir N(5, 1)
misinys su svoriais 1/2. Tegu klaidingy sprendimy pasekmeés jvertinamos taip: ci2 = c21 = 2,
€13 = €31 = c32 = c23 = 3, o apriorinés klasiy tikimybés neZinomos. Rasime sprendinj ¢,
tenkinantj minimakso primcipa.

Bejeso taisyklé, atitinkanti apriorinj skirstinj wi,w2,1 — w1 — w2, nusakoma sprendimy
priémimo sritimis

QN ={z:a1<z<a2}, W={zr:a2<z<az}, Q3={z:z<ai,arbaz>as},

1 1—w; —w2 3 w2
aj=—-ln——= as=—-——-In—, a3 =3-—aj.
2w1 2 w1
Prilygine rizikos funkcijos komponentes vieng kitai, gausime dviejy lygéiy sistema tikimybiy
wi, w5 atzvilgiu. ISsprende gauname w] = wj = 0,27585, w3 = 0,4483. Su Siuo aprioriniu
skirstiniu rizikos funkcijos komponentés yra vienodos ir lygios 0,5318. Taisyklés ¢* suminé

svertiné klasifikavimo klaida yra 0,1916.

6.2.1 pastaba. Klasifikavimo i keleta klasiy uzdaviniai, kai yra apribojimy
ir kai yra galimybé atsisakyti priimti galutinj sprendima, detaliau nagrinéjami
knygoje [11].

6.2.3. Normaliojo skirstinio atvejis

Tarkime, kad a.v. X = (Xi,..., X;)T skirstinys, kai objektas priklauso i-ajai
klasei yra normalusis Ni(u;,3;),7 = 1,...,m. Tankio funkcija

_ _ 1 -
fix) = fillp;, ) = 2m) 2] 2 exp{—5 (@ — ) TS (@ — ) -
Tegu nuostoliy funkcijos konstantos ¢;; = 0,0 = 1,...,m, ¢;5 = 1,4 # j =

1,...m. Tada (6.2.7) uzdavinys reiskia, kad minimizuojama suminé svertiné
klasifikavimo klaida. Remiantis 6.2.1 teorema priimamas sprendimas 7 = i, kai

fi(x)w; > fij(®)w;, Yji#i, j=1,...,m.
Logaritmuodami gauname, kad sprendimas n = ¢ priimamas, kai

(@) > g (@), Viti, j=1..m, (6.2.14)

1 1
gi(x) = ~3 In|%;| — i(m —p)"S N — ) +Inw;, i=1,..,m.
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Sprendimy priémimo sritys (6.2.14) gali turéti sudétinga pavidala. Todél
patogiau atsakyma uzraSyti aposterioriniy klasiy tikimybiy terminais. Sprendi-
mas 7 = ¢ priimamas, kai

wi(®) > wi(®), Yji#i, j=1,..,m, (6.2.15)

_ fi(®)w;
fi@)wr + ... + fon(@)wm,

Tikimybiy w;(x) terminais klasés atskiriamos tiesinémis funkcijomis.

Panagrinékime atvejj, kai kovariacinés matricos ¥; = 3y = ... = X, =
3 yra vienodos. Tada nelygybés (6.2.14) reiskia, kad reikia palyginti tiesines
diskriminantines funkcijas

wz(m) z:l,,m

1
gilz) = prs=ta — iuiTEflui +lhhw;, i=1,.,m.

Sprendimas 7 = ¢ priimamas, kai
gi(x) > g;(x), Vji#i, j=1,...,m. (6.2.16)

Sios nelygybés sudalija erdve R¥ j m sriciy Qp, Qa, ..., Q,,. Objektas priskiria-
mas i-ajai klasei, jei stebétoji reiksmé X = x patenka j sritj ;. Sprendinys
nusakytas vienareikmiskai beveik visur Lebego mato prasme, nes P{g;(X) —
9;i(X) =0/, =1} =0,i# 7, i,j,l =1,...,m. Sritj Q; apriboja m — 1 hiperploks-
tuma

_ 1 _ _ w;
gi(x) = g;(@) = (my — ;) "2 7w — S (W B — g ')+ n =
J

_ 1 _ wj L
= (m; — Hj)Tz e - 5(/% - Nj)TE g + 1) ‘Hni =0j#i=1,...,m.
j
(6.2.17)

6.3. Klasifikavimas neturint visos informacijos

Pirmesniame skyrelyje aptaréme klasifikavimo uZzdavinius, kai turima visa in-
formacija, t.y. Zinomi kiekvienos klasés a.v. X tankiai (X|¢ =) ~ fi(x),i =
1,...,m, ir apriorinés klasiy tikimybés w; = P{¢{ =i},i=1,...,m.

Dazniausiai nei tankiai, nei apriorinés tikimybés nezinomos. Tipisku atveju
turimos vadinamosios apmokanciosios imitys Xgi),..‘,X,(fi?, i =1,....,m. Yra
zinoma, kad imtis Xgi), ,Xg) gauta stebint a.v. X, kai objektai priklause i-
ajai klasei, t.y. kai £ = i. Naudojant apmokancigsias imtis stengiamasi jvertinti
nezinomus tankius f;(x), i = 1, ..., m, ir apriorines tikimybes w1, ..., wy,, 0 paskui
gautus jvertinius naudoti jraSant j klasifikavimo taisykle vietoje nezinomy tankiy
ir aprioriniy tikimybiy.

Rasti aprioriniy tikimybiy jvertinius dazniausiai nebtuna sudétinga. Pavyz-
dZziui, jei komplektuojant apmokanciasias imtis objektas iS i-osios klases pasirodo
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su tikimybe w; nepriklausomai nuo kity objekty, tai tikimybe galima jvertinti
santykiniu dazniu
s
Oj=—— i=1,..,m. (6.3.1)
ny+ ... +nm

Jeigu stebéjimy skaifius n = ny + ... + n,, fiksuotas, tai a.d. n; turi bino-
minius skirstinius n; ~ B(n,w;). Taigi

(1 —w; . bit.
E(;J,L = Ws, V(ﬁl = M, Wwj b—t> Wi, N —r OQ. (632)
n

Kur kas sudétingiau gauti gana tikslius tankiy f;(x),i = 1,...,m jvertinius,
nes tam dazniausiai nepakanka turimy apmokanc¢iyjy im¢iy didumy. Uzdavinys
siek tiek supaprastéja, kai yra pakankamos prielaidos tarti, kad tankiy f;(x),i =
1,...,m funkciné i8raigka Zinoma, neZinomi tik parametrai 6;, nuo kuriy pri-
klauso tankiai f;(x) = f;(x|6;),i = 1,...,m. Gave parametro 6; jvertinj 0, kaip
tankio jvertinj galime imti ﬁ(a:) = fl(m|él), ji ir naudoti klasifikatoriuose vietoje
nezinomo tankio f;(x). Suprantama, tada klasifikavimo tikslumas priklausys ne
tik nuo sprendimy priémimo taisyklés, bet ir nuo jvertiniy 91 tikslumo.

Jeigu imtyje XZ(.Z)7 e ng? néra jokios informacijos apie parametra 8;,j # ¢,
tai vertindami parametra 6; naudojame tik §ia imtj, t.y. turime klasikinj
parametry vertinimo uzdavinj, kurj sprendziame atskirai kiekvienai klasei. Tiks-
liau, turime imtj X1, ..., X,,, gauta stebint a.v. X, kurio tankis f(x|0) priklauso
nuo nezinomo parametro @ (klasés indeksa praleidome). Remiantis turima im-
timi reikia rasti parametro 6 jvertinj.

Parametro 0 vertinimo metodus (momenty ir didZiausiojo tikétinumo) ir
gautyjy jvertiniy savybes nagrinéjome 1 dalies 4 skyriuje. Klasifikavimo uzdavi-
niuose vertinant parametrg @ daznai naudojamas ir Bejeso metodas.

Jeigu turimos informacijos nepakanka, kad biity galima patikimai parinkti
konkrety tankio pavidala, tada galima naudoti neparametrinius tankiy jvertinius
histogramos ar branduoliniy jvertiniy pavidalo (zr. 1 dalies 3 skyriy).

Diskriminantinéje analizéje daznai naudojami metodai, kurie nereikalauja
tankiy jvertiniy radimo. Jy esmé yra tokia: tariama, kad klasifikatoriaus diskri-
minantinés funkcijos turi konkrety (daZniausiai tiesinj) pavidala, priklausantj
nuo nezinomy parametry. Parametrai vertinami pagal apmokancigsias imtis
naudojant tam tikrus kriterijus.

6.3.1. Parametriniai tankiy jvertiniai
6.3.1.1. DidZiausiojo tikétinumo jvertiniai
Pailiustruosime DT metodo taikyma vertinant tankius. Tarkime, kad a.v. X

skirstinys kiekvienoje klaséje yra normalusis (X|§ = i) ~ Np(p;,%;), @ =
1,...,m. Tada nezinomo parametro 8; = (u;, ;) nepaslinktasis jvertinys (zr.
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6.1 skyrelj) yra

N < (i 1 = i o I SN o) o ) o
Hi:X():;ZX§’)’ S, =8; = Z(Xg)_x())(x;)_x())T.
i

n; — 1 =
(6.3.3)
Istate Siuos jvertinius j (6.1.39), gausime klasifikavimo taisyklés jvertinj.
Jeigu yra pagrindo tvirtinti, kad kovariacijy matricos vienodos ¥; = ... =

3. = X, tai X jvertiniui sudaryti naturalu panaudoti visas imtis

o 1
E:S:

n—m

Z(nz -1)S;, n=ni+..+ 0y,
i=1

Kai yra dvi klasés, vietoje diskriminantinés funkcijos (6.1.41) gauname jos
jvertinj

_ _ . 1 L _ .
g(w) — (X(l) o X(2))TE_1CB o 5((X(l))TZJ—lx(l) o (X(2))TE_1X(2)) +d
_ _ . 1 _ _ . _
=X - xO)Te-1p 5(x(” — X TerxM x4 (6.3.4)
6.3.1 teorema. Jeigu apmokanciyjy imciy didumai ny — oo, ng — oo ir | X| >

0, tai

i@) S g(@), GX)E=1)% 2 ~ N(~a/2 +d, a), (6.3.5)

GX)E=2) % Zo ~ N(a/2+d,a), a=(py — pa) "= 1y — ).

Irodymas. Remiantis empiriniy momenty savybémis (1 dalis, 3 skyrelis),
galima tvirtinti, kad

X(l) lﬂ% I X(Q) lﬁ)’ Mo, >t lﬁ)’ >

1

Remiantis teoremomis apie seky konvergavima (1 dalis, 4.5.4 skyrelis), gali-
ma tvirtinti, kad

i@) % glx), (X)E=0) D (gX)e=0), i=1, 2 A

Tokiu budu, kai yra pakankamai dideli n; ir no, klasifikavimo taisyklé ir
klasifikavimo klaidos yra apytiksliai tokios pacios kaip ir tuo atveju, kai para-
metrai ptq, iy, 2 yTa Zinomi.

Kai yra dvi klasés, o a.v. X skirstiniai yra normalieji su vienoda kovariacijy
matrica ir apriorinés tikimybés lygios, suminé klasifikavimo klaida (6.1.42) yra

Ple} =1-0(Va/2), a= (1 — )" 7" (g — o). (6.3.6)
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Taigi P{e} — 0, kai a — oo, Jeigu a. v. X koordinatés nepriklausomos, tai

k
Z Hi1 — N12 012; (637)
1=1

Gia p41 ir pge yra i-osios koordinateés vidurkis, kai objektas atitinkamai priklauso
pirmai ir antrai klasei, o o2 yra i-osios koordinatés dispersija.

Is ¢ia matome, kad klaidai (6.3.7) maZzéti didZiausia jtaka turi poZymiai,
kuriy skirtumas |u;1 — pi2|, palyginti su o;, yra didziausias. Kita vertus, bet
koks poZzymis, kurio |u;1 — pi2| # 0, naudingas klasifikavimo klaidai mazinti.
Atrodyty, kad, norint pagerinti klasifikavimo tikslumg, reikia j klasifikatoriy
itraukti kuo daugiau pozymiy, t. y. padidinti a. v. X dimensija.

Taciau padétis i§ esmés pasikeicia, kai tankiai nezinomi ir juos tenka vertinti
i§ apmokanciyjy imé¢iy. Naujy pozymiy jtraukimas didina vertinamy parametry
skai¢iy, tada, uzuot patiksline klasifikavima, galime gauti prie§inga rezultata.
Pavyzdziui, k-macio normaliojo skirstinio atveju, kai jj visikai apibudina pir-
mieji ir antrieji momentai, reikia jvertinti k vidurkiy ir k(k + 1)/2 kovariacinés
matricos elementy. Vektoriaus X dimensija padidinus vienetu reikalingy jvertinti
parametry skaiciy padidéja k + 2. Taigi, labai padidinus a. v. X dimensija ir
norint pakankamai tiksliai jvertinti visus parametrus, apmokanciyjy imciy didu-
mai turéty padidéti tiek, kad jas gauti buty beveik nerealu.

Sumazinti stebimo vektoriaus dimensijg yra viena i§ svarbiausiyjy daugia-
matés matematinés statistikos problemuy, sprendziant jvairius uZdavinius (klasi-
fikavimas, regresiné analizé ir kt.). Sios problemos nagrinéjamos daugelyje
knygy (7r., pvz.,[13], [14], [15]).

Sprendziant klasifikavimo uzdavinj, taikomi jvairtis vertinamy parametry
skaifiaus maZinimo metodai: atmetami tie poZymiai, kuriems |fi;; — fi;2|, pa-
lyginti su &;, yra mazas; nuliui prilyginami tie koreliacijos koeficientai,kuriy
iverciai jgijo mazas reikSmes; tariama, kad kovariaciné matrica yra diagonalioji,
t.y. vertinami tik vidurkiai ir dispersijos; naudojamos ne a.v. X koordinatés, o
ju funkcijos (dazniausiai tiesinés), paliekant mazesnj jy skai¢iy negu a. v. dimen-
sija (pvz., imama keletas pirmyjy pagrindiniy komponencéiy; zr. 6.7 skyrelj), ir
kt.

6.3.1.2. Bejeso metodas tankiams vertinti

Kartais dar prie§ gaunant apmokancigsias imtis turima tam tikra iSankstiné
(aprioriné) informacija apie nezinomus parametrus ;. Sudarant klasifikatoriy
naturalu panaudoti ne tik apmokanciasias imtis, bet ir §ig iSankstine informacija.
Pavyzdziui, tarkime, kad ilga laika atliekant igleidziamaja produkcijos kontrole
nustatyta, kad defektiniy gaminiy dalis p vidutinigkai lygi po = 0,02 ir niekada
nevirsija 0,1. Todél vietoje parametro p kitimo srities intervalo [0, 1] galima
apsiriboti siauresne kitimo sritimi [0, 0,1].

Tarsime, kad vertinant i-osios klasés parametra, 6;, kity klasiy j # ¢ apmo-
kanciosios imtys jokios informacijos nesuteikia, t.y. klasés indeksg praleisime.
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Paprastai iSankstiné turima informacija formalizuojama taip. Tariama, kad
parametras 6 turi apriorin skirstinj, nusakyta tokiu tankiu g(@) (o-baigtinio
mato v atzvilgiu), kad jo tikimybiné masé sukoncentruota tasko 6, = E6
aplinkoje. Sklaida apie taska 6 priklauso nuo informacijos tikslumo ir patiki-
mumo: kuo tikslesné iSankstiné informacija, tuo mazesné sklaida apie taska 8
parenkama. Tegu apmokancioji imtis X = (X4, ..., X,,) yra paprastoji imtis a. v.
X, kurio salyginis tankis ( o-baigtinio mato p atZzvilgiu), kai 6 fiksuotas, yra
(X|0) ~ f(x|@). Tada imties salyginis tankis

L(xy,...,2,|0) = H f(x;]0). (6.3.8)

Pagal Bejeso formule gauname aposteriorinj parametro 6 tankj

lL(Xl,...,Xn|0)g(0), (6.3.9)

C

9(61X) =
¢ia ¢ nepriklausanti nuo @ normuojanti konstanta
c= /L(Xl, ey X1]0)g(0)dv.
Parametro 6 Bejeso jvertiniu imame vidurkj
0 =E(0|X) = /09(0|X)du. (6.3.10)

Naudodami tankj (6.3.9) galime gauti a.v. X salyginj tankj apmokané¢iosios
imties X atzvilgiu:

fel) = [ r(zlorg(6lx)av. (63.11)
ji ir galime naudoti sudarydami klasifikatoriy.

6.3.1 pavyzdys. Tarkime, X = (Xi,...,Xn) yra paprastoji imtis, kurios elementai, kai
parametras p fiksuotas, turi Bernulio skirstinius B(1, p), o p savo ruoztu yra a.d., turintis
beta skirstinj p ~ Be(vy,n), po = Ep = v/(v +n). Tada, paZyméje Sn, = X1 + ... + Xn,
gauname

- Piy+n) 1 -1
L(X1, ., Xnlp) = p"r (1 —p)" %", g(p) = =0 (1 —p)"
" T'(7)T'(n)
ir r( )
ytntn +Sn—1 fn—Sp—1
D X)) = p'Y n 1— P n n
9(p|X) T T 8T T 1= 50) ( )
yra beta skirstinys su parametrais v+ Sy, ir n4+n — Sp.
Parametro p Bejeso jvertinys
PSR e S B s B (6.3.12)

Pyt ytnvtntn ytntn

Matome, kad pp susideda i§ dviejy komponenciy. Pirmoji rodo apriorinés informacijos,
o antroji apmokanéiosios imties indélj. Jeigu v ir n fiksuoti, 0 n — oo, tai pp artéja j DT
jvertinj X, t.y. apriorinés informacijos indélis artéja j 0. Atvirks&iai, jeigu n ir po = /(v +n)
fiksuoti, o n — oo (sklaida apie po mazéja), tai pp artéja j po, t.y. j ivertinj, kurj gautume, jei
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apmokanciosios imties nebuty. Kitais atvejais gauname tarpinius variantus, kai panaudojama
ir iSankstiné informacija, ir apmokancioji imtis.

Pagal (6.3.11) salyginis X skirstinys imties X’ atZvilgiu yra Bernulio B(1,pg).

6.3.1 pastaba. Siame pavyzdyje parametro p aposteriorinis skirstinys g(p|X)
turi ta patj pavidala kaip ir apriorinis skirstinys g(p). Tokiu atveju sakoma, kad
apriorinis beta skirstinys yra sujungtinis su Bernulio skirstiniu. IS §io pavyzdzio
matome, kad sujungtinj apriorinj skirstinj galima parinkti, jeigu i§pildytos tokios
salygos.

1. Egzistuoja parametro 6 dimensijos pakankamoji statistika T = T'(X),
t.y.

L(Xla ) ane) = Ll(T(X)IB)h(Xla ) XTL)7

¢ia h nepriklauso nuo parametro 6.

2. Apriorinio skirstinio tankis g(@) gali buti parinktas proporcingas funkcijai
L, (proporcingumo koeficientas nepriklauso nuo ), o sandauga gL; yra tokio
pat pavidalo kaip ir g.

Sias salygas tenkina, pavyzdZiui, eksponentinio tipo skirstiniai (detaliau Zr.

[5])-
Apskritai kalbant, aprioriniai skirstiniai dazniausiai parenkami i§ sujungtiniy
skirstiniy aibés. Tai gerokai palengvina aposterioriniy skirstiniy radima.

6.3.2 pavyzdys. Panagrinékime Siek tiek sudétingesnj pavyzdj. Tarkime, paprastoji imtis
X = (Xy,...,X,) gauta stebint a.v. X = (X1,..., X)7T, kurio skirstinys yra k-matis nor-
malusis su Zinoma neiSsigimusia kovariacine matrica 3 ir nezinomu vidurkiy vektoriumi p.
Vektorius p savo ruoztu yra k-matis normalusis vektorius g ~ Ny (g, 3o) su Zinomu vidurkiy
vektoriumi p ir Zinoma neidsigimusia kovariacine matrica 3.

Tikétinumo funkcija

1 n
LXK, Xalp) = (2m) 2B 2 exp{ =0 Y (K - ) TETNX, - )}
i=1
n — _ —
= h@)exp{—2 (X — W =X - )},
o apriorinis tankis

9(1) = (2m) 2215 exp 2 (1 — 110) "5 s o))

Gauname aposteriorinj tankj
1 _ _ . _
9(plX) = cexp{—[u" (71 4 g ) — 2u" (nBTIX 4 2g o)}
kurj galime suvesti j tokj pavidala
1 N _ N
9(plX) = ' exp{—5 (1 — o) 25 (0 — fap)}s
jeigu parinksime fip ir 3, i§ lygéiy sistemos
.t =nsmt 20,

Sotlpg =BT X 4+ 25 .

n

Pasinaudoje lygybe,
(A'+B )" '=AA+B)"'B=B(A+B) 'A,



166 6 SKYRIUS. DISKRIMINANTINE ANALIZE

kuri teisinga visoms vienodos dimensijos neisigimusioms matricoms, gauname
1 >
n

)

1
X = 20(20 + ;2)

g = %2(20 + %2)—1% +30(Zo + %zrlx.
Taigi aposteriorinis p skirstinys normalusis Ni (fig, Xn).

Kaip ir 6.3.1 pavyzdyje Bejeso jvertinys fi g susideda i§ dviejy komponenciy. Pirmoji rodo
apriorinés informacijos, o antroji apmokantiosios imties indélj. Jeigu pg, 3o ir 3 fiksuoti,
on — oo, tai fig artéja j DT jvertinj X, t.y. apriorinés informacijos indélis artéja j 0.
Atvirksciai, jeigu n, pg ir X fiksuoti, o 3o — 0 (sklaida apie puy mazéja), tai frg artéja i p,
t.y. i jvertinj, kurj gautume, jei apmokanciosios imties nebity.

leSkant a.v. X salyginio tankio X atzvilgiu pakanka pazyméti, kad a.v. X yra dviejy
nepriklausomy normaliyjy vektoriy Ni(ftg, Xr) ir Ni(0,X) suma. Taigi

(X|X) ~ Ny (fep, £+ ).

Keletas kity sujungtiniy aprioriniy skirstiniy pavyzdziy pateikiama 6.65—6.74
pratimuose.

6.3.2. Neparametriniai tankiy jvertiniai

Parametriniy tankiy jvertiniy alternatyva yra neparametriniai tankiy jvertiniai,
kai jokios prielaidos apie tankio funkcinj pavidala nepriimamos. Vienmadciu
atveju neparametriniai tankiy jvertiniai nagrinéti 1 dalies 3.6 skyrelyje. Analo-
giski tankiy jvertiniai sudaromi ir daugiamaciu atveju.

6.3.2.1 Histograma

Tarkime, X, ..., X,, yra paprastoji imtis a.v. X, turin¢io absoliuc¢iai tolyduyji
k-matj skirstinj, kurio su tankio funkcija f(x) nezinoma, o @1, ..., x, yra imties
realizacija. Sudalinkime k-mate erdve R¥ j vienodo didumo k-macius intervalus

I:{(:cl,...,xk):a;<xi§a;/, i=1,..,k},
kuriy turiai
k k
V=V(I) =]](a; —a}) =[]
i=1 i=1

Jeigu su visais ¢ = 1,...,k briauny ilgiai h; — 0, tai su bet kurivo € I
tikimybé

PXel}= [ fway=1(@)-V.
taigi tankio reik§mé nedaug skiriasi nuo

m

j=1

¢ia m yra skaicius ty x;, kurie pateko j intervalg I.
Sudare f,(x) visiems intervalams, gausime funkcija, vadinama histograma.
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Funkcija f,, yra realizacija atsitiktinés funkcijos fn, kuri su visais * € I
apibréziama lygybe
s I M
fal@) = — YT (X)) = - (6.3.14)
j=1

¢ia M yra atsitiktinés imties elementy X, patekusiy j intervalg I, skaicius.
6.3.2 teorema. Jeigu funkcija f(x) tolydi tasko x aplinkoje, tai

Ffu@) S f(®), kai nV =00, h;—0, i=1,.,k (6.3.15)

Irodymas. Bet kuriame f tolydumo taske o € I

B(fa(2)) ~ /(@) = |FP{X € I} — f(z)| =

7 [ Iy f@)] < /) = /@10 (6310

kai h; =0, i1 =1,..., k.
Kadangi
[fu(@) = f(@)] < | fo(@) = B(fu(@)| + [B(fu(2)) — f ()],
tereikia jvertinti deSinés nelygybés pusés pirmaji démenj. Gauname
R R 1 — 1
fn(@) = E(fa(@)) = > (V; —BY)), ;= I1(X;),
j=1

A.d. Yj nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
1 1
EYj:VP{XeI}, VYj:WP{XEI}(l—P{XeI}).

Kadangi

vy, 1
< —
n — nV?2

1 1
PX 1} = iz [ )y < supyep /() 0.
kai nV — oo, tai, remdamiesi stipriuoju DSD ir (6.3.16), gauname, kad
5 bt
fo(x) = f(x). A

6.3.2 pastaba. Kai n fiksuotas, ypa¢ svarbu tinkamai parinkti intervalus I.
Jei §ie intervalai labai mazi, tai kiekviename i§ jy bus 0 arba 1 i§ realizacijy
;. Gausime aukStus stulpelius, atitinkancius 1, ir intervalus be stulpeliy,
atitinkanc¢ius 0. I8 tokio grafiko mazai kg galima pasakyti apie tankio pavi-
dala. Kita vertus, jeigu I dideli, tai turésime keleta intervaly su stebéjimais ir
visus kitus be jy. Tai taip pat néra vaizdu.
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6.3.2.2 Branduoliniai tankiy jvertiniai

Jeigu imtis paprastoji, tai kiekvienam imties realizacijos elementui «; priskiria-
ma vienodo didumo 1/n tikimybiné masé. Kitaip negu sudarant histograma,
tankj galima bandyti priartinti i§sklaidant tikimybine mase 1/n tasko x; aplin-
koje.

Tarkime, K () = K (1, ..., xx) yra unimodalus tankis, jgyjantis maksimuma,
taske 0 = (0, .,0). Jis vadinamas branduoliu. Tada

1 T1 — T1; Tk — Tki
Ty, xp) = —K :
Jin(@, k) = - ( Iy i )

V:h1~h2'...'hk, xr; = (xli,...,xki),

yra unimodali funkcija, kurios maksimumas taske x;. Taigi didumo 1/n tikimy-
bine mase, priskirta elementui x;, i§sklaidome tasko x; aplinkoje remdamiesi
branduoliu K ().

Tokj masés i§sklaidyma atlikus su visais imties realizacijos elementais x1, ...,
x,, taske x = (21, ...,7;)7 € RF tikimybinés masés tankis bus

1 o T1 — Ty Tl — Thy
(@) = —— Y K .
In(@r oo me) = 25 2 ( ha M )

Gautoji tankio funkcija f, yra realizacija atsitiktinés funkcijos

A Xu T — X
oz, .y xk) = Z < T ) ,

¢ia X; = (X14, ..., Xps)T yra i-asis atsitiktinés imties elementas.

Atsitiktiné funkcija f, vadinama tankio f branduoliniu jvertiniu.

Branduoliu K (x) daznai imama k-macio normaliojo skirstinio Ny (0, I) tan-
kio funkcija, arba, bendriau, skirstinio Ny (0,3) su nei$sigimusia kovariacine
matrica X tankio funkcija.

Atsitiktineés funkcijos fn vidurkis

E(fn (1, ..2)) = % > %E(K (asl = X m ;kai))

=1
1 T — T —
= —/-~~/K ! yl,..., k— Uk Flyry ey yg)dys ... dyk
h1 hi
/ /K (z1y .oy 2) f (1 — Ray1, ooy T — hryg)dz...dzg
= | K)f(x—-h"2)dz, h=(h,...h)7, (6.3.17)
Rk

o dispersija A
K(2)E(f,
~ | KER) (@ = kT 2z < =22 (i)v (Fn(2))

(6.3.18)
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6.3.3 teorema. Jeigu tankio funkcija f(x) tolydi ir apréZta tasko x aplinkoje
ir ispildyta salyga

K(z)f(x - hTz)dz — f(x), kai h— 0,
Rk
tai )
Jn(z) ko f(x), kai nV — oc.

Irodymas. Isplaukia i§ vidurkio ir dispersijos iSraisky (6.3.17) ir (6.3.18).
A

6.3.3. Diskriminantiniy funkcijy vertinimas

Minéjome, kad sudarant klasifikatorius kartais tankiy vertinimo klausimas apei-
namas. Tariama, kad klases atskiriancios diskriminantinés funkcijos turi tam
tikrag zinoma pavidala, priklausantj nuo nezinomy parametry. Remdamiesi ko-
kiu tai kriterijumi jvertine nezinomus parametrus, gauname ir diskriminantiniy
funkcijy jvertinius.

6.3.3.1. Fiserio tiesiné diskriminantiné funkcija, kai yra dvi klasés

Tarkime objektai klasifikuojami j dvi klases. Objektus apibudina k-matis a.v.
X = (X1,..., Xg)T. Jeigu kiekvienos klasés a.v. X skirstinys yra normalusis,
tai diskriminantiné funkcija yra tiesiné (6.1.40). Pagal analogija Figeris pasiulé
ivesti tokia parametrizacija: apibréziame tiesine funkcija

glw)=z=p"x (6.3.19)

ir, lygindami jos reik§me su pasirinktu slenks¢iu, objekta priskiriame pirmai
arba antrai klasei. Nezinomy parametry vektorius 3 = (31, ..., Bx)? jvertinamas
naudojant apmokancigsias imtis Xgl), . Xgi),i =1, 2. Tiesine transformacija
(6.3.19) galime interpretuoti kaip k-magciy vektoriy projektavima j tiese, kurios
kryptis sutampa su vektoriaus B kryptimi, t.y. kaip peréjima nuo k-macio a.v.
X prie vienmacio a.d. Z. Atlikus projektavimg apmokanciyjy imciy elementai
bus suprojektuoti j minéta tiese ir gausime vienmagciy a. d. rinkinius

7V ="X" =10 2P =6"XP, j=1,.n  (6.3.20)

Aritmetiniai vidurkiai

T

< (9) 1 (O X 1 (1) < (2)
X0 = =3 x0 i1, 2 X = —(mXY 4 noX R
e 2 G i=1,2 n(nl no ), n=ny+ng,

)

bus suprojektuoti j atitinkamus a.d. Z J(Z aritmetinius vidurkius

. 1 o~ _ 1, - _
Z(l):;ZZJ(-), i=1,2 Z:E(mZ(l)—i—nzZ@)), n =ni +ny.
Z]:].

(6.3.21)
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Bendra jungtinés imties Z{l), e ZT(Lll), Z§2), e Z7(122) sklaida

ng . B 2 n; ) o 2 o B
T:Z (Z](l)_Z>2:ZZ(ZJ(l)_Z(l))2+zni(z(z)_z)2:
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
2 L i nin ~ ~
=332 - Zz0)2 ¢ L2z - 7@y = Gy + 5 (6.3.22)
i=1 j=1 n Ny

yra suma sklaidos apmokanciyjy iméiy viduje Sy ir likusios sklaidos S, kuri
apibudina atstuma tarp iméiy. Norint, kad Z j(-l) ir Z ](-2) buty geriau atskiriami,
vektoriy 3 reikia parinkti taip, kad S; bty kuo didesné.

Figerio diskriminantiné funkcija parenkama taip, kad biity maksimizuojama
kriterijaus funkcija

J(B) = ST, max. (6.3.23)

Sy

Keleta kitokiy kriterijaus funkcijy, naudojamy parenkant tiesine diskrimi-
nantine funkcija, galima rasti knygoje [4].
Irase | J(B3) i8raiskas pradines apmokantigsias imtis, gauname

2 s . ) _
Sv=p"3 > (X -X")X X8 = pTSyB,
i=1 j=1

51] _ ﬁT(X(l) _ X(2))(X(1) _ X(2))T,8 _ ﬁTSIﬁ

Taigi reikia maksimizuoti

J(B) = — max. (6.3.24)

6.3.4 teorema. Jeigu ni > k ir no > k, o matrica Sy teigiamai apibrézta su
tikimybe 1, tai FiSerio diskriminantiné funkcija turi tokj pavidalg
gx)=2"B+w, B=5,"X"-x?) (6.3.25)
Objektas priskiriamas pirmai klasei, kai §(x) > 0.
Irodymas. Funkcijos J(8) maksimizavimas yra ekvivalentus tam, kad

BTS18 — mgx, BTSyB=1.

Sprendinys B turi tenkinti lygti

S13=\SvB, arba S,'S:3 =),
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¢ia A yra charakteringosios lygties
IS —ASy| =0, arba [S;'S;— | =0

Saknis. Kadangi Rang(Sy) = 1, tai yra tik viena nenuliné lygties Saknis. Vek-
toriaus S73 kryptis sutampa su vektoriaus x® - x® kryptimi, o daugiklis
neturi reiksmeés, tai galime imti 3 = S;l(X(l) - X(z)).

Reikia pastebéti, jei a. v. skirstinys abiejy klasiy atveju yra k-matis normalu-
sis su vienoda kovariacine matrica, tai (6.3.25) pakeite empirines charakteristikas
teorinémis ir atitinkamai parinke slenkstj wg, gausime diskriminantine funkcija
(6.1.41).

Slenkstis wqy gali bati parinktas empiriniu buadu. Tuo tikslu su jvairiomis
wo reikSmeémis jvertinamos klasifikavimo klaidos ir parenkama priimtina wq
reiksmeé. Norint korektigkai jvertinti klasifikavimo klaidas, i§ kiekvienos klasés
reikia turéti pakankamo dydZio aibes objekty, kurie nebuvo naudojami sudarant
klasifikatoriy (testinés aibés). Jeigu apmokanciyjy iméiy didumai pakankami,
tai jas galima suskaidyti i dvi dalis: pirmosios dalys naudojamos klasifikatoriui
sudaryti, o antrosios dalys — jvertinti jo tiksluma.

Jeigu apmokanéiyjy aibiy didumai nepakankami, rekomenduojama taikyti
tokia procedira. IS pirmos apmokanciosios imties paSaliname elementa Xgl);
sudarome klasifikatoriy naudodami likusias apmokancigsias didumo n; — 1 ir
ng imtis; gautyjj klasifikatoriy isbandome klasifikuodami stebéjima Xgl). Ana-
logiska procedira pakartojame su kiekvienu pirmos ir antros imties elementu.
Aprasytoji procedira leidzia klasifikavimo tikslumui vertinti naudoti visus n; +
ny stebéjimus i§ esmés nesumazinant kriterijaus tikslumo (jis sudaromas nau-
dojant vienu stebéjimu maziau). Tiesa, skai¢iavimy apimtis gerokai padidéja,
taciau tai nesudaro ypatingy sunkumuy, nes daugelyje specializuoty matematinés
statistikos TPP tokia procediira numatyta.

6.3.3 pavyzdys. Lenteléje pateikti duomenys apie lagi§y charakteristiky matavimus; ¢ia

(X;p, Xéi))T yra Aliaskos lagi§y matavimai, o (XS)7 Xé?)T — Kanados lasisy matavimai [9].
Sudarysime klasifikatoriy Aliaskos ir Kanados lagisoms atskirti remiantis turimomis apmokan-

¢iosiomis imtimis.

Yo gy x| g ) | X x| X X
108 368 114 428 114 396 105 388 84 511
131 355 123 372 100 470 121 403 91 469
105 469 123 372 84 399 85 451 74 451
86 506 109 420 102 429 83 453 101 474
99 402 112 394 101 469 53 427 80 398
87 423 104 407 85 444 95 411 95 433
94 440 111 422 109 397 76 442 92 404
117 489 126 423 106 442 95 426 99 481
79 432 105 434 82 431 87 402 94 491
99 403 119 474 118 381 70 397 87 480
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129 420 149 393 90 385 153 403 133 375
148 371 108 330 145 337 150 354 128 383
179 407 135 355 123 364 154 390 123 349
152 381 170 386 145 376 155 349 144 373
166 377 152 301 115 354 109 325 140 388
124 389 153 397 134 383 117 344 150 339
156 419 152 301 117 355 128 400 124 341
131 345 136 438 126 345 144 403 125 346
140 362 122 306 118 379 163 370 153 352
144 345 148 383 120 369 145 355 108 339

Tardami, kad buvo stebéti normalieji a.v. Nao(u(M),X) ir No(u@, %) su vienodomis
kovariacinémis matricomis, randame pirmos ir antros imties vidurkiy vektoriy ir kovariaciniy
matricy jvercius

oy _ [ X\ [ 98,380 oy [ X\ (137,460
o= g )7 a29660 )0 H T x® ) T\ 366,620 )
X5, ’ X3, ’

. 1 & . - 260,608 —188,093

(1) _ 1) _ (@) 1) _ T _ ) )
= m—lz(X“ XX =X *( —188,093 1399, 086 )

=
. 1 & - - 326,090 133,505
@) _ @) _ 5@y x@ _ g@NT _ ; ;
2= z;(Xu XI)CGT = X007 = (1337505 803,261 )
=

ir bendra kovariacinés matricos jvertj

293,349  —27,294 -1 0,003416 0,000081
’ 0,000081 0,000874

N 1 - N
_lsms@y_
L= E 4R = ( 97,294 1146, 174 =

Parinke slenkstj d = 0, gauname klasifikavimo taisyklés jvertj: objektas, kuriam vektorius X
lygus X° = (X9, X9)T, priskiriamas pirmai klasei, kai

R N N P 1 . N PPN N
§(X%) = (a1 — p) 571X — Z (a1 — ) TS (AW + ) =

—0,12839XY +0,05194X9 — 5,54121 > 0,
ir priskiriamas antrai klasei prieSingu atveju.

Pritaikykime $ig klasifikavimo taisykle apmokanciyjy imé&iy objektams klasifikuoti. Gau-
name, kad Vi1 = 44 pirmos imties objektai, teisingai priskiriami pirmai grupei, o V21 = 6
objektai, priskiriami antrai grupei. Antros imties Voo = 49 objektai teisingai priskiriami
antrai grupei ir tik vienas objektas V12 = 1 klaidingai priskiriamas pirmai grupei. Klaidingo
Kklasifikavimo tikimybiy jvertiai do1 = V21/50 = 0,12, &12 = Vi12/50 = 0,02.

6.3.3.2. FiSerio diskriminantinés funkcijos, kai klasiy yra
daugiau negu dvi

Klasifikuojant objektus j m > 2 klasiy reikia apibrézti m — 1 diskriminantine
funkcija

gilx)=x"B; +uw), j=1,.,m-1, (6.3.26)
kurias lygindami suklasifikuojame objektus i m klasiy. Nezinomy parametry
B; = (Bits - Bir)T,j =1,...,m—1, ivertiniai gaunami i§ nepriklausomy apmo-
kanéiyjy iméiy (Xgi)7 ,XSZ))J = 1,...,m. Transfomacijas g;(x) = 2”7 8;,j =
1,...,m—1, galime interpretuoti kaip k-matés erdvés tasko & € R* projektavima
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i R™~! erdve. Iméiy elementai X( 9 bus suprojektuoti j taskus Z( )= BTX(U
¢ia B yra matrica k x (m — 1), kurlos stulpeliai yra vektoriai ﬁh. ,ﬁm 1
Aritmetiniai vidurkiai

o) _ L) w_lx~ <@
X _EZXJ., X = EZ X", n=ni+ ..+ nm,

j=1

bus suprojektuoti j vidurkius
zW-BTx"  i—1,..m, Z=BTX.

Bendra jungtinés imties {Z@,...,Zﬁf},i = 1,..,m} sklaida apibudinama
matrica

- mo Mg i N ; _ mo ng ( ) ; G
ST:ZZ(ZE)_Z)(ZE)_Z)T:Z _ 7z Z() Z())T+
i=1j=1 i=1 g=1
m — N — . — ~ ~
+3 02V - 2)(29 - 2)" = 5y + 5, (6.3.27)
i=1

yra suma sklaidos apmokanciyjy iméiy viduje Sy ir likusios sklaidos S, kuri
apibudina atstuma tarp iméiy. Gauname

m ng .
5y =BTy Y x{ -x")x!" - x)"B=B"S,B,
1=15=1
5= n(X" -X)(x? -X)"B = B"S,B. (6.3.28)

Matrica B reikia parinkti taip, kad sklaida tarp iméiy buty kuo didesné, ly-
ginant su sklaida im¢iy viduje. Sklaidos matu imdami determinantus, gauname
daugiamatj (6.3.24) kriterijaus analoga

< T
J(B) = 1Sil _ |BTS’B‘ — max. (6.3.29)
|Sv| |B'SvB| B
6.3.5 teorema. Tegu ni + ... + n,y, — m > k, k > m; matrica Sy teigia-
mai apibrézta su tikimybe 1, o Rang(SI) = m — 1 su tikimybe 1. Tada
( 6.3. 29) sprendinys yra matrica B kurios stulpelius sudaro tikriniai vektoriai
ﬁl,. ,ﬁm 1, atitinkantys charakteringosios lygties

IS, = ASy| =0 (6.3.30)

Saknis A1 > Ao > ... > 1.
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Irodymas. Kadangi |Sy| > 0, tai egzistuoja neiSsigimusi kvadratiné mat-
rica C, kad Sy = CC”. Tada lygtis

IS —ASy|=0<|S; - CCT|=0< |(C"HTS;C™ — M| =0. (6.3.31)

Matrica (C~')78;C ™" simetriné, neneigiamai apibrézta ir turi ranga lygy
m — 1. Todél egzistuoja m — 1 nenuliniy skirtingy lygties (6.3.30) sprendiniy
A1, ey Am—1 ir juos atitinkanc¢iy m—1 tikriniy vektoriy L1, ..., L,,_1, kad matrica
L, kurios stulpelius sudaro vektoriai Ly, ..., L,,_1, tenkina salygas

LY(c™Hrs;c'L=A, LLT =T,

¢ia A — diagonalioji matrica, kurios diagonaliniai elementai yra A1, ..., A\p—1.
Parinke matrica B = C 'L, gausime

_|B"s;B| |[L"(C™Y)TS;CT'L]  |A|

J(B) = = —
B) \BTSyB| LT(chHhTsyCc7'L |LTL|

= M2 Aot

Taigi matricos B stulpelius sudaro tikriniai vektoriai, tenkinantys salyga
S 8B, =N, i=1,...,m—1. A
Gauname m — 1 jvertinta diskriminantine funkcija
g(x) = 8 e, =12 .. m—1. (6.3.32)
Remiantis 8iomis dikriminantinémis funkcijomis klasifikavimas atliekamas tokiu

biidu. Tarkime, kad objekta, kuriam vektorius X = x, reikia priskirti vienai
i§ m klasiy. Remdamiesi (6.3.32) suprojektuojame taska @ ir vidurkiy jvercius

X(i), i=1,2,...mijR™ ! erdve
T = BT:B, ZW = BTX(i), i=1,...,m.
Randame atstumuy tarp projekcijy kvadratus
Di=ll&— 29 = (- XNBB (- X7), i=1,...m.
Objektas, kuriam X = @, priskiriamas i-jai klasei, jeigu

D;<Dj, Y j#i, j=1.,m. (6.3.33)

6.3.4 pavyzdys. Lenteléje pateikti duomenys apie stojimo j aukstesniaja studijy pakopa
rezultatus (I grupé — priimtas; II grupé — nepriimtas; III grupé — galutinis sprendimas nepri-
imtas) priklausomai nuo mokymosi rezultaty Zemesnéje grandyje X; ir vidurinéje grandyje
X2 [9].
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Igr II gr IIT gr
Xil) Xél) X{l) Xél) X{Q) X;Q) X§2) X§2> X{3) XéS) X%S) XéS)
2,96 596 3,47 552 2,54 446 2,13 408 2,86 494 3,12 463
3,14 473 3,35 520 2,43 425 2,41 469 2,85 496 3,08 440
3,22 482 3,39 543 2,20 474 2,55 538 3,14 419 3,03 419
3,29 527 3,28 523 2,36 531 2,31 505 3,28 371 3,00 509
3,69 505 3,21 530 2,67 542 2,41 489 2,89 447 3,03 438
3,46 693 3,58 564 2,35 406 2,19 411 3,15 313 3,05 399
3,03 626 3,33 565 2,561 412 2,35 321 3,50 402 2,85 483
3,19 663 3,40 431 2,51 458 2,60 394 2,89 485 3,01 453
3,63 447 3,38 605 2,36 399 2,55 528 2,80 444 3,03 414
3,59 588 3,26 664 2,36 482 2,72 399 3,13 416 3,04 446
3,30 563 3,60 609 2,66 420 2,85 381 3,01 471
3,40 553 3,37 559 2,68 414 2,90 384 2,79 490

3,50 572 3,80 521 2,48 533 2,89 431
3,78 591 3,76 646 2,46 509 2,91 446
3,44 692 3,24 467 2,63 504 2,75 546
3,48 528 2,44 336 2,73 467

Remdamiesi §iais duomenimis rasime klasifikavimo taisykle trijy grupiy objektams atskirti.

Tarkime, kad a.v. X(®) = (XY),XS))T ~ No(pu(D 3, i =1, 2, 3 turi dvimagius norma-
liuosius skirstinius su vienodomis kovariacinémis matricomis. Randame parametry jvercius
(zr. 6.3.1.1 skyrelj)

%M _ ( 3,4039 ) %@ _ ( 2,4825 ) %3 _ ( 2,9927 )

561, 2258 447,0714 446,2308
5 0,0360678  —2,018759 $-1_ 28,609766 0,01579808
~\ —2,018759 3655,90112 )’ ~\ 0,01579808 0,00028225

Tardami, kad apriorinés klasiy tikimybés w; = w2 = w3 = 1/3 yra vienodos, randame
ivertintas diskriminantines funkcijas

_ N 1 . _
gi(x) = XNTs—1g §(X<1))T§]_1X(1) +1n(1/3)
=106, 2502221 + 0,21218z, — 241, 47081.
Analogiskai
Go(@) = 78,0866271 +0, 1654179 —134,99781,  gs(z) = 92, 66975z, +0, 17323 — 178, 41463.

Objektas, kurio X = = = (z1,22)7, priskiriamas i-ajai klasei, kai §;(z) > g,(z), V j # 1,
j=1,2, 3.

Pritaikysime 8ia taisykle lenteléje pateiktoms apmokanciosioms imtims suklasifikuoti. Gau-
name tokia klasifikavimo lentele

n=1|n=2]n=3] >
E=1 27 0 4 31
£=2 0 26 2 28
£€=3 1 0 25 26

Matome, kad suklasifikuota gana tiksliai. Suminés klasifikavimo klaidos tikimybés jvertis
7/85 = 0,082.

Naudodami pateiktos lentelés duomenis rasime FiSerio klasifikavimo taisykle (6.3.33) trims
klaséms atskirti. Randame

3 3
Sy =828, 5= nX" -X)X" -%), X=>nX"/(n1 +n2+ns)
i=1 i=1

ir sudarome charakteringaja lygti
ISy' 81 — M| =0, A?—5,83666)+ 1,07619 = 0.
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Issprendg kvadrating lygtj gauname tikrines reikSmes A\q = 0,19061, Ao = 5,64605. Tikriniai
vektoriai B1, B2, atitinkantys $ias tikrines reikimes ir tenkinantys salygas 37 £718; = 1, yra

B = (—1,87669, 0,01445)T,  f = (5,00877, 0,00857)T, B = (B1:62).

Surade atstumus D;, gausime (6.3.33) klasifikavimo taisykle.

Pritaikysime §ia taisykle lenteléje pateiktoms apmokanciosioms imtims suklasifikuoti. Gau-
name tokia pacia klasifikavimo lentele. Be to, lygiai tie patys objektai klaidingai priskiriami
kitoms klaséms, kaip ir pateiktoje klasifikavimo lenteléje.

6.3.3.3. Logistiné regresija

Kai yra dvi klasés, logistinés regresijos modelyje (zr. 3 dalies 5.3 skyrelj)
tariama, kad jvykio {¢€ = 1}, t.y. objekto, priklausymo pirmai klasei aposterio-
riné tikimybé turi tokj pavidala

eBo+BTx

wi(z) =P{{=1X =z} = [P

Remiantis Siomis tikimybémis sudaromas Sansy santykis
wil®) _ potpTa
wa ()

Tada objektas priskirtinas pirmai klasei, kai

w1 (x)
(U2(IL')

Bendresniu atveju 8ansy santykis gali buti lyginamas su slenkséiu ¢ # 1.
Logistinés regresijos modelj galime interpretuoti kaip objekty klasifikavimo
taisykle su tiesine diskriminantine funkcija

g(x) = Bo+ B . (6.3.35)

Kaip matome, parametrizacija ¢ia ivedama tokiu budu: tariama, kad zinomo
pavidalo diskriminantiné funkcija priklauso nuo nezinomy parametry, kuriuos
tenka vertinti pagal apmokanciasias imtis.

Pagal apmokanciasias imtis gave parametry Sy, 3 ivertinius 307 B, gauname
diskriminantinés funkcijos ivertinj

>1e 6y+67x>0. (6.3.34)

gx) =+ B x

ir klasifikavimo taisykle: objektas priskiriamas pirmai klasei, kai g(x) > c.
Skirtumas nuo tiesinio Fiserio klasifikatoriaus yra tas, kad taikomi skirtingi

metodai parametrams vertinti: logistinéje regresijoje taikomas DT metodas, o

ieskant Figerio klasifikatoriaus parametry jvertiniai randami i§ (6.3.24) salygos.

6.3.5 pavyzdys (6.3.3 pavyzdzio tesinys.) Rasime klasifikatoriy dviems lagigy ragims atskirti
pagal 6.3.3 pavyzdzio duomenis naudodami logistine regresija. Naudodami SAS programy
paketa gauname diskriminantinés funkcijos jvertj

§(z) = —3,9252 — 0,1260z1 + 0, 0485x5.
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Matome, kad gautas jvertis mazai skiriasi nuo Figerio diskriminantinés funkcijos jver¢io, gauto
6.3.3 pratime. Pritaike klasifikavimo taisykle 6.3.3 pavyzdzio duomenims klasifikuoti, gau-
name klasifikavimo lentele

n=1]n=2]2%
46 4 [ 50
3 47| 50

| —

e

6.3.3.4. Daugianaré logistiné regresija

Tarkime, kad objektus, kuriuos apibiidina a.v. X = (X1, ..., X3)7T, reikia sukla-
sifikuoti j m > 2 klasiy. Tegu e; = (1, 0,...,0)7, ea = (0, 1,....,0)T....e_1 =
(0, 0,...,1)” yra dimensijos m — 1 vienetiniai vektoriai, o e,, = (0, 0, ...,0)7 —
nulinis vektorius. Tarsime, kad a.v. Y jgijo reiksme e;, jeigu objektas priklauso
j-ai klasei, j =1, ...,m.

Daugianares logistinés regresijos modelis gaunamas analogigkai kaip dvinareés
logistinés regresijos modelis palyginant salygines tikimybes P{Y = e;|X = x}
ir P{Y =en|X ==}, j=1,..m— 1. Tariame, kad

P{Y =¢;|X =z}
P{Y =e,|X =z}

= exp{o; + ﬁf:c} =exp{y;(x)}, j=1,..m—-1,
(6.3.36)
la aj ir B; = (Bj1, oy Bik)T, j=1,..,m — 1 yra neZinomi parametrai.
I5 (6.3.36) gauname, kad salyginés tikimybeés
eti(®)

14+em@) 4 4 epm-1(2)’

mi(x) =P{Y =¢; X =x} =

1
14+em@ 4 4 epm-r(x)’

Tm(z) =P{Y =e,|X=x} = (6.3.37)
Modelj apibadina (k 4+ 1)(m — 1) = km + m — k — 1 neZinomas parametras.

Objektas, kurio X = «, priskirtinas j-ai klasei, jeigu salyginé tikimybeé ()
yra didesné uz kitas tikimybes m;(x), | # j, t.y.

~—

3

(@
7Tl(iL‘)

>1, VI#£j, l=1,..,m.

Logaritmuodami gauname, kad §i taisyklé ekvivalenti tokiai: objektas priskiria-
mas j-ai klasei, jeigu

pi(®) 20, pi(x) = w(x), 1#j, jl=1..,m-1
objektas priskiriamas m-ai klasei, jeigu
pi(xe) <0, Vj=1,...,m—1

Klases atskiriame palygindami tiesines diskriminantines funkcijas u (), ..., tm—1().
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Tarkime, kad stebint a.v. X = (X7, ..., Xz)T gauta imtis (ng), vy ng)), kai
objektas priklausé j-ai klasei, t.y. kai Y = e;, j = 1,...,m. DT metodu rade

T
parametry o, ,BjT ivertinius &, 8, , galime jvertinti tikimybes

eﬂj(m)
Tl fem®@ 4.+ ehmoi(@)’
B 1
1 +ei(@) 4 4 ehm-1(z)’

Gauname jvertinty klasifikavimo taisykle: objektas, kurio X = «, priskiria-
mas j-ai klasei,jeigu

7j(x)

(6.3.38)

ﬁ'm(w)

(@) >0, (@) > fule), 1#j, jl=1..,m—1
objektas priskiriamas m-ai klasei, jeigu

() < 0¥ j=1,.,m—1.

6.3.3.5. Neuroniniai tinklai

Pastaruoju metu labai intensyviai vystomi klasifikavimo algoritmai, grindziami
vadinamaisiais neuroniniais tinklais. Neuroniniu tinklu vadinamas matematinis
modelis, gautas imituojant nervy sistema, sudaryta i§ neurony ir jy jungéiy.
Paprasciausias neuroninis tinklas yra perceptronas, turintis tik viena neurona,
transformuojantj jéjimo vektoriy x = (21, ..., 2)7 ir imituojantj i&¢jima g(x).

! Ho

xl 'ﬂl\A s f
v o2 o—= .0 O(x)

Xd

6.6.1 pav. Neuroninis tinklas su vienu neuronu

Pazymékime
z=z(x) = o+ B ;
tada kiekvienas jéjimas x; sustiprinamas (f; > 1) arba susilpninamas (3; < 1)
ir jie sumuojami. Gautas signalas z transformuojamas pasitelkus perdavimo
funkcija (6.6.1 pav. simbolis [) ir gaunama i8é¢jimo funkcija g(x). Jeigu per-
davimo funkcija yra sigmoidé

eZ

o(z) = 1—#762’

tai perceptrono matematinis modelis sutampa su logistine regresija g(x) =

p(z(x)).
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Bendriau, tarkime, kad turime keleta neurony ir perdavimo funkcijas ¢(z;());
¢ia zj = Boj + Prjz1 + ... + Brjzr,j = 1,...,m. Imame jy suma. Tada i3¢jima
galima i8reiksti taip

g(x) =wo + ijgo(zj(w)). (6.3.39)

Si israiska apibudina vieno paslépto sluoksnio neuroninj tinkla, kuriame yra
m neurony (6.6.2 pav).

6.6.2 pav. Vieno paslépto sluoksnio neuroninis tinklas

Bendru atveju neuroniniame tinkle gali buti keletas paslépty neurony sluoks-
niy, turin¢iy skirtinga neurony skaic¢iy. Kiekvieno sluoksnio neurony jéjimai yra
ankstesnio sluoksnio i§éjimai.

Vertinant nezinomus parametrus dazniausiai naudojami kriterijai, susije su
klasifikavimo klaidy ar jy funkcijy minimizavimu. Todél ir perceptrono atveju
atsakymai gali skirtis nuo logistinés regresijos, kurioje nezinomi parametrai
vertinami DT metodu.

Daugelyje matematinés statistikos TPP yra sukurtos ir jtrauktos paprog-
rameés, kurios remiantis apmokanciosiomis imtimis leidzia parinkti tam tikra
prasme geriausig neuroninio tinklo architektura, jvertinti parametrus ir atlikti
gautojo klasifikatoriaus tikslumo patikrinimg su testine aibe. Placiau apie neu-
roninius tinklus zr.[15].

6.4. Pratimai

6.1 skyrelis

6.1. Klasifikuojant j dvi klases remiamasi a.d. X ir (X|{ =1) ~ K(pu1,0), (X[ =2) ~
K(p2,0), p1 < p2. Teguwi = wa = 1/2. a) Raskite Bejeso klasifikavimo taisykle, atitinkandia
sias apriorines klasiy tikimybes, ir apskaiGiuokite klasifikavimo klaida. b) Tarkim, nuostoliai
apibréziami kainomis c11 = c22 = 0,c12 = 4,c21 = 1. Raskite taisykle, minimizuojancia
vidutinius nuostolius.

6.2. (6.1 pratimo tesinys). Tegu o = 1,u1 = 0,u2 = 3. a) Tarkime, apriorinés klasiy
tikimybés nezinomos, o nuostoliai apibrézti 6.1 pratimo p. b). Raskite taisykle, tenkinancia
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minimakso principa. b) Tarkime, apriorinés klasiy tikimybés w1 = wa = 1/2 ir yra galimybé
atsisakyti priimti galutinj sprendima. Raskite taisykle, minimizuojanéia atsisakymy priimti
sprendimg tikimybes, kai apribotos tikimybés S12 < 0,1, 821 <0, 1.

6.3. Irodykite, kad dviejy klasiy atveju Bejeso klasifikatoriaus suminé klaidy tikimybé
tenkina salyga

Ple} < Vo < p/2 = [h@h@)] du

6.4. Klasifikuojant j dvi klases remiamasi a.v. X = (X1, ..., X3)7T stebéjimu. Vektoriaus
X koordinatés nepriklausomos ir turi Bernulio skirstinius (X;|§ = 1) ~ B(1,p:), (Xi|§ =
2) ~ B(1,¢;),i = 1,...,k, o apriorinés klasiy tikimybés yra wi,ws = 1 — w;i. Tegu rizikos
funkcija nusakoma kainomis c21 > c11 > 0, c12 > c22 > 0. Raskite diskriminantine funkcija,
minimizuojand¢ia vidutinius nuostolius.

6.5. (6.4 pratimo tesinys). Tarkime, tikimybés p; = p > 1/2, ¢ = 1—p, i =1,..,k,
c12 — c22 = c21 — c11, O apriorings klasiy tikimybés vienodos wi = ws = 1/2. Raskite
Bejeso klasifikavimo taisykle ir klasifikavimo klaida. Aptarkite klasifikavimo klaidos riba, kai
p—1/2; k — oo.

6.6. Klasifikuojant j dvi klases remiamasi a.d. X ir (X[€ = 1) ~ E(A\1), (X[ =2) ~
E(X2), M1 < A2. Tegu w1 = we = 1/2, nuostoliai apibréziami kainomis c11 = c22 = 0,¢12 =
4,c21 = 2. Raskite taisykle, minimizuojané¢ia vidutinius nuostolius.

6.7. (6.6 pratimo tesinys). Tegu A1 = 1, A2 = 5 ir apriorinés klasiy tikimybés nezinomos.
Rakite taisykle, tenkinanciag minimakso principa.

6.8. (6.6 pratimo tesinys). Tarkime, yra galimybé atsisakyti priimti galutinj sprendima.
Nuostoliai dél atsisakymy priimti sprendimg apsprendziami kainomis cg; = cp2 = 1. Raskite
taisykle, minimizuojan¢ia vidutinius nuostolius.

6.9. Klasifikuojant j dvi klases remiamasi a.d. X ir (X|¢ = 1) ~ N(0, 1), (X|¢ =
2) ~ K(0, 1). Tegu w1 = w2 = 1/2. a) Raskite klasifikavimo taisykle, minimizuojancia
vidutine klaidos tikimybe, ir apskaic¢iuokite ta tikimybe. b) Tegu nuostolius apsprendzia kainos
c11 = c22 = 0, c12 = 1, c21 = 3. Raskite taisykle, minimizuojancia vidutinius nuostolius, ir
gios taisyklés klasifikavimo klaidos tikimybe.

6.10. (6.9 pratimo tesinys). Tarkime, apriorinés klasiy tikimybés nezinomos. Ras-
kite taisykle ¢*, minimizuojancia vidutinius nuostolius R(¢,w1), ir grafiskai pavaizduokite
funkcija R(¢*,w1) argumentu imdami apriorine tikimybe w1 = P{£ =1},0 <w; < 1.

6.11. (6.9 pratimo tesinys). Raskite taisykle, maksimizuojancia tikimybe aq1, kai yra
apribojimas #8211 <0, 1.

6.12. Tarkime, kad a.d. X skirstiniai dviejy klasiy atveju yra (X|¢ = 1) ~ B(3,p1), (X[ =
2) ~ B(3,p2); p1 = 0,01,p2 = 0,1. Nuostolius apsprend#ia kainos c11 = ca2 = 0, c12 = 1,
c21 = 2. a) Nagrinéjame tris nerandomizuotas sprendimy priémimo taisykles: gogz)(x) =1,
kai z = 0, ..., 1, <p51>(x) =0,kaiz=1+4+1,..,3; <pg”) =1- <pgl), 1 = 0;1;2. Kuri i§ 8iy trijy
taisykliy tenkina minimakso principa ? b) Raskite sprendimy priémimo taisykle, minimizuo-
jancia vidutinius nuostolius, kai apriorinés klasiy tikimybeés yra (w1,w2).

6.13. Tarkime, kad a.d. X skirstiniai dviejy klasiy atveju yra geometriniai ir jy paramet-
rai p1 = 0,2,p2 = 0,1. Nuostoliai apsprendziami kainomis c11 = c22 = 0, c12 = 2, co1 = 1.

a) Nagrinéjame penkias nerandomizuotas sprendimy priémimo taisykles: cpgl)(x) = 1, kai

=0, ¢"@) =0, kaiz=i+1i+2.;0" =1-0" i=01;234. Kuriis
§iy trijy taisykliy tenkina minimakso principa ? b) Raskite sprendimy priémimo taisykle,
minimizuojantia vidutinius nuostolius, kai apriorinés klasiy tikimybés yra (w1, w2).
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6.14. Tarkime, kad a.d. X skirstiniai dviejy klasiy atveju yra Puasono ir jy parametrai
A1 = 1,2 = 2. Nuostolius apsprendzia kainos ci11 = ca2 = 0, c12 = 100, c21 = 50. a) Nagri-
néjame septynias nerandomizuotas sprendimy priémimo taisykles: gp(ll)(m) = 0; gpi”(m) =1,
kaiz =0,...,7—1, <pgl>(a:) =, kaiz=14,i+1,..; cpél)(x) = l—gpgz), 1= 2;3;4;5;6; <p<17> (z)=1.
a) Pavaizduokite grafiskai §iy sprendimy rizikos funkcijos komponentes Rl(go(i)), Rg(cpm). b)
Ivede randomizacija, raskite minimakso sprendinj ir pavaizduokite jj grafiskai.

6.15. Tarkime, kad a.d. X skirstiniai dviejy klasiy atveju yra Bernulio (X|§ = 1) ~
B(1, 3/4),(X|§ = 2) ~ B(1, 1/3). Nuostolius apsprendzia kainos ci11 = c22 = 0, c12 = 5,
c21 = 10. Tegu apriorinés klasiy tikimybés yra wi,w2 = 1 —wy. Raskite sprendimy priémimo
taisykle, minimizuojancia vidutinius nuostolius, ir pavaizduokite juos grafiskai argumentu im-
dami w;. Su kokiais wy atlikti a, d. X stebéjima neapsimoka, jeigu stebéjimo kaina ¢ = 0,17

6.16. (6.15 pratimo tesinys). Tarkime, kad 6.15 pratimo salygomis prie§ priimant
sprendimg galima stebéti a.v. X = (X1, ..., X)T, kurio koordinatés yra nepriklausomi a.d.,
turintys Bernulio skirstinius B(1, 3/4) pirmos klasés atveju ir B(1, 1/3) antros klasés atveju.
a) Raskite sprendimy priémimo taisykle, minimizuojancia vidutinius nuostolius, atsizvelgiant
j apriorines Kklasiy tikimybes (wi,w2). b) Raskite imties diduma n, kuriam esant gaunami
maziausieji vidutiniai nuostoliai, jeigu apriorinés klasiy tikimybés vienodos, o vieno matavimo
kaina ¢ = 0,01.

6.17. Sprendimai n = 1;2; 0 priimami remiantis a.v. X, kurio tankiai (X|§ =1) ~ fi(=x)
ir (X|¢ = 2) ~ fa(x). Nuostolius apsprendzia kainos c11 = co2 = 0, c12 = 10, c21 = 8,c01 =
4, co2 = 3. Su kokiomis apriorinémis dviejy klasiy tikimybémis wi ir wa = 1 — w1 sprendimas
n = 0 minimizuoja vidutinius nuostolius, kai stebéta reiksmé X = a?

6.18. Tarkime, kad a.d. X skirstiniai dviejy klasiy atveju yra Bernulio (X|§ = 1) ~
B(1, 3/4),(X|¢ = 2) ~ B(1, 1/4). Priimami trys sprendimai n = 1, 2, 0. Nuostolius ap-
sprendzia kainos c11 = c22 = 0, c12 = c21 = 10, co1 = co2 = 3. Tegu apriorinés klasiy
tikimybeés yra wi,w2 = 1 — wi. Raskite sprendimy priémimo taisykle, minimizuojancia vidu-
tinius nuostolius, ir pavaizduokite jg grafiskai argumentu imdami w;.

6.19. (6.18 pratimo tesinys). Tarkime, kad 6.18 pratimo salygomis prie§ priimant
sprendima galima stebéti a.v. X = (X1, ..., Xn)T, kurio koordinatés yra nepriklausomi a.d.,
turintys Bernulio skirstinius B(1, 3/4) pirmos klasés atveju ir B(1, 1/4) antros klasés atveju.
Raskite imties diduma n, kuriam esant gaunami maziausieji vidutiniai nuostoliai, jeigu aprio-
rinés klasiy tikimybés vienodos, o vieno matavimo kaina ¢ = 0, 1.

6.20. Tarkime, kad klasifikuojant objektus j dvi klases galima atlikti n nepriklausomy
a.d. stebéjimy, kuriy skirstiniai pirmos klasés atveju yra normalieji N(—1, 9), o antros klasés
atveju — N(1, 9). Nuostolius apsprendzia kainos c11 = c22 = 0, c12 = c21 = 1000, o vieno
stebéjimo kaina lygi ¢ = 1. Raskite optimaly imties didumga ir nuostoliy funkcijos minimalia
reikSme, jeigu apriorinés klasiy tikimybés yra vienodos.

6.21. Tegu X1, ..., Xy, yra n.a.d., vieno i§ kuriy (jo numeris nezinomas) tankis yra g(z),
o visy likusiy koordinaciy tankiai yra vienodi ir lygls f(x). Tarkime, w; > 0 reiskia, kad a.d.
X, tankis yra g(z), w1 + ... + wn, = 1. Raskite aposteriorine tikimybe to, kad a.d. X; tankis
yra g(z), jei buvo stebéta reikdmé & = (z1,...,xn).

6.22. Tarkim, dviejy klasiy aposteriorinés tikimybés yra wi ir we, 0 a.d. X tankiai yra
(X|€ =1i) ~ fi(z), i = 1, 2. Pazymékime wi(z) = P{{ = 1|X = z} aposterioring pirmos
klasés tikimybe. a) Irodykite, kad E(wi (X)) = wi. b) Irodykite, kad E(w1(X)|¢ =1) > wi.

6.23. Tarkime, kad dviejy klasiy atveju stebimo a. v. skirstiniai yra normalieji Ny (p,, %)
ir Ng(pto, X) su vienodomis kovariacinémis matricomis. Turimos paprastosios nepriklausomos
apmokanciosios imtys Xgl),i =1,...,n ir X§2),z’ = 1,...,,n2. Reikia nauja nepriklausoma

stebéjima X priskirti vienai i§ dviejy klasiy. Tikrinkime hipoteze Hy : X,Xgl)7 ...7X$}1> ~
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Ne(p, ), X, X ~ Ni(pa, 2) su alternatyviaja hipoteze Hy : X{1, ., X ~ Ny (g,

%), X, X, XE) ~ Ni(po,X) . Irodykite, kad tikétinumy santykio statistika ioms
hipotezéms tikrinti yra

A

14 (X —XO)TS1(X - X®))/(ng + 1)
1+ (X - XOTE-1(X - XD)/(ny + 1)

6.2 skyrelis

6.24. Tarkime, objektas priskiriamas i-ajai klasei, kai aposterioriné tikimybé w;(x) >
wj(x), j #1, 14,5 =1,...,m. Trodykite, kad w;(x) > 1/m, o suminé klaidos tikimybé nevirsija
(m — 1)/m. Pateikite pavyzdj, kai suminés klaidos tikimybé lygi (m — 1)/m.

6.25. Tarkime, objektai klasifikuojami | m klasiy esant galimybei atsisakyti priimti
sprendimg, o nuostolius apsprendZia kainos ¢;; = 0,i = 1,....,m, ¢;5 = ¢ > 0,i # j,4,j =
1,....,m, co; =co >0,i=1,...,m. Tegu apriorinés klasiy tikimybeés yra w;, w1 + ... + wm = 1.
Raskite klasifikatoriaus, minimizuojanéio vidutinius nuostolius, diskriminantines funkcijas.
Aptarkite gauta taisykle, kai ¢ — 0; kai ¢o > c.

6.26. Tegu vektoriaus X = (X7, ..., X3)7 koordinatés yra nepriklausomos ir turi Bernulio
skirstinius (X;|§ = j) ~ B(1,pij),i = 1,...,k,j7 = 1,...,m. Raskite klasifikatoriaus, mini-
mizuojancio vidutine klaidos tikimybe, diskriminantines funkcijas.

6.27. Tegu a.d. X skirstiniai trijy klasiy atveju yra: (X|§ = 1) ~ N(0, 1); (X|§ =
2) ~ K(0, 1); (X|¢ = 3) ~ L(1); ¢ia L(1) Zymi Laplaso skirstinj, kurio tankis f3(z) =
exp{—|z|}/2,—c0 < x < oo. Tegu apriorinés klasiy tikimybés yra vienodos, o nuostolius
apsprendzia kainos ci11 = c22 = ¢33 = 0; ¢;; = 5,1 # j = 1,2,3. Raskite klasifikavimo
taisykle, minimizuojancia vidutinj nuostolj, ir apskai¢iuokite jo reikdme.

6.28. (6.27 pratimo tesinys). Tarkime, yra galimybé atsisakyti priimti sprendima, o
atsisakymo priimti sprendima nuostolius apsprendZia kainos co; = 3,7 = 1,2,3. Raskite
klasifikavimo taisykle, minimizuojanc¢ia vidutinj nuostolj, ir apskai¢iuokite jo reikSme.

6.29. Tegu a.v. X tankiai trijy klasiy atveju yra: (X|§ =14) ~ fi(x),i = 1,2,3. Tegu
apriorinés klasiy tikimybés yra vienodos, o nuostolius apsprendzia kainos c¢11 = ca2 = ¢33 = 0;
cij = 4,1 #j = 1,2,3. Raskite klasifikavimo taisykle, minimizuojan¢iag vidutinj nuostolj,
aposterioriniy klasiy tikimybiy w;(z) = P{{ = {|X = x},¢ = 1, 2, 3, terminais ir pavaizduokite
ja grafigkai.

6.30. (6.29 pratimo tesinys). Tarkime, yra galimybé atsisakyti priimti sprendima, o
atsisakymo priimti sprendima nuostolius apsprendzia kainos cg; = 2;7 = 1,2,3. Raskite
klasifikavimo taisykle, minimizuojan&ia vidutinj nuostolj, aposterioriniy klasiy tikimybiy w; (x)
terminais ir pavaizduokite ja grafiskai.

6.31. Tegu a.v. X = (X,Y)7T skirstiniai trijy klasiy atveju yra: (X|¢ = i) ~ No(u;, I),
kai vidurkiy vektoriai i3sidéste taisyklingojo trikampio virSunése: p; = (—1,5;0), py =
(1,5;0); ps = (0;3v/3/2). Tegu apriorinés klasiy tikimybés yra vienodos ir priimami trys
sprendimai n = 4,7 = 1,2, 3. Raskite Bejeso klasifikavimo taisykle, minimizuojan¢ia vidutine
klasifikavimo klaida, ir suraskite jos reik§me. Pavaizduokite sprendinj geometrigkai a.v. X ir
aposterioriniy klasiy tikimybiy terminais.

6.32. (6.31 pratimo tesinys). Tarkime yra galimybé atsisakyti nuo sprendimo priémimo,
o atsisakymo priimti sprendimg nuostoliai apsprendziami kainomis ¢;; = 0;¢;; = 50,1 # j =
1,2,3;¢c0; = 30,7 = 1,2, 3. Raskite klasifikavimo taisykle minimizuojancia vidutinj nuostolj ir
pavaizduokite ja grafiskai a.v. X ir aposterioriniy klasiy tikimybiy terminais.

6.33. (6.32 pratimo tesinys). ApskaiGiuokite 6.32 pratime rastos klasifikavimo taisyklés
vidutinj nuostolj.
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6.3 skyrelis
6.34. Pagal paprastaja imtj X1,..., X, gauta stebint normalyjj a.v. X ~ Ng(u,X),
gauti jvertiniai

) - 1 & . 1 1
un:Xn:;ZX]-, S, = S =

n
D (X = X)X~ X)L
= n—1 n—1 =

Tarkime, papildomai gautas dar vienas nepriklausantis nuo ankstesniy stebéjimas X,,41.
Trodykite, kad

_ _ 1 _

Xn+1 = Xn + ni_"_l(x'nﬂ»l - Xn)7
~ n—1 _ _
2'rH—l = (Xn+1 - X'n,)(X'rH—l - Xn)T-

- 1
> -
n n+n+1

6.35.(6.34 tesinys). [rodykite, kad 2;{1 galima surasti tokiu bidu

O I P o (X — Xn)(?(n+1 - X))t 7 .
(n2 = 1)/n+ (Xnt1 — Xn) T Kng1 — Xn)

n+1 n—1 n

6.36. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X7, ..., X») gauta stebint a.d. X, kuris esant
fiksuotam vidurkiui g = EX turi normalyjj skirstinj (X|u) ~ N(u, 0?), parametras o Zinomas.
Vidurkis p savo ruo#tu yra a.d., turintis normalyjj skirstinj g ~ N (o, 82) su Zinomais para-
metrais jo, 2. Raskite parametro u Bejeso jvertinj. Aptarkite gautojo jvertinio elgesj, kai
n — oo, o 3 fiksuotas ir kai 8 — 0, o n fiksuotas. Raskite a.d. X salyginj skirstinj imties X’
atzvilgiu.

6.37. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X7, ..., X) gauta stebint a.d. X, kuris esant
fiksuotam vidurkiui A = EX turi Puasono skirstinj (X|\) ~ P(X). Vidurkis A savo ruoztu yra
a.d., turintis gama skirstinj A ~ G(v,n) su Zinomais parametrais v,7n. Raskite parametro A
Bejeso jvertinj ir a.d. X salyginj skirstinj imties X atzvilgiu.

6.38. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., X) gauta stebint a.d. X, kuris esant
fiksuotam parametrui p turi binominj skirstinj (X|p) ~ B(m,p). Tikimybé p savo ruoZtu yra
a.d., turintis beta skirstinj p ~ Be(v,n) su Zinomais parametrais v,n. Raskite parametro p
Bejeso jvertinj ir a.d. X salyginj skirstinj imties A atzvilgiu.

6.39. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., X») gauta stebint a.d. X, kuris esant
fiksuotam parametrui p turi neigiamajj binominj skirstinj (X|p) ~ B~ (m,p), parametras m
Zinomas. Tikimybé p savo ruoztu yra a.d., turintis beta skirstinj p ~ Be(v,n) su Zinomais
parametrais v,n. Raskite parametro p Bejeso jvertinj ir. a.d. X salyginj skirstinj imties X
atzvilgiu.

6.40. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., X ) gauta stebint a.d. X, kuris esant
fiksuotam parametrui A turi eksponentinj (X|\) ~ £(X) skirstinj. Parametras A savo ruoZztu
yra a.d., turintis gama skirstinj A ~ G(v,7) su Zinomais parametrais v, 7n. Raskite parametro
A Bejeso jvertinj ir a.d. X salyginj skirstinj imties X atzvilgiu.

6.41. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (Xi,...,X,) gauta stebint a.d. X, kuris
esant fiksuotam parametrui o turi normalyjj skirstinj (X|o) ~ N(u,02), vidurkis p Zinomas.
Parametras = 1/02 savo ruoZtu yra a.d., turintis gama skirstinj § ~ G(\,n) su Zinomais
parametrais A, 7. Raskite parametro 6 aposteriorinj skirstinj ir a.d. X salyginj skirstinj imties
X atzvilgiu.

6.42. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (Xq,...,Xn) gauta stebint a.v. X, kuris turi
polinominj skirstinj Pr(1,p), P = (p1,..,p6)%, 0 < p; < 1, p1 + ... + pr = 1. Parametro
p apriorinis skirstinys yra Dirichlé skirstinys su Zinomu parametry vektoriumi (a1, ..., ak)T,
a; > 0. Raskite parametro p aposteriorinj skirstinj ir a.v. X salyginj skirstinj imties X
atzvilgiu.
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6.43. Tarkime, a.v. X = (X1, ..., Xx)T skirstinys yra daugiamatis Bernulio:

k
P{X =z|0}=[[67°(1-0)""", @=(21,...,2x)7,
i=1

o parametras @ = (01, ...,0;)7 turi tolygyjj apriorinj skirstinj vienetiniame k-maciame kube.
Gauta paprastoji a.v. X imtis X = (Xq, ..., X,,). Raskite parametro 6 aposteriorinj skirstinj
ir a.v. X salyginj skirstinj imties X" atzvilgiu.

6.44. Defektinio gaminio pagaminimo tikimybé p turi apriorinj skirstinj U(0;1). Pagal
paprastaja didumo n imtj surastas p aposteriorinis skirstinys yra Be(7;95). Kokio didumo
imtis buvo tikrinta ir koks defektiniy gaminiy skai¢ius joje buvo aptiktas?

6.45. Tarkim, kad vidutinis defekty skai¢ius A pagamintoje tam tikro ilgio magnetinéje
juostoje nezinomas, taciau turi apriorinj gama skirstinj, kurio vidurkis 2 ir dispersija 1. Tegu
defekty skaiCius juostoje esant fiksuotam A turi Puasono skirstinj P(\). Patikrinus n juosty
pasirodé, kad aposteriorinio A skirstinio vidurkis lygus 1,6, o dispersija 0,16. Kokio didumo
imtis buvo tikrinta ir kiek defekty surasta?

6.46. Defektinio gaminio pagaminimo tikimybé p turi apriorinj skirstinj Be(1;99). Ga-
miniai atsitiktinai atrenkami ir tikrinami, kol bus rasti 5 defektiniai. Aposteriorinio skirstinio
vidurkis 0,02. Kiek gery gaminiy buvo surasta tikrinimo metu?

6.47. Pritarianc¢iy liberaliy partijy paziiroms rinkéjy dalies p apriorinis skirstinys yra
Be(1;10). a) Tegu tarp 1000 atsitiktinai apklausty rinkéjy 123 pritaria liberaliy partijy
paziiroms. Koks tokiy rinkéjy dalies aposteriorinis skirstinys? b) Tarkime, rinkéjai atsitik-
tinai apklausiami tol, kol atsiras 123 rinkéjai, pritariantys liberaliy partiju paziaroms. Koks
tokiy rinkéjy dalies aposteriorinis skirstinys?

6.48. Gaminamy elektros lempuéiy darbo laikas turi eksponentinj skirstinj su parametru
A. Savo ruoztu parametras A turi apriorinj gama skirstinj su variacijos koeficientu 0,5. Kokio
didumo turi buti paprastoji imtis, kad aposteriorinio skirstinio variacijos koeficientas sumazéty
iki 0,17

6.49. A.d. X turi normalyjj skirstinj N(u;4). Apriorinio p skirstinio dispersija 32 = 9.
Kokig maziausia paprastaja imtj reikia turéti, kad bty galima sukonstruoti parametro p ilgio
1 pasikliovimo intervala, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0,957

6.50. Tarkime, X = (X1, X2)T ~ Na(u, 3); vidurkiy vektorius u = (u1, u2)” nezinomas,

0 71 = [0¥]ax2 #inoma; o1 = 1/3, 022 = 4/3, 012 + 021 = —1/3. Vektoriaus g apriorinis
skirstinys yra dvimatis normalusis su kovariacine matrica Zo; =5 = [6%7]2x2 Zinoma; g1 =
1,8%2 =6, B2 = B2 = —1. Koks turi biti imties didumas, kad aposteriorinio skirstinio a.d.

w1 — p2 dispersija neviryty 0,017

6.51. Gaminiai apibidinami parametru X, kurio skirstinys normalusis X ~ N(u,o?).
Gaminys yra geras, kai a < X < b, ir defektinis prieSingu atveju. Kontrolés metu stebime a.d.
Y = X +e; ¢ia matavimo paklaida e nepriklauso nuo X ir turi normalyjj skirstinj e ~ N (0, 32).
Raskite Bejeso klasifikavimo taisykle ir sumine klaida, kai p = 0,02 = 1,82 = 1/4,—a =b =
1,6.

6.52. (6.51 pratimo tesinys). Tarkime, kad parametrai p, o2, 32 nesinomi. Modeliuo-
dami a.d. su nurodytomis 6.51 pratime parametry reikSmémis, gaukite apmokanciasias imtis.
Ivertinkite skirtingy klasiy a.d. Y tankius dviem budais: a) didZiausiojo tikétinumo metodu
jvertine parametrus p, o2, 82; b) naudodami neparametrinius tankio jver¢ius branduoliu im-
dami normaliojo skirstinio tankj. Raskite klasifikavimo taisyklés jverCius ir palyginkite juos
su 6.51 pratime gauta taisykle.

6.53. Tarkime, kad trijy klasiy atveju stebimo vektoriaus X skirstinys yra normalusis
(X|¢ = i) ~ Ng(p;,X2),i = 1,2,3, su vienoda kovariacine matrica. Raskite klasifikatoriy
minimizuojantj sumine klasifikavimo klaida Zi;ﬁj a5 ir raskite klasifikavimo klaidy tikimybes
O‘z]71/7é] = 17273'
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6.54 (6.53 pratimo tesinys). Klasikiniu tapusiame Figerio eksperimente [8] buvo matuota
n = 50 vilkdalgio Iris setosa taurélapio ilgis ir plotis, bei vainiklapio ilgis ir plotis (Zymésime
(X1, X2, X3,X4)). Analogigki matavimai buvo atlikti kitos vilkdalgio rasies Iris versicolor
(zymésime (Y1, Yo, Y3, Ya)) ir trecios vilkdalgio rusies Iris virginica (Zymésime (Z1, Z2, Z3, Z4)).
Matavimo rezultatai pateikiami lentelése.

X1 X2 X3 Xa | Y1 Yo Y3 Yi | X1 X2 X3 Xa | Y1 Yo Y3 Ya
51 35 1,4 0,2 | 70 32 4,7 14| 50 3,0 1,6 02 | 6,6 3,0 44 14
49 30 14 02 |64 32 45 15| 50 34 16 04 | 6,8 2,8 48 14
47 32 13 0,2 |69 3,1 49 15|52 35 1,5 02 | 6,7 3,0 50 1,7
46 3,1 15 02 |55 23 40 1,3 |52 34 14 02 |60 29 45 15
50 3,6 14 0,2 | 65 2,8 46 1,5 | 47 32 16 02 | 57 2,6 35 1,0
54 39 1,7 04 | 57 28 45 1,3 | 48 3,1 1,6 02 | 55 24 38 1,1
46 34 14 03 |63 33 47 1,6 | 54 34 15 04 | 55 24 3,7 1,0
50 34 1,5 0,2 | 49 24 33 1,0 | 52 41 1,5 01 | 58 2,7 3,9 12
44 29 14 02 | 66 29 46 1,3 | 55 42 14 02 | 60 27 51 16
49 31 15 0,1 |52 27 39 1,4 | 49 3,1 1,5 02 | 54 3,0 45 15
54 37 15 02 |50 20 35 10| 50 32 12 02 |60 34 45 16
48 34 16 0,2 |59 30 42 15|55 35 1,3 02 | 67 3,1 47 15
4,8 3,0 1,4 0,1 | 6,0 22 40 1,0 | 49 36 14 01 | 63 2,3 44 13
43 30 1,0 01 |61 29 47 14 | 44 30 1,3 02 | 56 3,0 4,1 13
58 4,0 1,2 0,2 | 56 29 36 1,3 |51 34 1,5 02 |55 25 40 1,3
57 44 15 04 | 6,7 3,1 44 14 | 50 35 1,3 0,3 | 55 2,6 44 12
54 39 1,3 04 |56 30 45 1,5 | 45 23 1,3 03 | 6,1 3,0 46 1,4
51 35 14 03 |58 27 41 1,0 | 44 32 1,3 02 | 58 26 4,0 12
57 38 1,7 03 |62 22 45 1,5 | 50 35 1,6 0,6 | 50 23 33 1,0
51 38 15 03 |56 25 39 1,1 |51 38 19 04 | 56 2,7 42 13
54 34 1,7 0,2 |59 32 48 1,8 | 48 30 14 03 | 57 3,0 42 12
51 3,7 1,5 04 | 6,1 28 40 1,3 | 51 38 1,6 02 | 57 2,9 42 13
46 36 1,0 0,2 |63 25 49 1,5 | 46 32 14 02 |62 29 43 13
51 33 1,7 05 | 6,1 28 47 1,2 |53 37 1,5 02 | 51 25 3,0 1,1
48 34 19 02 |64 29 43 1,3 |50 33 14 02 | 57 2.8 4,1 13

Zy Zy Zz Zy Zy Zy Zz Zy Zy Zy Z3z Zy Zy Zy Z3z Zy
63 3,3 6,0 25 | 57 25 5,0 2,0 | 62 2,8 48 1,8 | 6,0 3,0 48 138
58 2,7 51 1,9 | 58 28 51 24 | 6,1 30 49 1,8 |69 3,1 54 21
70 30 59 21 |64 32 53 23|64 2,8 56 2,1 | 6,7 3,1 56 24
63 2,9 56 1,8 | 6,5 3,0 55 1,8 | 7,2 3,0 58 1,6 | 6,9 3,1 51 23
65 30 58 22 | 7,7 38 67 22| 74 28 61 1,9 |58 27 51 19
76 30 66 2,1 | 7.7 2,6 6,9 23 | 7,9 38 64 20 | 68 32 59 23
49 25 45 1,7 |60 22 50 15| 6,4 28 56 22 | 6,7 33 57 25
73 29 63 1,8 |69 32 57 23|63 28 51 1,5 | 6,7 3,0 52 23
67 25 58 18 | 56 28 49 20 | 6,1 26 56 14 |63 25 50 19
72 36 6,1 25 |77 28 67 2,0 | 7,7 30 61 23 |65 3,0 52 2,0
65 32 51 20|63 27 49 18 | 6,3 34 56 24 | 62 34 54 23
64 2,7 53 19 | 6,7 33 57 21 |64 31 55 1,8|59 30 51 18
68 3,0 55 2,1 | 7.2 32 60 18

Tardami, kad buvo stebimi normalieji a.v. Na(p,;,3), ¢ = 1, 2, 3, sudarykite klasifika-
vimo taisykle minimizuojan¢ia sumine klasifikavimo klaida trims vilkdalgio ragims atskirti.
Ivertinkite klasifikavimo klaidy tikimybes.

6.55. (6.54 pratimo tesinys). Raskite Figerio klsifikavimo taisykle trims vilkdalgio rugims
atskirti ir palyginkite ja su 6.54 pratime gauta taisykle.
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Atsakymai ir nurodymai.

6.1 skyrelis

6.1. a) p1(z) = 1, kai ¢ < (p1+p2)/2, ¢1(z) =0, kai @ > (p1+p2)/2; p2(2) = 1—¢1(z);
P{e} = 1/2 — (1/m) arctg((p2 — p1)/20). b) Jeigu 902 < 4(us — p1)? tai p1(z) = 1, kai
z1 < x < x2 ir p1(x) = 0, priesingu atveju; ¢2(z) = 1 — p1(z); ¢ia 1 = (dp1 — p2 —
VA(pe —p1)2 —902)/3, xo = (4pu1 — p2 + V4(u2 — p1)?2 — 902) /3. Jeigu 902 > 4(u2 —
p1)?, tai p1(x) = 1. 6.2. a) Priimamas sprendimas n = 1, kai —0,7250 < 2 < 0,0393;
prilmamas sprendimas 7 = 2, kai « < —0,7250 arba « > 0,0393. Maziausiai palankus
aprioriniy klasiy tikimybiy rinkinys yra wq = 0,093,w2 = 0,907. b) Priimamas sprendimas
n =1, ki —1,590 < z < 0,448; priimamas sprendimas n = 2, kai 2,552 < a < 4,590;
priilmamas sprendimas n = 0, kai < —1,590, 0,448 < = < 2,552, arba z > 4,590. 6.3.
Nurodymas. P{e} < min([ w1 f1(z)du, [ w2 fo(z)du) < [(wifi(z) + waf2(z)/2dp). Lieka
pasinaudoti nelygybe tarp aritmetinio ir geometrinio vidurkio. 6.4. Priimamas sprendimas
n =1, kai

ﬁ {Pi(l —qz')]xi > c[] {1—111} - (c12 — coz)wa

i1 L= pi)as . (c21 — c11)wi
PrieSingu atveju priimamas sprendimas n = 2. 6.5. Priimamas sprendimas n = 1, kai
Sk = X1+ ... + X > k/2; priimamas sprendimas n = 2, kai S < k/2. Aproksimuodami
normaliuoju skirstiniu gauname P{e} = 1 — ®(Vk(1/2 — q)//pq); P{e} — 0, kai k — oc;
P{e} — 1/2, kai p — 1/2. 6.6. Priimamas sprendimas n = 1, kai z > [In(2X2/A1)]/(A2 — A\1);
prilmamas sprendimas 1 = 2 priefingu atveju. 6.7. Priimamas sprendimas n = 1, kai =z >
0, 3365; priimamas sprendimas n = 2, kai x < 0,3365. Maziausiai palankus aprioriniy klasiy
tikimybiy rinkinys yra w1 = 0, 5655, w2 = 0,4345. 6.8. Priimamas sprendimas n = 1, kai = >
[In(3X2/A1)]/(A2—A1); priimamas sprendimas n = 2, kai < [In(A2/A1)]/(A2—A1); priimamas
sprendimas n = 0, kai [In(A2/A1)]/(A2 — A1) < & < [In(3A2/A1)]/(A2 —A1). 6.9. a) Priimamas
sprendimas n = 1, kai —1,8512 < z < 1,8512; priimamas sprendimas n = 2 kai |z| > 1,8512;
P{e} = 0,3744. b) Priimamas sprendimas n = 1, kai |z| < 2,5965; priimamas sprendimas
n = 2 kai |z| > 2,5965; P{e} = 0,3877. 6.10. ¢} (z) =1, kai |z| < h(w1) ir ¢ (z) = 0, kai
2] > h(w1); @3 (@) = 1—} (2); R(e*,w1) = (1—w1)/m) arctg(h(wn))+3w1 (1- @ (h(w1))); Eia
funkcija h(w1) apibréziama lygybe /7/2(1 + h2(w1)) exp{—h%(w1)/2} = (1 — w1)/w1. 6.11.
o1(z) = 1, kai |z] < 0,1543; po(2) = 1— 1 (2). 6.12. a) (0 (), o (2)); b) Jeigu 0 < w; <

0,273, tai p1(z) = 1; jeigu 0,273 < w1 < 0,805, tai p1(0) =1, v1(1) = v1(2) = ¢1(3) = 0,
w2(x) = 1 — p1(2); jeigu 0,805 < w1 < 0,978, tai v1(0) = ¢1(1) = 1, ¢1(2) = ¢1(3) = 0,
wa(z) = 1 — o1 (z); jeigu 0,978 < wi < 0,998, tai v1(0) = @1(1) = v1(2) = 1, ©1(3) = 0,
@a(z) = 1 — 1(z); jeign 0,998 < wi < 1, tai ¢1(z) = 1. 6.18. a) (o' (2), <p(5>(x)) b)
p1(z) = 0, ka1w1§05,<p1(z)71 :vfl Wk, w2(z) =1, 2 = k+ 1L,k + 2,..., kai

/(+( /R <wp <1/(1 4 (8/9)%), k= 1,2,... 6.14. a) Randame

i 1 2 3 4 5 6 7
Ri(e®@) | 0 | 13,533 | 40,601 | 67,668 | 83,712 | 94,736 | 100
Ro(o@) | 50 | 31,606 | 13,216 | 4,015 | 0,949 | 0,183 0

b) ¢1(z) = 1, kai « = 0;1, ¢1(x) = 0,6933, kai x = 2, p1(z) = 0, kai x = 3,4, ...;
pa(z) = 1 — pi(z). 6.15. Jeigu 0 < wy < 1/3, tal p1(xz) = 05 jeigu 1/3 < w1 < 1
tai pi1(xz) = 1; R(ep) = 10wi, kai 0 < w1 < 1/3; R(p) = 5(1 —w1), kai 1/3 < w1 < 1.
Neapsimoka, jei wi < 0,01. 6.16. Tegu S, = X1 + ... + Xn. Tada p1(Sn) = 1, kai S, =
mym € {m :m > (nln(8/3) + Inc)/In6;m = 0,1,...,n}. b) n = 30. 6.17. 3/(3 + 4A)
w1 < T/(T+4A),A = fi(x)/f2(x). 6.18. Jeigu 0 < w; < 2/16, tai prilmamas sprendimas
n = 2; jeigu 2/16 < wy < 7/16, tai taske = 0 priimamas sprendimas n = 2, o tafke z =1
— sprendimas n = 0; jeigu 7/16 < w1 < 9/16, tai tagke = 0 priimamas sprendimas n = 2, o
ta¥ke x = 1 — sprendimas n = 1; jeigu 9/16 < wy < 7/8, tai taske z = 0 priimamas sprendimas
n =0, o tagke z = 1 — sprendimas n = 1; jeigu 7/8 < w1 < 1, tai visur priimamas sprendimas

IN
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n = 1. Nuostoliy funkcija

10wy, kai 0<w; <2/16,
4wy +3/4, kai 2/16 < wy < 7/16,
R(p,w1) =1 5/2, kai 7/16 <w; < 9/16,
19/4 — 4wy, kai 9/16 < wy < 14/16,
101 —wy), kai 14/16 < wp < 1.
6.19. n = 10. 6.20. n = 32, R = 46, 8366. 6.21. wi(z) = g(z1)f(z2)-....f(®n)w1/ (>, (g(zi)w;
TT,os £(5)).

6.2 skyrelis
6.26. ¢;(X) =1, jeigu su visais j' # j = 1, ..., m yra teisingos nelygybés

N {pij(l—pij» YT (L] <,

i=1 (1 = pij)pije wj

6.27. Priimamas sprendimas n = 1, kai 0,26 < |z| < 1,74; priimamas sprendimas n = 2, kai
2,265 < |z|; prilmamas sprendimas n = 3, kai |z| < 0,26 arba 1,74 < |z| < 2,265; R(p) =
4,536. 6.28. Priimamas sprendimas n = 1, kai 0,653 < |z| < 1, 329; priimamas sprendimas
n = 2, kai 2,345 < |z|; priimamas sprendimas n = 3, kai |z| < 0,0464; priimamas sprendimas
n = 0, kai 0,0464 < |z| < 0,653 arba 1,329 < |z| < 2,345 6.29. Priimamas sprendimas
n =1, kai w;i(x) > wj(x), wi(x) > wi(x), i #j # 1 = 1;2;3. 6.30. Priimamas sprendimas
n =1, kai wi(x) > wj(x), wi(x) > wi(x), wi(x) > w;j(e) +wi(x), i #75 #1=1;2;3. 6.31.
Sprendinys sudalija plok§tuma R? j tris nesikertanéias sritis: sprendimas n = 1 priimamas,
kai X <0, 2X+2v/3Y —3 < 0; sprendimas n = 2 priimamas kai X > 0, 2X —2v/3Y 43> 0;
sprendimas 1 = 3 priimamas kai 2X 4+ 2v/3Y —3 > 0, 2X — 2v/3Y + 3 < 0. Aposterioriniy
klasiy tikimybiy terminais: n = i, kai w;(x) > wj(®), wi(x) > wi(x:), © # j # 1 = 1;2;3.
P{e} = 0,1153. Nurodymas. Dél simetrijos visos klaidy tikimybés yra vienodos, todél
P{e} = 6aiows = 2a12; a12 = P{X <0, 2X + 2v/3Y —3< 0 =2} =P{Z1 <-3/2,Z5 <
0} dia a.v. (Z1,22)T = (X —3/2,(X — 3/2 4+ +/3Y)/2) turi dvimatj normalyjj skirstinj su
nuliniu vidurkiy vektoriumi, vienetinémis dispersijomis ir koreliacijos koeficientu p = 1/2.
6.32. Sprendimas n = 1 priimamas, kai X <0, 2X +2v/3Y —3 <0, exp{3X}+exp{3(X +
V3Y —3/2)/2} < 3/2 ; sprendimas n = 2 priimamas, kai X > 0, 2X —2V3Y +3 >
0, exp{—3X} + exp{3(—X + V3Y — 3/2)/2} < 3/2; sprendimas n = 3 priimamas, kai
2X +2v3Y -3 >0, 2X —2v3Y +3 <0, exp{—3(—X+v3Y —3)/2} +exp{—3(X +V3Y —
3/2)/2} < 3/2: likusiuose taskuose (X,Y)7T priimamas sprendimas n = 0. Aposterioriniy
klasiy tikimybiy terminais: n = 4, kai w;(x) > wj(x), wi(x) > wi(x), 3w; > 2(w; + wp),
i # j # 1 =1;2;3, kituose simplekso tagkuose priimamas sprendimas n = 0.

6.3 skyrelis
6.36. ip = XnB?/(nB2 + 02) + poo?/(nB% + o?); ip £ X, kai n — oo, o 3 fiksuotas;
fip 5 po, kai B — 0, o n fiksuotas; X|X ~ N(ig,o2B2/(nB% + 02)). 6.37. Ap = (n+
Sn)/(v+mn), Sn = X1 +...4 Xp; (X|X) ~ B7 (14 5n,p). 6.38. pp = (y+5n)/(y+n+mn),
Sn = X1+ ...+ Xn; a.d. X salyginis skirstinys X atzvilgiu yra apibendrintas binominis:
I'(y+n+mn) T(y+Sn +k)T(n+mn+m—k— Sp)
(v + Sp)I(n+mn — Sn) L(y+n+mn+m)
k=0,1,...,m. 6.39. pp = (y+mn)/(y+n+mn+ Sn), Sn = X1+ ... + Xn;
T'(m+k) T(y+n+mn+ Sn) T'(y +mn+m)I'(n+ Sn + k)
EIT(m) T(y+mn)T(n+ Sn) T(y+n+mn+ S, +m+k)’
k=0,1,...,m 6.40. Ag = (n+n)/(y+ Sn), Sn = X1 + ... + Xp; f(2|X) = (v + 1+
D(y 4 S)YT1/(y + Sp 4+ 27T 6.41. (|X) ~ GO\ 4+ n(X — pw)?/2,1 + n/2); a.d.

(X — V20 +n/+/2X +n(X — u)? salyginis skirstinys X atzvilgiu yra Stjudento skirstinys
su 2n + n laisvés laipsniy. 6.42. Parametro p aposteriorinis skirstinys yra Dirichlé skirstinys
su parametry vektoriumi (a1 + Si,...,ax + Sp)T; 8§ = (S1,...,5%)T = Zj X5 (X]X) ~

P{X =klx}=CF

)

P{X = k|X} =
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Pe(L,p), p* = (pF, o p) T P = (@i +8i)/ X (i +8i), i =1, k. 6.48. A.v. (01, ..., 0) "
aposteriorinio skirstinio koordinatés yra nepriklausomi a.d. ir 6; ~ Be(S;+1,n—S;+1),j =
L.k, &ia S =(51,..,587) = >=; Xjs a.v. X salyginis skirstinys atzvilgiu X' yra daugiamatis
Bernulio su parametru (65, ..., 05)T, 07 = (S;4+1)/(n+2),j =1,..., k. 6.44. Tikrinta didumo
n = 100 imtis, kurioje buvo surasti 6 defektiniai gaminiai. 6.45. Patikrintos 8 juostos; surasti
8 defektai. 6.46. 195. 6.47. a) Be(124;887); b) Be(124;1011). 6.48. n > 96. 6.49.
n > 62. 6.50. n > 297. 6.51. Priimamas sprendimas n = 1, kai |Y| < 1,7185; priimamas
sprendimas n = 2, kai |Y| > 1,7185; P{e} = 0,0852. Nurodymas. Tegu salyginiai tankiai
(YIIX] < 1,6) ~ fi(y) it (Y]IX] > 1,6) ~ fa(y). Tada o(y) = 1, kai f1(y)/f2(y) > wa/w1;
wi = 20(1,6) — L, wn = L—wi. (Y]a < X < b) ~ f(yla,b) = o(y)[®(2(b — ) — B(2(a —
)]/ [®(2b/v5) — ®(2a/v/5)]. 6.58. Pazymékime a;; = pl S 71p,,4,5 = 1,2,3. Objektas,
kuriam X = « priskiriamas pirmai klasei, jeigu patenkintos nelygybés

g12(z) = (g — po) "= @ — a11/2 + a22/2 > 0,

g13(®) = (1 —p3) "= e — a11/2 + azz /2 > 0.
Taigi, pavyzdziui, a12 = P{g12(X) > 0, g12(X) > 0|¢ = 2}. Atsitiktinio vektoriaus (g12(X),
g12(X)7T salyginis skirstinys, kai ¢ = 2, yra dvimatis normalusis su vidurkiy vektoriumi
v = (a12 — (a11 + a22)/2,a12 — a23 — (a11 — a33)/2) ir kovariacijy matrica I' = [v;5]2x2,
Y11 = a11 + a22 — 2a12, Y22 = a11 + a3z — 2a13, y12 = a11 + a23 — a12 — a13. Analogiskai
gaunamos kitos klasifikavimo klaidy tikimybés. 6.54. Randame vidurkiy vektoriy jvercius

5,006 5,936 6,588
o 3,428 o | 270 o | 2014
P=X=1| y e | P2=Y =1 Jog0 [+ Ps=Z=| 555
0,246 1,326 2,026

ir jungtinés imties kovariacinés matricos atvirkstinés jvertj

17,45127  —9,82939 —11,99752 5,82635

51 —9,82939  21,35522 4,91129 —16,28068
—11,99752 4,91129  32,24613 —39,98703

5,82635 —16,28068 —39,98703 131,49894

Diskriminantiniy funkcijy jverciai
. T 1 re1-
gi(@) = 37w - Cp R
= 37,5588x1 + 27,1750x2 — 5,9167x3 — 52, 7558x4 — 129, 7736,
g2(x) = 32,9796z1 + 0, 140622 + 26, 732723 — 6,4824x4 — 150, 7163,
g3(x) = 30,9303z1 — 6,9628z2 + 33,5833x3 + 34, 3741x4 — 219,5788.

Objektas @ = (x1,x2,r3,74)T priskiriamas i-ai klasei, jeigu
gi(m) > gj(=), VY j#i, j=1,2, 3.
Randame a;; = p,ng*lp,j, i, =1, 2, 3 jverCius
G11 = 259,5472, a12 = 203,0646, a13 = 188, 5232,
dgo = 301,4325, a3 = 352,9599, ass = 439, 1575.

Remdamiesi 6.53 pratime pateiktomis momenty israiskomis gauname klasifikavimo klaidy
jverdius 1o = F(—6,2220,—3,3505]0,9899) = 2 x 10710, 413 = F(—11,5313,—8,9674 |
0,9899) = 5 x 10731, &gy = F(—6,2220, 14,1647 | — 09017) = 2 x 10710 93 = F(11,5313,
—2,9441| — 0,9017) = 0,0016195, G31 = F(—8,9674,—14,1647|0,9539) = 8 x 10746,
A3 = F(3,3505, —2,94410,9539) = 0,0016195; &ia F(u1,us|p) = P{U1 < u1,Us < ug | p},
kai a.v. (U1, Us2)T turi dvimatj normalyjj skirstinj, kurio koordinatés turi nulinius vidurkius,
vienetines dispersijas ir koreliacijos koeficienta p. Nurodymas. Dvimacio normaliojo skirs-
tinio pasiskirstymo funkcijos skai¢iavimas yra numatytas, pavyzdziui, SAS programy pakete.



7 skyrius

Kanoniniai kintamie;]

Spresdami daugiamatés matematinés statistikos uzdavinius susiduriame su sun-
kumais, kurie susije su didele vektoriaus dimensija, taip pat su galima sudétinga
jo koordinaciy priklausomybe. Todél nagrinéjamos tokios a.v. transformacijos
(dazniausiai tiesinés), kad naujai gauty vektoriy koordinatés bty nekoreliuotos,
o vektoriaus dimensijos sumazinimas buty atliekamas taip, kad nebuty praran-
dama daug informacijos.

7.1. Pagrindinés komponentés

Parinkime a.v. tiesine transformacija taip, kad naujai gauto vektoriaus koor-
dinatés biity nekoreliuotos ir isrikiuotos jy dispersijy mazéjimo tvarka. Tada
gauto vektoriaus koordinatés vadinamos pagrindinémis komponentémsis.

7.1.1. Pagrindiniy komponenc¢iy savybés

Tegu a.v. X = (Xi,...,X;)T kovariacijy matrica V(X) = ¥ = [04;]kxk-
Kadangi pagrindinés komponentes priklauso tik nuo ¥, tai tarsime, kad p =
E(X) = 0. Priesingu atveju galima nagrinéti a.v. X — p. Parinkime vektoriy
L € R¥. Tada a.d. Y = LTX dispersija yra

VY = E(L"X) = L"3L, (7.1.1)

kurig galima padaryti kiek norint didele didinant vektoriaus L ilgj. Todél
naturalu nagrinéti tik tokias transformacijas, kai vektorius L yra normuotas,
t.y. tenkina salyga

L'L =1. (7.1.2)

7.1.1 teorema. Pagrindinés komponentésY; = LlTX, e Y = LZX gaunamos
tada, kai L, ..., Ly yra tikriniai vektoriai

SL; = \Li, i=1,..k (7.1.3)

189
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atitinkantys charakteringosios lygties
X - =0 (7.14)

Saknis Ay > Ay > .-+ > A > 0. Pagrindinés komponentés nekoreliuotos ir
isrikiuotos taip, kad jy dispersijos

VY, =L[SL; =X, i=1,..k,
tenkina salyga
VY, > ... > VY.

Peréjimas nuo a.v. X = (X1, ..., Xp)T priea.v. Y = (Y1,...,Y3)T nepakeicia
apibendrintosios dispersijos ir koordinaciy dispersijy sumos:

k

> V(X). (7.1.5)

i=1

k
VY= VX) =3, Y V(¥)
i=1

Irodymas. I§ algebros kurso zinome (1 priedas (8.2.23)), kad kiekvienai
simetrinei neneigiamai apibréZtai matricai 3 galioja jos spektrinis iSdéstymas

S =ML LT +..+ ML L}, I=LL] +..+L,L},

LISL; =), L/YL;=0, i#j, i,j=1,..,k (7.1.6)

¢ia A1, ..., A\, yra charakteringosios lygties (7.1.4) 8aknys, o L1, ..., Lj, §ias Saknis

atitinkantys tikriniai vektoriai, t.y. vektoriai randami i§ (7.1.3) salygy.
Ieskokime vektoriaus L, kuris tenkinty salyga (7.1.2) ir maksimizuoty (7.1.1).

Remiantis Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metodu, reikia maksimizuoti

¢=¢(L)=L"SL - \L"L

Imdami iSvestine

I
57 = 25L-2)\L

ir prilygine ja 0, gauname lygtj

(X — AL =0.

(7.1.4) lygtj. Taigi, vektorius L yra tikrinis vektorius atitinkantis charakteringo-
sios lygties (7.1.4) 8aknj \. Norint, kad a.d. Y = LTX dispersija baty mak-
simali, i§ (7.1.6) matome, kad A turéty buti didziausioji lygties (7.1.4) Saknis.
Taigi pirmoji pagrindiné komponenté yra Y7 = L1X, kai L; yra tikrinis vekto-
kad i-oji pagrindiné komponenté yra Y; = L;X, kai L; yra tikrinis vektorius,
atitinkantis i-aja pagal diduma lygties (7.1.4) Saknj \;. Jeigu yra sutampanciy
Saknuy, tai jas atitinkancios pagrindinés komponentés tures vienodas dispersijas.
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Pagrindiniy komponenéiy vektorius Y = (Y,...,Y3)T gaunamas atliekant
ortonormuoty transformacija Y = L7X; #a L — matrica, kurios stulpelius
sudaro tikriniai vektoriai Ly, ..., L. Remiantis (7.1.6) vektoriaus Y kovariaciné
matrica yra diagonali su diagonaliaisiais elementais A1, ..., \;. Gauname

V(Y)| = [L"SL| = [L"|[Z||L| = [B||ILTL| = =],

k k
Y VY)=Tr(L"SL)=Tr(SL"L) =Tr(Z1) =) V(X,). &

i=1 i=1

Nagrinékime normalyjj a.v. X ~ N (0, ¥), kai kovariacine matrica 3 teigia-
mai apibrézta. Tankio funkcija

1
p(@[E) = (2m)H2 (/2 exp{—ngE’lw}
vir§ija parinkta konstanta, kai « patenka j elipsoido
' e =C (7.1.7)

vidy. Pagrindiné Sio elipsoido ais yra atkarpa (—y, +y), kai y yra toks elipsoido
tagkas, kad atstumas x’x jgyja maksimalia reikime. Remdamiesi Lagranzo
neapibréztiniais daugikliais nagrinékime funkcija

p(x) =2xTx — T D .
Diferencijuodami « atzvilgiu gauname lygtj
2¢ —2AX 'z =0, arba Xx — \x =0.

Si lygtis sutampa su (7.1.3). Taigi pagrindiniy komponenciy vektoriy kryptys
sutampa su elipsoido (7.1.7) pagrindiniy agiy kryptimis. Transformacija Y =
LTX yra toks koordinagiy aiy pasukimas, kad naujos koordinaciy sistemos asys
sutampa su elipsoido aSimis. Naujoje koordinagiy sistemoje elipsoido (7.1.7)
lygtis yra

k2
T A -1 Yi
A = = =C
o i-osios pagrindinés asies ilgis lygus 24/ A;C.

Gali atsitikti taip, kad keleto pirmyjy pagrindiniy komponenéiy Y1, ..., Y,
r < k, suma A; + ... + A, sudaro beveik visa bendros dispersijos A\; + ... + Ag
dalj, o likusioms komponentéms Y., 1, ..., Y tenka tik nezZymi suminés dispersi-
jos dalis. Kai skirstinys normalusis, tai reiksty, kad elipsoidas (7.1.7) yra stipriai
istemptas keleto pagrindiniy agiy kryptimi. Tada daznai naudojamas toks vek-
toriaus X dimensijos sumazinimo metodas: vietoje vektoriaus X naudojame
r-matj vektoriy (Y1, ..., Y,)?, sudaryta i§ pirmyjy pagrindiniy komponenéiy, o
likusias komponentes Y11, ..., Yy tiesiog atmetame. Kyla klausimas, ar tai ge-
riausias budas sumazinti vektoriaus dimensija nuo k iki r.
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7.1.2 teorema. TeguY; = B?X7 Y= BZX yrar tiesiniy a. v. X funkcijy,
tenkinanciy salygas

V(Y;)=B/EB; =1, Cov(Y;,Y;)=BIEB; =0, i#j, i,j=1,..,r
(7.1.8)
Pazymékime o? liekamaja dispersija tiesiskai prognozuodami koordinate X;
remdamiesi a.d. Y, ...,Y,. Tada Zle o? jgyja minimalig reik$me, kai Y1, ..., Y,
sutampa su pirmosiomis r pagrindinémis komponentémis.

Irodymas. Liekamoji dispersija

02 = min, E(X; — /Y, —...— 3.Y,)? =04 — [Cov (X;, BT X)]? — ...

—[Cov (X;,BIX))?=0;;, - BI®,="B, — ... - B2, x"B,,
r 1 i r [

¢ia X¥; yra matricos X i-asis stulpelis. Tada

k k k k
Y oi=> 0i-B]> (ZX)B1—..- Bl > (%;%])B,
i=1 i=1 i=1 i=1
=Tr(¥)- BY¥2B, - .. - B'S¥B,.
2

Norint minimizuoti ) ;_; o7, reikia maksimizuoti suma

BT®»B, +..+ B'¥xB,,

kai By,..., B, tenkina salygas (7.1.8). Analogiskai 7.1.1 teoremai jsitikiname,
kad vektorius B; yra tikrinis vektorius, atitinkantis i-aja pagal diduma charak-
teringosios lygties

|IZX - 23| =0 (7.1.9)

Saknj A;. Taciau lygties (7.1.9) tikrinés reiksmeés ir tikriniai vektoriai sutampa
su lygties (7.1.4) tikrinémis reik§mémis ir tikriniais vektoriais. A

Vadinasi, a.v. X dimensijos sumazinimas nuo k iki r naudojant pirmasias
pagrindines komponentes leidzia prarasti minimaly informacijos kiekj tuo pozia-
riu, kad pagal Y7, ..., Y, galima tiksliausia atkurti vektoriy X, bent jau naudojant
tiesines prognozes.

7.1.1 pastaba. Interpretuojant pagrindine komponente Y; naudinga Zzinoti,
kokj indélj ja sudarant suvaidino pradinio vektoriaus koordinatés X, ..., Xj.
Tuo tikslu galima palyginti komponentés Y; koreliacijos koeficientus su kiekvienu
a.d. Xq,..., Xg. Turime

Cov (X;,LTX) NL!I; Lij
p(XJ’LZ“X): OV( 70 i ): 1) J
VIVAL OV
¢ia I; yra vektorius, kurio j-oji koordinaté lygi 1, o visos kitos — 0; L;; yra

vektoriaus L; = (L;1, ..., Li;)T j-oji koordinaté. Taigi lygindami a.d. Xy, ..., Xj
indeélj j i-aja pagrindine komponente palyginame santykius L;1 /\/011, ..., Lik./\/Tkk-

A, (7.1.10)
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7.1.2 pastaba. Apibréziant pagrindines komponentes vietoje kovariacijy mat-
ricos galima nagrinéti koreliacijos koeficienty matrica, t.y. vietoje a.v. X =
(X1, ..., Xp)T nagrinéti a.v. Z = (X1/\/o11, ..., X/ /okk). Jeigu a.v. X ko-
ordinatés matuojamos skirtingais vienetais, neturinéiais nieko bendro, tai pag-
rindines komponentes daznai lengviau interpretuoti nagrinéjant a.v. Z su be-
dimensinémis koordinatémis. Taciau reikia pazymeéti, kad pagrindinés kompo-
nentés, gautos i§ koreliacijos koeficienty matricos, nesutampa su tomis, kurios
gautos naudojant kovariacijy matrica.

7.1.1 pavyzdys. Tarkime, trimacio a.v. X = (X1, X2, X3)T kovariacijy matrica yra

1 po»p

3= p 1 p

pp 1
Rasime 8ig matrica atitinkanc¢ias pagrindines komponentes. Charakteringoji lygtis |X—XI| =0
yra ekvivalenti lyggiai (1—)3—3(1—)\)p?+2p% = 0. Didziausioji &ios lygties aknis A\1 = 142p,
o kitos dvi §aknys vienodos A2 = A3 = 1 — p. Surade tikrinius vektorius L1, Lo, Lo, randame
pagrindines komponentes Y7 = LTX = (X1 + X2 + X3)/V3, Yo = LTX = (X1 — X2)/V2,
Y3 = LTX = (X1 + X2 — 2X3)/v/6. Atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, Ya,Y3)T kovariacijy
matrica yra diagonali

1+2p 0 0
V(YY) = 0 1-p 0
0 0 1—p

Pirmosios komponentés Y7 dispersija sudaro (14 2p)/3 dalj bendros dispersijy sumos. Jeigu,

pavyzdZiui, p = 1/2, tai §is santykis lygus 2/3.

7.1.2 pavyzdys. Tegu a.v. X = (X1, X2, X3)T kovariacijy matrica yra

4 2 0
3= 2 4 0
0 0 1

Rasime pagrindines komponentes. Charakteringoji lygtis |X — AI| = 0 yra ekvivalenti lygc¢iai
((4—X)2—4)(1—X) = 0. Sios lygties Saknys yra A1 = 6, A2 = 2, A3 = 1. Surade tikrinius vekto-
rius L1, L2, Lo, randame pagrindines komponentes Y; = L{X = (X1 +X2)/\/§, Yy = LgX =
(X1 — X2)/V2, Y3 = LYX = X3. Atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, Y2, ¥3)” kovariacijy mat-
rica yra diagonali

V(Y) =

o N O
= o o

6

0

0

Pirmosios komponentés Y7 dispersija sudaro 2/3 dalj, o pirmyjy dviejy komponenciy dispersijy

suma — 8/9 dalj bendros dispersijy sumos.
Jeigu Siame pavyzdyje bitume peréje prie normuoto vektoriaus Z = (Z1,Z2,23)T =

(X1/2,X2/2,X3)T, t.y. vietoje kovariacijy matricos naudotume koreliacijos koeficienty ma-

trica, tai butume gave kitokias pagrindiniy komponenéiy igraiskas. Tikriniai vektoriai \; =

3/2, 2 = 1,A3 = 1/2 ir juos atitikty pagrindinés komponentés Y1 = (Z1 + Zg)/\/ﬁ

(X1 + X2)/V8, Yo = Z3 = X3, Y3 = (Z1 — Z2)/V2 = (X1 — X2)/V8.

Pirmosios komponentés Y7 dispersija sudaro 1/2 dalj, o pirmyjy dviejy komponenciy

dispersijy suma — 5/6 dalj bendros dispersijy sumos.
7.1.2. Pagrindiniy komponenciy ir jy dispersijy
DT jvertiniai

Tegu X4, ...,X,, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ng(u, ). Ieskosime parametry
A1, .oy Mg ir vektoriy Ly, ..., Ly didZziausiojo tikétinumo jvertiniy.
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7.1.3 teorema. Tarkime, kad kovariacijy matrica X teigiamai apibréZta |X| >
0, n > k, o charakteringoji lygtis |3 — A\I| = 0 turi k skirtingy Sakny A\ > ... >
Ar > 0. Tada parametry Ay, ..., \; didZiausiojo tikétinumo jvertiniai yra lygties
. L1 _ _ _
S-M=0, ¥=-) X;-X)(X;-X)I, X=
B-A=0, B= -3 (X - X)X - X)

=1

S|

> X, (7.111)
=1

Saknys ;\1 > e > 5\k > 0, o vektoriy L, ..., Ly jvertiniai i17...7ik tenkina
salygas
SLi=MLi, i=1,..k L Li=1 (7.1.12)

Irodymas. Jeigu charakteringosios lygties (7.1.4) Saknys visos skirtingos
ir teigiamos Ay > Ay > ... > A > 0, tai matricos X spektrinis iSdéstymas
(7.1.6) apibréZziamas vienareik§miskai, iSskyrus tai, kad galima pakeisti vektoriy
L; zenklus prieSingais. Si neapibréztuma galima panaikinti, pavyzdziui, tariant,
kad vektoriaus L; pirmoji nenuliné koordinaté yra teigiama. Tada egzistuoja
abipus vienareik§mé p, A1, ..., A\g, L1, ..., L ir pu, X priklausomybé. Todél re-
miantis DT jvertiniy invarianti§kumo principu parametry Aq, ..., A\g, L1, ..., Lg
DT jvertiniai gaunami imant (7.1.3), (7.1.4) vietoje kovariacinés matricos X jos
jvertinj 3, t.y. i§ (7.1.11), (7.1.12) salygy.

Jeigu |X| > 0 ir n > k, tai su tikimybe 1 determinantas |3| > 0. Todél
su tikimybe 1 jvertiniai M>..> M >0ir ivertiniai f)l,...,f/k apibréziami
vienareikSmiskai (neskaitant zenklo). Kadangi remiantis (7.1.6)

~ ~ AT A N AT A~
S =MLy Ly + o+ Ny Ly,

tai L; zenklo keitimas nekeicia 3. Tikétinumo funkcijos maksimumas priklauso
tik nuo 32, todél jis nepakinta imant bet kurj (7.1.11), (7.1.12) sprendinj. A

7.1.3 pavyzdys. (6.3.3 pavyzdZzio tesinys). [vertinsime pagrindines komponentes naudodami
n = 50 matavimy Y; = (Y15, Yas, Y3i, Yai) T, i = 1, ..., 50, vilkdalgio rtsiai Iris versicolor.
Randame koreliacinés matricos X jvertj

50 13,0552 4,1740 8,9620 2,7332
— = 1 4,1740 4,8250 4,0500 2,0190

- . T _ -~ ’ ’ ) s
2(}/1 Y)(Yi-Y) = 49 8,9620 4,0500 10,8200 3,5820
= 2,7332  2,0190 3,5820 11,9162

3=
49

Naudodami SAS programy paketa, randame tikriniy reikdmiy jvercius
A1 =0,4879, A2 =0,0724, A3 =0,0548, X4 =0,0098,

ir tikriniy vektoriy Li, Lo, L3, L4 jverCius

L, Lo L3 Ly
0,6867 | 0,6690 | 0,2651 | 0,1023
0,3053 | -0,5675 | 0,7296 | -0,2289
0,6237 | -0,3433 | -0,6272 | -0,3160
0,2150 | -0,3353 | -0,0637 | 0,9150

Jau pirmoji pagrindiné komponenté

Z=L7Y =0,6867v1 + 0,3053Y2 + 0,6237Y3 + 0, 2150Y;
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paaiskina didesne dalj sklaidos: jos dispersija sudaro apytiksliai 78 procentus vektoriaus
koordinaciy dispersijy sumos. Matyt, daugelyje praktiniy situacijy vietoje keturmacio vekto-
riaus Y pakaks naudoti vienmatj a.d. Z.

7.1.3. Hipotezés dél tikriniy reikSmiy

Daugelis svarbiy daugiamatés matematinés statistikos uzdaviniy gali buti sufor-
muluota kovariacijy matricos tikriniy reik§miy terminais. PavyzdZziui, tiesinés
hipotezés daugiamaciuose tiesiniuose modeliuose gali buti suformuluotos kaip
hipotezés dél minimalios tikrinés reik§més ar hipotezés dél tam tikry simetriniy
tikriniy reiksmiy funkcijy (Zr. 6.3.4 skyrelj). Hipotezé, kad kovariaciné matrica
proporcinga Zinomai matricai (Zr. 6.5.2 skyrelj), galima suformuluoti taip: visos
kovariacinés matricos tikrinés reik§més yra vienodos. Kalbant apie pagrindines
komponentes, pirmiausia, matyt, tikslinga formuluoti tokius klausimus.

1. Ar atliekama a.v. X transformacija, kurios metu gauname pagrindiniy
komponenciy vektoriy Y, kurio koordinatés nepriklausomi a.d., yra vertinga?
Suprantama, kad tokia transformacija neturi prasmés, jeigu a.v. X koordinatés
yra nekoreliuotos (kai skirstinys normalusis, nepriklausomos), nes tada pirmo-
sios komponentés sutaps su X koordinatémis, turin¢iomis didziausias dispersijas.
Vektoriy nepriklausomumo hipoteziy tikrinimo kriterijai buvo nagrinéjami 6.4
skyrelyje.

2. Tarkime, kad pirmyjuy r pagrindiniy komponenciy dispersijy suma sudaro
didesne dalj visy dispersijy sumos. Kyla klausimas, ar tarp likusiy pagrindiniy
komponenciy néra i$siskirianciy, kurias galbat reikéty pridéti prie r parinktyjy.
Norint atsakyti j §j klausima galima patikrinti sferiSkumo hipoteze H : A, = A\,
¢ia A, yra a.v. (Yyy1,...,Y)T kovariacijy matrica. Tokiy hipoteziy tikrinimo
uzdavinj aptaréme 6.5 skyrelyje.

7.2. Kanoninés koreliacijos

Dauginis koreliacijos koeficientas (4.4 skyrelis) yra tiesinés a.d. X; ir a.v.
(Xa, ..., Xi)T priklausomybés matas. Jis gaunamas kaip jprastinis a.d. X ir
geriausios jo tiesinés prognozés X, sukonstruotos remiantis a. v. (Xo, ..., Xi) T,
koreliacijos koeficientas. Apibendrinsime §ia savoka, kad ji apibudinty dviejy
atsitiktiniy vektoriy sarysj.

7.2.1. Kanoniniy koreliacijy apibréZimas ir jy savybeés

Suskirstykime a.v. X = (X1,..., X)T i dvi dalis X; = (X1,..., X,)T ir Xy =
(X415, Xi)T. Kovariacijy matrica 3 bus sudalyta j blokus

211 212 )

7.2.1
o1 Yo ( )

V(X):E:(

éia 211 = V(Xl), 222 = V(Xg), 212 = Cov (Xl,XQ). Tarsime, kad ‘211| >
0, |222‘ > 0.
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Teskosime tokiy normuoty tiesiniy formy ¥; = LTX, ir Yo = M*X,, L €
R", M € R®, s = k — r, kad juy koreliacijos koeficientas buty kuo didesnis.
Tiksliau nagrinésime uzdavinj

Cov (Y1,Ys) = LTS .M — max, (7.2.2)

kai i8pildytos salygos
V) =LT"SL=1, V(Y3)=M"Sy,M =1.

Surastyjy tiesiniy formy L7 X; ir M” X, koreliacijos koeficientai vadinami
kanoninémis koreliacijomis, o a.d. L7X; ir MTX5 - kanoniniais kintamaisiais.

7.2.1 teorema. Kanoniniai kintamieji LT X1, ..., LT X | gaunami, kai L, ..., L,
yra tikriniai vektoriai, atitinkantys charakteringosios lygties

1312855 821 — p°211[ =0 (7.2.3)

Saknis p? > p3 > .. > p? > 0. Kanoniniai kintamieji MTX,, ..., M*X,,
s = k—r, gaunami, kai vektoriai M, ..., M , yra tikriniai vektoriai, atitinkantys
charakteringosios lygties

|2212;11212 - p2222| =0 (724)

gaknis p? > pf > .. > p?2 > 0. Nenulinés charakteringyjy lygciy (7.2.3) ir
(7.2.4) Saknys sutampa, o jy skai¢ius m = Rang(X12)-

Pazymékime L ir M matricas, kuriy stulpeliai yra atitinkamai vektoriai
Ly,...L,ir My, ..., M. Tada kanoniniy kintamuyjy vektoriaus Y = (Y1,..., V)"
= ((LT"X)T, (M"X5)T)T kovariacijy matrica yra tokio pavidalo

V(Y) = < é’% i ) (7.2.5)

¢ia I, ir I yra atitinkamai r X r ir s X s vienetinés matricos, o R — diagonalioji
matrica, kurios pirmieji diagonalieji elementai yra p1 > pa > ... 2> ppm, o likusieji
lygis 0. Taigi kanoniniy kintamyjy vektoriaus Y koordinatés yra nekoreliuotos,
idskyrus poras LTX, ir M1 X, ..., L1 X, ir ML X,. Kanoninés koreliacijos
isrikiuotos nemazéjancia tvarka p1 > ps > ... > pp.

Irodymas. Naudodami LagranZo neapibréztinius daugiklius (7.2.2) spresti,
gauname

T AT A T
F=L"X%-M 9 L 3L 9 M* 30 M — m,ax.

Diferencijuodami F' pagal L ir pagal M gauname lygtis

YoM — X1 L =0, —X3ooM + 3oL =0. (726)
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Is pirmos lygties gauname \; = LT212M, 0 1§ antrosios Ay = MTEglL,
todéel \y = Ay = p. Padaugine pirma lygtj i 221Ef11 ir sudéje su antraja,
padauginta i§ p, gauname

(22121_11212 - pZEQQ)M =0.

Taigi vektorius M yra tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine charakteringo-
sios lygties (7.2.4) saknj. Tegu p? > ... > p? yra charakteristinés lygties (7.2.4)
Saknys, o M — matrica, kurios stulpeliai yra Sias Saknis atitinkantys tikriniai
vektoriai. I8 algebros kurso (1 priedas (8.2.22)) zinome, kad matrica M tenkina
tokias salygas

M"'SpM =1, M'3y,%'S,M = R, (7.2.7)

¢ia Ry yra diagonalioji matrica su diagonaliniais elementais p?, ..., p2.
Analogiskai gauname, kad vektoriai L; turi bati tikriniai vektoriai, atitinkan-
tys (7.2.3) lygties Saknis. Tegu p? > ... > p2 yra charakteringosios lygties (7.2.3)
Saknys, o L — matrica, kurios stulpeliai yra Sias Saknis atitinkantys tikriniai vek-
toriai. Tada
'S, L=1 L",%]%3L=R,. (7.2.8)

¢ia Ry yra diagonalioji matrica su diagonaliniais elementais p?, ..., p2.

Lygciy (7.2.3) ir (7.2.4) nenulinés Saknys yra vienodos, todél jos Zymimos
vienodais simboliais p?, p2, - - -. Nenuliniy Sakny skai¢ius yra lygus matricos
EglEﬁlElg arba 2122521221 rangui, kuris sutampa su matricos ¥;5 rangu
m < min(r, s). Lygtys (7.2.6) yra tenkinamos imant +p;, kai p; yra teigiama
p? Saknis. Jeigu reikia, pakei¢iant L; arba M, Zenkla, galima pasiekti, kad
koeficientai p; biity teigiami, t.y. p1 > p2 > ... > p;,, > 0.

I5 (7.2.7) salygos M T 39y M = I isplaukia, kad kanoniniai kintamieji M7 Xs,

oM ZXg yra nekoreliuoti ir turi vienetines dispersijas. Analogigkas tvirtinimas
teisingas dél kanoniniy kintamyjy LT X, ..., LTX;.

Imkime du kanoninius kintamuosius LiTX1 ir M iTXQ i§ skirtingy grupiy su
vienodais indeksais. Jy kovariacija

COV (fol, M,TXQ) = L?Elng
Padaugine (7.2.6) pirmaja lygtj i L] gausime
LIS ,M; = p, LTS L; = p;.

Taigi skirtingy grupiy kanoniniy kintamuyjy su vienodu indeksu korehacuos
koeficientas (kanoniné koreliacija) lygus p;; jis teigiamas, kai ¢ = 1,...,m, ir
lygus 0, kai ¢ > m.

Imkime du kanoninius kintamuosius LjTXl ir M iTXQ i§ skirtingy grupiy su
skirtingais indeksais ¢ # j. Jy kovariacija

Cov (L] X1, M Xy) = L %1, M;.
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Padauginkime (7.2.6) pirmaja lygtj i$ LjT. Gausime

LiS;M; = pLiEnL; =0, i#j. A

Apragant dviejy vektoriy priklausomumg svarbiausi yra tie kanoniniai kin-
tamieji, kuriy kanoninés koreliacijos yra didziausios. Jeigu, pavyzdziui,pirmo-
sios kelios kanoninés koreliacijos p; > ... > p; yra dominuojancios, palyginti su
koeficientais p;+1, ..., pm, tai apibiidinant vektoriy priklausomybe daznai pakanka
apsiriboti pirmaisiais / kanoniniais kintamaisiais i§ abiejy grupiy.

7.2.1 pavyzdys. Panagrinékime paprasta iliustracinj pavyzdj. Tarkime, a.v. X = (Xq,
X3, X3, X4)T kovariaciné matrica X turi tokj pavidala:

0 6 ¢
1
0
1

9 O O
O = >
= O o

Suskaidykime vektoriy X j du vektorius X1 = (X1, X2)T ir Xo = (X3, X4)T. Rasime
kanoninius kintamuosius ir kanonines a.v X1 ir X2 koreliacijas.

Charakteringoji lygtis |22121_11212 — p?Bag| = Q turi vieng nenuline Saknj p% = 452
(matricos 1o rangas lygus 1), o kita Saknis p2 = 0. Sias Saknis atitinka tikriniai vektoriai
Ly =(1; )T /V2ir Ly = (1; —1)T/+/2. Gauname kanoninius kintamuosius

Vi = LTX, = (X1 + X2)/V2, Yo=LTX; = (X1 - X2)/V2.

Analogigkai i§ charakteringosio lygties \21222_21221 — p?%11| = 0 gauname Zaknis p? =
462, p2 = 0, kurias atitinka tikriniai vektorial M1 = (1; 1)7/v2 ir My = (1; —1)T/v/2 ir
kanoniniai kintamieji

Y3 = MTXo = (X3 + X4)/V2, Yi=MIXs=(X3-X4)/V2

Atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, Y2, Y3, Y1)” kovariacijy matrica yra

1 0 2§ 0
01 00
26 01 0
0 0 0 1

V(YY) =
Nenuliné kanoniné koreliacija lygi 29, t.y. a.d. Y7 ir Y3 koreliacijos koeficientui.

7.2.2. Kanoniniy koreliacijy DT jvertiniai.

Tegu X1, X, ..., X,, yra paprastoji imtis a.v. X ~ Ni(u,X). Suskaide vektoriy
X i r-matj ir s = (k — r)-matj vektorius, gausime §iy daliniy vektoriy pa-
prastasias imtis Xgl)7 e X(ln) ir Xgl), . Xé"), gautas stebint normaliuosius a. v.
Ny (1, 211) ir Ng(peg, Xoo). Parametry DT jvertiniai

o 1 N R 7
=X==-V"X. - (4 _ )
i nE i =X, nE X7 =12
Jj=1 j=1
A_ln X . _T_l S11 Sz
=Y (X - X)X, - X) —n(sm S) (7.2.9)



7.2. Kanoninés koreliacijos 199

Si=> (XV-X)XP-X)T, i=1,2 Sp=> XP-X)X-X)T.

j=1 j=1

7.2.2 teorema. Tegu n > k, matricos X1 ir Yoo teigiamai apibréZtos, matri-
cos X9 rangas m = min(r, s), o lygciy (7.2.10), (7.2.11) nenulinés Saknys yra
skirtingos. Tada parametry p3? > ... > p2 > 0 jvertiniai p3 > ... > p2, > 0 yra
lygéiy sistemos

|S12855 So1 — p*S11] =0, (7.2.10)

arba lygciy sistemos
182187 S12 — p*> S22 =0 (7.2.11)

Saknys. Vektoriy L+, ..., L, jvertiniai iq, ..., L, yra tikriniai vektoriai, atitinkan-
tys lygties (7.2.10) Saknis, o vektoriy My, ..., M jvertiniai M, ..M, yra
tikriniai vektoriai, atitinkantys lygties (7.2.11) Saknis. Matricos LirM sudary-
tos atitinkamai i§ vektoriy L, ..., L, ir M, ..., M tenkina salygas

L'suL =1, NI SouM =1,

Irodymas. Suformuluotomis salygomis lyg¢iy (7.2.3) ir (7.2.4) pirmosios
m Saknys yra teigiamos ir skirtingos. Todél jas atitinkantys tikriniai vektoriai
Ly,...,L,, ir My, ..., M,, nusakomi vienareik$miskai (isskyrus zenkla). S neapi-
bréztuma galima panaikinti parenkant, pavyzdziui, kad pirmasis nenulinis iy
vektoriy elementas biity teigiamas. Jeigu r > m = s, tai vektoriai L, 11, ..., Ly,
atitinkantys nulines lygties (7.2.3) 8aknis p2, |, ..., p2 apibréziami nevienareiks-
miskai. Sj neapibréztuma galima panaikinti pasirenkant bet kokius apribojimus
su salyga, kad 8ie vektoriai tenkina salyga (7.2.8). Tada tarp parametry g,
ir parametry p, p?, ..., p2,, M, L yra abipusé vienareikimé priklausomybé. Siu
parametry DT jvertiniai gaunami pakeiciant (7.2.3), (7.2.4) lygtyse matricas
31, X192, 299 jU jvertiniais Su/n, 512/717 Sgg/n. A

7.2.2 pavyzdys (1.8 pratimo tesinys.) Rasime kanoninius kintamuosius ir kanonines kore-
liacijas, apibidinandias a.v. X(1) = (X1, X2)T ir a.v. X® = (X3, X4)T priklausomybe, 1.8
pratimo salygomis.

Kovariacinés matricos 3 jvertis 3 surastas 1.8 pratime. Jos blokai

S11 ( 95,293 52,868 ) S12 ( 69,662 46,112 )

n—1 \ 52,868 54,360 n—1 \ 51,312 35,053

S22 ( 100,807 56,540 S, — g7
n—1_\ 56,540 45,023 )> P27 =12

Spresdami charakteringaja lygti (7.2.10) arba (7.2.11) randame tikrines reikimes p? = 0, 621751,
p5 = 0,002885 ir jas atitinkancius tikrinius vektorius L, = (0, 06986, 0,05230)T, L, =
(—0,14825, 0,11856)T, M; = (0,07122, 0,04787)T, Mo = (—0,14487, 0,90734)7.
Kanoniniai kintamieji

Y1 = 0,06986.X1 + 0,05230X2, Ys = —0,14825X1 + 0, 11856 X2,
Y3 = 0,07122X5 + 0,04787X4, Yy = —0, 14487 X5 + 0,90734Y}.
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Atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, Y3, Y3, Y1)” kovariaciné matrica turi tokia struktiira:
V(YY) =

Pirmoji kanoniné koreliacija p1 = /0, 621751 = 0, 7885, o antroji yra daug maZesné

pa = +/0,002885 = 0,0537. Apibadinant a.v. X1 = (X1, X2)T ir X3 = (X3, X4)7
priklausomybe matyt pakanka apsiriboti kanoniniais kintamaisiais Y7 ir Y3, kuriy koreliacijos
koeficiento jvertis yra 0,7885.

7.2.3. Hipotezés dél kanoniniy koreliacijy

Pirmasis uzdavinys, kuris kyla nagrinéjant kanonines koreliacijas, matyt, yra
atsakymas j klausimg, ar apskritai yra prasminga apibrézti kanonines kore-
liacijas. Aigku, kad kanoninés koreliacijos neturi prasmeés, jeigu vektoriai X;
ir X5 yra nekoreliuoti, t.y. reikia patikrinti hipoteze H : 315 = 0. Hipoteze
apie dviejy normaliyjy vektoriy nepriklausomuma nagrinéjome 6.4.5.4 skyrelyje.
Buvo jrodyta, kad tikétinumy santykio statistikos laipsnis A%/™ yra pasiskirstes
taip pat kaip nepriklausomy a.d. sandauga

T .

n—s—j s _
||52j7 €2jNB€(T,§), j=1,..,m
=1

Asimptotinis n — oo statistikos —21n A skirstinys yra x? skirstinys su v = rs
laisvés laipsniy. Remdamiesi §iais faktais sudarome tiksly ar apytikslj tikétinumy
santykio kriterijy hipotezei H tikrinti.

Minéjome, kad vertingiausi yra tie kanoniniai kintamieji L{Xl, e LZTX1 ir
M’{XQ,...’M;TXQ, kuriy kanoninés koreliacijos p1 > p2 > ... > p; yra domi-
nuojancios, palyginti su kanoninémis koreliacijomis p;i1, ..., pm. Apsiribojant
pirmosiomis [ kanoninémis koreliacijomis kyla klausimas, ar tarp atmestyjy
koreliacijy py+1, ..., pm néra issiskirianciyjy, kurias galbut vertéty pridéti prie
atrinktyjy. Tuo tikslu galima patikrinti hipoteze, kad p;11 = ... = pm, t.y. kad
atsitiktiniy vektoriy (L} X1, ..., L1, X1)T it (M}, Xo, ..., M|, X5)7 kovariacijy
matrica proporcinga vienetinei matricai. Tokiy hipoteziy tikrinimo kriterijai
sukonstruoti 6.5 skyrelyje.

7.3. Faktoriné analize

Tarkime, kad stebime a.v. X = (Xj,...,X3)? su kovariacijy matrica ¥ =
[0ij]kxk- Aprasant a.v. X kovariacijy struktira, galima bandyti suskaidyti jo
koordinates j grupes taip, kad vienos grupés kintamuosius vienyty koks nors
tiesiogiai nestebimas faktorius. Pavyzdziui, testais tikrinant studenty Zinias,
galima tarti, kad visi atsakymai priklauso nuo tam tikry tiesiogiai nematuojamuy
faktoriy: kurybiskumas, matematiniai gabumai, vaizduoté, atmintis ir kt.
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7.3.1. Matematinis modelis

Ivesdami pagrindines komponentes 7.1.1 skyrelyje atlikome a.v. X = (X1, ..., X;)T
ortonormuotg transformacija

Y=L"X, V(Y)=L"SL=A;

k k
Y, =L'X = ZLjin, V(Y;) = Z Lir0rsLis. (7.3.1)
j=1

r,s=1

Kadangi LTL = I, tai atvirkstiné transformacija, kuria a.v. X iSreiskiamas
pagrindiniy komponenéiy vektoriumi Y = (Y1, ..., ¥z)7, yra

X=LY, V(X)=X=LV(Y)L" = LAL";

k k k
Xi =Y LyY;, ou=» LLV(Y), o= LiV(Y)Ljy.  (7.3.2)
j=1 j=1 r=1

Sios formulés nusako nauja kovariacinés matricos X struktura, arba faktori-
zacija. Dispersijos oy; ir kovariacijos ;5,7 # j, yra pagrindiniy komponenciy
dispersijy funkcijos. Faktorizacija (7.3.2) atlikta, kai faktoriy (pagrindiniy kom-
ponenciy) skaiius k sutampa su vektoriaus X dimensija.

Faktorinéje analizéje nagrinéjamas bendresnis modelis, kai 3 bandoma fakto-
rizuoti mazesniu faktoriy Fy,..., F,, skai¢iumi m < k. I8reiskiant a.v. X
faktoriy Fy, ..., I, tiesine daugdara tenka pridéti paklaidos komponente e, kuri
apibudina ta sklaidos dalj, kuri negali buti paaiskinta faktoriais Fi, ..., F,. Tiks-
liau, nagrinéjame modelj

X =AF +e¢;

Xi :ailFl —&-—i—almFm—l—eZ, 1= 1,...,]€; (733)

¢ia F = (Fy,...,F,)T, matrica A = [@ij]kxm it vektorius e = (eq, ..., er)T. Kin-
tamieji I, ..., F,, vadinami bendraisiais, arba latentiniais, faktoriais, nes jais
iSreiskiami visi kintamieji X1, ..., Xj. Kintamieji eq, ..., ex vadinami specifiniais
faktoriais, nes kiekvienas e; susijes tik su vienu kintamuoju X;. Priimamos
prielaidos, kad a.d. Fi,..., Fy,, €1, ..., e yra nekoreliuvoti. A.d. Fy,..., F,, turi
vienetines dispersijas, o a.d. e1, ..., ex dispersijos V(e;) = 82,i = 1, ..., k, vadi-
namos specifinémis dispersijomis, arba i-osios koordinatés X; specifiskumu. Koe-
ficientai a;; vadinami faktoriy svoriais.

Atsizvelge | priimtas prielaidas gauname kovariacinés matricos X faktor-
izacija, analogiska (7.3.2)

V(X)=%2=A4AT + B;

k
o= _ai + Bt =hl+ B}, (7.3.4)

j=1
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k
Oij = § QirQjr, i 7é jv Zv] = ]-7 7k
r=1

Dydis h? = o;; — ? vadinamas i-osios komponentés X; bendrumu. Pag-
rindiniy komponenciy schemoje dispersija o;; iSskaidoma j & daliy, tenkanciy
pagrindinéms komponentéms. Faktorinés analizés schemoje dispersija o;; su-
skaidoma j dvi dalis: dispersija, tenkanti bendriesiems faktoriams h? (bendru-
mas), ir likusioji dispersijos dalis 5?, kuri faktoriais F1, ..., F,,, nepaaiskinama
(specifiskumas).

ISorigkai (7.3.3) lygybé primena tiesinés regresijos modelj — Zinodami F; ir
a;; reik¥mes galétume prognozuoti a.d. X; reikSmes. Taciau faktorinés analizés
uzdavinys yra atvirkstinis — Zinome tik X; reikS§mes, o norime iSsiaiskinti, ka
galima pasakyti apie bendruosius faktorius Fy, ..., Fy,.

Matrica AT A, kurios elementai a;; yra lygts o;j, kai 7 # j, ir diagonaliniai
elementai a; = h? yra bendrumai, vadinama redukuotqja kovariacine mat-
rica. Redukuotoji matrica rodo, ar bendrieji faktoriai gerai paaiskina pradiniy
kintamyjy priklausomybés struktira. Kuo h? artimesnis 0;;, tuo daugiau infor-
macijos i§saugome pereidami nuo pradiniy kintamuyjy Xi, ..., X} prie bendryjuy
faktoriy Fi,...F,,. Jeigu specialiis kintamieji e; = 0, tai A7 A sutampa su X ir
faktoriai F1, ..., F}, iSsaugo visa informacija apie kintamuosius X, ..., X.

Faktorinés analizés tikslas yra jvertinti faktoriy svorius a;; ir specifines dis-
persijas $%,i = 1,...,k, j = 1,...,m. Taip pat reikia padaryti sprendima dél
priimtino bendryjy faktoriy skai¢iaus m. Suradus parametry jvertinius, reikia
gauti kiekvienam kintamajam X; faktoriy reikSmiy jvertinius.

Kai minétieji jvertiniai gauti, iskyla uzdavinys dél priimtinos faktoriy inter-
pretacijos. Kad buty lengviau juos interpretuoti, daznai atliekamos bendruyjuy
faktoriy transformacijos (pasukimai). Dél §io etapo subjektyvumo, $i faktorinés
analizés dalis sukelia daugiausia abejoniy.

Faktoriné analizé jau iSsiskyré j atskira statistikos mokslo sritj, todél mes
¢ia neturime galimybés detaliau aptarti faktorinés analizés problemy. Besido-
mintiems rekomenduotume literatura [6], [7], [9].

7.3.2. Parametry jvertiniai
7.3.2.1 DT metodas

Tarkime, kad X1, ..., X,, yra paprastoji imtis a.v. X = (Xy, ..., X)? su nuliniu
vidurkiu ir teigiamai apibrézta kovariacine matrica ¥ = [oy;]kxk. Iverting
kovariacing matricag 3 gausime k(k + 1)/2 skirtingy jvertiniy &;; (matrica X
simetriné). O desinéje (7.3.4) lygybiy puséje yra km parametry a;; ir k paramet-
ry 32, i8 viso k(m-+1) neZinomas parametras. Jeigu (k+1)/2 < m+1, tai sarysiy
(7.3.4) nepakanka, kad buty galima jvertinti visus parametrus. Parametry skai-
¢iy galima sumazinti pareikalavus, pavyzdziui, kad matrica A tenkinty salyga

ATB'A=A, (7.3.5)



7.3. Faktoriné analizé 203

¢ia A — diagonalioji matrica. Tada neZinomi parametrai susieti dar m(m—1)/2
papildomais sarysiais. Kad parametrai buity jvertinami, turéty galioti nelygybé

k(k +1)
2

Zk(m—l—l)—w,

arba
(k—m)* >k +m. (7.3.6)

Pavyzdziui, jei k = 5, tai nelygybe (7.3.6) tenkina m < 2; jeigu k& = 10, tai m
turi nevirSyti 6.

Jeigu (k —m)? > k +m, tai j (7.3.4) ir (7.3.5) jraSe kovariacinés matricos
ivertinj gausime lyg¢iy sistema, kuri turi be galo daug sprendiniy. Tada jvertj
galima gauti DT metodu.

Tarkime, kad F ~ N,,(0,I) ir e ~ Ng(0,B). Tada a.v. X taip pat nor-
malusis X ~ N(0, AT A + B). Imties X1, ..., X,, tikétinumo funkcija

1 n
L(%) = (2m) /2 |z /2 eXp{f§ZX?271Xj}, 2 =A"A+B. (73.7)

j=1

Maksimizuodami L(X), kai yra papildomy apribojimy (7.3.5), gausime pa-
rametry DT jvertinius 3 = ATA+ B, ATBAA =A.DT lygéiy sistema gana

sudeétinga ir sprendinio tenka ieSkoti taikant artutinius metodus. Kai kuriuose
matematineés statistikos TPP gautos lygciy sistemos sprendimas yra realizuotas
(7r. [16]).

Gautg jvertinj galima panaudoti hipotezei, kad kovariaciné matrica gali buti
faktorizuota (7.3.4) ir (7.3.5) lygybémis, tikrinti. Tuo tikslu sudarome tikétinumo
santykio statistika

A= moamarp L) L) (7.3.8)
maxy, L(X) L(®)

‘a2 yra besalyginis kovariacinés matricos ¥ DT jvertinys
5=t . ). . ¢ 7.3.9
== Zl iXT. (7.3.9)
j:

Jeigu suformuluotoji hipotezé teisinga, tai a.d. —21n A asimptotiskai n — oo
turi x? skirstinj su v = [(k—m)?—(k+m)]/2 laisvés laipsniy. Hipotezé atmetama
apytiksliu tikétinumy santykio kriterijumi, kai

—2InA > X2 (v). (7.3.10)

Hipotezés atmetimas reigkia, kad faktoriy Fi, ..., F,, nepakanka kovariacinei
matricai ¥ faktorizuoti pagal (7.3.4) ir (7.3.5), t.y. faktoriy skaifiy reikéty
padidinti.
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7.3.1 pastaba. Jeigu stebimo a.v. X vidurkis E(X) = p # 0, tai (7.3.4) ir
(7.3.5) reikia imti centruota vektoriy X — p, o (7.3.8) skaitiklj ir vardiklj reikia
maksimizuoti ir parametro p atzvilgiu.

7.3.2 pastaba. Prie§ realizuojant faktorine analize vertéty atlikti pradinj ko-
variacinés matricos ¥ tyrima remiantis jos DT jvertiniu 3. Pirmiausia reikia
atsakyti i klausimg, ar apskritai faktoriné analizé turi prasme. Jeigu a.v.
X koordinatés nepriklausomos, tai, aiSku, jokiy bendry faktoriy néra ir dis-
persija 0;; = (7 sutampa su specifiskumu. Jeigu nepriklausomumo hipotezé
atmetama, tai reikia iSskirti tokias koordinates, kurios nepriklauso nuo visy
likusiyjy. Pagaliau, likusj vektoriy reikia bandyti sudalyti j keleta mazesnés di-
mensijos vektoriy taip, kad skirtingy vektoriy koordinates bity nepriklausomos.
Tada faktorine analize biity tikslinga taikyti kiekvienam gautajam mazesnés di-
mensijos vektoriui atskirai. Visy ¢ia i§vardyty hipoteziy tikrinimo kriterijai
pateikiami 6.4 skyrelyje.

7.3.3.2 Pagrindiniy komponenciy metodas

Kitas metodas, parenkant bendruosius faktorius, jvertinant jy svorius ir speci-
fines dispersijas, yra grindziamas pagrindinémis komponentémis. Sis metodas
yra paprastesnis ir lengviau paaiskinamas, tac¢iau jj naudojant yra daugiau sub-
jektyvumo ir, grieztai kalbant, gauti jvertiniai netenkina salygy (7.3.4).
Pagrindiniais faktoriais imkime atitinkamai normuotas pirmasias m pagrin-
dines komponentes, apibréztas (7.3.1)
Y;

i=1,...m. (7.3.11)

Tada, palygine (7.3.3) ir (7.3.1), matome, kad faktoriy svoriai yra

aij = Li[VY)IY? i=1,.,k j=1,.,m, (7.3.12)
o specifiniai faktoriai e; nusakomi lygybémis
k
ei= Y LyYj, i=1,.k (7.3.13)
j=m+1
Gauname faktorinj modelj (7.3.3)
Xi=> aijFj+e=Y Li[VIY)]'’Fj+e, i=1,.k (7.3.14)
j=1 j=1

Siame modelyje Fi, ..., F,, turi vienetines dispersijas ir yra nekoreliuoti.
Kiekvienas faktorius F); nekoreliuotas su bet kuriuo e;. Taciau

k
Cov (eie;) = Y auagV(V), i#j i,j=1,..k
l=m+1
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nebitinai lygi nuliui, t.y. viena i§ modelio (7.3.3) salygy gali
biti nejvykdyta.
Kintamojo X;, i = 1,..., k, bendrumas ir specifiSkumas yra

m m k
W= a% =3 LEV(y), Bi= > LLV(Y)). (7.3.15)
j=1 j=1

j=m+1

Kai pagrindines komponentés randamos is empirines kovariacijy matricos, tai
formulése (7.3.11) — (7.3.15) parametrus reikia pakeisti jy jvertiniais L;;, V(Y;) =

A, 4,5 =1,...,k, i§ 6.7.3 teoremos.

7.3.3 pastaba. Faktorinéje analizéje vietoje kovariacijy matricos dazniau nau-
dojama koreliacijos koeficienty matrica, nes naudojant bedimensinius dydzius
(X; — u;)/\/oii gautus faktorius papras¢iau interpretuoti.

7.3.4 pastaba. Bendryjy faktoriy skai¢ius m daZniausiai parenkamas a) at-
sizvelgiant | stebimy kovarianc¢iy X, ..., X3 prasme; b) imamos tos pagrindinés
komponentés, kuriy tikrinés reikS§meés vir§ija parinkta konstanta (pavyzdZiui,
naudojant koreliacijos koeficienty matrica, jei virsija 1); c) parenkama tiek
pagrindiniy komponenciy, kad jy dispersijy suma sudaryty didesniaja visy dis-
persijy o;; sumos dalj.

7.3.3.3 Faktoriy interpretavimas

Tai, matyt, sunkiausias ir subjektyviausias faktorinés analizés etapas. Kadangi
kintamojo X; ir faktoriaus F}; kovariacija yra a;;, tai interpretuojant faktoriy Fj
natiiralu atsizvelgti j tuos kintamuosius X;, su kuriais faktorius F} turi didziau-
sias koreliacijas. DaZnai rekomenduojama tokia taisyklé: faktorius F; laikytinas
susijusiu su tais kintamaisiais X;, kuriems jvertinys a;; = ﬁlj\/g absoliuciuoju
didumu virsija 0,4.

Naudojant gautaja pradine faktoriy svoriy matrica, ,prasminius* faktorius
gana sunku identifikuoti. DaZnai a;; virsija 0,4 daugeliui faktoriy Fj, t.y. kin-
tamasis X; susijes su daugeliu faktoriy. Interpretacijai palengvinti daznai nau-
dojamas vadinamasis faktoriy pasukimas.

Vietoje (7.3.4) nagrinékime modelj

X:AF+€, Xi:Z&iij+€i, ’L:].,,k,
j=1

tia F = CF, o C = [Cjjlmxm ortogonali matrica cc? = I. Tada naujo
bendryjy faktoriy vektoriaus F' koordinatés taip pat nekoreliuotos ir turi vie-
netines dispersijas. Vietoje (7.3.4) gauname kita kovariacijy (ar koreliacijy)
matricos faktorizacija

V(X)=AA" + B, (7.3.16)
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kuri i§saugo nepakitusius bendrumus h? ir specifiskumus 37, tatiau svoriai a;;
gali nesutapti su svoriais a;;. IeSkoma tokios transformacijos, kad matrica A=
[@ij]mxm turéty kuo paprastesne struktira, t.y. kad dauguma svoriy a;; bity
artimi nuliui, o tik nedidelé juy dalis turéty palyginti didesnes reik§mes. Tada
kiekvienas kintamasis X; laikytinas susijusiu tik su keletu (ar vienu) faktoriy.

Praktiskai labiausiai paplites sukimo metodas varimaz, kai transformacija
parenkama taip, kad biity maksimizuojamas reiskinys

m k k
> OS (a - Z (7.3.17)

j=11i=1

uw‘

w\H

Taigi §is metodas reigkia, kad maksimizuojama suma faktoriy svoriy kvadraty
sklaidy, apibrézty kiekvienam faktoriui Fj, t.y. didesnieji svoriai turées tenden-
cija padidéti, o mazesnieji — sumazéti.

Faktorinéje analizéje yra gauta daug jvairiy grafiniy ir analiziniy metody,
siekiant gauti kuo paprastesne ir lengviau interpretuojama faktoriy svoriy mat-
ricos struktura. Interpretavimui palengvinti kartais naudojamos ir neortogo-
nalios transformacijos, t.y. atsisakoma salygos, kad faktoriai Fy, .., F,, buty
nekoreliuoti.

Kartais reikia rasti faktoriaus F; prognoze konkre¢iam vektoriui Xo = (X1o,
., X0)T. Pavyzdziui, atlikus studenty ziniy tikrinimo testy duomeny faktori-
ne analize, buvo isskirti faktoriai: kiurybiskumas, matematiniai gabumai ir kt.
Kokias 8iy faktoriy reikSmes galime priskirti studentui, kurio testo duomenys
yra Xg?
Jeigu pagrindiniai faktoriai isskirti pagrindiniy komponenciy metodu, tai
galime tiesiog imti

Fy=Y;/

Cia )7] yra j-osios pagrindinés komponentés jvertinys, o 5\]- jos tikrinés reikSmeés
ivertinys.

Kitas budas — regresinés analizés metodika. Tariama, kad faktoriai yra pri-
klausomi kintamieji, o X; — nepriklausomi kintamieji. Ivertine regresijos koefi-
cientus, gauname faktoriaus reik§meés prognoze

k
Fy=> bijZio, j=1,..,m; (7.3.18)
i=1

¢ia Ziy = (Xi0—X;)/s; yrastandartizuotoji kintamojo X;o reikimé, o l;ij —regre-
sijos koeficienty jvertiniai. Pazyméjus b; = (b1j,...,bx;)", Lj = (L1, ..., Lgj)7,
o0 R — empirine koreliacijy matrica, tai b = R_le.

7.3.1 pavyzdys. Pateiksime pavyzdj i§ knygos [9]. Tirlama penkiy skirtingo tipo akcijy

graZza, zymésime X = (Xl,Xz,Xg,X4,X5)T. Uz 1975 mety sausio — 1976 mety gruodZio
laikotarpj gauta n = 100 a. v. X stebéjimy savaitiniais intervalais, i§ kuriy jvertinta koreliacijos
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koeficienty matrica:

1,000 0,577 0,509 0,387 0,462
0,577 1,000 0,599 0,389 0,322
0,509 0,599 1,000 0,436 0,426
0,387 0,389 0,436 1,000 0,523
0,462 0,322 0,426 0,523 1,000

ot
I

Naudodami pagrindiniy komponenéiy ir DT metodus bandysime a.v. X apibidinti dviem
faktoriais F} ir Fo.

Randame tikrines reikimes \; = 2,857, A2 = 0,809, A3 = 0,540, A4 = 0,452, A5 = 0, 343.
Pirmyjy dviejy tikriniy reik§miy suma sudaro 0,73 vektoriaus X koordinadiy dispersijy jverciy
sumos. Joms atitinka tikriniy vektoriy jveréiai

L1 = (0,464 0,457 0,470 0,421 0,421)7, Ly = (0,240 0,509 0,260 —0,526 —0,582)7.

Pagrindiniy komponenciy metodu remiantis (7.3.12) svoriy matricos elementai a1; = fjlj VA,
G2 = IA,QJ- vV 5\2, j =1,..,5; dia ﬁlj,ﬁgj yra vektoriy il,ig koordinatés. Svoriai a1;,a2;
pateikiami lentelés antrame ir treciame stulpeliuose. Ketvirtame stulpelyje pateikiami speci-
finiy dispersijy jverciai ,3]2..

Naudojant SAS programy paketa DT metodu gaunami svoriy matricos jverciai 131]- ir b;j.

a1 az; B3 b bij by, b3 ; B3

X1 | 0,784 | 0,216 | 0,338 | 0,684 | 0,189 | 0,601 | 0,377 | 0,496
Xp | 0,772 | 0,458 | 0,194 | 0,694 | 0,517 | 0,850 | 0,164 | 0,251
X3 | 0,794 | 0,223 | 0,315 | 0,681 | 0,248 | 0,643 | 0,335 | 0,475
X4 | 0,712 | -0473 | 0,269 | 0,621 | -0,073 | 0,365 | 0,507 | 0,609
X5 | 0,712 | -0,523 | 0,220 | 0,792 | -0,442 | 0,208 | 0,887 | 0,177

Matome, kad abu metodai duoda panaSius rezultatus. Faktorius sunku interpretuoti.
Sudarant faktoriy F1, visi kintamieji X; dalyvauja su beveik vienodais svoriais.

Atlike DT metodu gauty faktoriy ortogonalia transformacija naudojant metoda varimaz,
gauname naujus svorius (Zyméta I;’fj ir I;gj) Situacija pasikei¢ia: sudarant faktoriy F] di-
dziausia jtaka turi kintamieji X1, X2, X3, o sudarant faktoriy F'5 — kintamieji X4, X5.

7.4. Pratimai

7.1. Raskite kovariacinés matricos X = [04;]ax2, kal 011 = 022 = 1, 012 = 021 = p
tikrines reik8mes ir tikrinius vektorius.

7.2. Jrodykite, kad kovariacinés matricos 3 = [04;]pxk, kal 011 = ... = opp =1, 045 = p,
i #j=1,...,k, didziausioji tikriné reik§mé yra A1 = 14+ (k—1)p, o visos kitos tikrinés reik§meés
vienodos ir lygios A; = 1—p,j = 2, ..., k. Pirmasis tikrinis vektorius yra proporcingas vektoriui
.., nT

7.3. Tegu ¥ = & + ¢2I; ¢ia ® — neneigiamai apibrézta simetriné matrica. Jrodykite,
kad kiekvienas matricos ® tikrinis vektorius yra ir matricos 3 tikrinis vektorius, o kiekviena
matricos 3 tikriné reikémé yra matricos @ tikrinés reikimés ir o2 suma.

7.4. Tegu Y = (Y1,...,Y)T ir X = (X1,..., X;n)T du atsitiktiniai vektoriai, o0 3 bendra
vektoriaus (YT ,XT)T kovariacijy matrica

Y11 a2
3= ;
( 31 o2 )
gia B11 = V(Y),Z22 = V(Y), 212 = Cov (Y,X). Pazymékime o? liekamaja kvadraty
suma prognozuojant Y; geriausiu budu parinkta tiesine prognoze Vi =b1X1 4 .. + by Xom.
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a) Jrodykite, kad vektorius (b1, ..., bm )T, minimizuojantis o7 + ... + 0%, yra tikrinis vek-
torius, atitinkantis didziausiaja lygties

‘221 39 — )\222| =0.

gaknj. b) Irodykite, kad r tiesiniy a.v. X funkcijy, minimizuojanéiy o? + ... + oz, yra r
tikriniy vektoriy, atitinkanc¢iy didZiausias pateiktos lygties Saknis.

7.5. Tegu Y = (Y1,...,,Y%)T yra k-matis vektorius. Nagrinékime r tiesiniy Y funkcijy
Z; = L?Y,j =1,..,r, ir tegu a? liekamoji kvadraty suma prognozuojant Y; tiesine a.v.
Z = (Z1,...,Z)T funkcija. Parinkite vektorius L1, ..., L, taip, kad biity minimizuojama
suma ), w?02, ¢ia w? Zinomi svoriai.

7.6. Raskite tikriniy reik8miy ir pagrindiniy komponenéiy jver¢ius remiantis kovariacijy
matricos jver¢iu, gautu pagal 1.8. pratimo duomenis. Palyginkite gautus atsakymus su
tikriniy reik8miy ir pagrindiniy komponenciy jverciais, gautais naudojant koreliacijy matricos
jvertj.

7.7. Raskite tikriniy reikSmiy ir pagrindiniy komponenciy jvercius pagal 2.9 pratimo
duomenis. Kuria dalj bendros sklaidos nusako pirmoji pagrindiné komponenté?

7.8. Raskite tikriniy reik8miy ir pagrindiniy komponenc¢iy jverc¢ius pagal 4.19 pratimo
duomenis. Kiek reikia paimti pagrindiniy komponenciy, kad jos paaiSkinty ne maziau kaip
0,9 bendros sklaidos?

7.9. Raskite tikriniy reik8miy ir pagrindiniy komponenciy jvercius pagal 5.9 pratimo
duomenis trimis atvejais. Palyginkite pagrindines komponentes, gautas trims skirtingoms
iriso rasims.

7.10. Raskite tikriniy reikSmiy ir pagrindiniy komponenciy jvercius pagal 2.17 pratimo
duomenis. Kurie kintamieji daro didziausia jtaka apibréziant pirmaja pagrindine komponente?

7.11. Raskite kanoniniy koreliacijy ir kanoniniy kintamyjy jvercius tarp a.v. (X1, X2)7
ir (Z1, ..., Z¢)T pagal 3.6 pratimo duomenis. Raskite tikriniy reikimiy ir pagrindiniy kompo-
nenéiy jverdius naudodami a.v. (Z1,..., Z)T kovariacijy matricos jvert;.

7.12. Pagal egzaminy rezultatus vertinant n = 220 studenty SeSiy dalyky : skoty kalba,
angly kalba, istorija, aritmetika, algebra, geometrija (Zymésime X1, X, ..., X¢), gautas kore-
liacijos koeficienty matricos jvertis [9]

1,000 0,439 0,410 0,288 0,329 0,248
0,439 1,000 0,351 0,354 0,320 0,329
0,410 0,351 1,000 0,164 0,190 0,181
0,288 0,354 0,164 1,000 0,595 0,470
0,329 0,320 0,190 0,595 1,000 0,464
0,248 0,329 0,181 0,470 0,464 1,000

Parinkite du faktorius ir pateikite jy interpretacija.

v
I

7.13. Atsitiktinio vektoriaus (X1, X2, Xg)T kovariacijy matrica yra

1 0,6 0,5
3= 0,6 1 0,4
0,5 0,4 1
Sudarykite faktorinés analizés modelj, kai m = 1. ApskaiCiuokite faktoriaus svoriy matrica.
Kurie kintamieji daro didziausia jtaka apibréziant bendrajj faktoriy? Kokia dalj bendrosios

dispersijos paaisSkina bendrasis faktorius?

7.14. Naudojant koreliacijos koeficienty matrica gauta dviejy faktoriy svoriy matrica

FL [ 0,7 08 0,7 [08]06]05]06] 0,7
7, | 0,3 0000 ]06]|05]00]04]06

Koks yra kiekvieno faktoriaus indélis j bendraja dispersija?
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7.15. Atlikite faktorine analize pagal 4.20 pratimo duomenis. Iskirkite du pagrindinius
faktorius ir pasitlykite jy interpretacija.

7.16.

Pradiniy klasiy mokiniai sprendé uzdavinius (kintamasis ARIT); demonstravo

erudicija (kintamasis INF); pagal spalvas komponavo kubelius (kintamasis KK); i§ daliy
surinkinéjo objektus (OS); vertino objekty panasuma (PAN); isdéstydavo paveiksliukus nuo-

seklia tvarka (PI); uZbaigdavo paveiksliuka (PU); bandé jsiminti ir pakartoti skaitiy seka

(SE); ieskojo piesinyje simboliy (SP); demonstravo zodyno turtinguma, (ZOD). Siy kintamuyjy
koreliacijy matricos jvertis pateikiamas lenteléje [3].

INF | ARIT | PAN | SE | ZOD | SP | PU | OS | PI | KK

INF | 1,00 | 0,34 | 0,40 | 0,27 | 0,59 | 0,09 | 0,25 | 0,27 | 0,22 | 0,26
ARIT | 034 | 1,00 | 0,36 | 0,28 | 0,33 | 0,18 | 0,32 | 0,38 | 0,29 | 0,30
PAN | 040 | 036 | 1,00 | 0,22 | 0,35 | 0,08 | 0,31 | 0,26 | 0,25 | 0,20
SE | 027 | 028 | 022 | 1,00 | 0,29 | 0,16 | 0,14 | 0,18 | 0,15 | 0,22
70D | 059 | 0,33 | 0,35 | 0,29 | 1,00 | 0,08 | 0,27 | 0,24 | 0,28 | 0,26
SP | 009 | 0,8 | 0,08 | 0,16 | 0,08 | 1,00 | 0,19 | 0,13 | 0,22 | 0,17
PU | 025 | 032 | 031 | 0,14 | 0,27 | 0,19 | 1,00 | 0,36 | 0,36 | 0,40
oS | 027 | 038 | 0,26 | 0,18 | 0,24 | 0,13 | 0,36 | 1,00 | 0,30 | 0,60
PI |022]| 020 | 025 | 0,15 | 028 | 0,22 | 0,36 | 0,30 | 1,00 | 0,25
KK | 0,26 | 030 | 0,20 | 0,22 | 0,26 | 0,17 | 0,40 | 0,60 | 0,25 | 1,00

Isskirkite keturis faktorius ir pateikite jy interpretacija.

Atsakymali ir nurodymai

71. M =1+p, X =1—p; L1 = (1/vV2;1/vV2)T, L2 = (1/v/2;—-1/v2)T. 7.12. DT

metodu gauname svoriy matricos elementy jver¢ius ai; ir ag;,¢ =1,...,6
ai az; ay, | ay h?
X1 | 0,553 | 0,429 | 0,369 | 0,594 | 0,490
Xo | 0,668 | 0,288 | 0,433 | 0,467 | 0,406
X3 | 0,392 | 0,450 | 0,211 | 0,558 | 0,356
X4 | 0,740 | -0,273 | 0,789 | 0,001 | 0,623
X5 | 0,724 | -0,211 | 0,752 | 0,054 | 0,568
X6 | 0,595 | -0,132 | 0,604 | 0,083 | 0,372

Atlike ortogonalia transformacija naudodami varimaz metoda, gauname vaizdesne¢ svoriy
matricg su elementais aj; ir a43;,. Faktorius F'] apibudina gabumus tiksliesiems mokslams,
o faktorius F'5 — gabumus humanitariniams mokslams. 7.13. Randame tikrines reik&mes

A1 = 2,00446, A2 = 0,61309, A3 = 0,38245 ir jas atitinkancius tikrinius vektorius L;

(0,61332; 0,57990; 0,53623)T, Ly = (—0,17918; —0,55906; 0,80953)7,

L3 = (—0,76924; 0,59257; O, 23902)T. Svoriy matricos elementai a;; = 0,86833, a1z
0,82102, a13 = 0,75919. Faktorius F; paaiskina 0,668 dalj sklaidos. 7.14. 0,465; 0,1525.



8 skyrius

1 Priedas. Tiesines algebros
elementai

Daugiamatéje statistikoje yra patogu naudoti vektorinius ir matricinius Zymenis.
Tai labai supaprastina formules ir padeda geriau suvokti déstoma medZziaga.
Reikalingos matematinéje statistikoje tiesinés algebros Zinios yra susistemintos
knygoje [14], kurioje duota ir kompaktiski pateikiamy fakty jrodymai. Siame
priede pateikiami tiesinés algebros faktai, kuriais remiamasi §ioje knygoje.

8.1. Vektoriai

1P.1 apibrézimas. Dimensijos k vektoriumi (vektoriumi — stulpeliu) « vadin-
sime stulpelj, kurio elementai z1, ..., x) yra realis skaiéiai, t.y. vektoriy trak-
tuosime kaip k-matés Euklido erdvés R* elements. Transponuoty vektoriy
(vektoriy — eilute) zymésime ' = (11, ..., 2).

1. Vektoriy sudétis. Vienodos dimensijos vektoriy &7 = (z1,...,z) ir y© =
(Y1, ..., yr) suma yra vektorius (z +y)T = (1 +y1,..., Tx + Y ), kurio elementai
gaunami sudedant atitinkamus démeny elementus. Sumos operacija tenkina
komutatyvumo

rt+y=y+x (8.1.1)
ir distributyvumo
(x+y)+z=z+ (y+2) (8.1.2)
désnius. Egzistuoja nulinis 07 = (0, ..., 0) ir atvirkstinis (—z)? = (=21, ..., —z%)
vektoriai, kad
r+0=2x, x+(—x)=0. (8.1.3)

2. Daugyba i§ skaliaro. Vektoriaus 7 = (21, ..., ;) sandauga i§ skaliaro ¢ €

R suprantamas vektorius (cz)? = (cxy, ..., cxy,), kuris gaunamas padauginant i3

¢ visas vektoriaus & koordinates. Sis veiksmas tenkina distributyvumo désnius

cxty)=cxtcy, (a+c)z=cz+aon, (8.1.4)

210
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ir asociatyvumo désnj
c1(cazx) = (cr02)x. (8.1.5)

1P.2 apibrézimas. Dimensijos k vektoriy, kuriems apibréztos sudéties ir dau-
gybos i¥ skaliaro operacijos, visuma vadiname tiesine k-mate Euklido erdve RF.

1P.3 apibrézimas. Erdvés RF poaibis M uzdaras sudéties ir daugybos i§
skaliaro operacijy atzvilgiu, t.y. jei x,y € M, tai cx + dy € M su visais
c,d € R, vadinamas tiesiniu erdvés R* poerdviu. Suprantama, kad bet kuris
tiesinis poerdvis yra tiesiné vektoriné erdve.

Pavyzdziui, aibé, susidedanti i§ nulinio vektoriaus 0, arba visy vektoriy aibé
yra tiesiniai poerdviai. Sujunge visus galimus aibés S = {x1,..., @, } vektoriy
tiesinius darinius

1y + ... + Cp®Tm, C1,..,cm €ER,

gausime tiesinj poerdvi M(S), generuota vektoriy aibés S.

1P.4 apibrézimas. Sakome, kad vektoriai @1, ..., @, yra tiesiskai priklausomi,
jei egzistuoja skaliarai ¢y, ..., ¢,y € R ne visi lygas 0, kad patenkinta salyga

cxy+ ... +epxy, =0. (8.1.6)

Jeigu tokiy skaliary neegzistuoja, sakome, kad vektoriai @1, ..., x,, yra tiesiskas
nepriklausoms. IS Sio apibrézimo iSplaukia tokios iSvados:

1) Nulinis vektorius sudaro aibe tiesiskai priklausomy vektoriy.

2) Bet kuri vektoriy aibé, kuriai priklauso nulinis vektorius 0, yra tiesiskai
priklausomy vektoriy aibé.

3) Aibé nenuliniy vektoriy @1, ..., x,, yra tiesiSkai priklausoma tada ir tik
tada, kai kuris nors vektorius yra tiesinis kity vektoriy darinys.

1P.5 apibrézimas. Tiesinés vektorinés erdvés M poaibis, kuris generuoja
tiesine erdve M, vadinamas tiesinés vektorinés erdvés M baze.
1) Kiekviena vektoriné erdvé turi baze.
2) Jeigu aq, ..., @y, ir by, ..., b, yra dvi tos pacios erdvés bazes, tai m = r.
3) Kiekvienas erdvés M vektorius vieninteliu budu isreiskiamas per jos baze.
Pavyzdziui, k-matés erdvés R¥ elementai el = (1, 0,...,0), el = (0, 1,...,0),
..,el = (0, 0,...,1), sudaro baze, nes jie yra tiesiskai nepriklausomi ir bet kuris
vektorius & = (z1,...,zx) € R igreiskiamas $iais vektoriais:

r=ux1€1+ ..+ €L

Vektoriy skaliariné sandauga. Dviejy vienodos dimensijos vektoriy x? =
(x1,...,wx) it yI' = (y1,...,yr) skaliarine sandauga vadiname suma

k

2ly=yTx = Z:Ejyj. (8.1.7)
j=1

Skaliariné sandauga tenkina tokias salygas.
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1) 27z = 0 tada ir tik tada, kai = = 0.
2) Patenkintos salygos

c(ay) = (cal)y, (z+y) z=a"z+y"z (8.1.8)
3) Tenkinama Ko#i ir Svarco nelygybé

(z"y)’ < (2" z)(y"y). (8.1.9)

Ty vadinama vektoriaus  norma

Teigiama kvadratiné Saknis i§ sandaugos «
arba ilgiu

llz|| = +VaTx. (8.1.10)

Ji tenkina trikampio nelygybe
e =yl +lly — 2| = |z — z||. (8.1.11)
Sakome, kad vektoriai x ir y yra ortogonalus, jeigu skaliariné sandauga
zly=yTx=0 (8.1.12)

lygi nuliui. Bendriau, kampas 6 tarp dviejy nenuliniy vektoriy apibréziamas
lygybe

xTy
]| - [yl

Nenuliniai poromis ortogonalus vektoriai «i,...,x,, yra tiesiskai nepriklau-
somi. Ortogonalts vektoriai, generuojantys tiesine erdve M, vadinami or-
togonalia erdvés M baze, o jei jie turi vienetinius ilgius, tai — ortonormuota
baze. Tiesinés erdvés ortonormuota bazé visada egzistuoja. Pavyzdziui, vekto-
riai e = (1, 0,...,0), el = (0, 1,...,0), ...,el = (0, 0,...,1) sudaro erdvés R¥
ortonormuota baze.

cosf =

8.2. Matricos ir determinantai

Matrica A yra lentelé, uzpildyta realiais skaiciais. Kiekviena matricos elementa
a;; numeruosime dviem indeksais: indeksas ¢ nurodo eilutés, o indeksas j stulpe-
lio, kuriy sankirtoje yra elementas a;;, numerius. Zymésime A = [a;j]mxn, Cia
m yra eilu¢iy skaicius, o n — stulpeliy skai¢ius. Matricos A stulpeliai yra di-
mensijos m vektoriai, o eilutés — dimensijos n transponuoti vektoriai.

Matricy sudétis. Dviejy vienodos dimensijos (m x n) matricy A = [a;j]mxn
ir B = [bjj]mxn suma yra matrica A + B = [a;; + b;j]mxn, kurios elementai
gaunami sudedant atitinkamus matricy A ir B elementus. Sis veiksmas tenkina
komutatyvumo ir distributyvumo savybes

A+B=B+A, A+(B+C)=(A+B)+C.
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Daugyba i$ skaliaro. Matricos A = [a;j]mxn sandauga i§ skaliaro ¢ € R
suprantama kaip matrica, kurios kiekvienas elementas padaugintas i§ skaliaro c:

CA = [cUij]mxn-
Sis veiksmas, akivaizdu, tenkina salygas
(c+d)A=cA+dA, c¢(A+ B)=cA+cB.

Matricy sandauga. Matricy A = [a;j]mxn it B = [bijlnx, sandauga AB
apibrézta tik tada, kai matricos A stulpeliy skai¢ius sutampa su matricos B
eilu¢iy skai¢iumi. Daugybos rezultatas yra matrica AB = [¢i;]mxr, kurios
elementas c;; gaunamas imant matricos A i-osios eilutés ir matricos B j-ojo
stulpelio skaliarine sandauga:

n
Cij =Y aishyj, i=1,..,m, j=1,.,r (8.2.1)
s=1

Matricos AB eilu¢iy skai¢ius sutampa su matricos A eilu¢iy skaiCiumi, o
stulpeliy skaicius lygus matricos B stulpeliy skai¢iui.
Matricy daugyba netenkina komutatyvumo désnio, nes, pavyzdziui, san-
dauga AB gali biiti apibrézta, o sandauga B A — neapibrézta.
Asociatyvumo ir distributyvumo désniai yra tenkinami

ABC = (AB)C = A(BC), A(B+C)=AB+ BC,

(A+ B)(C + D)= A(C + D)+ B(C + D),

jeigu matricy dimensijos yra tokios, kad visi daugybos veiksmai yra apibrézti.

Nuliné ir vienetiné matricos. Nuliné matrica 0 yra tokia, kurios visi elemen-
tai lygus 0. Dimensijos (m x m) kvadratiné matrica vadinama vienetine, jeigu
jos visi diagonaliniai elementai lygas 1, o visi kiti elementai lygus 0. Zymésime
I =1,,. Akivaizdu, kad

A+0=A, AI=TIA=A. (8.2.2)

Transponuota matrica. Matrica AT, kuria gauname i§ matricos A pakeite
jos eilutes stulpeliais ir atvirksciai, vadiname transponuota matrica, t.y.

A= [aij]mxna AT = [aji]nxm-
Transponavimo operacija tenkina salygas
(AB)T = BT AT, (ABC)=cCc"B"A", .. (8.2.3)

Matricos pédsakas. Kvadratinés matricos A = [a;;]mxm diagonaliniy elementy
sumg vadiname matricos pédsaku. Zymésime

Tr(A) = Z ajj-
j=1
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Pédsakas tenkina salygas
Tr(A+ B)=Tr(A)+Tr(B), Tr(AB)=Tr(BA). (8.2.4)
Blokinés matricos. Kartais matricg A yra patogu suskaidyti i blokus
A= < 5 < > .
Transponavimo operacija galima atlikti taip:
AT = ( g; gTT )

Blokiniy matricy daugyba atliekama pagal jprastines matricy daugybos taisyk-

B C G\ (BG+CH

D E H )  \ DG+EH )’
B C G J\ _ (BG+CH BJ+CL
D E H L) \ DG+EH DJ+EL )’

jeigu tik visi daugybos veiksmai yra apibrézti.

Matricos rangas. Matrica A = [a;j]mxn sudaro n dimensijos m vektoriy
(matricos stulpeliai) arba m dimensijos n transponuoty vektoriy (matricos eilu-
tés). Tiesiskai nepriklausomy stulpeliy (arba eiluc¢iy) skai¢ius vadinamas mat-
ricos rangu. Zymésime Rang(A). Akivaizdu, kad

Rang(A) = Rang(AT A), Rang(A) < min(m, n) (8.2.5)
Rang(AB) < min(Rang(A), Rang(B)), Rang(A+B) < Rang(A)+Rang(B).
Jeigu matrica A = [a;j]nxn yra idempotentiné , t.y. AA = A, tai
Rang(A) + Rang(I — A) = n. (8.2.6)

Atvirkstiné matrica. Kvadratiné matrica A = [aij]an vadinama neissigimu-
sia, jeigu jos rangas lygus n. Tokiu atveju egzistuoja vienintelé matrica A~ =
[a"]nxn, vadinama atvirkstine matricai A, kad patenkintos salygos

AAT'=AT'A=T. (8.2.7)
Jeigu A, B, C vienodos dimensijos neiSsigimusios matricos, tai

(AB)"'=B'A™!, (ABC)"'=Cc'B'A™!, (AN =Y
(8.2.8)
Kvadratiné matrica A vadinama ortogonalia, jeigu AAT = I. Tokiu atveju
atvirkstiné matrica sutampa su transponuota A7 = A7!ir

A'A=ATA=AAT =1T. (8.2.9)



8.2. Matricos ir determinantai 215

Matricos pertvarkymas. 1) Tarkime, A yra simetriska neiSsigimusi dimensijos
m matrica. Tada
a) egzistuoja neissigimusi dimensijos m matrica B, kad

A = BB7; (8.2.10)
b) egzistuoja neiSsigimusi trikampé dimensijos m matrica C, kad
A=cc’, (8.2.11)
c) egzistuoja neiSsigimusi dimensijos m matrica B, kad
BABT =T, (8.2.12)
d) egzistuoja ortogonali dimensijos m matrica B, kad
BAB" =A, A=cAcC”, ¢c=B", (8.2.13)

¢ia A = [0;j]mxm turi diagonalinj pavidala, t.y. d;; = 0, kai 7 # j.
2) Tegu A = [aij]me idempotentiné rango r < m matrica. Tada egzistuoja
ortonormuoti vektoriai B1, ..., B,., kad

A=BB| +..+B,B. (8.2.14)

3) Tegu A simetriska neiSsigimusi dimensijos m matrica. Tada egzistuoja
ortogonaliis vektoriai B, ..., B,,, kad su visais t € R™ kvadratiné forma t At
gali buti pertvarkyta j kvadraty suma

tT At = (BTt)> + ... + (BLt). (8.2.15)

Determinantas. Kvadratinés matricos A = [aij]me determinantas yra jos
elementy a;; skaliariné funkcija:

|A| = Z +(a14, G2iy---Qmi,, );

sumavimas atliekamas pagal visus galimus skai¢iy (1,2, ..., m) perstatinius (i1, iz,

. im). Sandauga imama su teigiamu Zenklu, jei perstatinis (i1, 2, ..., %) gau-

namas perstatant aibés (1,2, ...,m) elementus lyginj skai¢iy karty ir su neigiamu
zenklu prie§ingu atveju.

Pazymékime A;; elemento a;; algebrinj papildinj. Jis lygus sandaugai (—1)**7

i§ determinanto matricos, gaunamos iSbraukus ¢-3ja eilute ir j-aji stulpelj. Tada

m

|A| = ZariAm-, su visais r=1,...,m; (8.2.16)
i=1
m

Al = ariAy, suvisais i=1,..,m. (8.2.17)
r=1

Pateikiame dar keleta savybiy.
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1) |A| = 0 tada ir tik tada, kai Rang(A) # m.

2) Jeigu |A| # 0, tai A™! = (A;;/|A])T.

3) Jei A diagonaliné ar trikampé matrica, tai |A| lygus diagonaliniy elementy
sandaugai.

4) Jei A ir B vienodos dimensijos kvadratinés matricos, tai

|AB| = |A||B|. (8.2.18)
5) Jeigu blokingje matricoje
B C
(B €)
determinantas |B| # 0, tai
|A| = |B||E - DB~ 'C|. (8.2.19)

Tikrinés reiksmés ir tikriniai vektoriai. Tegu A = [a;j]mxm kvadratiné simetriska
matrica, t.y. a;; = aj;. Charakteringosios lygties

|A—X| =0 (8.2.20)

Saknys A1, ..., A\, vadinamos matricos A tikrinémis reik§mémis, o vektoriai L, ...,
L,,, tenkinantys salygas

vadinami matricos A tikriniais vektoriais.

1) Visos charakteringosios lygties Saknys yra realios neneigiamos, o tikriniai
vektoriai gali buti parinkti realis.

2) Jeigu matricos A rangas lygus r ir r < m, tai nulis yra charakteringosios
lygties kartotinumo m — r Saknis.

3) Skirtingas A; # A; atitinkantys tikriniai vektoriai L; ir L; yra ortogonalis
LTL;=0.

4) Jeigu matrica A teigiamai apibrézta, tai visos tikrinés reik§mes teigiamos,
0 jei neneigiamai apibrézta, tai — neneigiamos.

5) Egzistuoja ortogonali matrica L, kad

LTAL=A, A=LAL", (8.2.22)

¢ia A = [0;j]mxm diagonaliné matrica; §;; = A;,i = 1,...,m, §;; = 0, kai ¢ # j;
A1 > Ao > ... > A\, > 0 yra matricos A tikrinés reik§més, o matricos L i-asis
stulpelis yra tikrinis vektorius, atitinkantis tikrine reik§me \;. Detaliau isskleide
gauname

A=MNL LT + ... +\,L,, L,

I=0,LT +..+L,LL, (8.2.23)

vadinamajj spektring matricos A skleidinj.
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6) Jeigu matrica A teigiamai apibrézta, tai

|A| = ﬁ Xiy Tr(A) =)\ (8.2.24)

Tiesinés lygciy sistemos. Tiesine m lygCiy sistema kintamyjy xi, ..., T,
atzvilgiu matricine forma galima uzrasyti taip:

Az = b, (8.2.25)

o o- . . T . .
¢ia A = [@ij]mxm zinomy koeficienty matrica, b* = (b1, ..., by,) laisvasis narys,
ox? = (x1,...,7,,) nezinomas vektorius. Arba ekvivalencia forma

riai + ...+ xpma, = b, (8.2.26)

¢ia aq, ..., a,, yra matricos A stulpeliai.

1) Homogeniné lygéiy sistema (b = 0) turi nenulinj sprendinj tada ir tik
tada, kai vektoriai a1, ...a,, yra tiesiskai priklausomi.

2) Nehomogeniné lygéiy sistema (b # 0) turi sprendinj tada ir tik tada, kai
vektorius b gali buti iSreikstas tiesiniu vektoriy a, ..., @,, dariniu. Bendras Sios
sistemos sprendinys yra suma kurio nors jos sprendinio ir bendrojo homogeninés
sistemos sprendinio.

3) Nehomogeniné lygéiy sistema turi vienintelj sprendinj, kai vektoriai a1, ...,
a,, yra tiesiSkai nepriklausomi, t.y. kai Rang(A) = m. Sprendinys turi tokj
pavidalg

xz=A""b. (8.2.27)
Siuo atveju homogeniné lygéiy sistema turi tik trivialy sprendinj « = 0.

4) Tegu A = [a;j]mxn dimensijos (m x n) matrica. Apibedrintgja atvirkstine
matricai A vadiname tokig matrica A~ = [ai_j]nxm, kad vektorius € = A™ b yra
suderintos lygéiy sistemos Ax = b sprendinys.

a) apibendrintoji atvirkstiné matrica egzistuoja ir tenkina salyga AA™ A =
A;

b) suderintos lygciy sistemos Ax = b sprendinys turi tokj pavidala
r=A"b+ (A A-1I)z,

¢ia z € R™ bet koks vektorius;

c) apibendrintaja atvirk$tine matrica galima surasti taip. Jeigu matricos A
rangas lygus 7, r < min(m, n), tai egzistuoja dimensijos (r x r) neiSsigimes
matricos A blokas B. Perstatant eilutes ir stulpelius matrica A galima uzrasyti
tokiu pavidalu:

B C
A= ( B O )
Tada apibedrintaja atvirkstine galima imti matrica
_ B K
A = ( o I > (8.2.28)

kai matrica K tenkina salygas
BK =C, DK =E.
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2 priedas. Atsitiktiniai
vektoriail

9.1. Atsitiktinio vektoriaus skirstinys

Tarkime, turime tikimybine erdve (Q, F, P).
2P.1 apibréZimas. Realiag vienareik§me k-mate funkcija X = X(w) =
(X1(w), ..., X (w))T, apibrézta aibéje € ir tokia, kad su visais = (21, ..., 2x)T €
Rk:
{w: Xj(w) <21y, X (W) <z} € F,

vadiname k-maciu atsitiktiniu vektoriumi (a.v.).
1) Bet koks a.v. vienareik§migkai nusakomas jo pasiskirstymo funkcijos

F(x)=F(x1,....,25) = P{X; < x1,..., Xi < 1}, (9.1.1)
apibréztos su visais © = (z1, ..., ;)7 € RF.
2) Jeigu a.v. X jgyjamy reikSmiy aibé yra baigtiné arba skaiti, tai tokio a.v.

skirstinys vadinamas diskreciuoju. Jo skirstinys visiskaiai nusakomas iSvardijant
galimas reikdmes x;, x5, ... € R¥ ir jy jgijimo tikimybes

pi={X=mz}, i=12.5; > pi=1 (9.1.2)

3) Absoliudiai tolydZiojo a. v. X skirstinys visiskai nusakomas jo tankio funkcija

ak

f(x) = flz1,.yzp) =
4) Bet kokio a.v. X skirstinj visi§kai nusako jo charakteristiné funkcija
ox(t) = ox(t1, ...,tk) _ EeitTX _ Eei(hX1-‘:—...-‘:—thic)7 (9.1.4)

218
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nusakyta su visais t = (t1,...,t;)7 € R*. Pateiksime keleta charakteristinés
funkcijos savybiy.

a) A.v. Y = a+ BX (a fiksuotas dimensijos k vektorius, B fiksuota
dimensijos k kvadratiné matrica) charakteristiné funkcija

oy (t) = e *ox (tT By, ... tT By), (9-1.5)

¢ia By, ..., By yra matricos B stulpeliai.
b) Nepriklausomy a.v. Xy, ..., X,, sumos S, = X +... +X,, charakteristiné
funkcija lygi démeny charakteristiniy funkcijy sandaugai

s, (t) = H ox,(t). (9.1.6)

¢) Remiantis charakteristinés funkcijos apibrézimu jrodoma Kramero ir Voldo
teorema. A.v. X tikimybinis skirstinys nusakytas tada ir tik tada, kai nusakyti
skirstiniai vienmaciy a. d.

Y, =LT"X = L1 X, + ... + L X&

su visais vektoriais L = (Ly, ..., L)T € RF.

9.2. Marginalieji ir salyginiai skirstiniai

Nagrinésime (k+ s)-matj absoliudiai tolydyjj a.v. X = (Y7, Z1)T = (Y1, ..., Y4,
Z1, .., Zs)T. Vektoriy X,Y ir Z pasiskirstymo funkcijas Zymeésime F(y,z) =
F(Y1, ooy ks 215 s 25)y G(y) = Gly1,...,yr) ivr H(z) = H(z1,...,25), 0 tankiy

funkcijas f(y, 2), g(y) ir h(z).
Marginalieji skirstiniai. Vektoriaus, sudaryto i bet kuriy pradinio vekto-

riaus koordinaciy, skirstinys vadinamas marginalivoju skirstiniu pradinio vekto-
riaus atzvilgiu. Pavyzdziui, a.v. Y skirstinys vadinamas marginaliuoju jung-
tinio vektoriaus X = (Y7, ZT)7 atzvilgiu.

1) Vektoriaus Y pasiskirstymo funkcija gaunama i§ a.v. X pasiskirstymo
funkcijos jraSant +oo vietoje argumenty, atitinkanciy likusias pradinio vekto-
riaus koordinates

Gly) =Gy, yr) = Fy1, ., Yy, +00, ..., +00). (9.2.1)

2) Marginaliojo skirstinio tankis gaunamas integruojant:

() = | fly,z)dz. (9-2.2)
3) A.v. Y charakteristiné funkcija

pr(t) _ <py(t17 -~-,tk) _ EeitTY — Eett1Y1+.+1:Yi)
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gaunama i§ jungtinio vektoriaus X = (YT7 ZT)T charakteristinés funkcijos
ox(£,0) = ox(t1, ... ty, 01, ..., 05) = Ecit" Y07 2)
iraSant vietoje @ nulinj vektoriy 0:
oy (t) = px(t,0) = ox (t1,...t, 0, ..., 0). (9.2.3)

Sqlyginiai skirstiniai. Tarkime, kad a.v. Z = z yra fiksuotas. Jeigu h(z) #
0, tai a.v. Y salyginio skirstinio tankis

9(ylz) = hz) (9.2.4)

Turédami a.v. Y salyginj tankj, kai Z = z fiksuotas, ir besalyginj a.v. Z
tankj, galima atkurti a.v. Y besalyginj tankj:

o) = [ atuiz)h(z)dz. (925

Si formulé apibendrina pilnosios tikimybes formule. Analogiskai apibendri-
namos ir Bejeso formulés

h(zly) = 9lz)h(z) (9.2.6)

" Jre 9(ylz)h(z)dz

Nepriklausoms vektoriai. Jeigu kiekvieno i§ dviejy vektoriy salyginiai skirstiniai,
kai kito vektoriaus reik§més fiksuotos, nepriklauso nuo fiksuotyjy reik8miy ir
sutampa su besalyginiais skirstiniais, tokie vektoriai vadinami nepriklausomais.
Suformuluosime keleta nepriklausomumo kriterijy. Atsitiktiniai vektoriai Y
ir Z nepriklausomi tada ir tik tada, kai
1) pasiskirstymo funkcija F'(y, z) yra lygi marginaliyjy pasiskirstymo funkcijy
sandaugai

Fly,2) = Gw)H(2), yeR:, zecR* (9.2.7)
2) tankio funkcija f(y, z) yra lygi marginaliyjy tankio funkcijy sandaugai
f(y,z) =g(y)h(z), ycRF zecRS (9.2.8)

3) charakteristiné funkcija ¢x (t,0) yra lygi marginaliyjy charakteristiniy
funkcijy sandaugai

ox(t,0) = oy (t)pz(0), tcRF 0cR". (9.2.9)

Analogiskai formuluojami ir didesnio skaifiaus atsitiktiniy vektoriy neprik-
lausomumo kriterijai.
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9.3. Atsitiktiniy vektoriy funkcijos

Tarkime, X = (X1, ..., X;)? yra absoliuciai tolydusis a.v., kurio pasiskirstymo
funkcija F(x) = F(x1,...,2x) ir tankis f(x) = f(z1,...,x;). Nagrinésime a.v.
Y = (Y1, YT, Y = hi(Xy1,..., Xp), i = 1,..., k, tikimybinj skirstinj.

1) Tarkime, kad atliekama transformacija yra abipus vienareik§mé ir egzis-
tuoja atvirkstiné transformacija x; = h;l(yl, o Uk)yt = 1,..., k. Jeigu funkcijy
h;l,i =1,..., k, dalinés i§vestinés pagal visus argumentus yra tolydZzios ir jako-
bianas

D(Qﬁl, ...,LL'k)
|J| = ‘D
(Y1, - Yr)
nelygus nuliui, tai a.v. Y yra absoliuc¢iai tolydusis ir jo tankio funkcija
9Y) = 91, s yr) = FOT 1o ooy i) oo B (s s i) - (9.3.1)

2) Tegu atlickama transformacija néra abipus vienareikime, taciau a.v. X
igyjamy reik§miy sritj galima taip suskirstyti j n nesikertanciy sric¢iy Dy, ..., Dy,
kad srities D; transformacija j ja atitinkancia vektoriaus Y jgyjamy reiksmiy
sritj D} buty abipus vienareik§mé. Jeigu egzistuoja atvirkstinés transformacijos
T, = h;il(yl, o Uk), T = 1,.., k, i8 srities D} } sritj D;, funkcijy h;l dalinés
iSvestines pagal kiekvieng argumenta yra tolydzios, o atitinkami jakobianai J;
srityse D}, i = 1,...,n, nelygls nuliui, tai a.v. Y yra absoliuciai tolydusis ir jo
tankio funkcija

9(Y) = 91, uk) = D T (Y, ooy yi) filwr, ooy )| il (9.3.2)

i=1

¢ia Ip:(y1, .., Yi) yra aibés D} indikatorius, o indeksas prie tankio funkcijos
f(z1, ..., xx) nurodo, kad jos argumentus z,. reikia pakeisti j h;il(yl, o Yk)-
Atsitiktinio vektoriaus momentai
1) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X3)? wvidurkis yra vektorius, sudary-
tas i§ jo koordinaciy vidurkiy

E(X) = (EX1,... EXp)T = (u1, oo )" = pa. (9.3.3)

2) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X3)T antryjy misriyjy momenty matrica
vadiname kovariacijy matrica

V(X) =3 = [04j]kxk, (9.3.4)
Cia
oi; = Cov (X;,X,) = E[(X; — EX,)(X; — EX,)| = E(X,X,) - EX;EX},
i =Cov (X, X;)=VX,, i,j=1,.,k,

arba trumpiau

V(X) = E[(X - E(X))(X - E(X))"] = E(XX") - E(X)(E(X))".
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Naudojant kovariacijas sudaroma koreliacijos koeficienty matrica

Uij

R = [pijlexk, pij = , di =1,k 9.3.5
[Pijlkxks  Pij N i, (9.3.5)
3) Tarkime, A = [a;j]mxr yra matrica su pastoviais koeficientais, o X =

(X1, ..., Xz)T k-matis vektorius. Tada Y = AX yra m-matis atsitiktinis vekto-
rius. Vektoriaus Y pirmieji momentai

E(Y)=Ap, V(Y)= AZAT = [Yijlmxm- (9.3.6)
Kvadratinés formos
Q=X"AX
vidurkis
EQ =Tr(AZ) + u" Ap. (9.3.7)

4) Tarkime, X1, ..., X,, yra vienodai pasiskirste nepriklausomi atsitiktiniai vek-
toriai, kuriy E(X;) = p ir V(X;) = 3. Tada centruotos ir normuotos sumos

_ 1 <
Sn = = (Xj - IL)
it
pirmieji momentai - -
E(S,) =0, V(S,) =% (9.3.8)

Remdamiesi charakteristiniy funkcijy savybe (9.1.6), Kramero ir Voldo teo-
rema ir vienmate centrine ribine teorema (CRT) gauname, pavyzdziui, tokj
paprasciausia daugiamatés CRT varianta. Jeigu |X| > 0 ir n — oo, tai

S, 5Y ~Ny(0,%), 5,55, %2 (9.3.9)

Jeigu ¥ yra rango r < k idempotentiné matrica, tai

5,578, % 2 (9.3.10)



10 skyrius

Daugiamacio normaliojo
skirstinio savybes

Pateiksime keleta daugiamacio normaliojo skirstinio savybiy. Jy jrodymus ga-
lima rasti, pavyzdziui, knygoje [14].

Yra keletas daugiamacio normaliojo skirstinio apibrézimy. Vienas i§ jy
grindziamas Kramero ir Voldo teorema.

3P.1 apibrézimas. Atsitiktinio vektoriaus X = (X, ..., X3)7 skirstinys yra
k-matis normalusis su vidurkiy vektoriumi g = E(X) ir kovariacijy matrica
V(X) = X, jeigu bet kurios tiesinés formos L"X = L1 X1 +...4 L, X}, skirstinys
yra vienmatis normalusis su visais L = (Ly, ..., Ly)T € R*. Remiantis (9.3.6)
Sios tiesinés formos vidurkis ir dispersija yra E(L?X) = L'u, V(L'X) =
L XL.

1 savybé. Atsitiktinio vektoriaus X charakteristiné funkcija

(10.0.1)

tTt
)

o(t) = E(exp(it' X)) = exp (itTu -

Taigi a. v. X skirstinj vienareik§miskai nusako vidurkiy vektorius p ir kovariacijy
matrica 3. Sutrumpintai zymésime X ~ Ng(pu, X).

2 savybé. Tegu XM i x yra vektoriai, sudaryti is skirtingy vektoriaus
X koordinaciy. Tada a.v. XM i x@ yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai
ju kovariacijy matrica Cov (X(l),X(Q)) = 0. Sis tvirtinimas yra teisingas ir
dél didesnio skaic¢iaus vektoriy, sudaryty i skirtingy vektoriaus X koordinaciy.
Pavyzdziui, a.d. X7, ..., X} yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai kovariacijy
matrica 3 yra diagonaliné.

3 savybé. Jeigu X ~ Ni(p, ), tai bet kurio vektoriaus, sudaryto i§ s < k
skirtingy vektoriaus X koordinaciy, skirstinys yra s-matis normalusis.

223
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4 savybé. Jeigu vektorius Y = (Y1, ..., Y,)T gautas atlikus tiesine vektoriaus

X transformacija Y = CX ¢ia C = [C};]rx, yra matrica, turinti r eiluciy ir k
stulpeliy, tai

Y ~ N,.(Cu,CTsC). (10.0.2)

5 savybé. Tegu X;,...,X,, yra nepriklausomi a.v. ir X; ~ Np(p,;,%;),i =
1,...,n, o cy,...,c, — konstantos. Tada

Y =1 X1 4 oo 4 X ~ Ny <Z Cilbis Zcle) . (10.0.3)
i=1 i=1
Kaic; =...=¢,=1/nir a.v. Xy,...,,X,, vienodai pasiskirste X; ~ N (u, 3),
gauname
N 1
X == X; ~ Np(, —X%). 10.0.4
LYK~ Nel, ) (10.0.4

i—1
6 savybé. A.v. X ~ Ni(p,X) tada ir tik tada, kai teisingas déstinys
X=p+BZ, BB =3; (10.0.5)

¢ia B matrica, turinti k eiluciy ir m stulpeliy, Z = (Zy, ..., Z,,) T yra vektorius,
kurio koordinatés nepriklausomi a.d. ir Z; ~ N(0, 1), = 1,...,m. Taigi
normalyjj vektoriy galime gauti atlike a.v. Z = (Z1,...,Zn)T ~ N, (0,1)
tiesine transformacija. Sia savybe galima panaudoti kaip kita normaliojo a. v.
apibrézima.

3P.2 apibréZzimas. Atsitiktinis vektorius X vadinamas k-maciu normaliuoju,
jeigu jis tenkina (10.0.5) lygybe.

7 savybé. Jeigu 6 savybéje m = k ir Rang(B) = Rang(X) = k, tai atlike

atvirkstine transformacija
Z-B'(X-u)

remdamiesi (9.3.1) i§ a.v. Z ~ N (0, ) tankio
—k/2 L r
p(210,1) = (2m) /2 exp{~ 272}

gauname a.v. X ~ Ng(p, X) tankio funkcija (pakeitimo jakobianas yra 1/|B| =
1/[%]'/2)

p(x|p, B) = (2m) 2|27/ exp{—%(w - @ -} (10.0.6)

Kadangi Z7 Z ~ x%(k), tai

Z"Z = (X - )TN (X — p) ~ x2(k). (10.0.7)
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éioje lygybéje vietoje p iraSe kita vektoriy v, gautume
(X - )TE X —v) ~ X% (k;0) (10.0.8)
necentrinj y? skirstinj su & laisvés laipsniy ir necentriskumo parametru

§=w-p)'="v-p).

8 savybé. Tegu X ~ Ni(u, ). Kvadratiné forma
Q=X-p"AX —p) ~x*(m) (10.0.9)

tada ir tik tada, kai

J(AYA - A)X =0;
¢ia m = Tr(AXY). Jeigu Rang(¥) = k, tai butina ir pakankama salyga yra
paprastesné: AXA = A.

9 savybé. Tegu Z ~ Ni(0,I). Apibrézkime
Yy=b'2, Q. =2TAZ, i=1,..,m, (10.0.10)

tiesine ir kvadratines formas; ¢ia A; — kvadratinés simetriskos matricos ir
Rang(A;) = k;. Tada:

a) jeigu bT A; = 0, tai Y ir Q, nepriklausomi;

b) jeigu AJTAi =0, tai Q; ir @; nepriklausomos;

c) jeigu ZTZ = Q1 + ... + Qum, tai salyga ki + ... + kn, = k yra bitina ir
pakankama, kad kvadratinés formos @1, ..., Q,, buty nepriklausomos ir turéty
x? skirstinius Q; ~ x?(k;), j = 1,...,m.

10 savybé. Tegu X ~ Np(p,), o XM i x@ yra r-matis ir (k —
r)-matis vektoriai, sudaryti i§ skirtingy a.v. X koordinaciy. Pazymékime
ph) = E(X(l)), p® = E(x@)), S = V(X(l)), Sy = V(X(2)), S =
Cov (XM, X®) 2, = ®7,. Tarkime, |£;| > 0 Tada salyginis a.v. X®
skirstinys, kai a.v. XM = M yra fiksuotas yra (k — r)-matis normalusis su
parametrais

E(X(2)|X(1) =Wy =p® 4 22121_11(:3(1) — My,
VXPIXD = ) = B8y) — 8 21180, (10.0.11)
Kai X = X L yra vienmatis, gauname
E(Xk|X(1) _ :1:(1)) =y + 22121*11(33(1) _ H(l))

=a+ iz + ... + Pr_1Th_1,

1

V(Xk|X(1) = w(l)) = Okk — 22121_11212 = W’ (10012)

¢ia o®* — matricos ¥~ paskutinis kampinis elementas. Taigi bet kurios a.v.

X koordinatés regresija kity koordinaciy atzvilgiu yra tiesiné.
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