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Pratarm
e

Stebimiems objektams apra²yti daºnai nepakanka vieno poºymio, o tenka nau-
doti poºymiu� vektoriu�. Tada skirtingu� objektu� poºymiu� vektoriaus matavimus
galima traktuoti kaip im£iu�, gautu� stebint tam tikr¡ daugiamati� atsitiktini�
vektoriu�, realizacijas.

Gana daºnai stebimo atsitiktinio vektoriaus skirstini� patenkinamai galima
apra²yti daugiama£iu normaliuoju skirstiniu. Kaip ir vienma£iu atveju nor-
maliojo modelio paplitimas ai²kinamas centrine ribine teorema. Daugiama-
tis normalusis skirstinys apra²o tokio atsitiktinio vektoriaus, kuris gaunamas
sumuojant dideli� skai£iu� nepriklausomu� ar silpnai priklausomu� atsitiktiniu� vek-
toriu�, tarp kuriu� n
era �dominuojan£iu��, skirstini�.

Kita vertus, daugiama£io normaliojo skirstinio statistiniai metodai yra la-
biau i²vystyti ir daugeliu atveju� i�gij¦ uºbaigt¡ pavidal¡. Gauti daugiama£iai
vidurkiu� ir dispersiju� palyginimo, hipoteziu� tiesiniuose modeliuose tikrinimo ir
kt. kriteriju� analogai. Ta£iau daugiamat
eje matematin
eje statistikoje nagri-
n
ejami ir speci�niai uºdaviniai, kuriu� n
era vienmat
eje teorijoje. Tai uºdavi-
niai, susij¦ su kovariacin
es matricos struktu	ra, diskriminantin
e analiz
e, stebimo
vektoriaus dimensijos sumaºinimo problema ir kt.

Knygos paskirtis l
em
e medºiagos i² ²ios pla£ios matematin
es statistikos sri-
ties parinkim¡. Apsiribojama normaliojo skirstinio teorija, tariant, kad imties
elementai turi daugiamati� normalu�ji� skirstini�. Norint pla£iau susipaºinti su
daugiamat
es matematin
es statistikos metodais ir rezultatais, rekomenduojame
monogra�jas [2], [9], [10], [13], [14].

Pirmame skyriuje pateikiami normaliojo vektoriaus parametru� i�vertiniai ir
ju� savyb
es, antrajame � vidurkiu� vektoriaus reik²miu� ir ju� palyginimo kriterijai,
t. y. Stjudento kriterijaus daugiama£iai analogai. Tre£iajame skyriuje aptariama
tiesiniu� modeliu� analiz
es metodai daugiama£io normaliojo skirstinio atveju.

Ketvirtas skyrius skiriamas koreliacinei analizei. Sudaromi kriterijai atsitik-
tiniu� dydºiu� ar vektoriu� nepriklausomumo hipotez
ems tikrinti. Penktame skyriu-
je pateikti kriterijai kovariaciniu� matricu� palyginimo hipotez
ems tikrinti. �e²-
tame skyriuje nagrin
ejami klasi�kavimo (diskriminantin
es analiz
es) uºdaviniai.
Septintame skyriuje aptariama stebimu� vektoriu� dimensijos sumaºinimo prob-
lema apibr
eºiant kanoninius kintamuosius (pagrindin
es komponent
es, kanonin
es
koreliacijos, faktorin
e analiz
e).

Prieduose pateikiami daºniausiai knygoje naudojami tiesin
es algebros faktai,
kai kurios atsitiktiniu� vektoriu� ir daugiama£io normaliojo skirstinio savyb
es.

D
estoma medºiaga iliustruojama konkre£iais pavyzdºiais. Kiekvieno sky-
riaus pabaigoje pateikiami pratimai savaranki²kam darbui. Iliustracijos ir pra-
timai daugiausia parinkti i² min
etu� monogra�ju�.

Autoriai
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Trumpiniai ir ºymenys

A. d. � atsitiktinis dydis;
n. a. d. � nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai;
a. v. � atsitiktinis vektorius;
n. a. v. � nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai;
TG � tolygiai galingiausias (kriterijus);
TGN � tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus);
DT � didºiausiojo tik
etinumo (funkcija, metodas, i�vertinys);
ASE � asimptotinis santykinis efektyvumas (i�vertiniu�, kriteriju�);
TPP � taikomieji programu� paketai;
X, Y, Z, ... � atsitiktiniai dydºiai;
X, Y , Z, ... � atsitiktiniai vektoriai;
XT � transponuotas vektorius, t. y. vektorius � eilut
e;
x(P ) � P -asis kvantilis;
xP � P -oji kritin
e reik²m
e;
Σ = [σij ]k×k � kovariaciju� matrica;
ρ = [ρij ]k×k � koreliacijos koe�cientu� matrica;
P{A} � i�vykio A tikimyb
e;
P{A|B} � i�vykio A s¡lygin
e tikimyb
e;
Pθ{A}, P{A|θ} � tikimyb
e, priklausanti nuo parametro θ;
Fθ(x), F (x; θ), F (x|θ) � pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro θ
(analogi²kai tankio funkcijai);
EX � a. d. X vidurkis;
V X � a. d. X dispersija;
Eθ(X), E(X|θ), V θ(X), V (X|θ) � a. d. X vidurkis ar dispersija, priklausan-
tys nuo parametro θ;
E(X) � a. v. X vidurkiu� vektorius;
V (X) � a. v. X kovariaciju� matrica;
Cov (X, Y ) � a. d. X ir Y kovariacija;
Cov (X, Y ) � a. v. X ir Y kovariaciju� matrica;
N(0, 1) � standartinis normalusis skirstinys;
N(µ, σ2) � normalusis skirstinys su parametrais µ ir σ2;
χ2(n) � chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu�;
χ2(n; δ) � necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necentri²-
kumo parametru δ;
S(n) � Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu�;
S(n; δ) � necentrinis Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo
parametru δ;
F (m, n) � Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu�;
F (m, n; δ) � necentrinis Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu� ir necent-
ri²kumo parametru δ;

8
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Wk(n, Σ) � k-matis Vi²arto skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir parametru (ko-
variacine matrica) Σ;
Wk(n, Σ; M) � necentrinis k-matis Vi²arto skirstinys su n laisv
es laipsniu�,
parametru (kovariacine matrica) Σ ir necentri²kumo parametru (matrica) M ;
zα � standartinio normaliojo skirstinio α kritin
e reik²m
e;
tα(n) � Stjudento skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
χ2
α(n) � chi kvadrato skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
Fα(m, n) � Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
Nk(µ, Σ) � k-matis normalusis skirstinys su vidurkiu� vektoriumi µ ir kovariaciju�
matrica Σ;
X ∼ N(µ, σ2) � a. d. X, pasiskirst¦s pagal normalu�ji� d
esni� su parametrais µ
ir σ2 (analogi²kai kitu� skirstiniu� atveju);

Xn
P→ X � konvergavimas pagal tikimyb¦ (n→∞);

Xn
b.t.→ X � konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n→∞);

Xn
kv.v.→ X � konvergavimas pagal kvadratini� vidurki� (n→∞);

Xn
d→ X, Fn(x)

d→ F (x) � konvergavimas pagal pasiskirstym¡ (silpnasis; n →
∞);

Xn
d→ X ∼ N(µ, σ2) � a. d. Xn asimptoti²kai (n→∞) turi normalu�ji� skirstini�

su parametrais µ ir σ2;
Xn ∼ Yn � a. d. Xn ir Yn asimptoti²kai (n→∞) ekvivalentu	s (Xn − Yn

P→ 0);

X
d∼ Y � a. d. X ir Y tikimybiniai skirstiniai sutampa;

||x|| � kai x = (x1, ..., xk)T yra vektorius, rei²kia atstum¡ (xTx)1/2 = (
∑
i x

2
i )

1/2;
||A|| � kai A = [aij ] yra matrica, rei²kia (

∑
i

∑
j a

2
ij)

1/2;
A > B (A ≥ B) � kai A ir B yra vienodos dimensijos kvadratin
es matricos,
rei²kia, kad matrica A−B yra teigiamai (neneigiamai) apibr
eºta.



1 skyrius

Parametru� i�vertiniai ir ju�

savyb
es

1.1. Steb
ejimo duomenys

Tarkime, X1,X2, ...,Xn yra paprastoji atsitiktin
e atsitiktinio vektoriaus X ∼
Nk(µ,Σ) imtis; £ia µ = (µ1, ..., µk)T vidurkiu� vektorius, o Σ = [σij ]k×k kova-
riaciju� matrica. Tarsime, kad matrica Σ teigiamai apibr
eºta |Σ| > 0. Vekto-
riausXi koordinates paºym
ej¦ X1i, X2i, ..., Xki, steb
ejimo duomenis sura²ykime
i� lentel¦

X1 X2 ... Xn

Y T
1 X11 X12 · · · X1n

Y T
2 X21 X22 · · · X2n = X T
...

...
...

...
...
...

...
Y T
k Xk1 Xk2 · · · Xkn

Stulpeliuose sura²yti vektoriai X1, ...,Xn yra vienodai pasiskirst¦ nepriklau-
somi ir normalieji Xi ∼ Nk(µ,Σ), tod
el a. v. Y j = (Xj1, Xj2, ..., Xjn)T ko-
ordinat
es yra paprastoji imtis, gauta stebint vienmati� atsitiktini� dydi� Xj ∼
N(µj , σjj), j = 1, ..., k; matricos X = [Xij ]n×k stulpelius sudaro vektoriai
Y 1, ...,Y k.

1.2. Didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai

Remdamiesi daugiama£io normaliojo skirstinio tankio funkcijos i²rai²ka (3 priedas,
(10.0.6)), gauname paprastosios imties X1,X2, ...,Xn tik
etinumo funkcij¡

L = L(µ,Σ) = (2π)−nk/2|Σ|−n/2 exp{−1

2

n∑
i=1

(Xi−µ)TΣ−1(Xi−µ)}. (1.2.1)

10
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1.2.1 teorema. Jeigu |Σ| > 0 ir n > k, tai parametru� µ ir Σ DT i�vertiniai yra

µ̂ = X̄, Σ̂ =
1

n
S = [σ̂ij ]k×k, (1.2.2)

o tik
etinumo funkcijos maksimumas

L(µ̂, Σ̂) = (2π)−nk/2nnk/2|S|−n/2 exp{−nk/2}. (1.2.3)

�ia

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi = (
1

n

n∑
i=1

X1i, ...,
1

n

n∑
i=1

Xki)
T = (X̄1, ..., X̄k)T ,

S =

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T =

n∑
i=1

XiX
T
i − nX̄X̄

T
= X TX − nX̄X̄T

=

= [Sij ]k×k, Sij = Y T
i Y j − nX̄iX̄j . (1.2.4)

I�rodymas. Remdamiesi matricos p
edsako savyb
emis (1 priedas, (8.2.4)),
pertvarkykime rei²kini� po eksponent
es ºenklu (1.2.1) lygyb
eje:

n∑
i=1

(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ) = Tr{
n∑
i=1

(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)} =

Tr{Σ−1
n∑
i=1

(Xi − µ)(Xi − µ)T }.

Kadangi

n∑
i=1

(Xi − µ)(Xi − µ)T =

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T + n(X̄− µ)(X̄− µ)T

= S + n(X̄− µ)(X̄− µ)T ,

tai
n∑
i=1

(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ) = Tr{Σ−1(S + n(X̄− µ)(X̄− µ)T )}

= Tr{Σ−1S}+nTr{Σ−1(X̄−µ)(X̄−µ)T } = Tr{Σ−1S}+n(X̄−µ)TΣ−1(X̄−µ).

I�ra²¦ i� (1.2.1), gauname

L = (2π)−nk/2|Σ|−n/2 exp{−1

2
Tr{Σ−1S}} exp{−n

2
(X̄− µ)TΣ−1(X̄− µ)}.

(1.2.5)
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Paskutinis daugiklis i�gyja maksimali¡ reik²m¦, lygi¡ 1, kai vietoje µ i�ra²ome
i�vertini� µ̂ = X̄. Pirmasis daugiklis priklauso tik nuo matricos Σ. I�rodysime,
kad

|Σ|−n/2 exp{−1

2
Tr{Σ−1S}} ≤ nnk/2|S|−n/2 exp{−nk

2
}. (1.2.6)

Jeigu |Σ| > 0 ir n > k tai matrica S teigiamai apibr
eºta su tikimybe 1
(ºr. 1.6 pratim¡). Tada egzistuoja tokia simetri²ka teigiamai apibr
eºta matrica
S1/2, kad S1/2S1/2 = S, S−1/2S−1/2 = S−1, S1/2S−1/2 = I (1 priedas
(8.2.10)). Remiantis 1 priedo (8.2.24) charakteringoji lygtis

|Σ−1 − λS−1| = 0 ⇔ |S1/2Σ−1S1/2 − λI| = 0 (1.2.7)

turi k teigiamu� ²aknu� λ1, ..., λk > 0, ir

|S1/2Σ−1S1/2| = |Σ−1||S| = |S|
|Σ|

=

k∏
j=1

λj , (1.2.8)

Tr{Σ−1S} = Tr{S1/2Σ−1S1/2} =

k∑
j=1

λj . (1.2.9)

I�stat¦ (1.2.8) ir (1.2.9) i� (1.2.6), gauname

|Σ|−n/2 exp{−1

2
Tr{Σ−1S}} = |S|−n/2

k∏
j=1

(λ
n/2
j exp{−λj/2}).

Kai x neneigiamas, funkcija f(x) = xn/2 exp{−x/2} i�gyja maksimali¡ reik²m¦
ta²ke x = n. I² £ia gauname (1.2.6). N

Kadangi (Xi1, ..., Xin)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. Xi ∼ N(µi, σii),
o

Sii =

n∑
j=1

(Xij − X̄i)
2,

tai remiantis vienma£io normaliojo skirstinio teorija E(Sii) = (n− 1)σii. Taigi
DT i�vertinys σ̂ii yra paslinktasis. Nepaslinktasis dispersijos σii i�vertinys yra

n

n− 1
σ̂ii =

1

n− 1
Sii. (1.2.10)

Nagrin
ekime sumasXij+Xi′j , j = 1, ..., n. Tada (Xi1+Xi′1, ..., Xin+Xi′n)T

yra paprastoji imtis vienma£io normaliojo a. d. Xi + Xi′ ∼ N(µi + µi′ , σ
2),

σ2 = σii + σi′i′ + 2σii′ . Nepaslinktas dispersijos σ2 i�vertinys yra

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
j=1

(Xij +Xi′j − X̄i − X̄i′)
2 =

1

n− 1
(Sii + Si′i′ + 2Sii′).
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Kadangi Sii/(n − 1) ir Si′i′/(n − 1) yra nepaslinktieji parametru� σii ir σi′i′
i�vertiniai, tai Sii′/(n − 1) yra nepaslinktasis parametro σii′ i�vertinys. Taigi
kovariacin
es matricos Σ nepaslinktasis i�vertinys yra

n

n− 1
Σ̂ =

1

n− 1
S. (1.2.11)

1.2.1 pastaba. Tik
etinumo funkcija (1.2.1) priklauso k(k + 3)/2 parametrinei
eksponetiniu� skirstiniu� ²eimai, kuriai statistika (X̄,S) yra pilnoji ir pakankamoji
(ºr. 1 dalies 4.66 pratim¡). Tod
el statistikos (X̄,S) funkcija yra jos vidurkio
NMD i�vertinys. Taigi vektoriaus X̄ ir matricos S/(n− 1) elementai yra vekto-
riaus µ koordina£iu� ir matricos Σ elementu� NMD i�vertiniai.

1.2.1 pavyzdys. Lentel
eje pateiktos 30 Panev
eºio gamykloje �Ekranas� pagamintu� kinesko-
pu� triju� spinduliu� srov
es stiprumo X1, X2, X3 reik²m
es, pamatuotos technologin
es operacijos
�II testeriu� karusel
e� metu.

1.2.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

i X1i X2i X3i i X1i X2i X3i i X1i X2i X3i

1 6,3 6,4 6,3 11 6,6 6,5 6,5 21 6,2 6,2 6,1
2 6,4 6,3 6,3 12 6,4 6,5 6,3 22 6,4 6,3 6,4
3 6,4 6,3 6,4 13 6,4 6,3 6,4 23 6,2 6,1 6,2
4 6,3 6,2 6,2 14 6,2 6,2 6,3 24 6,2 6,2 6,3
5 6,3 6,2 6,3 15 6,3 6,2 6,4 25 6,2 6,1 6,3
6 6,4 6,4 6,3 16 6,2 6,1 6,3 26 6,1 6,3 6,1
7 6,3 6,2 6,3 17 6,3 6,2 6,3 27 6,3 6,3 6,3
8 6,2 6,2 6,4 18 6,2 6,2 6,3 28 6,3 6,2 6,4
9 6,2 6,2 6,3 19 6,1 6,0 6,4 29 6,2 6,2 6,2
10 6,4 6,2 6,3 20 6,2 6,2 6,2 30 6,2 6,1 6,2

Tardami, kad buvo steb
etas trimatis normalusis vektorius
X = (X1, X2, X3)T ∼ N3(µ,Σ),

rasime parametru� µ ir Σ ivertiniu� realizacijas (i�ver£ius).
Randame

µ̂ = X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi =
1

30


 6, 3

6, 4
6, 3

+ ...+

 6, 2
6, 1
6, 2

 =

 6, 28
6, 24
6, 30

 .

Apskai£iuojame matricos S realizacij¡

S =
n∑
i=1

XiX
T
i − nX̄X̄

T
=

 6, 3
6, 4
6, 3

 (6, 3; 6, 4; 6, 3) + ...+

 6, 2
6, 1
6, 2

 (6, 2; 6, 1; 6, 2)−

30

 6, 28
6, 24
6, 30

 (6, 28; 6, 24; 6, 30) =

 0, 348 0, 264 0, 160
0, 264 0, 392 0, 070
0, 160 0, 070 0, 240

 .

Kovariacin
es matricos Σ didºiausiojo tik
etinumo i�vertis yra S/30, o nepaslinktasis i�vertis

S/29.

1.3. Parametru� i�vertiniu� skirstiniai

Stebint vienmati� normalu�ji� a. d. empirinis vidurkis taip pat turi normalu�ji�
skirstini� ir nepriklauso nuo empirin
es dispersijos. Analogi²kas rezultatas yra
teisingas ir kai stebimas daugiamatis normalusis vektorius.
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1.3.1 teorema. Jeigu paprastoji atsitiktin
e imtisX1, ...,Xn gauta stebint norma-
lu�ji� a. v. X ∼ Nk(µ,Σ), |Σ| > 0, n > k, tai

X̄ =
1

n

n∑
j=1

Xj ∼ Nk(µ,
1

n
Σ), (1.3.1)

n(X̄− µ)TΣ−1(X̄− µ) ∼ χ2(k). (1.3.2)

Empirinis vidurkis X̄ nepriklauso nuo statistikos S, kuri yra pasiskirs£iusi kaip
matrica

n−1∑
i=1

ZiZ
T
i , (1.3.3)

£ia Z1, ...,Zn−1 yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi a. v., Zi ∼ Nk(0,Σ).

I�rodymas. Savyb
es (1.3.1) ir (1.3.2) tiesiogiai plaukia i² daugiama£io nor-
maliojo skirstinio savybiu� (3 priedas (10.0.7), (10.0.4)).

Kad i�rodytume (1.3.3), atlikime vektoriu� X1, ...,Xn tiesin¦ transformacij¡
naudodami ortogonali¡ matric¡ C = [cij ]n×n,CC

T = I:

Zj = cj1X1 + ...+ cjnXn, j = 1, ..., n. (1.3.4)

Tegu matricos C paskutinioji eilut
e yra (1/
√
n, ..., 1/

√
n). Tada i² ortogo-

nalumo s¡lygos gaunama, kad kitu� eilu£iu� elementu� sumos yra lygios nuliui:

n∑
i=1

cji = 0, j = 1, 2, ..., n− 1.

Naujai gautu� vektoriu� vidurkiai

E(Zn) =
√
nE(X̄) =

√
nµ, E(Zj) =

n∑
i=1

cjiµ = 0, j = 1, ..., n− 1. (1.3.5)

Randame kovariacijas

Cov (Zj ,Zj′) = E{[
n∑
i=1

cji(Xi − µ)][

n∑
l=1

cj′l(Xl − µ)]T }

=

n∑
i,l=1

cjicj′lE[(Xi − µ)(Xl − µ)T ] =

n∑
i=1

cjicj′iΣ,

nes vektoriai Xi ir Xl nekoreliuoti, kai i 6= l. Remdamiesi matricos C ortogo-
nalumu, gauname

V (Zj) = Σ, Cov (Zj ,Zj′) = 0, j 6= j′. (1.3.6)

Naujai gauti vektoriai Z1, ...,Zn turi vidurkius (1.3.5), tokias pat kovariaci-
jas Σ kaip ir vektoriai X1, ...,Xn, yra nepriklausomi ir normalieji.
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Kadangi transformacija ortogonalioji, tai

n∑
i=1

ZiZ
T
i =

n∑
i=1

[

n∑
j=1

cijXi][

n∑
l=1

cilXi]
T

=

n∑
i=1

[

n∑
j,l=1

cijcil]XiX
T
i =

n∑
i=1

XiX
T
i .

Gauname

S =

n∑
i=1

XiX
T
i − nX̄X̄

T
=

n∑
i=1

ZiZ
T
i −ZnZ

T
n =

n−1∑
i=1

ZiZ
T
i . (1.3.7)

Taigi S i²rai²koje yra tik vektoriai Z1, ...,Zn−1, kurie nepriklauso nuo Zn =√
nX̄. Tod
el X̄ ir S yra nepriklausomi. Gauta i²rai²ka (1.3.7) sutampa su

(1.3.3). N

Matricos (1.3.3) elementu� skirstinys vadinamas centriniu Vi²arto skirstiniu
su n− 1 laisv
es laipsniu. Detaliau ºr. 1.5 skyreli�.

1.4. I²vados d
el vidurkiu� vektoriaus, kai kovaria-

cin
e matrica ºinoma

1.4.1. Vidurkiu� vektoriaus pasikliovimo sritys

Kai skirstinys vienmatis normalusisN(µ, σ2), darydami sprendimus apie vidurki�
µ naudojome s¡ry²i�

√
n(X̄ − µ)/σ ∼ N(0, 1). Kai skirstinys daugiamatis nor-

malusis, vietoje ²io s¡ry²io naudojame (1.3.2).
Tegu χ2

α(k) yra χ2 skirstinio su k laisv
es laipsniu� lygmens α kritin
e reik²m
e.
Apibr
eºkime k-mat
es erdv
es poaibi�

C(X̄) = {µ : n(X̄− µ)TΣ−1(X̄− µ) ≤ χ2
α(k)}.

Tada C(X̄) yra vidurkiu� vektoriaus µ pasikliovimo sritis, kai pasikliovimo lyg-
muo Q = 1− α:

P{µ ∈ C(X̄)|µ} = Q = 1− α. (1.4.1)

Matome, kad ²i sritis yra elipsoidas pavidalo turintis centr¡ X̄.

1.4.2. Vidurkiu� vektoriaus koordina£iu� pasikliovimo
intervalu� rinkiniai

Vietoje pasikliovimo srities (1.4.1) kartais pageidautina tur
eti pasikliovimo in-
tervalu� rinkini�, kuris uºdengtu� visus dominan£ius parametrus µ1, ..., µk su tiki-
mybe, ne maºesne uº Q.
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Naudojantis pasikliovimo sritimi (1.4.1) galima sudaryti i² karto visu� tiesiniu�
funkciju� cTµ, c ∈ Rk pasikliovimo intervalus.

Paºym
ekime L aib¦, kuri gaunama imant tiesines vektoriaus µ funkcijas:
L = {cTµ : c ∈ Rk}.

1.4.1 teorema. Tarkime, kad |Σ| = |[σij ]k×k| > 0. Tada su tikimybeQ = 1−α
i² karto visoms funkcijoms cTµ ∈ L galioja nelygyb
es

cT X̄−
√
cTΣcχ2

α(k)/n ≤ cTµ ≤ cT X̄+
√
cTΣcχ2

α(k)/n. (1.4.2)

Nelygybes (1.4.2) galima traktuoti kaip pasikliovimo intervalus, sudarytus
i² karto visoms tiesin
ems funkcijoms cTµ ∈ L. Jeigu imsime vien¡ atskir¡
funkcij¡ cTµ (arba kelet¡ tokio tipo funkciju�), tai intervalu� pasikliovimo lygmuo
ne maºesnis uº Q.

I�rodymas. Pagal Ko²i ir �varco nelygyb¦ (1 priedas (8.1.9.) bet kuriems
vienodos dimensijos vektoriams U ir V galioja s¡ry²iai

(UTV )2 ≤ (UTU)(V TV ), V TV = sup
U

(UTV )2

UTU
.

Kadangi Σ teigiamai apibr
eºta simetri²ka matrica, tai pagal (1 priedas (8.2.10))
egzistuoja teigiamai apibr
eºta kvadratin
e matrica B, kad Σ = BBT . Pritaik¦
Ko²i��varco nelygyb¦ vektoriams BU ir (B−1)TV gausime

V TΣ−1V ≥ (UTV )2

UTΣU
, V TΣ−1V = sup

U

(UTV )2

UTΣU
.

Supremumas pasiekiamas imant U = Σ−1V .
Imdami V = µ̂− µ ir U = c i² (1.4.1) gauname

P{(X̄− µ)TΣ−1(X̄− µ) ≤ χ2
α(k)/n|µ}

= P{sup
c

|cT (X̄− µ)|√
cTΣc

≤
√
χ2
α(k)/n|µ}

= P{cT X̄−
√
cTΣcχ2

α(k)/n ≤ cTµ ≤ cT X̄+
√
cTΣcχ2

α(k)/n, ∀ c ∈ Rk|µ} = Q.

Ai²ku, kad atskirai funkcijai cTµ (arba keletui tokiu� funkciju�) pasikliovimo
lygmuo yra ne maºesnis uº Q.

Imdami paeiliui c1 = (1, 0, ..., 0)T , c2 = (0, 1, ..., 0)T , ..., ck = (0, 0, ..., 1)T

pagal (1.4.2) gauname parametru� µ1, ..., µm pasikliovimo intervalu� sistem¡ (µ′
i
, µ′i) :

µ′
i

= X̄i −
√
σiiχ2

α(k)/n, µ′i = X̄i +
√
σiiχ2

α(k)/n,

kuriai
P{µ′

i
< µi < µ′i, ∀ i = 1, ..., k} ≥ Q = 1− α, (1.4.3)
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Tikimyb
e, kad visi intervalai (1.4.3) uºdengs tikr¡sias parametru� µi reik²mes,
gali bu	ti kur kas didesn
e uº Q = 1−α, nes vietoje visu� vektoriu� c ∈ Rk imame
tik k vektoriu� c1, ..., ck. N

Jeigu sukonstruotume pasikliovimo intervalus kiekvienai koordinatei µi rem-
damiesi vienmate normaliojo skirstinio teorija:

µ
i

= X̄i − zα/2
√
σii/n, µi = X̄i + zα/2

√
σii/n, i = 1, ..., k, (1.4.4)

tai toks intervalu� rinkinys nebus ie²komasis, nes tikimyb
e, kad visi intervalai
(1.4.4) uºdengs tikr¡sias visu� parametru� reik²mes, gali bu	ti gerokai maºesn
e
uº Q = 1 − α. Pavyzdºiui, jeigu i�vertiniai X̄i, i = 1, ..., k, yra nepriklausomi,
tai intervalai (1.4.4) uºdengia visas parametru� reik²mes su tikimybe Qk. Taigi
intervalai (1.4.4) yra trumpesni negu reik
etu�. Tikimyb
e, kad visi intervalai
(1.4.3) uºdengs tikr¡sias parametru� reik²mes, gali bu	ti daug didesn
e uº Q =
1− α, t. y. intervalai (1.4.3) yra ilgesni negu reik
etu�.

Kitoki� negu (1.4.3) intervalu� rinkinio variant¡ galima gauti naudojant Bonfe-
ronio nelygyb¦. TeguAi yra i�vykis, kuris rei²kia, kad i-asis tipo (1.4.4) intervalas
uºdengia parametr¡ µi ir tegu P{Ai} = 1− αi. Tada

P{∩ki=1Ai} = 1−P{∪ki=1Āi} ≥

1−
k∑
i=1

P{Āi} = 1− (α1 + ...+ αk).

Jeigu parinksime αi = α/k, i = 1, ..., k, tai intervalu� rinkinys

µ′′
i

= X̄i − zα/(2k)

√
σii/n, µ′′i = X̄i + zα/(2k)

√
σii/n, i = 1, ..., k, (1.4.5)

uºdengs visus parametrus µ1, ..., µk su tikimybe, ne maºesne uº Q = 1− α.

1.4.1 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys). D
el iliustracijos laikinai tarkime, kad 1.2.1
pavyzdyje kovariacin
e matrica Σ yra ºinoma ir sutampa su gautu nepaslinktuoju i�ver£iu S/29.
Kai ²i prielaida teisinga, sudarysime vidurkiu� vektoriaus µ pasikliovimo sriti� ir vidurkiu� vek-
toriaus koordina£iu� pasikliovimo intervalu� rinkinius, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

Pasikliovimo sritis (1.4.1) turi toki� pavidal¡:

C(X̄) = {µ : 870(X̄− µ)TS−1(X̄− µ) ≤ χ2
0,05(3)}.

Apskai£iav¦

S−1 =

 10, 587 − 7, 155 − 4, 971
−7, 155 7, 945 2, 453
−4, 971 2, 453 6, 765


ir paºym
ej¦ Z = (Z1;Z2;Z3)T = µ− X̄ = (µ1 − 6, 28;µ2 − 6, 24;µ3 − 6.30)T , gausime tokio
pavidalo pasikliovimo elipsoid¡ C(X̄):

10, 587Z2
1 + 7, 945Z2

2 + 6, 765Z2
3 − 14, 310Z1Z2 − 9, 942Z1Z3 + 4, 906Z2Z3 ≤ 0, 009.

Antrame ir tre£iame 1.4.1 lentel
es stulpeliuose yra pateikti pasikliovimo intervalu� rinkiniai
(1.4.3) ir (1.4.5). Palyginti ketvirtame stulpelyje pateikiami pasikliovimo intervalai (1.4.4),
kiekvienai vidurkio koordinatei.
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1.4.1 lentel
e. Pasikliovimo intervalai
i (µ′

i
;µ′i) (µ′′

i
;µ′′i ) (µ

i
;µi)

1 (6,224; 6,336) (6,232; 6,328) (6,241; 6,319)
2 (6,181; 6,299) (6,189; 6,291) (6,198; 6,282)
3 (6,254; 6,346) (6,260; 6,340) (6,267; 6,333)

Matome, kad pasikliovimo intervalai sudaryti remiantis Bonferonio nelygybe, yra apytiks-
liai 1,16 karto trumpesni uº tuos, kurie sudaryti remiantis pasikliovimo sritimi (1.4.1).

1.4.3. Hipoteziu� d
el vidurkiu� vektoriaus reik²m
es
tikrinimas

Tarkime, reikia patikrinti hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva H̄ : µ 6= µ0;
£ia µ0 ºinomas vektorius. I�ra²ykime i� s¡ry²io (1.3.2) de²ini¡j¡ pus¦ hipotetin¦
reik²m¦ µ0. Gautoji statistika

U2 = n(X̄− µ0)TΣ−1(X̄− µ0) (1.4.6)

turi centrini� χ2 skirstini� su k laisv
es laipsniu�, jeigu tikrinama hipotez
e H yra
teisinga. Kai hipotez
e H neteisinga, statistikos U2 skirstinys yra necentrinis
χ2 skirstinys, turintis k laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo parametr¡ (3 priedas,
(10.0.8))

λ = n(µ− µ0)TΣ−1(µ− µ0).

Taigi hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai teisinga
nelygyb
e

U2 = n(X̄− µ0)TΣ−1(X̄− µ0) > χ2
α(k). (1.4.7)

Kriterijaus galia i²rei²kiama necentrinio χ2 skirstinio pasiskirstymo funkcija

β(µ) = P{n(X̄− µ0)TΣ−1(X̄− µ0) > χ2
α(k)|µ} =

= P{χ2
k;λ > χ2

α(k)}. (1.4.8)

1.4.2 pavyzdys. D
el iliustracijos kaip ir 1.4.1 pavyzdyje tarkime, kad 1.2.1 pavyzdyje
kovariacin
e matrica Σ yra ºinoma ir sutampa su gautu nepaslinktuoju i�ver£iu S/29. Kai
²i prielaida teisinga tikrinsime hipotez¦, kad vidurkiu� vektorius µ lygus �ksuotam vektoriui
µ0 = (6, 25; 6, 25; 6, 25)T .

Randame statistikos (1.4.6) reik²m¦

U2 = 870(X̄− µ0)TS−1(X̄− µ0) = 12, 3212.

Kadangi P reik²m
e pv = P{χ2
3 > 12, 3212} = 0, 0064, tai hipotez
e atmetama kriterijumi,

kurio reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0064.

�is skyrelis yra labiau iliustracinis, nes prakti²kai, retai susiduriame su situaci-
jomis, kai kovariacin
e matrica bu	na ºinoma.

Kai dispersija neºinoma, vienma£iu atveju naudojame s¡ry²i�
√
n(X̄−µ)/s ∼

S(n−1), t. y. neºinom¡ dispersij¡ pakei£iame jos i�vertiniu. Analogi²kai daroma
ir daugiama£iu atveju, pakei£iant s¡ry²yje (1.3.2) neºinom¡ kovariacin¦ matric¡
Σ jos nepaslinktuoju i�vertiniu. Norint sudaryti kriterijus ar pasikliovimo sritis,
reikia i²tirti gauto a. d. skirstinio savybes.
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1.5. Vi²arto skirstinio apibr
eºimas

Vi²arto skirstini� apibr
e²ime ²iek tiek bendresniu atveju. TeguX1,X2, ...,Xn yra
nepriklausomi normalieji vektoriaiXi ∼ Nk(µi,Σ) su vienodomis kovariacin
emis
matricomis Σ ir galbu	t skirtingais vidurkiu� vektoriais µ1, ...,µn.

Vektoriaus Xi koordinates paºym
ej¦, X1i, X2i, ..., Xki sura²ykime jas i� mat-
ric¡

X1 X2 ... Xn

Y T
1 Y

T
1 X11 X12 · · · X1n

Y T
2 X21 X22 · · · X2n = X T
...

...
...

...
...
...

...
Y T
k Xk1 Xk2 · · · Xkn

Y T LTX1 LTX2 · · · LTXn = LTX T

kuri papildyta eilute Y T = (LTX1, ...,L
TXn). Vektoriaus Y koordinat
es yra

tiesin
es vektoriu� X1, ...,Xn funkcijos; £ia L = (L1, ..., Lk)T ∈ Rk yra �ksuo-
tas vektorius. Kadangi X1, ...,Xn nepriklausomi, tai nepriklausomos ir vekto-
riaus Y koordinat
es, jos turi normaliuosius skirstinius su parametrais (2 priedas,
(9.3.6))

LTXi ∼ N(LTµi, σ
2
L), σ2

L = V (LTXi) = LTΣL, i = 1, ..., n. (1.5.1)

Vektoriu� Y galima uºra²yti ir taip

Y = L1Y 1 + ...+ LkY k = XL. (1.5.2)

1.5.1 apibr
eºimas. Matricos

S =

n∑
i=1

XiX
T
i = X TX = [Sij ]k×k = [Y T

i Y j ]k×k (1.5.3)

elementu� bendras daugiamatis skirstinys vadinamas Vi²arto skirstiniu su n lais-
v
es laipsniu�. �ym
esime S ∼ Wk(n,Σ;M). Kadangi matrica S simetrin
e, t. y.
Sij = Sji, tai skirstinio dimensija yra k(k + 1)/2. Skirstinys priklauso nuo
kovariacin
es matricos Σ ir matricosM = [µji]n×k, kurios eilut
ese sura²yti a. v.
Xj vidurkiai µj = (µ1j , ..., µkj)

T . Jeigu M = 0, tai skirstinys vadinamas
centriniu Vi²arto skirstiniu su n laisv
es laipsniu�. Sutrumpintai ºym
esime S ∼
Wk(n,Σ).

Jeigu k = 1, tai matrica S susideda i² vieno elemento

S11 = Y T
1 Y 1 =

n∑
j=1

X2
1j , (1.5.4)

kuris yra kvadratu� suma nepriklausomu� normaliu�ju� a. d. su vienodomis dis-
persijomis σ11. Tada S11/σ11 ∼ χ2(k;λ) turi necentrini� χ2 skirstini� su k
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laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo parametru λ = µ2
11 + ...+µ2

1n. Jeigu vidurkiai
E(X1j) = µ1j = 0, j = 1, ..., n, tai necentri²kumo parametras λ = 0 ir S11/σ11

skirstinys yra χ2(k), t. y. centrinis χ2 skirstinys su k laisv
es laipsniu�. Taigi
Vi²arto skirstinys yra χ2 skirstinio apibendrinimas i� daugiamati� atveji�.

Vienma£iu atveju greta kvadratu� sumos (1.5.4) buvo nagrin
ejamos ir kvadra-
tin
es formos Y T

1AY 1, kurios turi χ2 skirstini�, kai matrica A yra idempotentin
e
(ºr. 3 pried¡, 8 savyb
e). Daugiama£iu atveju kvadratu� sumos Y T

1 Y 1 analogas
yra X TX , o kvadratin
es formos analogas � matrica X TAX , kuri tam tikromis
s¡lygomis taip pat turi Vi²arto skirstini�.

1.5.1 teorema. Tegu Xi ∼ Nk(µi,Σ), i = 1, ..., n, yra nepriklausomi a. v., o
X ,Y i,Y apibr
eºti ²iame skyrelyje. Bu	tina ir pakankama s¡lyga, kad X TAX
tur
etu� Vi²arto skirstini� su r laisv
es laipsniu�, yra ta, kad a. d. Y TAY /σ2

L

tur
etu� χ2 skirstini� su r laisv
es laipsniu� su bet kuriuo �ksuotu L ∈ Rk; £ia
r = Rang(A) = Tr(A). Be to, X TAX skirstinys centrinis tada ir tik tada, kai
Y TAY /σ2

L yra centrinis χ2 skirstinys.

I�rodymas. Bu	tinumas. Tegu S ∼ Wk(r,Σ,M), o L ∈ Rk � �ksuotas
vektorius. Pagal Vi²arto skirstinio apibr
eºim¡ S =

∑r
i=1ZiZ

T
i ; £ia Z1, ...,Zr

yra n. a. v. ir Zi ∼ Nk(µi,Σ), i = 1, ..., r.
Padaugin¦ i² LT ir L gauname

LTSL =

r∑
i=1

(LTZi)(Z
T
i L) =

r∑
i=1

(LTZi)
2

sum¡ kvadratu� normaliu�ju� a. d. LTZi ∼ N(LTµi, σ
2
L), su vienodomis dispersi-

jomis σ2
L = LTΣL. Taigi

LTSL/σ2
L ∼ χ2(r;λ), λ =

r∑
i=1

(LTµi)
2/σ2

L.

Jeigu Vi²arto skirstinys centrinis, tai µi = 0, i = 1, ..., r, ir necentri²kumo
parametras λ = 0. Tada LTSL/σ2

L ∼ χ2(r) ir χ2 skirstinys yra centrinis.

Pakankamumas. Tegu Y TAY ∼ σ2
Lχ

2
r;λ. Tada i² kvadratiniu� formu� savybiu�

(ºr. 3 pried¡, 9 savyb
e) plaukia, kadA yra rango r idempotentin
e matrica. Taigi
egzistuoja r ortonormuotu� vektoriu� B1, ...,Br, BT

i Bi = 1,BT
i Bj = 0, i 6= j,

kad galioja spektrinis skaidinys (1 priedas, (8.2.14))

A = B1B
T
1 + ...+BrB

T
r . (1.5.5)

Tada

X TAX = X TB1B
T
1 X + ...+ X TBrB

T
r X = U1U

T
1 + ...+U rU

T
r ;

£iaU i = X TBi, i = 1, ..., r. VektoriaiBi ortonormuoti, tod
el vektoriaiU1, ...,U r

nepriklausomi normalieji su kovariacine matrica Σ (ºr. 1.3.1 teoremos i�rodym¡).
Pagal Vi²arto skirstinio apibr
eºim¡ X TAX ∼Wk(r,Σ,M).
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Kadangi Y ∼ Nr(ML, σ2
LI), tai necentri²kumo parametras

λ = E(Y T )AE(Y )/σ2
L = LTMTAML/(LTΣL).

Jeigu necentri²kumo parametras λ = 0 bet kuriam vektoriui L ∈ Rk, tai
MTAM = 0. Ta£iau i² (1.5.5) turime

MTAM =

r∑
i=1

(MTBi)(M
TBi) = 0⇒MTBi = 0, i = 1, ..., r.

Taigi E(U i) = MTBi = 0 ir X TAX ∼Wk(r,Σ) yra centrinis Vi²arto skirstinys.
N

Naudojantis pateiktu Vi²arto ir χ2 skirstinio s¡ry²iu galima gauti daug
svarbiu� Vi²arto skirstinio savybiu� remiantis χ2 skirstinio savyb
emis. Analogi²kas
principas buvo naudojamas tiriant daugiama£io normaliojo skirstinio savybes.

1.6. Vi²arto skirstinio savyb
es

1 savyb
e. Matricos X TA1X ∼Wk(r,Σ) ir X TA2X ∼Wk(r,Σ) yra nepriklau-
somos tada ir tik tada, kai Y TA1Y /σ

2
L ir Y TA2Y /σ

2
L turi nepriklausomus χ2

skirstinius su bet kuriuo �ksuotu L ∈ Rk. Vektorius X TB ir matrica X TAX
yra nepriklausomi ir turi k-mati� normalu�ji� ir Vi²arto skirstinius, jeigu Y TB ir
Y TAY /σ2

L yra nepriklausomi ir turi vienmati� normalu�ji� ir χ2 skirstinius.

I�rodymas. Analogi²kas 1.5.1 teoremai. N

2 savyb
e. Tegu X1, ...,Xn nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ pagal Nk(µ,Σ)
atsitiktiniai vektoriai. Apibr
eºkime

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, S =

n∑
i=1

XiX
T
i − nX̄X̄

T
.

Tada X̄ ir S yra nepriklausomi. Be to

X̄ ∼ N(µ,
1

n
Σ), S ∼Wk(n− 1,Σ). (1.6.1)

I�rodymas. Fiksuotam vektoriui L ∈ Rk nagrin
ekime nepriklausomus vie-
nodai pasiskirs£iusius a. d. LTX1, ...,L

TXn, L
TXi ∼ N(LTµ, σ2

L), σ2
L =

LTΣL. I² vienmat
es teorijos gauname, kad aritmetinis vidurkis

1

n

n∑
i=1

LTXi = LT X̄ ∼ N(LTµ,
1

n
LTΣL) (1.6.2)

nepriklauso nuo nuokrypiu� kvadratu� sumos
n∑
i=1

(LTXi)
2 − n(LT X̄)2 = LT (

n∑
i=1

XiX
T
i − nX̄X̄

T
)L = LTSL ∼ σ2

Lχ
2
n−1.

(1.6.3)
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I² daugiama£io normaliojo skirstinio apibr
eºimo (3 priedas, 3P.1 apibr
eºimas)
i²plaukia, kad X̄ ∼ Nk(µ,Σ/n), o pagal 1.5.1 teorem¡ S ∼Wk(n−1,Σ). Pagal
1 savyb¦ X̄ ir S yra nepriklausomi. N

Reikia paºym
eti, kad ²ie faktai buvo i�rodyti 1.3.1 teoremoje.

3 savyb
e. Tegu S1 ∼Wk(n1,Σ) ir S2 ∼Wk(n2,Σ) yra nepriklausomi. Tada

S1 + S2 ∼Wk(n1 + n2,Σ). (1.6.4)

I�rodymas. Pagal Vi²arto skirstinio apibr
eºim¡ galima uºra²yti

S1 =

n1∑
i=1

XiX
T
i , S2 =

n1+n2∑
i=n1+1

XiX
T
i ;

£ia X1,X2, ...,Xn1+n2 nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ normalieji Nk(0,Σ)
atsitiktiniai vektoriai. Tada

S1 + S2 =

n1+n2∑
i=1

XiX
T
i ∼Wk(n1 + n2,Σ). N

4 savyb
e. Tegu S ∼ Wk(n,Σ) ir B = [bij ]r×k matrica. Tada BSBT ∼
Wr(n,BΣBT ).

I�rodymas. Pagal Vi²arto skirstinio apibr
eºim¡

S =

n∑
i=1

XiX
T
i ;

£ia X1, ...,Xn nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ normalieji Nk(0,Σ) atsitik-
tiniai vektoriai. Tada

BSBT = B(

n∑
i=1

XiX
T
i )BT =

n∑
i=1

(BXi)(BXi)
T

Kadangi BXi ∼ Nr(0,BΣBT), i = 1, ..., n, tai remiantis Vi²arto skirstinio
apibr
eºimu

BSBT ∼Wr(n,BΣBT ). N

5 savyb
e. Tegu egzistuoja matrica Σ−1 = [σij ]k×k atvirk²tin
e matricai Σ =
[σij ]k×k ir matrica S−1 = [Sij ]k×k atvirk²tin
e matricai S = [Sij ]k×k. Jeigu
S ∼Wk(n,Σ), tai

a) santykis
σkk

Skk
∼ χ2(n− k + 1); (1.6.5)

ir nepriklauso nuo a. d. Sij , i, j = 1, ..., k − 1;
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b) su bet kuriuo �ksuotu L ∈ Rk santykis

LTΣ−1L

LTS−1L
∼ χ2(n− k + 1). (1.6.6)

I�rodymas. Tegu S =
∑n
i=1 XiX

T
i ; £ia X1, ...,Xn nepriklausomi vienodai

pasiskirst¦ normalieji Nk(0,Σ) atsitiktiniai vektoriai. Fiksuokime a. v. Xi ko-
ordinates X1i, X2i, ..., Xk−1,i. Tada s¡lyginis a. d. Xki skirstinys, kai kitos ko-
ordinat
es �ksuotos, yra (ºr. 3 pried¡, 11 savyb
e) normalusis

N(β1X1i + ...+ βk−1Xk−1,i, 1/σ
kk), i = 1, ..., n.

Maºiausiu�ju� kvadratu� metodu i�vertin¦ neºinomus parametrus β1, ..., βk−1, gau-
name liekam¡j¡ kvadratu� sum¡

SSE =
∑
i

(Xki − β̂1X1i − ...− β̂k−1Xk−1,i)
2,

kuri pasiskirs£iusi kaip a. d. χ2
k−r/σ

kk; £ia r yra matricos A = [Xij ](k−1)×n
rangas. Kvadratu� sumos SSE skirstinys yra s¡lyginis, kai �ksuotos Xij , i =
1, ..., k − 1, j = 1, ..., n reik²m
es. Ta£iau kadangi ²is skirstinys nepriklauso
nuo �ksuotu�ju� reik²miu�, tai ji� galima interpretuoti kaip bes¡lygini�, t. y. SSE
nepriklauso nuo Sij , i, j = 1, ..., k − 1.

Jeigu n > k− 1, tai matricos [Xij ](k−1)×n rangas su tikimybe 1 lygus k− 1.
I² maºiausiu�ju� kvadratu� teorijos turime, kad SSE = 1/Skk. Taigi tvirtinimas
a) i�rodytas.

Kad i�rodytume tvirtinim¡ b), nagrin
ekime transformacij¡ BSBT ; £ia B
ortogonali matrica BBT = I. Parinkime matricos B paskutin¦ eilut¦, proporc-
ing¡ vektoriui LT . Pagal 4 savyb¦ BSBT ∼Wk(n,BΣBT ). Be to

(BSBT )−1 = BS−1BT , (BΣBT )−1 = BΣ−1BT .

MatricosBS−1BT paskutinis diagonalinis elementas proporcingasLTS−1L,
o matricos BΣ−1BT � proporcingas LTΣ−1L su tuo pa£iu proporcingumo ko-
e�cientu. Pritaik¦ tvirtinim¡ a) gauname, kad

LTΣ−1L

LTS−1L
∼ χ2(n− k + 1). N

6 savyb
e. Tegu S ∼Wk(n,Σ). Suskaidykime matric¡ S i� blokus

S =

(
S11 S12

S21 S22

)
,

£ia S11,S12,S22 yra eil
es r × r, r × s, s × s, matricos, r + s = k, S21 = ST12.
Tada

S22 − S21S
−1
11 S12 ∼Ws(n− r,Σ22 −Σ21Σ

−1
11 Σ12); (1.6.7)

£ia Σij atitinkami matricos Σ blokai.
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I�rodymas. Matric¡ S galima uºra²yti taip:

S =

n∑
i=1

XiX
T
i , Xi ∼ Nk(0,Σ).

Tegu XT
i = (XT

1i

...XT
2i) yra vektoriaus Xi atitinkamas suskaidymas i� di-

mensijos r ir s vektorius X1i ir X2i. Nagrin
ekime r + 1-ma£ius vektorius

(XT
1i

...LTX2i), i = 1, ..., n, kai L ∈ Rs yra �ksuotas vektorius. �iu� vektoriu�
Vi²arto matrica yra

SL =

(
S11 S12L

LTS21 LTS22L

)
.

Remdamiesi 5 savyb
es a) rezultatu gauname

|SL|
|S11|

∼ cχ2
n−r.

Kair
eje pus
eje esantis rei²kinys yra

LTS22L−LTS21S
−1
11 S12L = LT (S22 − S21S

−1
11 S12)L.

Analogi²kai gauname, kad proporcingumo koe�cientas

c = LT (Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12)L.

Remdamiesi 1.5.1 teorema gauname (1.6.7). N

7 savyb
e. Tegu S ∼ Wk(n,Σ), n > k ir |Σ| > 0. Tada determinantu� santykis
|S|/|Σ| pasiskirst¦s kaip nepriklausomu� χ2 atsitiktiniu� dydºiu� su n− k+ 1, n−
k + 2, ..., n− 1, n laisv
es laipsniu� sandauga.

I�rodymas. Paºym
ekime |S|r determinant¡ |[Sij ]r×r|, kai i, j = 1, ..., r.
Tada yra teisingas d
estinys

|S|
|Σ|

=

(
|S|k|Σ|k−1

|S|k−1|Σ|k

)(
|S|k−1|Σ|k−2

|S|k−2|Σ|k−1

)
· · ·
(
|S|1
|Σ|1

)
. (1.6.8)

Daugikliai remiantis 5 savyb
es teiginiu a) yra nepriklausomi a. d., turintys
χ2 skirstinius su nurodytais laisv
es laipsniu� skai£iais. N

1.6.1 apibr
eºimas. Tegu S ∼Wk(n,Σ) ir Y ∼ N(µ,Σ/c) yra nepriklausomi.
Hotelingo T 2 statistika apibr
eºiama taip:

T 2 = cnY TS−1Y . (1.6.9)

8 savyb
e. Santykis

n− k + 1

k

T 2

n
∼ F (k, n− k + 1; δ) (1.6.10)
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turi necentrini� Fi²erio skirstini� su k ir n−k+1 laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo
parametru δ = cµTΣ−1µ. Jeigu µ = 0, tai δ = 0 ir

n− k + 1

k

T 2

n
∼ F (k, n− k + 1). (1.6.11)

I�rodymas. Uºra²ykime T 2 dvieju� daugikliu� sandauga

T 2 =
Y TS−1Y

Y TΣ−1Y
(cnY TΣ−1Y ).

Remiantis 5 savyb
es b) tvirtinimu su bet kuriuo �ksuotu Y santykis

Y TΣ−1Y

Y TS−1Y
∼ χ2(n− k + 1) (1.6.12)

turi χ2 skirstini� su n− k+ 1 laisv
es laipsniu. Kadangi ²is skirstinys nepriklauso
nuo �ksuotosios Y reik²m
es, tai (1.6.12) santykis nepriklauso nuo Y . Remiantis
daugiama£io normaliojo skirstinio savyb
emis (ºr. 3 priedas, 8 savyb
e) i² s¡ly-
gos, kad Y ∼ Nk(µ,Σ/c) i²plaukia, kad cY TΣ−1Y ∼ χ2(k; δ), δ = cµTΣ−1µ.
Padalij¦ T 2 i² n, o skaitikli� ir vardikli� i² atitinkamu� laisv
es laipsniu� skai£iu�,
gausime a. d., turinti� necentrini� Fi²erio skirstini� (1.6.10). Jeigu vidurkiu� vekto-
rius µ = 0, tai δ = 0 ir skirstinys tampa centriniu (1.6.11). N

9 savyb
e. Jeigu S ∼ Wk(n,Σ), |Σ| > 0 ir n > k, tai Vi²arto skirstinio tankio
funkcija yra

f(S|k, n,Σ) =
1

K
|S|

n−k−1
2 e−

1
2Tr(SΣ−1); (1.6.13)

£ia normuojanti konstanta

K = K(k, n,Σ) = 2nk/2πk(k−1)/4|Σ|n/2
k∏
i=1

Γ((n+ 1− i)/2).

Tankis sukoncentruotas k(k+1)/2-mat
es erdv
es dalyje, kurioje matrica S teigia-
mai apibr
eºta.

I�rodymas. Taikysime indukcij¡ pagal parametr¡ k.
Jeigu k = 1, tai S = S11, yra suma kvadratu� nepriklausomu� normaliu�ju� a. d.

su vienodomis dispersijomis σ11 (ºr. (1.5.4)). Taigi

S11

σ11
∼ χ2(n)

ir a. d. S11 tankio funkcija

f(S11|1, n, σ11) =
1

K
S
n−2
2

11 e−
1
2
S11
σ11 , (1.6.14)

K = K(1, n, σ11) = 2n/2σ
n/2
11 Γ(n/2), S11 > 0,
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sutampa su (1.6.13).
Tegu k = 2 ir pradºioje nagrin
ekime atveji�, kai kovariacin
e matrica Σ = I

yra vienetin
e. Turime paprast¡j¡ imti� Z1,Z2, ...,Zn, kurios elementai Zi =
(Z1i, Z2i)

T ∼ N2(0, I), i = 1, ..., n. Atitinkanti Vi²arto matrica

S =

(
S11 S12

S21 S22

)
=

(
Y T

1 Y 1 Y T
1 Y 2

Y T
2 Y 1 Y T

2 Y 2

)
,

£ia Y 1 = (Z11, ..., Z1n)T , Y 2 = (Z21, ..., Z2n)T .
Fiksuokime vektoriu� Y 1 = (Z11, ..., Z1n)T . Tada a. d. S12 = S21 = Y T

1 Y 2

skirstinys yra normalusis N(0, S11), jo tankis

g1(S12|Y 1) = (2π)−1/2S
−1/2
11 exp{−1

2

S2
12

S11
}. (1.6.15)

Prognozuojant vektoriaus Zi antr¡j¡ koordinat¦ Z2i pagal pirm¡j¡ koordi-
nat¦ Z1i, liekamoji kvadratu� suma

SSE = min
β

n∑
i=1

(Z2i − βZ1i)
2 = S22 −

S2
12

S11
∼ χ2(n− 1)

turi χ2 skirstini� ir nepriklauso nuo S12.
Tod
el a. v. (S12, SSE)T s¡lyginis tankis gaunamas sudauginant tanki� (1.6.15)

ir χ2 su n− 1 laisv
es laipsniu tanki�. Gauname

g(S12, SSE |Y 1) =
1

2n/2
√
πΓ((n− 1)/2)

SS
(n−3)/2
E

S
1/2
11

exp{−S22

2
}.

Per
ej¦ prie a. v. (S12, S22)T , gauname jo s¡lygini� tanki� (pakeitimo jakobianas
lygus 1):

h(S12, S22|Y 1) =
1

2n/2
√
πΓ(n− 1)/2

(S11S22 − S2
12)(n−3)/2

S
(n−2)/2
11

exp{−S22

2
}.

Sudaugin¦ ²i� tanki� su tankiu a. d. S11 (formul
eje (1.6.14) reikia imti σ11 = 1),
gauname bes¡lygini� trima£io a. v. (S11, S12, S22)T tanki�

f(S11, S12, S22|2, n, I) =
1

2n
√
πΓ((n− 1)/2)Γ(n/2)

|S|(n−3)/2 exp{−S11 + S22

2
},

(1.6.16)
kuris sutampa su (1.6.13) tankiu, kai k = 2 ir Σ = I.

Pereiname prie bendro atvejo. Tegu S =
∑n
i=1 XiX

T
i , kai X1, ...,Xn yra ne-

priklausomi normalieji a. v. Xi ∼ N2(0,Σ), o S∗ =
∑n
i=1ZiZ

T
i , kai Z1, ...,Zn

yra nepriklausomi normalieji a. v. Zi ∼ N2(0, I). Parinkime trikamp¦ mat-
ric¡ C = [cij ]2×2, c21 = 0, kad CΣCT = I (1 priedas (8.2.11)). Matri-
cos CSCT =

∑
i(CXi)(CXi)

T elementu� skirstinys sutampa su matricos S∗
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elementu� skirstiniu, nes CXi ∼ N2(0, I). Taigi matricos S elementu� skirstinys
gaunamas atliekant transformacij¡ S∗ = CSCT .

Kadangi
1 = |CΣCT | = |C||Σ||CT | = |Σ||CCT |,

tai
|CCT | = 1

|Σ|
, |C| = 1√

|Σ|
.

Turime

Σ = C−1(CT )−1 = (CTC)−1, T r(CSCT ) = Tr(SCTC) = Tr(SΣ−1).
(1.6.17)

Be to

|S∗| = |CSCT | = |C||S||CT | = |S||CCT | = |S|
|Σ|

. (1.6.18)

Lieka rasti pakeitimo jakobian¡. Atlikta tokia transformacija

S∗11 = c211S11 + 2c11c12S12 + c212S22,

S∗12 = c11c22S12 + c12c22S22,

S∗22 = c222S22.

Pakeitimo jakobianas∣∣∣∣D(S∗11, S
∗
12, S

∗
22)

D(S11, S12, S22)

∣∣∣∣ =

 c211 2c11c12 c212

0 c11c22 c12c22

0 0 c222

 = c311c
3
22 = |Σ|3/2.

I�ra²¦ i� (1.6.16) i²rai²k¡ (1.6.17), (1.6.18) ir padaugin¦ i² jakobiano, gauname
tanki� (1.6.13) atveju k = 2.

Tarkime, kad tankio i²rai²ka (1.6.13) yra teisinga su k − 1. I�rodysime, kad
ji teisinga ir su k. I�rodymas analogi²kas kaip ir atveju k = 2.

Pradºioje nagrin
ejame atveji�, kai kovariacin
e matrica Σ = I yra vienetin
e.
Suskaidykime matric¡ S i� blokus

S =

(
S̃ S(1)

ST(1) Skk

)
,

£ia S̃ = [Sij ](k−1)×(k−1) matrica, kurios elementu� skirstinio tankis pagal induk-
cijos prielaid¡ yra (1.6.13) pavidalo, kai vietoje k i�ra²yta k − 1, o vietoje Σ �
vienetin
e matrica I; S(1) yra (k−1)-matis vektorius S(1) = (Y T

1 Y k,Y
T
2 Y k, ...,

Y T
k−1Y k)T = (S1k, S2k, ..., Sk−1,k)T . Naudojame tuos pa£ius ºymenis kaip ir

1.1 skyrelyje pakeit¦ vektoriaus Xi koordinates X1i, ..., Xki vektoriaus Zi koor-
dinat
emis Z1i, ..., Zki.

Fiksuokime vektorius Y 1, ...,Y k−1. Tada vektoriaus S(1) skirstinys yra (k−
1)-matis normalusis Nk−1(0, S̃), kurio tankis

(2π)−(k−1)/2|S̃|−1/2 exp{−1

2
ST(1)S̃

−1
S(1)}. (1.6.19)
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Prognozuojant vektoriaus Zi paskutini¡j¡ koordinat¦ Zki pagal pirm¡sias
Z1i, ..., Zk−1,i koordinates, liekamoji kvadratu� suma

SSE = min
β

n∑
i=1

(Zki − β1Z1i − ...− βk−1Zk−1,i)
2 =

= Skk − ST(1)S̃
−1
S(1) ∼ χ2(n− k + 1)

turi χ2 skirstini� ir nepriklauso nuo a. v. S(1).
Tod
el a. v. (S1k, S2k, ..., Sk−1,k, SSE)T s¡lyginis tankis gaunamas sudaugi-

nant tanki� (1.6.19) ir χ2 su n−k+1 laisv
es laipsniu� tankiu, kuriame argumentas
yra SSE . Per
ej¦ prie a. v. (S1k, S2k, ..., Sk−1,k, Skk)T , gauname jo s¡lygini� tanki�
(pakeitimo jakobianas lygus 1):

(Skk − ST(1)S̃
−1
S(1))

(n−k−1)/2

2(n−k+1)/2Γ((n− k + 1)/2)(2π)(k−1)/2|S̃|1/2
exp{−1

2
Skk}. (1.6.20)

Galutinai matricos S elementu� tanki� gauname sudaugin¦ bes¡lygini� matricos
S̃ elementu� tanki� (1.6.13), kuriame vietoje Σ i�ra²yta vienetin
e matrica I, o
vietoje k i�ra²yta k − 1, ir tanki� (1.6.20).

Normuojanti konstanta

K(k − 1, n, I)2(n−k+1)/2Γ((n− k + 1)/2)(2π)(k−1)/2 = K(k, n, I);

po eksponent
es ºenklu

−1

2
Tr(S̃)− 1

2
Skk = −1

2
Tr(S);

lik¦s daugiklis

|S̃|(n−k−1)/2(Skk − ST(1)S̃
−1
S(1))

(n−k−1)/2 = |S|(n−k−1)/2,

nes
|S| = |S̃|(Skk − ST(1)S̃

−1
S(1)).

Gauname, kad matricos S elementu� tankio pavidalas, kai kovariacin
e matrica
Σ = I, yra

f(S|k, n,Σ) =
1

K(k, n, I)
|S|

n−k−1
2 e−

1
2Tr(S). (1.6.21)

Pereiname prie bendro atvejo. Tegu S =
∑n
i=1 XiX

T
i , kai X1, ...,Xn yra ne-

priklausomi normalieji a. v. Xi ∼ Nk(0,Σ), o S∗ =
∑n
i=1ZiZ

T
i , kai Z1, ...,Zn

yra nepriklausomi normalieji a. v. Zi ∼ Nk(0, I). Parinkime trikamp¦ matric¡
C = [cij ]k×k, cij = 0, i > j, kad CΣCT = I (1 priedas, (8.2.11)). Matri-
cos CSCT =

∑
i(CXi)(CXi)

T elementu� skirstinys sutampa su matricos S∗

elementu� skirstiniu, nes CXi ∼ Nk(0, I). Taigi matricos S elementu� skirstinys
gaunamas atliekant transformacij¡ S∗ = CSCT .
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Kadangi
1 = |CΣCT | = |C||Σ||CT | = |Σ||CCT |,

tai

|CCT | = 1

|Σ|
, |C| = 1√

|Σ|
.

Turime

Σ = C−1(CT )−1 = (CTC)−1, T r(CSCT ) = Tr(SCTC) = Tr(SΣ−1).
(1.6.22)

Be to,

|S∗| = |CSCT | = |C||S||CT | = |S||CCT | = |S|
|Σ|

. (1.6.23)

Lieka rasti pakeitimo jakobian¡. Atlikta tokia transformacija

S∗ij =
∑
k,l

cikSklcjl, i > j.

Dalin
es i²vestin
es yra

∂S∗ij
∂Skk

= cikcjk,
∂S∗ij
∂Skl

= cikcji + cilcjk, l 6= k. (1.6.24)

Sura²ykime skirtingus matricos S elementus i� vien¡ bendr¡ vektoriu�: (S11,
S12, ..., S1k, S22, S23, ..., S2k, ..., Skk)T . Analogi²ka tvarka sura²ykime matricos
S∗ elementus. Kadangi matrica C trikamp
e, tai jakobiane visi elementai ºemiau
pagrindin
es diagonal
es lygu	s 0. Tod
el determinantui apskai£iuoti pakanka sudau-
ginti diagonalinius elementus. Remiantis (1.6.24) gauname, kad jakobiano dia-
gonaliniai elementai yra tokie: c211, c11c22, ..., c11ckk, c

2
22, c22c33, ..., c22ckk, ..., c

2
kk.

Sudaugin¦ ²iuos diagonalinius elementus gauname pakeitimo jakobian¡

J = ck+1
11 ck+1

22 · · · c
k+1
kk = (c11c22 · · · ckk)k+1 = |C|k+1 =

1

|Σ|(k+1)/2
. (1.6.25)

I�ra²¦ i� (1.6.21) i²rai²kas (1.6.22), (1.6.23) ir padaugin¦ i² jakobiano (1.6.25),
gauname tanki� (1.6.13). N

1.7. Pratimai

1.1. Tegu X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ). I�rodykite, kad X̄ ir S yra
pilnoji ir pakankamoji parametro (µ,Σ) statistika.

1.2. Tegu X1, ...,Xn yra nepriklausomi a. v. Xj ∼ Nk(µcj ,Σ); £ia c1, ..., cn � ºi-
nomos konstantos. I�rodykite, kad X̄ = (1/

∑
j c

2
j )
∑
i ciXi ∼ Nk(µ, (1/

∑
j c

2
j )Σ), o mat-

rica
∑
j(Xj − X̄cj)(Xj − X̄cj)

T yra pasiskirs£iusi taip pat kaip matrica
∑n−1
j=1 ZjZ

T
j ; £ia

Z1, ...,Zn−1 yra vienodai pasiskirst¦ n. a. v. Zj ∼ Nk(0,Σ).
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1.3. Tegu S ∼ Wk(n,Σ), |Σ| 6= 0. Paºym
ekime Θ = [θij ]k×k simetrin¦ kvadratin¦ mat-
ric¡. I�rodykite, kad a. v. (S11, ..., Skk, 2S12, ..., 2S1k, ..., 2Sk−1,k)T charakteristin
e funkcija
yra

ψ(Θ) = E(exp{iT r(SΘ)}) =
|Σ−1|n/2

|Σ−1 − 2iΘ|n/2
.

1.4. Tegu X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ). Apibr
eºkime Hotelingo
statistik¡ T 2 = n(n− 1)(X̄− µ)TS−1(X̄− µ). a) I�rodykite, kad

T 2 = nmax
L

[LT (X̄− µ)]2

LTSL
.

b) Remdamiesi a) rezultatu i�rodykite, kad

P{n[LT (X̄− µ)]2 < LTSL∆, ∀L ∈ Rk} = 1− α;

£ia ∆ = k(n−1)Fα(k, n−k)/(n−k). c) Remdamiesi b) rezultatu i�rodykite, kad su bet kokia
tiesine µ funkcija LTµ,L ∈ Rk

P{LT X̄−
√
LTSL∆/n < LTµ < LT X̄−

√
LTSL∆/n} ≥ 1− α.

1.5. Tegu S = [Sij ]k×k ∼ Wk(n,Σ). I�rodykite, kad matrica Sr = [Sij ]r×r, r < k, turi
Vi²arto skirstini� Sr ∼Wr(n,Σr); £ia Σr = [σij ]r×r.

1.6. Tarkime X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ), |Σ| > 0, n > k.
I�rodykite, kad matrica S =

∑n
i=1(Xi − X̄)(Xi − X̄)T yra teigiamai apibr
eºta su tikimybe 1.

1.7. Raskite parametru� µ = E(X) ir Σ = V (X) nepaslinktuosius i�vertinius pagal
pateikiamas vektoriaus X = (X1, X2)T nepriklausomas realizacijas

X1i 34 12 33 44 89 59 50 88
X2i 55 29 75 89 62 69 41 67

1.8. Raskite parametru� µ = E(X) ir Σ = V (X) nepaslinktuosius i�vertinius pagal
pateikiamas vektoriaus X = (X1, X2, X3, X4)T nepriklausomas realizacijas; £ia X1 ir X2

yra pirmojo su	naus galvos ilgis ir plotis, o X3 ir X4 � antrojo su	naus galvos ilgis ir plotis (ºr.
[2]).

X1i X2i X3i X4i X1i X2i X3i X4i

191 155 179 145 190 159 195 157
195 149 201 152 188 151 187 158
181 148 185 149 163 137 161 130
183 153 188 149 195 155 183 158
176 144 171 142 186 153 173 148
208 157 192 152 181 145 182 146
189 150 190 149 175 140 165 137
197 159 189 152 192 154 185 152
188 152 197 159 174 143 178 147
192 150 187 151 176 139 176 143
179 158 186 148 197 167 200 158
183 147 174 147 190 163 187 150
174 150 185 152

1.9. a) Pamatavus 47 ka£iu� svori� X1i (kilogramais) ir ju� ²irdies svori� X2i (gramais), gauti
tokie rezultatai [2]:∑

i

X1i = 110, 9;
∑
i

X2i = 432, 5;
∑
i

X2
1i = 265, 13;

∑
i

X2
2i = 4064, 71;

∑
i

X1iX2i = 1029, 62.
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b) Atlikus analogi²kus 97 katinu� matavimus gauti tokie rezultatai:∑
i

X1i = 281, 3;
∑
i

X2i = 1098, 3;
∑
i

X2
1i = 836, 75;

∑
i

X2
2i = 13056, 17;

∑
i

X1iX2i = 3275, 55.

Raskite vidurkiu� vektoriaus ir kovariaciju� matricos DT i�ver£ius atskirai atveju a) ir atveju b).

1.10. Lentel
eje yra pateikta n = 30 lentu� standumo matavimu�, t. y. keturma£io a. v. X =
(X1, X2, X3, X4)T realizaciju�; £ia X1 � standumas veikiant smu	gine banga, X2 � standumas
veikiant vibracijai, X3 irX4 � stacionarios bu	senos [9]. Tardami, kad buvo steb
etas normalusis
vektoriusX ∼ N4(µ,Σ), raskite a) parametru� µ ir Σ DT i�ver£ius; b) a. v. Y = (X1−X4, X2−
X4, X3 −X4)T skirstinio parametru� DT i�ver£ius.

X1i X2i X3i X4i X1i X2i X3i X4i

1889 1651 1561 1778 1954 2149 1180 1281
2403 2048 2087 2197 1325 1170 1002 1176
2119 1700 1815 2222 1419 1371 1252 1308
1645 1627 1110 1533 1828 1634 1602 1755
1976 1916 1614 1883 1725 1594 1313 1646
1712 1712 1439 1546 2276 2189 1547 2111
1943 1685 1271 1671 1899 1614 1422 1477
2104 1820 1717 1874 1633 1513 1290 1516
2983 2794 2412 2581 2061 1867 1646 2037
1745 1600 1384 1508 1856 1493 1356 1533
1710 1591 1518 1667 1727 1412 1238 1469
2046 1907 1627 1898 2168 1896 1701 1834
1840 1841 1595 1741 1655 1675 1414 1597
1867 1685 1493 1678 2326 2301 2065 2234
1859 1649 1389 1714 1490 1382 1214 1284

1.11. (1.10 pratimo t¦sinys). Tar¦, kad kovariacin
e matrica Σ yra ºinoma ir sutampa
su 1.10 pratime surastu i�ver£iu, a) raskite vektoriaus Y vidurkiu� vektoriaus koordina£iu�
pasikliovimo intervalus remdamiesi Bonferonio nelygybe (pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95); b)
patikrinkite hipotez¦ H : EY = ν0 = (120; 0;−200)T .

1.12. Buvo tiriama n = 96 suomiu� studentu� muzikiniai geb
ejimai; X1 � melodija, X2 �
harmonija, X3 � tempas, X4 � ritmas, X5 � frazuot
e, X6 � balansas, X7 � stilius. Pagal ²iuos
duomenis gauti vidurkiu� vektoriaus ir dispersiju� vektoriaus NMD i�ver£iai [9]:

(µ̂1; ...; µ̂7) = (28, 1; 26, 6; 35, 4; 34, 2; 23, 6; 22, 0; 22, 7),

(σ̂2
11; ...; σ̂2

77) = (33, 178; 34, 223; 14, 592; 26, 214; 14, 138; 15, 445; 16, 241).

Tar¦, kad buvo steb
etas normalusis a. v., kurio koordina£iu� dispersijos yra ºinomos ir
sutampa su gautais i�ver£iais, raskite vidurkiu� vektoriaus koordina£iu� pasikliovimo lygmens
Q = 0, 95 pasikliovimo intervalus a) remdamiesi pasikliovimo sritimi (1.4.1); b) remdamiesi
Bonferonio nelygybe. Palyginkite gautuosius intervalus su intervalais, sudarytais kiekvienai
koordinatei atskirai remiantis vienmate teorija.

1.13. Automobiliu� gamyboje buvo tikrinama suvirinimo proceso charakteristikos: X1 �
i�tampa; X2 � srov
es stiprumas; X3 � padavimo greitis; X4 � inertiniu� duju� srov
e. Lentel
eje
pateikta n = 40 keturma£io a. v. X = (X1, X2, X3, X4)T matavimu�, atliktu� 5 sekundºiu�
intervalu [9].
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X1i X2i X3i X4i X1i X2i X3i X4i

23,0 276 289,6 51,0 22,9 271 288,3 51,0
22,0 281 289,0 51,7 21,3 274 289,0 52,0
22,8 270 288,2 51,3 21,8 280 290,0 52,0
22,1 278 288,0 52,3 22,0 268 288,3 51,0
22,5 275 288,0 53,0 22,8 269 288,7 52,0
22,2 273 288,0 51,0 22,0 264 290,0 51,0
22,0 275 290,0 53,0 22,5 273 288,6 52,0
22,1 268 289,0 54,0 22,2 269 288,2 52,0
22,5 277 289,0 52,0 22,6 273 286,0 52,0
22,5 278 289,0 52,0 21,7 283 290,0 52,7
22,3 269 287,0 54,0 21,9 273 288,7 55,3
21,8 274 287,6 52,0 22,3 264 287,0 52,0
22,3 270 288,4 51,0 22,2 263 288,0 52,0
22,2 273 290,2 51,3 22,3 266 288,6 51,7
22,1 274 286,0 51,0 22,0 263 288,0 51,7
22,1 277 287,0 52,0 22,8 272 289,0 52,3
21,8 277 287,0 51,0 22,0 277 287,7 53,3
22,6 276 290,0 51,0 22,7 272 289,0 52,0
22,3 278 287,0 51,7 22,6 274 287,2 52,7
23,0 266 289,1 51,0 22,7 270 290,0 51,0

Tar¦, kad buvo steb
etas normalusis a. v. X ∼ N4(µ,Σ) raskite parametru� µ ir Σ DT
i�ver£ius.

1.14. (1.13 pratimo t¦sinys). Tar¦, kad kovariacin
e matrica Σ yra ºinoma ir sutampa su
1.13 pratime surastu i�ver£iu, a) patikrinkite hipotez¦ H : µ = µ0 = (22, 3; 270; 288, 5; 52)T

(kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05); b) sudarykite nepriklausomo nuo turimu� a. v.
X∗ = (X∗1 , X

∗
2 , X

∗
3 , X

∗
4 )T prognoz
es sriti�, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

Atsakymai ir nurodymai

1.4. Nurodymas. Remdamiesi tankiu (1.6.13) gauname

E(exp{iT r(SΘ)}) =

∫
· · ·
∫ |S|(n−k−1)/2

K(k, n,Σ)
e−

1
2
Tr(S[Σ−1−2iΘ])dS =

K(k, n,Σ)

K(k, n, (Σ−1 − 2iΘ))−1
,

nes lik¦s integralas lygus 1. Lieka pasinaudoti normuojan£io daugiklio K i²rai²ka i² (1.6.13).
1.7. µ̂ = (51, 125; 60, 875)T ; σ̂11 = 722, 9821; σ̂12 = σ̂21 = 178, 0179; σ̂22 = 362, 9821. 1.8.
µ̂ = (185, 72; 151, 12; 183, 84; 149, 24); σ̂11 = 95, 293; σ̂12 = 52, 868; σ̂13 = 69, 662; σ̂14 =
46, 112; σ̂22 = 54, 360; σ̂23 = 51, 312; σ̂24 = 35, 053; σ̂33 = 100, 807; σ̂34 = 56, 540; σ̂44 =
45, 023. 1.9 a) µ̂ = (2, 360; 9, 202)T ; σ̂11 = 0, 073; σ̂12 = σ̂21 = 0, 1977; σ̂22 = 1, 804. b)
µ̂ = (2, 900; 11, 323)T ; σ̂11 = 0, 216; σ̂12 = σ̂21 = 0, 933; σ̂22 = 6, 397. 1.10. a) DT i�ver£iai:

µ̂ =


1906, 1
1749, 5
1509, 1
1725, 0

 ; Σ̂ =


102095, 8 91459, 8 84380, 1 91089, 7
91459, 8 98126, 5 73599, 2 78362, 2
84380, 1 73599, 2 88853, 2 87340, 6
91089, 7 78362, 2 87340, 6 100753, 7

 .

b) a. v. Y taip pat normalusis N3(ν,Σ0); parametru� i�ver£iai:

ν̂ =

 181, 13
24, 57

−215, 83

 ; Σ̂0 =

 20670, 1 22761, 5 6703, 4
22761, 5 42155, 7 8650, 0
6703, 4 8650, 0 14925, 6

 .

1.11. a) vidurkiu� vektoriaus ν = (ν1, ν2, ν3)T koordina£iu� pasikliovimo intervalai yra tokie:
(118,29; 243,97); (-65,17;114,31); (-269,23;-162,44); b) statistika U2, kuri esant teisingai
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hipotezei turi χ2 skirstini� su 3 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 11,132; kadangi P reik²m
e
pv = P{χ2

3 > 11, 132} = 0, 011, tai hipotez
e atmetama, jeigu kriterijaus reik²mingumo lyg-
muo vir²ija 0,011. 1.12. Paºym
ekime vidurkiu� vektoriaus i-osios koordinat
es µi pasikliovimo
intervalo, gauto remiantis elipsoidu (1.4.1), r
eºius µ′

i
, µ′i, o gauto remiantis Bonferonio nely-

gybe � µ′′
i
, µ′′i . Gautieji pasikliovimo intervalu� r
eºiai pateikti lentel
eje. Pirmuose stulpeliuose

pateikti pasikliovimo intervalai sudaryti kiekvienai koordinatei atskirai.

i µ
i

µi µ′′
i

µ′′i µ′
i

µ′i
1 26,95 29,25 26,52 29,68 25,90 30,30
2 25,43 27,77 24,99 28,21 24,36 28,84
3 34,64 36,16 34,35 36,45 33,94 36,86
4 33,18 35,22 32,79 35,61 32,24 36,16
5 22,85 24,35 22,57 24,63 22,16 25,04
6 21,21 22,79 20,92 23,08 20,50 23,50
7 21,89 23,51 21,59 23,81 21,16 24,24

1.13. Vidurkiu� vektoriaus ir kovariacin
es matricos i�ver£iai yra

µ̂ =


22, 2875
272, 575
288, 435
51, 975

 ; Σ̂ =


0, 1461 −0, 4003 0, 0149 −0, 0936
−0, 4003 24, 1444 0, 4849 0, 5244

0, 0149 0, 4849 1, 2013 −0, 0766
−0, 0936 0, 5244 −0, 0766 0, 9014

 .

1.14. a) Statistika U2 i² (1.4.6) i�gijo reik²m¦ 11,8514; P reik²m
e pv = P{χ2
4 > 11, 8514} =

0, 0185; hipotez
e atmetama, jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0185. b) Paºy-

m
ekime Z1 = X∗1 − 22, 2875, Z2 = X∗2 − 272, 575, Z3 = X∗3 − 288, 435, Z4 = X∗4 − 51, 975.

Tada prognoz
es elipsoidas yra 7, 6249Z2
1 + 0, 0440Z2

2 + 0, 8465Z2
3 + 1, 1993Z2

4 + 0, 2254Z1Z2−
0, 1886Z1Z3 +1, 436Z1Z4−0, 0404Z2Z3−0, 0312Z2Z4 +0, 1478Z3Z4 < 9, 256. Nurodymas.

A. d. n(X∗ − µ̂)TΣ−1(X∗ − µ̂)/(n+ 1) turi χ2 skirstini� su 4 laisv
es laipsniais.



2 skyrius

Hotelingo statistikos taikymai

Min
ejome, kad T 2 statistika yra Stjudento t statistikos analogas daugiama£iu
atveju. Vienma£iu atveju Stjudento t statistika yra naudojama hipotez
ems apie
normaliojo skirstinio vidurkio reik²mes arba hipotezei apie vidurkiu� lygyb¦,
kai dispersija neºinoma,tikrinti, taip T 2 statistika daugiama£iu atveju naudo-
jama hipotez
ems apie normaliojo vektoriaus vidurkio vektoriaus reik²mes arba
vidurkiu� vektoriu� lygyb¦, kai kovariacin
e matrica neºinoma, tikrinti.

2.1. I²vados apie vidurkiu� vektoriu�, kai kovaria-

cin
e matrica neºinoma

Jeigu turime paprast¡j¡ imti� (X1, ..., Xn)T , gaut¡ stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2),
ir reikia patikrinti hipotez¦ H : µ = µ0 arba sudaryti parametro µ pasikliovimo
interval¡, ²iam tikslui buvo naudojama Stjudento statistika

t =
√
n
X̄ − µ
s

, X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2. (2.1.1)

Parametro µ pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo Q = 1 − α,
nusakomas nelygybe

|t| =
√
n
|X̄ − µ|

s
< tα/2(n− 1). (2.1.2)

Hipotez
e H : µ = µ0, kai alternatyva H̄ : µ 6= µ0, atmetama α lygmens kriteri-
jumi, kai teisinga nelygyb
e

|t| =
√
n
|X̄ − µ0|

s
> tα/2(n− 1). (2.1.3)

34



2.1. I²vados apie vidurkiu� vektoriu�, kai kovariacin
e matrica neºinoma 35

Tarkime, kad paprastoji imtis X1, ...,Xn yra gauta stebint a. v. X ∼ Nk(µ,Σ),
|Σ| > 0, n > k. Vidurkiu� vektorius µ ir kovariacin
e matrica Σ neºinomi.
I�ra²ykime i� kairi¡j¡ s¡ry²io (1.3.2) pus¦ kovariacin
es matricos NMD i�vertini�

T 2 = n(X̄− µ)T Σ̂−1(X̄− µ) = n(n− 1)(X̄− µ)TS−1(X̄− µ), (2.1.4)

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, S =

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T .

Kadangi remiantis 1.3.1 teorema X̄ ir S nepriklausomi ir

X̄ ∼ Nk(µ,
1

n
Σ), S ∼Wk(n− 1,Σ),

tai pagal 1.6.1 apibr
eºim¡ (2.1.4) yra Hotelingo T 2 statistika. Remiantis (1.6.10)

n− 1− k + 1

k

T 2

n− 1
=
n(n− k)

k
(X̄− µ)TS−1(X̄− µ) ∼ F (k, n− k). (2.1.5)

Atveju k = 1 (2.1.5) yra Stjudento statistikos t =
√
n(X̄ − µ)/s ∼ S(n− 1)

kvadratas, kuris turi Fi²erio skirstini� su 1 ir n− 1 laisv
es laipsniu.

2.1.1. Vidurkiu� vektoriaus pasikliovimo sritys

Tegu Fα(k, n− k) yra Fi²erio skirstinio su k ir n− k laisv
es laipsniu� lygmens α
kritin
e reik²m
e. Apibr
eºkime k-mat
es erdv
es poaibi�

C(X̄,S) = {µ :
n(n− k)

k
(X̄− µ)TS−1(X̄− µ) ≤ Fα(k, n− k)}.

Tada C(X̄,S) yra vidurkiu� vektoriaus µ pasikliovimo sritis, kai pasikliovimo
lygmuo Q = 1− α:

P{µ ∈ C(X̄,S)|µ} = Q = 1− α. (2.1.6)

Matome, kad ²i sritis yra elipsoido pavidalo, jos centras ta²ke X̄, o didumas pri-
klauso nuo matricos S. Vienma£iu atveju gauname pirmiau pateikt¡ parametro
µ pasikliovimo interval¡ (2.1.2).

2.1.2. Vidurkiu� vektoriaus koordina£iu� pasikliovimo
intervalu� rinkiniai

Parametro θ = LTµ pasikliovimo interval¡,kai pasikliovimo lygmuo Q = 1− α,
galima rasti naudojant paprast¡j¡ imti� Y = (LTX1, ...,L

TXn)T , gaut¡ stebint
a. d. LTX ∼ N(θ, σ2

L), σ2
L = LTΣL. Gauname

θ̂ = LT X̄ ∼ N(θ,
1

n
σ2
L), σ̂2

L =
1

n− 1

n∑
i=1

(LTXi −LT X̄)2 =
1

n− 1
LTSL;
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√
n
θ̂ − θ
σ̂L

=
√
n(n− 1)

θ̂ − θ√
LTSL

∼ S(n− 1).

Analogi²kai (2.1.2) gauname parametro θ pasikliovimo intervalo (θ, θ) r
eºius

θ̂ ± tα/2(n− 1)

√
LTSL√
n(n− 1)

. (2.1.7)

Atskiru atveju imdami L = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)T , kai vienetas para²ytas j-
oje vietoje, gauname vidurkiu� vektoriaus µ j-osios koordinat
es µj pasikliovimo
interval¡:

P{µ
j

= X̄j−tα/2(n−1)

√
Sjj√

n(n− 1)
< µj < X̄j+tα/2(n−1)

√
Sjj√

n(n− 1)
= µj |µj}

(2.1.8)
= Q = 1− α.

Tarkime, kad reikia sudaryti pasikliovimo intervalu� rinkini� (µ
j
, µj), j = 1, ..., k,

toki�, kad
P{µ

j
< µj < µj ,∀j = 1, ..., k|µ} = Q = 1− α. (2.1.9)

Ai²ku, kad intervalai (2.1.8) ²ios s¡lygos netenkina. Pavyzdºiui, jeigu a. v.
X koordinat
es nepriklausomos, tai intervalai (2.1.8) uºdengia visus parametrus
µj , j = 1, ..., k, su tikimybe (1− α)k < 1− α. Norint, kad ²i tikimyb
e bu	tu� lygi
1− α, reik
etu� atskirus intervalus sudaryti su pasikliovimo lygmeniu (1− α)1/k.

Atsiºvelgdami i� a. v. X koordina£iu� priklausomum¡, pasikliovimo intervalu�
rinkini� galime gauti remdamiesi pasikliovimo sritimi (2.1.6).

2.1.1 teorema. Imant bet kokius vektorius L ∈ Rk galioja lygyb
e

P{LT X̄−∆
√
LTSL ≤ LTµ ≤ LT X̄+ ∆

√
LTSL,∀L ∈ Rk|µ} = Q = 1− α,

(2.1.10)
£ia

∆2 =
k

n(n− k)
Fα(k, n− k).

I�rodymas. Analogi²kai teoremai 1.4.1 remdamiesi (2.1.6) gauname

P{(X̄− µ)TS−1(X̄− µ) ≤ ∆2|µ} = P{max
L

[LT (X̄− µ)]2

LTSL
≤ ∆2|µ}

= P{|LT (X̄− µ)| ≤ ∆
√
LTSL,∀L ∈ Rk|µ} = Q = 1− α.

N
Lygyb¦ (2.1.10) galima interpretuoti kaip pasikliovimo intervalus, sudarytus

i² karto visoms tiesin
ems funkcijoms LTµ,L ∈ Rk. Imdami L1 = (1, 0, ..., 0)T ,
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L2 = (0, 1, ..., 0)T , ...,Lk = (0, 0, ..., 1)T , gausime vidurkiu� vektoriaus µ visu�
koordina£iu� pasikliovimo intervalu� rinkini�:

µ′
i

= X̄i −∆
√
Sii, µ′i = X̄i + ∆

√
Sii,

kuriam
P{µ′

i
< µi < µ′i, ∀ i = 1, ..., k} ≥ Q = 1− α, (2.1.11)

Kadangi intervalai (2.1.10) sudaryti i² karto visoms tiesin
ems funkcijoms
LTµ, tai ²iam konkre£iam k tiesiniu� funkciju� rinkiniui pasikliovimo lygmuo Q
gali gerokai vir²yti 1− α, t. y. intervalai (2.1.11) gali bu	ti ilgesni negu bu	tina.

�iek tiek trumpesnius intervalus gauname remdamiesi Bonferonio nelygybe.
Tegu Aj rei²kia i�vyki�, kad parametro µj tipo (2.1.6) pasikliovimo intervalas
uºdengia tikr¡j¡ reik²m¦. Tada

P{A1 ∩ · · · ∩Ak} = 1−P{Ā1 ∪ · · · ∪ Āk} ≥

≥ 1− (P{Ā1}+ · · ·+P{Āk}). (2.1.12)

Jeigu pasikliovimo intervalus (2.1.6) sudarysime taip, kad kiekvieno i² ju�
pasikliovimo lygmuo bu	tu� 1− α/k;

µ′′
i

= X̄i − tα/(2k)(n− 1)

√
Sjj√

n(n− 1)
,

µ′′i = X̄i + tα/(2k)(n− 1)

√
Sjj√

n(n− 1)
, (2.1.13)

tai i² (2.1.12) plaukia, kad tikimyb
e, jog jie visi uºdengs tikr¡sias vidurkiu�
reik²mes, bus nemaºesn
e uº 1− α. Intervalu� (2.1.11) ilgis yra

∆
√
n(n− 1)

tα/(2k)(n− 1)
=

√
k(n− 1)Fα(k, n− k)√
n− ktα/(2k)(n− 1)

kartu� didesnis uº intervalu� (2.1.13), sudarytu� remiantis Bonferonio nelygybe,
ilgi�.

2.1.1 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys.) Tarkime, kad 1.2.1 pavyzdyje steb
ejimai yra
trima£io normaliojo skirstinio N3(µ,Σ) paprastosios imties realizacija, kai vidurkiu� vektorius
µ ir kovariacin
e matrica Σ yra neºinomi. Surasime vidurkiu� vektoriaus µ pasikliautin¡j¡ sriti�
ir vidurkiu� vektoriaus koordina£iu� pasikliovimo intervalu� rinkinius, kai pasikliovimo lygmuo
Q = 0, 95.

Pasikliautinoji sritis (2.1.6) turi toki� pavidal¡:

C(X̄,S) = {µ : 270(X̄− µ)TS−1(X̄− µ) ≤ F0,05(3, 27)}.

Pasinaudoj¦ parametru� µ ir Σ i�ver£iais i² 1.2.1 pavyzdºio, 1.4.1 pavyzdyje apskai£iuota
matricos S−1 reik²me ir paºym
ej¦ Z = (Z1;Z2;Z3)T = µ− X̄ = (µ1 − 6, 28;µ2 − 6, 24;µ3 −
6.30)T , gausime pasikliovimo elipsoid¡ C(X̄,S) tokio pavidalo:

10, 587Z2
1 + 7, 945Z2

2 + 6, 765Z2
3 − 14, 310Z1Z2 − 9, 942Z1Z3 + 4, 906Z2Z3 ≤ 0, 011.

Matome, kad ²is elipsoidas skiriasi nuo gauto 1.4.1 pavyzdyje tik tuo, kad de²in
eje nely-
gyb
es pus
eje skai£ius 0,009 yra pakeistas 0,011. Natu	ralu, kad neºinant kovariacin
es matricos,
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vidurkiu� vektoriaus to paties pasikliovimo lygmens pasikliovimo sritis yra didesn
e, negu tuo
atveju, kai kovariacin
e matrica ºinoma ir sutampa su i�ver£iu.

Antrame ir tre£iame 2.1.1 lentel
es stulpeliuose pateikti pasikliovimo intervalu� rinkiniai
(2.1.11) ir (2.1.13). Palyginti ketvirtame stulpelyje pateikiami pasikliovimo intervalai (2.1.10),
sudaryti kiekvienai vidurkio koordinatei.

2.1.1 lentel
e. Pasikliovimo intervalai

i (µ′
i
;µ′i) (µ′′

i
;µ′′i ) (µ

i
;µi)

1 (6,218; 6,342) (6,248; 6,312) (6,251; 6,309)
2 (6,174; 6,306) (6,206; 6,274) (6,210; 6,270)
3 (6,249; 6,351) (6,274; 6,326) (6,276; 6,324)

Matome, kad pasikliovimo intervalai, sudaryti remiantis Bonferonio nelygybe, yra apy-

tiksliai 1,95 karto trumpesni uº tuos, kurie sudaryti remiantis pasikliautin¡ja sritimi (2.1.6).

2.1.3. Hipotez
es d
el vidurkiu� vektoriaus reik²m
es
tikrinimas

Tarkime reikia patikrinti hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva H̄ : µ 6= µ0; £ia
µ0 ºinomas vektorius. I�ra²ykime i� s¡ry²io (2.1.5) kairi¡ pus¦ hipotetin¦ reik²m¦
µ0. Gautoji statistika

F =
n(n− k)

k
(X̄− µ0)TS−1(X̄− µ0) (2.1.14)

turi centrini� Fi²erio skirstini� su k ir n − k laisv
es laipsniu�, jeigu tikrinamoji
hipotez
e H yra teisinga. Kai hipotez
e H neteisinga, tai statistikos F skirstinys
yra necentrinis Fi²erio skirstinys su k ir n− k laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo
parametru

λ = n(µ− µ0)TΣ−1(µ− µ0).

Taigi hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai teisinga
nelygyb
e

F > Fα(k, n− k). (2.1.15)

Kriterijaus galia i²rei²kiama necentrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija

β(µ) = P{F > Fα(k, n− k)|µ}

= P{Fk,n−k;λ > Fα(k, n− k)}. (2.1.16)

Vienma£iu atveju kriterijus yra ekvivalentus Stjudento kriterijui

|t| =
√
n|X̄ − µ0|/s > tα/2(n− 1),

nes t2α/2(n− 1) = Fα(1, n− 1), o F = t2.

2.1.2 pavyzdys (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Tarkime, kad 1.2.1 pavyzdyje buvo stebimas
trimatis normalusis vektorius su neºinoma kovariacin
e matrica Σ. Tikrinsime hipotez¦, kad
vidurkiu� vektorius µ lygus �ksuotam vektoriui µ0 = (6, 25; 6, 25; 6, 25)T .
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Pasinaudoj¦ 1.2.1 pavyzdyje surastais parametru� i�ver£iais ir 1.4.1 pavyzdyje apskai£iuota
matricos S−1 realizacija, randame statistikos (2.1.14) reik²m¦

F = 270(X̄− µ0)TS−1(X̄− µ0) = 3, 8238.

Kadangi P reik²m
e pv = P{F3;27 > 3, 8238} = 0, 0210, tai hipotez
e atmetama kriterijumi,

kurio reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0210. Matome, kad kai kovariacin
e matrica neºinoma, P

reik²m
e yra gerokai didesn
e (palyginkite su 1.4.2 pavyzdºiu).

2.1.2 teorema. Kriterijus (2.1.15) yra ekvivalentus tik
etinumu� santykio kri-
terijui.

I�rodymas. Tik
etinumu� santykis

Λ =
maxΣ L(µ0,Σ)

maxµ,Σ L(µ,Σ)
=
L(µ0, Σ̂0)

L(µ̂, Σ̂)
; (2.1.17)

£ia L(µ,Σ) tik
etinumo funkcija (1.2.2); Σ̂0 kovariacin
es matricos DT i�vertinys,
surastas esant s¡lygai, kad vidurkis µ = µ0; µ̂ ir Σ̂ bes¡lyginiai parametru� µ ir
Σ didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai.

Remdamiesi tik
etinumo funkcijos maksimumo i²rai²ka (1.2.4) gauname

Λ =

(
|Σ̂|
|Σ̂0|

)n/2
, Σ̂ =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T =
1

n
S,

Σ̂0 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ0)(Xi − µ0)T =
1

n
[S + n(X̄− µ0)(X̄− µ0)T ];

Λ2/n =
|S|

|S + n(X̄− µ0)(X̄− µ0)T |
.

Remdamiesi determinantu� savybe (ºr. 1 pried¡ (8.2.19)), gauname∣∣∣∣ S −
√
n(X̄− µ0)√

n(X̄− µ0) 1

∣∣∣∣ =

1 · |S + n(X̄− µ0)(X̄− µ0)T | = |S|(1 + n(X̄− µ0)TS−1(X̄− µ0)).

Taigi

Λ2/n =
|S|

|S + n(X̄− µ0)(X̄− µ0)T |
=

1

1 + T 2/(n− 1)
,

T 2 = n(n− 1)(X̄− µ0)TS−1(X̄− µ0).

Tik
etinumu� santykis Λ yra monotoni²kai maº
ejantis Hotelingo statistikos
T 2 atºvilgiu. Tod
el tik
etinumu� santykio kriterijus, apibr
eºiamas nelygybe Λ <
Λ1−α, yra ekvivalentus nelygybei T 2 > T 2

α arba nelygybei (2.1.15). N



40 2 SKYRIUS. HOTELINGO STATISTIKOS TAIKYMAI

2.2. Dvieju� im£iu� vidurkiu� palyginimo hipotez
es

Tarkime, dvi paprastosios imtys X11, ...,X1n1
ir X21, ...,X2n2

gautos stebint
nepriklausomus normaliuosius vektorius X1 ∼ Nk(µ1,Σ) ir X2 ∼ Nk(µ2,Σ).
Vidurkiu� vektoriai µ1,µ2 ir vienoda abiem imtims kovariacin
e matrica Σ neºi-
nomi, |Σ| > 0, n1 > k, n2 > k.

Kadangi

S1 =

n1∑
i=1

(X1i − X̄1)(X1i − X̄1)T ∼Wk(n1 − 1,Σ), X̄1 =
1

n1

n1∑
i=1

X1i,

S2 =

n2∑
i=1

(X2i − X̄2)(X2i − X̄2)T ∼Wk(n2 − 1,Σ), X̄2 =
1

n2

n2∑
i=1

X2i,

tai pagal tre£i¡ Vi²arto skirstinio savyb¦

S = S1 + S2 ∼Wk(n1 + n2 − 2,Σ). (2.2.1)

Nepriklausantis nuo S parametro µ1 − µ2 i�vertinys

X̄1 − X̄2 ∼ Nk
(
µ1 − µ2,

n1 + n2

n1n2
Σ

)
. (2.2.2)

Remdamiesi Hotelingo statistikos apibr
eºimu, gauname

T 2 =
n1n2

n1 + n2
(n1 + n2 − 2)(X̄1 − X̄2)TS−1(X̄1 − X̄2).

Tada santykis

n1n2(n1 + n2 − 1− k)

k(n1 + n2)
(X̄1 − X̄2)TS−1(X̄1 − X̄2) ∼ F (k, n1 + n2 − k − 1; δ)

(2.2.3)
turi necentrini� Fi²erio skirstini� su k ir n1 +n2− k− 1 laisv
es laipsniu� ir necent-
ri²kumo parametru

δ =
n1n2

n1 + n2
(µ1 − µ2)TΣ−1(µ1 − µ2).

Tarkime, reikia patikrinti hipotez¦ H : µ1 − µ2 = β0; £ia β0 ºinomas �k-
suotas vektorius, kai alternatyva H̄ : µ1 − µ2 6= β0. Jeigu hipotez
e H teisinga,
tai statistika

F =
n1n2(n1 + n2 − 1− k)

k(n1 + n2)
(X̄1 − X̄2 − β0)T (S1 + S2)−1(X̄1 − X̄2 − β0) ∼

∼ F (k, n1 + n2 − k − 1) (2.2.4)
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turi centrini� Fi²erio skirstini� su k ir n1+n2−k−2 laisv
es laipsniu�. Jeigu hipotez
e
neteisinga, tai statistika F turi necentrini� Fi²erio skirstini� su tais pa£iais laisv
es
laipsniais ir necentri²kumo parametru

λ =
n1n2

n1 + n2
(µ1 − µ2 − β0)TΣ−1(µ1 − µ2 − β0).

Hipotez
e H atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai teisinga nely-
gyb
e

F > Fα(k, n1 + n2 − k − 1). (2.2.5)

Kriterijaus galia i²rei²kiama necentrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija:

β(λ) = P{Fk,n1+n2−k−1;λ > Fα(k, n1 + n2 − k − 1)}.

Matome, kad kriterijaus galia priklauso ne tik nuo nuokrypio µ1 −µ2 − β0 bet
ir nuo kovariacin
es matricos Σ.

2.2.1 pastaba. Remiantis (2.2.3) analogi²kai 2.1.1 ir 2.1.2 skyreliams galima
sudaryti parametro µ1 −µ2 pasikliovimo sriti� arba jo koordina£iu� pasikliovimo
intervalu� rinkinius.

2.2.1 pavyzdys. Buvo pamatuoti tie patys parametrai kaip ir 1.2.1 pavyzdyje, 24 Panev
eºio
gamyklos kineskopu�, pagamintu� kitu laikotarpiu. Gauti statistiniai duomenys pateikiami
2.2.1 lentel
eje.

2.2.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

i X1i X2i X3i i X1i X2i X3i i X1i X2i X3i

1 6,1 6,1 6,2 9 6,3 6,3 6,5 17 6,3 6,3 6,3
2 6,2 6,0 6,2 10 6,3 6,5 6,5 18 6,3 6,3 6,4
3 6,2 6,2 6,2 11 6,2 6,1 6,2 19 6,6 6,3 6,2
4 6,3 6,0 6,3 12 6,3 6,2 6,4 20 6,3 6,2 6,2
5 6,3 6,3 6,1 13 6,1 6,1 6,3 21 6,2 6,3 6,1
6 6,2 6,2 6,2 14 6,4 6,4 6,3 22 6,4 6,3 6,4
7 6,3 6,3 6,4 15 6,2 6,1 6,2 23 6,1 6,1 6,2
8 6,1 6,1 6,2 16 6,4 6,4 6,4 24 6,3 6,3 6,3

Tar¦, kad 1.2.1 ir 2.2.1 lenteliu� duomenys yra nepriklausomu� trima£iu� normaliu�ju� vektoriu�
realizacijos, patikrinsime hipotez¦, kad vidurkiu� vektorius nepakito (priimame prielaid¡, kad
kovariacin
e matrica i²liko nepakitusi).

Pagal 2.2.1 lentel
es duomenis randame

µ̂2 = X̄2 =
1

n2

n2∑
i=1

Xi =
1

24


 6, 1

6, 1
6, 2

+ ...+

 6, 3
6, 3
6, 3

 =

 6, 267
6, 225
6, 279


ir apskai£iuojame matricos S realizacij¡

S2 =

n∑
i=1

XiX
T
i − nX̄X̄

T
=

 6, 1
6, 1
6, 2

 (6, 1; 6, 1; 6, 2) + ...+

 6, 3
6, 3
6, 3

 (6, 3; 6, 3; 6, 3)−

24

 6, 267
6, 225
6, 279

 (6, 267; 6, 225; 6, 279) =

 0, 313 0, 210 0, 103
0, 210 0, 385 0, 163
0, 103 0, 163 0, 300

 .
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Pasinaudoj¦ 1.2.1 pratime apskai£iuotomis aritmetinio vidurkio ir matricos S realizaci-
jomis (paºymime X̄1 ir S1), gauname

X̄1 − X̄2 =


 6, 28

6, 24
6, 30

−
 6, 267

6, 225
6, 279

 =

 0, 013
0, 015
0, 021

 ;

S = S1 + S2 =

 0, 661 0, 474 0, 263
0, 474 0, 777 0, 233
0, 263 0, 233 0, 540

 ; S−1 =

 2, 935 − 1, 564 − 0, 754
−1, 564 2, 312 − 0, 236
0, 754 − 0, 236 2, 321

 .

Pagaliau randame statistikos F realizacij¡ (vektorius β0 = 0):

F =
n1n2(n1 + n2 − 1− k)

k(n1 + n2)
(X̄1 − X̄2)TS−1(X̄1 − X̄2) = 0, 101.

Kadangi P reik²m
e pv = P{F3;50 > 0, 101} = 0, 959, tai atmesti vidurkiu� vektoriu� lygyb
es

hipotez¦ n
era pagrindo.

2.3. Keliu� im£iu� vidurkiu� palyginimo hipotez
es

Turime m paprastu�ju� im£iu� X11, ...,X1n1
; ...;Xm1, ...,Xmnm , gautu� stebint ne-

priklausomus normaliuosius vektorius X1 ∼ Nk(µ1,Σ), ...,Xm ∼ Nk(µm,Σ).
Vidurkiu� vektoriai µ1, ...,µm ir vienoda visoms imtims kovariacin
e matrica Σ
neºinomi, |Σ| > 0, ni > k, i = 1, ...,m.

Reikia patikrinti hipotez¦ H : β1µ1+...+βmµm = µ0; £ia β1, ..., βm ºinomos
konstantos, o µ0 � ºinomas vektorius. Matricos

Si =

ni∑
j=1

(Xij − X̄i)(Xij − X̄i)
T ∼Wk(ni − 1,Σ), i = 1, ...,m,

ir vektoriai

X̄i =
1

ni

ni∑
j=1

Xij , i = 1, ...,m,

yra nepriklausomi. Pagal tre£i¡ Vi²arto skirstinio savyb¦ suma

S = S1 + ...+ Sm ∼Wk(n−m,Σ), n =

m∑
i=1

ni. (2.3.1)

Nepriklausomas nuo S parametro θ = β1µ1 + ...+ βmµm i�vertinys

θ̂ =

m∑
i=1

βiX̄i ∼ Nk

(
m∑
i=1

βiµi, (

m∑
i=1

β2
i

ni
)Σ

)
. (2.3.2)

Remdamiesi Hotelingo statistikos apibr
eºimu, gauname

T 2 = c(n−m)(θ̂ − µ0)TS−1(θ̂ − µ0), c =

(
m∑
i=1

β2
i

ni

)−1

.
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Jeigu hipotez
e teisinga, tai statistika

F =
c(n−m− k − 1)

k
(θ̂ − µ0)TS−1(θ̂ − µ0) ∼ F (k, n−m− k + 1)

turi centrini� Fi²erio skirstini� su k ir n−m−k+1 laisv
es laipsniu�. Jeigu hipotez
e
neteisinga, tai statistika F turi necentrini� Fi²erio skirstini� su k ir n−m− k+ 1
laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo parametru δ = c(θ − µ0)TΣ−1(θ − µ0).

Hipotez
e atmetama reik²mingumo α lygmens kriterijumi, kai teisinga nely-
gyb
e

F > Fα(k, n−m− k + 1). (2.3.3)

Kriterijaus galia i²rei²kiama necentrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija.

2.4. Simetri²kumo hipotez
e

Tarkime, X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ), |Σ| > 0, n > k.
Reikia patikrinti hipotez¦ H : µ1 = ... = µk, kad vidurkiu� vektoriaus µ =
(µ1, ..., µk)T koordinat
es yra lygios. Tegu C = [cij ](k−1)×k yra rango k − 1
matrica tokia, kad

Cε = 0, ε = (1, ..., 1)T . (2.4.1)

Atlikime a. v. X1, ...,Xn transformacij¡ naudodami matric¡ C:

Zj = CXj , j = 1, ..., n. (2.4.2)

Vektoriu� Zj vidurkiai ir kovariacin
e matrica yra

E(Zj) = Cµ, V (Zj) = CΣCT . (2.4.3)

Vektoriu� Zj terminais hipotez
e H ekvivalenti tvirtinimui HC : Cµ = 0.
Apibr
eºkime statistikas

Z̄ =
1

n

n∑
i=1

Zi ∼ Nk−1(Cµ,
1

n
CΣCT ),

S =

n∑
i=1

(Zi − Z̄)(Zi − Z̄)T ∼Wk−1(n− 1,CΣCT ). (2.4.4)

Remdamiesi ²iomis statistikomis sudarome Hotelingio T 2 statistik¡

T 2 = n(n− 1)Z̄
T
S−1Z̄

ir statistik¡

F =
(n− k + 1)n

k − 1
Z̄
T
S−1Z̄, (2.4.5)
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kuri, kai hipotez
e HC : Cµ = 0 teisinga, turi Fi²erio skirstini� su k−1 ir n−k+1
laisv
es laipsniu. Hipotez
e HC atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai teisinga nelygyb
e

F > Fα(k − 1, n− k + 1). (2.4.6)

Dar reikia i�sitikinti, kad surastas kriterijus nepriklauso nuo matricos, tenki-
nan£ios (2.4.1) s¡lyg¡, parinkimo.

Tegu B = [bij ](k−1)×(k−1) matrica, kurios determinantas |B| 6= 0. Tada
matrica C∗ = BC taip pat tenkina (2.4.1) s¡lyg¡

C∗ε = B(Cε) = 0.

Atlikime a. v. X1, ...,Xn transformacij¡ naudodami matric¡ C∗:

Z∗j = C∗Xj = BCXj = BZj , j = 1, ..., n;

E(Z∗j ) = BCµ, V (Z∗j ) = BV (Zj)B
T = B(CΣCT )BT .

Apibr
eºkime a. v. Z∗1, ...,Z
∗
n statistikas analogi²kas (2.2.10)

Z̄
∗ ∼ Nk(BCµ,

1

n
B(CΣCT )BT ).

S∗ =

n∑
i=1

(BZi −BZ̄)(BZi −BZ̄)T = BSBT

ir sudarykime Hotelingo statistik¡

T ∗2 = n(n− 1)Z̄
∗T
S∗−1Z̄

∗
= n(n− 1)Z̄

T
BT (BSBT )−1BZ̄

= n(n− 1)Z̄
T
BT (BT )−1S−1B−1BZ̄ = n(n− 1)Z̄

T
S−1Z̄ = T 2.

Matome, kad Hotelingo T 2 statistika yra invarianti²ka atºvilgiu matricu�,
tenkinan£iu� (2.4.1) s¡lyg¡. Tod
el matric¡ C galima parinkti, pavyzdºiui, tokio
pavidalo: i-oji eilut
e yra (0, ..., 0, 1, 0, ...,−1); £ia 1 para²ytas i-ojoje vietoje,
i = 1, ..., k − 1.

2.2.2 pavyzdys. (2.2.1 pavyzdºio t¦sinys.) Remdamiesi 2.2.1 lentel
es duomenimis patikrin-
sime hipotez¦ H : µ1 = µ2 = µ3, kad vidurkiu� vektoriaus µ = (µ1, µ2, µ3)T koordinat
es yra
lygios. Parink¦ matric¡ C, kurios pirmoji eilut
e yra (1 0 −1), o antroji � (0 1 −1), atliekame
2.2.1 lentel
es duomenu� transformacij¡ Zi = CXi. Transformuoti duomenys pateikti 2.2.2
lentel
eje.

2.2.2 lentel
e. Transformuoti statistiniai duomenys

i Z1i Z2i i Z1i Z2i i Z1i Z2i

1 -0,1 -0,1 9 -0,2 -0,2 17 0,0 0,0
2 0,0 -0,2 10 -0,2 0,0 18 -0,1 -0,1
3 0,0 0,0 11 0,0 -0,1 19 0,4 0,1
4 0,0 -0,3 12 -0,1 -0,2 20 0,1 0,0
5 0,2 0,2 13 -0,2 -0,2 21 0,1 0,2
6 0,0 0,0 14 0,1 0,1 22 0,0 -0,1
7 -0,1 -0,1 15 0,0 -0,1 23 -0,1 -0,1
8 -0,1 -0,1 16 0,0 0,0 24 0,0 0,0
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Pagal ²ios lentel
es duomenis apskai£iuojame

Z̄ =

(
−0, 0125
−0, 0542

)
; S =

(
0, 406 0, 244
0, 244 0, 360

)
; S−1 =

(
4, 149 −2, 813
−2, 813 4, 688

)
ir randame statistikos F realizacij¡:

F =
(n− k + 1)n

k − 1
Z̄
T
S−1Z̄ = 2, 797.

Kadangi P reik²m
e pv = P{F2;22 > 2, 797} = 0, 083, tai hipotez
e atmetama, jei kriterijaus
reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,083.

2.5. Vidurkiu� palyginimo hipotez
es, kai kovaria-

cin
es matricos skirtingos

Kaip ºinome (ºr. 1 dali�, 5.7.2 skyreli�), vienma£iu atveju tikrinant hipotez¦ apie
normaliu�ju� skirstiniu� vidurkiu� lygyb¦, kai apie dispersijas nieko neºinome, TG
ar TGN kriterijai neegzistuoja (Berenso ir Fi²erio problema). Natu	ralu, kad
analogi²kas efektas matomas ir daugiama£iu atveju.

Didel
es imtys. Tarkime, X11, ...,X1n1 ir X21, ...,X2n2 yra dvi paprastosios
imtys, gautos stebint normaliuosius a. v. X1 ∼ Nk(µ1,Σ1) ir X2 ∼ Nk(µ2,Σ2).

Remiantis daugiama£io normaliojo skirstinio savyb
emis (3 priedas (10.0.4),
(10.0.7))) galima tvirtinti, kad

(X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2))T
(

1

n1
Σ1 +

1

n2
Σ2

)−1

(X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)) ∼ χ2
k.

Jeigu n1 ir n2 yra pakankamai dideli, kai hipotez
e H : µ1−µ2 = β0 teisinga,
statistikos

Ũ2 = (X̄1 − X̄2 − β0)T
(

1

n1
Σ̂1 +

1

n2
Σ̂2

)−1

(X̄1 − X̄2 − β0)

skirstini� galima aproksimuoti χ2 skirstiniu su k laisv
es laipsniu�. Gauname
asimptotini� dvieju� vidurkiu� vektoriu� palyginimo kriteriju�: hipotez
eH atmetama
apytiksliu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

Ũ2 > χ2
α(k). (2.5.1)

Jeigu im£iu� didumai nepakankami, tai vidurkiu� palyginimo kriteriju� galima
sudaryti imant dvieju� im£iu� elementu� skirtumus. Analogi²kas metodas buvo
naudojamas vienma£iu atveju sudarant Stjudento priklausomu� im£iu� kriteriju�.

Vienodo didumo imtys. Tarkime, X11, ...,X1n1 ir X21, ...,X2n2 , n2 = n1,
yra dvi paprastosios imtys, gautos stebint normaliuosius a. v. X1 ∼ Nk(µ1,Σ1)
ir X2 ∼ Nk(µ2,Σ2). Nor
edami gauti vienma£io Stjudento kriterijaus priklau-
somoms imtims analog¡, atsisakykime reikalavimo d
el a. v. X1 ir X2 nepriklau-
somumo.
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Skirtumai Y 1 = X11 −X21, ...,Y n1 = X1n1 −X2n1 yra paprastoji didumo
n1 imtis, gauta stebint a. v. Y = X1 − X2 ∼ Nk(µ,Σ), µ = µ1 − µ2, Σ =
Σ1 + Σ2 + 2Σ12; £ia Σ12 = Cov (X1,X2). Jeigu imtys nepriklausomos, tai
gautume atveji�, kai Σ12 = 0.

Tarkime, kad n1 > k, |Σ1| > 0, |Σ2| > 0. Vietoje hipotez
es H : µ1 =
µ2 tikrinkime hipotez¦, kad E(Y ) = µ = 0, kai kovariacin
e matrica Σ yra
neºinoma. Toki� uºdavini� sprend
eme 2.2.1 skyrelyje. Sudarome statistik¡

T 2 = n1(n1 − 1)Ȳ
T
S−1Ȳ ,

Ȳ =
1

n1

n1∑
i=1

Y i, S =

n1∑
i=1

(Y i − Ȳ )(Y i − Ȳ )T .

Tada statistika

F =
n1 − k
k

T 2

n1 − 1
,

kai µ = 0, turi Fi²erio skirstini� su k ir n1−k laisv
es laipsniu�. Hipotez
e atmetama
reik²mingumo α kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

F > Fα(k, n1 − k). (2.5.2)

Suprantama, jeigu yra pagrindo tvirtinti, kad, kai imtys nepriklausomos ir Σ1 =
Σ2, tai geriau naudoti kriteriju� (2.2.2) i² skyrelio 2.2.2, kai Fi²erio statistikos
vardiklio laisv
es laipsniu� skai£ius yra 2n1 − k − 1. Taigi, naudojant ²io skyrelio
kriteriju� prarandama n1 − 1 laisv
es laipsnis.

Skirtingo didumo imtys. Tarkime, X11, ...,X1n1 ir X21, ...,X2n2 , n1 ≤ n2,
yra dvi paprastosios imtys, gautos stebint nepriklausomus normaliuosius a. v.
X1 ∼ Nk(µ1,Σ1) ir X2 ∼ Nk(µ2,Σ2); |Σ1| > 0, |Σ2| > 0, n1 > k.

Jeigu skirtumas n2 − n1 lyginant su n1 yra maºas, tai galime tiesiog at-
mesti steb
ejimusX2,n1+1, ...,X2,n2

ir gauti dvi vienodo didumo n1 imtis. Ta£iau
kriteriju� galima ²iek tiek patikslinti i² dalies panaudojant ir steb
ejimusX2,n1+1, ...,
X2,n2 . Paºym
ekime

Y j = X1j −
√
n1

n2
X2j +

1
√
n1n2

n1∑
l=1

X2l −
1

n2

n2∑
r=1

X2r,

j = 1, 2, ..., n1.

Atsitiktiniai vektoriai Y j turi vienodus vidurkius

E(Y j) = µ1 −
√
n1

n2
µ2 +

n1√
n1n2

µ2 −
n2

n2
µ2 = µ1 − µ2

ir vienodas kovariacines matricas

V (Y j) = Σ1 +
n1

n2
Σ2.
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Tai ²iek tiek maºiau, negu skirtumo X1j − X2j kovariacin
e matrica V (X1j −
X2j) = Σ1 + Σ2. Kadangi Cov (Y i,Y j) = 0, kai i 6= j, tai, tikrinant hipotez¦
H : E(Y j) = µ1 − µ2 = 0, pritaikoma 2.2.1 skyrelio metodika.

Hipotez
e atmetama reik²mingumo α kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

F =
(n1 − k)n1

k
Ȳ
T
S−1Ȳ > Fα(k, n1 − k), (2.5.3)

Ȳ =
1

n1

n1∑
i=1

Y i, S =

n1∑
i=1

(Y i − Ȳ )(Y i − Ȳ )T .

Paºym
ejus

U j = X1j −
√
n1

n2
X2j , j = 1, ..., n1,

matric¡ S galima uºra²yti tokiu pavidalu

S =

n∑
i=1

(U i − Ū)(U i − Ū)T , Ū =
1

n1

n1∑
i=1

U i. (2.5.4)

Keletas skirtingo didumo im£iu�. Tarkime, kad paprastosios imtys X11, ...,
X1n1

; ...; Xm1, ...,Xmnm yra gautos stebint nepriklausomus normaliuosius a. v.
X1 ∼ Nk(µ1,Σ1); ...; Xm ∼ Nk(µm,Σm), |Σi| > 0, i = 1, ...,m. Nemaºinant
bendrumo galima tarti, kad n1 ≤ nj , j = 2, ...,m,, n1 > k.

Reikia patikrinti hipotez¦ H : θ =
∑m
i=1 βiµi = µ0; £ia β1, ..., βm ºinomos

konstantos, o µ0 � ºinomas vektorius.
Apibr
eºkime atsitiktinius vektorius

Y j = β1X1j +

m∑
i=2

βi

√
n1

ni
(Xij −

1

n1

n1∑
l=1

Xil +
1

√
n1ni

ni∑
r=1

Xir),

j = 1, ..., n1.

�ie vektoriai turi vienodus vidurkius

E(Y j) = β1µ1 +

m∑
i=2

βi

√
n1

ni
(µi −

n1

n1
µi +

ni√
n1ni

µi) =

m∑
i=1

βiµi = θ

ir vienodas kovariacines matricas

V (Y j) =

m∑
j=1

β2
i

n1

ni
Σi = Σ.

Nesunku patikrinti, kad Cov (Y i,Y j) = 0, kai i 6= j. Tod
el a. v. Y 1, ...,Y n1

yra pritaikoma 2.2.1 skyrelio metodika. Apibr
eºiame T 2 statistik¡

T 2 = n1(n1 − 1)(Ȳ − µ0)TS−1(Ȳ − µ0),
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Ȳ =
1

n1

n1∑
i=1

Y i, S =

n1∑
i=1

(Y i − Ȳ )(Y i − Ȳ )T .

Hipotez
e atmetama reik²mingumo α kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

F =
(n1 − k)n1

k(n1 − 1)
T 2 > Fα(k, n1 − k). (2.5.5)

Apibr
eºus atsitiktinius vektorius

U j =

m∑
i=1

βi

√
n1

ni
Xij , j = 1, ..., n1,

matric¡ S galima apskai£iuoti taip:

S =

n1∑
i=1

(U i − Ū)(U i − Ū)T , Ū =
1

n1

n1∑
i=1

U i.

2.5.1 pavyzdys. (2.2.1 pavyzdºio t¦sinys.) Tu� pa£iu� 24 kineskopu� triju� spinduliu� srov
es
stiprumai buvo pamatuoti kitos technologin
es operacijos metu. Gauti duomenys pateikti 2.5.1
lentel
eje.

2.5.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

i X1i X2i X3i i X1i X2i X3i i X1i X2i X3i

1 6,1 6,2 6,1 9 6,3 6,3 6,1 17 6,2 6,4 6,2
2 6,2 6,1 6,1 10 6,2 6,6 6,5 18 6,3 6,4 6,3
3 6,1 6,2 6,1 11 6,2 6,2 6,1 19 6,0 6,3 6,2
4 5,8 6,3 6,1 12 6,3 6,3 6,2 20 6,1 6,2 6,2
5 6,4 6,3 6,2 13 6,1 6,2 6,2 21 6,1 6,0 6,2
6 6,3 6,1 6,3 14 6,4 6,6 6,3 22 6,4 6,5 6,4
7 6,3 6,3 6,2 15 6,2 6,2 6,2 23 6,2 6,2 6,1
8 5,9 6,0 6,1 16 6,4 6,5 6,3 24 6,3 6,4 6,2

Reikia patikrinti hipotez¦, kad vidurkiu� vektorius nepakito.
Jeigu tartume, kad 2.2.1 lentel
eje yra a. v. X1 ∼ N3(µ1,Σ1) paprastosios imties reali-

zacijos, o lentel
eje 2.5.1 � a. v. X2 ∼ N3(µ2,Σ2) paprastosios imties realizacijos, tai reik
etu�
pripaºinti, kad a. v. X1 ir X2 yra galbu	t priklausomi (matuojami tu� pa£iu� kineskopu� para-
metrai). Sprendºiant toki� uºdavini� vienma£iu atveju buvo naudojamas Stjudento priklausomu�
im£iu� kriterijus. Daugiama£iu atveju taip pat reik
etu� naudoti ²iame skyrelyje pateikt¡ tokio
kriterijaus analog¡.

Randameme skirtumus Y i = X1i −X2i, i = 1, ..., 24, jie pateikti 2.5.2 lentel
eje.

2.5.2 lentel
e. Skirtumai
i Y1i Y2i Y3i i Y1i Y2i Y3i i Y1i Y2i Y3i
1 0,0 -0,1 0,1 9 0,0 0,0 0,4 17 0,1 -0,1 0,1
2 0,0 -0,1 0,1 10 0,1 -0,1 0,0 18 0,0 -0,1 0,1
3 0,1 0,0 0,1 11 0,0 -0,1 0,1 19 0,6 0,0 0,0
4 0,5 -0,3 0,2 12 0,0 -0,1 0,2 20 0,2 0,0 0,0
5 -0,1 0,0 -0,1 13 0,0 -0,1 0,1 21 0,1 0,3 -0,1
6 -0,1 0,1 -0,1 14 0,0 -0,2 0,0 22 0,0 -0,2 0,0
7 0,0 0,0 0,2 15 0,0 -0,1 0,0 23 -0,1 -0,1 0,1
8 0,2 0,1 0,1 16 0,0 -0,1 0,1 24 0,0 -0,1 0,1

Naudodami ²iuos duomenis tikriname hipotez¦, kad a. v. Y vidurkis E(Y ) = µ1−µ2 lygus
nuliniam vektoriui. Tokias hipotezes tikrinome 2.1 skyrelyje. Reikia paºym
eti, kad nereikia
daryti prielaidos d
el pradiniu� vektoriu� X1 ir X2 kovariaciju� matricu� Σ1 ir Σ2 lygyb
es.
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Pagal 2.5.2 lentel
es duomenis apskai£iuojame

Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Y i =

 0, 0667
−0, 0583

0, 0750

 ;

S =

n∑
i=1

Y iY
T
i − nȲ Ȳ

T
=

 0, 6533 −0, 0267 0, 0200
−0, 0267 0, 3183 −0, 0950

0, 0200 −0, 0950 0, 2850

 ;

S−1 =

 1, 5373 0, 1074 −0, 0721
0, 1074 3, 4963 1, 1579
−0, 0721 1, 1579 3, 8998


ir randame statistikos F realizacij¡:

F =
(n− k)n

k
Ȳ
T
S−1Ȳ = 4, 8681.

Kadangi P reik²m
e pv = P{F3;21 > 4, 8681} = 0, 010, tai hipotez
e atmetama, jei kriteri-
jaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,01.

2.6. Pratimai

2.1. Tegu X1, ...,Xn yra nepriklausomi a. v. Xj ∼ Nk(µ + β(zj − z̄),Σ), j = 1, ..., n,
z̄ =

∑
j zj/n. I�rodykite, kad

T 2 =
∑
j

(zj − z̄)2bTS−1b

turi Hotelingo skirstini� su n− 2 laisv
es laipsniais. �ia

b =

∑
j Xj(zj − z̄)∑
j(zj − z̄)2

, S =
∑
j

(Xj − X̄− b(zj − z̄))(Xj − X̄− b(zj − z̄))T .

2.2. Tegu X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ), pagal kuri¡ gautos statis-
tikos X̄ ir S. Raskite tolesnio nepriklausomo steb
ejimo Xn+1 pasikliovimo sriti�.

2.3. I�rodykite, kad Hotelingo statistika T 2 = n(n − 1)X̄S−1X̄, kai hipotez
e H : µ = 0
teisinga, asimptoti²kai n→∞ turi χ2 skirstini� su k laisv
es laipsniu�.

2.4. I�rodykite, kad Hotelingo statistika T 2 = n(n− 1)X̄S−1X̄ nepakis vidurkiu� vektoriu�
µ = (µ1, ..., µk)T pakeitus vektoriumi (λ, 0, ..., 0), λ2 = µTΣ−1µ, o Σ pakeitus vienetine
matrica I.

2.5. I�rodykite, kad tik
etinumu� santykio kriterijus tikrinant hipotez¦ d
el dvieju� vidurkiu�
vektoriu� lygyb
es yra ekvivalentus kriterijui (2.2.5), grindºiamam Hotelingo statistika.

2.6. I�rodykite, kad tik
etinumu� santykio kriterijus tikrinant hipotez¦ d
el keliu� vidurkiu�
vektoriu� palyginimo yra ekvivalentus kriterijui (2.3.3), grindºiamam Hotelingo statistika.

2.7. Lentel
eje pateikta 10 pacientu� papildomo miego laikas (valandomis) X1 vartojant
vaist¡ A ir X2 vartojant vaist¡ B.

Pacientas X1 X2 Pacientas X1 X2

1 1,9 0,7 6 4,4 3,4
2 0,8 -1,6 7 5,5 3,7
3 1,1 -0,2 8 1,6 0,8
4 0,1 -1,2 9 4,6 0,0
5 -0,1 -0,1 10 3,4 2,0

a) Tar¦, kad buvo stebimas normalusis vektorius, patikrinkite hipotez¦, kad a. v. (X1, X2)T

vidurkis lygus nuliniam vektoriui; kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05. Patikrinkite,
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kad gautasis kriterijus yra ekvivalentus Stjudento priklausomu� im£iu� kriterijui vienma£iu
atveju. b) Sudarykite vidurkiu� vektoriaus pasikliovimo sriti�, kai pasikliovimo lygmuo Q =
0, 95.

2.8. Tegu X1 ir X2 yra taur
elapio ilgis ir plotis, o X3 ir X4 � vainiklapio ilgis ir plotis.
Atlikta po 50 matavimu� Iris versicolor ir Iris setosa [2]. Pagal ²iuos duomenis gautos statistiku�
realizacijos

X̄1 =


5, 936
2, 770
4, 260
1, 326

 , X̄2 =


5, 006
3, 428
1, 462
0, 246

 ;

S = S1 + S2 =


19, 1434 9, 0356 9, 7634 3, 2394
9, 0356 11, 8658 4, 6232 2, 4746
9, 7634 4, 6232 12, 2978 3, 8794
3, 2394 2, 4746 3, 8794 2, 4604

 .

Tar¦, kad buvo stebimas normalusis vektorius, patikrinkite hipotez¦ H : µ1 = µ2 d
el
vidurkiu� vektoriu� lygyb
es kriterijumi, kurio reik²mingumo lygmuo α = 0, 01.

2.9. Tegu �, R, P, V yra kam²tinio medºio ºiev
es storis keturiomis pasaulio kryptimis.
Konkretaus medºio ²iu� keturiu� dydºiu� matavimus galime interpretuoti kaip keturma£io a. v.
realizacij¡. Paºym
ekime X1 =�-R-V+P, X2 =P-V, X3 =�-P. Atlikus 28 matavimus gautos
statistiku� realizacijos [14]

X̄ =

 8, 86
4, 50
0, 86

 , Σ̂ =
1

28
S =

 128, 72 61, 41 −21, 02
61, 41 56, 93 −28, 30
−21, 02 −28, 30 63, 53

 .

Tar¦, kad buvo stebimas normalusis a. v., patikrinkite hipotez¦ H : µ1 = µ2 = µ3 = 0; £ia
µi = EXi, i = 1, 2, 3.

2.10. Lentel
eje yra pateikti duomenys, gauti stebint sveiku� moteru� prakaitavimo rodik-
lius, t. y. trimati� a. v. X = (X1, X2, X3)T ; £ia XX1 � prakaito kiekis, X2 � natrio kiekis, X3 �
kalio kiekis [9].

i X1i X2i X3i i X1i X2i X3i

1 3,7 48,5 9,3 11 3,9 36,9 12,7
2 5,7 65,1 8,0 12 4,5 58,8 12,3
3 3,8 47,2 10,9 13 3,5 27,8 9,8
4 3,2 53,2 12,0 14 4,5 40,2 8,4
5 3,1 55,5 9,7 15 1,5 17,5 10,1
6 4,6 36,1 7,9 16 8,5 56,4 7,1
7 2,4 24,8 14,0 17 4,5 71,6 8,2
8 7,2 33,1 7,6 18 6,5 52,8 10,9
9 6,7 47,4 8,5 19 4,1 44,1 11,2
10 5,4 54,1 11,3 20 5,5 40,9 9,4

Tar¦, kad buvo steb
etas normalusis a. v., raskite vidurkiu� vektoriaus µ = (µ1, µ2, µ3)T

pasikliovimo sriti� ir jo koordina£iu� pasikliovimo intervalu� rinkinius, kai pasikliovimo lygmuo
Q = 0, 95.

2.11. (2.10 t¦sinys). Tar¦, kad buvo stebimas normalusis vektorius, pagal 2.10 pratimo
duomenis patikrinkite hipotez¦ H : µ = µ0 = (4; 50; 10)T , kai kriterijaus reik²mingumo
lygmuo α = 0, 05.

2.12. (1.12 pratimo t¦sinys). I²spr¦skite 1.12 pratim¡ tuo atveju, kai a. v. koordina£iu�
dispersijos n
era ºinomos.

2.13. (1.11 pratimo t¦sinys). I²spr¦skite 1.11 pratim¡ tuo atveju, kai kovariaciju� matrica
Σ n
era ºinoma.
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2.14. (1.8 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad 1.8 pratimo s¡lygomis vidurkiu� vektorius µ =
(µ1, µ2, µ3, µ4)T . Pri
em¦ normalumo prielaid¡ patikrinkite hipotez¦ H : µ1 = µ3, µ2 = µ4.

2.15. (1.14 pratimo t¦sinys). I²spr¦skite 1.14 pratim¡ tuo atveju, kai kovariaciju� matrica
Σ n
era ºinoma.

2.16. (1.9 pratimo t¦sinys). Tar¦, kad 1.9 pratimo s¡lygomis atveju a) steb
etas a. v.
X1 ∼ N2(µ1,Σ1), o atveju b) a. v. X2 ∼ N2(µ2,Σ2). Patikrinkite hipotez¦ H : 1, 22µ1 −
µ2 = 0 a) tar¦, kad kovariacin
es matricos Σ1 ir Σ2 yra lygios; b) kovariaciniu� matricu� lygyb
es
prielaida nepriimama.

2.17. Aliaskos natu	ralistas Haris Robertsas tyr
e grizliu� populiacij¡. Buvo allikti n = 61
grizliu� charakteristiku� X1 � svoris; X2 � ku	no ilgis; X3 � kaklo ilgis; X4 � liemens apimtis; X5

� galvos ilgis; X6 � galvos plotis matavimai. Pagal ²iuos matavimus gauta vidurkiu� vektoriaus
µ ir kovariacin
es matricos i�ver£iai [9]:

µ̂ =


95, 52

164, 38
55, 69
93, 39
17, 98
31, 13

 , Σ̂ =


3266, 46 1343, 97 731, 54 1175, 50 162, 68 238, 37
1343, 97 721, 91 324, 25 537, 35 80, 17 117, 73
731, 54 324, 25 179, 28 281, 17 39, 15 56, 80

1175, 50 537, 35 281, 17 474, 98 63, 73 94, 85
162, 68 80, 17 39, 15 63, 73 9, 95 13, 88
238, 37 117, 73 56, 80 94, 85 13, 88 21, 26

 .

Pri
em¦ normalumo prielaid¡ a) raskite pasikliovimo lygmens Q = 0, 95 vidurkiu� vektoriaus
µ pasikliovimo elipsoid¡; b) raskite pasikliovimo lygmens Q = 0, 95 vidurkiu� vektoriaus
ν = (ν1, ν2, ν3)T = (µ2, µ3 − µ4, µ5 − µ6)T pasikliovimo elipsoid¡; c) raskite parametru�
ν1, ν2, ν3 pasikliovimo intervalu� rinkinius naudodami surast¡ pasikliovimo elipsoid¡, rem-
damiesi Bonferonio nelygybe ir palyginkite juos su to paties pasikliovimo lygmens koordina£iu�
pasikliovimo intervalais.

2.18. Tirta pieno transportavimo i� perdirbimo i�mones charakteristikos. Gautos dvi
didumo n1 = 36 ir n2 = 18 paprastosios nepriklausomos imtys stebint a. v. X = (X1, X2, X3)T

ir Y = (Y1, Y2, Y3)T . �ia X1 � i²laidos kurui; X2 � remonto i²laidos, X3 � i�mon
es kapita-
las, kai naudojami benzininiai vilkikai; Y1, Y2, Y3 � analogi²ki rodikliai, naudojant dyzelinius
vilkikus. Duomenys pateikiami lentel
eje [9].

X1i X2i X3i X1i X2i X3i Y1i Y2i Y3i
16,44 12,43 11,23 12,34 7,73 11,68 8,50 12,26 9,11
7,19 2,70 3,92 8,51 14,02 12,01 7,42 5,13 17,15
9,92 1,35 9,75 26,16 17,44 16,89 10,28 3,32 11,23
4,24 5,78 7,78 12,95 8,24 7,18 10,16 14,72 5,99
11,20 5,05 10,67 16,93 13,37 17,59 12,79 4,17 29,28
14,25 5,78 9,88 14,70 10,78 14,58 9,60 12,72 11,00
13,50 10,98 10,60 10,32 5,16 17,00 6,47 8,89 19,00
13,32 14,27 9,45 8,98 4,49 4,26 11,35 9,95 14,53
29,11 15,09 3,28 9,70 11,59 6,83 9,15 2,94 13,68
12,68 7,61 10,23 12,72 8,63 5,59 9,70 5,06 20,84
7,51 5,80 8,13 9,49 2,16 6,23 9,77 17,86 35,18
9,90 3,63 9,13 8,22 7,95 6,72 11,61 11,75 17,00
10,25 5,07 10,17 13,70 11,22 4,91 9,09 13,25 20,66
11,11 6,15 7,61 8,21 9,85 8,17 8,53 10,14 17,45
12,17 14,26 14,39 15,86 11,42 13,06 8,29 6,22 16,38
10,24 2,59 6,09 9,18 9,18 9,49 15,90 12,90 19,09
10,18 6,05 12,14 12,49 4,67 11,94 11,94 5,69 14,77
8,88 2,70 12,23 17,32 6,86 4,44 9,54 16,77 22,66

Pri
em¦ normalumo prielaid¡ a) patikrinkite simetri²kumo hipotez¦ atskirai pirmajai ir
antrajai im£iai; b) patikrinkite vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez¦, tar¦ kad kovariacin
es mat-
ricos yra vienodos.
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Atsakymai ir nurodymai

2.2. P{Xn+1 ∈ C(X̄,S)} = Q = 1− α, kai

C(X̄,S) = {Xn+1 :
n(n− k)

k(n+ 1)
(X̄−Xn+1)TS−1(X̄−Xn+1) < Fα(k, n− k)}.

2.7 a) Randame

X̄ =

(
2, 33
0, 75

)
, S =

(
36, 081 25, 635
25, 635 28, 805

)
, S−1 =

(
0, 0754 −0, 0671
−0, 0671 0, 0944

)
ir apskai£iuojame statistikos F realizacij¡

F =
n(n− k)

k
X̄
T
S−1X̄ = 9, 115.

Kadangi P reik²m
e pv = P{F2;8 > 9, 115} = 0, 0087, tai hipotez
e atmestina. b)
C(X̄,S) = {µ :

n(n−k)
k

(X̄ − µ)TS−1(X̄ − µ) ≤ Fα(k, n − k)} = {(µ1, µ2) : 3, 016 (2, 33 −
µ1)2 − 5, 368 (2, 33− µ1)(0, 75− µ2) + 3, 776 (0, 75− µ2)2 < 4, 459}.

2.8. Randame (S1 + S2)−1 ir apskai£iuojame statistikos F realizacij¡

F =
n1n2(n1 + n2 − k − 1)

(n1 + n2)k
(X̄1 − X̄2)T (S1 + S2)−1(X̄1 − X̄2) = 625, 5.

Hipotez
e atmestina.

2.9. Randame

S−1 =
1

28

 0, 0165 −0, 0194 −0, 0032
−0, 0194 0, 0453 0, 0138
−0, 0032 0, 0138 0, 0208


ir apskai£iuojame statistikos F realizacij¡

F =
n(n− k)

k
X̄
T
S−1X̄ = 6, 1784.

Kadangi P reik²m
e pv = P{F3;25 > 6, 1784} = 0, 0027, tai hipotez
e atmestina.

2.10.

X̄ =

 4, 640
45, 600
9, 965

 , Σ̂ =
1

19
S =

 2.879 9.349 −1.809
9.349 187.157 −5.612
−1.809 −5.612 3.628

 .

P

{
340

3
(X̄− µ)TS−1(X̄− µ) ≤ F0,05(3, 17)

}
= 0, 95.

I² £ia pasikliovimo intervalu� rinkinys vektoriaus µ koordinat
ems yra

(µ
1
;µ1) = (3, 398; 5, 822); (µ

2
;µ2) = (35, 585; 55, 615); (µ

3
;µ3) = (8, 570; 11, 360).

Remdamiesi Bonferonio nelygybe gauname intervalu� rinkini�:

(µ
1
;µ1) = (3, 644; 5, 636); (µ

2
;µ2) = (37, 569; 53, 631); (µ

3
;µ3) = (8, 836; 11, 094).

Jeigu, pavyzdºiui, reik
etu� sudaryti tik vienos koordinat
es µ1 pasikliovimo interval¡, kai pasi-
kliovimo lygmuo tas pats, tai pagal (2.1.2) gautume (µ

1
;µ1) = (3, 846; 5, 434).

2.11. Randame statistikos F reik²m¦

F =
n(n− k)

k
(X̄− µ0)TS−1(X̄− µ0) = 2, 905.

Kadangi 2, 905 < F0,05(3, 17) = 3, 1968, darome i²vad¡, kad turimi duomenys neprie²tarauja
i²keltai hipotezei.
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2.12 1.12 pratimo ºymenimis gauname pasikliovimo intervalus

i µ
i

µi µ′′
i

µ′′i µ′
i

µ′i
1 26,93 29,27 26,48 29,72 25,76 30,44
2 25,41 27,79 24,96 28,24 24,33 28,97
3 34,63 36,17 34,33 36,47 33,85 36,95
4 33,16 35,24 32,76 35,64 32,12 36,28
5 22,84 24,36 22,54 24,66 22,07 25,13
6 21,20 22,80 20,90 23,10 20,41 23,59
7 21,88 23,52 21,57 23,83 21,07 24,33

2.13. a) vidurkiu� vektoriaus ν = (ν1, ν2, ν3)T koordina£iu� pasikliovimo intervalai yra tokie:
(106,81; 255,46); (-81,58; 130,71); (-278,99; -152,68); b) statistika F , kuri esant teisingai
hipotezei turi Fi²erio skirstini� su 3 ir 27 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 3,3396; kadangi P
reik²m
e pv = P{F3;27 > 3, 3396} = 0, 034, hipotez
e atmetama, jeigu kriterijaus reik²mingumo
lygmuo vir²ija 0,034. 2.14. Statistika F , kuri esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� su
2 ir 23 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 1,7309; kadangi P reik²m
e pv = P{F2;23 > 1, 7309} =
0, 1994, tai atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. Nurodymas. A. v. Z = (Z1, Z2)T = (X1 −
X3, X2−X3)T turi dvimati� normalu�ji� skirstini� su vidurkiu� vektoriumi E(Z) = (µ1−µ3, µ2−
µ4)T . Taigi reikia patikrinti hipotez¦ H : E(Z) = 0, kad dvima£io normaliojo skirstinio
vidurkiu� vektorius lygus nuliniam vektoriui, kai kovariacin
e matrica neºinoma, pagal pa-
prast¡j¡ imti� Z1, ...,Z25. 2.15. a) Statistika F i² (2.1.14) i�gijo reik²m¦ 2,7349; P reik²m
e
pv = P{F4;36 > 2, 7349} = 0, 0438; hipotez
e atmetama, jeigu kriterijaus reik²mingumo
lygmuo vir²ija 0,0438. b) Paºym
ekime Z1 = X∗1 − 22, 2875, Z2 = X∗2 − 272, 575, Z3 =
X∗3 − 288, 435, Z4 = X∗4 − 51, 975. Tada prognoz
es elipsoidas yra 7, 6249Z2

1 + 0, 0440Z2
2 +

0, 8465Z2
3 +1, 1993Z2

4 +0, 2254Z1Z2−0, 1886Z1Z3+1, 436Z1Z4−0, 0404Z2Z3−0, 0312Z2Z4+
0, 1478Z3Z4 < 11, 1336. Nurodymas. A. d. (n+1)(n−k)(X∗−µ̂)TΣ−1(X∗−µ̂)/(n(n−1)k)
turi Fi²erio skirstini� su 4 ir 36 laisv
es laipsniais. 2.16. a) Statistika F , kuri esant teisingai
hipotezei turi Fi²erio skirstini� su 2 ir 42 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 1,1084; P reik²m
e
pv = P{F2;42 > 1, 1084} = 0, 3395; atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. b) Statistika, kuri esant
teisingai hipotezei asimptoti²kai turi χ2 skirstini� su 2 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 0,1557;
P reik²m
e pv = P{χ2

2 > 0, 1557} = 0, 9251; atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. 2.17. a) Pasi-
kliovimo elipsoidas E(µ̂, Σ̂) = {µ : 33550(µ̂ − µ)T Σ̂−1(µ̂ − µ) < 2, 2687}; b) Pasikliovimo
elipsoidas E(ν̂, Γ̂) = {ν : 70760(ν̂ − ν)T Γ̂−1(ν̂ − ν) < 2, 7636},

ν̂ =

 164, 38
−37, 70
−13, 15

 , Γ̂ =

 721, 91 −213, 10 −37, 56
−213, 10 91, 92 13, 44
−37, 56 13, 44 3, 45

 .

c) parametro ν1 pasikliovimo intervalu� r
eºiai yra: naudojant pasikliovimo elipsoid¡ 164, 38±
10, 1583; remiantis Bonferonio nelygybe 164, 38 ± 9, 4645; individualus intervalas 164, 38 ±
7, 9745; analogi²kai kitiems parametrams.

2.18. a) Pirmosios imties atveju statistika (2.4.5) i�gijo reik²m¦ 18,9445; P reik²m
e pv =
P{F2;34 > 18, 9445} = 3 · 10−6; hipotez
e atmestina; antrosios imties atveju statistika (2.4.5)
i�gijo reik²m¦ 10,5451; P reik²m
e pv = P{F2;16 > 10, 5451} = 0, 0012; hipotez
e atmetama, kai
kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0012; b) statistika (2.2.4) i�gijo reik²m¦ 12,206; P
reik²m
e pv = P{F3;50 > 12, 206} = 4 · 10−6; hipotez
e atmestina.



3 skyrius

Tiesiniai modeliai

daugiama£iu atveju

Antros vadov
elio dalies tiesiniuose modeliuose nagrin
ejome vienma£io poºymio
priklausomyb¦ nuo tam tikru� kintamu�ju� (kovarian£iu�, faktoriu�). Tar
eme, kad
tiriamo poºymio vidurkis yra tiesin
e neºinomu� parametru� funkcija, kurios koe-
�cientai nusakomi tam tikru bu	du suplanuoto eksperimento plano matrica.

Ta£iau prakti²kai objektui apibu	dinti gali nepakakti vieno poºymio. Pavyz-
dºiui, nagrin
ejant skirtingas kvie£iu� veisles, gali dominti ne tik ju� derlingumas,
bet ir kitos charakteristikos: gru	du� krakmolingumas ir glitumas, augalu� auk²tis
ir atsparumas i²gulimui, ²iaudu� kiekis ir kt. Nagrin
ejant pacientu� sistolinio
kraujo spaudimo priklausomyb¦ nuo ju� amºius ir svorio, gali bu	ti svarbu kartu
nagrin
eti ir kitus poºymius: kardiogramos kreiv
es charakteristikas, kraujagysliu�
sieneliu� elastingum¡, cholesterolio kieki� ir kt.

Apibendrinant vienmati� tiesini� modeli� natu	ralu tarti, kad kiekvieno tiriamo
poºymio vidurkis yra tiesin
e neºinomu� parametru� (galbu	t skirtingu� kiekvienam
poºymiui) funkcija, kurios koe�cientus nusako ta pati eksperimento plano mat-
rica.

3.1. Matematinis modelis

Tarkime, kad n kartu� yra stebimas k poºymiu� vektorius X = (X1, ..., Xk)T .
Steb
ejimus galime sura²yti i� lentel¦.

X1 X2 ... Xn

Y T
1 X11 X12 · · · X1n

Y T
2 X21 X22 · · · X2n = YT
...

...
...

...
...
...

...
Y T
k Xk1 Xk2 · · · Xkn

54
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Tariame, kad stulpeliuose para²yti vektoriai X1,X2, ...,Xn yra nepriklau-
somi. O skirtingose eilut
ese para²yti vektoriai, kurie rei²kia tu� pa£iu� objektu�
i�vairiu� poºymiu� matavimus, gali bu	ti priklausomi. Tarkime, kad kovariacin
e
matrica V (X) = V (Xi) = Σ = [σij ]k×k, i = 1, ..., n, nekinta, kai poºymiu�
vektoriaus X matavimo numeris kinta nuo 1 iki n. Atsitiktiniu� vektoriu� Xi, i =
1, ..., n, vidurkiai gali bu	ti skirtingi. Tarsime, kad vektoriaus Y i = (Xi1, ..., Xin)T ,
kuris rei²kia i-ojo poºymio matavimus, koordina£iu� vidurkis kinta pagal vienmati�
Gauso ir Markovo tiesini� modeli� (vadov
elio 2 dalies 1 skyrius). Taigi steb
ejimu�
matematinis modelis yra vienma£iu� Gauso ir Markovo modeliu�, sudarytu� kiek-
vienam poºymiui, sistema

Y i = Aβi + ei, E(Y i) = Aβi, V (Y i) = σiiI, i = 1, ..., k; (3.1.1)

£ia A = [ajl]n×m yra eksperimento plano matrica, βi = (βi1, ..., βim)T � neºi-
nomu� parametru� vektorius, apibu	dinantis i-ojo poºymio vidurkio kitim¡, ei =
(ei1, ..., ein)T � paklaidu� vektorius, E(ei) = 0,V (ei) = σiiI. Tiriamu� poºymiu�
vektoriu� priklausomum¡ nusako kovariacija

Cov (Y i,Y i′) = Cov (ei, ei′) = σii′I, i, i′ = 1, ..., k. (3.1.2)

Naudojant matricinius ºymenis modeli� (3.1.1) galima uºra²yti tokiu pavidalu

Y = ABT + e; (3.1.3)

£ia BT = [βij ]m×k yra neºinomu� parametru� matrica, kurios stulpelius sudaro
vektoriai β1, ...,βk; e = [eji]n×k � paklaidu� matrica, jos stulpeliu� vektoriai
e1, ..., ek.

Uºra²ius detaliau, lygyb
e (3.1.3) yra tokia:

(Y 1

...Y 2

... . . .
...Y k) = A(β1

...β2

... . . .
...βk) + (e1

...e2

... . . .
...ek).

Transponav¦ abi (3.1.3) lygyb
es puses gauname s¡ry²i�

YT = BAT + eT ,

arba

(X1

...X2

... . . .
...Xn) = B(a1

...a2

... . . .
...an) + (c1

...c2

... . . .
...cn), (3.1.4)

£ia aj � vektorius, kuri� sudaro plano matricos A j-osios eilut
es elementai, cj
yra vektorius, kuri� sudaro matricos e j-osios eilut
es elementai. Taigi

E(Xj) = Baj , E(cj) = 0, V (Xj) = V (cj) = Σ, j = 1, ..., n;

Cov (Xj ,Xj′) = Cov (cj , cj′) = 0, j 6= j′ = 1, ..., n.

3.1.1 pavyzdys. Tarkime, kad yra lyginamos m skirtingu� kvie£iu� veisliu�. Tuo tikslu at-
sitiktinai parinktu� nj sklypeliu� aps
ejama j-¡ja kvie£iu� veisle; i² viso sklypeliu� n = n1 +
... + nm. Kvie£iu� veisl
es lyginamos atsiºvelgiant i� dimensijos k skirtingu� poºymiu� vektoriu�
X = (X1, ..., Xk)T . Paºym
ekime Xlj = (X1lj , ..., Xklj)

T poºymio vektoriaus matavimus,
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gautus j-ajame sklypelyje, kuris aps
etas l-¡ja kvie£iu� veisle, j = 1, ..., nl, l = 1, ...,m. Tar-
sime, kad vektoriaus Xlj vidurkis E(Xlj) = µl = (µ1l, ..., µkl)

T nepriklauso nuo sklype-
lio numerio j, ta£iau gali priklausyti nuo kvie£iu� veisl
es numerio l. Kovariacin
e matrica
V (Xlj) = Σ = [σii′ ]k×k nepriklauso nuo indeksu� j ir l, o kovariacijos Cov (Xlj ,Xl′j′ ) = 0,
kai l 6= l′, arba kai l = l′ bet j 6= j′.

�iame pavyzdyje vektoriu� Y i sudaro i-ojo poºymio matavimai

Y i = (Xi11, ..., Xi1n1 , Xi21, , Xi2n2 , ..., Xim1, ..., Ximnm )T ,

kuriam galioja vienmatis tiesinis Gauso ir Markovo modelis

Y i = Aβi + ei;

£ia βi = (µi1, µi2, ..., µim)T yra i-ojo poºymio vidurkiu� vektorius visoms m kvie£iu� veisl
ems;
plano matricos pirmosios n1 eilu£iu� yra aTi = (1, 0, ..., 0), i = 1, ..., n1; tolesn
es n2 eilu£iu�
yra aTi = (0, 1, ..., 0), i = n1 + 1, ..., n1 + n2, pagaliau paskutin
es nm eilu£iu� yra aTi =
(0, 0, ..., 1), i = n1 + ...+ nm−1 + 1, ..., n.

Imdami pateiktu� vienma£iu� Gauso ir Markovo modeliu� sistem¡, kai i = 1, ..., k, gausime
modeli� (3.1.3).

�is modelis yra vienfaktor
es dispersin
es analiz
es modelio apibendrinimas daugiama£iu
atveju.

3.1.2 pavyzdys. Tarkime, kad vertinama pacientu� tam tikro poºymiu� vektoriaus X =
(X1, ..., Xk)T skirstinio priklausomyb
e nuo dvieju� kovarian£iu� � svorio (Z1) ir amºiaus (Z2).
Tuo tikslu atsitiktinai atrenkama n pacientu�, kuriems pamatuojamos poºymio vektoriaus X
ir kovarian£iu� vektoriaus (Z1, Z2)T reik²m
es. Paºym
ekime Xi = (X1i, ..., Xki)

T tiriamu�
poºymiu� vektoriu� ir (Z1i, Z2i)

T kovarian£iu� vektoriu� i-ajam pacientui. Tarsime, kad poºymiu�
vektoriaus vidurkiai tiesi²kai priklauso nuo kovarian£iu�, kovariaciju� matrica VXi = Σ =
[σij ]k×k nekinta ir kovariacijos Cov (Xi,Xi′ ) = 0, i 6= i′ = 1, ..., n. Tada �ksavus kovarian£iu�
reik²mes, i-ojo poºymio vektorius Y i = (Xi1, ..., Xin)T tenkina tiesini� Gauso ir Markovo
modeli�

Y i = Aβi + ei, E(Y i) = Aβi, E(ei) = 0, V (Y i) = V (ei) = σiiI;

£ia βi = (αi, β1i, β2i)
T neºinomu� regresijos parametru� vektorius, o matricos A i-oji eilut
e yra

aTi = (1, Z1i, Z2i), i = 1, ..., n.

Sujung¦ ²iuos modelius i� vien¡ sistem¡, kai i = 1, ..., k, gausime modeli� (3.1.3). �is modelis

yra tiesin
es regresijos modelio apibendrinimas daugiama£iu atveju.

3.2. Parametru� i�vertiniai

Tarsime, kad plano matricos A rangas lygus m, t. y. |ATA| 6= 0.
Paºym
ekime β̂i maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertini�, gaut¡ i² i-ojo vienma£io Gauso

ir Markovo tiesinio modelio (3.1.1):

β̂i = (ATA)−1ATY i, i = 1, ..., k. (3.2.1)

3.2.1 teorema. Su bet kuriuo L ∈ Rk parametro θi = LTβi, kuris yra tik
neºinomu� parametru� vektoriaus βi = (βi1, ..., βim)T tiesin
e funkcija, i�vertinys
θ̂i = LT β̂i yra vienintelis minimalios dispersijos i�vertinys nepaslinktu�ju� tiesiniu�
visu� steb
ejimu� Y 1, ...,Y k i�vertiniu� aib
eje. �io i�vertinio dispersija ir kovariacija
su kitos tiesin
es funkcijos KTβi i�vertiniu K

T β̂i yra

V (LT β̂i) = σiiL
T (ATA)−1L, Cov (LT β̂i,K

T β̂i) = σiiL
T (ATA)−1K.

(3.2.2)
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I�rodymas Tarkime, kad

θ̃i = HT
1 Y 1 + ...+HT

k Y k

yra kitas nepaslinktas tiesinis visu� steb
ejimu� parametro θi i�vertinys. I² nepa-
slinktumo s¡lygos: su visais βi ∈ Rk

E(θ̃i) = E(HT
1 Y 1) + ...+ E(HT

k Y k) = HT
1Aβ1 + ...+HT

kAβk = LTβi

i²plaukia, kad
HT

i A = LT , HT
j A = 0, j 6= i. (3.2.3)

Turime

V (θ̃i) = V (θ̃i − θ̂i + θ̂i) = V (θ̂i) + V (θ̃i − θ̂i) + 2Cov (θ̃i − θ̂i, θ̂i).

Kadangi

Cov (θ̃i, θ̂i) =

k∑
j=1

Cov (HT
j Y j ,L

T β̂i) =

k∑
j=1

Cov (HT
j Y j ,L

T (ATA)−1ATY i)

=

k∑
j=1

σijH
T
j A(ATA)−1L = σiiL

T (ATA)−1L = Cov (θ̂i, θ̂i),

tai
Cov (θ̃i − θ̂i, θ̂i) = 0, V (θ̃i) ≥ V (θ̂i).

Lygyb
e pasiekiama tada ir tik tada, kai θ̃i = θ̂i.
Taigi parametroLTβi nepaslinktas minimalios dispersijos i�vertinys priklauso

tik nuo vektoriaus Y i ir sutampa su i�vertiniu, gautu vienma£iu atveju.
I�vertinioLT β̂i dispersija ir kovariacija su i�vertiniuK

T β̂i sutampa su analogi²-
komis i²rai²komis, gautomis vienma£iu atveju. N

Kadangi maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniu� suma taip pat yra MK i�vertinys, tai

θ̂ = LT1 β̂1 + ...+LTk β̂k (3.2.4)

yra parametro θ = LT1 β1 + ... + LTk βk maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys, kurio
dispersija

V (θ̂) =

k∑
i=1

σiiL
T
i (ATA)−1Li +

∑
i 6=j

σijL
T
i (ATA)−1Lj . (3.2.5)

Neºinomu� parametru� matricos B maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys

B̂
T

= (β̂1

......
...β̂k) = (ATA)−1ATY = (ATA)−1AT (Y 1

......
...Y k), (3.2.6)

V (β̂i) = σii(A
TA)−1, Cov (β̂i, β̂j) = σij(A

TA)−1.
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3.2.2 teorema. Nepaslinktasis kovariaciju� matricos Σ i�vertinys yra

Σ̃ =
1

n−m
SSE =

1

n−m
[SSE(i, j)]k×k. (3.2.7)

�ia SSE(i, i) liekamoji kvadratu� sum¡, gauta i² i-ojo tiesinio modelio (3.1.1)

SSE(i, i) = (Y i −Aβ̂i)T (Y i −Aβ̂i) = Y T
i Y i − Y T

i Aβ̂i, (3.2.8)

o SSE(i, j), i 6= j, vadinamoji liekamu�ju� sandaugu� suma

SSE(i, j) = (Y i −Aβ̂i)T (Y j −Aβ̂j) = Y T
i Y j −Y T

i Aβ̂j = Y T
i Y j −Y T

j Aβ̂i.
(3.2.9)

I�rodymas. I² vienamat
es tiesiniu� modeliu� teorijos (ºr. vadov
elio 2 dali�, 1
skyriu�) turime, kad dispersijos σii nepaslinktasis i�vertinys yra SSE(i, i)/(n−m).

Nagrin
ekime atsitiktini� vektoriu� Y = Y i + Y j , kurio vidurkis E(Y ) =
A(βi + βj) = Aβ, o kovariacin
e matrica V (Y ) = σ2I, σ2 = σii + σjj + 2σij .
�io tiesinio modelio normaliu�ju� lyg£iu� sistema

ATAβ̂ = ATY , β̂ = (ATA)−1ATY ,

o liekamoji kvadratu� suma

SSE = (Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂) = (Y i+Y j−Aβ̂i−Aβ̂j)T (Y i+Y j−Aβ̂i−Aβ̂j)

= (Y i−Aβ̂i)T (Y i−Aβ̂i)+(Y j−Aβ̂j)T (Y j−Aβ̂j)+2(Y i−Aβ̂i)T (Y j−Aβ̂j)

= SSE(i, i) + SSE(j, j) + 2SSE(i, j).

Dispersijos σ2 = σii + σjj + 2σij nepaslinktasis i�vertinys yra SSE/(n − m).
Kadangi SSE(i, i)/(n −m) ir SSE(j, j)/(n −m) yra nepaslinktieji parametru�
σii ir σjj i�vertiniai, tai SSE(i, j)/(n − m) yra nepaslinktasis parametro σij
i�vertinys. N

3.2.1 pastaba. Tiesiogiai i�sitikiname, kad matric¡ SSE = [SSE(i, j)]k×k gali-
me uºra²yti ir tokiu pavidalu:

SSE =

n∑
i=1

XiX
T
i − B̂A

TAB̂
T
. (3.2.10)

3.2.1 pavyzdys. (3.1.1 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 3.1.1 pavyzdºio duomenis gauname, kad
parametro βi = (µ1i, ..., µmi)

T MK i�vertinys yra

β̂i = (µ̂1i, ..., µ̂mi)
T = (X̄1i., ..., X̄mi.)

T , X̄li. =
1

nl

nl∑
j=1

Xlij ,

o matricos SSE elementai

SSE(i, i′) =

m∑
l=1

nl∑
j=1

(Xlij − X̄li.)(Xli′j − X̄li′.), i, i′ = 1, ..., k.
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3.2.2 pavyzdys. (3.1.2 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 3.1.2 pavyzdºio duomenis parametro
βi = (αi, β1i, β2i)

T i�vertini� gauname spr¦sdami triju� lyg£iu� sistem¡

ATAβ̂i = ATY i, β̂i = (ATA)−1ATY i, i = 1, ..., k.

I²skleistu pavidalu n
∑
j Z1j

∑
j Z2j∑

j Z1j
∑
j Z

2
1j

∑
j Z1jZ2j∑

j Z2j
∑
j Z1jZ2j

∑
j Z

2
2j

 α̂i
β̂1i
β̂2i

 =


∑
j Xij∑
j XijZ1j∑
j XijZ2j

 .

Matricos SSE elementai yra

SSE(i, i′) =

n∑
j=1

(Xij − α̂i − β̂1iZ1i − β̂2iZ2i)(Xi′j − α̂i′−

β̂1i′Z1i′ − β̂2i′Z2i′ ), i, i′ = 1, ..., k.

3.3. Normaliojo skirstinio atvejis

Nor
edami sudaryti kriterijus hipotez
ems tikrinti, priimsime prielaid¡, kad a. v.
X1, ...,Xn turi normaliuosius skirstinius:

Xj ∼ Nk(Baj ,Σ), j = 1, ..., n; (3.3.1)

£ia aTj yra plano matricos A j-oji eilut
e.

3.3.1 teorema. Jeigu |Σ| > 0, |ATA| > 0, n > k, n > m, tai neºinomu�
parametru� matricosB ir kovariacin
es matricos Σ DT i�vertiniai yra B̂ ir SSE/n.
�ia matrica B̂ nusakyta (3.2.6), o matricos SSE = [SSE(i, j)]k×k elementai
apibr
eºti (3.2.8), (3.2.9) lygyb
emis.

I�rodymas. Imties X1, ...,Xn tik
etinumo funkcija

L = L(B,Σ) = [(2π)k|Σ|]−n/2 exp{−1

2

n∑
j=1

(Xj −Baj)TΣ−1(Xj −Baj)}.

(3.3.2)
Pertvarkome rei²kini� po eksponent
es ºenklu

n∑
j=1

(Xj −Baj)TΣ−1(Xj −Baj) = Tr{
n∑
j=1

(Xj −Baj)TΣ−1(Xj −Baj)}

= Tr{Σ−1
n∑
j=1

(Xj −Baj)(Xj −Baj)T }.

Panagrin
ekime sum¡

n∑
j=1

(Xj −Baj)(Xj −Baj)T =

n∑
j=1

(Xj − B̂aj)(Xj − B̂aj)T
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+2

n∑
j=1

(Xj − B̂aj)aTj (B̂ −B)T +

n∑
j=1

(B̂ −B)aja
T
j (B̂ −B)T .

Remdamiesi (3.2.6) ir (3.2.10) i²rai²komis i�sitikiname, kad pirmas d
emuo
sutampa su matrica SSE , o antras d
emuo lygus 0. Tre£ias d
emuo

n∑
j=1

(B̂ −B)aja
T
j (B̂ −B)T = (B̂ −B)ATA(B̂ −B)T .

Gauname

n∑
j=1

(Xj −Baj)(Xj −Baj)T = SSE + (B̂ −B)ATA(B̂ −B)T . (3.3.3)

I�ra²¦ (3.3.4) ir (3.3.5) i� tik
etinumo funkcijos i²rai²k¡ (3.2.3)

L = L(B,Σ) = [(2π)k|Σ|]−n/2 exp{−1

2
Tr(Σ−1SSE)}

exp{−1

2
Tr(Σ−1(B̂ −B)ATA(B̂ −B)T )} (3.3.4)

matome, kad ji yra dvieju� daugikliu� sandauga. Pirmas i² ju� priklauso tik nuo
Σ, antras i�gyja maksimali¡ reik²m¦ 1, kai B = B̂.

Kaip ir 1.2.1 teoremoje i�sitikiname, kad pirmas daugiklis i�gyja maksimali¡
reik²m¦, kai Σ̂ = SSE/n. Tik
etinumo funkcijos maksimumas yra

L(B̂, Σ̃) = (
1√
2π

)knnnk/2(SSE)−n/2 exp{−nk
2
}. (3.3.5)

N
Matome, kad kovariaciju� matricos DT i�vertinys Σ̂ = SSE/n yra paslinkta-

sis. Poslinki� nesunku atitaisyti imant i�vertini� Σ̃ = SSE/(n−m).

3.3.2 teorema. Tegu |Σ| > 0, |ATA| > 0, n > k, n > m, tada i�vertiniai B̂ ir
Σ̂ yra nepriklausomi. Jeigu matric¡ B̂ sudaran£ius vektorius sura²ysime i� vien¡

jungtini� vektoriu� (β̂
T

1 , ..., β̂
T

k )T , tai ²io mk dimensijos vektoriaus skirstinys yra
normalusis su kovariacine matrica σ11(ATA)−1 ... σ1k(ATA)−1

... ... ...

σ11(ATA)−1 ... σkk(ATA)−1

 .

Matrica (n−m)Σ̂ = SSE turi Vi²arto skirstini� Wk(n−m,Σ).

I�rodymas. Kadangi i�vertiniai β̂1, ..., β̂k yra normaliu�ju� a. v. tiesin
es funkci-
jos, tai ju� skirstiniai yra normalieji, kuriu� kovariaciju� matricu� i²rai²kos pateiktos
(3.2.6).
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Tegu L = (L1, ..., Lk)T ∈ Rk yra �ksuotas vektorius. Nagrin
ekime a. v.
Y = L1Y 1 + ...+ LkY k. Jo pirmieji momentai

E(Y ) = L1Aβ1 + ...+ LkAβk = Aβ, β = L1β1 + ...+ Lkβk,

V (Y ) = (
∑
i

L2
iσii +

∑
i 6=j

LiLjσij)I = LTΣLI = σ2
LI (3.3.6)

Turime vienmati� Gauso ir Markovo modeli�. Parametro β maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertinys

β̂ = (ATA)−1ATY = (ATA)−1[L1A
TY 1 + ...+LkA

TY k] = L1β̂1 + ...+Lkβ̂k
(3.3.7)

nepriklauso nuo liekamu�ju� kvadratu� sumos

(Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂) = [
∑
i

Li(Y i −Aβ̂i)]T [
∑
j

Lj(Y j −Aβ̂j)]

=
∑
i

∑
j

LiLj(Y i −Aβ̂i)T (Y j −Aβ̂j)

=
∑
i

∑
j

LiLjSSE(i, j) = LTSSEL. (3.3.8)

Remdamiesi vienmate tiesiniu� modeliu� teorija gauname, kad β̂ ir LTSSEL
yra nepriklausomi ir

β̂ ∼ Nm(β, σ2
L(ATA)−1), LTSSEL ∼ σ2

Lχ
2
n−m. (3.3.9)

Remdamiesi Vi²arto skirstinio apibr
eºimu darome i²vad¡, kad SSE ∼Wk(n−
m,Σ), o i² pirmos Vi²arto skirstinio savyb
es i²plaukia, kad B̂ ir SSE yra ne-
priklausomi. N

3.4. Tiesiniu� hipoteziu� tikrinimas

Sudarant kriterijus hipotez
ems apie parametru� B reik²mes galima i²skirti atve-
jus, kai fakti²kai uºdavinys tampa vienma£iu. Pavyzdºiui, jeigu tikriname pa-
prast¡j¡ hipotez¦ θ = LTβi = θ0 arba sud
eting¡j¡ hipotez¦ Hβi = b0, kuriu�
formuluot
ese �gu	ruoja tik parametru� vektorius βi, tai pakanka nagrin
eti tik
i-¡ji� Gauso ir Markovo modeli� i² (3.1.1). Tokie uºdaviniai buvo sprendºiami 2
dalies 2 skyriuje. Analogi²kai paprastu� ar sud
etiniu� hipoteziu� apie parametru�
vektoriu� β = L1β1 + ...+Lkβk tikrinimas taip pat suvedamas i� vienmati� atveji�
nagrin
ejant a. v. Y = L1Y 1 + ...+ LkY k tiesini� modeli� (ºr. 3.3 skyreli�).

Tarkime, reikia patikrinti prielaid¡, kad yra teisingos i² karto visos tiesin
es
hipotez
es:

Hβi = θ0
i , i = 1, ..., k; (3.4.1)
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£iaH dydºio r×m ir rango r matrica; o θ0
i � ºinomi vektoriai. Tokio uºdavinio

sprendimui nepakanka 2 dalies 2 skyriaus vienmat
es teorijos. Pavyzdºiui, 3.1.1
pavyzdyje hipotez
e Hi : µ1i = ... = µmi, arba hipotez
e H : L1µ11 + ...+Lkµ1k =
... = L1µm1+...+Lkµmk suvedama i� viemati� atveji�. Tuo tarpu tikrinant hipotez¦
H : µ1 = ... = µm, t. y. teisingi visi tvirtinimai H1, ...,Hk, nepakanka vienmat
es
teorijos. Tiesa, atveju m = 2 ²is uºdavinys buvo i²spr¦stas sudarius kriteriju�,
grindºiam¡ Hotelingo T 2 statistika.

Pateiksime analogij¡ su vienmate normaliojo skirstinio teorija. Tikrinant
dvieju� vidurkiu� lygyb
es hipotez¦ pagal dvi nepriklausomas normaliu�ju� a. d. imtis
buvo taikomas Stjudento dvieju� nepriklausomu� im£iu� kriterijus. Kai im£iu�
skai£ius didesnis uº 2, vidurkiams palyginti buvo sudarytas Fi²erio kriterijus
(vienfaktor
e dispersin
e analiz
e). Analogi²kai daugiama£iu atveju tikrinant dvieju�
vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez¦ pagal dvi nepriklausomas normaliu�ju� vektoriu�
imtis taikomas kriterijus, grindºiamas Hotelingo statistika (Stjudento statistikos
daugiamatis analogas). Kai nepriklausomu� im£iu� skai£ius didesnis uº 2 ir reikia
tikrinti vidurkiu� vektoriu� µ1, ...,µm lygyb
es hipotez¦, reikia kriterijaus, kuris
bu	tu� vienfaktor
es dispersin
es analiz
es kriterijaus daugiamatis analogas.

Parink¦ �ksuot¡ vektoriu� L = (L1, ..., Lk)T ∈ Rk, vietoje hipoteziu� (3.4.1)
pirmiausia nagrin
ekime hipotez¦

HL : Hβ = θ0, β = L1β1 + ...+ Lkβk, θ0 = L1θ
0
1 + ...+ Lkθ

0
k. (3.4.2)

remdamiesi a. v. Y = L1Y 1 + ...+ LkY k tiesiniu modeliu:

E(Y ) = Aβ, V (Y ) = σ2
LI. (3.4.3)

3.4.1 teorema. Tegu |Σ| > 0, |ATA| > 0, Rang(H) = r, n > k, n > m,m >
r. Tada hipotez
esHL tikrinimo kriterijus turi toki� pavidal¡: hipotez
e atmetama
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

F =
LT (SSEH − SSE)L(n−m)

rLTSSEL
> Fα(r, n−m). (3.4.4)

�ia matricos SSE elementai apibr
eºti (3.2.8), (3.2.9) lygyb
emis, o matricos
SSEH elementai turi tokias pa£ias i²rai²kas, tik i�vertinius β̂i reikia pakeisti
MK i�vertiniais β̃i, surastais kai HL teisinga.

I�rodymas. Remiantis 2 dalies 1 skyriumi, kriterijus hipotezei (3.4.2) tikrinti
sudaromas tokiu bu	du. Randame

SSE = min
β

(Y −Aβ)T (Y −Aβ) = (Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂),

SSEH = min
Hβ=θ0

(Y −Aβ)T (Y −Aβ) = (Y −Aβ̃)T (Y −Aβ̃).

Kai hipotez
e (3.4.2) teisinga, a. d. SSE ir SSEH −SSE yra nepriklausomi ir
turi χ2 skirstinius su n −m ir r laisv
es laipsniu�. Jeigu hipotez
e neteisinga, tai
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SSEH − SSE turi necentrini� χ2 skirstini� su r laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo
parametru

λ = (Hβ − θ0)T [H(ATA)−1HT ]−1(Hβ − θ0).

Taigi kvadratu� suma SSEH i²skaidoma i� dvi nepriklausomas komponentes:

SSEH = SSE + (SSEH − SSE). (3.4.5)

Pirmosios i² ju� skirstinys nepriklauso nuo hipotez
es teisingumo, o antroji
apibu	dina nuokrypi� nuo hipotez
es. Ju� palyginimas leidºia sudaryti kriteriju�
hipotezei (3.4.2) tikrinti. Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriteri-
jumi, kai

F =
(SSEH − SSE)(n−m)

rSSE
> Fα(r, n−m). (3.4.6)

Kvadratu� sum¡ SSE suradome 3.3 skyrelyje

SSE = LTSSEL;

£ia SSE yra liekamoji kvadratu� sumu� ir sandaugu� matrica, apibr
eºta (3.2.8) ir
(3.2.9) formul
emis. Ji turi Vi²arto skirstini� SSE ∼Wk(n−m,Σ).

Tegu β̃i yra parametro βi maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys, surastas kai hi-
potez
e Hβi = θ0

i yra teisinga ir matricos SSEH elementai yra

SSEH(i, j) = (Y i −Aβ̃i)T (Y j −Aβ̃j), i, j = 1, ..., k. (3.4.7)

Pakartoj¦ 3.3 skyrelio samprotavimus gauname, kad

SSEH = min
Hβ=θ0

(Y −Aβ)T (Y −Aβ) = LTSSEHL,

o
SSEH − SSE = LT (SSEH − SSE)L ∼ σ2

Lχ
2(r), (3.4.8)

jeigu hipotez
e (3.4.2) yra teisinga. Pagal Vi²arto skirstinio apibr
eºim¡ SEH −
SSE ∼ Wk(r,Σ). Kadangi SSE ir SSEH − SSE turi nepriklausomus χ2 skirs-
tinius, tai remdamiesi Vi²arto skirstinio pirma savybe gauname, kad matricos
SSE ir SSEH − SSE turi nepriklausomus Vi²arto skirstinius. Taigi gavome
matricos SSEH i²skaidym¡ i� dvi nepriklausomas Vi²arto matricas:

SSEH = SSE + (SSEH − SSE), (3.4.9)

kuri� galima laikyti skaidinio (3.4.5) daugiama£iu analogu. Pirmoji matrica
SSE ∼ Wk(n − m,Σ) nepriklauso nuo hipoteziu� (3.4.1) teisingumo. Antroji
apibu	dina nuokrypi� nuo hipoteziu�: jei hipotez
es teisingos, tai SSEH − SSE ∼
Wk(r,Σ), o jei neteisingos, tai ji turi necentrini� Vi²arto skirstini�, nes (3.4.8) turi
necentrini� χ2 skirstini�.

Naujais ºymenimis kriterijus (3.4.6) turi toki� pavidal¡

F =
LT (SSEH − SSE)L(n−m)

rLTSSEL
> Fα(r, n−m). N
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3.4.1 pastaba. Jeigu (3.4.5) de²in
es pus
es d
emenis padalinsime i² atitinkamu�
laisv
es laipsniu�, tai esant teisingai hipotezei HL gausime du nepriklausomus
nepaslinktuosius dispersijos σ2

L i�vertinius. Statistika F (3.4.6) lygyb
eje ir yra
²iu� dvieju� dispersijos i�vertiniu� santykis (nuo to ir kil¦s dispersin
es analiz
es
pavadinimas). Jeigu hipotez
e teisinga, tai antrojo d
emens ind
elis (3.4.5) ly-
gyb
eje netur
etu� bu	ti didelis. Galima kriteriju� sudaryti ir kitu bu	du, palyginant
pirmojo (3.4.5) lygyb
es d
emens ind
eli� i� bendr¡ sum¡ SSEH . Pasinaudokime
a. d., turin£io Fi²erio skirstini�, ir a. d., turin£io beta skirstini�, s¡ry²iu: jeigu
F ∼ F (r, n − m), tai B = 1/(1 + rF/(n − m)) ∼ Be((n − m)/2, r/2). Gau-
name ekvivalentu� (3.4.10) kriteriju�: hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens
α kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e:

B =
1

1 + rF/(n−m)
=

LTSSEL

LTSSEHL
< B1−α

(
n−m

2
,
r

2

)
, (3.4.10)

£ia Bα(ν1, ν2) yra beta skirstinio, kurio parametrai ν1, ν2, lygmens α kritin
e
reik²m
e.

Lieka sudaryti kriteriju�, grindºiam¡ dvieju� nepriklausomu� Vi²arto matricu�
i² (3.4.9) palyginimu.

Vietoje hipoteziu� (3.4.1) rinkinio nagrin
ejome hipotez¦ (3.4.2) parink¦ �k-
suot¡ vektoriu� L ∈ Rk. Jeigu hipotez
es Hβi = θ0, ∀i = 1, ..., k, yra teisingos,
tai (3.4.2) hipotez
e HL yra teisinga su bet kuriuo L ∈ Rk. Prie²ingu atveju
atsiras toks L ∈ Rk, kad hipotez
e HL bus atmesta.

Parinkime L taip, kad statistika B i�gytu� kuo maºesn¦ reik²m¦. Tada gau-
name statistik¡

λ1 = min
L
B = min

L

LTSSEL

LTSSEHL
,

t. y. λ1 yra maºiausioji charakteringosios lygties

|SSE − λSSEH | = 0

²aknis. Atrodytu�, kad kriteriju� reik
etu� gri�sti statistika λ1. Ta£iau matricu� SSE
ir SSEH elementai yra atsitiktiniai, tod
el ju� palyginimo kriterijus remiantis tik
maºiausi¡ja ²aknimi λ1 gali bu	ti nestabilus. Prakti²kai naudojami kriterijai,
kuriu� statistikos yra simetrin
es ²ios charakteringosios lygties ²aknu� λ1, ..., λk
funkcijos. Pavyzdºiui,

U =

k∏
i=1

λi =
|SSE |
|SSEH |

, (3.4.11)

k∑
i=1

((1− λi)/λi),
k∏
i=1

((1− λi)/λi).

3.4.2 pastaba. Daºniausiai naudojamas kriterijus, grindºiamas statistika
(3.4.11). Argumentu jo naudai yra tai, kad jis ekvivalentus tik
etinumu� santykio
kriterijui. I² tikru�ju�, analogi²kai skyreliui 3.3 i�rodoma, kad kovariacin
es matricos
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DT i�vertinys, kai (3.4.1) teisinga, yra Σ̂∗ = SSEH/n , o tik
etinumo funkcijos
maksimumas turi (3.3.7) pavidal¡, kai vietoje Σ̂ i�ra²yta Σ̂∗. Taigi tik
etinumu�
santykio statistika

Λ =
maxHβi=θ0 L(B,Σ)

maxL(B,Σ)
=

(
|Σ̂|
|Σ̂∗|

)n/2
=

(
|SSE |
|SSEH |

)n/2
yra ekvivalenti statistikai (3.4.11).

3.4.1 pavyzdys. (3.1.1 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 3.1.1 pavyzdºio duomenis reikia patikrinti
prielaid¡, kad nagrin
ejamos m kvie£iu� veisliu� nesiskiria pagal jokius nagrin
ejamus poºymius.
Kitaip tariant, reikia patikrinti prielaidas, kad vidurkiai µ1i = ... = µmi su visais i = 1, ..., k.
�ias prielaidas galima suformuluoti (3.4.1) hipoteziu� pavidalu. Tegu matricos H j-oji eilut
e
yra tokia: (0, ...0, 1, 0, ...,−1); £ia 1 para²ytas j-oje vietoje, j = 1, ...,m − 1. Tada reikia
patikrinti, kad galioja hipotez
es Hi : Hβi = 0 su visais i = 1, ..., k.

Parametro βi MK i�vertinys β̃i, kai hipotez
es Hi teisingos, yra

β̃i = (X̄.i., ..., X̄.i.)
T , X̄.i. =

1

n

m∑
l=1

nl∑
j=1

Xlij ,

o matricos SSEH elementai

SSEH(i, i′) =

m∑
l=1

nl∑
j=1

(Xlij − X̄.i.)(Xli′j − X̄.i′.), i, i′ = 1, ..., k.

Statistik¡ U i² (3.4.11) gauname padalij¦ matricos SSE i² pratimo 3.2.1 determinant¡ i²
matricos SSEH determinanto.

3.4.2 pavyzdys. (3.1.2 pavyzdºio t¦sinys.) Reikia patikrinti prielaid¡, kad kovariant
es Z1

ir Z2 neturi i�takos jokiems tiriamiems pacientu� poºymiu� skirstiniams. Kitaip tariant, reikia
patikrinti hipotezes, kad regresiju� koe�cientai β1i = β2i = 0 su visais i = 1, ..., k. Kai hipotez
es
teisingos, tereikia i�vertinti parametrus αi, i = 1, ..., k. �iu� parametru� MK i�vertiniai yra

α̃i = X̄i. =
n∑
j=1

Xij , i = 1, ..., k,

o matricos SSEH elementai

SSEH(i, i′) =
n∑
j=1

(Xij − X̄i.)(Xi′j − X̄i′.), i, i′ = 1, ..., k.

Statistik¡ U i² (3.4.11) gauname padalij¦ matricos SSE i² pratimo 3.2.2 determinant¡ i²

matricos SSEH determinanto.

3.5. Tik
etinumu� santykio statistikos savyb
es

3.5.1. Tik
etinumu� santykio statistikos momentai

Ie²kosime statistikos

U = Λ2/n =
|SSE |
|SSEH |

momento E(Uh), kai hipotez
es (3.4.1) yra teisingos.
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3.5.1 teorema. Jeigu |Σ| > 0, n − m ≥ k,m > r ir hipotez
e (3.4.1) yra
teisinga, tai momentas

E(Uh) =

k∏
i=1

{
Γ(n−m+2h+1−i

2 )Γ(n−m+r+1−i
2 )

Γ(n−m+1−i
2 )Γ(n−m+r+2h+1−i

2 )

}
. (3.5.1)

I�rodymas. Kai hipotez
e (3.4.1) yra teisinga, statistik¡ U galima uºra²yti
²itaip

U =
|S1|

|S1 + S2|
, S1 =

n−m∑
i=1

ZiZ
T
i , S2 =

r∑
i=1

Y iY
T
i ;

£ia Z1, ...,Zn−m,Y 1, ...,Y r yra nepriklausomi vienodai pagal Nk(0,Σ) pasi-
skirst¦ atsitiktiniai vektoriai. Tod
el S1 ir S2 yra nepriklausomi ir turi Vi²arto
skirstinius S1 ∼Wk(n−m,Σ), S2 ∼Wk(r,Σ).

Naudodami Vi²arto skirstinio tanki� (1.6.13), galime uºra²yti

E(Uh) =

∫
· · ·
∫

|S1|h

|S1 + S2|h
f(S1|k, n−m,Σ)f(S2|k, r,Σ)dS1dS2

=

∫
· · ·
∫

|S1|h

|S1 + S2|h
|S1|(n−m−k−1)/2

K(k, n−m,Σ)
e−

1
2Tr(S1Σ−1)f(S2|k, r,Σ)dS1dS2

=
K(k, n−m+ 2h,Σ)

K(k, n−m,Σ)

∫
· · ·
∫
|S1 + S2|−h

{
|S1|(n−m+2h−k−1)/2

K(k, n−m+ 2h,Σ)
×

× e−
1
2Tr(S1Σ−1)

}
f(S2|k, r,Σ)dS1dS2

=
K(k, n−m+ 2h,Σ)

K(k, n−m,Σ)

∫
· · ·
∫
|S1 + S2|−hf(S1|k, n−m+ 2h,Σ)×

×f(S2|k, r,Σ)dS1dS2.

Po integralo ºenklu turime Vi²arto skirstinioWk(n−m+2h,Σ) tanki� f(S1|k, n−
m + 2h,Σ), padaugint¡ i² Vi²arto skirstinio tankio f(S2|k, r,Σ), ir daugikli�
|S1 +S2|−h. Kitaip tariant, integralas rei²kia moment¡ E(|S1 +S2|−h). Ta£iau
²i� moment¡ galime rasti ir kitaip, remdamiesi tuo, kad S = S1 +S2 ∼Wk(n−
m+ 2h+ r,Σ). Gauname

E(Uh) =
K(k, n−m+ 2h,Σ)

K(k, n−m,Σ)

∫
· · ·
∫
|S|−h |S|

(n−m+2h+r−k−1)/2

K(k, n−m+ r + 2h,Σ)
×

×e− 1
2Tr(SΣ−1)dS =

K(k, n−m+ 2h,Σ)

K(k, n−m,Σ)

K(k, n−m+ r,Σ)

K(k, n−m+ r + 2h,Σ)
,

nes lik¦s integralas lygus 1.
Pasinaudoj¦ normuojan£io daugiklio i²rai²ka i² (1.6.14) gauname (3.5.1). N
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3.5.2. Tik
etinumu� santykio statistikos skirstiniai

Momentas (3.5.1) egzistuoja su bet kuriuo h > −1/2. Moment¡ (3.5.1) galime
interpretuoti kaip a. d. lnU momentus generuojan£i¡ funkcij¡

ψ(h) = E(Uh) = E(eh lnU ).

Kadangi ψ(h) apibr
eºta intervale |h| < 1/2, apiman£iame ta²k¡ h = 0, tai ji
visi²kai nusako a. d. lnU ir a. d. U skirstini�.

3.5.2 teorema. Atsitiktinio dydºio U skirstinys sutampa su nepriklausomu�
a. d., turin£iu� beta skirstinius, sandaugos:

U
d∼

k∏
i=1

ξi, lnU
d∼

k∑
i=1

ln ξi (3.5.2)

skirstiniu; £ia ξ1, ..., ξk yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius ξi ∼
Be((n−m+ 1− i)/2, r/2), i = 1, ..., k.

I�rodymas. Tegu a. d. η ∼ Be(a/2, b/2). Tada momentas E(ηh) yra

E(ηh) =
Γ((a+ b)/2)

Γ(a/2)Γ(b/2)

∫ 1

0

x
a
2 +h−1(1− x)

b
2−1dx =

=
Γ((a+ b)/2)Γ((a+ 2h)/2)

Γ((a+ b+ 2h)/2)Γ(a/2)
.

Palygin¦ ²i¡ i²rai²k¡ su (3.5.1) matome, kad skliausteliuose yra momentas
E(ξhi ), kai ξi ∼ Be((n−m+ 1− i)/2, r/2). Tada

E(Uh) =

k∏
i=1

E(ξhi ) = E(

k∏
i=1

ξi)
h. (3.5.3)

Kadangi a. d. U, ξ1, ..., ξk momentai visi²kai nusako skirstinius, tai i² (3.5.3)
i²plaukia, kad ξ1, ..., ξk nepriklausomi ir (3.5.2) yra teisinga. N

Tam tikrais atvejais (3.5.2) s¡ry²i� galima supaprastinti.

3.5.3 teorema. Tarkime, kad ν = n − m + r yra �ksuotas. Tada momento
(3.5.1) i²rai²koje k ir r galima sukeisti vietomis

k∏
i=1

{
Γ(ν−r+1−i+2h

2 )Γ(ν+1−i
2 )

Γ(ν−r+1−i
2 )Γ(ν+2h+1−i

2 )

}
=

r∏
i=1

{
Γ(ν−k+2h+1−i

2 )Γ(ν+1−i
2 )

Γ(ν−k+1−i
2 )Γ(ν+2h+1−i

2 )

}
. (3.5.4)

Kitaip tariant, atsitiktinio dydºio U skirstinys sutampa su nepriklausomu� a. d.,
turin£iu� beta skirstinius, sandaugos:

U
d∼

r∏
i=1

ζi lnU
d∼

r∑
i=1

ln ζi (3.5.5)

skirstiniu; £ia ζ1, ..., ζr nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius ζi ∼ Be((ν−
k + 1− i)/2, k/2), i = 1, ..., r.
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I�rodymas. Tegu r < k. Pertvarkome (3.5.4) lygyb
es kairi¡j¡ pus¦

r∏
i=1

Γ(ν+1−i
2 )

Γ(ν+1+2h−i
2 )

k∏
i=r+1

Γ(ν+1−i
2 )

Γ(ν+1+2h−i
2 )

k−r∏
i=1

Γ(ν−r+1+2h−i
2 )

Γ(ν−r+1−i
2 )

k∏
i=k−r+1

Γ(ν−r+1+2h−i
2 )

Γ(ν−r+1−i
2 )

=

r∏
i=1

Γ(ν+1−i
2 )

Γ(ν+1+2h−i
2 )

{
k−r∏
i=1

Γ(ν−r+1−i
2 )

Γ(ν−r+1+2h−i
2 )

k−r∏
i=1

Γ(ν−r+1+2h−i
2 )

Γ(ν−r+1−i
2 )

}
r∏
i=1

Γ(ν−k+1+2h−i
2 )

Γ(ν−k+1−i
2 )

.

Kadangi apskliaustas rei²kinys lygus 1, tai gauname (3.5.4) lygyb
es de²ini¡j¡
pus¦.

Jeigu r > k, tai analogi²kai pertvarkydami (3.5.4) lygyb
es de²ini¡j¡ pus¦
gauname (3.5.4) lygyb
es kairi¡j¡ pus¦. N

Natu	ralu naudoti t¡ i² formuliu� (3.5.2) ar (3.5.5), kurioje yra maºiau daugikliu�.

3.5.4 teorema. Jeigu k = 2s lyginis, tai a. d. U skirstinys sutampa su skirs-
tiniu nepriklausomu� a. d. sandaugos, kurioje yra s daugikliu�:

U
d∼

s∏
j=1

η2
j , (3.5.6)

£ia η1, ..., ηs yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius ηj ∼ Be(n−m+
1 − 2j, r), j = 1, ..., s. Jeigu k = 2s + 1 nelyginis, tai U skirstinys sutampa su
skirstiniu nepriklausomu� a. d. sandaugos, kurioje yra s+ 1 daugiklis:

U
d∼

s∏
j=1

η2
j ξ2s+1; (3.5.7)

£ia η1, ..., ηs yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius ηj ∼ Be(n−m+1−
2j, r), j = 1, ..., s, o nepriklausantis nuo ju� a. d. ξ2s+1 ∼ Be((n−m−2s)/2, r/2).

I�rodymas. Naudosime gama funkcijos nuo dvigubo argumento i²rai²k¡

Γ(α+
1

2
)Γ(α+ 1) =

√
πΓ(2α+ 1)2−2α. (3.5.8)

Sudaugin¦ (3.5.1) trupmenos skaitiklyje daugiklius, kai i = 2j − 1 ir i = 2j,
gauname

Γ

(
n−m+ 2h− 2j + 2

2

)
Γ

(
n−m+ 2h− 2j + 1

2

)
=

= Γ(n−m+ 2h− 2j + 1)
√
π2(n−m+2h−2j).

Analogi²kai sudaugin¦ poromis kitus (3.5.1) skaitiklio ir vardiklio daugiklius,
gauname

E(Uh) =

s∏
j−1

{
Γ(n−m+ 2h+ 1− 2j)Γ(n−m+ r + 1− 2j)

Γ(n−m+ 1− 2j)Γ(n−m+ r + 1 + 2h− 2j)

}
.
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Kaip ir 3.5.2 teoremoje i�sitikiname, kad apskliaustas rei²kinys yra momentas
E(η2

j )h = E(η2h
j ), kai ηj ∼ Be(n−m+ 1− 2j, r). Taigi

E(Uh) =

s∏
i=1

E(η2
i )h =

(
s∏
i=1

η2
i

)h
,

ir (3.5.6) lygyb
e i�rodyta.
Pertvark¦ 2s pirmu�ju� (3.5.1) daugikliu� pagal (3.5.6) ir palik¦ paskutini� dau-

gikli� i = 2s+ 1 pagal (3.5.5), gausime (3.5.7). N
Jeigu r < k, tai natu	ralu naudoti (3.5.4) i²rai²k¡, kurioje daugikliu� skai£iu�

irgi galime sumaºinti remiantis (3.5.8).

3.5.5 teorema. Jeigu r = 2s lyginis, tai a. d. U skirstinys sutampa su skirs-
tiniu nepriklausomu� a. d. sandaugos, kurioje yra s daugikliu�:

U
d∼

s∏
j=1

θ2
j , (3.5.9)

£ia θ1, ..., θs yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius θj ∼ Be(ν − k +
1 − 2j, k), j = 1, ..., s. Jeigu r = 2s + 1 nelyginis, tai U skirstinys sutampa su
skirstiniu nepriklausomu� a. d. sandaugos, kurioje yra s+ 1 daugiklis:

U
d∼

s∏
j=1

θ2
j ζ2s+1; (3.5.10)

£ia θ1, ..., θs yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius θj ∼ Be(ν−k+1−
2j, k), j = 1, ..., s, o nepriklausantis nuo ju� a. d. ζ2s+1 ∼ Be((ν−k−2s)/2, k/2).

I�rodymas. Analogi²kas 3.5.4 teoremos i�rodymui.

3.5.3. Tik
etinumu� santykio statistikos tam tikri atvejai.

1. Atvejis k = 1. Steb
ejimai Y = (X1, ..., Xn)T yra nepriklausomi vien-
ma£iai a. d. su vienodomis dispersijomis, o vidurkio kitim¡ apibu	dina m-matis
parametru� vektorius β = (β1, ..., βm)T , t. y.

Y = Aβ + e, e ∼ Nn(0, σ2I)

Pagal 3.5.2 teorem¡ U d∼ ξ1 ∼ Be((n−m)/2, r/2). Tada remdamiesi beta ir
Fi²erio skirstiniu� s¡ry²iu gauname, kad a. d.

F =
(1− U)(n−m)

rU

d∼ (1− ξ1)(n−m)

rξ1
∼ F (r, n−m).

Hipotez
e H : Hβ = θ0, Rang(H) = r ≤ m yra atmetama reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

F > Fα(r, n−m). (3.5.11)
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Kadangi

U =
SSE
SSEH

=
SSE

SSE + (SSEH − SSE)
,

tai

F =
(1− U)(n−m)

rU
=

(SSEH − SSE)(n−m)

rSSE
.

Kriterijus, grindºiamas statistika U , yra ekvivalentus kriterijui, kuris buvo gau-
tas nagrin
ejant vienma£ius Gauso ir Markovo modelius.

2. Atvejis r = 1. MatricosH rangas (3.4.1) lygyb
ese yra lygus 1. Remiantis
3.5.3 teorema

U
d∼ ζ ∼ Be(ν − k

2
,
k

2
), ν = n−m+ r.

Pereidami prie Fi²erio skirstinio gauname kriteriju�

F =
(1− U)(ν − k)

kU
> Fα(k, ν − k). (3.5.12)

Pavyzdºiui, jei m = 2 ir H = (1,−1), r = Rang(H) = 1,θ0 = 0, tai turime
dvieju� vidurkiu� vektoriu� palyginimo uºdavini�. Nesunku patikrinti, kad kriterijus
(3.5.12) sutampa su kriterijumi (2.2.5), kuris buvo gautas naudojant Hotelingo
statistik¡ (ºr. 3.4 pratim¡). Jeigu m > 2, tai kriterijus (3.5.12) yra ekvivalentus
kriterijui, gautam 2.3 skyrelyje.

3. Atvejis k = 2. Stebimi dvima£iai nepriklausomi normalieji vektoriai,
turintys vienodas kovariacines matricas. Remiantis 3.5.4 teorema

√
U

d∼ η1 ∼ Be(n−m− 1, r).

Tada per
ej¦ prie Fi²erio skirstinio gauname

F =
(1−

√
U)(n−m− 1)

r
√
U

d∼ (1− η1)(n−m− 1)

rη1
∼ F (2r, 2(n−m− 1)).

(3.5.13)
Hipotez
es (3.4.1) atmetamos reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

F > Fα(2r, 2(n−m− 1)). (3.5.14)

4. Atvejis r = 2. MatricosH rangas (3.4.1) lygus 2. Remiantis 3.5.5 teorema

√
U

d∼ θ1 ∼ Be(ν − k − 1, k), ν = n−m+ r.

Taigi

F =
(1−

√
U)(ν − k − 1)

k
√
U

d∼ (1− θ1)(ν − k − 1)

kθ1
∼ F (2k, 2(ν − k − 1)).

(3.5.15)
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Hipotez
es (3.4.1) atmetamos reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

F > Fα(2k, 2(n−m+ r − k − 1)). (3.5.16)

5. Atvejis k = 3, k = 4 (arba r = 3, r = 4). Remiantis 3.5.2 ir 3.5.3 teore-

momis k = 3 atveju atsitiktinis dydis U d∼ Z2
1Z2; £ia Z1 ir Z2 yra nepriklausomi

a. d., turintys beta skirstinius Z1 ∼ Be(n−m−1, r), Z2 ∼ Be((n−m−4)/2, r/2).
Paºym
ej¦ a. d. Z1 ir Z2 tankius atitinkamai f1(z1) ir f2(z2), gausime a. d. U
pasiskirstymo funkcijos i²rai²k¡

G(u) = P{U ≤ u} =

∫ u

0

f1(z1)dz1+

∫ 1

u

f2(z2)[

∫ √u/z2
0

f1(z1)dz1]dz2. (3.5.17)

Pirmasis d
emuo yra beta skirstinio Be(n − m − 1, r) pasiskirstymo funkcijos
reik²m
e ta²ke u. Antr¡ji� d
emeni�, atlikus integravim¡, galima uºra²yti i²reik²tine
argumento u funkcija. Tur
edami pasiskirstymo funkcij¡, galima rasti a. d. U
kritin¦ reik²m¦ u1−α. Tada hipotez
e (3.4.1) atmetama, kai

U < u1−α. (3.5.18)

Atveju k = 4 atsitiktinis dydis U d∼ Z2
1Z

2
2 ; £ia Z1 ir Z2 yra nepriklausomi

a. d., turintys beta skirstinius Z1 ∼ Be(n −m − 1, r), Z2 ∼ Be(n −m − 3, r).
V
el paºym
ej¦ a. d. Z1 ir Z2 tankius atitinkamai f1(z1) ir f2(z2), gausime a. d.
U pasiskirstymo funkcijos i²rai²k¡

G(u) = P{U ≤ u} =

∫ √u
0

f1(z1)dz1 +

∫ 1

√
u

f2(z2)[

∫ √u/z2
0

f1(z1)dz1]dz2.

(3.5.19)
Tam tikrais atvejais (pavyzdºiui, kai k = 3, 4), antr¡ji� d
emeni�, atlikus

integravim¡, galima uºra²yti i²reik²tine argumento u funkcija. Kitais atvejais
(3.5.19) antrojo d
emens integravim¡ galima atlikti skaitiniais metodais. Tada
skaitiniais metodais galima rasti ir kritin¦ reik²m¦ u1−α ir kriteriju� (3.5.18).

Atvejai r = 3, r = 4 nagrin
ejami analogi²kai remiantis 3.5.4 ir 3.5.5 teore-
momis.

6. Atvejis k > 4, r > 4. Jeigu k > 4 ir r > 4, tai (3.5.17) ir (3.5.18) analogu�
integravimas skaitiniais metodais gali bu	ti sunkiai realizuojamas. Tada galima
naudoti modeliavimo metod¡ (ºr.3.5.5 skyreli�).

3.5.1 pavyzdys (2.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Pamatuotas triju� spinduliu� srov
es stiprumas
n3 = 18 Panev
eºio gamyklos kineskopu�, kurie buvo pagaminti kitu laikotarpiu, negu tie, apie
kuriuos kalbama 2.2.1 pavyzdyje. Duomenys pateikiami 3.5.1 lentel
eje.

3.5.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

i X1i X2i X3i i X1i X2i X3i i X1i X2i X3i

1 6,3 6,1 6,1 7 6,2 6,1 6,2 13 6,1 6,4 6,2
2 6,6 6,4 6,7 8 6,4 6,3 6,4 14 6,2 6,0 6,1
3 6,4 6,4 6,5 9 6,3 6,4 6,3 15 6,2 6,1 6,3
4 6,4 6,7 6,7 10 6,3 6,3 6,4 16 6,2 6,1 6,2
5 6,2 6,3 6,3 11 6,3 6,2 6,3 17 6,2 6,2 6,2
6 6,2 6,2 6,2 12 6,3 6,3 6,3 18 6,3 6,4 6,2
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Tar¦, kad 1.2.1, 2.2.1 ir 3.5.1 lenteliu� duomenys yra nepriklausomu� trima£iu� normaliu�ju�
vektoriu� realizacijos, patikrinsime hipotez¦, kad vidurkiu� vektorius nepakito (priimame prie-
laid¡, kad kovariacin
e matrica i²liko nepakitusi).

Pagal 3.5.1 lentel
es duomenis randame

µ̂3 = X̄3 =
1

n3

n3∑
i=1

Xi =
1

18


 6, 3

6, 1
6, 1

+ ...+

 6, 3
6, 4
6, 2

 =

 6, 28333
6, 27222
6, 31111


ir apskai£iuojame matricos S realizacij¡

S3 =

n∑
i=1

XiX
T
i − nX̄X̄

T
=

 6, 3
6, 1
6, 1

 (6, 3; 6, 1; 6, 1) + ...+

 6, 3
6, 4
6, 2

 (6, 3; 6, 4; 6, 2)−

18

 6, 28333
6, 27222
6, 31111

 (6, 28333; 6, 27222; 6, 31111) =

 0, 22500 0, 16167 0, 27333
0, 16167 0, 47611 0, 36556
0, 27333 0, 36556 0, 51778

 .

Matricos SSE relizacija gaunama (ºr. pvz. 3.2.1) sudedant matricu� S realizacijas pagal
1.2.1, 2.2.1 ir 3.5.1 lenteliu� duomenis. Gauname

SSE = S1 + S2 + S3 =

 0, 88633 0, 63567 0, 53666
0, 63567 1, 25311 0, 59806
0, 53666 0, 59806 1, 05736

 .

Matrica SSEH (ºr. pvz. 3.4.1) gali bu	ti apskai£iuota taip

SSEH = SSE +

3∑
i=1

ni(X̄i − X̄)(X̄i − X̄)T ,

£ia X̄ yra visu� steb
ejimu� aritmetinis vidurkis

X̄ =
1

72
(30X̄1 + 24X̄2 + 18X̄3) =

 6, 27639
6, 24306
6, 29583

 .

Atlik¦ skai£iavimus gauname

SSEH =

 0, 88983 0, 64319 0, 54291
0, 64319 1, 27652 0, 61292
0, 54291 0, 61292 1, 06875

 .

Apskai£iuojame determinantus ir statistikos U realizacij¡

|SSE | = 0, 47725, |SSEH | = 0, 48939, U = |SSE |/|SSEH | = 0, 97519.

Kadangi tikriname triju� vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez¦, tai lygyb
ese (3.4.1) matrica
H gali bu	ti parinkta taip: pirmoji eilut
e (1; 0; −1), antroji eilut
e (0; 1; −1); θ0 = 0.
Kadangi matricos H rangas r = 2, tai pritaikomas 4 i²nagrin
etas atvejis ir yra galimyb
e
sudaryti tikslu� tik
etinumu� santykio kriteriju�. Randame

F =
(1−

√
U)67

3
√
U

= 0, 28227, pv = P{F6, 134 > 0, 28227} = 0, 944505.

Atmesti vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez¦ n
era pagrindo.

3.5.4. Tik
etinumu� santykio statistikos asimptotinis
skirstinys

Remiantis tik
etinumu� santykio asimptotin
emis savyb
emis (ºr. 1 dali�, 4.5.4 sky-
relis, 4.5.6 teorema), galima tvirtinti, kad a. d.

Z = −2 ln Λ = −n lnU
d→ χ2

ν , n→∞. (3.5.20)
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Laisv
es laipsniu� skai£ius ν = rk, nes hipotez
eje (3.4.1) yra po r apribojimu�
kiekvieno neºinomu� parametru� vektoriu� β1, ...,βk koordinat
ems.

Apytikslis α lygmens tik
etinumu� santykio kriterijus atmeta hipotez¦, kai

Z = −2 ln Λ = −n lnU > χ2
α(kr). (3.5.21)

Kriteriju� galima uºra²yti ir asimptotin
es P reik²m
es terminais: hipotez
e at-
metama apytiksliu α lygmens kriterijumi, kai

pva = P{χ2
kr > z} < α, (3.5.22)

£ia z yra statistikos Z realizacija.
Asimptotinio s¡ry²io (3.5.20) teisingumu galima i�sitikinti ir tiesiogiai. Atsi-

tiktinio dydºio Z = −2 ln Λ charakteristin
e funkcija

ψ(t) = E(eit(−2 ln Λ)) = E(e−itn lnU ) = E(U−itn)

gaunama momento i²rai²koje (3.5.1) arba (3.5.4) vietoje h i�ra²ius −itn:

ψ(t) =

k∏
j=1

{
Γ(n−m+1−j

2 − itn)Γ(n−m+r+1−j
2 )

Γ(n−m+1−j
2 )Γ(n−m+r+1−j

2 − itn)

}

=

r∏
i=1

{
Γ(ν−k+1−i

2 − itn)Γ(ν+1−i
2 )

Γ(ν−k+1−i
2 )Γ(ν+1−i

2 − itn)

}
, ν = n−m+ r.

(3.5.23)

Skleidºiant gama funkcijas pagal Stirlingo formul¦ galima i�sitikinti, kad n→∞
kiekvienas apskliaustas daugiklis baigtiniuose t kitimo intervaluose konverguoja
i� (1− 2it)−r/2, t. y. ψ(t) konverguoja i�(1− 2it)−kr/2 (ºr. 3.5.5 skyreli�).

3.5.2 pavyzdys. (3.5.1 pavyzdºio t¦sinys). Palyginti i²spr¦sime t¡ pati� uºdavini� kaip ir
pavyzdyje 3.5.1, taikydami asimptotini� tik
etinumu� santykio kriteriju�. Randame statistikos
Z = −n lnU realizacij¡

Z = −72 ln 0, 97519 = 1, 80859.

Laisv
es laipsniu� skai£ius ν = kr = 6 ir asimptotin
e P reik²m
e

pva = P{χ2
6 > 1, 80859} = 0, 93643.

Kadangi P reik²m
e didel
e, atmesti vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez¦ n
era pagrindo. Matome,

kad asimptotin
e P reik²m
e pva yra ²iek tiek maºesn
e uº tikr¡j¡ P reik²m¦ pv, rast¡ 3.5.1

pavyzdyje.

3.5.5. Asimptotinio skirstinio patikslinimai

Remiantis charakteristin
es funkcijos (3.5.23) i²rai²ka aproksimacijos (3.5.20)
tikslum¡ galima padidinti.
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3.5.5.1. Vidurkiu� sutapatinimas

Kriterijus (3.5.21) yra asimptotinis ir jo tikslumas priklauso nuo (3.5.20) konver-
gavimo grei£io. Tod
el kai nedideli n, matematin
es statistikos knygose siu	lomos
tam tikros tik
etinumu� santykio statistikos modi�kacijos, norint patikslinti asimp-
totini� tik
etinumu� santykio kriteriju�.

Viena i² tokiu� rekomendaciju� yra taip modi�kuoti tik
etinumu� santykio statis-
tik¡, kad jos vidurkis bu	tu� artimesnis ribinio skirstinio vidurkiui. Pavyzdºiui,
jeigu

Z = −2 ln Λ
d→ χ2

ν , EZ = ν(1 +
a

n
+O(1/n2)),

tai vietoje Z rekomenduojama naudoti statistik¡

Z∗ = Z(1− a

n
), EZ∗ = ν +O(1/n2)

ir χ2 skirstiniu aproksimuoti statistik¡ Z∗.
Ta£iau, turint charakteristin
es funkcijos i²rai²k¡ (3.5.22), galima pasiekti,

kad vidurkiai visi²kai sutaptu�. Skleidºiant lnϕ(t) gaunamas formalus skleidinys

lnϕ(t) =

∞∑
j=1

κj
j!

(it)j , (3.5.24)

£ia κj yra statistikos Z = −2 ln Λ j-asis semiinvariantas. Pirmieji trys semiin-
variantai yra

κ1 = EZ, κ2 = V Z, κ3 = E(Z −EZ)3. (3.5.25)

Randame

κs =

k∑
j=1

(−1)sns
[
ψs(

n−m+ 1− j
2

)− ψs(
n−m+ r + 1− j

2
)

]
=

r∑
j=1

(−1)sns
[
ψs(

ν − k + 1− j
2

)− ψs(
ν + 1− j

2
)

]
, s = 1, 2, ...; (3.5.26)

£ia ψs(x) yra funkcijos ln Γ(x) s-oji i²vestin
e. Pirmosios i²vestin
es yra tabuliuo-
tos (ºr. [1]), arba ju� reik²miu� skai£iavimas numatytas kai kuriuose kompiuteriu�
programu� paketuose (pvz., SAS).

Jeigu vietoje Z imsime statistik¡ Z∗ = δZ, kai δ = kr/κ1, tai EZ∗ = kr
sutampa su ribinio skirstinio i² (3.5.20) vidurkiu.

Hipotez
e (3.4.1) atmetama asimptotiniu modi�kuotu kriterijumi, kai

Z∗ = −δn lnU > χ2
α(kr),

arba P reik²miu� terminais, kai

pv(1)
a = P{χ2

kr > δz}, (3.5.27)

£ia z yra statistikos Z realizacija.
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3.5.5.2. Dvieju� momentu� sutapatinimas

Atsitiktinio dydºio, turin£io χ2 skirstini�, vidurkis ir dispersija santykiauja kaip
1 : 2. Parinkime daugikli� δ taip, kad statistikos Z∗ = δZ vidurkis ir dispersija
santykiautu� kaip 1 : 2. I²spr¦skime lyg£iu� sistem¡

EZ∗ = E(δZ) = δκ1 = ν,

V Z∗ = V (δZ) = δ2κ2 = 2ν,

parametru� δ ir ν atºvilgiu. Gauname

δ =
2κ1

κ2
, ν =

2κ2
1

κ2
. (3.5.28)

Vietoje Z imame statistik¡ Z∗ = δZ ir jos skirstini� aproksimuojame χ2

skirstiniu su ν laisv
es laipsniu� (²is laisv
es laipsniu� skai£ius gali skirtis nuo kr).
Hipotez
e (3.4.1) atmetama asimptotiniu modi�kuotu reik²mingumo lygmens α
kriterijumi, kai

pv(2)
a = P{χ2

ν > δz} < α, (3.5.29)

£ia z � statistikos Z realizacija.

3.5.2 pastaba. Laisv
es laipsniu� skai£ius ν nebu	tinai bus sveikasis skai£ius.
Tod
el skai£iuojant (3.5.29) reikia prisiminti, kad χ2 skirstinys yra atskiras gama
skirstinio atvejis: χ2

ν ∼ G(1/2, ν/2).

3.5.5.3. Triju� momentu� sutapatinimas

Atsitiktinio dydºio, turin£io χ2 skirstini�, vidurkis, dispersija ir tre£ias centrinis
momentas santykiauja kaip 1 : 2 : 8. Parinkime parametrus δ ir γ taip, kad
statistikos Z∗ = δZ + γ vidurkis, dispersija ir tre£iasis centrinis momentas
santykiautu� kaip 1 : 2 : 8. I²spr¦skime lyg£iu� sistem¡

EZ∗ = E(δZ + γ) = δκ1 + γ = ν,

V Z∗ = V (δZ) = δ2κ2 = 2ν,

E(Z∗ −EZ∗)3 = δ3κ3 = 8ν

parametru� δ, γ ir ν atºvilgiu. Gauname

δ =
4κ2

κ3
, ν =

8κ3
2

κ2
3

, γ =
4κ2[2κ2

2 − κ1κ3]

κ2
3

. (3.5.30)

Vietoje Z imame statistik¡ Z∗ = δZ + γ ir jos skirstini� aproksimuojame
χ2 skirstiniu su ν laisv
es laipsniu�. Hipotez
e (3.4.1) atmetama asimptotiniu
modi�kuotu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

pv(3)
a = P{χ2

ν > δz + γ} < α, (3.5.31)

£ia z yra statistikos Z realizacija.
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3.5.3 pavyzdys. (3.5.1 pavyzdºio t¦sinys). Palyginti i²spr¦sime t¡ pati� uºdavini� kaip ir
pavyzdyje 3.5.1, taikydami pateiktus asimptotinio skirstinio patikslinimus.

Kadangi r = 1, tai, naudodami formul¦ Γ(x+ 1) = xΓ(x), i² (3.5.23) gauname

lnϕ(t) =

3∑
j=1

(
ln

n−m+ 1− j
n−m+ 1− j − 2it

)
= −

3∑
j=1

ln

(
1−

2itn

n−m+ 1− j

)
.

Skleisdami eilute gauname pirmuosius semiinvariantus:

κ1 = 2

(
n

n− 3
+

n

n− 4
+

n

n− 5

)
= 6, 35386;

κ2 = 2

((
n

n− 3

)2

+

(
n

n− 4

)2

+

(
n

n− 5

)2
)

= 13, 45911;

κ3 = 2

((
n

n− 3

)3

+

(
n

n− 4

)3

+

(
n

n− 5

)3
)

= 57, 02794.

1) Randame δ = kr/κ1 = 0, 94417, δz = 1, 70787 ir

pv
(1)
a = P{χ2

kr > δz} = P{χ2
6 > 1, 70787} = 0, 94451;

2) Pagal (3.5.28) randame δ = 0, 94417, ν = 5, 99914, δz = 1, 70762 ir

pv
(2)
a = P{χ2

ν > δz} = P{Y > 1, 70762} = 0, 94450,

£ia Y ∼ G(1/2, ν/2);
2) Pagal (3.5.30) randame δ = 0, 94404, ν = 5, 99741, γ = −0, 00086. δz+ γ = 1, 70652 ir

pv
(3)
a = P{χ2

ν > δz + γ} = P{Y > 1, 70652} = 0, 94451,

£ia Y ∼ G(1/2, ν/2).

Visais trimis atvejais P reik²m
es yra didel
es ir atmesti vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez¦

n
era pagrindo. Matome, kad jau vidurkiu� sutapatinimas duoda asimptotin¦ P reik²m¦, kuri

daug artimesn
e tikrajai pv i² 3.5.1 pratimo, negu asimptotin
e P reik²m
e, gauta 3.5.2 pratime

neatliekant asimptotinio skirstinio patikslinimo.

3.5.5.4. Asimptotiniai skleidiniai

Knygoje [2] siu	loma patikslinti konvergavim¡ (3.5.20) imant asimptotinius sklei-
dinius. Jie gaunami skleidºiant funkcij¡ lnϕ(δt) ne it, o (1− 2it) laipsniais.

3.5.6 teorema. Teoremos 3.5.1 s¡lygomis, kai n → ∞, o k,m, r �ksuoti, gau-
name toki� P reik²m
es patikslinim¡:

pv(4)
a = P{χ2

kr > δz}+
ω2

n2δ2
[P{χ2

kr+4 > δz} −P{χ2
kr > δz}] +O

(
1

n3

)
,

(3.5.32)
£ia z yra statistikos Z realizacija, o parametrai

δ =
n−m− (k − r + 1)/2

n
, ω2 =

kr(k2 + r2 − 5)

48
. (3.5.33)
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I�rodymas. Naudosime funkcijos ln Γ(x+ h) skleidim¡, kai x→∞, o h yra
�ksuotas (ºr. [1])

ln Γ(x+ h) = ln
√

2π + (x+ h− 1

2
) lnx− x+

l∑
s=1

(−1)s+1 Bs+1(h)

s(s+ 1)xs
+O

(
1

xl+1

)
, (3.5.34)

£ia Bs(h) yra laipsnio s Bernulio polinomas. Bernulio polinomai galima rasti i²
tapatyb
es

τehτ = (eτ − 1)

∞∑
s=0

τs

s!
Bs(h).

Pirmieji trys Bernulio polinomai yra

B1(h) = h− 1

2
, B2(h) = h2 − h+

1

6
, B3(h) = h3 − 3

2
h2 +

1

2
h. (3.5.35)

Pertvarkome statistikos δZ = −δn lnU charakteristin¦ funkcij¡ (ºr. (3.5.23)):

lnϕ(δt) =

k∑
j=1

{ln Γ(x(1− 2it) + h1j)− ln Γ(x(1− 2it) + h2j)

−[ln Γ(x+ h1j)− ln Γ(x+ h2j)]}, (3.5.36)

£ia

x =
δn

2
, h1j =

n(1− δ)−m+ 1− j
2

, h2j =
n(1− δ)−m+ r + 1− j

2
.

Jeigu x→∞, o h1j ir h2j apr
eºti, galima taikyti (3.5.34) skleidim¡. Imdami
pirmuosius tris (3.5.34) skleidinio narius gauname

lnϕ(δt) = −rk
2

ln(1− 2it) +O(1/n).

Taigi tiesiogiai i�sitikiname statistikos Z skirstinio konvergavimu (3.5.20). Im-
dami tolesnius (3.5.34) narius gauname skleidini�

lnϕ(δt) = exp{−rk
2

ln(1− 2it) +

l∑
s=1

ωs
(nδ)s

[
1

(1− 2it)s
− 1

]
+O(

1

nl+1
)},

(3.5.37)
£ia

ωs = (−1)s+12s
k∑
j=1

Bs+1(h1j)−Bs+1(h2j)

s(s+ 1)
.

Imdami s = 1 randame

ω1 =

k∑
j=1

(h1j − h2j)(h1j + h2j − 1) = −rk
2

(
n(1− δ)−m− k + 1− r

2

)
.
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Jeigu parinksime parametr¡ δ taip, kad ω1 = 0, tai skleidinys prasid
es nuo nario,
kurio eil
e n−2. Gauname

δ =
n−m− (k + 1− r)/2

n
. (3.5.38)

Tada koe�cientas prie antrojo skleidinio nario yra

ω2 = −2

3

k∑
j=1

[B3(h1j)−B3(h2j)] =
rk

48
(r2 + k2 − 5).

Apsiriboj¦ ²iuo nariu gauname charakteristin
es funkcijos skleidini�

ϕ(δt) =

(
1

1− 2it

)kr/2{
1 +

ω2

(nδ)2

(
1

(1− 2it)2
− 1

)
+O

(
1

n4

)}
,

nes ω3 = 0. Pritaik¦ atvertimo formul¦ gauname (3.5.32).N

3.5.3 pastaba. Naudojant daugiau (3.5.37) skleidinio nariu� galima gauti to-
lesnius tikimyb
es (3.5.32) patikslinimus. Knygoje [2] pateiktas toks papildomas
narys

pv(5)
a = pv(4)

a +
γ4

(δn)4
(P{χ2

kr+8 ≤ z} −P{χ2
kr ≤ z})

− ω2
2

(δn)4
(P{χ2

kr+4 ≤ z} −P{χ2
kr ≤ z}) +O(1/n6), (3.5.39)

£ia

γ4 =
ω2

2

2
+ ω4, ω4 =

kr

1920
(3k4 + 3r4 + 10k2r2 − 50(k2 + r2) + 159).

3.5.4 pavyzdys.(3.5.1 pavyzdºio t¦sinys). Palyginti v
el i²spr¦sime t¡ pati� uºdavini�, kaip ir
pavyzdyje 3.5.1 naudodami asimptotinio skirstinio (3.5.22) patikslinim¡.

Kadangi r = 1, tai formul
eje (3.5.36) h2j = h1j+1 ir, naudodami i²rai²k¡ Γ(x+1) = xΓ(x),
gauname

lnϕ(δt) = exp{−k ln(1− 2it)} exp{
k∑
j=1

[ln(1 + h1j/x)− ln(1 + h1j/(x(1− 2it)))]}.

Skleisdami eilute gauname (3.5.37) analog¡

lnϕ(δt) = exp{−k ln(1− 2it)} exp

{ ∞∑
s=1

ωs

(nδ)s

[
1

(1− 2it)s
− 1

]}
,

£ia

ωs = (−1)s
2s

s

k∑
j=1

hs1j , s = 1, 2, ....

Jeigu parinksime δ taip, kad ω1 = 0, t. y. pagal (3.5.38), tai h1j = (k+1−2j)/4 ir lengvai
gauname, kad ω2s+1 = 0, ω2s = 1/s, s = 1, 2, .... Randame

δ =
68

72
= 0, 94444, nδ = 68, ω2 = 1, δz = 1, 7081
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ir asimptotin¦ P reik²m¦

pv
(4)
a = P{χ2

6 > δz}+
1

682
{P{χ2

10 > δz} −P{χ2
6 > δz}} = 0, 94449 + 0, 00001 = 0, 94450.

Patikslinimas (3.5.39) visai maºas pv(5)a − pv
(4)
a < 10−8. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

3.5.5. pavyzdys. Kad bu	tu� geriau matomas siu	lomu� patikslinimu� ind
elis, panagrin
esime
iliustracini� pavyzdi�, kuriame imtis yra maºesn
e, o P reik²m
e n
era artima vienetui. Tarkime,
kad, tikrinant triju� vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez¦ pagal tris nepriklausomas didumo n1 =
n2 = n3 = 6 imtis, gautas stebint n. a. v. Xj ∼ N3(µj ,Σ), j = 1, 2, 3, apskai£iuota statistikos
Z = −n lnU reik²m
e yra 12, 6. Lentel
eje 3.5.2 yra pateikta tiksli P reik²m
e pv ir apytiksl
es
P reik²m
es pva, pv

(j)
a , j = 1, ..., 5 naudojant pateiktus patikslinimus, ir ju� nuokrypiai pva−pv

ir pv(j)a − pv.

3.5.2 lentel
e. Asimptotin
es P reik²m
es.

pv pva pv
(1)
a pv

(2)
a pv

(3)
a pv

(4)
a pv

(5)
a

0,134997 0,049846 0,134831 0,135101 0,135061 0,134989 0,134989
-0,08515 -0,00017 0,00010 0,00006 -0,00001 -0,00001

Matome, kad palyginti nedidel
ems imtims asimptotinis tik
etinumu� santykio kriterijus gali

bu	ti netikslus. Jeigu ²iame iliustraciniame pavyzdyje bu	tume parink¦ reik²mingumo lygmeni�

α = 0, 05, tai asimptotinis tik
etinumu� santykio kriterijus hipotez¦ atmestu� (asimptotin
e P

reik²m
e yra 0,049846). O tiksli P reik²m
e lygi 0,134997 ir atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

Jau papras£iausias patikslinimas tiksliai sutapatinant vidurkius (pv(1)a ), arba i² dalies juos

sutapatinant (pirmasis d
emuo (3.5.32) formul
eje lygus 0,133331) duoda esmini� asimptotin
es

P reik²m
es patikslinim¡. Tolesniu� patikslinimo nariu� i�taka kur kas maºesn
e (ºr. pv(2)a , pv(3)a ,

pv
(4)
a ), o papildomas narys (3.5.39) formul
eje didel
es svarbos neturi, nes |pv(5)a − pv

(4)
a | <

10−7.

3.5.5.5. Kompiuterinis modeliavimas

Turint (3.5.2) ar kitus tokio tipo s¡ry²ius, tik
etinumu� santykio kriterijaus
kritines reik²mes ar P reik²mes reikiamu tikslumu galima rasti naudojant kompiu-
terini� modeliavim¡.

Pavyzdºiui, naudojant (3.5.2) s¡ry²i� galima realizuoti toki� P reik²m
es i�vertini-
mo algoritm¡.

0. Apskai£iuojame sprendºiamo uºdavinio statistikos Z = −n lnU realizacij¡
z.

1. Modeliuojame nepriklausomus a. d. ξj ∼ Be((n−m+ 1− j)/2, r/2), j =
1, ..., k.

2. Pagal (3.5.2) formul¦ randame statistikos Z modeliuot¡ realizacij¡

z∗ = −
k∑
j=1

ln(ξj).

3. Patikriname nelygyb¦ z∗ > z; jeigu ²i nelygyb
e teisinga, tai sumatoriuje
esanti� skai£iu� M padidiname vienetu (pradin
e M reik²m
e lygi 0).

4. Realizuojame apra²yt¡ procedu	r¡ pradedant nuo 1 punkto N kartu�.
5. I�vertiname P reik²m¦:

p̂v =
M

N
.
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Tikrinamoji hipotez
e (3.4.1) atmetama apytiksliu reik²mingumo lygmens α kri-
terijumi, kai

p̂v < α. (3.5.40)

Reikia paºym
eti, kad ²io kriterijaus tikslumas i² esm
es priklauso tik nuo skai-
£iaus N. �iuolaikiniai kompiuteriai leidºia gana greit atlikti tokio tipo procedu	ras
reikiam¡ skai£iu� kartu�.

3.6. Pratimai

3.1. Stebint a. v. X = (X1, ..., Xk)T eksperimentas atliktas pagal dvifaktor
es dispersin
es
analiz
es schem¡ su vienodu steb
ejimu� skai£iumi langelyje. Raskite hipoteziu� d
el s¡veikos ir
faktoriu� i�takos tikrinimo kriteriju� daugiama£ius analogus.

3.2. Stebint a. v. X = (X1, ..., Xk)T eksperimentas atliktas pagal lotynu� kvadratu� schem¡
su vienu steb
ejimu langelyje. Raskite hipoteziu� d
el faktoriu� i�takos tikrinimo kriteriju� daugia-
ma£ius analogus.

3.3. I�rodykite, kad B̂ minimizuoja apibendrint¡j¡ dispersij¡

|
n∑
j=1

(Xj −Baj)(Xj −Baj)T |.

3.4. I�rodykite, kad kriterijus (3.5.12) yra ekvivalentus kriterijui, grindºiamam Hotelingo
statistika.

3.5. A²tuoniuose vienodo dydºio sklypeliuose gauti tokie duomenys

Sklypelio numeris 1 2 3 4 5 6 7 8
Gru	du� kiekis (X1i) 40 17 9 15 6 12 5 9
�iaudu� kiekis (X2i) 53 19 10 29 13 27 19 30
Tr¡²u� kiekis (Zi) 24 11 5 12 7 14 11 18

Patikrinkite hipotez¦, kad vektoriaus (X1, X2)T skirstinys nepriklauso nuo i�terptu� tr¡²u�
kiekio Z.

3.6. Pagal didumo n = 25 a. v. (X1, X2, Z1, ..., Z7)T paprast¡j¡ imti� (£ia X1 � papiroso
degimo greitis; X2 � nikotino kiekis; Z1 � azoto, Z2 � chloro, Z3 � kalio, Z4 � fosforo, Z5 �
kalcio, Z6 � magnio procentas; Z7 = 1) gauti tokie rezultatai (ºr. [2]):

∑
j

Xj =

(
42, 20
54, 03

)
,
∑
j

(Xj − X̄)(Xj − X̄)T =

(
0, 6690 0, 4527
0, 4527 6, 5921

)
;

∑
j

Zj =



53, 92
62, 02
56, 00
12, 25
89, 79
24, 10
25


,
∑
j

(Zj − Z̄)(Xj − X̄)T =



0, 2501 2, 6691
−1, 5136 −2, 0617

0, 5007 −0, 9503
−0, 0421 −0, 0187
−0, 1914 3, 4020
−0, 1586 1, 1663

0 0


;

∑
j

(Zj − Z̄)(Zj − Z̄)T =
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=



1, 8311 −0, 3589 −0, 01252 −0, 0244 1, 6379 0, 5057 0
−0, 3589 8, 8102 −0, 3469 0, 0352 0, 7920 0, 2173 0
−0, 0125 −0, 3469 1, 5818 −0, 0415 −1, 4278 −0, 4753 0
−0, 0244 0, 0352 −0, 0415 0, 0258 0, 0043 0, 0154 0

1, 6379 0, 7920 −1, 4278 0, 0043 3, 7248 0, 9120 0
0, 5057 0, 2173 −0, 4753 0, 0154 0, 9120 0, 3828 0

0 0 0 0 0 0 0


a) I�vertinkite a. v. (X1, X2)T regresij¡ vektoriaus (Z1, ..., Z7)T atºvilgiu.
b) Patikrinkite hipotez¦, kad regresijos koe�cientai prie Z2, Z3, Z4 lygu	s 0.
c) I�vertinkite a. v. (X1, X2)T regresij¡ vektoriaus (Z1, Z5, Z6, Z7)T atºvilgiu.

3.7. Buvo atrinkta po 140 vienodo amºiaus moksleiviu� i² 6 skirtingu� Indijos mokyklu�
ir pamatuoti tokie ju� poºymiai: X(1) � galvos ilgis; X(2) � galvos plotis; X(3) � svoris.
Paºym
ekime i-osios mokyklos j-ojo mokinio vektoriaus X = (X(1), X(2), X(3))T realizacij¡
Xij = (X

(1)
ij , X

(2)
ij , X

(3)
ij )T , i = 1, ..., 6, j = 1, ..., 140. Pagal gautus rezultatus apskai£iuotos

matricos 6∑
i=1

140∑
j=1

(X
(l)
ij − X̄

(l)
i. )(X

(l′)
ij − X̄

(l′)
i. )


3×3

=

 12809, 3 1003, 7 2671, 2
1003, 7 1499, 6 4123, 6
2671, 2 4123, 6 21009, 6

 ,

[
140

6∑
i=1

(X̄
(l)
i. − X̄

(l)
.. )(X̄

(l′)
i. − X̄

(l′)
.. )

]
3×3

=

 752, 0 214, 2 521, 3
214, 2 151, 3 401, 2
521, 3 401, 2 1612, 7


Tar¦, kad buvo stebimi nepriklausomi normalieji a. v. Xij ∼ N3(µi,Σ), i = 1, ..., 6, pa-

tikrinkite hipotez¦ H : µ1 = ... = µ6.
3.8. (1.8 pratimo t¦sinys). Sudarykite antrojo su	naus galvos ilgio ir plo£io (X3, X4)

prognoz¦ pagal pirmojo su	naus galvos ilgi� ir ploti� (X1, X2) naudodami tiesin
es regresijos
modeli�.

3.9. (1.10 pratimo t¦sinys). Sudarykite a. v. (X1, X2)T prognoz¦ pagal a. v. (X3, X4)T

naudodami tiesin
es regresijos modeli�.

3.10. (1.13 pratimo t¦sinys). a) Raskite a. v. (X2, X3)T prognoz¦ pagal a. v. (X1, X4)T

naudodami tiesin
es regresijos modeli�. b) patikrinkite hipotez¦ H, kad visi regresijos koe�cien-
tai (i²skyrus laisvuosius narius) lygu	s nuliui.

3.11. (2.10 pratimo t¦sinys). Sudarykite a. v. (X1, X3)T prognoz¦ pagal a. d. X2

naudodami tiesin
es regresijos modeli�.

3.12. (2.17 pratimo t¦sinys). Raskite a. v. (X1, X2)T prognoz¦ pagal a. v. (X3, X4,
X5, X6)T naudodami tiesin
es regresijos modeli�.

3.13. (2.18 pratimo t¦sinys). Raskite a. v. (X1, X2)T prognoz¦ pagal a. d. X3 naudodami
tiesin
es regresijos modeli� pirmosios imties atveju.

3.14. Tirtos triju� tipu� (privati, ne pelno, valstybin
e) socialin
es ru	pybos organizacijos.
Gautos didumo n1 = 271, n2 = 138 ir n3 = 107 imtys, stebint keturmati� a. v. X =
(X1, X2, X3, X4)T ; £ia X1 � slaugymo kaina; X2 � maisto kaina; X3 � i�rangos eksploatavimo
kaina; X4 � namu� ruo²os ir skalbimo kaina. Pagal ²ias imtis gauti vidurkiu� vektoriu� ir
kovariaciju� matricu� nepaslinktieji i�ver£iai [9]:

µ̂1 = X̄1. =


2, 066
0, 480
0, 082
0, 360

 , µ̂2 = X̄2. =


2, 167
0, 596
0, 124
0, 418

 , µ̂3 = X̄3. =


2, 273
0, 521
0, 125
0, 383

 ;
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Σ̂1 =


0, 291 −0, 001 0, 002 0, 010
−0, 001 0, 011 0, 000 0, 003

0, 002 0, 000 0, 001 0, 000
0, 010 0, 003 0, 000 0, 010

 , Σ̂2 =


0, 561 0, 011 0, 001 0, 037
0, 011 0, 025 0, 004 0, 007
0, 001 0, 004 0, 005 0, 002
0, 037 0, 007 0, 002 0, 019

 ,

Σ̂3 =


0, 261 0, 030 0, 003 0, 018
0, 030 0, 017 0, 000 0, 006
0, 003 0, 000 0, 004 0, 001
0, 018 0, 006 0, 001 0, 013

 .

Pri
em¦ normalumo prielaid¡ patikrinkite hipotez¦ H : µ1 = µ2 = µ3 d
el vidurkiu� vektoriu�
lygyb
es tar¦, kad kovariacin
es matricos yra lygios.

3.15. (3.14 pratimo t¦sinys). Tegu vidurkiu� vektoriaus µi koordinat
es yra µi1, µi2, µi3,
µi4, i = 1, 2, 3. Paºym
ekime νii′j = µij − µi′j , i 6= i′ = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4 vidurkiu�
skirtumus. a) Raskite pasikliovimo lygmens Q = 0, 95 parametru� νii′j pasikliovimo intervalus;
b) remdamiesi Bonferonio nelygybe raskite pasikliovimo intervalu� rinkini�, kad tikimyb
e, jog
jie uºdengs visus parametrus νii′j , bu	tu� ne maºesn
e uº 0,95.

3.16. Stebimas dvimatis a. v. (X,Y )T , kurio skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A,
turin£io tris lygmenis A1, A2, A3, ir nuo faktoriaus B, turin£io keturis lygmenis B1, B2, B3, B4.
Gauti steb
ejimu� rezultatai pateikti lentel
eje.

B1 B2 B3 B4

A1 6 14 4 6 8 8 2 16
8 8 6 2 12 2 6 -4

A2 3 1 -3 5 4 0 -4 2
8 6 2 12 3 15 3 7

A3 -3 3 -4 -2 3 -11 -4 -6
2 -2 -5 7 -3 1 -6 6

Pri
em¦ normalumo prielaid¡ atlikite daugiamat¦ dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦.

3.17. Tiriama plastikiniu� pl
eveliu� charakteristiku� (X1 � atsparumas tru	kiams, X2 �
blizgumas, X3 � skaidrumas) priklausomyb
e nuo dvieju� faktoriu� A � ²tampavimo grei£io, B
� priemai²u� kiekio, kurie gali bu	ti dvieju� lygmenu�. Kiekvienam faktoriu� lygmenu� rinkiniui
steb
ejimai pakartoti po 5 kartus. Duomenys pateikti lentel
eje [9].

B1 B2

6,5 6,2 5,8 6,5 6,5 6,9 7,2 6,9 6,1 6,3
A1 9,5 9,9 9,6 9,6 9,2 9,1 10,0 9,9 9,5 9,4

4,4 6,4 3,0 4,1 0,8 5,7 2,0 3,9 1,9 5,7
6,7 6,6 7,2 7,1 6,8 7,1 7,0 7,2 7,5 7,6

A2 9,1 9,3 8,3 8,4 8,5 9,2 8,8 9,7 10,1 9,2
2,8 4,1 3,8 1,6 3,4 8,4 5,2 6,9 2,7 1,9

Pri
em¦ normalumo prielaid¡ atlikite daugiamat¦ dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦.

3.18. Tiriama a. v. X = (X1, X2, )T , priklausomyb
e nuo dvieju� faktoriu� A ir B, kurie gali
bu	ti triju� lygmenu�. Kiekvienai faktoriu� lygmenu� rinkiniui steb
ejimai pakartoti po 3 kartus.
Duomenys pateikti lentel
eje [9].

B1 B2 B3

A1 9,33 8,74 9,31 10,22 10,13 10,42 15,25 16,22 17,24
19,14 19,55 19,24 25,00 25,32 27,12 38,89 36,67 40,74

A2 12,07 11,03 12,48 15,38 14,21 9,69 38,71 44,74 36,67
33,03 32,37 31,31 40,00 40,48 33,90 77,14 78,57 71,43

A3 8,73 7,94 8,37 8,45 6,79 8,34 14,04 13,51 13,33
23,27 20,87 22,16 26,32 22,73 26,67 44,44 37,93 37,93

Pri
em¦ normalumo prielaid¡ atlikite daugiamat¦ dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦.
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3.19. Tiriama n = 17 pacientu� kraujo rodikliu� Y1, Y2 priklausomyb
e nuo Z1 � lytis, Z2

� pavartotu� vaistu� kiekis, Z4 � diastolinis kraujo spaudimas, Z3, Z5 � kardiogramos charakte-
ristikos [9].

Y1i Y2i Z1i Z2i Z3i Z4i Z5i

3389 3149 1 7500 220 0 140
1101 653 1 1975 200 0 100
1131 810 0 3600 205 60 111
596 448 1 675 160 60 120
896 844 1 750 185 70 83
1767 1450 1 2500 180 60 80
807 493 1 350 154 80 98
1111 941 0 1500 200 70 93
645 547 1 375 137 60 105
628 392 1 1050 167 60 74
1360 1283 1 3000 180 60 80
652 458 1 450 160 64 60
860 722 1 1750 135 90 79
500 384 0 2000 160 60 80
781 501 0 4500 180 0 100
1070 405 0 1500 170 90 120
1754 1520 1 3000 180 0 129

Sudarykite a. v. (Y1, Y2)T prognoz¦ pagal vektoriu� Z = (Z1, Z2, Z3, Z4, Z5)T naudodami
daugiamati� tiesin
es regresijos modeli�. Raskite a. v. (Y1, Y2)T pasikliovimo lygmens Q = 0, 95
prognoz
es elipsoid¡ ta²ke Z = (1; 1200; 140; 70; 85)T .

Atsakymai ir nurodymai

3.1. Imties elementus ºym
ekime X(l)
ijm, l = 1, ..., k; £ia i ir j faktoriu� A ir B lygmenu�

numeriai i = 1, ..., I, j = 1, ..., J , m � kartotinumas, m = 1, ...,M . Tik
etinumu� santykio
statistikos yra:

ΛA = (|SSE |/|SSEHA |)
n/2, ΛB = (|SSE |/|SSEHB |)

n/2 ΛAB = (|SSE |/|SSEHAB |)
n/2;

SSE = [SE(r, s)]k×k, SSE(r, s) =
∑
i

∑
j

∑
m

(X
(r)
ijm − X̄

(r)
ij. )(X

(s)
ijm − X̄

(s)
ij. ),

SSEHA = [SEHA (r, s)]k×k, SSEHA (r, s) = SSE(r, s)+JM
∑
i

(X̄
(r)
i.. −X̄

(r)
... )(X̄

(s)
i.. −X̄

(s)
... ),

SSEHB = [SEHB (r, s)]k×k, SSEHB = SSE(r, s) + IM
∑
j

(X̄
(r)
.j. − X̄

(r)
... )(X̄

(s)
.j. − X̄

(s)
... ),

SSEHAB = [SSEHAB (r, s)]k×k, SSEHAB (r, s) = SSE(r, s)+

M
∑
i

∑
j

(X̄
(r)
ij. − X̄

(r)
i.. − X̄

(r)
.j. + X̄(r)

... )(X̄
(s)
ij. − X̄

(s)
i.. − X̄

(s)
.j. + X̄(s)

... ).

Remiantis asimptotiniu tik
etinumu� santykio kriterijumi pagrindin
es dispersin
es analiz
es hi-
potez
es atmetamos reik²mingumo lygmens α kriterijais, kai teisingos nelygyb
es −2 ln ΛA >
χ2
α(I − 1), −2 ln ΛB > χ2

α(J − 1), −2 ln ΛAB > χ2
α((I − 1)(J − 1)). 3.5. Tarkime X1

ir X2 priklausomyb¦ nuo Z apra²o tiesiniai regresijos modeliai: X1i = α1 + β1Zi + e1i,
X2i = α2 + β2Zi + e2i, i = 1, ..., 8. Turime daugiamati� (dvimati�) tiesin
es vieno kintamojo
regresijos modeli�. Pri
em¦ normalumo prielaidas tikrinsime hipotez¦ H : β1 = 0, β2 = 0.

Randame parametru� α1, β1 ir α2, β2 i�ver£ius ir matric¡ SSE = [SSE(i, j)]2×2,

SSE(1, 1) =

8∑
i=1

[X1i−α̂1−β̂1Zi]2 = 382, 5538, SSE(2, 2) =
8∑
i=1

[X2i−α̂2−β̂2Zi]2 = 98, 9276,

SSE(1, 2) =
8∑
i=1

[X1i − α̂1 − β̂1Zi][X2i − α̂2 − β̂2Zi] = 143, 0225.
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Kai hipotez
e H teisinga, tai matricos SSEH = [SSEH(i, j)]2×2 elementai yra

SSEH(1, 1) =

8∑
i=1

(X1i − X̄1.)
2 = 884, 875, SSEH(2, 2) =

8∑
i=1

(X2i − X̄2.)
2 = 1270,

SSEH(1, 2) =

8∑
i=1

(X1i − X̄1.)(X2i − X̄2.) = 910.

Statistikos U realizacija lygi determinantu� santykiui

U =
|SSE |
|SSEH |

= 0, 0588.

�iame uºdavinyje n = 8,m = 2, r = 1, k = 2. Kadangi r = 1, k = 2, tai turime i²nagrin
e-
tus atskirus atvejus, kuriems galime uºra²yti tikslius kriterijus.

1. Kadangi r = 1, tai remiantis 3.5.3 teorema, kai teisinga hipotez
e

U ∼ Be
(
n−m+ r − k

2
,
k

2

)
∼ Be(5/2, 1)⇔ F =

(1− U)5

2U
∼ F (2, 5).

Randame F = 40, 018 ir pv = P{F2;5 > 40, 018} = 0, 000838.
2. Kadangi k = 2, tai remiantis 3.5.4 teorema, kai teisinga hipotez
e

√
U ∼ Be(n−m− 1, r) ∼ Be(5, 1)⇔ F =

(1−
√
U)5

√
U

∼ F (2, 10).

Randame F = 15, 61965 ir pv = P{F2;10 > 16, 61965} = 0, 000838.
Hipotez
e atmestina.
Jeigu ²iame uºdavinyje bu	tume taik¦ asimptotini� kriteriju�, t. y. statistikos Z = −n lnU

skirstini� aproksimuodami χ2 skirstiniu su 2 laisv
es laipsniais, tai statistikos Z realizacija lygi
22,6689 ir pva = P{χ2

2 > 22, 6689} = 0, 000019. Matome, kad asimptotin
e P reik²m
e yra
daug maºesn
e uº tikr¡j¡.

3.6. a) Turime daugiamati� (dvimati�) tiesin
es keliu� kintamu�ju� regresijos modeli�. Tarkime,
kad a. d. X1 tiesin
es regresijos modelis kintamu�ju� Z1, ..., Z6, Z7 atºvilgiu yra

Y 1 = (A
...1)

 β1
· · ·
α1

+ e1;

£ia Y 1 = (X11, ..., X1n)T , β1 = (β11, ..., β16)T , 1 = (1, ..., 1)T , plano matricos A i-oji eilut
e
yra (Z1i − Z̄1., ..., Z6i − Z̄6.), i = 1, ..., n; vektorius e1 = (e11, ..., e1n)T ∼ Nn(0, σ11I).

Gauname parametru� i�ver£ius

α̂1 = X̄1. = 1, 688; β̂1 = (ATA)−1ATY 1 = (0, 062; −0, 160; 0, 292; −0, 658; 0, 173; −0, 428)T ;

£ia ATA yra paskutinioji matrica (i²braukus 7 eilut¦ ir stulpeli�), o ATY 1 � prie²paskutin
es
matricos pirmasis stulpelis (be paskutinio elemento). Liekamoji kvadratu� suma

SSE(1, 1) =
∑
j

(X1j − X̄1.)
2 − β̂T1ATY 1 = 0, 2023.

Analogi²kai gauname a. d. X2 tiesin
es regresijos modelio

Y 2 = (A
...1)

 β2
· · ·
α2

+ e2;

parametru� i�ver£ius

α̂2 = X̄2. = 2, 161; β̂2 = (ATA)−1ATY 2 = (0, 552; −0, 278; 0, 218; −0, 723; 0, 323; 2, 005)T ;
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£ia ATY 2 yra prie²paskutin
es matricos 2 stulpelis (be paskutinio elemento). Liekamoji
kvadratu� suma

SSE(2, 2) =
∑
j

(X2j − X̄2.)
2 − β̂T2ATY 2 = 1, 2997.

b) Apskai£iuojme sum¡

SSE(1, 2) =
∑
j

(X1j − X̄1.)(X2j − X̄2.)− β̂
T
1A

TY 2 = 0, 1334.

ir matricos SSE = [SSE(i, j)]2×2 determinant¡ |SSE | = 0, 2452.
Matricos SSEH elementai gaunami analogi²kai p. a), jeigu atliekant skai£iavimus i²brauk-

sime paskutin
es matricos 2, 3, 4 bei 7 eilutes ir stulpelius. Gauname

SEH(1, 1) = 0, 4215; SEH(2, 2) = 1, 9143; SEH(1, 2) = 0, 4878;

|SSEH | = |[SSEH(i, j)]2×2| = 0, 5689.

ir statistikos U = |SSE |/|SSEH | realizacij¡ U = 0, 43097. Jeigu hipotez
e teisinga, tai
statistika Z = −n lnU apytiksliai turi χ2 skirstini� su kr = 6 laisv
es laipsniais. Gauname
Z = 21, 0429 ir asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2

6 > 21, 0429} = 0, 0018. Hipotez
e at-
metama.

c) Regresijos parametru� i�ver£iai surasti p. b):

(β̂11; β̂15; β̂16) = (0, 3911; 0, 0110;−0, 9572); (β̂21; β̂25; β̂26) = (0, 9158; 0, 1461; 1, 4889).

3.7. Pirmoji pateikta matrica yra matricos SSE realizacija. Matricos SSEH realizacija
lygi abieju� pateiktu� matricu� sumai. Randame statistikos U = |SSE |/|SSEH | relizacij¡ U =
0, 82388. Jeigu hipotez
e teisinga, tai statistika Z = −n lnU asimptoti²kai turi χ2 skirstini� su
kr = 15 laisv
es laipsniu�. Randame statistikos Z realizacij¡ Z = 162, 731. Kadangi P reik²m
e
pv = P{χ2

15 > 162, 731} = 7 · 10−27, tai hipotez¦ atmetame.

3.8. A. v. (X3, X4)T prognoz
e remiantis a. v. (X1, X2)T yra

X3 = 183, 84 + 0, 4503(X1 − 185, 72) + 0, 5060(X2 − 151, 12),

X4 = 149, 24 + 0, 2740(X1 − 185, 72) + 0, 3784(X2 − 151, 12).

A. v. (X3, X4)T s¡lyginio skirstinio, kai a. v. (X1, X2)T yra �ksuotas, kovariacin
es matricos
Σ22·1 elementu� i�ver£iai yra tokie: σ33·1 = 41, 4114, σ44·1 = 31, 0508 σ34·1 = 15, 6714. 3.9.
A. v. (X1, X2)T prognoz
e remiantis a. v. (X3, X4)T yra

X1 = 1906, 1 + 0, 4122(X3 − 1509, 1) + 0, 5467(X4 − 1725, 0),

X2 = 1749, 5 + 0, 4314(X3 − 1509, 1) + 0, 4038(X4 − 1725, 0).

A. v. (X1, X2)T s¡lyginio skirstinio, kai a. v. (X3, X4)T yra �ksuotas, kovariacin
es matricos
Σ11·2 elementu� i�ver£iai yra tokie: σ11·2 = 19455, 6, σ22·2 = 38592, 9, σ12·2 = 38592, 9. 3.10.
a) A. v. (X2, X3)T prognoz
e remiantis a. v. (X1, X4)T yra

X2 = 272, 575− 2, 5359(X1 − 22, 2875) + 0, 3184(X4 − 51, 975),

X3 = 288, 435 + 0, 0509(X1 − 22, 2875)− 0, 0797(X4 − 51, 975).

b) Statistika U = |SSE |/|SSEH | i�gijo reik²m¦ 0,9269; statistika −n lnU � reik²m¦ 3,036;
atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. 3.11. Regresijos tiesiu� i�ver£iai:

X1 = 4, 640 + 0, 0501(X2 − 45, 4), X3 = 9, 965− 0, 0282(X2 − 45, 4).

3.12. Tegu Σ̂11, Σ̂22Σ̂1.2Σ̂2.2 yra matricos Σ̂ blokai; Σ̂11 = [σ̂ij ]2×2, i, j = 1, 2; Σ̂22 =

[σ̂ij ]4×4, i, j = 3, 4, 5, 6; Σ̂1·1 = [σ̂1j ]1×4, j = 3, 4, 5, 6; Σ̂2·1 = [σ̂1j ]1×4, j = 3, 4, 5, 6. Tada
regresijos lyg£iu� i�vertiniai yra

X1 = µ̂1 +

6∑
j=3

β̂1j(Xj − µ̂j), X2 = µ̂2 +

6∑
j=3

β̂2j(Xj − µ̂j);
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vektoriai β̂1 = (β̂13, β̂14, β̂15, β̂16)T , β̂2 = (β̂23, β̂24, β̂25, β̂26)T randami i² lyg£iu� sistemu�

β̂1 = (Σ̂22)−1Σ̂1·2, β̂2 = (Σ̂22)−1Σ̂2·2.

3.13. Regresijos lyg£iu� i�ver£iai:

X1 = 12, 2186 + 0, 2082(X3 − 9, 5903), X2 = 8, 1125− 0, 3421(X3 − 9, 5903).

3.14. Randame

SSE = (n1 − 1)Σ̂1 + (n2 − 1)Σ̂2 + (n3 − 1)Σ̂3 =


183, 093 4, 417 0, 995 9, 677

4, 417 8, 197 0, 548 2, 405
0, 995 0, 548 1, 379 0, 380
9, 677 2, 405 0, 380 6, 681

 ,

ir matric¡

B =

3∑
i=1

ni(X̄i. − X̄..)(X̄i. − X̄..)
T =


3, 469 1, 099 0, 811 0, 586
1, 099 1, 231 0, 450 0, 616
0, 811 0, 450 0, 232 0, 231
0, 586 0, 616 0, 231 0, 309

 ,

£ia X̄.. = (n1X̄1. + n2X̄2. + n3X̄3.)/(n1 + n2 + n3). Tada SSEH = SSE +B. Statistika U
i² (3.4.11) i�gijo reik²m¦ 0,7628.

Kadangi Rang(H) = 2, turime i²nagrin
et¡ atskir¡ atveji�. Statistika (3.5.15) i�gijo reik²m¦
18,49, hipotez
e atmetama kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu.

3.15. a) parametro νii′j pasikliovimo intervalo r
eºiai yra

X̄ij. − X̄i′j. ∓ t0,025(513)
√
SSE(jj)(ni + ni′ )/(nini′ (n1 + n2 + n3 − 3));

b) intervalo r
eºiai gaunami p. a) vietoje t0,025(513) imant t0,025/12(513). Pavyzdºiui, parametrui
ν121 atveju a) gauname pasikliovimo interval¡ (−0, 2414; 0, 0394), o atveju b) pasikliovimo in-
terval¡ (−0, 2942; 0, 0922).

3.16 FA = 5, 62, FB = 0, 45, FAB = 0, 21. Atitinkamos P reik²m
es yra 0,0028, 0,8400, 0,9965.
3.17. Randame (ºr. 3.1 pratim¡)

SSEHA =

 1, 7405 −1, 5045 0, 8555
−1, 5045 1, 3005 −0, 7395

0, 8555 −0, 7395 0, 4205

 , SSEHB =

 0, 7605 0, 6825 1, 9305
0, 6825 0, 6125 1, 7325
1, 9305 1, 7325 4, 9005

 ,

SSEHAB =

 0, 0005 0, 0165 0, 0445
0, 0165 0, 5445 1, 4685
0, 0445 1, 4685 3, 9605

 ,SSE =

 1, 7640 0, 0200 −3, 0700
0, 0200 2, 6280 −0, 5520
−3, 0700 −0, 5520 64, 9240

 .

Apskai£iuojame determinantu� santykiu� reik²mes

UA =
|SSE |

|SSE + SSEHA |
= 0, 3819, UB =

|SSE |
|SSE + SSEHB |

= 0, 5230,

UAB =
|SSE |

|SSE + SSEHAB |
= 0, 7771.

Kadangi r = Rang(H) visu� triju� hipoteziu� atveju lygus 1, tai turime aptart¡ atskir¡ atveji�.
Statistikos (3.5.12) i�gijo reik²mes FA = 7, 5543, FB = 4, 2556, FAB = 1, 3385. Atitinkamos P
reik²m
es yra 0,0030, 0,0247, 0,3018. Hipotez
es d
el faktoriu� A ir B i�takos nebuvimo atmeta-
mos; hipotez¦ d
el s¡veikos nebuvimo atmesti n
era pagrindo.

3.18. FA = 49, 40, FB = 56, 95, FAB = 10, 87. Hipotez
es atmetamos kriterijais su gana
auk²tu reik²mingumo lygmeniu.

3.19. Nagrin
edami Y1 regresijos modeli� atºvilgiu kovarian£iu� Z1, · · · , Z5 ir atlik¦ paºings-

nin¦ regresij¡, gauname, esant reik²mingumo lygmeniui 0,05, statisti²kai reik²mingos yra tik

kovariant
es Z1 ir Z2. Gauname tokius parametru� i�ver£ius α̂1 = 56, 72; β̂1 = (507, 07; 0, 329)T .

Nagrin
edami Y2 regresijos modeli� atºvilgiu kovarian£iu� Z1, · · · , Z5 ir atlik¦ paºingsnin¦ regre-

sij¡, gauname, esant reik²mingumo lygmeniui 0,05, statisti²kai reik²mingos yra tik kovariant
es

Z1 ir Z2. Gauname tokius parametru� i�ver£ius α̂2 = −241, 35; β̂2 = (606, 31; 0, 324)T . Statis-

tika, patikrinti hipotez¦, kad regresijos koe�cientai prie Z3, Z4, Z5 lygu	s 0, i�gijo reik²m¦ 1,69,

atitinkama P reik²m
e 0,1755.



4 skyrius

Koreliacin
e analiz
e

Remiantis daugiama£io normaliojo skirstinio savyb
emis(3 priedas, 2 savyb
e)
galima tvirtinti, kad normalieji a. d. X1 ir X2 yra nepriklausomi tada ir tik
tada, kai koreliacijos koe�cientas

ρ = Cov (X1, X2)/
√
V X1V X2 = 0.

Analogi²kai, jeigu vektoriaus X = (X1, ..., Xk)T ∼ Nk(µ,Σ) yra �ksuotos ko-
ordinat
es Xm+1, ..., Xk, tai koordinat
es Xi ir Xj , i 6= j, i, j = 1, ...,m, yra
nepriklausomos tada ir tik tada, kai koreliacijos koe�cientas ρij·m+1,...,k, ap-
skai£iuotas tarus, kad koordinat
es Xm+1, ..., Xk �ksuotos (dalinis koreliacijos
koe�cientas), yra lygus 0. Tre£ioje vadov
elio dalyje, aptariant teorinius regre-
sijos uºdavinius, buvo i�vestas dauginis koreliacijos koe�cientas, kuris apibu	dina
vieno normaliojo a. d. X1 ir normaliu�ju� a. d. vektoriaus (X2, ..., Xk)T priklau-
somyb¦.

�iame skyriuje aptarsime hipoteziu� d
el koreliacijos koe�ciento, dalinio kore-
liacijos koe�ciento ir dauginio koreliacijos koe�ciento reik²miu� tikrinimo kriteri-
jus. Taip pat bus nagrin
ejamos bendresnio tipo normaliu�ju� atsitiktiniu� vektoriu�
nepriklausomumo hipotez
es.

4.1. Empirinio koreliacijos koe�ciento skirstinys

Tegu X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ), µ = (µ1, ..., µk)T ,
Σ = [σij ]k×k. Skyrelyje 1.2.1 buvo gautas kovariacin
es matricos Σ didºiausiojo
tik
etinumo i�vertinys

Σ̂ =
1

n

n∑
i=1

XiX
T
i − X̄X̄

T
=

1

n
S =

1

n
[Sij ]k×k (4.1.1)

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi.

87
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Kadangi tarp parametru� σii, i = 1, ..., k, σij , i < j, i, j = 1, ..., k, ir tarp
parametru� σii, i = 1, ..., k, ρij = σij/

√
σiiσjj , i < j, i, j = 1, ..., k yra bijekcija,

tai parametro ρij DT i�vertinys

ρ̂ij = rij =
Sij√
SiiSjj

, i < j, i, j = 1, ..., k.

I�vertinys rij priklauso tik nuo i-osios ir j-osios vektoriaus X koordina£iu�
matavimu�. Tod
el, nagrin
ejant rij savybes pakanka apsiriboti dvima£iu norma-
liuoju vektoriumi, pavyzdºiui, vektoriumi (X1, X2)T ∼ N2(µ,Σ), µ = (µ1, µ2)T ,
Σ = [σij ]2×2, σ11 = σ2

1 , σ22 = σ2
2 , σ12 = σ21 = ρσ1σ2. Koreliacijos koe�ciento

i�vertinys

ρ̂ = r =
S12√
S11S22

, Sij =

n∑
l=1

(Xil − X̄i)(Xjl − X̄j), (4.1.2)

X̄i =
1

n

n∑
l=1

Xil, i, j = 1, 2.

4.1.1 teorema. Empirinio koreliacijos koe�ciento r tankio funkcija, kai n > 3,
yra

f(r|ρ) =
2n−3(1− ρ2)(n−1)/2(1− r2)(n−4)/2

(n− 3)!π

∞∑
j=0

(2ρr)j

j!
Γ2(

n− 1 + j

2
). (4.1.3)

I�rodymas. Atsitiktinio vektoriaus (S11, S22, S12)T tankio funkcija yra Vi²arto
skirstinio W2(n− 1,Σ) tankio funkcija (1.6.13):

f(S11, S22, S12|2, n− 1,Σ) =
1

K
|S|(n−4)/2 exp

{
−1

2
Tr(SΣ−1)

}

=
1

K
(S11S22 − S12)(n−4)/2 exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
S11

σ2
1

− 2ρ
S12

σ1σ2
+
S22

σ2
2

)}
,

(4.1.4)
K = K(2, n− 1,Σ) = 2n−1

√
π(σ2

1σ
2
2(1− ρ2))(n−1)/2Γ((n− 1)/2)Γ((n− 2)/2).

Tankis apibr
eºtas trimat
es erdv
es srityje, kurioje S11S22 − S2
12 > 0.

Atsitiktinio dydºio r tanki� galime gauti pereidami nuo a. v. (S11, S22, S12)T

prie a. v. (S11, S22, r)
T , ir integruodami pastarojo tanki� pagal S11 ir S22. Gau-

name (pakeitimo jakobianas lygus
√
S11S22) a. v. (S11, S22, r)

T tanki�

g(S11, S22, r) =
1

K
(1− r2)

n−4
2 (S11S22)

n−3
2 ×

× exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
S11

σ2
1

− 2ρ
S12

σ1σ2
+
S22

σ2
2

)}
=

1

K
(1− r2)

n−4
2 exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
S11

σ2
1

+
S22

σ2
2

)} ∞∑
j=0

(ρr)j

j!

(S11S22)(n−3+j)/2

(σ1σ2(1− ρ2))j
.
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Kadangi∫ ∞
0

S
(n−3+j)/2
ii exp

{
− Sii

2(1− ρ2)σ2
i

}
dSii = (2σ2

i (1−ρ2))(n−1+j)/2Γ((n−1+j)/2),

tai integruodami g(S11, S22, r) pagal S11 ir S22 r
eºiuose nuo 0 iki ∞ ir, i�stat¦
normuojan£io daugiklio K i²rai²k¡ i² (4.1.4), gauname a. d. r tankio funkcij¡

f(r|ρ) =
(1− ρ2)(n−1)/2(1− r2)(n−4)/2

√
πΓ(n−1

2 )Γ(n−2
2 )

∞∑
j=0

(2ρr)j

j!
Γ2

(
n− 1 + j

2

)
. (4.1.5)

Remdamiesi gama funkcijos nuo dvigubo argumento i²rai²ka

Γ(z)Γ(z +
1

2
) =
√
πΓ(2z)/22z−1,

gauname

Γ((n− 1)/2)Γ((n− 2)/2) =
√
πΓ(n− 2)/2n−3 =

√
π(n− 3)!/2n−3.

I�stat¦ ²i¡ i²rai²k¡ i� (4.1.5), gauname (4.1.3). N

4.1.1 i²vada. Jeigu ρ = 0, tai empirinio koreliacijos koe�ciento tankio funkcija

f(r|0) =
Γ((n− 1)/2)√
πΓ((n− 2)/2)

(1− r2)(n−4)/2, −1 < r < 1. (4.1.6)

I�rodymas. Tankio i²rai²koje (4.1.5) i�ra²ome ρ = 0. N

4.1.2 i²vada. Jeigu ρ = 0, tai a. d.

t =
√
n− 2

r√
1− r2

∼ S(n− 2) (4.1.7)

turi Stjudento skirstini� su n− 2 laisv
es laipsniais.

I�rodymas. Atlikime kintamu�ju� keitim¡

t =
√
n− 2

r√
1− r2

, r2 =
t2

n− 2 + t2
, 1− r2 =

n− 2

n− 2 + t2
.

Pakeitimo jakobianas

J =

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣ =

n− 2

(n− 2 + t2)3/2
.

I�ra²¦ i� (4.1.6) gauname a. d. t tanki�

g(t) =
1

√
π
√
n− 2

Γ((n− 1)/2)

Γ((n− 2)/2)

(
1 +

t2

n− 2

)−(n−1)/2

, −∞ < t <∞.

Palygin¦ su pirmos vadov
elio dalies 1 P lentele, matome, kad tai Stjudento
skirstinio su n− 2 laisv
es laipsniais tankio funkcija. N
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4.2. Hipoteziu� apie koreliacijos koe�ciento reik²-

mes tikrinimas

4.2.1. Nepriklausomumo hipotez
es tikrinimas

Tikrinant hipotez¦ H : ρ = 0, kai alternatyvos yra H̄1 : ρ > 0, H̄2 : ρ < 0,
arba dvipus
e H̄3 : ρ 6= 0, kriterijai gaunami remiantis 4.1.2 i²vada. Hipotez
e
atmetama, kai atitinkamai

t > tα(n− 2), t < −tα(n− 2), |t| > tα/2(n− 2); (4.2.1)

£ia tα(ν) � Stjudento skirstinio su ν laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e. Skai-
£iuojant ²iu� kriteriju� galios funkcijas tenka naudoti statistikos r tankio i²rai²k¡
(4.1.3). Pavyzdºiui,

β1(ρ) = P{t > tα(n− 2)|ρ} = P{r > tα(n− 2)/
√
n− 2 + t2α(n− 2)|ρ}

= 1− F (tα(n− 2)/
√
n− 2 + t2α(n− 2)|ρ); (4.2.2)

£ia F (x|ρ) yra statistikos r, kai tikroji koreliacijos koe�ciento reik²m
e yra ρ,
pasiskirstymo funkcija

F (x|ρ) = P{r ≤ x|ρ} =

∫ x

−1

f(u|ρ)du.

4.1.1 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Tar¦, kad 1.2.1 lentel
eje yra trima£io nor-
maliojo vektoriaus realizacijos, patikrinsime hipotezes, kad triju� spinduliu� srov
es stiprumai
yra poromis nepriklausomi, kai alternatyva yra ju� teigiama priklausomyb
e.

Naudodamiesi 1.2.1 pavyzdyje surasta matricos S realizacija gauname empiriniu� kore-
liacijos koe�cientu� matricos R realizacij¡

S =

 0, 348 0, 264 0, 160
0, 264 0, 392 0, 070
0, 160 0, 070 0, 240

 , R =

 1 0, 715 0, 554
0, 715 1 0, 228
0, 554 0, 228 1

 .

Randame statistiku� (4.1.7)

tij =
√
n− 2

rij√
1− r2ij

, i 6= j = 1, 2, 3,

realizacijas
t12 = 5, 408, t13 = 3, 518, t23 = 1, 240.

Atitinkamos P reik²m
es yra 0,000005; 0,0008; 0,113. Taigi a. d. X1 ir X2, bei a. d. X1 ir X3

nepriklausomumo hipotez
es atmetamos. O atmesti a. d. X2 ir X3 nepriklausomumo hipotez¦

n
era pagrindo.

4.2.2. Hipotez
es apie koreliacijos koe�ciento reik²mes

Tikrinant hipotez¦ d
el koreliacijos koe�ciento reik²m
es H : ρ = ρ0 6= 0, kai alter-
natyvos yra H̄1 : ρ > ρ0, H̄2 : ρ < ρ0, arba dvipus
e H̄3 : ρ 6= ρ0, tikslu	s kriterijai
gali bu	ti gaunami remiantis empirinio koreliacijos koe�ciento tankio i²rai²ka
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(4.1.3). P reik²miu� terminais kriterijus galime suformuluoti taip: hipotez
es
atmetamos, jeigu atitinkamai

pv = 1− F (r|ρ0) < α, pv = F (r|ρ0) < α, (4.2.3)

kai alternatyvos vienpus
es ir

pv = 2 min(1− F (r|ρ0), F (r|ρ0)) < α,

kai alternatyv H̄3 dvipus
e; £ia r yra gautoji empirinio koreliacijos koe�ciento
realizacija. Kriteriju� galias galime gauti analogi²kai (4.2.2).

Remiantis bendra pasikliovimo intervalu� sudarymo teorija (ºr. I dali�, 4.6
skyreli�), parametro ρ pasikliovimo intervalo (ρ, ρ) su pasikliovimo lygmeniu Q =
1− 2P r
eºiai gaunami sprendºiant ρ atºvilgiu lygtis

F (r|ρ) = 1− P, F (r|ρ) = P. (4.2.4)

4.2.3. Apytiksl	us kriterijai

Nagrin
ejant empiriniu� momentu� funkcijas (1 dalis, 3.5.3 skyrelis) gauta, kad
normaliojo skirstinio atveju n→∞ statistikos r skirstinys art
eja i� normalu�ji�

√
n(r − ρ)

d→ Y ∼ N(0, (1− ρ2)2).

Ta£iau ²i aproksimacija gali bu	ti netiksli, kai ρ artimas ±1 ir a. d. r skirstinys
yra labai asimetri²kas. Tod
el prakti²kai daºniau naudojama Fi²erio pasiu	lyta
a. d. r dispersij¡ stabilizuojanti transformacija

th(r) =
1

2
ln

1 + r

1− r
.

Aproksimacija √
n− 3(th(r)− th(ρ))

d→ Z ∼ N(0, 1) (4.2.5)

gana tiksli ir palyginti nedideliems n.
Tarkime, kad reikia patikrinti hipotez¦ d
el koreliacijos koe�ciento reik²m
es

H : ρ = ρ0 6= 0, kai alternatyvos yra H̄1 : ρ > ρ0, H̄2 : ρ < ρ0, arba dvipus
e
H̄3 : ρ 6= ρ0. I�ra²ykime i� (4.2.5) kairi¡j¡ pus¦ hipotetin¦ reik²m¦ ρ0. Kai
hipotez
e teisinga, gautoji statistika

Y =
√
n− 3(th(r)− th(ρ0))

apytiksliai turi standartini� normalu�ji� skirstini�. Hipotez
e atmetama prie² i²var-
dytas alternatyvas apytiksliu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai atitinka-
mai

Y > zα, Y < −zα, |Y | > zα/2, (4.2.6)

£ia zα � standartinio normaliojo skirstinio α kritin
e reik²m
e. Kriterijaus galia
apytiksliai i²rei²kiama standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija.
Pavyzdºiui, pirmosios alternatyvos atveju gauname

β1(ρ) = P{Y > zα|ρ} = P{
√
n− 3(th(r)− th(ρ))
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> zα−
√
n− 3(th(ρ)−th(ρ0))|ρ} ≈ 1−Φ(zα−

√
n− 3(th(ρ)−th(ρ0))). (4.2.7)

Remiantis aproksimacija (4.2.5) galima uºra²yti

P{−zP <
√
n− 3

(
1

2
th(r)− 1

2
th(ρ)

)
< zP |ρ} ≈ Q = 1− 2P.

I²sprend¦ skliausteliuose para²ytas nelygybes ρ atºvilgiu, gauname parametro ρ
apytikslio pasikliautinojo intervalo r
eºius:

ρ =
e2V1 − 1

e2V1 + 1
, ρ =

e2V2 − 1

e2V2 + 1
, (4.2.8)

£ia
V1 =

1

2
th(r)− zP

1√
n− 3

, V2 =
1

2
th(r) + zP

1√
n− 3

.

4.2.1 pavyzdys. (4.1.1 pavyzdºio t¦sinys). 4.1.1 pavyzdºio s¡lygomis patikrinsime hipotezes
H1 : ρ12 = 1/2 ir H2 : ρ13 = 1/2, kai alternatyvos yra H̄1 : ρ12 > 1/2 ir H̄2 : ρ13 > 1/2.

Apskai£iuojame

th(r12) =
1

2
ln

1 + r12

1− r12
= 0, 897, th(r13) = 0, 624, th(0, 5) = 0, 549,

ir atitinkamas statistikos Y reik²mes: 1,808 ir 0,389. Jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo
α = 0, 05, tai zα = 1, 645 ir pirmoji hipotez
e atmetama, o antroji priimama. Surad¦ P
reik²mes: 1−Φ(1, 808) = 0, 035 ir 1−Φ(0, 389) = 0, 349, darome i²vad¡, kad pirmoji hipotez
e
atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,035, o antr¡j¡ hipotez¦ atmesti n
era
pagrindo.

Iliustracijai 4.2.1 lentel
eje yra pateiktos apytiksl
es kriterijaus galios reik²m
es ta²kuose
ρ = 0, 5(0, 05)0, 9, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05.

4.2.1 lentel
e. Kriterijaus galios reik²m
es

ρ 0,50 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90
β1(ρ) 0,05 0,178 0,296 0,457 0,644 0,821 0,942 0,992 1,000

Apskai£iuoti pagal (4.2.8) parametru� ρ12 ir ρ13 asimptotiniai pasikliovimo intervalai, kai
pasikliovimo lygmuo Q = 0, 9, yra tokie:

(ρ
12

; ρ12) = (0, 572; 0, 816), (ρ
13

; ρ13) = (0, 360; 0, 702).

4.3. Daliniai koreliacijos koe�cientai

Daliniai koreliacijos koe�cientai � tai s¡lyginiu� skirstiniu� koreliacijos koe�cientai.
Tar¦, kad a. v. X ∼ Nk(µ,Σ), |Σ| > 0, suskaidykime ji� i� du vektoriusX(1) =

(X1, ..., Xm)T ir X(2) = (Xm+1, ..., Xk)T , ir tegu E(X(1)) = µ(1), E(X(2)) =
µ(2),

V (X) = Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
;

£ia Σ11 = V (X(1)), Σ22 = V (X(2)), Σ12 = Cov (X(1),X(2)), Σ21 = ΣT
12.
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Remiantis daugiama£io normaliojo skirstinio savyb
emis (3 priedas, 10 savyb
e),
s¡lyginis a. v. X(1) skirstinys, kai X(2) = x(2) �ksuotas, yra m-matis normalusis

(X(1)|X(2) = x(2)) ∼ Nm(µ(1) +B(x(2) − µ(2)),Σ11·2), (4.3.1)

B = Σ12Σ
−1
22 , Σ11·2 = Σ11 −Σ12Σ

−1
22 Σ21.

Paºym
ekime σij·m+1,...,k, i, j = 1, ...,m, matricos Σ11·2 elementus:

Σ11·2 = [σij·m+1,...,k]m×m .

4.3.1 apibr
eºimas. Atsitiktiniu� dydºiu�Xi irXj daliniu koreliacijos koe�cientu
vektoriaus (Xm+1, ..., Xk)T atºvilgiu vadiname koe�cient¡

ρij·m+1,...,k =
σij·m+1,...,k√

σii·m+1,...,kσjj·m+1,...,k
, i, j = 1, ...,m. (4.3.2)

Koe�cientai (4.3.2) apibr
eºiami matricos Σ11·2 elementais lygiai taip pat kaip
ir i�prastiniai koreliacijos ρij apibr
eºiami matricos Σ = [σij ]k×k elementais. Jie
apibu	dina a. d. X1, ..., Xm priklausomyb¦, kai vektorius X(2) yra �ksuotas, t. y.
kai eliminuota a. d. Xm+1, ..., Xk i�taka.

Sudarysime koe�cientu� (4.3.2) empirinius analogus (i�vertinius).
Tarkime, X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ), |Σ| > 0, n > k.

Tada kovariacin
es matricos Σ didºiausiojo tik
etinumo i�vertinys yra

Σ̂ =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T =
1

n
S =

1

n

(
S11 S12

S21 S22

)
, X̄ =

1

n

n∑
i=1

Xi,

£ia Sij , i, j = 1, 2, yra matricos S blokai, atitinkantys matricos Σ blokus
Σij , i, j = 1, 2.

Kadangi tarp Σ ir Σ11·2,B,Σ22 yra abipus
e vienareik²m
e priklausomyb
e:

Σ12 = BΣ22, Σ11 = Σ11·2 +BΣ22B
T ,

tai parametru� Σ11·2,B,Σ22 didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai gaunami tiesiog
i² Σ̂ i�vertinio

Σ̂11·2 = Σ̂11 − Σ̂12Σ̂
−1
22 Σ̂21 =

1

n
S11·2 =

1

n
(S11 − S12S

−1
22 S21)

=
1

n
[Sij·m+1,...,k]m×m,

(4.3.3)

B̂ = Σ̂12Σ̂
−1
22 = S12S

−1
22 , Σ̂22 =

1

n
S22.

Daliniu� koreliacijos koe�cientu� DT i�vertiniai yra

ρ̂ij·m+1,...,k = rij·m+1,...,k =
Sij·m+1,...,k√

Sii·m+1,...,kSjj·m+1,...,k

, i, j = 1, ...,m.

(4.3.4)
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4.3.1 teorema. Daliniai empiriniai koreliacijos koe�cientai (4.3.4) turi tokias
pat savybes kaip ir i�prastiniai empiriniai koreliacijos koe�cientai rij , jeigu at-
liksime tokius pakeitimus: vietoje matricos Σ imsime matric¡ Σ11·2, vietoje
matricos S matric¡ S11·2 ir imties dydi� sumaºinsime k−m vienetu�, t. y. vietoje
n imsime n− k +m.

I�rodymas. Remiantis antr¡ja Vi²arto skirstinio savybe, matricos S elemen-
tu� skirstinys yra Vi²arto skirstinysWk(n−1,Σ), t. y. matric¡ S galima uºra²yti
suma

S =

n−1∑
i=1

ZiZ
T
i ,

£ia Z1, ...,Zn−1 yra nepriklausomi vienodai pasikirst¦ a. v. Zi ∼ Nk(0,Σ).
Visos empiriniu� koreliacijos koe�cientu� rij savyb
es, pateiktos 4.1, 4.2 sky-

reliuose, buvo gautos remiantis vien tik Vi²arto matricos S ir jos elementu�
savyb
emis.

Pagal ²e²t¡ Vi²arto skirstinio savyb¦ matrica S11·2 = S11 − S12S
−1
22 S21 ∼

Wm(n− 1− k +m,Σ11·2), t. y.

S11·2 =

n−1−k+m∑
i=1

Y iY
T
i ,

£ia Y 1, ...,Y n−1−k+m nepriklausomi vienodai pasikirst¦ a. v. Y i ∼ Nm(0,Σ11·2).
Tod
el matricos S11·2 elementu� ar ju� funkciju� savyb
es yra analogi²kos matri-

cos S elementu� ar ju� funkciju� savyb
ems. N

Darant i²vadas apie dalinius koreliacijos koe�cientus ρij·m+1,...,k tinka 4.1 ir
4.2 skyreliu� metodai ir rezultatai, atlikus tokius pakeitimus: vietoje i�prastinio
koreliacijos koe�ciento ρij reikia imti dalini� koreliacijos koe�cient¡ ρij·m+1,...,k;
o vietoje empirinio koreliacijos koe�ciento rij � dalini� empirini� koreliacijos koe-
�cient¡ rij·m+1,...,k; imties didum¡ n reikia sumaºinti iki n−k+m. Pavyzdºiui,
galima tvirtinti, kad

tij =
√
n− 2− k +m

rij·m+1,...,k√
1− r2

ij·m+1,...,k

∼ S(n− 2− k +m), (4.3.5)

turi Stjudento skirstini� su n− 2− k+m laisv
es laipsniu�, jeigu ρij·m+1,...,k = 0.

6.4.3 pastaba. Dalinius koreliacijos koe�cientus apibr
eº
eme kaip s¡lyginius,
kai vektorius X(2) = x(2) yra �ksuotas. Ta£iau matricos S11·2 skirstinys nepri-
klauso nuo �ksuotos reik²m
es x(2). Tod
el ji� galime traktuoti kaip bes¡lygini�.
Taigi ir empiriniu� daliniu� koreliacijos koe�cientu� rij·m+1,...,k skirstiniai nepri-
klauso nuo �ksuotos reik²m
es x(2) ir juos galime traktuoti kaip bes¡lyginius.

4.3.1 pavyzdys. (4.1.1 pavyzdºio t¦sinys). 4.1.1 pavyzdºio s¡lygomis i�vertinsime dalini�
a. d. X2 ir X3 koreliacijos koe�cient¡, kai a. d. X1 yra �ksuotas, t. y. koe�cient¡ ρ23·1, ir
patikrinsime hipotez¦ H : ρ23·1 = 0, kai alternatyva H̄ : ρ23·1 6= 0.
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�iuo atveju matrica

S23·1 = S22 −
1

S11
S21S12 =

(
S22 − S2

12/S11 S23 − S12S13/S11

S23 − S12S13/S11 S33 − S2
13/S11

)
ir empirinis dalinis koreliacijos koe�cientas r23·1 i²rei²kiamas empiriniais koreliacijos koe�-
cientais:

r23·1 =
r23 − r12r13√

(1− r212)(1− r213)
.

Naudodamiesi 4.1.1 pratime surasta empiriniu� koreliacijos koe�cientu� matrica R, ran-
dame ρ23·1 ivertinio realizacij¡ r23·1 = −0, 240.

Reikia paºym
eti, kad empirinis koreliacijos koe�cientas r23 = +0, 228, t. y. jis rodo
teigiam¡ priklausomyb¦, o dalinis empirinis koreliacijos koe�cientas r23·1 = −0, 240 atspindi
neigiam¡ priklausomyb¦. Tai gali bu	ti paai²kinta tuo, kad teigiama X2 ir X3 priklausomyb
e,
gal bu	t, yra padarinys to, kad a. d. X2 ir X3 gana stipriai teigiamai priklausomi nuo a. d.
X1. Tod
el, eliminavus a. d. X1 i�tak¡, vaizdas i² esm
es pasikei£ia ir teigiama priklausomyb
e
gali virsti neigiama. �is pavyzdys iliustruoja t¡ fakt¡, kad tiriant a. d. s¡ry²ius nepakanka
apsiriboti koreliacijos koe�cientais ρij .

Pereiname prie hipotez
es H tikrinimo. Randame statistikos t23 i² (4.3.5) realizacij¡

t23 =
√
n− 2− k +m

r23·1√
1− r223·1

=
√

27
−0, 24√
1− 0, 242

= −1, 285,

ir P reik²m¦ pv = 2P{t > 1, 285} = 0, 210, £ia t yra a. d., turintis Stjudento skirstini� su 27

laisv
es laipsniais. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

4.4. Dauginis koreliacijos koe�cientas

Tarkime reikia prognozuoti pirm¡j¡ a. v. X = (X1, ..., Xk)T ∼ Nk(µ,Σ), |Σ| >
0, koordinat¦ X1 remiantis vektoriumi X(2) = (X2, ..., Xk)T . Tada geriausioji
prognoz
e (ºr. vadov
elio 3 dalies 3.1 skyreli�) yra tiesin
e regresija

µ(x(2)) = E(X1|X(2) = x(2)) = µ1 + βT (x(2) − µ(2)), (4.4.1)

£ia µ1 = EX1, µ
(2) = E(X(2)), β = Σ−1

22 σ(1); V X1 = σ11, V (X(2)) = Σ22,

σ(1) = Cov (X1,X
(2)).

4.4.1 apibr
eºimas. Koreliacijos koe�cientas tarp a. d. X1 ir geriausiai parink-
tos prognoz
es X̂1 = µ(X(2)) vadinamas dauginiu koreliacijos koe�cientu

R =
Cov (X1, X̂1)√
V (X1)V (X̂1)

=

√
βTΣ22β

σ11
=

√
σT(1)Σ

−1
22 σ(1)

σ11
. (4.4.2)

Buvo i�rodyta (ºr. vadov
elio 3 dalies 3.1 skyreli�), kad a. d. X1 ir tiesin
es
a. v. X(2) funkcijos koreliacijos koe�cientas yra maksimalus, kai tiesin
e funkcija
sutampa su µ(X(2)). Kadangi µ(X(2)) ir (X1−µ(X(2))) nekoreliuoti, tai galioja
i²d
estymas

V X1 = V (µ(X(2))) + V (X1 − µ(X(2))),

σ11 = σ11R
2 + σ11(1−R2).
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I² £ia gauname dauginio koreliacijos koe�ciento interpretacij¡. Dauginio
koreliacijos koe�ciento kvadratas R2 parodo, kuri a. d. X1 dispersijos σ11 dalis
tenka geriausiai prognozei X̂1. Likusios, nekoreliuotos su pirm¡ja komponent
es
X1 − X̂1, vadinamos prognoz
es paklaida, dispersija sudaro 1 − R2 a. d. X1

dispersijos σ11 dali�. Jeigu R2 = 1, tai rei²kia, kad X1 ir X(2) susieti tiesine
priklausomybe. Jeigu R2 = 0, tai X1 ir vektorius X(2) yra nepriklausomi, ir X1

prognoz
e remiantis X(2) neturi prasm
es.

Rasime dauginio koreliacijos koe�ciento empirini� analog¡.
Tegu X1, ...,Xn yra paprastoji a. v. X ∼ Nk(µ,Σ), |Σ| > 0, n > k, imtis.

Tada analogi²kai kaip pirmesniame skyrelyje kovariacin
es matricos Σ didºiau-
siojo tik
etinumo i�vertinys

Σ̂ =
1

n
S =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T =
1

n

(
S11 ST(1)

S(1) S22

)
;

£ia S(1) = (S12, ..., S1k)T , o matricos Σ22 i�vertinys yra S22/n.
Regresijos koe�cientu� vektoriaus β = (β2, ..., βk)T ir dauginio koreliacijos

koe�ciento DT i�vertiniai

β̂ = S−1
22 S(1), R̂ =

√
β̂
T
S22β̂

S11
=

√
ST(1)S

−1
22 S(1)

S11
. (4.4.3)

Pasinaudoj¦ lygybe

|S| = |S22|(S11 − ST(1)S
−1
22 S(1)),

skirtum¡ 1− R̂2 galime uºra²yti tokiu pavidalu

1− R̂2 =
|S|

S11|S22|
. (4.4.4)

4.4.1 teorema. Jeigu dauginis koreliacijos koe�cientas R = 0, |Σ| > 0, n > k,
tai santykis

F =
R̂2(n− k)

(1− R̂2)(k − 1)
∼ F (k − 1, n− k) (4.4.5)

turi Fi²erio skirstini� su k − 1 ir n− k laisv
es laipsniu�.

I�rodymas. Matrica S ∼Wk(n− 1,Σ), tod
el j¡ galima uºra²yti tokiu pavi-
dalu

S =

n−1∑
i=1

ZiZ
T
i ;

£iaZ1, ...,Zn−1 nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. v. Zi ∼ Nk(0,Σ). Paºym
e-
kime vektoriaus Zi koordinates Z1i, ..., Zki, Zi = (Z1i, ..., Zki)

T , i = 1, ..., n−1.
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Prognozuodami vektoriu� Y 1 = (Z11, ..., Z1,n−1)T pagal Y j = (Zj1, ..., Zj,n−1),
j = 2, ..., k, turime tiesini� Gauso ir Markovo modeli�

Y 1 = Aβ + e,

£ia β = (β2, ..., βk)T � neºinomu� parametru� vektorius, A plano matrica, kurios
i-oji eilut
e yra (Z2i, ..., Zki)

T , paklaidu� vektorius e ∼ Nn−1(0, σ2I). Disper-
sija σ2 = 1/σ11, £ia σ11 yra matricos Σ−1 elementas, atitinkantis matricos Σ
element¡ σ11.

Liekamoji kvadratu� suma (ºr. 3 dali� 3.1 skyreli�)

SSE = min
β

(Y 1 −Aβ)T (Y 1 −Aβ) =
1

S11
=
|S|
|S22|

∼ σ2χ2
n−k.

Tikriname hipotez¦ H : β = 0 (tai ekvivalentu, kad dauginis koreliacijos
koe�cientas R = 0). S¡lyginis kvadratin
es formos minimumas

SSEH = min
β=0

(Y 1 −Aβ)T (Y 1 −Aβ) = Y T
1 Y 1 = S11.

Remiantis 3 dalies 1.3.2 teorema, kai hipotez
e H teisinga, SSEH − SSE ir SSE
yra nepriklausomi ir SSEH − SSE ∼ σ2χ2

k−1. Taigi santykis

(SSEH − SSE)(n− k)

(k − 1)SSE
∼ F (k − 1, n− k). (4.4.6)

Remdamiesi (4.4.4) i�sitikiname, kad

SSEH − SSE
SSE

=
R̂2

1− R̂2
. N

4.4.2 teorema. Jeigu R 6= 0, tai 4.4.1 teoremos s¡lygomis statistikos F , api-
br
eºtos (4.4.5) formule, tankio funkcija

f(F |R) =
k − 1

(n− k)Γ(n−k2 )

∞∑
j=0

( (k−1)F
n−k )(k−1)/2+j−1Γ(n−1

2 + j)

j!Γ(k−1
2 + j)(1 + (k−1)F

n−k )(n−1)/2+j
×

×
ϕjΓ(n−1

2 + j)

(1 + ϕ)(n−1)/2+jΓ(n−1
2 )

, ϕ =
R2

1−R2
. (4.4.7)

I�rodymas. Jeigu hipotez
e H : β = 0 neteisinga, tai santykio (4.4.6)
skirstinys yra necentrinis Fi²erio skirstinys su k − 1 ir n − k laisv
es laipsniu�
ir necentri²kumo parametru

δ =
βTS22β

σ2
=
βT
∑n−1
i=1 U iU

T
i β

σ2
, (4.4.8)

£iaU1, ...,Un−1 yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. v. U i ∼ Nk−1(0,Σ22).
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Necentrinio Fi²erio skirstinio tankio funkcija (ºr. 1 dali�, 1 P lentel¦) yra

f(F |k − 1, n− k, δ) =
(k − 1)e−δ/2

(n− k)Γ(n−k2 )

∞∑
j=0

( δ2 )j( (k−1)F
n−k )(k−1)/2+j−1Γ(n−1

2 + j)

j!Γ(k−1
2 + j)(1 + (k−1)F

n−k )(n−1)/2+j

(4.4.9)
Taigi statistikos (4.4.5) skirstinys priklauso nuo �ksuotu�ju� reik²miu� Zij , i =

2, ..., k, j = 1, ..., n−1. Norint rasti bes¡lygini� tanki�, reikia (4.4.9) de²ini¡j¡ pus¦
suvidurkinti pagal �ksuotu�ju� a. v. bendr¡ skirstini�. Ta£iau ta priklausomyb
e
yra tik per necentri²kumo parametr¡ δ, kurio skirstinys (ºr. Vi²arto skirstinio
apibr
eºim¡)

δ =
βTS22β

σ2
∼ β

TΣ22β

σ2
χ2
n−1 ∼

R2

1−R2
χ2
n−1.

Paºym
ejus ϕ = R2/(1−R2), tankis

f(F |R) =

∫ ∞
0

f(F |k − 1, n− k, ϕx)g(x|n− 1)dx,

£ia g(x|n−1) yra χ2 skirstinio su n−1 laisv
es laipsniu tankio funkcija. I² (4.4.9)
matome, kad, norint rasti f(F |R), pakanka apskai£iuoti vidurkius

κj = E

((
ϕχ2

n−1

2

)j
exp

{
−
ϕχ2

n−1

2

})
, j = 0, 1, 2, ...,

ir i�ra²yti juos i� (4.4.10). Gauname

κj =
1

2(n−1)/2Γ(n−1
2 )

∫ ∞
0

x
n−3
2 (xϕ/2)je−

x
2 (1+ϕ)dx

=
Γ(n−1

2 + j)

Γ(n−1
2 )

ϕj

(1 + ϕ)(n−1)/2+j
, j = 0, 1, 2, .... N

Tikrindami hipotez¦ H : R = 0, kuri ekvivalenti hipotezei, kad visi regresijos
koe�cientai β2 = β3 = ... = βk = 0, kai alternatyva yra H̄ : R 6= 0, naudojame
s¡ry²i� (4.4.5). Hipotez
e atmetama, kai

F =
R̂2(n− k)

(1− R̂2)(k − 1)
> Fα(k − 1, n− k). (4.4.10)

Kiekviename matematin
es statistikos TPP, kuriame yra modulis, skirtas
regresinei analizei, pagrindiniu regresijos prasmingumo matu imamas empirinis
dauginis koreliacijos koe�cientas. Yra pateikiama statistikos R̂2 igytoji reik²m
e
ir P reik²m
e

pv = P

{
Fk−1,n−k >

R̂2(n− k)

(1− R̂2)(k − 1)

}
,
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£ia R̂2 yra empirinio dauginio koreliacijos koe�ciento realizacija. Hipotez
e at-
metama, kai teisinga nelygyb
e

pv < α,

kuri yra ekvivalenti nelygybei (4.4.10).

Kriterijaus galia ta²kuose R 6= 0 i²rei²kiama integralu nuo tankio (4.4.7).

4.4.1 pavyzdys.(4.1.1 pavyzdºio t¦sinys). Tarkime, kad 4.1.1 pavyzdºio s¡lygomis prog-
nozuojame pirm¡j¡ koordinat¦ X1 remiantis vektoriumi (X2, X3)T . Rasime dauginio kore-
liacijos koe�ciento kvadrato i�vertinio R̂2 realizacij¡ ir patikrinsime hipotez¦ H : R2 = 0.

Naudodamiesi matricos S realizacija, surasta 4.1.1 pavyzdyje, apskai£iuojame statistikos
R̂2 realizacij¡

R̂2 =
ST(1)S

−1
22 S(1)

S11
= 0, 672.

Tada statistikos F apibr
eºtos (4.4.10) realizacija ir P reik²m
e yra

F =
R̂2(n− k)

(1− R̂2)(k − 1)
= 26, 84, pv = P{F2,27 > 26, 84} = 4 · 10−7.

Hipotez
e H atmetama auk²to reik²mingumo lygmens kriterijumi. Kitaip tariant, a. d. X1

prognozavimas pagal (X2, X3)T yra prasmingas.

4.5. Atsitiktiniu� vektoriu� nepriklausomumo hipo-

tez
es

Sudarysime kriterijus bendresn
ems nepriklausomumo hipotez
ems tikrinti.

4.5.1. Nepriklausomumo hipoteziu� formulavimas

Tegu a. v. X ∼ Nk(µ,Σ). Suskaidykime vektoriu� X i� m maºesn
es dimensijos
kj , k1 + ... + km = k, vektorius X(1), ...,X(m), sudarytus i² skirtingu� pradinio
vektoriausX koordina£iu�X = ((X(1))T , ..., (X(m))T )T . Tada vidurkiu� vektorius
µ taip pat bus suskaidytas i� maºesn
es dimensijos vektorius µ(1), ...,µ(m), o
kovariacin
e matrica Σ bus sudalyta i� blokus

Σ = V (X) =

 Σ11 · · · Σ1m

· · · · · · · · ·
Σm1 · · · Σmm

 . (4.5.1)

Remiantis daugiama£io normaliojo vektoriaus savyb
emis (3 priedas, 3 savyb
e),
atsitiktiniai vektoriaiX(1), ...,X(m) nepriklausomi tada ir tik tada, kai kovariaciju�
matricos Σij = 0, i 6= j, i, j = 1, ...,m. Taigi a. v. X(1), ...,X(m) nepriklauso-
mumo hipotez¦ H galime suformuluoti taip H : Σij = 0, i 6= j, i, j = 1, ...,m,
arba H : Σ = Σ0

Σ0 =

 Σ11 · · · 0
· · · · · · · · ·
0 · · · Σmm

 . (4.5.2)
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4.5.2. Tik
etinumu� santykio statistika

Tarkime, kad X1,X2, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ).

4.5.1 teorema. Tarkime, kad |Σ| > 0, n > k. Tik
etinumu� santykio statistika
hipotezei H tikrinti turi toki� pavidal¡:

Λ =

(
|Σ̂|

|Σ̂11| · · · |Σ̂mm|

)n/2
=

(
|S|

|S11| · · · |Smm|

)n/2
, (4.5.3)

£ia Σ̂ ir Σ̂ii, i = 1, ...,m, yra kovariacin
es matricos ir jos bloku� DT i�vertiniai.

I�rodymas. Tik
etinumu� santykis Λ hipotezei H tikrinti yra

Λ =
maxµ,Σ=Σ0

L(µ,Σ)

maxµ,Σ L(µ,Σ)
=
L(µ̃, Σ̃)

L(µ̂, Σ̂)
,

£ia µ̂, Σ̂ yra parametru� µ,Σ didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai, o µ̃, Σ̃ yra ²iu�
parametru� DT i�vertiniai surasti esant s¡lygai, kad hipotez
e H yra teisinga.

Remiantis 1.1 skyreliu parametru� µ ir Σ didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai
yra

µ̂ = X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, Σ̂ =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T =
1

n
S,

o tik
etinumo funkcijos maksimumas

L(µ̂, Σ̂) = (2π)−nk/2(|Σ̂|)−n/2 exp{−nk/2}.

Analogi²kai skaitiklyje gauname

L(µ̃, Σ̃) = max
µ(i),Σii

m∏
i=1

L(µ(i),Σii) =

m∏
i=1

L(µ̂(i), Σ̂ii),

µ̂i = X̄
(i)

=
1

n

n∑
j=1

X(i)
j , Σ̂ii =

1

n

n∑
j=1

(X(i)
j − X̄

(i)
)(X(i)

j − X̄
(i)

)T =
1

n
Sii,

L(µ̃, Σ̃) =

m∏
i=1

(2π)−nki/2(|Σ̂ii|)−n/2 exp{−nki/2} =

= (2π)−nk/2(|Σ̂11| · · · |Σ̂mm|)−n/2 exp{−nk/2}.

Padalij¦ gauname tik
etinumu� santykio statistik¡

Λ =

(
|Σ̂|

|Σ̂11| · · · |Σ̂mm|

)n/2
=

(
|S|

|S11| · · · |Smm|

)n/2
. (4.5.4)

N
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Tik
etinumu� santykio reik²mingumo lygmens α kriterijus atmeta hipotez¦ H,
kai

Λ < Λ1−α, (4.5.5)

£ia Λ1−α yra statistikos Λ lygmens 1−α kritin
e reik²m
e. Norint rasti ²i¡ kritin¦
reik²m¦, reikia i²tirti statistikos Λ savybes.

4.5.3. Tik
etinumu� santykio statistikos momentai

Ie²kosime statistikos U = Λ2/n momento E(Uh), kai hipotez
e H teisinga.

4.5.2 teorema. Jeigu hipotez
e H teisinga, |Σ| > 0, n > k, tai statistikos U
eil
es h momentas turi toki¡ i²rai²k¡:

E(Uh) =

m∏
i=2


ki∏
j=1

[
Γ(

n−k∗i−j
2 + h)Γ(n−j2 )

Γ(
n−k∗i−j

2 )Γ(n−j2 + h)

] , (4.5.6)

£ia k∗i = k1 + ...+ ki−1, i = 2, ...,m.

I�rodymas. Remiantis antra Vi²arto skirstinio savybe matrica S ∼Wk(n−
1,Σ). Kai hipotez
e H teisinga, tai matricos S11, ...,Smm nepriklausomos ir
turi Vi²arto skirstinius Sii ∼ Wki(n − 1,Σii), i = 1, ...,m. Naudodami Vi²arto
skirstinio tanki� (1.6.13), gauname

E(Uh) =

∫ (
|S|

|S11| · · · |Smm|

)h |S|(n−k−2)/2

K(k, n− 1,Σ)
e−

1
2Tr(SΣ−1)dS

=
K(k, n− 1 + 2h,Σ)

K(k, n− 1,Σ)

∫
(|S11| · · · |Smm|)−h

|S|(n−k−2+2h)/2

K(k, n+ 2h− 1,Σ)
e−

1
2Tr(SΣ−1)dS.

Integralas rei²kia vidurki� E(|S11| · · · |Smm|)−h, kai vidurkinama pagal Vi²arto
skirstinio Wk(n+ 2h− 1,Σ) tanki�. Kadangi funkcijos, kurios vidurki� skai£iuo-
jame, i²rai²koje n
era matricu� Sij , i 6= j elementu�, tai pradºioje galima suin-
tegruoti pagal visus matricu� Sij , i 6= j elementus. Tada gausime matricu�
S11, ...,Smm elementu� tanki�, kuris yra Vi²arto skirstiniu� Wki(n + 2h − 1,Σii)
tankiu� sandauga. Taigi integralas pavirsta integralu� sandauga

E(Uh) =
K(k, n− 1 + 2h,Σ)

K(k, n− 1,Σ)

m∏
i=1

∫
|Sii|−h

|Sii|(n−ki−2+2h)/2

K(ki, n+ 2h− 1,Σii)
×

×e− 1
2Tr(SiiΣ

−1
ii )dSii =

K(k, n− 1 + 2h,Σ)

K(k, n− 1,Σ)

m∏
i=1

K(ki, n− 1,Σii)

K(k, n+ 2h− 1,Σii)
, (4.5.7)

nes likusieji integralai lygu	s 1, kaip integralai nuo tankio.
I�ra²¦ i� (4.5.7) normuojan£iu� daugikliu� i²rai²kas i² (1.6.13), gauname

E(Uh) =

k∏
r=1

{
Γ(n−r2 + h)

Γ(n−r2 )

} m∏
i=1


ki∏
j=1

Γ(n−j2 )

Γ(n−j2 + h)

 .
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�i� rei²kini� galima supaprastinti. Pirmos ir paskutin
es sandaugos daugikliai,
kai r kinta nuo 1 iki k1 ir j kinta nuo 1 iki k1, susiprastina. Tod
el

E(Uh) =

k∏
r=k1+1

Γ(n−r2 + h)

Γ(n−r2 )

m∏
i=2


ki∏
j=1

Γ(n−j2 + h)

Γ(n−j2 + h)


=

m∏
i=2


ki∏
j=1

[
Γ(

n−k∗i−j
2 + h)Γ(n−j2 )

Γ(
n−k∗i−j

2 )Γ(n−j2 + h)

] ,

jeigu paºym
esime k∗i = k1 + ...+ ki−1, i = 2, ...,m.N

4.5.4. Tik
etinumu� santykio statistikos skirstiniai

Momentus (4.5.6) galima traktuoti kaip a. d. lnU momentus generuojan£i¡
funkcij¡

ψ(h) = E(Uh) = E(eh lnU ),

kuri, esant i²pildytai s¡lygai n > k, egzistuoja h kitimo intervale |h| < 1/2.
Tod
el momentai (4.5.6) visi²kai nusako a. d. lnU , o kartu ir a. d. U tikimybini�
skirstini�.

4.5.3 teorema. Teoremos 4.5.2 s¡lygomis a. d. U skirstinys sutampa su nepri-
klausomu� a. d. sandaugos

U
d∼

m∏
i=2

 ki∏
j=1

ξij

 (4.5.8)

skirstiniu; £ia ξij , j = 1, ..., ki, i = 2, ...,m, yra nepriklausomi a. d., turintys beta
skirstinius

ξij ∼ Be
(
n− k∗i − j

2
,
k∗i
2

)
. (4.5.9)

Jeigu ki = 2ri yra lyginis, tai daugikliu� skai£iu� galima sumaºinti:
2ri∏
j=1

ξij
d∼

ri∏
j=1

η2
ij (4.5.10)

£ia ηij , j = 1, ..., ri, yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius

ηij ∼ Be(n− k∗i − 2j, k∗i ). (4.5.11)

I�rodymas. Formul
es (4.5.6) lauºtiniuose skliaustuose esantis daugiklis yra
a. d. ξij ∼ Be((n− k∗i − j)/2, k∗i /2) momentas E(ξhij). Taigi

E(Uh) =

m∏
i=2

ki∏
j=1

E(ξhij) = E(

m∏
i=2

ki∏
j=1

ξij)
h.

Kadangi momentai E(Uh),E(ξhij) visi²kai nusako skirstinius, tai gauname (4.5.8).
Nor
edami i�rodyti (4.5.9), analogi²kai teoremai 3.5.4 pasinaudojame gama

funkcijos nuo dvigubo argumento i²rai²ka (3.5.8). N
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4.5.5. Tik
etinumu� santykio statistikos tam tikri atvejai

1. Atvejis m = 2. Tada (4.5.8) de²in
eje pus
eje yra vienguba sandauga

U
d∼

k2∏
j=1

ξ2j , ξ2j ∼ Be(
n− k1 − j

2
,
k1

2
), j = 1, .., k2. (4.5.12)

a) Tarkime, k1 = k2 = 1. Tikrinama a. d. X1 ir X2 nepriklausomumo
hipotez
e pagal dvima£io normaliojo a. v. (X1, X2)T ∼ N2(µ,Σ) paprast¡j¡
didumo n imti�. Statistika

U =
|S|

S11S22
=
S11S22 − r2S11S22

S11S22
= 1− r2,

£ia r yra empirinis koreliacijos koe�cientas. Pagal (4.5.12) statistika U d∼ ξ21 ∼
Be((n− 2)/2, 1/2). Remdamiesi beta ir Fi²erio skirstiniu� s¡ry²iu, gauname

(n− 2)(1− U)

U
= (n− 2)

r2

1− r2

d∼ (n− 2)(1− ξ21)

ξ21
∼ F (1, n− 2).

Hipotez
e atmetama, kai (n− 2)r2/(1− r2) > Fα(1, n− 2). Tai sutampa su
kriterijumi (4.2.1), kai alternatyva yra dvipus
e.

b) Tarkime, k1 = 1, k2 = k − 1. Tikrinama hipotez
e, kad pirmoji a. v. X
koordinat
e X1 nepriklauso nuo a. v. (X2, ..., Xk)T . Statistika (ºr. (4.1.4))

U =
|S|

S11|S22|
= 1− R̂2,

£ia R̂2 yra dauginio koreliacijos koe�ciento kvadrato R2 empirinis analogas.
Pagal (4.5.12)

U
d∼
k−1∏
j=1

ξ2j , ξ2j ∼ Be
(
n− 1− j

2
,

1

2

)
. (4.5.13)

Pirm¡j¡ vektoriausX koordinat¦ galime perkelti i� vektoriaus paskutin¦ pozi-
cij¡. Tada k1 = k − 1, k2 = 1 ir sandaugoje (4.5.12) yra tik vienas daugiklis

U
d∼ ζ ζ ∼ Be

(
n− k

2
,
k − 1

2

)
. (4.5.14)

Taigi tarp beta skirstiniu� tur
etu� galioti toks s¡ry²is:

ζ =

k−1∏
j−1

ξ2j ∼ Be
(
n− k

2
,
k − 1

2

)
, (4.5.15)

kai ξ21, ..., ξ2,k−1 yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius ξ2j ∼ Be((n−
1− j)/2, 1/2), j − 1, ..., k − 1.
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Remdamiesi beta ir Fi²erio skirstiniu� s¡ry²iu, gausime

(1− U)(n− k)

(k − 1)U
=

R̂2(n− k)

(k − 1)(1− R̂2)

d∼ (1− ζ)(n− k)

(k − 1)ζ
∼ F (k − 1, n− k).

Tod
el tik
etinumu� santykio kriterijus sutampa su kriterijumi (4.4.6), kuris buvo
sudarytas remiantis empiriniu dauginiu koreliacijos koe�cientu.

c) Tegu min(k1, k2) = 2. Persta£ius koordinates galima pasiekti, kad k2 = 2.
Tikrinama hipotez
e, kad bet kokios dimensijos k1 normalusis a. v. nepriklauso
nuo dvima£io normaliojo vektoriaus. Remiantis 4.5.2 teorema galima tvirtinti,
kad

U
d∼ η2

21, η21 ∼ Be(n− k1 − 2, k1).

Per
ej¦ prie Fi²erio skirstinio gauname

F =
(1−

√
U)(n− k1 − 2)

k1

√
U

d∼ (1− η21)(n− k1 − 2)

k1η21
∼ F (2k1, 2(n− k1 − 2)).

Nepriklausomumo hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

F > Fα(2k1, 2(n− k1 − 2)). (4.5.16)

d) Bendresniu atveju tegu k1 > 2, k2 > 2. Pertvarkius koordinates ga-
lima pasiekti, kad k2 ≤ k1. Tada (4.5.12) yra vienguba nepriklausomu� a. d.,
turin£iu� beta skirstinius, sandauga. Tokio pat tipo sandaugas gavome 3.4 skyre-
lyje tikrindami bendras tiesines hipotezes (3.4.1).

Palygin¦ (4.5.12) ir (3.5.2) matome, kad sandaugos sutaps, jeigu atliksime to-
kius pakeitimus: vietoje parametru� k, m, r formul
eje (3.5.2) i�ra²ysime paramet-
rus k2, k1+1, k1. Taigi dvieju� dimensijos k1 ir k2 normaliu�ju� vektoriu� nepriklau-
somumo hipotez
es tikrinimo kriterijus yra ekvivalentus tiesiniu� modeliu� hipotez
es
(3.4.1) tikrinimo kriterijui, kai tiesiniame modelyje vektoriu� dimensija yra k2,
parametru� βi dimensija yra k1 + 1, o matricos H rangas lygus k1.

Analogi²kai, palygin¦ (4.5.12) su (3.5.5) matome, kad sandaugos sutaps,
jeigu atliksime tokius pakeitimus: vietoje parametru� k, m, r formul
eje (3.5.2)
i�ra²ysime parametrus k1, k2 +1, k2. Taigi dvieju� dimensijos k1 ir k2 normaliu�ju�
vektoriu� nepriklausomumo hipotez
es tikrinimo kriterijus yra ekvivalentus tiesiniu�
modeliu� hipotez
es (3.4.1) tikrinimo kriterijui, kai tiesiniame modelyje vektoriu�
dimensija yra k1, parametru� βi dimensija yra k2 +1, o matricosH rangas lygus
k2.

Atveju m = 2 tiriant statistikos U savybes pritaikomi visi rezultatai, kurie
buvo gauti 3.5 skyrelyje, jeigu atliksime min
etus pakeitimus.

4.5.1 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Buvo pamatuota tu� pa£iu� n = 30 kineskopu�
dvieju� spinduliu� srov
es stiprumai X3 ir X4 kitos technologin
es operacijos (I testeriu� karusel
e)
metu. Gauti matavimu� rezultatai pateikti 4.5.1 lentel
eje.
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4.5.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

i X4i X5i i X4i X5i i X4i X5i

1 6,7 6,7 11 6,6 6,5 21 6,7 6,5
2 6,8 6,6 12 6,7 6,7 22 6,8 6,8
3 6,6 6,3 13 6,7 6,7 23 6,7 6,5
4 6,8 6,8 14 6,8 6,8 24 6,8 6,7
5 6,6 6,6 15 6,5 6,5 25 6,6 6,5
6 6,8 6,7 16 6,6 6,5 26 6,7 6,7
7 6,6 6,5 17 6,6 6,5 27 6,7 6,6
8 6,6 6,5 18 6,7 6,7 28 6,5 6,6
9 6,7 6,6 19 6,6 6,5 29 6,7 6,6
10 6,7 6,6 20 6,7 6,7 30 6,7 6,6

Sujung¦ 1.2.1 ir 4.5.1 lenteliu� duomenis juos gal
esime interpretuoti kaip penkiama£io
a. v. X = (X1, X2, X3, X4, X5)T paprastosios didumo n = 30 imties realizacij¡. Tardami, kad
a. v. X ∼ N5(µ,Σ) yra normalusis, patikrinsime hipotez¦, kad a. v. X1 = (X1, X2, X3)T ir
X2 = (X4, X5)T yra nepriklausomi.

Randame parametru� µ ir Σ DT i�ver£ius

µ̂T = X̄
T

=
(

6, 2800 6, 2333 6, 3000 6, 6767 6, 6033
)
,

Σ̂ =
1

30
S =

1

30


0, 3480 0, 2600 0, 1600 0, 0060 −0, 0080
0, 2600 0, 3667 0, 0700 0, 0633 0, 0967
0, 1600 0, 0700 0, 2400 −0, 0900 −0, 0700
0, 0060 0, 0633 −0, 0900 0, 2137 0, 2023
−0, 0080 0, 0967 −0, 0700 0, 2023 0, 3897

 .

Apskai£iav¦ determinantus gauname statistikos U realizacij¡

U =
|S|

|S11||S22|
=

0, 000251

0, 009132 · 0, 042320
= 0, 64999.

Kadangi k2 = 2, tai remiantis 4.5.3 teoremos (4.5.10) formule galima tvirtinti, kad

U
d∼ η221, η21 ∼ Be(n− k1 − 2, k1), k1 = 3.

Pereidami prie Fi²erio skirstinio gauname

F =
(1−

√
U)25

3
√
U

d∼
(1− η21)25

3η21
∼ F (6, 50).

Randame statistikos F realizacij¡ F = 2, 00296 ir P reik²m¦

pv = P{F6,50 > 2, 00296} = 0, 08275.

Hipotez
e atmetama, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,08275.

2. Atvejis m = 3. Tikrinama triju� normaliu�ju� vektoriu�, kuriu� dimensijos k1,
k2 ir k3, nepriklausomumo hipotez
e. Nemaºinant bendrumo galime tarti, kad
k2 ≤ k1, k3 ≤ k1. Tada

U
d∼

k2∏
j=1

ξ2j

k3∏
l=1

ξ3l, ξ2j ∼ Be
(
n− ki − j

2
,
k1

2

)
, j = 1, ..., k2,

ξ3l ∼ Be
(
n− k1 − k2 − l

2
,
k1 + k2

2

)
, l = 1, ..., k3. (4.5.17)

Remiantis s¡ry²iu (4.5.10) daugikliu� skai£iu� formul
eje galima sumaºinti. Jeigu
ki lyginis, tai daugikliu� skai£ius sumaº
eja du kartus. Jeigu ki nelyginis, tai
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daugikliu� skai£iu� galima padaryti lygu� (ki+1)/2 imant (ki−1)/2 pagal (4.5.10),
o likusi� paskutini� daugikli� paliekant pagal (4.5.8).

a) Tegu k1 = k2 = k3 = 1. Tada

U
d∼ ξ21ξ31, ξ21 ∼ Be((n− 2)/2, 1/2), ξ31 ∼ Be((n− 3)/2, 1)

Integruodami ²iu� nepriklausomu� beta skirstiniu� tankiu� sandaug¡ srityje {(x, y) :
xy < u, 0 < x, y < 1} gausime P reik²m¦

pv = P{ξ21 < u}+
2Γ((n− 1)/2)√
πΓ((n− 2/2))

u
n−3
2 arcsin

√
1− u,

£ia u yra statistikos U realizacija.

b) Tegu k1 = k2 = k3 = 2. Tada remiantis (4.5.10)

U
d∼ η2

21η
2
31, η21 ∼ Be(n− 4, 2), η31 ∼ Be(n− 6, 4)

Integruodami ²iu� nepriklausomu� beta skirstiniu� tankiu� sandaug¡ srityje {(x, y) :
xy <

√
u, 0 < x, y < 1} gausime P reik²m¦

pv = P{η31 < u}+
Γ(n− 2)

Γ(n− 6)Γ(4)
u
n−5
2 {n− 1

6
− 3(n− 2)

√
u

2
−,

3(n− 5)u

2
+

17n− 45

6
u3/2 − 3(n− 3)

2
u lnu− n− 4

2
u3/2 lnu},

£ia u yra statistikos U realizacija.

3. Atvejis m = k ≥ 3. �iuo atveju k1 = k2 = ... = km = 1. Tikrinama
hipotez
e, kad a. v. X = (X1, ..., Xk)T visos koordinat
es yra nepriklausomos,
t. y. kovariacin
e matrica turi diagonalini� pavidal¡. Remiantis (4.5.8) statistika

U
d∼

k∏
i=2

ξi1, ξi1 ∼ Be(
n− i

2
,
i

2
).

Jeigu k ≤ 4, tai U galima uºra²yti ne daugiau kaip dvieju� daugikliu� sandauga.
Tada pasiskirstymo funkcijos G(u) = P{U ≤ u} reik²mes galima rasti skaitinio
integravimo metodais.

4. Kai m ir ki, i = 1, ...,m, yra didesni, tai ie²kant G(u) tektu� integruoti
daugialypi� integral¡. Nors pointegralin
e funkcija palyginti paprasta, ta£iau
esant dideliam kartotinumui integralo reik²miu� radimas gali bu	ti sunkiai rea-
lizuojamas. Tada, matyt, realiau yra naudoti skaitinio modeliavimo metod¡
(ºr. 3.5.5.5 skyreli�).
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4.5.6. Asimptotinis tik
etinumu� santykio kriterijus

Remiantis tik
etinumu� santykio asimptotin
emis savyb
emis (ºr. 1 dali�,4.5.4 skyreli�,
4.5.6 teorem¡), galima tvirtinti, kad a. d.

Z = −2 ln Λ = −n lnU
d→ χ2

ν , n→∞. (4.5.18)

Laisv
es laipsniu� skai£ius

ν =
k(k + 1)

2
−

m∑
i=1

ki(ki + 1)

2
=

1

2
(k2 −

m∑
i=1

k2
i ),

nes pradin
eje matricoje Σ yra k(k + 1)/2 neºinomu� parametru�, o jei hipotez
e
teisinga, tai matricoje Σ0 lieka

∑m
i=1(ki + 1)ki/2 neºinomu� parametru�.

Apytikslis α lygmens tik
etinumu� santykio kriterijus atmeta hipotez¦, kai

Z = −2 ln Λ = −n lnU > χ2
α(ν). (4.5.19)

Kriteriju� galima uºra²yti ir asimptotin
es P reik²m
es terminais: hipotez
e
atmetama apytiksliu α lygmens kriterijumi, kai

pva = P{χ2
ν > z} < α, (4.5.20)

£ia z yra statistikos Z realizacija.
Asimptotinio s¡ry²io (4.5.18) teisingumu galima i�sitikinti ir tiesiogiai. Atsi-

tiktinio dydºio Z = −2 ln Λ charakteristin
e funkcija

ψ(t) = E(eit(−2 ln Λ)) = E(e−itn lnU ) = E(U−itn)

gaunama momento i²rai²koje (4.5.6) vietoje h i�ra²ius −itn:

ψ(t) = E(Uh) =

m∏
i=2


ki∏
j=1

[
Γ(

n−k∗i−j
2 − itn)Γ(n−j2 )

Γ(
n−k∗i−j

2 )Γ(n−j2 − itn)

] , (4.5.21)

k∗i = k1 + ...+ ki−1, i = 2, ...,m.

Skleidºiant gama funkcijas pagal Stirlingo formul¦ galima i�sitikinti, kad n→∞
charakteristin
e funkcija baigtiniuose t kitimo intervaluose konverguoja i� (1 −
2it)−ν/2.

4.5.2 pavyzdys. ((4.5.1 pavyzdºio t¦sinys). I²spr¦sime t¡ pati� uºdavini�, kaip ir 4.5.1
pavyzdyje, taikydami asimptotini� tik
etinumu� santykio kriteriju�.

Randame statistikos Z = −n lnU realizacij¡ Z = 12, 13304 ir asimptotin¦ P reik²m¦

pva = P{χ2
6 > 12, 13304} = 0, 05907.

Hipotez
e atmetama, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,05907. Atsakymas

gerokai skiriasi nuo atsakymo, gauto 4.5.1 pavyzdyje. Taigi prie palyginti nedidelio imties

didumo asimptotinis tik
etinumu� santykio kriterijus gali bu	ti netikslus ir privesti prie klaidingos

i²vados.
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4.5.7. Asimptotinio skirstinio patikslinimai

Analogi²kai kaip ir 3.5.5 skyrelyje, turint charakteristin¦ funkcij¡ (4.5.21), tik
eti-
numu� santykio kriteriju� galima patikslinti skleidºiant lnψ(t) eilute it laipsniais:

lnψ(t) =
∑
j

κj
j!

(it)j .

I² £ia gauname semiinvariantu� i²rai²kas

κs =

m∑
i=2


ki∑
j=1

(−n)s
[
ϕs(

n− k∗i − j
2

)− ϕs(
n− j

2
)

] , s = 1, 2, ..., (4.5.22)

£ia ϕs(x) yra funkcijos ln Γ(x) s-oji i²vestin
e.
Vietoje statistikos Z = −n lnU imant statistik¡ Z∗ = δZ, kai δ = ν/κ1, jos

vidurkis EZ∗ = ν sutampa su ribinio skirstinio vidurkiu. Aproksimuodami a. d.
Z∗ skirstini� χ2 skirstiniu su ν laisv
es laipsniu�, gauname patikslint¡ kriteriju�:
hipotez
e atmetama asimptotiniu α lygmens kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

Z∗ = −δn lnU > χ2
α(ν),

arba P reik²miu� terminais, kai

pv(1)
a = P{χ2

ν > δz} < α,

£ia z yra statistikos Z realizacija.
Analogi²kai galima surasti patikslintus kriterijus sutapatinant 2 ar 3 mo-

mentus (ºr. 3.5.5.2, 3.5.5.3 skyrelius).

Kaip ir skyrelyje 3.5.5.4, aproksimacijos (4.5.20) tikslum¡ galima padidinti
skleidºiant funkcij¡ lnϕ(δt) ne it, o (1− 2it) laipsniais:

lnϕ(δt) = −ν
2

ln(1− 2it) +

l∑
s=1

ωs
(nδ)s

[
1

(1− 2it)s
− 1

]
+O(1/nl+1). (4.5.23)

Tikslinga kaip ir skyrelyje 3.5.5.4 parinkti δ taip, kad ω1 skleidinyje (4.5.23)
virstu� 0. Gauname, kad δ reikia parinkti taip:

δ = 1− β3 + 9ν

3nν
, β3 = k3 −

m∑
i=1

k3
i . (4.5.24)

Apsiriboj¦ nariu s = 1 (dalinis vidurkio sutapatinimas) gausime patikslint¡
kriteriju� P reik²miu� terminais: hipotez
e atmetama apytiksliu reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

pv(2)
a = P{χ2

ν > δz} < α, (4.5.25)

£ia z yra statistikos Z realizacija.
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Imdami ir nari� s = 2, gauname toki� P reik²m
es patikslinim¡ (analogi²k¡
teoremai 3.5.6):

pv(3)
a = P{χ2

ν > δz}+
ω2

(nδ)2
[P{χ2

ν+4 > δz}−P{χ2
ν > δz}]+O(1/n3), (4.5.26)

ω2 =
β4 − 5ν

48
− β2

3

144ν
, β4 = k4 −

m∑
i=1

k4
i .

4.5.3 pavyzdys. (4.5.1 pavyzdºio t¦sinys). Patikslinkime asimptotini� tik
etinumu� santykio
kriteriju� remdamiesi pateiktais aproksimaciju� patikslinimais ir palyginkime gautus kriterijus
su tiksliu kriterijumi, gautu 4.5.1 pavyzdye.

Randame pirmojo semiinvarianto (vidurkio) reik²m¦ κ1 = 6, 92991, δz = 10, 50493, ir
asimptotin¦ patikslint¡ (sutapatinant vidurkius) P reik²m¦

pv
(1)
a = P{χ2

6 > 10, 50493} = 0, 10494.

Apsiribodami pirmuoju asimptotinio skleidinio nariu pagal (4.5.24) gauname δ = 0, 86667,
δz = 10, 51530 ir asimptotin¦ patikslint¡ P reik²m¦

pv
(2)
a = P{χ2

6 > 10, 51530} = 0, 10456.

Prijungdami antr¡ji� asimptotinio skleidinio nari� pagal (4.5.26) gausime pv(3)a = pv
(2)
a +

0, 00043 = 0, 10499.
Tiksli P reik²m
e, rasta 4.5.1 pavyzdyje, yra 0, 10499.

Taigi, gauname toki¡ i²vad¡. Esant nedidel
ems imtims asimptotini� tik
etinumu� santykio

kriteriju� reikia koreguoti atliekant, pavyzdºiui, pateiktus patikslinimus. Kaip ir 3 skyriuje

reik²mingiausi¡ ind
eli� maºinant paklaid¡ sudaro tikslus ar apytikslis vidurkio sutapatinimas.

Tolesniu� pataisu� i�taka kur kas maºesn
e.

4.6. Pratimai

4.1. I�rodykite, kad koreliacijos koe�ciento ρ i�vertinys r yra invarianti²kas poslinkio ir
mastelio atºvilgiu.

4.2. Tegu X ∼ N3(0,Σ), kai

Σ =

 1 ρ ρ2

ρ 1 ρ
ρ2 ρ 1

 .

Sudarykite parametro ρ pasikliovimo interval¡ remdamiesi vienu a. v. X steb
ejimu (X1, X2,
X3)T .

4.3. I�rodykite, kad empirinis koreliacijos koe�cientas r turi monotonini� tik
etinumo santyki�.
I�rodykite, kad tarp visu� kriteriju�, grindºiamu� empiriniu koreliacijos koe�cientu r, tikrinant
hipotez¦ H : ρ = ρ0, kai alternatyva H̄ : ρ > ρ0, kriterijus pavidalo r > c yra tolygiai
galingiausias.

4.4. I�rodykite, kad jei normaliojo skirstinio Nk(µ,Σ) kovariaciju� matrica Σ yra diago-
nalioji, Σ = [σij ]k×k, σii = σ2

i , σij = 0, i 6= j = 1, ..., k, tai empiriniai koreliacijos koe�cientai
rij , i 6= j = 1, ..., k nepriklauso nuo diagonaliniu� matricos S elementu� Sii.

4.5. Tegu X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ, I). a) I�rodykite, kad koreliaci-
jos koe�cientu� rij , i < j = 1, ..., k, daugiama£io skirstinio tankio funkcija yra

f(r|k, n− 1) =
Γk((n− 1)/2)|r|(n−k−2)/2

πk(k−1)/4
∏k
j=1 Γ((n− j)/2)

, r = [rij ]k×k.
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b) I�rodykite, kad determinanto |r| momentas E(|r|h) yra

E(|r|h) =
k∏
j=2

{
Γ((n− j)/2 + h)Γ((n− 1)/2)

Γ((n− i)/2)Γ((n− 1)/2 + h)

}
.

c) I�rodykite, kad |r| turi toki� pat skirstini� kaip ir sandauga
∏k
j=2 ξj ; £ia ξ2, ..., ξk yra

n. a. d. ir ξj ∼ Be((n− 1)/2, (j − 1)/2), j = 2, ..., k.

4.6. Koreliacijos koe�ciento i�vertis pagal dvima£io normaliojo skirstinio paprast¡j¡ didumo
n = 10 imti� r = 0, 65. Patikrinkite nepriklausomumo hipotez¦, kai reik²mingumo lygmuo
α = 0, 05, o alternatyvioji hipotez
e tvirtina, kad a. d. yra teigiamai koreliuoti.

4.7. Koreliacijos koe�ciento i�vertis pagal dvima£io normaliojo skirstinio paprast¡j¡ didumo
n = 20 imti� r = 0, 65. Patikrinkite hipotez¦ H : ρ = 0, 4, kai alternatyva yra H̄ : ρ > 0, 4, o
kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05.

4.8. Pagal dvima£io normaliojo skirstinio paprast¡j¡ didumo n = 15 imti� tikrinama
nepriklausomumo hipotez
e H : ρ = 0, kai alternatyvos yra H̄1 : ρ > 0, H̄2 : ρ < 0 ir dvipus
e
H̄3 : ρ 6= 0, o kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 01. Sudarykite kriteriju� galios funkciju�
reik²miu� lenteles, kai ρ = −1(0, 2)1, ir nubraiºykite ju� gra�kus.

4.9. Pagal dvima£io normaliojo skirstinio paprast¡j¡ didumo n = 20 imti� tikrinama
hipotez
e H : ρ = 0, 6, kai alternatyvos yra H̄1 : ρ > 0, 6, H̄2 : ρ < 0, 6 ir dvipus
e H̄3 : ρ 6= 0, 6,
o kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05. Sudarykite kriteriju� galios funkciju� reik²miu�
lenteles, kai ρ = −1(0, 2)1, ir nubraiºykite ju� gra�kus.

4.10. Koreliacijos koe�ciento i�vertis pagal dvima£io normaliojo skirstinio paprast¡j¡
didumo n = 50 imti� r = −0, 7. Rakite parametro ρ pasikliovimo interval¡, kai pasikliovimo
lygmuo Q = 0, 95.

4.11. Koreliacijos koe�ciento i�ver£iai pagal dvi nepriklausomas dvima£io normaliojo skirs-
tinio paprast¡sias didumo n1 = 40 ir n2 = 50 imtis yra 0,5 ir 0,6. Patikrinkite koreliaci-
jos koe�cientu� lygyb
es hipotez¦, kai alternatyva dvipus
e, o kriterijaus reik²mingumo lygmuo
α = 0, 01.

4.12. Tar¦, kad buvo stebimi normalieji vektoriai, raskite koreliacijos koe�cientu� ta²ki-
nius ir intervalinius i�vertinius (pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95) pagal 1.9 pratimo a) ir b)
duomenis.

4.13. Tar¦, kad buvo stebimas normalusis vektorius pagal 1.8 pratimo duomenis a) a. v.
(X3, X4)T s¡lyginio skirstinio, kai a. v. (X1, X2)T �ksuotas, parametru� i�ver£ius; b) raskite
dalinio koreliacijos koe�ciento ρ34.12 i�verti� r34.12; c) raskite parametro ρ34.12 pasikliovimo
interval¡ su pasikliovimo lygmeniu Q = 0, 95; d) raskite dauginiu� koreliacijos koe�cientu� tarp
X3 ir (X1, X2)T ir tarpX4 ir (X1, X2)T i�ver£ius; e) patikrinkite hipotezes, kadX3 nepriklauso
nuo (X1, X2)T ir X4 nepriklauso nuo (X1, X2)T ; f) patikrinkite hipotez¦, kad a. v. (X1, X2)T

nepriklauso nuo a. v. (X3, X4)T .

4.14. Tar¦, kad buvo stebimas normalusis vektorius pagal 2.7 pratimo duomenis, patik-
rinkite nepriklausomumo hipotez¦.

4.15. Tar¦, kad buvo stebimas normalusis vektorius, pagal 2.9 pratimo duomenis patik-
rinkite hipotez¦, kad a. d. X1 nepriklauso nuo vektoriaus (X2, X3)T .

4.16. Tar¦, kad buvo stebimas normalusis vektorius, pagal 3.6 pratimo duomenis a)
patikrinkite hipotez¦, kad a. v. (X1, X2)T nepriklauso nuo (Z1, ..., Z6)T ; b) patikrinkite
hipotez¦, kad a. v. (X1, X2)T nepriklauso nuo (Z2, Z3, Z4)T .

4.17. Pagal n = 20 metu� duomenis apie vidutini� ²ieno derliu� (X1), pavasariniu� krituliu�
kieki� (X2) ir skai£iu� pavasario dienu�, kai temperatu	ra buvo auk²ta (X3), gautas koreliacijos
koe�cientu� matricos ivertis  1, 00 0, 80 −0, 40

0, 80 1, 00 −0, 56
−0, 40 −0, 56 1, 00

 .
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Matome, kad ²ieno derliaus X1 ir temperatu	ros X3 koreliacija yra neigiama. Paai²kinkite ²i�
fakt¡ remdamiesi dalinio koreliacijos koe�ciento ρ13.2 i�vertiniu.

4.18. (4.17 t¦sinys.) Raskite a. d. X1 ir a. v. (X2, X3)T dauginio koreliacijos koe�ciento
i�verti�. Tar¦, kad buvo stebimas normalusis vektorius, patikrinkite a. d. X1 ir a. v. (X2, X3)T

nepriklausomumo hipotez¦.

4.19. Buvo tiriamos darbo s¡naudos lyginant drabuºius: X1 � drabuºio uºd
ejimas ant
lyginimo lentos; X2 � trumpu� siu	liu� lyginimas; X3 � drabuºio perd
ejimas ant lentos; X4 �
ilgu� siu	liu� lyginimas; X5 � ilgu� siu	liu� lyginimo uºbaigimas; X6 � drabuºio pakabinimas ant
kabyklos. Gauti n = 76 darbuotoju� vektoriaus X = (X1, ..., X6)T matavimai, pagal kuriuos
apskai£iuota

X̄ =


9, 47

25, 56
13, 25
31, 44
27, 29
8, 80

 , S =


2, 57 0, 85 1, 56 1, 79 1, 33 0, 42
0, 85 37, 00 3, 34 13, 47 7, 59 0, 52
1, 56 3, 34 8, 44 5, 77 2, 00 0, 50
1, 79 13, 47 5, 77 34, 01 10, 50 1, 77
1, 33 7, 59 2, 00 10, 50 23, 01 3, 43
0, 42 0, 52 0, 50 1, 77 3, 43 4, 59

 .

Patikrinkite hipotez¦, kad a. d. X1, ..., X6 yra nepriklausomi.

4.20. Vektoriaus X = (X1, ..., X5)T koordinat
es rei²kia: X1 � skai£iavimo greitumas, X2

� gabumai atliekant skai£iavimus, X3 � atmintis ºodºiams, X4 � atmintis prasmingiems sim-
boliams, X5 � atmintis beprasmiams simboliams. Pagal n = 140 vektoriaus X nepriklausomas
realizacijas gautas koreliaciju� matricos i�vertis [2]:

Σ̂ =


1, 0000 0, 4248 0, 0420 0, 0215 0, 0573
0, 4248 1, 0000 0, 1487 0, 2489 0, 2843
0, 0420 0, 1487 1, 0000 0, 6693 0, 4662
0, 0215 0, 2489 0, 6693 1, 0000 0, 6915
0, 0573 0, 2843 0, 4662 0, 6915 1, 0000

 .

a) Raskite dalinio koreliacijos koe�ciento ρ45.3 i�verti�.
b) Raskite dalinio koreliacijos koe�ciento ρ12.345 i�verti�.
c) Raskite dauginio koreliacijos koe�ciento tarp X1 ir vektoriaus (X3, X4, X5)T i�verti�.
d) Patikrinkite hipotez¦, kad a. v. (X1, X2)T ir (X3, X4, X5)T yra nepriklausomi.

4.21. Tar¦, kad buvo steb
etas normalusis a. v., pagal 1.10 pratimo duomenis a) raskite
a. v. X = (X1, X2, X3, X4)T koordina£iu� koreliacijos koe�cientu� ta²kinius ir intervalinius
(Q = 0, 95) i�ver£ius; b) raskite a. v. Y = (Y1, Y2, Y3)T koordina£iu� koreliacijos koe�cientu�
ta²kinius ir intervalinius (Q = 0, 95) i�ver£ius; c) patikrinkite a. d. Y1, Y2, Y3 nepriklausomumo
hipotez¦.

4.22. (1.13 pratimo t¦sinys). Pri
em¦ normalumo prielaid¡ patikrinkite hipotez¦, kad
a. v. X = (X1, X2, X3, X4)T koordinat
es yra poromis nepriklausomos.

4.23. (2.10 pratimo t¦sinys). Raskite a. d. X1 ir X2koreliacijos koe�ciento ir a. d. X1 ir
X2 dalinio koreliacijos koe�ciento, kai X3 �ksuotas, ta²kinius i�ver£ius.

4.24. (2.17 pratimo t¦sinys). Pri
em¦ normalumo prielaid¡ 2.17 pratimo s¡lygomis a)
raskite a. d. X1, X2, X3 empirinius koreliacijos koe�cientus; b) raskite a. d. X1, X2, X3 dalin-
ius empirinius koreliacijos koe�cientus, kai a. d. X4, X5, X6 �ksuoti, ta²kinius ir intervalinius
(Q = 0, 95) i�ver£ius; c) patikrinkite hipotez¦, kad a. d. X2 ir a. v. (X1, X3)T yra nepriklau-
somi, jeigu a. v. (X4, X5, X6)T yra �ksuotas.
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Atsakymai ir nurodymai

4.2. Parametro ρ pasikliovimo intervalo su pasikliovimo lygmeniu Q r
eºiai yra lygties
Aρ2 − 2Bρ − C = 0 ²aknys; £ia A = X2

2 + χ2
α(3), B = X2(X1 + X3), C = χ2

α(3) − X2
i −

X2
2 −X2

3 . Nurodymas. Remiantis 3 priedo normaliojo skirstinio 2 savybe XTΣ−1X ∼ χ2
3,

P{XTΣ−1X < χ2
α(3)} = Q = 1−α. Skliausteliuose para²ytoji nelygyb
e ekvivalenti nelygybei

Aρ2−2Bρ−C < 0. 4.4. Nurodymas. Naudodamiesi Vi²arto matricos S elementu� Si,j , j ≥
i = 1, ..., k skirstiniu (1.6.13) gauname vektoriaus (S11, ..., Skk, rij , j > i = 1, ..., k) skirstinio
tanki� (pakeitimo jakobianas |J | = (S11 · ... · Skk)(k−1)/2). I�sitikiname, kad gautasis tankis
yra sandauga k tankiu� a. d. Sii ∼ σ2χ2

n−1 ir tankio a. v. (rij , j > i = 1, ..., k), kurio i²rai²ka
pateikta 4.5. pratime. 4.5. Nurodymai. a) ºr. 4.4. pratim¡; b) tiesiogiai integruojame
naudodami p. a) pateikt¡ tankio i²rai²k¡; c) i�sitikiname, kad p.b) gautoje momento i²rai²koje
apskliaustas daugiklis yra momentas E(ξhj ). 4.6. Statistikos (4.1.7) realizacija t = 2, 419.
Kadangi t0,05(8) = 1, 8595, tai nepriklausomumo hipotez
e atmetama. 4.7. Statistikos (4.2.4)
realizacija yra 1,4499. Kadangi z0,05 = 1, 645, tai hipotez
e neatmetama. 4.8. Taikant Fi²erio
aproksimacij¡, kai alternatyva H̄1, kriterijaus galia apytiksliai yra

β1(ρ) = 1− Φ

(
z0,01 −

√
n− 3

1

2
ln

1 + ρ

1− ρ

)
, ρ > 0.

Gauname β1(0, 2) = 0, 0522, β1(0, 4) = 0, 1952, β1(0, 6) = 0, 5298, β1(0, 8) = 0, 9305.
4.9. Taikant Fi²erio aproksimacij¡ dvipus
es alternatyvos H̄3 atveju kriterijaus galia apytiksliai
yra

β3(ρ) = 1−Φ

(
zα/2 −

√
n− 3

1

2
ln

(1 + ρ)(1− ρ0)

(1− ρ)(1 + ρ0)

)
+Φ

(
−zα/2 −

√
n− 3

1

2
ln

(1 + ρ)(1− ρ0)

(1− ρ)(1 + ρ0)

)
.

Gauname

ρ -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
β3(ρ) 1 0,99991 0,9959 0,9585 0,8154 0,5248 0,1991 0,05 0,3867

4.10. Naudodami Fi²erio aproksimacij¡ gauname apytikslio pasikliovimo intervalo reali-

zacij¡ (ρ; ρ) = (−0, 8188;−0, 5237). 4.11. Remiantis Fi²erio aproksimacija statistika U =√
(n1 − 3)(n2 − 3)/(n1 + n2 − 6)(th(r1)− th(r2)), kai hipotez
e teisinga, turi apytiksliai stan-

dartini� normalu�ji� skirstini�. Gauname statistikos U realizacij¡ U = −0, 7907. Kadangi |U | <
z0,005 = 2, 5758, tai hipotez
e neatmetama. 4.12. a) r = 0, 5477; (ρ; ρ) = (0, 3053; 0, 7193); b)

r = 0, 7937; (ρ; ρ) = (0, 7060; 0, 8574). 4.13. a) A. v. X(2) = (X3, X4)T s¡lyginis skirstinys,

kai a. v. X(1) = (X1, X2)T = (x1, x2)T = x(1) yra �ksuotas yra dvimatis normalusis su

vidurkiu� vektoriumi (µ3(x1, x2), µ4(x1, x2))T = µ(2) − Σ21Σ−1
11 (x(1) − µ(1)) ir kovariaciju�

matrica Σ22·1 = Σ22 −Σ21Σ−1
11 Σ12. Naudodami parametru� i�ver£ius, surastus 1.7. pratime,

gauname µ̂3(x1, x2) = 23, 799+0, 450x1 +0, 506x2, µ̂4(x1, x2) = 41, 229+0, 274x1 +0, 378x2;

σ̂33·12 = 43, 474, σ̂34·12 = 18, 039, σ̂44·12 = 19, 126; b) r34·12 = 0, 468; c) (ρ
34·12; ρ34·12) =

(0, 0798; 0, 9352); d) pirmu atveju R̂2 = 0, 5687, antruoju � R̂2 = 0, 5752; e) statistika F ,

kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi Fi²erio skirstini� su 2 ir 22 laisv
es laipsniais

pirmu atveju, i�gijo reik²m¦ 14,506, antruoju � 14,894; atitinkamos asimptotin
es P reik²m
es

yra 0, 000096 ir 0,000081; hipotez
es atmetamos; f) statistika F = 21(1 −
√
U/(2

√
U) i�gijo

reik²m¦ 6,5760; kadangi P reik²m
e pv = P{F4;42 > 6, 576} = 0, 0003, tai hipotez
e at-

mestina. 4.14. Koreliacijos koe�ciento i�vertis r = 0, 8680. Statistika t =
√
n− 2r/

√
1− r2

i�gijo reik²m¦ 4,9430; P reik²m
e pv = 0, 0006. Hipotez
e atmestina. 4.15. Statistikos R̂2

realizacija yra 0,5288. Statistika F , kuri esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� su

2 ir 25 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 14,0291; P reik²m
e pv = P{F2;25 > 14, 0291} =

0, 00008. Hipotez
e atmestina. 4.16. a) statistika F = 17(1 −
√
U/(6

√
U) i�gijo reik²m¦

8,7058; kadangi P reik²m
e pv = P{F12;34 > 8, 7058} = 3 · 10−7, tai hipotez
e atmetama; b)
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statistika F = 20(1 −
√
U/(3

√
U) i�gijo reik²m¦ 5,44503; kadangi P reik²m
e pv = P{F6;40 >

5, 44503} = 0, 00034, tai hipotez
e atmestina. 4.17. Dalinio koreliacijos koe�ciento ρ13·2

i�vertis r13·2 = +0, 1 yra teigiamas. Tai kad koreliacijos koe�ciento ρ13 i�vertis r13 = −0, 4

yra neigiamas, matyt, gali bu	ti paai²kintas auk²ta neigiama X2 ir X3 priklausomybe (lie-

tingu oru temperatu	ra turi tendencij¡ i�gyti maºesnes reik²mes). 4.18. Dauginio koreliaci-

jos koe�ciento i�vertis R̂ = 0, 802. Statistika F i² (4.1.5) i�gijo reik²m¦ 15,3306. Kadangi

pv = P{F2;17 > 15, 3306} = 0, 00016, tai nepriklausomumo hipotez
e atmetama. 4.19. Statis-

tika Z = −n lnU i�gijo reik²m¦ 54,7939. Kadangi pva = P{χ2
15 > 54, 7939} = 1, 9 · 10−6,

tai nepriklausomumo hipotez
e atmetama. 4.20. a) r45·3 = 0, 5773; b) r12·345 = 0, 4315; c)

R̂ = 0, 0726; d) statistika F = 135(1 −
√
U/(3

√
U) i�gijo reik²m¦ 2,3771; kadangi P reik²m
e

pv = P{F6;270 > 2, 3771} = 0, 0296. Hipotez
e atmetama, kai kriterijaus reik²mingumo lyg-

muo vir²ija 0,0296. 4.21. a) r12 = 0, 9138; (ρ
12

; ρ12) = (0, 8251; 0, 9585); r13 = 0, 8859;

(ρ
13

; ρ13) = (0, 7721; 0, 9447); r14 = 0, 8981; (ρ
14

; ρ14) = (0, 7951; 0, 9508); r23 = 0, 7882;

(ρ
23

; ρ23) = (0, 5977; 0, 8945); r24 = 0, 7881; (ρ
24

; ρ24) = (0, 5975; 0, 8944); r34 = 0, 9231;

(ρ
34

; ρ34) = (0, 8433; 0, 9631); b) r12 = 0, 7711; (ρ
12

; ρ12) = (0, 5688; 0, 8854); r13 = 0, 3816;

(ρ
13

; ρ13) = (0, 0248; 0, 6522); r23 = 0, 3448; (ρ
23

; ρ23) = (−0, 0176; 0, 6272); c) statistika

Z = −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 32,0292; asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2
3 > 32, 0292} =

5.2 · 10−7; hipotez
e atmetama. 4.22. Statistika tij =
√
n− 2rij/

√
1− r2ij , i 6= j = 1, 2, 3,

esant teisingoms tikrinamoms hipotez
ems turinti Stjudento skirstini� su 38 laisv
es laipsniais

i�gijo reik²mes -1,3447; 0,2194; -1,6456; 0,4473; 0,6973; -0,4550; atmesti tikrinamas hipotezes

n
era pagrindo. 4.23. r23 = −0, 2095; r23·1 = 0, 0323. 4.24. a) r12 = 0, 8752; r13 = 0, 9559;

r23 = 0, 9013; b) r12·456 = −0, 0998; r13·456 = 0, 4920; r23·456 = −0, 0303; (ρ
12·456; ρ12·456) =

(−0, 3491; 0, 1641); (ρ
13·456; ρ13·456) = (0, 2744; 0, 8030); (ρ

23·456; ρ23·456) = (−0, 2864; 0, 2298);

c) statistika (4.4.10) i�gijo reik²m¦ 0,289; P reik²m
e pv = P{F2;55 > 0, 289} = 0, 7501; hipotez
e

neatmetama.



5 skyrius

Hipotez
es apie kovariaciju�

matricas

5.1. Kovariaciju� matricu� lygyb
es hipotez
es

Tikrinant vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez¦ 2 skyriuje ar bendresnes tiesi-
nes hipotezes 3 skyriuje, buvo tariama, kad stebimu� nepriklausomu� vektoriu�
kovariacin
es matricos yra lygios. Jeigu yra pagri�stu� abejoniu� d
el ²ios prielai-
dos teisingumo, reik
etu� tur
eti kriterijus, kurie leistu� patikrinti tokios prielaidos
teisingum¡.

Tarkime,X11, ...,X1n1
;X21, ...,X2n2

; · · · ;Xm1, ...,Xmnm , yra didumo n1, n2,
..., nm, n1 +n2 + ...+nm = n, paprastosios imtys, gautos stebint nepriklausomus
a. v. X1 ∼ Nk(µ1,Σ1); X2 ∼ Nk(µ2,Σ2); · · · ; Xm ∼ Nk(µm,Σm). Remiantis
²iomis imtimis reikia patikrinti hipotez¦

H : Σ1 = Σ2 = ... = Σm, (5.1.1)

kad ²iu� m nepriklausomu� im£iu� kovariacin
es matricos yra lygios.

5.1.1. Tik
etinumu� santykio statistika

Tik
etinumu� santykio statistika Λ hipotezei H tikrinti yra

Λ =
maxµ1,...,µm,Σ L(µ1, ...,µm,Σ)

maxµ1,...,µm,Σ1,...,Σm
L(µ1, ...,µm,Σ1, ...,Σm)

=
L(µ̃1, ..., µ̃m, Σ̃)

L(µ̂1, ..., µ̂m, Σ̂1, ..., Σ̂m)
,

(5.1.2)
£ia µ̂1, ..., µ̂m, Σ̂1, ..., Σ̂m yra parametru� DT i�vertiniai, o µ̃1, ..., µ̃m, Σ̃ � parametru�
DT i�vertiniai, surasti tarus, kad hipotez
e (5.1.1) teisinga.
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Remiantis 1.1 skyreliu parametru� DT i�vertiniai yra

µ̂i = X̄i =
1

ni

ni∑
j=1

Xij , Σ̂i =
1

ni
Si =

1

ni

ni∑
j=1

(Xij − X̄i)(Xij − X̄i)
T , (5.1.3)

o tik
etinumo funkcijos maksimumas

L(µ̂1, ..., µ̂m, Σ̂1, ..., Σ̂m) =

m∏
i=1

{(2π)−kni/2(|Σ̂i|)−ni/2 exp{−kni
2
}}.

Kai hipotez
e H teisinga, vidurkiu� µ1, ...,µm i�vertiniai yra tokie patys µ̂i =
µ̃i, i = 1, ...,m, o bendros kovariacin
es matricos Σ i�vertinys

Σ̃ =
1

n
S =

1

n
(S1 + ...+ Sm). (5.1.4)

Tik
etinumo funkcijos s¡lyginis maksimumas

L(µ̂1, ..., µ̂m, Σ̃) = (2π)−kn/2(|Σ̃|)−n/2 exp{−kn
2
}.

Taigi, tik
etinumu� santykio statistika

Λ =
|Σ̂1|n1/2 · · · |Σ̂m|nm/2

|Σ̃|n/2
=

nkn/2

n
kn1/2
1 · · ·nknm/2m

|S1|n1/2 · · · |Sm|nm/2

|S|n/2
. (5.1.5)

Hipotez
e H atmetama, kai
Λ < Λ1−α, (5.1.6)

£ia Λ1−α yra statistikos Λ lygmens 1− α kritin
e reik²m
e.

Bartletas pasiu	l
e modi�kuoti statistik¡ Λ naudojant nepaslinktuosius kova-
riaciniu� matricu� i�vertinius, t. y. (5.1.5) vietoje ni imti νi = ni − 1, o vietoje
n = n1 + ... + nm imti ν = n − m. Tada modi�kuotoji tik
etinumu� santykio
statistika yra

Λ̃ =
νkν/2

ν
kν1/2
1 · · · νkνm/2m

|S1|ν1/2 · · · |Sm|νm/2

|S|ν/2
. (5.1.7)

Hipotez
e H atmetama, kai

Λ̃ < Λ̃1−α (5.1.8)

£ia Λ̃1−α yra statistikos Λ̃ lygmens 1− α kritin
e reik²m
e.

Kriterijus (5.1.8), grindºiamas modi�kuot¡ja tik
etinumu� santykio statistika,
yra ekvivalentus kriterijui, grindºiamam statistika (atmetame konstant¡)

V =
|S1|ν1/2 · · · |Sm|νm/2

|S|ν/2
. (5.1.9)
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Hipotez
e atmetama, kai
V < V1−α, (5.1.10)

£ia V1−α yra statistikos V lygmens 1 − α kritin
e reik²m
e. Norint rasti kritin¦
reik²m¦ V1−α, reikia i²tirti statistikos V savybes.

5.1.1 pavyzdys. Atveju k = 1,m = 2 nelygyb
e (5.1.10) turi toki� pavidal¡:

V =
(s21ν1)ν1/2(s22ν2)ν2/2

(s21ν1 + s22ν2)(ν1+ν2)/2
=

ν
ν1/2
1 ν

ν2/2
2 F ν1/2

(ν1F + ν2)(ν1+ν2)/2
< V1−α, (5.1.11)

£ia F = s21/s
2
2, o s

2
1 ir s22 yra dispersiju� σ2

1 ir σ2
2 NMD i�vertiniai pagal nepriklausomas didumo

n1 ir n2 normaliu�ju� a. d. imtis. Kai σ2
1 = σ2

2 , tai F ∼ F (ν1, ν2). Nelygyb
e (5.1.11) ekvivalenti
tokioms dviem nelygyb
ems

F < F1−α1 (ν1, ν2), F > Fα2 (ν1, ν2), α1 + α2 = α.

Gauname kriteriju�, kuris sutampa su TGN kriterijumi hipotezei H : σ2
1 = σ2

2 tikrinti, gautu

1 dalies 5.7.2 skyrelyje.

Vienma£iu atveju, kai im£iu� skai£ius m > 2, (5.1.8) tipo kriterijus buvo
nagrin
etas 1 dalies 5.6.2 skyrelyje, 5.6.3 pavyzdyje.

5.1.2. Tik
etinumu� santykio statistikos momentai

Ie²kosime statistikos V , apibr
eºtos (5.1.9) lygybe, momento E(V h).

5.1.1 teorema. Kai hipotez
e (5.1.1) teisinga, |Σj | > 0, νj ≥ k, j = 1, ...,m,
momentas E(V h) turi toki� pavidal¡

E(V h) =

k∏
i=1


m∏
j=1

[
Γ((νj + hνj + 1− i)/2)

Γ((νj + 1− i)/2)

]
Γ((ν + 1− i)/2)

Γ((ν + hν + 1− i)/2)

 .

(5.1.12)
Jeigu k = 2r lyginis, tai

E(V h) =

r∏
i=1


m∏
j=1

[
Γ(νj + hνj + 1− 2i)

Γ(νj + 1− 2i)

]
Γ(ν + 1− 2i)

Γ(ν + hν + 1− 2i)

 . (5.1.13)

I�rodymas. Remiantis 1.2 skyreliu matricu� S1, ...,Sm elementu� skirstiniai
yra nepriklausomi Vi²arto skirstiniai Si ∼ Wk(νi,Σ), i = 1, ...,m. Naudodami
tankio i²rai²k¡ (1.6.13), gauname

E(V h) =

∫
|S|−hν

m∏
i=1

{
|Si|(νi+2hνi−k−1)/2 exp{− 1

2Tr(SiΣ
−1)}

K(k, νi,Σ)
dSi

}

=

m∏
i=1

{
K(k, νi + hνi,Σ)

K(k, νi,Σ)

}∫
|S|−hν×

×
m∏
i=1

{
|Si|(νi+2hνi−k−1)/2 exp{− 1

2Tr(SiΣ
−1)}

K(k, νi + hνi,Σ)
dSi

}
.
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Integralas rei²kia funkcijos |S| = |S1 + ... + Sm| moment¡ E(|S|−hν), kai
vidurkinama pagal Vi²arto skirstiniu�Wk(νi+hνi,Σ) tankiu� sandaug¡. Remian-
tis Vi²arto skirstiniu� tre£ia savybe S = S1 + ...+ Sm ∼ Wk(ν + hν,Σ). Tod
el
moment¡ E(|S|−hν) galime rasti vidurkindami pagal skirstinio Wk(ν + hν,Σ)
tanki�. Gauname

E(V h) =

m∏
i=1

{
K(k, νi + hνi,Σ)

K(k, νi,Σ)

}∫
|S|−hν×

×
|S|(ν+2hν−k−1)/2 exp{− 1

2Tr(SΣ−1)}
K(k, ν + hν,Σ)

dS

=

m∏
i=1

{
K(k, νi + hνi,Σ)

K(k, νi,Σ)

}
K(k, ν,Σ)

K(k, ν + hν,Σ)
.

I�ra²¦ normuojan£iu� daugikliu� i²rai²kas i² (1.6.13), gauname (5.1.12).
Formul
e (5.1.13) gaunama naudojant dvigubo argumento gama funkcijos

i²rai²k¡ (3.5.8) analogi²kai kaip teoremoje 3.5.4. N

5.1.3. Tik
etinumu� santykio statistikos skirstiniai

Remdamiesi (5.1.12) momentu� i²rai²komis parodysime, kad statistikos V skirs-
tinys sutampa su tam tikro polinomo nuo nepriklausomu� a. d., turin£iu� beta
skirstinius, skirstiniu.

5.1.2 teorema. Kai hipotez
e (5.1.1) teisinga, |Σj | > 0, νj ≥ k, j = 1, ...,m,
statistikos V skirstinys sutampa su skirstiniu sandaugos:

V
d∼

k∏
i=1


m−1∏
j=1

[ξ
ν∗j /2

ij (1− ξij)νj+1/2]ξ
ν/2
i

 , (5.1.14)

£ia ξij , ξi, i = 1, ..., k, j = 1, ...,m − 1, yra nepriklausomi a. d., turintys beta
skirstinius:

ξij ∼ Be((ν∗j + j(1− i))/2, (νj+1 + 1− i)/2),

ξi ∼ Be((ν +m(1− i))/2, (m− 1)(i− 1)/2),

ξ1 = 1, ν∗j = ν1 + ...+ νj .

Jeigu k = 2r lyginis, tai

V
d∼

r∏
i=1


m−1∏
j=1

[η
ν∗j
ij (1− ηij)νj+1 ]ηνi

 , (5.1.15)

£ia ηij , ηi, i = 1, ..., r, j = 1, ...,m− 1, yra n. a. d., turintys beta skirstinius

ηij ∼ Be(ν∗j + j(1−2i), νj+1 +1−2i), ηi ∼ Be(ν+m(1−2i), (2i−1)(m−1)).
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I�rodymas. Tegu Z ∼ Be(γ, η). Tada lengva patikrinti, kad momentas

E[Za(1− Z)b]h =
Γ(γ + ah)Γ(η + bh)Γ(γ + η)

Γ(γ)Γ(η)Γ(γ + η + ah+ bh)
. (5.1.16)

Kai �ksuotas i, imkime du (5.1.12) daugiklius, j = 1 ir j = 2, ir papildykime
daugikliu, kad gautume (5.1.16) moment¡:

Γ(ν1+hν1+1−i
2 )Γ(ν2+hν2+1−i

2 )Γ(ν1+ν2+2−2i
2 )

Γ(ν1+1−i
2 )Γ(ν2+1−i

2 )Γ(ν1+ν2+2−2i+hν1+hν2
2 )

= E(ξ
ν1/2
i1 (1− ξi1)ν2/2)h, ξi1 ∼ Be((ν1 + 1− i)/2, (ν2 + 1− i)/2).

Padalinkime i² daugiklio, kuriuo papild
eme sandaug¡, prijunkime sekanti�
daugikli� i² (5.1.12), kai j = 3, ir papildykime tokiu daugikliu, kad v
el gautume
moment¡ (5.1.16)

Γ(
ν∗2 +hν∗2 +2−2i

2 )Γ(ν3+hν3+1−i
2 )Γ(

ν∗3 +3−3i
2 )

Γ(
ν∗2 +2−2i

2 )Γ(ν3+1−i
2 )Γ(

ν∗3 +3−3i+hν∗3
2 )

= E(ξ
ν∗2 /2
i2 (1− ξi2)ν3/2)h, ξi2 ∼ Be((ν∗2 + 2− 2i, (ν3 + 1− i)/2)).

T¦sdami ²i¡ procedu	r¡ po m− 1 ºingsnio gausime visu� daugikliu� i² (5.1.14),
kai j kinta nuo 1 iki m− 1, eil
es h momentus. Prie likusiojo daugiklio prijung¦
paskutini� daugikli� i² (5.1.12), gausime

Γ((ν + hν1 +m−mi)/2)Γ((ν + 1− i)/2)

Γ((ν +m−mi)/2)Γ((ν + hν + 1− i)/2)
,

o tai yra momentas E(ξνhi ), kai ξi ∼ Be((ν + m(1 − i))/2, (m − 1)(i − 1)/2),
ξ1 = 1.

Kadangi momentas

E(V h) = E

 k∏
i=1


m−1∏
j=1

[ξ
ν∗j /2

ij (1− ξij)νj+1/2]ξ
ν/2
i


h

k∏
i=1


m−1∏
j=1

E[ξ
ν∗j /2

ij (1− ξij)νj+1/2]hE(ξ
ν/2
i )h

 ,

yra lygus momentu� sandaugai, o jie visi²kai nusako skirstinius, tai gauname
(5.1.14) lygyb¦, kurios de²in
eje pus
eje visi a. d., turintys skirtingus indeksus,
yra nepriklausomi ir turi beta skirstinius.

Lygyb
e (5.1.15) i�rodoma analogi²kai pertvarkant (5.1.13) lygyb
es de²ini¡j¡
pus¦. N

5.1.2 pavyzdys. Jeigu k = 1 ir m = 2, tai i² (5.1.14) gauname

V
d∼ ξν1/211 (1− ξ11)ν2/2, ξ11 ∼ Be(ν1/2, ν2/2). (5.1.17)
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Prisimin¦ beta ir Fi²erio skirstiniu� s¡ry²i� (jei F ∼ F (ν1, ν2), tai ν1F/(ν1F + ν2) ∼ Be(ν1/2,

ν2/2)) matome, kad de²inioji (5.1.11) pus
e lygi (5.1.17).

5.1.1 pastaba. Gautieji tik
etinumu� santykio skirstiniai kur kas sud
etingesni
uº tuos, kuriuos gavome 3 ir 4 skyriuose. Ta£iau modeliuojant, kai yra (5.1.13),
(5.1.14) s¡ry²iai, rasti apytiksles kvantiliu� reik²mes reikiamo tikslumo su ²iuo-
laikiniais kompiuteriais nebus sud
etinga.

5.1.4. Tik
etinumu� santykio asimptotinis skirstinys

Jeigu im£iu� didumai ni = cin, 0 < ci < 1, ci �ksuoti, o n → ∞, tai remiantis
tik
etinumu� santykio asimptotin
emis savyb
emis (1 dalis, 4.5.4 skyrelis)

−2 ln Λ
d→ χ2

f , (5.1.18)

£ia laisv
es laipsniu� skai£ius

f = mk(k + 1)/2− k(k + 1)/2 = (m− 1)k(k + 1)/2, (5.1.19)

nes i² pradºiu� buvo mk(k + 1)/2 neºinomu� parametru� (m kovariaciniu� matricu�
elementai), o esant teisingai hipotezei lieka k(k + 1)/2 neºinomu� parametru�
(vienos kovariacin
es matricos elementai). Pagal asimptotini� tik
etinumu� santykio
reik²mingumo lygmens α kriteriju� hipotez
e (5.1.1) atmetama, kai

Z = −2 ln Λ > χ2
α(f), (5.1.20)

arba P reik²miu� terminais, kai

pva = P{χ2
f > z} < α, (5.1.21)

£ia z yra statistikos Z realizacija.

Naudojant Bartleto modi�kuot¡j¡ tik
etinumu� santykio statistik¡ Λ̃, kuri
gaunama imant nepaslinktuosius kovariaciniu� matricu� i�vertinius, asimptotinis
skirstinys i²liks nepakit¦s:

−2 ln Λ̃ = −2 lnV + k(ν1 ln ν1 + ...+ νm ln νm − ν ln ν)
d→ χ2

f . (5.1.22)

Pagal asimptotini� modi�kuot¡ Bartleto tik
etinumu� santykio reik²mingumo
lygmens α kriteriju� hipotez
e (5.1.1) atmetama, kai

Z̃ = −2 ln Λ̃ > χ2
α(f), (5.1.23)

arba P reik²miu� terminais, kai

p̃va = P{χ2
f > z̃} < α, (5.1.24)

£ia z̃ yra statistikos Z̃ realizacija.
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5.1.3 pavyzdys. (2.2.1 pavyzdºio t¦sinys). 2.2.1 pavyzdyje buvo tikrinama dvieju� trima£iu�
vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez
e, tariant, kad turimos didumo n1 = 30 ir n2 = 24 papras-
tosios imtys gautos stebint nepriklausomus trima£ius normaliuosius vektorius. Buvo priimta
prielaida, kad abieju� im£iu� kovariacin
es matricos yra vienodos. Bandysime pagri�sti ²ios prielai-
dos teisingum¡ tikrindami kovariaciniu� matricu� lygyb
es hipotez¦ H : Σ1 = Σ2.

1.2.1 ir 2.2.1 pavyzdºiuose surastos matricu� S1 ir S2 realizacijos

S1 =

 0, 348 0, 248 0, 160
0, 264 0, 392 0, 070
0, 160 0, 070 0, 240

 , S2 =

 0, 313 0, 210 0, 103
0, 210 0, 385 0, 163
0, 103 0, 163 0, 300

 .

Randame sum¡

S = S1 + S2 =

 0, 661 0, 474 0, 263
0, 474 0, 777 0, 233
0, 263 0, 233 0, 540


ir determinantus

|S1| = 0, 0101, |S2| = 0, 0176, |S| = 0, 1245.

Apskai£iuojame

z = −2 ln Λ = k(n1 lnn1 + n2 lnn2 − n lnn)− n1 ln |S1| − n2 ln |S2|+ n ln |S| = 11, 0191

ir randame P reik²m¦ pva = P{χ2
6 > 11, 0191} = 0, 0878. Hipotez
e atmetama, jeigu kriteri-

jaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0878.

Taikydami modi�kuot¡ji� Bartleto kriteriju� randame z̃ = 10, 7485 ir p̃va = P{χ2
6 >

10, 7485} = 0, 0965. Hipotez
e atmetama, jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0965.

5.1.4 pavyzdys. (3.5.1 pavyzdºio t¦sinys). 3.5.1 pavyzdyje buvo tikrinama triju� trima£iu�
vidurkiu� vektoriu� lygyb
es hipotez
e, tariant, kad turimos didumo n1 = 30, n2 = 24 ir n3 = 18
paprastosios imtys gautos stebint nepriklausomus trima£ius normaliuosius vektorius. Buvo
priimta prielaida, kad triju� im£iu� kovariacin
es matricos yra vienodos. Tikrinsime kovariaciniu�
matricu� lygyb
es hipotez¦ H : Σ1 = Σ2 = Σ3.

Pirmu�ju� dvieju� im£iu� matricu� S1 ir S2 realizacijos pateiktos 5.1.3 pavyzdyje. Tre£iosios
imties matricos S3 realizacija surasta 3.5.1 pavyzdyje.

S3 =

 0, 225 0, 162 0, 273
0, 162 0, 476 0, 366
0, 273 0, 366 0, 518

 , S = S1 + S2 + S3 =

 0, 886 0, 636 0, 536
0, 636 1, 253 0, 599
0, 536 0, 599 1, 058

 .

Randame determinantus |S3| = 0, 0086 ir |S| = 0, 4771 ir statistiku� Z = −2 ln Λ ir Z̃ =

−2 ln Λ̃ realizacijas: z = 34, 3868 ir z̃ = 33, 3056. Atitinkamos P reik²m
es yra pva = 0, 00059

ir p̃va = 0, 00088. Hipotez
e atmestina.

5.1.5. Asimptotinio skirstinio patikslinimas

Statistikos (5.1.7) eil
es h momentas yra

E(Λ̃h) = E
(
eh ln Λ̃

)
=

(
νkν/2

ν
kν1/2
1 · · · ννm/2m

)h
E(V h). (5.1.25)

�ioje lygyb
eje vietoje h i�ra²ius −2it, gausime statistikos Z̃ = −2 ln Λ̃ charak-
teristin¦ funkcij¡. Remiantis (5.1.12) gaunama

ψ(t) =

(
ν−kνit

ν−kν1it1 · · · ν−kνmitm

)
k∏
r=1


m∏
j=1

[
Γ(

νj+1−r
2 )− itνj

Γ(
νj+1−r

2 )

]
Γ(ν+1−r

2 )

Γ(ν+1−r
2 − itν)

 .

(5.1.26)
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Skleisdami funkcij¡ lnψ(t) Teiloro eilute (it) laipsniais, gauname

lnψ(t) =
∑
s

κs
(it)s

s!
, (5.1.27)

£ia κ1, κ2, ..., yra a. d. Z̃ = −2 ln Λ semiinvariantai.
Pirmasis semiinvariantas

κ1 = k(

m∑
j=1

νj ln νj−ν ln ν)−
k∑
r=1


m∑
j=1

[
νjϕ1

(
νj + 1− r

2

)]
− νϕ1

(
ν + 1− r

2

) ,

£ia ϕ1(x) yra funkcijos ln Γ(x) pirmoji i²vestin
e (digama funkcija).
Analogi²kai gauname kitus semiinvariantus

κs =

k∑
r=1


m∑
j=1

[
(−νj)sϕs

(
νj + 1− r

2

)]
− (−ν)sϕs

(
ν + 1− r

2

) ,

£ia ϕs(x) yra funkcijos ln Γ(x) s-oji i²vestin
e.

Jeigu vietoje statistikos Z̃ = −2 ln Λ̃ imsime statistik¡ Z∗ = δZ̃, kai δ =
f/κ1, tai a. d. Z∗ vidurkis EZ∗ = f tiksliai sutampa su asimptotinio skirs-
tinio (5.1.18) vidurkiu f . Aproksimuodami statistikos Z∗ skirstini� χ2 skirstiniu
su f laisv
es laipsniais, gauname patikslint¡ tik
etinumu� santykio kriteriju� (su-
tapatinami vidurkiai): hipotez
e atmetama patikslintu asimptotiniu tik
etinumu�
santykio reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

pv(1)
a = P{χ2

f > δz∗} < α, (5.1.28)

£ia z∗ yra statistikos Z∗ realizacija.
Analogi²kai skyreliui 3.5.5 galima sudaryti patikslinimus sutapatinant 2 ar

3 momentus.

Kaip ir skyrelyje 3.5.5.4, aproksimacijos (4.5.20) tikslum¡ galima padidinti
skleidºiant funkcij¡ lnϕ(δt) ne (it), o (1− 2it) laipsniais:

lnϕ(δt) = −ν
2

ln(1− 2it) +

l∑
s=1

ωs
(nδ)s

[
1

(1− 2it)s
− 1

]
+O(1/nl+1). (5.1.29)

Kaip ir 3.5.5.4 skyrelyje tikslinga parinkti δ taip, kad ω1 skleidinyje (5.1.29)
virstu� 0. Gauname, kad δ reikia parinkti taip:

δ = 1−

∑
j

(
1

νj

)
− 1

ν

 2k2 + 3k − 1

6(k + 1)(m− 1)
. (5.1.30)

Apsiriboj¦ nariu s = 1 (dalinis vidurkio sutapatinimas), gausime patikslint¡
kriteriju� P reik²miu� terminais: hipotez
e atmetama apytiksliu reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

pv(2)
a = P{χ2

f > δz̃} < α, (5.1.31)
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£ia z̃ yra statistikos Z̃ realizacija.
Imdami ir nari� s = 2, gauname toki� P reik²m
es patikslinim¡ (analogi²k¡

teoremai 3.5.6):

pv(3)
a = P{χ2

ν > δz̃} − ω2[P{χ2
f+4 > δz̃} −P{χ2

f > δz̃}] +O(1/n3), (5.1.32)

ω2 =
k(k + 1)[(k − 1)(k + 2)(

∑
j(1/ν

2
j )− 1/ν2)− 6(m− 1)(1− δ)2]

48δ2
.

5.1.5 pavyzdys. (5.1.3 pavyzdºio t¦sinys). Patikslinkime asimptotini� tik
etinumu� santykio
kriteriju� remdamiesi pateiktais aproksimaciju� patikslinimais.

Randame pirmojo semiinvarianto (vidurkio) reik²m¦ κ1 = 6, 37418, δz̃ = 10, 11754, ir
asimptotin¦ patikslint¡ (sutapatinant vidurkius) P reik²m¦

pv
(1)
a = P{χ2

6 > 10, 11754} = 0, 1198.

Apsiriboj¦ pirmuoju asimptotinio skleidinio nariu pagal (5.1.29), gauname δ = 0, 9364,
δz̃ = 10, 0649 ir asimptotin¦ patikslint¡ P reik²m¦

pv
(2)
a = P{χ2

6 > 10, 0649} = 0, 1219.

Prid
ej¦ antr¡ji� asimptotinio skleidinio nari� pagal (5.1.32) gausime ω2 = 0, 00081 ir

pv
(3)
a = pv

(2)
a − 0, 0003 = 0, 1216.

Matome, kad pataisa lyginant su pv(2)a yra maºa. Ta£iau skirtumas nuo pva, kai patikslinimas
neatliekamas, gana didelis.

Gauname toki¡ i²vad¡. Kai imtys nedidel
es, asimptotini� tik
etinumu� santykio kriteriju�

reikia koreguoti atliekant, pavyzdºiui, pateiktus patikslinimus. Reik²mingiausi¡ ind
eli� maºi-

nant paklaid¡ sudaro tikslus ar apytikslis vidurkio sutapatinimas. Tolesniu� pataisu� i�taka kur

kas maºesn
e.

5.1.6 pavyzdys. (5.1.4 pavyzdºio t¦sinys). Patikslinkime asimptotini� tik
etinumu� santykio
kriteriju� remdamiesi pateiktais aproksimaciju� patikslinimais.

Randame pirmojo semiinvarianto (vidurkio) reik²m¦ κ1 = 12, 8648, δz̃ = 31, 06665, ir
asimptotin¦ patikslint¡ (sutapatinant vidurkius) P reik²m¦

pv
(1)
a = P{χ2

12 > 31, 06665} = 0, 00192.

Apsiriboj¦ pirmuoju asimptotinio skleidinio nariu pagal (5.1.29), gauname δ = 0, 93343,
δz̃ = 31, 0884 ir asimptotin¦ patikslint¡ P reik²m¦

pv
(2)
a = P{χ2

12 > 31, 0884} = 0, 00191.

Prijung¦ antr¡ji� asimptotinio skleidinio nari� pagal (5.1.32), gausime ω2 = 0, 00295 ir

pv
(3)
a = pv

(2)
a − 0, 00005 = 0, 00186.

Gauname analogi²kas i²vadas kaip ir 5.1.5 pavyzdyje.

5.2. Proporcingumo hipotez
es tikrinimas

5.2.1. Proporcingumo (sferi²kumo) hipotez
e

Tarkime, kad X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ). Reikia
patikrinti hipotez¦

H : Σ = σ2Σ0, (5.2.1)

kad kovariaciju� matrica Σ proporcinga ºinomai matricai Σ0. Matrica |Σ0| > 0
teigiamai apibr
eºta, o σ2 � neºinomas proporcingumo koe�cientas.
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5.2.2. Tik
etinumu� santykio kriterijus

Rasime tik
etinumu� santykio statistik¡ hipotezei H tikrinti.

5.2.1 teorema. Tarkim, kad |Σ| > 0, n > k ir ºinoma matrica |Σ0| > 0 taip
pat teigiamai apibr
eºta. Tada tik
etinumu� santykio statistika Λ hipotezei H
tikrinti turi toki� pavidal¡

Λ =
maxµ,Σ=Σ0

L(µ,Σ)

maxµ,Σ L(µ,Σ)
=

|SΣ−1
0 |n/2

(Tr(SΣ−1
0 )/k)nk/2

, (5.2.2)

£ia

X̄ =

n∑
j=1

Xj , S =

n∑
j=1

(Xj − X̄)(Xj − X̄)T .

I�rodymas. Kadangi ºinoma matrica Σ0 simetrin
e ir teigiamai apibr
eºta,
tai egzistuoja tokia nei²sigimusi kvadratin
e matrica C (1 priedas, (8.2.10)), kad

CΣ0C
T = I. (5.2.3)

Atlikime a. v.. Xj tiesines transformacijas naudodami matric¡ C:

Y j = CXj , j = 1, ..., n. (5.2.4)

Tada vektoriai Y 1, ...,Y n taip pat yra paprastoji imtis, gauta stebint normalu�ji�
vektoriu� Y ∼ Nk(ν,Ψ):

E(Y j) = Cµ = ν, V (Y j) = σ2CΣCT = Ψ.

Atsitiktiniu� vektoriu� Y 1, ...,Y n terminais hipotez
e H ekvivalenti hipotezei
H∗ : Ψ = σ2I, £ia I vienetin
e matrica.

Randame tik
etinumu� santykio statistik¡ hipotezei H∗ tikrinti:

Λ∗ =
maxν,Ψ=σ2I L(ν,Ψ)

maxν,Ψ L(ν,Ψ)
=
L(ν̃, σ̃2I)

L(ν̂, Ψ̂)

£ia ν̂ ir Ψ̂ yra parametru� ν ir Ψ DT i�vertiniai, o ν̃ ir σ̃2 yra parametru� ν ir σ2

DT i�vertiniai surasti tarus, kad hipotez
e H∗ teisinga.
Remiantis 1.1 skyreliu parametru� ν ir Ψ didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai

yra

ν̂ = Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Y i, Ψ̂ =
1

n

n∑
i=1

(Y i − Ȳ )(Y i − Ȳ )T =
1

n
S∗ =

1

n
[S∗ij ]k×k,

o tik
etinumo funkcijos maksimumas

L(ν̂, Ψ̂) = (2π)−nk/2nnk/2|S∗|−n/2 exp{−nk
2
}.
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Kai hipotez
e H∗ teisinga, skaitiklyje turime tik
etinumo funkcij¡, gaut¡ i² k
nepriklausomu� paprastu�ju� im£iu�, gautu� stebint vienma£ius normaliuosius dy-
dºius su vienodomis dispersijomis. Taigi ν̃ = ν̂, o parametro σ2 DT i�vertinys
yra σ̃2 = (S∗11 + ...+ S∗kk)/(nk) = Tr(S∗)/(nk). Tik
etinumo funkcijos s¡lyginis
maksimumas

L(ν̃, σ̃2I) = (2π)−nk/2(nk)nk/2(S∗11 + ...+ S∗kk)−nk/2 exp{−nk
2
}.

Padalij¦ gauname, kad tik
etinumu� santykis hipotezei H∗ tikrinti yra

Λ∗ =
|S∗|n/2

((S∗11 + ...+ S∗kk)/k)nk/2
. (5.2.5)

Remdamiesi (5.2.3), (5.2.4) gauname

S∗ = CSCT , Σ0 = (CTC)−1, Σ−1
0 = CCT ,

tod
el
|S∗| = |CSCT | = |S||CCT | = |SΣ−1

0 |,

T r(S∗) = Tr(CSCT ) = Tr(SCTC) = Tr(SΣ−1
0 ). (5.2.6)

I�ra²¦ ²ias i²rai²kas i� (5.2.5), gauname (5.2.2). Statistika Λ∗ nepriklauso nuo
matricos C parinkimo ir sutampa su Λ. N

Reikia paºym
eti, kad jei θ1, ..., θk yra lygties |S∗−θI| = 0 ²aknys, tai statis-
tik¡ Λ∗ galima i²reik²ti ²aknu� terminais:

Λ∗ =

(∏
i θ

1/k
i∑

i θi/k

)nk/2
. (5.2.7)

Statistika Λ∗ yra ²aknu� geometrinio ir aritmetinio vidurkiu� santykio tam tikras
laipsnis. Jeigu i� (5.2.7) i�ra²ytume lygties |Ψ−θI| = 0 ²aknis, kaiH∗ teisinga, tai
gautume 1. Taigi, kai hipotez
e teisinga, tik
etinumu� santykio statistikos reik²m
es
bus sukoncentruotos 1 aplinkoje.

Tikrinama hipotez
e H atmetama reik²mingumo lygmens α tik
etinumu� san-
tykio kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

Λ < Λ1−α,

£ia Λ1−α yra statistikos Λ eil
es 1− α kritin
e reik²m
e.
Kartais rekomenduojama sudarant statistik¡ naudoti nepaslinktuosius dis-

persiju� i�vertinius. Modi�kuotoji tik
etinumu� santykio statistika Λ̃ gaunama
pakei£iant n i� ν = n− 1:

Λ̃ =
|SΣ−1

0 |ν/2

(Tr(SΣ−1
0 )/k)νk/2
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Hipotez
e H atmetama modi�kuotuoju reik²mingumo lygmens α tik
etinumu�
santykio kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

Λ̃ < Λ̃1−α.

Norint rasti kritines reik²mes, reikia i²tirti tik
etinumu� santykio statistikos
savybes esant teisingai hipotezei.

5.2.3. Tik
etinumu� santykio statistikos momentai

Ie²kosime statistikos
U = Λ2/nk−k = Λ̃2/νk−k (5.2.8)

momento E(Uh), kai hipotez
e H yra teisinga.

5.2.2 teorema. Jeigu hipotez
e H teisinga ir n > k, tai momentas E(Uh) turi
toki� pavidal¡:

E(Uh) =
Γ(k(n− 1)/2)

Γ(k(n− 1)/2 + kh)

k∏
i=1

Γ((n− i)/2 + h)

Γ((n− i)/2)
. (5.2.9)

I�rodymas. Remiantis 5.2.1 teoremos i�rodymu statistikos Λ skirstinys su-
tampa su statistikos Λ∗, apibr
eºtos (5.2.5) formule, skirstiniu. Tod
el

U
d∼ |S∗|

(S∗11 + ...+ S∗kk)k
, (5.2.10)

£ia matrica S∗, kai hipotez
e teisinga, turi Vi²arto skirstini� S∗ ∼ Wk(ν, σ2I).
Remdamiesi (1.6.13) tankio i²rai²ka gauname

E(Uh) =

∫
· · ·
∫

|S∗|h

(Tr(S∗))kh
f(S∗|k, ν, σ2I)dS∗

∫
· · ·
∫

|S∗|h

(Tr(S∗))kh
|S∗| ν−k−1

2 exp{− 1
2σ2Tr(S

∗)}
K(k, ν, σ2I)

dS∗

=
K(k, ν + 2h, σ2I)

K(k, ν, σ2I)

∫
· · ·
∫

(Tr(S∗))−kh
|S∗| ν+2h−k−1

2 exp{− 1
2σ2Tr(S

∗)}
K(k, ν + 2h, σ2I)

dS∗.

Integralas rei²kia funkcijos (S∗11 + ...+S∗kk) moment¡ (S∗11 + ...+S∗kk)−kh, kai
vidurkinama pagal Vi²arto skirstinio Wk(ν + 2h, σ2I) tanki�. Kadangi funkcija
priklauso tik nuo matricos S∗ diagonaliniu� elementu�, tai i² pradºiu� galima suin-
tegruoti pagal visus argumentus S∗ij , i 6= j. Tada po integralo ºenklu gausime
a. v. (S∗11, ..., S

∗
kk)T tanki�, kuris yra lygus Vi²arto skirstiniu� W1(ν + 2h, σ2)

tankiu� sandaugai. Remiantis tre£ia Vi²arto skirstinio savybe S∗11 + ... + S∗kk ∼
W1(kν + 2kh, σ2). Taigi

E(Uh) =
K(k, ν + 2h, σ2I)

K(k, ν, σ2I)

∫
· · ·
∫

(Tr(S∗))
kν−2

2 exp{− 1
2σ2Tr(S

∗)}
K(1, kν + 2kh, σ2)

×
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×dS∗11 · · · dS∗kk =
K(k, ν + 2h, σ2I)

K(k, ν, σ2I)

K(1, kν, σ2)

K(1, kν + 2kh, σ2)
,

nes lik¦s integralas lygus 1.
Remdamiesi normuojan£iu� konstantu� i² (1.6.13) i²rai²komis gauname (5.2.9).

N

5.2.4. Tik
etinumu� santykio skirstinys

Momentus (5.2.9) galima traktuoti kaip a. d. lnU momentus generuojan£i¡
funkcij¡, kuri, kai n > k, egzistuoja h kitimo intervale |h| < 1/2, apiman£iame
ta²k¡ h = 0. Tod
el momentai (5.2.9) visi²kai nusako a. d. lnU , o kartu ir a. d.
U skirstini�.

5.2.3 teorema. Jeigu hipotez
e H teisinga, n > k, tai a. d. U skirstinys su-
tampa su skirstiniu polinomo nuo nepriklausomu� a. d., turin£iu� beta skirstinius:

U
d∼

k∏
i=2

ξi1

k−1∏
j=1

[ξj1j(1− ξ1j)]; (5.2.11)

£ia ξ21, ..., ξk1, ξ11, ..., ξ1,k−1 yra nepriklausomi a. d., turintys beta skirstinius:

ξi1 ∼ Be((n− i)/2, (i− 1/2)), ξ1j ∼ Be(j(n− 1)/2, (n− 1)/2).

I�rodymas. Tik
etinumu� santyki� Λ∗ galima i²reik²ti dvieju� tik
etinumu� san-
tykiu� sandauga

Λ∗ = Λ∗1 · Λ∗2 =

(
maxν,Ψ=∆ L(ν,Ψ)

maxν,Ψ L(ν,Ψ)

)
·

(
maxν,Ψ=σ2I L(ν,Ψ)

maxν,Ψ=∆ L(ν,Ψ)

)
, (5.2.12)

£ia ∆ yra diagonali matrica. Taigi hipotez¦ H∗ galima tikrinti kaip sud
etin¦
hipotez¦. Visu� pirma tikriname hipotez¦, kad vektoriaus Y koordinat
es yra
nepriklausomos. �iai hipotezei tik
etinumu� santykis yra Λ∗1. Paskui tikriname
hipotez¦, kad vektoriaus Y koordina£iu� dispersijos yra lygios, jei ºinoma, kad
jos yra nepriklausomos. Tokiai hipotezei tikrinti tik
etinumu� santykis yra Λ∗2.

Pirma hipotez
e yra hipotez
es, nagrin
etos skyrelyje 4.5, atskiras atvejis. For-
mul
eje (4.5.3) reikia imti m = k, k1 = k2 = ... = km = 1. Antra hipotez
e yra
hipotez
es, nagrin
etos 5.1 skyrelyje, atskiras atvejis. Formul
eje (5.1.5) vietoje
parametru� k;m;n1, ..., nm, reikia imti 1; k;n1 = ... = nk = n. Gauname

Λ∗ = Λ∗1 · Λ∗2 =

(
|S∗|

S∗11 · ... · S∗kk

)n/2
·
(
knk/2(S∗11 · ... · S∗kk)n/2

(S∗11 + ...+ S∗kk)nk/2

)
. (5.2.13)

Pirmas daugiklis i²rei²kiamas empiriniais koreliacijos koe�cientais

r∗ij = S∗ij

√
S∗iiS

∗
jj ,
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o antrasis � tik diagonaliniais elementaiss S∗ii. Kai stebimo vektoriaus ko-
ordinat
es nepriklausomos, tai vektorius, sudarytas i² steb
ejimus atitinkan£ios
Vi²arto matricos diagonaliniu� elementu�, ir vektorius, sudarytas i² koreliacijos
koe�cientu�, yra nepriklausomi (ºr. 4.4 pratim¡). Tod
el tik
etinumu� santykiai Λ∗1
ir Λ∗2 yra nepriklausomi.

4.5 skyrelio (4.5.8) formul
eje buvo gauta

(Λ∗1)2/n d∼
k∏
i=2

ξi1, ξi1 ∼ Be
(
n− i

2
,
i− 1

2

)
, i = 2, ..., k. (5.2.14)

5.1 skyrelio (5.1.14) formul
eje buvo gauta

(Λ∗2)2/nk−k
d∼


k−1∏
j=1

[
ξ
jν/2
1j (1− ξ1j)ν/2

]
2/ν

=

k−1∏
j=1

[
ξj1j(1− ξ1j)

]
, (5.2.15)

ξ1j ∼ Be
(
j(n− 1)

2
,
n− 1

2

)
, j = 1, ..., k − 1.

Sujung¦ (5.2.14) ir (5.2.15), gauname (5.2.11). N

Formul¦ (5.2.11) galima naudoti ie²kant a. d. U kritiniu� reik²miu� skaitinio
modeliavimo metodais.

Atvejis k = 2. Kai skirstinys dvimatis, statistikos U skirstinys i�gauna labai
paprast¡ pavidal¡. Pritaik¦ gama funkcijos nuo dvigubo argumento savyb¦
(3.5.8) gauname, kad momentas (5.2.9) i�gyja toki¡ i²rai²k¡:

E(Uh) =
Γ(n− 1)

Γ(n− 1 + 2h)

Γ((n− 1 + 2h)/2)Γ((n− 2 + 2h)/2)

Γ((n− 1)/2)Γ((n− 2)/2)
=

=
1

4h
Γ(n− 1)Γ(n− 2 + 2h)

Γ(n− 1 + 2h)Γ(n− 2)
=

1

4h
n− 2

n− 2 + 2h
.

Nesunku patikrinti, kad tai a. d. Z2/4 momentas E(Z2/4)h, kai a. d. Z ∼
Be(n− 2, 1).

Gauname, kad hipotez
e H atmetama reik²mingumo lygmens α tik
etinumu�
santykio kriterijumi, kai

pv = P{Z2 < 4u} = (2
√
u)n−2 < α, (5.2.16)

£ia u yra statistikos U realizacija.

5.2.1 pavyzdys. (4.5.1 pavyzdºio t¦sinys). Lentel
eje 4.5.1 yra pateikta n = 30 dvima£io
a. v. realizaciju�. Tar¦, kad ²ie steb
ejimai yra dvima£io normaliojo vektoriaus X ∼ N2(µ,Σ)
paprastosios imties realizacija, patikrinsime hipotez¦ H, kad kovariacin
e matrica Σ pro-
porcinga ºinomai matricai Σ0:

H : Σ = σ2Σ0, Σ0 =

(
1 0, 5
0, 5 1, 5

)
.
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Matricos S realizacija surasta 4.5.1 pavyzdyje. Randame

Σ−1
0 =

(
1, 2 −0, 4
−0, 4 0, 8

)
, S =

(
0, 2137 0, 2023
0, 2023 0, 3897

)
, SΣ−1

0 =

(
0, 1755 0, 0764
0, 0764 0, 2308

)
.

Apskai£iuojame

|SΣ−1
0 | = 0, 03469, T r(SΣ−1

0 ) = 0, 40636, U = 0, 2101

ir randame P reik²m¦
pv = (2

√
u)n−2 = 0, 0877.

Hipotez
e atmetama, jai kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0877.

5.2.5. Tik
etinumu� santykio statistikos asimptotinis
skirstinys

Jeigu imties dydis n → ∞, tai remiantis tik
etinumu� santykio asimptotin
emis
savyb
emis (1 dalis, 4.5.4 skyrelis)

−2 ln Λ
d→ χ2

f , (5.2.17)

£ia laisv
es laipsniu� skai£ius

f = k(k + 1)/2− 1, (5.2.18)

nes i² pradºiu� buvo k+k(k+1)/2 neºinomas parametras (vidurkiu� vektoriaus ir
kovariaciju� matricos elementai), o esant teisingai hipotezei lieka k+1 neºinomas
parametras (vidurkiu� vektoriaus elementai ir vienas kovariacin
es matricos ele-
mentas), t. y. hipotez
e H uºdeda parametrams f apribojimu�. Pagal asimptotini�
tik
etinumu� santykio reik²mingumo lygmens α kriteriju� hipotez
e atmetama, kai

Z = −2 ln Λ > χ2
α(f), (5.2.19)

arba P reik²miu� terminais, kai

pva = P{χ2
f > z} < α, (5.2.20)

£ia z yra statistikos Z realizacija.

Naudojant modi�kuot¡ tik
etinumu� santykio statistik¡ Λ̃, kuri gaunama imant
nepaslinktuosius kovariaciniu� matricu� i�vertinius, asimptotinis skirstinys i²liks
nepakit¦s:

−2 ln Λ̃
d→ χ2

f . (5.2.21)

Pagal asimptotini� modi�kuot¡ tik
etinumu� santykio reik²mingumo lygmens
α kriteriju� hipotez
e H atmetama, kai

Z̃ = −2 ln Λ̃ > χ2
α(f), (5.2.22)

arba P reik²miu� terminais, kai

p̃va = P{χ2
f > z̃} < α, (5.2.23)
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£ia z̃ yra statistikos Z̃ realizacija.

5.2.2 pavyzdys. (5.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Palyginti i²spr¦skime t¡ pati� uºdavini� kaip ir
5.2.1 pavyzdyje, taikydami asimptotini� tik
etinumu� santykio kriteriju�.

Randame statistikos Z = −2 ln Λ realizacij¡ z = 5, 2163 ir j¡ atitinkan£i¡ P reik²m¦

pva = P{χ2
f > z} = P{χ2

2 > 5, 2163} = 0, 0734.

Taikydami modi�kuot¡ji� asimptotini� tik
etinumu� santykio kriteriju� gauname statistikos
Z̃ = −2 ln Λ̃ realizacij¡ z̃ = 5, 0424 ir j¡ atitinkan£i¡ P reik²m¦

p̃va = P{χ2
f > z̃} = P{χ2

2 > 5, 0424} = 0, 0804.

Matome, kad modi�kuotasis kriterijus ²iame pavyzdyje yra ²iek tiek tikslesnis.

5.2.6. Asimptotinio skirstinio patikslinimai

Lygyb
eje (5.2.9) imdami h = −itν ir padaugin¦ i² k−itkν gauname a. d. −2 ln Λ̃
charakteristin¦ funkcij¡

ψ(t) = k−itkν
Γ(kν/2)

Γ(kν/2− itνk)

k∏
j=1

Γ(ν + 1− j)/2− itν)

Γ((ν + 1− j)/2)
. (5.2.24)

Skleisdami funkcij¡ lnψ(t) Teiloro eilute (it) laipsniais, gauname

lnψ(t) =
∑
s

κs
(it)s

s!
, (5.2.25)

£ia κ1, κ2, ..., yra a. d. Z̃ = −2 ln Λ semiinvariantai.
Pirmasis semiinvariantas

κ1 = −νk ln k + νkϕ1

(
kν

2

)
−

k∑
j=1

νϕ1

(
ν + 1− j

2

)
,

£ia ϕ1(x) yra funkcijos ln Γ(x) pirmoji i²vestin
e (digama funkcija).
Analogi²kai gauname kitus semiinvariantus

κs = (−1)s+1(kν)sϕs

(
kν

2

)
+

k∑
j=1

(−1)sνsϕs

(
ν + 1− j

2

)
,

£ia ϕs(x) yra funkcijos ln Γ(x) s-oji i²vestin
e.

Jeigu vietoje statistikos Z̃ = −2 ln Λ̃ imsime statistik¡ Z∗ = δZ̃, kai δ =
f/κ1, tai a. d. Z∗ vidurkis EZ∗ = f tiksliai sutampa su asimptotinio skirstinio
(5.2.21) vidurkiu f .

Aproksimuodami statistikos Z∗ skirstini� χ2 skirstiniu su f laisv
es laipsniais,
gauname patikslint¡ tik
etinumu� santykio kriteriju� (sutapatinami vidurkiai): hi-
potez
e atmetama patikslintu asimptotiniu tik
etinumu� santykio reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

pv(1)
a = P{χ2

f > δz∗} < α, (5.2.26)
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£ia z∗ yra statistikos Z∗ realizacija.
Analogi²kai skyreliui 3.5.5 galima sudaryti patikslinimus sutapatinant 2 ar

3 momentus.

Kaip ir skyrelyje 3.5.5.4, aproksimacijos (5.2.21) tikslum¡ galima padidinti
skleidºiant funkcij¡ lnϕ(δt) ne (it), o (1− 2it) laipsniais:

lnϕ(δt) = −ν
2

ln(1− 2it) +

l∑
s=1

ωs
(nδ)s

[
1

(1− 2it)s
− 1

]
+O(1/nl+1). (5.2.27)

Kaip ir 3.5.5.4 skyrelyje tikslinga parinkti δ taip, kad ω1 skleidinyje (5.2.27)
virstu� 0. Gauname, kad δ reikia parinkti taip:

δ = 1− (2k2 + k + 2)/(6kν). (5.2.28)

Apsiriboj¦ tik nariu s = 1 (dalinis vidurkio sutapatinimas), gausime patiks-
lint¡ kriteriju� P reik²miu� terminais: hipotez
e atmetama apytiksliu reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

pv(2)
a = P{χ2

f > δz̃} < α, (5.2.29)

£ia z̃ yra statistikos Z̃ realizacija.
Pa
em¦ ir nari� s = 2, gauname toki� P reik²m
es patikslinim¡ (analogi²k¡

teoremai 3.5.6):

pv(3)
a = P{χ2

ν > δz̃} − ω2[P{χ2
f+4 > δz̃} −P{χ2

f > δz̃}] +O(1/n3), (5.2.30)

ω2 = (k + 2)(k − 1)(k − 2)(2k3 + 6k2 + 3k + 2)/(288k2ν2δ2).

5.2.3 pavyzdys. (5.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Spr¦sime uºdavini� i² pavyzdºio 5.2.1 naudodami
pateiktus aproksimacijos patikslinimus. Remiantis 5.2.4 skyreliu atveju k = 2 statistikos
−2 ln Λ̃ charakteristin
e funkcija

ψ(t) = (1− 2itν/(ν − 1))−1.

Taigi vidurkis κ1 = 2ν/(ν − 1) ir parinkus δ = 2/κ1 = (ν − 1)/(ν) (sutapatinus vidurkius),
statistikos δZ̃ skirstinys yra χ2 skirstinys su 2 laisv
es laipsniais. Tod
el asimptotin
e P reik²m
e
pv

(1)
a sutampa su tikslia P reik²me pv, surasta 5.2.1 pavyzdyje, ir lygi 0, 0877.
Analogi²kai taikydami skleidim¡ (5.2.27) ir parink¦ ω1 = 0, gausime δ = (ν − 1)/ν ir

koe�cietai ω2 = ω3 = ... = 0 lygu	s 0. Gauname, kad statistikos δZ̃ skirstinys yra χ2 skirstinys
su 2 laisv
es laipsniais ir pv(2)a = pv = 0, 0877.

Palygin¦ su 5.2.2 pavyzdºiu galime daryti i²vad¡, kad asimptotini� tik
etinumu� santykio

kriteriju� tikslinga koreguoti, naudojant, pavyzdºiui, pateiktus patikslinimus.
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5.3. Kovariacin
es matricos lygyb
es ºinomai mat-

ricai hipotez
es tikrinimas

5.3.1. Kovariacin
es matricos lygyb
es ºinomai matricai
hipotez
e

Tarkime, kad X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ). Reikia
patikrinti hipotez¦

H : Σ = Σ0, (5.3.1)

kad kovariacin
e matrica Σ yra lygi ºinomai matricai Σ0. Tarsime, kad matrica
|Σ0| > 0 teigiamai apibr
eºta.

5.3.2. Tik
etinumu� santykio kriterijus

Rasime tik
etinumu� santykio statistik¡ hipotezei H tikrinti.

5.3.1 teorema. Tarkim, kad |Σ| > 0, n > k, ir ºinoma matrica |Σ0| > 0
teigiamai apibr
eºta. Tada tik
etinumu� santykio statistika Λ hipotezei H tikrinti
turi toki� pavidal¡

Λ =
( e
n

)nk/2
|SΣ−1

0 |n/2 exp{−1

2
Tr(SΣ−1

0 )}, (5.3.2)

£ia

X̄ =

n∑
j=1

Xj , S =

n∑
j=1

(Xj − X̄)(Xj − X̄)T .

I�rodymas. Kadangi ºinomoji matrica Σ0 simetrin
e ir teigiamai apibr
eºta,
tai egzistuoja tokia nei²sigimusi kvadratin
e matrica C (1 priedas, (8.2.10)), kad

CΣ0C
T = I. (5.3.3)

Atlikime a. v. Xj tiesines transformacijas naudodami matric¡ C:

Y j = CXj , j = 1, ..., n. (5.3.4)

Tada vektoriai Y 1, ...,Y n taip pat yra paprastoji imtis, gauta stebint normalu�ji�
vektoriu� Y ∼ Nk(ν,Ψ):

E(Y j) = Cµ = ν, V (Y j) = CΣCT = Ψ.

Atsitiktiniu� vektoriu� Y 1, ...,Y n terminais hipotez
e H ekvivalenti hipotezei
H∗ : Ψ = I, £ia I vienetin
e matrica.

Randame tik
etinumu� santykio statistik¡ hipotezei H∗ tikrinti:

Λ∗ =
maxν,Ψ=I L(ν,Ψ)

maxν,Ψ L(ν,Ψ)
=

L(ν̃, I)

L(ν̂, Ψ̂)
,
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£ia ν̂ ir Ψ̂ yra parametru� ν ir Ψ DT i�vertiniai, o ν̃ ir yra parametro ν DT
i�vertinys surastas tarus, kad hipotez
e H∗ teisinga.

Remiantis 1.1 skyreliu parametru� ν ir Ψ didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai
yra

ν̂ = Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Y i, Ψ̂ =
1

n

n∑
i=1

(Y i − Ȳ )(Y i − Ȳ )T =
1

n
S∗ =

1

n
[S∗ij ]k×k,

o tik
etinumo funkcijos maksimumas

L(ν̂, Ψ̂) = (2π)−nk/2nnk/2|S∗|−n/2 exp{−nk
2
}.

Kai hipotez
e H∗ teisinga, skaitiklyje turime tik
etinumo funkcij¡, gaut¡ i² k
nepriklausomu� paprastu�ju� im£iu�, gautu� stebint vienma£ius normaliuosius dy-
dºius su dispersijomis lygiomis 1. Taigi ν̃ = ν̂, o tik
etinumo funkcijos s¡lyginis
maksimumas

L(ν̃, I) = (2π)−nk/2 exp{−1

2
Tr(S∗)}.

Padalij¦ gauname, kad tik
etinumu� santykis hipotezei H∗ tikrinti yra

Λ∗ =
( e
n

)nk/2
|S∗|n/2 exp{−1

2
Tr(S∗)}. (5.3.5)

Remdamiesi (5.3.3), (5.3.4) gauname

S∗ = CSCT , Σ0 = (CTC)−1, Σ−1
0 = CCT ,

tod
el
|S∗| = |CSCT | = |S||CCT | = |SΣ−1

0 |,
T r(S∗) = Tr(CSCT ) = Tr(SCTC) = Tr(SΣ−1

0 ). (5.3.6)

I�ra²¦ ²ias i²rai²kas i� (5.3.5), gauname (5.3.2). Statistika Λ∗ nepriklauso nuo
matricos C parinkimo ir sutampa su Λ. N

Tikrinamoji hipotez
e H atmetama reik²mingumo lygmens α tik
etinumu� san-
tykio kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

Λ < Λ1−α,

£ia Λ1−α yra statistikos Λ eil
es 1−α kritin
e reik²m
e. Kartais rekomenduojama
sudarant statistik¡ naudoti nepaslinktuosius dispersiju� i�vertinius. Modi�kuotoji
tik
etinumu� santykio statistika Λ̃ gaunama pakei£iant n i� ν = n− 1:

Λ̃ =
( e
ν

)νk/2
|SΣ−1

0 |ν/2 exp{−1

2
Tr(SΣ−1

0 )}, (5.3.7)

Hipotez
e H atmetama modi�kuotuoju reik²mingumo lygmens α tik
etinumu�
santykio kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

Λ̃ < Λ̃1−α.

Norint rasti kritines reik²mes, reikia i²tirti tik
etinumu� santykio statistikos
savybes, kai hipotez
e teisinga.
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5.3.3. Tik
etinumu� santykio statistikos momentai

Ie²kosime statistikos Λ momento E(Λh), kai hipotez
e H yra teisinga.

5.3.2 teorema. Jeigu hipotez
e H teisinga ir n > k, tai momentas E(Λh) turi
toki� pavidal¡:

E(Λh) =

(
2e

n

)nkh
2
(

1

1 + h

) (n+nh−1)k
2

k∏
j=1

Γ((n+ nh− j)/2)

Γ((n− j)/2)
. (5.3.8)

I�rodymas. Remiantis 5.3.1 teoremos i�rodymu statistikos Λ skirstinys su-
tampa su statistikos Λ∗, apibr
eºtos (5.3.5) formule, skirstiniu. Tod
el

Λ
d∼
( e
n

)nk/2
|S∗|n/2 exp{−1

2
Tr(S∗)}, (5.3.9)

£ia matrica S∗, kai hipotez
e teisinga, turi Vi²arto skirstini� S∗ ∼ Wk(ν, I).
Remdamiesi (1.6.13) tankio i²rai²ka gauname

E(Λh) =
( e
n

)nkh
2

∫
|S∗|nh2 exp{−1

2
hTr(S∗)}

|S∗|n−k−2
2 exp{− 1

2Tr(S
∗)}

K(k, n− 1, I)
dS∗

=
( e
n

)nkh
2 K(k, n− 1 + nh, [(1 + h)I]−1)

K(k, n− 1, I)

∫
f(S∗|k, n+nh−1, [(1+h)I]−1)dS∗.

Kadangi po integralu yra Vi²arto skirstinio tankis, tai integralas lygus 1 ir,
remdamiesi normuojan£iu� konstantu� i² (1.6.13) i²rai²komis, gauname (5.3.8). N

5.3.4. Tik
etinumu� santykio skirstinys

Momentus (5.3.8) galima traktuoti kaip a. d. ln Λ momentus generuojan£i¡j¡
funkcij¡, kuri, kai n > k, egzistuoja h kitimo intervale |h| < 1/2, apiman£iame
ta²k¡ h = 0. Tod
el momentai (5.3.8) visi²kai nusako a. d. ln Λ, o kartu ir a. d.
Λ skirstini�.

5.3.3 teorema. Jeigu hipotez
e H teisinga, n > k, tai a. d. Λ skirstinys su-
tampa su skirstiniu polinomo nuo nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu�:

Λ2/n d∼
k∏
i=2

ξi1

k∏
j=1

[(ηj/n) exp{1− ηj/n}]; (5.3.10)

£ia ξ21, ..., ξk1, η1, ..., ηk yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai. Atsitiktiniai dy-
dºiai ξ21, ..., ξk1 turi beta skirstinius:

ξi1 ∼ Be((n− i)/2, (i− 1/2)), i = 2, ..., k.

A. d. η1, ..., ηk yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦

ηj ∼ χ2(n− 1), j = 1, ..., k.
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I�rodymas. Tik
etinumu� santykio Λ skirstinys sutampa su Λ∗ skirstiniu.
Tik
etinumu� santyki� Λ∗ galima i²reik²ti dvieju� tik
etinumu� santykiu� sandauga

Λ∗ = Λ∗1 · Λ∗2 =

(
maxν,Ψ=∆ L(ν,Ψ)

maxν,Ψ L(ν,Ψ)

)
·

(
maxν,Ψ=I L(ν,Ψ)

maxν,Ψ=∆ L(ν,Ψ)

)
, (5.3.11)

£ia ∆ yra diagonali, o I � vienetin
e matricos. Taigi hipotez¦ H∗ galima tikrinti
kaip sud
etin¦ hipotez¦. Visu� pirma tikriname hipotez¦, kad vektoriaus Y koor-
dinat
es yra nepriklausomos. �iai hipotezei tik
etinumu� santykis yra Λ∗1. Paskui
tikriname hipotez¦, kad vektoriaus Y koordina£iu� dispersijos yra lygios 1, jei ºi-
noma, kad jos yra nepriklausomos. Tokiai hipotezei tikrinti tik
etinumu� santykis
yra Λ∗2.

Pirmoji hipotez
e yra atskiras hipotez
es, nagrin
etos skyrelyje 4.5, atvejis.
Formul
eje (4.5.3) reikia imti m = k, k1 = k2 = ... = km = 1. Surad¦ antrosios
hipotez
es tik
etinumu� santyki� gauname

Λ∗ = Λ∗1 · Λ∗2 =

(
|S∗|

S∗11 · ... · S∗kk

)n/2
·
(( e

n

)nk
2 (S∗11 · ... · S∗kk)n/2

exp{ 1
2Tr(S

∗)}

)
. (5.3.12)

Pirmasis daugiklis i²rei²kiamas empiriniais koreliacijos koe�cientais r∗ij =

S∗ij
√
S∗iiS

∗
jj , o antrasis � diagonaliniais elementais S∗ii. Kai stebimo vektoriaus

koordinat
es nepriklausomos, tai vektorius, sudarytas i² steb
ejimus atitinkan£ios
Vi²arto matricos diagonaliniu� elementu�, ir vektorius, sudarytas i² koreliacijos
koe�cientu�, yra nepriklausomi (ºr. 4.4 pratim¡). Tod
el tik
etinumu� santykiai Λ∗1
ir Λ∗2 yra nepriklausomi.

4.5 skyrelio (4.5.8) formul
eje buvo gauta

(Λ∗1)2/n d∼
k∏
i=2

ξi1, ξi1 ∼ Be
(
n− i

2
,
i− 1

2

)
, i = 2, ..., k. (5.3.13)

Kadangi esant teisingai nepriklausomumo hipotezei ir vienetin
ems dispersi-
joms, a. d. S∗11, ..., S

∗
kk yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦ S∗jj ∼ χ2(n−1),

tai

(Λ∗)2/n =

k∏
j=1

(
eS∗jj

n exp{S∗jj/n}

)
=

k∏
j=1

[(ηj/n) exp{1− ηj/n}]. (5.3.14)

Sujung¦ (5.3.13) ir (5.3.14), gauname (5.3.10). N

Formul¦ (5.3.10) galima naudoti ie²kant a. d. Λ kritiniu� reik²miu� skaitinio
modeliavimo metodais.

5.3.5. Tik
etinumu� santykio statistikos asimptotinis
skirstinys

Jeigu imties dydis n → ∞, tai remiantis tik
etinumu� santykio asimptotin
emis
savyb
emis (1 dalis, 4.5.4 skyrelis)

−2 ln Λ
d→ χ2

f , (5.3.15)
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£ia laisv
es laipsniu� skai£ius
f = k(k + 1)/2, (5.3.16)

nes i² pradºiu� buvo k + k(k + 1)/2 neºinomas parametras (vidurkiu� vektoriaus
ir kovariaciju� matricos elementai), o esant teisingai hipotezei lieka k neºinomu�
parametru� (vidurkiu� vektoriaus elementai), t. y. hipotez
e H uºdeda paramet-
rams f apribojimu�. Pagal asimptotini� tik
etinumu� santykio reik²mingumo lyg-
mens α kriteriju� hipotez
e atmetama, kai

Z = −2 ln Λ > χ2
α(f), (5.3.17)

arba P reik²miu� terminais, kai

pva = P{χ2
f > z} < α, (5.3.18)

£ia z yra statistikos Z realizacija.

Naudojant modi�kuot¡j¡ tik
etinumu� santykio statistik¡ Λ̃, kuri gaunama
imant nepaslinktuosius kovariaciniu� matricu� i�vertinius, asimptotinis skirstinys
i²liks nepakit¦s:

−2 ln Λ̃
d→ χ2

f . (5.3.19)

Pagal asimptotini� modi�kuot¡ tik
etinumu� santykio reik²mingumo lygmens
α kriteriju� hipotez
e H atmetama, kai

Z̃ = −2 ln Λ̃ > χ2
α(f), (5.3.20)

arba P reik²miu� terminais, kai

p̃va = P{χ2
f > z̃} < α, (5.3.21)

£ia z̃ yra statistikos Z̃ realizacija.

5.3.1 pavyzdys. (2.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Tarkime, kad 2.2.1 lentel
eje pateiktus duomenis
galima interpretuoti kaip didumo n = 24 paprastosios imties, gautos stebint trimati� normalu�ji�
vektoriu� X ∼ N3(µ,Σ), realizacij¡. Reikia patikrinti hipotez¦

H : Σ = Σ0 = 10−2

 0, 8 0, 4 0, 8
0, 4 1, 4 1, 2
0, 8 1, 2 1, 8

 ,

kad kovariacin
e matrica Σ lygi ºinomai matricai Σ0.
Matricos S realizacija rasta 2.2.1 pavyzdyje. Randame

Σ−1
0 = 100

 2, 4107 0, 5357 −1, 4286
0, 5357 1, 7857 −1, 4286
−1, 4286 −1, 4286 2, 1429

 ,

SΣ−1
0 = 100

 0, 71990, 3955− 0, 5264
0, 47960, 5671− 0, 5007
−0, 0929− 0, 08230, 2629

 .

Apskai£iuojame statistiku� |SΣ−1
0 |, Tr(SΣ−1

0 ) ir Z = −2 ln Λ realizacijas

|SΣ−1
0 | = 10023, 9224, T r(SΣ−1

0 ) = 154, 991, z = 57, 9619,
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ir randame asimptotinio tik
etinumu� santykio kriterijaus P reik²m¦

pva = P{χ2
f > z} = P{χ2

6 > 57, 9619} = 1, 2 · 10−10.

Analogi²kai pagal modi�kuot¡ji� asimptotini� tik
etinumu� santykio kriteriju� (naudojami
nepasliktieji kovariacin
es matricos i�vertiniai, t. y. n kei£iama i� ν = n− 1) randame

z̃ = 59, 0682, p̃va = P{χ2
6 > 59, 0682} = 7 · 10−11.

Matome, kad modi�kuotas kriterijus ²iame pavyzdyje ²iek tiek skiriasi.

5.3.6. Asimptotinio skirstinio patikslinimai

Nagrin
esime statistikos Z̃ = −2 ln Λ̃ asimptotinio skirstinio patikslinimus. Turime

Λ̃ =
( e
n

)nk/2
|SΣ−1

0 |n/2 exp{−1

2
Tr(SΣ−1

0 )} d∼

Λ̃∗1Λ̃∗2 =

(
|S∗|

S∗11 · ... · S∗kk

)ν/2
·
(( e

ν

) νk
2 (S∗11 · ... · S∗kk)ν/2

exp{ 1
2Tr(S

∗)}

)
.

Remdamiesi 4.5.3 skyrelio (4.5.6) formule (imdamim = k, k1 = ... = km = 1)
gauname

E
(

Λ̃∗1

) 2h
ν

= E

(
|S∗|

S∗11 · ... · S∗kk

)ν/2
=

k∏
j=2

(
Γ
(
ν+1−j

2 + h
)

Γ
(
ν
2

)
Γ
(
ν+1−j

2

)
Γ
(
ν
2 + h

)) . (5.3.22)

Antrasis daugiklis

(
Λ̃∗2

) 2
ν

=

k∏
j=1

(
S∗jj
ν

exp

{
1−

S∗jj
ν

})
. (5.3.23)

Kadangi a. d. S∗11, ..., S
∗
kk yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦, tai

E
(

Λ̃∗2

) 2h
ν

=

k∏
j=1

[
E

(
S∗jj
ν

exp

{
1−

S∗jj
ν

})h]k
=

[(
2e

ν

)h
1

(1 + 2h/ν)ν/2+h

Γ
(
ν
2 + h

)
Γ
(
ν
2

) ]k
. (5.3.24)

Lygyb
ese (5.3.22) ir (5.3.24) vietoje h imdami (−itν) ir sudaugin¦ gausime
a. d. Z̃ = −2 ln Λ̃ charakteristin¦ funkcij¡

ψ(t) = ψ1(t)[ψ̃(t)]k, (5.3.25)

£ia

ψ1(t) =

k∏
j=2

(
Γ
(
ν+1−j

2 − itν
)

Γ
(
ν
2

)
Γ
(
ν+1−j

2

)
Γ
(
ν
2 − itν

)) ,
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ψ̃(t) =

[(
2e

ν

)−itν
1

(1− 2it)ν/2−itν
Γ
(
ν
2 − itν

)
Γ
(
ν
2

) ]
.

Remdamiesi 4.5.3 skyreliu galime tvirtinti, kad ν →∞ charakteristin
e funk-
cija ψ1(t) art
eja i� (1− 2it)−f1/2, f1 = k(k − 1)/2, tod
el charakteristin
e funkcija
ψ̃(t) tur
etu� art
eti i� (1−2it)−1/2, t. y. i� χ2 skirstinio su 1 laisv
es laipsniu charak-
teristin¦ funkcij¡. Tuo galime i�sitikinti ir tiesiogiai. Remiantis (5.3.23)

−2 ln Λ̃∗2 =

k∑
j=1

[
(ν − S∗jj)− ν ln

S∗jj
ν

]
=

k∑
j=1

[
(ν − S∗jj)− ν ln

(
1 +

S∗jj − ν
ν

)]
=

k∑
j=1

[
(S∗jj − ν)2

2ν
+OP

(
1√
ν

)]
. (5.3.26)

Kadangi (S∗jj − ν)/
√

2ν
d→ Y ∼ N(0, 1), tai −2 ln Λ̃∗2

d→ χ2
k, kai ν →∞.

Skleisdami lnψ(t) Teiloro eilute (it) laipsniais, gausime

ψ(t) =
∑
s

(κs + kκ̃s)
(it)s

s!
,

£ia κs yra semiinvariantai, atitinkantys funkcij¡ lnψ1(t) (ju� i²rai²kos pateiktos
4.5.3 skyrelyje); κ̃s � semiinvariantai atitinkantys funkcij¡ ln ψ̃(t). Pirmieji du
semiinvariantai yra

κ1 = ν{k ln(ν/2)− ϕ1(ν/2)−
k∑
j=2

ϕ1((ν + 1− j)/2)},

κ2 = ν2{kϕ2(ν/2) +

k∑
j=2

ϕ2((ν + 1− j)/2)} − 2kν.

Jeigu vietoje statistikos Z̃ = −2 ln Λ̃ imsime statistik¡ Z∗ = δZ̃, kai δ =
f/κ1, tai a. d. Z∗ vidurkis EZ∗ = f tiksliai sutampa su asimptotinio skirs-
tinio (5.3.19) vidurkiu f . Aproksimuodami statistikos Z∗ skirstini� χ2 skirstiniu
su f laisv
es laipsniais, gauname patikslint¡ tik
etinumu� santykio kriteriju� (su-
tapatinami vidurkiai): hipotez
e atmetama patikslintu asimptotiniu tik
etinumu�
santykio reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

pv(1)
a = P{χ2

f > δz∗} < α, (5.3.27)

£ia z∗ yra statistikos Z∗ realizacija.
Parinkdami du parametrus δ ir f i² lyg£iu�

E(δZ̃) = δκ1 = f,

V (δZ̃) = δ2κ2 = 2f,
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ir aproksimuodami statistikos Z∗ skirstini� χ2 skirstiniu su f laisv
es laipsniais,
gauname patikslint¡ tik
etinumu� santykio kriteriju� (sutapatinami du momentai):
hipotez
e atmetama patikslintu asimptotiniu tik
etinumu� santykio reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

pv(2)
a = P{χ2

f > δz∗} < α, (5.3.28)

£ia z∗ yra statistikos Z∗ realizacija. Reikia paºym
eti, kad ²ioje aproksimacijoje
f nebu	tinai sveikasis skai£ius. Tod
el randant pv

(2)
a reikia prisiminti χ2 skirstinio

ir gama skirstinio s¡ry²i�.

Kitas patikslinimas, kaip ir pirmesniuose skyreliuose, gali bu	ti gautas sklei-
dºiant charakteristin¦ funkcij¡ (1 − 2it) laipsniais. Skyrelyje 4.5.7 gautas toks
charakteristin
es funkcijos ψ1(δt) skleidimas (reikia imti m = k, k1 = k2 = ... =
km = 1):

ψ1(δt) =

(
1

1− 2it

)f1/2{
1 +

ω2

(nδ)2

[
1

(1− 2it)2
− 1

]}
+O

(
1

n3

)
, (5.3.29)

£ia

δ =
6n− 2k − 11

6n
, ω2 =

2f1(4f1 − 13)

216
, f1 =

k(k − 1)

2
.

Vietoje statistikos −2 ln Λ imdami statistik¡

U = −2δ ln Λ∗1 + T, T =

k∑
j=1

[
(S∗jj − ν)2

2ν

]
, (5.3.30)

gausime, kad jos charakteristin
e funkcija apytiksliai lygi sandaugai (5.3.28) ir
(1− 2it)k/2. Naudodami pirm¡ji� skleidinio nari� gauname kriteriju�: hipotez
e H
atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

pv(3)
a = P{χ2

f1+kν > u} < α, (5.3.31)

£ia u yra statistikos U realizacija.
Imdami ir nari� su ω2 gauname kriteriju�: hipotez
e H atmetama asimptotiniu

reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

pv(4)
a = P{χ2

f1+kν > u} − ω2

(nδ)2
{P{χ2

f1+kν+4 > u} −P{χ2
f1+kν > u}} < α.

(5.3.32)

5.3.2 pavyzdys. (5.3.1 pavyzdºio t¦sinys). Spr¦sime uºdavini� i² pavyzdºio 5.3.1 naudodami
pateiktus aproksimacijos patikslinimus.

Statistikos Z̃ realizacija z̃ gauta 5.3.1 pavyzdyje z̃ = 12, 3868. Naudodami SAS paket¡
randame

κ1 = 6, 23662, δ = f/κ1 = 0, 96206, δz̃ = 11, 91684,

ir asimptotin¦ patikslint¡ P reik²m¦

pv
(1)
a = P{χ2

f > δz̃} = P{χ2
6 > 11, 91684} = 0, 06385.
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Sutapatindami du momentus papildomai apskai£iuojame

κ2 = 12, 97364, δ = 2κ1/κ2 = 0, 96143, f = 2κ21/κ2 = 5, 99607,

ir randame patikslint¡ asimptotin¦ P reik²m¦

pv
(2)
a = P{U > δz̃} = P{U > 11, 90904} = 0, 06390,

£ia U ∼ G(1/2, f/2) turi gama skirstini� su parametrais 1/2 ir f/2.
Randame δ = 0, 9056 ir ω2 = −0, 0278 ir naudodamiesi 5.3.1 pavyzdºiu apskai£iuojame

statistikos U realizacij¡

u = −2 ln
|SΣ−1

0 |
S∗11 · ... · S∗kk

+ T = 11, 6295.

Asimptotin
e P reik²m
e
pv

(3)
a = P{χ2

6 > u} = 0, 0708.

Asimptotin
e P reik²m
e pv(4)a keturiu� ºenklu� po kablelio tikslumu sutampa su pv(3)a .

Palygin¦ 5.3.1 ir 5.3.2 pavyzdºius matome, kad, kai n nedideli, tik
etinumu� santykio

kriterijus gali bu	ti netikslus. Rekomenduojama ji� patikslinti bent jau sutapatinant vidurkius.

Tolesni patikslinimai yra maºiau reik²mingi.

5.4. Pratimai

5.1. Tarkime, Xi1, ..., Xini , i = 1, ...,m, yra m paprastu�ju� im£iu�, gautu� stebint nepriklauso-
mus a. d. Xi ∼ N(µi, σ

2
i ), i = 1, ...,m. a) Raskite tik
etinumu� santykio statistik¡ atsiºvelgdami

i� Bartleto patais¡ hipotezei H : σ2
1 = ... = σ2

m tikrinti. b) Sudarykite asimptotini� hipotez
es H
tikrinimo kriteriju�.

5.2. Turime tris vienodo didumo n imtis, gautas stebint nepriklausomus a. v. Xi ∼
N(µi,Σi). Sudarykite tik
etinumu� santykio statistik¡ Λ1 hipotezeiH1 : Σ1 = Σ2 ir tik
etinumu�
santykio statistik¡ Λ2 hipotezei H1 : Σ2 = Σ3 tikrinti, kai ºinoma, kad Σ1 = Σ2. I�rodykite,
kad a. d. Λ1 ir Λ2 yra nepriklausomi, kai Σ1 = Σ2 = Σ3.

5.3. Tegu Y (j), j = 1, ...,m, yra nepriklausomi k-ma£iai vektoriai su nuliniais vidurkiais
ir kovariaciju� matricomis Σj . Tarkim, C = [cij ]m×m ortogonali matrica, kurios paskutinioji
eilut
e yra (1/

√
m, ..., 1/

√
m). Atlikime transformacij¡

Z(j) =

m∑
i=1

cjiY
(i), j = 1, ...,m.

I�rodykite, kad
Cov (Z(m),Z(j)) = 0, j = 1, ...,m− 1,

tada ir tik tada, kai Σ1 = ... = Σm.

5.4. (5.3 pratimo t¦sinys.) Remiantis 5.3 pratimu raskite hipotez
es H : Σ1 = ... = Σm

tikrinimo kriteriju�, kaip kriteriju� d
el a. v. Z(m) nepriklausomumo nuo a. v. Z(1), ...,Z(m−1)

remiantis jungtinio vektoriaus U = ((Z(1))T , ..., (Z(m−1))T )T paprast¡ja imtimi U1, ...,Un.
Raskite tik
etinumu� statistikos skirstini�, kai k = 2.

5.5. Tegu X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ). Nagrin
ekime hipotezes
H : µ = µ0,Σ = Σ0, H1 : Σ = Σ0 ir H2 : µ = µ0, kai ºinoma, kad Σ = Σ0; £ia Σ0 ºinoma,
|Σ0| > 0. Tegu Λ,Λ1 ir Λ2 yra ²ias hipotezes atitinkan£ios tik
etinumu� santykio statistikos.

a) Raskite statistikos Λ i²rai²k¡ ir asimptotini� skirstini�, kai H teisinga.
b) I�rodykite, kad Λ = Λ1Λ2.
c) I�rodykite, kad Λ1 ir Λ2 nepriklausomi, kai hipotez
e H teisinga.

5.6. Tegu X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ). Nagrin
ekime hipotezes
H : µ = 0,Σ = σ2Σ0, H1 : Σ = σ2Σ0 ir H2 : µ = 0, kai ºinoma, kad Σ = σ2Σ0; £ia
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Σ0 ºinoma, o σ � neºinomas. Tegu Λ,Λ1 ir Λ2 yra ²ias hipotezes atitinkan£ios tik
etinumu�
santykio statistikos.

a) Raskite statistikos Λ2 skirstini�, kai H2 teisinga.
b) Raskite statistikos Λ i²rai²k¡ ir asimptotini� skirstini�, kai H teisinga.

5.7. Pagal 8 vienodo didumo n = 20 paprast¡sias imtis, gautas stebint nepriklausomus
a. d. Xi ∼ N(µi, σ

2
i ) gauti nepaslinktieji dispersiju� i�ver£iai: 12,4; 6,8; 17,1; 10,4; 12,0; 15,3;

5,1; 8,9. Patikrinti hipotez¦ H : σ2
1 = ... = σ2

8 .

5.8. Buvo matuojamas aliuminio lydiniu� tempiamasis atsparumas (X1) ir ju� tvirtumas
(X2). Gauta po 12 matavimu� 5 nepriklausomose imtyse. Pagal matavimo duomenis apskai-
£iuotos matricos [2]

S1 =

(
78, 948 214, 18
214, 18 1247, 18

)
, S2 =

(
223, 695 657, 62
657, 62 2519, 31

)
,

S3 =

(
57, 448 190, 63
190, 63 1241, 78

)
, S4 =

(
187, 618 375, 91
375, 91 1473, 44

)
,

S5 =

(
88, 456 259, 18
259, 18 1171, 73

)
.

Patikrinkite hipotez¦ apie penkiu� kovariaciniu� matricu� lygyb¦.

5.9. Tegu X1 ir X2 yra taur
elapio ilgis ir plotis, o X3 ir X4 � vainiklapio ilgis ir plotis.
Atlikta po 50 matavimu� Iris versicolor, Iris setosa ir Iris virginica. Pagal gautus duomenis
apskai£iuotos matricos [2]:

S1 =


13, 0552 4, 1740 8, 9620 2, 7332
4, 1740 4, 8250 4, 0500 2, 0190
8, 9620 4, 0500 10, 8200 3, 5820
2, 7332 2, 0190 3, 5820 1, 9162

 ,

S2 =


6, 0882 4, 8616 0, 8014 0, 5062
4, 8616 7, 0408 0, 5732 0, 4556
0, 8014 0, 5732 1, 4778 0, 2974
0, 5062 0, 4556 0, 2974 0, 5442

 ,

S3 =


19, 8128 4, 5944 14, 8612 2, 4056
4, 5944 5, 0962 3, 4976 2, 3338

14, 8612 3, 4976 14, 9248 2, 3924
2, 4056 2, 3338 2, 3924 3, 6962

 .

a) Patikrinkite hipotez¦ Σ1 = Σ2.
b) Patikrinkite hipotez¦ Σ1 = Σ2 = Σ3.

5.10. Pagal 1.9 pratimo duomenis patikrinkite hipotez¦, kad atveju a) ir atveju b) ko-
variacin
es matricos yra lygios.

5.11. (2.7 pratimo t¦sinys). Pagal pratimo 2.7 duomenis patikrinkite hipotez¦

H : Σ = σ2Σ0 = σ2

(
6 8
8 15

)
.

5.12. Pagal pratimo 2.9 duomenis patikrinkite hipotez¦, kad a. v. (X1, X2, X3)T ko-
variacin
e matrica proporcinga matricai

Σ0 =

 10 5 2
5 5 2
2 2 5

 .

5.13. Pagal pratimo 1.13 duomenis patikrinkite hipotez¦, kad a. v. (X1, X2, X3, X4)T

kovariacin
e matrica Σ lygi ºinomai matricai

Σ0 =


0, 1 −0, 5 0 0
−0, 5 25 0, 5 0, 5

0 0, 5 1 0
0 0, 5 0 1

 .
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5.14. Pagal pratimo 1.13 duomenis patikrinkite hipotez¦, kad a. v. (X1, X2, X3)T ko-
variacin
e matrica Σ lygi ºinomai matricai

Σ0 =

 3 10 0
10 200 −6
0 −6 3

 .

5.15. Pagal pratimo 2.18 duomenis patikrinkite hipotez¦ H : Σ1 = Σ2.

5.16. Pagal pratimo 3.14 duomenis patikrinkite hipotez¦ H : Σ1 = Σ2 = Σ3.

5.17. Pagal pratimo 4.24 duomenis patikrinkite hipotez¦, kad a. v. (X1, X2, X3)T s¡-
lyginio skirstinio, kai a. v. (X4, X5, X6)T �ksuotas, kovariacin
e matrica Σ11·2 proporcinga
matricai

Σ0 =

 34 0 10
0 6 0

10 0 1

 .

Atsakymai ir nurodymai.

5.1. a) Tik
etinumu� santykio statistika

Λ =
νν/2

ν
ν1/2
1 · ... · ννm/2m

S
ν/2
1 ... · Sνm/2m

Sν/2
,

£ia Si =
∑
j(Xij −Xi.)2, νi = n1 − 1, i = 1, ...,m; S = S1 + ...+ Sm, ν = ν1 + ...+ νm −m.

b) Hipotez
e H atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Z = −2 ln Λ = ν lnS − ν1 lnS1 − ...− νm lnSm − ν ln ν + ν1 ln ν1 + ...+ νm ln νm < α,

arba, P reik²miu� terminais, kai pva = P{χ2
m−1 > Z} < α, £ia Z yra statistikos realizacija.

5.2. Tik
etinumu� santykio statistikos

Λ1 =
|S1|nk/2|S2|nk/22nk

|S1 + S2|nk
, Λ2 =

|S1 + S2|nk|S3|nk/233nk/2

|S1 + S2 + S3|3nk/2
,

£ia S1,S2,S3 yra Vi²arto matricos, sudarytos i² nepriklausomu� im£iu�. Siekiant i�sitikinti Λ1

ir Λ2 nepriklausomumu pakanka patikrinti, kad E(Λ1Λ2)h = E(Λh1 )E(Λh2 ).

5.4. Tegu S =
∑
j UjU

T
j = [Sij ]mk×mk, o S11 = [Sij ]k(m−1)×k(m−1), kai i, j = 1, ..., k(m−

1); S22 = [Sij ]k×k, kai i, j = km − k + 1, ..., km. Tik
etinumu� santykio statistika Λ =

(|S|/(S11S22))n/2. Kai hipotez
e teisinga, statistika Z = −2 ln Λ asimptoti²kai turi χ2 skirstini�
su ν = k2m laisv
es laipsniu�. Jeigu k = 2, tai remdamiesi skyreliu 4.5.4 gauname, kad statistika

U = Λ2/n d∼ η221, η21 ∼ Be(n−2m−4, 2(m−1)) ir F = (1−
√
U)(n−2m−4)/(2(m−1)

√
U) ∼

F (4(m− 1), 2(n− 2m− 4)). 5.5. a) Tik
etinumu� santykio statistika

Λ =
( e
n

)nk/2
|SΣ−1

0 |
n/2 exp{−

1

2
[Tr(SΣ−1

0 ) + n(X̄− µ0)TΣ−1
0 (X̄− µ0)]},

£ia S =
∑
i(X̄− µ0)(X̄− µ0)T . b)

Λ1 =
( e
n

)nk/2
|SΣ−1

0 |
n/2 exp{−

1

2
Tr(SΣ−1

0 )},Λ2 = exp{−
1

2
n(X̄− µ0)TΣ−1

0 (X̄− µ0)}.

c)Λ1 priklauso tik nuo S, Λ2 � tik nuo X̄, o X̄ ir S yra nepriklausomi. 5.6. a)

Λ1 = (Tr(SΣ−1
0 )/[Tr(SΣ−1

0 + nX̄
T

Σ−1
0 X̄)nk/2.

Jeigu U = Λ
2/(nk)
2 , tai statistika F = (1− U)k(n− 1)/(kU) ∼ F (k, k(n− 1)). b)

Λ = Λ1Λ2 = |SΣ−1
0 |

n/2knk/2/[Tr(SΣ−1
0 ) + nX̄

T
Σ−1

0 X̄]nk/2
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ir −2 ln Λ
d→ χ2

ν , ν = (k + 1)(k + 2) − 2. 5.7. Statistika Z = −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 10,2525.
Kadangi pva = P{χ2

7 > 10, 2525} = 01747, tai atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. 5.8. Statistika
Z = −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 10,7985; pva = P{χ2

12 > 10, 7985} = 0, 5463. Atmesti hipotez¦ n
era
pagrindo. 5.9. a) Statistika Z = −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 71,3025; pva = P{χ2

10 > 71, 3025} =
2, 5 · 10−11. Hipotez
e atmestina. b) Statistika Z = −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 149,66. Hipotez
e
atmestina. 5.10. Statistika−2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 25,0316; asimptotin
e P reik²m
e pv = P{χ2

3 >
25, 0316} = 1, 5 · 10−5; hipotez
e atmetama. 5.11. Statistika U i² (5.2.8) i�gijo reik²m¦ u =
0, 2475. Kadangi k = 2, tai turime i²nagrin
et¡ atskir¡ atveji� ir pv = (2

√
u)8=0,9605; atmesti

hipotez¦ n
era pagrindo. 5.12. Statistika Z = −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 2,3708; pva = P{χ2
5 >

2, 3708} = 0, 7958. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. 5.13. Statistika Z = −2 ln Λ̃ i�gijo
reik²m¦ 9,3996; pva = P{χ2

10 > 9, 3996} = 0, 4946; hipotez
e neatmetama. 5.14. Statistika
Z = −2 ln Λ̃ i�gijo reik²m¦ 9,5763; pva = P{χ2

6 > 9, 5763} = 0, 1437. Atmesti hipotez¦ n
era
pagrindo. 5.15. Statistika Z = −2 ln Λ̃ i�gijo reik²m¦ 26,0674; pva = P{χ2

3 > 26.0674} =

9 · 10−6; hipotez
e atmetama. 5.16. Statistika Z = −2 ln Λ̃ i�gijo reik²m¦ 251,6067; pva =
P{χ2

10 > 111, 7974} = 5, 4 · 10−42; hipotez
e atmetama. 5.17. Statistika U i² (5.2.8) i�gijo
reik²m¦ u = 1, 2643. Asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2

2 > 1, 2643} = 0, 5394; atmesti
hipotez¦ n
era pagrindo.



6 skyrius

Diskriminantin
e analiz
e

Tarkime, kad objekt¡ (individ¡) reikia priskirti vienai i² galimu� m klasiu� re-
miantis tam tikro atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xk)T matavimais.

Pavyzdºiui, gydytojas, tur
edamas paciento tam tikru� simptomu� matavimus,
bando nustatyti, kuria i² galimu� m ligu� serga pacientas. I²leidºiamosios kont-
rol
es metu, remiantis gaminio parametru� matavimais, juos bandoma suskirstyti
i� dvi grupes: gerus gaminius, kurie bus s
ekmingai eksploatuojami garantinio
laikotarpio metu, ir defektinius gaminius, kurie vartotojo bus reklamuoti. Lite-
ratu	roje tokiu� uºdaviniu� sprendimas vadinamas diskriminantine analize, klasi-
�kavimu, identi�kavimu.

Skyreliuose 6.1, 6.2 aptarsime atveji�, kai ºinomi vektoriausX skirstiniai kiek-
vienai i² m klasiu�. Skyrelyje 6.3 aptarsime atveji�, kai tikimybiniai skirstiniai
n
era ºinomi ir juos tenka vertinti remiantis statistiniais duomenimis.

6.1. Dvieju� klasiu� atvejis

6.1.1. Klasi�kavimo tikslumo tikimyb
es

Tarkime, objektai, d
el kuriu� turime priimti sprendimus, gali priklausyti vienai
i² dvieju� klasiu�. D
el trumpumo paºym
ekime ξ a. d., kuris i�gyja reik²m¦ 1, jeigu
objektas priklauso pirmai klasei, ir i�gyja reik²m¦ 2, jeigu objektas priklauso
antrai klasei. Tegu η yra a. d., kuris i�gyja reik²m¦ 1 arba 2, jeigu objektas
priskiriamas pirmai arba antrai klasei. Tada klasi�kavimo tikslum¡ apibu	dina
tikimyb
es

αij = P{η = i|ξ = j}, i, j = 1, 2, (6.1.1)

kurias sura²ykime i� lentel¦

143
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6.1.1 lentel
e. Klasi�kavimo tikslumo tikimyb
es

HHHHHξ
η

1 2 Σ

1 α11 α21 1
2 α12 α22 1

�ioje lentel
eje α11 ir α22 yra teisingu� sprendimu� tikimyb
es, o α12 ir α21 �
klaidingu�. Klasi�kavimo taisykl
e tuo geresn
e, kuo didesn
es tikimyb
es α11 ir α22

ir kuo maºesn
es tikimyb
es α12 ir α21.
Tarkime, a. v. X tankis σ baigtinio mato µ atºvilgiu, kai ξ = i, yra fi(x),

t. y.
(X|ξ = i) ∼ fi(x), i = 1, 2. (6.1.2)

Randomizuota sprendimo pri
emimo taisykl
e yra mati funkcijaϕ(x) = (ϕ1(x),
ϕ2(x))T , x ∈ Rk; £ia ϕi(x) rei²kia tikimyb¦ priskirti objekt¡ i-ajai klasei, kai
a. v. X i�gijo reik²m¦ x:

ϕi(x) = P{η = i|X = x}, i = 1, 2; ϕ1(x) + ϕ2(x) ≡ 1. (6.1.3)

Tokiu� funkciju� klas¦ ºym
esime Φ. Tikimyb
es αij yra ϕ(x) funkcijos

αij = αij(ϕ) =

∫
ϕi(x)fj(x)dµ. (6.1.4)

Reikia rasti optimali¡ sprendimu� pri
emimo taisykl¦ ϕ(x) i² aib
es Φ.

Apibr
eºkime nuostoliu� funkcij¡. Tarkime, nuostoliai lygu	s 0, jeigu priimtas
teisingas sprendimas; lygu	s cij > 0, kai priimtas sprendimas η = i, o ξ = j, i 6=
j = 1, 2. Tada rizikos funkcija R = (R1, R2)T susideda i² dvieju� komponen£iu�

R1(ϕ) = c21α21(ϕ) = c21P{η = 2|ξ = 1} = c21

∫
ϕ2(x)f1(x)dµ,

R2(ϕ) = c12α12(ϕ) = c12P{η = 1|ξ = 2} = c12

∫
ϕ1(x)f2(x)dµ. (6.1.5)

6.1.2. Sprendimu� pri
emimo taisykl
es

Jeigu ºinoma, kaip daºnai kurios klas
es objektai pasirodo, t. y. ºinomos aprio-
rin
es klasiu� tikimyb
es

ω1 = P{ξ = 1}, ω2 = P{ξ = 2}, ω1 + ω2 = 1, (6.1.6)

galime apibr
eºti vidutin¦ rizikos funkcij¡

R(ϕ) = R1(ϕ)ω1 +R2(ϕ)ω2 = c12α12(ϕ)ω2 + c21α21(ϕ)ω1

ir suformuluoti optimalios sprendimu� taisykl
es ϕ∗ radimo uºdavini�:

inf
ϕ∈Φ

R(ϕ) = R(ϕ∗). (6.1.7)



6.1. Dvieju� klasiu� atvejis 145

6.1.1 teorema. Funkcionalas (6.1.7) i�gyja minimali¡ reik²m¦, kai sprendimu�
funkcija (6.1.3) turi toki� pavidal¡

ϕ∗1(x) =

{
1, kai f1(x) ≥ cf2(x),
0, kai f1(x) < cf2(x),

(6.1.8)

c = c12ω2/(c21ω1), ϕ∗2(x) = 1− ϕ∗1(x).

Jeigu su visais c tikimyb
e P{f1(X) = cf2(X)|ξ = i} = 0, i = 1, 2, tai sprendinys
(6.1.8) yra vienintelis beveik visur mato µ atºvilgiu.

I�rodymas. Remiantis (6.1.5) funkcionalas

R(ϕ) =

∫
[c12ϕ1(x)f2(x)ω2 + c21ϕ2(x)f1(x)ω1]dµ

= c21ω1 +

∫
ϕ1(x)[c12f2(x)ω2 − c21f1(x)ω1]dµ.

Integralas i�gyja minimali¡ reik²m¦, kai pointegralinis rei²kinys kiekviename ta²ke
x yra minimalus. Taigi reikia imti ϕ∗1(x) = 1, kai c12f2(x)ω2 < c21f1(x)ω1,
ir reikia imti ϕ∗1(x) = 0, kai teisinga prie²inga nelygyb
e. Kai c12f2(x)ω2 =
c21f1(x)ω1, tai pointegralinis rei²kinys lygus 0, ir galima parinkti bet koki¡
reik²m¦ 0 ≤ ϕ∗1(x) ≤ 1, ϕ∗2(x) = 1 − ϕ∗1(x), nes nuo to funkcionalo R reik²m
e
nepakinta. Jei aib
es, kurioje galioja nurodyta lygyb
e, matas lygus 0, tai ϕ
apibr
eºta vienareik²mi²kai, i²skyrus aib¦, kurios µ matas lygus 0. N

Jeigu c12 = c21, tai sprendimu� pri
emimo taisykl¦ galima suformuluoti taip:

ϕ∗1(x) =

{
1, kai f1(x) > cf2(x),
0, kai f1(x) < cf2(x),

(6.1.9)

c = ω2/ω1, ϕ∗2(x) = 1− ϕ∗1(x).

Kai f1(x) = cf2(x), tai 0 ≤ ϕ∗1(x) ≤ 1 galima parinkti bet kokiu bu	du, nes
nuo to funkcionalo reik²m
e nepakinta. Pavyzdºiui, galime imti ϕ∗1(x) = γ, 0 ≤
γ ≤ 1 visuose ta²kuose x, kuriuose f1(x) = cf2(x). Toki¡ sprendimu� pri
emimo
taisykl¦ vadinsime Bejeso taisykle apriorinio skirstinio (ω1, ω2)T atºvilgiu. Ji
minimizuoja sumin¦ klasi�kavimo klaid¡ α12ω2 + α21ω1.

Bejeso klasi�kavimo taisykl¦ galima gauti ir kitokiu bu	du. Jeigu neturime
jokios papildomos informacijos, tai objekt¡ natu	ralu priskirti i-ajai klasei, jeigu
apriorin
e tikimyb
e ωi > ωj . Jei gauta a. v. X reik²m
e X = x, tai remdamiesi
Bejeso formule apskai£iuojame aposteriorines klasiu� tikimybes

ωi(x) = P{ξ = i|X = x} =
fi(x)ωi

f1(x)ω1 + f2(x)ω2
, i = 1, 2; (6.1.10)

ω1(x) + ω2(x) = 1.

Objekt¡, kurio gauta reik²m
e X = x, priskirsime i-ajai klasei, jeigu ωi(x) >
ωj(x), arba ωi(x) > 1/2. Akivaizdu, kad ²i taisykl
e sutampa su (6.1.9).
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Sprendini� (6.1.8) galima interpretuoti taip. Apibr
eºiame diskriminantines
funkcijas g1(x) = c12f2(x)ω2 ir g2(x) = c21f1(x)ω1, kuriu� palyginimas sudalija
erdv¦ Rk i� tris nesikertan£ias dalis Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω0 = Rk

Ωi = {x : gi(x) < gj(x)}, i 6= j; Ω0 = {x : g1(x) = g2(x)}. (6.1.11)

Jeigu steb
etoji reik²m
e x patenka i� Ω1, tai objektas priskiriamas pirmai klasei;
jeigu patenka i� Ω2 � antrai klasei; jei patenka i� pasienio ta²ku� aib¦ Ω0, tai
objektas gali bu	ti priskirtas bet kuriai klasei.

Suprantama, kai yra dvi klas
es, pakanka apsiriboti viena diskriminantine
funkcija g(x) = g1(x)− g2(x). Sprendimas priimamas palyginant g(x) su 0.

Kai µ(Ω0) = 0, klaidingo klasi�kavimo tikimyb
e yra

P{e} =

∫
Ω1

f2(x)ω2dµ+

∫
Ω2

f1(x)ω1dµ. (6.1.12)

Bejeso klasi�kavimo taisykl
es diskriminantin¦ funkcij¡ galima apibr
eºti nau-
dojant aposteriorines klasiu� tikimybes

g(x) = ω2(x)− ω1(x). (6.1.13)

6.1.1 pavyzdys. Panagrin
ekime paprast¡ iliustracini� pavyzdi�. Tegu (X|ξ = 1) ∼ N(0, 1),
(X|ξ = 2) ∼ N(3, 1); apriorin
es tikimyb
es ω1 = 1/4, ω2 = 3/4; nuostoliai c12 = 1, c21 = 4.
Tada sprendimu� pri
emimo taisykl
e, minimizuojanti rizikos funkcij¡ R, yra

ϕ∗1(x) =

{
1, kai f1(x) ≥ cf2(x),
0, kai f1(x) < cf2(x).

=

{
1, kai x ≤ 1, 596,
0, kai x > 1, 596.

Bejeso klasi�kavimo taisykl
eje ϕ∗1(x) = 1, kai x ≤ 1, 134 ir ϕ∗1(x) = 0, kai x > 1, 134.
Sumin
e maºiausioji klasi�kavimo klaida

P{e} = Φ(1, 134− 3)ω2 + (1− Φ(1, 134))ω1 = 0, 055.

Minimakso principas
Jeigu apriorin
es klasiu� tikimyb
es ω1 ir ω2 neºinomos, tai rizikos funkcija

R(ϕ) yra dvimatis vektorius (6.1.5) ir sprendimu� taisykles reikia parinkti at-
siºvelgiant i� abi komponentes.

Sakysime, kad sprendimu� pri
emimo taisykl
e ϕ yra ne blogesn
e uº ϕ∗, jeigu
R1(ϕ) ≤ R1(ϕ∗) ir R2(ϕ) ≤ R2(ϕ∗) ir geresn
e uº ϕ∗, jei bent viena nelygyb
e
grieºta.

6.1.1 apibr
eºimas. Sprendimu� pri
emimo taisykl¦ ϕ vadinsime leistina, jeigu
n
era taisykl
es, geresn
es uº ϕ.

Natu	ralu ie²kant optimalios taisykl
es apsiriboti leistinu� taisykliu� aib
emis.
Ta£iau tokiu� taisykliu� aib
e gali bu	ti gana plati. Tod
el reikalingi principai, kurie
leistu� i² ²ios aib
es i²skirti tam tikra prasme priimtiniausi¡ element¡. Vienas i²
daºniausiai naudojamu� tokio tipo principu� yra vadinamasis minimakso princi-
pas.



6.1. Dvieju� klasiu� atvejis 147

6.1.3 apibr
eºimas. Sakysime, kad sprendimu� pri
emimo taisykl
e ϕ∗ tenkina
minimakso princip¡, jeigu ji minimizuoja rizikos funkcijos

R(ϕ) = (R1(ϕ), R2(ϕ))T

maksimali¡ komponent¦:

ϕ∗ = {ϕ : min
ϕ∈Φ∗

(max(R1(ϕ), R2(ϕ)))}. (6.1.14)

I�rodyta, kad ²io uºdavinio sprendinys yra Bejeso taisykl
e, surasta turint toki�
(maºiausiai palanku�) aprioriniu� tikimybiu� rinkini� ω∗1 , ω

∗
2 , kai rizikos funkcijos

(6.1.5) komponent
es R1(ϕ∗) ir R2(ϕ∗) yra lygios (ºr. [14]).

6.1.2 pavyzdys. (6.1.1 pavyzdºio t¦sinys). Rasime sprendimu� pri
emimo taisykl¦, tenki-
nan£i¡ minimakso princip¡ 6.1.1 pavyzdºio s¡lygomis, kai apriorin
es klasiu� tikimyb
es neºi-
nomos.

Kai klasiu� tikimyb
es neºinomos, tai pagal Bejeso taisykl¦ (6.1.9) funkcija ϕ1(x) = 1, kai
x ≤ c(ω1) = 1, 5− (1/3) ln((1− ω1/(ω1))). Palygin¦ rizikos funkcijos komponentes, gauname
lygti�

c12Φ(c(ω1)− 3) = c21(1− Φ((c(ω1)))),

i² kurios randame, kad maºiausiai palankus aprioriniu� tikimybiu� rinkinys yra (ω1, ω2) =

(0, 745, 0, 255). �io rinkinio abi rizikos funkcijos komponent
es vienodos ir lygios 0, 1266.

Sumin
e klasi�kavimo klaida P{e} = 0, 056, suprantama, yra didesn
e uº t¡, kuri buvo gauta

6.1.1 pavyzdyje.

6.1.3. Klasi�kavimas, kai yra apribojimu�

Ne visada galima apsiriboti nuostoliu� funkcijos minimizavimu, o reikia, kad
bu	tu� patenkinti tam tikri apribojimai. Pavyzdºiui, vartotojas gali pageidauti,
jog produkcijos kontrol
e bu	tu� organizuota taip, kad jam patenkan£ios produk-
cijos defektiniu� gaminiu� dalis bu	tu� maºa. Chirurgas gali reikalauti, kad tarp
siun£iamu� operuoti ligoniu� bu	tu� maºa dalis tokiu�, kuriems operacija nerei-
kalinga, ir pan.

Hipoteziu� tikrinimo uºdavinys
Jeigu apribosime vien¡ rizikos funkcijos komponent¦ ir stengsim
es mini-

mizuoti kit¡ komponent¦, tai ekvivalentu tokiam uºdaviniui:{
α21(ϕ)→ min,
α12(ϕ) ≤ α, arba

{
α11(ϕ)→ max,
α12(ϕ) ≤ α. (6.1.15)

Toks uºdavinys vadinamas hipoteziu� tikrinimo uºdaviniu. Tikrinama paprastoji
hipotez
e H : ξ = 1, kai alternatyva H̄ : ξ = 2 taip pat paprastoji. Skai£ius
0 < α < 1 vadinamas kriterijaus reik²mingumo lygmeniu; tikimyb
e α11(ϕ)
vadinama kriterijaus galia. Uºdavinio (6.1.15) sprendinys ϕ∗ ∈ Φ vadinamas
galingiausiuoju kriterijumi. Uºdavinio sprendinys ϕ∗ duotas fundamentaliojoje
Neimano ir Pirsono lemoje (ºr. I dali�, 5.2.1 skyreli�):

ϕ∗1(x) =

 1, f1(x) > cf2(x),
δ, f1(x) = cf2(x),
0, f1(x) < cf2(x)

(6.1.16)
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Konstantos c, δ randamos i² s¡lygos

α12(ϕ∗) = α. (6.1.17)

Pateiksime geometrin¦ Neimano ir Pirsono lemos interpretacij¡. Apibr
eºkime
vienetinio kvadrato sriti�

M = {(u, v) = (α12(ϕ), α11(ϕ)) : ϕ ∈ Φ}. (6.1.18)

Remdamiesi aib
es Φ i²kilumu gauname, kad aib
eM taip pat i²kila. I�rodyta, kad
aib
e M yra uºdara (ºr. [12]). Aibei M priklauso ta²kas (0, 0), kai ϕ1(x) ≡ 0;
priklauso ta²kas (1, 1), kai ϕ1(x) ≡ 1, taigi ir kvadrato diagonal
e, jungianti
²iuos ta²kus. Aib
eM simetri²ka ta²ko (1/2, 1/2) atºvilgiu. Norint tuo i�sitikinti
pakanka imti funkcij¡ (ϕ1(x),ϕ2(x)) ir funkcij¡ (1 − ϕ1(x), 1 − ϕ2(x)). Jeigu
tankiai sutampa, tai M yra diagonal
e; jeigu tankiai singuliaru	s vienas kito
atºvilgiu, tai M sutampa su vienetiniu kvadratu (ºr. 6.1.1 pav.).

6.1.1 pav. Geometrin
e interpretacija

Naujais terminais uºdavinys (6.1.15) i�gauna toki� pavidal¡:{
v → max,
u ≤ α, (u, v) ∈M . (6.1.19)

Pagal Lagranºo neapibr
eºtiniu� daugikliu� metod¡ reikia maksimizuoti

g(u, v) = v − λu, (u, v) ∈M .

Taigi atsakym¡ atitinka toks ta²kas ant vir²utin
es gaubiamosios srities M lini-
jos, kad liet
eja (atramin
e ties
e) g(u, v) i�gyja maksimali¡ reik²m¦. Kai λ prab
ega
reik²mes nuo 0 iki ∞, tai gauname visus srities M vir²utin
es gaubiamosios li-
nijos ta²kus; parametras λ lygus kampo ϕ, kuri sudaro liet
eja su abscisiu� a²imi,
tangentui, λ = tgϕ.

Matome, kad atsakym¡ atitiks liestin
e, pravesta ta²ke u = α. Jeigu ²ia-
me ta²ke liestin
e turi tik vien¡ bendr¡ ta²k¡ su sritimi M , tai randomizacijos
nereikia (6.1.1 pav. a)). Jeigu liestin
es su sritimiM bendri ta²kai sudaro inter-
val¡, kai u ∈ [α′, α′′], α′ < α < α′′ (6.1.1 pav, b)), tai reikalinga randomizacija
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ir δ = (α − α′)/(α′′ − α′). Sprendinys vienintelis, i²skyrus atveji�, kai ta²kuose
u ∈ [α′, α], α′ < α, kriterijaus galia v = 1 ( 6.1.1 pav. c)).

6.1.3 pavyzdys. Tegu, kaip ir 6.1.1 pavyzdyje (X|ξ = 1) ∼ N(0, 1) ir (X|ξ = 2) ∼ N(3, 1).
Reikia rasti klasi�kavimo taisykl¦, kad α12 ≤ α = 0, 05, o α21 → min. Randame, kad η = 1,
kai x < c. Konstanta c randama i² s¡lygos

α12 = P{X < c|ξ = 2} = Φ(c− 3) = 0, 05.

Randame c = 3 + z0,05 = 1, 355.

Netiesiniai apribojimai.
Tiesiniu� funkcionalu� apribojimai (6.1.15) ne visada atitinka reali¡ situacij¡.

Nor
edami tuo i�sitikinti panagrin
ekime paprast¡ pavyzdi�.
Atliekama i²leidºiamoji produkcijos kontrol
e, po kurios gerais pripaºinti gami-

niai siun£iami vartotojui. Tegu ξ = 1, jei gaminys geras, ir ξ = 2, jei gaminys
defektinis. Vartotoj¡ pirmiausia domina, koki¡ jo gautos produkcijos dali� sudaro
defektiniai gaminiai (t. y. tikimyb
e P{ξ = 2|η = 1}), o ne kaip daºnai defekti-
nis gaminys pripaºi�stamas geru (tikimyb
e α12 = P{η = 1|ξ = 2}). Pavyzdºiui,
jeigu ω2 = 1, tai kad ir kokia maºa bu	tu� tikimyb
e α12, vartotojui pateks vien de-
fektiniai gaminiai (kitokiu� ir nebuvo). Taigi tikimyb
es P{ξ = 2|η = 1}) maºum¡
lemia ne tik tikimyb
es α12 maºumas, bet ir apriorin
es tikimyb
es ω1, ω2.

Apibr
eºkime tikimybes

βji = P{ξ = j|η = i}, i, j = 1, 2 (6.1.20)

ir sura²ykime jas i� lentel¦.

6.1.2 lentel
e. Aposteriorin
es klasi�kavimo tikslumo tikimyb
es

H
HHHHξ

η
1 2

1 β11 β12

2 β21 β22∑
1 1

Klasi�kavimo tikimyb
es αij , pateiktos 6.1.1 lentel
eje, apibu	dina klaidas,
kurias atliksime taikydami klasi�katoriu�, t. y. prie² atlikdami klasi�kavim¡.
Tikimyb
es βji apibu	dina klaidas, kurias gavome, kai klasi�kavimas jau atlik-
tas, t. y. apibu	dina po klasi�kavimo gautu� aibiu� uºter²tum¡ kitu� aibiu� ele-
mentais. Tiek aptartame pavyzdyje, tiek ir kituose klasi�kavimo uºdaviniuose,
matyt, svarbiau yra ºinoti, kokius rezultatus gavome atlik¦ klasi�kavim¡. Klasi-
�kavimo tikimybes βji natu	ralu vadinti aposteriorin
emis klasi�kavimo klaidu�
tikimyb
emis, o tikimybes αij � apriorin
emis.

Nagrin
ekime uºdavini� {
α11 → max,
β21 ≤ β.

(6.1.21)

6.1.2 teorema. Tegu β < ω2. Tada uºdavinio (6.1.21) sprendinys turi (6.1.16)



150 6 SKYRIUS. DISKRIMINANTIN 
E ANALIZ 
E

struktu	r¡. Parametrai c, δ randami i² s¡lygos

β21(ϕ∗) = β. (6.1.22)

Sprendinys apibr
eºiamas vienareik²mi²kai, i²skyrus t¡ atveji�, kai egzistuoja spren-
dinys ϕ∗, kuriam β21(ϕ∗) < β, o α11(ϕ∗) = 1.

I�rodymas. Naudosime geometrin¦ interpretacij¡. Per
ejus prie srities M
kintamu�ju� (u, v) terminais uºdavini� galima pertvarkyti i� toki�:{

v → max,

v ≥ ω2(1−β)
ω1β

u,
(u, v) ∈M .

Srities M poaibis, kuriame ie²komas sprendinys, pavaizduotas 6.1.2 pav.
(uº²trichuotas).

6.1.2 pav. Geometrin
e interpretacija

Matome, kad ir ²iame uºdavinyje sprendinys yra ta²kas (u0, v0) ant vir²utin
es
gaubiamosios srities M linijos, kuris gaunamas susikertant ²iai linijai su tiese
v = u(ω2(1− β))/(ω1β).

Jeigu β ≥ ω2, tai apribojimas patenkintas visiems vir²utin¦ gaubiam¡j¡ lini-
j¡ atitinkantiems sprendiniams (neesminis apribojimas) ir galima imti sprendini�
ϕ1(x) ≡ 1, α11 = 1.

Jeigu β < ω2, tai sprendinys tur
es (6.1.16) pavidal¡, kuriame parametrus
c, δ randame i² s¡lygos

β21(ϕ∗) = β, arba α12(ϕ∗) = u0. (6.1.23)

Jeigu ta²ke u = u0 liestin
e turi tik vien¡ bendr¡ ta²k¡ su sritimi M , tai
randomizacijos nereikia (6.1.2 pav. a)). Jeigu liestin
es su sritimi M bendri
ta²kai sudaro interval¡, kai u ∈ [u′0, u

′′
0 ], u′0 < u0 < u′′0 (6.1.2 pav, b)), tai

reikalinga randomizacija ir δ = (u0 − u′0)/(u′′0 − u′0). Sprendinys vienintelis,
i²skyrus atveji�, kai ta²kuose u ∈ [u′0, u0], u′0 < u0, kriterijaus galia v = 1 ( 6.1.2
pav. c)). N

6.1.4 pavyzdys. (6.1.1 pavyzdºio t¦sinys). 6.1.1 pavyzdºio s¡lygomis rasime sprendimu�
pri
emimo taisykl¦, kad tikimyb
e α11 bu	tu� maksimali, o aposteriorin
e tikimyb
e β21 ≤ 0, 05.



6.1. Dvieju� klasiu� atvejis 151

�iame pavyzdyje randomizacija nereikalinga. Objektas priskiriamas pirmai klasei, kai
x < d. Remiantis (6.1.22) konstantai d rasti gauname lygti�

Φ(d) = 57Φ(d− 3).

I² ²ios lygties randame d = 0, 7975. Matome, kad ²io uºdavinio sprendimas ir atsakymas i²

esm
es skiriasi nuo 6.1.3 pavyzdºio, kuriame buvo apribota apriorin
e klaidos tikimyb
e.

6.1.1 pastaba. Daºnai spendºiant klasi�kavimo uºdavinius ne tik apribojimai,
bet ir funkcionalai, kuriuos maksimizuojame ar minimizuojami, yra netiesin
es
ϕ funkcijos. Tokiu� uºdaviniu� sprendimas aptariamas [11].

Hierarchin
e klasi�kacija
Sprendimu� pri
emimo taisykl
e (6.1.16) fakti²kai priklauso tik nuo vieno para-

metro. Jo parinkimas leidºia valdyti vien¡ i² klasi�kavimo klaidu� tikimybiu�. Kai
yra �ksuotas informacijos kiekis valdyti abi klasi�kavimo klaidu� tikimybes ne-
galime. Galimyb
e valdyti abieju� ru	²iu� klaidas atsiranda, jeigu i�tartinais atvejais
galutinis sprendimas nepriimamas. Suprantama, pageidautina, kad atsisaky-
mas priimti galutini� sprendim¡ bu	tu� kuo retesnis, ta£iau abieju� ru	²iu� klaidu�
tikimyb
es nevir²ytu� leistinu� ribu�.

Su objektais, d
el kuriu� galutinis sprendimas nepriimtas, gali bu	ti elgiamasi
i�vairiai. Pavyzdºiui, atliekant produkcijos kokyb
es kontrol¦ �i�tartiniems� gami-
niams gali bu	ti maºinama kaina, ºeminamas ru	²ingumas ir pan. Kita galimyb
e
� likusius objektus klasi�kuoti remiantis papildomai surinkta tikslesne informa-
cija, kurios panaudoti visiems objektams klasi�kuoti negalima d
el per dideliu�
laiko ar l
e²u� s¡naudu�.

Taigi natu	raliai gauname hierarchin
es klasi�kacijos procedu	r¡. Pirmame
etape, remdamiesi minimalia informacija, suklasi�kuojame objektus taip, kad
abieju� ru	²iu� klaidu� tikimyb
es bu	tu� apribotos, o likusiu� nesuklasi�kuotu� objektu�
dalis bu	tu� minimali. Antrame etape, remdamiesi tikslesne informacija, klasi-
�kuojame objektus, d
el kuriu� sprendimas pirmame etape nebuvo priimtas. Jeigu
antrojo etapo turima informacija nepakankama, kad bu	tu� galima i²klasi�kuoti
visus likusius objektus esant apribotoms klaidu� tikimyb
ems, tai v
el galime d
el
dalies objektu� galutinio sprendimo nepriimti. Tada klasi�kavimas gali bu	ti
uºbaigtas tre£iame etape, remiantis nauja papildoma informacija, ir t. t.

Nagrin
ekime pirm¡ etap¡.
Taip, kaip ir pirmiau, tegu a. d. ξ i�gyja reik²m¦ 1 arba 2, kai objektas pri-

klauso pirmai arba antrai klasei, o a. d. η i�gyja reik²m¦ 1 arba 2, kai objektas
priskiriamas pimai arba antrai klasei ir i�gyja reik²m¦ 0, jeigu galutinis sprendi-
mas nepriimtas. Klasi�kavimo tikslum¡ apibu	dina apriorin
es tikimyb
es

αij = P{η = i|ξ = j}, i = 1, 2, 0; j = 1, 2, (6.1.24)

arba aposteriorin
es (sprendim¡ pri
emus) tikimyb
es

βji = P{ξ = j|η = i} =
αijωj

αi1ω1 + αi2ω2
, j = 1, 2, i = 1, 2, 0, (6.1.25)

£ia ωi = P{ξ = i}, ω1 + ω2 = 1, apriorin
es klasiu� tikimyb
es.



152 6 SKYRIUS. DISKRIMINANTIN 
E ANALIZ 
E

Tarkim, sprendimas priimamas remiantis a. v. X, kurio tankiai σ-baigtinio
mato µ atºvilgiu yra

(X|ξ = i) ∼ fi(x), i = 1, 2.

Randomizuotoji sprendimu� pri
emimo taisykl
e ²iuo atveju yra trimat
e funkcija
ϕ = ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ0(x)); £ia

ϕi(x) = P{η = i|X = x}, ϕ1(x) + ϕ2(x) + ϕ0(x) ≡ 1.

Tokiu� sprendimu� pri
emimo taisykliu� aib¦ v
el ºym
esime Φ. Klasi�kavimo tiki-
myb
es αij yra tiesiniai ϕ funkcionalai:

αij = αij(ϕ) =

∫
ϕi(x)fj(x)dµ, i = 1, 2, 0; j = 1, 2. (6.1.26)

Nagrin
esime s¡lyginio ekstremumo radimo uºdavini�, kai apribotos abieju�
ru	²iu� klaidu� tikimyb
es α12 ir α21 ir minimizuojamos atsisakymu� nuo priimti
sprendim¡ tikimyb
es:

α01 → min,
α02 → min,
α12 ≤ α1,
α21 ≤ α2,

arba


α11 → max,
α22 → max,
α12 ≤ α1,
α21 ≤ α2,

ϕ ∈ Φ. (6.1.27)

6.1.3 teorema. Tegu ϕ∗1(x) ir ϕ∗2(x) yra s¡lyginio ekstremumo radimo uºdaviniu�{
α11 → max,
α12 ≤ α1,

ir
{
α22 → max,
α21 ≤ α2,

(6.1.28)

sprendiniai. Jeigu su visais x suma ϕ∗1(x) + ϕ∗2(x) ≤ 1, tai funkcija ϕ =
(ϕ∗1(x), ϕ∗2(x), 1 − ϕ∗1(x) − ϕ∗2(x)) yra daugiaekstremaliojo uºdavinio (6.1.27)
sprendinys.

I�rodymas. Pirmasis uºdavinys priklauso tik nuo sprendimu� funkcijos pir-
mosios komponent
es ϕ1, o antrasis tik nuo antrosios komponent
es ϕ2, tod
el
juos galime nagrin
eti atskirai. Tokiu� uºdaviniu� sprendiniai pateikti (6.1.16).
Gauname

ϕ∗1(x) =

 1, f1(x) > c1f2(x),
δ1, f1(x) = c1f2(x),
0, f1(x) < c1f2(x)

(6.1.29)

Konstantos c1, δ1 randamos i² s¡lygos α12(ϕ∗1) = α1.
Analogi²kai, spr¦sdami kit¡ uºdavini� gauname

ϕ∗2(x) =

 1, f2(x) > c2f1(x),
δ2, f2(x) = c2f1(x),
0, f2(x) < c2f1(x)

(6.1.30)

Konstantos c2, δ2 randamos i² s¡lygos α21(ϕ∗2) = α2.
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�ie sprendiniai maksimizuoja tikimybes α11 ir α22. Jeigu jie nepersidengia,
t. y. jeigu c1c2 < 1, arba c1c2 = 1, ta£iau δ1 + δ2 ≤ 1, tada galime imti
ϕ∗0(x) = 1 − ϕ∗1(x) − ϕ∗2(x). Funkcija ϕ∗ = (ϕ∗1, ϕ

∗
2, ϕ
∗
0) ∈ Φ ir maksimizuoja

abi tikimybes α11 ir α22, t. y. ji yra daugiaekstremaliojo uºdavinio (6.1.27)
sprendinys. N

6.1.2 pastaba. Jeigu apriorin
es tikimyb
es ω1, ω2 ºinomos, tai visi²kai analogi²-
kai galime spr¦sti uºdavini� (6.1.27), kuriame apribotos abi aposteriorin
es klaidu�
tikimyb
es β12 ir β21.

6.1.3 pastaba. Jeigu teoremoje pateiktu� atskiru� uºdaviniu� sprendiniai per-
sidengia, tai rei²kia, kad kai yra (6.1.27) uºdavinio apribojimai sprendimo at-
sisakyti nereikia, t. y. α01 = α02 = 0. Sprendinys, kuris maksimizuotu� abi
tikimybes α11 ir α22, neegzistuoja. Tokiu atveju galime imti sprendimu� pri
emimo
taisykl¦, kuri maksimizuotu� teisingo klasi�kavimo tikimyb¦ α11 + α22. Abu
(6.1.27) apribojimai automati²kai tenkinami.

6.1.5 pavyzdys (6.1.1 pavyzdºio t¦sinys). 6.1.1 pavyzdºio s¡lygomis rasime sprendimu�
pri
emimo taisykl¦, kad sprendimo atsisakymo tikimyb
es α01 ir α02 bu	tu� minimalios ir a) abi
klasi�kavimo klaidos α12 ir α21 nevir²ytu� 0,05; b) abi aposteriorin
es klasi�kavinmo klaidos
β12 ir β21 nevir²ytu� 0,05 (apriorin
es klasiu� tikimyb
es vienodos).

a) Remiantis (6.1.29) ϕ∗1(x) = 1, kai x ≤ c o c randamas i² s¡lygos Φ(c − 3) = 0, 05;
gaunama ϕ∗1(x) = 1, kai x ≤ 1, 3551; analogi²kai ϕ∗2(x) = 1, kai x ≥ 1, 6449, ϕ∗0(x) = 1, kai
1, 3551 < x < 1, 6449.

b) Remiantis (6.1.23) ϕ∗1(x) = 1, kai x ≤ c o c randamas i² s¡lygos Φ(c− 3)/(Φ(c− 3) +

Φ(c)) = 0, 05; gaunama ϕ∗1(x) = 1, kai x ≤ 1, 3338; analogi²kai ϕ∗2(x) = 1, kai x ≥ 1, 6662,

ϕ∗0(x) = 1, kai 1, 3338 < x < 1, 6662.

6.1.4. Normaliojo skirstinio atvejis

Tarkime, apibu	dinan£io objektus a. v. X skirstinys kiekvienai i² klasiu� yra k-
matis normalusis

(X|ξ = i) ∼ Nk(µi,Σi), i = 1, 2. (6.1.31)

Kai skirstinys yra eksponentinio tipo, tai diskriminantine funkcija patogu
imti tankiu� santykio logaritm¡

g(x) = ln f2(x)− ln f1(x) + d, d = ln
c21ω1

c12ω2
.

Gauname

g(x) =
1

2
{(x− µ1)TΣ−1

2 (x− µ1)− (x− µ2)TΣ−1
1 (x− µ2)}− (6.1.32)

−1

2
ln |Σ2|+

1

2
ln |Σ1|+ d.

Bendru atveju, kai Σ1 6= Σ2, skiriamasis pavir²ius g(x) = 0, gali bu	ti bet
koks antrojo laipsnio k-mat
es erdv
es pavir²ius. Atveju k = 2 tai gali bu	ti ties
e,
apskritimas, elips
e, parabol
e, hiperbol
e, hiperbol
e, i²sigimstanti i� dvi tieses. Pa-
nagrin
esime atskirus atvejus.
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1. Tegu kovariacin
es matricos Σ1 = Σ2 = σ2I. Tada

g(x) =
1

2σ2
{(x− µ1)T (x− µ1)− (x− µ2)T (x− µ2)}+ d.

Jeigu d = 0, tai gauname toki¡ taisykl¦: objektas, kuriam gauta a. v. X reali-
zacija x, priskiriamas pirmai klasei, jeigu atstumas tarp x ir µ1 yra maºesnis
uº atstum¡ tarp x ir µ2, t. y. diskriminantin
e funkcija yra hiperplok²tuma,
statmena atkarpai, jungian£iai ta²kus µ1 ir µ2 ir einanti per ²ios atkarpos viduri�.
Jeigu c21 > c12, tai ²i hiperplok²tuma bus pastumta link ta²ko µ2.

Suprastin¦ kvadratinius narius gausime min
etos hiperplok²tumos lygti�

g(x) =
1

σ2
(µ2 − µ1)Tx+

1

2σ2
(µT1 µ1 − µT2 µ2) + d = 0; (6.1.33)

objektas priskiriamas pirmai klasei, kai g(x) < 0.

2. Tegu bendresniu atveju kovariacin
es matricos yra vienodos, ta£iau nebu	-
tinai diagonaliosios Σ1 = Σ2 = Σ. Tada

g(x) =
1

2
{(x− µ1)TΣ−1(x− µ1)− (x− µ2)TΣ−1(x− µ2)}+ d.

Rei²kinys (x − µ)TΣ−1(x − µ) vadinamas Machalanobio atstumu tarp ta²ku�
x ir µ. Jeigu d = 0, tai gauname toki¡ taisykl¦: objektas, kuriam X = x,
priskiriamas tai klasei, kurios Machalanobio atstumas tarp x ir klas
es vidurkio
yra maºesnis. Suprastin¦ kvadratinius narius i�sitikiname, kad ir ²iuo atveju
diskriminantin
e funkcija yra hiperplok²tuma

g(x) = wTx+ w1 − w2 + d, (6.1.34)

wT = (µ2 − µ1)TΣ−1, wi =
1

2
µTi Σ−1µi, i = 1, 2.

Jei d = 0, tai ²i hiperplok²tuma taip pat eina per atkarpos, jungian£ios µ1 ir
µ2, viduri�, ta£iau nebu	tinai jai statmena.

Rasime klasi�kavimo klaidos tikimyb¦.
Atsitiktinio dydºio g(X) vidurkis, kai ξ = 1 ir ξ = 2, yra

E(g(X)|ξ = 1) = −1

2
a+ d, E(g(X)|ξ = 2) =

1

2
a+ d,

d = ln(c21/c12), a = (µ1 − µ2)TΣ−1(µ1 − µ2),

o dispersija vienoda ir lygi

V (g(X)|ξ = i) = a, i = 1, 2.

Tod
el klaidingo klasi�kavimo tikimyb
e

P{e} = P{g(X) < 0|ξ = 2}ω2 +P{g(X) > 0|ξ = 1}ω1 =

= ω1(1− Φ(
(a/2− d)√

a
)) + ω2(1− Φ(

(−a/2− d)√
a

)). (6.1.35)

Jeigu apriorin
es tikimyb
es vienodos ir d = 0, tai P{e} = 1− Φ(
√
a/2).
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6.2.1. Klasi�kavimo tikslumo charakteristikos

Tarkime, objektai, d
el kuriu� turime priimti sprendimus, gali priklausyti vienai
i² m > 2 klasiu�. Paºym
ekime ξ a. d., kuris i�gyja reik²m¦ i, jeigu objektas
priklauso i-ajai klasei, i = 1, 2, ...,m. Tegu η yra a. d., kuris i�gyja reik²m¦
i, jeigu objektas priskiriamas i-ajai klasei, i = 1,2,...,m. Tada klasi�kavimo
tikslum¡ galima apibu	dinti tikimyb
emis

αij = P{η = i|ξ = j}, i, j = 1, 2, ...,m, (6.2.1)

kurios sura²ytos i� lentel¦

6.2.1 lentel
e. Klasi�kavimo tikslumo tikimyb
es
HHH

HHξ
η

1 2 · · · m Σ

1 α11 α21 · · · αm1 1
2 α12 α22 · · · αm2 1
...

...
...

...
...

...
m α1m α2m · · · αmm 1

�ioje lentel
eje tik ant diagonal
es yra teisingu� sprendimu� tikimyb
es; αii yra
tikimyb
e, kad i-osios klas
es objektas priskiriamas i-ajai klasei. Visos kitos ti-
kimyb
es apibu	dina klasi�kavimo klaidas; αij yra tikimyb
e, kad j-osios klas
es
objektas priskiriamas i-ajai klasei, i 6= j = 1, ...,m. Taigi m klasiu� atveju
gauname m(m − 1) skirtingo tipo klasi�kavimo klaidu�. Klasi�kavimo taisykl
e
tuo geresn
e, kuo didesn
es tikimyb
es αii ir kuo maºesn
es tikimyb
es αij , i 6= j =
1, ...,m. Praktiniu poºiu	riu, matyt, svarbesn
es yra aposteriorin
es (klasi�kavim¡
atlikus) klaidu� tikimyb
es

βji = P{ξ = j|η = i} =
αijωj

αi1ω1 + ...+ αimωm
, j, i = 1, ...,m, (6.2.2)

£ia ωi = P{ξ = i} yra apriorin
e i-osios klas
es tikimyb
e, ω1 + ... + ωm = 1.
Tikimyb
e βji, j 6= i, rei²kia objektu� aib
es, kurie klasi�kuojant rezultate buvo
priskirti j-ajai klasei, uºter²tum¡ i-osios klas
es objektais.

Tarkime, kad klasi�kavim¡ atliksime remdamiesi objekt¡ apibu	dinan£iu� poºy-
miu� vektoriaus X = (X1, ..., Xk)T matavimais. Tegu a. v. tankis σ baigtinio
mato µ atºvilgiu, kai ξ = i, yra fi(x), t. y.

(X|ξ = i) ∼ fi(x), i = 1, ...,m. (6.2.3)

Randomizuota sprendimo pri
emimo taisykl
e yra mati funkcijaϕ(x) = (ϕ1(x),
..., ϕm(x))T , x ∈ Rk; £ia ϕi(x) rei²kia tikimyb¦ priskirti objekt¡ i-ajai klasei,
kai a. v. X i�gijo reik²m¦ x:

ϕi(x) = P{η = i|X = x}, i = 1, ...,m; ϕ1(x) + ...+ ϕm(x) ≡ 1. (6.2.4)
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Tokiu� funkciju� klas¦ ºym
esime Φ. Tikimyb
es αij yra tiesiniai ϕ(x) funkcio-
nalai

αij = αij(ϕ) =

∫
ϕi(x)fj(x)dµ, i, j = 1, ...,m. (6.2.5)

Reikia rasti optimali¡ sprendimu� pri
emimo taisykl¦ ϕ(x) i² aib
es Φ.

6.2.2. Sprendimu� pri
emimo taisykl
es

Apibr
eºkime nuostoliu� funkcij¡. Tarkime, nuostoliai lygu	s 0, jeigu priimtas
teisingas sprendimas; lygu	s cij > 0, kai priimtas sprendimas η = i, o ξ =
j, i 6= j = 1, ...,m. Tada rizikos funkcija R = (R1, ..., Rm)T susideda i² m
komponen£iu�

Ri(ϕ) =
∑
j 6=i

cijαij(ϕ) =

∫
ϕi(x)

∑
j 6=i

cijfj(x)dµ, i = 1, ...,m. (6.2.6)

Apriorin
es klasiu� tikimyb
es ºinomos
Jeigu apriorin
es klasiu� tikimyb
es ωi, i = 1, ...,m, yra ºinomos, tai yra gali-

myb
e apibr
eºti vidutin¦ nuostoliu� funkcij¡

R(ϕ) =

m∑
i=1

Ri(ϕ)ωi =

m∑
i=1

∫
ϕi(x)gi(x)dµ,

gi(x) =
∑
j 6=i

cijfj(x)ωj , i = 1, ...,m,

ir suformuluoti optimalios sprendimu� pri
emimo taisykl
es ϕ∗ radimo uºdavini�:

sup
ϕ∈Φ

R(ϕ) = R(ϕ∗). (6.2.7)

Apibr
eºkime sprendimu� pri
emimo funkcij¡ ϕ∗ = (ϕ∗1, ..., ϕ
∗
m) taip

ϕ∗i (x) = 1, kai gi(x) < gj(x), ∀ j 6= i, i = 1, ...,m. (6.2.8)

Jeigu kokiame nors ta²ke x yra keletas sutampan£iu� minimaliu� funkciju� gi(x)
reik²miu�, pavyzdºiui,

gi1(x) = ... = gir (x) < gir+1
(x) ≤ gir+2

(x) ≤ ... ≤ gim(x), 2 ≤ r ≤ m,

o (i1, ..., im) yra skai£iu� (1, ...,m) k
elinys, tai ϕ∗ apibr
eºkime taip:

0 ≤ ϕ∗ij (x) ≤ 1, ϕ∗i1(x) + ...+ ϕ∗ir (x) = 1, ϕ∗ir+1
(x) = ... = ϕ∗im(x) = 0.

(6.2.9)

6.2.1 teorema. Funkcijaϕ∗, apibr
eºta (6.2.8), (6.2.9) formul
emis, minimizuoja
funkcional¡ R(ϕ). Jeigu P{gj(X) = gr(X)|ξ = i} = 0, j 6= r; i, j, r = 1, ...,m,
tai ϕ∗ nusakyta vienareik²mi²kai, i²skyrus, galbu	t nulinio µ mato aib¦.
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I�rodymas. Integralas (6.2.7) minimalus, jei pointegralinis rei²kinys mini-
malus kiekviename ta²ke x. Pagal funkcijos ϕ∗ parinkim¡ akivaizdu, kad ji
minimizuoja (6.2.7) pointegralini� rei²kini� kiekviename ta²ke x. N

Jeigu kainos cij = 1, i 6= j = 1, ...,m, tai sprendimu� pri
emimo funkcij¡
(6.2.8), (6.2.9) galima perra²yti taip:

ϕ∗i (x) = 1, kai fi(x)ωi > fj(x)ωj , ∀ j 6= i, i = 1, ...,m. (6.2.10)

Jei kokiame nors ta²ke x yra keletas sutampan£iu� maksimaliu� funkciju� fi(x)ωi
reik²miu�, pavyzdºiui,

fi1(x)ωi1 = ... = fir (x)ωir > fir+1
(x)ωir+1

≥ fir+2
(x)ωir+2

≥ ... ≥ fim(x)ωim ,

o (i1, ..., im) yra skai£iu� (1, ...,m) k
elinys, tai ϕ∗ apibr
eºkime taip:

0 ≤ ϕ∗ij (x) ≤ 1, ϕ∗i1(x) + ...+ ϕ∗ir (x) = 1, ϕ∗ir+1
(x) = ... = ϕ∗im(x) = 0.

(6.2.11)
Tokia sprendimu� pri
emimo taisykl
e vadinama Bejeso taisykle apriorinio skirs-
tinio (ω1, ..., ωm) atºvilgiu. Ji minimizuoja sumin¦ svertin¦ klasi�kavimo klaid¡∑

i 6=j

αijωj .

Bejeso klasi�kavimo taisykl¦ galima gauti ir kitokiu bu	du. Neturint jokios
papildomos informacijos, objekt¡ natu	ralu priskirti i-ajai klasei, jeigu apriorin
e
tikimyb
e ωi > ωj , ∀ j 6= i. Jeigu gauta a. v. X reik²m
e X = x, tai remdamiesi
Bejeso formule apskai£iuojame aposteriorines klasiu� tikimybes

ωi(x) = P{ξ = i|X = x} =
fi(x)ωi

f1(x)ω1 + ...+ fm(x)ωm
, i = 1, ...,m; (6.2.12)

ω1(x) + ...+ ωm(x) = 1.

Objekt¡, kurio gauta reik²m
e X = x, priskirsime i-ajai klasei, jeigu

ωi(x) > ωj(x), ∀ j 6= i. (6.2.13)

Akivaizdu, kad ²i taisykl
e sutampa su (6.2.10), (6.2.11).

Apriorin
es tikimyb
es ω1(x), ..., ωm(x) i�gyja reik²mes simplekse

{(ω1, ..., ωm) : 0 ≤ ωi ≤ 1, ω1 + ...+ ωm = 1},

kuri� hiperplok²tumos (6.2.13) sudalija i� m nesikertan£iu� sri£iu� Ω1, ...,Ωm. Ob-
jektas priskiriamas i-ajai klasei, jeigu vektorius (ω1(x), ..., ωm(x))T ∈ Ωi, i =
1, ...,m. Taigi kintamu�ju� ωi(x), i = 1, ...,m, terminais sprendimu� pri
emimo sri-
tys turi gana paprast¡ pavidal¡, o kintamu�ju� x terminais jos gali bu	ti kur kas
sud
etingesn
es (ºr. skyreli� 6.1.4).
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Pavyzdºiui, triju� klasiu� aposteriorin
es tikimyb
es (ω1(x), ω2(x), ω3(x)) i�gyja
reik²mes taisyklingame trikampyje, kuris gaunamas susikertant plok²tumai, ei-
nan£iai per ta²kus (1, 0, 0), (0, 1, 0) ir (0, 0, 1), su koordina£iu� plok²-
tumomis. D
el simetrijos suprojektav¦ koordina£iu� a²is i� ²i� trikampi�, gausime
vadinam¡j¡ centrin¦ koordina£iu� sistem¡. �i koordina£iu� sistema ir Bejeso
sprendimu� pri
emimo taisykliu� sritys Ω1,Ω2,Ω3 pavaizduotos 6.2.1 paveiksle.

6.2.1 pav. Sprendimu� pri
emimo sritys

6.2.1 pavyzdys. Panagrin
esime paprast¡ iliustracini� pavyzdi�. Tarkime, m = 3. Klasi�kavi-
m¡ atliekame remdamiesi a. d. X matavimu; (X|ξ = 1) ∼ N(0, 1), (X|ξ = 2) ∼ N(3, 1), o
kai ξ = 3 a. d. X skirstinys yra mi²inys normaliu�ju� skirstiniu� N(−2, 1) ir N(5, 1) su svoriais
1/2. Tegu apriorin
es tikimyb
es ω1 = ω2 = ω3 = 1/3 vienodos. Nuostoliai c12 = c21 = 2,
c13 = c23 = 4, c31 = c32 = 3.

Rasime sprendimu� pri
emimo taisykl¦ ϕ∗, minimizuojan£i¡ vidutinius nuostolius R(ϕ).
Randame

g1(x) = 2(φ(x+ 2) + φ(x− 3) + φ(x− 5))/3, g2(x) = 2(φ(x) + φ(x+ 2) + φ(x− 5))/3,

g3(x) = φ(x) + φ(x− 3).

Sulygin¦ ²ias diskriminantines funkcijas, gauname sprendini�

ϕ∗1(x) = 1, kai − 1, 203 < x < 1, 5, ϕ∗2(x) = 1, kai 1, 5 < x < 4, 203,

ϕ∗3(x) = 1− ϕ∗1(x)− ϕ∗2(x).

Minimali rizikos funkcijos reik²m
e yra R(ϕ∗) = 0, 6399. �ios taisykl
es klasi�kavimo klaida
yra 0,1918.

Rasime Bejeso taisykl¦, minimizuojan£i¡ sumin¦ klasi�kavimo klaid¡. Remdamiesi (6.2.10)
gauname toki¡ taisykl¦:

ϕ∗1(x) = 1, kai − 1, 3466 < x < 1, 5, ϕ∗2(x) = 1, kai 1, 5 < x < 4, 3466,

ϕ∗3(x) = 1− ϕ∗1(x)− ϕ∗2(x).

Minimali klasi�kavimo klaida 0,1894.

Minimakso principas
Jeigu apriorin
es klasiu� tikimyb
es ωi, i = 1, ...,m, neºinomos, tai parenkant

optimali¡ sprendimu� pri
emimo taisykl¦ reikia atsiºvelgti i� visas rizikos funkcijos
komponentes R1(ϕ), ..., Rm(ϕ). Kaip ir atveju, kai yra dvi klas
es, tuo tikslu ga-
lime remtis minimakso principu, t. y. ie²koti tokios taisykl
es, kuri minimizuotu�
maksimali¡j¡ rizikos funkcijos komponent¦

min
ϕ∈Φ

(max(R1(ϕ), ..., Rm(ϕ))).
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Pasirodo, kad tokio uºdavinio sprendinys yra Bejeso taisykl
e (6.2.10), (6.2.11),
atitinkanti tam tikr¡ (maºiausiai palanku�) aprioriniu� tikimybiu� rinkini� ω∗1 , ..., ω

∗
m.

6.2.2 teorema. Tarkime, kad egzistuoja toks aprioriniu� tikimybiu� vektorius
(ω∗1 , ..., ω

∗
m)T su teigiamomis koordinat
emis, kad ji� atitinkan£io Bejeso spren-

dinio ϕ∗ rizikos funkcijos komponent
es R1(ϕ∗) = ... = Rm(ϕ∗) yra vienodos.
Tada sprendinys ϕ∗ tenkina minimakso princip¡.

I�rodymas. I�rodym¡ galima rasti knygoje [14]. N

6.2.2 pavyzdys. Tarkime, analogi²kai 6.2.1 pavyzdºiui, (X|ξ = 1) ∼ N(0, 1), (X|ξ =
2) ∼ N(3, 1), o kai ξ = 3 a. d. X skirstinys yra normaliu�ju� skirstiniu� N(−2, 1) ir N(5, 1)
mi²inys su svoriais 1/2. Tegu klaidingu� sprendimu� pasekm
es i�vertinamos taip: c12 = c21 = 2,
c13 = c31 = c32 = c23 = 3, o apriorin
es klasiu� tikimyb
es neºinomos. Rasime sprendini� ϕ,
tenkinanti� minimakso primcip¡.

Bejeso taisykl
e, atitinkanti apriorini� skirstini� ω1, ω2, 1 − ω1 − ω2, nusakoma sprendimu�
pri
emimo sritimis

Ω1 = {x : a1 < x < a2}, Ω2 = {x : a2 < x < a3}, Ω3 = {x : x < a1, arba x > a3},

£ia
a1 =

1

2
ln

1− ω1 − ω2

2ω1
, a2 =

3

2
− ln

ω2

ω1
, a3 = 3− a1.

Prilygin¦ rizikos funkcijos komponentes vien¡ kitai, gausime dvieju� lyg£iu� sistem¡ tikimybiu�

ω∗1 , ω
∗
2 atºvilgiu. I²sprend¦ gauname ω∗1 = ω∗2 = 0, 27585, ω∗3 = 0, 4483. Su ²iuo aprioriniu

skirstiniu rizikos funkcijos komponent
es yra vienodos ir lygios 0,5318. Taisykl
es ϕ∗ sumin
e

svertin
e klasi�kavimo klaida yra 0,1916.

6.2.1 pastaba. Klasi�kavimo i� kelet¡ klasiu� uºdaviniai, kai yra apribojimu�
ir kai yra galimyb
e atsisakyti priimti galutini� sprendim¡, detaliau nagrin
ejami
knygoje [11].

6.2.3. Normaliojo skirstinio atvejis

Tarkime, kad a. v. X = (X1, ..., Xk)T skirstinys, kai objektas priklauso i-ajai
klasei yra normalusis Nk(µi,Σi), i = 1, ...,m. Tankio funkcija

fi(x) = fi(x|µi,Σi) = (2π)−k/2|Σi|−1/2 exp{−1

2
(x− µi)TΣ−1

i (x− µi)}.

Tegu nuostoliu� funkcijos konstantos cii = 0, i = 1, ...,m, cij = 1, i 6= j =
1, ...m. Tada (6.2.7) uºdavinys rei²kia, kad minimizuojama sumin
e svertin
e
klasi�kavimo klaida. Remiantis 6.2.1 teorema priimamas sprendimas η = i, kai

fi(x)ωi > fj(x)ωj , ∀j 6= i, j = 1, ...,m.

Logaritmuodami gauname, kad sprendimas η = i priimamas, kai

gi(x) > gj(x), ∀j 6= i, j = 1, ...,m, (6.2.14)

gi(x) = −1

2
ln |Σi| −

1

2
(x− µi)TΣ−1

i (x− µi) + lnωi, i = 1, ...,m.
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Sprendimu� pri
emimo sritys (6.2.14) gali tur
eti sud
eting¡ pavidal¡. Tod
el
patogiau atsakym¡ uºra²yti aposterioriniu� klasiu� tikimybiu� terminais. Sprendi-
mas η = i priimamas, kai

ωi(x) > ωj(x), ∀j 6= i, j = 1, ...,m, (6.2.15)

ωi(x) =
fi(x)ωi

f1(x)ω1 + ...+ fm(x)ωm
, i = 1, ...,m.

Tikimybiu� ωi(x) terminais klas
es atskiriamos tiesin
emis funkcijomis.
Panagrin
ekime atveji�, kai kovariacin
es matricos Σ1 = Σ2 = ... = Σm =

Σ yra vienodos. Tada nelygyb
es (6.2.14) rei²kia, kad reikia palyginti tiesines
diskriminantines funkcijas

gi(x) = µTi Σ−1x− 1

2
µTi Σ−1µi + lnωi, i = 1, ...,m.

Sprendimas η = i priimamas, kai

gi(x) > gj(x), ∀j 6= i, j = 1, ...,m. (6.2.16)

�ios nelygyb
es sudalija erdv¦ Rk i�m sri£iu� Ω1,Ω2, ...,Ωm. Objektas priskiria-
mas i-ajai klasei, jei steb
etoji reik²m
e X = x patenka i� sriti� Ωi. Sprendinys
nusakytas vienareik²mi²kai beveik visur Lebego mato prasme, nes P{gi(X) −
gj(X) = 0|ξ = l} = 0, i 6= j, i, j, l = 1, ...,m. Sriti� Ωi apriboja m−1 hiperplok²-
tuma

gi(x)− gj(x) = (µi − µj)TΣ−1x− 1

2
(µTi Σ−1µi − µTj Σ−1µj) + ln

ωi
ωj

= (µi − µj)TΣ−1x− 1

2
(µi − µj)TΣ−1(µi + µj) + ln

ωi
ωj

= 0, j 6= i = 1, ...,m.

(6.2.17)

6.3. Klasi�kavimas neturint visos informacijos

Pirmesniame skyrelyje aptar
eme klasi�kavimo uºdavinius, kai turima visa in-
formacija, t. y. ºinomi kiekvienos klas
es a. v. X tankiai (X|ξ = i) ∼ fi(x), i =
1, ...,m, ir apriorin
es klasiu� tikimyb
es ωi = P{ξ = i}, i = 1, ...,m.

Daºniausiai nei tankiai, nei apriorin
es tikimyb
es neºinomos. Tipi²ku atveju
turimos vadinamosios apmokan£iosios imtys X(i)

1 , ...,X(i)
ni , i = 1, ...,m. Yra

ºinoma, kad imtis X(i)
1 , ...,X(i)

ni gauta stebint a. v. X, kai objektai priklaus
e i-
ajai klasei, t. y. kai ξ = i. Naudojant apmokan£i¡sias imtis stengiamasi i�vertinti
neºinomus tankius fi(x), i = 1, ...,m, ir apriorines tikimybes ω1, ..., ωm, o paskui
gautus i�vertinius naudoti i�ra²ant i� klasi�kavimo taisykl¦ vietoje neºinomu� tankiu�
ir aprioriniu� tikimybiu�.

Rasti aprioriniu� tikimybiu� i�vertinius daºniausiai nebu	na sud
etinga. Pavyz-
dºiui, jei komplektuojant apmokan£i¡sias imtis objektas i² i-osios klas
es pasirodo
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su tikimybe ωi nepriklausomai nuo kitu� objektu�, tai tikimyb¦ galima i�vertinti
santykiniu daºniu

ω̂i =
ni

n1 + ...+ nm
, i = 1, ...,m. (6.3.1)

Jeigu steb
ejimu� skai£ius n = n1 + ... + nm �ksuotas, tai a. d. ni turi bino-
minius skirstinius ni ∼ B(n, ωi). Taigi

Eω̂i = ωi, V ω̂i =
ωi(1− ωi)

n
, ω̂i

b.t.→ ωi, n→∞. (6.3.2)

Kur kas sud
etingiau gauti gana tikslius tankiu� fi(x), i = 1, ...,m i�vertinius,
nes tam daºniausiai nepakanka turimu� apmokan£iu�ju� im£iu� didumu�. Uºdavinys
²iek tiek supaprast
eja, kai yra pakankamos prielaidos tarti, kad tankiu� fi(x), i =
1, ...,m funkcin
e i²rai²ka ºinoma, neºinomi tik parametrai θi, nuo kuriu� pri-
klauso tankiai fi(x) = fi(x|θi), i = 1, ...,m. Gav¦ parametro θi i�vertini� θ̂i, kaip
tankio i�vertini� galime imti f̂i(x) = fi(x|θ̂i); ji� ir naudoti klasi�katoriuose vietoje
neºinomo tankio fi(x). Suprantama, tada klasi�kavimo tikslumas priklausys ne
tik nuo sprendimu� pri
emimo taisykl
es, bet ir nuo i�vertiniu� θ̂i tikslumo.

Jeigu imtyje X(i)
i , ...,X(i)

ni n
era jokios informacijos apie parametr¡ θj , j 6= i,
tai vertindami parametr¡ θi naudojame tik ²i¡ imti�, t. y. turime klasikini�
parametru� vertinimo uºdavini�, kuri� sprendºiame atskirai kiekvienai klasei. Tiks-
liau, turime imti� X1, ...,Xn, gaut¡ stebint a. v. X, kurio tankis f(x|θ) priklauso
nuo neºinomo parametro θ (klas
es indeks¡ praleidome). Remiantis turima im-
timi reikia rasti parametro θ i�vertini�.

Parametro θ vertinimo metodus (momentu� ir didºiausiojo tik
etinumo) ir
gautu�ju� i�vertiniu� savybes nagrin
ejome 1 dalies 4 skyriuje. Klasi�kavimo uºdavi-
niuose vertinant parametr¡ θ daºnai naudojamas ir Bejeso metodas.

Jeigu turimos informacijos nepakanka, kad bu	tu� galima patikimai parinkti
konkretu� tankio pavidal¡, tada galima naudoti neparametrinius tankiu� i�vertinius
histogramos ar branduoliniu� i�vertiniu� pavidalo (ºr. 1 dalies 3 skyriu�).

Diskriminantin
eje analiz
eje daºnai naudojami metodai, kurie nereikalauja
tankiu� i�vertiniu� radimo. Ju� esm
e yra tokia: tariama, kad klasi�katoriaus diskri-
minantin
es funkcijos turi konkretu� (daºniausiai tiesini�) pavidal¡, priklausanti�
nuo neºinomu� parametru�. Parametrai vertinami pagal apmokan£i¡sias imtis
naudojant tam tikrus kriterijus.

6.3.1. Parametriniai tankiu� i�vertiniai

6.3.1.1. Didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai

Pailiustruosime DT metodo taikym¡ vertinant tankius. Tarkime, kad a. v. X
skirstinys kiekvienoje klas
eje yra normalusis (X|ξ = i) ∼ Nk(µi,Σi), i =
1, ...,m. Tada neºinomo parametro θi = (µi,Σi) nepaslinktasis i�vertinys (ºr.
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6.1 skyreli�) yra

µ̂i = X̄
(i)

=
1

ni

ni∑
j=1

X(i)
j , Σ̂i = Si =

1

ni − 1

ni∑
j=1

(X(i)
j − X̄

(i)
)(X(i)

j − X̄
(i)

)T .

(6.3.3)
I�stat¦ ²iuos i�vertinius i� (6.1.39), gausime klasi�kavimo taisykl
es i�vertini�.

Jeigu yra pagrindo tvirtinti, kad kovariaciju� matricos vienodos Σ1 = ... =
Σm = Σ, tai Σ i�vertiniui sudaryti natu	ralu panaudoti visas imtis

Σ̂ = S =
1

n−m

m∑
i=1

(ni − 1)Si, n = n1 + ...+ nm.

Kai yra dvi klas
es, vietoje diskriminantin
es funkcijos (6.1.41) gauname jos
i�vertini�

ĝ(x) = (X̄
(1) − X̄(2)

)T Σ̂−1x− 1

2
((X̄

(1)
)T Σ̂−1X̄

(1) − (X̄
(2)

)T Σ̂−1X̄
(2)

) + d

= (X̄
(1) − X̄(2)

)T Σ̂−1x− 1

2
(X̄

(1) − X̄(2)
)T Σ̂−1(X̄

(1)
+ X̄

(2)
) + d. (6.3.4)

6.3.1 teorema. Jeigu apmokan£iu�ju� im£iu� didumai n1 →∞, n2 →∞ ir |Σ| >
0, tai

ĝ(x)
b.t.→ g(x), (ĝ(X)|ξ = 1)

d→ Z1 ∼ N(−a/2 + d, a), (6.3.5)

(ĝ(X)|ξ = 2)
d→ Z2 ∼ N(a/2 + d, a), a = (µ1 − µ2)TΣ−1(µ1 − µ2).

I�rodymas. Remiantis empiriniu� momentu� savyb
emis (1 dalis, 3 skyrelis),
galima tvirtinti, kad

X̄
(1) b.t.→ µ1, X̄

(2) b.t.→ µ2, Σ̂−1 b.t.→ Σ−1.

Remiantis teoremomis apie seku� konvergavim¡ (1 dalis, 4.5.4 skyrelis), gali-
ma tvirtinti, kad

ĝ(x)
b.t.→ g(x), (ĝ(X)|ξ = i)

d→ (g(X)|ξ = i), i = 1, 2. N

Tokiu bu	du, kai yra pakankamai dideli n1 ir n2, klasi�kavimo taisykl
e ir
klasi�kavimo klaidos yra apytiksliai tokios pa£ios kaip ir tuo atveju, kai para-
metrai µ1,µ2,Σ yra ºinomi.

Kai yra dvi klas
es, o a. v. X skirstiniai yra normalieji su vienoda kovariaciju�
matrica ir apriorin
es tikimyb
es lygios, sumin
e klasi�kavimo klaida (6.1.42) yra

P{e} = 1− Φ(
√
a/2), a = (µ1 − µ2)TΣ−1(µ1 − µ2). (6.3.6)
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Taigi P{e} → 0, kai a→∞, Jeigu a. v. X koordinat
es nepriklausomos, tai

a =

k∑
i=1

(µi1 − µi2)2/σ2
i ; (6.3.7)

£ia µi1 ir µi2 yra i-osios koordinat
es vidurkis, kai objektas atitinkamai priklauso
pirmai ir antrai klasei, o σ2

i yra i-osios koordinat
es dispersija.
I² £ia matome, kad klaidai (6.3.7) maº
eti didºiausi¡ i�tak¡ turi poºymiai,

kuriu� skirtumas |µi1 − µi2|, palyginti su σi, yra didºiausias. Kita vertus, bet
koks poºymis, kurio |µi1 − µi2| 6= 0, naudingas klasi�kavimo klaidai maºinti.
Atrodytu�, kad, norint pagerinti klasi�kavimo tikslum¡, reikia i� klasi�katoriu�
i�traukti kuo daugiau poºymiu�, t. y. padidinti a. v. X dimensij¡.

Ta£iau pad
etis i² esm
es pasikei£ia, kai tankiai neºinomi ir juos tenka vertinti
i² apmokan£iu�ju� im£iu�. Nauju� poºymiu� i�traukimas didina vertinamu� parametru�
skai£iu�, tada, uºuot patikslin¦ klasi�kavim¡, galime gauti prie²ing¡ rezultat¡.
Pavyzdºiui, k-ma£io normaliojo skirstinio atveju, kai ji� visi²kai apibu	dina pir-
mieji ir antrieji momentai, reikia i�vertinti k vidurkiu� ir k(k + 1)/2 kovariacin
es
matricos elementu�. VektoriausX dimensij¡ padidinus vienetu reikalingu� i�vertinti
parametru� skai£iu� padid
eja k + 2. Taigi, labai padidinus a. v. X dimensij¡ ir
norint pakankamai tiksliai i�vertinti visus parametrus, apmokan£iu�ju� im£iu� didu-
mai tur
etu� padid
eti tiek, kad jas gauti bu	tu� beveik nerealu.

Sumaºinti stebimo vektoriaus dimensij¡ yra viena i² svarbiausiu�ju� daugia-
mat
es matematin
es statistikos problemu�, sprendºiant i�vairius uºdavinius (klasi-
�kavimas, regresin
e analiz
e ir kt.). �ios problemos nagrin
ejamos daugelyje
knygu� (ºr., pvz.,[13], [14], [15]).

Sprendºiant klasi�kavimo uºdavini�, taikomi i�vairu	s vertinamu� parametru�
skai£iaus maºinimo metodai: atmetami tie poºymiai, kuriems |µ̂i1 − µ̂i2|, pa-
lyginti su σ̂i, yra maºas; nuliui prilyginami tie koreliacijos koe�cientai,kuriu�
i�ver£iai i�gijo maºas reik²mes; tariama, kad kovariacin
e matrica yra diagonalioji,
t. y. vertinami tik vidurkiai ir dispersijos; naudojamos ne a. v. X koordinat
es, o
ju� funkcijos (daºniausiai tiesin
es), paliekant maºesni� ju� skai£iu� negu a. v. dimen-
sija (pvz., imama keletas pirmu�ju� pagrindiniu� komponen£iu�; ºr. 6.7 skyreli�), ir
kt.

6.3.1.2. Bejeso metodas tankiams vertinti

Kartais dar prie² gaunant apmokan£i¡sias imtis turima tam tikra i²ankstin
e
(apriorin
e) informacija apie neºinomus parametrus θi. Sudarant klasi�katoriu�
natu	ralu panaudoti ne tik apmokan£i¡sias imtis, bet ir ²i¡ i²ankstin¦ informacij¡.
Pavyzdºiui, tarkime, kad ilg¡ laik¡ atliekant i²leidºiam¡j¡ produkcijos kontrol¦
nustatyta, kad defektiniu� gaminiu� dalis p vidutini²kai lygi p0 = 0, 02 ir niekada
nevir²ija 0, 1. Tod
el vietoje parametro p kitimo srities intervalo [0, 1] galima
apsiriboti siauresne kitimo sritimi [0, 0, 1].

Tarsime, kad vertinant i-osios klas
es parametr¡ θi, kitu� klasiu� j 6= i apmo-
kan£iosios imtys jokios informacijos nesuteikia, t. y. klas
es indeks¡ praleisime.
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Paprastai i²ankstin
e turima informacija formalizuojama taip. Tariama, kad
parametras θ turi apriorini� skirstini�, nusakyt¡ tokiu tankiu g(θ) (σ-baigtinio
mato ν atºvilgiu), kad jo tikimybin
e mas
e sukoncentruota ta²ko θ0 = Eθ
aplinkoje. Sklaida apie ta²k¡ θ0 priklauso nuo informacijos tikslumo ir patiki-
mumo: kuo tikslesn
e i²ankstin
e informacija, tuo maºesn
e sklaida apie ta²k¡ θ0

parenkama. Tegu apmokan£ioji imtis X = (X1, ...,Xn) yra paprastoji imtis a. v.
X, kurio s¡lyginis tankis ( σ-baigtinio mato µ atºvilgiu), kai θ �ksuotas, yra
(X|θ) ∼ f(x|θ). Tada imties s¡lyginis tankis

L(x1, ...,xn|θ) =

n∏
j=1

f(xj |θ). (6.3.8)

Pagal Bejeso formul¦ gauname aposteriorini� parametro θ tanki�

g(θ|X ) =
1

c
L(X1, ...,Xn|θ)g(θ), (6.3.9)

£ia c nepriklausanti nuo θ normuojanti konstanta

c =

∫
L(X1, ...,Xn|θ)g(θ)dν.

Parametro θ Bejeso i�vertiniu imame vidurki�

θ̂B = E(θ|X ) =

∫
θg(θ|X )dν. (6.3.10)

Naudodami tanki� (6.3.9) galime gauti a. v. X s¡lygini� tanki� apmokan£iosios
imties X atºvilgiu:

f(x|X ) =

∫
f(x|θ)g(θ|X )dν, (6.3.11)

ji� ir galime naudoti sudarydami klasi�katoriu�.

6.3.1 pavyzdys. Tarkime, X = (X1, ..., Xn) yra paprastoji imtis, kurios elementai, kai
parametras p �ksuotas, turi Bernulio skirstinius B(1, p), o p savo ruoºtu yra a. d., turintis
beta skirstini� p ∼ Be(γ, η), p0 = Ep = γ/(γ + η). Tada, paºym
ej¦ Sn = X1 + ... + Xn,
gauname

L(X1, ..., Xn|p) = pSn (1− p)n−Sn , g(p) =
Γ(γ + η)

Γ(γ)Γ(η)
pγ−1(1− p)η−1

ir

g(p|X ) =
Γ(γ + η + n)

Γ(γ + Sn)Γ(η + n− Sn)
pγ+Sn−1(1− p)η+n−Sn−1

yra beta skirstinys su parametrais γ + Sn ir η + n− Sn.
Parametro p Bejeso i�vertinys

p̂B =
γ + Sn

γ + η + n
=

γ

γ + η

γ + η

γ + η + n
+ X̄

n

γ + η + n
. (6.3.12)

Matome, kad p̂B susideda i² dvieju� komponen£iu�. Pirmoji rodo apriorin
es informacijos,
o antroji apmokan£iosios imties ind
eli�. Jeigu γ ir η �ksuoti, o n → ∞, tai p̂B art
eja i� DT
i�vertini� X̄, t. y. apriorin
es informacijos ind
elis art
eja i� 0. Atvirk²£iai, jeigu n ir p0 = γ/(γ+η)
�ksuoti, o η →∞ (sklaida apie p0 maº
eja), tai p̂B art
eja i� p0, t. y. i� i�vertini�, kuri� gautume, jei
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apmokan£iosios imties nebu	tu�. Kitais atvejais gauname tarpinius variantus, kai panaudojama
ir i²ankstin
e informacija, ir apmokan£ioji imtis.

Pagal (6.3.11) s¡lyginis X skirstinys imties X atºvilgiu yra Bernulio B(1, p̂B).

6.3.1 pastaba. �iame pavyzdyje parametro p aposteriorinis skirstinys g(p|X )
turi t¡ pati� pavidal¡ kaip ir apriorinis skirstinys g(p). Tokiu atveju sakoma, kad
apriorinis beta skirstinys yra sujungtinis su Bernulio skirstiniu. I² ²io pavyzdºio
matome, kad sujungtini� apriorini� skirstini� galima parinkti, jeigu i²pildytos tokios
s¡lygos.

1. Egzistuoja parametro θ dimensijos pakankamoji statistika T = T (X ),
t. y.

L(X1, ...,Xn|θ) = L1(T (X )|θ)h(X1, ...,Xn),

£ia h nepriklauso nuo parametro θ.
2. Apriorinio skirstinio tankis g(θ) gali bu	ti parinktas proporcingas funkcijai

L1 (proporcingumo koe�cientas nepriklauso nuo θ), o sandauga gL1 yra tokio
pat pavidalo kaip ir g.

�ias s¡lygas tenkina, pavyzdºiui, eksponentinio tipo skirstiniai (detaliau ºr.
[5]).

Apskritai kalbant, aprioriniai skirstiniai daºniausiai parenkami i² sujungtiniu�
skirstiniu� aib
es. Tai gerokai palengvina aposterioriniu� skirstiniu� radim¡.

6.3.2 pavyzdys. Panagrin
ekime ²iek tiek sud
etingesni� pavyzdi�. Tarkime, paprastoji imtis
X = (X1, ...,Xn) gauta stebint a. v. X = (X1, ..., Xk)T , kurio skirstinys yra k-matis nor-
malusis su ºinoma nei²sigimusia kovariacine matrica Σ ir neºinomu vidurkiu� vektoriumi µ.
Vektorius µ savo ruoºtu yra k-matis normalusis vektorius µ ∼ Nk(µ0,Σ0) su ºinomu vidurkiu�
vektoriumi µ0 ir ºinoma nei²sigimusia kovariacine matrica Σ0.

Tik
etinumo funkcija

L(X1, ...,Xn|µ) = (2π)−nk/2|Σ|−n/2 exp{−
1

2

n∑
i=1

(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)}

= h(X ) exp{−
n

2
(X̄− µ)TΣ−1(X̄− µ)},

o apriorinis tankis

g(µ) = (2π)−nk/2|Σ|−n/20 exp{−
1

2
(µ− µ0)TΣ−1

0 (µ− µ0)}.

Gauname aposteriorini� tanki�

g(µ|X ) = c exp{−
1

2
[µT (nΣ−1 + Σ−1

0 )µ− 2µT (nΣ−1X̄ + Σ−1
0 µ0)]},

kuri� galime suvesti i� toki� pavidal¡

g(µ|X ) = c′ exp{−
1

2
(µ− µ̂B)TΣ−1

n (µ− µ̂B)},

jeigu parinksime µ̂B ir Σn i² lyg£iu� sistemos

Σ−1
n = nΣ−1 + Σ−1

0 ,

Σ−1
n µ̂B = nΣ−1X̄ + Σ−1

0 µ0.

Pasinaudoj¦ lygybe,

(A−1 +B−1)−1 = A(A+B)−1B = B(A+B)−1A,
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kuri teisinga visoms vienodos dimensijos nei²sigimusioms matricoms, gauname

Σn = Σ0(Σ0 +
1

n
Σ)−1 1

n
Σ,

µ̂B =
1

n
Σ(Σ0 +

1

n
Σ)−1µ0 + Σ0(Σ0 +

1

n
Σ)−1X̄.

Taigi aposteriorinis µ skirstinys normalusis Nk(µ̂B ,Σn).
Kaip ir 6.3.1 pavyzdyje Bejeso i�vertinys µ̂B susideda i² dvieju� komponen£iu�. Pirmoji rodo

apriorin
es informacijos, o antroji apmokan£iosios imties ind
eli�. Jeigu µ0, Σ0 ir Σ �ksuoti,
o n → ∞, tai µ̂B art
eja i� DT i�vertini� X̄, t. y. apriorin
es informacijos ind
elis art
eja i� 0.
Atvirk²£iai, jeigu n, µ0 ir Σ �ksuoti, o Σ0 → 0 (sklaida apie µ0 maº
eja), tai µ̂B art
eja i� µ0,
t. y. i� i�vertini�, kuri� gautume, jei apmokan£iosios imties nebu	tu�.

Ie²kant a. v. X s¡lyginio tankio X atºvilgiu pakanka paºym
eti, kad a. v. X yra dvieju�
nepriklausomu� normaliu�ju� vektoriu� Nk(µ̂B ,Σn) ir Nk(0,Σ) suma. Taigi

(X|X ) ∼ Nk(µ̂B ,Σ + Σn).

Keletas kitu� sujungtiniu� aprioriniu� skirstiniu� pavyzdºiu� pateikiama 6.65�6.74
pratimuose.

6.3.2. Neparametriniai tankiu� i�vertiniai

Parametriniu� tankiu� i�vertiniu� alternatyva yra neparametriniai tankiu� i�vertiniai,
kai jokios prielaidos apie tankio funkcini� pavidal¡ nepriimamos. Vienma£iu
atveju neparametriniai tankiu� i�vertiniai nagrin
eti 1 dalies 3.6 skyrelyje. Analo-
gi²ki tankiu� i�vertiniai sudaromi ir daugiama£iu atveju.

6.3.2.1 Histograma

Tarkime, X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X, turin£io absoliu£iai tolydu�ji�
k-mati� skirstini�, kurio su tankio funkcija f(x) neºinoma, o x1, ...,xn yra imties
realizacija. Sudalinkime k-mat¦ erdv¦ Rk i� vienodo didumo k-ma£ius intervalus

I = {(x1, ..., xk) : a′i < xi ≤ a
′′

i , i = 1, ..., k},

kuriu� tu	riai

V = V (I) =

k∏
i=1

(a
′′

i − a′i) =

k∏
i=1

hi.

Jeigu su visais i = 1, ..., k briaunu� ilgiai hi → 0, tai su bet kuriuo x ∈ I
tikimyb
e

P{X ∈ I} =

∫
I
f(y)dy ≈ f(x) · V,

taigi tankio reik²m
e nedaug skiriasi nuo

fn(x) =
1

nV

n∑
j=1

I{I}(xj) =
m

nV
, (6.3.13)

£ia m yra skai£ius tu� xj , kurie pateko i� interval¡ I.
Sudar¦ fn(x) visiems intervalams, gausime funkcij¡, vadinam¡ histograma.
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Funkcija fn yra realizacija atsitiktin
es funkcijos f̂n, kuri su visais x ∈ I
apibr
eºiama lygybe

f̂n(x) =
1

nV

n∑
j=1

I{I}(Xj) =
M

nV
, (6.3.14)

£ia M yra atsitiktin
es imties elementu� Xj , patekusiu� i� interval¡ I, skai£ius.

6.3.2 teorema. Jeigu funkcija f(x) tolydi ta²ko x aplinkoje, tai

f̂n(x)
b.t.→ f(x), kai nV →∞, hi → 0, i = 1, ..., k. (6.3.15)

I�rodymas. Bet kuriame f tolydumo ta²ke x ∈ I

|E(f̂n(x))− f(x)| = | 1
V
P{X ∈ I} − f(x)| =

| 1
V

∫
I
f(y)dy − f(x)| ≤ sup

y∈I
|f(y)− f(x)| → 0, (6.3.16)

kai hi → 0, i = 1, ..., k.
Kadangi

|f̂n(x)− f(x)| ≤ |f̂n(x)−E(f̂n(x))|+ |E(f̂n(x))− f(x)|,

tereikia i�vertinti de²in
es nelygyb
es pus
es pirm¡ji� d
emeni�. Gauname

f̂n(x)−E(f̂n(x)) =
1

n

n∑
j=1

(Yj −EYj), Yj =
1

V
II (Xj),

A. d. Yj nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦

EYj =
1

V
P{X ∈ I}, V Yj =

1

V 2
P{X ∈ I}(1−P{X ∈ I}).

Kadangi

V Yj
n
≤ 1

nV 2
P{X ∈ I} =

1

nV 2

∫
I
f(y)dy ≤ 1

nV
supy∈If(y)→ 0,

kai nV →∞, tai, remdamiesi stipriuoju DSD ir (6.3.16), gauname, kad

f̂n(x)
b.t.→ f(x). N

6.3.2 pastaba. Kai n �ksuotas, ypa£ svarbu tinkamai parinkti intervalus I.
Jei ²ie intervalai labai maºi, tai kiekviename i² ju� bus 0 arba 1 i² realizaciju�
xj . Gausime auk²tus stulpelius, atitinkan£ius 1, ir intervalus be stulpeliu�,
atitinkan£ius 0. I² tokio gra�ko maºai k¡ galima pasakyti apie tankio pavi-
dal¡. Kita vertus, jeigu I dideli, tai tur
esime kelet¡ intervalu� su steb
ejimais ir
visus kitus be ju�. Tai taip pat n
era vaizdu.



168 6 SKYRIUS. DISKRIMINANTIN 
E ANALIZ 
E

6.3.2.2 Branduoliniai tankiu� i�vertiniai

Jeigu imtis paprastoji, tai kiekvienam imties realizacijos elementui xj priskiria-
ma vienodo didumo 1/n tikimybin
e mas
e. Kitaip negu sudarant histogram¡,
tanki� galima bandyti priartinti i²sklaidant tikimybin¦ mas¦ 1/n ta²ko xj aplin-
koje.

Tarkime, K(x) = K(x1, ..., xk) yra unimodalus tankis, i�gyjantis maksimum¡
ta²ke 0 = (0, ..., 0). Jis vadinamas branduoliu. Tada

fin(x1, ...xk) =
1

nV
K

(
x1 − x1i

h1
, ...,

xk − xki
hk

)
,

V = h1 · h2 · ... · hk, xi = (x1i, ..., xki),

yra unimodali funkcija, kurios maksimumas ta²ke xi. Taigi didumo 1/n tikimy-
bin¦ mas¦, priskirt¡ elementui xi, i²sklaidome ta²ko xi aplinkoje remdamiesi
branduoliu K(x).

Toki� mas
es i²sklaidym¡ atlikus su visais imties realizacijos elementais x1, ...,
xn, ta²ke x = (x1, ..., xk)T ∈ Rk tikimybin
es mas
es tankis bus

fn(x1, ..., xk) =
1

nV

n∑
i=1

K

(
x1 − x1i

h1
, ...,

xk − xki
hk

)
.

Gautoji tankio funkcija fn yra realizacija atsitiktin
es funkcijos

f̂n(x1, ..., xk) =
1

nV

n∑
i=1

K

(
x1 −X1i

h1
, ...,

xk −Xki

hk

)
,

£ia Xi = (X1i, ..., Xki)
T yra i-asis atsitiktin
es imties elementas.

Atsitiktin
e funkcija f̂n vadinama tankio f branduoliniu i�vertiniu.
Branduoliu K(x) daºnai imama k-ma£io normaliojo skirstinio Nk(0, I) tan-

kio funkcija, arba, bendriau, skirstinio Nk(0,Σ) su nei²sigimusia kovariacine
matrica Σ tankio funkcija.

Atsitiktin
es funkcijos f̂n vidurkis

E(f̂n(x1, ...xk)) =
1

n

n∑
i=1

1

V
E(K

(
x1 −X1i

h1
, ...,

xk −Xki

hk

)
)

=
1

V

∫
· · ·
∫
K

(
x1 − y1

h1
, ...,

xk − yk
hk

)
f(y1, ..., yk)dy1...dyk

=

∫
· · ·
∫
K(z1, ..., zk)f(x1 − h1y1, ..., xk − hkyk)dz1...dzk

=

∫
Rk

K(z)f(x− hTz)dz, h = (h1, ..., hk)T , (6.3.17)

o dispersija
V (f̂n(x1, ...xk)) ≤ E(f̂2

n(x1, ...xk))

=
1

nV 2

∫
Rk

K2(z)f(x− hTz)dz ≤ supz K(z)E(f̂n(x))

nV
. (6.3.18)
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6.3.3 teorema. Jeigu tankio funkcija f(x) tolydi ir apr
eºta ta²ko x aplinkoje
ir i²pildyta s¡lyga∫

Rk

K(z)f(x− hTz)dz → f(x), kai h→ 0,

tai
f̂n(x)

kv.v.→ f(x), kai nV →∞.

I�rodymas. I²plaukia i² vidurkio ir dispersijos i²rai²ku� (6.3.17) ir (6.3.18).
N

6.3.3. Diskriminantiniu� funkciju� vertinimas

Min
ejome, kad sudarant klasi�katorius kartais tankiu� vertinimo klausimas apei-
namas. Tariama, kad klases atskirian£ios diskriminantin
es funkcijos turi tam
tikr¡ ºinom¡ pavidal¡, priklausanti� nuo neºinomu� parametru�. Remdamiesi ko-
kiu tai kriterijumi i�vertin¦ neºinomus parametrus, gauname ir diskriminantiniu�
funkciju� i�vertinius.

6.3.3.1. Fi²erio tiesin
e diskriminantin
e funkcija, kai yra dvi klas
es

Tarkime objektai klasi�kuojami i� dvi klases. Objektus apibu	dina k-matis a. v.
X = (X1, ..., Xk)T . Jeigu kiekvienos klas
es a. v. X skirstinys yra normalusis,
tai diskriminantin
e funkcija yra tiesin
e (6.1.40). Pagal analogij¡ Fi²eris pasiu	l
e
i�vesti toki¡ parametrizacij¡: apibr
eºiame tiesin¦ funkcij¡

g(x) = z = βTx (6.3.19)

ir, lygindami jos reik²m¦ su pasirinktu slenks£iu, objekt¡ priskiriame pirmai
arba antrai klasei. Neºinomu� parametru� vektorius β = (β1, ..., βk)T i�vertinamas
naudojant apmokan£i¡sias imtis X(i)

1 , ...,X(i)
ni , i = 1, 2. Tiesin¦ transformacij¡

(6.3.19) galime interpretuoti kaip k-ma£iu� vektoriu� projektavim¡ i� ties¦, kurios
kryptis sutampa su vektoriaus β kryptimi, t. y. kaip per
ejim¡ nuo k-ma£io a. v.
X prie vienma£io a. d. Z. Atlikus projektavim¡ apmokan£iu�ju� im£iu� elementai
bus suprojektuoti i� min
et¡ ties¦ ir gausime vienma£iu� a. d. rinkinius

Z
(1)
j = βTX(1)

j , j = 1, ..., n1; Z
(2)
j = βTX(2)

j , j = 1, ..., n2. (6.3.20)

Aritmetiniai vidurkiai

X̄
(i)

=
1

ni

ni∑
j=1

X(i)
j , i = 1, 2; X̄ =

1

n
(n1X̄

(1)
+ n2X̄

(2)
), n = n1 + n2,

bus suprojektuoti i� atitinkamus a. d. Z(i)
j aritmetinius vidurkius

Z̄(i) =
1

ni

ni∑
j=1

Z
(i)
j , i = 1, 2; Z̄ =

1

n
(n1Z̄

(1) + n2Z̄
(2)), n = n1 + n2.

(6.3.21)
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Bendra jungtin
es imties Z(1)
1 , ..., Z

(1)
n1 , Z

(2)
1 , ..., Z

(2)
n2 sklaida

S̃T =

2∑
i=1

ni∑
j=1

(Z
(i)
j − Z̄)2 =

2∑
i=1

ni∑
j=1

(Z
(i)
j − Z̄

(i))2 +

2∑
i=1

ni(Z̄
(i) − Z̄)2 =

=

2∑
i=1

ni∑
j=1

(Z
(i)
j − Z̄

(i))2 +
n1n2

n1 + n2
(Z̄(1) − Z̄(2))2 = S̃V + S̃I (6.3.22)

yra suma sklaidos apmokan£iu�ju� im£iu� viduje S̃V ir likusios sklaidos S̃I , kuri
apibu	dina atstum¡ tarp im£iu�. Norint, kad Z(1)

j ir Z(2)
j bu	tu� geriau atskiriami,

vektoriu� β reikia parinkti taip, kad S̃I bu	tu� kuo didesn
e.
Fi²erio diskriminantin
e funkcija parenkama taip, kad bu	tu� maksimizuojama

kriterijaus funkcija

J(β) =
S̃I

S̃V
→ max

β
. (6.3.23)

Kelet¡ kitokiu� kriterijaus funkciju�, naudojamu� parenkant tiesin¦ diskrimi-
nantin¦ funkcij¡, galima rasti knygoje [4].

I�ra²¦ i� J(β) i²rai²kas pradines apmokan£i¡sias imtis, gauname

S̃V = βT
2∑
i=1

ni∑
j=1

(X(i)
j − X̄

(i)
)(X(i)

j − X̄
(i)

)Tβ = βTSV β,

S̃I = βT (X̄
(1) − X̄(2)

)(X̄
(1) − X̄(2)

)Tβ = βTSIβ

Taigi reikia maksimizuoti

J(β) =
βTSIβ

βTSV β
→ max

β
. (6.3.24)

6.3.4 teorema. Jeigu n1 > k ir n2 > k, o matrica SV teigiamai apibr
eºta su
tikimybe 1, tai Fi²erio diskriminantin
e funkcija turi toki� pavidal¡

ĝ(x) = xT β̂ + w0, β̂ = S−1
V (X̄

(1) − X̄(2)
). (6.3.25)

Objektas priskiriamas pirmai klasei, kai ĝ(x) > 0.

I�rodymas. Funkcijos J(β) maksimizavimas yra ekvivalentus tam, kad

βTSIβ → max
β
, βTSV β = 1.

Sprendinys β̂ turi tenkinti lygti�

SI β̂ = λSV β̂, arba S−1
V SI β̂ = λβ̂,
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£ia λ yra charakteringosios lygties

|SI − λSV | = 0, arba |S−1
V SI − λI| = 0

²aknis. Kadangi Rang(SI) = 1, tai yra tik viena nenulin
e lygties ²aknis. Vek-
toriaus SIβ kryptis sutampa su vektoriaus X̄(1) − X̄

(2) kryptimi, o daugiklis
neturi reik²m
es, tai galime imti β̂ = S−1

V (X̄
(1) − X̄(2)

).

Reikia pasteb
eti, jei a. v. skirstinys abieju� klasiu� atveju yra k-matis normalu-
sis su vienoda kovariacine matrica, tai (6.3.25) pakeit¦ empirines charakteristikas
teorin
emis ir atitinkamai parink¦ slenksti� w0, gausime diskriminantin¦ funkcij¡
(6.1.41).

Slenkstis w0 gali bu	ti parinktas empiriniu bu	du. Tuo tikslu su i�vairiomis
w0 reik²m
emis i�vertinamos klasi�kavimo klaidos ir parenkama priimtina w0

reik²m
e. Norint korekti²kai i�vertinti klasi�kavimo klaidas, i² kiekvienos klas
es
reikia tur
eti pakankamo dydºio aibes objektu�, kurie nebuvo naudojami sudarant
klasi�katoriu� (testin
es aib
es). Jeigu apmokan£iu�ju� im£iu� didumai pakankami,
tai jas galima suskaidyti i� dvi dalis: pirmosios dalys naudojamos klasi�katoriui
sudaryti, o antrosios dalys � i�vertinti jo tikslum¡.

Jeigu apmokan£iu�ju� aibiu� didumai nepakankami, rekomenduojama taikyti
toki¡ procedu	r¡. I² pirmos apmokan£iosios imties pa²aliname element¡ X(1)

1 ;
sudarome klasi�katoriu� naudodami likusias apmokan£i¡sias didumo n1 − 1 ir
n2 imtis; gaut¡ji� klasi�katoriu� i²bandome klasi�kuodami steb
ejim¡ X(1)

1 . Ana-
logi²k¡ procedu	r¡ pakartojame su kiekvienu pirmos ir antros imties elementu.
Apra²ytoji procedu	ra leidºia klasi�kavimo tikslumui vertinti naudoti visus n1 +
n2 steb
ejimus i² esm
es nesumaºinant kriterijaus tikslumo (jis sudaromas nau-
dojant vienu steb
ejimu maºiau). Tiesa, skai£iavimu� apimtis gerokai padid
eja,
ta£iau tai nesudaro ypatingu� sunkumu�, nes daugelyje specializuotu� matematin
es
statistikos TPP tokia procedu	ra numatyta.

6.3.3 pavyzdys. Lentel
eje pateikti duomenys apie la²i²u� charakteristiku� matavimus; £ia
(X

(1)
1i , X

(1)
2i )T yra Aliaskos la²i²u� matavimai, o (X

(2)
1i , X

(2)
2i )T � Kanados la²i²u� matavimai [9].

Sudarysime klasi�katoriu� Aliaskos ir Kanados la²i²oms atskirti remiantis turimomis apmokan-
£iosiomis imtimis.

X
(1)
1i X

(1)
2i X

(1)
1i X

(1)
2i X

(1)
1i X

(1)
2i X

(1)
1i X

(1)
2i X

(1)
1i X

(1)
2i

108 368 114 428 114 396 105 388 84 511
131 355 123 372 100 470 121 403 91 469
105 469 123 372 84 399 85 451 74 451
86 506 109 420 102 429 83 453 101 474
99 402 112 394 101 469 53 427 80 398
87 423 104 407 85 444 95 411 95 433
94 440 111 422 109 397 76 442 92 404
117 489 126 423 106 442 95 426 99 481
79 432 105 434 82 431 87 402 94 491
99 403 119 474 118 381 70 397 87 480
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X
(2)
1i X

(2)
2i X

(2)
1i X

(2)
2i X

(2)
1i X

(2)
2i X

(2)
1i X

(2)
2i X

(2)
1i X

(2)
2i

129 420 149 393 90 385 153 403 133 375
148 371 108 330 145 337 150 354 128 383
179 407 135 355 123 364 154 390 123 349
152 381 170 386 145 376 155 349 144 373
166 377 152 301 115 354 109 325 140 388
124 389 153 397 134 383 117 344 150 339
156 419 152 301 117 355 128 400 124 341
131 345 136 438 126 345 144 403 125 346
140 362 122 306 118 379 163 370 153 352
144 345 148 383 120 369 145 355 108 339

Tardami, kad buvo steb
eti normalieji a. v. N2(µ(1),Σ) ir N2(µ(2),Σ) su vienodomis
kovariacin
emis matricomis, randame pirmos ir antros imties vidurkiu� vektoriu� ir kovariaciniu�
matricu� i�ver£ius

µ̂(1) =

(
X̄

(1)
1.

X̄
(1)
2.

)
=

(
98, 380

429, 660

)
, µ̂(2) =

(
X̄

(2)
1.

X̄
(2)
2.

)
=

(
137, 460
366, 620

)
,

Σ̂(1) =
1

n1 − 1

n1∑
i=1

(X
(1)
1i − X̄

(1)
1. )(X

(1)
1i − X̄

(1)
1. )T =

(
260, 608 −188, 093
−188, 093 1399, 086

)
,

Σ̂(2) =
1

n2 − 1

n2∑
i=1

(X
(2)
1i − X̄

(2)
1. )(X

(2)
1i − X̄

(2)
1. )T =

(
326, 090 133, 505
133, 505 893, 261

)
,

ir bendr¡ kovariacin
es matricos i�verti�

Σ̂ =
1

2
(Σ̂(1) + Σ̂(2)) =

(
293, 349 −27, 294
−27, 294 1146, 174

)
, Σ̂−1 =

(
0, 003416 0, 000081
0, 000081 0, 000874

)
.

Parink¦ slenksti� d = 0, gauname klasi�kavimo taisykl
es i�verti�: objektas, kuriam vektorius X
lygus X0 = (X0

1 , X
0
2 )T , priskiriamas pirmai klasei, kai

ĝ(X0) = (µ̂(1) − µ̂(2))T Σ̂−1X0 −
1

2
(µ̂(1) − µ̂(2))T Σ̂−1(µ̂(1) + µ̂(2)) =

−0, 12839X0
1 + 0, 05194X0

2 − 5, 54121 ≥ 0,

ir priskiriamas antrai klasei prie²ingu atveju.

Pritaikykime ²i¡ klasi�kavimo taisykl¦ apmokan£iu�ju� im£iu� objektams klasi�kuoti. Gau-

name, kad V11 = 44 pirmos imties objektai, teisingai priskiriami pirmai grupei, o V21 = 6

objektai, priskiriami antrai grupei. Antros imties V22 = 49 objektai teisingai priskiriami

antrai grupei ir tik vienas objektas V12 = 1 klaidingai priskiriamas pirmai grupei. Klaidingo

klasi�kavimo tikimybiu� i�ver£iai α̂21 = V21/50 = 0, 12, α̂12 = V12/50 = 0, 02.

6.3.3.2. Fi²erio diskriminantin
es funkcijos, kai klasiu� yra
daugiau negu dvi

Klasi�kuojant objektus i� m > 2 klasiu� reikia apibr
eºti m − 1 diskriminantin¦
funkcij¡

gj(x) = xTβj + w0
j , j = 1, ...,m− 1, (6.3.26)

kurias lygindami suklasi�kuojame objektus i� m klasiu�. Neºinomu� parametru�
βj = (βj1, ..., βjk)T , j = 1, ...,m− 1, i�vertiniai gaunami i² nepriklausomu� apmo-

kan£iu�ju� im£iu� (X(i)
1 , ...,X(i)

ni ), i = 1, ...,m. Transfomacijas gj(x) = xTβj , j =

1, ...,m−1, galime interpretuoti kaip k-mat
es erdv
es ta²ko x ∈ Rk projektavim¡
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i� Rm−1 erdv¦. Im£iu� elementai X(i)
j bus suprojektuoti i� ta²kus Z(i)

j = BTX(i)
j ;

£ia B yra matrica k × (m − 1), kurios stulpeliai yra vektoriai β1, ...,βm−1.
Aritmetiniai vidurkiai

X̄
(i)

=
1

ni

ni∑
j=1

X(i)
j , X̄ =

1

n

m∑
i=1

niX̄
(i)
, n = n1 + ...+ nm,

bus suprojektuoti i� vidurkius

Z̄
(i)

= BT X̄
(i)
, i = 1, ...,m, Z̄ = BT X̄.

Bendra jungtin
es imties {Z(i)
1 , ...,Z(i)

ni , i = 1, ...,m} sklaida apibu	dinama
matrica

S̃T =

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Z
(i)
j − Z̄)(Z

(i)
j − Z̄)T =

m∑
i=1

ni∑
j=1

(Z
(i)
j − Z̄

(i)
)(Z

(i)
j − Z̄

(i)
)T+

+

m∑
i=1

ni(Z̄
(i) − Z̄)(Z(i) − Z̄)T = S̃V + S̃I (6.3.27)

yra suma sklaidos apmokan£iu�ju� im£iu� viduje S̃V ir likusios sklaidos S̃I , kuri
apibu	dina atstum¡ tarp im£iu�. Gauname

S̃V = BT
m∑
i=1

ni∑
j=1

(X(i)
j − X̄

(i)
)(X(i)

j − X̄
(i)

)TB = BTSVB,

S̃I =

m∑
i=1

ni(X̄
(i) − X̄)(X(i) − X̄)TB = BTSIB. (6.3.28)

Matric¡ B reikia parinkti taip, kad sklaida tarp im£iu� bu	tu� kuo didesn
e, ly-
ginant su sklaida im£iu� viduje. Sklaidos matu imdami determinantus, gauname
daugiamati� (6.3.24) kriterijaus analog¡

J(B) =
|S̃I |
|S̃V |

=
|BTSIB|
|BTSVB|

→ max
B

. (6.3.29)

6.3.5 teorema. Tegu n1 + ... + nm − m ≥ k, k ≥ m; matrica SV teigia-
mai apibr
eºta su tikimybe 1, o Rang(SI) = m − 1 su tikimybe 1. Tada
(6.3.29) sprendinys yra matrica B̂, kurios stulpelius sudaro tikriniai vektoriai
β̂1, ..., β̂m−1, atitinkantys charakteringosios lygties

|SI − λSV | = 0 (6.3.30)

²aknis λ1 > λ2 > ... > λm−1.
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I�rodymas. Kadangi |SV | > 0, tai egzistuoja nei²sigimusi kvadratin
e mat-
rica C, kad SV = CCT . Tada lygtis

|SI − λSV | = 0⇔ |SI − λCCT | = 0⇔ |(C−1)TSIC
−1 − λI| = 0. (6.3.31)

Matrica (C−1)TSIC
−1 simetrin
e, neneigiamai apibr
eºta ir turi rang¡ lygu�

m − 1. Tod
el egzistuoja m − 1 nenuliniu� skirtingu� lygties (6.3.30) sprendiniu�
λ1, ..., λm−1 ir juos atitinkan£iu�m−1 tikriniu� vektoriu� L1, ...,Lm−1, kad matrica
L, kurios stulpelius sudaro vektoriai L1, ...,Lm−1, tenkina s¡lygas

LT (C−1)TSIC
−1L = Λ, LLT = I;

£ia Λ � diagonalioji matrica, kurios diagonaliniai elementai yra λ1, ..., λm−1.
Parink¦ matric¡ B = C−1L, gausime

J(B) =
|BTSIB|
|BTSVB|

=
|LT (C−1)TSIC

−1L|
LT (C−1)TSVC

−1L
=
|Λ|
|LTL|

= λ1λ2 · · ·λm−1.

Taigi matricos B̂ stulpelius sudaro tikriniai vektoriai, tenkinantys s¡lyg¡

S−1
V SI β̂i = λiβ̂i, i = 1, ...,m− 1. N

Gauname m− 1 i�vertint¡ diskriminantin¦ funkcij¡

ĝ(x) = β̂i
T
x, i = 1, 2, ...,m− 1. (6.3.32)

Remiantis ²iomis dikriminantin
emis funkcijomis klasi�kavimas atliekamas tokiu
bu	du. Tarkime, kad objekt¡, kuriam vektorius X = x, reikia priskirti vienai
i² m klasiu�. Remdamiesi (6.3.32) suprojektuojame ta²k¡ x ir vidurkiu� i�ver£ius
X̄

(i), i = 1, 2, ...,m i� Rm−1 erdv¦

x̂ = B̂
T
x, ˆ̄Z(i) = B̂

T
X̄

(i)
, i = 1, ...,m.

Randame atstumu� tarp projekciju� kvadratus

Di = ||x̂− ˆ̄Z(i)||2 = (x− X̄(i)
)T B̂B̂

T
(x− X̄(i)

), i = 1, ...,m.

Objektas, kuriam X = x, priskiriamas i-jai klasei, jeigu

Di < Dj , ∀ j 6= i, j = 1, ...,m. (6.3.33)

6.3.4 pavyzdys. Lentel
eje pateikti duomenys apie stojimo i� auk²tesni¡j¡ studiju� pakop¡
rezultatus (I grup
e � priimtas; II grup
e � nepriimtas; III grup
e � galutinis sprendimas nepri-
imtas) priklausomai nuo mokymosi rezultatu� ºemesn
eje grandyje X1 ir vidurin
eje grandyje
X2 [9].
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I gr II gr III gr

X
(1)
1 X

(1)
2 X

(1)
1 X

(1)
2 X

(2)
1 X

(2)
2 X

(2)
1 X

(2)
2 X

(3)
1 X

(3)
2 X

(3)
1 X

(3)
2

2,96 596 3,47 552 2,54 446 2,13 408 2,86 494 3,12 463
3,14 473 3,35 520 2,43 425 2,41 469 2,85 496 3,08 440
3,22 482 3,39 543 2,20 474 2,55 538 3,14 419 3,03 419
3,29 527 3,28 523 2,36 531 2,31 505 3,28 371 3,00 509
3,69 505 3,21 530 2,57 542 2,41 489 2,89 447 3,03 438
3,46 693 3,58 564 2,35 406 2,19 411 3,15 313 3,05 399
3,03 626 3,33 565 2,51 412 2,35 321 3,50 402 2,85 483
3,19 663 3,40 431 2,51 458 2,60 394 2,89 485 3,01 453
3,63 447 3,38 605 2,36 399 2,55 528 2,80 444 3,03 414
3,59 588 3,26 664 2,36 482 2,72 399 3,13 416 3,04 446
3,30 563 3,60 609 2,66 420 2,85 381 3,01 471
3,40 553 3,37 559 2,68 414 2,90 384 2,79 490
3,50 572 3,80 521 2,48 533 2,89 431
3,78 591 3,76 646 2,46 509 2,91 446
3,44 692 3,24 467 2,63 504 2,75 546
3,48 528 2,44 336 2,73 467

Remdamiesi ²iais duomenimis rasime klasi�kavimo taisykl¦ triju� grupiu� objektams atskirti.
Tarkime, kad a. v. X(i) = (X

(i)
1 , X

(i)
2 )T ∼ N2(µ(i),Σ), i = 1, 2, 3 turi dvima£ius norma-

liuosius skirstinius su vienodomis kovariacin
emis matricomis. Randame parametru� i�ver£ius
(ºr. 6.3.1.1 skyreli�)

X̄
(1)

=

(
3, 4039

561, 2258

)
, X̄

(2)
=

(
2, 4825

447, 0714

)
, X̄

(3)
=

(
2, 9927

446, 2308

)
,

Σ̂ =

(
0, 0360678 −2, 018759
−2, 018759 3655, 90112

)
, Σ̂−1 =

(
28, 609766 0, 01579808

0, 01579808 0, 00028225

)
.

Tardami, kad apriorin
es klasiu� tikimyb
es ω1 = ω2 = ω3 = 1/3 yra vienodos, randame
i�vertintas diskriminantines funkcijas

ĝ1(x) = (X̄
(1)

)T Σ̂−1x−
1

2
(X̄

(1)
)T Σ̂−1X̄

(1)
+ ln(1/3)

= 106, 25022x1 + 0, 21218x2 − 241, 47081.

Analogi²kai

ĝ2(x) = 78, 08662x1+0, 16541x2−134, 99781, ĝ3(x) = 92, 66975x1+0, 17323x2−178, 41463.

Objektas, kurio X = x = (x1, x2)T , priskiriamas i-ajai klasei, kai ĝi(x) > ĝj(x), ∀ j 6= i,
j = 1, 2, 3.

Pritaikysime ²i¡ taisykl¦ lentel
eje pateiktoms apmokan£iosioms imtims suklasi�kuoti. Gau-
name toki¡ klasi�kavimo lentel¦

η = 1 η = 2 η = 3
∑

ξ = 1 27 0 4 31
ξ = 2 0 26 2 28
ξ = 3 1 0 25 26

Matome, kad suklasi�kuota gana tiksliai. Sumin
es klasi�kavimo klaidos tikimyb
es i�vertis
7/85 = 0, 082.

Naudodami pateiktos lentel
es duomenis rasime Fi²erio klasi�kavimo taisykl¦ (6.3.33) trims
klas
ems atskirti. Randame

SV = 82Σ̂, SI =
3∑
i=1

ni(X̄
(i) − X̄)(X̄

(i) − X̄), X̄ =

3∑
i=1

niX̄
(i)
/(n1 + n2 + n3)

ir sudarome charaktering¡j¡ lygti�

|S−1
V SI − λI| = 0, λ2 − 5, 83666λ+ 1, 07619 = 0.
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I²sprend¦ kvadratin¦ lygti� gauname tikrines reik²mes λ1 = 0, 19061, λ2 = 5, 64605. Tikriniai
vektoriai β̂1, β̂2, atitinkantys ²ias tikrines reik²mes ir tenkinantys s¡lygas β̂Ti Σ̂−1β̂i = 1, yra

β̂1 = (−1, 87669, 0, 01445)T , β̂2 = (5, 00877, 0, 00857)T , B̂ = (β̂1
...β̂2).

Surad¦ atstumus Di, gausime (6.3.33) klasi�kavimo taisykl¦.
Pritaikysime ²i¡ taisykl¦ lentel
eje pateiktoms apmokan£iosioms imtims suklasi�kuoti. Gau-

name toki¡ pa£i¡ klasi�kavimo lentel¦. Be to, lygiai tie patys objektai klaidingai priskiriami
kitoms klas
ems, kaip ir pateiktoje klasi�kavimo lentel
eje.

6.3.3.3. Logistin
e regresija

Kai yra dvi klas
es, logistin
es regresijos modelyje (ºr. 3 dalies 5.3 skyreli�)
tariama, kad i�vykio {ξ = 1}, t. y. objekto, priklausymo pirmai klasei aposterio-
rin
e tikimyb
e turi toki� pavidal¡

ω1(x) = P{ξ = 1|X = x} =
eβ0+βTx

1 + eβ0+βTx
.

Remiantis ²iomis tikimyb
emis sudaromas ²ansu� santykis

ω1(x)

ω2(x)
= eβ0+βTx.

Tada objektas priskirtinas pirmai klasei, kai

ω1(x)

ω2(x)
> 1⇔ β0 + βTx > 0. (6.3.34)

Bendresniu atveju ²ansu� santykis gali bu	ti lyginamas su slenks£iu c 6= 1.
Logistin
es regresijos modeli� galime interpretuoti kaip objektu� klasi�kavimo

taisykl¦ su tiesine diskriminantine funkcija

g(x) = β0 + βTx. (6.3.35)

Kaip matome, parametrizacija £ia i�vedama tokiu bu	du: tariama, kad ºinomo
pavidalo diskriminantin
e funkcija priklauso nuo neºinomu� parametru�, kuriuos
tenka vertinti pagal apmokan£i¡sias imtis.

Pagal apmokan£i¡sias imtis gav¦ parametru� β0,β i�vertinius β̂0, β̂, gauname
diskriminantin
es funkcijos i�vertini�

ĝ(x) = β̂0 + β̂
T
x

ir klasi�kavimo taisykl¦: objektas priskiriamas pirmai klasei, kai ĝ(x) > c.
Skirtumas nuo tiesinio Fi²erio klasi�katoriaus yra tas, kad taikomi skirtingi

metodai parametrams vertinti: logistin
eje regresijoje taikomas DT metodas, o
ie²kant Fi²erio klasi�katoriaus parametru� i�vertiniai randami i² (6.3.24) s¡lygos.

6.3.5 pavyzdys (6.3.3 pavyzdºio t¦sinys.) Rasime klasi�katoriu� dviems la²i²u� ru	²ims atskirti
pagal 6.3.3 pavyzdºio duomenis naudodami logistin¦ regresij¡. Naudodami SAS programu�
paket¡ gauname diskriminantin
es funkcijos i�verti�

ĝ(x) = −3, 9252− 0, 1260x1 + 0, 0485x2.
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Matome, kad gautas i�vertis maºai skiriasi nuo Fi²erio diskriminantin
es funkcijos i�ver£io, gauto
6.3.3 pratime. Pritaik¦ klasi�kavimo taisykl¦ 6.3.3 pavyzdºio duomenims klasi�kuoti, gau-
name klasi�kavimo lentel¦

η = 1 η = 2
∑

ξ = 1 46 4 50
ξ = 2 3 47 50

6.3.3.4. Daugianar
e logistin
e regresija

Tarkime, kad objektus, kuriuos apibu	dina a. v. X = (X1, ..., Xk)T , reikia sukla-
si�kuoti i� m > 2 klasiu�. Tegu e1 = (1, 0, ..., 0)T , e2 = (0, 1, ..., 0)T ,...,em−1 =
(0, 0, ..., 1)T yra dimensijos m − 1 vienetiniai vektoriai, o em = (0, 0, ..., 0)T �
nulinis vektorius. Tarsime, kad a. v. Y i�gijo reik²m¦ ej , jeigu objektas priklauso
j-ai klasei, j = 1, ...,m.

Daugianar
es logistin
es regresijos modelis gaunamas analogi²kai kaip dvinar
es
logistin
es regresijos modelis palyginant s¡lygines tikimybes P{Y = ej |X = x}
ir P{Y = em|X = x}, j = 1, ...m− 1. Tariame, kad

P{Y = ej |X = x}
P{Y = em|X = x}

= exp{αj + βTj x} = exp{µj(x)}, j = 1, ...,m− 1,

(6.3.36)
£ia αj ir βj = (βj1, ..., βjk)T , j = 1, ...,m− 1 yra neºinomi parametrai.

I² (6.3.36) gauname, kad s¡lygin
es tikimyb
es

πj(x) = P{Y = ej |X = x} =
eµj(x)

1 + eµ1(x) + ...+ eµm−1(x)
, j = 1, ...,m− 1,

πm(x) = P{Y = em|X = x} =
1

1 + eµ1(x) + ...+ eµm−1(x)
. (6.3.37)

Modeli� apibu	dina (k + 1)(m− 1) = km+m− k − 1 neºinomas parametras.
Objektas, kurioX = x, priskirtinas j-ai klasei, jeigu s¡lygin
e tikimyb
e πj(x)

yra didesn
e uº kitas tikimybes πl(x), l 6= j, t. y.

πj(x)

πl(x)
≥ 1, ∀ l 6= j, l = 1, ...,m.

Logaritmuodami gauname, kad ²i taisykl
e ekvivalenti tokiai: objektas priskiria-
mas j-ai klasei, jeigu

µj(x) ≥ 0, µj(x) ≥ µl(x), l 6= j, j, l = 1, ...,m− 1;

objektas priskiriamas m-ai klasei, jeigu

µj(x) < 0, ∀ j = 1, ...,m− 1.

Klases atskiriame palygindami tiesines diskriminantines funkcijas µ1(x), ..., µm−1(x).
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Tarkime, kad stebint a. v. X = (X1, ..., Xk)T gauta imtis (X(j)
1 , ...,X(j)

nj ), kai
objektas priklaus
e j-ai klasei, t. y. kai Y = ej , j = 1, ...,m. DT metodu rad¦

parametru� αj ,β
T
j i�vertinius α̂, β̂

T

j , galime i�vertinti tikimybes

π̂j(x) =
eµ̂j(x)

1 + eµ̂1(x) + ...+ eµ̂m−1(x)
, j = 1, ...,m− 1,

π̂m(x) =
1

1 + eµ̂1(x) + ...+ eµ̂m−1(x)
. (6.3.38)

Gauname i�vertint¡ klasi�kavimo taisykl¦: objektas, kurio X = x, priskiria-
mas j-ai klasei,jeigu

µ̂j(x) ≥ 0, µ̂j(x) ≥ µ̂l(x), l 6= j, j, l = 1, ...,m− 1;

objektas priskiriamas m-ai klasei, jeigu

µ̂j(x) < 0,∀ j = 1, ...,m− 1.

6.3.3.5. Neuroniniai tinklai

Pastaruoju metu labai intensyviai vystomi klasi�kavimo algoritmai, grindºiami
vadinamaisiais neuroniniais tinklais. Neuroniniu tinklu vadinamas matematinis
modelis, gautas imituojant nervu� sistem¡, sudaryt¡ i² neuronu� ir ju� jung£iu�.
Papras£iausias neuroninis tinklas yra perceptronas, turintis tik vien¡ neuron¡,
transformuojanti� i�
ejimo vektoriu� x = (x1, ..., xk)T ir imituojanti� i²
ejim¡ g(x).

6.6.1 pav. Neuroninis tinklas su vienu neuronu

Paºym
ekime
z = z(x) = β0 + βTx;

tada kiekvienas i�
ejimas xj sustiprinamas (βj > 1) arba susilpninamas (βj < 1)
ir jie sumuojami. Gautas signalas z transformuojamas pasitelkus perdavimo
funkcij¡ (6.6.1 pav. simbolis

∫
) ir gaunama i²
ejimo funkcija g(x). Jeigu per-

davimo funkcija yra sigmoid
e

ϕ(z) =
ez

1 + ez
,

tai perceptrono matematinis modelis sutampa su logistine regresija g(x) =
ϕ(z(x)).
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Bendriau, tarkime, kad turime kelet¡ neuronu� ir perdavimo funkcijas ϕ(zj(x));
£ia zj = β0j + β1jx1 + ... + βkjxk, j = 1, ...,m. Imame ju� sum¡. Tada i²
ejim¡
galima i²reik²ti taip

g(x) = ω0 +

m∑
j=1

ωjϕ(zj(x)). (6.3.39)

�i i²rai²ka apibu	dina vieno pasl
epto sluoksnio neuronini� tinkl¡, kuriame yra
m neuronu� (6.6.2 pav).

6.6.2 pav. Vieno pasl
epto sluoksnio neuroninis tinklas

Bendru atveju neuroniniame tinkle gali bu	ti keletas pasl
eptu� neuronu� sluoks-
niu�, turin£iu� skirting¡ neuronu� skai£iu�. Kiekvieno sluoksnio neuronu� i�
ejimai yra
ankstesnio sluoksnio i²
ejimai.

Vertinant neºinomus parametrus daºniausiai naudojami kriterijai, susij¦ su
klasi�kavimo klaidu� ar ju� funkciju� minimizavimu. Tod
el ir perceptrono atveju
atsakymai gali skirtis nuo logistin
es regresijos, kurioje neºinomi parametrai
vertinami DT metodu.

Daugelyje matematin
es statistikos TPP yra sukurtos ir i�trauktos paprog-
ram
es, kurios remiantis apmokan£iosiomis imtimis leidºia parinkti tam tikra
prasme geriausi¡ neuroninio tinklo architektu	r¡, i�vertinti parametrus ir atlikti
gautojo klasi�katoriaus tikslumo patikrinim¡ su testine aibe. Pla£iau apie neu-
roninius tinklus ºr.[15].

6.4. Pratimai

6.1 skyrelis

6.1. Klasi�kuojant i� dvi klases remiamasi a. d. X ir (X|ξ = 1) ∼ K(µ1, σ), (X|ξ = 2) ∼
K(µ2, σ), µ1 < µ2. Tegu ω1 = ω2 = 1/2. a) Raskite Bejeso klasi�kavimo taisykl¦, atitinkan£i¡
²ias apriorines klasiu� tikimybes, ir apskai£iuokite klasi�kavimo klaid¡. b) Tarkim, nuostoliai
apibr
eºiami kainomis c11 = c22 = 0, c12 = 4, c21 = 1. Raskite taisykl¦, minimizuojan£i¡
vidutinius nuostolius.

6.2. (6.1 pratimo t¦sinys). Tegu σ = 1, µ1 = 0, µ2 = 3. a) Tarkime, apriorin
es klasiu�
tikimyb
es neºinomos, o nuostoliai apibr
eºti 6.1 pratimo p. b). Raskite taisykl¦, tenkinan£i¡
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minimakso princip¡. b) Tarkime, apriorin
es klasiu� tikimyb
es ω1 = ω2 = 1/2 ir yra galimyb
e
atsisakyti priimti galutini� sprendim¡. Raskite taisykl¦, minimizuojan£i¡ atsisakymu� priimti
sprendim¡ tikimybes, kai apribotos tikimyb
es β12 ≤ 0, 1, β21 ≤ 0, 1.

6.3. I�rodykite, kad dvieju� klasiu� atveju Bejeso klasi�katoriaus sumin
e klaidu� tikimyb
e
tenkina s¡lyg¡

P{e} ≤
√
ω1ω2ρ ≤ ρ/2, ρ =

∫
[f1(x)f2(x)]1/2dµ.

6.4. Klasi�kuojant i� dvi klases remiamasi a. v. X = (X1, ..., Xk)T steb
ejimu. Vektoriaus
X koordinat
es nepriklausomos ir turi Bernulio skirstinius (Xi|ξ = 1) ∼ B(1, pi), (Xi|ξ =
2) ∼ B(1, qi), i = 1, ..., k, o apriorin
es klasiu� tikimyb
es yra ω1, ω2 = 1 − ω1. Tegu rizikos
funkcija nusakoma kainomis c21 > c11 ≥ 0, c12 > c22 ≥ 0. Raskite diskriminantin¦ funkcij¡,
minimizuojan£i¡ vidutinius nuostolius.

6.5. (6.4 pratimo t¦sinys). Tarkime, tikimyb
es pi = p > 1/2, qi = 1 − p, i = 1, ..., k,
c12 − c22 = c21 − c11, o apriorin
es klasiu� tikimyb
es vienodos ω1 = ω2 = 1/2. Raskite
Bejeso klasi�kavimo taisykl¦ ir klasi�kavimo klaid¡. Aptarkite klasi�kavimo klaidos rib¡, kai
p→ 1/2; k →∞.

6.6. Klasi�kuojant i� dvi klases remiamasi a. d. X ir (X|ξ = 1) ∼ E(λ1), (X|ξ = 2) ∼
E(λ2), λ1 < λ2. Tegu ω1 = ω2 = 1/2, nuostoliai apibr
eºiami kainomis c11 = c22 = 0, c12 =
4, c21 = 2. Raskite taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutinius nuostolius.

6.7. (6.6 pratimo t¦sinys). Tegu λ1 = 1, λ2 = 5 ir apriorin
es klasiu� tikimyb
es neºinomos.
Rakite taisykl¦, tenkinan£i¡ minimakso princip¡.

6.8. (6.6 pratimo t¦sinys). Tarkime, yra galimyb
e atsisakyti priimti galutini� sprendim¡.
Nuostoliai d
el atsisakymu� priimti sprendim¡ apsprendºiami kainomis c01 = c02 = 1. Raskite
taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutinius nuostolius.

6.9. Klasi�kuojant i� dvi klases remiamasi a. d. X ir (X|ξ = 1) ∼ N(0, 1), (X|ξ =
2) ∼ K(0, 1). Tegu ω1 = ω2 = 1/2. a) Raskite klasi�kavimo taisykl¦, minimizuojan£i¡
vidutin¦ klaidos tikimyb¦, ir apskai£iuokite t¡ tikimyb¦. b) Tegu nuostolius apsprendºia kainos
c11 = c22 = 0, c12 = 1, c21 = 3. Raskite taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutinius nuostolius, ir
²ios taisykl
es klasi�kavimo klaidos tikimyb¦.

6.10. (6.9 pratimo t¦sinys). Tarkime, apriorin
es klasiu� tikimyb
es neºinomos. Ras-
kite taisykl¦ ϕ∗, minimizuojan£i¡ vidutinius nuostolius R(ϕ, ω1), ir gra�²kai pavaizduokite
funkcij¡ R(ϕ∗, ω1) argumentu imdami apriorin¦ tikimyb¦ ω1 = P{ξ = 1}, 0 ≤ ω1 ≤ 1.

6.11. (6.9 pratimo t¦sinys). Raskite taisykl¦, maksimizuojan£i¡ tikimyb¦ α11, kai yra
apribojimas β21 ≤ 0, 1.

6.12. Tarkime, kad a. d. X skirstiniai dvieju� klasiu� atveju yra (X|ξ = 1) ∼ B(3, p1), (X|ξ =
2) ∼ B(3, p2); p1 = 0, 01, p2 = 0, 1. Nuostolius apsprendºia kainos c11 = c22 = 0, c12 = 1,
c21 = 2. a) Nagrin
ejame tris nerandomizuotas sprendimu� pri
emimo taisykles: ϕ(i)

1 (x) = 1,

kai x = 0, ..., i, ϕ(i)
1 (x) = 0, kai x = i + 1, ..., 3; ϕ(i)

2 = 1 − ϕ(i)
1 , i = 0; 1; 2. Kuri i² ²iu� triju�

taisykliu� tenkina minimakso princip¡ ? b) Raskite sprendimu� pri
emimo taisykl¦, minimizuo-
jan£i¡ vidutinius nuostolius, kai apriorin
es klasiu� tikimyb
es yra (ω1, ω2).

6.13. Tarkime, kad a. d. X skirstiniai dvieju� klasiu� atveju yra geometriniai ir ju� paramet-
rai p1 = 0, 2, p2 = 0, 1. Nuostoliai apsprendºiami kainomis c11 = c22 = 0, c12 = 2, c21 = 1.
a) Nagrin
ejame penkias nerandomizuotas sprendimu� pri
emimo taisykles: ϕ

(i)
1 (x) = 1, kai

x = 0, ..., i, ϕ(i)
1 (x) = 0, kai x = i + 1, i + 2, ...; ϕ(i)

2 = 1 − ϕ
(i)
1 , i = 0; 1; 2; 3; 4. Kuri i²

²iu� triju� taisykliu� tenkina minimakso princip¡ ? b) Raskite sprendimu� pri
emimo taisykl¦,
minimizuojan£i¡ vidutinius nuostolius, kai apriorin
es klasiu� tikimyb
es yra (ω1, ω2).
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6.14. Tarkime, kad a. d. X skirstiniai dvieju� klasiu� atveju yra Puasono ir ju� parametrai
λ1 = 1, λ2 = 2. Nuostolius apsprendºia kainos c11 = c22 = 0, c12 = 100, c21 = 50. a) Nagri-
n
ejame septynias nerandomizuotas sprendimu� pri
emimo taisykles: ϕ(1)

1 (x) ≡ 0; ϕ(i)
1 (x) = 1,

kai x = 0, ..., i−1, ϕ(i)
1 (x) =, kai x = i, i+1, ...; ϕ(i)

2 (x) = 1−ϕ(i)
1 , i = 2; 3; 4; 5; 6; ϕ(7)

1 (x) ≡ 1.
a) Pavaizduokite gra�²kai ²iu� sprendimu� rizikos funkcijos komponentes R1(ϕ(i)), R2(ϕ(i)). b)
I�ved¦ randomizacij¡, raskite minimakso sprendini� ir pavaizduokite ji� gra�²kai.

6.15. Tarkime, kad a. d. X skirstiniai dvieju� klasiu� atveju yra Bernulio (X|ξ = 1) ∼
B(1, 3/4), (X|ξ = 2) ∼ B(1, 1/3). Nuostolius apsprendºia kainos c11 = c22 = 0, c12 = 5,
c21 = 10. Tegu apriorin
es klasiu� tikimyb
es yra ω1, ω2 = 1−ω1. Raskite sprendimu� pri
emimo
taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutinius nuostolius, ir pavaizduokite juos gra�²kai argumentu im-
dami ω1. Su kokiais ω1 atlikti a, d. X steb
ejim¡ neapsimoka, jeigu steb
ejimo kaina c = 0, 1?

6.16. (6.15 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad 6.15 pratimo s¡lygomis prie² priimant
sprendim¡ galima steb
eti a. v. X = (X1, ..., Xn)T , kurio koordinat
es yra nepriklausomi a. d.,
turintys Bernulio skirstinius B(1, 3/4) pirmos klas
es atveju ir B(1, 1/3) antros klas
es atveju.
a) Raskite sprendimu� pri
emimo taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutinius nuostolius, atsiºvelgiant
i� apriorines klasiu� tikimybes (ω1, ω2). b) Raskite imties didum¡ n, kuriam esant gaunami
maºiausieji vidutiniai nuostoliai, jeigu apriorin
es klasiu� tikimyb
es vienodos, o vieno matavimo
kaina c = 0, 01.

6.17. Sprendimai η = 1; 2; 0 priimami remiantis a. v. X, kurio tankiai (X|ξ = 1) ∼ f1(x)
ir (X|ξ = 2) ∼ f2(x). Nuostolius apsprendºia kainos c11 = c22 = 0, c12 = 10, c21 = 8, c01 =
4, c02 = 3. Su kokiomis apriorin
emis dvieju� klasiu� tikimyb
emis ω1 ir ω2 = 1− ω1 sprendimas
η = 0 minimizuoja vidutinius nuostolius, kai steb
eta reik²m
e X = x?

6.18. Tarkime, kad a. d. X skirstiniai dvieju� klasiu� atveju yra Bernulio (X|ξ = 1) ∼
B(1, 3/4), (X|ξ = 2) ∼ B(1, 1/4). Priimami trys sprendimai η = 1, 2, 0. Nuostolius ap-
sprendºia kainos c11 = c22 = 0, c12 = c21 = 10, c01 = c02 = 3. Tegu apriorin
es klasiu�
tikimyb
es yra ω1, ω2 = 1− ω1. Raskite sprendimu� pri
emimo taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidu-
tinius nuostolius, ir pavaizduokite j¡ gra�²kai argumentu imdami ω1.

6.19. (6.18 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad 6.18 pratimo s¡lygomis prie² priimant
sprendim¡ galima steb
eti a. v. X = (X1, ..., Xn)T , kurio koordinat
es yra nepriklausomi a. d.,
turintys Bernulio skirstinius B(1, 3/4) pirmos klas
es atveju ir B(1, 1/4) antros klas
es atveju.
Raskite imties didum¡ n, kuriam esant gaunami maºiausieji vidutiniai nuostoliai, jeigu aprio-
rin
es klasiu� tikimyb
es vienodos, o vieno matavimo kaina c = 0, 1.

6.20. Tarkime, kad klasi�kuojant objektus i� dvi klases galima atlikti n nepriklausomu�
a. d. steb
ejimu�, kuriu� skirstiniai pirmos klas
es atveju yra normalieji N(−1, 9), o antros klas
es
atveju � N(1, 9). Nuostolius apsprendºia kainos c11 = c22 = 0, c12 = c21 = 1000, o vieno
steb
ejimo kaina lygi c = 1. Raskite optimalu� imties didum¡ ir nuostoliu� funkcijos minimali¡
reik²m¦, jeigu apriorin
es klasiu� tikimyb
es yra vienodos.

6.21. Tegu X1, ..., Xn, yra n. a. d., vieno i² kuriu� (jo numeris neºinomas) tankis yra g(x),
o visu� likusiu� koordina£iu� tankiai yra vienodi ir lygu	s f(x). Tarkime, ωi > 0 rei²kia, kad a. d.
Xi tankis yra g(x), ω1 + ...+ ωn = 1. Raskite aposteriorin¦ tikimyb¦ to, kad a. d. X1 tankis
yra g(x), jei buvo steb
eta reik²m
e x = (x1, ..., xn).

6.22. Tarkim, dvieju� klasiu� aposteriorin
es tikimyb
es yra ω1 ir ω2, o a. d. X tankiai yra
(X|ξ = i) ∼ fi(x), i = 1, 2. Paºym
ekime ω1(x) = P{ξ = 1|X = x} aposteriorin¦ pirmos
klas
es tikimyb¦. a) I�rodykite, kad E(ω1(X)) = ω1. b) I�rodykite, kad E(ω1(X)|ξ = 1) ≥ ω1.

6.23. Tarkime, kad dvieju� klasiu� atveju stebimo a. v. skirstiniai yra normalieji Nk(µ1,Σ)
ir Nk(µ2,Σ) su vienodomis kovariacin
emis matricomis. Turimos paprastosios nepriklausomos
apmokan£iosios imtys X(1)

i , i = 1, ..., n1 ir X(2)
i , i = 1, ..., n2. Reikia nauj¡ nepriklausom¡

steb
ejim¡ X priskirti vienai i² dvieju� klasiu�. Tikrinkime hipotez¦ H1 : X,X
(1)
1 , ...,X

(1)
n1 ∼
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Nk(µ1,Σ),X
(2)
1 , ...,X

(2)
n2 ∼ Nk(µ2,Σ) su alternatyvi¡ja hipotezeH2 : X

(1)
1 , ...,X

(1)
n1 ∼ Nk(µ1,

Σ), X,X
(2)
1 , ...,X

(2)
n2 ∼ Nk(µ2,Σ) . I�rodykite, kad tik
etinumu� santykio statistika ²ioms

hipotez
ems tikrinti yra

Λ =
1 + n2(X− ¯

X(2))TΣ−1(X− ¯
X(2))/(n2 + 1)

1 + n1(X− ¯
X(1))TΣ−1(X− ¯

X(1))/(n1 + 1)
.

6.2 skyrelis

6.24. Tarkime, objektas priskiriamas i-ajai klasei, kai aposteriorin
e tikimyb
e ωi(x) ≥
ωj(x), j 6= i, i, j = 1, ...,m. I�rodykite, kad ωi(x) ≥ 1/m, o sumin
e klaidos tikimyb
e nevir²ija
(m− 1)/m. Pateikite pavyzdi�, kai sumin
es klaidos tikimyb
e lygi (m− 1)/m.

6.25. Tarkime, objektai klasi�kuojami i� m klasiu� esant galimybei atsisakyti priimti
sprendim¡, o nuostolius apsprendºia kainos cii = 0, i = 1, ...,m, cij = c > 0, i 6= j, i, j =
1, ...,m, c0i = c0 > 0, i = 1, ...,m. Tegu apriorin
es klasiu� tikimyb
es yra ωi, ω1 + ...+ ωm = 1.
Raskite klasi�katoriaus, minimizuojan£io vidutinius nuostolius, diskriminantines funkcijas.
Aptarkite gaut¡ taisykl¦, kai c0 → 0; kai c0 > c.

6.26. Tegu vektoriaus X = (X1, ..., Xk)T koordinat
es yra nepriklausomos ir turi Bernulio
skirstinius (Xi|ξ = j) ∼ B(1, pij), i = 1, ..., k, j = 1, ...,m. Raskite klasi�katoriaus, mini-
mizuojan£io vidutin¦ klaidos tikimyb¦, diskriminantines funkcijas.

6.27. Tegu a. d. X skirstiniai triju� klasiu� atveju yra: (X|ξ = 1) ∼ N(0, 1); (X|ξ =
2) ∼ K(0, 1); (X|ξ = 3) ∼ L(1); £ia L(1) ºymi Laplaso skirstini�, kurio tankis f3(x) =
exp{−|x|}/2,−∞ < x < ∞. Tegu apriorin
es klasiu� tikimyb
es yra vienodos, o nuostolius
apsprendºia kainos c11 = c22 = c33 = 0; cij = 5, i 6= j = 1, 2, 3. Raskite klasi�kavimo
taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutini� nuostoli�, ir apskai£iuokite jo reik²m¦.

6.28. (6.27 pratimo t¦sinys). Tarkime, yra galimyb
e atsisakyti priimti sprendim¡, o
atsisakymo priimti sprendim¡ nuostolius apsprendºia kainos c0i = 3, i = 1, 2, 3. Raskite
klasi�kavimo taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutini� nuostoli�, ir apskai£iuokite jo reik²m¦.

6.29. Tegu a. v. X tankiai triju� klasiu� atveju yra: (X|ξ = i) ∼ fi(x), i = 1, 2, 3. Tegu
apriorin
es klasiu� tikimyb
es yra vienodos, o nuostolius apsprendºia kainos c11 = c22 = c33 = 0;
cij = 4, i 6= j = 1, 2, 3. Raskite klasi�kavimo taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutini� nuostoli�,
aposterioriniu� klasiu� tikimybiu� ωi(x) = P{ξ = i|X = x}, i = 1, 2, 3, terminais ir pavaizduokite
j¡ gra�²kai.

6.30. (6.29 pratimo t¦sinys). Tarkime, yra galimyb
e atsisakyti priimti sprendim¡, o
atsisakymo priimti sprendim¡ nuostolius apsprendºia kainos c0i = 2; i = 1, 2, 3. Raskite
klasi�kavimo taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutini� nuostoli�, aposterioriniu� klasiu� tikimybiu� ωi(x)
terminais ir pavaizduokite j¡ gra�²kai.

6.31. Tegu a. v. X = (X,Y )T skirstiniai triju� klasiu� atveju yra: (X|ξ = i) ∼ N2(µi, I),
kai vidurkiu� vektoriai i²sid
est¦ taisyklingojo trikampio vir²u	n
ese: µ1 = (−1, 5; 0), µ2 =
(1, 5; 0); µ3 = (0; 3

√
3/2). Tegu apriorin
es klasiu� tikimyb
es yra vienodos ir priimami trys

sprendimai η = i, i = 1, 2, 3. Raskite Bejeso klasi�kavimo taisykl¦, minimizuojan£i¡ vidutin¦
klasi�kavimo klaid¡, ir suraskite jos reik²m¦. Pavaizduokite sprendini� geometri²kai a. v. X ir
aposterioriniu� klasiu� tikimybiu� terminais.

6.32. (6.31 pratimo t¦sinys). Tarkime yra galimyb
e atsisakyti nuo sprendimo pri
emimo,
o atsisakymo priimti sprendim¡ nuostoliai apsprendºiami kainomis cii = 0; cij = 50, i 6= j =
1, 2, 3; c0i = 30, i = 1, 2, 3. Raskite klasi�kavimo taisykl¦ minimizuojan£i¡ vidutini� nuostoli� ir
pavaizduokite j¡ gra�²kai a. v. X ir aposterioriniu� klasiu� tikimybiu� terminais.

6.33. (6.32 pratimo t¦sinys). Apskai£iuokite 6.32 pratime rastos klasi�kavimo taisykl
es
vidutini� nuostoli�.



6.4. Pratimai 183

6.3 skyrelis
6.34. Pagal paprast¡j¡ imti� X1, ...,Xn, gaut¡ stebint normalu�ji� a. v. X ∼ Nk(µ,Σ),

gauti i�vertiniai

µ̂n = X̄n =
1

n

n∑
j=1

Xj , Σ̂n =
1

n− 1
S =

1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − X̄n)(Xj − X̄n)T .

Tarkime, papildomai gautas dar vienas nepriklausantis nuo ankstesniu� steb
ejimas Xn+1.
I�rodykite, kad

X̄n+1 = X̄n +
1

n+ 1
(Xn+1 − X̄n),

Σ̂n+1 =
n− 1

n
Σ̂n +

1

n+ 1
(Xn+1 − X̄n)(Xn+1 − X̄n)T .

6.35.(6.34 t¦sinys). I�rodykite, kad Σ̂−1
n+1 galima surasti tokiu bu	du

Σ̂−1
n+1 =

n

n− 1

[
Σ̂−1
n −

Σ̂−1
n (Xn+1 − X̄n)(Xn+1 − X̄n)T Σ̂−1

n

(n2 − 1)/n+ (Xn+1 − X̄n)T Σ̂−1
n (Xn+1 − X̄n)

]
.

6.36. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn) gauta stebint a. d. X, kuris esant
�ksuotam vidurkiui µ = EX turi normalu�ji� skirstini� (X|µ) ∼ N(µ, σ2), parametras σ ºinomas.
Vidurkis µ savo ruoºtu yra a. d., turintis normalu�ji� skirstini� µ ∼ N(µ0, β2) su ºinomais para-
metrais µ0, β2. Raskite parametro µ Bejeso i�vertini�. Aptarkite gautojo i�vertinio elgesi�, kai
n → ∞, o β �ksuotas ir kai β → 0, o n �ksuotas. Raskite a. d. X s¡lygini� skirstini� imties X
atºvilgiu.

6.37. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn) gauta stebint a. d. X, kuris esant
�ksuotam vidurkiui λ = EX turi Puasono skirstini� (X|λ) ∼ P(λ). Vidurkis λ savo ruoºtu yra
a. d., turintis gama skirstini� λ ∼ G(γ, η) su ºinomais parametrais γ, η. Raskite parametro λ
Bejeso i�vertini� ir a. d. X s¡lygini� skirstini� imties X atºvilgiu.

6.38. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn) gauta stebint a. d. X, kuris esant
�ksuotam parametrui p turi binomini� skirstini� (X|p) ∼ B(m, p). Tikimyb
e p savo ruoºtu yra
a. d., turintis beta skirstini� p ∼ Be(γ, η) su ºinomais parametrais γ, η. Raskite parametro p
Bejeso i�vertini� ir a. d. X s¡lygini� skirstini� imties X atºvilgiu.

6.39. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn) gauta stebint a. d. X, kuris esant
�ksuotam parametrui p turi neigiam¡ji� binomini� skirstini� (X|p) ∼ B−(m, p), parametras m
ºinomas. Tikimyb
e p savo ruoºtu yra a. d., turintis beta skirstini� p ∼ Be(γ, η) su ºinomais
parametrais γ, η. Raskite parametro p Bejeso i�vertini� ir. a. d. X s¡lygini� skirstini� imties X
atºvilgiu.

6.40. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn) gauta stebint a. d. X, kuris esant
�ksuotam parametrui λ turi eksponentini� (X|λ) ∼ E(λ) skirstini�. Parametras λ savo ruoºtu
yra a. d., turintis gama skirstini� λ ∼ G(γ, η) su ºinomais parametrais γ, η. Raskite parametro
λ Bejeso i�vertini� ir a. d. X s¡lygini� skirstini� imties X atºvilgiu.

6.41. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn) gauta stebint a. d. X, kuris
esant �ksuotam parametrui σ turi normalu�ji� skirstini� (X|σ) ∼ N(µ, σ2), vidurkis µ ºinomas.
Parametras θ = 1/σ2 savo ruoºtu yra a. d., turintis gama skirstini� θ ∼ G(λ, η) su ºinomais
parametrais λ, η. Raskite parametro θ aposteriorini� skirstini� ir a. d. X s¡lygini� skirstini� imties
X atºvilgiu.

6.42. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ...,Xn) gauta stebint a. v. X, kuris turi
polinomini� skirstini� Pk(1,p), p = (p1, ..., pk)T , 0 ≤ pi ≤ 1, p1 + ... + pk = 1. Parametro
p apriorinis skirstinys yra Dirichl
e skirstinys su ºinomu parametru� vektoriumi (α1, ..., αk)T ,
αi > 0. Raskite parametro p aposteriorini� skirstini� ir a. v. X s¡lygini� skirstini� imties X
atºvilgiu.
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6.43. Tarkime, a. v. X = (X1, ..., Xk)T skirstinys yra daugiamatis Bernulio:

P{X = x|θ} =
k∏
i=1

θ
xi
i (1− θi)1−xi , x = (x1, ..., xk)T ,

o parametras θ = (θ1, ..., θk)T turi tolygu�ji� apriorini� skirstini� vienetiniame k-ma£iame kube.
Gauta paprastoji a. v. X imtis X = (X1, ...,Xn). Raskite parametro θ aposteriorini� skirstini�
ir a. v. X s¡lygini� skirstini� imties X atºvilgiu.

6.44. Defektinio gaminio pagaminimo tikimyb
e p turi apriorini� skirstini� U(0; 1). Pagal
paprast¡j¡ didumo n imti� surastas p aposteriorinis skirstinys yra Be(7; 95). Kokio didumo
imtis buvo tikrinta ir koks defektiniu� gaminiu� skai£ius joje buvo aptiktas?

6.45. Tarkim, kad vidutinis defektu� skai£ius λ pagamintoje tam tikro ilgio magnetin
eje
juostoje neºinomas, ta£iau turi apriorini� gama skirstini�, kurio vidurkis 2 ir dispersija 1. Tegu
defektu� skai£ius juostoje esant �ksuotam λ turi Puasono skirstini� P(λ). Patikrinus n juostu�
pasirod
e, kad aposteriorinio λ skirstinio vidurkis lygus 1,6, o dispersija 0,16. Kokio didumo
imtis buvo tikrinta ir kiek defektu� surasta?

6.46. Defektinio gaminio pagaminimo tikimyb
e p turi apriorini� skirstini� Be(1; 99). Ga-
miniai atsitiktinai atrenkami ir tikrinami, kol bus rasti 5 defektiniai. Aposteriorinio skirstinio
vidurkis 0,02. Kiek geru� gaminiu� buvo surasta tikrinimo metu?

6.47. Pritarian£iu� liberaliu� partiju� paºiu	roms rink
eju� dalies p apriorinis skirstinys yra
Be(1; 10). a) Tegu tarp 1000 atsitiktinai apklaustu� rink
eju� 123 pritaria liberaliu� partiju�
paºiu	roms. Koks tokiu� rink
eju� dalies aposteriorinis skirstinys? b) Tarkime, rink
ejai atsitik-
tinai apklausiami tol, kol atsiras 123 rink
ejai, pritariantys liberaliu� partiju� paºiu	roms. Koks
tokiu� rink
eju� dalies aposteriorinis skirstinys?

6.48. Gaminamu� elektros lempu£iu� darbo laikas turi eksponentini� skirstini� su parametru
λ. Savo ruoºtu parametras λ turi apriorini� gama skirstini� su variacijos koe�cientu 0,5. Kokio
didumo turi bu	ti paprastoji imtis, kad aposteriorinio skirstinio variacijos koe�cientas sumaº
etu�
iki 0,1?

6.49. A. d. X turi normalu�ji� skirstini� N(µ; 4). Apriorinio µ skirstinio dispersija β2 = 9.
Koki¡ maºiausi¡ paprast¡j¡ imti� reikia tur
eti, kad bu	tu� galima sukonstruoti parametro µ ilgio
1 pasikliovimo interval¡, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95?

6.50. Tarkime,X = (X1, X2)T ∼ N2(µ,Σ); vidurkiu� vektorius µ = (µ1, µ2)T neºinomas,
o Σ−1 = [σij ]2×2 ºinoma; σ11 = 1/3, σ22 = 4/3, σ12 + σ21 = −1/3. Vektoriaus µ apriorinis
skirstinys yra dvimatis normalusis su kovariacine matrica Σ0; Σ−1

0 = [βij ]2×2 ºinoma; β11 =
1, β22 = 6, β12 = β21 = −1. Koks turi bu	ti imties didumas, kad aposteriorinio skirstinio a. d.
µ1 − µ2 dispersija nevir²ytu� 0,01?

6.51. Gaminiai apibu	dinami parametru X, kurio skirstinys normalusis X ∼ N(µ, σ2).
Gaminys yra geras, kai a < X < b, ir defektinis prie²ingu atveju. Kontrol
es metu stebime a. d.
Y = X+e; £ia matavimo paklaida e nepriklauso nuo X ir turi normalu�ji� skirstini� e ∼ N(0, β2).
Raskite Bejeso klasi�kavimo taisykl¦ ir sumin¦ klaid¡, kai µ = 0, σ2 = 1, β2 = 1/4,−a = b =
1, 6.

6.52. (6.51 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad parametrai µ, σ2, β2 neºinomi. Modeliuo-
dami a. d. su nurodytomis 6.51 pratime parametru� reik²m
emis, gaukite apmokan£i¡sias imtis.
I�vertinkite skirtingu� klasiu� a. d. Y tankius dviem bu	dais: a) didºiausiojo tik
etinumo metodu
i�vertin¦ parametrus µ, σ2, β2; b) naudodami neparametrinius tankio i�ver£ius branduoliu im-
dami normaliojo skirstinio tanki�. Raskite klasi�kavimo taisykl
es i�ver£ius ir palyginkite juos
su 6.51 pratime gauta taisykle.

6.53. Tarkime, kad triju� klasiu� atveju stebimo vektoriaus X skirstinys yra normalusis
(X|ξ = i) ∼ Nk(µi,Σ), i = 1, 2, 3, su vienoda kovariacine matrica. Raskite klasi�katoriu�
minimizuojanti� sumin¦ klasi�kavimo klaid¡

∑
i6=j αij ir raskite klasi�kavimo klaidu� tikimybes

αij , i 6= j = 1, 2, 3.
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6.54 (6.53 pratimo t¦sinys). Klasikiniu tapusiame Fi²erio eksperimente [8] buvo matuota
n = 50 vilkdalgio Iris setosa taur
elapio ilgis ir plotis, bei vainiklapio ilgis ir plotis (ºym
esime
(X1, X2, X3, X4)). Analogi²ki matavimai buvo atlikti kitos vilkdalgio ru	²ies Iris versicolor

(ºym
esime (Y1, Y2, Y3, Y4)) ir tre£ios vilkdalgio ru	²ies Iris virginica (ºym
esime (Z1, Z2, Z3, Z4)).
Matavimo rezultatai pateikiami lentel
ese.

X1 X2 X3 X4 Y1 Y2 Y3 Y4 X1 X2 X3 X4 Y1 Y2 Y3 Y4
5,1 3,5 1,4 0,2 7,0 3,2 4,7 1,4 5,0 3,0 1,6 0,2 6,6 3,0 4,4 1,4
4,9 3,0 1,4 0,2 6,4 3,2 4,5 1,5 5,0 3,4 1,6 0,4 6,8 2,8 4,8 1,4
4,7 3,2 1,3 0,2 6,9 3,1 4,9 1,5 5,2 3,5 1,5 0,2 6,7 3,0 5,0 1,7
4,6 3,1 1,5 0,2 5,5 2,3 4,0 1,3 5,2 3,4 1,4 0,2 6,0 2,9 4,5 1,5
5,0 3,6 1,4 0,2 6,5 2,8 4,6 1,5 4,7 3,2 1,6 0,2 5,7 2,6 3,5 1,0
5,4 3,9 1,7 0,4 5,7 2,8 4,5 1,3 4,8 3,1 1,6 0,2 5,5 2,4 3,8 1,1
4,6 3,4 1,4 0,3 6,3 3,3 4,7 1,6 5,4 3,4 1,5 0,4 5,5 2,4 3,7 1,0
5,0 3,4 1,5 0,2 4,9 2,4 3,3 1,0 5,2 4,1 1,5 0,1 5,8 2,7 3,9 1,2
4,4 2,9 1,4 0,2 6,6 2,9 4,6 1,3 5,5 4,2 1,4 0,2 6,0 2,7 5,1 1,6
4,9 3,1 1,5 0,1 5,2 2,7 3,9 1,4 4,9 3,1 1,5 0,2 5,4 3,0 4,5 1,5
5,4 3,7 1,5 0,2 5,0 2,0 3,5 1,0 5,0 3,2 1,2 0,2 6,0 3,4 4,5 1,6
4,8 3,4 1,6 0,2 5,9 3,0 4,2 1,5 5,5 3,5 1,3 0,2 6,7 3,1 4,7 1,5
4,8 3,0 1,4 0,1 6,0 2,2 4,0 1,0 4,9 3,6 1,4 0,1 6,3 2,3 4,4 1,3
4,3 3,0 1,1 0,1 6,1 2,9 4,7 1,4 4,4 3,0 1,3 0,2 5,6 3,0 4,1 1,3
5,8 4,0 1,2 0,2 5,6 2,9 3,6 1,3 5,1 3,4 1,5 0,2 5,5 2,5 4,0 1,3
5,7 4,4 1,5 0,4 6,7 3,1 4,4 1,4 5,0 3,5 1,3 0,3 5,5 2,6 4,4 1,2
5,4 3,9 1,3 0,4 5,6 3,0 4,5 1,5 4,5 2,3 1,3 0,3 6,1 3,0 4,6 1,4
5,1 3,5 1,4 0,3 5,8 2,7 4,1 1,0 4,4 3,2 1,3 0,2 5,8 2,6 4,0 1,2
5,7 3,8 1,7 0,3 6,2 2,2 4,5 1,5 5,0 3,5 1,6 0,6 5,0 2,3 3,3 1,0
5,1 3,8 1,5 0,3 5,6 2,5 3,9 1,1 5,1 3,8 1,9 0,4 5,6 2,7 4,2 1,3
5,4 3,4 1,7 0,2 5,9 3,2 4,8 1,8 4,8 3,0 1,4 0,3 5,7 3,0 4,2 1,2
5,1 3,7 1,5 0,4 6,1 2,8 4,0 1,3 5,1 3,8 1,6 0,2 5,7 2,9 4,2 1,3
4,6 3,6 1,0 0,2 6,3 2,5 4,9 1,5 4,6 3,2 1,4 0,2 6,2 2,9 4,3 1,3
5,1 3,3 1,7 0,5 6,1 2,8 4,7 1,2 5,3 3,7 1,5 0,2 5,1 2,5 3,0 1,1
4,8 3,4 1,9 0,2 6,4 2,9 4,3 1,3 5,0 3,3 1,4 0,2 5,7 2,8 4,1 1,3

Z1 Z2 Z3 Z4 Z1 Z2 Z3 Z4 Z1 Z2 Z3 Z4 Z1 Z2 Z3 Z4

6,3 3,3 6,0 2,5 5,7 2,5 5,0 2,0 6,2 2,8 4,8 1,8 6,0 3,0 4,8 1,8
5,8 2,7 5,1 1,9 5,8 2,8 5,1 2,4 6,1 3,0 4,9 1,8 6,9 3,1 5,4 2,1
7,1 3,0 5,9 2,1 6,4 3,2 5,3 2,3 6,4 2,8 5,6 2,1 6,7 3,1 5,6 2,4
6,3 2,9 5,6 1,8 6,5 3,0 5,5 1,8 7,2 3,0 5,8 1,6 6,9 3,1 5,1 2,3
6,5 3,0 5,8 2,2 7,7 3,8 6,7 2,2 7,4 2,8 6,1 1,9 5,8 2,7 5,1 1,9
7,6 3,0 6,6 2,1 7,7 2,6 6,9 2,3 7,9 3,8 6,4 2,0 6,8 3,2 5,9 2,3
4,9 2,5 4,5 1,7 6,0 2,2 5,0 1,5 6,4 2,8 5,6 2,2 6,7 3,3 5,7 2,5
7,3 2,9 6,3 1,8 6,9 3,2 5,7 2,3 6,3 2,8 5,1 1,5 6,7 3,0 5,2 2,3
6,7 2,5 5,8 1,8 5,6 2,8 4,9 2,0 6,1 2,6 5,6 1,4 6,3 2,5 5,0 1,9
7,2 3,6 6,1 2,5 7,7 2,8 6,7 2,0 7,7 3,0 6,1 2,3 6,5 3,0 5,2 2,0
6,5 3,2 5,1 2,0 6,3 2,7 4,9 1,8 6,3 3,4 5,6 2,4 6,2 3,4 5,4 2,3
6,4 2,7 5,3 1,9 6,7 3,3 5,7 2,1 6,4 3,1 5,5 1,8 5,9 3,0 5,1 1,8
6,8 3,0 5,5 2,1 7,2 3,2 6,0 1,8

Tardami, kad buvo stebimi normalieji a. v. N4(µi,Σ), i = 1, 2, 3, sudarykite klasi�ka-
vimo taisykl¦ minimizuojan£i¡ sumin¦ klasi�kavimo klaid¡ trims vilkdalgio ru	²ims atskirti.
I�vertinkite klasi�kavimo klaidu� tikimybes.

6.55. (6.54 pratimo t¦sinys). Raskite Fi²erio klsi�kavimo taisykl¦ trims vilkdalgio ru	²ims

atskirti ir palyginkite j¡ su 6.54 pratime gauta taisykle.
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Atsakymai ir nurodymai.

6.1 skyrelis

6.1. a) ϕ1(x) = 1, kai x ≤ (µ1+µ2)/2, ϕ1(x) = 0, kai x > (µ1+µ2)/2; ϕ2(x) = 1−ϕ1(x);
P{e} = 1/2 − (1/π) arctg((µ2 − µ1)/2σ). b) Jeigu 9σ2 ≤ 4(µ2 − µ1)2 tai ϕ1(x) = 1, kai
x1 < x < x2 ir ϕ1(x) = 0, prie²ingu atveju; ϕ2(x) = 1 − ϕ1(x); £ia x1 = (4µ1 − µ2 −√

4(µ2 − µ1)2 − 9σ2)/3, x2 = (4µ1 − µ2 +
√

4(µ2 − µ1)2 − 9σ2)/3. Jeigu 9σ2 > 4(µ2 −
µ1)2, tai ϕ1(x) ≡ 1. 6.2. a) Priimamas sprendimas η = 1, kai −0, 7250 ≤ x ≤ 0, 0393;
priimamas sprendimas η = 2, kai x < −0, 7250 arba x > 0, 0393. Maºiausiai palankus
aprioriniu� klasiu� tikimybiu� rinkinys yra ω1 = 0, 093, ω2 = 0, 907. b) Priimamas sprendimas
η = 1 , kai −1, 590 ≤ x ≤ 0, 448; priimamas sprendimas η = 2, kai 2, 552 ≤ x ≤ 4, 590;
priimamas sprendimas η = 0, kai x < −1, 590, 0, 448 < x < 2, 552, arba x > 4, 590. 6.3.
Nurodymas. P{e} ≤ min(

∫
ω1f1(x)dµ,

∫
ω2f2(x)dµ) ≤

∫
(ω1f1(x) + ω2f2(x)/2dµ). Lieka

pasinaudoti nelygybe tarp aritmetinio ir geometrinio vidurkio. 6.4. Priimamas sprendimas
η = 1, kai

k∏
i=1

[
pi(1− qi)
(1− pi)qi

]Xi
≥ c

k∏
i=1

[
1− qi
1− pi

]
, c =

(c12 − c22)ω2

(c21 − c11)ω1
.

Prie²ingu atveju priimamas sprendimas η = 2. 6.5. Priimamas sprendimas η = 1, kai
Sk = X1 + ... + Xk ≥ k/2; priimamas sprendimas η = 2, kai Sk < k/2. Aproksimuodami
normaliuoju skirstiniu gauname P{e} = 1 − Φ(

√
k(1/2 − q)/√pq); P{e} → 0, kai k → ∞;

P{e} → 1/2, kai p→ 1/2. 6.6. Priimamas sprendimas η = 1, kai x ≥ [ln(2λ2/λ1)]/(λ2−λ1);
priimamas sprendimas η = 2 prie²ingu atveju. 6.7. Priimamas sprendimas η = 1, kai x ≥
0, 3365; priimamas sprendimas η = 2, kai x < 0, 3365. Maºiausiai palankus aprioriniu� klasiu�
tikimybiu� rinkinys yra ω1 = 0, 5655, ω2 = 0, 4345. 6.8. Priimamas sprendimas η = 1, kai x ≥
[ln(3λ2/λ1)]/(λ2−λ1); priimamas sprendimas η = 2, kai x ≤ [ln(λ2/λ1)]/(λ2−λ1); priimamas
sprendimas η = 0, kai [ln(λ2/λ1)]/(λ2−λ1) < x < [ln(3λ2/λ1)]/(λ2−λ1). 6.9. a) Priimamas
sprendimas η = 1, kai −1, 8512 ≤ x ≤ 1, 8512; priimamas sprendimas η = 2 kai |x| > 1, 8512;
P{e} = 0, 3744. b) Priimamas sprendimas η = 1, kai |x| ≤ 2, 5965; priimamas sprendimas
η = 2 kai |x| > 2, 5965; P{e} = 0, 3877. 6.10. ϕ∗1(x) = 1, kai |x| ≤ h(ω1) ir ϕ∗1(x) = 0, kai
|x| > h(ω1); ϕ∗2(x) = 1−ϕ∗1(x); R(ϕ∗, ω1) = ((1−ω1)/π) arctg(h(ω1))+3ω1(1−Φ(h(ω1))); £ia
funkcija h(ω1) apibr
eºiama lygybe

√
π/2(1 + h2(ω1)) exp{−h2(ω1)/2} = (1− ω1)/ω1. 6.11.

ϕ1(x) = 1, kai |x| ≤ 0, 1543; ϕ2(x) = 1−ϕ1(x). 6.12. a) (ϕ
(0)
1 (x), ϕ

(0)
2 (x)); b) Jeigu 0 ≤ ω1 ≤

0, 273, tai ϕ1(x) ≡ 1; jeigu 0, 273 < ω1 ≤ 0, 805, tai ϕ1(0) = 1, ϕ1(1) = ϕ1(2) = ϕ1(3) = 0,
ϕ2(x) = 1 − ϕ1(x); jeigu 0, 805 < ω1 ≤ 0, 978, tai ϕ1(0) = ϕ1(1) = 1, ϕ1(2) = ϕ1(3) = 0,
ϕ2(x) = 1 − ϕ1(x); jeigu 0, 978 < ω1 ≤ 0, 998, tai ϕ1(0) = ϕ1(1) = ϕ1(2) = 1, ϕ1(3) = 0,
ϕ2(x) = 1 − ϕ1(x); jeigu 0, 998 ≤ ω1 ≤ 1, tai ϕ1(x) ≡ 1. 6.13. a) (ϕ

(3)
1 (x), ϕ

(3)
2 (x)); b)

ϕ1(x) ≡ 0, kai ω1 ≤ 0, 5; ϕ1(x) = 1, x = 1, ..., k, ϕ2(x) = 1, x = k + 1, k + 2, ..., kai
1/(+(8/9)k−1) ≤ ω1 ≤ 1/(1 + (8/9)k), k = 1, 2, ... 6.14. a) Randame

i 1 2 3 4 5 6 7
R1(ϕ(i)) 0 13,533 40,601 67,668 83,712 94,736 100
R2(ϕ(i)) 50 31,606 13,216 4,015 0,949 0,183 0

b) ϕ1(x) = 1, kai x = 0; 1, ϕ1(x) = 0, 6933, kai x = 2, ϕ1(x) = 0, kai x = 3, 4, ...;
ϕ2(x) = 1 − ϕ1(x). 6.15. Jeigu 0 ≤ ω1 ≤ 1/3, tai ϕ1(x) ≡ 0; jeigu 1/3 < ω1 < 1,
tai ϕ1(x) ≡ 1; R(ϕ) = 10ω1, kai 0 ≤ ω1 ≤ 1/3; R(ϕ) = 5(1 − ω1), kai 1/3 < ω1 ≤ 1.
Neapsimoka, jei ω1 < 0, 01. 6.16. Tegu Sn = X1 + ... + Xn. Tada ϕ1(Sn) ≡ 1, kai Sn =
m,m ∈ {m : m ≥ (n ln(8/3) + ln c)/ ln 6;m = 0, 1, ..., n}. b) n = 30. 6.17. 3/(3 + 4Λ) ≤
ω1 ≤ 7/(7 + 4Λ),Λ = f1(x)/f2(x). 6.18. Jeigu 0 ≤ ω1 ≤ 2/16, tai priimamas sprendimas
η = 2; jeigu 2/16 < ω1 ≤ 7/16, tai ta²ke x = 0 priimamas sprendimas η = 2, o ta²ke x = 1
� sprendimas η = 0; jeigu 7/16 < ω1 ≤ 9/16, tai ta²ke x = 0 priimamas sprendimas η = 2, o
ta²ke x = 1 � sprendimas η = 1; jeigu 9/16 < ω1 ≤ 7/8, tai ta²ke x = 0 priimamas sprendimas
η = 0, o ta²ke x = 1 � sprendimas η = 1; jeigu 7/8 ≤ ω1 ≤ 1, tai visur priimamas sprendimas
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η = 1. Nuostoliu� funkcija

R(ϕ, ω1) =


10ω1, kai 0 ≤ ω1 ≤ 2/16,
4ω1 + 3/4, kai 2/16 < ω1 ≤ 7/16,
5/2, kai 7/16 < ω1 ≤ 9/16,
19/4− 4ω1, kai 9/16 < ω1 ≤ 14/16,
10(1− ω1), kai 14/16 < ω1 ≤ 1.

6.19. n = 10. 6.20. n = 32, R = 46, 8366. 6.21. ω1(x) = g(x1)f(x2)·...·f(xn)ω1/(
∑
i(g(xi)ωi∏

j 6=i f(xj)).

6.2 skyrelis

6.26. ϕj(X) = 1, jeigu su visais j′ 6= j = 1, ...,m yra teisingos nelygyb
es

k∏
i=1

[
pij(1− pij′ )
(1− pij)pij′

]Xi
≥

k∏
i=1

[
1− pij′
1− pij

]
ω′j

ωj
.

6.27. Priimamas sprendimas η = 1, kai 0, 26 ≤ |x| ≤ 1, 74; priimamas sprendimas η = 2, kai
2, 265 ≤ |x|; priimamas sprendimas η = 3, kai |x| < 0, 26 arba 1, 74 < |x| < 2, 265; R(ϕ) =
4, 536. 6.28. Priimamas sprendimas η = 1, kai 0, 653 ≤ |x| ≤ 1, 329; priimamas sprendimas
η = 2, kai 2, 345 ≤ |x|; priimamas sprendimas η = 3, kai |x| < 0, 0464; priimamas sprendimas
η = 0, kai 0, 0464 < |x| < 0, 653 arba 1, 329 < |x| < 2, 345 6.29. Priimamas sprendimas
η = i, kai ωi(x) > ωj(x), ωi(x) > ωl(x), i 6= j 6= l = 1; 2; 3. 6.30. Priimamas sprendimas
η = i, kai ωi(x) > ωj(x), ωi(x) > ωl(x), ωi(x) > ωj(x) + ωl(x), i 6= j 6= l = 1; 2; 3. 6.31.
Sprendinys sudalija plok²tum¡ R2 i� tris nesikertan£ias sritis: sprendimas η = 1 priimamas,
kai X ≤ 0, 2X+2

√
3Y −3 ≤ 0; sprendimas η = 2 priimamas kai X > 0, 2X−2

√
3Y +3 ≥ 0;

sprendimas η = 3 priimamas kai 2X + 2
√

3Y − 3 > 0, 2X − 2
√

3Y + 3 < 0. Aposterioriniu�
klasiu� tikimybiu� terminais: η = i, kai ωi(x) > ωj(x), ωi(x) > ωl(x), i 6= j 6= l = 1; 2; 3.
P{e} = 0, 1153. Nurodymas. D
el simetrijos visos klaidu� tikimyb
es yra vienodos, tod
el
P{e} = 6α12ω2 = 2α12; α12 = P{X ≤ 0, 2X + 2

√
3Y − 3 ≤ 0|ξ = 2} = P{Z1 ≤ −3/2, Z2 ≤

0} £ia a. v. (Z1, Z2)T = (X − 3/2, (X − 3/2 +
√

3Y )/2) turi dvimati� normalu�ji� skirstini� su
nuliniu vidurkiu� vektoriumi, vienetin
emis dispersijomis ir koreliacijos koe�cientu ρ = 1/2.
6.32. Sprendimas η = 1 priimamas, kai X ≤ 0, 2X+ 2

√
3Y − 3 ≤ 0, exp{3X}+ exp{3(X+√

3Y − 3/2)/2} ≤ 3/2 ; sprendimas η = 2 priimamas, kai X > 0, 2X − 2
√

3Y + 3 ≥
0, exp{−3X} + exp{3(−X +

√
3Y − 3/2)/2} ≤ 3/2; sprendimas η = 3 priimamas, kai

2X+2
√

3Y −3 > 0, 2X−2
√

3Y +3 < 0, exp{−3(−X+
√

3Y −3)/2}+exp{−3(X+
√

3Y −
3/2)/2} ≤ 3/2: likusiuose ta²kuose (X,Y )T priimamas sprendimas η = 0. Aposterioriniu�
klasiu� tikimybiu� terminais: η = i, kai ωi(x) > ωj(x), ωi(x) > ωl(x), 3ωi > 2(ωj + ωl),
i 6= j 6= l = 1; 2; 3, kituose simplekso ta²kuose priimamas sprendimas η = 0.

6.3 skyrelis

6.36. µ̂B = X̄nβ2/(nβ2 + σ2) + µ0σ2/(nβ2 + σ2); µ̂B
P→ X̄, kai n → ∞, o β �ksuotas;

µ̂B
P→ µ0, kai β → 0, o n �ksuotas; X|X ∼ N(µ̂B , σ

2β2/(nβ2 + σ2)). 6.37. λ̂B = (η +
Sn)/(γ+n), Sn = X1 + ...+Xn; (X|X ) ∼ B−(η+Sn, p). 6.38. p̂B = (γ+Sn)/(γ+η+mn),
Sn = X1 + ...+Xn; a. d. X s¡lyginis skirstinys X atºvilgiu yra apibendrintas binominis:

P{X = k|X} = Ckm
Γ(γ + η +mn)

Γ(γ + Sn)Γ(η +mn− Sn)

Γ(γ + Sn + k)Γ(η +mn+m− k − Sn)

Γ(γ + η +mn+m)
,

k = 0, 1, ...,m. 6.39. p̂B = (γ +mn)/(γ + η +mn+ Sn), Sn = X1 + ...+Xn;

P{X = k|X} =
Γ(m+ k)

k!Γ(m)

Γ(γ + η +mn+ Sn)

Γ(γ +mn)Γ(η + Sn)

Γ(γ +mn+m)Γ(η + Sn + k)

Γ(γ + η +mn+ Sn +m+ k)
,

k = 0, 1, ...,m. 6.40. λ̂B = (η + n)/(γ + Sn), Sn = X1 + ... + Xn; f(x|X ) = (γ + η +
1)(γ + Sn)γ+η/(γ + Sn + xγ+η+1). 6.41. (θ|X ) ∼ G(λ + n(X̄ − µ)2/2, η + n/2); a. d.
(X − µ)

√
2η + n/

√
2λ+ n(X̄ − µ)2 s¡lyginis skirstinys X atºvilgiu yra Stjudento skirstinys

su 2η + n laisv
es laipsniu�. 6.42. Parametro p aposteriorinis skirstinys yra Dirichl
e skirstinys
su parametru� vektoriumi (α1 + S1, ..., αk + Sk)T ; S = (S1, ..., Sk)T =

∑
j Xj ; (X|X ) ∼
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Pk(1,p∗), p∗ = (p∗1, ..., p
∗
k)T , p∗i = (αi+Si)/

∑
i(αi+Si), i = 1, ..., k. 6.43. A. v. (θ1, ..., θk)T

aposteriorinio skirstinio koordinat
es yra nepriklausomi a. d. ir θj ∼ Be(Sj +1, n−Sj +1), j =
1, ..., k, £ia S = (S1, ..., STk ) =

∑
j Xj ; a. v. X s¡lyginis skirstinys atºvilgiu X yra daugiamatis

Bernulio su parametru (θ∗1 , ..., θ
∗
k)T , θ∗j = (Sj+1)/(n+2), j = 1, ..., k. 6.44. Tikrinta didumo

n = 100 imtis, kurioje buvo surasti 6 defektiniai gaminiai. 6.45. Patikrintos 8 juostos; surasti
8 defektai. 6.46. 195. 6.47. a) Be(124; 887); b) Be(124; 1011). 6.48. n ≥ 96. 6.49.
n ≥ 62. 6.50. n ≥ 297. 6.51. Priimamas sprendimas η = 1, kai |Y | ≤ 1, 7185; priimamas
sprendimas η = 2, kai |Y | > 1, 7185; P{e} = 0, 0852. Nurodymas. Tegu s¡lyginiai tankiai
(Y ||X| < 1, 6) ∼ f1(y) ir (Y ||X| > 1, 6) ∼ f2(y). Tada ϕ(y) = 1, kai f1(y)/f2(y) > ω2/ω1;
ω1 = 2Φ(1, 6) − 1, ω2 = 1 − ω1. (Y |a < X < b) ∼ f(y|a, b) = ϕ(y)[Φ(2(b − y)) − Φ(2(a −
y))]/[Φ(2b/

√
5) − Φ(2a/

√
5)]. 6.53. Paºym
ekime aij = µTi Σ−1µj , i, j = 1, 2, 3. Objektas,

kuriam X = x priskiriamas pirmai klasei, jeigu patenkintos nelygyb
es

g12(x) = (µ1 − µ2)TΣ−1x− a11/2 + a22/2 > 0,

g13(x) = (µ1 − µ3)TΣ−1x− a11/2 + a33/2 > 0.

Taigi, pavyzdºiui, α12 = P{g12(X) > 0, g12(X) > 0|ξ = 2}. Atsitiktinio vektoriaus (g12(X),
g12(X))T s¡lyginis skirstinys, kai ξ = 2, yra dvimatis normalusis su vidurkiu� vektoriumi
ν = (a12 − (a11 + a22)/2, a12 − a23 − (a11 − a33)/2) ir kovariaciju� matrica Γ = [γij ]2×2,
γ11 = a11 + a22 − 2a12, γ22 = a11 + a33 − 2a13, γ12 = a11 + a23 − a12 − a13. Analogi²kai
gaunamos kitos klasi�kavimo klaidu� tikimyb
es. 6.54. Randame vidurkiu� vektoriu� i�ver£ius

µ̂1 = X̄ =


5, 006
3, 428
1, 462
0, 246

 , µ̂2 = Ȳ =


5, 936
2, 770
4, 260
1, 326

 , µ̂3 = Z̄ =


6, 588
2, 974
5, 552
2, 026


ir jungtin
es imties kovariacin
es matricos atvirk²tin
es i�verti�

Σ̂−1 =


17, 45127 −9, 82939 −11, 99752 5, 82635
−9, 82939 21, 35522 4, 91129 −16, 28068
−11, 99752 4, 91129 32, 24613 −39, 98703

5, 82635 −16, 28068 −39, 98703 131, 49894

 .

Diskriminantiniu� funkciju� i�ver£iai

ĝ1(x) = µ̂T1 Σ̂−1x−
1

2
µ̂T1 Σ̂−1µ̂1

= 37, 5588x1 + 27, 1750x2 − 5, 9167x3 − 52, 7558x4 − 129, 7736,

ĝ2(x) = 32, 9796x1 + 0, 1406x2 + 26, 7327x3 − 6, 4824x4 − 150, 7163,

ĝ3(x) = 30, 9303x1 − 6, 9628x2 + 33, 5833x3 + 34, 3741x4 − 219, 5788.

Objektas x = (x1, x2, x3, x4)T priskiriamas i-ai klasei, jeigu

ĝi(x) > ĝj(x), ∀ j 6= i, j = 1, 2, 3.

Randame aij = µTi Σ−1µj , i, j = 1, 2, 3 i�ver£ius

â11 = 259, 5472, â12 = 203, 0646, â13 = 188, 5232,

â22 = 301, 4325, â23 = 352, 9599, â33 = 439, 1575.

Remdamiesi 6.53 pratime pateiktomis momentu� i²rai²komis gauname klasi�kavimo klaidu�

i�ver£ius α̂12 = F (−6, 2220,−3, 3505 | 0, 9899) = 2 × 10−10, α̂13 = F (−11, 5313,−8, 9674 |
0, 9899) = 5× 10−31, α̂21 = F (−6, 2220, 14, 1647 | − 09017) = 2× 10−10, α̂23 = F (11, 5313,

−2, 9441 | − 0, 9017) = 0, 0016195, α̂31 = F (−8, 9674,−14, 1647 | 0, 9539) = 8 × 10−46,

α̂32 = F (3, 3505, −2, 9441 | 0, 9539) = 0, 0016195; £ia F (u1, u2|ρ) = P{U1 < u1, U2 < u2 | ρ},
kai a. v. (U1, U2)T turi dvimati� normalu�ji� skirstini�, kurio koordinat
es turi nulinius vidurkius,

vienetines dispersijas ir koreliacijos koe�cient¡ ρ. Nurodymas. Dvima£io normaliojo skirs-

tinio pasiskirstymo funkcijos skai£iavimas yra numatytas, pavyzdºiui, SAS programu� pakete.



7 skyrius

Kanoniniai kintamieji

Spr¦sdami daugiamat
es matematin
es statistikos uºdavinius susiduriame su sun-
kumais, kurie susij¦ su didele vektoriaus dimensija, taip pat su galima sud
etinga
jo koordina£iu� priklausomybe. Tod
el nagrin
ejamos tokios a. v. transformacijos
(daºniausiai tiesin
es), kad naujai gautu� vektoriu� koordinat
es bu	tu� nekoreliuotos,
o vektoriaus dimensijos sumaºinimas bu	tu� atliekamas taip, kad nebu	tu� praran-
dama daug informacijos.

7.1. Pagrindin
es komponent
es

Parinkime a. v. tiesin¦ transformacij¡ taip, kad naujai gauto vektoriaus koor-
dinat
es bu	tu� nekoreliuotos ir i²rikiuotos ju� dispersiju� maº
ejimo tvarka. Tada
gauto vektoriaus koordinat
es vadinamos pagrindin
emis komponent
emis.

7.1.1. Pagrindiniu� komponen£iu� savyb
es

Tegu a. v. X = (X1, ..., Xk)T kovariaciju� matrica V (X) = Σ = [σij ]k×k.
Kadangi pagrindin
es komponent
es priklauso tik nuo Σ, tai tarsime, kad µ =
E(X) = 0. Prie²ingu atveju galima nagrin
eti a. v. X − µ. Parinkime vektoriu�
L ∈ Rk. Tada a. d. Y = LTX dispersija yra

V Y = E(LTX) = LTΣL, (7.1.1)

kuri¡ galima padaryti kiek norint didel¦ didinant vektoriaus L ilgi�. Tod
el
natu	ralu nagrin
eti tik tokias transformacijas, kai vektorius L yra normuotas,
t. y. tenkina s¡lyg¡

LTL = 1. (7.1.2)

7.1.1 teorema. Pagrindin
es komponent
es Y1 = LT1 X, ..., Yk = LTkX gaunamos
tada, kai L1, ...,Lk yra tikriniai vektoriai

ΣLi = λiLi, i = 1, ..., k, (7.1.3)

189
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atitinkantys charakteringosios lygties

|Σ− λI| = 0 (7.1.4)

²aknis λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk ≥ 0. Pagrindin
es komponent
es nekoreliuotos ir
i²rikiuotos taip, kad ju� dispersijos

V Yi = LTi ΣLi = λi, i = 1, ..., k,

tenkina s¡lyg¡
V Y1 ≥ · · · ≥ V Yk.

Per
ejimas nuo a. v. X = (X1, ..., Xk)T prie a. v. Y = (Y1, ..., Yk)T nepakei£ia
apibendrintosios dispersijos ir koordina£iu� dispersiju� sumos:

|V (Y )| = |V (X)| = |Σ|,
k∑
i=1

V (Yi) =

k∑
i=1

V (Xi). (7.1.5)

I�rodymas. I² algebros kurso ºinome (1 priedas (8.2.23)), kad kiekvienai
simetrinei neneigiamai apibr
eºtai matricai Σ galioja jos spektrinis i²d
estymas

Σ = λ1L1L
T
1 + ...+ λkLkL

T
k , I = L1L

T
1 + ...+LkL

T
k ,

LTi ΣLi = λi, LTi ΣLj = 0, i 6= j, i, j = 1, ..., k; (7.1.6)

£ia λ1, ..., λk yra charakteringosios lygties (7.1.4) ²aknys, o L1, ...,Lk ²ias ²aknis
atitinkantys tikriniai vektoriai, t. y. vektoriai randami i² (7.1.3) s¡lygu�.

Ie²kokime vektoriausL, kuris tenkintu� s¡lyg¡ (7.1.2) ir maksimizuotu� (7.1.1).
Remiantis Lagranºo neapibr
eºtiniu� daugikliu� metodu, reikia maksimizuoti

ϕ = ϕ(L) = LTΣL− λLTL

Imdami i²vestin¦
∂ϕ

∂L
= 2ΣL− 2λL

ir prilygin¦ j¡ 0, gauname lygti�

(Σ− λI)L = 0.

Kadangi LTL = 1, tai matrica Σ− λI turi bu	ti i²sigimusi, t. y. λ turi tenkinti
(7.1.4) lygti�. Taigi, vektorius L yra tikrinis vektorius atitinkantis charakteringo-
sios lygties (7.1.4) ²akni� λ. Norint, kad a. d. Y = LTX dispersija bu	tu� mak-
simali, i² (7.1.6) matome, kad λ tur
etu� bu	ti didºiausioji lygties (7.1.4) ²aknis.
Taigi pirmoji pagrindin
e komponent
e yra Y1 = L1X, kai L1 yra tikrinis vekto-
rius, atitinkantis didºiausi¡j¡ lygties (7.1.4) ²akni� λ1. Analogi²kai i�sitikiname,
kad i-oji pagrindin
e komponent
e yra Yi = LiX, kai Li yra tikrinis vektorius,
atitinkantis i-¡j¡ pagal didum¡ lygties (7.1.4) ²akni� λi. Jeigu yra sutampan£iu�
²aknu�, tai jas atitinkan£ios pagrindin
es komponent
es tur
es vienodas dispersijas.
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Pagrindiniu� komponen£iu� vektorius Y = (Y1, ..., Yk)T gaunamas atliekant
ortonormuot¡ transformacij¡ Y = LTX; £ia L � matrica, kurios stulpelius
sudaro tikriniai vektoriai L1, ...,Lk. Remiantis (7.1.6) vektoriaus Y kovariacin
e
matrica yra diagonali su diagonaliaisiais elementais λ1, ..., λk. Gauname

|V (Y )| = |LTΣL| = |LT ||Σ||L| = |Σ||LTL| = |Σ|,

k∑
i=1

V (Yi) = Tr(LTΣL) = Tr(ΣLTL) = Tr(ΣI) =

k∑
i=1

V (Xi). N

Nagrin
ekime normalu�ji� a. v. X ∼ N(0,Σ), kai kovariacine matrica Σ teigia-
mai apibr
eºta. Tankio funkcija

ϕ(x|Σ) = (2π)−k/2|Σ|−1/2 exp{−1

2
xTΣ−1x}

vir²ija parinkt¡ konstant¡, kai x patenka i� elipsoido

xTΣ−1x = C (7.1.7)

vidu�. Pagrindin
e ²io elipsoido a²is yra atkarpa (−y,+y), kai y yra toks elipsoido
ta²kas, kad atstumas xTx i�gyja maksimali¡ reik²m¦. Remdamiesi Lagranºo
neapibr
eºtiniais daugikliais nagrin
ekime funkcij¡

φ(x) = xTx− λxTΣ−1x.

Diferencijuodami x atºvilgiu gauname lygti�

2x− 2λΣ−1x = 0, arba Σx− λx = 0.

�i lygtis sutampa su (7.1.3). Taigi pagrindiniu� komponen£iu� vektoriu� kryptys
sutampa su elipsoido (7.1.7) pagrindiniu� a²iu� kryptimis. Transformacija Y =
LTX yra toks koordina£iu� a²iu� pasukimas, kad naujos koordina£iu� sistemos a²ys
sutampa su elipsoido a²imis. Naujoje koordina£iu� sistemoje elipsoido (7.1.7)
lygtis yra

yTΛ−1y =

k∑
i=1

y2
i

λi
= C,

o i-osios pagrindin
es a²ies ilgis lygus 2
√
λiC.

Gali atsitikti taip, kad keleto pirmu�ju� pagrindiniu� komponen£iu� Y1, ..., Yr,
r < k, suma λ1 + ... + λr sudaro beveik vis¡ bendros dispersijos λ1 + ... + λk
dali�, o likusioms komponent
ems Yr+1, ..., Yk tenka tik neºymi sumin
es dispersi-
jos dalis. Kai skirstinys normalusis, tai reik²tu�, kad elipsoidas (7.1.7) yra stipriai
i²temptas keleto pagrindiniu� a²iu� kryptimi. Tada daºnai naudojamas toks vek-
toriaus X dimensijos sumaºinimo metodas: vietoje vektoriaus X naudojame
r-mati� vektoriu� (Y1, ..., Yr)

T , sudaryt¡ i² pirmu�ju� pagrindiniu� komponen£iu�, o
likusias komponentes Yr+1, ..., Yk tiesiog atmetame. Kyla klausimas, ar tai ge-
riausias bu	das sumaºinti vektoriaus dimensij¡ nuo k iki r.
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7.1.2 teorema. Tegu Y1 = BT
1 X, ..., Yr = BT

rX yra r tiesiniu� a. v. X funkciju�,
tenkinan£iu� s¡lygas

V (Yi) = BT
i ΣBi = 1, Cov (Yi, Yj) = BT

i ΣBj = 0, i 6= j, i, j = 1, ..., r.
(7.1.8)

Paºym
ekime σ2
i liekam¡j¡ dispersij¡ tiesi²kai prognozuodami koordinat¦ Xi

remdamiesi a. d. Y1, ..., Yr. Tada
∑k
i=1 σ

2
i i�gyja minimali¡ reik²m¦, kai Y1, ..., Yr

sutampa su pirmosiomis r pagrindin
emis komponent
emis.

I�rodymas. Liekamoji dispersija

σ2
i = min

β1,...,βr
E(Xi − β1Y1 − ...− βrYr)2 = σii − [Cov (Xi,B

T
1 X)]2 − ...

−[Cov (Xi,B
T
rX)]2 = σii −BT

1 ΣiΣ
T
i B1 − ...−BT

r ΣiΣ
T
i Br,

£ia Σi yra matricos Σ i-asis stulpelis. Tada

k∑
i=1

σ2
i =

k∑
i=1

σii −BT
1

k∑
i=1

(ΣiΣ
T
i )B1 − ...−BT

r

k∑
i=1

(ΣiΣ
T
i )Br

= Tr(Σ)−BT
1 ΣΣB1 − ...−BT

r ΣΣBr.

Norint minimizuoti
∑k
i=1 σ

2
i , reikia maksimizuoti sum¡

BT
1 ΣΣB1 + ...+BT

r ΣΣBr,

kai B1, ...,Br tenkina s¡lygas (7.1.8). Analogi²kai 7.1.1 teoremai i�sitikiname,
kad vektorius Bi yra tikrinis vektorius, atitinkantis i-¡j¡ pagal didum¡ charak-
teringosios lygties

|ΣΣ− λΣ| = 0 (7.1.9)

²akni� λi. Ta£iau lygties (7.1.9) tikrin
es reik²m
es ir tikriniai vektoriai sutampa
su lygties (7.1.4) tikrin
emis reik²m
emis ir tikriniais vektoriais. N

Vadinasi, a. v. X dimensijos sumaºinimas nuo k iki r naudojant pirm¡sias
pagrindines komponentes leidºia prarasti minimalu� informacijos kieki� tuo poºiu	-
riu, kad pagal Y1, ..., Yr galima tiksliausia atkurti vektoriu�X, bent jau naudojant
tiesines prognozes.

7.1.1 pastaba. Interpretuojant pagrindin¦ komponent¦ Yi naudinga ºinoti,
koki� ind
eli� j¡ sudarant suvaidino pradinio vektoriaus koordinat
es X1, ..., Xk.
Tuo tikslu galima palyginti komponent
es Yi koreliacijos koe�cientus su kiekvienu
a. d. X1, ..., Xk. Turime

ρ(Xj ,L
T
i X) =

Cov (Xj ,L
T
i X)

√
σjj
√
λi

=
λiL

T
i Ij√

σjj
√
λi

=
Lij√
σjj

√
λi, (7.1.10)

£ia Ij yra vektorius, kurio j-oji koordinat
e lygi 1, o visos kitos � 0; Lij yra
vektoriaus Li = (Li1, ..., Lik)T j-oji koordinat
e. Taigi lygindami a. d. X1, ..., Xk

ind
eli� i� i-¡j¡ pagrindin¦ komponent¦ palyginame santykius Li1/
√
σ11, ..., Lik/

√
σkk.
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7.1.2 pastaba. Apibr
eºiant pagrindines komponentes vietoje kovariaciju� mat-
ricos galima nagrin
eti koreliacijos koe�cientu� matric¡, t. y. vietoje a. v. X =
(X1, ..., Xk)T nagrin
eti a. v. Z = (X1/

√
σ11, ..., Xk/

√
σkk). Jeigu a. v. X ko-

ordinat
es matuojamos skirtingais vienetais, neturin£iais nieko bendro, tai pag-
rindines komponentes daºnai lengviau interpretuoti nagrin
ejant a. v. Z su be-
dimensin
emis koordinat
emis. Ta£iau reikia paºym
eti, kad pagrindin
es kompo-
nent
es, gautos i² koreliacijos koe�cientu� matricos, nesutampa su tomis, kurios
gautos naudojant kovariaciju� matric¡.

7.1.1 pavyzdys. Tarkime, trima£io a. v. X = (X1, X2, X3)T kovariaciju� matrica yra

Σ =

 1 ρ ρ
ρ 1 ρ
ρ ρ 1

 .

Rasime ²i¡ matric¡ atitinkan£ias pagrindines komponentes. Charakteringoji lygtis |Σ−λI| = 0
yra ekvivalenti lyg£iai (1−λ)3−3(1−λ)ρ2+2ρ3 = 0. Didºiausioji ²ios lygties ²aknis λ1 = 1+2ρ,
o kitos dvi ²aknys vienodos λ2 = λ3 = 1− ρ. Surad¦ tikrinius vektorius L1,L2,L2, randame
pagrindines komponentes Y1 = LT1 X = (X1 + X2 + X3)/

√
3, Y2 = LT2 X = (X1 − X2)/

√
2,

Y3 = LTX = (X1 + X2 − 2X3)/
√

6. Atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, Y2, Y3)T kovariaciju�
matrica yra diagonali

V (Y ) =

 1 + 2ρ 0 0
0 1− ρ 0
0 0 1− ρ

 .

Pirmosios komponent
es Y1 dispersija sudaro (1 + 2ρ)/3 dali� bendros dispersiju� sumos. Jeigu,

pavyzdºiui, ρ = 1/2, tai ²is santykis lygus 2/3.

7.1.2 pavyzdys. Tegu a. v. X = (X1, X2, X3)T kovariaciju� matrica yra

Σ =

 4 2 0
2 4 0
0 0 1

 .

Rasime pagrindines komponentes. Charakteringoji lygtis |Σ− λI| = 0 yra ekvivalenti lyg£iai
((4−λ)2−4)(1−λ) = 0. �ios lygties ²aknys yra λ1 = 6, λ2 = 2, λ3 = 1. Surad¦ tikrinius vekto-
rius L1,L2,L2, randame pagrindines komponentes Y1 = LT1 X = (X1+X2)/

√
2, Y2 = LT2 X =

(X1 −X2)/
√

2, Y3 = LT3 X = X3. Atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, Y2, Y3)T kovariaciju� mat-
rica yra diagonali

V (Y ) =

 6 0 0
0 2 0
0 0 1

 .

Pirmosios komponent
es Y1 dispersija sudaro 2/3 dali�, o pirmu�ju� dvieju� komponen£iu� dispersiju�
suma � 8/9 dali� bendros dispersiju� sumos.

Jeigu ²iame pavyzdyje bu	tume per
ej¦ prie normuoto vektoriaus Z = (Z1, Z2, Z3)T =
(X1/2, X2/2, X3)T , t. y. vietoje kovariaciju� matricos naudotume koreliacijos koe�cientu� ma-
tric¡, tai bu	tume gav¦ kitokias pagrindiniu� komponen£iu� i²rai²kas. Tikriniai vektoriai λ1 =
3/2, λ2 = 1, λ3 = 1/2 ir juos atitiktu� pagrindin
es komponent
es Y1 = (Z1 + Z2)/

√
2 =

(X1 +X2)/
√

8, Y2 = Z3 = X3, Y3 = (Z1 − Z2)/
√

2 = (X1 −X2)/
√

8.

Pirmosios komponent
es Y1 dispersija sudaro 1/2 dali�, o pirmu�ju� dvieju� komponen£iu�

dispersiju� suma � 5/6 dali� bendros dispersiju� sumos.

7.1.2. Pagrindiniu� komponen£iu� ir ju� dispersiju�
DT i�vertiniai

Tegu X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ). Ie²kosime parametru�
λ1, ..., λk ir vektoriu� L1, ...,Lk didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniu�.
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7.1.3 teorema. Tarkime, kad kovariaciju� matrica Σ teigiamai apibr
eºta |Σ| >
0, n > k, o charakteringoji lygtis |Σ̂− λI| = 0 turi k skirtingu� ²aknu� λ1 > ... >
λk > 0. Tada parametru� λ1, ..., λk didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai yra lygties

|Σ̂− λI| = 0, Σ̂ =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T , X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, (7.1.11)

²aknys λ̂1 > · · · > λ̂k > 0, o vektoriu� L1, ...,Lk i�vertiniai L̂1, ..., L̂k tenkina
s¡lygas

Σ̂L̂i = λ̂iL̂i, i = 1, ..., k, L̂
T

i L̂i = 1. (7.1.12)

I�rodymas. Jeigu charakteringosios lygties (7.1.4) ²aknys visos skirtingos
ir teigiamos λ1 > λ2 > ... > λk > 0, tai matricos Σ spektrinis i²d
estymas
(7.1.6) apibr
eºiamas vienareik²mi²kai, i²skyrus tai, kad galima pakeisti vektoriu�
Li ºenklus prie²ingais. �i� neapibr
eºtum¡ galima panaikinti, pavyzdºiui, tariant,
kad vektoriaus Li pirmoji nenulin
e koordinat
e yra teigiama. Tada egzistuoja
abipus vienareik²m
e µ, λ1, ..., λk,L1, ...,Lk ir µ,Σ priklausomyb
e. Tod
el re-
miantis DT i�vertiniu� invarianti²kumo principu parametru� λ1, ..., λk, L1, ...,Lk
DT i�vertiniai gaunami imant (7.1.3), (7.1.4) vietoje kovariacin
es matricos Σ jos
i�vertini� Σ̂, t. y. i² (7.1.11), (7.1.12) s¡lygu�.

Jeigu |Σ| > 0 ir n > k, tai su tikimybe 1 determinantas |Σ̂| > 0. Tod
el
su tikimybe 1 i�vertiniai λ̂1 > ... > λ̂k > 0 ir i�vertiniai L̂1, ..., L̂k apibr
eºiami
vienareik²mi²kai (neskaitant ºenklo). Kadangi remiantis (7.1.6)

Σ̂ = λ̂1L̂
T

1 L̂1 + ...+ λ̂kL̂
T

k L̂k,

tai L̂i ºenklo keitimas nekei£ia Σ̂. Tik
etinumo funkcijos maksimumas priklauso
tik nuo Σ̂, tod
el jis nepakinta imant bet kuri� (7.1.11), (7.1.12) sprendini�. N

7.1.3 pavyzdys. (6.3.3 pavyzdºio t¦sinys). I�vertinsime pagrindines komponentes naudodami
n = 50 matavimu� Y i = (Y1i, Y2i, Y3i, Y4i)

T , i = 1, ..., 50, vilkdalgio ru	²iai Iris versicolor.
Randame koreliacin
es matricos Σ i�verti�

Σ̂ =
1

49

50∑
i=1

(Y i − Ȳ )(Y i − Ȳ )T =
1

49


13, 0552 4, 1740 8, 9620 2, 7332
4, 1740 4, 8250 4, 0500 2, 0190
8, 9620 4, 0500 10, 8200 3, 5820
2, 7332 2, 0190 3, 5820 1, 9162


Naudodami SAS programu� paket¡, randame tikriniu� reik²miu� i�ver£ius

λ̂1 = 0, 4879, λ̂2 = 0, 0724, λ̂3 = 0, 0548, λ̂4 = 0, 0098,

ir tikriniu� vektoriu� L1,L2,L3,L4 i�ver£ius

L̂1 L̂2 L̂3 L̂4

0,6867 0,6690 0,2651 0,1023
0,3053 -0,5675 0,7296 -0,2289
0,6237 -0,3433 -0,6272 -0,3160
0,2150 -0,3353 -0,0637 0,9150

Jau pirmoji pagrindin
e komponent
e

Ẑ = L̂
T
1 Y = 0, 6867Y1 + 0, 3053Y2 + 0, 6237Y3 + 0, 2150Y4
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paai²kina didesn¦ dali� sklaidos: jos dispersija sudaro apytiksliai 78 procentus vektoriaus

koordina£iu� dispersiju� sumos. Matyt, daugelyje praktiniu� situaciju� vietoje keturma£io vekto-

riaus Y pakaks naudoti vienmati� a. d. Z.

7.1.3. Hipotez
es d
el tikriniu� reik²miu�

Daugelis svarbiu� daugiamat
es matematin
es statistikos uºdaviniu� gali bu	ti sufor-
muluota kovariaciju� matricos tikriniu� reik²miu� terminais. Pavyzdºiui, tiesin
es
hipotez
es daugiama£iuose tiesiniuose modeliuose gali bu	ti suformuluotos kaip
hipotez
es d
el minimalios tikrin
es reik²m
es ar hipotez
es d
el tam tikru� simetriniu�
tikriniu� reik²miu� funkciju� (ºr. 6.3.4 skyreli�). Hipotez
e, kad kovariacin
e matrica
proporcinga ºinomai matricai (ºr. 6.5.2 skyreli�), galima suformuluoti taip: visos
kovariacin
es matricos tikrin
es reik²m
es yra vienodos. Kalbant apie pagrindines
komponentes, pirmiausia, matyt, tikslinga formuluoti tokius klausimus.

1. Ar atliekama a. v. X transformacija, kurios metu gauname pagrindiniu�
komponen£iu� vektoriu� Y , kurio koordinat
es nepriklausomi a. d., yra vertinga?
Suprantama, kad tokia transformacija neturi prasm
es, jeigu a. v. X koordinat
es
yra nekoreliuotos (kai skirstinys normalusis, nepriklausomos), nes tada pirmo-
sios komponent
es sutaps suX koordinat
emis, turin£iomis didºiausias dispersijas.
Vektoriu� nepriklausomumo hipoteziu� tikrinimo kriterijai buvo nagrin
ejami 6.4
skyrelyje.

2. Tarkime, kad pirmu�ju� r pagrindiniu� komponen£iu� dispersiju� suma sudaro
didesn¦ dali� visu� dispersiju� sumos. Kyla klausimas, ar tarp likusiu� pagrindiniu�
komponen£iu� n
era i²siskirian£iu�, kurias galbu	t reik
etu� prid
eti prie r parinktu�ju�.
Norint atsakyti i� ²i� klausim¡ galima patikrinti sferi²kumo hipotez¦ H : Λr = λI,
£ia Λr yra a. v. (Yr+1, ..., Yk)T kovariaciju� matrica. Tokiu� hipoteziu� tikrinimo
uºdavini� aptar
eme 6.5 skyrelyje.

7.2. Kanonin
es koreliacijos

Dauginis koreliacijos koe�cientas (4.4 skyrelis) yra tiesin
es a. d. X1 ir a. v.
(X2, ..., Xk)T priklausomyb
es matas. Jis gaunamas kaip i�prastinis a. d. X1 ir
geriausios jo tiesin
es prognoz
es X̂1, sukonstruotos remiantis a. v. (X2, ..., Xk)T ,
koreliacijos koe�cientas. Apibendrinsime ²i¡ s¡vok¡, kad ji apibu	dintu� dvieju�
atsitiktiniu� vektoriu� s¡ry²i�.

7.2.1. Kanoniniu� koreliaciju� apibr
eºimas ir ju� savyb
es

Suskirstykime a. v. X = (X1, ..., Xk)T i� dvi dalis X1 = (X1, ..., Xr)
T ir X2 =

(Xr+1, ..., Xk)T . Kovariaciju� matrica Σ bus sudalyta i� blokus

V (X) = Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
, (7.2.1)

£ia Σ11 = V (X1), Σ22 = V (X2), Σ12 = Cov (X1,X2). Tarsime, kad |Σ11| >
0, |Σ22| > 0.
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Ie²kosime tokiu� normuotu� tiesiniu� formu� Y1 = LTX1 ir Y2 = MTX2, L ∈
Rr, M ∈ Rs, s = k − r, kad ju� koreliacijos koe�cientas bu	tu� kuo didesnis.
Tiksliau nagrin
esime uºdavini�

Cov (Y1, Y2) = LTΣ12M → max
L,M

, (7.2.2)

kai i²pildytos s¡lygos

V (Y1) = LTΣ11L = 1, V (Y2) = MTΣ22M = 1.

Surastu�ju� tiesiniu� formu� LTX1 ir MTX2 koreliacijos koe�cientai vadinami
kanonin
emis koreliacijomis, o a. d. LTX1 irMTX2 � kanoniniais kintamaisiais.

7.2.1 teorema. Kanoniniai kintamieji LT1 X1, ...,L
T
rX1 gaunami, kai L1, ...,Lr

yra tikriniai vektoriai, atitinkantys charakteringosios lygties

|Σ12Σ
−1
22 Σ21 − ρ2Σ11| = 0 (7.2.3)

²aknis ρ2
1 ≥ ρ2

2 ≥ ... ≥ ρ2
r ≥ 0. Kanoniniai kintamieji MT

1 X2, ...,M
T
sX2,

s = k−r, gaunami, kai vektoriaiM1, ...,M s yra tikriniai vektoriai, atitinkantys
charakteringosios lygties

|Σ21Σ
−1
11 Σ12 − ρ2Σ22| = 0 (7.2.4)

²aknis ρ2
1 ≥ ρT2 ≥ ... ≥ ρ2

s ≥ 0. Nenulin
es charakteringu�ju� lyg£iu� (7.2.3) ir
(7.2.4) ²aknys sutampa, o ju� skai£ius m = Rang(Σ12).

Paºym
ekime L ir M matricas, kuriu� stulpeliai yra atitinkamai vektoriai
L1, ...,Lr irM1, ...,M s. Tada kanoniniu� kintamu�ju� vektoriaus Y = (Y1, ..., Yk)T

= ((LTX1)T , (MTX2)T )T kovariaciju� matrica yra tokio pavidalo

V (Y ) =

(
Ir R

RT Is

)
, (7.2.5)

£ia Ir ir Is yra atitinkamai r× r ir s× s vienetin
es matricos, o R � diagonalioji
matrica, kurios pirmieji diagonalieji elementai yra ρ1 ≥ ρ2 ≥ ... ≥ ρm, o likusieji
lygu	s 0. Taigi kanoniniu� kintamu�ju� vektoriaus Y koordinat
es yra nekoreliuotos,
i²skyrus poras LT1 X1 ir MT

1 X2, ..., LTmX1 ir MT
mX2. Kanonin
es koreliacijos

i²rikiuotos nemaº
ejan£ia tvarka ρ1 ≥ ρ2 ≥ ... ≥ ρm.

I�rodymas. Naudodami Lagranºo neapibr
eºtinius daugiklius (7.2.2) spr¦sti,
gauname

F = LTΣ12M − λ1

2
LTΣ11L−

λ2

2
MTΣ22M → max

L,M
.

Diferencijuodami F pagal L ir pagal M gauname lygtis

Σ12M − λ1Σ11L = 0, −λ2Σ22M + Σ21L = 0. (7.2.6)
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I² pirmos lygties gauname λ1 = LTΣ12M , o i² antrosios λ2 = MTΣ21L,
tod
el λ1 = λ2 = ρ. Padaugin¦ pirm¡ lygti� i² Σ21Σ

−1
11 ir sud
ej¦ su antr¡ja,

padauginta i² ρ, gauname

(Σ21Σ
−1
11 Σ12 − ρ2Σ22)M = 0.

Taigi vektorius M yra tikrinis vektorius, atitinkantis tikrin¦ charakteringo-
sios lygties (7.2.4) ²akni�. Tegu ρ2

1 ≥ ... ≥ ρ2
s yra charakteristin
es lygties (7.2.4)

²aknys, o M � matrica, kurios stulpeliai yra ²ias ²aknis atitinkantys tikriniai
vektoriai. I² algebros kurso (1 priedas (8.2.22)) ºinome, kad matricaM tenkina
tokias s¡lygas

MTΣ22M = I, MTΣ21Σ
−1
11 Σ12M = R2, (7.2.7)

£ia R2 yra diagonalioji matrica su diagonaliniais elementais ρ2
1, ..., ρ

2
s.

Analogi²kai gauname, kad vektoriai Li turi bu	ti tikriniai vektoriai, atitinkan-
tys (7.2.3) lygties ²aknis. Tegu ρ2

1 ≥ ... ≥ ρ2
r yra charakteringosios lygties (7.2.3)

²aknys, o L � matrica, kurios stulpeliai yra ²ias ²aknis atitinkantys tikriniai vek-
toriai. Tada

LTΣ11L = I, LTΣ21Σ
−1
11 Σ12L = R1. (7.2.8)

£ia R1 yra diagonalioji matrica su diagonaliniais elementais ρ2
1, ..., ρ

2
r.

Lyg£iu� (7.2.3) ir (7.2.4) nenulin
es ²aknys yra vienodos, tod
el jos ºymimos
vienodais simboliais ρ2

1, ρ
2
2, · · · . Nenuliniu� ²aknu� skai£ius yra lygus matricos

Σ21Σ
−1
11 Σ12 arba Σ12Σ

−1
22 Σ21 rangui, kuris sutampa su matricos Σ12 rangu

m ≤ min(r, s). Lygtys (7.2.6) yra tenkinamos imant ±ρi, kai ρi yra teigiama
ρ2
i ²aknis. Jeigu reikia, pakei£iant Li arba M i ºenkl¡, galima pasiekti, kad
koe�cientai ρi bu	tu� teigiami, t. y. ρ1 ≥ ρ2 ≥ ... ≥ ρm > 0.

I² (7.2.7) s¡lygosMTΣ22M = I i²plaukia, kad kanoniniai kintamiejiMT
1 X2,

...,MT
sX2 yra nekoreliuoti ir turi vienetines dispersijas. Analogi²kas tvirtinimas

teisingas d
el kanoniniu� kintamu�ju� LT1 X1, ...,L
T
rX1.

Imkime du kanoninius kintamuosius LTi X1 ir MT
i X2 i² skirtingu� grupiu� su

vienodais indeksais. Ju� kovariacija

Cov (LTi X1,M
T
i X2) = LTi Σ12M i.

Padaugin¦ (7.2.6) pirm¡j¡ lygti� i² LTi gausime

LTi Σ12M i = ρiL
T
i Σ11Li = ρi.

Taigi skirtingu� grupiu� kanoniniu� kintamu�ju� su vienodu indeksu koreliacijos
koe�cientas (kanonin
e koreliacija) lygus ρi; jis teigiamas, kai i = 1, ...,m, ir
lygus 0, kai i > m.

Imkime du kanoninius kintamuosius LTj X1 ir MT
i X2 i² skirtingu� grupiu� su

skirtingais indeksais i 6= j. Ju� kovariacija

Cov (LTj X1,M
T
i X2) = LTj Σ12M i.
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Padauginkime (7.2.6) pirm¡j¡ lygti� i² LTj . Gausime

LTj Σ12M i = ρiL
T
j Σ11Li = 0, i 6= j. N

Apra²ant dvieju� vektoriu� priklausomum¡ svarbiausi yra tie kanoniniai kin-
tamieji, kuriu� kanonin
es koreliacijos yra didºiausios. Jeigu, pavyzdºiui,pirmo-
sios kelios kanonin
es koreliacijos ρ1 ≥ ... ≥ ρl yra dominuojan£ios, palyginti su
koe�cientais ρl+1, ..., ρm, tai apibu	dinant vektoriu� priklausomyb¦ daºnai pakanka
apsiriboti pirmaisiais l kanoniniais kintamaisiais i² abieju� grupiu�.

7.2.1 pavyzdys. Panagrin
ekime paprast¡ iliustracini� pavyzdi�. Tarkime, a. v. X = (X1,
X2, X3, X4)T kovariacin
e matrica Σ turi toki� pavidal¡:

Σ =


1 0 δ δ
0 1 δ δ
δ δ 1 0
δ δ 0 1

 .

Suskaidykime vektoriu� X i� du vektorius X1 = (X1, X2)T ir X2 = (X3, X4)T . Rasime
kanoninius kintamuosius ir kanonines a. v X1 ir X2 koreliacijas.

Charakteringoji lygtis |Σ21Σ−1
11 Σ12 − ρ2Σ22| = 0 turi vien¡ nenulin¦ ²akni� ρ21 = 4δ2

(matricos Σ12 rangas lygus 1), o kita ²aknis ρ22 = 0. �ias ²aknis atitinka tikriniai vektoriai
L1 = (1; 1)T /

√
2 ir L2 = (1; −1)T /

√
2. Gauname kanoninius kintamuosius

Y1 = LT1 X1 = (X1 +X2)/
√

2, Y2 = LT2 X1 = (X1 −X2)/
√

2.

Analogi²kai i² charakteringosio lygties |Σ12Σ−1
22 Σ21 − ρ2Σ11| = 0 gauname ²aknis ρ21 =

4δ2, ρ22 = 0, kurias atitinka tikriniai vektoriai M1 = (1; 1)T /
√

2 ir M2 = (1; −1)T /
√

2 ir
kanoniniai kintamieji

Y3 = MT
1 X2 = (X3 +X4)/

√
2, Y4 = MT

2 X2 = (X3 −X4)/
√

2.

Atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, Y2, Y3, Y4)T kovariaciju� matrica yra

V (Y ) =


1 0 2δ 0
0 1 0 0

2δ 0 1 0
0 0 0 1

 .

Nenulin
e kanonin
e koreliacija lygi 2δ, t. y. a. d. Y1 ir Y3 koreliacijos koe�cientui.

7.2.2. Kanoniniu� koreliaciju� DT i�vertiniai.

Tegu X1,X2, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X ∼ Nk(µ,Σ). Suskaid¦ vektoriu�
X i� r-mati� ir s = (k − r)-mati� vektorius, gausime ²iu� daliniu� vektoriu� pa-
prast¡sias imtis X(1)

1 , ...,X(n)
1 ir X(1)

2 , ...,X(n)
2 , gautas stebint normaliuosius a. v.

Nr(µ1,Σ11) ir Ns(µ2,Σ22). Parametru� DT i�vertiniai

µ̂ = X̄ =
1

n

n∑
j=1

Xj , µ̂i = X̄i =
1

n

n∑
j=1

X(j)
i , i = 1, 2;

Σ̂ =
1

n

n∑
j=1

(Xj − X̄)(Xj − X̄)T =
1

n

(
S11 S12

S21 S22

)
, (7.2.9)
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Sii =

n∑
j=1

(X(j)
i −X̄i)(X

(j)
i −X̄i)

T , i = 1, 2; S12 =

n∑
j=1

(X(j)
1 −X̄1)(X(j)

2 −X̄2)T .

7.2.2 teorema. Tegu n > k, matricos Σ11 ir Σ22 teigiamai apibr
eºtos, matri-
cos Σ12 rangas m = min(r, s), o lyg£iu� (7.2.10), (7.2.11) nenulin
es ²aknys yra
skirtingos. Tada parametru� ρ2

1 > ... > ρ2
m > 0 i�vertiniai ρ̂2

1 > ... > ρ̂2
m > 0 yra

lyg£iu� sistemos
|S12S

−1
22 S21 − ρ̂2S11| = 0, (7.2.10)

arba lyg£iu� sistemos
|S21S

−1
11 S12 − ρ̂2S22| = 0 (7.2.11)

²aknys. Vektoriu� L1, ...,Lr i�vertiniai L̂1, ..., L̂r yra tikriniai vektoriai, atitinkan-
tys lygties (7.2.10) ²aknis, o vektoriu� M1, ...,M s i�vertiniai M̂1, ...,M̂ s yra
tikriniai vektoriai, atitinkantys lygties (7.2.11) ²aknis. Matricos L̂ ir M̂ sudary-
tos atitinkamai i² vektoriu� L̂1, ..., L̂r ir M̂1, ...,M̂ s tenkina s¡lygas

L̂
T
S11L̂ = Ir, M̂

T
S22M̂ = Is.

I�rodymas. Suformuluotomis s¡lygomis lyg£iu� (7.2.3) ir (7.2.4) pirmosios
m ²aknys yra teigiamos ir skirtingos. Tod
el jas atitinkantys tikriniai vektoriai
L1, ...,Lm irM1, ...,Mm nusakomi vienareik²mi²kai (i²skyrus ºenkl¡). �i� neapi-
br
eºtum¡ galima panaikinti parenkant, pavyzdºiui, kad pirmasis nenulinis ²iu�
vektoriu� elementas bu	tu� teigiamas. Jeigu r > m = s, tai vektoriai Lm+1, ...,Lr,
atitinkantys nulines lygties (7.2.3) ²aknis ρ2

m+1, ..., ρ
2
r apibr
eºiami nevienareik²-

mi²kai. �i� neapibr
eºtum¡ galima panaikinti pasirenkant bet kokius apribojimus
su s¡lyga, kad ²ie vektoriai tenkina s¡lyg¡ (7.2.8). Tada tarp parametru� µ,Σ
ir parametru� µ, ρ2

1, ..., ρ
2
m,M ,L yra abipus
e vienareik²m
e priklausomyb
e. �iu�

parametru� DT i�vertiniai gaunami pakei£iant (7.2.3), (7.2.4) lygtyse matricas
Σ11,Σ12,Σ22 ju� i�vertiniais S11/n,S12/n,S22/n. N

7.2.2 pavyzdys (1.8 pratimo t¦sinys.) Rasime kanoninius kintamuosius ir kanonines kore-
liacijas, apibu	dinan£ias a. v. X(1) = (X1, X2)T ir a. v. X(2) = (X3, X4)T priklausomyb¦, 1.8
pratimo s¡lygomis.

Kovariacin
es matricos Σ i�vertis Σ̂ surastas 1.8 pratime. Jos blokai

S11

n− 1
=

(
95, 293 52, 868
52, 868 54, 360

)
,

S12

n− 1
=

(
69, 662 46, 112
51, 312 35, 053

)
,

S22

n− 1
=

(
100, 807 56, 540
56, 540 45, 023

)
, S21 = ST12.

Spr¦sdami charaktering¡j¡ lygti� (7.2.10) arba (7.2.11) randame tikrines reik²mes ρ̂21 = 0, 621751,
ρ̂22 = 0, 002885 ir jas atitinkan£ius tikrinius vektorius L̂1 = (0, 06986, 0, 05230)T , L̂2 =

(−0, 14825, 0, 11856)T , M̂1 = (0, 07122, 0, 04787)T , M̂2 = (−0, 14487, 0, 90734)T .
Kanoniniai kintamieji

Y1 = 0, 06986X1 + 0, 05230X2, Y2 = −0, 14825X1 + 0, 11856X2,

Y3 = 0, 07122X3 + 0, 04787X4, Y4 = −0, 14487X3 + 0, 90734Y4.
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Atsitiktinio vektoriaus Y = (Y1, Y2, Y3, Y4)T kovariacin
e matrica turi toki¡ struktu	r¡:

V̂ (Y ) =


1 0 ρ̂1 0
0 1 0 ρ̂2
ρ̂1 0 1 0
0 ρ̂2 0 1

 .

Pirmoji kanonin
e koreliacija ρ̂1 =
√

0, 621751 = 0, 7885, o antroji yra daug maºesn
e
ρ̂2 =

√
0, 002885 = 0, 0537. Apibu	dinant a. v. X(1) = (X1, X2)T ir X(2) = (X3, X4)T

priklausomyb¦ matyt pakanka apsiriboti kanoniniais kintamaisiais Y1 ir Y3, kuriu� koreliacijos
koe�ciento i�vertis yra 0,7885.

7.2.3. Hipotez
es d
el kanoniniu� koreliaciju�

Pirmasis uºdavinys, kuris kyla nagrin
ejant kanonines koreliacijas, matyt, yra
atsakymas i� klausim¡, ar apskritai yra prasminga apibr
eºti kanonines kore-
liacijas. Ai²ku, kad kanonin
es koreliacijos neturi prasm
es, jeigu vektoriai X1

ir X2 yra nekoreliuoti, t. y. reikia patikrinti hipotez¦ H : Σ12 = 0. Hipotez¦
apie dvieju� normaliu�ju� vektoriu� nepriklausomum¡ nagrin
ejome 6.4.5.4 skyrelyje.
Buvo i�rodyta, kad tik
etinumu� santykio statistikos laipsnis Λ2/n yra pasiskirst¦s
taip pat kaip nepriklausomu� a. d. sandauga

r∏
i=1

ξ2j , ξ2j ∼ Be(
n− s− j

2
,
s

2
), j = 1, ..., r.

Asimptotinis n → ∞ statistikos −2 ln Λ skirstinys yra χ2 skirstinys su ν = rs
laisv
es laipsniu�. Remdamiesi ²iais faktais sudarome tikslu� ar apytiksli� tik
etinumu�
santykio kriteriju� hipotezei H tikrinti.

Min
ejome, kad vertingiausi yra tie kanoniniai kintamieji LT1 X1, ...,L
T
l X1 ir

MT
1 X2, ...,M

T
l X2, kuriu� kanonin
es koreliacijos ρ1 ≥ ρ2 ≥ ... ≥ ρl yra domi-

nuojan£ios, palyginti su kanonin
emis koreliacijomis ρl+1, ..., ρm. Apsiribojant
pirmosiomis l kanonin
emis koreliacijomis kyla klausimas, ar tarp atmestu�ju�
koreliaciju� ρl+1, ..., ρm n
era i²siskirian£iu�ju�, kurias galbu	t vert
etu� prid
eti prie
atrinktu�ju�. Tuo tikslu galima patikrinti hipotez¦, kad ρl+1 = ... = ρm, t. y. kad
atsitiktiniu� vektoriu� (LTl+1X1, ...,L

T
mX1)T ir (MT

l+1X2, ...,M
T
mX2)T kovariaciju�

matrica proporcinga vienetinei matricai. Tokiu� hipoteziu� tikrinimo kriterijai
sukonstruoti 6.5 skyrelyje.

7.3. Faktorin
e analiz
e

Tarkime, kad stebime a. v. X = (X1, ..., Xk)T su kovariaciju� matrica Σ =
[σij ]k×k. Apra²ant a. v. X kovariaciju� struktu	r¡, galima bandyti suskaidyti jo
koordinates i� grupes taip, kad vienos grup
es kintamuosius vienytu� koks nors
tiesiogiai nestebimas faktorius. Pavyzdºiui, testais tikrinant studentu� ºinias,
galima tarti, kad visi atsakymai priklauso nuo tam tikru� tiesiogiai nematuojamu�
faktoriu�: ku	rybi²kumas, matematiniai gabumai, vaizduot
e, atmintis ir kt.
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7.3.1. Matematinis modelis

I�vesdami pagrindines komponentes 7.1.1 skyrelyje atlikome a. v. X = (X1, ..., Xk)T

ortonormuot¡ transformacij¡

Y = LTX, V (Y ) = LTΣL = ∆;

Yi = LTi X =

k∑
j=1

LjiXj , V (Yi) =

k∑
r,s=1

LirσrsLjs. (7.3.1)

Kadangi LTL = I, tai atvirk²tin
e transformacija, kuria a. v. X i²rei²kiamas
pagrindiniu� komponen£iu� vektoriumi Y = (Y1, ..., Yk)T , yra

X = LY , V (X) = Σ = LV (Y )LT = L∆LT ;

Xi =

k∑
j=1

LijYj , σii =

k∑
j=1

L2
ijV (Yj), σij =

k∑
r=1

LirV (Yr)Ljr. (7.3.2)

�ios formul
es nusako nauj¡ kovariacin
es matricos Σ struktu	r¡, arba faktori-
zacij¡. Dispersijos σii ir kovariacijos σij , i 6= j, yra pagrindiniu� komponen£iu�
dispersiju� funkcijos. Faktorizacija (7.3.2) atlikta, kai faktoriu� (pagrindiniu� kom-
ponen£iu�) skai£ius k sutampa su vektoriaus X dimensija.

Faktorin
eje analiz
eje nagrin
ejamas bendresnis modelis, kai Σ bandoma fakto-
rizuoti maºesniu faktoriu� F1, ..., Fm skai£iumi m < k. I²rei²kiant a. v. X
faktoriu� F1, ..., Fm tiesine daugdara tenka prid
eti paklaidos komponent¦ e, kuri
apibu	dina t¡ sklaidos dali�, kuri negali bu	ti paai²kinta faktoriais F1, ..., Fm. Tiks-
liau, nagrin
ejame modeli�

X = AF + e;

Xi = ai1F1 + ...+ aimFm + ei, i = 1, ..., k; (7.3.3)

£ia F = (F1, ..., Fm)T , matrica A = [aij ]k×m ir vektorius e = (e1, ..., ek)T . Kin-
tamieji F1, ..., Fm vadinami bendraisiais, arba latentiniais, faktoriais, nes jais
i²rei²kiami visi kintamieji X1, ..., Xk. Kintamieji e1, ..., ek vadinami speci�niais
faktoriais, nes kiekvienas ei susij¦s tik su vienu kintamuoju Xi. Priimamos
prielaidos, kad a. d. F1, ..., Fm, e1, ..., ek yra nekoreliuoti. A. d. F1, ..., Fm turi
vienetines dispersijas, o a. d. e1, ..., ek dispersijos V (ei) = β2

i , i = 1, ..., k, vadi-
namos speci�n
emis dispersijomis, arba i-osios koordinat
esXi speci�²kumu. Koe-
�cientai aij vadinami faktoriu� svoriais.

Atsiºvelg¦ i� priimtas prielaidas gauname kovariacin
es matricos Σ faktor-
izacij¡, analogi²k¡ (7.3.2)

V (X) = Σ = AAT +B;

σii =

k∑
j=1

a2
ij + β2

i = h2
i + β2

i , (7.3.4)
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σij =

k∑
r=1

airajr, i 6= j, i, j = 1, ..., k.

Dydis h2
i = σii − β2

i vadinamas i-osios komponent
es Xi bendrumu. Pag-
rindiniu� komponen£iu� schemoje dispersija σii i²skaidoma i� k daliu�, tenkan£iu�
pagrindin
ems komponent
ems. Faktorin
es analiz
es schemoje dispersija σii su-
skaidoma i� dvi dalis: dispersija, tenkanti bendriesiems faktoriams h2

i (bendru-
mas), ir likusioji dispersijos dalis β2

i , kuri faktoriais F1, ..., Fm nepaai²kinama
(speci�²kumas).

I²ori²kai (7.3.3) lygyb
e primena tiesin
es regresijos modeli� � ºinodami Fi ir
aij reik²mes gal
etume prognozuoti a. d. Xi reik²mes. Ta£iau faktorin
es analiz
es
uºdavinys yra atvirk²tinis � ºinome tik Xi reik²mes, o norime i²siai²kinti, k¡
galima pasakyti apie bendruosius faktorius F1, ..., Fm.

Matrica ATA, kurios elementai aij yra lygu	s σij , kai i 6= j, ir diagonaliniai
elementai aii = h2

i yra bendrumai, vadinama redukuot¡ja kovariacine mat-
rica. Redukuotoji matrica rodo, ar bendrieji faktoriai gerai paai²kina pradiniu�
kintamu�ju� priklausomyb
es struktu	r¡. Kuo h2

i artimesnis σii, tuo daugiau infor-
macijos i²saugome pereidami nuo pradiniu� kintamu�ju� X1, ..., Xk prie bendru�ju�
faktoriu� F1, ...Fm. Jeigu specialu	s kintamieji ei = 0, tai ATA sutampa su Σ ir
faktoriai F1, ..., Fm i²saugo vis¡ informacij¡ apie kintamuosius X1, ..., Xk.

Faktorin
es analiz
es tikslas yra i�vertinti faktoriu� svorius aij ir speci�nes dis-
persijas β2

i , i = 1, ..., k, j = 1, ...,m. Taip pat reikia padaryti sprendim¡ d
el
priimtino bendru�ju� faktoriu� skai£iaus m. Suradus parametru� i�vertinius, reikia
gauti kiekvienam kintamajam Xi faktoriu� reik²miu� i�vertinius.

Kai min
etieji i�vertiniai gauti, i²kyla uºdavinys d
el priimtinos faktoriu� inter-
pretacijos. Kad bu	tu� lengviau juos interpretuoti, daºnai atliekamos bendru�ju�
faktoriu� transformacijos (pasukimai). D
el ²io etapo subjektyvumo, ²i faktorin
es
analiz
es dalis sukelia daugiausia abejoniu�.

Faktorin
e analiz
e jau i²siskyr
e i� atskir¡ statistikos mokslo sriti�, tod
el mes
£ia neturime galimyb
es detaliau aptarti faktorin
es analiz
es problemu�. Besido-
mintiems rekomenduotume literatu	r¡ [6], [7], [9].

7.3.2. Parametru� i�vertiniai

7.3.2.1 DT metodas

Tarkime, kad X1, ...,Xn yra paprastoji imtis a. v. X = (X1, ..., Xk)T su nuliniu
vidurkiu ir teigiamai apibr
eºta kovariacine matrica Σ = [σij ]k×k. I�vertin¦
kovariacin¦ matric¡ Σ gausime k(k + 1)/2 skirtingu� i�vertiniu� σ̂ij (matrica Σ
simetrin
e). O de²in
eje (7.3.4) lygybiu� pus
eje yra km parametru� aij ir k paramet-
ru� β2

i , i² viso k(m+1) neºinomas parametras. Jeigu (k+1)/2 < m+1, tai s¡ry²iu�
(7.3.4) nepakanka, kad bu	tu� galima i�vertinti visus parametrus. Parametru� skai-
£iu� galima sumaºinti pareikalavus, pavyzdºiui, kad matrica A tenkintu� s¡lyg¡

ATB−1A = ∆, (7.3.5)
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£ia ∆ � diagonalioji matrica. Tada neºinomi parametrai susieti dar m(m−1)/2
papildomais s¡ry²iais. Kad parametrai bu	tu� i�vertinami, tur
etu� galioti nelygyb
e

k(k + 1)

2
≥ k(m+ 1)− m(m− 1)

2
,

arba
(k −m)2 ≥ k +m. (7.3.6)

Pavyzdºiui, jei k = 5, tai nelygyb¦ (7.3.6) tenkina m ≤ 2; jeigu k = 10, tai m
turi nevir²yti 6.

Jeigu (k −m)2 > k + m, tai i� (7.3.4) ir (7.3.5) i�ra²¦ kovariacin
es matricos
i�vertini� gausime lyg£iu� sistem¡, kuri turi be galo daug sprendiniu�. Tada i�verti�
galima gauti DT metodu.

Tarkime, kad F ∼ Nm(0, I) ir e ∼ Nk(0,B). Tada a. v. X taip pat nor-
malusis X ∼ N(0,ATA+B). Imties X1, ...,Xn tik
etinumo funkcija

L(Σ) = (2π)−nk/2|Σ|−n/2 exp{−1

2

n∑
j=1

XT
j Σ−1Xj}, Σ = ATA+B. (7.3.7)

Maksimizuodami L(Σ), kai yra papildomu� apribojimu� (7.3.5), gausime pa-

rametru� DT i�vertinius Σ̃ = Â
T
Â+B̂, Â

T
B̂
−1
Â = ∆̂. DT lyg£iu� sistema gana

sud
etinga ir sprendinio tenka ie²koti taikant artutinius metodus. Kai kuriuose
matematin
es statistikos TPP gautos lyg£iu� sistemos sprendimas yra realizuotas
(ºr. [16]).

Gaut¡ i�vertini� galima panaudoti hipotezei, kad kovariacin
e matrica gali bu	ti
faktorizuota (7.3.4) ir (7.3.5) lygyb
emis, tikrinti. Tuo tikslu sudarome tik
etinumo
santykio statistik¡

Λ =
maxΣ=ATA+B L(Σ)

maxΣ L(Σ)
=
L(Σ̃)

L(Σ̂)
, (7.3.8)

£ia Σ̂ yra bes¡lyginis kovariacin
es matricos Σ DT i�vertinys

Σ̂ =
1

n

n∑
j=1

XjX
T
j . (7.3.9)

Jeigu suformuluotoji hipotez
e teisinga, tai a. d. −2 ln Λ asimptoti²kai n→∞
turi χ2 skirstini� su ν = [(k−m)2−(k+m)]/2 laisv
es laipsniu�. Hipotez
e atmetama
apytiksliu tik
etinumu� santykio kriterijumi, kai

−2 ln Λ > χ2
α(ν). (7.3.10)

Hipotez
es atmetimas rei²kia, kad faktoriu� F1, ..., Fm nepakanka kovariacinei
matricai Σ faktorizuoti pagal (7.3.4) ir (7.3.5), t. y. faktoriu� skai£iu� reik
etu�
padidinti.
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7.3.1 pastaba. Jeigu stebimo a. v. X vidurkis E(X) = µ 6= 0, tai (7.3.4) ir
(7.3.5) reikia imti centruot¡ vektoriu� X− µ, o (7.3.8) skaitikli� ir vardikli� reikia
maksimizuoti ir parametro µ atºvilgiu.

7.3.2 pastaba. Prie² realizuojant faktorin¦ analiz¦ vert
etu� atlikti pradini� ko-
variacin
es matricos Σ tyrim¡ remiantis jos DT i�vertiniu Σ̂. Pirmiausia reikia
atsakyti i� klausim¡, ar apskritai faktorin
e analiz
e turi prasm¦. Jeigu a. v.
X koordinat
es nepriklausomos, tai, ai²ku, jokiu� bendru� faktoriu� n
era ir dis-
persija σii = β2

i sutampa su speci�²kumu. Jeigu nepriklausomumo hipotez
e
atmetama, tai reikia i²skirti tokias koordinates, kurios nepriklauso nuo visu�
likusiu�ju�. Pagaliau, likusi� vektoriu� reikia bandyti sudalyti i� kelet¡ maºesn
es di-
mensijos vektoriu� taip, kad skirtingu� vektoriu� koordinat
es bu	tu� nepriklausomos.
Tada faktorin¦ analiz¦ bu	tu� tikslinga taikyti kiekvienam gautajam maºesn
es di-
mensijos vektoriui atskirai. Visu� £ia i²vardytu� hipoteziu� tikrinimo kriterijai
pateikiami 6.4 skyrelyje.

7.3.3.2 Pagrindiniu� komponen£iu� metodas

Kitas metodas, parenkant bendruosius faktorius, i�vertinant ju� svorius ir speci-
�nes dispersijas, yra grindºiamas pagrindin
emis komponent
emis. �is metodas
yra paprastesnis ir lengviau paai²kinamas, ta£iau ji� naudojant yra daugiau sub-
jektyvumo ir, grieºtai kalbant, gauti i�vertiniai netenkina s¡lygu� (7.3.4).

Pagrindiniais faktoriais imkime atitinkamai normuotas pirm¡sias m pagrin-
dines komponentes, apibr
eºtas (7.3.1)

Fj =
Yj

V (Yj)1/2
, j = 1, ...,m. (7.3.11)

Tada, palygin¦ (7.3.3) ir (7.3.1), matome, kad faktoriu� svoriai yra

aij = Lij [V (Yj)]
1/2 i = 1, ..., k, j = 1, ...,m, (7.3.12)

o speci�niai faktoriai ei nusakomi lygyb
emis

ei =

k∑
j=m+1

LijYj , i = 1, ..., k. (7.3.13)

Gauname faktorini� modeli� (7.3.3)

Xi =

m∑
j=1

aijFj + ei =

m∑
j=1

Lij [V (Yj)]
1/2Fj + ei, i = 1, ..., k. (7.3.14)

�iame modelyje F1, ..., Fm turi vienetines dispersijas ir yra nekoreliuoti.
Kiekvienas faktorius Fj nekoreliuotas su bet kuriuo ei. Ta£iau

Cov (ei, ej) =

k∑
l=m+1

ailajlV (Yl), i 6= j i, j = 1, ..., k,
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nebu	tinai lygi nuliui, t. y. viena i² modelio (7.3.3) s¡lygu� gali
bu	ti nei�vykdyta.
Kintamojo Xi, i = 1, ..., k, bendrumas ir speci�²kumas yra

h2
i =

m∑
j=1

a2
ij =

m∑
j=1

L2
ijV (yj), β2

i =

k∑
j=m+1

L2
ijV (Yj). (7.3.15)

Kai pagrindin
es komponent
es randamos i² empirin
es kovariaciju� matricos, tai
formul
ese (7.3.11) � (7.3.15) parametrus reikia pakeisti ju� i�vertiniais L̂ij , V̂ (Yj) =

λ̂j , i, j = 1, ..., k, i² 6.7.3 teoremos.

7.3.3 pastaba. Faktorin
eje analiz
eje vietoje kovariaciju� matricos daºniau nau-
dojama koreliacijos koe�cientu� matrica, nes naudojant bedimensinius dydºius
(Xi − µi)/

√
σii gautus faktorius papras£iau interpretuoti.

7.3.4 pastaba. Bendru�ju� faktoriu� skai£ius m daºniausiai parenkamas a) at-
siºvelgiant i� stebimu� kovarian£iu� X1, ..., Xk prasm¦; b) imamos tos pagrindin
es
komponent
es, kuriu� tikrin
es reik²m
es vir²ija parinkt¡ konstant¡ (pavyzdºiui,
naudojant koreliacijos koe�cientu� matric¡, jei vir²ija 1); c) parenkama tiek
pagrindiniu� komponen£iu�, kad ju� dispersiju� suma sudarytu� didesni¡j¡ visu� dis-
persiju� σii sumos dali�.

7.3.3.3 Faktoriu� interpretavimas

Tai, matyt, sunkiausias ir subjektyviausias faktorin
es analiz
es etapas. Kadangi
kintamojo Xi ir faktoriaus Fj kovariacija yra aij , tai interpretuojant faktoriu� Fj
natu	ralu atsiºvelgti i� tuos kintamuosius Xi, su kuriais faktorius Fj turi didºiau-
sias koreliacijas. Daºnai rekomenduojama tokia taisykl
e: faktorius Fj laikytinas

susijusiu su tais kintamaisiais Xi, kuriems i�vertinys âij = L̂ij

√
λ̂j absoliu£iuoju

didumu vir²ija 0,4.
Naudojant gaut¡j¡ pradin¦ faktoriu� svoriu� matrica, �prasminius� faktorius

gana sunku identi�kuoti. Daºnai âij vir²ija 0,4 daugeliui faktoriu� Fj , t.y. kin-
tamasis Xi susij¦s su daugeliu faktoriu�. Interpretacijai palengvinti daºnai nau-
dojamas vadinamasis faktoriu� pasukimas.

Vietoje (7.3.4) nagrin
ekime modeli�

X = ÃF̃ + e, Xi =

m∑
j=1

ãijF̃j + ei, i = 1, ..., k;

£ia F̃ = CF , o C = [Cij ]m×m ortogonali matrica CCT = I. Tada naujo
bendru�ju� faktoriu� vektoriaus F̃ koordinat
es taip pat nekoreliuotos ir turi vie-
netines dispersijas. Vietoje (7.3.4) gauname kit¡ kovariaciju� (ar koreliaciju�)
matricos faktorizacij¡

V (X) = ÃÃ
T

+B, (7.3.16)
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kuri i²saugo nepakitusius bendrumus h2
i ir speci�²kumus β2

i , ta£iau svoriai ãij
gali nesutapti su svoriais aij . Ie²koma tokios transformacijos, kad matrica Ã =
[ãij ]m×m tur
etu� kuo paprastesn¦ struktu	r¡, t. y. kad dauguma svoriu� ãij bu	tu�
artimi nuliui, o tik nedidel
e ju� dalis tur
etu� palyginti didesnes reik²mes. Tada
kiekvienas kintamasis Xi laikytinas susijusiu tik su keletu (ar vienu) faktoriu�.

Prakti²kai labiausiai paplit¦s sukimo metodas varimax, kai transformacija
parenkama taip, kad bu	tu� maksimizuojamas rei²kinys

m∑
j=1

k∑
i=1

(ã2
ij − (ā2

j ))
2, ā2

j =
1

k

k∑
i=1

ã2
ij . (7.3.17)

Taigi ²is metodas rei²kia, kad maksimizuojama suma faktoriu� svoriu� kvadratu�
sklaidu�, apibr
eºtu� kiekvienam faktoriui F̃j , t. y. didesnieji svoriai tur
es tenden-
cij¡ padid
eti, o maºesnieji � sumaº
eti.

Faktorin
eje analiz
eje yra gauta daug i�vairiu� gra�niu� ir analiziniu� metodu�,
siekiant gauti kuo paprastesn¦ ir lengviau interpretuojam¡ faktoriu� svoriu� mat-
ricos struktu	r¡. Interpretavimui palengvinti kartais naudojamos ir neortogo-
nalios transformacijos, t. y. atsisakoma s¡lygos, kad faktoriai F̃1, ..., F̃m bu	tu�
nekoreliuoti.

Kartais reikia rasti faktoriaus Fj prognoz¦ konkre£iam vektoriui X0 = (X10,
..., Xk0)T . Pavyzdºiui, atlikus studentu� ºiniu� tikrinimo testu� duomenu� faktori-
n¦ analiz¦, buvo i²skirti faktoriai: ku	rybi²kumas, matematiniai gabumai ir kt.
Kokias ²iu� faktoriu� reik²mes galime priskirti studentui, kurio testo duomenys
yra X0?

Jeigu pagrindiniai faktoriai i²skirti pagrindiniu� komponen£iu� metodu, tai
galime tiesiog imti

F̂j = Ŷj/

√
λ̂j ,

£ia Ŷj yra j-osios pagrindin
es komponent
es i�vertinys, o λ̂j jos tikrin
es reik²m
es
i�vertinys.

Kitas bu	das � regresin
es analiz
es metodika. Tariama, kad faktoriai yra pri-
klausomi kintamieji, o Xi � nepriklausomi kintamieji. I�vertin¦ regresijos koe�-
cientus, gauname faktoriaus reik²m
es prognoz¦

F̂j =

k∑
i=1

b̂ijZi0, j = 1, ...,m; (7.3.18)

£ia Zi0 = (Xi0−X̄i)/si yra standartizuotoji kintamojoXi0 reik²m
e, o b̂ij � regre-
sijos koe�cientu� i�vertiniai. Paºym
ejus b̂j = (b̂1j , ..., b̂kj)

T , L̂j = (L̂1j , ..., L̂kj)
T ,

o R � empirin¦ koreliaciju� matric¡, tai b̂ = R−1L̂j .

7.3.1 pavyzdys. Pateiksime pavyzdi� i² knygos [9]. Tiriama penkiu� skirtingo tipo akciju�
gr¡ºa, ºym
esime X = (X1, X2, X3, X4, X5)T . Uº 1975 metu� sausio � 1976 metu� gruodºio
laikotarpi� gauta n = 100 a. v. X steb
ejimu� savaitiniais intervalais, i² kuriu� i�vertinta koreliacijos
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koe�cientu� matrica:

R̂ =


1, 000 0, 577 0, 509 0, 387 0, 462
0, 577 1, 000 0, 599 0, 389 0, 322
0, 509 0, 599 1, 000 0, 436 0, 426
0, 387 0, 389 0, 436 1, 000 0, 523
0, 462 0, 322 0, 426 0, 523 1, 000


Naudodami pagrindiniu� komponen£iu� ir DT metodus bandysime a. v. X apibu	dinti dviem

faktoriais F1 ir F2.
Randame tikrines reik²mes λ̂1 = 2, 857, λ̂2 = 0, 809, λ̂3 = 0, 540, λ̂4 = 0, 452, λ̂5 = 0, 343.

Pirmu�ju� dvieju� tikriniu� reik²miu� suma sudaro 0,73 vektoriaus X koordina£iu� dispersiju� i�ver£iu�
sumos. Joms atitinka tikriniu� vektoriu� i�ver£iai

L̂1 = (0, 464 0, 457 0, 470 0, 421 0, 421)T , L̂2 = (0, 240 0, 509 0, 260 −0, 526 −0, 582)T .

Pagrindiniu� komponen£iu� metodu remiantis (7.3.12) svoriu� matricos elementai â1j = L̂1j

√
λ̂1,

â2j = L̂2j

√
λ̂2, j = 1, ..., 5; £ia L̂1j , L̂2j yra vektoriu� L̂1, L̂2 koordinat
es. Svoriai â1j , â2j

pateikiami lentel
es antrame ir tre£iame stulpeliuose. Ketvirtame stulpelyje pateikiami speci-
�niu� dispersiju� i�ver£iai β̂2

j .

Naudojant SAS programu� paket¡ DT metodu gaunami svoriu� matricos i�ver£iai b̂1j ir ˆb2j .

â1j â2j β̂2
j b̂1j b̂1j b̂∗1j b̂∗2j β̂2

j

X1 0,784 0,216 0,338 0,684 0,189 0,601 0,377 0,496
X2 0,772 0,458 0,194 0,694 0,517 0,850 0,164 0,251
X3 0,794 0,223 0,315 0,681 0,248 0,643 0,335 0,475
X4 0,712 -0,473 0,269 0,621 -0,073 0,365 0,507 0,609
X5 0,712 -0,523 0,220 0,792 -0,442 0,208 0,887 0,177

Matome, kad abu metodai duoda pana²ius rezultatus. Faktorius sunku interpretuoti.
Sudarant faktoriu� F1, visi kintamieji Xi dalyvauja su beveik vienodais svoriais.

Atlik¦ DT metodu gautu� faktoriu� ortogonali¡ transformacij¡ naudojant metod¡ varimax,

gauname naujus svorius (ºym
eta b̂∗1j ir b̂∗2j). Situacija pasikei£ia: sudarant faktoriu� F ∗1 di-

dºiausi¡ i�tak¡ turi kintamieji X1, X2, X3, o sudarant faktoriu� F ∗2 � kintamieji X4, X5.

7.4. Pratimai

7.1. Raskite kovariacin
es matricos Σ = [σij ]2×2, kai σ11 = σ22 = 1, σ12 = σ21 = ρ
tikrines reik²mes ir tikrinius vektorius.

7.2. I�rodykite, kad kovariacin
es matricos Σ = [σij ]k×k, kai σ11 = ... = σkk = 1, σij = ρ,
i 6= j = 1, ..., k, didºiausioji tikrin
e reik²m
e yra λ1 = 1+(k−1)ρ, o visos kitos tikrin
es reik²m
es
vienodos ir lygios λj = 1−ρ, j = 2, ..., k. Pirmasis tikrinis vektorius yra proporcingas vektoriui
(1, ..., 1)T .

7.3. Tegu Σ = Φ + σ2I; £ia Φ � neneigiamai apibr
eºta simetrin
e matrica. I�rodykite,
kad kiekvienas matricos Φ tikrinis vektorius yra ir matricos Σ tikrinis vektorius, o kiekviena
matricos Σ tikrin
e reik²m
e yra matricos Φ tikrin
es reik²m
es ir σ2 suma.

7.4. Tegu Y = (Y1, ..., Yk)T ir X = (X1, ..., Xm)T du atsitiktiniai vektoriai, o Σ bendra
vektoriaus (Y T ,XT )T kovariaciju� matrica

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
;

£ia Σ11 = V (Y ),Σ22 = V (Y ),Σ12 = Cov (Y ,X). Paºym
ekime σ2
i liekam¡j¡ kvadratu�

sum¡ prognozuojant Yi geriausiu bu	du parinkta tiesine prognoze Ŷi = b1X1 + ...+ bmXm.
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a) I�rodykite, kad vektorius (b1, ..., bm)T , minimizuojantis σ2
1 + ... + σ2

k, yra tikrinis vek-
torius, atitinkantis didºiausi¡j¡ lygties

|Σ21Σ12 − λΣ22| = 0.

²akni�. b) I�rodykite, kad r tiesiniu� a. v. X funkciju�, minimizuojan£iu� σ2
1 + ... + σ2

k, yra r
tikriniu� vektoriu�, atitinkan£iu� didºiausias pateiktos lygties ²aknis.

7.5. Tegu Y = (Y1, ..., Yk)T yra k-matis vektorius. Nagrin
ekime r tiesiniu� Y funkciju�
Zj = LTj Y , j = 1, ..., r, ir tegu σ2

i liekamoji kvadratu� suma prognozuojant Yi tiesine a. v.
Z = (Z1, ..., Zr)T funkcija. Parinkite vektorius L1, ...,Lr taip, kad bu	tu� minimizuojama
suma

∑
i ω

2
i σ

2
i , £ia ω

2
i ºinomi svoriai.

7.6. Raskite tikriniu� reik²miu� ir pagrindiniu� komponen£iu� i�ver£ius remiantis kovariaciju�
matricos i�ver£iu, gautu pagal 1.8. pratimo duomenis. Palyginkite gautus atsakymus su
tikriniu� reik²miu� ir pagrindiniu� komponen£iu� i�ver£iais, gautais naudojant koreliaciju� matricos
i�verti�.

7.7. Raskite tikriniu� reik²miu� ir pagrindiniu� komponen£iu� i�ver£ius pagal 2.9 pratimo
duomenis. Kuri¡ dali� bendros sklaidos nusako pirmoji pagrindin
e komponent
e?

7.8. Raskite tikriniu� reik²miu� ir pagrindiniu� komponen£iu� i�ver£ius pagal 4.19 pratimo
duomenis. Kiek reikia paimti pagrindiniu� komponen£iu�, kad jos paai²kintu� ne maºiau kaip
0,9 bendros sklaidos?

7.9. Raskite tikriniu� reik²miu� ir pagrindiniu� komponen£iu� i�ver£ius pagal 5.9 pratimo
duomenis trimis atvejais. Palyginkite pagrindines komponentes, gautas trims skirtingoms
iriso ru	²ims.

7.10. Raskite tikriniu� reik²miu� ir pagrindiniu� komponen£iu� i�ver£ius pagal 2.17 pratimo
duomenis. Kurie kintamieji daro didºiausi¡ i�tak¡ apibr
eºiant pirm¡j¡ pagrindin¦ komponent¦?

7.11. Raskite kanoniniu� koreliaciju� ir kanoniniu� kintamu�ju� i�ver£ius tarp a. v. (X1, X2)T

ir (Z1, ..., Z6)T pagal 3.6 pratimo duomenis. Raskite tikriniu� reik²miu� ir pagrindiniu� kompo-
nen£iu� i�ver£ius naudodami a. v. (Z1, ..., Z6)T kovariaciju� matricos i�verti�.

7.12. Pagal egzaminu� rezultatus vertinant n = 220 studentu� ²e²iu� dalyku� : ²kotu� kalba,
anglu� kalba, istorija, aritmetika, algebra, geometrija (ºym
esime X1, X2, ..., X6), gautas kore-
liacijos koe�cientu� matricos i�vertis [9]

R̂ =


1, 000 0, 439 0, 410 0, 288 0, 329 0, 248
0, 439 1, 000 0, 351 0, 354 0, 320 0, 329
0, 410 0, 351 1, 000 0, 164 0, 190 0, 181
0, 288 0, 354 0, 164 1, 000 0, 595 0, 470
0, 329 0, 320 0, 190 0, 595 1, 000 0, 464
0, 248 0, 329 0, 181 0, 470 0, 464 1, 000

 .

Parinkite du faktorius ir pateikite ju� interpretacij¡.

7.13. Atsitiktinio vektoriaus (X1, X2, X3)T kovariaciju� matrica yra

Σ =

 1 0, 6 0, 5
0, 6 1 0, 4
0, 5 0, 4 1

 .

Sudarykite faktorin
es analiz
es modeli�, kai m = 1. Apskai£iuokite faktoriaus svoriu� matric¡.
Kurie kintamieji daro didºiausi¡ i�tak¡ apibr
eºiant bendr¡ji� faktoriu�? Koki¡ dali� bendrosios
dispersijos paai²kina bendrasis faktorius?

7.14. Naudojant koreliacijos koe�cientu� matric¡ gauta dvieju� faktoriu� svoriu� matrica

F1 0,7 0,8 0,7 0,8 0,6 0,5 0,6 0,7
F2 0,3 0,0 0,0 0,6 0,5 0,0 0,4 0,6

Koks yra kiekvieno faktoriaus ind
elis i� bendr¡j¡ dispersij¡?
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7.15. Atlikite faktorin¦ analiz¦ pagal 4.20 pratimo duomenis. I²skirkite du pagrindinius
faktorius ir pasiu	lykite ju� interpretacij¡.

7.16. Pradiniu� klasiu� mokiniai sprend
e uºdavinius (kintamasis ARIT); demonstravo
erudicij¡ (kintamasis INF); pagal spalvas komponavo kubelius (kintamasis KK); i² daliu�
surinkin
ejo objektus (OS); vertino objektu� pana²um¡ (PAN); i²d
estydavo paveiksliukus nuo-
seklia tvarka (PI); uºbaigdavo paveiksliuk¡ (PU); band
e i�siminti ir pakartoti skai£iu� sek¡
(SE); ie²kojo pie²inyje simboliu� (SP); demonstravo ºodyno turtingum¡ (�OD). �iu� kintamu�ju�
koreliaciju� matricos i�vertis pateikiamas lentel
eje [3].

INF ARIT PAN SE �OD SP PU OS PI KK
INF 1,00 0,34 0,40 0,27 0,59 0,09 0,25 0,27 0,22 0,26
ARIT 0,34 1,00 0,36 0,28 0,33 0,18 0,32 0,38 0,29 0,30
PAN 0,40 0,36 1,00 0,22 0,35 0,08 0,31 0,26 0,25 0,20
SE 0,27 0,28 0,22 1,00 0,29 0,16 0,14 0,18 0,15 0,22
�OD 0,59 0,33 0,35 0,29 1,00 0,08 0,27 0,24 0,28 0,26
SP 0,09 0,18 0,08 0,16 0,08 1,00 0,19 0,13 0,22 0,17
PU 0,25 0,32 0,31 0,14 0,27 0,19 1,00 0,36 0,36 0,40
OS 0,27 0,38 0,26 0,18 0,24 0,13 0,36 1,00 0,30 0,60
PI 0,22 0,29 0,25 0,15 0,28 0,22 0,36 0,30 1,00 0,25
KK 0,26 0,30 0,20 0,22 0,26 0,17 0,40 0,60 0,25 1,00

I²skirkite keturis faktorius ir pateikite ju� interpretacij¡.

Atsakymai ir nurodymai

7.1. λ1 = 1 + ρ, λ2 = 1 − ρ; L1 = (1/
√

2; 1/
√

2)T , L2 = (1/
√

2;−1/
√

2)T . 7.12. DT
metodu gauname svoriu� matricos elementu� i�ver£ius â1i ir â2i, i = 1, ..., 6

â1i â2i â∗1i â∗2i ĥ2i
X1 0,553 0,429 0,369 0,594 0,490
X2 0,568 0,288 0,433 0,467 0,406
X3 0,392 0,450 0,211 0,558 0,356
X4 0,740 -0,273 0,789 0,001 0,623
X5 0,724 -0,211 0,752 0,054 0,568
X6 0,595 -0,132 0,604 0,083 0,372

Atlik¦ ortogonali¡ transformacij¡ naudodami varimax metod¡, gauname vaizdesn¦ svoriu�
matric¡ su elementais â∗1i ir â∗2i. Faktorius F ∗1 apibu	dina gabumus tiksliesiems mokslams,
o faktorius F ∗2 � gabumus humanitariniams mokslams. 7.13. Randame tikrines reik²mes
λ1 = 2, 00446, λ2 = 0, 61309, λ3 = 0, 38245 ir jas atitinkan£ius tikrinius vektorius L1 =
(0, 61332; 0, 57990; 0, 53623)T , L2 = (−0, 17918; −0, 55906; 0, 80953)T ,
L3 = (−0, 76924; 0, 59257; 0, 23902)T . Svoriu� matricos elementai a11 = 0, 86833, a12 =
0, 82102, a13 = 0, 75919. Faktorius F1 paai²kina 0,668 dali� sklaidos. 7.14. 0,465; 0,1525.



8 skyrius

1 Priedas. Tiesin
es algebros

elementai

Daugiamat
eje statistikoje yra patogu naudoti vektorinius ir matricinius ºymenis.
Tai labai supaprastina formules ir padeda geriau suvokti d
estom¡ medºiag¡.
Reikalingos matematin
eje statistikoje tiesin
es algebros ºinios yra susistemintos
knygoje [14], kurioje duota ir kompakti²ki pateikiamu� faktu� i�rodymai. �iame
priede pateikiami tiesin
es algebros faktai, kuriais remiamasi ²ioje knygoje.

8.1. Vektoriai

1P.1 apibr
eºimas. Dimensijos k vektoriumi (vektoriumi � stulpeliu) x vadin-
sime stulpeli�, kurio elementai x1, ..., xk yra realu	s skai£iai, t. y. vektoriu� trak-
tuosime kaip k-mat
es Euklido erdv
es Rk element¡. Transponuot¡ vektoriu�
(vektoriu� � eilut¦) ºym
esime xT = (x1, ..., xk).

1. Vektoriu� sud
etis. Vienodos dimensijos vektoriu� xT = (x1, ..., xk) ir yT =
(y1, ..., yk) suma yra vektorius (x+y)T = (x1 + y1, ..., xk + yk), kurio elementai
gaunami sudedant atitinkamus d
emenu� elementus. Sumos operacija tenkina
komutatyvumo

x+ y = y + x (8.1.1)

ir distributyvumo
(x+ y) + z = x+ (y + z) (8.1.2)

d
esnius. Egzistuoja nulinis 0T = (0, ..., 0) ir atvirk²tinis (−x)T = (−x1, ...,−xk)
vektoriai, kad

x+ 0 = x, x+ (−x) = 0. (8.1.3)

2. Daugyba i² skaliaro. Vektoriaus xT = (x1, ..., xk) sandauga i² skaliaro c ∈
R suprantamas vektorius (cx)T = (cx1, ..., cxk), kuris gaunamas padauginant i²
c visas vektoriaus x koordinates. �is veiksmas tenkina distributyvumo d
esnius

c(x+ y) = cx+ cy, (c1 + c2)x = c1x+ c2x, (8.1.4)

210
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ir asociatyvumo d
esni�
c1(c2x) = (c1c2)x. (8.1.5)

1P.2 apibr
eºimas. Dimensijos k vektoriu�, kuriems apibr
eºtos sud
eties ir dau-
gybos i² skaliaro operacijos, visum¡ vadiname tiesine k-mate Euklido erdve Rk.

1P.3 apibr
eºimas. Erdv
es Rk poaibis M uºdaras sud
eties ir daugybos i²
skaliaro operaciju� atºvilgiu, t. y. jei x,y ∈ M, tai cx + dy ∈ M su visais
c, d ∈ R, vadinamas tiesiniu erdv
es Rk poerdviu. Suprantama, kad bet kuris
tiesinis poerdvis yra tiesin
e vektorin
e erdv
e.

Pavyzdºiui, aib
e, susidedanti i² nulinio vektoriaus 0, arba visu� vektoriu� aib
e
yra tiesiniai poerdviai. Sujung¦ visus galimus aib
es S = {x1, ...,xm} vektoriu�
tiesinius darinius

c1x1 + ...+ cmxm, c1, ..., cm ∈ R,

gausime tiesini� poerdvi�M(S), generuot¡ vektoriu� aib
es S.

1P.4 apibr
eºimas. Sakome, kad vektoriai x1, ...,xm yra tiesi²kai priklausomi,
jei egzistuoja skaliarai c1, ..., cm ∈ R ne visi lygu	s 0, kad patenkinta s¡lyga

c1x1 + ...+ cmxm = 0. (8.1.6)

Jeigu tokiu� skaliaru� neegzistuoja, sakome, kad vektoriai x1, ...,xm yra tiesi²kai
nepriklausomi. I² ²io apibr
eºimo i²plaukia tokios i²vados:

1) Nulinis vektorius sudaro aib¦ tiesi²kai priklausomu� vektoriu�.
2) Bet kuri vektoriu� aib
e, kuriai priklauso nulinis vektorius 0, yra tiesi²kai

priklausomu� vektoriu� aib
e.
3) Aib
e nenuliniu� vektoriu� x1, ...,xm yra tiesi²kai priklausoma tada ir tik

tada, kai kuris nors vektorius yra tiesinis kitu� vektoriu� darinys.

1P.5 apibr
eºimas. Tiesin
es vektorin
es erdv
es M poaibis, kuris generuoja
tiesin¦ erdv¦M, vadinamas tiesin
es vektorin
es erdv
esM baze.

1) Kiekviena vektorin
e erdv
e turi baz¦.
2) Jeigu a1, ...,am ir b1, ..., br yra dvi tos pa£ios erdv
es baz
es, tai m = r.
3) Kiekvienas erdv
esM vektorius vieninteliu bu	du i²rei²kiamas per jos baz¦.
Pavyzdºiui, k-mat
es erdv
es Rk elementai eT1 = (1, 0, ..., 0), eT2 = (0, 1, ..., 0),

..., eTk = (0, 0, ..., 1), sudaro baz¦, nes jie yra tiesi²kai nepriklausomi ir bet kuris
vektorius xT = (x1, ..., xk) ∈ Rk i²rei²kiamas ²iais vektoriais:

x = x1e1 + ...+ xkek.

Vektoriu� skaliarin
e sandauga. Dvieju� vienodos dimensijos vektoriu� xT =
(x1, ..., xk) ir yT = (y1, ..., yk) skaliarine sandauga vadiname sum¡

xTy = yTx =

k∑
j=1

xjyj . (8.1.7)

Skaliarin
e sandauga tenkina tokias s¡lygas.
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1) xTx = 0 tada ir tik tada, kai x = 0.
2) Patenkintos s¡lygos

c(xTy) = (cxT )y, (x+ y)Tz = xTz + yTz. (8.1.8)

3) Tenkinama Ko²i ir �varco nelygyb
e

(xTy)2 ≤ (xTx)(yTy). (8.1.9)

Teigiama kvadratin
e ²aknis i² sandaugos xTx vadinama vektoriaus x norma
arba ilgiu

||x|| = +
√
xTx. (8.1.10)

Ji tenkina trikampio nelygyb¦

||x− y||+ ||y − z|| ≥ ||x− z||. (8.1.11)

Sakome, kad vektoriai x ir y yra ortogonalu	s, jeigu skaliarin
e sandauga

xTy = yTx = 0 (8.1.12)

lygi nuliui. Bendriau, kampas θ tarp dvieju� nenuliniu� vektoriu� apibr
eºiamas
lygybe

cos θ =
xTy

||x|| · ||y||
.

Nenuliniai poromis ortogonalu	s vektoriai x1, ...,xm yra tiesi²kai nepriklau-
somi. Ortogonalu	s vektoriai, generuojantys tiesin¦ erdv¦ M, vadinami or-
togonalia erdv
es M baze, o jei jie turi vienetinius ilgius, tai � ortonormuota
baze. Tiesin
es erdv
es ortonormuota baz
e visada egzistuoja. Pavyzdºiui, vekto-
riai eT1 = (1, 0, ..., 0), eT2 = (0, 1, ..., 0), ..., eTk = (0, 0, ..., 1) sudaro erdv
es Rk

ortonormuot¡ baz¦.

8.2. Matricos ir determinantai

Matrica A yra lentel
e, uºpildyta realiais skai£iais. Kiekvien¡ matricos element¡
aij numeruosime dviem indeksais: indeksas i nurodo eilut
es, o indeksas j stulpe-
lio, kuriu� sankirtoje yra elementas aij , numerius. �ym
esime A = [aij ]m×n, £ia
m yra eilu£iu� skai£ius, o n � stulpeliu� skai£ius. Matricos A stulpeliai yra di-
mensijos m vektoriai, o eilut
es � dimensijos n transponuoti vektoriai.

Matricu� sud
etis. Dvieju� vienodos dimensijos (m× n) matricu� A = [aij ]m×n
ir B = [bij ]m×n suma yra matrica A + B = [aij + bij ]m×n, kurios elementai
gaunami sudedant atitinkamus matricu� A ir B elementus. �is veiksmas tenkina
komutatyvumo ir distributyvumo savybes

A+B = B +A, A+ (B +C) = (A+B) +C.
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Daugyba i² skaliaro. Matricos A = [aij ]m×n sandauga i² skaliaro c ∈ R
suprantama kaip matrica, kurios kiekvienas elementas padaugintas i² skaliaro c:

cA = [caij ]m×n.

�is veiksmas, akivaizdu, tenkina s¡lygas

(c+ d)A = cA+ dA, c(A+B) = cA+ cB.

Matricu� sandauga. Matricu� A = [aij ]m×n ir B = [bij ]n×r sandauga AB
apibr
eºta tik tada, kai matricos A stulpeliu� skai£ius sutampa su matricos B
eilu£iu� skai£iumi. Daugybos rezultatas yra matrica AB = [cij ]m×r, kurios
elementas cij gaunamas imant matricos A i-osios eilut
es ir matricos B j-ojo
stulpelio skaliarin¦ sandaug¡:

cij =

n∑
s=1

aisbsj , i = 1, ...,m, j = 1, ..., r. (8.2.1)

Matricos AB eilu£iu� skai£ius sutampa su matricos A eilu£iu� skai£iumi, o
stulpeliu� skai£ius lygus matricos B stulpeliu� skai£iui.

Matricu� daugyba netenkina komutatyvumo d
esnio, nes, pavyzdºiui, san-
dauga AB gali bu	ti apibr
eºta, o sandauga BA � neapibr
eºta.

Asociatyvumo ir distributyvumo d
esniai yra tenkinami

ABC = (AB)C = A(BC), A(B +C) = AB +BC,

(A+B)(C +D) = A(C +D) +B(C +D),

jeigu matricu� dimensijos yra tokios, kad visi daugybos veiksmai yra apibr
eºti.
Nulin
e ir vienetin
e matricos. Nulin
e matrica 0 yra tokia, kurios visi elemen-

tai lygu	s 0. Dimensijos (m ×m) kvadratin
e matrica vadinama vienetine, jeigu
jos visi diagonaliniai elementai lygu	s 1, o visi kiti elementai lygu	s 0. �ym
esime
I = Im. Akivaizdu, kad

A+ 0 = A, AI = IA = A. (8.2.2)

Transponuota matrica. Matric¡ AT , kuri¡ gauname i² matricos A pakeit¦
jos eilutes stulpeliais ir atvirk²£iai, vadiname transponuota matrica, t. y.

A = [aij ]m×n, AT = [aji]n×m.

Transponavimo operacija tenkina s¡lygas

(AB)T = BTAT , (ABC) = CTBTAT , ... (8.2.3)

Matricos p
edsakas. Kvadratin
es matricosA = [aij ]m×m diagonaliniu� elementu�
sum¡ vadiname matricos p
edsaku. �ym
esime

Tr(A) =

m∑
j=1

ajj .
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P
edsakas tenkina s¡lygas

Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B), T r(AB) = Tr(BA). (8.2.4)

Blokin
es matricos. Kartais matric¡ A yra patogu suskaidyti i� blokus

A =

(
B C
D E

)
.

Transponavimo operacij¡ galima atlikti taip:

AT =

(
BT DT

CT ET

)
.

Blokiniu� matricu� daugyba atliekama pagal i�prastines matricu� daugybos taisyk-
les (

B C
D E

)(
G
H

)
=

(
BG+CH
DG+ EH

)
,(

B C
D E

)(
G J
H L

)
=

(
BG+CH BJ +CL
DG+ EH DJ + EL

)
,

jeigu tik visi daugybos veiksmai yra apibr
eºti.
Matricos rangas. Matric¡ A = [aij ]m×n sudaro n dimensijos m vektoriu�

(matricos stulpeliai) arba m dimensijos n transponuotu� vektoriu� (matricos eilu-
t
es). Tiesi²kai nepriklausomu� stulpeliu� (arba eilu£iu�) skai£ius vadinamas mat-
ricos rangu. �ym
esime Rang(A). Akivaizdu, kad

Rang(A) = Rang(ATA), Rang(A) ≤ min(m, n) (8.2.5)

Rang(AB) ≤ min(Rang(A), Rang(B)), Rang(A+B) ≤ Rang(A)+Rang(B).

Jeigu matrica A = [aij ]n×n yra idempotentin
e , t. y. AA = A, tai

Rang(A) +Rang(I −A) = n. (8.2.6)

Atvirk²tin
e matrica. Kvadratin
e matricaA = [aij ]n×n vadinama nei²sigimu-
sia, jeigu jos rangas lygus n. Tokiu atveju egzistuoja vienintel
e matrica A−1 =
[aij ]n×n, vadinama atvirk²tine matricai A, kad patenkintos s¡lygos

AA−1 = A−1A = I. (8.2.7)

Jeigu A,B,C vienodos dimensijos nei²sigimusios matricos, tai

(AB)−1 = B−1A−1, (ABC)−1 = C−1B−1A−1, (AT )−1 = (A−1)T .
(8.2.8)

Kvadratin
e matrica A vadinama ortogonalia, jeigu AAT = I. Tokiu atveju
atvirk²tin
e matrica sutampa su transponuota AT = A−1 ir

A−1A = ATA = AAT = I. (8.2.9)
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Matricos pertvarkymas. 1) Tarkime, A yra simetri²ka nei²sigimusi dimensijos
m matrica. Tada

a) egzistuoja nei²sigimusi dimensijos m matrica B, kad

A = BBT ; (8.2.10)

b) egzistuoja nei²sigimusi trikamp
e dimensijos m matrica C, kad

A = CCT ; (8.2.11)

c) egzistuoja nei²sigimusi dimensijos m matrica B, kad

BABT = I; (8.2.12)

d) egzistuoja ortogonali dimensijos m matrica B, kad

BABT = ∆, A = C∆CT , C = B−1, (8.2.13)

£ia ∆ = [δij ]m×m turi diagonalini� pavidal¡, t. y. δij = 0, kai i 6= j.
2) Tegu A = [aij ]m×m idempotentin
e rango r ≤ m matrica. Tada egzistuoja

ortonormuoti vektoriai B1, ...,Br, kad

A = B1B
T
1 + ...+BrB

T
r . (8.2.14)

3) Tegu A simetri²ka nei²sigimusi dimensijos m matrica. Tada egzistuoja
ortogonalu	s vektoriai B1, ...,Bm, kad su visais t ∈ Rm kvadratin
e forma tTAt
gali bu	ti pertvarkyta i� kvadratu� sum¡

tTAt = (BT
1 t)

2 + ...+ (BT
mt)

2. (8.2.15)

Determinantas. Kvadratin
es matricos A = [aij ]m×m determinantas yra jos
elementu� aij skaliarin
e funkcija:

|A| =
∑
±(a1i1a2i2 ...amim);

sumavimas atliekamas pagal visus galimus skai£iu� (1, 2, ...,m) perstatinius (i1, i2,
..., im). Sandauga imama su teigiamu ºenklu, jei perstatinis (i1, i2, ..., im) gau-
namas perstatant aib
es (1, 2, ...,m) elementus lygini� skai£iu� kartu� ir su neigiamu
ºenklu prie²ingu atveju.

Paºym
ekimeAij elemento aij algebrini� papildini�. Jis lygus sandaugai (−1)i+j

i² determinanto matricos, gaunamos i²braukus i-¡j¡ eilut¦ ir j-¡ji� stulpeli�. Tada

|A| =
m∑
i=1

ariAri, su visais r = 1, ...,m; (8.2.16)

|A| =
m∑
r=1

ariAri, su visais i = 1, ...,m. (8.2.17)

Pateikiame dar kelet¡ savybiu�.
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1) |A| = 0 tada ir tik tada, kai Rang(A) 6= m.
2) Jeigu |A| 6= 0, tai A−1 = (Aij/|A|)T .
3) JeiA diagonalin
e ar trikamp
e matrica, tai |A| lygus diagonaliniu� elementu�

sandaugai.
4) Jei A ir B vienodos dimensijos kvadratin
es matricos, tai

|AB| = |A||B|. (8.2.18)

5) Jeigu blokin
eje matricoje

A =

(
B C
D E

)
.

determinantas |B| 6= 0, tai

|A| = |B||E−DB−1C|. (8.2.19)

Tikrin
es reik²m
es ir tikriniai vektoriai. TeguA = [aij ]m×m kvadratin
e simetri²ka
matrica, t. y. aij = aji. Charakteringosios lygties

|A− λI| = 0 (8.2.20)

²aknys λ1, ..., λm vadinamos matricosA tikrin
emis reik²m
emis, o vektoriaiL1, ...,
Lm, tenkinantys s¡lygas

ALi = λiLi, i = 1, ...,m, (8.2.21)

vadinami matricos A tikriniais vektoriais.
1) Visos charakteringosios lygties ²aknys yra realios neneigiamos, o tikriniai

vektoriai gali bu	ti parinkti realu	s.
2) Jeigu matricos A rangas lygus r ir r < m, tai nulis yra charakteringosios

lygties kartotinumo m− r ²aknis.
3) Skirtingas λi 6= λj atitinkantys tikriniai vektoriai Li ir Lj yra ortogonalu	s

LTi Lj = 0.
4) Jeigu matrica A teigiamai apibr
eºta, tai visos tikrin
es reik²m
es teigiamos,

o jei neneigiamai apibr
eºta, tai � neneigiamos.
5) Egzistuoja ortogonali matrica L, kad

LTAL = ∆, A = L∆LT ; (8.2.22)

£ia ∆ = [δij ]m×m diagonalin
e matrica; δii = λi, i = 1, ...,m, δij = 0, kai i 6= j;
λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λm ≥ 0 yra matricos A tikrin
es reik²m
es, o matricos L i-asis
stulpelis yra tikrinis vektorius, atitinkantis tikrin¦ reik²m¦ λi. Detaliau i²skleid¦
gauname

A = λ1L1L
T
1 + ...+ λmLmL

T
m,

I = L1L
T
1 + ...+LmL

T
m, (8.2.23)

vadinam¡ji� spektrini� matricos A skleidini�.



8.2. Matricos ir determinantai 217

6) Jeigu matrica A teigiamai apibr
eºta, tai

|A| =
m∏
i=1

λi, T r(A) =

m∑
i=1

λi. (8.2.24)

Tiesin
es lyg£iu� sistemos. Tiesin¦ m lyg£iu� sistem¡ kintamu�ju� x1, ..., xm
atºvilgiu matricine forma galima uºra²yti taip:

Ax = b, (8.2.25)

£ia A = [aij ]m×m ºinomu� koe�cientu� matrica, bT = (b1, ..., bm) laisvasis narys,
o xT = (x1, ..., xm) neºinomas vektorius. Arba ekvivalen£ia forma

x1a1 + ...+ xmam = b, (8.2.26)

£ia a1, ...,am yra matricos A stulpeliai.
1) Homogenin
e lyg£iu� sistema (b = 0) turi nenulini� sprendini� tada ir tik

tada, kai vektoriai a1, ...am yra tiesi²kai priklausomi.
2) Nehomogenin
e lyg£iu� sistema (b 6= 0) turi sprendini� tada ir tik tada, kai

vektorius b gali bu	ti i²reik²tas tiesiniu vektoriu� a1, ...,am dariniu. Bendras ²ios
sistemos sprendinys yra suma kurio nors jos sprendinio ir bendrojo homogenin
es
sistemos sprendinio.

3) Nehomogenin
e lyg£iu� sistema turi vieninteli� sprendini�, kai vektoriai a1, ...,
am yra tiesi²kai nepriklausomi, t. y. kai Rang(A) = m. Sprendinys turi toki�
pavidal¡

x = A−1b. (8.2.27)

�iuo atveju homogenin
e lyg£iu� sistema turi tik trivialu� sprendini� x = 0.
4) Tegu A = [aij ]m×n dimensijos (m×n) matrica. Apibedrint¡ja atvirk²tine

matricai A vadiname toki¡ matric¡ A− = [a−ij ]n×m, kad vektorius x = A−b yra
suderintos lyg£iu� sistemos Ax = b sprendinys.

a) apibendrintoji atvirk²tin
e matrica egzistuoja ir tenkina s¡lyg¡ AA−A =
A;

b) suderintos lyg£iu� sistemos Ax = b sprendinys turi toki� pavidal¡

x = A−b+ (A−A− I)z,

£ia z ∈ Rn bet koks vektorius;
c) apibendrint¡j¡ atvirk²tin¦ matric¡ galima surasti taip. Jeigu matricos A

rangas lygus r, r < min(m, n), tai egzistuoja dimensijos (r × r) nei²sigim¦s
matricos A blokas B. Perstatant eilutes ir stulpelius matric¡ A galima uºra²yti
tokiu pavidalu:

A =

(
B C
D E

)
.

Tada apibedrint¡ja atvirk²tine galima imti matric¡

A− =

(
B−1 K
0 I

)
, (8.2.28)

kai matrica K tenkina s¡lygas

BK = C, DK = E.



9 skyrius

2 priedas. Atsitiktiniai

vektoriai

9.1. Atsitiktinio vektoriaus skirstinys

Tarkime, turime tikimybin¦ erdv¦ (Ω,F , P ).
2P.1 apibr
eºimas. Reali¡ vienareik²m¦ k-mat¦ funkcij¡ X = X(ω) =

(X1(ω), ..., Xk(ω))T , apibr
eºt¡ aib
eje Ω ir toki¡, kad su visais x = (x1, ..., xk)T ∈
Rk

{ω : X1(ω) ≤ x1, ..., Xk(ω) ≤ xk} ∈ F ,

vadiname k-ma£iu atsitiktiniu vektoriumi (a. v.).
1) Bet koks a. v. vienareik²mi²kai nusakomas jo pasiskirstymo funkcijos

F (x) = F (x1, ..., xk) = P{X1 ≤ x1, ..., Xk ≤ xk}, (9.1.1)

apibr
eºtos su visais x = (x1, ..., xk)T ∈ Rk.
2) Jeigu a. v. X i�gyjamu� reik²miu� aib
e yra baigtin
e arba skaiti, tai tokio a. v.

skirstinys vadinamas diskre£iuoju. Jo skirstinys visi²kaiai nusakomas i²vardijant
galimas reik²mes x1,x2, ... ∈ Rk ir ju� i�gijimo tikimybes

pi = {X = xi}, i = 1, 2, ...;
∑
i

pi = 1. (9.1.2)

3) Absoliu£iai tolydºiojo a. v. X skirstinys visi²kai nusakomas jo tankio funkcija

f(x) = f(x1, ..., xk) =
∂k

∂x1...∂xk
F (x1, ..., xk). (9.1.3)

4) Bet kokio a. v. X skirstini� visi²kai nusako jo charakteristin
e funkcija

ϕX(t) = ϕX(t1, ..., tk) = Eeit
TX = Eei(t1X1+...+tkXk), (9.1.4)

218
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nusakyta su visais t = (t1, ..., tk)T ∈ Rk. Pateiksime kelet¡ charakteristin
es
funkcijos savybiu�.

a) A. v. Y = a + BX (a �ksuotas dimensijos k vektorius, B �ksuota
dimensijos k kvadratin
e matrica) charakteristin
e funkcija

ϕY (t) = eit
TaϕX(tTB1, ..., t

TBk), (9.1.5)

£ia B1, ...,Bk yra matricos B stulpeliai.
b) Nepriklausomu� a. v. X1, ...,Xn sumos Sn = X1 + ...+Xn charakteristin
e

funkcija lygi d
emenu� charakteristiniu� funkciju� sandaugai

ϕSn(t) =

n∏
j=1

ϕXj
(t). (9.1.6)

c) Remiantis charakteristin
es funkcijos apibr
eºimu i�rodoma Kramero ir Voldo
teorema. A. v. X tikimybinis skirstinys nusakytas tada ir tik tada, kai nusakyti
skirstiniai vienma£iu� a. d.

YL = LTX = L1X1 + ...+ LkXk

su visais vektoriais L = (L1, ..., Lk)T ∈ Rk.

9.2. Marginalieji ir s¡lyginiai skirstiniai

Nagrin
esime (k+s)-mati� absoliu£iai tolydu�ji� a. v. X = (Y T ,ZT )T = (Y1, ..., Yk,
Z1, ..., Zs)

T . Vektoriu� X,Y ir Z pasiskirstymo funkcijas ºym
esime F (y, z) =
F (y1, ..., yk, z1, ..., zs), G(y) = G(y1, ..., yk) ir H(z) = H(z1, ..., zs), o tankiu�
funkcijas f(y, z), g(y) ir h(z).

Marginalieji skirstiniai. Vektoriaus, sudaryto i² bet kuriu� pradinio vekto-
riaus koordina£iu�, skirstinys vadinamas marginaliuoju skirstiniu pradinio vekto-
riaus atºvilgiu. Pavyzdºiui, a. v. Y skirstinys vadinamas marginaliuoju jung-
tinio vektoriaus X = (Y T ,ZT )T atºvilgiu.

1) Vektoriaus Y pasiskirstymo funkcija gaunama i² a. v. X pasiskirstymo
funkcijos i�ra²ant +∞ vietoje argumentu�, atitinkan£iu� likusias pradinio vekto-
riaus koordinates

G(y) = G(y1, ..., yk) = F (y1, ..., yk,+∞, ...,+∞). (9.2.1)

2) Marginaliojo skirstinio tankis gaunamas integruojant:

g(y) =

∫
Rs

f(y, z)dz. (9.2.2)

3) A. v. Y charakteristin
e funkcija

ϕY (t) = ϕY (t1, ..., tk) = Eeit
TY = Eei(t1Y1+...+tkYk)
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gaunama i² jungtinio vektoriaus X = (Y T ,ZT )T charakteristin
es funkcijos

ϕX(t,θ) = ϕX(t1, ..., tk, θ1, ..., θs) = Eei(t
TY +θTZ)

i�ra²ant vietoje θ nulini� vektoriu� 0:

ϕY (t) = ϕX(t,0) = ϕX(t1, ...tk, 0, ..., 0). (9.2.3)

S¡lyginiai skirstiniai. Tarkime, kad a. v. Z = z yra �ksuotas. Jeigu h(z) 6=
0, tai a. v. Y s¡lyginio skirstinio tankis

g(y|z) =
f(y, z)

h(z)
. (9.2.4)

Tur
edami a. v. Y s¡lygini� tanki�, kai Z = z �ksuotas, ir bes¡lygini� a. v. Z
tanki�, galima atkurti a. v. Y bes¡lygini� tanki�:

g(y) =

∫
Rs

g(y|z)h(z)dz. (9.2.5)

�i formul
e apibendrina pilnosios tikimyb
es formul¦. Analogi²kai apibendri-
namos ir Bejeso formul
es

h(z|y) =
g(y|z)h(z)∫

Rs g(y|z)h(z)dz
. (9.2.6)

Nepriklausomi vektoriai. Jeigu kiekvieno i² dvieju� vektoriu� s¡lyginiai skirstiniai,
kai kito vektoriaus reik²m
es �ksuotos, nepriklauso nuo �ksuotu�ju� reik²miu� ir
sutampa su bes¡lyginiais skirstiniais, tokie vektoriai vadinami nepriklausomais.

Suformuluosime kelet¡ nepriklausomumo kriteriju�. Atsitiktiniai vektoriai Y
ir Z nepriklausomi tada ir tik tada, kai

1) pasiskirstymo funkcija F (y, z) yra lygi marginaliu�ju� pasiskirstymo funkciju�
sandaugai

F (y, z) = G(y)H(z), y ∈ Rk, z ∈ Rs; (9.2.7)

2) tankio funkcija f(y, z) yra lygi marginaliu�ju� tankio funkciju� sandaugai

f(y, z) = g(y)h(z), y ∈ Rk, z ∈ Rs; (9.2.8)

3) charakteristin
e funkcija ϕX(t,θ) yra lygi marginaliu�ju� charakteristiniu�
funkciju� sandaugai

ϕX(t,θ) = ϕY (t)ϕZ(θ), t ∈ Rk, θ ∈ Rs. (9.2.9)

Analogi²kai formuluojami ir didesnio skai£iaus atsitiktiniu� vektoriu� neprik-
lausomumo kriterijai.
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9.3. Atsitiktiniu� vektoriu� funkcijos

Tarkime, X = (X1, ..., Xk)T yra absoliu£iai tolydusis a. v., kurio pasiskirstymo
funkcija F (x) = F (x1, ..., xk) ir tankis f(x) = f(x1, ..., xk). Nagrin
esime a. v.
Y = (Y1, ..., Yk)T , Yi = hi(X1, ..., Xk), i = 1, ..., k, tikimybini� skirstini�.

1) Tarkime, kad atliekama transformacija yra abipus vienareik²m
e ir egzis-
tuoja atvirk²tin
e transformacija xi = h−1

i (y1, ..., yk), i = 1, ..., k. Jeigu funkciju�
h−1
i , i = 1, ..., k, dalin
es i²vestin
es pagal visus argumentus yra tolydºios ir jako-

bianas

|J | =
∣∣∣∣D(x1, ..., xk)

D(y1, ..., yk)

∣∣∣∣
nelygus nuliui, tai a. v. Y yra absoliu£iai tolydusis ir jo tankio funkcija

g(y) = g(y1, ..., yk) = f(h−1
1 (y1, ..., yk), ..., h−1

k (y1, ..., yk))|J |. (9.3.1)

2) Tegu atliekama transformacija n
era abipus vienareik²m
e, ta£iau a. v. X
i�gyjamu� reik²miu� sriti� galima taip suskirstyti i� n nesikertan£iu� sri£iu� D1, ..., Dn,
kad srities Di transformacija i� j¡ atitinkan£i¡ vektoriaus Y i�gyjamu� reik²miu�
sriti� D∗i bu	tu� abipus vienareik²m
e. Jeigu egzistuoja atvirk²tin
es transformacijos
xr = h−1

ri (y1, ..., yk), r = 1, ..., k, i² srities D∗i i� sriti� Di, funkciju� h−1
ri dalin
es

i²vestin
es pagal kiekvien¡ argument¡ yra tolydºios, o atitinkami jakobianai J i
srityse D∗i , i = 1, ..., n, nelygu	s nuliui, tai a. v. Y yra absoliu£iai tolydusis ir jo
tankio funkcija

g(y) = g(y1, ..., yk) =

n∑
i=1

ID∗i (y1, ..., yk)fi(x1, ..., xk)|J i|; (9.3.2)

£ia ID∗i (y1, ..., yk) yra aib
es D∗i indikatorius, o indeksas prie tankio funkcijos
f(x1, ..., xk) nurodo, kad jos argumentus xr reikia pakeisti i� h−1

ri (y1, ..., yk).
Atsitiktinio vektoriaus momentai
1) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xk)T vidurkis yra vektorius, sudary-

tas i² jo koordina£iu� vidurkiu�

E(X) = (EX1, ...,EXk)T = (µ1, ..., µk)T = µ. (9.3.3)

2) Atsitiktinio vektoriausX = (X1, ..., Xk)T antru�ju� mi²riu�ju� momentu� matric¡
vadiname kovariaciju� matrica

V (X) = Σ = [σij ]k×k, (9.3.4)

£ia

σij = Cov (Xi, Xj) = E[(Xi −EXi)(Xj −EXj)] = E(XiXj)−EXiEXj ,

σii = Cov (Xi, Xi) = V Xi, i, j = 1, ..., k,

arba trumpiau

V (X) = E[(X−E(X))(X−E(X))T ] = E(XXT )−E(X)(E(X))T .
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Naudojant kovariacijas sudaroma koreliacijos koe�cientu� matrica

R = [ρij ]k×k, ρij =
σij√
σiiσjj

, i, j = 1, ..., k. (9.3.5)

3) Tarkime, A = [aij ]m×k yra matrica su pastoviais koe�cientais, o X =
(X1, ..., Xk)T k-matis vektorius. Tada Y = AX yra m-matis atsitiktinis vekto-
rius. Vektoriaus Y pirmieji momentai

E(Y ) = Aµ, V (Y ) = AΣAT = [γij ]m×m. (9.3.6)

Kvadratin
es formos
Q = XTAX

vidurkis
EQ = Tr(AΣ) + µTAµ. (9.3.7)

4) Tarkime, X1, ...,Xn yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi atsitiktiniai vek-
toriai, kuriu� E(Xj) = µ ir V (Xj) = Σ. Tada centruotos ir normuotos sumos

S̄n =
1√
n

n∑
j=1

(Xj − µ)

pirmieji momentai
E(S̄n) = 0, V (S̄n) = Σ. (9.3.8)

Remdamiesi charakteristiniu� funkciju� savybe (9.1.6), Kramero ir Voldo teo-
rema ir vienmate centrine ribine teorema (CRT) gauname, pavyzdºiui, toki�
papras£iausi¡ daugiamat
es CRT variant¡. Jeigu |Σ| > 0 ir n→∞, tai

S̄n
d→ Y ∼ Nk(0,Σ), S̄nΣ−1S̄n

d→ χ2
k. (9.3.9)

Jeigu Σ yra rango r ≤ k idempotentin
e matrica, tai

S̄nΣ−S̄n
d→ χ2

r. (9.3.10)



10 skyrius

Daugiama£io normaliojo

skirstinio savyb
es

Pateiksime kelet¡ daugiama£io normaliojo skirstinio savybiu�. Ju� i�rodymus ga-
lima rasti, pavyzdºiui, knygoje [14].

Yra keletas daugiama£io normaliojo skirstinio apibr
eºimu�. Vienas i² ju�
grindºiamas Kramero ir Voldo teorema.

3P.1 apibr
eºimas. Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xk)T skirstinys yra
k-matis normalusis su vidurkiu� vektoriumi µ = E(X) ir kovariaciju� matrica
V (X) = Σ, jeigu bet kurios tiesin
es formos LTX = L1X1 + ...+LkXk skirstinys
yra vienmatis normalusis su visais L = (L1, ..., Lk)T ∈ Rk. Remiantis (9.3.6)
²ios tiesin
es formos vidurkis ir dispersija yra E(LTX) = LTµ, V (LTX) =
LTΣL.

1 savyb
e. Atsitiktinio vektoriaus X charakteristin
e funkcija

ϕ(t) = E(exp(itTX)) = exp

(
itTµ− t

TΣt

2

)
. (10.0.1)

Taigi a. v. X skirstini� vienareik²mi²kai nusako vidurkiu� vektorius µ ir kovariaciju�
matrica Σ. Sutrumpintai ºym
esime X ∼ Nk(µ,Σ).

2 savyb
e. Tegu X(1) ir X(2) yra vektoriai, sudaryti i² skirtingu� vektoriaus
X koordina£iu�. Tada a. v. X(1) ir X(2) yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai
ju� kovariaciju� matrica Cov (X(1),X(2)) = 0. �is tvirtinimas yra teisingas ir
d
el didesnio skai£iaus vektoriu�, sudarytu� i² skirtingu� vektoriaus X koordina£iu�.
Pavyzdºiui, a. d. X1, ..., Xk yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai kovariaciju�
matrica Σ yra diagonalin
e.

3 savyb
e. Jeigu X ∼ Nk(µ,Σ), tai bet kurio vektoriaus, sudaryto i² s < k
skirtingu� vektoriaus X koordina£iu�, skirstinys yra s-matis normalusis.

223
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4 savyb
e. Jeigu vektorius Y = (Y1, ..., Yr)
T gautas atlikus tiesin¦ vektoriaus

X transformacij¡ Y = CX; £ia C = [Cij ]r×k yra matrica, turinti r eilu£iu� ir k
stulpeliu�, tai

Y ∼ Nr(Cµ,CTΣC). (10.0.2)

5 savyb
e. Tegu X1, ...,Xn yra nepriklausomi a. v. ir Xi ∼ Nk(µi,Σi), i =
1, ..., n, o c1, ..., cn � konstantos. Tada

Y = c1X1 + ...+ cnXn ∼ Nk

(
n∑
i=1

ciµi,

n∑
i=1

c2iΣi

)
. (10.0.3)

Kai c1 = ... = cn = 1/n ir a. v. X1, ...,Xn vienodai pasiskirst¦ Xi ∼ Nk(µ,Σ),
gauname

X̄ =
1

n

n∑
i−1

Xi ∼ Nk(µ,
1

n
Σ). (10.0.4)

6 savyb
e. A. v. X ∼ Nk(µ,Σ) tada ir tik tada, kai teisingas d
estinys

X = µ+BZ, BBT = Σ; (10.0.5)

£ia B matrica, turinti k eilu£iu� ir m stulpeliu�, Z = (Z1, ..., Zm)T yra vektorius,
kurio koordinat
es nepriklausomi a. d. ir Zi ∼ N(0, 1), i = 1, ...,m. Taigi
normalu�ji� vektoriu� galime gauti atlik¦ a. v. Z = (Z1, ..., Zm)T ∼ Nm(0, I)
tiesin¦ transformacij¡. �i¡ savyb¦ galima panaudoti kaip kit¡ normaliojo a. v.
apibr
eºim¡.

3P.2 apibr
eºimas. Atsitiktinis vektorius X vadinamas k-ma£iu normaliuoju,
jeigu jis tenkina (10.0.5) lygyb¦.

7 savyb
e. Jeigu 6 savyb
eje m = k ir Rang(B) = Rang(Σ) = k, tai atlik¦
atvirk²tin¦ transformacij¡

Z = B−1(X− µ)

remdamiesi (9.3.1) i² a. v. Z ∼ Nk(0, I) tankio

ϕ(z|0, I) = (2π)−k/2 exp{−1

2
zTz}

gauname a. v. X ∼ Nk(µ,Σ) tankio funkcij¡ (pakeitimo jakobianas yra 1/|B| =
1/|Σ|1/2)

ϕ(x|µ,Σ) = (2π)−k/2|Σ|−1/2 exp{−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)}. (10.0.6)

Kadangi ZTZ ∼ χ2(k), tai

ZTZ = (X− µ)TΣ−1(X− µ) ∼ χ2(k). (10.0.7)
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�ioje lygyb
eje vietoje µ i�ra²¦ kit¡ vektoriu� ν, gautume

(X− ν)TΣ−1(X− ν) ∼ χ2(k; δ) (10.0.8)

necentrini� χ2 skirstini� su k laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo parametru

δ = (ν − µ)TΣ−1(ν − µ).

8 savyb
e. Tegu X ∼ Nk(µ,Σ). Kvadratin
e forma

Q = (X− µ)TA(X− µ) ∼ χ2(m) (10.0.9)

tada ir tik tada, kai
Σ(AΣA−A)Σ = 0;

£ia m = Tr(AΣ). Jeigu Rang(Σ) = k, tai bu	tina ir pakankama s¡lyga yra
paprastesn
e: AΣA = A.

9 savyb
e. Tegu Z ∼ Nk(0, I). Apibr
eºkime

Y = bTZ, Qi = ZTAiZ, i = 1, ...,m, (10.0.10)

tiesin¦ ir kvadratines formas; £ia Ai � kvadratin
es simetri²kos matricos ir
Rang(Ai) = ki. Tada:

a) jeigu bTAi = 0, tai Y ir Qi nepriklausomi;
b) jeigu AT

j Ai = 0, tai Qj ir Qi nepriklausomos;
c) jeigu ZTZ = Q1 + ... + Qm, tai s¡lyga k1 + ... + km = k yra bu	tina ir

pakankama, kad kvadratin
es formos Q1, ..., Qm bu	tu� nepriklausomos ir tur
etu�
χ2 skirstinius Qj ∼ χ2(kj), j = 1, ...,m.

10 savyb
e. Tegu X ∼ Nk(µ,Σ), o X(1) ir X(2) yra r-matis ir (k −
r)-matis vektoriai, sudaryti i² skirtingu� a. v. X koordina£iu�. Paºym
ekime
µ(1) = E(X(1)), µ(2) = E(X(2)), Σ11 = V (X(1)), Σ22 = V (X(2)), Σ12 =

Cov (X(1),X(2)), Σ21 = ΣT
12. Tarkime, |Σ11| > 0 Tada s¡lyginis a. v. X(2)

skirstinys, kai a. v. X(1) = x(1) yra �ksuotas yra (k − r)-matis normalusis su
parametrais

E(X(2)|X(1) = x(1)) = µ(2) + Σ21Σ
−1
11 (x(1) − µ(1)),

V (X(2)|X(1) = x(1)) = Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12. (10.0.11)

Kai X(2) = Xk yra vienmatis, gauname

E(Xk|X(1) = x(1)) = µk + Σ21Σ
−1
11 (x(1) − µ(1))

= α+ β1x1 + ...+ βk−1xk−1,

V (Xk|X(1) = x(1)) = σkk −Σ21Σ
−1
11 Σ12 =

1

σkk
; (10.0.12)

£ia σkk � matricos Σ−1 paskutinis kampinis elementas. Taigi bet kurios a. v.
X koordinat
es regresija kitu� koordina£iu� atºvilgiu yra tiesin
e.
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