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Pratarme

Si vadovélio dalis skiriama neparametriniy modeliy hipoteziy tikrinimo uzdavi-
niams spresti. Statistinis modelis vadinamas neparametriniu, jeigu imties skirsti-
nys negali buti nusakytas naudojant baigtinés dimensijos parametra. Konstruo-
jami kriterijai suderinamumo, nepriklausomumo, atsitiktinumo, homogeniskumo
hipotezéms tikrinti. Sioje vadovélio dalyje apsiribojama pilnomis imtimis. Di-
desné dalis pateikiamos medZiagos iSspausdinta angly kalba [2]. Analogisky
uzdaviniy sprendimas cenziruoty imé¢iy atveju nagrinéjamas knygoje [3]. Norin-
tiems placiau studijuoti hipoteziy tikrinimo kriterijy sudarymo metodus nepara-
metriniuose pilny iméiy modeliuose rekomenduojame monografijas [8], [13], [14],
[15].

Pirmame skyriuje pateikiamos pagrindinés savokos, susijusios su kriterijuy
sudarymu ir jy palyginimu, ir suformuluotos dazniausiai tikrinamos neparamet-
rinés hipotezés.

Sprendziant kiekvieng matematinés statistikos uzdavinj pirmiausia yra pa-
renkamas statistinis modelis, kurio rémuose bus analizuojami turimi duomenys.
Nuo tinkamo modelio parinkimo daug priklauso gaunamy iSvady korektisku-
mas. Jeigu parenkant statistinj modelj nepakanka turimos apriorinés informa-
cijos, §iam tikslui galima pasitelkti suderinamumo kriterijus, kuriais tikrinamos
prielaidos, kad turimi duomenys suderinami su vienu ar kitu tikimybiniu mode-
liu.

Viena i§ pagrindiniy suderinamumo hipoteziy tikrinimo kriterijy klasiy yra
chi kvadrato tipo kriterijai, kurie sudaromi remiantis sugrupuota j tam tikrus
intervalus imtimi. Reikia pasakyti, kad daugelyje matematinés statistikos knyguy
ir programy pakety §ie kriterijai taikomi nekorektiskai. Teoriniai rezultatai, ku-
riais grindziami chi kvadrato kriterijai, kai suderinamumo hipotezés sudétinés,
yra gauti tariant, kad grupavimo intervalai nepriklauso nuo imties, o parametry
ivertiniai gauti naudojant grupuotaja imtj. Daznai praktiskai taikant kriteri-
jus abi Sios salygos yra pazeidziamos: grupavimo intervaly galai priklauso nuo
imties, o parametrai vertinami pagal pradinius negrupuotus duomenis. Antrame
skyriuje pateikiamas modifikuotasis chi kvadrato kriterijus neturi minéty tri-
kumy. Teoriniai rezultatai apie naudojamos statistikos skirstinj gauti tariant,
kad parametrai vertinami pagal pradinius negrupuotus duomenis, o grupavimo
intervaly galai priklauso nuo imties.

Treciame skyriuje nagrinéjami vadinamieji glodis Neimano ir Bartono tipo
kriterijai, kuriy statistikos sudaromos naudojant pradinius negrupuotus duome-
nis.

Trecia suderinamumo hipoteziy tikrinimo kriterijy klasé grindziama funkcio-
nalais nuo teorinés ir empirinés pasiskirstymo funkcijy skirtumo (Kolmogorovo ir
Smirnovo, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriterijai). Reikia pazymé-
ti, kad taikant Siuos kriterijus sudétinei suderinamumo hipotezei tikrinti kartais
naudojami teoriniai rezultatai, kurie gauti paprastosios hipotezés atveju.
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Tikrinant sudétines suderinamumo hipotezes reikétiy naudoti ketvirtame sky-
riuje pateikiamus modifikuotuosius kriterijus. Kai kuriuose programy paketuose
i 8ia aplinkybe yra atsizvelgiama (pvz., SAS programy paketas).

Keletas specializuoty kriterijy hipotezéms dél imties skirstinio priklausymo
dazniausiai taikomy skirstiniy (normaliojo, eksponentinio, Veibulo, Puasono)
Seimoms tikrinti pateikiama 6.5 skyrelyje.

Kriterijus dél dviejy ar daugiau priklausomy ar nepriklausomy im¢iy tikimy-
biniy skirstiniy sutapimo (homogeniskumo hipotezé) galima rasti 2-6 skyriuose.
2.5 skyrelyje pateiktas chi kvadrato kriterijus; 4.5 skyrelyje — Kolmogorovo ir
Smirnovo bei Kramero ir Mizeso dviejy im¢iy kriterijai. Tikrinant homoge-
nigkumo hipotezes daugeliu atvejy pasirodo efektyvesni ranginiai kriterijai, jie
pateikiami 5.5-5.9 ir 6.3-6.4 skyreliuose.

Nepriklausomumo hipotezei tikrinti pateikiame chi kvadrato kriterijy (2.4
skyrelis), Spirmeno ir Kendalo ranginius kriterijus (5.3, 5.10 skyreliai). Ranginiai
atsitikinumo hipotezés tikrinimo kriterijai pateikiami 5.4 skyrelyje.

Pateikdami kiekviena kriterijy stengémeés prisilaikyti tokiy etapy: 1) hi-
potezés ir alternatyvos formulavimas; 2) kriterijaus konstravimo idéjos aptari-
mas; 3) kriterijaus statistikos apibrézimas; 4) statistikos tikslaus ar asimptotinio
skirstinio radimas; 5) kriterijaus ir jo modifikacijy (tolydumo pataisa, sutam-
pantys duomenys) formulavimas; 6) kriterijaus taikymo iliustravimas konkreciu
pavyzdziu; 7) gauto rezultato interpretavimas.

Sioje vadovélio dalyje pateikiama medziaga apima standartinj matematinés
pakraipos studenty vieno semestro kursa. Pateikiamai medziagai suprasti stu-
dentai turéty buti isklause universitetiniy programy apimties bendruosius mate-
matikos kursus, tikimybiy teorijos kursg ir parametrinés matematinés statistikos
kursa (8io vadovélio I dalis). Pagrindinius naudojamus tikimybiy teorijos ir pa-
rametrinés matematinés statistikos faktus pateikiame A ir B prieduose (7 ir 8
skyriai).

Medziaga suskaidyta i 6 skyrius ir smulkesnius skyrelius. Kiekviename skyre-
lyje teoremos, apibrézimai, pavyzdziai, formulés numeruojamos trimis indeksais:
skyriaus, skyrelio ir eilés numeriu skyrelyje.
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A.d. — atsitiktinis dydis

n.a.d. — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai
a.v. — atsitiktinis vektorius
n.a.v. — nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai

TG — tolygiai galingiausias (kriterijus)

TGN — tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus)

DT — didZiausiojo tikétinumo (funkcija, metodas, jvertinys)

MK — maziausiyjy kvadraty (metodas, jvertinys)

ASE — asimptotinis santykinis efektyvumas (jvertiniy, kriterijy)

TPP — taikomieji programy paketai

X, Y, Z,...— atsitiktiniai dydziai

X, Y, Z,... — atsitiktiniai vektoriai

XT — transponuotas vektorius, t.y. vektorius — eiluté

x(P) — P-asis kvantilis

xp — P-o0ji kritiné reik§mé

P{A} — jvykio A tikimybeé

P{A|B} — jvykio A salyginé tikimybeé

Py{A}, P{A|#} — tikimybe, priklausanti nuo parametro

Fy(x), F(x; 0), F(x|#) — pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro
0 (analogiskai tankio funkcijai)

EX —a.d. X vidurkis

VX —a.d. X dispersija

Eo(X), E(X]0), Vy¢(X), V(X]0) — a.d. X vidurkis ir dispersija, priklausan-
tys nuo parametro 6

E(X) — a. v. X vidurkiy vektorius

V(X) — a. v. X kovariacijy matrica

Cov (X, Y) —a.d. X ir Y kovariacija

Cov (X, Y) —a. v. X ir Y kovariacijy matrica
B(n, p) — binominis skirstinys su parametrais n ir p
P(A) — Puasono skirstinys su parametru ;

N(0, 1) — standartinis normalusis skirstinys
N

i, 02) — normalusis skirstinys su parametrais y ir o2
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LN(u, o) — lognormalusis skirstinys su parametrais p ir o

E(A\) — eksponentinis skirstinys su parametru A

G(A, n) — gama skirstinys su parametrais A ir n

W (0, v) — Veibulo skirstinys su parametrais  ir v

AW (6, v, v) — apibendrintasis Veibulo skirstinys su parametrais 6, v ir
U(a, B) — tolygusis skirstinys intervale («, ()

x%(n) — chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy

x%(n; §) — necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy ir necent-
riskumo parametru §

S(n) — Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy

S(n; &) — necentrinis Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy ir necentriskumo
parametru ¢

F(m, n) — FiSerio skirstinys su m ir n laisves laipsniy

F(m, n; §) — necentrinis FiSerio skirstinys su m ir n laisvés laipsniy ir necent-
riskumo parametru

zo — standartinio normaliojo skirstinio « kritiné reiksmé

to(n) — Stjudento skirstinio su n laisvés laipsniy « kritiné reiksmeé

x2(n) — chi kvadrato skirstinio su n laisvés laipsniy « kritiné reikimé

F,(m, n) — Figerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy « kritiné reiksmeé

Py (n, ™) — k-matis polinominis skirstinys su parametrais n ir w = (7y, ..., 7) 7,
m~+..+m=1

Ni(p, X)— k-matis normalusis skirstinys su vidurkiy vektoriumi g ir kovariacijy
matrica 3

X ~ N(u, 0?) — a.d. X pasiskirstes pagal normalyjj désnj su parametrais
ir 02 (analogigkai kity skirstiniy atveju)

X, 5 x — konvergavimas pagal tikimybe (n — 00)

X, % x — konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n — o)

X, 4 x , Fo(x) a4 F(z) — konvergavimas pagal pasiskirstyma (silpnasis; n —
o0)

X, A X ~ N(u, 0?)—a.d. X, asimptotiskai (n — 0o) turi normalyjj skirstinj
su parametrais i ir o2;

X, ~Y, —ad X, irY, asimptotiskai (n — oo) ekvivalentus (X, — Y, LS 0)
||| —kai z = (1, ...,2x)7 yra vektorius, reiikia atstuma (z?x)/2 = (32, 22)1/2
||A]| — kai A = [a;;] yra matrica, reiskia (3_; >, afj)l/2

A>B (A>B)—kai Air B yra vienodos dimensijos kvadratinés matricos,
reigkia, kad matrica A — B yra teigiamai (neneigiamai) apibrézta.



1 skyrius

Pradines savokos

1.1. Statistinés hipotezés

Atsitiktinis vektorius X = (Xi,..., X,,)7 vadinamas didumo n paprastgja im-
timi, jeigu jo koordinatés yra vienodai pasiskirste nepriklausomi a.d. Realiame
eksperimente vektoriaus X jgytoji reikémeé x = (z1,...,2,)7 vadinama papras-
tosios imties realizacija, o realizacijos vektoriaus elementai vadinami stebiniass.

Bendresniu atveju vektoriaus X elementai X; gali buti priklausomi arba
nevienodai pasiskirste. Tada vektorius X vadinamas imtimi, o jo jgyta reiksmeé
x imties realizacija.

Tarkime, kad a.v. X (arba atskiro imties elemento X; paprastosios imties
atveju) pasiskirstymo funkcija F priklauso pasiskirstymo funkcijy aibei 7. Pa-
vyzdziui, paprastosios imties atveju F gali buti tolydziyjy, diskre¢iyjy, norma-
liyjy, Puasono skirstiniy pasiskirstymo funkcijy aibés. Aibé F nusako statisting
modelj.

Tegu Fy yra aibés F poaibis.

Statistine hipoteze Ho suprasime tvirtinima: pasiskirstymo funkcija F' prik-
lauso aibei Fy. Zymésime Hy : F' € Fy. Hipoteze H; : F' € Fi, kai F;UFy = F,
vadiname alternatyvigja hipoteze, arba, trumpiau, alternatyva.

Jeigu pasiskirstymo funkcijy aibé F = {Fp, 0 € © € R™} nusakoma baigtinés
dimensijos parametru 6, tai statistinis modelis vadinamas parametriniu. Tokiu
atveju statistinés hipotezés yra parametrinés, t.y. jos gali buti suformuluotos
baigtinés dimensijos parametro 6 terminais.

Jeigu pasiskirstymo funkcijy aibé F negali biiti nusakyta baigtinés dimen-
sijos parametru, tai tokia aibeé ir ja atitinkantis statistinis modelis vadinami
neparametriniais.

Jei poaibis Fy susideda tik i§ vieno aibés F elemento, tai hipotezé vadinama
paprastgja, priefingu atveju — sudétine.

10
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1.2. Neparametriniy modeliy hipoteziy pavyzdziai

Suformuluosime dazniausiai tikrinamas neparametriniy statistiniy modeliy hi-
potezes. Alternatyviyjy hipoteziy nepateikiame, nes jas nusakyti neparametri-
niuose modeliuose paprastai buna problemigka. Alternatyvos bus suformuluotos
nagrinéjant konkrecius statistinius kriterijus.

1.2.1. Suderinamumo hipotezés

Tarkime, X = (X1, ..., X,,)7 yra paprastoji imtis a.d. X, kurio pasiskirstymo
funkcija F' priklauso Seimai F. Suderinamumo hipoteze vadiname paprastaja
hipoteze H : F(z) = Fy(x); ¢ia Fy(x) — visiskal nusakyta aibés F pasiskirstymo
funkcija, t.y. aibé Fy susideda i vienintelio elemento Fy(z). Tokia hipoteze
tikriname, pavyzdziui, jeigu norime jsitikinti, kad kompiuteris sugeneravo skirs-
tiniy N(1, 4), U(0, 1), P(3) ir pan. paprastyjy imciy realizacijas.

Suderinamumo hipoteze taip pat vadiname sudétine hipoteze H : ' € Fy, kai
Fo={F(z;0), 06 € © € R™ C F}, o F(x; 0) yra zinomos analizinés igraiskos
pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo baigtinés dimensijos parametro 6. Pa-
vyzdziui, Fo gali buti normaliyjy, binominiy, Puasono ir pan. pasiskirstymo
funkcijy aibé.

Bendresniu atveju sudétinés suderinamumo hipotezés negali biiti nusakytos
baigtinés dimensijos parametro terminais. Pavyzdziui, i§gyvenamumo analizéje
gali buti tikrinama hipotezeé, kad i-ojo objekto gyvenimo trukmes pasiskirstymo
funkcija turi tokj pavidala:

Fy(z,8) =1 — {1 — Fy(z)}xr{B 2}

¢ia B = (B1,..., fm)T nezinomy parametry vektorius, z = (214, ..., Zmi)? fik-
suota ¢-0jo objekto kovarianciy vektoriaus, nuo kurio gali priklausyti gyvenimo
trukmé, reik§mé, o Fy(z) nezinoma baziné pasiskirstymo funkcija.

Paprastosioms suderinamumo hipotezéms tikrinti pateikiame chi kvadrato ir
tikétinumy santykio kriterijus (2.1 skyrelis), Neimano ir Bartono tipo kriterijus
(3.1,3.2 skyreliai), kriterijus, grindZziamus empirinés ir teorinés pasiskirstymo
funkcijy skirtumu (4.2, 4.3 skyreliai).

Sudétinéms suderinamumo hipotezéms tikrinti pateikiame chi kvadrato kri-
terijus (2.2 ir 2.3 skyreliai), Neimano ir Bartono tipo modifikuotuosius kri-
terijus (3.4 ir 3.5 skyreliai), kriterijus, grindZziamus empirinés ir teorinés pa-
siskirstymo funkcijy skirtumu (4.4 skyrelis), bei specialius kriterijus, sukonstruo-
tus konkrecioms tikimybiniy skirstiniy Seimoms (6.5 skyrelis).

1.2.2. Nepriklausomumo hipotezé

Sakykime, kad (X;, Y;)T, i = 1,2,...,n, yra paprastoji imtis a.v. (X, Y)7T,
kurio pasiskirstymo funkcija F' = F(z, y) € F priklauso dvima¢iy pasiskirstymo
funkcijy aibei F. Reikia patikrinti hipoteze, kad a.d. X ir Y yra nepriklausomi,
t.y. H : F(x1, z2) € Fo; ¢ia Fy C F yra aibé tokiy dvimaciy pasiskirstymo
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funkcijy F(z1, @), kurioms teisinga tapatybé F(z1, 22) = Fi(z1)Fs(z2) su
visais (z1, z2) € R%

Analogiskai formuluojamos hipotezés dél didesnio skai¢iaus a.d. nepriklau-
somumo.

Nepriklausomumo hipotezéms tikrinti pateikiame chi kvadrato kriterijy (2.4
skyrelis) ir ranginius kriterijus (5.3 ir 5.10 skyreliai).

1.2.3. Atsitiktinumo hipotezé

Sakykime, kad a. v. X = (Xi,..., X;,)T koordinatés yra n. a. d. ir jo pa-
siskirstymo funkcija F(z1,...,x,) = Fi(x1)--- F,(z,) priklauso Seimai P =
{F, F € F}; ¢ia F — tam tikra n-magciy pasiskirstymo funkcijy, lygiy marginaliyjy
pasiskirstymo funkcijy sandaugai, aibé. Reikia patikrinti hipoteze F'(z1, ..., z,) €
Fo; Cia Foy C F —aibeé tokiy n maciy pasiskirstymo funkcijiy 13, kuriy marginalio-
sios pasiskirstymo funkcijos yra vienodos, t. y. F(z1,...,2,) = F(x1) -+ F(z,)
su visais (z1,...,7,)7 € R™ Kitaip sakant, tikriname hipoteze, kad X =
(X1, ..., X,,)T yra paprastoji atsitiktiné didumo n imtis.

Atsitiktinumo hipotezei tikrinti pateikiame ranginius kriterijus (5.4 skyrelis)
ir serijy kriterijy (6.2 skyrelis).

1.2.4. Homogeniskumo hipotezé

Dviejy nepriklausomy paprastyjy iméiy X = (Xq,..., X,)Tir Y = (Y1, ..., Y;u)T
homogeniskumo hipotezé H : Fi(x) = Fy(x); ¢ia Fi(x) ir Fo(x) yra imciy
elementy X; ir Y; pasiskirstymo funkcijos. Homogeniskumo hipotezé tuo atveju,
kai nepriklausomy iméiy skaicius k£ > 2, formuluojama analogiskai.

Homogeniskumo hipotezei tikrinti paprastyjy nepriklausomy imciy atveju
pateikiame chi kvadrato kriterijy (2.5 skyrelis), kriterijus, grindziamus empiriniy
pasiskirstymo funkcijy skirtumu (4.5 skyrelis), ranginius kriterijus (5.5 ir 5.8
skyreliai) ir keleta specialiy kriterijy (6.1, 6.2.3 skyreliai).

Tarkime, kad turime atsitiktinio vektoriaus X = (Xy,..., X3)? paprastaja
didumo n imtj X; = (X1, ..., Xp:)T, i = 1,2,...,n. Tada atskiry vektoriaus X
koordinaciy paprastosios imtys (Xj1,..., Xjn), j = 1,..., k, gali buti tarpusavyje
priklausomos. Priklausomy iméiy homogeniskumo hipotezé H : Fi(z) = ... =
Fy(x) tvirtina, kad a.v. X koordina¢iy marginaliosios pasiskirstymo funkcijos
Fi(z), ..., Fi,(z) sutampa.

Priklausomy iméiy homogeniskumo hipotezéms tikrinti pateikiame ranginius
kriterijus (5.7 ir 5.9 skyreliai) ir keleta specialiy kriterijy (6.1, 6.3 ir 6.4 skyreliai).

1.2.5. Hipotezé dél medianos reikSmeés

Tarkime, X = (Xi,...,X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint absoliuciai
tolydyji a.d. X. Pazymékime M atsitiktinio dydzio X mediang. Tikriname
hipoteze H : M = M, kad medianos reiksme lygi skai¢iui Mj.

Hipotezéms dél medianos reik§meés pateikiame ranginius kriterijus (5.6 sky-
relis) ir zenkly kriterijy (6.1 skyrelis).
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1.3. Statistinis kriterijus

Statistinis kriterijus arba tiesiog kriterijus yra taisyklé, pagal kuria remiantis
imties realizacija daromas sprendimas apie hipotezés Hy teisinguma ar klaidin-
guma. Paprastai sprendimas grindziamas tam tikros statistikos T = T'(X) =
T(X1,...,Xn), vadinamos kriterijaus statistika, realizacija. Nattralu parinkti
statistika T taip, kad jos skirstinys esant teisingai ir klaidingai tikrinamai hipo-
tezei skirtysi kuo labiau.

Jeigu statistika T, kai hipotezé teisinga, turi tendencija jgyti maZzesnes (di-
desnes) reiksmes, negu esant teisingai alternatyvai H;, tai hipotezé H, at-
metama, kai T > ¢ (T < ¢), ¢ia ¢ yra specialiai parenkamas realus skaicius.
Jeigu esant teisingai hipotezei Hj statistikos T  reikSmés turi tendencija jgyti
reikSmes i§ tam tikro intervalo, o esant teisingai alternatyvai — uz intervalo riby,
tai hipotezé Hy atmetama, kai T" < ¢; arba T > c3, €ia ¢ ir co yra specialiai
parinkti realus skaiciai.

Tarkime, hipotezé H, atmetama, kai 7' > ¢ (kiti du atvejai aptariami ana-
logiskai).

Tikimybé

B(F)=Pp{T >c}, FE€EF,

atmesti hipoteze Hy, kai imties pasiskirstymo funkcija yra F € F, vadinama
kriterijaus galios funkcija. Naudodami bet kurj kriterijy galime padaryti dviejy
rusiy klaidas:

1. Galima atmesti hipoteze Hy, kai ji yra teisinga, t.y. F € Fy. Tokia
klaida vadinama pirmosios rusies klaida. Sios klaidos padarymo tikimybé yra
B(F), FeFy.

2. Galima priimti hipoteze Hy, kai ji yra klaidinga, t.y. F € F;. Tokia
klaida vadinama antrosios rusies klaida. Sios klaidos padarymo tikimybé yra
1 —ﬁ(F),F € Fi1.

Skaicius

sup B(F) (1.3.1)
FeF,
vadinamas kriterijaus reiksmingumo lygmeniu.

Fiksuokime a € (0, 1). Statistinis kriterijus vadinamas reik§mingumo lyg-
mens o kriterijumi, jeigu su visais F' € Fy pirmosios rusies klaidos tikimybe
nevirSija a. Paprastai reikSmingumo lygmeniu parenkamas artimas nuliui skai-
¢ius: a = 0,1; 0,05; 0,01 ir pan.

Jeigu statistikos 7" skirstinys yra absoliuéiai tolydus, tai su bet kuriuo a €
(0, 1) reiksmingumo lygmuo yra pasiekiamas, t.y. atsiras toks F' € Fy, kad
B(F) = a.

Reiksmingumo lygmens « kriterijus vadinamas nepaslinktuoju, jeigu

Flél.f":l B(F) > a. (1.3.2)

Tai reiskia, kad tikimybeé atmesti hipoteze Hy, kai ji neteisinga, yra ne mazesné,
negu tada, kai ji teisinga.
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Tarkime, T yra aibé statistiky, kuriy pagrindu sukonstruoti nepaslinktieji
reikSmingumo lygmens « kriterijai. Sakysime, kad statistika T" apibrézia tolygiai
galingiausiqji retksmingumo lygmens a kriterijy, jeigu bet kuriai kitai statistikai
T* € T galioja nelygybé

Br(F) = Br-(F), VF e F. (1.3.3)

Statistinis kriterijus vadinamas pagristuoju, jeigu su visais F' € F;

B(F) =1, n— oo (1.3.4)

1.4. P reikSmeé

Praktigkai statistiniai kriterijai daznai formuluojami vadinamyjy P reik8§miy
terminais (zr. 1 dalj, 4.1.2 skyrelj). Priminsime P reik§miy apibrézima ir
statistiniy kriteriju formulavima ju terminais atsizvelgdami j neparametriniy
hipoteziy specifika.

Tegu kriterijus grindziamas vienamate statistika 7' = T'(X) ir jo kritiné sritis
(hipotezés atmetimo sritis) turi viena i§ tokiy trijy pavidaly

DVEKi={z:T(x)>c1}; 2)Ky={x:T(x)<c};

3) Ky ={x:T(x) > d; arba T(x) < da}. (1.4.1)

Nagrinéjant reikSmingumo lygmens « hipotezés H : F € Fy tikrinimo kri-
terijus, konstantos ci, c2, dy, do turéty tenkinti salygas

1)a= sup Pp{T >c¢1}; 2)a= sup Prp{T < c2};

FeFo FeFo
L sup PR{T>di} = sup Pr{T < dy)}. (1.4.2)
2 Fer FeFo

Pazymékime ¢ = T(x) statistikos T realizacija, kuri Zinoma, jei Zinoma
imties X realizacija .
Apibrézkime P reik3mes tokio tipo kritinéms sritims lygybémis:

1) pv= sup Pp{T >t}; 2)pv= sup Pp{T <t};
FeFo FeFo

3) pv = 2min( sup Pp{T > t}, sup Pp{T < t}. (1.4.3)
FeFo FeF,

4.1.1 pastaba. Dazniausiai

sup Pp{T >t} =Pr{T >t}, sup Pp{T <t} =Pgr{T <t}
FeFo FeFo

¢ia Fy yra aibiy Fyp ir F; uzdariniy sankirta.
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1.4.1 teorema. Tarkime, kad kriterijaus kritiné sritis turi vieng is trijy (1.4.1)
pavidaly. Eksperimente, kuriame statistika T" jgijo reikSme t, hipotezé H at-
metama reikSmingumo lygmens « kriterijumi tada ir tik tada, kai pv < .

Irodymas. Remdamiesi (1.4.1), (1.4.2) ir pv apibrézimais (1.4.3) gauname

Nt>cpepv=sup Pp{T >t} < sup Pr{T > c1} =
FeFo FeFo

Nt <coepv= sup Pp{T <t} < sup Pp{T <2} = o
FeFo FeFo

3t <d; arba t >dy < sup Pp{T <t} < sup Pp{T <d;} = a/2; arba
FeFo FeFo

sup Pp{T >t} < sup Pp{T > do} = a/2; &
FeF, FeF,

pv = 2min( sup Pp{T > t}, sup Pp{T <t}) <
FeFo FeFo

2min( sup Pp{T > di}, sup Pp{T < ds2}) = .
FeFy FeFo
A
Jeigu kritiné sritis apibréziama naudojant asimptotinj statistikos 7" skirstinj
(paprastai normalyjj ar chi kvadrato), tada P reik§mé pv,, randama i§ asimp-
totinio statistikos T skirstinio, vadinama asimptotine P reiksme.

1.5. Tolydumo pataisa

Jeigu statistikos T skirstinys yra diskretusis ir aproksimuojamas absoliuéiai toly-
dziuoju (paprastai normaliuoju) skirstiniu, tai aproksimavimo tikslumas pa-
didéja jvedus vadinamaja Jeitso tolydumo pataisa [31].
Tolydumo pataisos idéja pailiustruosime konkreciu pavyzdziu.

1.5.1 pavyzdys. Tikrinama parametriné hipotezé H : p < 0,5, kai alternatyva yra Hj :
p > 0,5, pagal didumo n paprastaja imtj, gauta stebint a.d. X ~ B(1, p). Tarkime, atlikus
n = 20 Bernulio eksperimenty, nagrinéjamas jvykis pasirodé T" = 13 karty. Hipotezé H
atmetama, kai statistika 7" jgyja dideles reikSmes, t.y. turi pavidala 7" > c¢. Kai hipotezé
teisinga, statistika 7'~ B(20, 0,5). Gauname P reiksme

20
pv=P{T > 13} = C5,(1/2)*° = I 5(13, 8) = 0,131588.
1=13

Pagal normaliaja aproksimacija

Zn = (T —0,5n)/+/0,25n = (T — 10)/v/5 % Z ~ N(0, 1)

gauname
T-10 _ 13— 10
ve = P{T >13} =P > ~
pua =PAT 2 13} { V5 T B }
13— 10
1-@( ):0,089856.
V5

Gautoji reik§mé Zymiai mazesné uz tikraja P reikSme.
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Reikia pazyméti, kad P{T > 13} = P{T > 12}. Todél galima sudaryti dvi $ios tikimybés

aproksimacijas normaliuoju skirstiniu:
1 —®(13 — 10/V5) = 0,089856
arba
1 —®(12 — 10/V5) = 0, 185547.
Tolydumo pataisa reigkia, kad normaliaja aproksimacija taikome imdami intervalo (12, 13]
vidurj. Taigi asimptotiné P reik§mé su tolydumo pataisa yra
Pap =1 — ®((13 — 0,5 — 10)//5) = 0, 131776.

Gautoji reik§mé yra artima tikrajai P reikSmei.

Jeigu tikrinama parametriné hipotezé H, kai alternatyva yra H2 : p < 0,5, tai hipotezé
H atmetama, kai statistika 7" jgyja maZas reik¥mes, t.y. turi pavidalag 7' < d. Gauname P
reikSme

13
pv=P{T <13} =)~ C3(1/2)*" = I15(7, 14) = 0,942341.
Pagal normaliaja aproksimacija =
pvg = ®(13 — 10/V/5) = 0,910144.

Gautoji reik§mé daug mazesné uz tikraja P reikSme.

Reikia pazyméti, kad P{T < 13} = P{T < 14}. Todél galima sudaryti dvi gios tikimybés
aproksimacijas normaliuoju skirstiniu:

(13 — 10/v/5) = 0,910144, ®(14 — 10/+/5) = 0,963181.
Taikydami normaliaja aproksimacija intervalo (13, 14] viduryje, gauname
Pvap = B((13 4 0,5 — 10)//5) = 0,941238,

kuri yra artima tikrajai P reik&mei.

Dvipusés alternatyvos Hsz : p # 0,5 atveju P reik§meé

pv = 2min{Fr(13),1 — Fp(13-)} =
2min{0, 942341, 0,131588} = 0, 263176,
0
pve = 2min{0, 910144, 0,089856} = 0,179712.
Asimptotiné P reik§mé su tolydumo pataisa
Pap = 2min{®((13 4 0,5 — 10)//5),1 — ®((13 — 0,5 — 10)/V5)} =
2min{0, 941238, 0,131776} = 0, 263452.

Matome, kad visais atvejais aproksimacija su tolydumo pataisa yra gerokai tikslesné.
Bendru atveju tarkime, kad sveikaskaitiné statistika 7" esant teisingai tikri-

namajai hipotezei asimptotiskai turi normalyjj skirstinj, t.y. centruotos ir nor-
muotos statistikos

_ T—ET
VVT

skirstinys asimptotigkai yra standartinis normalusis. Tarkime, tikrinamos hipo-
tezeés kriterijus, atsizvelgiant j alternatyvas, apibréziamas nelygybémis

a)T>c¢ b)T<d, ¢)T<c arba T > cs.
Tada P reik§mé su tolydumo pataisa yra
a) prap =1 —®((t — 0,5 - ET)/VVT),
b) pay = B((t + 0,5 — ET)/VVT);

t+0,5—-ET t—0,5—-ET
C) PUap = 2 min |:(P (%) 71— P (\}ﬁ)] y (151)

Cia t yra statistikos T realizacija.
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1.6. Kriterijy asimptotinis santykinis efektyvumas

Tarkime, kad esant teisingai tikrinamajai hipotezei arba alternatyvai imties
skirstinys priklauso neparametrinei skirstiniy Seimai, priklausanciai nuo ska-
liarinio parametro 6 ir kito parametro ¥. Tikrinsime hipoteze Hy : 8 = 6, kai
alternatyva yra vienpusé Hy : 0 > 6y arba Hs : § < 6y bei dvipusé Hg : 0 # 6.

1.6.1 pavyzdys. Tegu X = (X1,..,Xn)T ir Y = (Y1,...,Ym)T yra dvi nepriklauso-
mos paprastosios imtys; X; ~ F(z) ir Y; ~ F(z — 0); kur F(z) yra nezinoma absoliuciai
tolydi pasiskirstymo funkcija (parametras 9), o € yra poslinkio parametras. Homogenigkumo
hipoteze galima suformuluoti parametro 6 terminais: Hp : 0 = 0, kai alternatyvos yra
Hy:60>0,Hy:0<0,H3:0+#0.

Nagrinékime vienpuse alternatyva H;. Fiksuokime reikSmingumo lygmenj
a € (0, 1). Tarkime, hipotezé atmetama, kai
T, > Cn,os

¢ia n yra imties didumas, o T;, — kriterijaus statistika. Kriterijaus galios funkcija

Bn(0) =P{T,, > cnal-

Jeigu kriterijus yra pagristas, tai jo galios funkcija artéja i 1 su bet kuria alter-
natyvigja parametro 6 reikSme. Taigi kriterijaus galios riba su bet kuria fiksuota
alternatyva néra tinkamas rodiklis kriterijams palyginti. Kriterijy galias galima
palyginti imant alternatyvy seka

Hn:9:9n290+%, 6>0, h>0,
n

kuri augant imties didumui n artéja prie hipotetinés parametro reik§meés 6.
Tarkime, kad kriterijams, kuriy statistikos yra Ti, ir T5,, galioja lygybés

h h
Om =00+ —5— = 0o + ——,
nlm n2m

éia ngy — 00, kai m — oo, ir
mlgnoo Brim (em) = mlgnoo Brzm (em)-
Tada riba (jeigu ji egzistuoja su kuria nors seka 6,,)

e(T1n7T2n) = lim —
m—roo ’)’le
yra vadinama pirmojo kriterijaus asimptotiniu santykiniv efektyvumu (ASE)
antrojo kriterijaus atzvilgiu [26].
Kai jvykdytos tam tikros reguliarumo salygos ASE egzistuoja ir turi palyginti
paprasta pavidala.
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Reguliarumo salygos:

Py {Tin > cnat — a.
2) Tasko 6y aplinkoje egzistuoja
Hzn(a) = E¢T;,, O'iQn = VOTin;

funkcija p,(0) turi baigtine i§vestine f1;,(6p) taske 0y, tarkime, fi;,(6p) > 0.
3) Egzistuoja ribos

lim g1 (0) = ps(0),  lim 00, (0) = 03(0),  ps(60)/i(60) > 0,

n—oo n—oo

¢ia 0 > 0.
4) Su visais h > 0

frin(0n) = [1:(00),  Oin(0n) = 0i(bo).
5) Kriterijy statistikos asimptotiskai normaliosios:
Po, {(Tin — p1in(0))/0in(0n) < 2} — @(2).

1.6.1 teorema. Jeigu iSpildytos pateiktos reguliarumo salygos, tai kriterijy
asimptotinis santykinis efektyvumas gali buti apskai¢iuotas pagal tokia formule:

mwo)/al(eo))”“
f12(00)/o2(6o) '

Irodymas. Pradzioje praleisime indeksa i. Nagrinésime kriterijaus galios
riba lim,, o Br(0,). Remdamiesi 1) salyga gauname

e(Tin, Ton) = ( (1.6.1)

Pgo {OM > Zn,a — Q,
Zno = N A un(GO) — Za-
’ O'n(eo)

Remdamiesi 2) — 4) salygomis

() — pa(B0) ()" 4 of1) _ ji0o)
. (00) n(00)n=% + o(1) (o)

B

Panaudoje 5) salyga randame

=Py, {Tnﬂn(gn) 0n(00)  pn(0n) — pn(00) 0 (60) }

onn) 0 0n)  onlBo)  on(fn)
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51— <za - hin((aio))) .

Tegu T, ir T, dvi statistikos, kurioms patenkintos teoremos salygos, ir

h h
O = b0+ —5— =00 +
Im Nom

artéjanciy alternatyvy seka. I§ Sios lygybés gauname
1/6
()
Nim hy

i (6o) .
B (Bm) 51— @ (za - hio@-(eo)) L i=12

Parenkame n4,, ir ng,, sulygindami kriterijy galiy ribas. Gauname

Turime




2 skyrius

Chi kvadrato kriterijus

Vienas i§ budy neparametriniams kriterijams sudaryti yra toks: vietoje gauto-
sios imties yra naudojami stebéjimy patekimo i tam tikras nesikertancias sri-
tis dazniai. Tada, kad ir koks buty pradinis skirstinys, gauname polinominj
skirstinj, apraSantj minéty dazniy pasiskirstyma. Tokiu budu sukonstruoti kri-
terijai tampa tiesiogiai nepriklausomi nuo pradinio skirstinio.

2.1. Paprastosios suderinamumo hipotezés tikri-
nimas

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1,..., X,,)T gauta stebint a.d. X, kurio pa-
siskirstymo funkcija F' priklauso aibei F.

Paprastoji suderinamumo hipotezé:
Hy: F(x) = Fy(z), V z€R, (2.1.1)

¢ia Fy(x) yra visiskai nusakyta (%inoma) aibés F pasiskirstymo funkcija.
Pavyzdziui,

Hy: X ~U(0,1), Hy:X ~ B(10,0,5), X ~ N(3,4),

yra paprastosios suderinamumo hipotezés. Tokias hipotezes tikriname, pavyz-
dziui, tada, kai norime jsitikinti, kad kompiuteriu sugeneruota skaiciy rinkinj ga-
lime interpretuoti kaip realizacija paprastosios imties, gautos stebint a.d. X ~
N(0, 1), X ~ P(3) ir pan.

Sudalinkime abscisiy a§j j intervalus: —oc0 = a9 < a1 < ... < ap = 0.
Pazymékime U; stebéjimy, patekusiy j intervaly (a;_1, a;], skaiciy

n
Uj = Z 1(aj—1,aj](Xi); i=1,...k.
i=1

20
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Vietoje pradinés imties X gauname maziau informatyvia grupuotaja imtj
U= (Uy,...Un)T.

Atsitiktinis vektorius (Ui, ...,Ug)? turi polinominj skirstinj P(n, m): kai
0<m; Snazzmz =n,

n!

P{Ul :ml,...,Uk :mk}: 7T11nl...ﬂ'zlk, (2.1.2)

mal..my!
¢iam = P{X € (a;—1,a:;]} = F(a;) — F(a;—1) yra tikimybé, kad a.d. X jgis
reikdme i§ intervalo (a;_1,a;], ® = (w1, ..., m)T, 71 + ... + 7 = 1.

Vietoje hipotezés (2.1.1) tikrinsime hipoteze apie polinominio skirstinio para-
metry reik§mes.

Hipotezé apie polinominio skirstinio parametry reikSmes:
H| 7 =m0 = Fola;) — Fola;—1), i=1,2,..., k. (2.1.3)
Kai hipotezé H| teisinga, tai
U ~ Pi(n,m),

¢ia g = <7T1(), ey 7Tk0), T + ..., +7o = 1.

Atmetus hipoteze H{j, natiralu atmesti ir hipoteze Hy.

Pirsono chi kvadrato kriterijus hipotezei H|) tikrinti yra grindziamas skir-
tumais tarp tikimybiy 7; DT jvertiniy 7;, gauty pagal grupuotgja imtj U, ir
hipotetiniy 8iy tikimybiy reikSmiy m;q.

I salygos w1 + ... + m, = 1 gauname, kad polinominis skirstinys Py (n, )
faktiskai priklauso nuo (k — 1)-macio parametro (mq, ..., mx_1)% .

Pagal (2.1.2) atsitiktinio vektoriaus (U, ..., Ux)? tikétinumo funkcija

n!
L(Tr) = m'frijl...ﬂ—k[{k, (2.1.4)

o logtikétinumo funkcija

k—1 k—1

Ty, ey T—1) = Z Ujlnmj + U In(l — Zﬂj) +InC.

Jj=1 j—1

Is ¢ia
U; U U, U

o m 1= (m+ ...+ mp) - T Tk

ir su visais 5,0l =1,....k
Ujﬂ'l = Ulﬂ'j.

Sumuodami pagal [ ir atsizvelge i tai, kad my + ...+, =1, Uy + ... + U = n,
gauname U; = nm;. Taigi parametry 7; DT jvertiniai yra

7= (f1, . 76)’, 7 =Uj/n, j=1, ..k
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Pirsono statistika turi tokj pavidala

k

ngzwzzwzlzfﬁ_n. (2.1.5)
50 Ny

nm; n T
i—1 i—1 i0 i—1 10

Jeigu hipotezé H| teisinga, tai skirtumo @; — ;o realizacijos turi tenden-
cija koncentruotis apie nulj. PrieSingu atveju atsiras tokios indeksy ¢ reik§meés,
kad 8iy skirtumy realizacijos grupuosis apie reik§me, nutolusia nuo nulio, taigi
statistika X2 turés tendencija jgyti didesnes reik§mes. Vadinasi, hipotezé H|,
atmestina, kai statistika X2 igyja dideles reiksmes.

Pirsono kriterijus yra asimptotinis ir grindziamas toliau pateikiama statis-
tikos X2 aproksimacija chi kvadrato skirstiniu.

2.1.1 teorema. Jeigu 0 < w9 < 1, mo + ... + mpo = 1, tai esant teisingai
hipotezei

X2 4 Xi_y, kai n— oo.

Irodymas. Kai hipotezé H) teisinga, a.v. U = (Uy,...,Ui)? yra suma
vienodai pasiskirs¢iusiy nepriklausomy a.v. X; ~ Px(1, 7o) su vidurkiu ¢ ir
kovariacine matrica D = [dij]kxka d“‘ = 7Ti0(1 — 71',‘0)7 dij = —T07T;0, ) 75 ]

Jeigu 0 < w0 < 1, w9 + --- + Txo = 1, tai sumai galioja daugiamaté CRT

(U —nmo)T
Vn

kai n — oco. Matricg D galima uZzraSyti tokiu pavidalu:

= V(& —m)T 5 Y ~ Ny (0, D), (2.1.6)

D =p,— Pop(q;a

¢ia p, yra diagonalioji matrica su elementais 7y, ..., Tro ant pagrindinés jstrizainés.
Atsitiktiniam vektoriui

~ ~ T
2, = ipy P =) = (LI el

taip pat galioja daugiamaté CRT

Z, % Z ~ Ny(0,%),
S =p, *Dpy"? = 1), — q4”,

¢ia @ = (\/T10, - vTr0) L, g7 q = 1, o I}, yra vienetiné k x k matrica. Matrica
¥ yra idempotentiné (XX = X)), jos rangas RangX = k — 1, o apibendrintoji
atvirkstiné X~ = I}, + qq” (7r. 2.4 pratima). Gauname

X2 =217, =|Z.|? % 1Z])? ~ Pk - 1). (2.1.7)
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Remdamiesi teorema gauname:

Pirsono chi-kvadrato kriterijus: hipotezé H{ atmetama asimptotiniu «
lygmens kriterijumi, kai teisinga nelygybé

X2 > 2 (k—1). (2.1.8)

Hipotezei H| tikrinti galime sudaryti tikétinumy santykio kriterijy, grindziama
statistika

A= o) = 1) = 1l () - Il ()

i=1 i=1

Kai teisinga hipotezé (zr. A prieda, 6.1.2 pastaba), asimptotiskai (n — o)

k
U;
R, =-2lnA=2) Ul 4V N2 (k1) (2.1.9)

nm;
i=1 i

Taigi statistikos R,, ir X2 asimptotiskai ekvivalencios.

Tikétinumy santykio kriterijus: hipotezé H|, atmetama asimptotiniu «
lygmens kriterijumi, kai teisinga nelygybé

R, > x2(k—1). (2.1.10)

2.1.1 pastaba. Hipotezés Hy ir H) bendru atveju néra ekvivalencios. Hipote-
zéje H{ tvirtinama tik tiek, kad pasiskirstymo funkcijos pokytis j-ame intervale
yra mjo, taciau nereglamentuojamas pasiskirstymo funkcijos elgesys intervalo
viduje. Jeigu n didelis, tai galima padidinti grupavimo intervaly skai¢iy ir Sitaip
Sias hipotezes suartinti.

2.1.2 pastaba. Reikia turéti omenyje, kad kriterijai (2.1.8), (2.1.10) yra apy-
tiksliai, gauti su salyga, kad imties didumas n — oo. Todél i§vady tikslumas
priklauso nuo to, kaip gerai galioja aproksimacijos (2.1.7), (2.1.9). Jeigu parink-
sime per didelj grupavimo intervaly skaiciy, tai kiekviename intervale dazniai
igis tik reikSme 0 arba 1, ir aproksimacija bus netiksli. Todél intervaly skaicius
k neturety buti per daug didelis. Praktiné taisyklé: grupavimo intervalus reikia
parinkti taip, kad nm;g > 5.

2.1.3 pastaba. Jeigu kyla abejoniy dél statistikos X2 (arba R,,) aproksimavi-
mo chi kvadrato skirstiniu tikslumo, tai kriterijy galima patikslinti naudojant
kompiuterinj modeliavima.

Tarkime, statistikos X2 realizacija yra 2. Modeliuokime N karty atsitiktinj
vektoriy U ~ Py (n, mp) ir kiekviena karta apskai¢iuokime statistikos X2 reikime.
Tegu M 7ymi, kiek karty gautosios reikimeés virija turima realizacija z2. Tada
P reiksmés jverciu galime imti pv = M/N. Hipotezé H|, atmetama apytiksliu
a lygmens kriterijumi, kai pv < a. Pateikto kriterijaus tikslumas priklauso tik
nuo realizacijy skaiciaus V.



24 2 SKYRIUS. CHI KVADRATO KRITERIJUS

2.1.4 pastaba. Jeigu stebimo a.d. X skirstinys yra diskretusis, sukoncent-
ruotas taskuose z1,...,xg, tai grupavimas nereikalingas. Imtyje gauname tik
galimas reikimes, o U; §iuo atveju reiskia reik§Smes x; pasirodymo daznj.

2.1.5 pastaba. Jeigu hipotezé H| neteisinga ir U ~ Pj(n, ), tai statistiky
R,, arba X2 skirstiniai aproksimuojami necentriniu chi kvadrato skirstiniu su
k — 1 laisvés laipsniu ir necentriSkumo parametru

k k 9
TG (71'1’ _7Ti0)
A=2 iln— ~§ = -_ 2.1.11

2.1.1 pavyzdys. Kompiuteriu sugeneruota n = 80 atsitiktiniy skai€iy. Gautieji rezultatai:

0,0100 0,0150 0,0155 0,030 0,0419 0,0456 0,080 0,1200 0,1229
0,1279 0,1444 0,1456 0,1621 0,1672 0,1809 0,1855 0,1882 0,1917
02277 0,2442 0,2456 0,2476 0,2538 02552 0,2681 0,3041 0,3128
0,3810 0,3832 0,3969 0,4050 0,4182 04259 0,4365 0,4378  0,4434
0,4482 0,4515 0,4628 0,4637 04668 04773 0,4799 0,5100 0,5309
0,5391 0,6033 0,6283 0,6468 0,6519 0,668 0,6689 0,6865 0,6961
0,7058  0,7305 0,7337 0,7339 0,7440 0,7485 0,7516 0,7607 0,7679
0,7765 0,7846 0,8153 0,8445 0,8654 0,8700 0,8732 0,8847 0,8935
0,8987 0,070 0,9284 0,9308 0,9464 0,9658 0,728  0,9872

Ar gie duomenys nepriestarauja prielaidai, kad tai yra paprastosios imties, gautos stebint
a.d. X ~U(0, 1), realizacija?

Sudalinkime intervala (0, 1) j 5 vienodo ilgio intervalus: [0; 0, 2], (0, 2; 0, 4], (0, 4; 0, 6], (0, 6;
0, 8], (0,8;1].

Gauname vektoriaus U realizacija: 18; 12; 16; 19; 15. Tikriname hipoteze H{, : m; = 0,2,
i =1,...,5. Gauname

JER b2 182 4 122 4+ 162 + 192 + 152
S = — —_— —n =
" n i—1 T30 800,2

k3

— 80 =1,875.

Asimptotiné P reik§mé pv, = P{XZ > 1,875} = 0,7587. Atmesti hipoteze H(, néra pagrindo.
Tikétinumy santykio kriterijus leidzia gauti ta patj atsakyma, nes statistikos R, realizacija
yra 1,93 ir pvy = P{x3 > 1,93} = 0, 7486.

Paprastaja suderinamumo hipoteze daznai tenka tikrinti, norint jsitikinti, ar
atsitiktiniai kampai (arba, ekvivalenciai, tagkai ant apskritimo) yra pasiskirste
tolygiai. Apie atsitiktiniy kampy skirstinius ir jy taikymg zr. I dalies 3.7.15 ir
4.7.12 skyrelius ir monografija [21].

2.1.2 pavyzdys. Lenteléje pateikti duomenys apie uZregistruotus susirgimo leukemija atvejus
Anglijoje per 1946 — 60 mety laikotarp] sugrupuoti ménesiniais intervalais.(zr.[21])

Ménuo Susirgo Ménuo Susirgo Ménuo Susirgo

Sausis 39 Geguzé 38 Rugséjis 37
Vasaris 37 Birzelis 59 Spalis 47

Kovas 29 Liepa 50 Lapkritis 34
Balandis 45 Rugpjitis 54 Gruodis 37

Perveskime duomenis j kampy stebéjimus sutapatindami mety intervala su intervalu (0, 2],
t.y. sausis atitinka sektoriy nuo 0° iki 30°; vasaris — sektoriy nuo 30° iki 60° ir t.t. Patikrinkime

prielaida, kad kampai pasiskirste tolygiai su tankiu 1/27. Duomenys jau sugrupuoti j vienodo
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ilgio intervalus. Taigi tikrinsime hipoteze H(’) 1 mo = 720 = ... = Tko = 1/12. Randame
statistiky R, ir X? realizacijas: R, = 20,0797, X2 = 20,4822. Asimptotinés P reikimés:
puvg = P{x%1 > 20,0797} = 0,0443; pvg = P{x%1 > 20,4822} = 0,0391. Abu kriterijai
atmeta tolygumo hipoteze, kai kriterijaus reikSmingumo lygmuo virsija 0,0443.

2.1.6 pastaba. Kriterijai (2.1.8),(2.1.10) nebutinai susije su paprastosios su-
derinamumo hipotezés Hy tikrinimu. Gali reikéti tiesiog patikrinti hipoteze H|)
apie polinominio skirstinio parametry reik§mes (7r. pateikiama pavyzdj).
2.1.3 pavyzdys. Nustatyta, kad gamyklos tam tikro ilgo laikotarpio produkcijos 0,35 dalj
sudaro pirmosios riifies gaminiai; 0,6 dalj — antrosios rusies, o likusia 0,05 dalj sudaro brokas.
Patikrinus 300 gaminiy partija surasta 115 gaminiy pirmosios rasies, 165 — antrosios ir 20 —
su defektais. Ar galima daryti i§vada, kad gaminiy kokybé nepakito?

Siame pavyzdyje U; = 115, Uz = 165, Us = 20, n = 300 ir reikia patikrinti hipoteze
H{ :m =0,35, ma = 0,60, m3 = 0,05. Randame statistiky (2.1.5) ir (2.1.9) reikémes

X2 =3,869, R, =3,T1T.

Laisvés laipsniy skai¢ius yra k—1=3—-1=2.

Kadangi P{x2 > 3,869} = 0,1445 ir P{x3 > 3,717} = 0, 1559, tai atmesti hipoteze H,
néra pagrindo.

2.2. Pirsono suderinamumo Kkriterijus: sudétine
hipoteze

Sakykime, X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X, kurio
pasiskirstymo funkcija F(x) priklauso Seimai F.

Sudétiné hipotezé
Hy: F(z) € Fo ={F(x;0),0 € ®} C F, (2.2.1)

kad stebimojo a.d. X pasiskirstymo funkcija priklauso aibei Fy, kuri sudaryta
i§ zinomos funkcinés iSraiskos pasiskirstymo funkcijy F'(z; ), priklausanc¢iy nuo
ne7inomo s-macio parametro 8 = (61, ...,0,)7 € ® C R®.

Pavyzdziui, tikriname hipoteze, kad stebimojo a.d. X skirstinys priklauso
normaliyjy, eksponentiniy, Puasono, binominiy ar kity skirstiniy Seimai.

Kaip ir pirmesniame poskyryje, sudalinkime abscisiy asj j £ > s+ 1 intervaly
ir tegu U; reiSkia stebéjimy, patekusiy j j-ajj intervala, skaiciy, j = 1,2,..., k.

Grupuotoji imtis U = (Uy, ..., Ux)T turi k-matj polinominj skirstinj Py (n, ),
¢ia

™ = (7‘(’17 ...,7'[';7C)T7
’/Ti:P{XG (ai_l,ai]}:F(ai)fF(ai_l), FGJ:

Jeigu hipotezé Hj teisinga, tai teisinga ir hipotezé

H):m=m(0), 6€c0O,

7(0) = (11(0), ..., m,(0)7,  7:(0) = Fo(ai;0) — Folai_1;0).  (2.2.2)
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Taigi hipotezéje H) tvirtinama, kad vektoriaus U polinominio skirstinio tikimy-
bes galima iSreiksti pavidalo (2.2.2) funkcijomis nuo parametry 61, ...,05, s+
1<k

Kadangi parametras @ nezinomas, tai negalima apskai¢iuoti Pirsono statis-
tikos (2.1.5)

k 9 k
@=>" Wi =nmi(9))7 _ %Z U —n. (2.2.3)

Natiiralu Sioje iSraiskoje pakeisti nezinomus parametrus tam tikrais jvertiniais
ir i¥nagrinéti gauty tokiu budu statistiky savybes. Pasirodo, kad jraSius j
(2.2.3) parametro @ DT jvertinj, sudaryta i§ negrupuoty duomeny, gautos statis-
tikos skirstinys priklauso nuo Fy(x;0) (ir nuo parametro 8). Jeigu parametro
0 jvertinys randamas remiantis maziau informatyvia grupuotgje imtimi U =
(U, ...,Up)7T, tai gautosios statistikos asimptotinis skirstinys yra chi kvadrato
skirstinys su k — 1 — s laisves laipsniy ir nepriklauso nuo nezinomo parametro
6.
Pateiksime keleta tokio tipo jvertiniy.

1) Kai hipotezé Hy teisinga, imties U tikétinumo funkcija ir jos logaritmas
yra

k k
L(#) = Uﬂ”i'Uk, ]j[1 771(0), ()= ; Ui Inm;(0) + C. (2.2.4)

Parametro 6 grupuotosios imties DT jvertinj 0, gauname spresdami lyg¢iy
sistema

=0, j=12 .5 (2.2.5)

k “\\2
)= W. (2.2.6)

2) Kitas budas rasti jvertinj — minimizuoti kvadrating formg (2.2.3), t.y.
rasti jvertinj 6,, i§ salygos

k

29\ _ 2 s (Ui_mﬁ'(e))2
Hnl0n) = 06 %O =06 2. )

(2.2.7)

Sis jvertiniy radimo budas vadinamas chi kvadrato minimumo metodu.
3) Ieskant jvertinio 0., gaunamos gana sudétingos lygéiy sistemos, todeél kar-

tais iSraiska (2.2.3) supaprastinama pakei¢iant vardikli j U; ir paskui ja mi-
nimizuojant. Tai vadinamasis modifikuotas chi kvadrato minimumo metodas
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jvertiniams rasti. Pazyméje §iuo metodu gautg jvertinj 0,,, gauname statistika,

k 2
inf 3 (i = nmi(8))7 (2.2.8)

Gavome tris chi kvadrato tipo statistikas (2.2.6)—(2.2.8).

4) Apibrézkime tikétinumy santykio statistikg pagal grupuotaja imtj

- A
R, =—-2In w - —9n SUPgco H@k:l ; (0)
sup,; L(m) supy [17_, 77"
k
Ui
=2 Uiln ——=~.
; . nm;(0)

Siad statistika galima uzraSyti tokiu pavidalu:

U;

k
Ry = Ru(0,) = inf Ru(9), Ra(6) = 2; U; In (2.2.9)

Irodysime, kad statistikos X2(6%), X2(8,,), X2(8,) ir R,(0}) yra asimp-
totiskai ekvivalencios, kai n — oo. 3

Tarkime, {Y,,} yra atsitiktiniy dydziy seka. Zymésime Y,, = op(1), jeigu
Y, 50, ir zZymesime Y, = Op(1), jeigu

Ve>0 Fc>0:supP{|Y,|>c} <e.

Prochorovo teorema (zr. [30]) duoda pakankama salyga: jeigu egzistuoja a.d.
Y, kad Y, % Y, kai n — oo, tai Y, = Op(1).
Salygos A:

1) suvisais i =1,...,k ir visais 8 € ©

0<7T1'(0)<1, 7T1(0)++7Tk(0):1
2) funkcijos 7;(0) turi tolydZzias pirmos ir antros eilés dalines i§vestines aibéje
©;
3) matricos

B = [am(e)} =1,k j=1,..5
80]‘ kxs
rangas lygus s.

2.2.1 Lema. Tarkime, hipotezé H|, teisinga ir wwykdytos sqlygos A. Tada
jvertiniai T, = m(0y), 75, = mi(0),) ir Ty = m(0,) yra /n pagristi, t.y.
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Vil —mi) = Op(1), Va(rf, —m) = Op(1) ir /n(@in — i) = Op(1), Cia

7m; = 7;(0) yra tikroji tikimybés reiksme.

Irodymas. Nagrinékime jvertinj 7;,. Kadangi 0 < 7;, < 1, tai 7, =
Op(1). Reikia pazyméti, kad U; /n—m; = op(1). Todélis nelygybiy (naudojames
chi kvadrato minimumo jvertinio apibrézimu)

k k
(Ui/n — 7in)? (U;/n — m;)?
S Tk < 3 BRE — ont)
i=1 =1
isplaukia, kad su visais ¢: U;/n — 7;, = op(1), taigi ir

Tin — T = (Tin — Us/n) + (Ui /n — ;) = op(1).

Kadangiy/n(U; /n—m;) 5 Z; ~ N(0, (1 =), tai v/n(Ui /n—m;) = Op(1).
Todél i§ nelygybiy

(Ui — Tlﬁ'm)Q (UIL - Tlﬂ'i)Q

nm;

M=

=0p(1)

-

= <
nw;
i=1 wm i=1

iSeina, kad su visais i: (U; — nfp)/v/n = Op(1), ir

NTin — N nwy, — U, U; —nmy
..in _ 7{ — m 3 — m K2 3 K2 — O 1 .
Vifin = mi) Jn N r(1)

Analogiskai gauname

k k
Z i —n7rm Z i —nm Op(l)

i=1 i=1

ir

N — U; n U, — nm;
vn vn
Nagrinékime jvertinj 7}, = m;(0},). Kai tenkinamos salygos A, a.v. /n(0;,—

0) asimptotiskai turi normalyjj skirstinj (Zr. A prieda). Remiantis delta metodu

[30]
Vn(rh, —m) = V/n(mi(8;,) — ()
= i} (8)(8}, — 8) + op(1) = Op(1).

\/ﬁ(ﬁm—m) = :OP(].)

A

2.2.1 teorema. Jeigu hipotezeé H|, teisinga ir jvykdytos salygos A, tai statis-
tikos X2(0,,), X2(0,), X2(0}) ir R,,(0},) asimptotiskai ekvivalen¢ios (n — 00):

X2(0,) = X2(0,) + op(1) = X2(0%) + 0p(1) = R, (%) + 0p(1).

Kiekvienos i§ Siy statistiky skirstinys konverguoja j chi kvadrato skirstinj su
k — s — 1 laisvés laipsniy.
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Irodymas. Imkime bet kokj @ ivertinj 9, kuriam

Tn = (T1n, -, Tkn) = (m1(0), ..., 1 (0))

buty /n pagristas parametro 7 jvertinys. Remdamiesi \/n pagristumo apibré-

.. . . P ..
7imu ir konvergavimu U;/n — m; gauname, kad su visais ¢

~ Uz ~ Uz Uz
Tin — Z = OP(l), \/ﬁ <7Tm - n> = OP(l)a ; = OP(1)~

Naudodami paskutines lygybes, Teiloro skleidinj
In(1+x) =2 —2?/2+o0(z?), x—0,

ir lygybe Uy + ... + Uy = n, gauname

Imant @ = 6* ir 6 = 0,,, gaunama
XZ(Q:) = Rn(g;kz) + OP(l)a X’IQL(éTl) = Rn(én) + OP(l)'

Remiantis @,, apibrézimu gaunama X2(0,) < X2(8}), o remiantis R,, apibrézimu
(2.2.9) gaunama R, (0;) < R,(0,). Taigi

X2%(0,) < X2(6:) = R,(07) + 0p(1) < Rn(0,) + op(1) = X2(0,,) + op(1).
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Tokiu biidu X2(8,,) = R, (0})+op(1). Analogiskai gauname X2(8,,) = R, (07)+
Op(l).

Kadangi k — 1-matis vektorius (my, ..., mx_1)7 yra s-macio parametro 6 funk-
cija, tai tikétinumy santykio statistikos R, (0),) ribinis désnis yra chi kvadrato
skirstinys su k — s — 1 laisvés laipsniy (Zr. A prieda, 6.1.3 pastaba). Tokj patj
ribinj désnj turi ir kitos nagrinétos statistikos. A

Chi kvadrato kriterijus: Hipotezé H| atmetama asimptotiniu reik§min-
gumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga nelygybé

X2(6,) > x3(k—1—s), (2.2.10)

tia 0,, yra bet kuris i§ jvertiniy 67,6, 0,,.

Tikétinumy santykio kriterijus: Hipotezé H| atmetama asimptotiniu
reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga nelygybé

Ra(07) > X2 (k—1—3s). (2.2.11)

Jeigu hipotezé H|, atmetama, tai atmetama ir suderinamumo hipotezé Hy.

2.2.1 pavyzdys. Turimi gaminiy patikimumo duomenys, sugrupuoti  intervalus (a;—1, a;],t =
1,...,11, kurie pateikti lenteléje

i | (ai—1,aq] | Ui | i (ai—1,a4 Us;
T (0,100] | 8 | 7 | (600,700] | 25
2 | (100,200] | 12 | 8 | (700,800] | 18
3 | (200,300] | 19 | 9 | (800,900] | 15
4 | (300,400] | 23 | 10 | (900,1000] | 14
5 | (400,500] | 20 | 11 | (1000,00) | 18
6 | (500,600] | 30

Tikrinsime hipoteze, kad gaminiy darbo laikas aprasomas Veibulo skirstiniu.
Pagal (2.2.9) jvertinys (0, v;) minimizuoja funkcija

n? 7L
_ o —(a;j—1/0)" _ _—(a;/0)"
GV_2ZU1anZ(9V) 10, v) = e~ (@i-1/0)" _ g=(ai/0)"

Diferencijuodami parametry 6 ir v atzvilgiu ir prilygine iSvestines nuliui, jvertiniams 6}
ir v* rasti gauname lygciy sistema

a¥_ 16—(%71/9)" — al’e_(ai—l/e)y

ZUz —(a, 1/0)Y _ e— ( i/9>‘/ = 07
k a;f e—(a;i—1/0)" Ina;—1 —a’e —(a;j_1/0)" lna; B
Z e—(@i1/0)" _ c—(ai/60)" Bl

I8sprende 8ia lyggiy sistemy arba tiesiog minimizuodami funkeijg Ry (6, v) gauname jveréius
0* = 649,516 ir v* = 2,004. Minimizuodami (2.2.7) ir (2.2.8) gauname jverius 6 =
647,380, = 1,979 ir @ = 653,675, 7 = 2,052. Naudodami iuos jvercius gauname statistiky
realizacijas

R (0%, 0%) = 4,047; X2(0*,0") = 4,377; X2(0,0) = 4,324, X2(0,7) = 3,479.

Laisvés laipsniy skaiCius k — s — 1 = 8. Asimptotinés P reik§més atitinkamai yra 0,853;
0,822; 0,827; 0,901. Atmesti hipoteze néra pagrindo.
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2.2.2 pavyzdys. Lenteléje pateikti azimutai ty horizonto tagky, kuriuos stebétojas uzfiksavo
paskutinj karta matydamas paleista antj (prapuolimo kampas). Eksperimento metu paleista
n = 714 antiy. Eksperimentas atliktas Anglijoje Glotesterio grafystéje (zr. [21]).

e | Vi | Vi 2
10° | 40 | 45.48 | 130°
30° | 22 | 23,17 | 150°
50° | 20 | 11,30 | 170°
70° | 9 | 5,76 | 190°
90° | 6 | 3,33 | 210°
110° | 23 | 2,34 | 230°

Vi | 92 | Vi v,

2,00 | 250° | 24 | 48,71
2,40 | 270° | 58 | 83,04
3,51 | 290° | 136 | 116,72
6,18 | 310° | 138 | 130,11
12,23 | 330° | 143 | 113,63
25,06 | 350° | 69 | 78,94

N =
Nowo— wS

Duomenys sugrupuoti j 20° ilgio intervalus. Lenteléje nurodytas vidurinis i-ojo intervalo
kampas 7 ir stebéjimy, patekusiy j i-tajj intervala, daznis V;, i = 1,...,18.

S pavyzdj jau nagrinéjome I dalies 3.7.15 ir 4.7.12 skyreliuose. Hipotezé dél kampy toly-
gaus pasiskirstymo atmetama su labai aukstu reik§mingumo lygmeniu. Atsakymas j klausima,
ar §ie duomenys gali buti aprasyti Mizeso skirstiniu (Zr. I dalies 3.7.15 skyrelj), buvo atidétas
iki IIT dalies.

Patikrinsime hipoteze, kad stebimas atsitiktinis kampas ¢ turi Mizeso skirstin M (u, 6).
Parametry p ir @ DT jverciai remiantis pateiktos lentelés grupuotais duomenimis surasti I

dalies 3.7.15 skyrelyje: i = 308, 90,9 = 2,077. Palyginti lenteléje pateikti tiketini daZniai
Vi = nm;(f1,0). Apskai¢iuojame statistiky Ry, (fi,0) ir X2 (j1,0) reik§mes: 50,7324 ir 49,2718.
Atitinkamos asimptotinés P reikimeés yra 0,9 - 107% ir 1,5-1075. Hipotezé atmetama.

2.2.3 pavyzdys (2.1.2 pavyzdzio tesinys). 2.1.2 pavyzdzio salygomis patikrinsime hipoteze,
kad sergamumo leukemija momenty pasiskirstyma galima apraSyti Mizeso skirstiniu M (u, 6).
Parametry p ir @ DT jverciai remiantis pateiktos lentelés grupuotais duomenimis yra tokie:
A =198,34°,0 = 0,2021. Su siais jverciais tikétini patekimo j intervalus dazniai V; = nm; (i, 6)
yra tokie: 34,2; 34,9; 37,4; 41,3; 45,7; 49,3; 51,0; 49,9; 46,6; 42,2; 38,2; 35,3. Apskaiciuo-
jame statistiky Rn(ﬂ,é) ir X2(a, é) reik§mes: 9,8717 ir 9,6457. Atitinkamos asimptotinés P
reik§meés yra 0,3610 ir 0,3797. Hipoteze¢ atmesti néra pagrindo. Galima daryti i§vada, kad
turimi duomenys prieStarauja prielaidai apie tolygy susirgimy leukemija pasiskirstyma, ta¢iau
gerai aprafomi Mizeso skirstiniu. Tankio jvertis unimodalus su moda taske ¢ = 198, 34°
(liepos ménesio vidurys) ir antimoda taske ¢ = 18,34° (sausio vidurys); tankio jvertis modos
tagke 1,5 karto didesnis uz tankio jvertj antimodos taske.

2.3. Modifikuotasis chi kvadrato kriterijus

Nors chi kvadrato kriterijus yra universalus ir daznai taikomas tikrinant su-
derinamumo hipotezes, ta¢iau jis, ypa¢ kai skirstinys tolydusis, turi tam tikry
trukumy.

Pirma, grieztai nenurodoma, kaip parinkti grupavimo intervalo galus, todél
gautosios iSvados i§ dalies priklauso nuo grupavimo intervaly parinkimo. Be to,
nagrinéjant statistiky asimptotinius skirstinius 2.2.1 teoremoje buvo laikoma,
kad grupavimo intervalai parinkti neatsizvelgiant j imtj. Taciau praktiskai gru-
pavimo intervalus parenkame atsizvelgdami j imties rezultatus. Todél, formaliai
ziurint, naudotis teoremos 2.2.1 rezultatais negalima.

Antra, kad buty galima apskai¢iuoti 2.2.1 teoremos statistiky reik§mes, reikia
i8spresti gana sudétingas lygciy sistemas parametrui @ jvertinti pagal grupuotus
duomenis. Gautieji jvertiniai néra optimalis, nes naudoja maziau informatyvig,
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grupuotaja imtj.

Trecia, asimptotiskai optimaliais jvertiniais (kai i§pildytos reguliarumo saly-
gos tai DT jvertiniai, gauti pagal pradinius nesugrupuotus duomenis) naudotis
negalime, nes tada chi kvadrato statistikos skirstinys nebus toks, kaip nurodyta
2.2.1 teoremoje. Asimptotinis skirstinys priklauso nuo skirstinio pavidalo ir
nezinomy parametry. Todél, netgi jei jau apskaic¢iuoti parametry jvertiniai pa-
gal pradinius duomenis, tai y? kriterijumi tikrinant suderinamumo hipoteze
reikia vél perskaiCiuoti jvertinius pagal grupuotus duomenis.

Pateikiamas modifikuotas chi kvadrato kriterijus neturi minéty trakumy.
Teoriniai rezultatai apie statistikos asimptotinj skirstinj gaunami tariant, kad
parametrai vertinami DT metodu pagal pradine negrupuota imtj, o grupavimo
intervaly galai tam tikru budu priklauso nuo imties.

2.3.1. Bendras atvejis

Tikriname sudéting suderinamumo hipoteze (2.2.1). Nagrinésime ribinj skirstinj

atsitiktinio vektoriaus Z,, = (Z1p, ..., Zgn)"
Zjn _ Uj — nﬂ-jA(Bn) _ \/E(U]/n _Aﬁj (0774))7 (231)
n;(6) 7;(0n)

tia 0, yra DT jvertinys, gautas pagal pradine imtj X = (Xy,...,X,,)T. Sis
ivertinys maksimizuoja logtikétinumo funkcija

0e) = Z&(e)v (0) = In f(X;,6).

Jeigu modelis {Fy(x;60),0 € O} yra reguliarus (7r. A prieda), tai imties ele-
mento X; FiSerio informaciné matrica yra i(0) = Egl1(0)(T(8) = —Eql,(6);
Cia 61(0) yra £1(0) pirmuyjy iSvestiniy pagal parametrus 6y, ...,0;5 vektorius, o
71(0) — antryjy ivestiniy matrica.

2.3.1 teorema. Tarkime, modelis {Fy(x;0),60 € ©} yra reguliarus (A priedas,
6.1.1 teorema) ir jvykdytos A salygos. Tada

Z, % Z ~ Ny(0,3(6)),

Y2=2"%"2Z, 572~ 2(k—1), (2.3.2)
2(0) = (Ex — q(0)g" (0))(Ex — CT(6)i™'(6)C(8)),
£7(8) = (Bx —CT(0)i 1 (6)C(9))

¢ia ¥~ yra matricos ¥ apibendrintoji atvirkstiné matrica, t. y. matrica, tenki-
nanti salygg XXX = X; E; — k x k vienetiné matrica; i(0) imties elemento
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X Fiserio informaciné matrica;

c<0>=[cij<e>Jsxk=[ ! a”j“’)] ,
k

VO
q(0) = (V/71(0), ..., /m(0))".

Irodymas. Reguliariuose modeliuose DT jvertiniai tenkina sarysj (A priedas,
7.1.1 teorema):

Vn(0, —0) =i 1 (0)—=£(0) + op(1). (2.3.3)

Pagal delta metoda [30]

1
N

Vn(mj(0,) —75(8)) = 7] (6)v/n(8, — ) + 0op(1).

Remdamiesi sary8iu (2.3.1), formule (2.3.3) ir lygybe wj(én) = m;(0) + op(1)
apibréziame

7T (0)i~" (8¢
% ={¢ﬁ(UJ‘—m<én>)— 1) (“(9”}/ 7,(0) +op(1) =

n vn
Yjn +op(1).
Pagal A priedo 7.1.1 teorema atsitiktiniai vektoriai
Uj Uj

(VA(=L = m1(6)), . VAL = m(0)), ((0), Z,

yra asimptotiskai normalieji. Rasime a.v. Y, = (Yin,...,Yin)? kovariacijy
matricg. Kadangi

gauname
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ir su visais j # [

Cov (Yjn, Yin) = —/m;(0)m(0) — 7 (8)i™" (0)71(8)/1/m;(8)m(8).

Gauname, kad Z,, Lz~ N (0,%(8)), kai kovariacijy matrica (argumenta
6 praleidziame)
S=E,—-qq¢" —CTi 'C.

Kadangi
T
k k
Cq= iZw(@) iZyr»(@) =(0,...,0)T =0,
801 j:1 J ) ) 808 j:1 J 3 )
ir¢gTqg =1, tai

3= (Ex —qq")(E,—C"i '0).

Matricos X rangas yra k — 1 (Zr. 2.4 pratimag), o jos apibendrintoji atvirkstiné
yra
> =(E,-Cc%i o),
nes i§ lygybés
(Ex —qq”)(Er —qq") = (Ex — qq")
iSplaukia lygybé 3373 = 3.
Kiti teoremos tvirtinimai gaunami remiantis Sia daugiamacio normaliojo

skirstinio savybe: jeigu Y ~ Nj(0,X), tai YTE~Y ~ x%(r), ¢a r yra matricos
3 rangas. A

2.3.1 pastaba. Jeigu matrica G = i — CC’ néra issigimusi (31 salyga daz-
niausiai taikomiems skirstiniams yra i$pildyta), tai matricos 3 apibendrintoji
atvirkstine

T =E,+C'Gc'C.

Matome, kad ieskant 3~ néra reikalo apvertinéti dimensijos k x k matricos, o
pakanka rasti atvirkstine matricai G, kurios dimensija yra s x s (paprastai s = 1
arba s = 2).

Irodymas
(E,-CcTi'C)Er+CTGc'C)=E, +CcTc'c-Cti e
-ctitcc’G'c=E,+CTi G - E, —ccTcgHC
—E,+CTi" (GG —E,)C =E;.A
Kriterijaus statistika turi pavidala

V2=2'%"(0)Z,.
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2.3.2 pastaba. Remiantis 2.3.1 pastaba Sig statistika galima suvesti j tokia
forma:

YZ=Xx2+ lfuTcrlv; (2.3.4)
n
Cia . &
~ 2
XQ:ZM:ZU*JQ*n (2.3.5)
= nm;(6,) ‘= nm;(0n)
. .
U; 0r;(6,)
v =V 9 7US Tv v, = Z . = )
(01, 03) 2o o
iz

G = [gTT’]SXS, grr = Lppr —

irs yra matricos 4(0,,) elementas.

Irodymas
v:i=z'E®,+C'G'C)z,=2"z,

+U ' CTGCU +ng"CTG ' Cyq,

T
U= (Ul/ nm(@n), o Ug/ nﬂ'k(én)> .
Pirmasis démuo ZZ;Zn = X2, antrasis démuo lygus 0, o paskutinis démuo yra
U CTGTICU = %UTG*LU.
A

2.3.3 pastaba. Kai jvykdytos reguliarumo salygos, jrodyta (7r. [24], [25]), kad
kriterijaus statistikos asimptotinis skirstinys nepakis, jeigu fiksuotus grupavimo
intervaly galus a; pakeisime tam tikromis imties funkcijomis (statistikomis).

Parinkime k fiksuoty teigiamy skaiciy p1, ..., pi, tenkinand¢iy salyga p1 +- - -+
pr = 1, paprastai p; = 1/k. Apibrézkime

Fy'(z,0) = inf{y : Fy(y,0) > x}

atvirkstine pasiskirstymo funkcijai Fjp.
Grupavimo intervaly galais imkime statistikas

a; = a;(0,) = Fy Y (P,,0,), Pi=pi+-+pi,
i=1,2.....k, zp=—o0.

Tada formuléje (2.3.2) tikimybés 7,(0) yra

. . a;(0) R
(0) = Fo0,(0):00) ~ Roag 20500 = [ slas 0
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ir
87‘1’(9 ) ~ P 8a(é ) . . aav_l(é )
Gy = =g = F(a5(80);0) =57 = f(a;-1(8); ) = 50 =1,
Kriterijaus statistika (2.3.4) jgauna tokj pavidala:
1
Vi = X4 el G T (2.3.6)
Cia
S (Ui—nmp)® = UF
X2 A VA i _p, 537
! Lzzl np; z:zl np; ( )
v=(v1,.,00)7, v = alh |y %7
pl pk)

k
. CirCiy!
G= [gTT’]SXm Grr! =ty — Z .
-

Nikulino, Rao ir Robsono kriterijus: hipotezé H/, atmetama asimptotiniu
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

Y2 > x2(k—1). (2.3.8)
2.3.4 pastaba. Taikant modifikuotaji chi kvadrato kriterijy kartais pakanka

apsiriboti statistikos X2 radimu. I§ tikryju, jeigu X2 > x2(k — 1), tai hipoteze
reikia atmesti, nes Y,2 > X2 > y2(k — 1).

2.3.2. EksponentiSkumo tikrinimas
Tikrinsime hipoteze
H:FE{G:G(&:;H):l—e*””/&, x> 0; 0 >0},

kad paprastoji imtis gauta stebint eksponentinj a. d.
Pazymeékime § = X parametro § DT jvertinj. Pagal formule (2.3.6) gauname:

. da;
i =0z, z=—In(l1-DP), —=uz, 2.3.9
a zi, % n( ) 50 =~ ( )
zie F — z;_q1e Rl b; . 1
Cj = Cj1 = ~ ==, 1= =%,
0 0 02
Taigi kriterijaus statistika turi tokj pavidala
2 2 2 N v?

Y2=X n X2 = L, Q= — 2.3.10
" nt@ " z; np; no @ nA ( )

1=
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éia

v:ZbiUi, A:l—zb—?.

i=1

2.8.1 pavyzdys. Stebint n = 69 elektros lempudiy degimo laika gauti tokie rezultatai (saly-
giniais vienetais):

5,017 0,146 6,474 13,291 5,126 8934 10,971 7,863 5,492 13,930

12,708 7,329 5,408 6,808 0,923 4,679 2,242 4,120 12,080 2,502

16,182 6,592 2,653 4,252 8,609 10,419 2,173 3,321 4,086 11,667

19,474 11,067 11,503 2,284 0,926 2,065 4,703 3,744 5286 5,497
4,881 0,520 10,397 30,621 5,193 7,901 10,220 16,806 10,672 4,209
5,699 20,952 12,542 7,316 0,272 4,380 9,699 9466 7,928 13,086
8,871 13,000 16,132 9,950 8,449 8,301 16,127 22,698 4,335

Tikrinsime hipoteze
H:Fe{G:G(x;0) =1—exp{—z/0}, z,6>0},

kad lempuciy darbo laikas pasiskirstes pagal eksponentinj désnj.

Randame 6§ = X = 8,231. Parenkame k = 6 intervalus. Tada p; = 1/6, P; = i/6,
i =1,...,6. Tarpiniai skaiiavimo rezultatai pateikti lenteléje.

i 0 1 2 3 4 5 6
P; | 0,0000 | 0,1667 | 0,3333 | 0,5000 | 0,6667 | 0,8333 | 1,0000
a; | 0,0000 | 1,5005 | 3,3377 | 5,7049 | 9,0426 | 14,7483 00
z; | 0,0000 | 0,1823 | 0,4055 | 0,6931 | 1,0986 | 1,7918 )
b; — 0,1519 | 0,1184 | 0,0762 | 0,0196 | -0,0676 | -0,2986
U; - 5 8 18 13 18 8
Gauname v = —1,6259,\ = 0,1778, X2 = 13,1429, Q, = 0,2124 ir Y;2 = 13,3553.

Asimptotiné P reik&meés pvg = P{Xg > 13,3553} = 0,0203. Hipotezé atmestina.
Siame pavyzdyje pataisos @, buvo galima neskai¢iuoti, nes P{xg > 13,1429} = 0,0221,
t.y. hipotezé atmestina remiantis vien statistikos X? stebiniu.

2.3.3. Skirstiniai, priklausantys nuo poslinkio ir mastelio
parametry

Tikrinsime hipoteze
Hy:Fe{G:G(x)={Go((x—p)/o)), z€R, —00o < p < 400, 0 <0 < c0};

¢ia Gy yra zinoma pasiskirstymo funkcija. Taigi hipotezéje tvirtinama, kad
imties elemento X; skirstinys priklauso specialiai skirstiniy, priklausanciy tik
nuo poslinkio ir mastelio parametry, Seimai. Gautas kriterijus tiks ir hipotezéms
x
0
tikrinti, nes, atlikus logaritmine transformacija Y; = In X;, pastaroji skirstiniy
Seima suvedama j Seima, priklausancia tik nuo poslinkio ir mastelio parametry.

Tarkime, kad hipotezé Hy yra teisinga. Pazymékime 6 = (fi, )7 parametro
DT jvertinj. Remdamiesi formulémis (2.3.6) gauname:

8ai_1 8ai_
o ' 0o

Hy:Fe{G:G(x)=Go((%)"), >0, 0<0,v < oo}

ai:ﬂ—i-zi&, ZZ:GJI(PZ),

2 g(@) = Ghla), (23.11)
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~g(zi) —g(zi1) b ~2ig(zi) — zi1g(zic1) iz
Cil=— >~ = , G2 = N = =

(o2 g

<
—

Q>
Q>

Tegu

o0 ! S
jm:/ 2" [g(x)] g(x)dz, r=0,1,2; s=1,2

o L9(T)

Tada Fiserio informacinés matricos elementai (6,,) yra tokie:

. Jo2 Ji2 Joo +2j11 +1
111 = §7 112 = §7 = T (2312)
Taigi statistika Y,2 turi tokj pavidala
)\1B2 - 2/\30&,@ + /\20&2
Y? =X2 = : 2.3.13
n n+QYL7 QTL n()\l)\Q_)\g) b ( )
éia . .
b1 U; bi2U;
a = 9 ﬂ = )
k b2 k b2 k bilb/'g
A1 =j02—zp%1, A2 =j22+2j11+1—z%27 /\3=j12—ZT~
i=1 i=1 i=1 v

Pateiksime israiskas, reikalingas kriterijaus statistikai apskaic¢iuoti keleto daz-
nai naudojamy skirstiniy atveju.

Normalusis skirstinys: F(x;u,0) = ®((z—p)/o0), ®(y) = wors I e 2y,

| . , 1 o
M:X:ﬁ;){i, 6=s, s :E;(Xi—X).
G(z) = 2(z), g(z) = () ='(2),
Jo2=1, Ji2=0, Joa+2jnn+1=2 (2.3.14)

Lognormalusis skirstinys: F'(z;0,v) = ®(In(x/0)") = ®((Inz—p)/0), z > 0.
Atlike transformacija Y; = In X;, gauname normaliyjy skirstiniy $eimg.

Logistinis skirstinys: F(x;u,0) = (1 4+ e~ (®=#)/7)=1,

G(l') = (1 +eiw)717 g(l’) = (1 i e—x)Q = (1 +ex)2’

. 1 . . . 7?43
Jo2 = 3 Ji2=0, Jo+2jn+1l= 9
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DT jvertiniai fi ir & maksimizuoja logtikétinumo funkcija

n

Xi - " i
f(p,0) = —nlno o3 m1+e 7).
ag

i=1 i=1

Loglogistinis skirstinys: F(z;0,v) =1— (1+ (£)")"!, = > 0.
Atlike transformacija Y; = In X, gauname logistiniy skirstiniy Seima.

T—p
—e o

Ekstremaliy reik8miy skirstinys: F(z;u,0) =1—e
Glx)=1—e"°", g(z)=e"e",

joo=1, Ji2=T'(1)+1, joo+2j11+1=T"(1)+2I"(1) + 1.

DT jvertiniai fi ir 6 maksimizuoja logtikétinumo funkcija

n . n Xi—
U p,0) = —nan—Zerl —1—27'%
o
i=1 i=1

Veibulo skirstinys: F(z;0,v) =1—e(8)" 2 >0,
Atlike transformacija Y; = In X;, gauname ekstremaliyjy reikSmiy skirstiniy
Seima.

Kosi skirstinys: F(z;p,0) = L (arctg =2 + ).

o

1 T 1 . 1 . . . 1
G(z) = p (W’Ctgiﬂ-g), 9(x) y Jo2 =5, Ji2=0, joot+2j11+1= >

T r(1+22) 2
DT jvertiniai ji ir 6 maksimizuoja logtikétinumo funkcija

Xi—p
o

)%)-

((p,0) = —nIno — > In(1+ (

i=1

Pateiksime modifikuoto chi kvadrato kriterijaus naudojimo rekomendaci-
jas, kai tikimybiniy skirstiniy Seima priklauso tik nuo poslinkio ir mastelio
parametry, o alternatyvos néra tiksliai suformuluotos.

1) Parenkame grupavimo intervaly skai¢iy k ir tikimybes p; = 1/k, i =
1,....,k. Tada P; = i/k. Intervaly skai¢iy k rekomenduojame parinkti taip, kad
biity tenkinama nelygybé n/k > 5.

2) Randame grupavimo intervaly galus: a; = fi + 2;6; ¢ia z; = G~1(P;), iI,6
— parametry DT jvertiniai, surasti pagal pradinius (negrupuotus) duomenis.

3) Randame stebéjimy, patekusiy j intervalus (a;—1, a;], skai¢ius Uj.
4) Apskaiciuojame statistikos

k k

U? k
2 2
Xn:Z 5 _":E;Ui —-n.
i

o
im1 P
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reiksme. Jeigu X2 > x2(k—1) (arba, ekvivalentiskai, pv, = P{x?_; > 22} < o;
¢ia 22 yra statistikos X2 stebinys), tai hipoteze atmetame.

5) Jeigu X2 < x2(k — 1), tai apskai¢iuojame statistikos Q,, reikime pagal
formule (2.3.13). Pabrésime, kad A3 = 0, kai p; = 1/k, ir g(—=x) = g(x).

Hipotezé atmetama, kai

pra=P{xi 1 >y} <o
Gia yz yra statistikos Y,? stebinys
(arba, ekvivalentitkai, kai Y,2 = X2 + Q,, > x2(k — 1)).

2.3.2 pavyzdys. Matuojama per vienodus laiko intervalus i§ grezinio gautos naftos kiekis V.
Lenteléje pateikiami gauti rezultatai Vi, ..., Vig (salyginiais vienetais).

87| 66 | 10,0 | 243 ] 7,9 | 1,3 | 262 ] 83 | 0,9 | 7,1
59 | 16,8 | 6,0 | 134 | 31,7 | 83 | 283 | 17,1 | 16,7 | 19,7
52 | 189 | 1,0 | 35 | 2,7 | 120 | 83 | 148 | 6,3 | 39,3
43 | 194 | 65 | 74 | 34 | 76 | 83 | 1,9 | 103 | 3,2
0,7 | 190 | 26,2 | 10,0 | 17,7 | 14,1 | 44,8 | 34 | 35

Reikia patikrinti hipoteze, kad stebimo a.d. V skirstinys yra a) normalusis; b) lognor-
malusis; ¢) a.d. V1/4 gkirstinys yra normalusis.

a)

1) Parenkame k = 6, p; = 1/6.

2 — 3) Gauname X = 12,018 ir s = 9,930. Grupavimo intervaly réziai a; ir U; pateikti
lenteléje.

i 0 1 2 3 1 5 6
a; | —oo | 2,4117 | 7,7411 | 12,0180 | 16,2949 | 21,6243 | +oo
U; 5 16 10 3 8 7

4) Randame X2 = % E?:l U2 — 49 = 12,5918. Kadangi k = 6 ir
P{x2 > 12,5918} = 0, 0275,

tai normali$kumo hipotezé atmestina (neskai¢iuojant statistikos Y;2). Vis délto, jei pratesime
analize, tai gausime Qn = 5,0515, Y;2 = 17,6433 ir pva = P{x2 > 17,6433} = 0,0034. Taigi
kriterijus, grindZiamas statistika Y;2, atmeta hipotezg dar labiau.

b) Atliekame transformacija In V1, ..., In Vig.

1) Parenkame k =6, p; = 1/6.

2 — 3) Parametry p ir o DT jvertiniai: X =2,1029 ir s = 0,9675. Réziai a; ir dazniai U;
pateikti lenteléje.

i 0 1 2 3 1 5 6
a; | —oo | 1,1675 | 1,6865 | 2,1030 | 2,5195 | 3,0385 | +oo
U; 7 6 9 9 1 7

4) Gauname X2 = £ 3520 U2 — 49 = 2,0612 ir P{x? > 2,0612} = 0,8406. Hipotezé
neatmetama.

5) Pratesiame analize apskaiGiuodami statistikos Y;2 reikime. Pagal (2.3.13) normaliojo
skirstinio atveju gauname Q, = 3,5695 ir Y;2 = X2 4+ Q,, = 5,6307. Asimptotiné P reikimé
pva = P{x% > 5,6307} = 0, 3438. Hipotezé neatmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo
nevir§ija 0,3438.

. s 1/4 1/4

c) Atliekame transformacija V;'",..., Vg .
1) Parenkame k =6, p; = 1/6.
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2 — 3) Parametry p ir o DT jvertiniai: X = 1,7394 ir s = 0,3944. Ré%iai a; ir dazniai U;
pateikti lenteléje.

i 0 1 2 3 1 5 6
a; | —oo | 1,3579 | 1,5695 | 1,7394 | 1,9093 | 2,1209 | +oo
U; 7 8 12 1 11 7

4) Statistika X2 = 539 | U2 — 49 = 5,2449 ir P{x? > 5,2449} = 0,3867. Hipotezé
neatmetama.

5) Pratesiame analize apskai¢iuodami statistikos Y,2 reik¥me. Gauname: @, = 0,4681,
Y2 = X2 +Qn = 5,7130. Asimptotiné P reikimé grindZiama statistika Y;2 yra

pv =P{x2 > 5,7130} = 0, 3352
gana didelé. Todél néra pagrindo atmesti hipoteze.

2.3.3 pavyzdys. Reikia patikrinti hipoteze, kad pateiktieji n = 100 skai¢iy gauti stebint
normalyjj a.d.

237,34 247,43 251,30 257,64 258,87 261,01 263,05 265,37 265,77 265,95 271,59 273,84 278,85
282,56 283,10 283,18 283,22 285,99 287,81 288,24 291,15 291,86 294,32 295,36 295,47 295,90
296,92 297,63 298,75 300,52 302,95 303,58 304,46 304,55 305,24 305,24 306,25 306,64 306,30
307,31 307,96 308,49 309,70 310,25 310,32 312,18 313,18 313,37 313,61 313,63 315,03 316,35
317,91 318,34 319,42 322,38 324,55 325,02 325,47 326,14 327,82 327,83 337,45 340,73 341,14
342,14 343,50 344,21 346,49 346,72 346,81 348,46 350,19 350,20 351,25 352,23 353,04 353,44
353,79 355,09 355,63 357,48 365,92 366,76 370,46 371,77 373,10 373,92 380,89 381,26 387,94
391,21 402,68 406,04 406,60 409,58 414,93 415,18 418,82 444,66

1) Tegu k =8 irp; =...=pg =1/8 =0,125.
2) Parametry p ir o DT jvertiniai yra g = 324, 3367, 6 = 42,9614,

P;=1i/8, 2z =®"Y(P), a;=p+ 26

Reik8més z;, a; ir U; pateikiamos lenteléje.

7 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Zi | —oo | -1,150 | -0,674 | -0,319 0,000 0,319 0,674 1,150 | +oo
a; | —oo | 274,919 | 295,360 | 310,650 | 324,337 | 338,024 | 353,314 | 373,755 | 400
U; 12 11 22 11 7 14 10 13

4) Gauname

g S
2= ﬁZUE—H}O: 10,72
i=1
ir
P{x2 > 10,72} = 0,1513
néra maza, todél skai¢iuojame statistikos Y;2 reiksme.

5) Pagal (2.3.13) formule, kai skirstinys normalusis, gauname: Q,, = 2,6503, Y,2 = X2 +
Qn = 13,3703.

Asimptotiné P reiksmeé grindziama statistika Y;2 yra pv, = P{x2 > 13,3703} = 0, 0636.
Hipotezé neatmestina, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo nevirsija 0,0636.

Tarkime, kad hipotezei tikrinti taikome skyrelio 2.3.2. Pirsono kriterijy imdami surastus
DT jvertinius ir intervalus. Formaliai ziurint tai néra korektiSka, nes jvertiniai surasti ne
pagal grupuotus duomenis, o intervaly galai néra konstantos. Jeigu nekreipdami démesio
i sias aplinkybes gautaja statistikag remdamiesi teorema 2.2.1 aproksimuotume chi kvadrato
skirstiniu su k — s — 1 = 5 laisvés laipsniais (jvertinti 2 parametrai), tai gautume

pva = P{x2 > 10,72} = 0,0572.

Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo vir§ija 0,0572. Matome, kad neko-
rektiSkai taikydami chi kvadrato suderinamumo kriterijy galime padaryti klaidinga iSvada.
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2.4. Chi kvadrato nepriklausomumo kriterijus
Tarkime
A: {Al,...,AS :AiﬁAJ— :Q),Z?éj = ].,...S, UleAi :Q},

BZ{Bl,...,BTZBiﬁBj:Q),Z.#jZL...T, Uz’:le:Q}

yra dvi nesutaikomuy, sudaranc¢iy pilng grupe jvykiy, kuriuos galime stebéti eks-
perimento metu, sistemos. Pavyzdziui, jei dvimacio a.v. (X,Y )T komponenéiy
reik8miy aibés padalytos atitinkamai j poaibius [;, i =1,...,sir J;,j =1,...,7,
tai galime apibrézti A; = {X S Iz}, Bj = {Y S JJ}

Konkretesnis pavyzdys: jvykiai Ay, ..., A5 gali reiksti atitinkamai, kad sutuok-
tiniy pora turi 0, 1, 2, 3 arba ne maziau kaip 4 vaikus (X reiskia vaiky skaiciy), o
ivykiai By, ..., By gali reiksti, kad sutuoktiniy metinés pajamos (eurais) atitinka-
mai patenka j intervalus

[0, 400), (400, 900], (900, 1500] ir (1500,00),

(Y — pajamas).

Atliekama n stebéjimy. Pazymékime U;; jvykio A; N B; pasirodymo skaiciy.
Pavyzdziui, Uss reikia skai¢iy Seimy, kurios turi du vaikus, o pajamos yra
intervale (900, 1500] tarp n stebétyjy.

Stebéjimo rezultatus galime suraSyti j pavidalo 2.4.1 lentele.

2.4.1 lentelé. Stebéjimo rezultatai

A\B, | Bi B, .. B | %
Ay Un U ... Uy | Uy
Ay U Uz ... U | Us
As Usl U82 Usr Us.
by U, Uy .. U, n

Cia

S
Ui=Y Uy, i=1..8 U;j=>» Uy j=1..,r
i=1

Pazymékime
M5 = P{Al N Bj},

T s s
;. = E Tij s T = E Tijs E ;. = ]., E .5 = 1.
j=1 i=1 i=1

Atsitiktinis vektorius

U = (U117 eeey U17‘7 U217 sy U2T7 eeey U817 seey UST’)T
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turi polinominj skirstinj (zr. (2.1.2)):

s T
P = {,Psxr(nwﬂ-)a ™= (7711; --~77Ts7')T7 0< T < 1, Zzﬂ-ij - 1}

i=1j=1
Nepriklausomumo hipotezé (dviejy atsitiktiniy jvykiy sistemy)
H6 LTy = P{Al N B]} = P{AZ}P{BJ} = T;.T.5, 1= 1, ey Sy ] = 1, cee, T
(2.4.1)

Jeigu sistemos A ir B apibréZiamos naudojant a.d. X ir Y patekima j intervaly
sistemas, tai esant neteisingai hipotezei H{, tuo labiau neteisinga
Nepriklausomumo hipotezé (dviejy atsitiktiniy dydziy)

Hy: F(z,y) =P{X <2,Y <y} = Fi(x)Fx(y), Vz,y€R. (2.4.2)

Tikrinsime hipoteze H),. Atmetus hipoteze H/, natiiralu atmesti ir hipoteze
Hy. Hipotezés H|, alternatyva yra

Hi: m;; # m.m; su kuriais nors i,j.

Polinominio skirstinio tikimybiy m;; DT jvertiniai, maksimizuojantys tikétinumo

funkcija
n' i r U
L(m) = Uptl Uy HHWU ’

i=1j=1
yra ﬁ'ij = UZ]/TL
Jeigu hipotezé H| teisinga, tai m;; yra s +r — 2 parametry
0= (7T1., vy Tg—1-5 T.1, "'77T'T—1)Ta
funkcijos, t.y.
Tij = Wij(e) = T.T.5.

Taigi, kai teisinga hipotezé H{), tikétinumo funkcija turi tokj pavidala (plg.
(2.2.4))

= n! UL TT U
56) = Lwimy = mims) = gy L 1=
i=1 j=1
o jos logaritmas
(0)=C+> Uilnm +» Ujlnm;.
i=1 j=1

Parametry m;. DT jvertiniai tenkina lygtis

or _ Ui _Us =0, i=12,...,s—1,
om;. m. T
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o kartu ir lygtis
UZ:’JTS.:US.’/TZ:, i:1,2,...,8.

Sumuodami pagal i = 1,...s ir atsizvelge i salygas

S S
E . = 1, E Ul =n,
i=1 i=1

gauname tikimybiy ;. DT jvertinius:

ﬁ'i. :le‘,/n7 iZl,...,S.
Analogiskai

fr.j:U,j/n, jzl,...,’f’.

Taigi, kai teisinga hipotezé Hy), polinominio skirstinio tikimybiy m;; = m;.7.; DT
jvertiniai yra

U;. U;

non

Naudodami §iuos jvertinius gauname statistika (7r. (2.2.6))

s r A s r 2
X2=x200=%"%" (U — niti7;)? 153> UZUZ] “1). (243

nw;. T
i=1 j=1 vt i=1 j=1

7AT'ij = 77”(0*) = ﬁ'i. ﬁ] =

Pagal teorema 2.2.1 gautoji statistika asimptotiskai (kai n — oo) pasiskirs¢iusi
pagal chi kvadrato skirstinj su

rs—1—(r+s—2)=(r—-1)(s—-1)
laisves laipsniy.

Chi kvadrato nepriklausomumo kriterijus: hipotezé H) atmetama asimp-
totiniu « lygmens kriterijumi, kai

X2 >3 ((r—1)(s—1)). (2.4.4)

Jeigu hipotezé H|, atmetama, tai natiralu atmesti ir hipoteze Hp.
Jeigu s = r = 2, tai statistikos X2 igraiska paprastesné:

2 _ n(U11U22 - U12U21)2
" U1.U.U1U4

2.4.1 pavyzdys. Lenteléje pateikti skaiCiai sutuoktiniy, sugrupuoty pagal vaiky skaiciy
(pozymis A) ir metines pajamas (poZymis B). Reikia patikrinti hipoteze dél poZymiy A
ir B nepriklausomumo.

X

2.4.2 lentelé. Statistiniai duomenys

[0, 400] (400, 900] (900, 1500] (1500, c0)
0 2161 3577 2181 1635 9558
1 2755 5081 2299 1052 11110
2 936 1753 640 306 3635
3 225 419 96 38 778
>4 39 98 31 14 182
6116 10928 5173 3046 25263
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I8 Sios lentelés gauname

21612 N 35772 N 142
9558 - 6116 = 9558 - 10928 1823046

X2 = 25263 ( 1) = 568, 5.

Kai hipotezé teisinga, Sios statistikos skirstinys aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su
(4 —1)(5—1) = 12 laisvés laipsniy. Kadangi

pua =1 —P{x3, > 568,5} < 10716

tai hipotezé atmetama.

2.5. Chi kvadrato homogeniSkumo kriterijus

Sakykime, kad yra s nepriklausomy objekty grupiy; ¢-osios grupés objekty
skai¢iy pazymékime n;. Tarkime, kad

BZ{B17...7B7~ZBiﬁszw,i#jZL...’/‘, U;=1BIL'ZQ}

yra pilna nesutaikomy jvykiy grupé. Atlikus bet kurio objekto stebéjimg, 7i-
noma, kuris i§ ivykiy By, ..., B, ivyko.
Pazymékime

m;; = P{Bj| j-asis objektas priklauso i-ajai grupei}. (2.5.1)

Pavyzdziui, s skirtingy profesijy atstovy pildo psichologinj testa. Kiekvienas
asmuo gali bati jvertintas balais 1,...,5. Siuo atveju

B; = {asmuo surinko j baly},

J=1_...,r =5, ir m; yra tikimybé, kad i-osios profesijos atstovas surinks j
baly. Siame pavyzdyje dominantis faktorius B yra surinkti balai.

Homogeniskumo hipotezé (faktoriaus B atzvilgiu):
Hy:myj=..=7g:=m, j=1,..,1, (2.5.2)

kuri reiSkia, kad esant fiksuotam j jvykio B; tikimybé yra ta pati visy grupiy
objektams.

Minéto pavyzdzio atveju hipotezé reiskia, kad tikimybé gauti j baly visy
profesijy atstovams vienoda, kad ir kokj paimtume j.

2.5.1 pastaba. Kriterijai naudojami hipotezei Hy tikrinti, daznai taikomi ir
atsitiktiniy dydziy skirstiniy lygybeés hipotezei tikrinti.

Tarkime, kad
(Xih Xi?a "-aXi’rLi)Tv 1= 17 ey S,

yra s nepriklausomy paprastyjy iméiy. Sudalinkime abscisiy a§j j intervalus
tafkais —oo = ag < a1 < ... < a, = +oo. Ivykis B, reigkia, kad stebimas a.d.
X patenka j j-aji intervaly I; = (a;_1, a;].

Tegu F;(z) yra a.d. X;j, i =1,..., s pasiskirstymo funkcija.
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Homogeniskumo hipotezé (nepriklausomy iméiy):
H) : Fi(z) = Fy(z) =--- = Fs(x). (2.5.3)
Jeigu hipotezé H|, yra teisinga, tai tuo labiau teisinga hipotezé Hy, nes
i =P{X; € (a1, q;]} = Fi(a;) — Fi(aj—1), i=1,..,s, j=1,..,r

Taigi, atmetus hipoteze Hp, natiralu atmesti ir hipoteze H|. Jei hipotezé Hp
priimama, tegalima tvirtinti, kad sugrupuoti duomenys nepriestarauja hipotezei
Hj.

Pazymeékime Us; i-osios grupés objekty, kuriems jvyko jvykis B;, Uz + ... +
Uir = n; skaiciy, t.y. U,; yra i-osios imties elementy, patekusu; i intervalg
Ij = (aj_l,aj], skaicius.

Stebéjimo rezultatus galime surasSyti j analogiska 2.4.1 lentele.

2.5.1 lentelé. Stebéjimo duomenys

1 2 T b
1| U U ... U | mg
2 U21 U22 UQT» no
S Usl USQ Usr Ng
X1 U:1 Us ... U, | n

Atsitiktinis vektorius U; = (Usy, ..., Us)T turi polinominj skirstinj:

Ui N,PT(’H,Z‘, 7\'1‘), ™, = (7Ti1,...,7TiT)T.
Kai hipotezé H teisinga, tikimybés 7;; yra r—1 parametro 6 = (71, ..., m—1)7
funkcijos. Tikétinumo funkcija turi tokj pavidala
r—1

[~/(7r1,...,7TT 1) HU HH JU 7TT=1—Z;7Ti,

0 jos logaritmas
Z(m,...,ﬂr 1) C+ZZUWIH7TJ_C+ZU Inmj,
i=1 j=1
Parametry 7; DT jvertiniai tenkina lygtis

o U; U

or; m Ty

o kartu ir lygtis
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Sumuodami pagal j = 1,...,r ir atsizvelge i lygybes

T S
E T = 1, E U.j =n,
Jj=1 i=1

gauname, kad parametry 7; DT jvertiniai yra
ﬁ'j = U.j/n, ] = 1,...,7“

Taigi, kai teisinga hipotezé Hy, tikimybiy m;; DT jvertiniai yra

fnmjz
ZZ ”7”] =n|> > -1]. (2.5.4)

i=1j—1 i=1j—1

’I’LiU,j

Pagal siek tiek bendresne uz 2.2.1 teorema (kai vietoje chi kvadrato kvadraty
sumos, atitinkancios vieng polinominj skirstinj, nagrinéjama suma chi kvadrato
kvadraty sumy,atitinkanciy kelis nepriklausomus polinominius skirstinius) gau-
name, kad gautoji statistika asimptotiskai (n; — oo, ¢ = 1,...,s) turi chi
kvadrato skirstinj su

sr=1)=(r-1)=(@r-1)(s—1)
laisves laipsniy.

Chi kvadrato homogeniskumo kriterijus: homogeniskumo hipotezé Hy
atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

X2 >2((r—1)(s —1)). (2.5.5)

Jeigu hipotezé Hy atmetama, tai naturalu atmesti ir hipoteze H).
Kartais nagrinéjamos siauresnés uz H{, hipotezés:

1. Hipotezé
Hi:FlZ...:Eg:FO7

kurioje tvirtinama, kad pasiskirstymo funkcijos Fi, ..., Fs ne tik sutampa tar-
pusavyje, bet ir lygios zinomai pasiskirstymo funkcijai Fjp.
Tikimybiy 7;; terminais formuluojama platesné hipotezeé:

H1 T = e =Ty = M50 = Fo(aj) — F()(aj,l), j == 1, ey T
Kadangi jokiy nezinomy parametry néra, tai kriterijaus statistika sudarome

pagal skyrelj 2.1.:
_yoy Wi —mim)? (2.5.6)
=1 j=1 nzﬂ—]O
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Jeigu H; yra teisinga ir n; — 0o, ¢ = 1,..., s, tai vidinés sumos asimptotiskai
pasiskirs¢iusios pagal chi kvadrato skirstinius su r — 1 laisvés laipsniu, o X2 —
su s(r — 1) laisvés laipsniy. Hipotezé H; atmetama asimptotiniu reik§mingumo
lygmens « kriterijumi, kai

X2 > \2(s(r—1)). (2.5.7)
Jeigu hipotezé H| atmetama, tai natiralu atmesti ir hipoteze Hj.

2. Hipotezé
H)): Fi(z) = ... = Fy(z) = F(x,0),

kurioje tvirtinama, kad pasiskirstymo funkcijos Fi, ..., Fs ne tik sutampa tar-
pusavyje, bet ir sutampa su pasiskirstymo funkcija F(z;0), kurios funkcinis
pavidalas yra Zinomas, taciau ji priklauso nuo nezinomo baigtinés dimensijos
parametro 6 = (0y,...,0,)7, 0 <l < r.

Tikimybiy 7;; terminais formuluojama platesné hipotezeé:

Hy:mj;=..=ms =7;(0)=F(aj; 0) — F(aj_1; 0), j=1,..,7

DT ar chi kvadrato minimumo metodu pagal grupuotus duomenis jvertine pa-
rametra @, sukonstruojame statistiky

Z Z "’7”)(9)) , (2.5.8)

=1 j=1 Tlﬂ'j

kurios asimptotinis skirstinys, kai (n; — o0), remiantis 2.2.1 teorema yra chi
kvadrato su s(r — 1) — [ laisvés laipsniy. Hipotezé Hy atmetama asimptotiniu
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

X2 > 2 (s(r—1) =1). (2.5.9)

Jeigu hipotezé H) atmetama, tai natiiralu atmesti ir hipoteze Ho.

2.5.1 pavyzdys. Lenteléje pateikti vaiky (berniuky ir mergaiciy), gimusiy évedijoje kiekvieng
1935 mety ménesj, skaiciai (zr. [9]). Reikia patikrinti hipoteze, kad berniuko gimimo tikimybé
per metus yra pastovi.

Ménuo Xil Xig )(Z Ménuo Xil XiQ X7
1 3743 3537 | 7280 7 3964 3621 | 7585
2 3550 3407 | 6957 8 3797 3596 | 7393
3 4017 3866 | 7883 9 3712 3491 | 7203
4 4173 3711 | 7884 10 3512 3391 | 6903
5 4117 3775 | 7892 11 3392 3160 | 6552
6 3944 3665 | 7609 12 3761 3371 | 7132

Sioje lenteléje X;1 — berniuky skaifiai; X;2 — mergaiCiy skaiciai; s = 12, » = 2. Kai
hipotezé teisinga, yra tik vienas nezinomas parametras p — berniuko gimimo tikimybé. Pagal
(2.5.4) gauname

X2 = i ((Uil —nip)? N Uiz —ni(1 fﬁ))2> & (Uin — nip)? _

et nip ni(1—p) = nip(l—p)
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12 2

1 1 U: U; 45682

_ (= U, =14,6211; p= " = ——= =0,51745.
1—-p\p — i n 88273

3

Laisvés laipsniy skai¢ius yra (s — 1)(r — 1) = 11. Kadangi
pva = P{x3, > 14,6211} = 0, 2005,

tai atmesti hipoteze néra pagrindo.

2.6. Pratimai

2.1. Raskite Pirsono statistikos X2 i§ (2.1.5) pirmuosius du momentus, kai tikrinamoji
hipotezé: a) teisinga; b) neteisinga.

2.2. (2.1 pratimo tesinys.) Jrodykite, kad jei tikimybés m;0 = 1/k, tai X2 dispersija yra
V(X2) =2k2(n—1){2(n—2) >, 3 — (2n—3) (>, 72)2+ >, ©2}/n , o jeigu ir m; =m0 = 1/k,
tai V(X2) =2(k —1)(n — 1)/n.

2.3. Trodykite, kad teoremos 2.1.1 salygomis statistika
B k
Xp=nY (1 —mo)[H(Ui/n) — H(mi))?
i=1

asimptotiskai(n — oo) pasiskirs¢iusi pagal chi kvadrato skirstinj su k — 1 laisvés laipsniy; ¢ia
H(z) = arcsin x.

2.4. Jrodykite, kad matrica ¥ = Ej —+/7(v/7)7 yra idempotentiné, o jos rangas k—1; ¢ia
Ej, — vienetiné k x k matrica, /7 = (\/1, .., VTK) 1,0 < m; < 1,0 =1,....k, 71 +...+7 = 1.

2.5. Skaitmenys 0, 1, 2,...,9 tarp pirmyjy 800 skai¢iaus 7 Zenkly kartojasi atitinkamai
74, 92, 83, 79, 80, 73, 77, 75 ,76, 91 karta. Ar galima Siuos duomenis interpretuoti kaip a.v.
U ~ P1o(800, ), ® = (1/10,...,1/10)T realizacija?

2.6. Tikrinama hipotezé apie atsitiktiniy skaiciy lentelés korektiSkuma, t.y. hipotezé,
kad lenteléje skaitmenys 0, 1, 2, ..., 9 pasitaiko su vienodomis tikimybémis p = 0, 1. Hipotezé
tikrinama x2 kriterijumi. Koks turi biiti imties didumas, kad ta hipotezé bity atmesta su
tikimybe, ne mazesne uz 0,95, jei Zinoma, kad 5 skaitmenys lenteléje pasirodo su tikimybémis
0,11, o kiti 5 — su tikimybémis 0,09 (kriterijaus reik§mingumo lygmuo yra 0,05).

2.7. Mendelis stebéjo, kokios zirniy séklos gaunamos kryzminant augalus, kuriy séklos
geltonos ir apvalios, su augalais, kuriy séklos raukslétos ir zalios. Rezultatai pateikti lenteléje
kartu su teorinémis tikimybémis, apskai¢iuotomis remiantis Mendelio paveldimumo teorija.

Séklos Daznumai | Tikimybés
Geltonos ir apvalios 315 9/16
Geltonos ir raukslétos 101 3/16
Zalios ir apvalios 108 3/16
Zalios ir raukslétos 32 1/16
b 556 1

Ar stebéjimo duomenys neprie§tarauja Mendelio paveldimumo teorijai?

2.8. Kryzminant du kukurtizy tipus gauti keturi skirtingi augaly tipai. Pagal paprastaja
Mendelio paveldimumo teorija Sie tipai turéty pasirodyti su tikimybémis 9/16, 3/16, 3/16 ir
1/16. Stebint 1301 augala gauti tokie dazniai 773, 231, 238 ir 59. Su kokiu reik§mingumo
lygmeniu x? kriterijus nepriestarauja Mendelio modeliui?

2.9. Nuskaitant prietaiso skalés parodymus, kai paskutinis skaitmuo jvertinamas i§ akies,
stebétojai kartais nesamoningai suteikia pirmenybe kai kuriems skai¢iams. Lenteléje pateikti
paskutiniyjy skaitmeny dazniai tam tikram stebétojui atlikus 200 stebéjimy.
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Skaitmuo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Daznis 35 |16 | 15 | 17 | 17 | 19 | 11 | 16 | 30 | 24

I8 lentelés matome, kad skaitmenys 0 ir 8 pasirodo Siek tiek dazniau, palyginti su kitais.
Ar galima daryti iSvada, kad stebétojas daro sistemine paklaida?

2.10. Per 8000 bandymy nesutaikomi, sudarantys pilna jvykiy grupe, jvykiai A, B ir C
pasirodé 2014, 5012 ir 974 kartus. x? kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad jvykiy pasirodymo
tikimybés yra pa = 0,5 — 2a, pg = 0,5+ @, pc = a, 0 < a < 0, 25.

2.11. Tarp 2020 Seimy buvo uZzregistruota 527 Seimos, kuriose abu vaikai berniukai, 476
Seimos, kuriose abu vaikai mergaités, ir 1017 Seimy, kuriose vaikai skirtingy ly¢iy. Ar galima
tvirtinti, kad berniuky skai¢ius eimose su dviem vaikais yra a) binominis a.d.; b) binominis,
kai berniuko ir mergaités gimimo tikimybés vienodos.

2.12. Diskretaus a. d. penkios nepriklausomos realizacijos yra 47, 46, 49, 53 ir 50. Ar
galima tvirtinti, kad buvo stebimas Puasono a.d.?

2.13. Rezerfordo ir Geigerio bandymuose buvo registruojamas radioaktyvios medZiagos
per 2608 ilgio 7.5 sek. periodus i8spinduliuoty « daleliy skai¢ius. Rezultatai pateikti lenteléje
(i — i8spindulivoty daleliy skaitius, V; — periody, per kuriuos buvo stebima 4 daleliy, skai¢ius).

% 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
Vi | 57 | 203 | 383 | 525 | 532 | 408 | 273 | 139 | 45 | 27 | 10 4 2

Ar nepriestarauja gauti duomenys, kad buvo stebimas Puasono a.d.?

2.14. Kontroliniu prietaisu buvo iSmatuotas atstumas r (mikronais) nuo detalés svorio
centro iki jos iSorinio cilindro agies. Matavimo rezultatai pateikti lenteléje (r; — reikmés, n;
— daZniai).

T n; T n;
0-16 40 80 — 96 45
16 -32 | 129 96 — 112 19
32-48 | 140 | 112 - 128 8
48 — 64 | 126 | 128 — 144 3
64 — 80 91 144 - 160 1

Remdamiesi x? kriterijumi, patikrinkite, ar stebéjimo rezultatai nepriestarauja prielaidai,
kad stebimi atstumai pasiskirste pagal Reléjaus désnj.

2.15. Nustatant 200 elektros lempuciy degimo laiky T, gauti rezultatai pateikti lenteléje
((ai—1, a;] — degimo laiko intervalai, n; — daZniai).

(aj—1 — —a; | ng T; n
0 - 300 53 | 1800 — 2100
300 — 600 41 2100 — 2400
600 — 900 30 | 2400 - 2700
900 - 1200 22 | 2700 — 3000
1200 — 1500 16 | 3000 — 3300
1500 — 1800 12 | 3300 — 3600

S

ON WOt ©

Remdamiesi x? kriterijumi, patikrinkite, ar stebéjimo rezultatai nepriestarauja prielaidai,
kad lemputés degimo laikas pasiskirstes pagal eksponentinj désnj.

2.16. Lenteléje pateikti prapuolimo kampai 209 pasto balandziy, kai atliekant bandyma
buvo bandoma paveikti jy ,vidinj laikrodj* (zr. [21]).
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Kryptis | DaZnis | Kryptis | DaZnis
0°— 26 180°— 14
30°— 22 210°— 11
60°— 26 240°— 12
90° — 30 270°— 5

120°— 29 300°— 5
150°— 18 330°— 11

Duomenys sugrupuoti j 30° ilgio intervalus. Lenteléje nurodyti kampai ¢;, atitinkantys
i-ojo intervalo pradzig ir patekusiy j i-ajj intervaly dazniai n;, ¢ = 1,...12. Patikrinkite
hipoteze, kad turimi duomenys neprieStarauja prielaidai, jog prapuolimo kampas turi Mizeso
skirstinj M (u, 6).

2.17. Lenteléje pateikta smélio grudeliy orientacija plok§tumoje (Zr. [21]).

Kampas | Kiekis | Kampas | Kiekis | Kampas | Kiekis
0°— 244 60°— 326 120°— 322
10°— 262 70°— 340 130°— 295
20°— 246 80°— 371 140°— 230
30°— 290 90°— 401 150°— 256
40°— 284 100°— 382 160°— 263
50°— 314 110°— 332 170°— 281

Kampai sugrupuoti j 10° ilgio intervalus (nurodoma grupavimo intervalo pradzia). Gre-
timuose stulpeliuose nurodomi smélio grudeliy, kuriy orientacija patenka j atitinkamus inter-
valus skaiciai.

Padvigubine kampus perveskite duomenis j intervala [0° — 360°]. Patikrinkite hipoteze,
kad stebétas atsitiktinis kampas turi Mizeso skirstinj M (u, ).

2.18. Didumo n = 100 imties realizacija pateikta lenteléje.

338 | 336 | 312 | 322 | 381 | 302 | 296 | 360 | 342 | 334
348 | 304 | 323 | 310 | 368 | 341 | 298 | 312 | 322 | 350
304 | 302 | 336 | 334 | 304 | 292 | 324 | 331 | 324 | 334
314 | 338 | 324 | 292 | 298 | 342 | 338 | 331 | 325 | 324
326 | 314 | 312 | 362 | 368 | 321 | 352 | 304 | 302 | 332
314 | 304 | 312 | 381 | 290 | 322 | 326 | 316 | 328 | 340
324 | 320 | 364 | 304 | 340 | 290 | 318 | 332 | 354 | 324
304 | 321 | 356 | 366 | 328 | 332 | 304 | 282 | 330 | 314
342 | 322 | 362 | 298 | 316 | 298 | 332 | 342 | 316 | 326
308 | 321 | 302 | 304 | 322 | 296 | 322 | 338 | 324 | 323

Modifikuotuoju x2 kriterijumi (grupavimo intervaly skai¢ius k = 8) patikrinkite hipoteze,
kad buvo stebimas normalusis atsitiktinis dydis.

2.19. Lenteléje pateikti duomenys, apibtdinantys tam tikro elemento koncentracija nesurea-
gavusiame likutyje pasibaigus cheminiam procesui.

10 | 51 8 47 8 5 56 | 12
30 | 25 | 12 3 22 5 15 4
3 5 54 | 110 | 24 | 16 2 37
68 | 10 | 16 11 78 6 17 7
11 4 14 45 17 | 10 | 15 | 20
35 | 11 | 34 3 4 12 7 6
13 1 4 36 18 | 10 | 37 | 28
4 10 | 38 6 11 | 24 9 4
17 9 32 27 2 12 8 93
14 4 9 10 19 2 5 21

4
29 15 4 18 | 41

7 2 14
21 15 24
10 3 11 | 13
12 31 14
8 135 | 22
9 10 3
25 30 20

18 | 49
33 | 72
19 | 16
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Modifikuotuoju x? kriterijumi (grupavimo intervaly skai¢ius k = 10) patikrinkite hipoteze,
kad buvo stebimas lognormalusis atsitiktinis dydis.

2.20. Lasteles veikiant rentgeno spinduliais, jose kei¢iasi kai kurios chromosomos. Len-
teléje pateikti keliy nepriklausomy bandymy serijy duomenys (i — chromosomy pasikeitimy
skai¢ius, n;; — lasteliy su ¢ pasikeitimy k-ajame eksperimente skaicius).

i 0 1 2 | >3 > n
nia | 280 | 75 | 12 | 1 368
niz | 593 | 143 | 20 | 3 759
nis | 639 | 141 | 13 | 0© 793
nis | 359 | 109 | 13 | 1 482

Patikrinkite hipoteze, kad visos 4 imtys gautos stebint atsitiktinius dydzius, kuriy skirs-
tiniai yra a) Puasono; b) tie patys Puasono.

2.21. Modifikuotuoju chi kvadrato kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad pateikti n = 100
skai¢iy yra normaliojo a.d. realizacija.

24 | 41 | 30 | 37 | 25 | 32 | 28 | 35 | 28 | 51 | 36 | 26 | 43 | 25 | 27
39 | 21 | 45 | 39 | 25 | 29 | 43 | 66 | 25 | 24 | 56 | 29 | 31 | 41 | 41
36 | 57 | 36 | 48 | 25 | 36 | 48 | 24 | 48 | 22 | 40 7131 | 24 | 32
53 | 33 | 46 | 22 | 33 | 25 | 37 | 34 | 32 | 41 | 36 | 19 | 32 | 25 | 19
19 | 37 | 20 | 21 | 48 | 44 | 35 | 19 | 44 | 34 | 29 | 48 | 38 | 43 | 48
35 | 42 | 37 | 35 | 36 | 58 | 45 | 34 | 40 | 37 | 21 | 41 | 11 | 41 | 27
50 | 24 | 37 | 39 | 33 | 45 | 39 | 43 | 21 | 34

Pakoreguokite kriterijy atsizvelgdami i tai, kad duomenys suapvalinti.

2.22. Dviejose nepriklausomose didumo 500 imtyse buvo uZregistruota laikrodziy, istatyty
ivairiy taisykly vitrinose, rodmenys. Duomenys sugrupuoti j 12 intervaly (0 reiskia intervala
nuo 0 h iki 1 h; 1 — intervalg nuo 1 h iki 2 h ir t.t.) ir suragyti j lentele.

Imtis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 %
1 41 | 34 | 54 | 39 | 49 | 45 | 41 | 33 | 37 | 41 | 47 | 39 | 500
2 36 | 47 | 41 | 47 | 49 | 45 | 32 | 37 | 40 | 41 | 37 | 48 | 500

Remdamiesi x2 kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad abiejose imtyse laikrod#iy rodmeny
patekimo j visus intervalus tikimybés yra vienodos.

2.23. Viename sraute i§ 300 stojan¢iyjy pazymius ,nepatenkinamai“, ,patenkinamai®,
»gerai“ ir ,Jabai gerai gavo atitinkamai 33, 43, 80 ir 144; kito srauto stojantieji atitinkamai
39, 35, 72 ir 154. Ar galima laikyti, kad abiejy srauty stojantieji pasirenge vienodai?

2.24. Paleidus raketa 87 kartus, buvo gauti tokie duomenys apie atstuma X(m) ir
nukrypima Y (kampo minutés).

z:\y; (-250,-50) | (-50,50) | (50,250) | &

0 — 1200 5 9 7 21
1200 — 1800 7 5 5 21
1800 — 2700 8 21 16 45
5 20 35 32 87

Ar 8ie pozymiai nepriklausomi?

2.25. Tiriant granulometrine kvarco sudétj Anyksciy ir Afrikos smélio pavyzdZziuose, buvo
gauta duomeny apie jo grideliy didziosios aSies ilgj. Remiantis pavyzdZiy granulometrine
sudétimi daromos tam tikros iSvados apie geologines smélio susidarymo salygas. Pateikiami
duomenys sugrupuoti vienodo ilgio intervalais (X; — i-ojo intervalo vidurys).
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X; 9 | 13 | 17 | 21 | 25 | 29 | 33 | 37 | 41 | 45 | 49 P
Anykscéiy smeélis | 4 | 12 | 35 | 61 | 52 | 23 7 4 2 1 0 201
Afrikos smélis 0 6 10 | 12 | 13 | 12 | 16 | 12 | 11 7 4 102

Remdamiesi x? kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad imtys yra to paties atsitiktinio dy-
dzio.

2.7. Atsakymai ir nurodymai.

2.1. a) E(X2)=k—-1, V(X2)=2(k— 1)+ [-2(k — 1) — k2 + 3,(1/m0)]/n = 2(k — 1)
O(1/n); b) B(X2) =k — 1+ n 3, ((m — mi0)?/mio) + > (i — mi0) (1 — m5) /mi0), V(X7)
2(n—-1)/n){2(n—2) — (2n—3)(3; (7 /mi0))? —2 >, (w2 /mi0) 3 (mi/mi0) +3 > (72 /m2))} —
[, (mi/mi0))? — 3, (mi/7%)] /n. Nurodymas.

V(X72) =EQ_(UF/(nmi0))* = Q_(BUZ/(nmi0)))?.

(3 (3

+

Raskite momentus E(U?), E(U}'), E(U2U?) (pavyzdZiui, naudodami faktorialiniy momenty
i§raiskas) ir sutraukite panagiuosius narius. 2.3. Nurodymas. Irodykite, kad a.v.

VAV = w10 (H(U /n) = H(x10)), s /T — 70 (H(Us /n) — H(mi0)))”

yra asimptotiskai normalusis N (0,3X) su ta pacia kovariacine matrica X kaip ir 2.1.1 teore-
moje. 2.5. Statistika X2 jgijo reikime 5,125 ir pv, = P{x2 > 5,125} = 0, 8233; duomenys
neprietarauja igkeltai hipotezei. 2.6. n > 881. 2.7. Statistika X2 jgijo reik§me 0,47 ir
PV = P{Xg > 0,47} = 0,9254; duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei. 2.8. Statistika
X2 jgijo reik¥me 9,2714 ir pva = P{x3 > 9,2714} = 0,0259; hipotezé atmetama, jei kriteri-
jaus reik8mingumo lygmuo virsija 0,0259. 2.9. Tikrinant hipoteze H : 7y = 1/10, i =1,...,10
statistika X2 jgijo reiksme 24,9 ir pv, = P{xg > 24,9} = 0,0031; hipotezé atmestina. At-
likdami tolesne analize patikrinkime hipoteze, kad skaitmeny 0 arba 8 pasirodymo tikimybé
0,2. Esant teisingai hipotezei S = Uy + Ug ~ B(n,0,2) ir jgijo reikdme 65. Taigi pv = P{S >
65} = 0,00002. Isvada: stebétojas daro sistemine paklaida. 2.10. Parametro « jvertis yra
& = 0,1235. Statistika X2(&) igijo reikime 0,3634 ir pva = P{x? > 0,3634} = 0, 5466;
duomenys neprieStarauja iSkeltai hipotezei. 2.11. Berniuko gimimo tikimybés jvertis yra p =
0,5126. Statistika X2(p) igijo reik§me 0,1159 ir pv, = P{x? > 0,1159} = 0, 7335; duomenys
neprie§tarauja iskeltai hipotezei. Jeigu tartume, kad berniuko ir mergaités gimimo tikimybé
vienoda ir lygi 1/2, tai jokiy parametry vertinti nereikia. Statistika X2 jgijo reikéme 2,6723 ir
PUq = P{Xg > 2,6723} = 0,2629; duomenys neprieStarauja ir $iai hipotezei. 2.12. Statistika
X?L, turinti asimptotinj chi kvadrato skirstinj su 4 laisvés laipsniais, jgijo reikSme 0,6122 ir
PUq = P{xi > 0,6122} = 0,9617; duomenys neprie§tarauja iskeltai hipotezei. Nurodymas.
Pasiremkite tokiu faktu: esant teisingai hipotezei imties (X1, ..., Xpn)7 salyginis skirstinys,
kai suma S = Xj + ... + X, fiksuota, yra polinominis P, (S, mo), mo = (1/n,...,1/n)7T.
2.13. Parametro X jvertis yra A = 3,8666. Statistika X2(}) jgijo reikime 13,0146 ir pv, =
P{X%O > 13,0146} = 0,2229; duomenys neprieftarauja iskeltai hipotezei. Skaitiuojant statis-
tikos reik§me du paskutinieji intervalai buvo sujungti. 2.14. Parametro o2 DT jvertis yra
62 = 1581,65. Statistika X2(62) jgijo reik§me 2,6931 ir pva = P{x2 > 2,6931} = 0,9119;
duomenys neprieStarauja iSkeltai hipotezei. Skai¢iuojant statistikos reikSme du paskutinieji
intervalai buvo sujungti. 2.15. Parametro & DT jvertis yra 6 = 878,4. Statistika X2(9)
igijo reik8me 4,0477 ir pvg, = P{X§ > 4,0477} = 0,8528; duomenys nepriestarauja igkeltai
hipotezei. Skaitiuojant statistikos reikSme trys paskutinieji intervalai buvo sujungti. 2.16.
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Parametry jverdiai i = 96,16°, 0 = 0, 6854; statistikos Ry, ({1, 6) ir X2 (i, ) jgijo reiksmes 9,960
ir 10,175; atitinkamos asimptotinés P reik&més pv, = 0,354 ir pv, = 0,337. Hipotezé neat-
metama. 2.17. Parmetry jverdiai i = 180,8°,6 = 0, 2047; statistikos Rn (i, 0) ir X2 (4, 6) jgijo
reik§mes 24,858 ir 24,641; atitinkamos asimptotinés P reik§més pv, = 0,0519 ir pv, = 0, 0550.
Reikdmingumo lygmens o = 0,05 kriterijumi hipotezé neatmetama. Turint omenyje tokj
didelj stebéjimy skai¢iy, matyt, galima daryti iSvada, kad tokio tipo duomenims apraSyti
Mizeso modelis yra tinkamas. 2.18. Parametry p ir ¢ DT jveréiai yra o = X = 324,57 ir
& = 20,8342. Parenkame k = 8 intervalus. Tada X2 = 8,0, Q, = 2,8302, Y;2 = 10,8302
ir pvg = P{x% > 10,8302} = 0,1462. Hipotezé neatmetama, jei kriterijaus reik§mingumo
lygmuo nevir§ija 0,1462. 2.19. Peréje prie logaritmy Y; = In(X;) gauname DT jver&ius
p =Y = 2,4589 ir 6 = 0,9529. Parenkame k = 10 intervaly. Tada X2 = 4,1333, Qn, =
1,0668, Y;2 = 5,2001 ir pv, = P{x3 > 5,2001} = 0,8165. Duomenys nepriestarauja iskeltai
hipotezei. 2.20. a) kiekvienoje imtyje jvertiname parametra A, apskaitiuojame statistiky
Xfli (5\1) reikSmes ir jas sudedame. Gauname statistikos, kuri esant taisingai hipotezei asimp-
totiSkai turi chi kvadrato skirstinj su 4 laisvés laipsniais, realizacija. Gautoji reik§mé yra
2,5659 ir pv, = P{x? > 2,5659} = 0,6329. Hipoteze atmesti néra pagrindo; b) jvertiname
parametra A pagal jungtine imtj ir gauname A = 0,2494. Apskaitiuojame statistiky Xn, )
reik§mes ir jas sudedame; gauname 10,2317. Kadangi pve, = P{Xg > 10,2317} = 0,1758,
tai ir §i hipotezé neatmetama. Skai¢iuojant du paskutinieji intervalai buvo sujungti. 2.21.
Neatsizvelgiant j duomeny apvalinima gaunama X2 = 4,160, Q, = 0,172, Y;? = 4,332 ir
pva = P{x2 > 4,332} = 0,741. Duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei. Atlike korekcija
atsizvelgdami j duomeny apvalinimg, gauname X;LQ = 3,731, Q], = 0,952, Y;LQ = 4,683 ir
pv,, = P{x2 > 4,683} = 0,699. Duomenys nepriestarauja ikeltai hipotezei. Reikia pazyméti,
kad P reikdmés pv ir pv’ gerokai skiriasi. Nurodymas. Kadangi duomenys suapvalinti iki
sveikyjy skai¢iy, tai gautuosius intervaly galus a; reikia pastumti iki artimiausiy m=+0, 5 pavi-
dalo réziy (m — sveikasis skai¢ius) ir apskaiCiuoti statistikos reik§me naudojant naujai gautus
ré¥ius al. 2.22. Statistika (2.5.4) jgijo reik¥me 8,51 ir pva = P{x3; > 8,51} = 0,6670;
duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei. 2.23. Statistika (2.5.4) jgijo reiksme 2,0771 ir
PUg = P{x% > 2,0771} = 0,5566; duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei. 2.24. Statis-
tika (2.4.3) jgijo reiksme 3,719 ir pvg = P{Xi > 3,719} = 0, 4454; duomenys nepriestarauja
iskeltai hipotezei. 2.25. Statistika (2.5.4) jgijo reik§me 75,035 (trys paskutinieji intervalai
sujungti) ir pva = P{x2 > 75,035} < 10~12; hipotez¢ atmetama.



3 skyrius

(Glodus Neimmano 1ir Bartono
kriterijail

Ankstesniame skyriuje nagrinétas x? suderinamumo kriterijus yra gana bend-
ras ir turi geras asimptotines savybes. Tikrinant paprastaja suderinamumo
hipoteze Hy : X ~ Fy(x), kriterijaus statistikos X2 asimptotinis skirstinys
yra x2 skirstinys su k& — 1 laisvés laipsniu, nepriklausomai nuo to, kokia yra
pasiskirstymo funkcija Fy(z). Analogiskai, tikrinant sudétine suderinamumo
hipoteze Hy : X ~ Fy(z]0), 8 = (61, ...,0,)T, statistikos X2(8) skirstinys yra
x? skirstinys su k — 1 — s laisvés laipsniu, nepriklausomai nuo funkcijos Fy ir
parametro 6, jeigu parametras vertinamas DT (ar jam ekvivalen¢iu) metodu
naudojant grupuotgjqg imtj. Jeigu parametrui 8 vertinti naudojamas DT meto-
das pradiniams (negrupuotiems) duomenims, tai statistikos X?2(8) skirstinys
netgi ir asimptotiskai priklauso ir nuo funkcijos Fjy, ir nuo parametro 6.

Nagrinéjant skirstinius, priklausancius tik nuo poslinkio ir mastelio paramet-
1y, 2.3 skyrelyje pateiktas modifikuotas x? kriterijus, kurio statistika Y,? asimp-
totigkai turi y? skirstinj su k — 1 laisvés laipsniu nepriklausomai nuo hipotetinés
pasiskirstymo funkcijos ir nuo nezinomo parametro. Be to, grupavimo intervaly
galai gali priklausyti nuo imties.

Pagrindinis ¥? tipo suderinamumo kriterijy trikumas yra tai, kad jie su-
daromi remiantis maziau informatyvia grupuotaja imtimi. Be to, kriterijus yra
asimptotinis ir, norint pasiekti reikiama aproksimacijos tiksluma, i kiekviena
intervalg turi patekti vidutini§kai pakankamai stebiniy. Todél intervalai negali
buti trumpi ir hipotezé apie polinominio skirstinio parametry reiksmes (2.2.2)
gali gerokai skirtis nuo tikrinamos hipotezés (2.2.1) (7r. 2.1.1 pastaba).

39
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3.1. Suderinamumo kriterijai, remiantis negrupuo-
tais duomenimis

Tarkime, kad X = (X1, ..., X,,)7 yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X.
Tikriname paprastaja suderinamumo hipoteze

Hy: X ~ Fy(a), (3.1.1)

¢ia Fy(z) zinoma absoliuciai tolydi pasiskirstymo funkcija su tankio funkcija
fo(z) = Fj(z), kai sudétiné alternatyva yra

H:X ~F(z) € F, (3.1.2)

¢ia F yra absoliudiai tolydZiy skirstiniy aibé su tankio funkcijomis f(x) = F'(x).
Aibés F sudétj aptarsime véliau.

Suderinamumo kriterijai, naudojantys pradine negrupuoty imtj, tiesiogiai ar
netiesiogiai susije su integraline transformacija

Jeigu hipotezé Hj teisinga ir X; ~ Fy(z), tai a.d. Y7,...,Y, yra nepriklau-
somi vienodai tolygiai pasiskirste intervale [0, 1], t.y. Y; ~U(0, 1),i=1,...,n

Jeigu hipotezé Hy neteisinga ir X; ~ F(z) € F, tai a.d. Y,...,Y,, taip pat
nepriklausomi ir vienodai pasiskirste intervale [0, 1]. Tafiau jy skirstinys néra
tolygusis. Remiantis transformacija (3.1.3), a.d. Y; tankio funkcija

F(Fy ()
m, 0<y<l. (3.1.4)

Pradinis uzdavinys suvedamas j tokj: remiantis imtimi Y7, ...,Y,, reikia pa-
tikrinti hipoteze Hy : Y; ~ U(0, 1), kai sudétiné alternatyva yra

9(y) =

Yi~gly)€g, 0<y<1, (3.1.5)

¢ia G yra aibé tankiy ¢(y), kurie gaunami jrasant j (3.1.4) Seimos JF tankius
1(@).

Pazymésime, kad kriterijai, kuriy statistikos yra imties Y7, ..., Y, funkcijos,
kai hipotezé teisinga, nepriklauso nuo Fj ne tik asimptotiskai, bet ir esant baig-
tiniam imties didumui n.
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3.2. Neimano ir Bartono suderinamumo kriteri-
jus
Kriterijaus sudarymo idéja

Tikrinant suderinamumo hipotezes sunku apibrézti alternatyviyjy hipoteziy aibe
F. Neimanas [23] pasitlé apibrézti tolygiojo skirstinio alternatyvas imant pa-
kankamai pla¢ia intervalo [0, 1] skirstiniy, priklausan¢iy nuo keleto parametry,
aibe, kuriems kintant skirstiniai gali buti glodziai priartinti prie tolygiojo skirs-
tinio:

G={9(yl@), 0<y<1, 6cR}, (3.2.1)

¢ia tankio funkcijos
9(y|0) exp{ZO my—1/2)}, 0<y<1, k=1,23,. (3.22)

Normuojanti konstanta ¢(8) = ¢(61, ..., 0;) parenkama taip, kad integralas nuo
tankio baty lygus 1:

1 k
«(8) = / exp{} " oo (y — 1/2)}dy,

o m-(z) — ortonormuoti intervale [—1/2, 1/2] Lezandro polinomai.
3.2.1 pastaba. Lezandro polinomas L, (z) apibréziamas formule

1 d
7127 dz"

L.(z)= (22 -1

ir tenkina ortogonalumo salygas
1
0, r#s,
[ L)L - { T
-1 2r+17 =
Atlike keitima m,.(z) = +/2r + 1L, (2z), gauname ortonormuoty intervalo
[-1/2, 1/2] polinomy sistema 71 (z), m2(2), ... Pirmieji keturi polinomai yra

mi(2) = 23z, ma(z) = VB(622 — 1/2),

m3(2) = V7(202% — 32),  m4(z) = 3(702* — 1522 + 3/8). (3.2.3)

Prilygine (3.1.4) tankiui (3.2.2) ir atlike atvirkstinj keitima 2 = Fj; *(y)
griztame prie pradinio uzdavinio. Gauname, kad Neimano pasitlymas reigkia,
kad tikrinama paprastoji hipotezé Hy : X ~ Fy(z), kai alternatyvy aibés F
skirstiniy tankiai f(z) turi tokj pavidala:

f(@) = fo(x) 1 exp{zamFo )—1/2)}, 0#0, OcR* (3.24)
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Matome, kad alternatyvos gaunamos deformuojant hipotetinj tankj fo(z),
t.y. padauginant jj i§ Fy(z) funkcijos, priklausancios nuo parametro 6. Alter-
natyvy aibé vienareikdmiskai (neskaitant parametro 6) apibudinama naudojant
hipotetine funkcija Fy(x).

3.1.2 pastaba. Skirstiniai (3.2.4) néra i§ ty, kurie naudojami stebimy a.d.
skirstiniams apibudinti. Ta¢iau kadangi Seima (3.2.4) gana plati, tai joje atsiras
skirstiniy, kurie bus artimi praktiskai jdomioms alternatyvoms. Todél tikétina,
jei surastas kriterijus bus galingas su visomis aibés (3.2.4) alternatyvomis, tai
jis bus galingas ir su kitomis praktigkai jdomiomis alternatyvomis, nors jos ir
nepriklausys aibei (3.2.4).

Kriterijaus statistika

Hipotezé Hy : Y; ~ U(0, 1), kai sudétiné alternatyva yra (3.2.1), tampa
parametrine hipoteze
HO : 91 = 92 = ... = Gk = 0, (325)

kai alternatyvoje tvirtinama, kad nors vienas i§ 6; # 0.
Tankis (3.2.1) priklauso k-parametrei kanoninio pavidalo eksponentiniy skirs-
tiniy Seimai. Tikétinumo funkcija

k
L=1L(0)= exp{z 0, T, —nlnc(0)},
r=1
o logtikétinumo funkcija
k
C=100)={>_0,T. —nlnc)}, (3.2.6)
r=1

¢ia T = (Ty, ..., Ty)T yra parametro 6 pakankamoji statistika
T,=> m(Yi—1/2), r=1,..k
i=1

Gauname lygéiy sistemg parametro @ DT jvertiniui 0 rasti

by, =T, —nllnc@)]; =0, r=1,.,k (3.2.7)
Figerio informaciné matrica
1(6) = —~E0(0) = n[(Inc(0))} o Jixk- (3.2.8)

Tikrinant hipoteze (3.2.5) naturalu naudoti tikétinumy santykio kriterijy.
Tikétinumy santykio statistika

ol A = —oy BaXe:=..=0,=0 L(01, ..., O)

=2InL(0y,....0
maXthygk L(Gl,...,ek) n ( b ’ k)%ka
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kai hipotezé Hj teisinga (zr. A prieda, (7.1.10)). Vietoje tikétinumy santykio
statistikos patogiau naudoti jam ekvivalentaus informantinio kriterijaus statis-
tika (zr. A prieda, (7.1.9)), kuriai rasti nereikia jvertiniy 01, ...,0;. Kriterijaus
statistika

Ry = {7 (80)(—(80)) " 0(80) % 3. (3.2.9)

Cia 6( yra hipotetiné parametro 0 reiksmeé.
Kai 8 = 6y = 0, tai, remdamiesi polinomy 7,.(z) ortonormuotumu, gauname

Taigi statistika R; turi tokj pavidala

1
Rr = g(Tl2 + o+ TR). (3.2.10)

Neimano ir Bartono kriterijus

Hipotezé Hy atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai
Rr > x2(k), (3.2.11)

arba P reikSmiy terminais, kai
pva = P{E >} < a,

Gia 7y yra statistikos R; stebinys.

3.2.1 pavyzdys (2.1.1 pavyzdZio tesinys). Patikrinsime prielaida, kad 2.1.1 pavyzdzio
duomenys gauti stebint a.d. Y ~ U(0, 1).
Apskai¢iuojame statistiky realizacijas

2 2 2 2

I +T5 +T5 + 735

n

T? T2 +7T2
n

T2+ T2 + 712
~L —0,00011, Iy +15 + 15
n n

=0,0401, = 0,0858, =0,2954.

Atitinkamos asimptotinés P reik§més
pvg = P{x} > 0,00011} = 0,9915, pv, = P{x3 > 0,0401} = 0, 9801,
pvg = P{x% > 0,0858} = 0,9935, pv, = P{x? > 0,2954} = 0,9901.

Hipotezé neatmetama kriterijais, kuriuos sudarant naudoti 1, 2, 3, 4 parametrai.

3.3. Suderinamumo kriterijai, grindZiami beta
skirstiniu

Atlikus integraline transformacija (3.1.1) ir peréjus prie hipotezés Hy : Y; ~
U(0, 1) tikrinimo, alternatyvomis galima imti ir kitokias negu Neimano pa-
sitilyta (3.1.4) intervalo [0, 1] skirstiniy Seimas. Viena i§ tokiy alternatyvy
galéty buti intervale [0, 1] apibréztas beta skirstinys Be(+y, ), priklausantis nuo
dviejy parametry ,7n > 0. Abu parametrai yra skirstinio formos parametrai
ir jiems kintant tankis jgyja jvairius pavidalus. Tolygusis skirstinys gaunamas
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imant v = i = 1. Tikrinama paprastoji hipotezé Hy : Y; ~ U(0, 1), kai sudétiné
alternatyva yra H : Y; ~ g(y), ¢a tankio funkcija

1
9(y) €G = {B(7 n)y”‘l(l -y 0<y<1, 4,7>0} (3.3.1)

Normuojanti konstanta yra beta funkcija

1
B(v,n) =/ Y 1 —y)" dy.
0

Prilygine (3.1.2) beta skirstinio tankiui ir atlike atvirkstinj keitima x =
Fy 1(y), gauname pradinio uzdavinio alternatyvy aibe F. Jai priklauso tokio
pavidalo tankiai

£(&) = fole) o (Fo()) ™ (1 = @)™, 7,7 > 0,

(v,m)

I5 sios i8raiskos gerai matyti, kaip deformuojamas hipotetinis tankis fo(z) formu-
luojant alternatyvas. PavyzdZiui, jeigu tankis fo(z) simetrinis ir domina simet-
rinés alternatyvos, tai reikéty imti v = n = 5. Kai § > 1, tai tankis f(x)
greifiau, o kai 8 < 1 — lé¢iau artéja j nulj, kai |2| — oo, negu hipotetinis tankis
fo(@).

Kriterijaus statistika

Hipotezé Hy, kai sudétiné alternatyva yra (3.3.1), tampa parametrine hipoteze
Hy:v=n=1, (3.3.2)

kai alternatyvioje tvirtinama, kad nors vienas i§ §iy parametry nelygus vienetui.
Tikétinumo funkcija

L=L(y,n) = an} (HY> (H(l—lfi)) :

i=1
o logtikétinumo funkcija

n

L=L(y,n)=(y—1) ZlnY—F )Zln(l—Yi)—nlnB(%n).

=1

Parametry « ir 7 DT jvertiniams rasti turime lygciy sistema

(=" InY; —n(ln B(y,n)), =0,

i=1

Zln (1 -Yi) = n(ln B(v,n));, = 0. (3.3.3)



3.3. Suderinamumo kriterijai, grindziami beta skirstiniu 61

Fiserio informaciné matrica

I= I(’Yﬂ?) = [ITS(’}/)n)}QXQ? 111(")/ 77) - TL[IHB(’}/ n)]v'y’

Ioa(v,m) = n[n B(v,n)]y,, Tz = I = n[ln B(y,n)];,. (3.3.4)

Kriterijaus statistika imkime informantine statistika
Ry = (65(1, 1), 651, D)=L, 1)7HE (1, 1), 4,(1, 1)

Kai hipotezé Hy : v =n =1 yra teisinga, tai B(1, 1) =1,

1 1
B,(1, 1) :/O Inzdr = -1, B,(1, 1) :/0 In(1 — z)dzx = —1,

1 1
B, (1, 1) :/ In?zde =2, B,,(1, 1) :/ In?(1 — z)dz = 2,
0 0

1
B’Yﬂ?(la 1) = /0 Inzln(l — z)dr = 2 — 7%/6.

Gauname informacinés matricos elementus I;; = Iss = n, I1o = Is; = n(1 —
72/6) ir informantine statistika

36 w2 —

6
_ . vv 2 2
i = 05— (T} + —5—TNT +T), (3.3.5)

¢ia
n
Th=—>» (nY;4+1), Tr= (In(1 +1). (3.3.6)
% Sl
Jeigu hipotezé Hy teisinga, tai (zr. A prieda, (7.1.9))
d
Ry — X%.
Suderinamumo kriterijus
Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
Rr > x2(2), (3.3.7)
arba P reikSmiy terminais, kai
pv, = P{x3 > r1} < q,

Gia 7y yra statistikos R; stebinys.

3.3.1 pastaba. Jeigu apie tikrinama hipoteze ir alternatyvas turima papildo-
mos informacijos, tai kriterijy galima patikslinti. Pavyzdziui, tegu zinoma, kad
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skirstinys Fj ir aibés F skirstiniai yra simetriski. Tada vietoje alternatyvy aibés
(3.3.1) naturalu imti simetriskus beta skirstinius

1 _ _
=~{B(%7)y7 "=y 4 #1, >0}

Tikétinumo funkcija
L=L(y) =exp{(y 1)) _ In(Y;(1 - ¥;)) - nln B(v,7)}
i=1

turi monotoninj tikétinumo santykj pakankamosios statistikos Y ., In(Y;(1 —
Y;)) atzvilgiu. Tikrinant hipoteze Hy : v = 1 su vienpusémis alternatyvomis
Hy :~>1arba Hy : v < 1 egzistuoja TG kriterijai (Zr. I dalies 4.3.1 skyrelj).
Hipotezé atmetama, kai

T>t, arba T <ti_q, (3.3.8)

= i DI Y0) +2) 0t = VR V) =4

o t, statistikos T' lygmens « kritiné reikSme.

Jeigu alternatyva dvipusé Hjs : v # 1, tai egzistuoja TGN kriterijus (Zr. I
dalies 4.3.2 skyrelj), kurio pavidalas (kei¢iant simetrisku kriterijumi) yra toks:
hipotezé atmetama, kai

T

T< tlfa/Z arba T > ta/2- (339)

Asimptotigkai (n — oo) statistikos T skirstinys konverguoja j standartinj
normalyjj skirstinj. Taigi asimptotinis kriterijus gaunamas (3.3.8) ir (3.3.9)
kei¢iant t, ir t1_q 1 2o it —24.

Analogiski rezultatai teisingi, kai vienas i§ beta skirstinio parametry nezino-
mas, o kitas lygus 1.

3.38.1 pavyzdys (2.1.1 pavyzdzio tesinys). Patikrinsime prielaida, kad 2.1.1 pratimo duomenys
gauti stebint a.d Y ~ U(0, 1). Statistikos (3.3.4) realizacija yra Ry = 0, 3056; asimptotiné P
reik§mé pvg, = P{x% > 0,3056} = 0,8583. Hipotezé neatmetama.

3.4. Modifikuotieji kriterijai

Retai tenka tikrinti paprastasias suderinamumo hipotezes Hy : X ~ Fp(x).
Dazniau reikia tikrinti sudétines suderinamumo hipotezes Hy : X ~ F(x) € Fo,
kai Fo = {F(z|0),0 € © C R™}, o F(x|0) zinomos analizinés israiskos pa-
siskirstymo funkcija, priklausanti nuo baigtinés dimensijos parametro 8. Pavyz-
dziui, Fy gali buti normaliyjy, gama, Veibulo ir kt. skirstiniy Seima. Paprastyjuy
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hipoteziy atvejis gali biiti svarbus teoriniu pozitiriu. Jis gali nurodyti kriterijy
statistiky paieSkos kryptis tikrinant sudétines hipotezes.

Apsiribosime skirstiniy Seimomis, priklausan¢iomis tik nuo poslinkio ir mas-
telio parametry.

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (Xi,..., X,)? gauta stebint a.d. X.
Tikriname sudétine suderinamumo hipoteze

Hy: X ~ F(a) € Fo, Fo={F(*—1),ue R0 >0}, (3.4.1)

o Fy(z) yra absoliudiai tolydi Zinomos analizinés formos pasiskirstymo funkcija,
kurios tankis fo(z). Seimy Fo pavyzdziai gali buti normaliyjy, Kosi, logistiniy,
ekstremaliyjy reik8miy ir kt. skirstiniy Seimos.

Jeigu tikrosios parametry reik¥més yra p ir o, tai g; = (X; — p)/o ~ Fy(z)
ir hipotezé Hy tampa paprastaja. A.d. Y; = Fy(e;) yra nepriklausomi vienodai
tolygiai pasiskirste intervale [0, 1], t.y. ¥; ~U(0, 1), i=1,...,n

Kriterijaus sudarymo idéja

Skyreliuose 3.2, 3.3 paprastosios hipotezés tikrinimo kriterijai buvo sudaromi
tokiu budu. Parenkama tam tikra a.d. Y; = Fy(e;) transformacija G(g;) =
L(Fy(e;)) ir asimptotinis kriterijus sudaromas remiantis statistikos

T = ; S (G(ei) —E(G(:)) % Z ~ N(0, 1) (3.4.2)

asimptotiniu normalumu. Bendriau, parenkama keletas transformacijy G, (¢;) =
L;(Fo(ei)),j =1,..., k, ir kriterijus grindziamas tuo, kad kvadratiné forma

(TlaaTk)Eal(Tlvak)T %X% (343)

konverguoja j a.d., turintj y? skirstinj su k laisvés laipsniy; ¢ia T; yra (3.4.2
statistika, atitinkanti transformacija G;,j = 1,...,k, 0 g yra a.v. (T1,...,Tj,)"
kovariaciné matrica.

Kai parametrai p ir o nezinomi, kriterijaus statistika sudarysime analogiskai
(3.4.2), pakeisdami nezinomus parametrus jy DT jvertiniais f ir 6. Gauname
statistika

T = (3.4.4)

\/72 Z (G(e))),

tia €; = (X; — 1)/6. Atsitiktiniai dydziai Y; = Fy(€;),¢ = 1,...,n yra vienodai
pasiskirste intervale [0, 1]. Taciau jie yra priklausomi ir jy skirstiniai néra
tolygieji.

Kad kriterijus grindziamas statistika T buty pritaikomas, reikia jsitikinti,
kad jo skirstinys (bent jau asimptotiskai) nepriklauso nuo nezinomy parametry
i ir o ir nuo pasiskirstymo funkcijos Fy.
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3.4.1 teorema. Tarkime, kad tankis fo(x) = Fj(z) tenkina jprastines regu-
liarumo salygas (?r. A prieda, salygas A) ir parametry p,o DT jvertiniai yra
f, 6. Tada statistiky, kurios yra a.d. Y; = Fy(é;),i = 1,...,n funkcijos, skirs-
tiniai nepriklauso nuo nezinomy parametry p ir o.

Irodymas. Tikétinumo ir logtikétinumo funkcijos yra

L:L(,u,a):alanO< (,M>’
i=1

n X, —
L=4(p,0) = —nlna—l—Zlnfo ( : ,u> .
o
i=1

Informantés

n

; 1 ; no 1
bp=—=S"Wfo) (). fo=-"—=cillnfo) (e
o=y i)' 7~ 5 sl
Taigi parametry p ir o jvertiniai £ ir 6 tenkina lygéiy sistema

n

> (nfo)(€) =0, n+> &(nf) (&) =0 (3.4.5)

i=1 i=1

Ivertiniy vektorius (i, )7 asimptotiskai turi normalyjj skirstinj

Vi((i.8)" = (1,0)7) 5 Z ~ Ny(0,i (u, 0)), (3.4.6)

Cia p, o tikrosios parametry reiksmeés, o i(u, o) vieno imties elemento Fiserio
informacijos matrica

i(/j“ﬂ U) = I(M7U)/n7 I(M7U) = [ITS]2><27 (347)

.. 1 <&
In(p.0) = ~Ely = — > E(In fo)" (&),
i=1

n

Ix(p,0) = —Elyy = % > E((si1n fo)"(ei) + (In fo)'(4)),

i=1

N 1 &
122(/],70') = —Eéog = ; Z E((€z2 In fo)”(é‘i) + 2€i(1n fO)/(Ei) + 1)
i=1
Atsitiktiniy dydziy e; = (X; — p)/o pasiskirstymo funkcija yra Fy(z) ir
nepriklauso nuo nezinomy parametry. Atlike keitima X; = og; + p, lygéiy
sistema (3.4.5) uZraSome tokiu pavidalu:

n

Z(lnfo)’(%5i+ . ’l) =0, R+Z(g<5i+ %ﬂ)(lnfo)’(geﬁ ”J%“) =0.
=1

‘ o
=1
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Atsitiktiniy dydziy /6 ir (it — p)/6 skirstiniai nuo neZinomy parametry
nepriklauso. Remdamiesi sarysiu

Xi—A g — [
R

darome i§vada, kad Y; skirstinys nuo nezinomy parametry nepriklauso. Tada ir
a.d. Yi,..., Y, funkcija T nuo nezinomy parametry nepriklauso. A

Gavome, kad statistikos T skirstinys nepriklauso nuo nezinomi parametry
ne tik asimptotiskai, bet ir su bet kokiu baigtiniu imties didumu n. Lieka istirti
statistikos, kuri yra a.d. Y7, ..., Y, funkcija, asimptotines savybes.

Statistikos asimptotinis skirstinys

Nagrinésime statistika

T= % g(G(éi) — E(G())); (3.4.8)

Cia

3.4.2 teorema. Tarkime, kad hipotezé (3.4.1) teisinga ir jvykdytos salygos.
1) Funkcija L du kartus diferencijuojama ir egzistuoja dispersija V (G(g;)) =
2
oy < 00.

2) Matrica i = i(u, o) neissigimusi; atvirkstiné matrica i~ = [i"%]2xs.

3) Ivertinys (fi,6)T R (u,0)T ir (zr. A priedas, (7.1.2))
(Vi = p) V(6 = ) = i )b <=lo) + 0p(1).

4) A < 00, i = 1,23 kai
A = [ O; P (@) ARy (@), g(x) = C'(2) = T (Fo(@)) fola).
5) |Ai| < o0, i=1, 2, kai
A = / T @) dFo(x), A = / " g(a)dFy(x).

— 00 —00

6) Egzistuoja konstanta § > 0, kad |A;| < oo, 1 = 3, 4, kai

Az = /jo lg(z)*F0dFy(z), Ay = /jo 114+ (In fo) () +2(In fo) ()20 dFy ().
Tada
T % Z~N(0,0%), (3.4.9)

op = ag — [ATj' + 241 495" + A3, 70 =i /0%, rs=1, 2.
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Irodymas. Uzragykime statistika T dviejy démeny suma T =58+ Bs,
1 & 1 <
By =— £) — i), Ba=— i) — E(G(g))]. 4.1
= ;[G(S )= G(ei)l, B NG ;[G(g ) —E(G())].  (3.410)

Démuo By yra suma centruoty vienodai pasiskirs¢iusiy n.a.d. G(g;), t.y.
statistika, kuri gaunama tikrinant paprastaja suderinamumo hipoteze. Pirmasis
démuo B; apibudina paklaidas, kuriy atsiranda kei¢iant parametrus p ir o jy
DT jvertiniais.

Skleisdami By Teiloro eilute tagko (u, o) aplinkoje, gauname

1 n
By = m;[g(&)(ﬂ*u)+5¢g(5,;)([7—a)} + R (3.4.11)
Ivertinsime liekana R imdami tolesnj skleidinio narj

R = Y 81— 102 + 2800~ 1)(6 — 0) + A6~ 0)7] + 0 (1),

1 & P
A = n ;9’(50 — A,

n

1
Aoy = — Y (g(es) +eig(e0) 5 A+ Ao,
=1
1 n
Agn =~ (2eig(ei) + €39/ (1)) 5 242 + A,
i=1

pagal tikimybe artéja j apréztas konstantas. Likusieji daugikliai, pavyzdziui,

1 1
N 2 ~ 2
_ — — — =0p(—) = 1).
V(i —p)* = (Vn(i — ) Tn p(\/ﬁ) op(1)
Taigi liekana R = op(1), ir statistikos By asimptotinis skirstinys sutampa su
(3.4.11) pirmojo démens skirstiniu. Pertvarkome jj taip:

(2

Br= w3 gl — Lo — o) Y ciglen) + op(1).

Remdamiesi 3) salyga ir didziyjy skai¢iy désniu, gauname

1 n p 1 n P
- ;g(&) = Ay, - ;ﬁig(&') — Ay
ir 1 1
By = ——Aiv/(ji — p) = —Az/n(6 — o) + op(1). (3.4.12)
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Pasinaudoje 4) salyga, gauname

B — (Al, A2> (Vi — ), V(e — o)) + op(1)

o’ o
_ Al A2 —1 1 M 1 ; T
=— ( o U)z (u,o)(\/ﬁﬁu, \/ﬁ&,) +op(1)
1. 1.
= Cl %gﬂ + CQ%EJ + OP(l),
¢ia
C, = Ay 11 ﬁiu’ 02__A1 12 ﬁim
o o o o

Statistikos B; skirstinys asimptotiskai sutampa su skirstiniu a. d.

B?:Cl b+ Co—= (3.4.13)

n
Vit ﬁ - T E
& = Cilj + Caljy
Cia éj# ir éjg yra éu ir 0, j-osios komponentés.
Statistika

By = % ;[G(sj) —E(G(g))) \F Z n;- (3.4.14)

Atsitiktinio vektoriaus (By, B2)T asimptotinis skirstinys sutampa su asimp-
totiniu vektoriaus (BY, By) skirstiniu. Rasime atsitiktinio vektoriaus (B?, By)T
kovariacing matrica X = [oj]ax2. Turime V By = o,

1 1 . ‘ .

vB) = V(clﬁe# + czﬁeg) = C%iyy + 2C,Cyitg + Cigy

2 2
_ Al 11 +2A1A2 212 + A7227;22 =011. (3'415)
02 o
Remdamiesi (3.4.5) ir (3.4.14), gauname
1 .
Cov (F=by. B2) = Bl (In o () G(e1) = ——/ G(o) fy(a)de = =

By) = E<_§[1 + ei(In fo)' (20)(Gle:) — E(G(e:)))]

__1 /Do z(G(z) — B(G(gy))) folz)dx = &

g

Tada

1 .
75#4-02

012 = Cov (Cl \/ﬁ

1 . 1
ﬁ‘eo’; By) = ;(ClAl + CrA)
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A2 A1A2 i12 i i;i22

— _(07212'11 +9 ) = —0q1. (3.4.16)

o2

Taigi vektoriaus (BY, B2)T kovariaciné matrica turi tokj pavidala

D — ( 011 - gu > .
—011 0‘0
Tam kad vektorius (BY, By)” asimptotiSkai turéty dvimatj normalyjj skirstinj,
pakanka, jog buty jvykdyta Liapunovo salyga: egzistuoja toks § > 0, kad n — oo
(X1 Vi) o/ (X VE) oz
Remiantis 6) teoremos salyga, a.d. 71, ...,n, tenkina $ig salyga, nes tai vie-

nodai pasiskirste nepriklausomi a. d. su baigtine dispersija, o E|n; |2+0 apréztas.
Kadangi

— 0,

1 n
EZV@- =VB) =0, >0,
j=1

pakanka jrodyti, kad E|¢;|?*° < C < oo su visais j = 1,...,n. Tai ekvivalentu
nelygybei

E[(Ari'" + A2i'?)(In fo)'(g5) + (A1i'? + A2i®*) (1 + ;(In o) (e5))* T < C.

Tarkime (Apitt + A9i'?) ir (A1i'? + A2i?2) nevirgija konstantos K. Tada,
remiantis 6) teoremos salyga, §is reiskinys nevirsija C = K Ay.
Taigi a.v. (B, B2)T asimptotigkai dvimatis normalusis N2(0,X). Tada a.d.

T =B, +By,% 7~ N(0,03), (3.4.17)

0% = VB +2Cov (By, Bs) + VB
=011 — 2011 + 08 = US —011-
A
Modifikuotasis suderinamumo Kkriterijus

Sudétiné suderinamumo hipotezé (3.4.2) atmetama asimptotiniu reik§mingumo
lygmens « kriterijumi, kai

T 72
i > 2,02, arba = > x2(1), (3.4.18)
opB Op

arba P reikSmiy terminais, kai
PUa = P{X? > t} < a,

Gia t yra statistikos 1? /0% realizacija.
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3.4.1 pastaba. Dispersijos sumazéjimg imant modifikuotojo kriterijaus statis-
tika galima paaiSkinti taip. Vertinant parametrus p ir o modelis prisitaiko prie
turimos imties, todél 7' sklaida apie nulj yra mazesné uz o3 = V(G(g;)), kai

tikrinama paprastoji hipotezé.

3.4.2 pastaba. Jeigu imtis néra didelé ir kyla abejoniy dél aproksimacijos
(3.4.17) tikslumo, kriterijy galima patikslinti atliekant kompiuterinj modeliavi-
mg. Tarkime, kad spresdami konkrety suderinamumo uzdavinj gavome statis-
tikos 7?2 /0% realizacija t. Modeliuojama N a.d. X ~ Fy(e) paprastyjy didumo
n imdéiy (kadangi statistikos skirstinys nepriklauso nuo nezinomy parametry,
tai modeliuojant galima imti, pavyzdZiui, ¢ = 0,0 = 1). Randame kiekvienos
sumodeliuotos imties statistikos 72 /0% realizacija t* ir kiekviena karta patikri-
name nelygybe t* > t. Tarkime, §i nelygybe teisinga M karty. Tada P reik§més
jverfiu imamas daZnis pv = M/N. Hipotezé atmetama, kai pv < a. Kad
kiekvieng karta nereikéty modeliuoti, galima tam tikram imties didumy n rink-
iniui modeliuojant jvertinti kritines reikSmes ir juy lenteles jdéti j kompiuterio
atmintj.

Modifikuotojo kriterijaus, grindZiamo keletu transformacijy, statis-
tika

Tikrinant paprastaja suderinamumo hipoteze Hy : X ~ Fy((z —p) /o), kai p
ir o zinomi, buvo naudojami kriterijai, kuriy statistikos gaunamos imant keleta
transformacijuy G;(e;) = L;j(Fo(ei)), s = (Xi — p)/o, 7 = 1,..., k. Kriterijaus
statistika yra kvadratiné forma (3.3.3).

Kai nezinomi parametrai p ir o kei¢iami jy DT jvertiniais i ir &, pagal
analogija nagrinésime transformacijy rinkinj

j=1,..k (3.4.19)

Pazymékime X atsitiktinio vektoriaus (G1(g;), .., Gk (;))? kovariacine mat-
ricg. Tegu Aj1 ir Ajo yra 3.4.2 teoremos A; ir A, analogai, surasti imant trans-
formacija G;(¢;),j =1, ..., k.

3.4.3 teorema. Tarkime, kad kiekviena transformacija G; tenkina 3.4.2 teore-
mos salygas. Tada kvadratiné forma

T=(Ty, ... T)S YT, .. T1)T 5 2, (3.4.20)

cia Tj yra statistikos (3.4.8) analogas imant transformacija G;. Kovariaciné
matrica

T=3-3, (3.4.21)
diay = [6rslkxk yra pataisy kovariaciné matrica,
Gos = A2 jM 4 24 Ao 4+ A%5%2, s=1,..,k;

5—7“5 = ArlAsljll + (AT1A52 + Ar2Asl)j12 + A’I”2A52j223 r 7& s = ]-7 cey k.
(3.4.22)
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Irodymas. Pakartoje 3.4.2 teoremos jrodyma kiekvienai i§ transformacijy
gauname, kad vietoje dvimacio a.v. (BY,B2)T tenka nagrinéti asimptotinj
skirstinj (2k)-macio vektoriaus

(BY\, Bi2, B, Bas, ..., By, Ba)" (3.4.23)
Gia B]Q1 ir Bjs yra BY ir B analogai imant transformacija G;:

1 . 1 . A Ao
By = O =l Cramlo, Cp= =28l = 241,

A 1 Ajy. 1
Cj2:773121277322227 Bﬂ:ﬁg[aj(ei)fE(Gj(gi))]. (3.4.24)

Minéto 2k-macio vektoriaus asimptotinis skirstinys gaunamas analogiskai
teoremai 3.4.2, tereikia rasti jo kovariacine matrica. Vektoriaus (3.4.23) elementy
BY, dispersijos V(BY,) ir kovariacijos Cov (B}, Bj2), j = 1,...,k, surastos
3.4.2 teoremoje. Vektoriaus (B, ..., Bra)? kovariacing matrica paZzyméjome
3. Isitikiname, kad likusios kovariacijos:

Cov (BY,B%) =6,s, Cov(BY,Bsy)= 6., r#s=1,..k

Tada a.v. (BY;+Bia, ..., B);+By2)T asimptotinis skirstinys yra Ni (0, ), kai &
apibrézta (3.4.21) lygybe. Tokj pat asimptotinj skirstinj turi a.v. (Tl, ...,Tk)T.
A

Modifikuotasis suderinamumo kriterijus, grindZiamas keletu transfor-
macijy

Sudétiné suderinamumo hipotezé (3.4.2) atmetama asimptotiniu reik§min-
gumo lygmens « kriterijumi, kai

T =Ty, ... T3)Z YTy, ..., Ti) " > x2(k), (3.4.25)
arba P reikSmiy terminais, kai

PUg = P{Xi >t} < a,

Cia t yra statistikos T realizacija.

3.5. Modifikuotyjy kriterijy pavyzdziai

Remiantis 3.4.2 ir 3.4.3 teoremomis, norint pritaikyti sudétiniy hipoteziy sude-
rinamumo kriterijus, grindziamus viena ar keliomis transformacijomis G;(&;) =
L;(Fo(e:)),j =1,..., k, reikia atlikti tokius veiksmus:

1) remiantis (3.4.7) rasti FiSerio informacinés matricos atvirksting i~ =
[i"]axe it §7% =" %, r,s =1, 2;
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2) apskaiciuoti kiekvienos transformacijos G; konstantas
(oo}

Ajl = /_Oo gj(.’L')dFo(l‘), Ajg = / a:gj(:v)dFo(a:), (351)

— 00

3) rasti kovariacine matrica Xo (zr. 3.4.3 teorema);

4) apskaitiuoti pataisy kovariacine matricag X ir kovariacine matricg X (zr.
(3.4.21));

5) rasti statistikos T i§ (3.4.20) realizacija ¢;

6) remiantis (3.4.25) kriterijumi, arba modeliavimo badu (Zr. 3.4.2 pastaba)
ivertinus P reikSme pv, priimti sprendima apie sudétinés hipotezés (3.4.1) tei-
singuma ar klaidinguma.

Pateiksime keleto daznai naudojamy skirstiniy suderinamumo kriterijus im-
dami pirmasias dvi Neimano transformacijas (3.2.3) ir transformacijas (3.3.5),
grindziamas beta skirstiniu.

3.5.1. Normalusis skirstinys

Pagal didumo n paprastaja imtj X = (X1, ..., X,,)7 tikrinama sudétiné suderi-
namumo hipotezé

T — [ ’ 1 —2?/2
Hy: X~® , €eR, 0>0, z)=®(z) = e . (3.5.2
0 X0 peR 00, o) = 0(w) = = (352

1. Neimano ir Bartono tipo kriterijus. Imant k = 2 parametrus Neimano
pasiulytos transformacijos yra

Gl(Zi) = 2\/521‘, GQ(Zi) = \/5(62’22 - 1/2), (353)

Randame 1) ji' =1, j2 =0, j2=1/2;

2) A11 = 2\/3/00 (p2(x)d(£ =\ 3/71’, A12 = 2\/5/00 $<p2(x)dx _ 0;

Ay =0, A= 12\/5/_00 z(®(z) — 1/2)p?(z)dz = V15/;

3) kadangi transformacijos ortogonalios ir normuotos, tai Xy = I;

4) kovariaciné matrica

2<1Bﬁ1_ga@><15wﬁ—&m%%>;
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5) — 6) randame statistikos
T =T +T}=T2/(1-3/m)+T2/(1-15/(27%)) (3.5.4)

realizacija t. Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kri-
terijumi, kai t vir§ija kriting reik§me x2(2) arba kai pv, = P{x3 > t} < a.

3.5.1 pastaba. Kriterijus galima sudaryti imant atskirai statistikas 77 ir
T2. Priimant sprendima §iy statistiky realizacijas reikéty palyginti su kritine
reiksme x2(1). Kriterijy rinkinj galima papildyti imant didesnj skai¢iy (3.2.3)
tranformacijy. Kriterijy statistikas galima sudaryti imant po viena atskiras
transformacijas, komponuojant jy dvejetus, trejetus ir t.t.

3.5.2 pastaba. Kyla klausimas, kuriuos kriterijus reikéty naudoti. Jeigu
norima patikrinti hipoteze Hy, kai alternatyvos yra simetrinés, tai reikéty imti
lygines transformacijas Ga, Gy,..., nes tada aibés (3.2.1) alternatyvos yra simet-
rinés. Atvirksciai, jei norima tikrinti su nesimetri§komis alternatyvomis, tai
reikéty imti nelygines transformacijas G1, Gs, ... Apskritai transformacijy skai-
¢iaus didinimas turéty sumazinti kriterijaus galia, nes tokiu atveju iSpleciama
alternatyvy (3.2.1) aibé. Mazinant transformacijy skai¢iy, atrodo, kad reikéty
imti statistika 7%, kai alternatyvos simetrinés, statistika T7, kai alternatyvos
nesimetrinés, ir statistika 7', jeigu apie alternatyvas nieko nezinoma. Tokios
rekomendacijos, gautos modeliuojant ir lyginant jvairiy kriterijy galias, sitlomos
[16].

2. Kriterijai, grindziami beta skirstiniu.
Remdamiesi 3.3 skyreliu, kriterijus sudarysime naudodami transformacijas

Gl(él) =1In (I)(éz) + 1, GQ(EAZ) = 11’1(1 — (b<éz)) + 1.

2) randame

e’} 2 e o] 2
A :/ PE) e~ 0,003197, Ay =/ T2 e~ —0, 595636,

oo ®(2) oo P(2)
A = /_Z l_(p;((i))dfﬂ = Ay, A= /_Z mdm = Aq;
3)— 1)

5 1 1-72/6\ o _ ( 1-A} —A%/2 1-7%/6+ AL, — Af,/2
o7\ 1-7%/6 1 T\ 1-n?f6 4+ A2 - A2, /21— A3 - A3,)2

0,006844 — 0, 006560 B ~
~ ( —0,006560 0,006844 ) » P =012/v/on1102 & —0,958514.

5) — 6) Gauname kvadrating forma

T = (T7 —2pTh Ty + 13)/(1 — p?), (3.5.5)
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In(1—®(&)) + 1].

Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens o kriterijumi, kai 7' >

X2 (2)-

3.5.3 pastaba. Kriterijus galima sudaryti imant atskirai statistikas Tf ir T22

Priimant sprendima §iy statistiky realizacijas reikéty palyginti su kritine reikSme
2

Xa(1)-

Lognormalusis skirstinys. Pasiskirstymo funkcija

Inx —p

Fo(z|p,0) = &( ), *>0, peR, o>0.

g

Atlikus transformacija Z = In X, gaunamas normalusis skirstinys. Pritaikomi
3.5.1 skyrelio rezultatai, jeigu pries tai atlieckama kiekvieno imties elemento
transformacija Z; =In X;,i =1, ...,n.

3.5.1 pavyzdys (2.3.2 pavyzdzio tesinys). Pagal 2.3.2 pavyzdZio duomenis patikrinsime
hipoteze, kad stebimo a.d. V skirstinys yra a) normalusis; b) lognormalusis; ¢) a.d. V1/4
skirstinys yra normalusis.

a) Gauname X = 12,0184,s = 9,9296; statistika (3.5.4) jgijo reik§me 17,2647; asimp-
totiné P reik§mé pva = P{x2 > 17,2647} = 0,00018; hipotezé atmestina. Naudodami
kriterijy, kurio statistika yra T12, gauname jos realizacija 15,6712 ir asimptotine P reik&me
pug = P{X% > 15,6712} = 0,000075; kriterijus pasirodé galingesnis. O naudojant statistika
Ty, jos realizacija yra 1,5935 ir hipotezé neatmetama. Tai galima paaigkinti tuo, kad stebimo
a.d. skirstinys asimetrigkas (tai akivaizdu i§ histogramos). Naudodami statistika (3.5.5) ran-
dame T realizacija 19,1807 ir asimptotine P reik§me pvg = P{x3 > 19,1807} = 0,000068.
Hipotezé atmetama. Siame pavyzdyje kriterijai, grindZiami statistikomis Tf ir T pasirodé
gerokai galingesni uz modifikuotajj x2 kriterijy.

b) Atliekame transformacija X; = InV; ir randame X = 2,1029,s = 0, 9675; statistiky
(3.5.4) ir (3.5.5) realizacijos yra T' = 4, 0410, T = 3,3480, atitinkamos P reiksmeés yra 0,1326
ir 0,1875. Hipotezé neatmetama.

c) Atliekame transformacija X; = \/;1/4 ir randame X = 1,7394,s = 0, 3944; statistiky
(3.5.4) ir (3.5.5) realizacijos yra T' = 0, 2088; T = 0,4484, atitinkamos P reiksmés yra 0,9009;

0,7992. Hipotezé neatmetama.

3.5.2. Logistinis skirstinys

Pagal didumo n paprastaja imtj X = (X1, ..., X,,)T tikrinama sudétiné suderi-
namumo hipotezé

HO:X~F0($;“), LER, o0>0,
Fo(a) = —— fola) = Fi(a) = —— —sc<z<oo  (356)
0 71—&-6@" 0 — 40 - (1+€x)27 -J.

1. Neimano ir Bartono tipo kriterijus. Imant k = 2 parametrus Neimano
pasitlytos transformacijos yra

G1(z) = 2V3z, Ga(z) = V5(622 —1/2), (3.5.7)
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éia Z7:F0(<€¢7)71/27 él:(X77[IJ)/6', z:l,,n

Randame
1) =3, j2=0, f? = 9/(x* +3);
)All = 2\/>/ dl‘ = f/?ﬁ A12 = 2\/>/ Wdﬂ? = 0;

< x(e® —1)e**
A1 =0, Az =6V5 ———=—dx = V5/2.
21 =0, A \[/_Oo 1 +em)p F V5/

Matome, kad 017 = 1 — A3t = 0, t.y. asimptotinis skirstinys iSsigimes.
Todél vietoje G imkime transformacija G3(z;) = v/7(2023 — 32;). Tada
oo oo
Ay =00V [ (Fula) = /22 (a)de ~ 3T [ flado =0, Aw =0,
—00 —o0

t.y. pataisy matricos elementai lygus 0.
3) kadangi transformacijos ortogonalios ir normuotos, tai Xy = I;
4) kovariaciné matrica

- 1—A3,5* 0\ _ (01258 0
- 0 1 ~ 0 1)
5) — 6) randame statistikos
T=T2+T2="T2/0,1258 + T2 (3.5.8)

realizacijg t. Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kri-
terijumi, kai t vir§ija kriting reik§me 2 (2) arba kai pv, = P{x3 > t} < a.

2. Kriterijai, grindZiami beta skirstiniu.
2) randame

< R, [T af),
Ay = . F%(x)dl‘—l/2, Ao _/ F(;)( ) = —1/2,
Y e I CONP I e GO
A21 N [oo 1_07F’()(1')dm - _Alh A22 N [oo 1- 15—)10(‘%) dx B AIQ.

3) — 4) pataisy kovariacinés matricos 3 elementai

1
= Z(j“ + j%2) =~ 0,92483,

G11 = Gop = A} 5! + ATy
11 . Loq1 oo
0'12 = 0'21 = _Allj =+ A12] —1(] -] ) ~ —0,57517
ir

2202< 1—oh1 1—7r2/6—612>%< 0,07517 —0,06976)

1—72/6— Gy 1— 6o —0,06976  0,07517
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5) — 6) Gauname kvadratine forma
T = (Tf — 2pT1T2 + TQZ)/(I — p2), p = 0'12/\/0'110'22 ~ —0,9280, (359)
Z I o) + 1], Ty = —

1 noL1 0 i 7 2 — Mooy -

Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai T >
2
Xa(2)-

Loglogistinis skirstinys. Pasiskirstymo funkcija F'(z|,v) = 1—(1+(z/60)")~*
Atlike transformacija Z; = In X;, gauname logistiniy skirstiniy Seima.

Zln 1 — Fy(:)) + 1]

3.5.3. Ekstremaliy reik$miy skirstinys

Pagal didumo n paprastaja imtj X = (X1, ..., X,,)7 tikrinama sudétiné suderi-
namumo hipotezé

.
Hy: X ~ Fy(2—H,

uweR, o>0,

Fo(z) =1—e"¢", fo(x) = Fj(z) = e, —oo << o0, (3.5.10)

1. Neimano ir Bartono tipo kriterijus. Imant k = 2 parametrus Neimano
pasitlytos transformacijos yra

Gl(Zi) = 2\/§Z¢, GQ(Zi) = \/5(62’22 - 1/2), (3.5.11)
¢ia Zi:Fo(EAi)—l/Q, él:(Xl—/:L)/é‘, i:l,...,n.
Randame 1)

G L207(1) +T7(1)
(1) — (I"(1))?

14T
(1) = (I"(1))?

~1,10866, j'%= ~ —0,25702,

1
2= .
I = pry — e 0TS

Ay = 2\/5/ e* e 2 da = /3/2 ~ 0, 86603,
Ay = 2\/§/ ze?e ™2 dr = V3(I'(1) —In2+1)/2 ~ —0, 23415,
V5

Agy = 12\/3/ (1/2 —e ¢ )e2®e 2 dx = 5~ 0,37268,

Agg = 12[/ 2(1/2 — e )e¥e ™2 dz &~ 1,10799.
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3) Kovariaciné matrica 3o = I.
4) Pataisy kovariacinés matricos X elementai

G11 = A3 M+ 2411 Ajpgt? 4 A3157% ~ 0,96907,
G1o = A1 Aoy it 4 (A11Agg + AjaAsy)j'2 + A1 Agnj?? = —0, 02400,
Fog = A3 M + 2451 Agej? 4 A3,5%% ~ 0,68804,
ir kovariaciné matrica

. 0,03093 0, 02409 B ~
E—Eo—zw ( 0702409 0,32296 ), p—O’lg/w/0'110'22~0724103.

5) — 6) Gauname kvadratine forma

T = (T} - 2pT Ty +T3) /(1 — p?). (3.5.12)
Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai 7" >
Xa(2).
2. Kriterijai, grindZiamsi beta skirstiniu.
2) Randame

oo 2x,—2e” 2
Ay = / € dp= % — 1~ 0,64493,

_ p—€”
o l—e

[eS) €2xe—2ew
A12 = / .’I;iiemdl' ~ _O, 24209,
oo l—e
Ay = / —e*e " dx = —1,

A22 = / —erxe_ewdx = —(1 —+ F/(l)) I —0,42278

— 00
4) Pataisy kovariacinés matricos 3 elementas
099 = A%lju + 2A21A22j12 + AgszQ =1.
Tada kovariacinés matricos X elementas 9o = 1 — G99 = 0. Asimptotinis
skirstinys iSsigimes, todél sudarydami kriterijy naudosime tik pirmaja transfor-
macija.
G111 = AL M F 2411 Apg? 4+ A2, 2 0,57702,  oqp ~ 0,42298.

5) — 6) Gauname statistika

T=T% T = \/% izj;[ln(Fo(éi)) +1]. (3.5.13)
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_ Hipotezé atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai
T > x2(1).

Maksimaliyjy reikSmiy skirstinys. Nagrinétas ekstremaliyjy reikSmiy
skirstinys dar vadinamas minimaliyjy reikSmiy skirstiniu. Jis turi kairiaja asi-
metrija, asimetrijos koeficientas v = —1. Kitas ekstremaliyjy reikdmiy skirstinys
vadinamas maksimaliyjy reik§miy skirstiniu. Pasiskirstymo ir tankio funkcijos
yra

Fix)=e*", filx)=e"e® ", —oo<z<o0.
Minimaliyjy ir maksimaliyjy skirstiniy pasiskirstymo funkcijos susietos lygybe
Fy(z) =1— Fj(—x).

Todél tikrinant sudétine suderinamumo hipoteze

Hy: X ~Fj((x—p)/o), peR,0>0, (3.5.14)

pritaikoma $io skyrelio metodika. Tik jvertinus parametrus ir atlikus transfor-
macija Y; = Fj(—(X; — 1)/6) reikia atlikti keitima Z; =1 —-Y;, i = 1,...,n ir
visose formulése vietoje Y; jrasyti Z;.

Veibulo skirstinys. Tikrinant sudétine suderinamumo hipoteze
Hy: X ~ Fo(zlv/o) =1—e @7y 5 >0, (3.5.15)

taip pat pritaikoma 8io skyrelio metodika, nes, atlikus transformacija Z = In X,
Veibulo skirstiniy Seima tampa minimaliy reik8§miy skirstiniy Seima.

3.5.4. Kosi skirstinys

Pagal didumo n paprastaja imtj X = (X1, ..., X,,)? tikrinama sudétiné suderi-
namumo hipotezé

Hy: X ~Fo(2=H), peRr, o>o0,
g

1 1 1 1
Fy(x) = - arctg(x) + =, fo(z) = —00 < 2 < 00. (3.5.16)

2 71+ a2
1. Neimano ir Bartono tipo kriterijus. Imant k = 2 parametrus Neimano
pasitlytos transformacijos yra

Gi(z) = 2V32;, Galz) = V5(622 —1/2), (3.5.17)
Cia ZZIF()({:‘AZ)—]./2, éZ:(Xi—/jL)/6, Z:L,TL

Randame 1) jit =2, j2=0, j;2=2
2)
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A1 =0, Ay =

124/5 /Oo zarctgzde 35

s (1+x2)2 g2’

3) kadangi transformacijos ortogonalios ir normuotos, tai Xy = I;
4) kovariaciné matrica

5 1-A42, 0 _(1=3/m 0
0 1-A%)/2 0 1-—45/7% )°

5) — 6) randame statistikos
T=T2+T2=T2/(1—-3/x2) +T2/(1 —45/x") (3.5.18)

realizacijg t. Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kri-
terijumi, kai ¢ vir§ija kritine reik§me x2(2) arba kai pv, = P{x3 > t} < a.

2. Kriterijai, grindZiami beta skirstiniu.

2) Randame
A= L ((1/m)arctgz +1/2)~ ¢ d = 0, 38796,
(1+22)2
Ap = 7/ x((1/7)arctgz + 1/2) 1 d = —0,22571
(1 + z2)2

Aoy = —Anr, Az = Ars.
4) Pataisy kovariacinés matricos 3 elementai
G11 = G2 = A7 5! + A3,57% ~ 0,40292,
G12 = 691 = — A7 j' + AD,5%% ~ —0,19914,
ir kovariaciné matrica

SR SANE S N ( 0,59708 — 0,44580 )

—0,44580  0,59708
5) — 6) Gauname kvadratine forma

T = (Tf — 2PT1T2 + T;)/(l — p2)7 p = 0'12/\/0'110'22 ~ —0,74663, (3519)

n

1< . 1
In(Fo(&) +1], Th= [In(1 — Fu(&;)) + 1]
\/NOo11 ; ote \/N0O22 ; ote

Hipotezé atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai T >
2
Xa(2).

T =
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3.6. Pratimai

3.1 — 3.3 skyreliai

3.1. Pagal paprastaja didumo n imtj X = (X1,..., X»,)7T tikrinama paprastoji suderina-
mumo hipotezé Ho : X; ~ £(1), kai alternatyvy aibé yra {£(A\), A # 0, A > 0}. Raskite
alternatyvy aibe G, kai atlikta a.d. Xi, ..., X, transformacija (3.1.3).

3.2. Tarkime, kad atlike transformacija (3.1.3) gavome alternatyvy aibe {Be(\, 1), \ #
1, A > 0}. Kokia yra pradinio uzdavinio alternatyvy aibé F?

3.3. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y1,...,Y,)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotezé Hg : X; ~ U(0, 1), kai Neimano tipo alternatyviy tankiy aibé yra G =
{9(yl0) = Gre®™@=1/?,0 <y < 1,0 > 0}. Raskite TG kriterijy hipotezei Ho, kai alter-
natyva yra H : Y; ~ g € G, tikrinti. Naudodami normaliaja aproksimacija suformuluokite
asimptotinj kriterijy.

3.4. (8.3 pratimo tesinys). Raskite 3.3 pratime surasto kriterijaus statistikos asimptotinj
skirstinj, kai teisinga alternatyva. Naudodami normaliaja aproksimacija raskite asimptotinio
reik§mingumo lygmens a kriterijaus galios funkcija.

3.5. (3.4 pratimo tesinys). Apskai¢iuokite asimptotine reik§mingumo lygmens o = 0,05
kriterijaus galia, kai a)n = 50; 0 = 1,2; 1,5; 2; 3; b) 0 = 0,5;n = 50; 100; 200.

3.6. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y1,...,¥,,)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotezé Hg : X; ~ U(0, 1), kai Neimano tipo alternatyviy tankiy aibé yra G =
{g(y|0) = ﬁee(y*/”z,o <y < 1,0 > 0}. Raskite TG kriterijy hipotezei Hy, kai alter-
natyva yra H : Y; ~ g € G, tikrinti. Naudodami normaliaja aproksimacija suformuluokite
asimptotinj kriterijy.

3.7. (3.6 pratimo tesinys). Raskite 3.6 pratime surasto kriterijaus statistikos asimptotinj
skirstinj, kai teisinga alternatyva. Naudodami normaliaja aproksimacija raskite asimptotinio
reik§mingumo lygmens a kriterijaus galios funkcija.

3.8. (3.7 pratimo tesinys). Apskai¢iuokite asimptoting reik§mingumo lygmens a = 0,05
kriterijaus galia, kai a)yn = 50; 6 = 1,2; 1,5; 2; 3; b) 6 = 1,0;n = 50; 100; 200.

3.9. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y1,...,¥;,)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotezé Hp : X; ~ U(0, 1), kai alternatyviy tankiy aibé yra G = {g(y|y) =
v(1 —y)¥"1,0 < y < 1,4 > 1}. Raskite TG kriterijy hipotezei Hp, kai alternatyva yra
H:Y; ~ g€ g, tikrinti ir jo galios funkcija.

3.10. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y3,...,Y,,)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotezé Hp : X; ~ U(0, 1), kai alternatyviy tankiy aibé yra G = {g(y|y) =
v(1—y)""10<y <1, 0<+y<1}. Raskite TG kriterijy hipotezei Ho, kai alternatyva yra
H:Y; ~ g€ g, tikrinti ir jo galios funkcija.

3.11. Pagal paprastaja didumo n imtj Y = (Y3,...,Y,,)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotezé Ho : X; ~ U(0, 1), kai alternatyviy tankiy aibé yra 1) G = {g(y|ly) =
v L 0<y<1,0<y<1}2) G = {9 =" 10<y<1, 1<~} Raskite TG
kriterijus ir jy galios funkcijas.

3.4 — 3.5 skyreliai

3.12. Raskite modifikuotojo Neimano ir Bartono tipo (2 parametrai) asimptotinj kriterijy
eksponentiskumo hipotezei Ho : X; ~ E(1/A), A > 0 tikrinti.
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3.13. Raskite modifikuotajj asimptotinj kriterijy, grindziama beta skirstiniu, eksponen-
tiSkumo hipotezei Hp : X; ~ £(1/X), A > 0 tikrinti.

3.14. (3.12 ir 3.13 pratimy tesinys). Remdamiesi 3.12 ir 3.13 pratimuose rastais krite-
rijais patikrinkite hipoteze, kad 2.3.1 pavyzdZio duomenys gauti stebint eksponentinj a. d.

3.15. (2.21 pratimo tesinys). Modifikuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirs-
tiniu grindziamais kriterijais patikrinkite hipoteze, kad 2.21 pratimo duomenys gauti stebint
normalyjj a.d.

3.16. (2.18 pratimo tesinys). Modifikuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirstiniu
grindziamais kriterijais patikrinkite hipoteze, kad 2.18 pratimo duomenys gauti stebint a)
normalyjj a.d.; b) logistinj a.d.

3.17. (2.19 pratimo tesinys). Modifikuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirstiniu
grindziamais kriterijais patikrinkite hipoteze, kad 2.19 pratimo duomenys gauti stebint a)
lognormalyjj a.d.; b) loglogistinj a.d.

3.18. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprastaja imtj, gauta stebint normalyjj a.d. ir,
taikydami 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipoteze, kad buvo sumodeliuotas a) normalusis
a.d.; b) logistinis a.d.; ¢) Ko#i a.d.

3.19. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprastaja imtj, gauta stebint normalyjj a.d. ir,
taikydami 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipoteze, kad buvo sumodeliuotas a) normalusis
a.d.; b) logistinis a.d.; ¢) Ko#i a.d.

3.20. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprastaja imtj, gauta stebint Kosi a.d. ir, taiky-
dami 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipoteze, kad buvo sumodeliuotas a) normalusis a. d.;
b) logistinis a.d.; ¢) Kosi a.d.

3.21. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprastaja imtj, gauta stebint Veibulo a.d. ir,
taikydami 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipoteze, kad buvo sumodeliuotas a) Veibulo
a.d.; b) lognormalusis a. d.; ¢) maksimaliy reik§miy a.d.

3.7. Atsakymai ir nurodymai

3.1. {Be(1,A\),X # 1, X > 0}. 3.2. Alternatyvy aibe F sudaro tankiai f(z) = XAe™%(1 —
e~ )AL ¢ > 0,\ # 1. Jeigu a.d. Y; pakeistume a.d Z; = 1 — Yj, tai alternatyvy aibé biity
kaip 3.1 pratime {£(X), X # 1, A > 0}. 3.3. Hipotezé atmetama, kai T' = 2sqrt3/ny -  (Y; —
1/2)) > ta, Gia to yra statistikos T lygmens « kritiné reik§meé. Asimptotinis kriterijus gau-
namas pakeidiant to j zo. 3.4. Pazymékime u(0) = Eg(Y; — 1/2) ir 02(0) = Vo(Y; — 1/2).
Jeigu 6 tikroji parametro reikmé, tai T'(6) = (1/(0(8)v/n)) > i, (Vi —1/2 — u(9)) Lz~
N(0, 1). Asimptotiné kriterijaus galia 8(0) = ®(y/nu(9)/(8) — za/(+/120(6))). Nurody-
mas. Randame normuojaniia konstanta c() = (e%/2 — e=9/2)/0. Tada u(0) = [Inc(9)], =
€260 — 2) + 0 + 2]/(20(e? — 1)); o2(0) = [ne(@)];. = ef(e? + e 9 — 02 — 2)/(0(e? —
1)2. 8.5. a) 0,7807; 0,9164; 0,9919; 1,000; b)0,6451; 0,8897; 0,9925. 3.6. Hipotezé at-
metama, kai 7' = 37, [(V; — 1/2)% — 1/12]6v/5/y/n > ta, Cia to yra statistikos T lygmens
a kritiné reik§mé. Asimptotinis kriterijus gaunamas pakei¢iant to i zo. 3.7. Pazymékime
w(0) = Eo(Y; — 1/2)? ir 02(0) = Vu(Y; — 1/2)2. Jeigu 6 tikroji parametro reikimeé, tai
TO) = S0P (Y —1/2)2 — pw(0)]/(0(0)v/n) 47~ N(0, 1). Asimptotiné kriterijaus
galia B(0) = ®(v/n(u(d) — 1/12)/5(0) — 24/(6v/50(6))). Nurodymas. Normuojanti kon-
stanta c(0) = [ exp{0(z — 1/2)?}dz, /(0) = [} (z — 1/2)?exp{f(zx — 1/2)*}da, ¢"(0) =
Jo (@ —1/2)* exp{0(z — 1/2)?}da. Tada u(6) = ¢'(8)/c(6), 02(8) = ¢ (8) /c(6) — [¢'(6)/c(0)]?.
Kai 0 zinomas, integralus galima apskai¢iuoti skaitiniais metodais. 3.8. a) 0,1668; 0,2122;
0,3016; 0,5148; b) 0,1403; 0,1950; 0,2912. 8.9. Reik§mingumo lygmens o TG kriterijus
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atmeta hipoteze Ho, kai T = —2X" ;In(1 — Y;) < x?_,(2n). Galios funkcija B(y) =
P{X%n < 'yx%ia(Qn)} — 1, kai v — 0. Nurodymas. Grjzkite prie eksponentinio skirs-
tinio (Zr. 3.1 pratima). 3.10. Reik$mingumo lygmens o TG kriterijus atmeta hipoteze Hy,
kai T = —23" ,In(1 — Y;) > x2(2n). Galios funkcija B(7) = P{x2, > 72(2n)} — 1,
kai v — oo. 8.11. Atlike keitimg Z; = 1 — Y; gauname 3.9, 3.10 pratimy alternatyvy
Seimas. 3.12. Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
T = (T} = 2pThT2 + T3)/(1 — p?) > xa(2), ¢ia Tv = 4337 (Vi — 1/2)/V/n,, T2 =
6v5 > 1 [6(Y1 — 1/2)2 — 1/2]/V/31n, Y; = 1 — exp(—X;/X), p = —0,6956. Nurodymas.
Pakartokite 3.4.2 ir 3.4.3 teoremy jrodymus, kai yra eksponentinis skirstinys (vienas maste-
lio parametras). 3.13. Statistikos Tp = >, (n(1 = Y;) + 1)/+/n skirstinys issigimes. Todél
kriterijy sudarome naudodmi tik statistika 77 = >, InY; +1/\/mo11, 011 = w2(12 — «2)/36.
Hipotezé atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens o kriterijumi, kai TIQ > x2(1). 3.14.
Statistikos T ir Tlg igijo reikSmes 11,80085 ir 7,1079; atitinkamos P reik§més 0,0027 ir 0,0077.
Hipotezé atmestina. 3.15. Statistikos T ir T igijo reik8mes 0,2714 ir 0,4506; atitinkamos P
reik§meés 0,8731 ir 0,7983. Hipotezé neatmetama.



4 skyrius

Kriterijal, grindziami
empirinials procesais

Sakykime, X = (X1, ..., X;,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio pasiskirstymo
funkcija F' priklauso absoliuciai tolydziy skirstiniy Seimai F. Tikrinsime pa-
prastaja hipoteze

Hy: F(x) = Fy(z); (4.0.1)

¢la Fj zinoma Seimos F pasiskirstymo funkcija.

4.1. Kriterijy, grindZiamy empiriniu procesu, sta-
tistikos

Kriterijy, grindZiamy empiriniais procesais, kiirimo idéja. Pazymeékime
1 n
=

empirine pasiskirstymo funkcija.
Jei teisinga hipotezé Hy, tai pagal Glivenkos ir Kantelio teorema

sup | F, (z) — Fy(x)| "0, kai n— 0.
z€R

Taigi, tikrinant hipotez¢ Ho, naturalu sudaryti kriterijus imant tam tikrus
empirinio proceso &, = v/n(F,, — Fy) funkcionalus.

Kriterijaus statistikos. DaZniausiai naudojami §ie funkcionalai:

D,, = sup |F,(z) — Fo(x)| (Kolmogorovo ir Smirnovo statistika),  (4.1.1)
zeR

Cp = / (E, () — Fy(2))?dFy(z) (Kramero ir Mizeso statistika), (4.1.2)

— 00

82
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= N (Fn(x) — Fo(ac))2 x nderseno ir Darlingo statistika
A= | R Ry o) (ndersesir Darlng s tk<4)l 3

arba, apibendrinant pastarasias dvi,
w2 =wi(yY) = / (F(z) — Fo(2))2(Fy(x))dFo(z) (w? statistika); (4.1.4)
¢ia ¢ — neneigiama funkcija, apibrézta intervale (0, 1).

4.1.1 teorema. Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)T gauta stebint abso-
liuciai tolydyji a.d. X su pasiskirstymo funkcija Fy. Tada statistiky (4.1.1)
— (4.1.4) skirstiniai nepriklauso nuo pasiskirstymo funkcijos Fy, o priklauso tik
nuo imties didumo n.

Irodymas. Zinoma, jei X yra absoliutiai tolydus, tai a.d. Y = Fy(X)
yra tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1], t.y. Y ~ U(0, 1). Todél empirinés
pasiskirstymo funkcijos

. 1 — .
Gnly) = — D lay(Ya), Yi=Fo(Xy), i=1,..mn,
1=1

skirstinys nepriklauso nuo Fj.
Funkcija Fy nemazéjanti. Kiekvienam y € [0, 1] apibrézkime x, = sup{z :
Fy(x) < y}. Tada

taigi Fn(xy) = CATYn(Z'T‘O(xy))
Funkcija Fy yra tolydi. Todél, kai x, prabéga galimas reikSmes i3 intervalo
[—00, 00], tai y = F(z,) uzpildo intervala [0, 1]. Gauname

Dy, = sup |Fy(zy) = Fo(zy)| = sup |Gn(Fo(zy)) = Fo(zy)| = sup |Gn(y)—yl,
z,€ER zy€ER y€l0,1]

W2 = / T (Cu(Fo(@) — Fol@))2(Fo())dFo() = / (Culy) — 9)*b(y)dy.
0

— 00

2

Taigi statistiky D,, ir w® skirstiniai nepriklauso nuo Fy, o priklauso tik nuo

imties didumo n. A

Remiantis teorema hipotezé Hy atmetama, kai minétos statistikos jgyja dide-
les reikSmes, t.y. vir§ija atitinkamy statistiky lygmens « kritines reik§mes. Ne-
dideliems n kritines reikSmes galime surasti, pavyzdziui, modeliuodami G‘n(y)
ir apskai¢iuodami minéty funkcionaly realizacijas.

Kai n didelis, kritiniy reikSmiy skai¢iavimas sudétingas, todél naudojamos
statistiky asimptotiniy (n — oco) skirstiniy kritinés reiksmes.

Kadangi visos statistikos yra empirinio proceso

En(z) = Vn(E,(z) — Fo(z)), = € R, (4.1.5)
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funkcionalai, tai, remiantis empirinio proceso invariantiskumo principu (Zzr. B
prieda, 8.4.1 teorema), gaunami statistiky asimptotiniai skirstiniai. Pagal 8.4.1
teorema Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo
statistikos turi tokias ribas:

1 1 2
vnD, % sup |B(®t)|, nC, % / B2(t)dt, nA, > / ﬁﬁ(ti)dt, (4.1.6)
0 0 -

¢ia B yra intervalo [0, 1] Brauno tiltas (zr. B prieda, 8.2.3, 8.4, 8.5 skyrelius).
Taigi statistiky asimptotiniai skirstiniai sutampa su atitinkamy Brauno tilto
funkcionaly skirstiniais.

Diskreéiojo skirstinio atvejis. Tarkime, X yra diskretusis a.d., jgyjantis reik§mes
ai,...,ay su tikimybémis p1,...,pg, >, pi = 1. Jo pasiskirstymo funkcija F(z) kinta didumo
p; Suoliukais taskuose a;, i =1,...,k

Tegu (X1, ..., Xn)T yra paprastoji didumo n imtis, gauta stebint a.d. X. Pazymékime U;
reikdmeés a; pasikartojimy skaiciy imtyje, >, U; = n. Tada empiriné pasiskirstymo funkcija
F. () kinta didumo U; /n Suoliukais taskuose a;, i = 1, ..., k.

Tikrinsime paprastaja hipoteze, kad a.d. X pasiskirstymo funkcija F' sutampa su Zinoma
pasiskirstymo funkcija Fp, kuri kinta didumo p;g Suoliukais taskuose a;, Y, pio = 1.

Apibrézkime diskre¢iuosius Kolmogorovo ir Smirnovo ir w? statistiky analogus

D, = max, |Fn(ai) — Fo(ai)| = X |G () — til,

1<i< <i<h
ko ko
@ = ;(Fn(ai) — Fy(a;))?y(Folai))pio = zl(Gn(ti) — )29 (t:)pio,

¢ia G (t) yra empiriné pasiskirstymo funkcija, kintanti didumo U; /n $uoliukais taskuose ¢; =
P10 + - +pio, i =1, k.
Remiantis empirinio proceso savybémis (B priedas, 8.4.1 teorema)

Vabn 5 max 1B, ndn(w) % 3 B (tpo

Statistiky Dy, @2 kritines reiksmes galime rasti modeliuodami a.v. (U, ..., Ux)T ~ Py (n,
Do)s Po = (P10, -+, Pro)T . Kai n didelis asimptotines kritines reikimes galime rasti remdamiesi
tuo, kad a.v. (B(t1), ..., B(t;))T turi k-matj normalyjj skirstinj su nuliniu vidurkiy vektoriumi
ir kovariacijomis o5 = t;(1 — t;),t; < t; (B priedas, 8.2.3. skyrelis).

Jeigu galimy reik8miy skaicius k yra didelis ir tikimybés p;o mazos, tai kriterijus konstruo-
jame kaip ir tolydZiojo skirstinio atveju. Reikia paZyméti, kad ir tolydziojo skirstinio atveju
stebéjimo duomenys biina suapvalinti tam tikru tikslumu, t.y. faktiskai stebime diskretuyjj
a.d. su dideliu galimy reik§miy skai¢iumi ir maZomis jy jgijimo tikimybémis (zr. taip pat
pratimus 4.6 — 4.10).

4.2. Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus

Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus hipotezei Hy : F(x) = Fy(z) tikrinti grindzia-
mas statistika

D,, = sup |F,,(z) — Fy(z)). (4.2.1)
zeR
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Dvipusé alternatyva:

H: sgg |F(z) — Fo(x)| > 0. (4.2.2)

Taigi nuokrypis nuo hipotezés matuojamas tolygiaja metrika. Remiantis 4.1.1
teorema statistikos D,, skirstinys, kai teisinga hipotezé, nepriklauso nuo Fj.

Kolmogorovo ir Smirnovo statistikos skaifiavimas. Statistikos D,, real-
izacija galime rasti remdamiesi pateikiama teorema.

4.2.1 teorema. Tarkime, Xy < --- < X(,) yra pozicinés statistikos. Tada
teisinga lygybé
D,, = maz (D}, D, }; (4.2.3)
Cia
D} = maz [F (X)) — Fo(X))l,

1<i<n

1—1

Dj{ = max (2 FO(X(i))), D, = mazx (FO(X(i)) -
n

1<i<n

) . (4.24)

Irodymas Jeigu X(;_1) < X(;), tai Fo(x) nemazéja intervale (X(;_1), X))
ir Fn(x) = Fn(X(i—l)) su visais x € (X(i—l)yX(i)): todél

sup [Fo(x)—Fo(2)] = maz[Fo(X- 1)) —Fo(X 1)), Fn (X)) —Fo(X @),
2€(X(i—1),X (1]

sup [Fo(x) — Fo(2)] = Fo(Xgiy) — Fu(Xao1))-

2€(X(i—1),X(1)]

Taigi
Qfgﬁ[Fn(ﬂﬁ) — Fo()] = mag [Fu(X)) = Fo(Xy)] = Dy
fgﬁ[Fo(:v) — Ful@)] = maz [Fo(Xp)) = Fo(X-)l = Dy
Dy, =maz{  sup |, () — Fo(x)], ~ sup |, (x) — Fo(z)|} =
F,(x)—Fo(x)>0 F,(z)—Fp(z)<0
maz{ sup [F,,(z) — Fo(z)], sup[Fo(x) — F,,(z)]} = maz(D;}, D} }.

z€R z€R

Jeigu X(1) < -+ < Xy, tai Fn(X(i)) = i/n, todél teisinga (4.2.4). A

Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus: hipotezé Hy atmetama reik§mingumo
lygmens a kriterijumi, kai D,, > D, (n); ¢ia D,(n) yra statistikos D,, lygmens «
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kritiné reik§mé. Nedideliems n kritinés reiksmeés D, (n) yra tabuliuotos [7],[17]
t.y. galime rasti pasiskirstymo funkcijos Fp, reik§mes, kartu P reiksmes

pv=1—Fp (D). (4.2.5)
Kai n didelis, naudojamos asimptotinio skirstinio kritinés reik§meés.
Statistikos \/nD,, asimptotinis skirstinys
Statistikos v/nD,, asimptotinis skirstinys gaunamas naudojant sarysi (4.1.6).

4.2.2 teorema. Tarkime, X1,...,X,, yra paprastoji imtis, gauta stebint abso-
liuciai tolydyjj a.d. X su pasiskirstymo funkcija Fy(z). Jeigu n — oo, tai su
visais x € R
oo (oo}
P{ynD, <z} = K(z) = Y (~1)Fe " = 1423 (~1)ke 2",
k=—o0 k=1

(4.2.6)

Irodymas. Teoremos rezultatas iSplaukia i§ sarysio (4.1.6) ir 4 Brauno tilto
savybés (B priedas, 8.5. skyrelis): su visais z > 0

P{ sup |By| >a} =2 (~1)"lem2e, (4.2.7)
0<t<1

n=1

A
Daugumoje matematinés statistikos programy pakety yra numatyta rasti
funkcijos K (x) reik§mes. Tada asimptotiné Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijaus

P reikSmé yra
e =1 — K(v/nDy).

Kritinés reik§més paprasta aproksimacija. Jeigu n > 100, tai knygoje [7]
kritinei reikmei D, (n) rasti rekomenduojama naudoti apytiksles formules

1 22 —4y — 1 1 Yy 1
Datn)m | —(y— 2L -V =y o Y~ 42.
() \/2n < B ) " en \Von 6n (4.28)
Gay = —In(a/2). Siformulé gana tiksli ir kai n mazesni. Pavyzdziui, Do gs(20)

= 0,2953 (7r. [7], 6.2 lentele; [17], IX lentele). Taikydami tikslesne aproksi-
macija 4.2.8 gauname apytiksle reik§me 0,29535, o taikydami grubesne aproksi-
macija — 0,29403.

Vienpusés alternatyvos. Jeigu alternatyva yra vienpuse, t.y.

Hy : sup(F(z) — Fo(z)) >0 arba Hs :sup(F(z) — Fy(z)) <0,
zeR ze€R

tai kriterijus grindziamas statistikomis DI arba D, , kuriy skirstiniai dél simetri-
jos yra vienodi. Hipotezé Hj atmetama, kai

D} > DI (n) arba D, > DZI(n);
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¢ia DI (n) yra statistikos D, lygmens « kritiné reiksmeé.
Smirnovas 28] rado tiksly ir asimptotinj statistikos D, skirstinj: su visais
xz €0,1)

[n(1—2)] j n—j j j—1
P{Df<z}=1-(1-2)" - Cl(1-—z—= = .
- - (4.2.9)
Taigi alternatyvy H; ir Hy atveju P reikimeés yra pv = 1 — Fpp+(D)}) ir pv =
1-Fp- (D;). Remiantis empirinio proceso invariantiskumo principu (B priedas,
8.4.1 teorema)
vnD} A sup B(t).
0<t<1
Pagal 4 Brauno tilto savybe (B priedas, 8.5. skyrelis) gauname, kad su visais
x>0

P{V/nD} <z} > Kt (z)=1-Pz)=1—¢2", ki n— oo, (4.2.10)

todél alternatyvy H; ir H, atveju asimptotinés P reiksmés yra pv, = 1 —
K*(y/nD}) ir pv, =1 — K*(—/nD,;).

4.2.1 pavyzdys. Cheminé medZziaga sufasuota pakeliais, kuriy kiekvieno masé turéty bati
lygi 1 kg. Reikia patikrinti hipoteze, kad pakeliy masé yra pasiskirs¢iusi pagal normalyjj désnj
N(u,02), kai vidurkis 4 = 1 kg ir vidutinis kvadratinis nuokrypis ¢ = 25 g. Atsitiktinai
atrinkty 20 pakeliy maseés suraSytos lenteléje didéjimo tvarka.

3.2.1 lentelé. Statistiniai duomenys

% 1 2 3 4 5 6 7
X; | 0,9473 | 0,9655 | 0,9703 | 0,9757 | 0,9775 | 0,9788 | 0,9861
7 8 9 10 11 12 13 14
X; | 0,9887 | 0,9964 | 0,9974 | 1,0002 | 1,0016 | 1,0077 | 1,0084

i 15 16 17 18 19 20
X; | 1,0102 | 1,0132 | 1,0182 | 1,0225 | 1,0248 | 1,0306

Randame D, = 0,1106. Parinkime reik§mingumo lygmenj a = 0, 05. Kadangi Do 05(20) =
0,2941 (zr. [17], IX lentele), atmesti hipoteze néra pagrindo. Asimptotiné P reik§mé pv, =
1— K(y/nDyn) = 0,9673.

4.3. Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Dar-
lingo kriterijai
Turéjome, kad w?, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriterijai pa-

prastajai suderinamumo hipotezei Hy : F(z) = Fy(z) tikrinti grindziami statis-
tikomis

wy = /OO (Fu(x) = Fo(x))*$(Fo(x))dFy(x) :/O (Galy) — y)*P(y)dy,

— 00

Cn= /oo (Fn(x) - FO(x))zdFO(z) = A (Gn(y) - y)2dyv

— 00
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_ [T @ - R@) [ G — 0P
A" B [oo Fo(a?)(l — Fo(l‘)) dFO( ) o A y(l . y) dy; (431)

kur ¢ (t) yra neneigiama funkcija apibrézta intervale [0, 1].
Nuokrypis nuo hipotezés matuojamas kvadratine metrika su svoriu:

i [ T (F (@) = Fo(a)20(Fo () dFo(z) > 0. (4.3.2)

Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijy alternatyvos gau-
namos imant atitinkamai ¢(y) = 1 bei ¢¥(y) = 1/(y(1 — y)).

w?, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo statistiky realizacijy
skai¢iavimas. Tarkime funkcijos v(y) = 1, y¥(y), ¥*¢¥(y) yra integruojamos
intervale [0, 1]. Pazymékime Y; = Fo(X(;y), i =1,...,n, Y0y =0, Y1) =1,

g(t):/otm/)( dx, h(t /w dz, k:/01(1—t)2w(t)dt.

4.3.1 teorema. w?, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo statistikos
gali buti uZrasytos tokiu pavidalu:

Z Yioy) — 1h(Y(i))] +k, (4.3.3)
=gt Z <Y<Z> ) : (4.3.4)
nA, = —n— — Z(Zi —1)[In Y + In(1 - Y(nm))]] . (4.3.5)

Irodymas. Remdamiesi (4.3.1) ir jvestais Zyméjimais, gauname

n Y(z+l) ’L n i2
=3 [ uPedy = 3 (V) — (V)
i=0 7Y i=0
23 Ho(Virn) — oY) + | vy
i=0 0
C(i—1)2 -
= Z n2 h(Y(z)) + h(l) + QZ 79(Y(z)) - 29(1)
i=1 i=1
v, 2 o 2 —1
| atvdn =53 lo0) 25 aio)] &

Jeigu ¢(t) = 1, tai (4.3.1) yra Kramero ir Mizeso statistika. Randame
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n

1 s 201 11 s 201 2i —1\°
= (v m)m—nz(yi)—%mw( 2n ))

i=1
IT-/2i—1\" 1 1 1 2 —1\°
_Z - 4 Voo — )
n§< 2n)+3 12n2+n;((l) 2n)
Jeigu ¥ (t) = 1/(t(1—t)), tai funkcijos ¢ (t), tp(t), t2¢(t) néra integruojamos
intervale [0, 1], todél Anderseno ir Darlingo statistikos A,, apibrézti tiesiogiai

pagal (4.3.3) negalime. Fiksuokime 0 < e < Y(y), 0 < < 1-Y(,) ir apibrézkime
statistika A,, kaip riba

1-6 . ) dy
A=, WAy

Tada (4.3.3) lygybéje g(t), h(t) ir k reikia pakeisti j
g(t;e,0) =In(l —¢e) —In(1 —¢), h(t;e,d) =Int—Ine+1n(l —e) —In(1 —¢),

ir
k(e,0)=In(1—-9§)—Ine—14+d4+¢, e<t<1-04.

Gauname

2 ~[2i—1 2 —1
An:—fE InYy, 1-— In(1 —Y;
ni_l[ 2n . ()+( 2n ) In( ())}

+ lim {In(1-0)—In(1—-¢)—1+d+¢k
£,0—0

nAn:—n—an:[
i=1

n

1 .
=-n-— Z(Qz —-1) [lnY(Z-) +In(1 - }/(n7i+1))] )

i=1

1 2i 1
Yy 4+ (1— —=—

sk )in(t - Yio)|

A

Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijai: hipotezé Hy
atmetama, kai statistikos nC,, arba nA,, virsija juy atitinkamas kritines reikSmes.

Nedideliems n daugelyje matematinés statistikos programy pakety (pvz.,
SAS) yra numatytas $iy statistiky P reikS§miy, t.y. tikimybiy, kad atitinkama
statistika virSys stebétaja realizacija esant teisingai hipotezei, radimas. Palygine
P reikSme su pasirinktu reik§mingumo lygmeniu ir priimame sprendima apie
tikrinamaja hipoteze.

Kai n yra didelis, kritinés reik§meés gaunamos naudojant asimptotinius skirs-
tinius. Pagal (4.1.6)

B(t)
H1— 1)

1 1
nC, % C = / BX(t)dt, nA, S A= /
0 0
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Remdamiesi tuo faktu, kad

Gia Zy,Zs, ..., yra vienodai pasiskirste n.a.d., turintys standartinj normalyji
skirstinj, Z; ~ N(0, 1), gauname

1 fe'e) 4j2772
P{C<zl=a 1—— —1)i+1
(€ <a) =ae)=1- 23 Lo
P{A<z} =as(z) =
- JJF]+1/2)(4J+) > x (4j +1)°m*(1 +9°)
go e A e e

(4.3.7)

4.3.1 pavyzdys (4.2.1 pavyzdzio tesinys). Pavyzdyje 4.2.1 suformuluotg uzdavinj i§spresime
taikydami Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijus. Gauname

1 % —1 X, -1
Cpn = P(z;) — 2-0,0526, 2z = ———,
nCn = 535+ 22(@) = =5) 7 70,025

1n<I> (zi)+ (11—

:—20—22(

Asimptotinés P reik§més yra atitinkamai

n(1l— <I>(z7))> =0,3971.

P{nC, > 0,0526} ~ 1 — a1(0,0526) ~ 0, 86,

P{nA, >0,3971} ~ 1 — az(0,3971) ~ 0, 85.

Anderseno ir Darlingo bei Kramero ir Mizeso kriterijy P reikSmés yra beveik vienodos,
taciau gerokai skiriasi nuo Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijaus P reik§meés. Remdamiesi visais
trimis ktriterijais darome ta pacia i§vada: atmesti hipoteze néra pagrindo.

4.3.1 pastaba. Lemegko darbuose [18], [19], [20] skaitiniais metodais atliktas pateikty
kriterijy galios funkcijy palyginimas. Apskritai kalbant, kriterijai igrikiuoti tokia tvarka:
Pirsono chi kvadrato - Anderseno ir Darlingo = Kramero ir Mizeso = Kolmogorovo ir
Smirnowvo.

4.4. Modifikuotieji kriterijai

Praktiskai kur kas dazniau tenka tikrinti sudétines suderinamumo hipotezes.
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Sudétiné suderinamumo hipotezé:
X ~ F(x) € Fo = {Fy(z;0),0 € © C R},

¢ia Fy(x; 0) zinomo pavidalo pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo nezinomo
baigtinés dimensijos parametro 6.

Kriterijaus sudarymo idéja. Kriterijy statistikos apibréziamos pagal analo-
gija su paprastosios hipotezés atveju. Modifikuotieji Kolmogorovo ir Smirnovo,
Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijai grindZiami statistikomis

1
Dglmod) = sup \Gn(y) _ y|7 Cflmod) :/ (Gn(y) _ y)Qdyv
0

ye[0> 1]
1A )2
Alrod) — / Cnly) —o)1 (4.4.1)
o y(l-y)
¢ia

. 1<
Gn(y) =~ > oo (Vi) (4.4.2)

=1

yra empiriné pasiskirstymo funkcija, sudaryta remiantis a.d. Y; = Fy(X;, 0);
¢ia 6 yra DT (ar kitoks) parametro jvertinys.

Nors modifikuotyjy kriterijy statistikos turi lygiai tokj pat pavidalg kaip ir
statistikos D,,,C},, A, paprastosios hipotezés atveju, taciau jy skirstiniai yra
ne tie patys. Atsitiktiniai dydziai Y; = FO(Xi,é),i = 1,...,n, néra vienodai
pasiskirste n. a. d., turintys tolyguji pasiskirstyma U (0, 1). Sie a. d. yra priklau-
somi, nes visi jie apibréZiami naudojant jvertinj 0 = 9(X1, eery X3). Todél minéty
statistiky skirstiniai, apskritai kalbant, turéty priklausyti ir nuo pasiskirstymo
funkcijos F{y pavidalo, ir nuo parametro 6.

Tam tikrais specialiais atvejais modifikuotyjy statistiky skirstiniai esant teisin-
gal hipotezei nuo nezinomo parametro nepriklauso, o priklauso tik nuo pasiskirsty-
mo funkcijos Fj.

4.4.1 teorema. Tarkime, parametras vertinamas DT metodu. Tada tikimybiniy
Seimy, priklausanciy tik nuo poslinkio ir mastelio parametry

{Fo(z;0) = G((x —p)/o), peR, o>0}

arba priklausanciy tik nuo laipsnio ir mastelio parametry

x
{Fo(;0) = G((@)y% 0>0, v>0}
atvejais, modifikuotyjy statistiky skirstiniai nepriklauso nuo neZinomy parametry,

bet gali biti skirtingi skirtingoms funkcijoms G.

Irodymas. Pakartoje 3.4.1 teoremos jrodyma gauname, kad a.d. Y; skirs-
tinys nepriklauso nuo nezinomy parametry. Taigi ir G,,(y) bei modifikuotyjy
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Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijy
statistiky D7(Lm Od), CflmOd), AS” od) skirstiniai nuo nezinomy parametry nepriklau-
S0, taciau gali priklausyti nuo funkcijos G pavidalo.

Skirstiniy Seimos, priklausancios tik nuo laipsnio ir mastelio parametry, nag-
rinéjamos analogiskai. A

4.4.1 pastaba. Remiantis 4.4.1 teorema galima sukonstruoti modifikuotuosius
suderinamumo kriterijus dél stebimojo a.d. skirstinio priklausymo eksponenti-
niy, normaliyjy, logistiniy, ekstremaliy reiksmiy, Kosi skirstiniy Seimoms (prik-
lauso tik nuo poslinkio ir mastelio parametry), bei lognormaliyjuy, loglogistiniy,
Veibulo skirstiniy Seimoms (priklauso tik nuo laipsnio ir mastelio parametry).
Reikia pazyméti, kad pastarosioms Seimoms atskiri kriterijai nereikalingi, nes,
peréjus prie a.d. In X;, jos suvedamos j skirstiniy Seimas, priklausancias tik nuo
poslinkio ir mastelio parametry.

4.4.2 pastaba. Netgi kai n yra didelis, modifikuotyjy kriterijy kritinés reiksmeés
gali gerokai skirtis nuo kritiniy reik§miy, gaunamy tikrinant paprastaja hipoteze.
Pavyzdziui, modifikuotojo Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijaus (normalusis skirs-
tinys) 0,01 kritiné reik§mé atitinka to paties kriterijaus tikrinant paprastaja
hipoteze 0,2 kritine reik§me. Daugelyje matematinés statistikos knygy ir kai
kuriuose programy paketuose kriterijai sudétinei suderinamumo hipotezei tikrinti
néra korektiski: naudojamos modifikuotosios statistikos, o kritinés reikSmeés
(arba P reikSmés) imamos tos, kurios gaunamos tikrinant paprastaja hipoteze.
Gaunamos iSvados gali buti klaidingos: remdamiesi tokiu nekorektigku krite-
rijumi galime gauti iSvada, kad duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei, o
remiantis modifikuotuoju kriterijumi hipoteze reikéty atmesti.

Matematinés statistikos programy pakete SAS paprastosios ir sudétinés hi-
poteziy atvejai yra atskirti ir pateikiamos modifikuotyjy kriterijy P reik§més
dazniausiai naudojamy skirstiniy Seimoms. Modifikuotyjy kriterijy kritiniy
reiksmiy lentelés pateiktos knygoje [11].

Modifikuotieji Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei An-

derseno ir Darlingo kriterijai: sudétiné suderinamumo hipotezé H, at-
metama reiksmingumo lygmens kriterijumi, kai statistikos DflmOd), C£MOd), Aﬁ{”"d)
vir§ija atitinkamas 8iy statistiky « kritines reikSmes.
Kai imtis yra didelé, asimptotinés P reik§més randamos remiantis modifikuoty-
ju kriterijy statistiky ribiniais skirstiniais.
Modifikuotyjy kriterijy statistiky asimptotiniai skirstiniai
Modifikuotyjy kriterijy statistikos yra funkcionalai nuo empirinio proceso

&aly) = Vn(Galy) —y), y € (0,1), (4.4.3)

todél reikia Zinoti empirinio proceso &, (y) asimptotinj elgesj.
Irodyta, kad poslinkio ir mastelio bei laipsnio ir mastelio seimy atveju &, (y)
asimptotinis skirstinys yra toks [22]: &, (y) 4 &(y), y € (0, 1, ¢ia &(y) yra Gauso
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procesas su nuliniu vidurkiu ir koreliacine funkcija
1
K(z,y) =z Ay — 2y — —Ki(z,y).

Lyginant su asimptotiniu skirstiniu paprastosios hipotezés atveju skirtumas
yra tas, kad koreliacinéje funkcijoje atsiranda pataisa (tre¢iasis démuo), prik-
lausanti nuo funkcijos G. Funkcijos K (z,y) pavidalas yra toks:

Ki(z,y) = cowr(2)wz(y) + crwz(v)wz(y) — esfwr (z)w2(y) + wa(z)w1(y)];

N

Cia
a) poslinkio ir mastelio parametry Seimoms

wi(z) = g(G™H(x)), wa(w) =G (x)g(G™ (x)),

clz/fo Mdm, 02:/00 wQdefl,

o 9(@) oo 9(@)
= OOZUM X a = c1cC 702'
o= [ e e

b) laipsnio ir mastelio parametry Seimoms

wi(z) = G7H(2)g(G7 (), wa(z) = G H(2)g(G™ (2)) In G~ (),

o :/OO (1+a?g/(x))2g(x)dx, e :/oo (1+xlnx‘q/(m> +lnx>2g(x)da:,

oo g9(z) oo 9(z)
cg = /Z (1 +x“(;/((§))> (1 fzlnz *‘;/((f)) + 1nx> g(x)dz, a=cies —ci.

Remiantis invariantiskumo principu (Zr. B prieda, 8.4.1 teorema) modifikuotyjy
Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijy
statistikos turi tokias ribas:

(mod) @, (mod) @, ! 2 (mod) @, ! 52(”
V/nD\| — sup [£(t)], nC} — & (t)dt, nA, — dt.
0<t<1 0 o t(1—1)
(4.4.4)

4.4.1 pavyzdys. (2.3.2 pavyzdzio tesinys.) Pagal 2.3.2 pratimo duomenis patikrinsime
hipoteze, kad stebimo a.d. skirstinys yra a)normalusis; b) lognormalusis.

a) Apskai¢iuojame modifikuotyjy Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei An-
derseno ir Darlingo kriterijy statistiky reikSmes:

X =12,0184, s=10,03248, DJ,=0,1806, Dj, =0,1296, D{7"°? =0,1806;

2¢—1 X; — 12,0184

10,03248 '

49
1
Oy = o 4 3 (R(Y) — )? =0,3241, Y3 =
i=1

49 . .
2t —1 2t —1
Almod — 49 o ( In ®(Y,,; 1— 2" )In(1 — (Y, ):1,8994.
n > (S et + (- S5 nlt - 2(y)
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Atlikdami skai¢iavimus SAS programy paketu gauname atitinkamas P reik§mes
pv < 0,01, pv<0,005 pv<O0,005.

Normalumo hipotezé atmetama.

Jeigu atliekant skai¢iavimus tartume, kad buvo tikrinama paprasta normalumo hipotezé
Hp: X ~ N(12,0184, 10,03248), kai neZinomi parametrai pakeisti jy jver¢iais, tai atitinkamai
gautume tokias P reikSmes: 0,0724;0,1193;0,1049. Normalumo hipotezé neatmetama, jeigu
kriterijaus reik§mingumo lygmuo maZesnis uz 0,0724. Reikia paZzyméti, kad kai kuriuose
matematinés statistikos paketuose sudétinés suderinamumo hipotezés tikrinamos bttent tokiu
budu. PavyzdZiui, pagal Siuos duomenis tikrindami normalumo hipoteze Kolmogorovo ir
Smirnovo kriterijumi SPSS paketu gauname P reikdme 0,0724.

b) Peréje prie logaritmy gauname tokias modifikuotyjy Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero
ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijy statistiky reikSmes:

X =2,1029, s=0,9675, D\7"°" = 0,1033,
nC{™ =0,0793, nAL"Y = 0,5505.
Atlikdami skai¢iavimus SAS programy paketu gauname atitinkamas P reikSmes:

pv =0,6723, pv=0,2141, pv=0,1517.
Turimi duomenys neprieStarauja prielaidai, kad buvo stebétas lognormalusis a. d.

4.4.3 pastaba. Lemesko ir kt. darbuose [18], [19], [20] skaitiniais metodais
atlikta sudeétiniy suderinamumo hipoteziy tikrinimo kriterijy galios priklau-
somybés nuo alternatyvy analizé. Pakankamai placiai alternatyvy klasei daroma
isvada, kad kriterijus galima isrikiuoti tokia tvarka: modifikuotas Anderseno ir
Darlingo = modifikuotas chi kvadrato = modifikuotas Kramero ir Mizeso > Pir-
sono chi kvadrato = modifikuotas Kolmogorovo ir Smirnovo.

4.5. Dviejy im¢iy kriterijai

4.5.1. Dviejy im¢iy Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus

Tarkime, turime dvi nepriklausomas paprastasias imtis
X = (X1, X)) it Y =(¥,..., V)7,

gautas stebint absoliuciai tolydzius a.d. X ir Y su pasiskirstymo funkcijomis
Fy ir Fy. PaZzymékime Flm(ac) ir an(a:) empirines pasiskirstymo funkcijas,
sudarytas remiantis imtimis X ir Y.

Reikia patikrinti homogeniskumo hipoteze

Hy: Fi(z) = F3(z), Vo € R, (4.5.1)
kai alternatyva yra dvipusé

H : sup |Fi(z) — Fa(z)] > 0, (4.5.2)
zeR

arba vienpusé

H" : sup(Fi(z) — Fa(z)) >0, H~

inf (Fy(x) — Fa(z)) < 0. (4.5.3)
z€R zeR
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Duiejy imciy Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus hipotezei Ho, kai alter-
natyva dvipusé H, tikrinti grindziamas statistika

Dopn = sup |Fip(z) — Fa,(z)]. (4.5.4)

|z|<oo

Analogiskai 4.1.1 teoremai jsitikiname, kad esant teisingai hipotezei H statis-
tikos D, ,, skirstinys nepriklauso nuo stebimy a.d. pasiskirstymo funkcijos, o
priklauso tik nuo im¢éiy didumy m ir n:

Do = sup |Fip(z) — Fon(z)| = sup |Gim(y) — Gan(y)],
z€R 0<y<1

dia G it Gan yra empirinés pasiskirstymo funkcijos, sukonstruotos pagal imtis
(Uit Uim)"ir - (Ua, .y Uzi) 7,

gautas stebint nepriklausomus tolygiai pasiskirs¢iusius intervale [0, 1] atsitik-
tinius dydzius U; ir U,

Ui = F1(X;), U = Fu(Yj).
Kai alternatyvos vienpusés, kriterijai grindziami statistikomis

Djr_z,n = Sup(ﬁlm(m) - an(x)), Dy, =— (Flm(x) — an(x)) (4.5.5)

inf
z€R ’ z€R
Kadangi funkcijos Flm(m) ir an(m) yra laiptinés, tai supremumas pasiekia-
mas §iy funkcijy Suoliuky taskuose. Analogiskai vienos imties Kolmogorovo ir
Smirnovo statistikos atvejui D, gali biiti apskaiciuota Sitaip:
Dy = max(Dy ., D, );

m,n’ m,n

r . . s—1
DY = max (7 - F2n(X(r))) = max (Flm(Y(S)) - )> ’

e 1<r<m \m 1<s<n n

m,mn

. r—1 S -
e (Fon0¥0) = ) = e (5 Fi¥0).

1< m 1<s<n \nNn

Dviejy im¢&iy Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus: hipotezé Hy atmetama
lygmens « kriterijumi, kai

Dyyn 2> Doz(ma Tl);
¢ia Dy (m, n) yra statistikos D, ,, lygmens o kritiné reik§mé, t.y.

P{D.,,n > Do(m, n)} <a, P{Dpn < Dy(m, n)} >1-a.

4.5.1 pastaba. Statistika D,, , jgyja reik8mes pavidalo [/k; ¢ia k = k(m, n)
yra skaic¢iy m ir n bendras maziausias kartotinis, o [ — sveikasis skai¢ius. Todél
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paprastai reik§mingumo lygmens « kriterijus bus randomizuotas. Dazniausiai
naudojami nerandomizuoti kriterijai gaunami Siek tiek sumazinus reik§mingumo
lygmenj a. Tiksliau, kritine reiksme D, (m, n) imamas maZiausias pavidalo I/k
skai¢ius, kuris tenkina salyga

P{Dy. n > Dol(m, n)|H} =a’ < a.

Apytiksles D, (m, n) reikmes galima rasti naudodami aproksimacija (7r

[71) .
D,(m,n) ~ —|—Da(y)—|—;—

1
k(m,n)
1 n—m 1 m—d(m,n)
v | 6(m +n) +§m+n+d(m7n)

)

¢ia k(m,n) ir d(m,n) yra skai¢iy m ir n bendras maZiausias kartotinis ir bendras
didziausias daliklis, v = mn/(m +n), m < n.
Kai alternatyvos vienpuseés, hipotezé Hy atmetama, kai

Dy, ., > Daq(m,n) arba D, . > Daq(m,n). (4.5.6)

Pastarieji kriterijai yra apytikslus. Taciau, kai reikSmingumo lygmuo o < 0,1,
aproksimavimo tikslumas praktiskai pakankamas (zr. [7]).

Kai m ir n mazi, kritinés reik§més yra tabuliuotos (7r. [7], [17]) arba jy
skai¢iavimas numatytas matematinés statistikos programy paketuose.

Kai m ir n dideli, asimptotinés kritinés reik§més randamos naudojant asimp-
totinius statistiky D,J,FML ir Dy, , skirstinius.

4.5.1 teorema. Tarkime, kad m/(m +n) — p € (0, 1), m,n — oco. Jeigu
hipotezé H teisinga, tai

mn s 2 2
P{ Dipn < m} —1-2) (-n)rle (4.5.7)
m+n =
P{ e " pi < }%162“”2, kai n — oco. (4.5.8)

Irodymas. Kai hipotezé Hj teisinga, remdamiesi B priedo 8.4.1 teorema

gauname
[ mn
(Flm_F2n)—
/ d
+n\/ m [Fim — F1] — fFZn_FQ]_)B

Vv1—pB; — \/ﬁBQ;

¢ia By ir Bs yra nepriklausomi Brauno tiltai. Stochastinis procesas B yra Gauso,
nes jis yra tiesiné Gauso procesy funkcija. Kadangi

EB(t) =0, cov(B(s),B(t)) = (1—7v)cov(Bi(s), B1(t))+
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~yeov(Ba(s), Ba(t)) = s At — st,

tai B taip pat yra Brauno tiltas. Taigi

Remdamiesi §ia teorema gauname

mn

pv, =1 —P{ sup |B(t)| <

0<t<1 m-+n m-+n

Dm,n} i 1-K ( o Dm,n) )

¢ia K(z) yra Kolmogorovo pasiskirstymo funkcija. Tikslesnes aproksimacijas
galima rasti [7].

4.5.1 pavyzdys. Tiriamas fungicidy poveikis kavos medeliy sergamumui. Lenteléje pateikti
duomenys apie kavos medeliy sergamuma (procentais) naudojant fungicidus ir jy nenaudojant.

Fungicidai naudoti 6,01 2,48 1,76 5,10 0,75 7,13 4,88
Fungicidai nenaudoti | 5,68 5,68 16,30 21,46 11,63 44,20 33,30

Tikriname hipoteze, kad fungicidy naudojimas neturi jtakos kavos medeliy sergamumui.

Tarpinius skaiCiavimo rezultatus pateikiame lenteléje:

"X [ Yoy | [ FaVi) [ GnXn) | 5 = FaViw) | 55 = (X))
10,7 | 568 |1/7 | 5/7 0 —4/7 1/7
21,76 | 5,68 | 2/7 | 5/7 0 —3/7 2/7
30248 | 11,63 |3/7 |1 0 —4/7 3/7
404,88 | 16,30 | 4/7 | 1 0 —3/7 4/7
515,10 | 21,46 | 5/7 | 1 0 —2/7 5/7
6 |6,01 | 33,30 |6/7]1 2/7 —1/7 4/7
77,13 44201 |1 2/7 0 5/7
Gauname 5
+ I _éa -2
Dm,n - lg‘agxm (m GH(X(T‘))> 7
_ r . 5
Dy = max (5 - Fm(Y(T))> =0, Dy = 2 &0, 714286,

Atlikdami skai¢iavimus SPSS paketu gauname P reik§me
pv = P{Dyp » > 0,714286} = 0,05303.
Asimptotiné P reik§mé yra pv, = 0,05623.
Hipotezé neatmetama, jeigu kriterijaus reikSmingumo lygmuo yra 0, 05, ta¢iau atmetama,
jeigu reik§mingumo lygmuo yra 0,1. Pagal tokias mazas imtis sunku daryti galutine i§vada.
Toliau §is pavyzdys bus nagrinéjamas taikant Kramero ir Mizeso bei Vilkoksono kriterijus.

4.5.2. Dviejy im¢iy Kramero ir Mizeso kriterijus

Dviejy imé¢iy Kramero ir Mizeso kriterijus yra grindziamas statistika (7r. [1])

mn +oo . 9 A
T = e [m (Fim () — Fop(2))*dGan (), (4.5.9)
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A m n

Gm,+n(x) = Flm(l') + F?n(x)

m-+n m+4+n

yra empiriné pasiskirstymo funkcija, sukonstruota pagal didumo m +n jungtine
imtj (X1, .00 Xy Y1500, V)T

Remiantis apibréZimu (4.5.9) galima jrodyti (7r. 4.3 pratima), kad statistika
T'n,n gali biiti uzraSyta tokiu pavidalu:
1 = - dmn — 1
Ton=——"——[m Rij—j)+n Ry — i) — ————, (4.5.10
¢ia Ry; ir Ry; yra pozicijos,kurias uZzémé pirmosios ir antrosios imties elementai
jungtinéje imtyje.

Irodyta, kad statistika T, , turi ribinj skirstinj, kai m,n — oo, m/n —
A, 0 < A < oo. Sis ribinis skirstinys sutampa su statistikos nC,, ribiniu
skirstiniu (4.3.6):

P{Tyn<z}—P{C<z}=a(z).

Statistikos C' vidurkis ir dispersija yra lygias 1/6 ir 1/45 (7r. 4.1 pratima), o
statistikos T, ,, atitinkami momentai yra (4.4 pratimas)
1 N 1 1 1 m+n+1 3(m+n)

VT,,,=—(1
m+n)’ ’ 45( er—l—n)( m+n dmn

).
Todél vietoje T}, , rekomenduojama naudoti modifikuota statistika

T’rn n ETm n 1
=02 T8 (4.5.11)

mne\ J45VT,, 6

kurios pirmieji du momentai sutampa su atitinkamais a.d. C momentais.
Asimptotinis Kramero ir Mizeso dviejy imdiy kriterijus: homogenigku-
mo hipotezé atmetama asimptotiniu «a lygmens kriterijumi, kai

Ty , > th(m,n); (4.5.12)

m,n

ia t* (m,n) yra kritiné reik§mé, randama i$ salygos

1—ai(t:(m,n)) = a.

Aproksimacija funkcija a;(x) yra gana tiksli ir su palyginti nedideliais m, n.
Aproksimacijos tikslumo analize galima rasti [7].

4.5.2 pavyzdys. ( 4.5.1 pavyzdzio tesinys). Pritaikysime Kramero ir Mizeso kriterijy 4.5.1
pratimo duomenims. Gauname: T77 = 0,7704 ir modifikuotosios statistikos reikdme yra
T7, = 0,7842. Asimptotiné P reik¥mé pv, = 1 — a1(0,7842) =~ 0,008. Homogeniskumo
hipotezé atmestina. Siame pavyzdyje Kramero ir Mizeso kriterijus pasirodé galingesnis uz
dviejy imciy Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijy.
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4.6. Pratimai

4.1. Raskite atsitiktiniy dydziy C' = [} B2(t)dt ir A = [ B>(t)/(t(1 — t))dt pirmuosius
du momentus.

4.2. Raskite statistiky nC), ir nA,, pirmuosius du momentus ir palyginkite juos su 4.1
pratime gautais momentais.

4.3. Jrodykite, kad Kramero ir Mizeso dviejy imciy statistika (4.5.9) galima uZzragyti
pavidalu (4.5.10).

4.4. Raskite statistikos T, n, apibréztos formulémis (4.5.9), (4.5.10), pirmuosius du mo-
mentus.

4.5. Sukonstruokite tolydziojo a.d. pasiskirstymo funkcijos F'(x) lygmens Q pasikliovimo
sritj pagal paprastaja didumo n imtj.

4.6. Tarkime, X yra diskretus a. d., kurio galimos reik8més 0, 1, 2...., o jy jgijimo tikimybés
pr = P{X =k}, k=0,1,.... [rodykite, kad a.d.

X—-1

Z=Y pr+pxY
k=0

yra tolygiai pasiskirstes intervale (0, 1), kai Y ~ U(0, 1) ir nepriklauso nuo X.

4.7 (4.6 tesinys). Tarkime, X1, ..., X,, yra paprastoji imtis diskregiojo a.d. X, o Fy ()
— empiriné pasiskirstymo funkcija. Reikia patikrinti hipoteze H : E(ﬁ'n(ac)) = Fo(z), |z| < oo;
Gia Fp(x) — visiskal nusakyta diskretioji pasiskirstymo funkcija. Hipoteze H pakeiskime
hipoteze H' : E(Gn(2)) = G(z),0 < z < 1. Cia Gn(2) — empiriné pasiskirstymo funkcija
imties Z; = Fo(X;) + px,; Yk, ¢ = 1,..,n, k = 1,..,n; Y1,...,Yn — nepriklausanti nuo
X1,...,Xn paprastoji a.d. Y ~ U(0, 1) imtis, o G(z) — tolygiojo skirstinio U(0, 1) pa-
siskirstymo funkcija. Taip gauname randomizuota, pavyzdziui, Kolmogorovo ir Smirnovo
kriterijaus analoga diskretiesiems skirstiniams.

4.8. (4.7 tesinys). Remdamiesi 4.7 pratime aptartu kriterijumi atlikite 2.5 pratimo
uzduotj.

4.9. (4.7 tesinys). Remdamiesi 4.7 pratime aptartu kriterijumi atlikite 2.7 pratimo
uzduotj.

4.10. Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Dar-
lingo kriterijais patikrinkite hipoteze, kad 2.16 pratimo imtis gauta stebint a) normalyjj a.d.
su parametrais f ir 52, b) normalyjj a.d.

4.11. Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Dar-
lingo kriterijais patikrinkite hipoteze, kad 2.17 pratimo imtis gauta stebint a) lognormalyji
a.d. su parametrais g ir 6, b) lognormalyjj a.d.

4.12. Kontroliuojant stakliy stabiluma, kiekvieng valanda paimama 20 gaminiy ir remian-
tis jy tam tikro parametro matavimo rezultatais apskaitiuojamas nepaslinktasis dispersijos
jvertinys s2. Lenteléje pateikta 47 jvertiniy realizacijos.

0,1225 | 0,1764 | 0,1024 | 0,1681 | 0,0841 | 0,0729 | 0,1444 | 0,0900
0,0961 | 0,1369 | 0,1521 | 0,1089 | 0,1296 | 0,1225 | 0,1156 | 0,1681
0,0676 | 0,0784 | 0,1024 | 0,1156 | 0,1024 | 0,0676 | 0,1225 | 0,1521
0,1369 | 0,1444 | 0,1521 | 0,1024 | 0,1089 | 0,1600 | 0,0961 | 0,1600
0,1024 | 0,1369 | 0,1089 | 0,1681 | 0,1296 | 0,1521 | 0,1600 | 0,0576
0,0784 | 0,1089 | 0,1056 | 0,1444 | 0,1296 | 0,1024 | 0,1369
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Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo
kriterijais, patikrinkite hipoteze, kad prietaisas buvo stabilus (pagal matuojamo parametro
reik§miy nukrypimus). Laikykite, kad tokiu atveju matuojamasis parametras pasiskirstes
pagal normalyjj désnj su su dispersija 02 = 0, 1090.

4.13. Sumodeliuokite didumo 50 paprastasias imtis a) normaliojo a.d. N(3, 4); b)
lognormaliojo a.d. LN(1, 2); ¢) Erlango a.d. G(3, 4); d) Kosi a.d. K(0, 2). Remdamiesi
Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijais patikrinkite
hipotezes, kad buvo sumodeliuoti bitent minétieji a. d.

4.14. Lenteléje pateikti dviejy eksperimenty su musémis rezultatai. Pirmame eksperi-
mente tam tikrais nuodais musés veikiamos 30 sekundZiy, antrajame — 60 sekundziy. Para-
lyziuojantj nuody poveikj apibudina reakcijos laikas (X, pirmame ir Xy; antrame eksperi-
mente), praéjes nuo musés saly¢io su nuodais iki to momento, kai musé nebegali stovéti.

X1 i X1
31 | 9 | 53,1
94 | 10 | 59,4
156 | 11 | 65,6
21,9 | 12 | 71,9
28,1 | 13 | 78,1
344 | 14 | 844
40,6 | 15 | 90,6
46,9 16 96,9

Xo; i Xo;
33 | 9 | 56,7
10,0 | 10 | 63,3
10,7 | 11 | 70,0
233 | 12 | 76,7
30,0 | 13 | 83,3
36,7 | 14 | 90,0
433 | 15 | 96,7
50,0

O~ O U WN e
O~ U WN e

Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramero ir Mizeso dviejy iméiy kriterijais,
patikrinkite hipoteze, kad imtys gautos stebint ta patj atsitiktinj dydj.

4.15. Sudalinkite 2.16 pratimo duomenis j dvi imtis (pirmieji 5 ir likusieji 5 stulpeliai).
Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramero ir Mizeso dviejy imé&iy kriterijais, patik-
rinkite hipoteze, kad imtys gautos stebint ta patj atsitiktinj dyd;.

4.16. Sudalinkite 2.17 pratimo duomenis j dvi imtis (pirmieji 5 ir likusieji 10 stulpeliy).
Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramero ir Mizeso dviejy imciy kriterijais patik-
rinkite hipoteze, kad imtys gautos stebint ta patj atsitiktinj dyd;.

4.7. Atsakymai ir nurodymai

4.1. EC =1/6,VC = 1/45; EA=1,VA = 272 /3 — 6. Nurodymas. EC = fol E(B2(t))dt,
E(C?) =2 [, [T E(B?(t)B?(s))dsdt. Pasinaudokite tuo, kad B(t) ~ N(0,¢(1 —1)),0 < t <
1;(B(s), B(t))T ~ N2(0,%),011 = s(1 — s),022 = t(1 —t),012 = s(1 —1),0 < s <t < 1.
4.2. E(nCy) = 1/6,V(nCy) = 1/45 — 1/(60n); E(nA,) = 1,V(nAy,) = 272/3 — 6 + (10 —
72)/n. Nurodymas. E(nCy) = fol nE(én(y) —y)2dy, E(nCp)?) = 2f01 foy TZZE[(GA"(.Z’) —
2)2(Gn(y) — y)2]dady. Atsitiktinis dydis nGn(y) ~ B(n,y),0 < y < 1; atsitiktinis vekto-
rius (nGn(2),n(Gn(y) — Gn()),n(1 = Gu(m))" ~ Ps(n, (z,y — 2,1 - y)),0 <z < y <
1. Randame po integraly Zenklais paraSyty momenty iSraiSkas ir jas integruojame. 4.5.

F(z) = max(0, F(z) — Da(n)), F(z) = min(F(z) + Da(n),1). 4.8. Atlike 4.7 pratime
nurodyta randomizacija, gauname statistiky realizacijas D,, = 0,0196,C),, = 0,0603, A,, =
0,3901. Atitinkamos P reikmés > 0,25. Hipotezé¢ neatmetama. 4.9. Atlike 4.7 pratime

nurodyta randomizacija, gauname statistiky realizacijas D, = 0,0305,C, = 0,0814, A, =

0,5955. Atitinkamos P reik§més > 0,25. Hipotezé neatmetama. 4.10. a) Kolmogorovo ir
Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo statistiky realizacijos yra 0,0828,
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0,1139, 0,7948, o atitinkamos P reik§més 0,5018, 0,5244, 0,4834. Hipotezé neatmetama. b)
Taikydami modifikuotuosius kriterijus SAS paketu gauname tas padias statistiky realizacijas,
o P reik¥meés yra 0,0902, 0,0762, 0,0399. Hipotezés teisingumas kelia abejoniy. 4.11. a)
Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo statistiky realizaci-
jos yra 0,0573, 0,0464, 0,3411, o atitinkamos P reik§més 0,6927, 0,8911, 0,8978. Hipotezé
neatmetama. b) Taikydami modifikuotuosius kriterijus SAS paketu gauname, kad P reik§mé
pirmu atveju > 0,15, o kitais dviem atvejais > 0,25. Atsakymas nepakinta. 4.12. Kol-
mogorovo ir -Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo statistiky realizacijos
yra 0,2547, 0,8637, 4,3106, o atitinkamos P reik§més 0,0041, 0,0049, 0,0065. Hipotezé at-
mestina. 4.14. Statistika Dy, » igijo reik§me 0,075. Kritiné reik§mé Dg o5(15, 16) = 0,475;
apytikslé reik§mé pagal pateikta aproksimacija Do, 05(15, 16) &~ 0,436. Asimptotiné P reik§mé
pve = 1 — K(0,2087) ~ 1. Hipotezé neatmetama. Kramero ir Mizeso statistikos reik§me
0,0032 ir pvg = 1 — a1(0,0032) ~ 1. Hipotezé neatmetama. 4.15. Statistika D n igijo
reikdme 0,16, pv = 0,471 ir pv, = 1 — K (1,1) = 0, 5441. Kramero ir Mizeso statistikos reik§mé
0,2511 ir pvy, = 1 — a1(0,2511) = 0,187. Hipotezé neatmetama. 4.16. Statistika D,y jgijo
reikSme 0,13, pv = 0,5227 ir pv, = 0,6262. Kramero ir Mizeso statistikos reik§mé 0,1668 ir
pve =1 —a1(0,1668) = 0,3425. Hipotezé neatmetama.



5 skyrius

Ranginial kriterijai

5.1. Jvadas

Ankstesniuose skyriuose aptaréme du neparametriniy kriterijy sudarymo meto-
dus. 2 skyriaus chi-kvadrato tipo kriterijy statistikos priklauso tik nuo imties
elementy patekimo j tam tikras aibes dazniy. Ketvirto skyriaus kriterijai grin-
dziami funkcionalais nuo empirinés ir hipotetinés teorinés pasiskirstymo funkcijy
skirtumo. Juy nepriklausomumas nuo skirstinio pavidalo grindziamas integraline
transformacija (Zr. 4.1.1 teorema), kuria absoliu¢iai tolydieji a.d. kei¢iami
tolygiai intervale [0, 1] pasiskirs¢iusiais atsitiktiniais dydziais.

Siame skyriuje aptarsime dar vieng nesusijusiy su skirstinio pavidalu kriterijy
sudarymo metoda. Pateikiamy kriterijy statistikos priklauso tik nuo stebéjimo
rezultaty tarpusavio padéties variacinéje eilutéje, o ne tiesiogiai nuo jy paciy.

5.2. Rangai ir jy skirstiniai

Tarkime, X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji imtis absoliuciai tolydziojo a.d. X,
0 X(1) <+ < X(y) yra pozicinés statistikos, gautos i§ Sios imties.

5.2.1 apibréZimas. Imties elemento X; rangu R; vadinamas to elemento eilés
numeris variacinéje eilutéje (X1, ..., X(»)), t.y.

rangas(X;) = R; = j, jeigu X; = X(j).
Pavyzdziui, jeigu (X1, ..., X5)T = (63, 32, 41, 25, 38)7T, tai
(X(1y, - X5))" = (25, 32, 38, 41, 63)"
(Ry,..., Rs)" = (5,2, 4, 1, 3)T.

102
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Rangai jgyja reiksmes 1,2, ..., n, todél ju suma yra konstanta:

n(n—l—l).

R+ +R,=14+2+---+n= 5

Ieskosime a. v., sudaryto i§ rangy
(Riy,...,Ri)", 1<ii<--<ip<nm
tikimybinio skirstinio. Kadangi a.d. Xi,..., X, yra nepriklausomi ir vienodai
pasiskirste, §is rangy vektorius jgyjan(n—1)...(n—k+1) = n!/(n—k)! skirtingy
reik§miy su vienodomis tikimybémis. Taigi

(n—k)!

P{(RiN"'aRik) = (jh"'vjk)}z nl (521)
su kiekvienu rinkiniu (41, ..., ji ), sudarytu i§ k skirtingy aibés {1, ...,n} elementy.
Atskirais atvejais
P{Ri=jb =, P{(Ru,Ri) = (i)} = ——
i =] _’I’L7 i1y 4y ) = (J1, ]2 _n(n_l)a
. . 1
P{(Ri1,....R,) = (J1,--sJn)} = e (5.2.2)
5.2.1 teorema. Jeigu a.d. X skirstinys absoliuciai tolydus, tai
n+1 n? -1 n+1
Ri="0= VR ="0—. cov(RiR)=—"== i#j (523)

Irodymas. Gauname

ER; = Z]P{R =jt=- (1—|— 4n)=
VR; = E(R}) — (ER;)*
_ 124 ... +n? B (n+1)2  (n+1)(2n+1) B (n+1)2 _n2—1.

n 4 6 4 12
Jeigu i # j, tai

cov(Ri, R;) = B(R;R;) — ER,ER,

(n+1)? C(n+1)?
7221#1 n(n—1) 4 Z ZkQ n(n—1) 4

41?2 (n+1)2n+1) (n+1)?  (n+1) [nn+1) 2n4+1 n?-1
T 4n—1) 6(n—-1) 4 2(n—1)[ 2 3 2
_(n+1) —n+1_  n+1
" 2n-1) 6 12 °
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Sutampandios reik§més. Apibendrinsime rango savoka tuo atveju, kai a.d. X; skirsti-
nys nebutinai absoliutiai tolydus. Jei variacingje eilutéje X1y < --- < X(,) yra grupe i8 ¢
sutampanciy elementy:

X-1 <X@) =Xy = = Xp-1) <Xty (5:2.4)
ir X; = X(;), tai imties elemento X; ranga apibréziame kaip jo ir su juo sutampantiy stebiniy
pozicijy variacinéje eilutéje vidurkj:

i +@G+D)+--+G+E-1 oo t—1
R = (G+1) t (U ):J+T' (5.2.5)

Pavyzdziui, jei turime imties realizacija 6, 7, 5, 10, 7, 6, 7, tai variaciné eiluté yra 5, 6, 6, 7, 7, 7,
10 ir rangai:

243 44+5+6
Ri= =2 =25 Ry = 0 5 Ry =1 Ry = T,
Rs =5; Rg = 2,5; Ry = 5.
Tarkime, kad X;, = --- = X;, = X(;); ¢ia j yra numeris, su kuriuo patenkinama (5.2.4).

Tada rangy suma

Riy+- 4R, =j+(G+D+--+(G+t-1)
yra tokia pati, kaip ir absoliuciai tolydZiu atveju, kai pozicinés statistikos X(;y, X(j11), -+,
X(j+t—1) lgyja skirtingas reikSmes. Taigi visy rangy suma kiek absoliuciai tolydziy, tiek
kitokiy skirstiniy yra tokia pati:

Ri+---+ Rn=n(n+1)/2.

Pazymeékime k atsitiktinj grupiy su vienodais elementais skai€iy, ¢; — elementy skaiciy
l-oje grupéje ir

k
=> (7 - 1).
=1

Jeigut; =---=tp, =1,tai T =0.

5.2.2 teorema. Rangy vidurkiai, dispersijos ir kovariacijos yra

1 21 ET
Er ="t yp =1 F
2 12 12n
n+1 ET . .
cov(R;, Rj) = (i # 7). (5.2.6)

12 12n(n — 1)’

Irodymas. Atsitiktiniai dydziai X; yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste, todél a.d.
Ry, ..., R, yra vienodai pasiskirste ir

n

1
B R) =" =l
=1

Remdamiesi (5.2.5) ir paZzyméje l-osios grupés pirmojo nario pozicija variacinéje eilutéje raide
7, randame rangy kvadraty suma

n k k
STRE=D G+ o) = Y aliE 1)+ (- D2/,
=1 =1 =1
Gauname
k k
P n? =D+ Gt — DA =D g2+ 20+ 4 (5 — 1))
=1 =1

+(12+ tl—l ]—Ztl J1+Jl )_A,_% ZR2
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n
Isreiske > R? ir pasinaudoje lygybe 12 +--- 4+ n? = n(n + 1)(2n + 1)/6, gauname
i=1

Xn:Rzin(n-i-l)(Qn—ﬁ—l) T
= 6 12°

A.d. R; vienodai pasiskirste, todél

V(R)) = B(R?) — (BRy)? = (n+1)(@2n+1) ET (n+1)? n’-1 ET

Rikia pazyméti, kad

j=11=1
todél
nn+1 n n(n+1 nn+1)2n+1 ET
B Y Rym= (D S (nnt Dy, nkDEn+D) | BT
J#l 2 = 2 6 12
2 _

_ n(n® —1)(3n +2) " E7 ER; R — (n+1)(3n+2) ET 7

12 12 12 12n(n — 1)

1)(3n + 2 ET 1)2 1 ET
cov(Rj,Rl):(n+ )(3n + )Jr _(n+1) __n+ " .

12 12n(n — 1) 4 12 12n(n — 1)

A

5.2.1 pastaba. Jeigu imtis (X1, ..., X,,)? yrasimetriskasa.v., t.y. (X;,,...,X; )T
turi ta patj skirstinj su visomis (1,...,n) perstatomis (iy,...,4,), tal rangy
skirstiniai islieka tie patys kaip ir paprastosios imties.

5.3. Ranginiai nepriklausomumo kriterijai

5.3.1. Spirmeno nepriklausomumo kriterijus

Tarkime, kad
(Xla Yl)Tv ey (Xnv Yn)T

yra paprastoji imtis a.v. (X,Y)? su pasiskirstymo funkcija F = F(x,y) € F;
¢ia F yra neparametriné absoliuciai tolydziy dvimagiy pasiskirstymo funkcijy
Seima.

Nepriklausomumo hipotezé (dviejy a.d.):
Ho 1 Fe .7:0;

¢ia Fo C JF yra8eima dvimadiy pasiskirstymo funkcijy, kurios lygios marginaliyjy
pasiskirstymo funkcijy sandaugai:

F(z,y) = Fi(2)Fy(y) suvisais (z,y) € R%
Ga Fi(n) = P{X <} i Fyy)=P{Y <y}

Pazymékime Riiy,...,Ry, ir Roi,...,Rs, atitinkamai imd¢iy Xq,..., X,
ir Yy, ..., Y, nariy rangus. Siuos rangus ir naudosime nepriklausomumo hipotezei
tikrinti.
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4.3.1 apibréZimas. Empirinis pirmosios ir antrosios imties rangy koreliacijos
koeficientas

i >j=1(R1j — R1)(Raj — Ra) y
ST LRy, — R (R — B2 20 T

vadinamas Spirmeno ranginiu koreliacijos koeficientu.

Koeficiento rg reikimé nepakinta, jei stebéjimai (X;,Y;)T, i = 1,2,...,n,
i8déstomi taip, kad Y; sudaryty didéjancia seka ir tada duomenys pakei¢iami ju
rangais, nes islieka tos pacios rangy poros, tik suraSytos kita tvarka. Tada vie-
toje eilutés (Rai,. .., Ron) gaunama eiluteé (1,2,...,n), o vietoje (R11,..., Rin)
— eiluté, kurios elementus pazymésime Ry, ..., R,. Gauname:

2ic (B — 2710 — =)

rs = ) P ry ; n .
Doin (R — 25H)2 500 (i — )22
Kadangi
- n+1\" /(. n+l 27 _ n(n?—1)
;(Rz 5 > ;(Z 5 ) =nV(R;) = 7
- n+1 . on+1
() ()

n n
_ nn+1)2 nm?-1) 1 o
= RZ — = - — R’L _ ,
Zi:l ! 4 12 2 Zi:l( )

tai Spirmeno koreliacijos koeficienta galima uzraSyti patogesne skai¢iuoti forma.

Spirmeno ranginis koreliacijos koeficientas:

1 ; 142
TSZEZ?:IZRi?(%) =1— 6 S n(R—z)Q (532)
(n? —1)/12 n(n? —1) & ' ' e
Kai nepriklausomumo hipotezé teisinga, a.v. (Ry,..., R,)T skirstinys sutampa
sua.v. (Riq,.. .,Rln)T skirstiniu. Taigi jis nepriklauso nuo jokiy neZzinomy

parametry, o priklauso tik nuo imties didumo n.

Spirmeno nepriklausomumo kriterijus: hipotezé Hjy atmetama reikSmin-
gumo lygmens « kriterijumi, kai

re <cp arba 71y > ca; (5.3.3)
¢ia c¢; — minimali, o ¢ — maksimali rg reik§més, tenkinancios nelygybes

P{rs<c}<a/2, P{rs>c} <a/2
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Skai¢iuoti nedideliy n a.d. rg jgyjamy reiksmiy tikimybes, kartu kritines
reik¥mes nesudétinga, nes rg yra a.v. (Ry,..., R,)T, kurio skirstinys pateiktas
(5.2.2) formulése, funkcija.

Jei n didelis, tai naudojantis CRT a.d. rg skirstinys aproksimuojamas nor-
maliuoju. Rasime pirmuosius du rg momentus. Kai nepriklausomumo hipotezé
teisinga, tai

Ezz (Ri - "; 1) =0, V(ZiRi) = V(Rl)z:i2 +cov(Ry, Ry) > iy

i#]

n?—1nn+1)2n+1) n+1

12 6 12

(n(n2+ 1))2 n(n+ 1)6(2n +1)

n?(n+1)%(n —1)
144 ’

Remdamiesi (5.3.2) gauname

1
ET’SZO, V’I"Szi‘
n—1

Kai n didelis, a.d. rg skirstinys aproksimuojamas normaliuoju:

Zn=vVn—1rs%Z~N(0,1). (5.3.4)

Naudodamiesi $ia aproksimacija galime sudqaruti asimptotinj kriterijy.

Asimptotinis Spirmeno nepriklausomumo Kkriterijus: nepriklausomumo
hipotezé atmetama asimptotiniu «a lygmens kriterijumi, kai

| Zn| > 22 (5.3.5)

Vidutinio didumo imtims rekomenduojama taikyti aproksimacijg Stjudento
skirstiniu, t.y. statistikos

tn:~/n72r73
\/1—7“%

skirstinys aproksimuojamas Stjudento skirstiniu S(n — 2).

Asimptotinis Spirmeno nepriklausomumo kriterijus grindZiamas Stju-
dento skirstiniu: nepriklausomumo hipotezé atmetama asimptotiniu « lyg-
mens kriterijumi, kai

[tn| > ta/2(n —2). (5.3.6)

Modifikacija, kai yra sutampanéiy reikSmiy. Tarkime, kad yra vienody rangy. Remian-
tis formule (5.3.1) Spirmeno ranginj koreliacijos koeficienta galima skai¢iuoti taip:

_ i1 (g — =) (Rey — 25) _
[f1(Ray — 253)2 27 (Ray — "54)2]1/2

rs
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S0 1 RijRay —n(™41)?
[(Z)o) B3, — n(™5)2) ()2, R3; — n(™54))2]1/2)

Pagal (5.2.6). kai yra teisinga hipotezé, skaitiklio vidurkis lygus nuliui, o dispersija yra

n?—1
12

20— )0 -

ETy

> V(Ri;)V(Ryj) = n( 5,
j=1

n
k
Tx = Ztl(tlz — l),
=1
k yra atsitiktinis skai¢ius sutampanéiy grupiy imtyje X1, ..., Xn; t; — elementy skaiéius l-oje

grupéje. Ty apibréziamas analogiSkai.
Remdamiesi teoremos 5.2.2 jrodymu, gauname

So Rz, (ML) om0 Tx
=Y 2 12 12°

Taigi vardiklio kvadratas yra toks:

(R 0Y o By Ty

1 3—n nd3—n
Vadinasi, jeigu n yra didelis ir nepriklausomumo hipotezé teisinga, tai ir esant kai kuriems
vienodiems rangams pritaikoma tokia pati aproksimacija ir gaunami asimptotiniai kriterijai
(5.3.5) ir (5.3.6).

5.3.1 pavyzdys. Lenteléje pateikiami n = 50 moksleiviy matematikos X; ir kalby Y; Ziniy
tikrinimo testy rezultatai.

% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 12 14 15 16 17
X; |59 63 72 55 50 46 67 61 67 53 39 41 62 51 64 52 54
Y; |50 55 53 54 59 52 57 58 57 60 49 59 59 50 66 51 59

7 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
X; |59 64 32 48 65 62 53 65 58 51 53 64 64 61 65 40 52
Y; | 60 58 57 52 57 52 58 58 64 55 54 56 57 59 62 54 55

i |35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
X; |38 56 49 60 52 65 68 58 47 39 59 60 42 51 52 65
Y; | 51 64 55 50 50 54 59 59 57 42 49 50 37 46 48 60

Ar gie duomenys nepriestarauja prielaidai, kad dviejy testy rezultatai yra nepriklausomi?

Matematikos testo rezultaty rangus pazymékime R;j;, o kalby testy — Rg;. Jeigu yra
sutampanciy rezultaty, tai rangus priskiriame pagal (5.2.5). Gautas rangy reik§mes pateikia-
me lenteléje.

7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 12 14
Ry; |29 37 50 24 12 8 47,5 335 47,5 21 3,5 6 355 14
Ry | 9 23,5 17 19,5 40 15 29,5 34,5 29,5 45 5,5 40 40 9

i 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
Ry | 39,5 17,5 23 29 39,5 1 10 44 35,5 21 44 26,5 14
Ro; | 50 12,5 40 45 34,5 295 15 29,5 15 34,5 34,5 485 23,5

7 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
Ry 21 39,5 39,5 335 44 5 17,5 2 25 11 31,5 17,5
Ro; | 19,5 26 29,5 40 47 19,5 23,5 12,5 48,5 23,5 9 9
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i 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Ry | 44 49 26,5 9 3,5 29 31,5 7 14 17,5 44
Ry | 19,5 40 40 295 2 55 9 1 3 4 45

Spirmeno ranginis koreliacijos koeficientas jgijo reik§me

250 Ri1jRaj —50(2)2 -
e (3032, R, —50(30)2) (3252, RE; — 50(54)2)]1/2 = 0,39003.

Pagal asimptotinj Spirmeno kriterijy, grindZiama normaliaja aproksimacija, gauname:
Zn =vVn—1rg =+v49 0,39003 = 2,73024.
Asimptotiné P reik&meé
pua = 2(1 — ®(2,73024)) = 0, 00633.

Pagal asimptotinj Spirmeno kriterijy, grindziama aproksimacija Stjudento skirstiniu, gau-

fame: 039003
50 —2——— " =12 93462, pvg = 0,00511.
V1 — 0390032

Nepriklausomumo hipotezé atmetama, nes P reik§més yra mazos. Kadangi rg > 0, tai
galima daryti isvada, kad yra teigiama matematikos ir kalby Ziniy priklausomybeé.

5.3.2. Kendalo nepriklausomumo kriterijus

5.3.2 apibrézimas. Kiekvieng atveji, kai didesnis skaifius paraSytas pries
mazesnj, vadiname inversija. Pavyzdziui, kélinyje (5, 3, 1, 4, 2) yra44+2+1 =17
inversijos.

Inversijy skai¢ius I, kélinyje (Ry,..., R,) igyja reikSmes nuo 0 (skai¢iai is-
destyti didéjancia tvarka) iki N,, = n(n — 1)/2 (skaiciai iSdéstyti mazéjancia
tvarka).

5.3.1 teorema. Kai nepriklausomumo hipotezé teisinga, tai inversijy skaiciaus
I,, charakteristiné funkcija yra

n eiti _ 1 n 1+ et N eit(j—l)
= Eeltin —
on(t) = = H 1 ];[ ( ; ) . (53.7)
Irodymas. Turime:
N,
i ~ itk V(K
ENOES TE, ). (5.3.8)
k=0 ’

¢ia vy, (k) yra aibés {1,2,...,n} kéliniy {i1, ..., i, }, turin¢iy k inversijy, skaiius.
Skai¢iy v, (k) isreiskiame skaiciais v,—1(1), k — (n — 1) <1 < min(k, n—1).
Reikia pazyméti, kad n! eilutés {1,2,...,n} kéliniy galime gauti i§ (n — 1)!
skaiCiy {1,2....,n — 1} kéliniy jterpiant "n” j visas galimas vietas.
Pavyzdziui, i§ 2! kéliniy (1, 2) ir (2, 1) gauname 3! kéliniy jdedant 3 j visas
galimas vietas: (1, 2, 3), (1, 3, 2), (3, 1, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 2, 1).
Eilutés (1,2, ..., n) kélinys, turintis k inversijy, gaunamas i$ eilutés (1,2, ...,
n — 1) kéliniy, turin¢iy k — [ inversijy ir jstatant n j tokia vieta, uz kurios yra
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I skaiciy {=0,...,.n—1,jeik >n—1;1=0,...,k, jei 0 < k <n —1). Taigi
teisingos lygybes

Un(k) =vp_1(k)+vpa(k—1)+- - +vp1(k—(n—-1)), k>n-1,

Va(k) = vt (k) + 1k — 1)+ +1,_1(0), 0<k<n—1. (53.9)

Su kiekvienu [ = 0,1,..., N,,_1 narys v,_1(l) jeina j v, (k) i8raiska formuléje
(5.3.6), kai k = [,...,l + n — 1, nes jstatant n inversijy skai¢ius gali padidéti
1

0,1,...,n — 1 inversija. Taigi
n Np—1 l+n—1
_ itk Un (K) _ Vn—1() itk
@”(t) - Ze n! n! Z €

k=0 1=0 k=l

Pn-1(1) it it(n—1) e —1
— 1 = , —1(2).
- [l14+e"+---+e | n(e”—l)wn 1(¢)

Pakartotinai taikydami 8iag lygybe ir atsizvelge i tai, kad

ve(0)  w1e(l) 4, et — 1

prt) =n(0) =1, ¢a(t) = =+ ——e T2t —1)

gauname (5.3.5).
5.3.3 apibrézimas. Atsitiktinis dydis

41,

— " 1<rg <L 3.1
ST <ri < (5.3.10)

rg = 1-—
yra vadinamas Kendalo ranginiu koreliacijos koeficientu.

5.3.2 teorema. Kai nepriklausomumo hipotezé teisinga, tai

2(2n+5)
Erg =0, Vrg=—"""
TK ) TK gn(n — 1)7
ir ,
K _ 4 Z~N©O 1), ki n— oo (5.3.11)

vV VT'K

Irodymas. Remdamiesi I,, charakteristinés funkcijos israiska (5.3.5), gau-
name, kad I,, yra n.a.d. suma:

Ln=U +Us+-+Up; (5.3.12)

¢ia Uy = 0, o a.d. Uj jgyja reikdmes 0, 1,...,5 — 1 su vienodomis tikimybémis
1/4, j =2...,n, nes a.d. U; charakteristiné funkcija yra

j—1

, 1
Y(t) = Be'Vi = Z etk =,

k=0 J
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Gauname -
I, _LiG=1) _j—1
— D@21 j* -1
gz U-DE-D
J 6 ’ J 2
todél

“j—-1 nm-1)
El, = = ., ERg=0;
; 2 4 K

n -9
=1 n(n-1)(2n+5)
VIn = = s
jz_:l 12 72

16V,  2(2n+5)
n2(n—12  9n(n—1)

Irodysime, kad inversijy skaiCiui galioja CRT. Tuo tikslu pakanka patikrinti
Lindebergo salyga

1 n
Vi Z/HUH (z — BU;
n j=1 ﬁ>e

Atsitiktiniai dydziai U; jgyja reikSmes nuo 1iki j — 1, j =1,2,...,n, VVI, =
O(n?/?), taigi

VTK S

)2dFy,(z) =0, kai n — oo.

|z — EU;| n—1
VVI, ~— 0O(n??)
nes su pakankamai dideliais n visos integravimo sritys yrs tuséios aibés. Linde-
bergo salyga patenkinta, todél a.d. I,, galioja CRT, ji galioja ir a.d. rg, kuris
yra tiesiné I,, funkcija. A

<k,

Kai n nedideli, statistikos rx kritinés reiksmés tabuliuotos arba jy skaicia-
vimas numatytas daugumoje matematinés statistikos pakety.

Kendalo nepriklausomumo kriterijus: nepriklausomumo hipotezé atmetama
« lygmens kriterijumi, kai

rie <c1  Or Tg > Co; (5.3.13)
¢ia ¢ — minimali ir ¢ — maksimali statistikos rx reikSmeés, tenkinancios salygas
P{rk <c} <a/2. P{rg >c} < a/2.

Kai n yra didelis, taikoma aproksimacija normaliuoju skirstiniu.

Asimptotinis Kendalo nepriklausomumo kriterijus: nepriklausomumo
hipotezé atmetama asimptotiniu « lygmens kriterijumi, kai
|~

| > 242 (5.3.14)
Vi)
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Sutampandios reik§meés. Apibendrinsime Kendalo ranginio koreliacijos koeficiento apibré-
7Zima tuo atveju, kai imtyje yra sutampanciy reikSmiy.

Sakysime, kad poros (X;,Y;)T ir (Xj,Yj)T yra suderintos, jeigu skirtumai X; — X; ir
Y; — Y; yra vienody zenkly: (X; — X;)(Y; —Y;) > 0. Poros yra nesuderintos, jei (X; —
X)(Y; = ;) < 0. Tegu

Aij = -1, jei XJ—XZ)(}/]—K) <0,
0, 36 (X; — X0)(Y; — Vi) = 0.

5.3.4 apibréZimas. Statistika
Ta=—" Ay (5.3.15)

vadinama Kendalo 7, koreliacijos koeficientu.
ZK]. Aij yra suderinty ir nesuderinty pory skaiciy skirtumas.
5.3.1 pastaba. Jeigu sutampanciy reik§miy néra, tai rx = 74.
I8 tikryjy 8Siuo atveju
B — 1, kai R; > R;,
* 0, kai R; < Rj,
ir inversijy skai¢ius uzraSomas suma
In =" hij. (5.3.16)
i<j
Skai¢ius —1 pasikartoja Zi<j hi; karty, o skaiCius 1 pasikartoja n(n —1)/2 -3
sumoje . - A;;. Gauname

i<j hij karty

1<J
> Ay =n(n—1)/2-2Y hij=n(n—1)/2 - 2In,
1<J 1<j
taigi
2 aI
—= N Ay=1- —"—.
n(n —1) = n(n—1)

5.3.2 pastaba. Jeigu yra sutampanciy reikSmiy, tai Kendalo 7, koreliacijos koeficientas gali
nebuti lygus 1 netgi tada, kai X; = Y; su visais ¢, nes ne visi surmos Zi<j A;; démenys lygus
1. Si suma turi n(n — 1)/2 démeny.

Apibrésime koeficiento modifikacija.

Atsitiktinj dydj A;; uzraSykime tokiu pavidalu A;; = U;; Vi, Cia

1, jei X; — X; >0, 1, jeiY; —Y; >0,
Uij = —1, jei Xj—Xi <0, , V;;j = —1, jeiY}—Y;<0,
0, jei Xj — X; =0. 0, jeiY; —Y; =0.

5.3.5 apibréZimas. Statistika
i1 21 UijVij
(i X U (i i VIM2

vadinama Kendalo 1, koreliacijos koeficientu.

Tp = (5.3.17)

5.3.3 pastaba. Jeigu imtyse sutampanciy reik8miy néra, tai

n n n n

D NEED DD AGETE

i=1j=1 i=1j=1

taigli 7 = Ta = K-
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5.3.4 pastaba. Jeigu imtyse yra kx ir ky sutampanciy elementy grupiy, o sutampandiy
elementy skaiciai s-oje ir r-oje grupése yra atitinkamai us ir v,, tai Kendalo 7, koreliacijos
koeficientas gali buti uzrasytas tokiu pavidalu

n n .. ..
iz1 225=1UijVij

Ty = i e , (5.3.18)
[(n(n—1) - ;1 us(us —1))(n(n — 1) — ; vr(vp — 1))]1/2

nes s-oje grupéje yra us(us — 1) pory, kurioms U;; = 0. Todél

n n kx
DD UG =n(n—1) =3 us(us —1).
s=1

i=1j=1

Analogiska lygybe gauname antrajai imé&iai.
Taigi, jei sutampanciy reik8miy yra, tai |75 > |7a|, kadangi skaitikliai sutampa, o vardiklis
Ty iSraiSkoje yra mazesnis. Jeigu X; =Y; su visais 4, tai U;; = V;; ir 7 = 1.

Asimptotinis nepriklausomumo kriterijus sudaromas aproksimuojant statistikos

S= Ui;Vi

i<j
skirstinj normaliuoju N (0, Vs); Cia
Vg —Vy — Wy Vyvl Vyo?2
Vs = s
18 2n(n—1)  9In(n—1)(n—2)

kx ky
vo =n(n—1)(2n+5), v, = Z us(us — 1)(2us +5), vy = ZUT(’UT —1)(2v, + 5),
s=1

r=1

kx by
Vyvl = Z Us(us - 1) Z U»p(’UT — 1),
s=1 r=1

kx ky
Vuvz = Y tis (s — 1) (us —2) > or(vy — 1) (v — 2).
r=1 r=1
Asimptotinis Kendalo nepriklausomumo kriterijus: nepriklausomumo hipotezé at-

metama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

S

5.3.5 pastaba. Dviejy a.d. koreliacija kartais vertinama sudarant vadinamajj Gudmano ir
Kruskalo gama koeficientq:

Matome, kad jis yra suderinty ir nesuderinty pory skai€iy skirtumo ir nesutampanciy pory
skai¢iaus santykis. Sis koeficientas taip pat sutampa su Kendalo koreliacijos koeficientu rg,
kai sutampanciy stabéjimy imtyse néra.

5.8.2 pavyzdys. (pavyzdZio 5.3.1 tesinys.) Pagal pavyzdZzio 5.8.1 duomenis patikrinsime
nepriklausomumo hipoteze naudodami Kendalo asimptotinj kriterijy.

Sumuodami U;;V;; gauname

n n

> Ui Vig =28 = 630.

i=1j=1
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Pirmoje imtyje yra kx = 12 sutampanciy stebiniy grupiy: 6 grupés po 2 sutampancius
stebéjimus, 3 — po 3, 2 — po 4, 1 grupé i§ 5 sutampanciy elementy. Antroje imtyje turime
ky = 11 grupiy: 3 grupes po 2 sutampancius elementus, 2 - po 3,3 -po 4,1 -i§5,1-i§6
ir 1 — i§ 7 sutampanciy elementy. Taigi

kx ky
S us(us—1)=6-2+3-6+2-12+1-20="T4, > v(vr — 1) = 146,
s=1 r=1
630
Th = =0,26926.

[(50 - 49 — 74)(50 - 49 — 74)]1/2
vo = 50-49-105 = 257250, 1, =6-2-1-94-3-3-2-1142-4-3-1341-5-4-15 = 918, v, = 2262.
Vypl = 74 - 146 = 10804, wvyp2 = 125474 = 59724.

Statistikos S dispersijos jvertis
257250 — 918 — 2262 10804 59724

Vs = = 14117, 26.
s 18 +2~50-49+9~50~49v48

Gauname:

S
—= = 2,65116 pv, =2(1 — $(2,65116)) = 0,00802
o pua = 2(1 - @(2,65116))

Kaip ir Spirmeno nepriklausomumo kriterijus, Kendalo nepriklausomumo kriterijus atmeta

nepriklausomumo hipoteze, nes P reiksmé yra maza.
5.3.6 pastaba. Nors koeficientai rg ir rx apibréziami skirtingai, ta¢iau jie yra

glaudziai susije. Tegu
X 3 .
I, = > (= i)hi

n+1i<j

yra svertiné inversijy suma, gauta atsizvelgiant j atstumus tarp rangy. Tada
irodoma (zr. 5.1 pratima), kad

I 3 > (R —i)? 1 Ay
= — i —1)°, rg=1— ———.
"o2(n1) =" § n(n—1)
K3
Palygine su (5.3.8) matome, kad rg ir rx skiriasi tik tuo, kad pirmame naudo-
jama svertiné inversijy suma, o antrajame — tiesiog inversijy suma.
Pirsono koreliacijos koeficientas tarp rg ir rx (Zr. 5.2 pratima) yra
2(n+1)
p(rs, rg) = ——.
( ) 2n(2n + 5)

Jis mazéja nuo 1, kai n = 2, iki 0,98, kai n = 5, paskui monotonigkai didéja
iki 1, kai n — oco. Taigi Sios statistikos labai mazai skiriasi ir jais grindziami
kriterijai asimptotiskai ekvivalentus, o praktigkai ekvivalentds ir su baigtiniais
n.

5.3.3. Nepriklausomumo kriterijy ASE

Lygindami parametrinius kriterijus 1.6 skyrelyje jvedéme asimptotinio santykinio
efektyvumo (ASE) savoka. Jis apibudina kriterijaus galios elgesi hipotetinés
parametro reikSmes aplinkoje. Tiksliau, didinant imtj, nagrinéjamas kriteri-
jaus galios elgesys, kai alternatyvy seka tam tikru greic¢iu artéja prie hipotetinés
parametro reikSmeés.
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Apie neparametrinio kriterijaus efektyvumg sprendziame lygindami jj su
parametriniu kriterijumi tai paciai hipotezei tikrinti, dazniausiai esant nor-
malumo prielaidai. Jeigu lygindami neparametrinj kriterijy su TG ar TGN
parametriniu kriterijumi gauname ASE artima 1, pirmenybe reikéty teikti bend-
resniam neparametriniam kriterijui.

Rasime kriterijy, grindziamy ranginiais koreliacijos koeficientais, ASE atzvil-
giu kriterijaus, grindziamo Pirsono empiriniu koreliacijos koeficientu, normaliojo
skirstinio atveju.

Tarkime, nepriklausomi vienodai pasiskirste a.v. (X;, ¥;)T, i = 1,...,n, turi
dvimatj normalyjj skirstinj su koreliacijos koeficientu p.

Normaliojo skirstinio atveju stebimi a.d. X ir Y yra nepriklausomi tada ir
tik tada, kai Pirsono koreliacijos koeficientas p = 0. Pirsono nepriklausomumo
kriterijus grindziamas empiriniu koreliacijos koeficientu

>(Xi - X)(Yi - Y)

p=r= 5 —. (5.3.20)

V(X = X2, - V)2

Jeigu p = 0, tai a.d. r tikimybiy tankio funkcija yra
1 (2L nei
frl@) = —==-27(1-2%)"7, -l<az<lL
vV L("52)

Apibréze a.d.

U=vn—2——nu (5.3.21)

V1—r?
jsitikiname, kad jo tankio funkcija yra
1 INEE=Ly) u?

)=(n=1)/2,
(n—2)nl("%5%)"  n—2

g(u) =

t.y. a.d. U turi Stjudento skirstinj su n — 2 laisvés laipsniais.

Nepriklausomumo kriterijus grindZiamas empiriniu Pirsono koreliaci-
jos koeficientu: nepriklausomumo hipotezé, kai alternatyvos yra Hy : p > 0,
Hs : p < 0ir Hs : p # 0, atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
atitinkamai teisingos nelygybeés

U>te(n—2), U<—ta(n—2), [U|>tapn—2),

5.3.3 teorema. Tarkime, nepriklausomi vienodai pasiskirste a.v. (X;, Yi)7,
1 = 1,...,n, turi dvimatj normalyjj skirstinj su koreliacijos koeficientu p. Tada
kriterijaus, grindZziamo Kendalo ranginiu koreliacijos koeficientu, ASE kriteri-
Jjaus, grindziamo Pirsono empiriniu koreliacijos koeficientu, atzvilgiu normaliojo
skirstinio atveju yra

9
e(rg,r) = =~ 0,912.
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Irodymas. Pazymékime

p(p) = E,y(rg), 01(0) = lim nVo(rk),

n—oo
. . 2 _ .
pa(p) = lim Ey(r), 03(0) = lim nVo(r).
Taikant formule (1.6.1) (¢ia 6 = 1/2) reikia turéti p}(0), p5(0), o1(0), o2(0).
Kadangi rx = 1 — 4I,/(n(n — 1)), tai ieSkant u(p) reikia rasti inversijy
skaiciaus I,, vidurkj, kai teisinga alternatyva. Inversijy skaiciy I,, galima uzrasyti
Sitaip:
= = 1 . .
L= hij, hij = 5 {1 = sign(X; — X;) sign(¥; - Y;)}.
i<j
I8 tikryjy ~
hij=1 <+ (X;—X;)V;-Y;) <0 <
(Rli — le)(RQi — sz) <0 <= (k — l)(Rk — Rl) < 0;
¢ia k = Ra;,l = Ry;. Salyga (k—1)(Rr — R;) < 0 ekvivalenti inversijos buvimui.
Sumoje yra n(n — 1)/2 vienodai pasiskirs¢iusiy démeny, todél

nin—1)_ ~

El, = ——E(h;),

41,
nin—1)
Kadangi n.a.v. (X;, Y;)¥, i = 1,...,n, turi dvimatj normalyjj skirstinj su
koreliacijos koeficientu p, tai vektorius (U, V)7 su koordinatémis U = X; — X j
ir V =1Y; —Y; taip pat turi dvimatj normalyjj skirstinj su nuliniu vidurkiu ir
koreliacijos koeficientu p. Taigi

pi(p) = Eprg = E,(1- )= 1_2Ep(ﬁij) = E, (sign(X;—X;) sign(¥; —Yj)).

w1 (p) :/ / sign usignv ¢(u, v; p)dudv

:2/000 [/Om_/_ow} (u, v p)dv du.

Integralai nepriklauso nuo U ir V dispersijy (atlikus keitimus x = u/oy ir
y = v/og, integraly reik§més nepakinta), todél galima imti standartinj dvimatj
normalyjj skirstinj, kurio tankis:

1 1
d(u, v; p) = ——— exp{———[u® — 2puv + v*
( ) 2m\/1 — p? { 2(1*p2)[ B
1 _w-pw? ] w2
- = ¢ 20-99 e T
27(1 — p?) V2m
Gauname

e —pu 1 _u2 /f‘c 1 .2
=2 1-29 e 2du, ®(x)= ——e 2 dy.
p1(p) /O l ( %1_&)] or (z) T y
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Diferencijuodami pagal p turime

pi(p) = #/oo ue B = — e p}(0) =
1 w2(1 — p2)3/2 J, 1 —p27 1 =

Kita vertus, empirinis koreliacijos koeficientas r asimptoti§kai turi normalyjj
skirstinj
Vi(r—p) 5 Z ~ N(0,(1 - p*)?), (5.3.22)
taigi
p2(p) = p,  p5(0) =1.
Jeigu p = 0, tai naudodami statistikos rx dispersijos formule (5.3.9) ir atsizvelge
i konvergavima (5.3.22), gauname

4
02(0) = lim nVy(rg) = =, o5(0) = 1.

n—o00 9
Pagal (1.6.1) kriterijaus, grindziamo Kendalo koreliacijos koeficientu ASE atzvil-
giu kriterijaus, grindziamo Pirsono empiriniu koreliacijos koeficientu normaliojo
skirstinio atveju yra

e(rg,r) = "7 = —.

A

5.3.4. Normaliyjy Zymiy kriterijus

Irodéme, kad kai a.v. (X,Y)T yra normalusis, tai kriterijaus, grindziamo
Kendalo koreliacijos koeficientu (arba jam ekvivalen¢iu kriterijumi, grindziamu
Spirmeno ranginiu koreliacijos koeficientu) ASE atzvilgiu kriterijaus, grindzia-
mo Pirsono empiriniu koreliacijos koeficientu, yra artimas 1. Kyla klausimas,
ar galima rasti ranginj kriterijy, kuriam minétas ASE buty lygus 17

Atsakymas yra teigiamas. Sudarant tokj kriterijy stebiniai kei¢iami ne ran-
gais, o specialiai parinktomis rangy funkcijomis.

Stebéjimy poras (X;,Y;)T surikiuokime taip, kad Yi,...,Y, biity isdéstyti
didéjancia tvarka. Paskui eilutes Y7,...,Y, ir X, ..., X,, pakeiskime jy rangy
eilutémis (1,...,n) ir (Ry,..., R,). Pazymékime

E; =E(Uu), i=12,..n, (5.3.23)

standartinio normaliojo skirstinio U ~ N (0, 1) poziciniy statistiky U(;) papras-
toje didumo n imtyje (Uy,...,U,)T vidurkius, kurie vadinami normaliosiomis
zZymeémis. Jy reikSmés yrs tabuliuotos.

Vietoje Spirmeno koreliacijos koeficiento, t.y. empirinio korreliacijos koe-

ficiento tarp (1,...,n) ir (Ry,...,R,), apibrézkime empirinj koreliacijos koefi-
cienta tarp (1,...,n) ir (Eg,,...,ER,) :
>ici(Br, — B)(i - "31) w2 iBR - "PE

’r‘ns = = — .
VU (Br — EP Y, (- 25 (2L (B, - B)?
(5.3.24)
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Normaliyjy Zymiy kriterijus: nepriklausomumo hipotezé atmetama reiks-
mingumo lygmens « kriterijumi, kai

Tns < €1, arba 7,5 > ca;

¢ia c; yra maksimali, o co — minimali galima statistikos r,s reik§més, atitinkamai
tenkinancios nelygybes

P{rns < Cl} < 04/2, P{Tns > Cl} < Oé/2

Irodoma, kad jei a.v. (X,Y)T turi dvimatj normalyjj skirstinj, tai nepri-
klausomumo kriterijaus, grindziamo statistika r,s, ASE kriterijaus, grindziamo
Pirsono empiriniu koreliacijos koeficientu, atzvilgiu lygus 1.

5.4. Ranginiai atsitiktinumo kriterijai

Tarkime, kad imties X = (Xq,...,X,,)T koordinatés yra nepriklausomi abso-
liuiai tolydiis a.d. Pazymékime Fj(x) atsitiktinio dydzio X; pasiskirstymo
funkcija.

Atsitiktinumo hipotezé:
Hy: Fi(z) = Fa(z) = -+ = Fy(x).

Si hipotezé tvirtina, kad X yra paprastoji imtis a.d. X, t.y. kad a.d. Xq,..., X,
yra vienodai pasiskirste.

Jei hipotezé Hy teisinga, tai imties (X1, ..., X,,)T rangy vektoriaus (Ry, ...,
R,)T ir jo koordinaciy skirstiniai pateikti 5.3.1 skyrelyje:

P{(R1, s R) = (1, oo )} = % PR = j} = %

su bet kokiu aibés (1,...,n) kéliniu (j1, ..., jn) ir su bet kokiais 4,5 = 1,...n.
Kai teisingos monotoninés alternatyvos

Hy: Fi(z) < Fy(x) <--- < Fp(x),

arba

Hy: Fi(z) > Fa(z) > -+ > Fy(x),
kurios reiskia didéjantj arba mazéjanti trenda, rangai turés tendencija i§sidéstyti
atitinkamai didéjancia arba mazéjancia tvarka. Taigi rango R; skirstinys pri-
klauso nuo eksperimento numerio 1.

5.4.1. Kendalo ir Spirmeno atsitiktinumo kriterijai

Apskai¢iuokime Spirmeno arba Kendalo ranginius koreliacijos koeficientus rg
arba rx naudodami vektoriy (1,2,...,n)T ir rangy vektoriy (Ry,...,R,)T.
Jeigu hipotezé Hy teisinga, Siy koeficienty skirstiniai yra tokie patys kaip ir
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skyrelyje 5.3.2 arba skyrelyje 5.3.3, t.y. ju reikSmeés tures tendencija jgyti arti-
mas 0 reikSmes.

Jeigu teisingos alternatyvos H, arba H,, tai rangy vektorius (R, ..., Rn)T
turés tendencija panagéti atitinkamai j vektoriy (1,...,n)? arba vektoriy (n, ...,
1)T. Taigi statistikos rg ir 7x turés tendencija jgyti reik§mes, artimas +1 arba
—1.

Spirmeno (Kendalo) atsitiktinumo kriterijus: atsitiktinumo hipotezé Hy,
kai alternatyva dvipusé H,UH,, atmetama reiksmingumo lygmens o kriterijumi,
kai |rg| (atitinkamai |rg|) virija statistikos rg (atitinkamai rx) «/2 kritine
reikSme.

Rasime Kendalo atsitiktinumo kriterijaus ASE optimalaus parametrinio kri-
terijaus atzvilgiu normaliojo skirstinio ir specialios trendo alternatyvos atveju.

Tarkime, kad esant teisingai alternatyvai imties elementas X; nusakytas
tiesiniu regresijos modeliu:

X, =06 +iB+e, 1=12..n; (5.4.1)

Cia e; yra vienodai pasiskirste n.a.d. ir e; ~ N(0, 1).

Siame modelyje atsitiktinumo hipotezé ekvivalenti parametrinei hipotezei
H:p=0.

I8 regresinés analizés zinoma, kad TGN kriterijus Siai hipotezei tikrinti grindzia-
mas parametro 5 jvertiniu

S X6 12
S i R ) B

5.4.1 teorema. Kendalo atsitiktinumo kriterijjaus ASE atZvilgiu kriterijaus,
grindziamo jvertiniu f3, yra

=

) g3\ 1/3
e(ri,p) = () ~ 0, 985.
T
Irodymas. Pagal (5.4.2) gauname:

n32(3— B)/V12 5 Y ~ N(0, 1).

Todél ASE israiskoje (1.6.1) dydziai, atitinkantys parametrinj kriterijy, grin-
dziamg jvertiniu 3, yra

p2(B) =B, o2B) =V12, py(0) =1, o03(0)=V12, §=3/2.
Nagrinékime kriterijy, grindziama Kendalo koreliacijos koeficientu
rg =1—4I,/(n(n — 1))

(¢ia I,, inversijy skaiCius).
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Reikia rasti I,, vidurkj, kai teisinga alternatyva (5.4.1). Gauname
Es(L) = Bg(D hiy) = > Eplhyy).
i<j i<j
Pagal (5.4.1) modelj skirtumas X; — X; ~ N(5(i — j), 2). Taigi
Eg(hij) = Pp{Xi — X; > 0} =

L R TP N MV (ol Gl )]
= [ el 86 - e —1-0 (U0,
Kadangi 5 S
i—j i—7
%(Eﬁ(hij)ﬂa:o:w(o) NN
(6]
0 1 L n(n? -1
SpEaIlm0 = 3= 30— ) = =" 2,

i<j
Tai norédami, kad p} (0) nepriklausyty nuo n, imsime statistika 73 = rx/(n+1)
(kuri ekvivalenti statistikai 7). Tada gauname

H(0) = SEBari)lso = 3= (5.43)

™
Teoremoje 5.3.3 gauta

n(n —1)(2n 4+ 5)

Vi(Ilpmy = " EED),
taigi
3
200) — 1 3/2, o n 16 n(n—1)(2n+5)
o1(0) = lim Varg(n**ri)ls—0 = lim (n+1)2n%(n—1)2 72 -
Gavome ) )
#1(0) 01(0) =

=3/ 3
Kadangi nagrinéjamu atveju § = 3/2 (7r.(1.6.1)), tai kriterijaus, grindziamo
koreliacijos koeficientu rg, ASE atzvilgiu kriterijaus, grindziamo jvertiniu f,

yra
1 3\ 2/3 1/3
5 372 3
6(7"](75) = (3\/; ) = () .
Vi "

5.4.1 pavyzdys. Lenteléje pateikiama tam tikroje vietovéje pamatuota 2008 mety lapkri¢io
ménesio paros temperatiiros deviacija.

Diena 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Deviacija | 12 13 12 11 5 2 -1 2 -1 3
Diena 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Deviacija | 2 -6 -7 -7 —-12 -9 6 7 10 6
Diena 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Deviacija | 1 1 3 7 -2 -6 -6 -5 -2 -1
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Ar nepries§tarauja §ie duomenys prielaidai, kad buvo stebimi vienodai pasiskirste n.a.d.?
Surastas rangy reik§mes pateikiame lenteléje.

Diena 1 2 3 1 5 6 7 B 9 10
Rangai | 28,5 30 285 27 21 17 12 17 12 19,5
Diena | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Rangai | 17 6 35 35 1 2 225 245 26 225
Diena | 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Rangai | 14,5 14,5 19,5 24,5 9,5 6 6 8 95 12

Naudodami SPSS paketa gauname: rg = —0,425, rg = —0,321. Atitinkamos P reikSmeés yra
pv = 0,01424 ir pv = 0,01932. Atsitiktinumo hipotezé atmetama, jei kriterijaus reikSmingumo

lygmuo vir§ija 0,01932.

5.4.2. Bartelio ir Neimano atsitiktinumo kriterijus

Kitas atsitiktinumo kriterijus grindziamas gretimy rangy skirtumais. Jeigu
trendas egzistuoja, tai gretimy stebéjimy rangy skirtumai turi tendencija igyti
mazesnes reik§mes. Bartelio ir Neimano ranginio atsitiktinumo kriterijaus statis-
tika turi tokj pavidala:

n—1
Ton =Y (Riy1 — R)>. (5.4.4)
i=1
Si statistika jgyja reiksmes nuo n — 1 iki (n — 1)(n2 + n — 3)/3, kai n yra
lyginis, ir nuo n — 1 iki [(n — 1)(n® + n — 3)/3] — 1, kai n nelyginis.

Bartelio ir Neimano ranginis kriterijus. Atsitiktinumo hipotezé atmetama
a lygmens kriterijumi, kai Ty < ¢; ¢ia ¢ yra maksimalus skai¢ius, tenkinantis

salyga P{Tpy < c} < a.

Kai 4 < n <10, tai P reiksmés pv = P{Tpy < ¢} su jvairiomis statistikos
Ty galimomis realizacijomis ¢ yra tabuliuotos (7r., pvz., [13]).
Didesniems n paprastai naudojama normuota statistika

Ton = Ton .
Yo (R — (n+1)/2)?

Jeigu visi rangai skirstingi, tai §ios statistikos vardiklis yra lygus n(n? —1)/12.
Kai 10 < n < 100, kritinés reikimés gaunamos aproksimuojant Ty skirstinj
beta skirstiniu. Sios aproksimacijos pagrindu sudarytas lenteles taip pat galima
rasti knygoje [13].
Kai n > 100, statistikos Tz skirstinj rekomenduojama aproksimuoti nor-
maliuoju skirstiniu N (2,02); ¢ia

5 A(n—2)(5n* —2n —9)
on = Sn(n+1)(n —1)2

).

Asimptotinis Bartelio ir Neimano Kkriterijus. Atsitiktinumo hipotezé at-
metama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

_ Tpy —2

On

Zn S —Za
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5.4.2 pavyzdys. (5.4.1 pavyzdZio tesinys). Patikrinsime atsitiktinumo hipoteze pagal 5.4.1
pavyzdzio duomenis naudodami Bartelio ir Neimano kriterijy.
Rangal ir jy skirtumai pateikiai lenteléje.

Diena 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10
Rangai | 28,5 30 28,5 27 21 17 12 17 12 19,5
Skirtumai 1,5 -1,5 -15 —6 —4 —5 5 -5 7,5
Diena 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Rangai 17 6 3,5 3,5 1 2 22,5 24,5 26 22,5
Skirtumai | —2,5 —-11 -2,5 0 -25 1 205 2 1,5 -35
Diena 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Rangai | 14,5 14,5 19,5 24,5 9,5 6 6 8 9,5 12
Skirtumai | —8 0 5 5 —15 -35 0 2 1,5 2,5
Gauname:
29 30
Tpn =Y (Rip1 — Ri)® =1133,25, > (R; — 15,5)% = 2238,
i=1 i=1

Tpn = 1133,25/2238 = 0,506367.

Knygos [13] lentelése randame, kad reik§mingumo lygmens 0,005; 0,01; 0,05; 0,1 kritinés
reik§més yra atitinkamai 1,11, 1,19, 1,41, 1,54. Kadangi gautoji statistikos Tp N yra gerokai
mazesné, hipotezé atmetama. Rasime asimptoting P reikSme taikydami aproksimacija nor-
maliuoju skirstiniu. Statistika Z, jgijo reik§me —4,1928 ir pv, = ®(—4,1928) = 0,0000138.
Hipotezé atmetama.

Matome, kad Siame pavyzdyje Bartelio ir Neimano kriterijus pasirodé kur kas galingesnis
uz Spirmeno ar Kendalo kriterijy. Tai, matyt, gali biti aiskinama tuo, kad Bartelio ir Neimano
atsitiktinumo kriterijus yra tinkamesnis, kai alternatyvos néra monotoninés. Pavyzdziui, kaz-

kuriuo momentu trendas pakinta i§ teigiamo j neigiama arba atvirks§ciai.

5.5. Ranginiai homogeniSskumo kriterijai

Tegu X = (X1,..., X;n)T it Y = (¥1,...,Y,,)T yra dvi nepriklausomos paprasto-
sios imtys, gautos stebint absoliu¢iai tolydzius a. d. X ~ F(z) ir Y ~ G(x).
Reikia patikrinti hipoteze, kad pasiskirstymo funkcijos sutampa:

Hy: F(z) =P{X <z} =P{Y <z} = G(z). (5.5.1)

5.5.1. Vilkoksono (Mano,Vitnio ir Vilkoksono) kriterijus

Tarkime, kad alternatyva yra poslinkio: egzistuoja toks 6 # 0, kad su visais
z € R teisinga hipotezé
H,:G(z) = F(z —0). (5.5.2)

Vilkoksono ranginio kriterijaus statistika. Pazymékime R, Rs,..., R,
stebéjimy X7, ..., X,, rangus jungtingje didumo m+n imtyje (X1, ..., X;n, Y1, ...,
Y,,)T. Tada Vilkoksono kriterijaus statistika W yra lygi &y rangy sumai:
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Vilkoksono kriterijaus statistikos skirstinys. Jeigu hipotezé Hj teisinga,
tai statistikos W skirstinys nepriklauso nuo nezinomy parametry, o priklauso
tik nuo iméiy didumy m ir n, nes remiantis (5.2.2)

n!

PAURY o i) = (150 Jm)} = 7o

(5.5.3)
su kiekvienu vektoriumi (1, ..., )7, susidedanéiu i§ m skirtingy aibés {1,2, ...,
m + n} elementy. Statistikos W minimali reik§mé

wi=14.4+m=m(m+1)/2,
o maksimali
we=Mm+1)+..+n+m)=m2n+m+1)/2.
Taigi su kiekvienu k& = wyq, ..., ws

n!

P{W =k} = Nt

¢ia N}, yra skai¢ius pirmiau aprasyty vektoriy (ji, ..., jm)7, tenkinanéiy salyga
1+ o+ im = k.

Mano ir Vitnio kriterijaus statistika. Pazymékime U skaiciy tokiy atvejy,
kai pirmosios imties elementai virSija antrosios imties elementus:

v, . 1 ki X; >V
v=323 h”—{ Y (5.5.4)
=1 j=

Statistikos W ir U yra glaudziai susijusios. I$ tikryjy, tegu i1, ...,4,, yra pir-
mosios imties (X1,...,X,,)T elementy indeksai, tenkinantys nelygybes R;, <
-+ < R, . Tada prie§ elementa X;, sujungtoje surikiuotoje imtyje yra R;, — 1
elementas, i8 jy | — 1 pirmosios ir R;, — [ antrosios imties elementy. Taigi

m n m

U=>> hij=> (R —1)=W —m(m+1)/2. (5.5.5)

i=1 j=1 =1

Vilkoksono kriterijus grindziamas statistika W, o Manio ir Vitnio — statistika
U. Kadangi statistikos skiriasi tik konstanta, abu kriterijai yra ekvivalentis.

Kai teisinga alternatyva 6 > 0, tai antrosios imties elementai turés tendencija
igyti didesnes reikSmes negu pirmosios imties elementai, taigi rangy suma W
turés tendencija jgyti mazesnes reik§mes. Atvirksciai, kai 0 < 0, statistika W
turés tendencija jgyti didesnes reikSmes.

Vilkoksomno kriterijus: kai alternatyva dvipusé, atveju hipotezé Hy atmetama
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

W <c¢ arba W > co
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¢ia c; yra maksimalus, o co minimalus skaiéiai, tenkinantys nelygybes

> P{W =k|Ho} <a/2. Y P{W =k[H} <a/2
k=w i=co

Kai m ir n nedideli, statistikos W kritinés reiksmeés yra tabuliuotos (zr. [7]).

Kai alternatyvos vienpusés, ( # > 0 arba 0 < 0), kritiné sritis yra vienpusé,
t.y. turi atitinkamai pavidala W > d arba W < ¢; kritinés reikSmés c ir d
randamos analogiskai kaip ¢ ir ¢y pakeiciant «/2 j a.

Dideliy im¢éiy atvejis. Jeigu m ir n yra dideli, tai statistikos W skirstinys
aproksimuojamas normaliuoju. Tegu N = m + n. Remiantis (5.2.3) rangy
sumos W vidurkis ir dispersija yra

m(N +1 "
Bw) =" v =Y V) + Y covli ) =
j=1
NZ -1 N+1 mn(N+1)
_ _1 = , 5.
My —mim =) 12 (5:56)
Pazymeékime
,  _W-EW)_U-EQU)

5.5.1 teorema. Jeigu stebimy a.d. X ir Y skirstiniai absoliuciai tolydius, N —
oo, m/N — p € (0, 1), tai esant teisingai hipotezei H

Zmm 5 Z ~ N(0, 1).

Irodymas. Tegu Sy yra inversijy skai¢ius jungtinéje didumo N = m + n
imtyje. Jis gaunamas atliekant N (N + 1)/2 poriniy visy stebéjimy palyginimy.
Jeigu i§ Sy atimsime inversijy skaicius S/, ir S/, kurie gaunami lyginant atitinka-
mai pirmosios ir antrosios imties elementus, tai liks tik inversijy skaiCius U,
gautas lyginant pirmosios imties elementus su antrosios imties elementais:

m(m+1) m(m+1)

Sy =8, +S/+U, W=U+ 5

=Sy—S,, S+ . (5.5.7)
Kai hipotezé teisinga, a.d. S/, S ir U yra nepriklausomi. Remiantis teo-

rema 5.2.2 a,d. Sy, S.,, S/ asimptotiskai normalieji. Gauname

Sn—ESy  Sh 4+ S/ —E(S,+S!) |[V(S,+5!) U—EU [VU

+ .
VV SN VV (S, +5) VSn VVU V VSx
(5.5.8)

Kadangi

V(S +Si)

VU
—~1-3pq, —o— —3pg, q=1-p,
Von Pq; pa, g p

VSN
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tai pirmasis (5.5.8) desinés lygybés pusés narys artéjaj a.d. Vi ~ N(0, 1—3pq),
kairioji pusé —j a.d. V ~ N(0, 1), todél antrasis desinés lygybés pusés narys —
ia.d. Vo~ N(0,3pq). Taigi

Nustatyta, kad konvergavimas j normalyjj skirstinj gana greitas.

Asimptotinis Vilkoksono kriterijus: jeigu m ir n néra mazi, tai hipotezé
H, atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

|Zm,n‘ > ZQ/Q.

Sutampandios reik¥meés. Jei yra sutampanciy reik§miy, tai pagal 5.2.2 teorema

V) =3 V) + 5 cov(Ri By = m(t - BT
= j cov(R;,Rj) =m -
= i ’ 12 12N
N+1 ET mn(N + 1) ET
—1)(— = 1— :
mm =D+ oy o) o NN

k
T:ZT'L7 TiZ(t?—ti),
i=1
k yra skaiCius sutampanciy elementy grupiy, o t; yra i-osios grupés didumas.
Taigi, kai m ir n néra mazi ir yra sutampanciy reikdmiy, statistika Z,, , modifikuojama:
D =
’ V1-T/(N3 —N)

Modifikuotas asimptotinis Vilkoksono kriterijus: hipotezé Hgp atmetama asimptotiniu
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

|Z:n,,n| > Za/2:

5.5.1 pavyzdys ( 4.5.1 pavyzdzio tesinys). Naudodami 4.5.1 pavyzdzio duomenis Vilkok-
sono, Mano ir Vitnio kriterijais tikrinsime hipoteze, kad fungicidy naudojimas neturi jtakos
kavos medeliy sergamumui.

Imciy didumai m = n = 7, jungtinés imties didumas N = m + n = 14. Pateikiame
didéjimo tvarka surikiuotus duomenis (imties numeris nurodytas skliausteliuose).

1 2 3 7] 5 6 7
0,75(1) 1,76(1) 2,46(1) 4,88(1) 5,10(1) 5,68(2) 5,68(2)
8 9 10 11 12 13 14
6.01(1) 7,13(1) 11,63(2) 16,30(2) 21,46(2) 33,30(2) 44,20(2)

Rangai:

(1) 2(1) 3(1) 4(1) 5(1) 6,5(2) 6,502
8(1) 9(1) 10(2) 11(2) 12(2) 13(2) 14(2)

Pirmosios imties rangy suma (Vilkoksono statistika) yra

W=14+2+3+4+5+8+9=232.
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Antrosios imties rangy suma N(N + 1)/2 — W = 105 — 32 = 73 yra gerokai didesné, todél
tikétina, kad fungicidy naudojimas sumazina medeliy sergamuma.

Mano ir Vitnio statistika
m(m + 1) 7-8

=32—-—" =4
2 2

U=W —

Randame
EW =m(N +1)/2=(7-15)/2=52,5, VW =mn(N +1)/12 = (7-7-15)/12 = 61,25,
ir

_ N +1)/2 2 —52
_WomIN+1)/2_32-525 4 (19304,

Zmon = -
T /mn(N +1)/12 /61,25

Yra viena pora sutampanéiy rangy: k=1, =2, T} = (23 —2) =6 ir

k
kT 6
1—&=a=lt g =0,99782.
n3 —n 143 — 14

Modifikuotosios statistikos reik§mé yra

Zn = Zmmn//0,99782 = —2,6223.
Atlikdami skai¢iavimus SPSS programy paketu gauname P reik§me pv = 0,006410. Asimp-
totiné P reikSmeé yra

pug = 2(1 — ®(2,6223)) ~ 0,008734.
Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reikSmingumo lygmuo virSija 0,00641.

Siame pavyzdyje Vilkoksono kriterijus labiau atskiria turimas imtis negu dviejy im¢éiy
Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus ir yra palyginamas su dviejy im¢iy Kramero ir Mizeso
kriterijumi.

Siame pratime nattralu tikrinti nuline hipoteze su alternatyva, kad pesticidy naudojimas
sumazina medeliy sergamuma, t.y. su vienpuse alternatyva:

Hy: 30<0: G(z)=F(z—0) suvisais z €R.

Tokiu atveju hipotezé atmetama, kai W < c¢. Hipotezé atmetama asimptotiniu kriterijumi,
kai Z}, , < —za. Skaitiuodami SPSS paketu gauname P reik8me pv = 0,003205. Asimptotiné
P reik§mé yra

pug = ®(—2,6223)) =~ 0,004367.
Hipotezé atmetama.

Matome, kad ir su mazais im¢iy didumais, P reik§miy aproksimavimo paklaida, palyginus,

nedidelé.

5.5.2. Vilkoksono kriterijaus galia

Rasime Vilkoksono kriterijaus galia, kai imtys didelés. Kaip ir anks¢iau, nagriné-
sime poslinkio alternatyva H (7r. (5.5.2)). Homogeni§kumo hipotezé ekvivalenti
parametrinei hipotezei Hy : # = 0 dél poslinkio parametro reik§mes.
Pazymeékime f(x) ir f(z —0) a.d. X ir Y tankio funkcijas.
Jei teisinga alternatyva, tai (5.5.4) apibrézty a.d. h,; skirstiniai randami
pagal pilnosios tikimybés formule:
oo

p1(0) = P{hll = ].} = P{Xl > Yl} = / F(fE — Q)f(:c)dx,

— 00

p2(0) = P{hi1 =1, hia =1} = P{X; > Y1, X, > Yo} = /:” F2(x —0) f(x)da,
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o0

p3(0) = P{hus = 1, hoy = 1} = P{X; > V1, Xa > ¥} :/ 1—F(2)]2 f (z—0)da.

B (5.5.9)
Pasinaudoje (5.5.5) iSraiska, gauname

1(0) = B(U) = mnp:(0),
o2(0) = V(U) = mnV (h11) +mn(n—1)cov(hiy, hia) +nm(m—1)cov(hiy, hay)

= mn[p1(0) = pi(0) + (n — 1)(p2(0) = pi(0)) + (m — 1)(ps(0) — pi(0))].

Jeigu m ir n yra dideli, tai pagal CRT a.d. (U—u(0))/o(0) skirstinys aproksimuo-
jamas normaliuoju. Taigi gauname kriterijaus galios aproksimacija:

50) = Poll T > 2o} = oLt MO LoD
U—p(0)  p(0)—pu(0) —0(0)zq/2
Pol— < (0) }
o (al0) = 1(8) + 0(0)20 0 0(0) = (0) — (0202
~1 q’( =0 )”’( =0 )

Reikia pazymeéti, kad funkcijos p1, ps ir p3 bei galia priklauso ne tik nuo parametro
0, bet ir nuo pasiskirstymo funkcijos F'.

Specialioms funkcijy F' klaséms galima gauti aproksimacines galios iSraigkas,
kurios priklauso tik nuo vienmacio parametro.

Tarkime, kad funkcija F'(x) priklauso tik nuo mastelio ir poslinkio parametry,
t.y. priklauso pasiskirstymo funkcijy Seimai

{F()(({L‘ - ,u)/o),u €ER,0> 0};

¢ia Fo(y) yra zinoma funkcija. Tegu fo yra tankio funkcija esant teisingai
hipotezei H : n = 0; n = p/o. Siuo atveju funkcijos pi,pe ir ps priklauso
tik nuo parametro 7:

oo

pi(n) = /oo Fo(y —n) fo(y)dy, p2(n) :/ F§(y — ) fo(y)dy,

— 00 — 00

p3(n) = /OC [1— Fo(y)]* foly — n)dy.

— 00
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5.5.3. Vilkoksono kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus
atzvilgiu

Esant poslinkio alternatyvai teisinga lygybé EY; = EX; 4 6, o homogeniSkumo

hipotezé, budama ekvivalenti hipotezei Hy : 8 = 0, yra ekvivalenti dviejy iméiy

vidurkiy lygybés hipotezei Hy : p1 = pe; Ga u; = EX;, us = EY;. Hipotezei

tikrinti gali biiti naudojamas asimptotinis Stjudento kriterijus.

Asimptotinio Stjudento kriterijaus statistika.

Kai Hy, tai X; ~ F, Y; ~ F it EX; =EY;, VX, =VY, =12,

).

S|

Pazymékime

§? = ((m —1)si + (n —1)s3)/(m +n —2);
¢ia s? ir s3 — nepaslinktieji dispersijos jvertiniai, atitinkamai surasti pagal pir-
maja ir antraja imtj.

5.5.2 teorema. Jeigu N =m+n — oo, m/N — p € (0, 1), tai
X-Y
t=— o 4 7 UN(0,1). (5.5.10)
S =+

i

1
m
Asimptotinis Stjudento kriterijus: jeigu m ir n yra dideli, tai hipotezé Hy
atmetama asimptotiniu reikimingumo lygmens a kriterijumi, kai [t| > z /5.

Kai skirstinys normalusis, t.y. kai Fy = @, statistika ¢ naudojama ir mazoms
imtims. Kai hipotezé teisinga, ji turi Stjudento skirstinj su m + n — 2 laisvés
laipsniy. Hipotezé Hy atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai |¢| >
tasa(m—+n —2).

Rasime Vilkoksono kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus atzvilgiu.

5.5.3 teorema. Jeigu N — oo, m/N — p € (0, 1), tai Vilkoksono kriterijaus
ASE Stjudento kriterijaus atzvilgiu yra

e(W,t) = 1272 UZ fQ(x)da:r, ™ =V (X;). (5.5.11)

Irodymas. Stjudento kriterijaus statistika ¢ asimptotiskai (N — oo, m/N —

p € (0, 1)) ekvivalenti normuotai statistikai X — Y, nes S - 7. Kai teisinga
poslinkio alternatyva Hi, tai

\/N(X—Y-f—@) d

= Z~N(01), g=1-p.
T/1/p+1/q
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Taigi funkcijos, atitinkancios Stjudento kriterijy, ASE formuléje (1.6.1) turi tokj

pavidala:
u2(0) =—-0, o2(0)=71/p+1/q=

ws(0) = =1, 02(0) = —.

3
LS}

Nagrinéjant Vilkoksono kriterijaus galig buvo gauta, kad
(U — p(0))/o(8) % Z ~ N(0, 1).
Statistika U* = U/(mn) ekvivalenti statistikai U, todél:

V(p2(0) = p1(9))/a+ (p3(0) —p3(0))/p 7

Taigi funkcijos, atitinkan¢ios Vilkoksono kriterijy, ASE formuléje (1.6.1) turi
tokj pavidala:

p(0) =p1(0), o1 (0) = (p2(0) = pi(0))/a + (ps(6) — pi(0))/p-

Diferencijuodami pagal 6 gauname

wo -- [ T i - 0)f(@)dz, 1(0) = — / " Pla)de.

Kadangi p;(0) = 1/3, p2(0) = p3(0) = 1/3, tai 62(0) = —=

12pq°
Remiantis (1.6.1) Vilkoksono kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus atZvilgiu

yra
([ P@dr2Epg\ T, )
e(W,t) = < 1) > =127 [/—oof (m)d.r:|

A

Skirstiniai, priklausantys nuo poslinkio ir mastelio parametry. Jeigu
funkcija F'(z) priklauso Seimai

{FO((wfu)/J)7M€R70>O};

¢ia Fy(y) yra Zinoma funkcija, tai ASE nepriklauso nuo neZinomy parametry:
oo 2
=12 | [~ Bwa]

o0

= V(o) = [ " RdR(y) — ( | var)

— 00

nes

/ fA(z)dx = 071/ f(x)dz, 1% =013
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Pateiksime keleta pavyzdziy.
1) Normalusis skirstinys: Fp = ®, fo = ¢, 6 = 1,

> 1 o 1
2 2
dy = — —a?dr = ——
/_Ooso(y)y 27T/_Ooexp{ x”td N
taigi
3
e(W,t) = = ~0,95.
T
2) Tolygusis skirstinys:
0, kai z < —1,
Fo(z) =< (x+1)/2, kaize (—1.1),
1, kaiz > 1,

fole) = gl B=13 [ Rde=g,

taigi
e(W,t) = 1.
3) Logistinis skirstinys:
1 e ® 2
g S . 2 _ 0
0($) 1 4 6717 fo(m) (1 + 671)2’ To 3 )
oo o0 —2x [e'e] 1
2xd:z::/ eidas:/ Ldm:a
[ s [ aieme [ plne =g
taigi
2
e(W,t) = 5 & 1,097.

4) Ekstremaliy reik§miy skirstinys:

Fo(z)=1- e ", folz) =€"e™®, Tg = —

R 1 [~ _ 1
o(x)dxzz/o ye ydl/:Z,

— 00
taigi
2
e(W,t) = & ~ 1,23,
5) Dvipusis eksponentinis (Laplaso) skirstinys:
Lex kaixz <0
= 2¢ =Y,
Fo(x) { 1-— %e‘m, kai xz > 0,
1
fo(z) = e 1ol e =2,

2
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< 2 _1/00 —2x _1
[wfo(x)dx—2 ; e dx—4,

e(W,t) = 2.

taigi

5.5.1 pastaba. Pateikti pavyzdziai rodo, kad kai kurioms Seimoms Vilkoksono
kriterijus yra efektyvesnis uz Stjudento kriterijy. Maza to, integralas formuléje
(5.5.11) gali jgyti ir begalines reik§mes (7r. 5.8 pratima). Taigi reik§mé e(W,¢) =
oo taip pat yra galima.

Rasime skirstinj, su kuriuo Vilkoksono kriterijaus ASE atzvilgiu Stjudento
kriterijaus yra minimali, ir tg minimuma.

5.5.4 teorema. Vilkoksono kriterijaus ASE atzvilgiu Stjudento kriterijaus mi-
nimumas yra inf; e(W,t) = 0, 864.

Irodymas. Pagal (5.5.11) pakanka minimizuoti
(o)
E(F(0) = [ Plopds

¢ia X — absoliudiai tolydusis a.d., kurio tikimybiy tankis f(z) ir dispersija 72 =
1. Kadangi statistikos W ir ¢ nepakinta, jei a.d. X; ir Y, pakei¢iame a.d.
X; +pir Y; + p, ¢ia p = EX;, tai nemaZindami bendrumo galime imti y = 0.
Remiantis (5.5.11) reikia minimizuoti integrala

B0 = [ T Pl

su salygomis
/ f(z)dz =1, / 22 f(z)dr = 1. (5.5.12)
Naudojant Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda reikia minimizuoti in-
tegrala
oo
| 5@ = a0 - xa) sy
—00

Kadangi f(z) yra neneigiama, tai §is integralas jgyja minimalia reik§me, kai

f(x) . A+ /\21‘2, kai Ay + )\2&62 >0,
o 0, kai A\1 + )\2.%2 < 0.

Istate $ig funkcijos i8raigka j (5.5.12), gauname dviejy lyg€iy sistema neapibréz-
tiniams daugikliams A; ir Ay rasti. Gauname

3 3 2 :
M2 e sw={ R wAT kai || < V/5,
20v/5 0, kai || > /5,
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2
[/ﬁ< 33 x) = 2
_vs\4V/5  20V5 125

9
inf t)=12— = 4.
n e(W,t) 135 0, 86 A

Pagal (5.5.11)

5.5.2 pastaba. Atlikta analizé rodo, kad normaliojo skirstinio atveju, kai imtys
pakankamai didelés, pakeic¢iant Stjudento kriterijy Vilkoksono ranginiu kriteri-
jumi prarandama apie 5 % stebéjimy. Paciu nepalankiausiu atveju prarandamy
stebéjimy procentas nevirija 14 %.

Kita vertus, kai kuriems skirstiniams Vilkoksono kriterijus yra efektyvesnis
(zr. pavyzdzius 3),4) ir pratima 5.8). Taigi, jeigu nesame jsitikine, kad stebimi
a.d. yra normalieji, tai pirmenybe, matyt, reikety teikti Vilkoksono kriterijui.

5.5.4. Van der Vardeno kriterijus

Matéme, kad kai skirstinys normalusis, Vilkoksono ranginio homogeniskumo kri-

terijaus ASE Stjudento kriterijaus atzvilgiu apytiksliai lygus 0, 95. Kyla klausi-

mas, ar galima rasti ranginj kriterijy, kurio ASE, palyginti su Stjudento krite-

rijumi, bty lygus 1?7 Atsakymas yra teigiamas (7r. [29]), jeigu vietoje rangy
m . . . . . . .o

sumy W = """ | R; imsime specialiai parinkty rangy funkcijy sumas:

V=vR)+ - +v(Rn), v(r)="" (N:— 1) . (5.5.13)

Atsitiktinio dydzio V skirstinys yra simetriskas 0 atzvilgiu. I§ tikryjy, re-
miantis ®71(2) = —®~1(1 — 2), gaunama

o r 2 /N+1-—7
V=-> ¢ 1<N+1);¢ 1<N+1)

r=1

Kai hipotezé teisinga, a.v. (Ry,...,R,,) skirstinys sutampa su skirstiniu a.v.
(N+1—=Rq,...,N+1—R,,), taigiir a.d. V ir —V skirstiniai yra vienodi.
Kriterijus, grindziamas statistika V', vadinamas Van der Vardeno kriterijumi.

Van der Vardeno kriterijus: kai alternatyva dvipusé, homogenigkumo hi-
potezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai |V| > ¢; ¢a ¢ yra
maziausias skaiCius, tenkinantis nelygybe P{V| > c|Hp} < /2.

Jeigu m ir n nedideli, tai statistikos V' kritinés reik§més yra tabuliuotos
(zr. [7]). Ju reik8mes taip pat galima rasti naudojant matematinés statistikos
programy paketus (SAS, SPSS).

Kai N — co,m/N — p € (0, 1), tai statistikos V skirstinys aproksimuoja-
mas normaliuoju N(0,0%); ¢ia

o2 = mnQ iEN:&(T) (5.5.14)
VO N-1 © N& ' -
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Pazymékime Z,,,, = V/oy.

Asimptotinis Van der Vardeno kriterijus: jeigu m ir n yra dideli, tai ho-
mogeniSkumo hipotezé, kai alternatyva dvipuse, atmetama asimptotiniu reik§min-
gumo lygmens « kriterijumi, jei |Z, n| > 242
5.5.2 pavyzdys. (4.5.1 ir 5.5.1 pavyzdzio tesinys.) Pagal pratimo 4.5.1 duomenis patikrin-
sime homogeniSkumo hipoteze naudodami Van der Vardeno kriterijy.

Atlikdami analize SAS programy paketu gauname V = —4,1701 ir pv = 0,0052, pv, =
0,0097. Hipotezé atmestina.

5.5.5. Ranginiai dviejy imc¢iy homogeniskumo kriterijai,
kai alternatyva yra mastelio

Tarkime, kad homogeniskumo hipotezés alternatyva yra mastelio:
Hy :Gx)=F(2), o>0. (5.5.15)
o

Jeigu o > 1 (0 < o < 1), tai a.d. Y sklaida yra didesné (maZesné) uz a.d. X
sklaidg. Atsitiktiniy dydziy X ir Y medianos sutampa.

5.5.3 pastaba. Jeigu a.d. X ir Y jgyjamy reik8miy sritis yra (0,00), tai,
atlikus transformacijas

X =hX; Y=Y,

a.d. X ir Y pasiskirstymo funkcijos igyja tokj pavidalg

xT
F*(z) = F(e®) ir G*(z)=F(—)=F(e* %) = F*(z — 0),
o
Gia @ = Ino. Taigi transformuoty dydziy alternatyva tampa poslinkio, todél
imtims, sudarytoms i§ elementy In X; ir In Y}, galima taikyti ankstesnio skyrelio
kriterijus.

5.5.4 pastaba. Jeigu a.d. X ir Y jgyjamy reikSmiy sritis yra R, tai Vilkok-
sono ir Van der Vardeno kriterijai néra efektyvis, kai homogeniskumo hipotezés
alternatyva yra mastelio.

Is tikryjy, tarkime, kad F(x) = Fo((z—p)/7). Tada, kai teisinga alternatyva,
G(z) = Fo((x — p)/(o7)) ir a.d. X — p ir (Y — p)/o skirstiniai sutampa.
Jeigu 0 > 1(0 < 0 < 1), tai a.d. X stebiniai turi tendencija koncentruotis
artiau p negu Y stebiniai, t.y. pirmosios imties elementai bendroje variacinéje
eilutéje turés tendencija koncentruotis viduryje (atitinkamai abiejuose bendros
variacinés eilutés galuose). Taigi statistikos W ar kitos panasios statistikos
igyjamos reikSmeés gali buti nei labai didelés, nei labai mazos, lygiai kaip ir
esant teisingai hipotezei. Todél Siomis statistikomis grindziami kriterijai gali
neskirti hipotezés nuo alternatyvos. Tokiu atveju parenkamos specialios rangy
funkcijos.
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Kriterijy sudarymo idéja. Bendroje variacinéje eilutéje r-jam elementui
priskirkime reikSme s(r); ¢ia s yra aibéje (1,2, ..., N) apibrézta funkcija. Api-
brézkime statistika

S=5s(Ry)+ -+ s(Rm); (5.5.16)

Cia, kaip ir Vilkoksono kriterijaus atveju, R; yra pirmosios imties nariy rangai
bendroje variacinéje eilutéje.

Naturalu maziausias s reikSmes priskirti patiems maziausiems ir patiems di-
dZziausiems, o didZiausias — viduriniams variacinés eilutés nariams. Esant teisin-
gai alternatyvai o > 1 (0 < o < 1) pirmosios imties elementai koncentruosis
variacinés eilutés viduryje (atitinkamai galuose), todél suma S jgyja dideles
(atitinkamai mazas) reikSmes. Kai hipotezé teisinga, suma S jgyja vidutines
reiksmes. Taigi hipotezé atmetama vienpusés alternatyvos o > 1 (0 < 0 < 1)
naudai, kai S > ¢2 (S < ¢1); Gla ¢ ir co yra statistikos S kritinés reikimeés esant
teisingai hipotezei. Panas$iai, jei alternatyva yra dvipusé, hipotezé atmetama,
kai S < ¢j arba S > ¢;. Taip sudaromi Zygelio ir Tjukio bei Ansario ir Bredlio
kriterijai.

Alternatyviai galima didziausias s reikSmes priskirti patiems maZziausiems
ir patiems didZiausiems, o vidutines reik§mes — viduriniams variacinés eilutés
nariams. Tada kritinése srityse nelygybiy Zenklai pakei¢iami prieSingais. Taip
sudaromi Mado ir Klotso kriterijai.

Funkcijos s parinkimas:

1. Zygelio ir Tjukio kriterijus:
s(3)=5, s(N—-2)=6, s(N—-3)=7, s(4)=8,--- (5.5.17)

s(1)=1, s(N) =1, s(2) =2, s(N—1) =2.--- (5.5.18)

s(r) = (r - N+1>2. (5.5.19)

4. Klotso kriterijus:

s(r) = {@1 (N:L 1)}2. (5.5.20)

Kai teisinga homogeniskumo hipotezé, pirmieji du Zygelio ir Tjukio, Ansario
ir Bredlio, Mido, Klotso statistiky momentai yra:

ESzr =m(N +1)/2, VSzr=mn(N +1)/12,
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ESap =m(N +1)/4, VSap=mn(N +1)%/(48N),
ESy =m(N? —1)/12, V. Sy =mn(N + 1)(N? —4)/180,

N . 2
_m -1 v
B =52 [0 (757)]

Vs sk X[ (v)] - B

i=1

Kai teisinga hipotezé, Zygelio ir Tjukio statistikos skirstinys sutampa su
Vilkoksono statistikos skirstiniu. Be to, §i statistika asimptotiskai ekvivalenti
Ansario ir Bredlio statistikai.

Didelés imtys. Kai hipotezé teisinga, visos statistikos asimptotiskai normalio-
sios:

—E
Zm = 2= E5 4 7 N0, 1), kai n— o0, min—pe(0,1). (5521)

Kai m ir n yra dideli, kriterijai grindziami statistika Z,, ,. Priklausomai
nuo alternatyvy hipotezé atmetama, kai §i statistika vir§ija ar yra mazesné uz
atitinkamas standartinio normaliojo skirstinio kritines reiksmes.

Normaliojo skirstinio atveju yra gauta Siy kriterijy ASE atzvilgiu FiSerio
dviejy dispersiju palyginimo kriterijaus: Ansario ir Bredlio bei Zygelio ir Tjukio
kriterijy ASE yra 6/72 ~ 0,608, Miido kriterijaus — 15/(272) ~ 0, 760, Klotso
kriterijaus — 1.

5.5.3 pavyzdys. Tam tikra televizoriy elektriniy selektoriy charakteristika buvo matuojama
dviejy tipy prietaisais. Gautos atsitiktiniy paklaidy reik§més: m = 10 paklaidy Xy, ..., X0,
atliekant matavimus pirmo tipo prietaisu, ir n = 20 paklaidy Y7, ..., Y20, atliekant matavimus
antro tipo prietaisu. Pateikiame gautus rezultatus (padaugintus i§ 100).

a) Matuota pirmo tipo prietaisu: 2,2722; -1,1502; 0,9371; 3,5368; 2,4928; 1,5670; 0,9585;
-0,6089; -1,3895;-0,5112.

b) Matuota antro tipo prietaisu: 0,6387; -1,8486; -0,1160; 0,6832; 0,0480; 1,2476; 0,3421;
-1,5370; 0,6595; -0,7377; -0,0726; 0,6913; 0,4325; -0,2853; 1,8385; -0,6965; 0,0037; -0,3561;
-1,9286; 0,4121.

Tardami, kad imtys gautos stebint absoliu¢iai tolydZius nepriklausomus a.d. X ~ F(z)
ir Y ~ G(x) su vienodais vidurkiais EX = EY = 0, tikrinsime hipoteze Hop : F(z) = G(z) su
vienpuse alternatyva H : G(x) = F(x/0),0 < 1, kad pirmo tipo prietaisas yra maziau tikslus.

Randame statistiky jgytas reikSmes:

Syzp =100, Sap =52, Sy =1128,5 Sk = 12,363.

Atlikdami analiz¢ SAS programy paketu gauname tokias P reikSmes: 0,0073; 0,0067; 0,0168;
0,0528. Remdamiesi aproksimacija (5.5.21) gauname asimptotines P reik§mes: 0,0082; 0,0068;
0,0154; 0,0462. Homogeniskumo hipotezé atmestina.

Jeigu tartume, kad buvo stebéti nepriklausomi normalieji a.d. X ~ N(O, a%) iry ~
N(0, 02), tai hipotezé Hy tampa parametrine dispersijy lygybés hipoteze Ho : 0 = o2, kai
vienpusé alternatyva yra H : a% > a%. Si hipotezé tikrinama remiantis statistika F = s% (s%),
Cia s% ir s% yra dispersijy jvertiniai:

m
S XP 63=s3=
i=1 =1

. 1
==L
m
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Kai hipotezé Hp yra teisinga, statistika F' turi FiSerio skirstinj su m ir n laisvés laipsniy.
Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai F' > Fn(m,n).
Gauname: s? = 3,2024, s3 = 0,8978, I = 3,567 ir P reikimé yra

pv = P{Fn, »n > 3,567} = 0,0075.

Siame pavyzdyje parametrinio FiSerio kriterijaus P reik§mé yra beveik tokia pat, kaip ir
Zygelio ir Tjukio ar Ansario ir Bredlio kriterijy, o Klotso ir Mudo kriterijai pasirodé maziau
galingi.

5.6. Vilkoksono ranginis Zenkly kriterijus

Tarkime, X1, ..., X,, yra paprastoji imtis a.d. X, turincio baigtinj antraji mo-
menta, kurio pasiskirstymo funkcija F' priklauso absoliu¢iai tolydziy pasiskirs-
tymo funkcijy aibei F.

Pazymékime M a.d. X mediana, dél kurios reik§miy ir bus formuluojamos
hipotezés.

Hipotezé dél medianos reikSmeés:
H()SFG]:, ]\4':]\4'07
¢ia My — fiksuota medianos reiksmeé.

Vienpusés alternatyvos: Hy : F € F, M > Myir Hy : FF € F, M < M,.
Dvipusé alternatyva: Hs : F € F, M # M.

5.6.1. Vilkoksono ranginiai zenkly kriterijai

Vilkoksono ranginis zenkly kriterijus yra tinkamesnis, kai skirstiniy Seima F
susideda i8 simetrigky skirstiniy. Jeigu skirstiniy Seimai priklauso ir nesimetriski
skirstiniai, tai paprastas Zenkly kriterijus (Zr. 6.1.1 skyrelj) kartais gali buti
galingesnis uz Vilkoksono ranginj zenkly kriterijy.

Jeigu skirstiniy Seima F susideda i§ simetrigky skirstiniy ir n yra didelis, tai
Vilkoksono ranginio zenkly kriterijaus konkurentas yra asimptotinis Stjudento
kriterijus. Sis kriterijus naudojamas hipotezei Hy : F € F, W = o, Cla pu =
EX;, tikrinti. Tadiau kai skirstiniai simetrigki, vidurkis sutampa su mediana:
M = p, todél hipotezé Hy yra ekvivalenti hipotezei Hy. Stjudento asimptotinis
kriterijus grindziamas statistika

X =

SRS

iXi, Szinili(leX)z
i=1 i=1

Kai hipoteze Hy teisinga

V(X —po))o 3 Z~N©0,1), sSo, t52Z~N(0,1); dac’=VX,.
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Asimptotinis Stjudento kriterijus: jei n yra didelis, o alternatyva dvipuseé,
hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

|t| > Raf2-

Vilkoksono ranginio Zenkly kriterijaus sudarymas. Tegu D; = X; — M,
ir R; yra elemento |D;| rangas sekoje |D1l,..., |D,|, o TT ir T~ — rangy,
atitinkanciy teigiamus ir neigiamus skirtumus D;, sumos:

Tt= > R, T-= > R (5.6.1)

:D; >0 :D; <0

Pavyzdziui, jeigu My = 10 ir imties realizacija yra 7, 16, 5, 8, 14, tai skirtumy
Dy, ..., D5 realizacija yra —3, 6, =5, =2, 4, o |Dq|,..., |Ds| — 3,6, 5, 2, 4.
Taigi rangai Ry, ..., Rs igijo reikSmes 2, 5, 4, 1, 3. Rangai, atitinkantys teigia-
mus ir neigiamus skirtumus D;, yra 3,5 ir 1, 2, 4 atitinkamai. Taigi 77 =
345=8T"=14+2+4=T.

Praktigkai 7F ir T~ yra patogu skai¢iuoti taip: skirtumy Dy, ..., D5 reali-
zacija —3, 6, —5,

—2, 4i8rikiuojame jy absoliutiniy didumy didéjimo tvarka ir sura§ome palikdami
ju zenklus: —2, —3, 4, —5, 6. Priskiriame rangus taip pat palikdami zenklus:
—1,-2,3,—4,5. Tada Tt =3+5=8,T " =1+2+4=T.

Pakanka nagrinéti vieng i§ statistiky 7' arba 17—, nes jy suma 7" + T~ =
Ryi+---+ R, =n(n+1)/2. Galimos statistikos T+ reik§meés yra 0, 1,...,n(n+
1)/2.

Kai hipotezé Hj teisinga, skirtumai D; yra simetriskai pasiskirste nulio
atzvilgiu, todél a.d. 7T ir T~ skirstiniai sutampa ir ETT = ET~.

Jeigu M > My, tai a.d. D; skirstinys simetriskas tasko § = M — My > 0
atzvilgiu, nes su bet kokiu ¢ > 0 a.d. D; jgyja reikSmes i§ intervaly (6 — ¢, 0)
ir (0,0 + ¢) su vienodomis tikimybémis. Taigi a.d. D; turi tendencija dazniau
igyti teigiamas reiksmes negu neigiamas. Todél T turi tendencija jgyti didesnes
reik§mes uz 7T~ ir ETT > ET~.

Analogigkai, jeigu M < My, tai T turi tendencija jgyti maZesnes reikimes
uwz T~ ir ETT < ET™.

Kadangi suma TF 4+ T~ = n(n + 1)/2 yra pastovi, tai salygos

ETt=ET~, ET*>ET~, ETT <ET~
yra ekvivalencios salygoms
ETt =n(n+1)/4=N, ETT™ >N, ETT <N.
Taigi jei M = My, tai statistikos 7" reik§meés koncentruojasi tasko N aplinkoje;

jei M > M, — tasko, didesnio uz N, aplinkoje; jei M < My, — taSko, mazesnio
uz N, aplinkoje. Tuo ir grindziamas nagrinéjamas kriterijus.
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Vilkoksono ranginis Zenkly kriterijus: kai alternatyva dvipusé Hs, hipotezé
Hy atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

T > TJ/Q(’H) arba Tt < Tlta/z; (5.6.2)
¢ia T;/Q(n) yra maZiausias skai¢ius, tenkinantis nelygybe P{T+ > T:/Q (n)} <

a/2,0 T;r_a/Q yra didziausias skaiGius, tenkinantis nelygybe P{T+ < T;r_a/Q} <
a/2. Vienpusiy alternatyvy H; arba Hs atveju hipotezé Hy atmetama, kai

TY >TFH(n) arba TT<T{ . (5.6.3)

5.6.1 pastaba. Reikia pazyméti, kad Vilkoksono ranginis zenkly kriterijus gali
bati neefektyvus, kai skirstiniy Seimai F priklauso ir nesimetrigki skirstiniai.

Is tikryjy, tegu teisinga alternatyva Hy, : F € F, M > My, o skirstiniai
turi ilga kairiaja ,uodega‘. Nors skai¢ius skirtumy D;, igyjanciy teigiamas
reikSmes, bus didesnis negu skaifius skirtumy, jgyjanc¢iy neigiamas reikSmes,
tac¢iau pastaryjy skirtumy absoliutiniai didumai paprastai bus gerokai didesni.
Todél rangy suma 7T gali biiti palyginama su rangy suma 7, kaip ir esant
teisingai hipotezei. Taigi ranginis Vilkoksono kriterijus gali neskirti hipotezés
nuo alternatyvos.

Kai n néra didelis (pvz., n < 30), kritines reiksmes T, (n) (ir P reiksmes)
galime rasti toliau pateikiamu statistikos 7" tikimybiniu skirstiniu.

5.6.1 teorema. Jeigu hipotezé Hy teisinga, tai

E(T+) = n(n4—i— 1)7 V(T+) = n(n+12)1(12n—i-1)7
P{T+ =k} = 62’6—77 k=0,1,...,n(n+1)/2 (5.6.4)

¢ia ¢y, yra koeficientai prie t* sandaugoje [[j_, (1 + t*).

Irodymas. Statistika T galima u’radyti kitaip. Nagrinékime variacine
eilute |D|(1),..., |D|@) gauta i8 [D1|,...,|Dy|. Apibrézkime

W, = 1, kai HD] >0: |D|(z) = Dj,
’ 0, kitais atvejais.

Taigi W; = 1, jei egzistuoja D; > 0: R; = 1, todél,

n
T =Y iW;. (5.6.5)
i=1
Kadangi a.d. D,,..., D, yra nepriklausomi ir jgyja teigiamas ir neigiamas
reikSmes su vienodomis tikimybémis 0, 5, tai su visais ki, ...,k, € {0, 1}
" 1
P{W, =k,..., Wp=k,} = 5] P{Wi:ki}:§~
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taigi Wy, ..., W, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste Bernulio a.d.: W; ~
B(1, 1/2). Todél
"1 nn+1) "ol nm+1)2n+1)
E(TH) = —=—" V(Ty) = 2 = .
(T7) 1222 T V(T ;z 1 o

Atsitiktinio dydZio T generuojancioji funkcija

W(t) =E(¢T) = ZtkP{W—k} (5.6.6)

k=0

turi tokj pavidala

H EtW: = H (1+1t9) Z Crnth. (5.6.7)
=1
15 (5.6.6) ir (5.6.7) gauname (5.6.4). A

4.6.1 pavyzdys. Vertybiniy popieriy birZoje graza (eurais u# akcija) yra:
3,45;4,21;2,56;6,54;3,25; 7, 11.
Tikrinsime hipotezes: a) mediana ne maZesné uz 4 eurus; b) mediana ne didesné uz 4 eurus; c)
mediana ne didesné uz 3 eurus; d) mediana ne didesné uz 7 eurus; e) mediana lygi 3 eurams.
Kriterijaus reik§mingumo lygmuo o =0, 1.
a); b) Imdami My =4, gauname skirtumus D; = X;—4: —0,55;0,21; —1,44;2,54; —0, 75;
3, 11. I8rikiuojame didéjanéia tvarka palikdami Zenklus: 0,21; —0, 55; —0, 75; —1,44; 2, 54; 3, 11.
Rangai (paliekant Zenklus) yra: 1; —2; —3; —4;5;6. Yra trys teigiami ir trys neigiami skirtu-
mai. Rangy, atitinkanéiy teigiamus skirtumus, suma T jgijo reikime t+ =1+5+6 = 12.
Atveju a) P reik§mé yra
pv =P{TT > 12|Hp} = 0,422.
Atveju b) P reik§mé yra
pv=P{T" <12|H} = 0,656.
Duomenys neprie§tarauja i§keltoms hipotezéms.
¢) Randame skirtumus D; = X; — 3 : 0,45;1,21; —0,44; 3,54; 0,25; 4,11. Isrikiuo-
jame didéjancia tvarka : 0,25; —0,44; 0,45; 1,21; 3,54; 4,11. Rangai (paliekant Zenklus):
1; —2; 3; 4; 5; 6; tT =19 ir
pv=P{T" > 19|Ho} = 0,047.
Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo vir§ija 0,047.
d) Randame skirtumus D; = X; — 7 : —3,55; —2,79; —4,44; —0,46; —3,75; 0,11. Yra
tik vienas teigiamas skirtumas, kurj atitinka rangas 1, taigi 7T = 1 ir P reikimé
pv=P{T" < 1|H} =0,031.
Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virsija 0,031.
e) Atveju ¢) gavome Tt = 19. Tada
pv = 2min(P{T" < 19|H},P{T" > 19|H}) = 2min(0, 953; 0, 047) = 0, 094.
Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virsija 0,094.

5.6.2 pastaba Jeigu dél apvalinimo paklaidy kai kurie skirtumai D; lygus nuliui,
juos atmetame ir imties dydj sumaZziname atmestyjy skirtumy skai¢iumi.
Didelés imtys. Kai imtys didelés, iméiy atveju asimptotinj kriterijy sudarome
naudodami ribinj statistikos T skirstinj.
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5.6.2 teorema. Jei hipotezé H teisinga, tai

+ _R(T+
Zn:TiE(T)iZNN(o, 1).
V(T:)

Irodymas. Kadangi

T+ -E(TY) iW; —i/2

Yi, Yi= ;
V(Ty) ; VVI(Ty)

n

EY, =0, V() Y)=1,

i=1
. g 3 : 193 3
E|1/Z‘3 —E |ZW1 1/2‘ — (1/2) S n ,
V(Ty) [n(n +1)(2n + 1)/24]3/2 = 8[2n3/24]3/2
tai teoremos rezultatas iSplaukia i§ Liapunovo teoremos. A

Asimptotinis Vilkoksono ranginis Zenkly kriterijus. Jeigu n yra didelis,

tai hipotezé Hj atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai
‘Zn| > Za/2~

5.6.3 pastaba. Jeigu yra sutampanciy reik§miy, tai statistika modifikuojama:

= VI-T/@2n(n+1)2n+ 1))

Gia T = Zle(t? — t;); k yra sutampanéiy grupiy skaicius, o ¢; — yra [-osios
grupeés didumas. Hipotezé Hy atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens «
kriterijumi, kai

‘Z:| 2 Raf2-

5.6.2 pavyzdys. (2.3.2 pavyzdzio tesinys) Remdamiesi 2.3.2 pavyzdzio duomenimis patikrin-
sime hipoteze, kad a.d.V mediana yra a) didesné uz 15; b) lygi 15.
Teigiamy skirtumy D; = X; — 15 skai¢ius yra 15 ir TT = 347, 5. Statistika

T+ _ n(n+1) 347.5 _ 49(49+1)
Zn = 4 = . 4 = —2,63603.
n(n+1)(2n+1) \/49(49+1)(249+1)
\/ 24 24

Kadangi yra trys grupés sutampanciy rangy: (12,5;12,5), (14, 5;14,5), (33,5;33,5) po du
elementus ir viena grupé : (18,5;18,5;18,5;18,5) su 4 elementais, tai k = 4, t; = t2 = t3 = 2,
ty =4ir T = 3(23 — 2) + (43 — 4) = 78. Korekcija yra nedidelé

Zn,

1-T/(2 1)(2 1)) =0,999920 ir Z; = ———— = —2,63677.
VI=T/Ga(n+ D2n + 1) 2= Goosea

a) Hipotezé yra atmetama, kai statistika Z jgyja mazas reiksmes. Asimptotiné P reik§mé
pue = P(—2,63677) = 0,00419.

Hipotezé atmetama. Tiksli P reik8mé, rasta naudojant SPSS paketa, yra pv = 0,003815.
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b) Hipotezé atmetama, kai statistika |Z}| jgyja dideles reikimes. Asimptotiné P reik¥mé
yTa
pua = 2(1 — B(2,63677)) = 0,00838.

Tiksli P reik8§mé, rasta naudojant SPSS paketa, yra pv = 0,00763.
5.6.3 pastaba. Kai kuriuose matematinés statistikos paketuose naudojama
tokia kriterijaus modifikacija: vietoje statistikos 7'+ naudojama statistika

n(n+1)
4

(n+1)

1
:min(T+,n 5 M

T =min(TT,T7) - 1

—-T%) — . (5.6.8)
Si statistika igyja neteigiamas reikSmes ir esant teisingai hipotezei Hy dauguma
jos reikSmiy artimos 0. Sios statistikos skirstinys randamas naudojantis statis-
tikos T'T skirstiniu. Hipotezé Hy atmetama, kai T' < T} _q; ¢ia T _, yra statis-
tikos T" lygmens o kritiné reik§meé. Remdamiesi 4.6.2 teorema gauname, kad su
visais z < 0 T
P{——— <z} = 20(x).
V(T:)

Todél kai n didelis, hipotezé Hy atmetama, kai

T/ V(TL) < —2a;

¢ia ®(z) ir z, yra standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija ir
lygmens « kritiné reik§meé.

5.6.2. Vilkoksono ranginio Zenkly kriterijaus ASE
Stjudento kriterijaus atzvilgiu

Rasime Vilkoksono ranginio zenkly kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus atzvil-
giu, kai skirstiniai simetrigki (tada hipotezés dél medianos ir dél vidurkio reik§meés
sutampa).

Pazymékime fp(z) ir Fp(z) a.d. D tankio funkcija ir pasiskirstymo funkcija,
kai hipotezé Hy yra teisinga. Tankio funkcija fp(z) simetriska nulio atzvilgiu:
fo(—) = fola).

Kai teisinga alternatyva Hs, taia.d. D tankio funkcija yra fp(x|0) = fp(z—
), 0 = M — My # 0, o pasiskirstymo funkcija Fp(x|0) = Fp(x — 6).

5.6.3 teorema. Vilkoksono ranginio Zenkly kriterijaus ASE Stjudento kriteri-
Jjaus atzvilgiu, kai skirstiniai simetriski yra

o 2
e(TT,t) = 1272 [/ f3(x) dx} , T2=V(Dy). (5.6.9)
Irodymas. Statistikag T+ galima uZradyti tokiu pavidalu

= Y T, T{ L, kai Di + D; >0, (5.6.10)
1<i<j<n 0, prieSingu atveju.
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Nagrinékime variacing eilute D) < ... < D(,. Tarkime, kad D) < 0,
D441y > 0. Tada gauname:

n J
Z L{p,+p;>01 = Z LDy +D)>03 = Z Zl{Du>+D<J>>0}:

1<i<j<n 1<i<j<n j=k+1i=1
n k J n k

_ ; _ 7t

Z (Z Lipo+Dgy>0r + Z 1) = Z (Z Lipg >ph +5 = k) =T
j=k+1 i=1 i=k+1 j=k+1 =1

Kai teisinga alternatyva

~1
EyT" = nEyTiy + %

EoT1s,
E9T11 = Pe{Dl > 0} =1- FD(—Q), E9T12 = Pg{Dl + .D2 > 0} =

oo

/ Po{Dy > —z}dFp, (2]0) / [l — Fp(—y — 20)]dFp(y).
Kadangi kriterijus, grindziamas statistika 7", yra ekvivalentus kriterijui, grindZia-
mam statistika V' =TT /C2, galima nagrinéti statistika V. Gauname:

oo

L= Fo(-0)+ [ (L= Fp(—y— 20)aFp(y) -

—00

2

n —

:uln(e) = E0V+ =

| 1= Foy —200dFo(0) = @), i@ =2 [ fo(-y-200aFp()

— 00

Esant simetriskam skirstiniui
fn(0) = 2/ fb(y)dy.
—o0

Kai hipotezé teisinga, a.d. T dispersija pateikta 5.6.1 teoremoje:
Vo(Ty) =n(n+1)(2n + 1)/24,

taigi

02 (0)=VoVT = (n+1)2n+1)/(6n(n* - 1)),

~—

not,(0) = o1(0) =

W =

Stjudento kriterijus grindziamas statistika t = \/nD/s, kuri asimptotigkai ekvi-
valenti statistikai D, nes s konverguoja pagal tikimybe j konstanta.
Turime
p2(0) =E¢D =0, f(0) =1,

og’n(()) =VoZ = 7'2/71, 2 =V,D;, nogn(O) 7= 0%(0),
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Remiantis 1.6.1 Vilkoksono ranginio Zenkly kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus
atzvilgiu, kai skirstiniai simetrigki, yra

(T, 1) = (’“(O)‘H(O)f _ <2ij00 {%’(f”) d””>2 — 1272 U_O:o () dxr.

71(0)2(0) B

A

5.6.4 pastaba. Gavome lygiai tokig pat ASE israiska, kaip ir lygindami dviejy
nepriklausomy iméiy ranginj Vilkoksono, Mano ir Vitnio kriterijy su Stjudento
kriterijumi. Taigi Vilkoksono ranginis Zenkly kriterijus yra geras ,konkurentas®
Stjudento kriterijui. Jo ASE yra artimas 1 , kai D; skirstinys yra normalusis
(ASE=3/7 = 0,955), lygus 1, kai skirstinys tolygusis ir kartais gali buti didesnis
uz 1. PavyzdZiui, logistinio skirstinio ASE=72/9 a 1,097, ekstremaliy reik§miy
skirstinio ASE=72/8 ~ 1,23, dvigubo eksponentinio skirstinio ASE=2. Rem-
damiesi 5.5.3 teorema gauname, kad ASE negali buti maZesnis uz 0,864.

5.7. Vilkoksono ranginis Zenkly kriterijus dviejy
priklausomy imc¢iy homogeniSskumo hipotezei
tikrinti

Tarkime (X1,Y1)7, ..., (X,, Y,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. v. (X,Y)7T,

turinfio du baigtinius momentus, kurio pasiskirstymo funkcja F(z,y) priklauso

absoliudiai tolydziy dvimaciy pasiskirstymo funkcijy Seimai F. Pazymékime
Fy(x) ir F5(y) marginaliasias pasiskirstymo funkcijas.

Dviejy priklausomy im¢iy homogeniskumo hipotezé:
Hy: FeF, Fl(.’L') = FQ(.%‘)

Dviejy im¢iy Vilkoksono ranginj zenkly kriterijy sudarysime tuo atveju, kai
skirstiniy Seimos F pasiskirstymo funkcijos turi tokj pavidalg

¢ia Fy(r,y) yra simetriska pasiskirstymo funkcija, taigi a.v. (X,Y — )7 turi
simetriska skirstinj.

Jeigu alternatyvy klasé apima ir nesimetriskus skirstinius, tai hipotezei Hj
tikrinti kartais geriau taikyti paprastaji zenkly kriterijy (Zr. 6.1.1 skyrelj).

Tegu D = X — Y. Pazymékime M atsitiktinio dydzio D mediang ir nagri-
nékime hipotezes dél medianos reikSmeés.

Hipotezeé dél a.d. D medianos lygybés 0:

Hi :FeF, M=0.
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Si hipotezé yra platesné uz homogeniskumo hipoteze, nes esant teisingai Hy
pasiskirstymo funkcija F(z,y) yra simetriska, todél P{D > 0} = P{D < 0} ir
M =0.

Hipotezei Hj tikrinti galime naudoti imtj D, ..., D, sudaryta i§ skirtumy
D; = X; —Y,, ir jos pagrindu sukonstruodami kriterijy, analogiska Vilkoksono
ranginiam Zenkly kriterijui vienos imties atveju (dideléms imtims taip pat gali-
ma, taikyti ir asimptotinj Stjudento kriterijy). Visi anketesnio skyrelio rezultatai
galioja.

Duiejy imciy Vilkoksono ranginio Zenkly kriterijaus statistika turi tas pacias
savybes kaip ir Vilkoksono ranginio zenkly kriterijaus statistika vienos imties
atveju pakeiciant skirtumus X; — My j skirtumus D; = X; — Y, ir vietoje M
imant 0.

Jei hipotezé H§ dél medianos lygybés 0 atmetama, tai naturalu atmesti ir
homogenigkumo hipoteze Hy, nes ji yra siauresné.

5.7.1 pavyzdys. 5.1.1 pavyzdzio tesinys. Pagal 5.1.1 pavyzdzio duomenis patikrinsime
hipoteze, kad skirtumo D = X — Y mediana lygi nuliui.

Randame skirtumus D; = X; — Y;, i = 1,..., 50, ir apskai¢iuojame statistikos Tt reikime
T+ = 718,5. Esant teisingai hipotezei gauname (#r. 5.6.1 teorema): ETt = 637,5, VTt =
10731,25. Apskaitiuojame Z, = 0,7819, o modifikuotos statistikos reik§mé (atsizvelgiant
j sutampancias reik§mes) Z¥ = 0,7828. Asimptotiné P reikdmé pv, = 2(1 — ®(0,7828)) =
0,4337. Duomenys neprieStarauja iSkeltai hipotezei.

5.8. Kruskalo ir Voliso kriterijus
Tarkime, kad

Xl = (Xllu"'aXl’nl)T7 ) Xk: = (Xk:17"'7ank)T

yra k paprastyjy imciy, gauty stebint n.a.d. Xi,..., X} su absoliuciai toly-
dziomis pasiskirstymo funkcijomis Fy(z), ..., Fi(z).

Keliy nepriklausomy imé¢iy homogeniskumo hipotezé:

Hy: Fi(z) = F3(x) = -+ = Fi(v) = F(z), Yo € R. (5.8.1)

Tarkime, kad hipotezés H, alternatyva yra poslinkio

k

Hy:Fj(z)=F(z—0;) suvisaisz € R, j=1,...,k, ZQJQ >0. (5.8.2)
j=1

Jeigu visi skirstiniai F; yra normalieji su vienoda dispersija o? ir galbit
skirtingais vidurkiais p;, tai alternatyva H; yra

k
Hy:pj=p+0;, suvisaiszx e R, j=1,...,k, ZHJZ>Oa
j=1
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ir hipotezé Hy tampa parametrine:
Hy:pr=...= pg.

Kaip zinoma, kriterijus normaliyjy skirstiniy vidurkiy lygybeés hipotezei tikrinti,
kai dispersijos vienodos, nagrinéjamas vienfaktoréje dispersinéje analizéje ir
grindziamas statistika

k

k  n;

i=1 i=1 j=1

Gia X; yra i-osios imties aritmetinis vidurkis, X - jungtinés imties aritmetinis
vidurkis, n = Zle n;.

Jeigu hipotezé (5.8.1) teisinga, tai statistika (5.8.3) turi FiSerio skirstinj su
k—11ir n—k laisvés laipsniy. Jeigu n; — oo, n;/n — p; € (0, 1), k yra fiksuotas,
tai (5.8.3) vardiklis pagal tikimybe konverguoja j o2, o statistika F' konverguoja
pa.d xi_,/(k—1).

Jei n; yra dideli, tai statistika F' apytiksliai proporcinga (5.8.3) skaitikliui.

Kriterijaus sudarymo idéja. Kai skirstiniai nezinomi, stebiniai X1, ..., Xin,
kei¢iami jy rangais R;1, ..., Rin, jungtinéje visy stebiniy variacinéje eilutéje.

Kruskalo ir Voliso statistika apibréziama pagal analogija su FiSerio statistika
(5.8.3) X;. keiciant j R; ir X keiciant j R = (n+1)/2 ir gauty skaitiklio israiska
dauginant i§ proporcingumo koeficiento:

12 _ n41)? 12 &,
= e o (=) 1) 2" S

=1

k

12 R?
=2+ D ; o 3(n+1); (5.8.4)

R;. = i Rij
j=1

yra i-osios imties elementy rangy bendroje variacinéje eilutéje suma, i = 1,... k.
Proporcingumo koeficientas parenkamas taip, kad esant teisingai hipotezei
Hy, statistikos Fy skirstinys, kai im¢iy didumai auga, artéty j chi kvadrato
skirstinj.
Esant teisingai hipotezei H :

E(R;) = B(Ry;) = (n+1)/2

su visais ¢, o kai teisinga alternatyva, kai kurie vidurkiai didesni arba mazesni
uz (n+1)/2, taigi statistika Fy, kuri grindziama démeny (R;. — (n + 1)/2)2
suma, turi tendencija igyti didesnes reikSmes, kai teisinga alternatyva.
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Kruskalo ir Voliso kriterijus: hipotezé¢ H; atmetama reikSmingumo lyg-
mens « kriterijumi, kai Frw > Frxw(«); ¢la Frw(a) yra minimalus skai¢ius
¢, tenkinantis nelygybe P{Fxw > c|Hy} < a.

Didelés imtys. Jeigu visos imtys yra didelés, tai statistikos Fxy skirstinys
aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su £ — 1 laisvés laipsniu.

5.8.1 teorema. Jeigu hipotezé Hy teisinga, n;/n — pio € (0, 1), i = 1,..., k,
tai
Fxw % S ~x2(k - 1). (5.8.5)

Irodymas. PaZzymékime R; = Z;;l R;; i-osios imties rangy jungtinéje visy
stebéjimy variacinéje eilutéje suma.

Kadangi R; dispersija sutampa su Vilkoksono statistikos dispersija i-aja
grupe interpretuodami kaip pirmaja, o visas likusias — kaip antraja, gauname

n+1 ni(n+1)(n —n;)
ER;, = n; , VR;= .
iy 12
Be to, su visais i # j
n; nj 'fl+1

Taigi a.v. R = (R, ..., R;)T kovariaciné matrica yra X,, = [0;]kxx; ¢ia

%__{ ni(n+1)(n —n;)/12, i=j,

—n;n;(n+1)/12, i # .
Gauname:
p1(1—p1) —p1p2 e —P1Dk
rESe= | mTR e oD
—Pkp1 —prp2 -+ p(l—px)

¢ia p; = ni/n, p = (p1,...,pr)", D yra diagonaliné matrica su diagonaliniais
elementais pq, ..., Pg.-
Matricos A = D — pp” apibendrintoji atvirkstiné matrica yra

1
A =(D-pp")y =D '+ —117, 1=(,..,1)T.
Pk
I8 tikryjy, remdamiesi lygybémis
1"D=p", 1"p=p"1=1, Di=p p'D'=1"
gauname AA~ A = A. Taigi
12

3, = 50 kxk, 0 =—+4—, o9 =— i#]
" n2(n+1)[ lex Dk Di Pk
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Gauname

k 2
(R—ER)TS;(R—ER) = % Zni (RZ- - "(”;U) = Frw.

i=1

Reikia pazyméti, kad
_ 1
n %, - X = E(DO —pepd),

¢ia py = (p1o,---,pr0)T ,0 Do yra diagonaliné matrica su diagonaliniais ele-
mentais pio, . - ., Pro. Matricos X rangas yra k — 1 (Zr. 2.4 pratima).
Remiantis CRT atsitiktiniy vektoriy sekoms

n73/2(R — E(R)) 4 Z ~ N(0,%);

1
Y= E(DO —popy),  Po= (P1o,---pro) ",
ir Dy yra diagonaliné matrica su diagonaliniais elementais pig, . .., Pro-
Naudosimés teorema, kuri tvirtina, kad jei
X~ Ni(p, ®) tai (X = p)"S7(X = p) ~ x3(r);

¢ia ¥~ yra matricos ¥ apibendrintoji atvirks§tiné matrica, t.y. matrica, tenki-
nanti salyga X3~ X = 3I; r — matricos X rangas.

Pagal sig teorema

n (R - ER)TS"(R - E(R)) % 5 ~x*(k 1),
i§ c¢ia iSplaukia teoremos tvirtinimas.
A

Asimptotinis Kruskalo ir Voliso kriterijus: jeigu n; néra mazi, tai hipotezé
Hy atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

Frw > Xi(k — 1)

Kruskalo ir Voliso kriterijaus ASE FiSerio kriterijaus atZvilgiu. Kai
n; — 00, k fiksuotas, tai Kruskalo ir Voliso kriterijaus ASE Figerio kriterijaus
atzvilgiu yra

e(Frw, F) = 1207 {/_O:O fQ(x)dmr;

¢ia f ir o? yra a.d. Xi; tankio funkcija ir dispersija, kai hipotezé teisinga.

Si formulé identiska ASE israiskai, gautai lyginant Vilkoksono kriterijy su
Stjudento kriterijumi, kai yra dvi imtys. ASE yra arti 1, kai skirstinys normalu-
sis (ASE = 3/7 =~ 0,955), lygus 1, kai skirstinys tolygusis, kartais ASE gali
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vir§yti 1. Pavyzdziui, logistinio skirstinio ASE = 72/9 ~ 1,097, ekstremaliy
reiks§miy skirstinio ASE — 72/8 ~ 1,234 dvigubo eksponentinio skirstinio ASE
= 2. Pagiu nepalankiausiu atveju ASE negali buiti mazesnis uz 0,864.

Sutampantys duomenys. Jei duomenys apvalinami, tai galimos vienodos kai kuriy stebiniy

reikSmés netgi ir kai skirstiniai absoliuc¢iai tolydiis. Jei yra sutampanciy reik8miy, tai statistika
Frw modifikuojama analogiskai Vilkoksono statistikai:

Fiew = Frw /(1 —T/(n® —n));

daT =3 T;, Ti= (tf —t;), s yra sutampanciy nariy grupiy skai¢ius jungtinéje imtyje;
t; yra i-osios grupés didumas.
Modifikuotasis asimptotinis Kruskalo ir Voliso kriterijus: hipotezé Hp atmetama

asimptotiniu reiksmingumo lygmens « kriterijumi, kai Fj,, > X2 (k—1).

5.8.1 pavyzdys. Serotonino kiekis buvo matuotas po trijy skirtingy vaisty injekcijy. Lenteléje
pateiktjs gautosios serotonino kiekio reik§meés trijose pacienty grupése. Ar §iy trijy medika-
menty poveikis vienodas?

1 (placebo) | 2 (vaistas 1 ) | 3 (vaistas 2)
340 294 263
340 325 309
356 325 340
386 340 356
386 356 371
402 371 371
402 385 402
417 402 417
433
495
557

Sudarome jungtine visy stebiniy variacing eilute (grupés numeris nurodytas skliausteliuose):

1 2 3 4 5 6 7 8 9
263(3) 294(2) 309(3) 325(2) 325(2) 340(1) 340(1) 340(2) 340(3)
10 11 12 13 14 5 16 17 18
356(1) 356(2) 356(3) 371(2) 371(3) 371(3) 385(2) 386(1) 386(1)
19 20 21 22 23 24 25 26 27

402(1) 402(1) 402(2) 402(3) 417(1) 417(3) 433(1) 495(1) 557(1)
Rangy sumos:
R.=7,54+7,5+4+11+17,54 17,5+ 20,5+ 20,5 + 23,5 + 25 + 26 + 27 = 203, 5,
Ry =2+4,5+4,5+7,5+11+14+ 16+ 20,5 = 80,
R3 =14+3+7,5+11+14+ 144 20,5+ 23,5 =94,5.

Imciy didumai: ny; = 11, no = 8, n3 = 8, bendras stebiniy skaicius n = 27.
Kruskalo ir Voliso statistikos reik§mé yra

12 203,52 802 94,52
Frxw 4t

= 5798 11 2 )73-28:6,175.
Yra s = 7 sutampanciy rangy grupés
t1=2,t2=3,t3=3,t4 =3,t5 =2, tg =4, ty = 2,
taigi
T =8—-2=6,Tp=27—-3=24,1T3=24,T4 =24,T5 =6, Tg =64 — 4 =60, T7 = 6.
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Modifikuotosios Kruskalo ir Voliso statistikos reik§mé yra:

6,175 6,175
FI’;W = 3A57+3.24+60 = . = 6,234.
1-— “57(729-1) 0,99134

P reik8mé rasta, skai¢iuojant SPSS paketu, yra pv = 0,03948.
Asimptotiné P reik§mé yra

pua = P{x2 > 6,234} ~ 0,0443.

Jeigu kriterijaus reik§mingumo lygmuo 0,05, tai hipotezé atmetama tiek tiksliu, tiek asimp-
totiniu kriterijumi.

5.8.1 pastaba. Jeigu tikrinant hipoteze Hj alternatyvos yra mastelio:
H, :Fj(m):Fj(x/Hj), z € R, 09]‘ >0, 7=1,...k

36,40, 1<i#j<k, (5.8.6)

tai, kaip ir Vilkoksono kriterijus, Kruskalo ir Voliso kriterijus gali buti neefek-
tyvus.

Analogiskai 5.4 skyreliui vietoje rangy R;; imkime s(R;;), ¢ia s(r) yra tam
tikra aibéje {1, 2,...,n} apibrézta funkcija, ir apibrézkime statistika

k ng

1 o 1
F= FZ”ASZ_S){ Sz:;ZS<R2J),
S 4=1 7 j=1
k  n; k n,
_ 1 : 1 i i
S=0 D s(Riy). oi= — SO (s(Rij) — 5)% (5.8.7)
i=1j=1 i=1 j=1

Imdami tas pacias funkcijas kaip ir skyrelyje 5.4, gausime Zygelio ir Tjukio,
Ansari ir Bredlio, Mudo , Klotso statistiky analogus Fyzr, Fap, Far, Fi tuo
atveju, kai iméiy skaicius k > 2.

Kai hipotezé Hj teisinga, statistikos Fzp skirstinys sutampa su statistikos
Frw skirstiniu.

Maziems iméiy dydziams n; statistiky Fzr, Fap, Far, Fx P reikdmés gali
buti surastas naudojant kai kuriuos programy paketus (SAS, SPSS).

Analogiskai 5.8.1 teoremai galima jrodyti, kad ir kity statistiky Fzr, Fap, Fir,
F skirstiniai asimptotiskai yra chi kvadrato skirstiniai su k& — 1 laisvés laipsniu.

Dideléms imtims hipotezé Hy atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens
a kriterijumi, kai:
F>x2(k—1), (5.8.8)

Gia F yra bet kuri i§ statistiky Fzr, Fap, Fir, Fi-

5.8.2 pavyzdys. (5.8.1 pavyzdzio tesinys).

Papildykime 5.8.1 pavyzdzio duomenis matavimy rezultatais, gautais atliekant matavimus
dar dviem prietaisy tipais:

3 tipo prietaisas: 2,0742; -1,0499; 0,8555; 3,2287; 2,2756; 1,4305; 0,8750; -0,5559; -1,2684;
-0,4667; 1,0099; -2,9228; -0,1835; 1,0803; 0,0759;
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4 tipo prietaisas: 1,7644; 0,4839; -2,1736; 0,9326; -1,0432; -0,1026; 0,9777; 0,6117; -0,4034;
2,6000; -09851; 0,0052; -0,5035; 2,7274; 0,5828.

Pagal 8iuos ir 4.5.3 pratimo duomenis patikrinkime hipoteze, kad visy keturiy prietaisy
paklaidos turi vienodus skirstinius.

Jeigu tartume, kad matavimo paklaidos turi normalyjj skirstinj su nuliniu vidurkiu, tai

hipotezé tampa parametrine dél dispersijy lygybés H : J% = 0’% = a§ = O'Z. Sia hipoteze

galima tikrinti Bartleto kriterijumi, grindZziamu tikétinumy santykio statistika

4
Rrs =nln(s?) — Zm In(s2),
i=1

¢ia n = n1 + ng + n3 + ng, s? yra dispersijos jvertinys pagal i-osios imties duomenis, o
2 = (nls% + ...+ n4sz)/n. Gauname Rrpg = 6,7055 ir asimptotiné P reikdmé yra pv, =
P{x% > 6,7055} = 0,0819.

Pritaikysime 8io skyrelio neparametrinius kriterijus. Gauname statistiky reik§mes: Sz =
8,9309; Sap = 8,8003; Spr = 4,9060; Sk = 6,6202. Naudodami SAS paketa gauname tokias
asimptotines

P reik§mes 0,0302; 0,0321; 0,1788; 0,0850. Matome, kad Siame pavyzdyje Klotso kri-
terijus duoda praktiSkai ta patj atsakyma kaip ir parametrinis Bartleto kriterijus; kriterijai,
grindziami statistikomis Sz7 ir Sap, pasirodé galingesni, o Mudo kriterijus maziau galingas.

5.9. Frydmano kriterijus

Tarkime, kad turime n nepriklausomy vektoriy
(X1, X1e) oo (X oo X))y k> 2,

Tegu a.v. X; = (X;1,..., Xi1)T pasiskirstymo funkcija F; = Fj(1,..., %)
priklauso neparametrinei k-maciy absoliuciai tolydziy pasiskirstymo funkcijy
Seimai F.

Duomenis galima interpretuoti ir kaip k priklausomy (ar nepriklausomy)
paprastyjy imciy

(X117 "'7Xn1)Ta ey (Xlka "'aXnk)T;

daY; = (X, an)T yra vektorius su nepriklausomomis koordinatémis.
Visus turimus stebéjimus galime suraSyti j tokia matrica:

X1 X2 -0 X
e S (59.)
an Xn2 e Xnk
Pazymékime Fjy, . .., Fj;, marginaliasias a.v. X; = (X1, ..., Xl-k)T pasiskirstymo

funkcijas.

k priklausomy iméiy homogeniskumo hipotezé:
Hy : le(.’L‘) =..= ik(l‘), VzeR, i=1,..,n.

Aptarsime keletg tokios hipotezés formuluo¢iy konkre¢iomis situacijomis.
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5.9.1 pavyzdys. Buvo matuojamas n = 6 grupiy darbuotojy darbo efektyvumas kiekviena
savaités dieng (k = 7). Atsitiktinis dydis X;; Zymi i-osios grupés darbo efektyvuma j-aja
savaités dieng. Atsitiktinio vektoriaus X; = (X1, ..., X;x)” koordinatés yra priklausomos (ta
pati grupé stebima k karty), bet nebitinai vienodai pasiskirs¢iusios. Vektoriai X1,...,X,, yra
nepriklausomi (skirtingos darbuotojy grupés). Taigi a.v. Y ; = (le,...,an)T koordinatés
yra nepriklausomos ir gali biti vienodai pasiskirs¢iusios (jeigu grupés vienodos kvalifikacijos)
arba skirtingai pasiskirs¢iusios (jeigu grupés skirtingos kvalifikacijos). Atsitiktiniai vektoriai
Y1,...,Y yra priklausomi (stebime tas pacias grupes skirtingomis dienomis).

Reikia patikrinti hipoteze, kad darbo efektyvumas nepriklauso nuo savaités dienos. Siame
uzdavinyje reikia palyginti ne darbuotojy grupes, bet savaités dienas eliminuojant grupés

faktoriy.

5.9.2 pavyzdys.Yra uZfiksuotas n = 10 pacienty reakcijos laikas veikiant juos trijy tipy
(k = 3) skirtingais vaistais. Atsitiktinis dydis X;; Zymi i-0jo paciento reakcijos laika veikiant
j-uoju vaistu. Reikia patikrinti hipoteze, kad visy vaisty poveikis reakcijos laikui yra vienodas.

Tarkime, kad absoliu¢iai tolydzios pasiskirstymo funkcijos F;, priklausancios
aibei F;, turi tokj pavidala

Fi(z1,2z2,...,25) = Gi(z1, 22+ 052, ...,z + 0i),  0;5 € R;

G; yra simetriskos funkcijos, t.y. su visais x1,...,2z; € R ir su visais kéliniais
(jl,...,jk) of (17,]€)
Gi(le,...,xjk):Gi(xl,...,xk). (592)

Homogeniskumo hipotezés Hj alternatyva H; turi tokj pavidala:

n k

Hy: F;, e F, Fij(l‘) =F (x—@ij), i=1,...,n; 7 =2,...,k; ZZGZQJ > 0.
i=1 j=2

t.y. marginaliosios pasiskirstymo funkcijos skiriasi tik poslinkio parametrais.

Frydmano kriterijaus statistikos sudarymas. Randame a.v. (X;1, ..., X;z)7
rangy vektoriy (R;1, ..., Rix)T. Tada vietoje pradiniy duomeny matricos X gau-
name rangy matricg

Ry Riz -+ Ry
R | M Mo M
Rnl Rn2 Rnk

Rangy suma kiekvienoje eilutéje ta pati:
RZ:Rll—‘y——FRm:]{i(k}—‘y-l)/Q, 1=1,2.....n.

Pazymeékime j-ojo stulpelio rangy suma
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Visy rangy aritmetinis vidurkis yra

1 e k+1
— g2 2=

i=1 j=1

Kai skirstiniai simetriski, tai esant teisingai hipotezei H atsitiktiniai dydZziai
R.q,..., R} yra vienodai pasiskirste ir jy jgyjamos reikmés grupuojasi apie
vidurkj R...

Frydmano kriterijaus statistika grindziama skirtumais R.j —R. = Rj —(k+

1)/2:

k:—i—l

7:1 2 k—|—1 =

CQ
M»
M?r

|

w
3
??‘
+

k+1

12
=——"— R’ -3n(k 5.9.3
nk(k + 1) Z n(k +1); (5.9.3)
¢ia R.; = > 1 | R;;. Normuojantis daugiklis 12n/k(k + 1) parenkamas taip, kad
esant teisingai hipotezei Hy, asimptotiskai (kai n — oo) statistikos S skirstinys
artéty prie chi kvadrato skirstinio.

Frydmano kriterijus: hipotezé Hj atmetama kriterijumi su reik§mingumo
lygmeniu «, kai Sp > Sp,; ¢la Spo yra maziausias skaifius c, tenkinantis
nelygybe P{Sr > ¢|Hp} < a.

P reiksmé yra pv = P{Sr > s}; ¢ia s yra gautoji statistikos S realizacija.
Kai n néra dideli, Frydmano statistikos kritines reik§mes (arba P reikSmes)
galima rasti remiantis rangy skirstiniais, pateikiamais 4.1 skyrelyje.

Didelés imtys. Rasime Frydmano statistikos asimptotinj skirstinj, kai imties
didumas n — oc.

5.9.1 teorema. Kai hipotezé Hy teisinga, tai
Sp5 S~y k—1), n— oo (5.9.4)

Irodymas. Tegu
R=(Ry,....Rp)".

Pagal (5.2.2) a.v. R vidurkis E(R) ir kovariaciné matrica V(R) = £,, yra

ER)=(k+1)/2,...,(k+1)/2), X, = [01s)kxk;

_ 1 2 Cog_
UlsZCOV(Rl,R.S)ZnCOV(RU,Rls):{ (k% —1)/(12n),  kai =3,

—(k+1)/(12n), kai [#s.
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Taigi
k(k+1) 1, .
%, = AT g, 2117),
12n Bk 1l
¢ia E; yra vienetiné matrica, 1 = (1,...,1)T. Matricos ¥,, rangas yra k — 1,
nes
k-1 -1 - -1
e R
1 -1 - k-1
k-1 -1 - -1 0 -1 - -1
£k k - 0 0o k --- 0
£k 0 - k o o --- k

Visy pirma pridéjome pirmaja eilute prie kity eiluéiy, paskui prie pirmojo stulpe-
lio pridéjome likusius.
Pagal CRT atsitiktiniy vektoriy sumoms,

Vi(R ~E(R)) % Z ~ Ni(0,Z);
1
S =n%, =k(k+1)(Ex — EHT)/H’ Rang(X) =k — 1.
Kaip ir Kruskalo ir Voliso kriterijaus atveju remsimés teorema: jeigu X ~

Ni(p, X), tai (X—p)TE~(X—p) ~ x2(r), ¢ia X~ yra apibendrintoji atvirkstiné
matrica, o r yra matricos 3 rangas. Pagal $iag teorema

Qn = vnR-ER)S Va(R—ER)T % 5~ y%(k —1).
Irodysime, kad @, = Sp. Gauname
(Ej, — %11T)— =E; + k117,

nes
117117 = k117

ir

(Ek—111T)(Ek+k11T)(Ek—luT) = (Ek—lllT)(Ek—lllT) = (Ek—lllT)
k k k k k
Taigi
E‘—L(E + k117)
k(1) "
ir
b l<:+1 i k1
2] _
@n = k—l—l Z +kz 9 )] -
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k 2
12n _ kE+1
— R;——— | =5F.
k(k+1) ; < 7 ) r

A
Asimptotinis Frydmano Kkriterijus: jei n yra didelis, tai hipotezé H, at-
metama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

Sp > x2(k—1). (5.9.5)

Tada P reik§més aproksimacija pv, = 1— in ) (s); Cia s yra stebétoji statis-
tikos Sg reikSme.
Sutampandios reik§meés. Jeigu yra sutampanéiy stebéjimy, tai Frydmano statistika mo-

difikuojama. Irodysime 5.9.1 teoremos analoga bendruoju atveju, kai skirstiniai nebitinai
absoliuciai tolydas. Pazymékime

Sp = Sr ;
=320 T/ (n(k? — k)
Cia
ki
T; = Z(t% —tij),
j=1

ki yra sutampandéiy reik§miy grupiy skaiGius é-ajam objektui (t.y. i-ojoje matricos (5.9.1)
eilutéje), t;; yra j-osios grupés elementy skaicius.

5.9.2 teorema. Kai hipotezé Hy teisinga, tai
St %S~ x2(k—1), n— oo (5.9.6)

Irodymas. Jis nedaug skiriasi nui 5.9.1 teoremos jrodymo. Naudosime tuos pacius
Zyméjimus, kaip ir 8iai teoremai jrodyti. be to, pazymékime ¢t = ET;. Pagal (5.2.6) a.v. R
vidurkis toks pat, o kovariacinés matricos X,, elementai yra

I%n(kz_l_%)y kai l:s’
g = —_— . =
- on (—(k+ 1)+ k(kt,l) ), kai l#s.

k3—k

12n
B (1 - ) (=), kai 1#s.

{ M(l_L)(l—%), kai 1=s,
12n

k3—k
taigi
k(k+1) t
= (1-
12n k3 —k
_ 12
== (1-
k(k+1)

3n

(B — 11T,

Y(Eg + k117,

t
k3 —k
todél
Sr

t
1 k3—k

4 S mx2(k—1).
Konvergavimas j chi kvadrato skirstinj iSlieka pakeitus ¢ | % >, T, nes

1 & P
—ZTi—m:ETl. A
n

i=1
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5.9.3 pavyzdys. Trimis skirtingais metodais (k = 3) iSmatuotas amilazés kiekis tiems
patiems n = 9 pankreatitu sergantiems pacientams. Duomenys pateikti lenteléje.

. Metodas
Pacientas 1 9 3
1 4000 3210 6120
2 1600 1040 2410
3 1600 647 2210
4 1200 570 2060
5 840 445 1400
6 352 156 249
7 224 155 224
8 200 99 208
9 184 70 227

Patikrinsime hipoteze, kad Sie trys metodai ekvivalentas.

Amilazés kiekial nustatomi tuo paiu metodu skirtingiems pacientams, gali bati laikomi
nepriklausomais a.d. Jie gali biiti skirtingai pasiskirste (pvz., jei ligos stadijos yra skirtingos).
Skirtingais metodais gauti amilazés kiekiai tam paciam pacientui yra priklausomi atsitiktiniai
dydziai.

Rangy lentelé

. Metodas
Pacientas 1 9 3
1 2 1 3
2 2 1 3
3 2 1 3
4 2 1 3
5 2 1 3
6 3 1 2
7 2,5 1 2,5
8 2 1 3
9 2 1 3
R1=195 R2=9 R3=25,5
Turime n =9, k = 3,
12

Sp =

5 34@&5?+¥+4a5%—3~94=1a5

Siame pavyzdyje yra viena grupé sutampanciy reikSmiy septintajam pacientui:

9
kr=1,t7=2,Tr =2 -2=6, T; =6,
i=1

taigi

n

oo izl O =0,97222
nk(k2 — 1) 9-3-8
ir
S
St =—"F _ — 15 943
0,97222

Tiksli P reik§meé yra pv = 0,00034518. Hipotezé atmestina. Asimptotiné P reikSmé pv, =
P{x2 > 15,943} = 0,00001072 gerokai skiriasi nuo tikslios, nes imtys néra didelés.

5.9.4 pavyzdys. (5.9.2 pavyzdZio tesinys ). Kiekvieng savaités dieng (k = 7) buvo nustato-
mas n = 6 darbininky grupiy darbo efektyvumas. Duomenys pateikti lenteléje.
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Diena

Grupé | 1 2 3 4 5 6 7

1 60 62 58 52 31 23 26
2 64 63 63 36 34 32 27
3 14 46 47 39 42 43 57
4 30 41 40 41 37 17 12
5 72 38 46 47 38 60 41
6 35 35 33 46 47 47 38

Tikriname hipoteze, kad darbo efektyvumas nepriklauso nuo savaités dienos.
Rangy lentelé

Diena
Grupe | 1 2 3 4 5 6 7
1 6 7 5 4 3 1 2
2 7 55 5,5 4 3 2 1
3 1 5 6 2 3 4 7
4 3 6,5 5 6,5 4 2 1
5 7 1,5 4 5 1,5 6 3
6 2,5 2,5 1 5 6,5 6,5 4
26,5 28 26,5 26,5 21 21,5 18

Turimen =6, k=17,
Sp = (26,52 + 282 + 26,52 + 26,52 4 212 4 21,52 + 182)/28 — 3 -6 - 8 = 3,07143.
Siame pavyzdyje sutampanciy grupiy daugiau:

ka=ks=ks =1, ke¢=2, ta=ts=1t5=1te1=1t61 =2

6
Ts=Ty=T5=6, Tg=06+6=12, ZT¢:30.
=1

Koreguojantis daugiklis

Lo X 30
nk(k2 —1) 6-7-48

= 0,985119,

SE =3,07143/0,985119 = 3,1178.

Asimptotiné P reik§mé pv, = 0,7939. Atmesti hipoteze néra pagrindo.

5.9.1 pastaba. Nagrinéta situacija su skirtingais a.v. Xj, ..., X,, skirstiniais
aptinkama ir tada, kai a.v. X; = (X;1,..., Xix)? koordinatés nepriklausomos.
Kadangi i§ j-yjy koordinaciy sudaryta imtis X4, ..., X;,; néra paprastoji, tai
vietoje Kruskalo ir Voliso kriterijaus reikéty naudoti Frydmano kriterijy.

5.9.5 pavyzdys. Tiriamas 9 skirtingy metalo lydiniy atsparumas korozijai. Lydiniai bandomi
8 skirtingomis salygomis. Duomenys pateikti lenteléje.

1 2 3 1 5 6 7 8 9
1,40 | 1,45 | 1,01 | 1,89 | 1,77 | 1,66 | 1,92 | 1,84 | 1,54
1,35 | 1,57 | 1,48 | 1,48 | 1,73 | 1,54 | 1,93 | 1,79 | 1,43
162 | 1,82 | 1,89 | 1,39 | 1,54 | 1,68 | 2,13 | 2,04 | 1,70
1,31 | 1,24 | 1,51 | 1,67 | 1,23 | 1,40 | 1,23 | 1,58 | 1,64
1,63 | 1,18 | 1,58 | 1,37 | 1,40 | 1,45 | 1,51 | 1,63 | 1,07
1,41 | 1,52 | 1,65 | 1,11 | 1,53 | 1,63 | 1,44 | 1,28 | 1,38
1,93 | 1,43 | 1,38 | 1,72 | 1,32 | 1,63 | 1,33 | 1,69 | 1,70
1,40 | 1,86 | 1,36 | 1,37 | 1,34 | 1,36 | 1,38 | 1,80 | 1,84

O~ O Ut W N
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Siame pavyzdyje nattralu tarti, kad a.v. (X1, ..., X9)T koordinatés yra nepriklausomos,
taciau dél nevienody bandymo salyguy gali turéti skirtingus skirstinius. Hipoteze, kad visi
lydiniai vienodai atspariis korozijai, galima suformuluoti itaip:

Hy: Fii(z) =..=Fyp(x), VzeeR, Vi=1,..,8.

Vietoje Kruskalo ir Voliso kriterijaus reikéty taikyti Frydmano kriterijy.
Gauname Sp = 31,1417 ir, atsizvelgiant j sutampancias reik§mes, S3. = 31,2720. Asimp-
totiné P reik§mé pvq = P{x3 > 31,2720} = 0,00027. Hipotezé atmestina.

Frydmano kriterijaus ASE FiSerio kriterijaus atZvilgiu: nepriklauso-
mos imtys. Jeisu kiekvienu i a. d. X;1, ..., X;; yra nepriklausomi, o alternatyva
yra

Fj(z) =F(z—o; = Bj), 3j.": B # By,

tai hipotezé H, ekvivalenti parametrinei hipotezei
Hp: == .

Parametriniu atveju, kai skirstiniai yra normalieji, turime dvifaktorés dispersinés
analizés modelj. Minétoji hipotezé tikrinama naudojant FiSerio kriterijy, kurio

statistika

i 2‘7‘:1( ij — Xi- - X-j +X.)?

esant teisingai hipotezei turi Fierio skirstinj su £ — 1 ir (n — 1)(k — 1) laisvés
laipsniy. Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

F>Fy(k—1,(n—1)(k—1)).

Sudarydami kriterijy neparametriniu atveju remiameés tuo, kad statistika (k —
1)F asimptotiskai (n — oo) turi chi kvadrato skirstinj su k — 1 laisvés laipsniy.
Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

(k—1)F >x2(k—1).
Irodyta, kad Frydmano kriterijaus ASE Fiserio kriterijaus atzvilgiu yra

12k0

e(Sr F) = 377

[/ f(z dx}, f=F, o*=V(X;).

tia f(z) yra stebimy a.d. tankio funkcija, 02 = V(X;;).
Kai skirstinys normalusis, gauname

3k
Sp,F)= ———
A5 F) = G Dn
Efektyvumas labai priklauso nuo k. Jeigu k = 2, tai ASE yra maziausias:

ASE = 2/7 =~ 0,637, t.y. sutampa su ASE Zenkly kriterijaus. Kai k = 5, tai
ASE = 0,796, ir jei k didéja, tai ASE artéja prie 3/m = 0,955. Skirstiniams,
kuriy ,uodegos” gesta lé¢iau, ASE gali netgi vir§yti 1. Pavyzdziui, Laplaso
skirstinio ASE = 2 —2/(k + 1).
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5.10. Ranginis keliy imciy nepriklausomumo
kriterijus

Apibendrinsime Spirmeno ranginio koreliacijos koeficiento savoka, kai imdciy
skaicius k > 2.
Tarkime, kad turime paprastaja imtj

(X1t X)Xty oo, X)) T,

gauta stebint a. v, (X1,..., Xj)T.

Tokie duomenys gaunami, pavyzdziui, kai k eksperty vertina n objekty
kokybe: atsitiktinj vektoriy (X1, ...,Xjk)T sudaro visy eksperty j-ojo objekto
jvertinimai, j = 1,..., n. Atsitiktinj vektoriy (X1, ..., Xn;)? sudaro visy objekty
jvertinimai atlikti j-ojo eksperto.

Pazymékime (R;j, ..., R,;)T rangy vektoriy, gauta ranguojant a.v. (Xj, ...,
X,,;)T elementus. Kiekvieno eksperto rangy suma yra tapati: R; =Y ;| Rij =
nn+1)/2,j=1,..,k.

Rangy suma, tekusi i-ajam objektui, yra R; = 25:1 R;;. Rangy sumy
Ri,..., R, aritmetinis vidurkis

1 & 1 gn 1< nn+1)  k(n+1)
:g;Ri:gZZRM:gZZRw =

i=1j=1 j=11i=1

5.10.1 apibréZimas. Atsitiktinis dydis

W = i k(n+1)/2)2 (5.10.1)

i=1
vadinamas Kendalo konkordancijos koeficientu.
Pazymékime

n

R¢" = % > (Bij = (n+1)/2)(Ra — (n+1)/2)

i=1
Spirmeno koreliacijos koeficienta, sudaryta remiantis j-uoju ir l-uoju atsitikti-
niais vektoriais (X1, ..., Xn;)7 ir (X1g, .oy Xpt) .

5.10.1 teorema. Kendalo konkordancijos koeficientas yra Spirmeno koreliaci-
Jjos koeficienty aritmetinio vidurkio

vid _ (40
RY WECD > RJY,
j<l
tiesiné funkcija
1 )
W= (14 (k- 1)RYY).
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Irodymas. Gauname

n k
Sor My S S - P e Y- - ) =
i=1 i=1 j=1 j<l

k(n® —n) (n® —n) ()
= 2 J
2 12 ; Fs™,

i§ kur ir gaunamas teoremos tvirtinimas. A
Remdamiesi teorema gauname, kad kai & = 2, koeficientas W yra Spirmeno
koreliacijos koeficiento tiesiné funkcija:

W =(Rs+1)/2.

Jei visi Spirmeno koreliacijos koeficientai yra lygus 1, t.y. visy eksperty
vertinimai sutampa, tai W igyja didziausig galima reikSme: W = 1.

Jeigu visi Spirmeno koeficientai lygts 0, tai W = 1/k. Jei jie visi neneigiami,
tal W > 1/k .

Jei dalis Spirmeno koreliacijos koeficienty yra neigiami, tai i§ apibrézimo ir
teoremos iSplaukia, kad W gali jgyti reiksmes kiek mazesnes, tiek ir didesnes uz
1/k .

Reikia pazyméti, kad ir priklausomy stebéjimy atveju statistika W gali jgyti
reik§me 1/k, netgi su tikimybe 1. Pavyzdziui, jei k = 4, X; = —iX4, 1= 2, 3, 4,
tai

R(Su) _ Rgm) _ Rgm) ) R(S23) _ Rgm) _ R5934) —1,

todél RY4 =0ir W = 1/k.

Konkordancijos koeficientas naudojamas hipotezei dél vektoriaus koordinaciy
nepriklausomumo tikrinti, kai alternatyva yra, kad visy pory koreliacijos yra
teigiamos.

Tarkime, kad a.v. (X1, ..., X;1)T yra absoliudiai tolydus, o visi koreliacijos
koeficientai pj; = ERgl) neneigiami.

Pazymeékime F; atsitiktinio vektoriaus X1, ..., X;; pasiskirstymo funkcija
ir F}1, ..., F;;, marginaligsias pasiskirstymo funkcijas.

A.d. X;1,...,X;; nepriklausomumo hipotezé:
HO:Fi(xlwual'k):Fll(xl)-uFik(xk)y V(ﬂl,...,kaR, 1=1,..,n.
Tariame, kad alternatyva yra

H:pg20, V1<j<I<k, 3pis >0.

Nepriklausomumo kriterijus, grindZiamas konkordancijos koeficientu:
hipotezé Hy atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai W > W,; ¢ia
W, yra minimalus skaiius ¢, tenkinantis nelygybe P{W > ¢|Hy} < a.
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Reikia pazymeéti, kad statistikos k(n — 1)W skaifiavimo formulé sutampa su
Frydmano statistikos formule, jei n ir k sukeisti vaidmenimis. Todél, jei nepri-
klausomumo hipotezé teisinga, tai k(n — 1)W skirstinys sutampa su Frydmano
statistikos skirstiniu, kai teisinga suderinamumo hipotezé, o n ir k sukeisti vaid-
menimis. Taigi galima naudotis Frydmano statistikos kritinémis reikSmémis.

Remdamiesi sarysiu su Frydmano statistika ir Sios statistikos savybémis gau-
name, kad kai dideli &, statistikos k(n — 1)W skirstinj galima aproksimuoti chi
kvadrato skirstiniu su n — 1 laisvés laipsniu. Taciau tokia situacija néra dazna.
Reikia manyti, kad daznesné situacija, kai n didelis, o k mazesnis.

Kadangi statistikos W skirstinys sukoncentruotas intervale [0, 1], tai jo skirs-
tinj galima aproksimuoti beta skirstiniu parenkant pastarojo parametrus taip,
kad jo vidurkis ir dispersija sutapty su statistikos W atitinkamais momentais:

1 2(k—1)
EW=—- VW= ——-—7-.
k’ k3(n —1)
Gauname aproksimacija
n—1 1

WY ~ Be(y,n), ~v= 5 o = (k—1)y. (5.10.2)
5.10.1 pavyzdys. Lenteléje pateikta 20 studenty tikimybiy teorijos, matematinés analizés ir
matematinés statistikos egzaminy pazymiai X1,, Xo2i, X34, ¢ = 1,2, ..., 20.

% 1123|456 |7 [8]9]10
X1, | 7] 5|66 |8|4|5|5 |8 8
Xo; | 7|5 (8|5 |83 |5 |4]|7 6
X3 | 9]65|6|5|8|5|5 |58 7

% 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
X1 7 5 6 3 7 7 8 7 6 5
Xo; [§ 3 7 4 5 8 7 5 5 5
X3 8 5 5 5 7 7 7 6 7 5

Tikétina kad a.d. Xi4, Xoi, X3; yra teigiamai koreliuoti. Patikrinsime nepriklausomumo
hipoteze naudodami Kendalo konkordancijos koeficienta. Atlikdami skai¢iavimus SPSS paketu
randame W = 0, 859 ir pv, = 0,00026. Nepriklausomumo hipotezé atmetama.

5.11. Pratimai

5.1. [rodykite, kad absoliuciai tolydziy skirstiniy atveju Spirmeno koreliacijos koeficientas
rg = 1-12V/(n(n® = 1)), &a V = 3, _; hij(j — 1), hij = 1, kai R; > Rj ir h;; = 0, kai
R; < Rj.

5.2. [rodykite, kad koeficienty Rg ir Ry Pirsono koreliacijos koeficientas yra

p(Rs,Rix) =2(n+1)/v/2n(2n +5).

5.3. Krakmolo kiekis bulvése nustatomas dviem budais. Norint palyginti tuos bidus,
buvo paimta 16 bulviy ir kiekvienos i§ jy krakmolo kiekis nustatytas abiem bidais. Gauti
rezultatai suraSyti lenteléje (X; — pirmu bidu, o Y; — antruoju).
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X; Y; i X; Y;
21,7 | 21,5 | 9 | 14,0 | 13,9
18,7 18,7 10 17,2 17,0
183 | 18,3 | 11 | 21,7 | 21,4
175 | 174 | 12 | 18,6 | 18,6
185 | 18,3 | 13 | 17,9 | 18,0
15,6 | 154 | 14 | 17,7 | 17,6
17,0 | 16,7 | 15 | 18,3 | 185
16,6 16,9 16 15,6 15,5

O~ O Ut W N e

Patikrinkite hipoteze¢ apie a.d. X ir Y nepriklausomumag, remdamiesi Spirmeno ir Kendalo
ranginiais koreliacijos koeficientais.

5.4. Tiriant specialios séjamosios efektyvuma, 10 sklypeliy buvo séjama paprasta séjamaja
ir 10 sklypeliy — specialia séjamaja, paskui buvo lyginamas derlingumas. Norint eliminuoti
dirvozemio jtaka, 20 vienodo ploto sklypeliy buvo taip sugrupuota poromis, kad jie bty greta
vienas kito. Metant moneta, buvo nusprendziama, kuriame i§ dviejy gretimy sklypeliy séti
specialia séjamaja. Rezultatai pateikti lenteléje (X; — derlingumas séjant specialia séjamaja,
Y; — paprasta séjamaja).

1| X | Y i X; | Y
T80 |56 6 | 7.7 6.1
2184 | 74| 7 | 77|66
3/80|73| 8 |56]60
4064|649 |56]55
5086 | 75|10]62]55

Patikrinkite hipoteze apie a.d. X ir Y nepriklausomuma, remdamiesi Spirmeno ir Kendalo
ranginiais koreliacijos koeficientais.

5.5. Patikrinkite atsitiktinumo hipoteze pagal 2.16 pratimo duomenis.
5.6. Patikrinkite atsitiktinumo hipoteze pagal 2.17 pratimo duomenis.

5.7. Remdamiesi Vilkoksono ir Van der Vardeno kriterijais patikrinkite hipoteze apie
nuody poveikio vienoduma pagal 4.14 pratimo duomenis.

5.8. [rodykite, kad gama skirstinio G(1,7) atveju Vilkoksono kriterijaus ASE, palyginti
su Stjudento kriterijumi, kai alternatyvos poslinkio yra

3n
W0 = A0 = S Dol — DB M)

Patikrinkite, kad A(n) > 1,25, kai n < 3; A(n) — oo, kai n — 1/2; A(n) — 3/, kai n — oo.

5.9. Tikrinama hipotezé, kad impulso atpazinimo paklaida nepriklauso nuo jo inten-
syvumo. Buvo atlikti du nepriklausomi eksperimentai. Impulsas, kurio intensyvumas 10
salyginiy vienety, buvo jvertintas 9, 9, 8, 10, 12, 13, 10, 11 vienety; impulsas, kurio inten-
syvumas 20 salyginiy vienety, — 15, 16, 17, 23, 22, 20, 21, 24, 27. Remdamiesi ranginiais 4.5.5
skyrelio kriterijais, kai alternatyvos yra mastelio, patikrinkite, ar gauti duomenys nepriesta-
rauja igkeltai hipotezei.

5.10. Suskaidykime 2.16 pratimo duomenis j 10 vienodo didumo imé&iy (duomenys
suradyti skirtingose eilutése). Remdamiesi Kruskalo ir Voliso ir inversijy skai¢iumi grindzia-
mais kriterijais, patikrinkite hipoteze, kad visais atvejais buvo stebimas tas pats atsitiktinis
dydis.

5.11. Trijose gamyklose buvo testuojami kineskopai. Jy darbo trukmé (ménesiais iki
pirmo gedimo) suradyti pateikiamoje lenteléje. Ar galima tvirtinti, kad visose trijose gamyklose
gaminamy kineskopy darbo trukmé yra vienoda?
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1 gamykla | 41 70 26 89 62 54 46 77 34 51
2 gamykla | 30 69 42 60 44 74 32 47 45 37 52 81
3gamykla | 23 35 29 38 21 53 31 25 36 50 61

5.12. Lenteléje pateikti avarijy Lietuvos keliuose 1990 — 1999 mety duomenys apie avarijas
Lietuvos keliuose.

Metai | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
X 5135 | 6067 | 4049 | 4319 | 3902 | 4144 | 4579 | 5319 | 6445 | 6356
Y 933 1093 779 893 765 672 667 725 829 748
Z 5491 | 6638 | 4251 | 4555 | 4146 | 4508 | 5223 | 6198 | 7669 | 7696

Apskaitiuokite konkordancijos koeficienty ir patikrinkite hipoteze dél a.d. X (avarijos),
Y (Zuvusieji) ir Z (suZeistieji) priklausomybés. Remdamiesi Spirmeno ir Kendalo ranginiais
koreliacijos koeficientais patikrinkite hipotezes dél a.d. X ir Y priklausomybés; dél a.d. X ir
7 priklausomybés.

5.13. Remdamiesi Vilkoksono Zenkly kriterijumi priklausomoms imtims, patikrinkite
hipotezg dél a.d. X ir Y skirstiniy vienodumo pagal 4.3 pratimo duomenis.

5.14. Remdamiesi Vilkoksono Zenkly kriterijumi priklausomoms imtims, patikrinkite
hipoteze dél a.d. X ir Y skirstiniy vienodumo pagal 4.4 pratimo duomenis.

5.15. Lenteléje pateikti duomenys apie 3 tiekéjy sitlomy 12 skirtingy tipy spausdintuvy
kainas.

. Tiekéjas . Tiekéjas
Tipas T 5 ] 3 Tipas T 5 ] 3

1 660 673 658 7 1980 | 1950 | 1970
2 790 799 785 8 2300 | 2295 | 2310
3 590 580 599 9 2500 | 2480 | 2490
4 950 945 960 10 2190 | 2190 | 2210
5 1290 | 1280 | 1295 11 5590 | 5500 | 5550
6 1550 | 1500 | 1499 12 6000 | 6100 | 6090

Remdamiesi Frydmano kriterijumi patikrinkite hipoteze, kad skirtingy tiekéjy spausdintuvy

kainos nesiskiria.

5.12. Atsakymai

5.3. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo reikSmes rg = 0,9889 ir 7, = 0,9422.
Abiejy kriterijy atveju pv < 0,0001. Hipotezé atmetama. 5.4. Spirmeno ir Kendalo koreliaci-
jos koeficientai jgijo reik§mes rg = 0, 7822 ir 7, = 0, 6746. Atitinkamos P reikdmés pv = 0,0075
ir pv = 0,0084. Hipotezé atmetama. 5.5. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo
reik§mes rg = 0,0935 ir 7, = 0,0621. Atitinkamos P reik§més pv = 0, 3547 ir pv = 0, 3663. At-
mesti hipoteze néra pagrindo. 5.6. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo reik§mes
rg = 0,0643 ir 7, = 0,0390. Atitinkamos P reikSmés pv = 0,4343 ir pv = 0,4852. Atmesti
hipoteze néra pagrindo. 5.7. Vilkoksono statistika jgijo reikme W = 239, Z,, » = —0,0198;
asimptotiné P reik§mé yra pv, = 2®(—0,0198) = 0,9842. Van der Vardeno statistikos
reik§mé V = —0,1228 ir pv, = 0,9617. Atmesti hipoteze néra pagrindo. 5.9. Statistiky
reikS§més yra: Sz = 91,1667; Sap = 47,5; Sk = 2,2603; Sp; = 8,9333 ir atitinkamos P
reik§més 0,0623; 0,0713; 0,0320; 0,0342. Asimptotinés P reikdmés: 0,0673; 0,0669; 0,0371;
0,0382. Homogeniskumo hipotezé atmestina. 5.10. Kruskalo ir Voliso statistika jgijo reik§me
Frw = 3,9139 ir pvg, = 0,9170. Atmesti hipoteze néra pagrindo. 5.11. Kruskalo ir Voliso
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statistika igijo reikSme Frgw = 6,5490 ir pv, = 0,0378. Hipotezé atmetama, jei kriterijaus
reik§mingumo lygmuo virsija 0,0378. 5.12. Kendalo konkordancijos koeficiento reik§mé 0,6444
ir pvg = 0,0428; nepriklausomumo hipotezé atmetama, kai reikSmingumo lygmuo vir§ija
0,0428. a) Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo reik§mes rg = 0,2242 ir 7, = 0, 2;
P reik§més yra 0,5334 ir 0,4208. Nepriklausomumo hipotezé neatmetama. b) Spirmeno ir
Kendalo koreliacijos koeficientai jgijo reikSmes rg = 0,9879 ir 7, = 0,9556; P reik§més abiem
atvejais yra pv < 0,00001. Nepriklausomumo hipotezé atmetama. 5.13. Ranginio Zenkly
kriterijaus statistikos reikimé yra TF = 69,5 ir pv = 0,0989. HomogeniSkumo hipotezé at-
metama, jei reikSmingumo lygmuo vir§ija 0,0989. 5.14. Ranginio Zenkly kriterijaus statistikos
reik§meé yra T = 43 ir pv = 0,0117. HomogeniSkumo hipotezé atmetama, jei reikimingumo
lygmuo virgija 0,0117. 5.15. Frydmano statistika jgijo reikSme Sp = 2,5957; asimptotiné P

reik§meé pv, = 0,2731. Duomenys neprieStarauja iskeltai hipotezei.



6 skyrius

Kitil neparametriniai kriterijai

6.1. Zenkly kriterijus

6.1.1. Ivadas: parametrinis Zenkly kriterijus

Nagrinésime Bernulio bandymy schema. Kiekviename bandyme jvyksta jvykis

{+} arba jam priesingas jvykis {—}. Sakykime, atlikome n bandymy. Ivykiy

{+} ir {—} pasirodymo skai¢iy pazymékime atitinkamai S ir So = n — 5.
Atsitiktinis dydis Sy turi binominj skirstinj S; ~ B(n, p); ¢ia p = P{+}.
Zenkly kriterijus skirtas hipotezei apie jvykiy {+} ir {—} pasirodymo tiki-

mybiy lygybe, t. y. hipotezei Hy : p = 0, 5, tikrinti.

Zenkly kriterijus: kai alternatyva yra dvipusé Hs : p # 0,5, tai hipotezé Hy

atmetama ne didesnio kaip « reikSmingumo lygmens kriterijumi, kai

S1 <e¢; arba S > co, (6.1.1)

Gia c¢; yra maksimalus sveikasis skaiCius, tenkinantis nelygybe

C1
P{Sl S Cl} = ZCS(]./Q)” = 1—[0’5(014—17’[7,—61) = 10’5(71—C1,Cl+1) S O[/27
k=0

ir co — minimalus sveikasis skaicius, tenkinantis nelygybe

P{S1>co} = > CH1/2)" =Ios(ca,n—ca+1) < a/2;

k}:CQ

0,5 1
/ 22711 —z)*"Ydz, B(a,b) = / 22711 — z)" L.
0 0

164
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Jei alternatyvos vienpusés: H; : p > 0,5 arba Hs : p < 0,5, tai hipotezé
atmetama, kai atitinkamai S; > ds arba S7 < dy; €ia d; ir ds tenkina analogiskas
nelygybes, kaip ir ¢; ir ¢o pakeiciant a/2 j .

P reikSmés yra
pv = 2min{ly5(n— 51,51 +1),lo5(S1,n—S1+1)} (dvipusé alternatyva Hj);
pv =1Iy5(S1,n—S1+1) (vienpusé alternatyva H);
pv =Iy5(n— 51,51 +1) (vienpusé alternatyva Ho).

Didelés imtys. Jeigu n didéja, tai remiantis Muavro ir Laplaso CRT
(S1 —n/2)//n/A5 U~ N(0, 1).
Kadangi S; — Sy = 257 —n, S1 + S = n, tai

_ (Sl —SQ) _ (51 —n/2) _d)
V51 + So n/4

N(0, 1).

Asimptotinis Zenkly kriterijus: jei n didelis, tai dvipusés hipotezés Hjs
atveju hipotezé H, atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriteri-
jumi, kai |Z] > 2, /2.

Vienpusiy alternatyvy H; arba Hs asimptotiniy kriterijy kritinés sritys apibré-
ziamos atitinkamai nelygybémis Z > z, arba Z < —z,.

Vidutinio didumo imtims rekomenduojama naudoti tolydumo pataisa.

Asimptotinis Zenkly kriterijus su tolydumo pataisa: Kai alternatyva dvi-
puseé, hipotezé Hj atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai

(181 = S2| — 1)

AR
S1+ 52

> x2(1).

6.1.1 pavyzdys. Psichologas apklausia 39 blogai besimokanciy vaiky tévus, norédamas
i8siaiskinti, kaip gerai jie supranta problemas, kurios laukia jy vaiky uZaugus. Jis nustaté,
kad S2 = 22 atvejais problemas geriau suprato tévas, o S; = 17 atvejy — motina. Ar yra
pagrindo daryti i§vada, kad tévai §iuo poziiiriu supratingesni uz motinas? Reik§mingumo lyg-
muo o = 0,1. Kokia biity i§vada, jei psichologas nustatyty, kad So = 32 atvejais problemas
geriau suprato tévas, o S1 = 7 atvejais — motina?

Patikrinsime hipoteze, kad motinos ne maziau supratingos uz tévus, kai alternatyva yra
vienpusé, tvirtinanti, kad tévai supratingesni. Jei hipotezé bus atmesta, galésime tvirtinti, kad
duomenys nepriestarauja tévy ,prana§umui“. Pazymékime p tikimybe, kad motinos supratin-
gesnés uz tévus. Reikia patikrinti hipoteze H : p > 0,5, kai alternatyva yra Ho = p < 0,5.
Hipotezé atmetama, kai S1 jgyja mazas reikSmes.

Pirmuoju atveju n = 39, S1 = 17, taigi P reik§mé yra

pv=1Io5(39—17, 17+ 1) = Iy 5(22, 18) = 0,261 > 0, 1.
Duomenys neprieStarauja hipotezei, t.y. vyry pranaumo hipotez¢ atmetame. Kadangi
Z = (17— 22)/v/17 + 22 = —0,8006 > 29,9 = —1, 282,
tai gauname tg pacia i§vada; asimptotiné P reik§mé pv, = ®(—0,8006) = 0, 217.
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Antru atveju n = 39, S1 =7, taigi P reikdmé yra
pv=1I05(39—17,7+1) = Iy 5(32, 8) = 0,000035 < 0, 1.
Kriterijus atmeta hipoteze, taigi duomenys neprieStarauja vyry ,pranasumo® alternatyvai.
Kadangi
Z = (7—32)/V/T7+32=—4,0032 < z9,9 = —1, 282,
tai asimptotiné P reik§meé yra pva = ®(—4,0032) = 0,000031.

Zenqu kriterijus taikomas ir kai kurioms neparametrinéms hipotezéms tikrinti.
Paminésime keleta tipiniy situacijy (taip pat zr. Maknemaros kriterijy, 6.3
skyrelj).

6.1.2. Hipotezé dél a.d. skirtumo medianos

Sakykime, kad
(X1, YD)T, .. (X, V)T (6.1.2)

yra nepriklausomi a. v., turintys absoliu¢iai tolydy tikimybinj skirstinj.
Pazymeékime 6; skirtumo D; = X; — Y; mediana.

Hipotezeé dél skirtumo D; = X; — Y; medianos lygybés nuliui:
H()Z 91::971:0

Si hipotezé néra ekvivalenti a. d. X ir Y; mediany lygybei. Yra skirstiniy, kai
a.d. X; ir Y; turi vienodas medianas, taciau jy skirtumo D; = X; —Y; mediana
nelygi nuliui. Skirtumy medianos lygios 0, jeigu a.v. (X;,Y;)T skirstiniai yra
simetriski koordinaciy atzvilgiu.

Esant teisingai hipotezei teigiamy skirtumy skaifiaus S = > 1 skirstinys

D;>0
sutampa su parametrinio Zenkly kriterijaus S; skirstiniu. Todél hipotezei Hy
tikrinti tinka tikslas arba asimptotiniai kriterijai, pateikti pirmesniame skyrelyje
pakeic¢iant S7 i S.

Jeigu skirtumy D; = X,;—Y; skirstiniai, kai teisinga hipotezeé ir kai teisinga al-
ternatyva yra vienodi ir simetriski, tai hipotezei dél skirtumy medianos reik§meés
tikrinti geriau naudoti Vilkoksono ranginj zenkly kriterijy, grindziama statitika

Tt = > R

:D; >0

Si statistika pilniau panaudoja informacija, nes ji priklauso ne tik nuo skirtumy
D; Zenkly, bet ir nuo jy didumy |D;]|.

Taciau, kaip buvo minéta, Vilkoksono ranginis zenkly kriterijus gali buti
neefektyvus, jei skirtumy D; skirstiniai yra asimetri§ki. Tokioje situacijoje
zenkly kriterijus gali pasirodyti efektyvesnis, nes jis tinka platesnei alternatyvy
klasei.

6.1.2 pavyzdys. (5.1.1 pavyzdZio tesinys). Naudodami 5.1.1 pavyzdzio duomenis patikrin-

sime hipoteze, kad stebimo a.v. (X,Y)7 koordina¢iy skirtumo mediana lygi nuliui. Gauname,
kad i8 50 skirtumy teigiamy yra 28. Kai alternatyva dvipusé, P reik§mé

pv = 2min{lo 5(22, 29), Io 5(28, 23)} = 0,4798.
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Taikydami normaliaja aproksimacija su tolydumo pataisa gauname Z* = (|S1 —Sa2|—1)2/(S1+
S2) = 0,48 ir pv, = P{x? > 0,48} = 0,4884. Duomenys neprietarauja iskeltai hipotezei.

6.1.1 pastaba. Frydmano kriterijus & = 2 atveju yra ekvivalentus Zenkly
kriterijui.

I8 tikryjy D; > 0 yra ekvivalentu tam, kad R;; = 2, R;s = 1, ir D; < 0 yra
ekvivalentu tam, kad R;; = 1, R;o = 2. Taigi

Rlzl—&—Sl/n, R,2=2—Sl/n,
ir
_12n

lan 2_(5’1—n/2)2
= = .

Sr n/4

2(Sy/n —1/2)

6.1.3. Hipotezé dél medianos reikSmés

Sakykime, X7, ..., X,, yra paprastoji imtis absoliu¢iai tolydziojo a.d. X. Pazy-
mékime 6 atsitiktinio dydzio X mediana.

Hipotezée dél medianos reik§meés: Hy : 0 = 6.

Jeigu hipotezé Hy teisinga, tai skirtumai D; = X; — 6y igyja teigiamas ir
neigiamas reik§mes su vienodomis tikimybémis 1/2. Imkime statistika

S= > 1

X;—00>0

kuri reigkia teigiamy skirtumy D; skaiCiy. Statistikos .S skirstinys sutampa su
parametrinio zenkly kriterijaus statistikos S skirstiniu. Taigi hipotezei tikrinti
pritaikomi 6.1.1 skyrelyje pateikti tiksliis ar asimptotiniai kriterijai, pakeic¢iant
S1iS.

6.1.3 pavyzdys. (5.6.2 pavyzdzio tesinys). Pagal 5.6.2 pavyzdZio duomenis patikrinkime
hipoteze, kad stebimo a.d. mediana a) didesné uz 15; b) lygi 15. Teigiamy skirtumy skai¢ius
S = 15. P reikdmé yra a) pv = Ip5(n—5S,s+1) = 0,0047; b) pv = 2[p 5(n—S, s+1) = 0,0094.
Taikydami normaliaja aproksimacija su tolydumo pataisa gauname asimptotines P reik§mes
a) pvg = ®(—2,5714) = 0,0051; b) pv, = P{x% > 6,6122} = 0,0101. Hipotezé atmestina.

6.2. Serijy kriterijus

6.2.1 apibréZimas. Serija vadinama vieno tipo jvykiy seka, prie§ kurig ir po
kurios jvyksta kitokio tipo arba joks jvykis.

Nagrinésime ilgio N = m+n seka, sudaryta i§ m jvykiy A ir n jam priefingy
ivykiy A. Skirtingy tokio tipo seky skaicius yra C7 = C}.

Zymésime V serijy skai¢iy minétoje sekoje. Pavyzdziui, sekoje

AAAAAAAAA
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yra V = 6 serijos; m =5, n=4, N =9.

Dviejy jvykiy atsitiktinio iSsidéstymo hipotezé: jeigu m ir n fiksuoti, tai
kiekvienos i§ galimy C}} sekos pasirodymas yra vienodai galimas.

Rasime serijy skai¢iaus skirstinj, kai jvykiai i§sidésto atsitiktinai.

6.2.1 teorema. Kai jvykiy atsitiktinio i§sidéstymo hipotezé teisinga, serijy skaic¢iaus skirsti-
nys turi tokj pavidala:

i—1 i—1
205,21C

P{V =2i} =
cX

, t=1,...,min (m,n),

C’fn_fllcﬁfl + CVZrLflc’i_ll

o =2 4i=1,..,min(m,n). (6.2.1)
N

P{V=2i+1}=

Irodymas. Visy galimy seky su m jvykiy A ir n jvykiy A skai¢ius yra Cx-

leskosime skaitiaus tokiy seky, kurioms V' = v. Tarkime, kad v = 27 yra lyginis. Tada
turime 4 serijuy, sudaryty i§ jvykiy A, ir ¢ serijy, sudaryty i§ jvykiy A. Keliais bidais galima
sudalinti sekg i§ m jvykiy A | i daliy? Isivaizduokime, kad dalijant seka j dalis yra pastatomos
pertvaros tarp simboliy A. Tokiy pertvary reikia pastatyti i — 1, o viety joms pastatyti yra
m — 1. Taigi seka i§ m simboliy A galima sudalinti j ¢ daliy Cfn:ll bidais. Analogiskai, seka i§
n simboliy A galima sudalinti j 4 daliy Cff_ll budais. Elementariyjy jvykiy, palankiy jvykiui
V = 24, skaiius yra 26’:{3102111. 18 dviejy dauginama, nes pirmoji serija gali prasidéti jvykiu
A arba jvykiu A. Pagal klasikinés tikimybés apibréZima

9ci=1 ¢i=1
P{V =2i} = M, i=1,...,min (m,n).
Cx

Analogiskai skai¢iuojame elementariyjy jvykiy, palankiy jvykiui V = 2¢ + 1, skaitiy. Galimi
du atvejai: yra i + 1 serija, sudaryta i§ simboliy A, ir 4 serijy, sudaryty i§ simboliy A, arba 4
serijy i§ A ir ¢ + 1 serija i§ A. Taigi

cihCl o +Ch Oy

P{V=2i+1} =
X

i =1,...,min (m,n).

)

Serijy skaiciaus vidurkis ir dispersija yra

2mn 2mn(2mn — N)
E = ]_ = —_—m— —
Vv N Tb \ 4% NIV - 1)
Kai m,n — oo, m/n — p € (0, 1),
-E
VBV 4 4 N, 1. (6.2.2)

Zw =
1,n /7VV

6.2.1. Dviejy jvykiy atsitiktinio iSsidéstymo hipotezé

Serijy skaiciaus statistika naudosime suformuluotai atsitiktinio jvykiy iSsidésty-
mo hipotezei tikrinti.

Tarkime, kad hipotezé neteisinga ir jvykiai A ir B i8sidésto neatsitikti-
nai. Apie tai liudyty, pavyzdziui, tokio tipo seky AAAAAAABBBBBBB,
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ABBBBBBAAAAAAB, kuriose seky skai¢ius maZas, pasirodymas. Kita ver-
tus, tokio tipo sekos ABABABABABABAB pasirodymas taip pat rodo, kad
ivykiai kaitaliojasi determinuota tvarka, o ne i§sidésto atsitiktinai. Taigi hipoteze
del atsitiktinio jvykiy iSsidéstymo reikéty atmesti, kai serijy skaiCius yra per
daug didelis arba per daug mazas.

Serijy kriterijus hipotezei dél atsitiktinio jvykiy iSsidéstymo tikrinti:
hipotezé atmetama ne didesnio reikSmingumo lygmens kaip « kriterijumi, kai
V < ¢y arba V > cg; Ca ¢; yra maksimalus svekasis skaicius, tenkinantis ne-
lygybe P{V < ¢1|Hp} < a/2, ir ¢o — minimalus sveikasis skai¢ius, tenkinantis
nelygybe P{V > co|Ho} < /2.

6.2.1 pavyzdys. Tarkime, ilgio & = 11 sekoje jvykiy A ir B skai¢iai yra k1 = 5 ir ko = 6.
Tikrinama hipotezé dél jvykiy atsitiktinio i§sidéstymo. Apskai¢iuosime P reik§me, kai stebéta
statistikos V reik§mé v yra a) v = 2; b) v = 3; ¢) v = 4. Remdamiesi P reik§més apibrézimu,
kai alternatyva dvipusé, gauname

pv = 2min{Fy (v),1 — Fy(v—)} = 2min{P{V <0}, 1 - P{V < v}}.

Pagal (6.2.1)

c9c? 2 cre+coct 9
P{V =2} =225 = ~—=0,004329, P{V=3}= w = — =0,019481,
CB T 462 5, 462
cict 40
P{V =4} =2-25 = —— =0,086580,
% 462

taigi
a) pv = 2min{0, 004329, 1} = 0, 008658;
b) pv = 2min{0, 023810, 0,9956716} = 0,047619;
¢) pv = 2min{0, 110390, 0, 952381} = 0, 220780.

Tokias pacias P reik§mes gautume, jei V = 11, 10, 9, atitinkamai.

Kai m ir n yra dideli, kriterijy sudarome remdamiesi (6.2.2) normaligja
aproksimacija.

Asimptotinis seriju kriterijus: atsitiktinio jvykiy iSsidéstymo hipotezé at-
metama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « serijy kriterijumi, kai |Zy, x,| >
Za/2 .

Jeigu k néra labai didelis, rekomenduojama naudoti tolydumo pataisa.

Asimptotinis serijy kriterijus su tolydumo pataisa: hipotezé atmetama
asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

N |V —EV|-0,5
|Zk’17k2| - | /7VV | 2 Z(x/2'

Si aproksimacija gali biiti netiksli, jeigu vienas i§ skai¢iy m arba n yra mazas.
Tokioje situacijoje vietoje aproksimacijos normaliuoju skirstiniu rekomenduo-
jama naudoti aproksimacija binominiu skirstiniu (6.2.4).

6.2.2 pavyzdys. Atlikus n = 40 nepriklausomy eksperimenty, kuriy metu galéjo jvykti jvykis
A arba jam prieSingas jvykis B, gauti tokie rezultatai:

ABBBBBBBABBBABBBBBBBBABBBAABBAABABAAAAAA
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Reikia patikrinti hipoteze, kad jvykiai A ir B iSsidésto atsitiktinai. Randame, kad serijy
skai¢ius V' = 15, k1 = 15,k2 = 25. Pagal normaliaja aproksimacija su tolydumo pataisa
gauname Z;j’l,kg = 1,4549 ir pve = 2(1 — ®(1,4549)) = 0,1457. Pagal aproksimacija bi-
nominiu skirstiniu (6.2.4) gauname N = 34,185, p = 0,5192 ir 0,1134 = 2] 4808(22, 14) <
pua < Io,4808(21, 14) = 0,1536. Tiesiskai interpoliuodami gauname pv, = 0,1462. Duomenys
neprie§tarauja iskeltai hipotezei.

6.2.2. Serijy kriterijus atsitiktinumo hipotezei tikrinti

Tarkime, kad stebimas a.v. X = (X1, ..., X,,)T

Imties atsitiktinumo hipotezé Hj: atsitiktinis vektorius X yra paprastoji
imtis, t.y. atsitiktiniai dydziai X1, ..., X, vienodai pasiskirste n.a.d.

Atsitiktinumo hipotezés alternatyva gali biiti egzistavimas trendo, arba cik-
liskas stebéjimy kitimas, ir pan.

Pazymékime D; = X; — M ; Gla M yra a.d. X; mediana esant teisingai
hipotezei, o M — empiriné mediana:

= (X(g-t,-l) + X(%))/Q, kal n lygini.s .
X(nTH), kai n nelyginis;

¢ia X(;) yra i-oji pozicine statistika. Jeigu atsitiktinumo hipotezé teisinga, tai
a.d. D, =X, — M yra vienodai pasiskirste.

I8meskime i§ imties tuos elementus, kuriems D; = 0. PaZymeékime k; ir
ko ivykiy A; = {Dl > 0} ir B; = {l)z < O} skaiGiy; k = k1 + ko. Jeigu
teisinga hipotezé H{, tai gautoje sekoje jvykiai A ir B iSsidésto atsitiktinai.
Jeigu hipotezé dél atsitiktinio jvykiy iSsidéstymo atmetama, tai reikéty atmesti
ir hipoteze H{.

6.2.3 pavyzdys. (5.4.1 ir 5.4.2 pavyzdzio tesinys). Pagal 5.4.1 pratimo duomenis patikrin-
sime atsitiktinumo hipoteze naudodami serijy kriterijy.

Natturalu tarti, kad a.d. X; mediana yra zZinoma: M; = 0. Tada Siame pavyzdyje k1 = 17,

ko =13, k = k1 + ko = 30.

Ivykiy A ir B seka yra

AAAAAABABAABBBBBAAAAAAAABBBBBB.
Taigi
_2.17-13
T30
2.17-13(2- 1713 — 30)
302 .29

Modifikuota statistika (su tolydumo pataisa) jgijo reikSme

V=8 EV +1=15,733333;

VV = =6,977165.

X IV —EV|-0,5
1 Z ko | = lT' =2,738413.

Asimptotiné P reik&meé
pva = 2(1 — (|2}, 1, 1)) = 2(1 — (2, 738413)) = 0,006174.

Atsitiktinumo hipotezé atmetama, nes P reik§mé yra maza.
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Reikia pazyméti, kad §iame pavyzdyje serijy kriterijus pasirodé galingesnis uz Spirmeno ar
Kendalo atsitiktinumo kriterijus, ta¢iau maziau galingas uz Bartelio ir Neimano atsitiktinumo
kriterijy.

Jeigu Siame pavyzdyje mediang vertintume pagal turima imtj:

M = (X5 + X(16))/2 = (1+2)/2 =1,5,
tai gautume, kad teigiamy ir neigiamy skirtumy skai€ius atitinkamai yra k1 = 15, ko = 15.
Ivykiai A ir B iSsidésto taip:

AAAAAABABAABBBBBAAAABBAABBBBBB.

Taigi serijy skai¢ius V' = 10. Statistika su tolydumo pataisa jgijo reik§me

|Zk, ky| = 2,043864, ir  pua = 0,040967.
Atsitiktinumo hipotezé atmetama asimptotiniu serijy kriterijumi, jeigu reik§mingumo lygmuo
yra 0, 05.

6.2.3. Valdo ir Volfovi¢iaus dviejy im¢iy homogeniskumo
kriterijus

Tarkime, kad turime dvi paprastasias imtis X = (X1,..., X,;,)Tir Y = (Y1, ..., Y;,)7,
gautas stebint nepriklausomus tolydziuosius a.d. X ~ F ir Y ~ G.

Homogeniskumo hipotezé: Hy : F(z) = G(z), Yz € R.

SuraSe abi imtis j vieng bendra variacine eilute ir praleide indeksus gausime
seka, susidedancig i§ m simboliy X ir n simboliy Y. Valdo ir Volfovi¢iaus
kriterijus grindziamas serijy skai¢iumi V minétoje sekoje.

Jei teisinga homogeniskumo hipotezé, tai simboliai X ir Y iSsidéste atsitikti-
nai ir serijy skai¢ius turi tendencija jgyti reikSmes, artimas vidurkiui E(V|Hp).
Jei teisinga alternatyva Hs = H; U Hy; CGia

Hy: F(x) < G(x), 3wg : F(x0) < G(x0),

Hy: F(z) > G(x), Jxo : F(zo) > G(x0),

tai vienos rusies simboliai turi tendencija koncentruotis vienoje, o kitos rusies
— kitoje variacinés eilutés puséje, taigi serijy skai¢ius dazniau jgis maZesnes
reikSmes, negu kad esant teisingai hipotezei.

Valdo ir Volfovi¢iaus kriterijus: hipotezé Hy atmetama ne didesnio uz «
reikSmingumo lygmens kriterijumi, kai V' < k; ¢ia k — didziausias sveikasis
skaicius, tenkinantis nelygybe

P{V < k|Hy} < a.

Jeigu V' = v, tai P reiksmé pv = Fy(v) = P{V < v|Hp} gali buti surasta
naudojantis (6.2.1) formulémis. Maziems m ir n kritinés reik8més yra tabuli-
uotos [7]. Ju reiksmes taip pat galima rasti naudojant dauguma matematinés
statistikos programy pakety.

6.2.3 pavyzdys. Tarkime, kad m =5, n =6, N =5+ 6 = 11. Apskai¢iuosime P reik§me
kai stebétos serijy skaic¢iaus V yra a) v=2;b) v =3;¢) v =4.
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Pasinaudoje (6.2.1), gauname

pv = Fy(v) = P{V < v},

a9c? 2 cred+c9ct 9
P{V=2}=2"275—-_"_-0,004329, P{V=3}= w = — =0,019481,
5, 462 3, 462
cict 40
P{V =4} =225 = — =0,086580. (6.2.3)
CS, T 462

Taigi
a) pv = 0,004329; b) pv = 0,023810; ¢) pv = 0,110390.
Kai m ir n dideli, naudojame (6.2.2) normaligja aproksimacija.

Asimptotinis Valdo ir Volfoviéiaus kriterijus: jei m ir n yra dideli, tai
hipotezé Hj atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai
Zmn S —Za-

Kai N = m + n yra vidutinio didumo sudarant kriterijy rekomenduojama
naudoti tolydumo pataisa. Pazymékime

V=BV-05 iy _EV > 0,5,
Vv

zZr, = % if V - EV < —0,5,
0, if |V —-EV|<0,5.

Asimptotinis Valdo ir Volfovi¢iaus kriterijus su tolydumo pataisa:
hipotezé Hj atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
7% < —Zg.

mn —
Jeigu m ir n (m<n) yra vidutinio didumo arba kai santykis m/n yra mazas,
tiksliau aproksimuojama naudojant binominj skirstinj (zr. [7]): a.d. V —2
skirstinys aproksimuojamas binominiu B(N,p) su parametrais

(m+4+n-—1)2mn—m—n) L 2mn
m(m—1)+n(n—-1) b (m+n)(m+n—1)

N = (6.2.4)
Asimptotinis Valdo ir Volfovi¢iaus kriterijus naudojant binomine ap-
roksimacija: hipotezé Hy atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens «
kriterijumi, kai serijy skaicius V' yra mazesnis uz atitinkama binominio skirstinio
B(N,p) kritine reiksme.

Jeigu V = v, tai asimptotiné Sio kriterijaus P reikSmeé yra

Pa =) Chiap' (1=-p)N 27 = 1) (N+2-v,041) = 1=, (v+1,N+2~v).
=0

6.2.1 pastaba. Kai alternatyva yra poslinkio, Valdo ir Volfovi¢iaus kriterijaus
galia mazesné uz Vilkoksono kriterijaus galia, todél rekomenduotinas Vilkoksono
kriterijus. Taciau kai alternatyva yra ir mastelio, ir poslinkio ar dar bendresné,
tai Valdo ir Volfovi¢iaus kriterijus gali buti priimtinesnis.
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6.2.4 pavyzdys (4.5.1 pavyzdZio tesinys). Pagal 4.5.1 pratimo duomenis Valdo ir Vol-
fovi¢iaus kriterijumi patikrinsime hipoteze, kad fungicidy naudojimas neturi jtakos medeliy
sergamumui.

Siuo duomenis jau analizavome naudodami Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso,
Vilkoksono kriterijus.

Iméiy didumaim=n=7, N =m+n = 14.

I8déste visus stebéjimus j viena bendrg variacine eilute ir paZyméje pirmos imties stebéji-
mus simboliu (A), o antros imties simboliu (B), gauname tokia simboliy seka:

AAAAABBAABBBBB

Serijy skai¢ius V' = 4. Naudodami paketa SPSS gauname P reik8me¢ pv = 0,025058.
Esant teisingai hipotezei serijy skaiiaus vidurkis ir dispersija yra

2 2mn(2mn — m —
BV = 2 1_s, vy o 2mn@mnomeon) g oanr60
m+n (m+n)2(m+n-—1)
Kadangi V — EV = —4 < —0, 5, tai
-E
z5 ., = V-EV+0,5 _ —1,94722.
‘ VVV

Asimptotiné P reik§mé pv, = ®(—1,94722) = 0,025754. Hipotezé Ho atmetama, jei kriteri-
jaus reik§mingumo lygmuo vir§ija 0,025058.

Siame pavyzdyje Valdo ir Volfovi¢iaus kriterijus yra galingesnis uz Kolmogorovo ir Smir-
novo dviejy im¢iy kriterijy, ta¢iau maziau galingas, negu Kramero ir Mizeso arba Vilkoksono
kriterijai.

6.3. Maknemaros kriterijus

Pateiksime Zenkly kriterijaus modifikacija, kai imtys priklausomos.
Tarkime, marginalieji a.v. (X;,Y;)T, i = 1,...,n, koordinagiy skirstiniai
yra Bernulio, t.y.

X; ~B(1,pi1), Yi~B(1,pi2), pi=P{X; =1}, pi=P{Y;=1}

Cla a.d. X; ir Y; jgyja reikSme 1, kai tam tikras jvykis A jvyksta, ir reiksme 0
prieSingu atveju.

Homogeniskumo hipotezé:
Hy: pin =pio suvisais 1=1,...,n.

Homogenigkumo hipotezei tikrinti galima naudoti modifikuotajj Frydmano
kriterijy (atvejis k = 2), grindziama statistika S}, (zr. (5.9.6)). Matysime, kad §
kriterijy galima suformuluoti ne rangy, o a.d. X;,Y; terminais. Taip uZrasytas
modifikuotasis Frydmano kriterijus vadinamas Maknemaros kriterijumi. Nors
formaliai zitrint §is kriterijus yra parametrinis, ta¢iau yra nusistovéjusi tradicija
ji priskirti neparametriniy kriterijy klasei.

Pateiksime tipines situacijas, kuriomis naudojamas 8is kriterijus.

6.3.1 pavyzdys. Tarkime, kad pries rinkimy debatus n jvairiy visuomenés sluoksniy zmoniy
paprasyta atsakyti j klausima;: ,ar Jis balsuosite uz kandidata N7 Po debaty ty paciy Zzmoniy
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prasoma dar karta atsakyti j ta patj klausima. Reikia nuspresti, ar Zmoniy nuomoné pakito.
Ivykis A yra
A = {a8 balsuosiu uz kandidata N},

pi1 = P{X;1 =1} ir pip=P{X;2 =1}
tikimybés, kad atitinkamai prie§ debatus ir po jy ¢-asis apklausos dalyvis numato balsuoti uz
kandidata N.

6.3.2 pavyzdys. Tiriamas galvos skausma maZinanciy vaisty efektyvumas. Apie kiekvieng
i§ dviejy vaisty tie patys jvairaus amZiaus asmenys atsako | klausima: ,Ar vaistas palengvina
galvos skausma?“ Norima jsitikinti, ar abu vaistai vienodai efektyvis. Siuo atveju jvykis

A = {galvos skausmas palengvéjo},

0 p;1 ir pijo yra tikimybés, kad i-asis apklausos dalyvis mano, jog atitinkamai pirmasis ir

antrasis vaistas palengvina galvos skausmus.

Nagrinésime alternatyva

Hs; = H, U Hy;
Cia
Hy: piyn <ppp suvisais ¢=1,...,n,egzistuoja g, kad pi,1 < piy2,
Hs: pj1 > pip suvisais ¢=1,...,n,egzistuoja g, kad pi,1 > piy2.

6.3.1 teorema. Hipotezé Hy ekvivalenti tvirtinimui
P{X,=1Y,=0} =P{X,;=0,Y; =1} suvisais i=1,...,n.

Alternatyvos Hy ir Hoy ekvivalencios analogiSkam tvirtinimui, pakeic¢iant lygybe
atitinkamomis nelygybémis.

Irodymas. Nagrinékime salygines tikimybes
v =P{Y;=1|X; =1} ir B; =P{Y; =0/X; =0}
Tada pagal pilnosios tikimybés formule
pi2 = P{X; =1} = vipin + (1 — 3;)(1 — pi)-
Taigi lygybeé p;1 = py2 ekvivalenti tvirtinimui
I—7)pin=10-=8)1-pn) e P{Y;=0X; =1}P{X; =1} =
P{Y;,=1|X; =0}P{X; =0} P{X; =1, =0} =P{X;, =0,Y; = 1}.

Antroji teoremos dalis jrodoma analogigkai, kei¢iant lygybe atitinkamomis ne-
lygybémis. A

Remiantis teorema pakanka nagrinéti tik tuos objektus, kuriems pirmojo ir
antrojo bandymo rezultatai yra skirtingi, t.y. jvyko jvykis

(X;=1Y; =0}U{X, =0,Y; = 1).
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Kai hipotezé teisinga
P{X;=1Y,=0{X;=1Y;, =0} Uu{X; =0,Y; =1}} =
P{X; =0y, =1{X;=1Y, =0} U{X;=0,Y; =1}} =0,5.
Todél kriterijus sudaromas taip: pazymékime Uy,; skaiciy tokiy objekty, kuriems
(X4,Y:) = (k,1), k, 1 =0, 1; Ugo + Uo1 + Uro + Ur1 = n.
Stebéjimo rezultatus galime suradyti j 6.3.1 lentele.

6.3.1 lentelé. Statistiniai duomenys

KT 0 1
0 | U Ug | U,
1 | U Ui | Vs

U.O U.l n

Remdamiesi teorema ir diskusija po jos, sudarydami kriterijy naudojame tik
m = Uyg + Up1 objekty stebéjimus.

Esant teisingai hipotezei Hy salyginis statistikos Uy skirstinys, kai m =
Uio + Upy fiksuotas, yra binominis B(m, 1/2). Taigi §is skirstinys yra lygiai
toks pat kaip Zenkly kriterijaus statistikos S, imant n = m.

Maknemaros kriterijus: homogeniskumo hipotezé, kai alternatyva dvipusé,
yra atmetama ne didesnio uz « reik§mingumo lygmens kriterijumi, kai

Uio < ¢y arba Ui > co, (6.3.1)

Gia c¢; yra didziausias sveikasis skai¢ius, tenkinantis nelygybe

c1
P{Ulo < Cl} = ZC§(1/2)M = 1—[075(C1+1,m—01) = 10,5(7’)1—01,01-"-1) < a/2,

k=0
0 co minimalus sveikasis skai¢ius, tenkinantis nelygybe

P{Uig > o} = Y Ch(1/2)" =Ty5(co, m—c2+1) < /2.
k}:CQ
Jei u yra stebétoji statistikos Uyg reiksmé, tai P reik§mé (zr. 1.4 skyrelj) yra
pv = 2min(FU10 (U)J 1- FUIO (U‘))
Remdamiesi 6.1.1 skyrelio rezultatais, gauname

(Uio — Uo1)? 4

2 .
= — 1), kai m — oo.
Q: Uio + Uo1 (1)
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Asimptotinis Maknemaros kriterijus: jei m yra didelis, tai hipotezé Hy
atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

Q2> 2(1). (6.3.2)
Vidutinéms m reikSméms chi kvadrato skirstiniu geriau aproksimuojama modi-
fikuota statistika, gaunama atsizvelgiant j tolydumo pataisa:
(110 = Ui | — 1)
Uio + Un1

Q3 =

Asimptotinis Maknemaros kriterijus su tolydumo pataisa: jei m yra
didelis, tai hipotezé Hy atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kri-
terijumi, kai

Q3 > 2(1). (6.3.3)

6.3.3 pavyzdys. (6.3.1 pavyzdZio tesinys). Tarkime, prie§ debatus 1 000 rinkéjy buvo
uzduotas klausimas: ,Ar Jis balsuosite uz kandidata N7 Po debaty tiems patiems rinkéjams
vél buvo uzduotas tas pats klausimas. Rezultatai pateikti lenteléje.

0o 1] >
0 421 | 115 536
1 78 386 464

> | 499 | 501 | 1000

Gauname m = Ujo + Up1r = 193, Uip = 78 ir pv = P{U10 < 78|]p = 0,5} = 0,00938.
Hipotezé atmestina.
6.3.4 pavyzdys. Dviem skirtingais klasifikatoriais suskirstoma 500 objekty j dvi grupes. Pir-
masis neteisingai suklasifikavo 80 objekty, o antrasis — 60 objekty. Kartais apie klasifikatoriy
kokybe sprendziama tiesiog palyginant klaidy daZznius. Tadiau kadangi klasifikuojami tie

patys objektai, tai stebéjimai yra priklausomi ir toks palyginimas néra korektiskas. Siam
tikslui reikéty naudoti Maknemaros kriterijy.

Tarkime, papildomai yra zinoma, kad abu klasisfikatoriai teisingai suklasifikavo tuos pacius
Upo = 400 objekty ir klaidingai suklasifikavo tuos pacius Ui = 40 objekty. Hipotezé, kad
antrasis klasifikatorius geresnis, gali bati suformuluota kaip parametriné hipotezé H : p =0, 5,
kai alternatyva vienpusé H : p < 0,5 dél binominio skirstinio tikimybés. Eksperimenty
skai¢iumi reikia imti m = Ujo + Up1 = 60, o dominancio jvykio jvykimy skai¢ius Uig =
20. Gauname P reik§me pv = P{U;o < 20} = 0,0067. Pagal normaliaja aproksimacija su
tolydumo pataisa gauname pv, = 1 — ®(2,4529) = 0,0071. Darome i§vada, kad antrasis
klasifikatorius yra geresnis.
6.3.5 pavyzdys. 10 eksperty tikrina dviejy tipy produktus ir padaro i§vadas: atitinka stan-
darta ar jo neatitinka. Reikia patikrinti hipoteze, kad abu produktai yra vienodos kokybés.
Gauti rezultatai pateikti lenteléje (1 — produktas atitinka standarta; 0 — neatitinka).

Ekspertas 11234 |56 /|7|8]9]10
Pirmasistipas | 1 [ 1 |0 | 0|0 |0 | 1]0]|1
Antrasistipas | 1 [ 1 |1 |0 | 1|1 ]0]0]|1 1

Gauname:
Uio=1, Uo1 =4, Uio—Uop1=-3, m="U+Up =5.

Maknemaros kriterijus suvedamas j hipotezés H : p = 1/2 dél binominio skirstinio tikimybés
reik§més grindziama sékmiy skai¢iumi Ujo, kai Bernulio eksperimenty skai¢ius yra m.
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Dvipusio kriterijaus atveju P reik§mé yra
pv = 2min(Fy,,(1),1 — Fy,,(0)).
Kadangi
1 5 1 1.0 1, _ 3
FUm(O) = 2?05 ~ 39 Fy,,(1) = 2*5(05 +C5) = 16’

gauname pv = 1% =0, 1875.

Pagal asimptotinj Maknemaros kriterijy gauname Q = % =1,8ir

pug =1 — Fx% (1,8) =0,1797.

Abiem atvejais atmesti hipoteze néra pagrindo, nes P reik§mé néra maza.

6.4. Kochrano kriterijus

Apibendrinsime Maknemaros kriterijy tuo atveju, kai stebimo a.v. dimensija
k> 2.

Tarkime, kad stebimi nepriklausomi a. v. (X;1,..., X;x)T,i=1,...,n, kuriy
marginalieji skirstiniai yra Bernulio:

Xii~B(,pi1),.... Xi ~ B(1,pix); pi1r =P{Xs1 =1},...,pa = P{Xs = 1};

¢ia bet kuris a.d. X;; jgyja reikSme 1, jei jvyksta tam tikras jvykis A, ir reik§me
0, jei jvykis A nejvyksta.
Visus stebéjimus X;; suraSykime j 6.4.1 lentele.

6.4.1 lentelé. Statistiniai duomenys

G 1 2 ... k| %

1 | Xin X2 ... X | X
2 X21 X22 oo X2k .X2.
n an Xng . Xnk Xn
by X1 Xo ... X5

Sioje lenteléje naudojami Zyméjimai:
k n
Xi. :ZXZ‘]‘, i:l,...,n, ir XAj:ZXijv jzl,,k
j=1 i=1

HomogeniSkumo hipotezé:

Hy: pi1=..=pi, Ssuvisaisi=1,...,n. (6.4.1)

Pateiksime keletg tipiniy situacijy, kai reikia tikrinti tokio tipo hipoteze.

6.4.1 pavyzdys. Tarkime, jog k skirtingais metodais nustatoma, kad virusa turi n jvairaus
amZiaus individy. Naudojant j-aji metoda i-ajam individui gaunamas vienas i§ dviejy rezultaty:
Xij = 1 (jvykstajvykis A = {virusas rastas}) arba X;; = 0 (jvyksta jvykis A = {viruso nerasta}).
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Reikia patikrinti hipoteze, kad visi k& metodai yra ekvivalentiis. Siame pavyzdyje Dij yra
tikimybé, kad j-uoju metodu virusas surastas i-ajam individui.

6.4.2 pavyzdys. Lyginamas galvos skausmga raminanéiy k vaisty efektyvumas n pacientams,
kuriy profesijos gali buti skirtingos. Kiekvienam pacientui pateikiami klausimai: ,,Ar j-ojo tipo
vaistas palengvina galvos skausma?, j = 1,2, ..., k. Jei j-asis vaistas (j = 1,..., k) palengvina
galvos skausma i-ajam individui, tai kintamasis X;; jgyja reik§me 1, antraip jis jgyja reikSme
0. Reikia patikrinti hipoteze, kad visy k vaisty efektyvumas vienodas. Siuo atveju jvykis
A yra {galvos skausmas palengvéja}, ir p;; yra tikimybé, kad i-ajam individui j-asis vaistas
palengvina galvos skausma.

6.4.3 pavyzdys. Desimt eksperty tikrina 4 tipy produktus ir ,atitinka standartui® (kintama-
sis jgijo reik§me 1) arba ,neatitinka standartui® (kintamasis jgijo reiksme 0. Reikia patikrinti
hipoteze, kad visy tipy produktai vienodos kokybés.

Hipotezés Hy alternatyva:
Hy: egzistuoja ,j,0: pij # pu.

Jeigu a.d. Xj;; skirstiniai nepriklauso nuo indeksy 4, t.y. p;; = p; su visais
1 =1,...,n, tai alternatyva jgauna paprastesnj pavidala:

Hy: egzistuoja j,l:p; #p.

Kochrano kriterijus sudaromas taip. Jei teisinga hipotezé Ho, taia.d. X 1,..., X
yra vienodai pasiskirste, taigi skirtumai X ; — X jgyja artimas 0 reikSmes; ¢ia

k
d X,
j=1

X:

=

Skirtumy X ; — X sklaidg apie 0 apibiidina

k k
12 2 2
XX =) X% - kX?
j=1 j=1
Si statistika proporcinga Kochrano statistikai:

k(k—1 X2 kX2
Q= ( n) (ZH s ) . (6.4.2)
k Zi:l Xi. — Zi:l Xi.

6.4.1 pastaba. Kochrano statistika sutampa su modifikuotgja Frydmano statis-
tika (5.9.6).

I8 tikryjy, kadangi X;; jgyja tik dvi reikSmes: 1 arba 0, tai kiekvienoje
eilutéje yra tiktai viena arba dvi sutampancios duomeny grupés. Jei grupés dvi,
tai k; = 2, o grupiy dydziai yra t;; = X, ir t;o = k — X, Jei grupé viena, tai
k; =1, o jos dydis t;; = k.
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Jeik; =1, tai Tj = k% — k. Jei k; = 2, tai
2
T =Y () —tij) = XP +(k—X;)* = (X;. + (k= X)) = k(3X] —3kX; +k*—1).
=1

Abiem atvejais T; = k(3X? — 3kX;. + k? — 1), nes jei k; = 1, tai X; = 0 arba
X;. = k. Taigi

Ty =k(3-02=3k-0+k*—1)=k>—k ir T, =k(3k*—3kk+k*—1)=k>—F.
Todél

Zn: WD) kZX Z)@ (6.4.3)

Surikiave lentelés 6.4.1 i-aja eilute gausime, kad k — X; nuliukai yra pozicijose
nuo 1 iki k£ — X, , o vienetukai tolimesnése pozicijose iki X; .
Jei Xij = 0, tai

L+24-+ (k- X;

R = =(k-X; +1)/2.
Jei X;; =1, tai

(k—X;)+(k—-X; +1)+-+k

Rij = =k/2+ (k— X; +1)/2.

Xi.
Taigi
k k n k
1 k S k+1
2 _ 2
ZR_j_Z(§Z(k X; +1)+ X ZE + =)
Jj=1 Jj=1 i=1 Jj=1
ko . k(k+1)
- Z(X.j - X)? 4
j=1
Gauname
12 k k
Sp=——"-— R% — 3n(k 1)
Ty Z nik+ k: 1) ;
Remdamiesi (5.9.6) ir S apibrézimu, turime
A _
. Sy k(k—1) (ijl X2 - kX2) 0
" 1 - m Z?:l T; k Z?:l X — Z?:l Xiz. .

Kochrano kriterijus: hipotezé Hj atmetama reikSmingumo lygmens ne di-
desnio uz « kriterijumi, kai Q > Q,; ¢ia @, yra maziausias realus skaicius c,
tenkinantis nelygybe P{Q > ¢|Hy} < a.
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Kriterijaus P reiksmé yra pv = P{Q > q¢}; ¢ia ¢ yra statistikos @ realizacija.

Jeigu n yra didelis, tai remiantis 5.9.2 teorema Kochrano statistikos skirstinys
aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su k& — 1 laisvés laipsniu.

Asimptotinis Kochrano kriterijus: jei n yra didelis, tai hipotezé H, at-
metama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

Q> x2(k—1). (6.4.4)

6.4.4 pavyzdys. 10 eksperty vertina 4 tipy produkty kokybe ir padaro iSvadas ,atitinka stan-
darta® (kintamojo reik§mé 1) arba ,neatitinka standarto® (kintamojo reik§mé 0). Duomenys
suraSyti j 6.4.2 lentele.

6.4.2 lentelé. Statistiniai duomenys

ij [1 2 3 4] X,
1 [1 1 1 0] 3
2 |1 1 1 o] 3
3 /0 1 0 1] 2
4 o 0o 1 1] 2
5 /1 1 0 0] 2
6 |1 1 1 0] 3
71 1 1 o] 3
8 o 0o o 1] 1
9 |1 1 0 0] 2
0 ]0 1 0 1| 2

X, |6 8 5 4] 23

Reikia patikrinti hipoteze, kad visy tipy produktai yra vienodos kokybés. Siame pavyzdyje
k=4, n=10,

10 4
Sx2=4-3245-22412 =57, > X% =62 +8%+5% +42 =141,
i=1 =1

4 10 23
E X_,-:E X; =23, X=="=5,75,
; ‘ 4
Jj=1 =1

. .
Rk =) (S5 X3 - kK?) (a1 — 405,757

EXM Xi -3 X2 4-23 - 57
Naudodami SPSS paketa gauname P reikS§me pv = 0,466732. Asimptotiné P reik§mé pv, =

P{x3 > 3} = 0,391625. Duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei.

6.4.2 pastaba. Maknemaros kriterijus yra atskiras atvejis Kochrano kriteri-
jaus, kai k = 2.
I8 tikryjy, jei k = 2, tai
03 kai Xil = 05 X’i2 = 07
Xl = ]., kai Xil = 1;Xi2 = 0 arba Xil = O,XZ'Q = ].7
2, kai X;3=1,Xp=1

Taigi galioja tokie 6.3.1 ir 6.4.2 lenteliy duomeny rysiai:

Y Xi=X1 +Xo =Uio+Un +2U11, Y X] =Uso+ Un +4U11.

i=1 i=1
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Gauname, kad (6.4.2) vardiklis yra

22Xj- - Zij = Uio + U,
j=1 j=1

o skaitiklis

. 1 X1-X3)? (Uo—Un)?
X%+X?2—2X2:X3+X?2—§(X,1+X,2)2:( 5 2 _ (Do 5 o)

Istate i statistikos @ i8raiska (6.4.3), gauname

Q- (U — Un1)?
Uio+Uo1

o tai ir yra Maknemaros kriterijaus statistika.

6.5. Specialieji suderinamumo kriterijai

Tegu X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X, kurio pa-
siskirstymo funkcija F' priklauso neparametrinei Seimai F. Nagrinésime sudétines
suderinamumo hipotezes.

Sudétiné suderinamumo hipotezé:
Hy: F € Fy={Fy(z]0),0 € © C R’} C F, (6.5.1)

¢ia Fy(x|@) yra zinoma specialaus pavidalo pasiskirstymo funkcija, priklausanti
nuo nezinomo baigtinés dimensijos parametro 8 € ©.

Specialiais §eimy J{ atvejais kartais pavyksta rasti tokias statistikas, kuriy
skirstiniai esant teisingai hipotezei H; nepriklauso nuo nezinomy parametry
ir tam tikra prasme apibudina Seima Fjy. Tokias statistikas galima panaudoti
sudarant kriterijus sudétinéms suderinamumo hipotezéms tikrinti.

Butent taip sudaryti modifikuotasis chi kvadrato, modifikuotieji Neimano ir
Bartono, Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso ir Anderseno ir Darlingo
kriterijai (zr. 2.3, 3.5, 4.4 skyrelius) tikrinti hipotezes dél skirstinio priklausymo
specialioms poslinkio ir mastelio Seimoms (normalusis, logistinis, ekstremaliy
reik§miy, Kosi skirstiniai), bei specialioms mastelio ir laipsnio §eimoms (lognor-
malusis, Veibulo, loglogistinis skirstiniai).

Siame skyrelyje pateikiame dar keleta tokio tipo kriterijy.

6.5.1. Normalusis skirstinys

Tarkime, kad Fy yra normaliyjy skirstiniy Seima {N (i, 0?), —00 < p1 < 00,0 <
o < oo}

1. Kriterijai grindZiami empiriniy momenty funkcijomis. Normaliojo
a.d. X ~ N(u,0?) asimetrijos ir eksceso koeficientai lygiis 0:

1 =BX —p)?/o>=0, yw=EX-up?'/c*-3=0. (6.5.2)
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Pirmasis centrinis absoliutinis momentas

E|X — ¢2
V3= =4/ =
g ™

Asimetrijos ir eksceso koeficienty empiriniai analogai yra
1 n
3/2 o
glzmS/mg/ ) 92:m4/m§_37 mk:EZ(XJ_X)k7 k:2a3a47
j=1

(6.5.3)
0 parametro 73 empirinis analogas

1 < _
%=g§|&—XVWM~ (6.5.4)
j=1

Atsitiktinio dydzio Y = (X — p)/0o, o ir statistiky g; skirstiniai nepriklauso
nuo nezinomy parametry p ir o. Jeigu g1, g2 arba g3 daug skiriasi atitinkamai
nuo y; =0, 72 = 0 arba v3 = 1/2/, tai hipoteze Hy reikéty atmesti.

Tiksliau tikriname hipotezes

Hiiyi =0, Hy:mo=0, Hy:ng=1/2/m,
kad stebimo dydzio parametrai v; yra tokie kaip normaliojo skirstinio.

Kriterijai grindZiami empiriniy momenty funkcijomis: hipotezé H; at-
metama, kai g; < c1; arba g; > coj; €ia c¢y; ir co; yra statistikos g;, 7 = 1,2, 3,
atitinkamai (1—a/2) ir /2 kritinés reik8meés. Kaip specialiis normaliskumo kri-
terijai pirmieji du buvo pasiilyti D’Agostinjo [10]; treciasis pasiilytas Geri [12].
Literattroje kriterijai grindziami statistikomis g; ir go vadinami D’Agostinjo
kriterijais, o kriterijus, grindziamas statistika g3, Geri kriterijumi.

Nedideliems n statistiky g; kritinés reik§meés yra tabuliuotos (zr. [7]); ju
reikSmes taip pat galima rasti naudojant kai kuriuos matematinés statistikos
paketus, arba modeliuojant.

Kai n yra didelis, statistiky g; skirstiniai aproksimuojami normaliuoju skirs-
tiniu.

Statistiky vidurkiai ir dispersijos yra

_ ___ 6 __20((n+1)/2)
Egl_07 EgQ_ n+17 Eg3_ mr(n/Q)v
. 6(n—2) ~ 24n(n—2)(n—3)
Voo =onmes Y = rrmramao)
2
Vi(gs) = % {1 + %[ n(n — 2) + arcsin ni 1]} — n; ! [F((?(Z/;))ﬂ)] .

Asimptotinis kriterijus hipotezéms H; tikrinti: jei n yra didelis, tai
hipotezé H; atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

l9; — Egj|

> Zasa §=1,2,3. (6.5.5)
V(g;)

19;] =
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6.5.1 pastaba. Pateiktus kriterijus reikéty interpretuoti kaip nukrypimy nuo
normaliojo skirstinio kriterijus. Jeigu hipotezés Hy, Hs arba Hj atmetamos,
tai tuo labiau reikia atmesti normalumo hipoteze. éiq hipoteziy priémimas
nereigkia, kad skirstinys yra normalusis, nes egzistuoja skirtingi nuo normaliojo
skirstiniai, turintys tokius pacius parametrus v;, j = 1,2, 3.

6.5.2 pastaba. Nustatyta, kad statistikos g5 skirstinio konvergavimas j norma-
lyji yra kur kas létesnis negu kity dviejy statistiky.

6.5.1 pavyzdys. (2.4.2 pavyzdZio tesinys). Pagal 2.4.2 pratimo duomenis, naudodami
kriterijus, grindziamus empiriniy momenty funkcijomis, patikrinsime hipotezes, kad stebimojo
a.d. skirstinys yra a) normalusis; b) lognormalusis.

a) Randame g1 = 4,0697; g2 = 2,7696; g3 = —0,4213. Atitinkamos asimptotinés P
reik§més yra 4,71107°%;0,0056; 0, 6735. Remiantis kriterijais, grind#iamais empiriniais asimetri-
jos ir eksceso koeficientais, normalumo hipotezé atmetama.

b) Atlike transformacija Y; = In X, ¢ = 1,...,49, randame g1 = —1,8692; go = 0,2276;
g3 = 0,8915 ir atitinkamos asimptotinés P reik§més yra 0,0616; 0, 8200;0,3727. Jei parinktas
reik§mingumo lygmuo a = 0,05, tai né vienas i§ pateikty kriterijy hipotezés neatmeta.

Kartais naudojama modifikuota D’Agostinjo statistika

2 2

91 (92*3)

T=n(9 922"
n<6+ 2 )

kurios skirstinys aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su 2 laisvés laipsniais.
Hipotezé Hy atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
T > x2%(2).

2. Sarkadi kriterijus

Tegu X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u,0?). Pazymeé-

kime
n

1 _

X7 — X, j=1,.
1+vn ' ntym T
Tada a.d. Y1,...,Y,—1 (Zr. 6.9 pratima) yra vienodai pasiskirste nepriklausomi
a.d. Y; ~ N(0,0%). Apibrézkime a.d.

ij:Xj+1— .,n—l.

Y.
Z: = d ., j=1,..,n-2,

J
\/ﬁ(Yfﬂ Fo+Y2)

kurie yra nepriklausomi ir turi Stjudento skirstinius: Z; ~ S(n —j —1),j =
1,...,n — 2 (Zr. 6.10 pratima).

Pazymeékime S(z|v) Stjudento skirstinio su v laisvés laipsniy pasiskirstymo
funkcija. Tada atsitiktiniai dydziai U; = S(Zjln —j —1),j = 1,...,n — 2, yra
nepriklausomi ir vienodai tolygiai pasiskirste intervale [0, 1], t.y. Uy, ...,Up—2
yra didumo n — 2 paprastoji imtis a.d. U ~ U(0, 1).

Tikrinsime hipoteze H{, kad (Uy, ...,U,_2)T yra paprastoji imtis a.d. U ~
U(o, 1). Sia hipoteze galima tikrinti naudojant bet kurj paprastosios suderina-
mumo hipotezés tikrinimo kriterijy: Pirsono chi kvadrato, Neimano ir Bartono,
Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo ir pan.
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Jeigu hipotezé H{ atmetama, tai normalumo hipoteze taip pat reikia at-
mesti.

6.5.3 pastaba. Apibréziant a.d. Y; vietoje X galima imti bet kurj X,,, kai
m fiksuotas. Jeigu alternatyva poslinkio, tai natturalu imti m = 1 arba m = n.
Jeigu zinoma, kad momentu s eksperimento salygos galéjo pakisti, tai naturalu
imti m = s.

6.5.2 pavyzdys. (2.4.2 pavyzdzio tesinys). Pagal 2.4.2 pratimo duomenis, naudodami
Sarkadi kriterijy, patikrinsime hipotezes, kad stebimojo a.d. skirstinys yra a) normalusis;
b)lognormalusis.

a) Atlike nurodytas transformacijas gauname imtj Z1, ..., Za7, kuri esant teisingai hipotezei
yra paprastoji imtis a.d. Z ~ U(0, 1). Tikrindami paprastaja hipoteze H : Z ~ U(0, 1)
Pirsono chi kvadrato kriterijumi ir parinke k = 8 vienody tikimybiy intervalus, gauname
a.d. X2 realizacija 14,9149 ir asimptoting P reikime pv, = P{x2 > 14,9149} = 0,0107.
Normalumo hipotezé atmestina. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir
Darlingo statistikos jgijo reiksmes 0,1508, 0,2775, 1,7396, ir joms atitinka P reiksmés 0,2203,
0,1621, 0,1299. Sie kriterijai normalumo hipotezés neatmeta.

b) Peréje prie logaritmy ir paskui atlike nurodytas transformacijas gauname imtj Z1, ..., Za7,
kuri esant teisingai hipotezei yra paprastoji imtis a.d. Z ~ U(0, 1). Tikrindami paprastaja
hipoteze H : Z ~ U(0, 1) Pirsono chi kvadrato kriterijumi ir parinke k = 8 vienody tikimybiy
intervalus, gauname a.d. X2 realizacija 1,8936 ir asimptoting P reikime pv, = P{x% >
1,8936} = 0,8637. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo
statistikos jgijo reikdmes 0,1086, 0,0999, 0,6934 ir joms atitinka P reik§meés 0,6364, 0,5854,
0,5644. Visi kriterijai lognormalumo hipotezés neatmeta.

3. Sapiro ir Vilkso kriterijus.

Tarkime, kad X = (X1, ..., X,,)7 yra paprastoji imtis absoliuciai tolydziojo
a.d. su vidurkiu x4 = EX; ir dispersija V(X;) = o2.

Nepaslinktieji parametry p ir o2 jvertiniai yra

_ 1 n
Xn = E ;Xﬂ SrQL =

Esant normaliajam skirstiniui kvadratinis nuokrypis o gali buti jvertintas ir
kitokiu budu.

Pazymeékime X() = (X1ys - ,X(n))T poziciniy statistiky vektoriy.

Tegu Z(;y = (X(;y — p)/o. Kai hipotezé teisinga, Z(;) yra standartinio nor-
maliojo skirstinio i-0ji poziciné statistika ir a.v.

ZO) = (Z1y,seos Zin)) T

skirstinys nepriklauso nuo nezinomy parametry y ir o.
Pazymékime

m = (mg),...mm))" it B =[04]nxn,

atsitiktinio vektoriaus Z() vidurkj ir kovariacijy matrica, kurie nepriklauso nuo
nezinomy parametry p ir o esant teisingai hipotezei Hy.
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Tegu
T
1 1
0= (u0), C=(1|m —< >

Remdamiesi lygybémis X ;) = u + 0Z(;) gauname, kad a.v. X vidurkis ir
kovariaciné matrica turi tokj pavidala:

EX") =C0, V=%,

Turime tiesinj modelj, i§ kurio maziausiyjy kvadraty metodu galime jvertinti
nezinomus parametrus:

é — BX()7 B = (CTE_lc)_lcTE_l _ ( Zl Zn > )
1 e n
Turime N N
o= ZazX(i)a 6% = (Z a”LX(Z)) )
i=1 i=1
¢ia vektorius a = (ay, ..., a,)T turi tokj pavidalg
X~ 'm T - 9
" wrsym Y AT AL

Reikia pazyméti, kad BC = E, ¢ia E yra 2 x 2 vienetiné matrica, taigi
Z?:vl C; = ]., Z:’,l:l a; = 0

Sapiro ir Vilkso kriterijus grindziamas statistika W, kuri proporcinga san-
tykiui 62/52 dviejy parametro o? jvertiniy:

(S aiX@)”
Z?:1(Xi - Xn)?

Remdamiesi lygybémis X ;) = u+oZ; ir Yo, a; = 0 gauname, kad statistikos
W skirstinys nepriklauso nuo nezinomy parametry, kai tikrinamoji hipotezé
teisinga.

Kai normalumo hipotezé teisinga, tai du dispersijos jvertiniai yra artimi.
Priesingu atveju Sie jvertiniai dazniau jgyja tolimas reikSmes.

W =

Sapiro ir Vilkso kriterijus: normalumo hipotezé atmetama reik§mingumo
lygmens « kriterijumi, kai W < ¢, ¢a ¢; yra maksimalus realus skaicius, ten-
kinantis nelygybe P{W < ¢;|Hp} < .

Daugelyje matematinés statistikos programy pakety yra numatyta rasti koe-
ficientus a; ir statistikos W kritines reikSmes radimas.
6.5.3 pavyzdys. (2.4.2 pavyzdzio tesinys). Pagal 2.4.2 pratimo duomenis, naudodami
Sapiro ir Vilkso kriterijy, patikrinsime hipotezes, kad stebimojo a.d. skirstinys yra a) nor-
malusis; b) lognormalusis.

a) Naudodami SPSS programy paketa gauname W = 0,8706 ir P reik§mé pv < 0,0001.
Normalumo hipotezé atmetama.

b) Peréje prie logaritmy In X; ir naudodami SPSS programy paketa gauname W = 0, 9608
ir P reik§mé pv = 0, 1020. Lognormalumo hipotezé neatmetama.
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6.5.2. Eksponentinis skirstinys

Tegu X1, ..., X,, yra paprastoji imtis absoliu¢iai tolydziojo a.d. X su pasiskirs-
tymo funkcija F' ir tankio funkcija f.

Eksponentiskumo hipotezé: Hy: X ~ E(A\), A > 0.

Esant teisingai hipotezei a.d. X pasiskirstymo funkcija yra F(z) = 1 —
e_m, x> 0.

Pateiksime hipotezés H( tikrinimo kriterijus, kurie tinka ir cenzuruotiems
duomenims, kai stebima tik r pirmyjy poziciniy statistiky, taip pat kriterijus,
kurie pritaikomi tik pilnoms imtims.

Pirmyjy poziciniy statistiky vektoriaus (X1, X 2y, ... ,X(T))T tankio funkcija
turi tokj pavidalag

n!

FxaynX iy (@150 1) = R (1= F(z,)™" f(a1), . f(zy).  (6.5.6)

Ji apibrézta srityje Q = {(z1,...,2,): —oc0 <z < ... <2 < 00}

Atskiru eksponentinio skirstinio atveju

n! r _A(_i zi+(n—r)z,)
fX(]) ..... X(T> (xlﬂ "'7x7‘) = ——-Ne =1 ) S Mo S e S Ty < 400.

(6.5.7)
Pazymékime

Zy=nXu), Zz = (n—1)(X@2) — X)), Zr = (n =1+ 1)(X) — X(m1))-

6.5.1 teorema. Kai hipotezé H, teisinga, atsitiktiniai dydziai Z,..,Z, yra
nepriklausomi ir vienodai pasiskirste. Be to, Z; ~ E(X).

Irodymas. Atlike kintamyjy keitima
21 =nxy, 20 = (n—1)(va —21), o), 2o = (n =7+ 1) (7, —2r1)

gauname

T s
21 22 21 %) 2y
E xi+(n—r)x, = E 2, T1 = —, Ty = ey T = —F +..+
— — n n—1 n n—1 n—r—+1
1= 1=

ir pakeitimo jakobiana (n — r)!/n!. Istate j tankio israiska (6.5.7) ir padaugine
i§ jakobiano gauname a.v. (Zy,.., Z,)T tankio funkcija:

Frvz (1) = ———Xe S a2 >0, (6.5.8)
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1. Gnedenkos kriterijus
Tegu

Ciary =[r/2], ro =r—[r/2.

6.5.2 teorema. Kai hipotezé Hy teisinga, statistikos G skirstinys yra FiSerio
skirstinys su 2ry ir 2ro laisvés laipsniy.

Irodymas. Remiantis 6.5.1 teorema nepriklausomi a.d. 2AZy, ..., 2)\Z,. turi
T

ry
chi kvadrato skirstinj su 2 laisvés laipsniais. Taigi a.d. 2A > z; ir 2A > 2z

i=1 i=r1+1
yra nepriklausomi ir turi chi kvadrato skirstinius su 2r; ir 2r; laisvés laipsniy.
I ¢ia gauname teoremos tvirtinima.

A

Gnedenkos kriterijus: hipotezé Hy atmetama reik§mingumo lygmens « kriteri-
jumi, kai G < Fy_q/2(2r1,2r2) arba G > F, /5(2r1,2r9).

Kriterijaus P reiksmeé yra
pv = 2min{Fg(t),1 — Fg(t)},

Cia Fg yra pasiskirstymo funkcija a.d., turin¢io FiSerio skirstinj su 27 ir 279
laisveés laipsniy.

Gnedenko kriterijus yra galingas tada, kai gedimy intensyvumo funkcija A(¢)
yra didéjanti ar mazéjanti intervale (0,00). Tada statistika G turi tendencija
igyti didesnes arba maZesnes reik§mes, negu tuo atveju, kai teisinga eksponen-
tiskumo hipotezé.

6.5.4 pavyzdys. (2.4.1 pavyzdzio tesinys). Pagal 2.4.1 pratimo duomenis patikrinsime
hipoteze, kad buvo stebétas eksponentinis a.d.

Statistika G jgijo reikdme 2,1350 ir jg atitinkanti P reik§mé yra pv = 2min(P{F3535 <

2,1350}, P{F35,35 > 2,1350}) = 0,0277. Eksponentiskumo hipotezé atmestina.

2. Bolsevo kriterijus

Pazymékime
ril
Zi T
A Zy + Zo i=1
W, = e Wy = ———, .., W,_1=— 5 W, = Zia
! Zl+ZQ 2 Zl+ZQ+Z3 ! ZT:Z ;

U =W}, i=1,.,r—1.

6.5.3 teorema. Kai hipotezé Hy teisinga, a.d. Uy, ..,U,._1 yra nepriklausomi
ir vienodai tolygiai pasiskirste: U; ~ U(0,1),5 =1, ...,r.
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Irodymas. Atlikime kintamuyjy keitima:

r—1
> Zi r
w = —2 w __atn w1 ==L w —Zz
1 — ) 2 = 9 eee r—1 — y Wpr — (x
Z1 + 22 Z1 + 29 + 23 " o =
i -
i=1

Gauname
21 = WiWa... Wy, 29 = (1 — wl)w2 Wy, e,

Zr—1 = (1 - wT‘—Q)wT‘—lev Zpr = (1 - wr—l)wr~

Pakeitimo jakobianas yra wgwg...w::%w;_l. Irase kintamuyjy z; iSraiskas i (6.5.8)

ir padaugine i§ jakobiano, gausime a.v. (Wi, .., W,.)T tankio funkcija:

Arwr=t o r—
fw,ow, (Wi, ..., wp) = me Ar ] (2w ) (3w?)...(r — 1w/ =2,

Taigi a.d. Wy, Ws....,W,._1 yra nepriklausomi, o jy tankio funkcijos
fw,(wi) =iwi™t, 0<w; <1, i=1,...r—1.

I8 ¢ia gauname teoremos tvirtinima.
A

Irodyta [6], kad suformuluotas rezultatas yra charakteringoji eksponentinio
skirstinio savybé.

Taigi hipotezé Hy yra ekvivalenti hipotezei, kad Uy, Us....,U,_1 yra pa-
prastoji didumo r — 1 imtis, gauta stebint a.d. U ~ U(0,1). Siai hipotezei
tikrinti galime naudoti bet kurj paprastosios suderinamumo hipotezés tikrinimo
kriterijy: chi kvadrato, Neimano ir Bartono, Kolmogorovo ir Smirnovo, Ander-
seno ir Darlingo, Kramero ir Mizeso.

Pavyzdziui, Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus buty grindziamas statistika
D,y = max(D; 1, D;_y);

k-1

—Uw), Dia= max (U — —7),

o Uy yra k-oji poziciné statistika paprastosios imties Uy, Us...., Up—1.

Bolsevo, Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus: hipotezé Hy yra atmetama
reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai D,_1 > D, (r — 1); ¢ia D,(r — 1) yra
statistikos D, _1 lygmens « kritiné reik§mé.

Bolsevo, Neimano ir Bartono, Bolsevo, Anderseno ir Darlingo, Bolsevo,
Kramero ir Mizeso kriterijai formuluojami analogiskai.

6.5.5 pavyzdys. (2.4.1 pavyzdZio tesinys). Pagal 2.4.1 pratimo duomenis patikrinsime
hipoteze, kad buvo stebétas eksponentinis a.d. Atlike BolSevo transformacija gauname imtj
Ui, ...,Usg, kuri esant teisingai hipotezei yra paprastoji a.d. U ~ U(0, 1) imtis. Tikrindami
§ia hipoteze¢ Pirsono chi kvadrato kriterijumi ir parinke k& = 6 vienody tikimybiy inter-
valus, gauname statistikos X? reikime 11,6087 ir ja atitinkancia asimptotine P reikime
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PUg = P{Xg > 11,6087} = 0,0406. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso, An-
derseno ir Darlingo statistiky realizacijos yra 0,2212, 0,9829 ir 4,8406, o joms atitinkancios P
reik§meés yra 0,0025, 0,0034 ir 0,0041. EksponentiSkumo hipotezé atmestina.

3. Barnardo kriterijus

Pazymékime
Eif
22 T
Z 1+ Z -
‘/1: r ! ) ‘/2:¥7 ) ‘/;”71: l:l ) VF:ZZH
> Zi > Zi 3 Z; i—1
=1 i=1 i=1

6.5.4 teorema. Kai hipotezé H, teisinga, atsitiktinio vektoriaus (V1,.., V;_1)T
skirstinys sutampa su poziciniy statistiky vektoriaus didumo r — 1 imtyje, gau-
toje stebint a.d. V ~ U(0, 1), skirstiniu.

Irodymas. Atlikime kintamuyjy keitima:

r—1
D T
& stz _ =l _
V1=, V2= oy e, Ul = o, Uy = E 2.
> i >z > i i=1
i=1 i=1 i=1

Gauname
21 = U1y, 22 = Up(V2 — V1), Zr—1 = Up(Up—1 — Vp—2), 2r = Up(1 — V1),

pakeitimo jakobianas yra v.~!. Istate kintamyjy z; iSraiskas j (6.5.8) ir padaug-
ine i§ jakobiano, gauname a.v. (Vi,..,V,)T tankio funkcija:

)\rvr—l N
fvivi(vr,. o, 00) = ﬁe_ Urir—=1)!, 0<v <...<wv_q, v > 0.
I8 ¢ia iSplaukia teoremos rezultatas.
A

Remdamiesi Sia teorema galima tvirtinti, kad pakeitus Uy i Vi, k= 1,...,7—
1, vietoje Bolsevo-Kolmogorovo-Smirnovo statistikos D,_1 gausime statistika
D,_1, kuri esant teisingai hipotezei turi ta patj skirstinj.

Barnardo, Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus: hipotezé H, atmetama
reiksmingumo lygmens « kriterijumi, kai D,_; > D,(r—1).

Analogiskai galime suformuluoti Pirsono chi kvadrato, Kramero ir Mizeso,
Anderseno ir Darlingo, Neimano ir Bartono kriterijus, grindziamus atsitiktiniais
dydziais, gautais atlikus Barnardo transformacija.

6.5.6 pavyzdys. (2.4.1 pavyzdZio tesinys). Pagal 2.4.1 pratimo duomenis patikrinsime
hipoteze, kad buvo stebétas eksponentinis a.d. Atlike Barnardo transformacija gauname imtj

Vi, ..., Vg, kuri, kai teisinga hipotezé, yra paprastosios a.d. V ~ U(0, 1) imties variaciné
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eiluté. Tikrindami 8ig hipoteze Pirsono chi kvadrato kriterijumi ir parinke K = 6 vienody
tikimybiy intervalus, gauname statistikos X2 reik§me 13,0 ir ja atitinkandia asimptotine P
reikSme pv, = P{Xg > 13,0} = 0,0234. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso ir
Anderseno, Darlingo statistiky realizacijos yra 0,2407, 1,3593, 6,6310, o joms atitinkanc¢ios P
reik§més yra 0,0008, 0,0004, 0,0007. Eksponentiskumo hipotezé atmestina.

6.5.3. Veibulo skirstinys

Tegu X3, ..., X, yra paprastoji imtis absoliuciai tolydziojo a.d. X, kurio pa-
siskirstymo funkcija F' ir tankio funkcija f.

Hipotezé dél Veibulo skirstinio: Hy: X ~ W(6,v),0,v > 0.

Hipotezé H, ekvivalenti hipotezei, kad a.d. Y = InX turi ekstremaliy
reiksmiy skirstinj, kurio pasiskirstymo funkcija Fy (y) = 1 — e’e(z_“)/ﬁ,x € R;
Giapu=1Inb,0=1/v.

1. Mano kriterijus
Pateikiamas kriterijus tinka ir antro tipo cenziiruotoms imtims, t.y. kai
stebima tik r pirmuyjy poziciniy statistiky. Kai imtys pilnos, pateikiamose for-
mulése reikia imti r = n.
Tegu (X (1),X(2), .- ,X(,,))T yra r pirmyjy poziciniy statistiky vektorius. Pazy-
mékime Y(;y = In Xy, 11 = [r/2] ir
r—1

> (Yuy) — Yu)/E:

i=r1+1

'21 Yiit1) — Y))/ Ein

1=

¢a Zy = (Y —pn)/0, Ein = B(Z(i11) — Z(;)). Remdamiesi lygybémis Y{; 1) —
Yiy = 0(Zi41) — Zg)) ir tuo, kad Z(; skirstinys nepriklauso nuo nezinomy
parametry, gauname, kad vidurkiai Fy, ir statistikos S,., skirstinys taip pat
nepriklauso nuo nezinomy parametry. Mano kriterijus grindziamas Sia statis-
tika. Pazymékime S, (r,n) statistikos S, lygmens « kritine reik§me. Nedideliy
n koeficientai E;, ir kritinés reikSmés S, (r,n) gali bati surastos naudojant,
pavyzdziui, SAS programy paketa.

1. Mano kriterijus: hipotezé Hj atmetama reik§mingumo lygmens « kriteri-
jumi, kai Sy, < S1_q/2(r, ).

Didelés imtys. Jeigu n > 25, tai statistikos S.., skirstinys aproksimuoja-
mas beta skirstiniu su parametrais r—ry —1 ir 1, o koeficientai F;,, aproksimuo-
jami taip: Ey, = 1/[-(n— ) In(1 —i/n)],i=1,...,r — 1.

Pazymékime 3, /o(r —r1 — 1,71) beta skirstinio su parametrais r —r; — 1 ir
r1 lygmens « kritine reikSme.

Asimptotinis Mano kriterijus: jeigu n yra didelis, tai hipotezé Hy atmetama
asimptotiniu reikimingumo lygmens « kriterijumi, kai Sy, < B1_q/2(r —r1 —
1,r1) arba Sy > Bojo(r —r1 —1,71).
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6.5.7 pavyzdys. (2.4.1 pavyzdZio tesinys). Pavyzdziuose 6.5.4; 6.5.5; 6.5.6 matéme, kad
pagal 2.4.1 pavyzdZio duomenis eksponentiskumo hipotezé atmetama. Remdamiesi Mano
kriterijumi patikrinsime hipoteze, kad 8i imtis gauta stebint a.d., turintj Veibulo skirstinj.
Naudodami SAS programy paketg gauname S, , = 0,4294 ir P reik§mé yra pv = 0,2921.
Duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei.

6.5.4. Puasono skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., X;, gauta stebint diskretyji a.d. X, igyjantj
sveikas neneigiamas reiksmes.

Puasoniskumo hipotezé: Hy: X ~ P(A),A > 0.
Si hipotezé tvirtina, kad stebimojo a.d. X skirstinys yra Puasono.

1. Bolsevo kriterijus. Fiksuokime sumg 7, = X7 + ... + X,,. Kai hipotezé
Hy teisinga, salyginis a.v. X = (X1, ..., X,,)7 skirstinys yra polinominis: X ~
Pn(Tn,ﬂo),ﬂO = (71'7;07 ...77Tn0)T,7T10 = ... =Tpo = 1/77,, t.y.

Teees n

T, 1\
P{Xl = .’1,'1,...7Xn = $n|Tn} = m () .

Bolgevas [5] jrodé, kad i lygybé yra charakteringoji Puasono skirstinio savybé.
Remdamiesi §iuo faktu vietoje hipotezés Hy tikrinsime hipoteze H{ : 7= o,
kad polinominio skirstinio tikimybiy vektorius = yra lygus vektoriui my =
(1/n,...,1/n)T, kai polinominiy eksperimenty skaicius yra T},.

Hipoteze H§ galima tikrinti Pirsono chi kvadrato kriterijumi (zr. 2.1.1
skyrelj). Kriterijaus statistika

Kai hipotezé H teisinga ir T,, didelis, statistikos X2 skirstinys aproksimuojamas
chi kvadrato skirstiniu su n — 1 laisvés laipsniu.

Bolsevo kriterijus: jei T;, yra didelis, tai hipotezé Hj atmetama asimptotiniu
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai

X2 < Xia/z(n —1), arba X2 > Xi/Q(n —1). (6.5.9)
Jei hipotezé Hj atmetama, tai hipotezé Hy taip pat atmetama.

Kriterijaus statistika yra proporcinga dispersijos V' X ir vidurkio EX; nepa-
slinktyjy jvertiniy santykiui:

s2 _ 1 & 1 « -
X2=(n-1)=2, X,=-) X,, 5= Xi — Xn)*
n=(n )Xn’ - ;:1 T ;:1( )

Kai alternatyvos specialios, gali biiti tikslinga, kad kriterijaus kritineé sritis biity
vienpusé. Kadangi santykis VX;/EX; = 1, kai skirstinys Puasono;



192 6 SKYRIUS. KITI NEPARAMETRINIAI KRITERIJAI

VX;/EX; < 1, kai skirstinys binominis; V X;/EX; > 1, kai skirstinys neigiamas
binominis, o santykis s2 /X,, yra santykio V X;/EX; jvertinys, tai natiiralu, jei
alternatyva binominé, atmesti hipoteze kai

X2 <xi_o(n—1), (6.5.10)
o0 jei yra neigiamojo binominio skirstinio alternatyva, atmesti hipoteze, kai
X2 > 2 (n—1).

6.5.8 pavyzdys. Panagrinésime Ruterfordo, Geigerio ir Cedviko eksperimento, kurio metu
buvo registruojamas radioaktyviosios medziagos iSspinduliuoty a daleliy skai¢ius, rezultatus
(zr. [27]). Skaitiklis registravo Zybsniy, kurie pasirodo atsitrenkiant « dalelei j specialia
plokstele, skai¢iy. Uzregistruoti Zybsniy skaiciai X1, ..., X, per n = 2608 vienodo ilgio 7.5
sekundziy intervaly. Tegu n; yra intervaly, kuriuose uZregistruota po j daleliy skaicius, t.y.
skaiius tokiy a,d. {X = j}, kurie jgijo reik§me j. Eksperimento rezultatai pateikti lenteléje.

J 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n; | 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 10 4 2

Gauname, kad bendras uZregistruoty Zybsniy skai¢ius yra

n oo
T =) X;=_ jn; = 10094
i=1 j=1

ir empiriniai momentai yra:

S T 1

1
Xp =1 =3,8704, s2=
n

n oo
D (X = Xn)? = > nji® —nX7 =3,6756.
i=1

n
n—1*4 n—ljzo

Kadangi s2 /X, = 0,9497 < 1, tai Mizesas padaré i§vada, kad imtis X1, ..., X;, gauta stebint
binominj a.d. Ar Mizeso iSvada korektigka?

Naudosime chi kvadrato kriterijy (6.5.10). Pagal turimus duomenis gauname X2 =
2475, 8, ir asimptotiné P reik§mé yra

pva = P{x2_; < 2475,8} = P{x3507 < 2475,8} = 0,03295.
PuasoniSkumo hipotezé atmetama binominio skirstinio naudai, jei kriterijaus reik§mingumo
lygmuo virsija 0, 03295.

Kita vertus, radioaktyviosios medZziagos iSspindulivojamy « daleliy srautas turéty buti
puasoninis. Sj prieStaravima Feleris paaigkino Sitaip. Naudojamas skaitiklis negali atskirti
dviejy zybsniy, jeigu jie abu jvyksta mazame ilgio v > 0 laiko intervale. Taigi, jei du ar daugiau
zybsniy jvyksta laiko intervale v > 0, tai jie registruojami kaip vienas Zybsnis. Atsizvelgus j
§ia aplinkybe gaunama, kad duomenys neprieStarauja daleliy srauto puasoni§kumo prielaidai.
2. Tus¢iy déziy kriterijus

Jei Puasono skirstinio parametras A yra mazas, tai daugelis imties elementy
igis reik§me 0 ir aproksimacija chi kvadrato skirstiniu gali buti netiksli. Tada
sudarant, kriterijy kartais naudojamas ,tusciy déziy“ kriterijus. Sis kriterijus
grindziamas statistika

Zy = Liy(X)), (6.5.11)
j=1

t.y. skaifiumi imties elementy X, jgijusiy reikSme 0.
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Tarkime, turime N rutuliy ir n déziy. Rutuliai métomi j dézes taip, kad
kiekvienas rutulys nepriklausomai nuo kity gali patekti i kiekviena i§ n déziy
vienoda tikimybe 1/n. Pazymékime Z; = Z;(n, N) skai¢iy tokiy déziy, kuriose
po tokio eksperimento bus ¢ rutuliy. Tada

N N
> Zi=n, Y iZi=N
=0 1=0

Rasime tusciy déziy skaiciaus Zo = Zo(n, N) skirstinj.

6.5.5 teorema. Atsitiktinio dydzio Zo = Zo(n,N) galimos reikdmés yra max(0,n — N) <
k <n—1, o jy jgijimo tikimybés

P{Zo(n,N) =k} =CF(1 - g)NP{Zo(n — k,N) =0}, (6.5.12)
n—k
P{Zo(n—k N} = 3_ Ch_y (-1 = )Y,
=0

Atsitiktinio dydzZio Zo vidurkis ir dispersija yra

1
EZy(n, N) =n(1 — =)V,
n

2 1 1
VZo(n,N) =n(n—1)(1— )N +n1 - )N —n2(1 - =)V, (6.5.13)
n n n
Irodymas. Pazymékime A; jvykj, kad i-oji dézé yra tudtia, o A; — jam priefinga jvykj.
Tada
P{Zo(n,N) =k} = > P{A,;N..NA;, NA;LNn.nA; )
1<i1<...<ip<n
¢ia {j1, ..., Jn—kt yra aibés {i1, ..., ix } papildinys iki aibés {1, 2, ...,n}. Sumos démeny skai¢ius
yra CF, o tikimybés turi tokj pavidala:

P{A;, N..NAIP{NA;, N..NA; A, N..NA;,}=

k
=1 -)NP{Zy(n —k,N)=0}.
n

Tikimybé, kad likusios n — k déziy néra tuscios
P{Zo(n—k,N) =0} =1 —P{Zo(n—k,N) >0} =1-P{Ur-Fa,} =
=1-{>_ P{A}-> P{ANA}+ > P{ANANA}—.}=

i 1<j i<j<l

2

(k)1 - — N £ 21— 2N 31—
n—=k n—=k

3
n—k

W

T8 ¢ia gauname (6.5.12).

Uzra8ykime a.d. Zp kaip sumg binominiy a.d. Zg = Y71 + Y2 + ... + Yy; atsitiktinis dydis
Y igyja reik8me 1, jei i-oji dézé tuscia, ir reikSme 0 prieSingu atveju. Remdamiesi lygybémis
P{V;=1}=(1-1/2)" ir P{Y;Y; =1} = (1 — 2/n)",i # j, gauname

1
EZy = nEY; = n(1 — =)V,
n

VZo =nEY? + Y E(Y;Y;) - (EZ)* =
i

=n(n71)(17%)N+n(1f%)an2(1f%)2N. R
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Kai hipotezé Hy teisinga, statistika Zy(n, S,) turi skirstinj (6.5.13), jei pa-
keisime N i S,,. Jeigu hipotezé neteisinga, tai rutuliai patenka j dézes su skirtin-
gomis tikimybémis, taigi statistika Zo(n,S,) turés tendencija jgyti didesnes
reikSmes.

Tuséiy déziy kriterijus: hipotezé Hy atmetama ne didesniu kaip « reik§min-
gumo lygmens kriterijumi, kai

Zo(’n,7 Sn) = Cnp, (6514)
¢ia ¢, yra maziausias sveikasis skai¢ius, tenkinantis nelygybe
P{Zo(’n,’ Sn) > Cn} <.

Jei n yra didelis, statistikos Zy(n, Sy) skirstinys aproksimuojamas normaliuoju.
Asimptotinis tus€iy dézZiy kriterijus: jei n yra didelis, tai hipotezé at-
metama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai
Zy —EZ,
0 0o

» 6.5.15
vz, - ( )

6.5.8 pavyzdys. Veikiant lasteles rentgeno spinduliais stebimos chromosomy mutacijos.
Lenteléje pateikti chromosomy, kuriose stebéta ¢ mutacijy, skaiciai n;.

i | 0 T |2 ]3] >
n; | 639 | 141 | 13 | 0 | 793

Tikrinsime hipoteze, kad mutacijy skai¢ius X turi Puasono skirstinj, taikydami tus¢iy
déziy kriterijy. Turime Zo = Zo(n,Sn) = 639, Sp = >,in; = 167; EZy = 642,327,
VZy = 12,3516. Pagal normaliaja aproksimacija gauname asimptoting P reikSme pv, =
1 — ®(0,9466) = 0,1722. Duomenys nepriestarauja iskeltai hipotezei.

6.5.3 pastaba. Tus§Ciy déziy kriterijy galima taikyti paprastajai hipotezei
H : F(x) = Fp(z) tikrinti. Sudalinkime abscisiy asj j k intervaly taskais
—00 = qy < a1 < ... < ap = +oo taip, kad Fy(a;) — Fo(aj—1) = 1/k,
j =1,...,k. Jeihipotezé teisinga, n imties elementy (rutuliy) atsitiktinai métomi
i k intervaly (déziy). Skaitius Zy(k,n) intervaly, kuriuose néra imties elementy
(tusCiy déziy), turi (6.5.12) skirstinj imant k vietoje n ir n vietoje S,,. Hipotezé
H atmetama pagal (6.5.14) arba (6.5.15) kriterijus.

6.6. Pratimai

6.1. Remdamiesi Zenkly kriterijumi patikrinkite hipoteze apie dviejy krakmolo kiekio
nustatymo btidy ekvivalentiskuma pagal 5.3 pratimo duomenis.

6.2. Remdamiesi Zenkly kriterijumi patikrinkite hipoteze apie dviejy séjamyjy vienoda
efektyvuma pagal 5.4 pratimo duomenis.

6.3. Remdamiesi serijy skai¢iumi grindziamu kriterijumi, patikrinkite hipoteze apie nuody
poveikio vienoduma pagal 1.43 pratimo duomenis.
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6.4. Irodykite, kad Zenkly kriterijaus hipotezei H : 8 = 6y tikrinti (0 — simetrisko toly-
dziojo skirstinio, kurio tankis f(z), mediana) ASE, lyginant su Stjudento kriterijumi poslinkio
alternatyvy atveju, yra 402(f(6o))?

6.5. Naudodami serijy kriterijy patikrinkite atsitiktinumo hipoteze pagal 2.16 pratimo
duomenis.

6.6. Naudodami serijy kriterijy patikrinkite atsitiktinumo hipoteze pagal 2.17 pratimo
duomenis.

6.7. Visuomenés nuomonés apklausoje ty paciy 3000 rinkéjy buvo klausiama dél jy
nuomonés apie konkrecig parlamentine partija prie§ rinkimus ir po jy. Prie§ rinkimus neigiama
nuomone iSsaké 300 rinkéjy, o praéjus metams po rinkimy — 350. Be to, 150 rinkéjy nepakeité
savo neigiamos nuomonés, 150 rinkéjy neigiama nuomoné pasikeité j teigiama, o 200 rinkéjy
teigiama nuomoné pasikeité j neigiama. Ar pakito partijos reitingas?

6.8. (6.7 pratimo tesinys). Tarkime, kad tie patys 3000 rinkéjy buvo apklausti pries kitus
rinkimus. 270 rinkéjy nuomoné buvo neigiama. IS jy 180 rinkéjy buvo tokiy, kurie pirmose
dviejose apklausose turéjo teigiama nuomone, ir 70 rinkéjy, kuriy nuomoné buvo teigiama
vienoje ir neigiama kitoje i§ pirmiau buvusiy apklausy. Ar pakito partijos reitingas?

_ 6.9. Tegu X1, ..., Xy, yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u, o) irY; = Xs41—X1/(1++/n)—
nX/(n+ /n). Irodykite, kad Y1, ..., Y,_1 yra vienodai pasiskirste n.a.d. ir Y; ~ N(0, a?).

6.10. (6.9 pratimo tesinys). Irodykite, kad Z1, ..., Z,—2 yra nepriklausomi a. d., turintys
Stjudento skirstinius Z; ~ S(n —i— 1), jei Z; = Y;v/n —j — 1/ (Y2 + .. + Y7 ).

6.11. Patikrinkite normalumo hipoteze naudodami 6.5.1 skyrelio kriterijus pagal 2.16
pratimo duomenis.

6.12. Patikrinkite lognormalumo hipotez¢ naudodami 6.5.1 skyrelio kriterijus pagal 2.16
pratimo duomenis.

6.13. Patikrinkite puasoniskumo hipoteze naudodami tus¢iy déziy kriterijy pagal 2.18

pratimo duomenis.

6.7. Atsakymai

6.1. Tarp 13 skirtumy S = 3 yra neigiami ir pv = 2P{S < 3} = 0,0923. Hipotezé atmetama,
jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virsija 0,0923. 6.2. Tarp 9 skirtumy S = 1 yra neigiamas
ir py = 2P{S < 1} = 0,0195. Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija
0,0195. 6.3. Serijy skaitius V = 29 ir P reikimé pv = P{V > 29} = 1,2107°. Hipotezé
atmetama. 6.5. Serijy skaiCius V' = 54, k1 = 50, k2 = 50. Gauname Z; , = 0,5025 ir
pva = 2(1 — ®(0,5025)) = 0,6153. Atmesti hipoteze néra pagrindo. 6.6. Serijy skai¢ius
V =90, ki = 76, ky = 74. Gauname Zj; = 2,4906 ir pva = 2(1 — ®(2,4906)) = 0,0128.
Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0128. 6.7. Naudojame
Maknemaros kriterijy. Rinkéjy, kuriy nuomoné pakito i§ teigiamos | neigiama, skaicius yra
200, o i8 neigiamos ] teigiama — 150. Tikrinama hipotezé H : p = 1/2 apie binominio skirs-
tinio tikimybe, kai Bernulio eksperimenty skaic¢ius yra Ug1 + Uip = 350, o sékmiy skaicius
yra Ui = 150. Gauname pv = 2min(P{Uip<150}, P{U10 > 150}) = 0,0087. Hipotezé at-
mestina. 6.8. Duomeny pakanka, kad buty galima apskaic¢iuoti Kochreno statistikos reik§me.
Gauname @ = 14,8485 ir pvg, = P{Xg > 14,8485} = 0,0006. Hipotezé atmetama. 6.11.
Gauname statistiky realizacijas: g1 = 2,1598, g2 = 0,1524, g3 = —1,0849 ir jas atitinkancias
asimptotines P reik§mes 0,0308, 0,8788,0,2779. Remdamiesi empiriniu asimetrijos koeficientu
hipoteze atmetame, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0308. Atlike Sarkadi trans-
formacija gauname paprastaja a.d. Z ~ U(0, 1) imt] Z1,..., Z,—2. Taikydami Pirsono chi
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kvadrato kriterijy hipotezei H : Z ~ U(0, 1) tikrinti ir parinke k& = 8 vienody tikimybiy
intervalus, gauname X% = 5,5102 ir pvg, = 0,5980. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir
Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriterijy statistikos jgijo reik§mes 0,1071, 0,2629, 1,6185. Nor-
malumo hipotezé neatmetama. Sapiro ir Vilkso statistika igijo reiksme 0,9716 ir ja atitinkanti
P reik§mé yra 0,0293. Sapiro ir Vilkso kriterijus atmeta normalumo hipoteze, jei kriterijaus
reik§mingumo lygmuo vir§ija 0,0293. 6.12. Peréje prie logaritmy gauname statistiky reali-
zacijas: g1 = 0,5901, go = 0,8785, g3 = 0,3765 ir jas atitinkancias asimptotines P reik§mes
0,5551, 0,3797,0,7065. Kriterijai, grindziami empiriniy momenty funkcijomis, lognormalumo
hipotezés neatmeta. Atlike Sarkadi transformacija gauname paprastaja a.d. Z ~ U(0, 1) imtj
Z1y .oy Zin—2. Taikydami Pirsono chi kvadrato kriterijy hipotezei H : Z ~ U(0, 1) tikrinti ir
parinke k = 10 vienody tikimybiy intervaly, gauname X,% = 6,1892 ir pv, = 0,7208. Kol-
mogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso ir Anderseno ir Darlingo kriterijy statistikos jgijo
reik§mes 0,0548, 0,0752, 0,5594. Atitinkamos P reik§més vir§ija 0,25. Lognormalumo hipotezé
neatmetama. Sapiro ir Vilkso statistika igijo reik§me 0,9920 ir ja atitinkanti P reik§mé yra
0,5644. Sapiro ir Vilkso kriterijus lognormalumo hipotezés taip pat neatmeta. 6.13. a) Tusciy
déxiy skaicius 2", 1 = 1,2,3,4, yra 280, 593, 639, 359. Apskaiciave E(2{"), V/(Z{") randame
Zél) realizacijas: 0,399; 0,937; -0947; -0,826 ir jas atitinkancias asimptotines P reiksmes 0,345;
0,174; 0,828; 0,796. Atmesti hipotezes néra pagrindo. b) Tus¢iy déZiy skaitius Zp jungtinéje
imtyje 1871. Randame Zg = —0, 107 ir pv, = 0, 543. Hipotezé neatmetama.



7 skyrius

A Priedas

7.1. DT jvertiniy savybeés

Tegu X = (X1,...,X,)T, yra paprastoji imtis, t.y. Xi,...,X, yra vienodai pasiskirste

n.a.d. Tarkime, kad X; ~ p(z,0),0 € ® C R™; ¢ia p(z,0) yra a.d. X; tankio funkcija o

baigtinio mato p atzvilgiu. Tada a.v. X tankio funkcija yra f(x,0) = [[i; p(z;,0), © C R™.
Tikétinumo funkcija ir jos logaritmas

L(6) = Hp(Xi, 0), () =InL(8).
=1

Fiserio informacijos matrica

1(6) = Eq(£(6)(7(6)) = —Eg(6) = ni(6),

i(0) = —Egl1(0),  £1(0) =£1(0,X1) =Inp(X1,0).
Atsitiktinio dydzio X indukuota tikimybinj mata Zymésime Pg, t.y. Po{X1 C B} =
Jg p(z,0)du(z) su bet kuria Borelio aibe B.
Minéjome, kad nagrinéjame tik identifikuojamus modelius: jei 61 # 02, tai Pg, # Py,,
t.y. egzistuoja tokia Borelio aibé A, kad Pg, (X1 € A) # Py, (X1 € A).
Primename, kad kvadratinés matricos A = (a;j)nxn horma vadiname skaiciy || A ||=
n n
> azzj)l/Q. Taigi tokiy matricy sumos norma || A1 + ... A, [|<|| A1 || +---+ || An |[-
i=1j=1
Salygos A:
1) aibé © atvira;
2) beveik su visais y € R parametro 6 tikrosios reik§meés 0 aplinkoje V, = {0 : ||0—0¢|| <
p} egzistuoja tolydzios igvestinés

. o 9 -
0)=(—py,0),...,—p(y,0
p(y, 0) (aalp(y, )s ,aamp(y, N,

82
p(y, 0) = [’} :
P(y, 0) [aeiaejp(y, )}mxm,

3) aplinkoje V), galima du kartus diferencijuoti po integralo Zenklu, t.y.

[ ot outdn = 35 [ ot oputin) = o,
, 0 .
/m By, 0)u(dy) = %/RT p(y, 0)u(dy) = 0;

197
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4) FiSerio informaciné matrica (@) teigiamai apibrézta;
5) egzistuoja tokios neneigiamos funkcijos h ir b, kad beveik su visais y € R ir visais
6cV,
|| él(y70) - gl(yv 00) ||§ h(y) b(e)v Eeo{h(xl)} < o0, b(eo) =0,

o funkcija b tolydi taske Og.

7.1.1 teorema. Kai iSpildytos salygos A, tai egzistuoja tokia a.d. seka {6, }, kad

P({(0,)=0) =1, 8,5 6, (7.1.1)
V(0 — 00) = rl(eo)%é(oo) + op(1), (7.1.2)
Vi(0n — 00) 5 Np(0,i71(60)), (7.1.3)
%é(eo) & Nm(0,4(00)), (7.1.4)
_%é(eo) E i(00), _%2‘(9) B i(00). (7.1.5)

7.1.1 pastaba. Jei tenkinamos teoremos salygos, tai

~(0n — 80)TE(0)(0n — 80) 5 12, (7.1.6)
7 (00)i 1 (80)0(80) % X2, (7.1.7)
—07(80)1(00)E(00) % X2, (7.1.8)
—T(00)7 1 (61)(80) > X2, (7.1.9)
7.1.2 pastaba. Jei tenkinamos teoremos salygos, tai
L(6

o £9) 4 2 (7.1.10)

L(6n)

7.1.3 pastaba. Tegu
©)={0:0=0(7),Y€G}, GCR™F* Lk<m,

Gia ¢ : |GG — O yra tolydziai diferencijuojamas atvaizdis. Jei tenkinamos teoremos salygos
ir 8g € O, tai
swgeo, L(O) 4

R=-2In S X2, n— oo (7.1.11)
SUPgc @, L(O)



8 skyrius

B Priedas

8.1. Atsitiktinio proceso sgvoka

Baigtinis atsitiktiniy dydziy, apibréZty toje padioje tikimybinéje erdvéje (Q, F,P), rinkinys
X = (X1,...,Xn)T vadinamas atsitiktiniu vektoriumi. Jis indukuoja tikimybinj mata P x
magciojoje erdvéje (R, BF):

Px(A) =P{w: X(w) € A}, AcBF;

ia BF yra erdvés RF Borelio aibiy o algebra.

Savoka "atsitiktinis procesas" apibendrina savoka "atsitiktinis vektorius" tuo atveju, kai
atsitiktiniy dydZ#iy, apibrézty toje pacioje tikimybinéje erdvéje (2, F,P), skaicius gali bati
begalinis (netgi nebutinai skaitus).

Tegu T yra realiyjy skaitiy tiesés poaibis (baigtinis, skaitus, intervalas, visa tiesé).

8.1.1 apibrézimas. Toje pacioje tikimybinéje erdvéje (Q, F, P) apibrézta atsitiktiniy dydziy
sistema {X (¢t,w),t € T,w € Q} vadinama atsitiktiniu procesu.

Atskiru k-macio atsitiktinio vektoriaus atveju turime, kad 7 yra aibé {1,2,...,k}.

Fiksavus elementaryjj jvyki w € Q gaunama apibrézta aibéje 7 neatsitiktiné funkcija
z(t) = X(t,w). Si funkeija vadinama atsitiktinio proceso trajektorija arba realizacija.

Zymeésime D = {X(-,w),w € Q} visy trajektorijy erdve. Atsitiktinj procesa galima trak-
tuoti kaip atsitiktine funkcija, jgyjancia reik§mes trajektorijy erdvéje. Dar reikia apibrézti
tikimybinj mata, t.y. atsitiktinio proceso patekimo j aibes, priklausancias trajektorijy erdveés
o algebrai, tikimybes.

Tegu p(z,y) yra atstumas tarp dviejy erdvés D funkcijy z ir y. gioje knygoje atstumu
imamas skirtumo modulio supremumas:

p(z,y) = sup | x(t) —y(t) | . (8.1.1)
teT
Jeigu aibé G C D yra atvira, tai su kiekvienu = € G egzistuoja jo aplinka B:(z) = {y :
p(z,y) <e} CG.

8.1.2 apibrézimas. MaZiausiofi o algebra, kuriai priklauso atviri aibés D poaibiai, vadinama
trajektorijy erdvés D Borelio aibiy o algebra; Zymésime B(D).

8.1.3 apibrézimas. Atsitiktinio proceso {X(t),t € T} tikimybiniu skirstiniu vadiname
tikimybinj mata, apibrézta maciojoje erdvéje (D, B(D)) visoms aibéms A € B(X):

PX(A)=P{X € A} = P{w: X(t,w) € A}.

199
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8.2. Atsitiktiniy procesy pavyzdziai

8.2.1. Empirinis procesas

Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio pasiskirstymo funkcija F(t) =
P{X <t} ir

" 1<
Fn(t) =~ DL oon(X0)
i=1
yra empiriné pasiskirstymo funkcija.
8.2.1 apibrézimas. Atsitiktinis procesas
En(t) = vr(Fn(t) — F(t), te T=R (8.2.1)
yra vadinamas empiriniu procesu.
Jeigu F(t) yra absoliu¢iai tolydziojo a.d. pasiskirstymo funkcija, tai pakanka nagrinéti
atsitiktinj procesa .
Enly) = Vn(Gnly) —y), y € [0, 1]; (822)
&ia G (y) yra atsitiktinio dydzio Y = F(X) ~ U(0, 1) didumo n paprastosios imties empiriné
pasiskirstymo funkcija. Atsitiktinio proceso £ (t) trajektorijos jgyja reik§mes i§ intervalo

[—v/7n, v/n], kai y € [0, 1]. Trajektorijos yra tolydZios i§ desinés funkcijos, kintanc¢ios didumo
1/4/n Suoliukais. Remiantis 4.3.1 teorema

E(,(y) =0, Cov(&,(y),&,(2) =y(1-2), 0<y<=z<1 (82.3)

8.2.2. Vinerio procesas (Brauno judesys)

8.2.2 apibrézimas. Atsitiktinis procesas vadinamas Gauso procesu, jei visi jo baigtiniamaciai
skirstiniai yra normalieji.
8.2.3 apibrézimas. Atsitiktinis procesas W (t),t € T = [0, 00) vadinamas Vinerio procesu
(Brauno judesiu), jei jis tenkina tokias salygas:
a) W(0) =0; b) W(t) — W(s) ~ N(0,t — s) su visais 0 < s < t < o0
c) W turi nepriklausomus pokycius, t.y. su visais 0 = to < t1 < --- < ¢ atsitiktiniai
dydziai W (tj41) — W(t;), 7 =1,2....,k — 1, yra nepriklausomi.
Salygos a)-c) vienareikdmiskai nusako proceso baigtiniamacius skirstinius:

(W(t1),...,W(tn))TNNn(O,E), 3= [O’ij]an, 055 = ti Ntj.

Skirstiniai yra suderinti, todél baigtiniamaciai skirstiniai vienareik§miskai nusako Vinerio
proceso tikimybinj skirstinj.

8.2.3. Brauno tiltas

8.2.4 apibréZimas. Atsitiktinis procesas
B(t) =W(t) —tW(1), te]l0,1] (8.2.4)

vadinamas intervalo [0, 1] Brauno tiltu.
Baigtiniamaciai skirstiniai yra normalieji: su kiekvienu natfiriniu n ir realiais 0 < ¢ <
e <ty S 1

(B(tl)v---vB(tn))TNNn(OvF)ﬂ F:H'Yinnxny Yij :ti(l—t]’), OStiStj <1
(8.2.5)
Atkreipsime démesj, kad Brauno tilto ir empirinio proceso &} (t) baigtiniamadiy skirstiniy
vidurkiai ir kovariacinés matricos sutampa.

Brauno judesys ir Brauno tiltas yra Gauso procesai.
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8.3. Atsitiktiniy procesy silpnas konvergavimas

Tarkime, turime atsitiktiniy procesy seka {X} ir atsitiktinj procesa X, apibréitus toje
pacioje tikimybinéje erdvéje (2, F,P). Siy procesy tikimybinius skirstinius maciojoje erdvéje
(D, B(D)) zymésime PX™ it PX.

Zymésime OA aibés A € B krata.

8.3.1 apibrézimas. Atsitiktiniy procesy seka {X(">} silpnai konverguoja j atsitiktinj procesa
X, jei su bet kuria A € B%(D), tokia, kad PX(9A) = 0, gauname:

PX"(4) 5 PX(B), n — oo

Kaip ir atsitiktiniy dydziy ar vektoriy silpnas konvergavimas zymimas X () —d> X.
I8 silpno konvergavimo iSplaukia, kad su visais x1,...,zm
(XM (@1), o, X (@m) S (X (@1), -, X (@),

bet nebutinai atvirksciai.

8.4. Empirinio proceso silpnas invariantiSkumas

Tarkime, X = (X1,...,Xn)7T yra paprastoji imtis a.d. X su pasiskirstymo funkcija F, o Fy,
yra empiriné pasiskirstymo funkcija.

Remdamiesi CRT atsitiktiniy vektoriy sumoms gauname, kad empirinio proceso

En(z) = \/ﬁ(ﬁ}, (z) — F(=))
baigtiniamagiai vektoriai (En (1), .., En(zm))T
(Zluu'va)TNNm,(O,F)y r= ['Yij]nLXnL:

su visais m ir bet kokiais rinkiniais —oco < 21 < -+ < Iy < 0.

Is sio rezultato iSeina, kad empirinio proceso baigtiniamaciai skirstiniai silpnai konverguoja
j atsitiktinio proceso B(F(z)) baigtiniamadcius skirstinius; ¢ia B yra Brauno tiltas.

Apskritai, jei h yra tolydi funkcija, tai

(A(En (1)), -+, A(En(@m))) > (M(B(F(21))), ., h(B(F(2m))))- (8:4.1)

silpnai konverguoja j atsitiktinj vektoriy

Teisinga ir dar bendresné teorema.

8.4.1 teorema. (empirinio proceso silpno invariantiskumo principas). Jei F yra absoliuciai
tolydi pasiskirstymo funkcija ir h tolydus funkcionalas tolydZiy i§ dedinés ir turin¢iy baigtines
ribas 1§ kairés apibrézty intervale [0, 1] funkcijy klaséje, tai

h(€r) % n(B);

* A A 1 =
En(y) = Vvn(Gn(y) —y), Gn(y) = o D 1 (Lo, (F(X0)),
i=1
o B yra intervalo [0, 1] Brauno tiltas.

A

Silpno invariantiskumo savybé labai naudinga ieSkant jvairiy empirinio proceso funkcionaly
ribiniy skirstiniy. Pavyzdziui, galima tvirtinti, kad Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir
Mizeso, Anderseno ir Darlingo statistikos turi tokias ribas:

t t
ViDn % sup |B(t), nChy 4 / B2(t)dt, nA, A /
0<t<1 0 0

B2(t)
t(1—t)

Vadinasi, tereikia rasti Brauno tilto funkcionaly tikimybinius skirstinius.
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8.5. Brauno judesio ir Brauno tilto savybés

1 savybé. Jei 7 = inf{t : W(t) € A}, A — realiy skaiciy tiesés Borelio aibé, o W(t) — Brauno
judesys, tai W (t) = W(t+ 1) — W(r) taip pat yra Brauno judesys.

Irodymas. Gauname: W(O) =0irsuvisais 0 =tg < t1 < - < tg, T1,...,Tk

P{W(tl) — W(to) < x1,..., W(tk) — W(tk_l) <z} =

= /OOOP{W(tl +u)— W) <zi,...,W(tg +u) — W(tk—1 +u) < zg|T = u}pdFr(u) =

=P{W(t1+u) - W) <z1}.. . P{W(e +u) - W(tk—1 +u) < zx},
nes jvykis {7 = u} nusakomas atsitiktiniu procesu W (s),s < wu, taigi salyginé tikimybé po
integralo Zenklu sutampa su besalygine. A

2 savybé.(Atspindzio taisyklé). Su visais z,y € R,t >t9 >0
P{W(t) > 2+ y|W(to) = o} = P{W(t) < = — y|W (to) = x}.
Irodymas. Gauname
P{W(t) > o +y|W(to) = o} = P{W (t0) + (W(t) = W(t0)) > 2+ y|W (to) = 2} =
P{W(t) = W(to) > y} = 1 — D(y/vi—To).
Analogiskai

P{W(t) < — y[W(to) = &} = P{W () - W(to) < —y} = 1 - (y/VE—ta).

3 savybé. Su visais z € R

Plz) =P{3te0,1]: B(t) =a} = e 27",

Irodymas. P(0) = 1, P(—z) = P(z), nes B ir —B turi tuos pacius skirstinius. Todél
pakanka nagrinéti atvejj = > 0.
Apibrézkime atsitiktinj procesa W (t) = B(t) + tW; &ia W1 ~ N(0, 1) — nepriklausantis
nuo B atsitiktinis dydis. Tada W(t),t € [0, 1], yra Brauno judesys, nes tai Gauso procesas,
EW(t) =0, Cov(W(s),W(t))=sAt.
Kadangi B(1) =0, tai W(1) = W;.
Nagrinékime salygine tikimybe
P(z,e) =P{3t € [0.1] : W(t) > z|[W(1)| <e}, O0<e<uz.
Pazymékime 7 = inf{¢t : W(t) > z}. Kadangi W trajektorijos tolydzios, W(7) = z. Pagal 1)
savybe _
W(u) = W(r +u) — W(r)
yra Brauno judesys. Jei 7 < 1, tai
W) =Wr+Q-—7)=W(1—-17)+z.
Todél pasinaudoje tuo, kad W ir —W turi vienodus skirstinius, gauname
Plz,e) =P{r < 1W< e} =P{r < LW — 1)+ 2| < e}/P{W ()| < e} =
P{r<1,|Wl—1)—z|<e}/P{WQ)| <e} =P{r <1,[W(1)—2z| < e}/P{{W(1)| <&} =
D2z +¢) — P2z —¢)

P{W(1) — 22| <e}/P{W(1)| <&} = () — (-2

Taigi

lim P(z,e) = e~2%,
el0
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Kadangi B ir W(1) nepriklausomi, tai gauname
P(z)=P{3te€[0,1]: B(t) =z||W(1)| <e} <
P{3te[0,1]:B(t)>xz—ec—tW(1)||W()| <e} =Pz —¢,¢).
Analogigkai P(z) > P(x +¢€,¢€).
Fiksuokime 6 > e > 0. Kai £ | 0 tai
P(z) < P(x —e,e) < P(x — 6,e) — 6_2(1_6)2,

P(z) > P(z +¢,e) > P(z + 6,¢) — 672(z+5)27

todél
e—2(x+8)? < P(z) < e—2(@—8)%

Peréje prie ribos, kai ¢ | 0, gausime P(z) = e—2e%, A
4 savybé. (Kolmogorovo ir Smirnovo statistikos ribinis skirstinys). Su visais z > 0

oo
P{ sup [Bi|>a} =23 (-1)" te 27" (8.5.1)
0<t<1 =

Irodymas. Nagrinékime jvykj
An(x) ={30<t1 < - <tp <1:B(tj) = (-1 "1z, =1,...,n}
ir atsitiktinj dydzius 7 = inf{¢ : B(¢) = z}, 7/ = inf{t : B(t) = —z}. PaZymékime
Pp(z) =P{An(2)}, Qn(z) =P{A,(z),7 <7'}.
Gauname
Qn(x) + Qui1(z) =P{A,(z), 7 < 7'} + P{Apy1(x), 7 < 7'} =
=P{An(2), 7 <7} + P{A,(2),7 < T} = P,(2).
Pagal 3) savybe Pi(z) = e—207,
Rasime P>(x). Pagal pilnosios tikimybeés formule
P{A0<t1 <t2<1:W(t1) =2, W(t2) = —z,|[W(1)| < e} =
= P{30 <t <ta<1: B(tl) = — t1W1,B(t2) = —x — toWh, ‘W(l)‘ < 6} =

€
= P{30 <t <tz <1:B(t1) =z —t1v, B(t2) = —x — t2v}p(v)duv;

—E€

dia @(v) — standartinio normaliojo skirstinio tankis. Todél
1
lifg 2—P{30 <t1 <ta <1:W(t1) =z, W(te) = —z||W(Q)| < e} =
el0 2e

P(e) — O(—¢
2029 py@ye().
5
Kairiaja lygybés puse pertvarkome naudodami atspindzio taisykle:
P{30<t1 <t <1:W(t1) =2, W(tz2) = —z,|W(Q)| <e} =
P{HO <ty <ta<1: W(tl) = :E,W(tg) = 3z, |W(1) — 41“ < 8} =
P{{W(1) —4z| < e} = ®(dx + ¢) — (4 — ¢).

Py ()i
2(z) lirm

Taigi gauname

(4 — ®(4z — .
Pa(z) = lim (4z +e) (4z — ) g
=40 2e(0)
Analogigkai, P, (z) = e—2n?
Gauname
n—1
Qu=Pi-Q=P-F+Q=3 (DAt (1"Qn

k=1
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Kadangi Qn < P, — 0, tai
o0
Ql(l') _ Z(—l)ne_%ﬂaﬁ‘
n=1
Pagaliau
> 2.2
P{ sup |B| >a}=2Qi1(z) =2 (~1)"e """,
0<t<1

n=1

A
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