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Pratarm
e

�i vadov
elio dalis skiriama neparametriniu� modeliu� hipoteziu� tikrinimo uºdavi-
niams spr¦sti. Statistinis modelis vadinamas neparametriniu, jeigu imties skirsti-
nys negali bu	ti nusakytas naudojant baigtin
es dimensijos parametr¡. Konstruo-
jami kriterijai suderinamumo, nepriklausomumo, atsitiktinumo, homogeni²kumo
hipotez
ems tikrinti. �ioje vadov
elio dalyje apsiribojama pilnomis imtimis. Di-
desn
e dalis pateikiamos medºiagos i²spausdinta anglu� kalba [2]. Analogi²ku�
uºdaviniu� sprendimas cenzu	ruotu� im£iu� atveju nagrin
ejamas knygoje [3]. Norin-
tiems pla£iau studijuoti hipoteziu� tikrinimo kriteriju� sudarymo metodus nepara-
metriniuose pilnu� im£iu� modeliuose rekomenduojame monogra�jas [8], [13], [14],
[15].

Pirmame skyriuje pateikiamos pagrindin
es s¡vokos, susijusios su kriteriju�
sudarymu ir ju� palyginimu, ir suformuluotos daºniausiai tikrinamos neparamet-
rin
es hipotez
es.

Sprendºiant kiekvien¡ matematin
es statistikos uºdavini� pirmiausia yra pa-
renkamas statistinis modelis, kurio r
emuose bus analizuojami turimi duomenys.
Nuo tinkamo modelio parinkimo daug priklauso gaunamu� i²vadu� korekti²ku-
mas. Jeigu parenkant statistini� modeli� nepakanka turimos apriorin
es informa-
cijos, ²iam tikslui galima pasitelkti suderinamumo kriterijus, kuriais tikrinamos
prielaidos, kad turimi duomenys suderinami su vienu ar kitu tikimybiniu mode-
liu.

Viena i² pagrindiniu� suderinamumo hipoteziu� tikrinimo kriteriju� klasiu� yra
chi kvadrato tipo kriterijai, kurie sudaromi remiantis sugrupuota i� tam tikrus
intervalus imtimi. Reikia pasakyti, kad daugelyje matematin
es statistikos knygu�
ir programu� paketu� ²ie kriterijai taikomi nekorekti²kai. Teoriniai rezultatai, ku-
riais grindºiami chi kvadrato kriterijai, kai suderinamumo hipotez
es sud
etin
es,
yra gauti tariant, kad grupavimo intervalai nepriklauso nuo imties, o parametru�
i�vertiniai gauti naudojant grupuot¡j¡ imti�. Daºnai prakti²kai taikant kriteri-
jus abi ²ios s¡lygos yra paºeidºiamos: grupavimo intervalu� galai priklauso nuo
imties, o parametrai vertinami pagal pradinius negrupuotus duomenis. Antrame
skyriuje pateikiamas modi�kuotasis chi kvadrato kriterijus neturi min
etu� tru	-
kumu�. Teoriniai rezultatai apie naudojamos statistikos skirstini� gauti tariant,
kad parametrai vertinami pagal pradinius negrupuotus duomenis, o grupavimo
intervalu� galai priklauso nuo imties.

Tre£iame skyriuje nagrin
ejami vadinamieji glodu	s Neimano ir Bartono tipo
kriterijai, kuriu� statistikos sudaromos naudojant pradinius negrupuotus duome-
nis.

Tre£ia suderinamumo hipoteziu� tikrinimo kriteriju� klas
e grindºiama funkcio-
nalais nuo teorin
es ir empirin
es pasiskirstymo funkciju� skirtumo (Kolmogorovo ir
Smirnovo, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriterijai). Reikia paºym
e-
ti, kad taikant ²iuos kriterijus sud
etinei suderinamumo hipotezei tikrinti kartais
naudojami teoriniai rezultatai, kurie gauti paprastosios hipotez
es atveju.
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Tikrinant sud
etines suderinamumo hipotezes reik
etu� naudoti ketvirtame sky-
riuje pateikiamus modi�kuotuosius kriterijus. Kai kuriuose programu� paketuose
i� ²i¡ aplinkyb¦ yra atsiºvelgiama (pvz., SAS programu� paketas).

Keletas specializuotu� kriteriju� hipotez
ems d
el imties skirstinio priklausymo
daºniausiai taikomu� skirstiniu� (normaliojo, eksponentinio, Veibulo, Puasono)
²eimoms tikrinti pateikiama 6.5 skyrelyje.

Kriterijus d
el dvieju� ar daugiau priklausomu� ar nepriklausomu� im£iu� tikimy-
biniu� skirstiniu� sutapimo (homogeni²kumo hipotez
e) galima rasti 2�6 skyriuose.
2.5 skyrelyje pateiktas chi kvadrato kriterijus; 4.5 skyrelyje � Kolmogorovo ir
Smirnovo bei Kramero ir Mizeso dvieju� im£iu� kriterijai. Tikrinant homoge-
ni²kumo hipotezes daugeliu atveju� pasirodo efektyvesni ranginiai kriterijai, jie
pateikiami 5.5�5.9 ir 6.3�6.4 skyreliuose.

Nepriklausomumo hipotezei tikrinti pateikiame chi kvadrato kriteriju� (2.4
skyrelis), Spirmeno ir Kendalo ranginius kriterijus (5.3, 5.10 skyreliai). Ranginiai
atsitikinumo hipotez
es tikrinimo kriterijai pateikiami 5.4 skyrelyje.

Pateikdami kiekvien¡ kriteriju� steng
em
es prisilaikyti tokiu� etapu�: 1) hi-
potez
es ir alternatyvos formulavimas; 2) kriterijaus konstravimo id
ejos aptari-
mas; 3) kriterijaus statistikos apibr
eºimas; 4) statistikos tikslaus ar asimptotinio
skirstinio radimas; 5) kriterijaus ir jo modi�kaciju� (tolydumo pataisa, sutam-
pantys duomenys) formulavimas; 6) kriterijaus taikymo iliustravimas konkre£iu
pavyzdºiu; 7) gauto rezultato interpretavimas.

�ioje vadov
elio dalyje pateikiama medºiaga apima standartini� matematin
es
pakraipos studentu� vieno semestro kurs¡. Pateikiamai medºiagai suprasti stu-
dentai tur
etu� bu	ti i²klaus¦ universitetiniu� programu� apimties bendruosius mate-
matikos kursus, tikimybiu� teorijos kurs¡ ir parametrin
es matematin
es statistikos
kurs¡ (²io vadov
elio I dalis). Pagrindinius naudojamus tikimybiu� teorijos ir pa-
rametrin
es matematin
es statistikos faktus pateikiame A ir B prieduose (7 ir 8
skyriai).

Medºiaga suskaidyta i� 6 skyrius ir smulkesnius skyrelius. Kiekviename skyre-
lyje teoremos, apibr
eºimai, pavyzdºiai, formul
es numeruojamos trimis indeksais:
skyriaus, skyrelio ir eil
es numeriu skyrelyje.



Trumpiniai ir ºymenys

A. d. � atsitiktinis dydis
n. a. d. � nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai
a. v. � atsitiktinis vektorius
n. a. v. � nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai
TG � tolygiai galingiausias (kriterijus)
TGN � tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus)
DT � didºiausiojo tik
etinumo (funkcija, metodas, i�vertinys)
MK � maºiausiu�ju� kvadratu� (metodas, i�vertinys)
ASE � asimptotinis santykinis efektyvumas (i�vertiniu�, kriteriju�)
TPP � taikomieji programu� paketai
X, Y, Z, ... � atsitiktiniai dydºiai
X, Y , Z, ... � atsitiktiniai vektoriai
XT � transponuotas vektorius, t. y. vektorius � eilut
e
x(P ) � P -asis kvantilis
xP � P -oji kritin
e reik²m
e
P{A} � i�vykio A tikimyb
e
P{A|B} � i�vykio A s¡lygin
e tikimyb
e
Pθ{A}, P{A|θ} � tikimyb
e, priklausanti nuo parametro θ
Fθ(x), F (x; θ), F (x|θ) � pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro
θ (analogi²kai tankio funkcijai)
EX � a. d. X vidurkis
V X � a. d. X dispersija
Eθ(X), E(X|θ), V θ(X), V (X|θ) � a. d. X vidurkis ir dispersija, priklausan-
tys nuo parametro θ
E(X) � a. v. X vidurkiu� vektorius
V (X) � a. v. X kovariaciju� matrica
Cov (X, Y ) � a. d. X ir Y kovariacija
Cov (X, Y ) � a. v. X ir Y kovariaciju� matrica
B(n, p) � binominis skirstinys su parametrais n ir p
P(λ) � Puasono skirstinys su parametru λ;
N(0, 1) � standartinis normalusis skirstinys
N(µ, σ2) � normalusis skirstinys su parametrais µ ir σ2
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LN(µ, σ) � lognormalusis skirstinys su parametrais µ ir σ
E(λ) � eksponentinis skirstinys su parametru λ
G(λ, η) � gama skirstinys su parametrais λ ir η
W (θ, ν) � Veibulo skirstinys su parametrais θ ir ν
AW (θ, ν, γ) � apibendrintasis Veibulo skirstinys su parametrais θ, ν ir γ
U(α, β) � tolygusis skirstinys intervale (α, β)
χ2(n) � chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu�
χ2(n; δ) � necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necent-
ri²kumo parametru δ
S(n) � Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu�
S(n; δ) � necentrinis Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo
parametru δ
F (m, n) � Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu�
F (m, n; δ) � necentrinis Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu� ir necent-
ri²kumo parametru δ
zα � standartinio normaliojo skirstinio α kritin
e reik²m
e
tα(n) � Stjudento skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e
χ2
α(n) � chi kvadrato skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e
Fα(m, n) � Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e
Pk(n, π) � k-matis polinominis skirstinys su parametrais n ir π = (π1, ..., πk)T ,
π1 + ...+ πk = 1
Nk(µ, Σ) � k-matis normalusis skirstinys su vidurkiu� vektoriumi µ ir kovariaciju�
matrica Σ
X ∼ N(µ, σ2) � a. d. X pasiskirst¦s pagal normalu�ji� d
esni� su parametrais µ
ir σ2 (analogi²kai kitu� skirstiniu� atveju)

Xn
P→ X � konvergavimas pagal tikimyb¦ (n→∞)

Xn
b.t.→ X � konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n→∞)

Xn
d→ X, Fn(x)

d→ F (x) � konvergavimas pagal pasiskirstym¡ (silpnasis; n→
∞)

Xn
d→ X ∼ N(µ, σ2) � a. d. Xn asimptoti²kai (n→∞) turi normalu�ji� skirstini�

su parametrais µ ir σ2;
Xn ∼ Yn � a. d. Xn ir Yn asimptoti²kai (n→∞) ekvivalentu	s (Xn − Yn

P→ 0)
||x||�kai x = (x1, ..., xk)T yra vektorius, rei²kia atstum¡ (xTx)1/2 = (

∑
i x

2
i )

1/2

||A|| � kai A = [aij ] yra matrica, rei²kia (
∑
i

∑
j a

2
ij)

1/2

A > B (A ≥ B) � kai A ir B yra vienodos dimensijos kvadratin
es matricos,
rei²kia, kad matrica A−B yra teigiamai (neneigiamai) apibr
eºta.



1 skyrius

Pradin
es s¡vokos

1.1. Statistin
es hipotez
es

Atsitiktinis vektorius X = (X1, ..., Xn)T vadinamas didumo n paprast¡ja im-
timi, jeigu jo koordinat
es yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi a. d. Realiame
eksperimente vektoriaus X i�gytoji reik²m
e x = (x1, ..., xn)T vadinama papras-
tosios imties realizacija, o realizacijos vektoriaus elementai vadinami stebiniais.

Bendresniu atveju vektoriaus X elementai Xi gali bu	ti priklausomi arba
nevienodai pasiskirst¦. Tada vektorius X vadinamas imtimi, o jo i�gyta reik²m
e
x imties realizacija.

Tarkime, kad a. v. X (arba atskiro imties elemento Xi paprastosios imties
atveju) pasiskirstymo funkcija F priklauso pasiskirstymo funkciju� aibei F . Pa-
vyzdºiui, paprastosios imties atveju F gali bu	ti tolydºiu�ju�, diskre£iu�ju�, norma-
liu�ju�, Puasono skirstiniu� pasiskirstymo funkciju� aib
es. Aib
e F nusako statistini�
modeli�.

Tegu F0 yra aib
es F poaibis.
Statistine hipoteze H0 suprasime tvirtinim¡: pasiskirstymo funkcija F prik-

lauso aibei F0. �ym
esime H0 : F ∈ F0. Hipotez¦ H1 : F ∈ F1, kai F1∪F0 = F ,
vadiname alternatyvi¡ja hipoteze, arba, trumpiau, alternatyva.

Jeigu pasiskirstymo funkciju� aib
e F = {Fθ,θ ∈ Θ ∈ Rm} nusakoma baigtin
es
dimensijos parametru θ, tai statistinis modelis vadinamas parametriniu. Tokiu
atveju statistin
es hipotez
es yra parametrin
es, t. y. jos gali bu	ti suformuluotos
baigtin
es dimensijos parametro θ terminais.

Jeigu pasiskirstymo funkciju� aib
e F negali bu	ti nusakyta baigtin
es dimen-
sijos parametru, tai tokia aib
e ir j¡ atitinkantis statistinis modelis vadinami
neparametriniais.

Jei poaibis F0 susideda tik i² vieno aib
es F elemento, tai hipotez
e vadinama
paprast¡ja, prie²ingu atveju � sud
etine.

10
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1.2. Neparametriniu� modeliu� hipoteziu� pavyzdºiai

Suformuluosime daºniausiai tikrinamas neparametriniu� statistiniu� modeliu� hi-
potezes. Alternatyviu�ju� hipoteziu� nepateikiame, nes jas nusakyti neparametri-
niuose modeliuose paprastai bu	na problemi²ka. Alternatyvos bus suformuluotos
nagrin
ejant konkre£ius statistinius kriterijus.

1.2.1. Suderinamumo hipotez
es

Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio pasiskirstymo
funkcija F priklauso ²eimai F . Suderinamumo hipoteze vadiname paprast¡j¡
hipotez¦ H : F (x) ≡ F0(x); £ia F0(x) � visi²kai nusakyta aib
es F pasiskirstymo
funkcija, t. y. aib
e F0 susideda i² vienintelio elemento F0(x). Toki¡ hipotez¦
tikriname, pavyzdºiui, jeigu norime i�sitikinti, kad kompiuteris sugeneravo skirs-
tiniu� N(1, 4), U(0, 1), P(3) ir pan. paprastu�ju� im£iu� realizacijas.

Suderinamumo hipoteze taip pat vadiname sud
etin¦ hipotez¦H : F ∈ F0, kai
F0 = {F (x;θ), θ ∈ Θ ∈ Rm ⊂ F}, o F (x; θ) yra ºinomos analizin
es i²rai²kos
pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo baigtin
es dimensijos parametro θ. Pa-
vyzdºiui, F0 gali bu	ti normaliu�ju�, binominiu�, Puasono ir pan. pasiskirstymo
funkciju� aib
e.

Bendresniu atveju sud
etin
es suderinamumo hipotez
es negali bu	ti nusakytos
baigtin
es dimensijos parametro terminais. Pavyzdºiui, i²gyvenamumo analiz
eje
gali bu	ti tikrinama hipotez
e, kad i-ojo objekto gyvenimo trukm
es pasiskirstymo
funkcija turi toki� pavidal¡:

Fi(x,β) = 1− {1− F0(x)}exp{βTzi},

£ia β = (β1, ..., βm)T neºinomu� parametru� vektorius, z = (z1i, ..., zmi)
T �k-

suota i-ojo objekto kovarian£iu� vektoriaus, nuo kurio gali priklausyti gyvenimo
trukm
e, reik²m
e, o F0(x) neºinoma bazin
e pasiskirstymo funkcija.

Paprastosioms suderinamumo hipotez
ems tikrinti pateikiame chi kvadrato ir
tik
etinumu� santykio kriterijus (2.1 skyrelis), Neimano ir Bartono tipo kriterijus
(3.1, 3.2 skyreliai), kriterijus, grindºiamus empirin
es ir teorin
es pasiskirstymo
funkciju� skirtumu (4.2, 4.3 skyreliai).

Sud
etin
ems suderinamumo hipotez
ems tikrinti pateikiame chi kvadrato kri-
terijus (2.2 ir 2.3 skyreliai), Neimano ir Bartono tipo modi�kuotuosius kri-
terijus (3.4 ir 3.5 skyreliai), kriterijus, grindºiamus empirin
es ir teorin
es pa-
siskirstymo funkciju� skirtumu (4.4 skyrelis), bei specialius kriterijus, sukonstruo-
tus konkre£ioms tikimybiniu� skirstiniu� ²eimoms (6.5 skyrelis).

1.2.2. Nepriklausomumo hipotez
e

Sakykime, kad (Xi, Yi)
T , i = 1, 2, ..., n, yra paprastoji imtis a. v. (X, Y )T ,

kurio pasiskirstymo funkcija F = F (x, y) ∈ F priklauso dvima£iu� pasiskirstymo
funkciju� aibei F . Reikia patikrinti hipotez¦, kad a. d. X ir Y yra nepriklausomi,
t. y. H : F (x1, x2) ∈ F0; £ia F0 ⊂ F yra aib
e tokiu� dvima£iu� pasiskirstymo
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funkciju� F̃ (x1, x2), kurioms teisinga tapatyb
e F̃ (x1, x2) ≡ F1(x1)F2(x2) su
visais (x1, x2) ∈ R2.

Analogi²kai formuluojamos hipotez
es d
el didesnio skai£iaus a. d. nepriklau-
somumo.

Nepriklausomumo hipotez
ems tikrinti pateikiame chi kvadrato kriteriju� (2.4
skyrelis) ir ranginius kriterijus (5.3 ir 5.10 skyreliai).

1.2.3. Atsitiktinumo hipotez
e

Sakykime, kad a. v. X = (X1, ..., Xn)T koordinat
es yra n. a. d. ir jo pa-
siskirstymo funkcija F (x1, ..., xn) = F1(x1) · · ·Fn(xn) priklauso ²eimai P =
{F, F ∈ F}; £ia F � tam tikra n-ma£iu� pasiskirstymo funkciju�, lygiu� marginaliu�ju�
pasiskirstymo funkciju� sandaugai, aib
e. Reikia patikrinti hipotez¦ F (x1, ..., xn) ∈
F0; £ia F0 ⊂ F � aib
e tokiu� nma£iu� pasiskirstymo funkciju� F̃ , kuriu� marginalio-
sios pasiskirstymo funkcijos yra vienodos, t. y. F̃ (x1, ..., xn) = F (x1) · · ·F (xn)
su visais (x1, ..., xn)T ∈ Rn. Kitaip sakant, tikriname hipotez¦, kad X =
(X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e didumo n imtis.

Atsitiktinumo hipotezei tikrinti pateikiame ranginius kriterijus (5.4 skyrelis)
ir seriju� kriteriju� (6.2 skyrelis).

1.2.4. Homogeni²kumo hipotez
e

Dvieju� nepriklausomu� paprastu�ju� im£iu� X = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Ym)T

homogeni²kumo hipotez
e H : F1(x) ≡ F2(x); £ia F1(x) ir F2(x) yra im£iu�
elementu� Xi ir Yj pasiskirstymo funkcijos. Homogeni²kumo hipotez
e tuo atveju,
kai nepriklausomu� im£iu� skai£ius k > 2, formuluojama analogi²kai.

Homogeni²kumo hipotezei tikrinti paprastu�ju� nepriklausomu� im£iu� atveju
pateikiame chi kvadrato kriteriju� (2.5 skyrelis), kriterijus, grindºiamus empiriniu�
pasiskirstymo funkciju� skirtumu (4.5 skyrelis), ranginius kriterijus (5.5 ir 5.8
skyreliai) ir kelet¡ specialiu� kriteriju� (6.1, 6.2.3 skyreliai).

Tarkime, kad turime atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xk)T paprast¡j¡
didumo n imti� Xi = (X1i, ..., Xki)

T , i = 1, 2, ..., n. Tada atskiru� vektoriaus X
koordina£iu� paprastosios imtys (Xj1, ..., Xjn), j = 1, ..., k, gali bu	ti tarpusavyje
priklausomos. Priklausomu� im£iu� homogeni²kumo hipotez
e H : F1(x) ≡ ... ≡
Fk(x) tvirtina, kad a. v. X koordina£iu� marginaliosios pasiskirstymo funkcijos
F1(x), ..., Fk(x) sutampa.

Priklausomu� im£iu� homogeni²kumo hipotez
ems tikrinti pateikiame ranginius
kriterijus (5.7 ir 5.9 skyreliai) ir kelet¡ specialiu� kriteriju� (6.1, 6.3 ir 6.4 skyreliai).

1.2.5. Hipotez
e d
el medianos reik²m
es

Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint absoliu£iai
tolydu�ji� a. d. X. Paºym
ekime M atsitiktinio dydºio X median¡. Tikriname
hipotez¦ H : M = M0, kad medianos reik²m
e lygi skai£iui M0.

Hipotez
ems d
el medianos reik²m
es pateikiame ranginius kriterijus (5.6 sky-
relis) ir ºenklu� kriteriju� (6.1 skyrelis).
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1.3. Statistinis kriterijus

Statistinis kriterijus arba tiesiog kriterijus yra taisykl
e, pagal kuri¡ remiantis
imties realizacija daromas sprendimas apie hipotez
es H0 teisingum¡ ar klaidin-
gum¡. Paprastai sprendimas grindºiamas tam tikros statistikos T = T (X) =
T (X1, ..., Xn), vadinamos kriterijaus statistika, realizacija. Natu	ralu parinkti
statistik¡ T taip, kad jos skirstinys esant teisingai ir klaidingai tikrinamai hipo-
tezei skirtu�si kuo labiau.

Jeigu statistika T , kai hipotez
e teisinga, turi tendencij¡ i�gyti maºesnes (di-
desnes) reik²mes, negu esant teisingai alternatyvai H1, tai hipotez
e H0 at-
metama, kai T > c (T < c), £ia c yra specialiai parenkamas realus skai£ius.
Jeigu esant teisingai hipotezei H0 statistikos T reik²m
es turi tendencij¡ i�gyti
reik²mes i² tam tikro intervalo, o esant teisingai alternatyvai � uº intervalo ribu�,
tai hipotez
e H0 atmetama, kai T < c1 arba T > c2, £ia c1 ir c2 yra specialiai
parinkti realu	s skai£iai.

Tarkime, hipotez
e H0 atmetama, kai T > c (kiti du atvejai aptariami ana-
logi²kai).

Tikimyb
e
β(F ) = PF {T > c}, F ∈ F ,

atmesti hipotez¦ H0, kai imties pasiskirstymo funkcija yra F ∈ F , vadinama
kriterijaus galios funkcija. Naudodami bet kuri� kriteriju� galime padaryti dvieju�
ru	²iu� klaidas:

1. Galima atmesti hipotez¦ H0, kai ji yra teisinga, t. y. F ∈ F0. Tokia
klaida vadinama pirmosios ru	²ies klaida. �ios klaidos padarymo tikimyb
e yra
β(F ), F ∈ F0.

2. Galima priimti hipotez¦ H0, kai ji yra klaidinga, t. y. F ∈ F1. Tokia
klaida vadinama antrosios ru	²ies klaida. �ios klaidos padarymo tikimyb
e yra
1− β(F ), F ∈ F1.

Skai£ius
sup
F∈F0

β(F ) (1.3.1)

vadinamas kriterijaus reik²mingumo lygmeniu.
Fiksuokime α ∈ (0, 1). Statistinis kriterijus vadinamas reik²mingumo lyg-

mens α kriterijumi, jeigu su visais F ∈ F0 pirmosios ru	²ies klaidos tikimyb
e
nevir²ija α. Paprastai reik²mingumo lygmeniu parenkamas artimas nuliui skai-
£ius: α = 0, 1; 0, 05; 0, 01 ir pan.

Jeigu statistikos T skirstinys yra absoliu£iai tolydus, tai su bet kuriuo α ∈
(0, 1) reik²mingumo lygmuo yra pasiekiamas, t. y. atsiras toks F ∈ F0, kad
β(F ) = α.

Reik²mingumo lygmens α kriterijus vadinamas nepaslinktuoju, jeigu

inf
F∈F1

β(F ) ≥ α. (1.3.2)

Tai rei²kia, kad tikimyb
e atmesti hipotez¦ H0, kai ji neteisinga, yra ne maºesn
e,
negu tada, kai ji teisinga.
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Tarkime, T yra aib
e statistiku�, kuriu� pagrindu sukonstruoti nepaslinktieji
reik²mingumo lygmens α kriterijai. Sakysime, kad statistika T apibr
eºia tolygiai
galingiausi¡ji� reik²mingumo lygmens α kriteriju�, jeigu bet kuriai kitai statistikai
T ∗ ∈ T galioja nelygyb
e

βT (F ) ≥ βT∗(F ), ∀F ∈ F1. (1.3.3)

Statistinis kriterijus vadinamas pagri�stuoju, jeigu su visais F ∈ F1

β(F )→ 1, n→∞. (1.3.4)

1.4. P reik²m
e

Prakti²kai statistiniai kriterijai daºnai formuluojami vadinamu�ju� P reik²miu�
terminais (ºr. I dali�, 4.1.2 skyreli�). Priminsime P reik²miu� apibr
eºim¡ ir
statistiniu� kriteriju� formulavim¡ ju� terminais atsiºvelgdami i� neparametriniu�
hipoteziu� speci�k¡.

Tegu kriterijus grindºiamas vienamate statistika T = T (X) ir jo kritin
e sritis
(hipotez
es atmetimo sritis) turi vien¡ i² tokiu� triju� pavidalu�

1) K1 = {x : T (x) ≥ c1}; 2) K2 = {x : T (x) ≤ c2};

3) K3 = {x : T (x) ≥ d1 arba T (x) ≤ d2}. (1.4.1)

Nagrin
ejant reik²mingumo lygmens α hipotez
es H : F ∈ F0 tikrinimo kri-
terijus, konstantos c1, c2, d1, d2 tur
etu� tenkinti s¡lygas

1) α = sup
F∈F0

PF {T ≥ c1}; 2) α = sup
F∈F0

PF {T ≤ c2};

α

2
= sup
F∈F0

PF {T ≥ d1} = sup
F∈F0

PF {T ≤ d2}. (1.4.2)

Paºym
ekime t = T (x) statistikos T realizacij¡, kuri ºinoma, jei ºinoma
imties X realizacija x.

Apibr
eºkime P reik²mes tokio tipo kritin
ems sritims lygyb
emis:

1) pv = sup
F∈F0

PF {T ≥ t}; 2) pv = sup
F∈F0

PF {T ≤ t};

3) pv = 2 min( sup
F∈F0

PF {T ≥ t}, sup
F∈F0

PF {T ≤ t}. (1.4.3)

4.1.1 pastaba. Daºniausiai

sup
F∈F0

PF {T ≥ t} = PF0
{T ≥ t}, sup

F∈F0

PF {T ≤ t} = PF0
{T ≤ t},

£ia F0 yra aibiu� F0 ir F1 uºdariniu� sankirta.
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1.4.1 teorema. Tarkime, kad kriterijaus kritin
e sritis turi vien¡ i² triju� (1.4.1)
pavidalu�. Eksperimente, kuriame statistika T i�gijo reik²m¦ t, hipotez
e H at-
metama reik²mingumo lygmens α kriterijumi tada ir tik tada, kai pv ≤ α.

I�rodymas. Remdamiesi (1.4.1), (1.4.2) ir pv apibr
eºimais (1.4.3) gauname

1)t ≥ c1 ⇔ pv = sup
F∈F0

PF {T ≥ t} ≤ sup
F∈F0

PF {T ≥ c1} = α;

2)t ≤ c2 ⇔ pv = sup
F∈F0

PF {T ≤ t} ≤ sup
F∈F0

PF {T ≤ c2} = α;

3)t ≤ d1 arba t ≥ d2 ⇔ sup
F∈F0

PF {T ≤ t} ≤ sup
F∈F0

PF {T ≤ d1} = α/2; arba

sup
F∈F0

PF {T ≥ t} ≤ sup
F∈F0

PF {T ≥ d2} = α/2;⇔

pv = 2 min( sup
F∈F0

PF {T ≥ t}, sup
F∈F0

PF {T ≤ t}) ≤

2 min( sup
F∈F0

PF {T ≥ d1}, sup
F∈F0

PF {T ≤ d2}) = α.

N
Jeigu kritin
e sritis apibr
eºiama naudojant asimptotini� statistikos T skirstini�

(paprastai normalu�ji� ar chi kvadrato), tada P reik²m
e pva, randama i² asimp-
totinio statistikos T skirstinio, vadinama asimptotine P reik²me.

1.5. Tolydumo pataisa

Jeigu statistikos T skirstinys yra diskretusis ir aproksimuojamas absoliu£iai toly-
dºiuoju (paprastai normaliuoju) skirstiniu, tai aproksimavimo tikslumas pa-
did
eja i�vedus vadinam¡j¡ Jeitso tolydumo patais¡ [31].

Tolydumo pataisos id
ej¡ pailiustruosime konkre£iu pavyzdºiu.

1.5.1 pavyzdys. Tikrinama parametrin
e hipotez
e H : p ≤ 0, 5, kai alternatyva yra H1 :
p > 0, 5, pagal didumo n paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint a. d. X ∼ B(1, p). Tarkime, atlikus
n = 20 Bernulio eksperimentu�, nagrin
ejamas i�vykis pasirod
e T = 13 kartu�. Hipotez
e H
atmetama, kai statistika T i�gyja dideles reik²mes, t. y. turi pavidal¡ T ≥ c. Kai hipotez
e
teisinga, statistika T ∼ B(20, 0, 5). Gauname P reik²m¦

pv = P{T ≥ 13} =
20∑
i=13

Ci20(1/2)20 = I1/2(13, 8) = 0, 131588.

Pagal normali¡j¡ aproksimacij¡

Zn = (T − 0, 5n)/
√

0, 25n = (T − 10)/
√

5
d→ Z ∼ N(0, 1)

gauname

pva = P{T ≥ 13} = P

{
T − 10
√

5
≥

13− 10
√

5

}
≈

1− Φ

(
13− 10
√

5

)
= 0, 089856.

Gautoji reik²m
e ºymiai maºesn
e uº tikr¡j¡ P reik²m¦.
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Reikia paºym
eti, kad P{T ≥ 13} = P{T > 12}. Tod
el galima sudaryti dvi ²ios tikimyb
es
aproksimacijas normaliuoju skirstiniu:

1− Φ(13− 10/
√

5) = 0, 089856

arba
1− Φ(12− 10/

√
5) = 0, 185547.

Tolydumo pataisa rei²kia, kad normali¡j¡ aproksimacij¡ taikome imdami intervalo (12, 13]
viduri�. Taigi asimptotin
e P reik²m
e su tolydumo pataisa yra

pvap = 1− Φ((13− 0, 5− 10)/
√

5) = 0, 131776.

Gautoji reik²m
e yra artima tikrajai P reik²mei.
Jeigu tikrinama parametrin
e hipotez
e H, kai alternatyva yra H2 : p < 0, 5, tai hipotez
e

H atmetama, kai statistika T i�gyja maºas reik²mes, t. y. turi pavidal¡ T ≤ d. Gauname P
reik²m¦

pv = P{T ≤ 13} =
13∑
i=0

Ci20(1/2)20 = I1/2(7, 14) = 0, 942341.

Pagal normali¡j¡ aproksimacij¡
pva = Φ(13− 10/

√
5) = 0, 910144.

Gautoji reik²m
e daug maºesn
e uº tikr¡j¡ P reik²m¦.
Reikia paºym
eti, kad P{T ≤ 13} = P{T < 14}. Tod
el galima sudaryti dvi ²ios tikimyb
es

aproksimacijas normaliuoju skirstiniu:
Φ(13− 10/

√
5) = 0, 910144, Φ(14− 10/

√
5) = 0, 963181.

Taikydami normali¡j¡ aproksimacij¡ intervalo (13, 14] viduryje, gauname

pvap = Φ((13 + 0, 5− 10)/
√

5) = 0, 941238,

kuri yra artima tikrajai P reik²mei.
Dvipus
es alternatyvos H3 : p 6= 0, 5 atveju P reik²m
e

pv = 2 min{FT (13), 1− FT (13−)} =

2 min{0, 942341, 0, 131588} = 0, 263176,

o
pva = 2 min{0, 910144, 0, 089856} = 0, 179712.

Asimptotin
e P reik²m
e su tolydumo pataisa
pvap = 2 min{Φ((13 + 0, 5− 10)/

√
5), 1− Φ((13− 0, 5− 10)/

√
5)} =

2 min{0, 941238, 0, 131776} = 0, 263452.

Matome, kad visais atvejais aproksimacija su tolydumo pataisa yra gerokai tikslesn
e.

Bendru atveju tarkime, kad sveikaskaitin
e statistika T esant teisingai tikri-
namajai hipotezei asimptoti²kai turi normalu�ji� skirstini�, t. y. centruotos ir nor-
muotos statistikos

Z =
T −ET√
V T

skirstinys asimptoti²kai yra standartinis normalusis. Tarkime, tikrinamos hipo-
tez
es kriterijus, atsiºvelgiant i� alternatyvas, apibr
eºiamas nelygyb
emis

a) T ≥ c; b) T ≤ d; c) T ≤ c1 arba T ≥ c2.

Tada P reik²m
e su tolydumo pataisa yra

a) pvap = 1− Φ((t− 0, 5−ET )/
√
V T );

b) pvap = Φ((t+ 0, 5−ET )/
√
V T );

c) pvap = 2 min

[
Φ

(
t+ 0, 5−ET√

V T

)
, 1− Φ

(
t− 0, 5−ET√

V T

)]
, (1.5.1)

£ia t yra statistikos T realizacija.
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1.6. Kriteriju� asimptotinis santykinis efektyvumas

Tarkime, kad esant teisingai tikrinamajai hipotezei arba alternatyvai imties
skirstinys priklauso neparametrinei skirstiniu� ²eimai, priklausan£iai nuo ska-
liarinio parametro θ ir kito parametro ϑ. Tikrinsime hipotez¦ H0 : θ = θ0, kai
alternatyva yra vienpus
e H1 : θ > θ0 arba H2 : θ < θ0 bei dvipus
e H3 : θ 6= θ0.

1.6.1 pavyzdys. Tegu X = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Ym)T yra dvi nepriklauso-

mos paprastosios imtys; Xi ∼ F (x) ir Yi ∼ F (x − θ); kur F (x) yra neºinoma absoliu£iai

tolydi pasiskirstymo funkcija (parametras ϑ), o θ yra poslinkio parametras. Homogeni²kumo

hipotez¦ galima suformuluoti parametro θ terminais: H0 : θ = 0, kai alternatyvos yra

H1 : θ > 0, H2 : θ < 0, H3 : θ 6= 0.

Nagrin
ekime vienpus¦ alternatyv¡ H1. Fiksuokime reik²mingumo lygmeni�
α ∈ (0, 1). Tarkime, hipotez
e atmetama, kai

Tn > cn,α,

£ia n yra imties didumas, o Tn � kriterijaus statistika. Kriterijaus galios funkcija

βn(θ) = P{Tn > cn,α}.

Jeigu kriterijus yra pagri�stas, tai jo galios funkcija art
eja i� 1 su bet kuria alter-
natyvi¡ja parametro θ reik²me. Taigi kriterijaus galios riba su bet kuria �ksuota
alternatyva n
era tinkamas rodiklis kriterijams palyginti. Kriteriju� galias galima
palyginti imant alternatyvu� sek¡

Hn : θ = θn = θ0 +
h

nδ
, δ > 0, h > 0,

kuri augant imties didumui n art
eja prie hipotetin
es parametro reik²m
es θ0.
Tarkime, kad kriterijams, kuriu� statistikos yra T1n ir T2n, galioja lygyb
es

θm = θ0 +
h1

nδ1m
= θ0 +

h2

nδ2m
,

£ia nim →∞, kai m→∞, ir

lim
m→∞

βn1m(θm) = lim
m→∞

βn2m(θm).

Tada riba (jeigu ji egzistuoja su kuria nors seka θm)

e(T1n, T2n) = lim
m→∞

n2m

n1m

yra vadinama pirmojo kriterijaus asimptotiniu santykiniu efektyvumu (ASE)
antrojo kriterijaus atºvilgiu [26].

Kai i�vykdytos tam tikros reguliarumo s¡lygos ASE egzistuoja ir turi palyginti
paprast¡ pavidal¡.
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Reguliarumo s¡lygos:

1)Pθ0{Tin ≥ cn,α} → α.

2) Ta²ko θ0 aplinkoje egzistuoja

µin(θ) = EθTin, σ2
in = V θTin;

funkcija µin(θ) turi baigtin¦ i²vestin¦ µ̇in(θ0) ta²ke θ0, tarkime, µ̇in(θ0) > 0.
3) Egzistuoja ribos

lim
n→∞

µin(θ) = µi(θ), lim
n→∞

nδσin(θ) = σi(θ), µi(θ0)/σi(θ0) > 0,

£ia δ > 0.
4) Su visais h > 0

µ̇in(θn)→ µ̇i(θ0), σin(θn)→ σi(θ0).

5) Kriteriju� statistikos asimptoti²kai normaliosios:

Pθn{(Tin − µin(θn))/σin(θn) ≤ z} → Φ(z).

1.6.1 teorema. Jeigu i²pildytos pateiktos reguliarumo s¡lygos, tai kriteriju�
asimptotinis santykinis efektyvumas gali bu	ti apskai£iuotas pagal toki¡ formul¦:

e(T1n, T2n) =

(
µ̇1(θ0)/σ1(θ0)

µ̇2(θ0)/σ2(θ0)

)1/δ

. (1.6.1)

I�rodymas. Pradºioje praleisime indeks¡ i. Nagrin
esime kriterijaus galios
rib¡ limn→∞ βn(θn). Remdamiesi 1) s¡lyga gauname

Pθ0

{
Tn − µn(θ0)

σn(θ0)
> zn,α

}
→ α,

zn,α =
cn,α − µn(θ0)

σn(θ0)
→ zα.

Remdamiesi 2) � 4) s¡lygomis

µn(θn)− µn(θ0)

σn(θ0)
=
µ̇n(θ0)hn−δ + o(1)

σn(θ0)n−δ + o(1)
→ µ̇(θ0)

σ(θ0)
h.

Panaudoj¦ 5) s¡lyga randame

βn(θn) = Pθn{Tn > cn,α} = Pθn

{
Tn − µn(θn)

σn(θn)
>
cn,α − µn(θn)

σn(θn)

}

= Pθn

{
Tn − µn(θn)

σn(θn)
> zn,α

σn(θ0)

σn(θn)
− µn(θn)− µn(θ0)

σn(θ0)

σn(θ0)

σn(θn)

}
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→ 1− Φ

(
zα − h

µ̇n(θ0)

σ(θ0)

)
.

Tegu T1n ir T2n dvi statistikos, kurioms patenkintos teoremos s¡lygos, ir

θm = θ0 +
h1

nδ1m
= θ0 +

h2

nδ2m

art
ejan£iu� alternatyvu� seka. I² ²ios lygyb
es gauname

n2m

n1m
=

(
h2

h1

)1/δ

Turime

βnim(θm)→ 1− Φ

(
zα − hi

µ̇i(θ0)

σi(θ0)

)
, i = 1, 2.

Parenkame n1m ir n2m sulygindami kriteriju� galiu� ribas. Gauname

n2m

n1m
=

(
h2

h1

)1/δ

=

(
µ̇1(θ0)/σ1(θ0)

µ̇2(θ0)/σ2(θ0)

)1/δ

.

N



2 skyrius

Chi kvadrato kriterijus

Vienas i² bu	du� neparametriniams kriterijams sudaryti yra toks: vietoje gauto-
sios imties yra naudojami steb
ejimu� patekimo i� tam tikras nesikertan£ias sri-
tis daºniai. Tada, kad ir koks bu	tu� pradinis skirstinys, gauname polinomini�
skirstini�, apra²anti� min
etu� daºniu� pasiskirstym¡. Tokiu bu	du sukonstruoti kri-
terijai tampa tiesiogiai nepriklausomi nuo pradinio skirstinio.

2.1. Paprastosios suderinamumo hipotez
es tikri-
nimas

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X, kurio pa-
siskirstymo funkcija F priklauso aibei F .

Paprastoji suderinamumo hipotez
e:

H0 : F (x) = F0(x), ∀ x ∈ R, (2.1.1)

£ia F0(x) yra visi²kai nusakyta (ºinoma) aib
es F pasiskirstymo funkcija.
Pavyzdºiui,

H0 : X ∼ U(0, 1), H0 : X ∼ B(10, 0, 5), X ∼ N(3, 4),

yra paprastosios suderinamumo hipotez
es. Tokias hipotezes tikriname, pavyz-
dºiui, tada, kai norime i�sitikinti, kad kompiuteriu sugeneruot¡ skai£iu� rinkini� ga-
lime interpretuoti kaip realizacij¡ paprastosios imties, gautos stebint a. d. X ∼
N(0, 1), X ∼ P(3) ir pan.

Sudalinkime abscisiu� a²i� i� intervalus: −∞ = a0 < a1 < ... < ak = ∞.
Paºym
ekime Uj steb
ejimu�, patekusiu� i� interval¡ (aj−1, aj ], skai£iu�

Uj =

n∑
i=1

1(aj−1,aj ](Xi), j = 1, ..., k.

20
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Vietoje pradin
es imties X gauname maºiau informatyvi¡ grupuot¡j¡ imti�

U = (U1, ..., Uk)T .

Atsitiktinis vektorius (U1, ..., Uk)T turi polinomini� skirstini� P(n, π): kai
0 ≤ mi ≤ n,

∑
imi = n,

P{U1 = m1, ..., Uk = mk} =
n!

m1!...mk!
πm1

1 ...πmkk , (2.1.2)

£ia πi = P{X ∈ (ai−1, ai]} = F (ai) − F (ai−1) yra tikimyb
e, kad a. d. X i�gis
reik²m¦ i² intervalo (ai−1, ai], π = (π1, ..., πk)T , π1 + ...+ πk = 1.

Vietoje hipotez
es (2.1.1) tikrinsime hipotez¦ apie polinominio skirstinio para-
metru� reik²mes.

Hipotez
e apie polinominio skirstinio parametru� reik²mes:

H ′0 : π = πi0 = F0(ai)− F0(ai−1), i = 1, 2, ..., k. (2.1.3)

Kai hipotez
e H ′0 teisinga, tai

U ∼ Pk(n,π0),

£ia π0 = (π10, ..., πk0), π10 + ...,+πk0 = 1.
Atmetus hipotez¦ H ′0, natu	ralu atmesti ir hipotez¦ H0.
Pirsono chi kvadrato kriterijus hipotezei H ′0 tikrinti yra grindºiamas skir-

tumais tarp tikimybiu� πj DT i�vertiniu� π̂j , gautu� pagal grupuot¡j¡ imti� U , ir
hipotetiniu� ²iu� tikimybiu� reik²miu� πj0.

I² s¡lygos π1 + ... + πk = 1 gauname, kad polinominis skirstinys Pk(n,π)
fakti²kai priklauso nuo (k − 1)-ma£io parametro (π1, ..., πk−1)T .

Pagal (2.1.2) atsitiktinio vektoriaus (U1, ..., Uk)T tik
etinumo funkcija

L(π) =
n!

U1!...Uk!
πU1

1 ...πUkk , (2.1.4)

o logtik
etinumo funkcija

`(π1, ..., πk−1) =

k−1∑
j=1

Uj lnπj + Uk ln(1−
k−1∑
j−1

πj) + lnC.

I² £ia
˙̀
j =

Uj
πj
− Uk

1− (π1 + ...+ πk−1)
=
Uj
πj
− Uk
πk
,

ir su visais j, l = 1, ..., k
Ujπl = Ulπj .

Sumuodami pagal l ir atsiºvelg¦ i� tai, kad π1 + ... + πk = 1, U1 + ... + Uk = n,
gauname Uj = nπj . Taigi parametru� πj DT i�vertiniai yra

π̂ = (π̂1, ..., π̂k)T , π̂j = Uj/n, j = 1, ..., k.
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Pirsono statistika turi toki� pavidal¡

X2
n =

k∑
i=1

(
√
n(π̂i − πi0))2

πi0
=

k∑
i=1

(Ui − nπi0)2

nπi0
=

1

n

k∑
i=1

U2
i

πi0
− n. (2.1.5)

Jeigu hipotez
e H ′0 teisinga, tai skirtumo π̂i − πi0 realizacijos turi tenden-
cij¡ koncentruotis apie nuli�. Prie²ingu atveju atsiras tokios indeksu� i reik²m
es,
kad ²iu� skirtumu� realizacijos grupuosis apie reik²m¦, nutolusi¡ nuo nulio, taigi
statistika X2

n tur
es tendencij¡ i�gyti didesnes reik²mes. Vadinasi, hipotez
e H ′0
atmestina, kai statistika X2

n i�gyja dideles reik²mes.
Pirsono kriterijus yra asimptotinis ir grindºiamas toliau pateikiama statis-

tikos X2
n aproksimacija chi kvadrato skirstiniu.

2.1.1 teorema. Jeigu 0 < πi0 < 1, π10 + ... + πk0 = 1, tai esant teisingai
hipotezei

X2
n

d→ χ2
k−1, kai n→∞.

I�rodymas. Kai hipotez
e H ′0 teisinga, a. v. U = (U1, ..., Uk)T yra suma
vienodai pasiskirs£iusiu� nepriklausomu� a. v. Xj ∼ Pk(1,π0) su vidurkiu π0 ir
kovariacine matrica D = [dij ]k×k, dii = πi0(1− πi0), dij = −πi0πj0, i 6= j.

Jeigu 0 < πi0 < 1, π10 + ...+ πk0 = 1, tai sumai galioja daugiamat
e CRT

(U − nπ0)T√
n

=
√
n(π̂ − π0)T

d→ Y ∼ Nk(0,D), (2.1.6)

kai n→∞. Matric¡ D galima uºra²yti tokiu pavidalu:

D = p0 − p0p
T
0 ,

£ia p0 yra diagonalioji matrica su elementais π10, ..., πk0 ant pagrindin
es i�striºain
es.
Atsitiktiniam vektoriui

Zn =
√
np
−1/2
0 (π̂ − π0) =

(√
n(π̂1 − π10)
√
π10

, ...,

√
n(π̂k − πk0)
√
πk0

)T
taip pat galioja daugiamat
e CRT

Zn
d→ Z ∼ Nk(0,Σ),

£ia
Σ = p

−1/2
0 Dp

−1/2
0 = Ik − qqT ,

£ia q = (
√
π10, ...,

√
πk0)T , qTq = 1, o Ik yra vienetin
e k × k matrica. Matrica

Σ yra idempotentin
e (ΣΣ = Σ), jos rangas RangΣ = k − 1, o apibendrintoji
atvirk²tin
e Σ− = Ik + qqT (ºr. 2.4 pratim¡). Gauname

X2
n = ZTnΣ−Zn = ||Zn||2

d→ ||Z||2 ∼ χ2(k − 1). (2.1.7)

N
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Remdamiesi teorema gauname:

Pirsono chi-kvadrato kriterijus: hipotez
e H ′0 atmetama asimptotiniu α
lygmens kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

X2
n > χ2

α(k − 1). (2.1.8)

Hipotezei H ′0 tikrinti galime sudaryti tik
etinumu� santykio kriteriju�, grindºiam¡
statistika

Λ =
L(π0)

supπ L(π)
=
L(π0)

L(π̂)
= nn

k∏
i=1

(
πi0
Ui

)Ui
=

k∏
i=1

(
nπi0
Ui

)Ui
.

Kai teisinga hipotez
e (ºr. A pried¡, 6.1.2 pastab¡), asimptoti²kai (n→∞)

Rn = −2 ln Λ = 2

k∑
i=1

Ui ln
Ui
nπi0

d→ V ∼ χ2(k − 1). (2.1.9)

Taigi statistikos Rn ir X2
n asimptoti²kai ekvivalen£ios.

Tik
etinumu� santykio kriterijus: hipotez
e H ′0 atmetama asimptotiniu α
lygmens kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

Rn > χ2
α(k − 1). (2.1.10)

2.1.1 pastaba. Hipotez
es H0 ir H ′0 bendru atveju n
era ekvivalen£ios. Hipote-
z
eje H ′0 tvirtinama tik tiek, kad pasiskirstymo funkcijos pokytis j-ame intervale
yra πj0, ta£iau nereglamentuojamas pasiskirstymo funkcijos elgesys intervalo
viduje. Jeigu n didelis, tai galima padidinti grupavimo intervalu� skai£iu� ir ²itaip
²ias hipotezes suartinti.

2.1.2 pastaba. Reikia tur
eti omenyje, kad kriterijai (2.1.8), (2.1.10) yra apy-
tiksliai, gauti su s¡lyga, kad imties didumas n → ∞. Tod
el i²vadu� tikslumas
priklauso nuo to, kaip gerai galioja aproksimacijos (2.1.7), (2.1.9). Jeigu parink-
sime per dideli� grupavimo intervalu� skai£iu�, tai kiekviename intervale daºniai
i�gis tik reik²m¦ 0 arba 1, ir aproksimacija bus netiksli. Tod
el intervalu� skai£ius
k netur
etu� bu	ti per daug didelis. Praktin
e taisykl
e: grupavimo intervalus reikia
parinkti taip, kad nπi0 ≥ 5.

2.1.3 pastaba. Jeigu kyla abejoniu� d
el statistikos X2
n (arba Rn) aproksimavi-

mo chi kvadrato skirstiniu tikslumo, tai kriteriju� galima patikslinti naudojant
kompiuterini� modeliavim¡.

Tarkime, statistikos X2
n realizacija yra x2

n. Modeliuokime N kartu� atsitiktini�
vektoriu�U ∼ Pk(n,π0) ir kiekvien¡ kart¡ apskai£iuokime statistikosX2

n reik²m¦.
Tegu M ºymi, kiek kartu� gautosios reik²m
es vir²ija turim¡ realizacij¡ x2

n. Tada
P reik²m
es i�ver£iu galime imti p̂v = M/N . Hipotez
e H ′0 atmetama apytiksliu
α lygmens kriterijumi, kai p̂v < α. Pateikto kriterijaus tikslumas priklauso tik
nuo realizaciju� skai£iaus N .
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2.1.4 pastaba. Jeigu stebimo a. d. X skirstinys yra diskretusis, sukoncent-
ruotas ta²kuose x1, ..., xk, tai grupavimas nereikalingas. Imtyje gauname tik
galimas reik²mes, o Ui ²iuo atveju rei²kia reik²m
es xi pasirodymo daºni�.

2.1.5 pastaba. Jeigu hipotez
e H ′0 neteisinga ir U ∼ Pk(n,π), tai statistiku�
Rn arba X2

n skirstiniai aproksimuojami necentriniu chi kvadrato skirstiniu su
k − 1 laisv
es laipsniu ir necentri²kumo parametru

∆ = 2n

k∑
i=1

πi ln
πi
πi0
≈ δ = n

k∑
i=1

(πi − πi0)2

πi0
. (2.1.11)

2.1.1 pavyzdys. Kompiuteriu sugeneruota n = 80 atsitiktiniu� skai£iu�. Gautieji rezultatai:

0,0100 0,0150 0,0155 0,0310 0,0419 0,0456 0,0880 0,1200 0,1229
0,1279 0,1444 0,1456 0,1621 0,1672 0,1809 0,1855 0,1882 0,1917
0,2277 0,2442 0,2456 0,2476 0,2538 0,2552 0,2681 0,3041 0,3128
0,3810 0,3832 0,3969 0,4050 0,4182 0,4259 0,4365 0,4378 0,4434
0,4482 0,4515 0,4628 0,4637 0,4668 0,4773 0,4799 0,5100 0,5309
0,5391 0,6033 0,6283 0,6468 0,6519 0,6686 0,6689 0,6865 0,6961
0,7058 0,7305 0,7337 0,7339 0,7440 0,7485 0,7516 0,7607 0,7679
0,7765 0,7846 0,8153 0,8445 0,8654 0,8700 0,8732 0,8847 0,8935
0,8987 0,9070 0,9284 0,9308 0,9464 0,9658 0,9728 0,9872

Ar ²ie duomenys neprie²tarauja prielaidai, kad tai yra paprastosios imties, gautos stebint
a. d. X ∼ U(0, 1), realizacija?

Sudalinkime interval¡ (0, 1) i� 5 vienodo ilgio intervalus: [0; 0, 2], (0, 2; 0, 4], (0, 4; 0, 6], (0, 6;
0, 8], (0, 8 ; 1].

Gauname vektoriaus U realizacij¡: 18; 12; 16; 19; 15. Tikriname hipotez¦ H′0 : πi = 0, 2,
i = 1, ..., 5. Gauname

X2
n =

1

n

k∑
i=1

U2
i

πi0
− n =

182 + 122 + 162 + 192 + 152

80 · 0, 2
− 80 = 1, 875.

Asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2
4 > 1, 875} = 0, 7587. Atmesti hipotez¦ H′0 n
era pagrindo.

Tik
etinumu� santykio kriterijus leidºia gauti t¡ pati� atsakym¡, nes statistikos Rn realizacija

yra 1,93 ir pva = P{χ2
4 > 1, 93} = 0, 7486.

Paprast¡j¡ suderinamumo hipotez¦ daºnai tenka tikrinti, norint i�sitikinti, ar
atsitiktiniai kampai (arba, ekvivalen£iai, ta²kai ant apskritimo) yra pasiskirst¦
tolygiai. Apie atsitiktiniu� kampu� skirstinius ir ju� taikym¡ ºr. I dalies 3.7.15 ir
4.7.12 skyrelius ir monogra�j¡ [21].

2.1.2 pavyzdys. Lentel
eje pateikti duomenys apie uºregistruotus susirgimo leukemija atvejus
Anglijoje per 1946 � 60 metu� laikotarpi� sugrupuoti m
enesiniais intervalais.(ºr.[21])

M
enuo Susirgo M
enuo Susirgo M
enuo Susirgo
Sausis 39 Geguº
e 38 Rugs
ejis 37
Vasaris 37 Birºelis 59 Spalis 47
Kovas 29 Liepa 50 Lapkritis 34

Balandis 45 Rugpju	tis 54 Gruodis 37

Perveskime duomenis i� kampu� steb
ejimus sutapatindami metu� interval¡ su intervalu (0, 2π],

t. y. sausis atitinka sektoriu� nuo 0◦ iki 30◦; vasaris � sektoriu� nuo 30◦ iki 60◦ ir t. t. Patikrinkime

prielaid¡, kad kampai pasiskirst¦ tolygiai su tankiu 1/2π. Duomenys jau sugrupuoti i� vienodo
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ilgio intervalus. Taigi tikrinsime hipotez¦ H′0 : π10 = π20 = ... = πk0 = 1/12. Randame

statistiku� Rn ir X2
n realizacijas: Rn = 20, 0797, X2

n = 20, 4822. Asimptotin
es P reik²m
es:

pva = P{χ2
11 > 20, 0797} = 0, 0443; pva = P{χ2

11 > 20, 4822} = 0, 0391. Abu kriterijai

atmeta tolygumo hipotez¦, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0443.

2.1.6 pastaba. Kriterijai (2.1.8),(2.1.10) nebu	tinai susij¦ su paprastosios su-
derinamumo hipotez
es H0 tikrinimu. Gali reik
eti tiesiog patikrinti hipotez¦ H ′0
apie polinominio skirstinio parametru� reik²mes (ºr. pateikiam¡ pavyzdi�).

2.1.3 pavyzdys. Nustatyta, kad gamyklos tam tikro ilgo laikotarpio produkcijos 0,35 dali�
sudaro pirmosios ru	²ies gaminiai; 0,6 dali� � antrosios ru	²ies, o likusi¡ 0,05 dali� sudaro brokas.
Patikrinus 300 gaminiu� partij¡ surasta 115 gaminiu� pirmosios ru	²ies, 165 � antrosios ir 20 �
su defektais. Ar galima daryti i²vad¡, kad gaminiu� kokyb
e nepakito?

�iame pavyzdyje U1 = 115, U2 = 165, U3 = 20, n = 300 ir reikia patikrinti hipotez¦
H′0 : π1 = 0, 35, π2 = 0, 60, π3 = 0, 05. Randame statistiku� (2.1.5) ir (2.1.9) reik²mes

X2
n = 3, 869, Rn = 3, 717.

Laisv
es laipsniu� skai£ius yra k − 1 = 3− 1 = 2.

Kadangi P{χ2
2 > 3, 869} = 0, 1445 ir P{χ2

2 > 3, 717} = 0, 1559, tai atmesti hipotez¦ H′0
n
era pagrindo.

2.2. Pirsono suderinamumo kriterijus: sud
etin
e
hipotez
e

Sakykime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X, kurio
pasiskirstymo funkcija F (x) priklauso ²eimai F .

Sud
etin
e hipotez
e

H0 : F (x) ∈ F0 = {F (x;θ),θ ∈ Θ} ⊂ F , (2.2.1)

kad stebimojo a. d. X pasiskirstymo funkcija priklauso aibei F0, kuri sudaryta
i² ºinomos funkcin
es i²rai²kos pasiskirstymo funkciju� F (x;θ), priklausan£iu� nuo
neºinomo s-ma£io parametro θ = (θ1, ..., θs)

T ∈ Θ ⊂ Rs.
Pavyzdºiui, tikriname hipotez¦, kad stebimojo a. d. X skirstinys priklauso

normaliu�ju�, eksponentiniu�, Puasono, binominiu� ar kitu� skirstiniu� ²eimai.
Kaip ir pirmesniame poskyryje, sudalinkime abscisiu� a²i� i� k > s+1 intervalu�

ir tegu Uj rei²kia steb
ejimu�, patekusiu� i� j-¡ji� interval¡, skai£iu�, j = 1, 2, ..., k.
Grupuotoji imtisU = (U1, ..., Uk)T turi k-mati� polinomini� skirstini� Pk(n,π),

£ia
π = (π1, ..., πk)T ,

πi = P{X ∈ (ai−1, ai]} = F (ai)− F (ai−1), F ∈ F .
Jeigu hipotez
e H0 teisinga, tai teisinga ir hipotez
e

H ′0 : π = π(θ), θ ∈ Θ,

£ia

π(θ) = (π1(θ), ..., πk(θ))T , πi(θ) = F0(ai;θ)− F0(ai−1;θ). (2.2.2)
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Taigi hipotez
eje H ′0 tvirtinama, kad vektoriaus U polinominio skirstinio tikimy-
bes galima i²reik²ti pavidalo (2.2.2) funkcijomis nuo parametru� θ1, ..., θs, s+
1 < k.

Kadangi parametras θ neºinomas, tai negalima apskai£iuoti Pirsono statis-
tikos (2.1.5)

X2
n(θ) =

k∑
i=1

(Ui − nπi(θ))2

nπi(θ)
=

1

n

k∑
i=1

U2
i

πi(θ)
− n. (2.2.3)

Natu	ralu ²ioje i²rai²koje pakeisti neºinomus parametrus tam tikrais i�vertiniais
ir i²nagrin
eti gautu� tokiu bu	du statistiku� savybes. Pasirodo, kad i�ra²ius i�
(2.2.3) parametro θ DT i�vertini�, sudaryt¡ i² negrupuotu� duomenu�, gautos statis-
tikos skirstinys priklauso nuo F0(x;θ) (ir nuo parametro θ). Jeigu parametro
θ i�vertinys randamas remiantis maºiau informatyvia grupuot¡ja imtimi U =
(U1, ..., Uk)T , tai gautosios statistikos asimptotinis skirstinys yra chi kvadrato
skirstinys su k − 1 − s laisv
es laipsniu� ir nepriklauso nuo neºinomo parametro
θ.

Pateiksime kelet¡ tokio tipo i�vertiniu�.

1) Kai hipotez
e H0 teisinga, imties U tik
etinumo funkcija ir jos logaritmas
yra

L̃(θ) =
n!

U1!...Uk!

k∏
i=1

πUii (θ), ˜̀(θ) =

k∑
i=1

Ui lnπi(θ) + C. (2.2.4)

Parametro θ grupuotosios imties DT i�vertini� θ∗n gauname spr¦sdami lyg£iu�
sistem¡

∂ ˜̀

∂θj
=

k∑
i=1

Ui
πi(θ)

∂πi(θ)

∂θj
= 0, j = 1, 2, ..., s. (2.2.5)

Pakeit¦ i²rai²koje (2.2.3) neºinom¡ parametr¡ θ i�vertiniu θ∗n, gausime statistik¡

X2
n(θ∗n) =

k∑
j=1

(Uj − nπj(θ∗n))2

nπj(θ
∗
n)

. (2.2.6)

2) Kitas bu	das rasti i�vertini� � minimizuoti kvadratin¦ form¡ (2.2.3), t. y.
rasti i�vertini� θ̃n i² s¡lygos

X2
n(θ̃n) = inf

θ∈Θ
X2
n(θ) = inf

θ∈Θ

k∑
i=1

(Ui − nπi(θ))2

nπi(θ)
. (2.2.7)

�is i�vertiniu� radimo bu	das vadinamas chi kvadrato minimumo metodu.

3) Ie²kant i�vertinio θ̃n gaunamos gana sud
etingos lyg£iu� sistemos, tod
el kar-
tais i²rai²ka (2.2.3) supaprastinama pakei£iant vardikli� i� Ui ir paskui j¡ mi-
nimizuojant. Tai vadinamasis modi�kuotas chi kvadrato minimumo metodas
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i�vertiniams rasti. Paºym
ej¦ ²iuo metodu gaut¡ i�vertini� θ̄n, gauname statistik¡

X2
n(θ̄n) = inf

θ∈Θ

k∑
i=1

(Ui − nπi(θ))2

Ui
. (2.2.8)

Gavome tris chi kvadrato tipo statistikas (2.2.6)�(2.2.8).

4) Apibr
eºkime tik
etinumu� santykio statistik¡ pagal grupuot¡j¡ imti�

Rn = −2 ln
supθ∈Θ L̃

supπ L(π)
= −2 ln

supθ∈Θ

∏k
i=1 π

Ui
i (θ)

supπ

∏k
i=1 π

Ui
i

= 2

k∑
i=1

Ui ln
Ui

nπi(θ
∗
n)
.

�i¡ statistik¡ galima uºra²yti tokiu pavidalu:

Rn = Rn(θ∗n) = inf
θ∈Θ

Rn(θ), Rn(θ) = 2

k∑
i=1

Ui ln
Ui

nπi(θ)
. (2.2.9)

I�rodysime, kad statistikos X2
n(θ∗n), X2

n(θ̃n), X2
n(θ̄n) ir Rn(θ∗n) yra asimp-

toti²kai ekvivalen£ios, kai n→∞.
Tarkime, {Yn} yra atsitiktiniu� dydºiu� seka. �ym
esime Yn = oP (1), jeigu

Yn
P→ 0, ir ºym
esime Yn = OP (1), jeigu

∀ε > 0 ∃c > 0 : sup
n
P{|Yn| > c} < ε.

Prochorovo teorema (ºr. [30]) duoda pakankam¡ s¡lyg¡: jeigu egzistuoja a. d.

Y , kad Yn
d→ Y , kai n→∞, tai Yn = OP (1).

S¡lygos A:

1) su visais i = 1, . . . , k ir visais θ ∈ Θ

0 < πi(θ) < 1, π1(θ) + · · ·+ πk(θ) = 1.

2) funkcijos πi(θ) turi tolydºias pirmos ir antros eil
es dalines i²vestines aib
eje
Θ;

3) matricos

B =

[
∂πi(θ)

∂θj

]
k×s

, i = 1, ..., k, j = 1, ..., s,

rangas lygus s.

2.2.1 Lema. Tarkime, hipotez
e H ′0 teisinga ir i�vykdytos s¡lygos A. Tada
i�vertiniai π̃in = πi(θ̃n), π∗in = πi(θ

∗
n) ir π̄in = πi(θ̄n) yra

√
n pagri�sti, t. y.
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√
n(π̃in − πi) = OP (1),

√
n(π∗in − πi) = Op(1) ir

√
n(π̄in − πi) = OP (1), £ia

πi = πi(θ) yra tikroji tikimyb
es reik²m
e.

I�rodymas. Nagrin
ekime i�vertini� π̃in. Kadangi 0 ≤ π̃in ≤ 1, tai π̃in =
OP (1). Reikia paºym
eti, kad Ui/n−πi = oP (1). Tod
el i² nelygybiu� (naudojam
es
chi kvadrato minimumo i�vertinio apibr
eºimu)

k∑
i=1

(Ui/n− π̃in)2

π̃in
≤

k∑
i=1

(Ui/n− πi)2

πi
= oP (1)

i²plaukia, kad su visais i: Ui/n− π̃in = oP (1), taigi ir

π̃in − πi = (π̃in − Ui/n) + (Ui/n− πi) = oP (1).

Kadangi
√
n(Ui/n−πi)

d→ Zi ∼ N(0, πi(1−πi)), tai
√
n(Ui/n−πi) = OP (1).

Tod
el i² nelygybiu�

k∑
i=1

(Ui − nπ̃in)2

nπ̃in
≤

k∑
i=1

(Ui − nπi)2

nπi
= OP (1)

i²eina, kad su visais i: (Ui − nπ̃in)/
√
n = OP (1), ir

√
n(π̃in − πi) =

nπ̃in − nπi√
n

=
nπ̃in − Ui√

n
+
Ui − nπi√

n
= OP (1).

Analogi²kai gauname

k∑
i=1

(Ui − nπ̄in)2

Ui
≤

k∑
i=1

(Ui − nπi)2

Ui
= OP (1)

ir
√
n(π̄in − πi) =

nπ̄in − Ui√
n

+
Ui − nπi√

n
= OP (1).

Nagrin
ekime i�vertini� π∗in = πi(θ
∗
n). Kai tenkinamos s¡lygosA, a. v.

√
n(θ∗n−

θ) asimptoti²kai turi normalu�ji� skirstini� (ºr. A pried¡). Remiantis delta metodu
[30] √

n(π∗in − πi) =
√
n(πi(θ

∗
n)− πi(θ))

=
√
nπ̇Ti (θ)(θ∗n − θ) + oP (1) = OP (1).

N

2.2.1 teorema. Jeigu hipotez
e H ′0 teisinga ir i�vykdytos s¡lygos A, tai statis-
tikos X2

n(θ̃n), X2
n(θ̄n), X2

n(θ∗n) ir Rn(θ∗n) asimptoti²kai ekvivalen£ios (n→∞):

X2
n(θ̃n) = X2

n(θ̄n) + oP (1) = X2
n(θ∗n) + oP (1) = Rn(θ∗n) + oP (1).

Kiekvienos i² ²iu� statistiku� skirstinys konverguoja i� chi kvadrato skirstini� su
k − s− 1 laisv
es laipsniu�.
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I�rodymas. Imkime bet koki� θ i�vertini� θ̂, kuriam

π̂n = (π̂1n, . . . , π̂kn) = (π1(θ̂), . . . , πk(θ̂))

bu	tu�
√
n pagri�stas parametro π i�vertinys. Remdamiesi

√
n pagri�stumo apibr
e-

ºimu ir konvergavimu Ui/n
P→ πi gauname, kad su visais i

π̂in −
Ui
n

= oP (1),
√
n

(
π̂in −

Ui
n

)
= OP (1),

Ui
n

= OP (1).

Naudodami paskutines lygybes, Teiloro skleidini�

ln(1 + x) = x− x2/2 + o(x2), x→ 0,

ir lygyb¦ U1 + ...+ Uk = n, gauname

1

2
Rn(θ̂n) =

k∑
i=1

Ui log
Ui
nπ̂i

= −
k∑
i=1

Ui log

(
1 +

nπ̂i
Ui
− 1

)

= −
k∑
i=1

Ui log

(
1 +

π̂i − Ui/n
Ui/n

)
= −

k∑
i=1

Ui

(
π̂i − Ui/n
Ui/n

)

+
1

2

k∑
i=1

Ui

(
π̂i − Ui/n
Ui/n

)2

+

k∑
i=1

UioP

((
π̂i − Ui/n
Ui/n

)2
)

= −n
k∑
i=1

π̂i +

k∑
i=1

Ui +
1

2

k∑
i=1

(Ui − nπ̂i)2

Ui
+ oP (1)

=
1

2

k∑
i=1

(Ui − nπ̂i)2

Ui
+ oP (1)

=
1

2

k∑
i=1

(Ui − nπ̂i)2

nπ̂i
− 1

2

k∑
i=1

(Ui − nπ̂i)3

Uinπ̂i
+ oP (1)

=
1

2

k∑
i=1

(Ui − nπ̂i)2

nπ̂i
+ oP (1) =

1

2
X2
n(θ̂n) + oP (1).

Imant θ̂ = θ∗ ir θ̂ = θ̃n, gaunama

X2
n(θ∗n) = Rn(θ∗n) + oP (1), X2

n(θ̃n) = Rn(θ̃n) + oP (1).

Remiantis θ̃n apibr
eºimu gaunamaX2
n(θ̃n) ≤ X2

n(θ∗n), o remiantisRn apibr
eºimu
(2.2.9) gaunama Rn(θ∗n) ≤ Rn(θ̃n). Taigi

X2
n(θ̃n) ≤ X2(θ∗n) = Rn(θ∗n) + oP (1) ≤ Rn(θ̃n) + oP (1) = X2

n(θ̃n) + oP (1).
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Tokiu bu	duX2(θ̃n) = Rn(θ∗n)+oP (1). Analogi²kai gaunameX2
n(θ̄n) = Rn(θ∗n)+

oP (1).
Kadangi k−1-matis vektorius (π1, ..., πk−1)T yra s-ma£io parametro θ funk-

cija, tai tik
etinumu� santykio statistikos Rn(θ∗n) ribinis d
esnis yra chi kvadrato
skirstinys su k − s − 1 laisv
es laipsniu� (ºr. A pried¡, 6.1.3 pastab¡). Toki� pati�
ribini� d
esni� turi ir kitos nagrin
etos statistikos. N

Chi kvadrato kriterijus: Hipotez
e H ′0 atmetama asimptotiniu reik²min-
gumo lygmens α kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

X2
n(θ̂n) > χ2

α(k − 1− s), (2.2.10)

£ia θ̂n yra bet kuris i² i�vertiniu� θ∗n, θ̃n, θ̄n.

Tik
etinumu� santykio kriterijus: Hipotez
e H ′0 atmetama asimptotiniu
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

Rn(θ∗n) > χ2
α(k − 1− s). (2.2.11)

Jeigu hipotez
e H ′0 atmetama, tai atmetama ir suderinamumo hipotez
e H0.

2.2.1 pavyzdys. Turimi gaminiu� patikimumo duomenys, sugrupuoti i� intervalus (ai−1, ai], i =
1, ..., 11, kurie pateikti lentel
eje

i (ai−1, ai] Ui i (ai−1, ai] Ui
1 (0, 100] 8 7 (600, 700] 25
2 (100, 200] 12 8 (700, 800] 18
3 (200, 300] 19 9 (800, 900] 15
4 (300, 400] 23 10 (900, 1000] 14
5 (400, 500] 29 11 (1000,∞) 18
6 (500, 600] 30

Tikrinsime hipotez¦, kad gaminiu� darbo laikas apra²omas Veibulo skirstiniu.
Pagal (2.2.9) i�vertinys (θ∗n, ν

∗
n) minimizuoja funkcij¡

Rn(θ, ν) = 2

k∑
i=1

Ui ln
Ui

nπi(θ, ν)
, πi(θ, ν) = e−(ai−1/θ)

ν
− e−(ai/θ)

ν
.

Diferencijuodami parametru� θ ir ν atºvilgiu ir prilygin¦ i²vestines nuliui, i�vertiniams θ∗n
ir ν∗ rasti gauname lyg£iu� sistem¡

k∑
i=1

Ui
aνi−1e

−(ai−1/θ)
ν
− aνi e

−(ai−1/θ)
ν

e−(ai−1/θ)ν − e−(ai/θ)ν
= 0,

k∑
i=1

Ui
aνi−1e

−(ai−1/θ)
ν

ln ai−1 − aνi e
−(ai−1/θ)

ν
ln ai

e−(ai−1/θ)ν − e−(ai/θ)ν
= 0.

I²sprend¦ ²i¡ lyg£iu� sistem¡ arba tiesiog minimizuodami funkcij¡Rn(θ, ν) gauname i�ver£ius
θ∗ = 649, 516 ir ν∗ = 2, 004. Minimizuodami (2.2.7) ir (2.2.8) gauname i�ver£ius θ̃ =
647, 380, ν̃ = 1, 979 ir θ̄ = 653, 675, ν̄ = 2, 052. Naudodami ²iuos i�ver£ius gauname statistiku�
realizacijas

Rn(θ∗, ν∗) = 4, 047; X2
n(θ∗, ν∗) = 4, 377; X2

n(θ̃, ν̃) = 4, 324, X2
n(θ̄, ν̄) = 3, 479.

Laisv
es laipsniu� skai£ius k − s − 1 = 8. Asimptotin
es P reik²m
es atitinkamai yra 0,853;
0,822; 0,827; 0,901. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.
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2.2.2 pavyzdys. Lentel
eje pateikti azimutai tu� horizonto ta²ku�, kuriuos steb
etojas uº�ksavo
paskutini� kart¡ matydamas paleist¡ anti� (prapuolimo kampas). Eksperimento metu paleista
n = 714 an£iu�. Eksperimentas atliktas Anglijoje Glo£esterio grafyst
eje (ºr. [21]).

ϕ◦i Vi V̂i ϕ◦i Vi V̂i ϕ◦i Vi V̂i
10◦ 40 45.48 130◦ 3 2,09 250◦ 24 48,71
30◦ 22 23,17 150◦ 1 2,40 270◦ 58 83,04
50◦ 20 11,30 170◦ 6 3,51 290◦ 136 116,72
70◦ 9 5,76 190◦ 3 6,18 310◦ 138 130,11
90◦ 6 3,33 210◦ 11 12,23 330◦ 143 113,63
110◦ 23 2,34 230◦ 22 25,06 350◦ 69 78,94

Duomenys sugrupuoti i� 20◦ ilgio intervalus. Lentel
eje nurodytas vidurinis i-ojo intervalo
kampas ϕ◦i ir steb
ejimu�, patekusiu� i� i-t¡ji� interval¡, daºnis Vi, i = 1, ..., 18.

�i� pavyzdi� jau nagrin
ejome I dalies 3.7.15 ir 4.7.12 skyreliuose. Hipotez
e d
el kampu� toly-
gaus pasiskirstymo atmetama su labai auk²tu reik²mingumo lygmeniu. Atsakymas i� klausim¡,
ar ²ie duomenys gali bu	ti apra²yti Mizeso skirstiniu (ºr. I dalies 3.7.15 skyreli�), buvo atid
etas
iki III dalies.

Patikrinsime hipotez¦, kad stebimas atsitiktinis kampas ϕ turi Mizeso skirstini� M(µ, θ).
Parametru� µ ir θ DT i�ver£iai remiantis pateiktos lentel
es grupuotais duomenimis surasti I
dalies 3.7.15 skyrelyje: µ̂ = 308, 9◦, θ̂ = 2, 077. Palyginti lentel
eje pateikti tik
etini daºniai
V̂i = nπi(µ̂, θ̂). Apskai£iuojame statistiku� Rn(µ̂, θ̂) ir X2

n(µ̂, θ̂) reik²mes: 50,7324 ir 49,2718.
Atitinkamos asimptotin
es P reik²m
es yra 0, 9 · 10−5 ir 1, 5 · 10−5. Hipotez
e atmetama.

2.2.3 pavyzdys (2.1.2 pavyzdºio t¦sinys). 2.1.2 pavyzdºio s¡lygomis patikrinsime hipotez¦,

kad sergamumo leukemija momentu� pasiskirstym¡ galima apra²yti Mizeso skirstiniu M(µ, θ).

Parametru� µ ir θ DT i�ver£iai remiantis pateiktos lentel
es grupuotais duomenimis yra tokie:

µ̂ = 198, 34◦, θ̂ = 0, 2021. Su ²iais i�ver£iais tik
etini patekimo i� intervalus daºniai V̂i = nπi(µ̂, θ̂)

yra tokie: 34,2; 34,9; 37,4; 41,3; 45,7; 49,3; 51,0; 49,9; 46,6; 42,2; 38,2; 35,3. Apskai£iuo-

jame statistiku� Rn(µ̂, θ̂) ir X2
n(µ̂, θ̂) reik²mes: 9,8717 ir 9,6457. Atitinkamos asimptotin
es P

reik²m
es yra 0, 3610 ir 0, 3797. Hipotez¦ atmesti n
era pagrindo. Galima daryti i²vad¡, kad

turimi duomenys prie²tarauja prielaidai apie tolygu� susirgimu� leukemija pasiskirstym¡, ta£iau

gerai apra²omi Mizeso skirstiniu. Tankio i�vertis unimodalus su moda ta²ke ϕ = 198, 34◦

(liepos m
enesio vidurys) ir antimoda ta²ke ϕ = 18, 34◦ (sausio vidurys); tankio i�vertis modos

ta²ke 1,5 karto didesnis uº tankio i�verti� antimodos ta²ke.

2.3. Modi�kuotasis chi kvadrato kriterijus

Nors chi kvadrato kriterijus yra universalus ir daºnai taikomas tikrinant su-
derinamumo hipotezes, ta£iau jis, ypa£ kai skirstinys tolydusis, turi tam tikru�
tru	kumu�.

Pirma, grieºtai nenurodoma, kaip parinkti grupavimo intervalo galus, tod
el
gautosios i²vados i² dalies priklauso nuo grupavimo intervalu� parinkimo. Be to,
nagrin
ejant statistiku� asimptotinius skirstinius 2.2.1 teoremoje buvo laikoma,
kad grupavimo intervalai parinkti neatsiºvelgiant i� imti�. Ta£iau prakti²kai gru-
pavimo intervalus parenkame atsiºvelgdami i� imties rezultatus. Tod
el, formaliai
ºiu	rint, naudotis teoremos 2.2.1 rezultatais negalima.

Antra, kad bu	tu� galima apskai£iuoti 2.2.1 teoremos statistiku� reik²mes, reikia
i²spr¦sti gana sud
etingas lyg£iu� sistemas parametrui θ i�vertinti pagal grupuotus
duomenis. Gautieji i�vertiniai n
era optimalu	s, nes naudoja maºiau informatyvi¡
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grupuot¡j¡ imti�.
Tre£ia, asimptoti²kai optimaliais i�vertiniais (kai i²pildytos reguliarumo s¡ly-

gos tai DT i�vertiniai, gauti pagal pradinius nesugrupuotus duomenis) naudotis
negalime, nes tada chi kvadrato statistikos skirstinys nebus toks, kaip nurodyta
2.2.1 teoremoje. Asimptotinis skirstinys priklauso nuo skirstinio pavidalo ir
neºinomu� parametru�. Tod
el, netgi jei jau apskai£iuoti parametru� i�vertiniai pa-
gal pradinius duomenis, tai χ2 kriterijumi tikrinant suderinamumo hipotez¦
reikia v
el perskai£iuoti i�vertinius pagal grupuotus duomenis.

Pateikiamas modi�kuotas chi kvadrato kriterijus neturi min
etu� tru	kumu�.
Teoriniai rezultatai apie statistikos asimptotini� skirstini� gaunami tariant, kad
parametrai vertinami DT metodu pagal pradin¦ negrupuot¡ imti�, o grupavimo
intervalu� galai tam tikru bu	du priklauso nuo imties.

2.3.1. Bendras atvejis

Tikriname sud
etin¦ suderinamumo hipotez¦ (2.2.1). Nagrin
esime ribini� skirstini�
atsitiktinio vektoriaus Zn = (Z1n, ..., Zkn)T

Zjn =
Uj − nπj(θ̂n)√

nπj(θ̂n)
=

√
n(Uj/n− πj(θ̂n))√

πj(θ̂n)
, (2.3.1)

£ia θ̂n yra DT i�vertinys, gautas pagal pradin¦ imti� X = (X1, ..., Xn)T . �is
i�vertinys maksimizuoja logtik
etinumo funkcij¡

`(θ) =

n∑
i=1

`i(θ), `i(θ) = ln f(Xi,θ).

Jeigu modelis {F0(x;θ),θ ∈ Θ} yra reguliarus (ºr. A pried¡), tai imties ele-
mento X1 Fi²erio informacin
e matrica yra i(θ) = Eθ

˙̀
1(θ) ˙̀T

1 (θ) = −Eθ
῭
1(θ);

£ia ˙̀
1(θ) yra `1(θ) pirmu�ju� i²vestiniu� pagal parametrus θ1, ..., θs vektorius, o

῭
1(θ) � antru�ju� i²vestiniu� matrica.

2.3.1 teorema. Tarkime, modelis {F0(x;θ),θ ∈ Θ} yra reguliarus (A priedas,
6.1.1 teorema) ir i�vykdytos A s¡lygos. Tada

Zn
d→ Z ∼ Nk(0,Σ(θ)),

Y 2
n = ZTnΣ−Zn

d→ Y 2 ∼ χ2(k − 1), (2.3.2)

£ia
Σ(θ) = (Ek − q(θ)qT (θ))(Ek −CT (θ)i−1(θ)C(θ)),

Σ−(θ) = (Ek −CT (θ)i−1(θ)C(θ))−1;

£ia Σ− yra matricos Σ apibendrintoji atvirk²tin
e matrica, t. y. matrica, tenki-
nanti s¡lyg¡ ΣΣ−Σ = Σ; Ek � k × k vienetin
e matrica; i(θ) imties elemento
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X1 Fi²erio informacin
e matrica;

C(θ) = [cij(θ)]s×k =

[
1√
πj(θ)

∂πj(θ)

∂θi

]
s×k

,

q(θ) = (
√
π1(θ), ...,

√
πk(θ))T .

I�rodymas. Reguliariuose modeliuose DT i�vertiniai tenkina s¡ry²i� (A priedas,
7.1.1 teorema):

√
n(θ̂n − θ) = i−1(θ)

1√
n

˙̀(θ) + oP (1). (2.3.3)

Pagal delta metod¡ [30]
√
n(πj(θ̂n)− πj(θ)) = π̇Tj (θ)

√
n(θ̂n − θ) + oP (1).

Remdamiesi s¡ry²iu (2.3.1), formule (2.3.3) ir lygybe πj(θ̂n) = πj(θ) + oP (1)
apibr
eºiame

Zjn =

{
√
n

(
Uj
n
− πj(θ̂n)

)
−
π̇Tj (θ)i−1(θ ˙̀(θ))

√
n

}
/
√
πj(θ) + oP (1) =:

Yjn + oP (1).

Paqal A priedo 7.1.1 teorem¡ atsitiktiniai vektoriai

(
√
n(
Uj
n
− π1(θ)), ...,

√
n(
Uj
n
− π1(θ))), ˙̀(θ), Zn

yra asimptoti²kai normalieji. Rasime a. v. Y n = (Y1n, ..., Ykn)T kovariaciju�
matric¡. Kadangi

E

(√
n(
Uj
n
− π1(θ))

)
= E( ˙̀(θ)) = 0,

V

(
Uj√
n

)
= πj(θ)(1− πj(θ)),

Cov

(
Uj√
n
,
Ul√
n

)
= −πj(θ)πl(θ), V

(
˙̀(θ)√
n

)
= i(θ),

Cov

(
Uj√
n
,

˙̀(θ)√
n

)
= E(1(aj−1,aj ](X1) ˙̀(θ))

=

∫ aj

aj−1

ḟ(x;θ)dx = π̇j(θ),

gauname

E(Yjn) = 0, V (Yjn) = 1− πj(θ)− π̇Tj (θ)i−1(θ)π̇j(θ)/πj(θ),
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ir su visais j 6= l

Cov (Yjn, Yln) = −
√
πj(θ)πl(θ)− π̇Tj (θ)i−1(θ)π̇l(θ)/

√
πj(θ)πl(θ).

Gauname, kad Zn
d→ Z ∼ Nk(0,Σ(θ)), kai kovariaciju� matrica (argument¡

θ praleidºiame)
Σ = Ek − qqT −CT i−1C.

Kadangi

Cq =

 ∂

∂θ1

k∑
j=1

πj(θ), ...,
∂

∂θs

k∑
j=1

πj(θ)

T

= (0, ..., 0)T = 0s

ir qTq = 1, tai
Σ = (Ek − qqT )(Ek −CT i−1C).

Matricos Σ rangas yra k − 1 (ºr. 2.4 pratim¡), o jos apibendrintoji atvirk²tin
e
yra

Σ− = (Ek −CT i−1C)−1,

nes i² lygyb
es
(Ek − qqT )(Ek − qqT ) = (Ek − qqT )

i²plaukia lygyb
e ΣΣ−Σ = Σ.
Kiti teoremos tvirtinimai gaunami remiantis ²ia daugiama£io normaliojo

skirstinio savybe: jeigu Y ∼ Nk(0,Σ), tai Y TΣ−Y ∼ χ2(r), £ia r yra matricos
Σ rangas. N

2.3.1 pastaba. Jeigu matrica G = i − CCT n
era i²sigimusi (²i s¡lyga daº-
niausiai taikomiems skirstiniams yra i²pildyta), tai matricos Σ apibendrintoji
atvirk²tin
e

Σ− = Ek +CTG−1C.

Matome, kad ie²kant Σ− n
era reikalo apvertin
eti dimensijos k × k matricos, o
pakanka rasti atvirk²tin¦ matricai G, kurios dimensija yra s×s (paprastai s = 1
arba s = 2).

I�rodymas

(Ek −CT i−1C)(Ek +CTG−1C) = Ek +CTG−1C −CT i−1C

−CT i−1CCTG−1C = Ek +CT i−1(iG−1 −Es −CCTG−1)C

= Ek +CT i−1(GG−1 −Es)C = Ek.N

Kriterijaus statistika turi pavidal¡

Y 2
n = ZTnΣ−(θ̂)Zn.
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2.3.2 pastaba. Remiantis 2.3.1 pastaba ²i¡ statistik¡ galima suvesti i� toki¡
form¡:

Y 2
n = X2

n +
1

n
vTG−1v ; (2.3.4)

£ia

X2
n =

k∑
j=1

(Uj − nπj(θ̂n))2

nπj(θ̂n)
=

k∑
j=1

U2
j

nπj(θ̂n)
− n, (2.3.5)

v = (v1, ..., vs)
T , vi =

k∑
j=1

Uj

πj(θ̂n)

∂πj(θ̂n)

∂θi
,

G = [grr′ ]s×s, grr′ = irr′ −
k∑
l=1

1

πl(θ̂n)

∂πl(θ̂n)

∂θr

∂πl(θ̂n)

∂θr′
;

irr′ yra matricos i(θ̂n) elementas.

I�rodymas
Y 2
n = ZTn (Ek +CTG−1C)Zn = ZTnZn

+Ũ
T
CTG−1CŨ + nqTCTG−1Cq,

£ia

Ũ =

(
U1/

√
nπ1(θ̂n), ..., Uk/

√
nπk(θ̂n)

)T
.

Pirmasis d
emuo ZTnZn = X2
n, antrasis d
emuo lygus 0, o paskutinis d
emuo yra

Ũ
T
CTG−1CŨ =

1

n
vTG−1v.

N

2.3.3 pastaba. Kai i�vykdytos reguliarumo s¡lygos, i�rodyta (ºr. [24], [25]), kad
kriterijaus statistikos asimptotinis skirstinys nepakis, jeigu �ksuotus grupavimo
intervalu� galus ai pakeisime tam tikromis imties funkcijomis (statistikomis).

Parinkime k �ksuotu� teigiamu� skai£iu� p1, ..., pk, tenkinan£iu� s¡lyg¡ p1 + · · ·+
pk = 1, paprastai pi = 1/k. Apibr
eºkime

F−1
0 (x,θ) = inf{y : F0(y,θ) ≥ x}

atvirk²tin¦ pasiskirstymo funkcijai F0.
Grupavimo intervalu� galais imkime statistikas

ai = ai(θ̂n) = F−1
0 (Pi, θ̂n), Pi = p1 + · · ·+ pi,

i = 1, 2...., k, z0 = −∞.
Tada formul
eje (2.3.2) tikimyb
es πj(θ) yra

πj(θ) = F0(aj(θ); θ̂n)− F0(aj−1(θ); θ̂n) =

∫ aj(θ)

aj−1(θ)

f(x; θ̂n)dx
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ir

cij =
∂πj(θ̂n)

∂θi
= f(aj(θ̂n); θ̂n)

∂aj(θ̂n)

∂θi
− f(aj−1(θ̂n); θ̂n)

∂aj−1(θ̂n)

∂θi
.

Kriterijaus statistika (2.3.4) i�gauna toki� pavidal¡:

Y 2
n = X2

n +
1

n
vTG−1v ; (2.3.6)

£ia

X2
n =

k∑
i=1

(Ui − npi)2

npi
=

k∑
i=1

U2
i

npi
− n, (2.3.7)

v = (v1, ..., vs)
T , vj =

c1jU1

p1
+ ...+

ckjUk
pk

,

G = [grr′ ]s×s, grr′ = irr′ −
k∑
l=1

clrclr′

pl
.

Nikulino, Rao ir Robsono kriterijus: hipotez
e H ′0 atmetama asimptotiniu
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Y 2
n > χ2

α(k − 1). (2.3.8)

2.3.4 pastaba. Taikant modi�kuot¡ji� chi kvadrato kriteriju� kartais pakanka
apsiriboti statistikos X2

n radimu. I² tikru�ju�, jeigu X2
n > χ2

α(k−1), tai hipotez¦
reikia atmesti, nes Y 2

n ≥ X2
n > χ2

α(k − 1).

2.3.2. Eksponenti²kumo tikrinimas

Tikrinsime hipotez¦

H : F ∈ {G : G(x; θ) = 1− e−x/θ, x ≥ 0; θ > 0},

kad paprastoji imtis gauta stebint eksponentini� a. d.
Paºym
ekime θ̂ = X̄ parametro θ DT i�vertini�. Pagal formul¦ (2.3.6) gauname:

ai = θ̂zi, zi = − ln(1− Pi),
∂ai
∂θ

= zi, (2.3.9)

ci := ci1 =
zie
−zi − zi−1e

−zi−1

θ̂
=
bi

θ̂
, i11 =

1

θ̂2
,

Taigi kriterijaus statistika turi toki� pavidal¡

Y 2
n = X2

n +Qn, X2
n =

k∑
i=1

U2
i

npi
− n, Qn =

v2

nλ
; (2.3.10)
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£ia

v =

k∑
i=1

biUi
pi

, λ = 1−
k∑
i=1

b2i
pi
.

2.3.1 pavyzdys. Stebint n = 69 elektros lempu£iu� degimo laik¡ gauti tokie rezultatai (s¡ly-
giniais vienetais):

5,017 0,146 6,474 13,291 5,126 8,934 10,971 7,863 5,492 13,930
12,708 7,329 5,408 6,808 0,923 4,679 2,242 4,120 12,080 2,502
16,182 6,592 2,653 4,252 8,609 10,419 2,173 3,321 4,086 11,667
19,474 11,067 11,503 2,284 0,926 2,065 4,703 3,744 5,286 5,497
4,881 0,529 10,397 30,621 5,193 7,901 10,220 16,806 10,672 4,209
5,699 20,952 12,542 7,316 0,272 4,380 9,699 9,466 7,928 13,086
8,871 13,000 16,132 9,950 8,449 8,301 16,127 22,698 4,335

Tikrinsime hipotez¦

H : F ∈ {G : G(x; θ) = 1− exp{−x/θ}, x, θ > 0},

kad lempu£iu� darbo laikas pasiskirst¦s pagal eksponentini� d
esni�.
Randame θ̂ = X̄ = 8, 231. Parenkame k = 6 intervalus. Tada pi = 1/6, Pi = i/6,

i = 1, ..., 6. Tarpiniai skai£iavimo rezultatai pateikti lentel
eje.

i 0 1 2 3 4 5 6
Pi 0,0000 0,1667 0,3333 0,5000 0,6667 0,8333 1,0000
ai 0,0000 1,5005 3,3377 5,7049 9,0426 14,7483 ∞
zi 0,0000 0,1823 0,4055 0,6931 1,0986 1,7918 ∞
bi � 0,1519 0,1184 0,0762 0,0196 -0,0676 -0,2986
Ui � 5 8 18 13 18 8

Gauname v = −1, 6259, λ = 0, 1778, X2
n = 13, 1429, Qn = 0, 2124 ir Y 2

n = 13, 3553.
Asimptotin
e P reik²m
es pva = P{χ2

5 > 13, 3553} = 0, 0203. Hipotez
e atmestina.

�iame pavyzdyje pataisos Qn buvo galima neskai£iuoti, nes P{χ2
5 > 13, 1429} = 0, 0221,

t. y. hipotez
e atmestina remiantis vien statistikos X2
n stebiniu.

2.3.3. Skirstiniai, priklausantys nuo poslinkio ir mastelio
parametru�

Tikrinsime hipotez¦

H0 : F ∈ {G : G(x) = {G0((x− µ)/σ)), x ∈ R, −∞ < µ < +∞, 0 < σ <∞};

£ia G0 yra ºinoma pasiskirstymo funkcija. Taigi hipotez
eje tvirtinama, kad
imties elemento Xi skirstinys priklauso specialiai skirstiniu�, priklausan£iu� tik
nuo poslinkio ir mastelio parametru�, ²eimai. Gautas kriterijus tiks ir hipotez
ems

H∗0 : F ∈ {G : G(x) = G0((
x

θ
)ν), x > 0, 0 < θ, ν <∞}

tikrinti, nes, atlikus logaritmin¦ transformacij¡ Yi = lnXi, pastaroji skirstiniu�
²eima suvedama i� ²eim¡, priklausan£i¡ tik nuo poslinkio ir mastelio parametru�.

Tarkime, kad hipotez
e H0 yra teisinga. Paºym
ekime θ̂ = (µ̂, σ̂)T parametro
DT i�vertini�. Remdamiesi formul
emis (2.3.6) gauname:

ai = µ̂+ziσ̂, zi = G−1
0 (Pi),

∂ai
∂µ

= 1,
∂ai
∂σ

= zi, g(x) = G′0(x), (2.3.11)
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ci1 =
g(zi)− g(zi−1)

σ̂
=
bi1
σ̂
, ci2 =

zig(zi)− zi−1g(zi−1)

σ̂
=
bi2
σ̂
.

Tegu

jrs =

∫ ∞
−∞

xr
[
g′(x)

g(x)

]s
g(x)dx, r = 0, 1, 2; s = 1, 2.

Tada Fi²erio informacin
es matricos elementai i(θ̂n) yra tokie:

i11 =
j02

σ̂2
, i12 =

j12

σ̂2
, i22 =

j22 + 2j11 + 1

σ̂2
. (2.3.12)

Taigi statistika Y 2
n turi toki� pavidal¡

Y 2
n = X2

n +Qn, Qn =
λ1β

2 − 2λ3αβ + λ2α
2

n(λ1λ2 − λ2
3)

; (2.3.13)

£ia

α =

k∑
i=1

bi1Ui
pi

, β =

k∑
i=1

bi2Ui
pi

,

λ1 = j02 −
k∑
i=1

b2i1
pi
, λ2 = j22 + 2j11 + 1−

k∑
i=1

b2i2
pi
, λ3 = j12 −

k∑
i=1

bi1bi2
pi

.

Pateiksime i²rai²kas, reikalingas kriterijaus statistikai apskai£iuoti keleto daº-
nai naudojamu� skirstiniu� atveju.

Normalusis skirstinys: F (x;µ, σ) = Φ((x−µ)/σ), Φ(y) = 1√
2π

∫ y
−∞ e−u

2/2du.

µ̂ = X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, σ̂ = s, s2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

G(x) = Φ(x), g(x) = ϕ(x) = Φ′(x),

j02 = 1, j12 = 0, j22 + 2j11 + 1 = 2. (2.3.14)

Lognormalusis skirstinys: F (x; θ, ν) = Φ(ln(x/θ)ν) = Φ((lnx−µ)/σ), x > 0.
Atlik¦ transformacij¡ Yi = lnXi, gauname normaliu�ju� skirstiniu� ²eim¡.

Logistinis skirstinys: F (x;µ, σ) = (1 + e−(x−µ)/σ)−1.

G(x) = (1 + e−x)−1, g(x) =
e−x

(1 + e−x)2
=

ex

(1 + ex)2
,

j02 =
1

3
, j12 = 0, j22 + 2j11 + 1 =

π2 + 3

9
.
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DT i�vertiniai µ̂ ir σ̂ maksimizuoja logtik
etinumo funkcij¡

`(µ, σ) = −n lnσ −
n∑
i=1

Xi − µ
σ

− 2

n∑
i=1

ln(1 + e
Xi−µ
σ ).

Loglogistinis skirstinys: F (x; θ, ν) = 1− (1 + (xθ )ν)−1, x > 0.
Atlik¦ transformacij¡ Yi = lnXi, gauname logistiniu� skirstiniu� ²eim¡.

Ekstremaliu� reik²miu� skirstinys: F (x;µ, σ) = 1− e−e
x−µ
σ .

G(x) = 1− e−e
x

, g(x) = exe−e
x

,

j02 = 1, j12 = Γ′(1) + 1, j22 + 2j11 + 1 = Γ′′(1) + 2Γ′(1) + 1.

DT i�vertiniai µ̂ ir σ̂ maksimizuoja logtik
etinumo funkcij¡

`(µ, σ) = −n lnσ −
n∑
i=1

e
Xi−µ
σ +

n∑
i=1

Xi − µ
σ

.

Veibulo skirstinys: F (x; θ, ν) = 1− e−( xθ )ν , x > 0.
Atlik¦ transformacij¡ Yi = lnXi, gauname ekstremaliu�ju� reik²miu� skirstiniu�

²eim¡.

Ko²i skirstinys: F (x;µ, σ) = 1
π (arctg x−µσ + π

2 ).

G(x) =
1

π
(arctg x+

π

2
), g(x) =

1

π(1 + x2)
, j02 =

1

2
, j12 = 0, j22+2j11+1 =

1

2
.

DT i�vertiniai µ̂ ir σ̂ maksimizuoja logtik
etinumo funkcij¡

`(µ, σ) = −n lnσ −
n∑
i=1

ln(1 + (
Xi − µ
σ

)2).

Pateiksime modi�kuoto chi kvadrato kriterijaus naudojimo rekomendaci-
jas, kai tikimybiniu� skirstiniu� ²eima priklauso tik nuo poslinkio ir mastelio
parametru�, o alternatyvos n
era tiksliai suformuluotos.

1) Parenkame grupavimo intervalu� skai£iu� k ir tikimybes pi = 1/k, i =
1, ..., k. Tada Pi = i/k. Intervalu� skai£iu� k rekomenduojame parinkti taip, kad
bu	tu� tenkinama nelygyb
e n/k > 5.

2) Randame grupavimo intervalu� galus: ai = µ̂+ ziσ̂; £ia zi = G−1(Pi), µ̂, σ̂
� parametru� DT i�vertiniai, surasti pagal pradinius (negrupuotus) duomenis.

3) Randame steb
ejimu�, patekusiu� i� intervalus (ai−1, ai], skai£ius Ui.

4) Apskai£iuojame statistikos

X2
n =

k∑
i=1

U2
i

npi
− n =

k

n

k∑
i=1

U2
i − n.
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reik²m¦. JeiguX2
n > χ2

α(k−1) (arba, ekvivalenti²kai, pva = P{χ2
k−1 > x2

n} < α;
£ia x2

n yra statistikos X2
n stebinys), tai hipotez¦ atmetame.

5) Jeigu X2
n < χ2

α(k − 1), tai apskai£iuojame statistikos Qn reik²m¦ pagal
formul¦ (2.3.13). Pabr
e²ime, kad λ3 = 0, kai pi = 1/k, ir g(−x) = g(x).

Hipotez
e atmetama, kai

pva = P{χ2
k−1 > y2

n} < α;

£ia y2
n yra statistikos Y 2

n stebinys
(arba, ekvivalenti²kai, kai Ỹ 2

n = X2 +Qn > χ2
α(k − 1)).

2.3.2 pavyzdys. Matuojama per vienodus laiko intervalus i² gr¦ºinio gautos naftos kiekis V .
Lentel
eje pateikiami gauti rezultatai V1, . . . , V49 (s¡lyginiais vienetais).

8,7 6,6 10,0 24,3 7,9 1,3 26,2 8,3 0,9 7,1
5,9 16,8 6,0 13,4 31,7 8,3 28,3 17,1 16,7 19,7
5,2 18,9 1,0 3,5 2,7 12,0 8,3 14,8 6,3 39,3
4,3 19,4 6,5 7,4 3,4 7,6 8,3 1,9 10,3 3,2
0,7 19,0 26,2 10,0 17,7 14,1 44,8 3,4 3,5

Reikia patikrinti hipotez¦, kad stebimo a. d. V skirstinys yra a) normalusis; b) lognor-
malusis; c) a. d. V 1/4 skirstinys yra normalusis.

a)
1) Parenkame k = 6, pi = 1/6.
2 � 3) Gauname X̄ = 12, 018 ir s = 9, 930. Grupavimo intervalu� r
eºiai ai ir Ui pateikti

lentel
eje.

i 0 1 2 3 4 5 6
ai −∞ 2,4117 7,7411 12,0180 16,2949 21,6243 +∞
Ui 5 16 10 3 8 7

4) Randame X2
n = 6

49

∑6
i=1 U

2
i − 49 = 12, 5918. Kadangi k = 6 ir

P{χ2
5 > 12, 5918} = 0, 0275,

tai normali²kumo hipotez
e atmestina (neskai£iuojant statistikos Y 2
n ). Vis d
elto, jei prat¦sime

analiz¦, tai gausime Qn = 5, 0515, Y 2
n = 17, 6433 ir pva = P{χ2

5 > 17, 6433} = 0, 0034. Taigi
kriterijus, grindºiamas statistika Y 2

n , atmeta hipotez¦ dar labiau.
b) Atliekame transformacij¡ lnV1, . . . , lnV49.
1) Parenkame k = 6, pi = 1/6.
2 � 3) Parametru� µ ir σ DT i�vertiniai: X̄ = 2, 1029 ir s = 0, 9675. R
eºiai ai ir daºniai Ui

pateikti lentel
eje.

i 0 1 2 3 4 5 6
ai −∞ 1,1675 1,6865 2,1030 2,5195 3,0385 +∞
Ui 7 6 9 9 11 7

4) Gauname X2
n = 6

49

∑6
i=1 U

2
i − 49 = 2, 0612 ir P{χ2

5 > 2, 0612} = 0, 8406. Hipotez
e
neatmetama.

5) Prat¦siame analiz¦ apskai£iuodami statistikos Y 2
n reik²m¦. Pagal (2.3.13) normaliojo

skirstinio atveju gauname Qn = 3, 5695 ir Y 2
n = X2

n +Qn = 5, 6307. Asimptotin
e P reik²m
e
pva = P{χ2

5 > 5, 6307} = 0, 3438. Hipotez
e neatmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo
nevir²ija 0,3438.

c) Atliekame transformacij¡ V 1/4
1 , . . . , V

1/4
49 .

1) Parenkame k = 6, pi = 1/6.
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2 � 3) Parametru� µ ir σ DT i�vertiniai: X̄ = 1, 7394 ir s = 0, 3944. R
eºiai ai ir daºniai Ui
pateikti lentel
eje.

i 0 1 2 3 4 5 6
ai −∞ 1,3579 1,5695 1,7394 1,9093 2,1209 +∞
Ui 7 8 12 4 11 7

4) Statistika X2
n = 6

49

∑6
i=1 U

2
i − 49 = 5, 2449 ir P{χ2

5 > 5, 2449} = 0, 3867. Hipotez
e
neatmetama.

5) Prat¦siame analiz¦ apskai£iuodami statistikos Y 2
n reik²m¦. Gauname: Qn = 0, 4681,

Y 2
n = X2

n +Qn = 5, 7130. Asimptotin
e P reik²m
e grindºiama statistika Y 2
n yra

pv = P{χ2
5 > 5, 7130} = 0, 3352

gana didel
e. Tod
el n
era pagrindo atmesti hipotez¦.

2.3.3 pavyzdys. Reikia patikrinti hipotez¦, kad pateiktieji n = 100 skai£iu� gauti stebint
normalu�ji� a. d.

237,34 247,43 251,30 257,64 258,87 261,01 263,05 265,37 265,77 265,95 271,59 273,84 278,85
282,56 283,10 283,18 283,22 285,99 287,81 288,24 291,15 291,86 294,32 295,36 295,47 295,90
296,92 297,63 298,75 300,52 302,95 303,58 304,46 304,55 305,24 305,24 306,25 306,64 306,80
307,31 307,96 308,49 309,70 310,25 310,32 312,18 313,18 313,37 313,61 313,63 315,03 316,35
317,91 318,34 319,42 322,38 324,55 325,02 325,47 326,14 327,82 327,83 337,45 340,73 341,14
342,14 343,50 344,21 346,49 346,72 346,81 348,46 350,19 350,20 351,25 352,23 353,04 353,44
353,79 355,09 355,63 357,48 365,92 366,76 370,46 371,77 373,10 373,92 380,89 381,26 387,94
391,21 402,68 406,04 406,60 409,58 414,93 415,18 418,82 444,66

1) Tegu k = 8 ir p1 = ... = p8 = 1/8 = 0, 125.
2) Parametru� µ ir σ DT i�vertiniai yra µ̂ = 324, 3367, σ̂ = 42, 9614,

Pi = i/8, zi = Φ−1(Pi), ai = µ̂+ ziσ̂.

Reik²m
es zi, ai ir Ui pateikiamos lentel
eje.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
zi −∞ -1,150 -0,674 -0,319 0,000 0,319 0,674 1,150 +∞
ai −∞ 274,919 295,360 310,650 324,337 338,024 353,314 373,755 +∞
Ui 12 11 22 11 7 14 10 13

4) Gauname

X2
n =

8

100

6∑
i=1

U2
i − 100 = 10, 72

ir
P{χ2

7 > 10, 72} = 0, 1513

n
era maºa, tod
el skai£iuojame statistikos Y 2
n reik²m¦.

5) Pagal (2.3.13) formul¦, kai skirstinys normalusis, gauname: Qn = 2, 6503, Y 2
n = X2

n +
Qn = 13, 3703.

Asimptotin
e P reik²m
e grindºiama statistika Y 2
n yra pva = P{χ2

7 > 13, 3703} = 0, 0636.
Hipotez
e neatmestina, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo nevir²ija 0,0636.

Tarkime, kad hipotezei tikrinti taikome skyrelio 2.3.2. Pirsono kriteriju� imdami surastus
DT i�vertinius ir intervalus. Formaliai ºiu	rint tai n
era korekti²ka, nes i�vertiniai surasti ne
pagal grupuotus duomenis, o intervalu� galai n
era konstantos. Jeigu nekreipdami d
emesio
i� ²ias aplinkybes gaut¡j¡ statistik¡ remdamiesi teorema 2.2.1 aproksimuotume chi kvadrato
skirstiniu su k − s− 1 = 5 laisv
es laipsniais (i�vertinti 2 parametrai), tai gautume

pva = P{χ2
5 > 10, 72} = 0, 0572.

Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0572. Matome, kad neko-

rekti²kai taikydami chi kvadrato suderinamumo kriteriju� galime padaryti klaiding¡ i²vad¡.
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2.4. Chi kvadrato nepriklausomumo kriterijus

Tarkime

A = {A1, . . . , As : Ai ∩Aj = ∅, i 6= j = 1, . . . s, ∪si=1Ai = Ω},

B = {B1, . . . , Br : Bi ∩Bj = ∅, i 6= j = 1, . . . r, ∪ri=1Bi = Ω}

yra dvi nesutaikomu�, sudaran£iu� piln¡ grup¦ i�vykiu�, kuriuos galime steb
eti eks-
perimento metu, sistemos. Pavyzdºiui, jei dvima£io a. v. (X,Y )T komponen£iu�
reik²miu� aib
es padalytos atitinkamai i� poaibius Ii, i = 1, . . . , s ir Jj , j = 1, . . . , r,
tai galime apibr
eºti Ai = {X ∈ Ii}, Bj = {Y ∈ Jj}.

Konkretesnis pavyzdys: i�vykiaiA1, . . . , A5 gali reik²ti atitinkamai, kad sutuok-
tiniu� pora turi 0, 1, 2, 3 arba ne maºiau kaip 4 vaikus (X rei²kia vaiku� skai£iu�), o
i�vykiaiB1, . . . , B4 gali reik²ti, kad sutuoktiniu� metin
es pajamos (eurais) atitinka-
mai patenka i� intervalus

[0, 400], (400, 900], (900, 1500] ir (1500,∞),

(Y � pajamas).
Atliekama n steb
ejimu�. Paºym
ekime Uij i�vykio Ai∩Bj pasirodymo skai£iu�.

Pavyzdºiui, U23 rei²kia skai£iu� ²eimu�, kurios turi du vaikus, o pajamos yra
intervale (900, 1500] tarp n steb
etu�ju�.

Steb
ejimo rezultatus galime sura²yti i� pavidalo 2.4.1 lentel¦.

2.4.1 lentel
e. Steb
ejimo rezultatai

Ai\Bj B1 B2 ... Br Σ
A1 U11 U12 ... U1r U1.

A2 U21 U22 ... U2r U2.

...
...

...
...

...
...

As Us1 Us2 ... Usr Us.
Σ U.1 U.2 ... U.r n

�ia

Ui. =

r∑
j=1

Uij , i = 1, ..., s; U.j =

s∑
i=1

Uij , j = 1, ..., r.

Paºym
ekime
πij = P{Ai ∩Bj},

πi· =

r∑
j=1

πij , π·j =

s∑
i=1

πij ,

s∑
i=1

πi· = 1,

r∑
j=1

π·j = 1.

Atsitiktinis vektorius

U = (U11, ..., U1r, U21, ..., U2r, ..., Us1, ..., Usr)
T
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turi polinomini� skirstini� (ºr. (2.1.2)):

P = {Ps×r(n,π), π = (π11, ..., πsr)
T , 0 < πij < 1,

s∑
i=1

r∑
j=1

πij = 1}.

Nepriklausomumo hipotez
e (dvieju� atsitiktiniu� i�vykiu� sistemu�)

H ′0 : πij = P{Ai ∩Bj} = P{Ai}P{Bj} = πi·π·j , i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , r.
(2.4.1)

Jeigu sistemos A ir B apibr
eºiamos naudojant a. d. X ir Y patekim¡ i� intervalu�
sistemas, tai esant neteisingai hipotezei H ′0 tuo labiau neteisinga

Nepriklausomumo hipotez
e (dvieju� atsitiktiniu� dydºiu�)

H0 : F (x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y} = F1(x)F2(y), ∀x, y ∈ R. (2.4.2)

Tikrinsime hipotez¦ H ′0. Atmetus hipotez¦ H ′0, natu	ralu atmesti ir hipotez¦
H0. Hipotez
es H ′0 alternatyva yra

H ′1 : πij 6= πi·π·j su kuriais nors i,j.

Polinominio skirstinio tikimybiu� πij DT i�vertiniai, maksimizuojantys tik
etinumo
funkcij¡

L(π) =
n!

U11! · · ·Usr!

s∏
i=1

r∏
j=1

π
Uij
ij ,

yra π̂ij = Uij/n.
Jeigu hipotez
e H ′0 teisinga, tai πij yra s+ r − 2 parametru�

θ = (π1·, ..., πs−1·, π·1, ..., π·r−1)T ,

funkcijos, t. y.
πij = πij(θ) = πi·π·j .

Taigi, kai teisinga hipotez
e H ′0, tik
etinumo funkcija turi toki� pavidal¡ (plg.
(2.2.4))

L̃(θ) = L(π|πij = πi·π·j) =
n!

U11! · · ·Usr!

s∏
i=1

πUi·i·

r∏
j=1

π
U·j
·j ,

o jos logaritmas

˜̀(θ) = C +

s∑
i=1

Ui· lnπi· +

r∑
j=1

U·j lnπ·j .

Parametru� πi· DT i�vertiniai tenkina lygtis

∂ ˜̀

∂πi·
=
Ui·
πi·
− Us·
πs·

= 0, i = 1, 2, . . . , s− 1,
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o kartu ir lygtis
Ui·πs· = Us·πi·, i = 1, 2, . . . , s.

Sumuodami pagal i = 1, . . . s ir atsiºvelg¦ i� s¡lygas
s∑
i=1

πi· = 1,

s∑
i=1

Ui· = n,

gauname tikimybiu� πi· DT i�vertinius:

π̂i. = Ui./n, i = 1, ..., s.

Analogi²kai
π̂·j = U.j/n, j = 1, ..., r.

Taigi, kai teisinga hipotez
e H ′0, polinominio skirstinio tikimybiu� πij = πi·π·j DT
i�vertiniai yra

π̂ij = πij(θ
∗) = π̂i· · π̂·j =

Ui·
n

U.j
n
.

Naudodami ²iuos i�vertinius gauname statistik¡ (ºr. (2.2.6))

X2
n = X2

n(θ∗) =

s∑
i=1

r∑
j=1

(Uij − nπ̂i·π̂·j)2

nπ̂i·π̂·j
= n

 s∑
i=1

r∑
j=1

U2
ij

Ui.U.j
− 1

 . (2.4.3)

Pagal teorem¡ 2.2.1 gautoji statistika asimptoti²kai (kai n→∞) pasiskirs£iusi
pagal chi kvadrato skirstini� su

rs− 1− (r + s− 2) = (r − 1)(s− 1)

laisv
es laipsniu�.

Chi kvadrato nepriklausomumo kriterijus: hipotez
e H ′0 atmetama asimp-
totiniu α lygmens kriterijumi, kai

X2
n > χ2

α((r − 1)(s− 1)). (2.4.4)

Jeigu hipotez
e H ′0 atmetama, tai natu	ralu atmesti ir hipotez¦ H0.
Jeigu s = r = 2, tai statistikos X2

n i²rai²ka paprastesn
e:

X2
n =

n(U11U22 − U12U21)2

U1·U2·U·1U·2
.

2.4.1 pavyzdys. Lentel
eje pateikti skai£iai sutuoktiniu�, sugrupuotu� pagal vaiku� skai£iu�
(poºymis A) ir metines pajamas (poºymis B). Reikia patikrinti hipotez¦ d
el poºymiu� A
ir B nepriklausomumo.

2.4.2 lentel
e. Statistiniai duomenys

[0, 400] (400, 900] (900, 1500] (1500,∞)
0 2161 3577 2184 1635 9558
1 2755 5081 2222 1052 11110
2 936 1753 640 306 3635
3 225 419 96 38 778
≥ 4 39 98 31 14 182

6116 10928 5173 3046 25263
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I² ²ios lentel
es gauname

X2
n = 25263

(
21612

9558 · 6116
+

35772

9558 · 10928
+ ...+

142

182 · 3046
− 1

)
= 568, 5.

Kai hipotez
e teisinga, ²ios statistikos skirstinys aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su
(4− 1)(5− 1) = 12 laisv
es laipsniu�. Kadangi

pva = 1−P{χ2
12 > 568, 5} < 10−16

tai hipotez
e atmetama.

2.5. Chi kvadrato homogeni²kumo kriterijus

Sakykime, kad yra s nepriklausomu� objektu� grupiu�; i-osios grup
es objektu�
skai£iu� paºym
ekime ni. Tarkime, kad

B = {B1, . . . , Br : Bi ∩Bj = ∅, i 6= j = 1, . . . r, ∪ri=1Bi = Ω}

yra pilna nesutaikomu� i�vykiu� grup
e. Atlikus bet kurio objekto steb
ejim¡, ºi-
noma, kuris i² i�vykiu� B1, . . . , Br i�vyko.

Paºym
ekime

πij = P{Bj | j-asis objektas priklauso i-ajai grupei}. (2.5.1)

Pavyzdºiui, s skirtingu� profesiju� atstovu� pildo psichologini� test¡. Kiekvienas
asmuo gali bu	ti i�vertintas balais 1, . . . , 5. �iuo atveju

Bj = {asmuo surinko j balu�},

j = 1, . . . , r = 5, ir πij yra tikimyb
e, kad i-osios profesijos atstovas surinks j
balu�. �iame pavyzdyje dominantis faktorius B yra surinkti balai.

Homogeni²kumo hipotez
e (faktoriaus B atºvilgiu):

H0 : π1j = ... = πsj := πj , j = 1, ..., r, (2.5.2)

kuri rei²kia, kad esant �ksuotam j i�vykio Bj tikimyb
e yra ta pati visu� grupiu�
objektams.

Min
eto pavyzdºio atveju hipotez
e rei²kia, kad tikimyb
e gauti j balu� visu�
profesiju� atstovams vienoda, kad ir koki� paimtume j.

2.5.1 pastaba. Kriterijai naudojami hipotezei H0 tikrinti, daºnai taikomi ir
atsitiktiniu� dydºiu� skirstiniu� lygyb
es hipotezei tikrinti.

Tarkime, kad
(Xi1, Xi2, ..., Xini)

T , i = 1, ..., s,

yra s nepriklausomu� paprastu�ju� im£iu�. Sudalinkime abscisiu� a²i� i� intervalus
ta²kais −∞ = a0 < a1 < ... < ar = +∞. I�vykis Bj rei²kia, kad stebimas a. d.
X patenka i� j-¡ji� interval¡ Ij = (aj−1, aj ].

Tegu Fi(x) yra a. d. Xij , i = 1, ..., s pasiskirstymo funkcija.



46 2 SKYRIUS. CHI KVADRATO KRITERIJUS

Homogeni²kumo hipotez
e (nepriklausomu� im£iu�):

H ′0 : F1(x) ≡ F2(x) ≡ · · · ≡ Fs(x). (2.5.3)

Jeigu hipotez
e H ′0 yra teisinga, tai tuo labiau teisinga hipotez
e H0, nes

πij = P{Xi ∈ (aj−1, aj ]} = Fi(aj)− Fi(aj−1), i = 1, ..., s, j = 1, ..., r.

Taigi, atmetus hipotez¦ H0, natu	ralu atmesti ir hipotez¦ H ′0. Jei hipotez
e H0

priimama, tegalima tvirtinti, kad sugrupuoti duomenys neprie²tarauja hipotezei
H ′0.

Paºym
ekime Uij i-osios grup
es objektu�, kuriems i�vyko i�vykis Bj , Ui1 + ...+
Uir = ni skai£iu�, t. y. Uij yra i-osios imties elementu�, patekusiu� i� interval¡
Ij = (aj−1, aj ], skai£ius.

Steb
ejimo rezultatus galime sura²yti i� analogi²k¡ 2.4.1 lentel¦.

2.5.1 lentel
e. Steb
ejimo duomenys

1 2 ... r Σ
1 U11 U12 ... U1r n1

2 U21 U22 ... U2r n2

...
...

...
...

...
...

s Us1 Us2 ... Usr ns
Σ U.1 U.2 ... U.r n

Atsitiktinis vektorius U i = (Ui1, ..., Uir)
T turi polinomini� skirstini�:

U i ∼ Pr(ni, πi), πi = (πi1, ..., πir)
T .

Kai hipotez
eH0 teisinga, tikimyb
es πij yra r−1 parametro θ = (π1, ..., πr−1)T

funkcijos. Tik
etinumo funkcija turi toki� pavidal¡

L̃(π1, . . . , πr−1) =

s∏
i=1

ni!

Ui1! · · ·Uir!
πUi11 . . . πUirr =

s∏
i=1

r∏
j=1

ni!

Uij !
π
Uij
j , πr = 1−

r−1∑
i=1

πi,

o jos logaritmas

˜̀(π1, . . . , πr−1) = C +

s∑
i=1

r∑
j=1

Uij lnπj = C +

r∑
j=1

U·j lnπj ,

Parametru� πj DT i�vertiniai tenkina lygtis

∂`

∂πj
=
U·j
πj
− U·r
πr

= 0, j = 1, 2, . . . , r − 1,

o kartu ir lygtis
U·jπr = U·rπj , j = 1, 2, . . . , r.
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Sumuodami pagal j = 1, . . . , r ir atsiºvelg¦ i� lygybes

r∑
j=1

πj = 1,

s∑
i=1

U·j = n,

gauname, kad parametru� πj DT i�vertiniai yra

π̂j = U·j/n, j = 1, ..., r.

Taigi, kai teisinga hipotez
e H0, tikimybiu� πij DT i�vertiniai yra

π̂ij = π̂j =
U·j
n
, j = 1, . . . , r.

Naudodami ²iuos i�vertinius sudarome statistik¡ (plg. (2.2.6))

X2
n =

s∑
i=1

r∑
j−1

(Uij − niπ̂j)2

niπ̂j
= n

 s∑
i=1

r∑
j−1

U2
ij

niU.j
− 1

 . (2.5.4)

Pagal ²iek tiek bendresn¦ uº 2.2.1 teorem¡ (kai vietoje chi kvadrato kvadratu�
sumos, atitinkan£ios vien¡ polinomini� skirstini�, nagrin
ejama suma chi kvadrato
kvadratu� sumu�,atitinkan£iu� kelis nepriklausomus polinominius skirstinius) gau-
name, kad gautoji statistika asimptoti²kai (ni → ∞, i = 1, ..., s) turi chi
kvadrato skirstini� su

s(r − 1)− (r − 1) = (r − 1)(s− 1)

laisv
es laipsniu�.

Chi kvadrato homogeni²kumo kriterijus: homogeni²kumo hipotez
e H0

atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

X2
n > χ2

α((r − 1)(s− 1)). (2.5.5)

Jeigu hipotez
e H0 atmetama, tai natu	ralu atmesti ir hipotez¦ H ′0.
Kartais nagrin
ejamos siauresn
es uº H ′0 hipotez
es:

1. Hipotez
e
H ′1 : F1 = ... = Fs = F0,

kurioje tvirtinama, kad pasiskirstymo funkcijos F1, ..., Fs ne tik sutampa tar-
pusavyje, bet ir lygios ºinomai pasiskirstymo funkcijai F0.

Tikimybiu� πij terminais formuluojama platesn
e hipotez
e:

H1 : π1j = ... = πsj = πj0 = F0(aj)− F0(aj−1), j = 1, ..., r.

Kadangi jokiu� neºinomu� parametru� n
era, tai kriterijaus statistik¡ sudarome
pagal skyreli� 2.1.:

X2
n =

s∑
i=1

r∑
j=1

(Uij − niπj0)2

niπj0
. (2.5.6)
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Jeigu H1 yra teisinga ir ni →∞, i = 1, ..., s, tai vidin
es sumos asimptoti²kai
pasiskirs£iusios pagal chi kvadrato skirstinius su r − 1 laisv
es laipsniu, o X2

n �
su s(r− 1) laisv
es laipsniu�. Hipotez
e H1 atmetama asimptotiniu reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

X2
n > χ2

α(s(r − 1)). (2.5.7)

Jeigu hipotez
e H ′1 atmetama, tai natu	ralu atmesti ir hipotez¦ H1.

2. Hipotez
e
H ′2 : F1(x) ≡ ... ≡ Fs(x) ≡ F (x,θ),

kurioje tvirtinama, kad pasiskirstymo funkcijos F1, ..., Fs ne tik sutampa tar-
pusavyje, bet ir sutampa su pasiskirstymo funkcija F (x;θ), kurios funkcinis
pavidalas yra ºinomas, ta£iau ji priklauso nuo neºinomo baigtin
es dimensijos
parametro θ = (θ1, ..., θl)

T , 0 < l < r.
Tikimybiu� πij terminais formuluojama platesn
e hipotez
e:

H2 : π1j = ... = πsj = πj(θ) = F (aj ; θ)− F (aj−1; θ), j = 1, ..., r.

DT ar chi kvadrato minimumo metodu pagal grupuotus duomenis i�vertin¦ pa-
rametr¡ θ, sukonstruojame statistik¡

X2
n =

s∑
i=1

r∑
j=1

(Uij − niπj(θ̂))2

niπj(θ̂)
, (2.5.8)

kurios asimptotinis skirstinys, kai (ni → ∞), remiantis 2.2.1 teorema yra chi
kvadrato su s(r − 1) − l laisv
es laipsniu�. Hipotez
e H2 atmetama asimptotiniu
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

X2
n > χ2

α(s(r − 1)− l). (2.5.9)

Jeigu hipotez
e H ′2 atmetama, tai natu	ralu atmesti ir hipotez¦ H2.

2.5.1 pavyzdys. Lentel
eje pateikti vaiku� (berniuku� ir mergai£iu�), gimusiu� �vedijoje kiekvien¡
1935 metu� m
enesi�, skai£iai (ºr. [9]). Reikia patikrinti hipotez¦, kad berniuko gimimo tikimyb
e
per metus yra pastovi.

M
enuo Xi1 Xi2 Xi. M
enuo Xi1 Xi2 Xi.
1 3743 3537 7280 7 3964 3621 7585
2 3550 3407 6957 8 3797 3596 7393
3 4017 3866 7883 9 3712 3491 7203
4 4173 3711 7884 10 3512 3391 6903
5 4117 3775 7892 11 3392 3160 6552
6 3944 3665 7609 12 3761 3371 7132

�ioje lentel
eje Xi1 � berniuku� skai£iai; Xi2 � mergai£iu� skai£iai; s = 12, r = 2. Kai
hipotez
e teisinga, yra tik vienas neºinomas parametras p � berniuko gimimo tikimyb
e. Pagal
(2.5.4) gauname

X2
n =

12∑
i=1

(
(Ui1 − nip̂)2

nip̂
+

(Ui2 − ni(1− p̂))2

ni(1− p̂)

)
=

12∑
i=1

(Ui1 − nip̂)2

nip̂(1− p̂)
=
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=
1

1− p̂

(
1

p̂

12∑
i=1

U2
i1

ni
− U.1

)
= 14, 6211; p̂ =

Ui1

n
=

45682

88273
= 0, 51745.

Laisv
es laipsniu� skai£ius yra (s− 1)(r − 1) = 11. Kadangi

pva = P{χ2
11 > 14, 6211} = 0, 2005,

tai atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

2.6. Pratimai

2.1. Raskite Pirsono statistikos X2
n i² (2.1.5) pirmuosius du momentus, kai tikrinamoji

hipotez
e: a) teisinga; b) neteisinga.

2.2. (2.1 pratimo t¦sinys.) I�rodykite, kad jei tikimyb
es πi0 = 1/k, tai X2
n dispersija yra

V (X2
n) = 2k2(n−1){2(n−2)

∑
i π

3
i −(2n−3)(

∑
i π

2
i )2+

∑
i π

2
i }/n , o jeigu ir πi = πi0 = 1/k,

tai V (X2
n) = 2(k − 1)(n− 1)/n.

2.3. I�rodykite, kad teoremos 2.1.1 s¡lygomis statistika

X̃2
n = n

k∑
i=1

(1− πi0)[H(Ui/n)−H(πi0)]2

asimptoti²kai(n→∞) pasiskirs£iusi pagal chi kvadrato skirstini� su k − 1 laisv
es laipsniu�; £ia
H(x) = arcsinx.

2.4. I�rodykite, kad matrica Σ = Ek−
√
π(
√
π)T yra idempotentin
e, o jos rangas k−1; £ia

Ek � vienetin
e k×k matrica,
√
π = (

√
π1, ...,

√
πk)T , 0 < πi < 1, i = 1, ..., k, π1 + ...+πk = 1.

2.5. Skaitmenys 0, 1, 2, ..., 9 tarp pirmu�ju� 800 skai£iaus π ºenklu� kartojasi atitinkamai
74, 92, 83, 79, 80, 73, 77, 75 ,76, 91 kart¡. Ar galima ²iuos duomenis interpretuoti kaip a. v.
U ∼ P10(800,π), π = (1/10, ..., 1/10)T realizacij¡?

2.6. Tikrinama hipotez
e apie atsitiktiniu� skai£iu� lentel
es korekti²kum¡, t. y. hipotez
e,
kad lentel
eje skaitmenys 0, 1, 2, ..., 9 pasitaiko su vienodomis tikimyb
emis p = 0, 1. Hipotez
e
tikrinama χ2 kriterijumi. Koks turi bu	ti imties didumas, kad ta hipotez
e bu	tu� atmesta su
tikimybe, ne maºesne uº 0,95, jei ºinoma, kad 5 skaitmenys lentel
eje pasirodo su tikimyb
emis
0,11, o kiti 5 � su tikimyb
emis 0,09 (kriterijaus reik²mingumo lygmuo yra 0,05).

2.7. Mendelis steb
ejo, kokios ºirniu� s
eklos gaunamos kryºminant augalus, kuriu� s
eklos
geltonos ir apvalios, su augalais, kuriu� s
eklos rauk²l
etos ir ºalios. Rezultatai pateikti lentel
eje
kartu su teorin
emis tikimyb
emis, apskai£iuotomis remiantis Mendelio paveldimumo teorija.

S
eklos Daºnumai Tikimyb
es
Geltonos ir apvalios 315 9/16
Geltonos ir rauk²l
etos 101 3/16

�alios ir apvalios 108 3/16
�alios ir rauk²l
etos 32 1/16

Σ 556 1

Ar steb
ejimo duomenys neprie²tarauja Mendelio paveldimumo teorijai?

2.8. Kryºminant du kukuru	zu� tipus gauti keturi skirtingi augalu� tipai. Pagal paprast¡j¡
Mendelio paveldimumo teorij¡ ²ie tipai tur
etu� pasirodyti su tikimyb
emis 9/16, 3/16, 3/16 ir
1/16. Stebint 1301 augal¡ gauti tokie daºniai 773, 231, 238 ir 59. Su kokiu reik²mingumo
lygmeniu χ2 kriterijus neprie²tarauja Mendelio modeliui?

2.9. Nuskaitant prietaiso skal
es parodymus, kai paskutinis skaitmuo i�vertinamas i² akies,
steb
etojai kartais nes¡moningai suteikia pirmenyb¦ kai kuriems skai£iams. Lentel
eje pateikti
paskutiniu�ju� skaitmenu� daºniai tam tikram steb
etojui atlikus 200 steb
ejimu�.
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Skaitmuo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Daºnis 35 16 15 17 17 19 11 16 30 24

I² lentel
es matome, kad skaitmenys 0 ir 8 pasirodo ²iek tiek daºniau, palyginti su kitais.
Ar galima daryti i²vad¡, kad steb
etojas daro sistemin¦ paklaid¡?

2.10. Per 8000 bandymu� nesutaikomi, sudarantys piln¡ i�vykiu� grup¦, i�vykiai A, B ir C
pasirod
e 2014, 5012 ir 974 kartus. χ2 kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad i�vykiu� pasirodymo
tikimyb
es yra pA = 0, 5− 2α, pB = 0, 5 + α, pc = α, 0 < α < 0, 25.

2.11. Tarp 2020 ²eimu� buvo uºregistruota 527 ²eimos, kuriose abu vaikai berniukai, 476
²eimos, kuriose abu vaikai mergait
es, ir 1017 ²eimu�, kuriose vaikai skirtingu� ly£iu�. Ar galima
tvirtinti, kad berniuku� skai£ius ²eimose su dviem vaikais yra a) binominis a. d.; b) binominis,
kai berniuko ir mergait
es gimimo tikimyb
es vienodos.

2.12. Diskretaus a. d. penkios nepriklausomos realizacijos yra 47, 46, 49, 53 ir 50. Ar
galima tvirtinti, kad buvo stebimas Puasono a. d.?

2.13. Rezerfordo ir Geigerio bandymuose buvo registruojamas radioaktyvios medºiagos
per 2608 ilgio 7.5 sek. periodus i²spinduliuotu� α daleliu� skai£ius. Rezultatai pateikti lentel
eje
(i � i²spinduliuotu� daleliu� skai£ius, Vi � periodu�, per kuriuos buvo stebima i daleliu�, skai£ius).

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vi 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 10 4 2

Ar neprie²tarauja gauti duomenys, kad buvo stebimas Puasono a. d.?

2.14. Kontroliniu prietaisu buvo i²matuotas atstumas r (mikronais) nuo detal
es svorio
centro iki jos i²orinio cilindro a²ies. Matavimo rezultatai pateikti lentel
eje (ri � reik²m
es, ni
� daºniai).

ri ni ri ni
0 � 16 40 80 � 96 45
16 � 32 129 96 � 112 19
32 � 48 140 112 � 128 8
48 � 64 126 128 � 144 3
64 � 80 91 144 � 160 1

Remdamiesi χ2 kriterijumi, patikrinkite, ar steb
ejimo rezultatai neprie²tarauja prielaidai,
kad stebimi atstumai pasiskirst¦ pagal Rel
ejaus d
esni�.

2.15. Nustatant 200 elektros lempu£iu� degimo laik¡ T , gauti rezultatai pateikti lentel
eje
((ai−1, ai] � degimo laiko intervalai, ni � daºniai).

(ai−1 −−ai ni Ti ni
0 � 300 53 1800 � 2100 9
300 � 600 41 2100 � 2400 7
600 � 900 30 2400 � 2700 5
900 � 1200 22 2700 � 3000 3
1200 � 1500 16 3000 � 3300 2
1500 � 1800 12 3300 � 3600 0

Remdamiesi χ2 kriterijumi, patikrinkite, ar steb
ejimo rezultatai neprie²tarauja prielaidai,
kad lemput
es degimo laikas pasiskirst¦s pagal eksponentini� d
esni�.

2.16. Lentel
eje pateikti prapuolimo kampai 209 pa²to balandºiu�, kai atliekant bandym¡
buvo bandoma paveikti ju� �vidini� laikrodi�� (ºr. [21]).
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Kryptis Daºnis Kryptis Daºnis
0◦− 26 180◦− 14
30◦− 22 210◦− 11
60◦− 26 240◦− 12
90◦− 30 270◦− 5
120◦− 29 300◦− 5
150◦− 18 330◦− 11

Duomenys sugrupuoti i� 30◦ ilgio intervalus. Lentel
eje nurodyti kampai ϕi, atitinkantys
i-ojo intervalo pradºi¡ ir patekusiu� i� i-¡ji� interval¡ daºniai ni, i = 1, ...12. Patikrinkite
hipotez¦, kad turimi duomenys neprie²tarauja prielaidai, jog prapuolimo kampas turi Mizeso
skirstini� M(µ, θ).

2.17. Lentel
eje pateikta sm
elio gru	deliu� orientacija plok²tumoje (ºr. [21]).

Kampas Kiekis Kampas Kiekis Kampas Kiekis
0◦− 244 60◦− 326 120◦− 322
10◦− 262 70◦− 340 130◦− 295
20◦− 246 80◦− 371 140◦− 230
30◦− 290 90◦− 401 150◦− 256
40◦− 284 100◦− 382 160◦− 263
50◦− 314 110◦− 332 170◦− 281

Kampai sugrupuoti i� 10◦ ilgio intervalus (nurodoma grupavimo intervalo pradºia). Gre-
timuose stulpeliuose nurodomi sm
elio gru	deliu�, kuriu� orientacija patenka i� atitinkamus inter-
valus skai£iai.

Padvigubin¦ kampus perveskite duomenis i� interval¡ [0◦ − 360◦]. Patikrinkite hipotez¦,
kad steb
etas atsitiktinis kampas turi Mizeso skirstini� M(µ, θ).

2.18. Didumo n = 100 imties realizacija pateikta lentel
eje.

338 336 312 322 381 302 296 360 342 334
348 304 323 310 368 341 298 312 322 350
304 302 336 334 304 292 324 331 324 334
314 338 324 292 298 342 338 331 325 324
326 314 312 362 368 321 352 304 302 332
314 304 312 381 290 322 326 316 328 340
324 320 364 304 340 290 318 332 354 324
304 321 356 366 328 332 304 282 330 314
342 322 362 298 316 298 332 342 316 326
308 321 302 304 322 296 322 338 324 323

Modi�kuotuoju χ2 kriterijumi (grupavimo intervalu� skai£ius k = 8) patikrinkite hipotez¦,
kad buvo stebimas normalusis atsitiktinis dydis.

2.19. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys tam tikro elemento koncentracij¡ nesurea-
gavusiame likutyje pasibaigus cheminiam procesui.

10 51 8 47 8 5 56 12 4 5 4 4 7 6 9
30 25 12 3 22 5 15 4 4 29 15 4 2 18 41
3 5 54 110 24 16 2 37 20 2 6 7 16 2 14
68 10 16 11 78 6 17 7 11 21 15 24 6 32 8
11 4 14 45 17 10 15 20 4 65 10 3 5 11 13
35 11 34 3 4 12 7 6 62 13 36 26 6 11 6
13 1 4 36 18 10 37 28 4 12 31 14 3 11 6
4 10 38 6 11 24 9 4 5 8 135 22 6 18 49
17 9 32 27 2 12 8 93 3 9 10 3 14 33 72
14 4 9 10 19 2 5 21 8 25 30 20 12 19 16
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Modi�kuotuoju χ2 kriterijumi (grupavimo intervalu� skai£ius k = 10) patikrinkite hipotez¦,
kad buvo stebimas lognormalusis atsitiktinis dydis.

2.20. L¡steles veikiant rentgeno spinduliais, jose kei£iasi kai kurios chromosomos. Len-
tel
eje pateikti keliu� nepriklausomu� bandymu� seriju� duomenys (i � chromosomu� pasikeitimu�
skai£ius, nik � l¡steliu� su i pasikeitimu� k-ajame eksperimente skai£ius).

i 0 1 2 ≥ 3
∑
nik

ni1 280 75 12 1 368
ni2 593 143 20 3 759
ni3 639 141 13 0 793
n14 359 109 13 1 482

Patikrinkite hipotez¦, kad visos 4 imtys gautos stebint atsitiktinius dydºius, kuriu� skirs-
tiniai yra a) Puasono; b) tie patys Puasono.

2.21. Modi�kuotuoju chi kvadrato kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad pateikti n = 100
skai£iu� yra normaliojo a. d. realizacija.

24 41 30 37 25 32 28 35 28 51 36 26 43 25 27
39 21 45 39 25 29 43 66 25 24 56 29 31 41 41
36 57 36 48 25 36 48 24 48 22 40 7 31 24 32
53 33 46 22 33 25 37 34 32 41 36 19 32 25 19
19 37 20 21 48 44 35 19 44 34 29 48 38 43 48
35 42 37 35 36 58 45 34 40 37 21 41 11 41 27
50 24 37 39 33 45 39 43 21 34

Pakoreguokite kriteriju� atsiºvelgdami i� tai, kad duomenys suapvalinti.

2.22. Dviejose nepriklausomose didumo 500 imtyse buvo uºregistruota laikrodºiu�, i²statytu�
i�vairiu� taisyklu� vitrinose, rodmenys. Duomenys sugrupuoti i� 12 intervalu� (0 rei²kia interval¡
nuo 0 h iki 1 h; 1 � interval¡ nuo 1 h iki 2 h ir t. t.) ir sura²yti i� lentel¦.

Imtis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Σ
1 41 34 54 39 49 45 41 33 37 41 47 39 500
2 36 47 41 47 49 45 32 37 40 41 37 48 500

Remdamiesi χ2 kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad abiejose imtyse laikrodºiu� rodmenu�
patekimo i� visus intervalus tikimyb
es yra vienodos.

2.23. Viename sraute i² 300 stojan£iu�ju� paºymius �nepatenkinamai�, �patenkinamai�,
�gerai� ir �labai gerai� gavo atitinkamai 33, 43, 80 ir 144; kito srauto stojantieji atitinkamai
39, 35, 72 ir 154. Ar galima laikyti, kad abieju� srautu� stojantieji pasireng¦ vienodai?

2.24. Paleidus raket¡ 87 kartus, buvo gauti tokie duomenys apie atstum¡ X(m) ir
nukrypim¡ Y (kampo minut
es).

xi\yj (-250,-50) (-50,50) (50,250) Σ
0 � 1200 5 9 7 21

1200 � 1800 7 5 5 21
1800 � 2700 8 21 16 45

Σ 20 35 32 87

Ar ²ie poºymiai nepriklausomi?

2.25. Tiriant granulometrin¦ kvarco sud
eti� Anyk²£iu� ir Afrikos sm
elio pavyzdºiuose, buvo
gauta duomenu� apie jo gru	deliu� didºiosios a²ies ilgi�. Remiantis pavyzdºiu� granulometrine
sud
etimi daromos tam tikros i²vados apie geologines sm
elio susidarymo s¡lygas. Pateikiami
duomenys sugrupuoti vienodo ilgio intervalais (Xi � i-ojo intervalo vidurys).
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Xi 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 Σ
Anyk²£iu� sm
elis 4 12 35 61 52 23 7 4 2 1 0 201
Afrikos sm
elis 0 6 10 12 13 12 15 12 11 7 4 102

Remdamiesi χ2 kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad imtys yra to paties atsitiktinio dy-

dºio.

2.7. Atsakymai ir nurodymai.

2.1. a) E(X2
n) = k − 1, V (X2

n) = 2(k − 1) + [−2(k − 1) − k2 +
∑
i(1/πi0)]/n = 2(k − 1) +

O(1/n); b) E(X2
n) = k − 1 + n

∑
i((πi − πi0)2/πi0) +

∑
i((πi − πi0)(1− πi)/πi0), V (X2

n) =
(2(n−1)/n){2(n−2)− (2n−3)(

∑
i(π

2
i /πi0))2−2

∑
i(π

2
i /πi0)

∑
i(πi/πi0)+3

∑
i(π

2
i /π

2
i0)}−

[(
∑
i(πi/πi0))2 −

∑
i(πi/π

2
i0)]/n. Nurodymas.

V (X2
n) = E(

∑
i

(U2
i /(nπi0)))2 − (

∑
i

(EU2
i /(nπi0)))2.

Raskite momentus E(U2
i ), E(U4

i ), E(U2
i U

2
j ) (pavyzdºiui, naudodami faktorialiniu� momentu�

i²rai²kas) ir sutraukite pana²iuosius narius. 2.3. Nurodymas. I�rodykite, kad a. v.
√
n(
√

1− π10(H(U1/n)−H(π10)), ...,
√

1− πk0(H(Uk/n)−H(πk0)))T

yra asimptoti²kai normalusis Nk(0,Σ) su ta pa£ia kovariacine matrica Σ kaip ir 2.1.1 teore-

moje. 2.5. Statistika X2
n i�gijo reik²m¦ 5,125 ir pva = P{χ2

9 > 5, 125} = 0, 8233; duomenys

neprie²tarauja i²keltai hipotezei. 2.6. n ≥ 881. 2.7. Statistika X2
n i�gijo reik²m¦ 0,47 ir

pva = P{χ2
3 > 0, 47} = 0, 9254; duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. 2.8. Statistika

X2
n i�gijo reik²m¦ 9,2714 ir pva = P{χ2

3 > 9, 2714} = 0, 0259; hipotez
e atmetama, jei kriteri-

jaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0259. 2.9. Tikrinant hipotez¦ H : πi = 1/10, i = 1, ..., 10

statistika X2
n i�gijo reik²m¦ 24,9 ir pva = P{χ2

9 > 24, 9} = 0, 0031; hipotez
e atmestina. At-

likdami tolesn¦ analiz¦ patikrinkime hipotez¦, kad skaitmenu� 0 arba 8 pasirodymo tikimyb
e

0,2. Esant teisingai hipotezei S = U1 +U8 ∼ B(n, 0, 2) ir i�gijo reik²m¦ 65. Taigi pv = P{S ≥
65} = 0, 00002. I²vada: steb
etojas daro sistemin¦ paklaid¡. 2.10. Parametro α i�vertis yra

α̂ = 0, 1235. Statistika X2
n(α̂) i�gijo reik²m¦ 0,3634 ir pva = P{χ2

1 > 0, 3634} = 0, 5466;

duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. 2.11. Berniuko gimimo tikimyb
es i�vertis yra p̂ =

0, 5126. Statistika X2
n(p̂) i�gijo reik²m¦ 0,1159 ir pva = P{χ2

1 > 0, 1159} = 0, 7335; duomenys

neprie²tarauja i²keltai hipotezei. Jeigu tartume, kad berniuko ir mergait
es gimimo tikimyb
e

vienoda ir lygi 1/2, tai jokiu� parametru� vertinti nereikia. Statistika X2
n i�gijo reik²m¦ 2,6723 ir

pva = P{χ2
2 > 2, 6723} = 0, 2629; duomenys neprie²tarauja ir ²iai hipotezei. 2.12. Statistika

X2
n, turinti asimptotini� chi kvadrato skirstini� su 4 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 0,6122 ir

pva = P{χ2
4 > 0, 6122} = 0, 9617; duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. Nurodymas.

Pasiremkite tokiu faktu: esant teisingai hipotezei imties (X1, ..., Xn)T s¡lyginis skirstinys,

kai suma S = X1 + ... + Xn �ksuota, yra polinominis Pn(S,π0), π0 = (1/n, ..., 1/n)T .

2.13. Parametro λ i�vertis yra λ̂ = 3, 8666. Statistika X2
n(λ̂) i�gijo reik²m¦ 13,0146 ir pva =

P{χ2
10 > 13, 0146} = 0, 2229; duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. Skai£iuojant statis-

tikos reik²m¦ du paskutinieji intervalai buvo sujungti. 2.14. Parametro σ2 DT i�vertis yra

σ̂2 = 1581, 65. Statistika X2
n(σ̂2) i�gijo reik²m¦ 2,6931 ir pva = P{χ2

7 > 2, 6931} = 0, 9119;

duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. Skai£iuojant statistikos reik²m¦ du paskutinieji

intervalai buvo sujungti. 2.15. Parametro θ DT i�vertis yra θ̂ = 878, 4. Statistika X2
n(θ̂)

i�gijo reik²m¦ 4,0477 ir pva = P{χ2
8 > 4, 0477} = 0, 8528; duomenys neprie²tarauja i²keltai

hipotezei. Skai£iuojant statistikos reik²m¦ trys paskutinieji intervalai buvo sujungti. 2.16.
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Parametru� i�ver£iai µ̂ = 96, 16◦, θ̂ = 0, 6854; statistikos Rn(µ̂, θ̂) irX2
n(µ̂, θ̂) i�gijo reik²mes 9,960

ir 10,175; atitinkamos asimptotin
es P reik²m
es pva = 0, 354 ir pva = 0, 337. Hipotez
e neat-

metama. 2.17. Parmetru� i�ver£iai µ̂ = 180, 8◦, θ̂ = 0, 2047; statistikos Rn(µ̂, θ̂) irX2
n(µ̂, θ̂) i�gijo

reik²mes 24,858 ir 24,641; atitinkamos asimptotin
es P reik²m
es pva = 0, 0519 ir pva = 0, 0550.

Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi hipotez
e neatmetama. Turint omenyje toki�

dideli� steb
ejimu� skai£iu�, matyt, galima daryti i²vad¡, kad tokio tipo duomenims apra²yti

Mizeso modelis yra tinkamas. 2.18. Parametru� µ ir σ DT i�ver£iai yra µ̂ = X̄ = 324, 57 ir

σ̂ = 20, 8342. Parenkame k = 8 intervalus. Tada X2
n = 8, 0, Qn = 2, 8302, Y 2

n = 10, 8302

ir pva = P{χ2
7 > 10, 8302} = 0, 1462. Hipotez
e neatmetama, jei kriterijaus reik²mingumo

lygmuo nevir²ija 0,1462. 2.19. Per
ej¦ prie logaritmu� Yi = ln(Xi) gauname DT i�ver£ius

µ̂ = Ȳ = 2, 4589 ir σ̂ = 0, 9529. Parenkame k = 10 intervalu�. Tada X2
n = 4, 1333, Qn =

1, 0668, Y 2
n = 5, 2001 ir pva = P{χ2

9 > 5, 2001} = 0, 8165. Duomenys neprie²tarauja i²keltai

hipotezei. 2.20. a) kiekvienoje imtyje i�vertiname parametr¡ λ, apskai£iuojame statistiku�

X2
ni

(λ̂i) reik²mes ir jas sudedame. Gauname statistikos, kuri esant taisingai hipotezei asimp-

toti²kai turi chi kvadrato skirstini� su 4 laisv
es laipsniais, realizacij¡. Gautoji reik²m
e yra

2,5659 ir pva = P{χ2
4 > 2, 5659} = 0, 6329. Hipotez¦ atmesti n
era pagrindo; b) i�vertiname

parametr¡ λ pagal jungtin¦ imti� ir gauname λ̂ = 0, 2494. Apskai£iuojame statistiku� Xni (λ̂)

reik²mes ir jas sudedame; gauname 10,2317. Kadangi pva = P{χ2
7 > 10, 2317} = 0, 1758,

tai ir ²i hipotez
e neatmetama. Skai£iuojant du paskutinieji intervalai buvo sujungti. 2.21.

Neatsiºvelgiant i� duomenu� apvalinim¡ gaunama X2
n = 4, 160, Qn = 0, 172, Y 2

n = 4, 332 ir

pva = P{χ2
7 > 4, 332} = 0, 741. Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. Atlik¦ korekcij¡

atsiºvelgdami i� duomenu� apvalinim¡, gauname X
′2
n = 3, 731, Q′n = 0, 952, Y

′2
n = 4, 683 ir

pv′a = P{χ2
7 > 4, 683} = 0, 699. Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. Reikia paºym
eti,

kad P reik²m
es pv ir pv′ gerokai skiriasi. Nurodymas. Kadangi duomenys suapvalinti iki

sveiku�ju� skai£iu�, tai gautuosius intervalu� galus ai reikia pastumti iki artimiausiu� m±0, 5 pavi-

dalo r
eºiu� (m � sveikasis skai£ius) ir apskai£iuoti statistikos reik²m¦ naudojant naujai gautus

r
eºius a′i. 2.22. Statistika (2.5.4) i�gijo reik²m¦ 8,51 ir pva = P{χ2
11 > 8, 51} = 0, 6670;

duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. 2.23. Statistika (2.5.4) i�gijo reik²m¦ 2,0771 ir

pva = P{χ2
3 > 2, 0771} = 0, 5566; duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei. 2.24. Statis-

tika (2.4.3) i�gijo reik²m¦ 3,719 ir pva = P{χ2
4 > 3, 719} = 0, 4454; duomenys neprie²tarauja

i²keltai hipotezei. 2.25. Statistika (2.5.4) i�gijo reik²m¦ 75,035 (trys paskutinieji intervalai

sujungti) ir pva = P{χ2
7 > 75, 035} < 10−12; hipotez
e atmetama.



3 skyrius

Glod	us Neimano ir Bartono

kriterijai

Ankstesniame skyriuje nagrin
etas χ2 suderinamumo kriterijus yra gana bend-
ras ir turi geras asimptotines savybes. Tikrinant paprast¡j¡ suderinamumo
hipotez¦ H0 : X ∼ F0(x), kriterijaus statistikos X2

n asimptotinis skirstinys
yra χ2 skirstinys su k − 1 laisv
es laipsniu, nepriklausomai nuo to, kokia yra
pasiskirstymo funkcija F0(x). Analogi²kai, tikrinant sud
etin¦ suderinamumo
hipotez¦ H0 : X ∼ F0(x|θ), θ = (θ1, ..., θs)

T , statistikos X2(θ̂) skirstinys yra
χ2 skirstinys su k − 1 − s laisv
es laipsniu, nepriklausomai nuo funkcijos F0 ir
parametro θ, jeigu parametras vertinamas DT (ar jam ekvivalen£iu) metodu
naudojant grupuot¡j¡ imti�. Jeigu parametrui θ vertinti naudojamas DT meto-
das pradiniams (negrupuotiems) duomenims, tai statistikos X2(θ̂) skirstinys
netgi ir asimptoti²kai priklauso ir nuo funkcijos F0, ir nuo parametro θ.

Nagrin
ejant skirstinius, priklausan£ius tik nuo poslinkio ir mastelio paramet-
ru�, 2.3 skyrelyje pateiktas modi�kuotas χ2 kriterijus, kurio statistika Y 2

n asimp-
toti²kai turi χ2 skirstini� su k−1 laisv
es laipsniu nepriklausomai nuo hipotetin
es
pasiskirstymo funkcijos ir nuo neºinomo parametro. Be to, grupavimo intervalu�
galai gali priklausyti nuo imties.

Pagrindinis χ2 tipo suderinamumo kriteriju� tru	kumas yra tai, kad jie su-
daromi remiantis maºiau informatyvia grupuot¡ja imtimi. Be to, kriterijus yra
asimptotinis ir, norint pasiekti reikiam¡ aproksimacijos tikslum¡, i� kiekvien¡
interval¡ turi patekti vidutini²kai pakankamai stebiniu�. Tod
el intervalai negali
bu	ti trumpi ir hipotez
e apie polinominio skirstinio parametru� reik²mes (2.2.2)
gali gerokai skirtis nuo tikrinamos hipotez
es (2.2.1) (ºr. 2.1.1 pastab¡).

55
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3.1. Suderinamumo kriterijai, remiantis negrupuo-
tais duomenimis

Tarkime, kad X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X.
Tikriname paprast¡j¡ suderinamumo hipotez¦

H0 : X ∼ F0(x), (3.1.1)

£ia F0(x) ºinoma absoliu£iai tolydi pasiskirstymo funkcija su tankio funkcija
f0(x) = F ′0(x), kai sud
etin
e alternatyva yra

H : X ∼ F (x) ∈ F , (3.1.2)

£ia F yra absoliu£iai tolydºiu� skirstiniu� aib
e su tankio funkcijomis f(x) = F ′(x).
Aib
es F sud
eti� aptarsime v
eliau.

Suderinamumo kriterijai, naudojantys pradin¦ negrupuot¡ imti�, tiesiogiai ar
netiesiogiai susij¦ su integraline transformacija

Yi = F0(Xi) =

∫ Xi

−∞
f0(x)dx, i = 1, ..., n. (3.1.3)

Jeigu hipotez
e H0 teisinga ir Xi ∼ F0(x), tai a. d. Y1, ..., Yn yra nepriklau-
somi vienodai tolygiai pasiskirst¦ intervale [0, 1], t. y. Yi ∼ U(0, 1), i = 1, ..., n.

Jeigu hipotez
e H0 neteisinga ir Xi ∼ F (x) ∈ F , tai a. d. Y1, ..., Yn taip pat
nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦ intervale [0, 1]. Ta£iau ju� skirstinys n
era
tolygusis. Remiantis transformacija (3.1.3), a. d. Yi tankio funkcija

g(y) =
f(F−1

0 (y))

f0(F−1
0 (y))

, 0 ≤ y ≤ 1. (3.1.4)

Pradinis uºdavinys suvedamas i� toki�: remiantis imtimi Y1, ..., Yn reikia pa-
tikrinti hipotez¦ H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai sud
etin
e alternatyva yra

Yi ∼ g(y) ∈ G, 0 ≤ y ≤ 1, (3.1.5)

£ia G yra aib
e tankiu� g(y), kurie gaunami i�ra²ant i� (3.1.4) ²eimos F tankius
f(x).

Paºym
esime, kad kriterijai, kuriu� statistikos yra imties Y1, ..., Yn funkcijos,
kai hipotez
e teisinga, nepriklauso nuo F0 ne tik asimptoti²kai, bet ir esant baig-
tiniam imties didumui n.



3.2. Neimano ir Bartono suderinamumo kriterijus 57

3.2. Neimano ir Bartono suderinamumo kriteri-
jus

Kriterijaus sudarymo id
eja

Tikrinant suderinamumo hipotezes sunku apibr
eºti alternatyviu�ju� hipoteziu� aib¦
F . Neimanas [23] pasiu	l
e apibr
eºti tolygiojo skirstinio alternatyvas imant pa-
kankamai pla£i¡ intervalo [0, 1] skirstiniu�, priklausan£iu� nuo keleto parametru�,
aib¦, kuriems kintant skirstiniai gali bu	ti glodºiai priartinti prie tolygiojo skirs-
tinio:

G = {g(y|θ), 0 ≤ y ≤ 1, θ ∈ Rk}, (3.2.1)

£ia tankio funkcijos

g(y|θ) =
1

c(θ)
exp{

k∑
r=1

θrπr(y − 1/2)}, 0 ≤ y ≤ 1, k = 1, 2, 3, ... (3.2.2)

Normuojanti konstanta c(θ) = c(θ1, ..., θk) parenkama taip, kad integralas nuo
tankio bu	tu� lygus 1:

c(θ) =

∫ 1

0

exp{
k∑
r=1

θrπr(y − 1/2)}dy,

o πr(z) � ortonormuoti intervale [−1/2, 1/2] Leºandro polinomai.

3.2.1 pastaba. Leºandro polinomas Lr(z) apibr
eºiamas formule

Lr(z) =
1

r!2r
dr

dzr
(z2 − 1)r

ir tenkina ortogonalumo s¡lygas∫ 1

−1

Lr(z)Ls(z)dz =

{
0, r 6= s,

2
2r+1 , r = s.

Atlik¦ keitim¡ πr(z) =
√

2r + 1Lr(2z), gauname ortonormuotu� intervalo
[−1/2, 1/2] polinomu� sistem¡ π1(z), π2(z), ... Pirmieji keturi polinomai yra

π1(z) = 2
√

3z, π2(z) =
√

5(6z2 − 1/2),

π3(z) =
√

7(20z3 − 3z), π4(z) = 3(70z4 − 15z2 + 3/8). (3.2.3)

Prilygin¦ (3.1.4) tankiui (3.2.2) ir atlik¦ atvirk²tini� keitim¡ x = F−1
0 (y)

gri�ºtame prie pradinio uºdavinio. Gauname, kad Neimano pasiu	lymas rei²kia,
kad tikrinama paprastoji hipotez
e H0 : X ∼ F0(x), kai alternatyvu� aib
es F
skirstiniu� tankiai f(x) turi toki� pavidal¡:

f(x) = f0(x)
1

c(θ)
exp{

k∑
r=1

θrπr(F0(x)− 1/2)}, θ 6= 0, θ ∈ Rk. (3.2.4)
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Matome, kad alternatyvos gaunamos deformuojant hipotetini� tanki� f0(x),
t. y. padauginant ji� i² F0(x) funkcijos, priklausan£ios nuo parametro θ. Alter-
natyvu� aib
e vienareik²mi²kai (neskaitant parametro θ) apibu	dinama naudojant
hipotetin¦ funkcij¡ F0(x).

3.1.2 pastaba. Skirstiniai (3.2.4) n
era i² tu�, kurie naudojami stebimu� a. d.
skirstiniams apibu	dinti. Ta£iau kadangi ²eima (3.2.4) gana plati, tai joje atsiras
skirstiniu�, kurie bus artimi prakti²kai i�domioms alternatyvoms. Tod
el tik
etina,
jei surastas kriterijus bus galingas su visomis aib
es (3.2.4) alternatyvomis, tai
jis bus galingas ir su kitomis prakti²kai i�domiomis alternatyvomis, nors jos ir
nepriklausys aibei (3.2.4).

Kriterijaus statistika

Hipotez
e H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai sud
etin
e alternatyva yra (3.2.1), tampa
parametrine hipoteze

H0 : θ1 = θ2 = ... = θk = 0, (3.2.5)

kai alternatyvoje tvirtinama, kad nors vienas i² θi 6= 0.
Tankis (3.2.1) priklauso k-parametrei kanoninio pavidalo eksponentiniu� skirs-

tiniu� ²eimai. Tik
etinumo funkcija

L = L(θ) = exp{
k∑
r=1

θrTr − n ln c(θ)},

o logtik
etinumo funkcija

` = `(θ) = {
k∑
r=1

θrTr − n ln c(θ)}, (3.2.6)

£ia T = (T1, ..., Tk)T yra parametro θ pakankamoji statistika

Tr =

n∑
i=1

πr(Yi − 1/2), r = 1, ..., k.

Gauname lyg£iu� sistem¡ parametro θ DT i�vertiniui θ̂ rasti

˙̀
θr = Tr − n[ln c(θ)]′θr = 0, r = 1, ..., k. (3.2.7)

Fi²erio informacin
e matrica

I(θ) = −E῭(θ) = n[(ln c(θ))′′θrθs ]k×k. (3.2.8)

Tikrinant hipotez¦ (3.2.5) natu	ralu naudoti tik
etinumu� santykio kriteriju�.
Tik
etinumu� santykio statistika

−2 ln Λ = −2 ln
maxθ1=...=θk=0 L(θ1, ..., θk)

maxθ1,...,θk L(θ1, ..., θk)
= 2 lnL(θ̂1, ..., θ̂k)

d→ χ2
k,
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kai hipotez
e H0 teisinga (ºr. A pried¡, (7.1.10)). Vietoje tik
etinumu� santykio
statistikos patogiau naudoti jam ekvivalentaus informantinio kriterijaus statis-
tik¡ (ºr. A pried¡, (7.1.9)), kuriai rasti nereikia i�vertiniu� θ̂1, ..., θ̂k. Kriterijaus
statistika

RI = ˙̀T (θ0)(−῭(θ0))−1 ˙̀(θ0)
d→ χ2

k, (3.2.9)

£ia θ0 yra hipotetin
e parametro θ reik²m
e.
Kai θ = θ0 = 0, tai, remdamiesi polinomu� πr(z) ortonormuotumu, gauname

c(0) = 1, ċ(0) = 0, c̈(0) = I.

Taigi statistika RI turi toki� pavidal¡

RI =
1

n
(T 2

1 + ...+ T 2
k ). (3.2.10)

Neimano ir Bartono kriterijus

Hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

RI > χ2
α(k), (3.2.11)

arba P reik²miu� terminais, kai

pva = P{χ2
k > rI} < α,

£ia rI yra statistikos RI stebinys.

3.2.1 pavyzdys (2.1.1 pavyzdºio t¦sinys). Patikrinsime prielaid¡, kad 2.1.1 pavyzdºio
duomenys gauti stebint a. d. Y ∼ U(0, 1).

Apskai£iuojame statistiku� realizacijas

T 2
1

n
= 0, 00011,

T 2
1 + T 2

2

n
= 0, 0401,

T 2
1 + T 2

2 + T 2
3

n
= 0, 0858,

T 2
1 + T 2

2 + T 2
3 + T 2

4

n
= 0, 2954.

Atitinkamos asimptotin
es P reik²m
es

pva = P{χ2
1 > 0, 00011} = 0, 9915, pva = P{χ2

2 > 0, 0401} = 0, 9801,

pva = P{χ2
3 > 0, 0858} = 0, 9935, pva = P{χ2

4 > 0, 2954} = 0, 9901.

Hipotez
e neatmetama kriterijais, kuriuos sudarant naudoti 1, 2, 3, 4 parametrai.

3.3. Suderinamumo kriterijai, grindºiami beta
skirstiniu

Atlikus integralin¦ transformacij¡ (3.1.1) ir per
ejus prie hipotez
es H0 : Yi ∼
U(0, 1) tikrinimo, alternatyvomis galima imti ir kitokias negu Neimano pa-
siu	lyta (3.1.4) intervalo [0, 1] skirstiniu� ²eimas. Viena i² tokiu� alternatyvu�
gal
etu� bu	ti intervale [0, 1] apibr
eºtas beta skirstinys Be(γ, η), priklausantis nuo
dvieju� parametru� γ, η > 0. Abu parametrai yra skirstinio formos parametrai
ir jiems kintant tankis i�gyja i�vairius pavidalus. Tolygusis skirstinys gaunamas
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imant γ = η = 1. Tikrinama paprastoji hipotez
e H0 : Yi ∼ U(0, 1), kai sud
etin
e
alternatyva yra H : Yi ∼ g(y), £ia tankio funkcija

g(y) ∈ G = { 1

B(γ, η)
yγ−1(1− y)η−1, 0 < y < 1, γ, η > 0}. (3.3.1)

Normuojanti konstanta yra beta funkcija

B(γ, η) =

∫ 1

0

yγ−1(1− y)η−1dy.

Prilygin¦ (3.1.2) beta skirstinio tankiui ir atlik¦ atvirk²tini� keitim¡ x =
F−1

0 (y), gauname pradinio uºdavinio alternatyvu� aib¦ F . Jai priklauso tokio
pavidalo tankiai

f(x) = f0(x)
1

B(γ, η)
(F0(x))γ−1(1− F0(x))η−1, γ, η > 0.

I² ²ios i²rai²kos gerai matyti, kaip deformuojamas hipotetinis tankis f0(x) formu-
luojant alternatyvas. Pavyzdºiui, jeigu tankis f0(x) simetrinis ir domina simet-
rin
es alternatyvos, tai reik
etu� imti γ = η = β. Kai β > 1, tai tankis f(x)
grei£iau, o kai β < 1 � l
e£iau art
eja i� nuli�, kai |x| → ∞, negu hipotetinis tankis
f0(x).

Kriterijaus statistika

Hipotez
eH0, kai sud
etin
e alternatyva yra (3.3.1), tampa parametrine hipoteze

H0 : γ = η = 1, (3.3.2)

kai alternatyvioje tvirtinama, kad nors vienas i² ²iu� parametru� nelygus vienetui.
Tik
etinumo funkcija

L = L(γ, η) =
1

Bn(γ, η)

(
n∏
i=1

Yi

)γ−1( n∏
i=1

(1− Yi)

)η−1

,

o logtik
etinumo funkcija

` = `(γ, η) = (γ − 1)

n∑
i=1

lnYi + (η − 1)

n∑
i=1

ln(1− Yi)− n lnB(γ, η).

Parametru� γ ir η DT i�vertiniams rasti turime lyg£iu� sistem¡

˙̀
γ =

n∑
i=1

lnYi − n(lnB(γ, η))′γ = 0,

˙̀
η =

n∑
i=1

ln(1− Yi)− n(lnB(γ, η))′η = 0. (3.3.3)
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Fi²erio informacin
e matrica

I = I(γ, η) = [Irs(γ, η)]2×2, I11(γ, η) = n[lnB(γ, η)]′′γγ ,

I22(γ, η) = n[lnB(γ, η)]′′ηη, I12 = I21 = n[lnB(γ, η)]′′γη. (3.3.4)

Kriterijaus statistika imkime informantin¦ statistik¡

RI = ( ˙̀
γ(1, 1), ˙̀

η(1, 1))(−῭(1, 1))−1( ˙̀
γ(1, 1), ˙̀

η(1, 1))T .

Kai hipotez
e H0 : γ = η = 1 yra teisinga, tai B(1, 1) = 1,

Ḃγ(1, 1) =

∫ 1

0

lnxdx = −1, Ḃη(1, 1) =

∫ 1

0

ln(1− x)dx = −1,

B̈γ,γ(1, 1) =

∫ 1

0

ln2 xdx = 2, B̈η,η(1, 1) =

∫ 1

0

ln2(1− x)dx = 2,

B̈γ,η(1, 1) =

∫ 1

0

lnx ln(1− x)dx = 2− π2/6.

Gauname informacin
es matricos elementus I11 = I22 = n, I12 = I21 = n(1 −
π2/6) ir informantin¦ statistik¡

RI =
36

π2(12− π2)
(T 2

1 +
π2 − 6

3
T1T2 + T 2

2 ), (3.3.5)

£ia

T1 =
1√
n

n∑
i=1

(lnYi + 1), T2 =
1√
n

n∑
i=1

(ln(1− Yi) + 1). (3.3.6)

Jeigu hipotez
e H0 teisinga, tai (ºr. A pried¡, (7.1.9))

RI
d→ χ2

2.

Suderinamumo kriterijus

Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

RI > χ2
α(2), (3.3.7)

arba P reik²miu� terminais, kai

pva = P{χ2
2 > rI} < α,

£ia rI yra statistikos RI stebinys.

3.3.1 pastaba. Jeigu apie tikrinam¡ hipotez¦ ir alternatyvas turima papildo-
mos informacijos, tai kriteriju� galima patikslinti. Pavyzdºiui, tegu ºinoma, kad
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skirstinys F0 ir aib
es F skirstiniai yra simetri²ki. Tada vietoje alternatyvu� aib
es
(3.3.1) natu	ralu imti simetri²kus beta skirstinius

G = { 1

B(γ, γ)
yγ−1(1− y)γ−1, γ 6= 1, γ > 0}.

Tik
etinumo funkcija

L = L(γ) = exp{(γ − 1)

n∑
i=1

ln(Yi(1− Yi))− n lnB(γ, γ)}

turi monotonini� tik
etinumo santyki� pakankamosios statistikos
∑n
i=1 ln(Yi(1 −

Yi)) atºvilgiu. Tikrinant hipotez¦ H0 : γ = 1 su vienpus
emis alternatyvomis
H1 : γ > 1 arba H2 : γ < 1 egzistuoja TG kriterijai (ºr. I dalies 4.3.1 skyreli�).
Hipotez
e atmetama, kai

T > tα arba T < t1−α, (3.3.8)

£ia

T =
1√
nσ

n∑
i=1

[ln(Yi(1− Yi)) + 2], σ2 = V (ln(Yi(1− Yi))) = 4− π2

3
,

o tα statistikos T lygmens α kritin
e reik²m
e.
Jeigu alternatyva dvipus
e H3 : γ 6= 1, tai egzistuoja TGN kriterijus (ºr. I

dalies 4.3.2 skyreli�), kurio pavidalas (kei£iant simetri²ku kriterijumi) yra toks:
hipotez
e atmetama, kai

T < t1−α/2 arba T > tα/2. (3.3.9)

Asimptoti²kai (n → ∞) statistikos T skirstinys konverguoja i� standartini�
normalu�ji� skirstini�. Taigi asimptotinis kriterijus gaunamas (3.3.8) ir (3.3.9)
kei£iant tα ir t1−α i� zα ir −zα.

Analogi²ki rezultatai teisingi, kai vienas i² beta skirstinio parametru� neºino-
mas, o kitas lygus 1.

3.3.1 pavyzdys (2.1.1 pavyzdºio t¦sinys). Patikrinsime prielaid¡, kad 2.1.1 pratimo duomenys

gauti stebint a. d Y ∼ U(0, 1). Statistikos (3.3.4) realizacija yra RI = 0, 3056; asimptotin
e P

reik²m
e pva = P{χ2
2 > 0, 3056} = 0, 8583. Hipotez
e neatmetama.

3.4. Modi�kuotieji kriterijai

Retai tenka tikrinti paprast¡sias suderinamumo hipotezes H0 : X ∼ F0(x).
Daºniau reikia tikrinti sud
etines suderinamumo hipotezes H0 : X ∼ F (x) ∈ F0,
kai F0 = {F (x|θ),θ ∈ Θ ⊂ Rm}, o F (x|θ) ºinomos analizin
es i²rai²kos pa-
siskirstymo funkcija, priklausanti nuo baigtin
es dimensijos parametro θ. Pavyz-
dºiui, F0 gali bu	ti normaliu�ju�, gama, Veibulo ir kt. skirstiniu� ²eima. Paprastu�ju�
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hipoteziu� atvejis gali bu	ti svarbus teoriniu poºiu	riu. Jis gali nurodyti kriteriju�
statistiku� paie²kos kryptis tikrinant sud
etines hipotezes.

Apsiribosime skirstiniu� ²eimomis, priklausan£iomis tik nuo poslinkio ir mas-
telio parametru�.

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X.
Tikriname sud
etin¦ suderinamumo hipotez¦

H0 : X ∼ F (x) ∈ F0, F0 = {F0(
x− µ
σ

), µ ∈ R, σ > 0}, (3.4.1)

o F0(x) yra absoliu£iai tolydi ºinomos analizin
es formos pasiskirstymo funkcija,
kurios tankis f0(x). �eimu� F0 pavyzdºiai gali bu	ti normaliu�ju�, Ko²i, logistiniu�,
ekstremaliu�ju� reik²miu� ir kt. skirstiniu� ²eimos.

Jeigu tikrosios parametru� reik²m
es yra µ ir σ, tai εi = (Xi − µ)/σ ∼ F0(x)
ir hipotez
e H0 tampa paprast¡ja. A. d. Yi = F0(εi) yra nepriklausomi vienodai
tolygiai pasiskirst¦ intervale [0, 1], t. y. Yi ∼ U(0, 1), i = 1, ..., n.

Kriterijaus sudarymo id
eja

Skyreliuose 3.2, 3.3 paprastosios hipotez
es tikrinimo kriterijai buvo sudaromi
tokiu bu	du. Parenkama tam tikra a. d. Yi = F0(εi) transformacija G(εi) =
L(F0(εi)) ir asimptotinis kriterijus sudaromas remiantis statistikos

T =
1√

nV (G(εi))

n∑
i=1

(G(εi)−E(G(εi)))
d→ Z ∼ N(0, 1) (3.4.2)

asimptotiniu normalumu. Bendriau, parenkama keletas transformaciju�Gj(εi) =
Lj(F0(εi)), j = 1, ..., k, ir kriterijus grindºiamas tuo, kad kvadratin
e forma

(T1, ..., Tk)Σ−1
0 (T1, ..., Tk)T

d→ χ2
k (3.4.3)

konverguoja i� a. d., turinti� χ2 skirstini� su k laisv
es laipsniu�; £ia Tj yra (3.4.2)
statistika, atitinkanti transformacij¡ Gj , j = 1, ..., k, o Σ0 yra a. v. (T1, ..., Tk)T

kovariacin
e matrica.
Kai parametrai µ ir σ neºinomi, kriterijaus statistik¡ sudarysime analogi²kai

(3.4.2), pakeisdami neºinomus parametrus ju� DT i�vertiniais µ̂ ir σ̂. Gauname
statistik¡

T̂ =
1√

nV (G(ε̂i))

n∑
i=1

(G(ε̂i)−E(G(εi))), (3.4.4)

£ia ε̂i = (Xi − µ̂)/σ̂. Atsitiktiniai dydºiai Yi = F0(ε̂i), i = 1, ..., n yra vienodai
pasiskirst¦ intervale [0, 1]. Ta£iau jie yra priklausomi ir ju� skirstiniai n
era
tolygieji.

Kad kriterijus grindºiamas statistika T̂ bu	tu� pritaikomas, reikia i�sitikinti,
kad jo skirstinys (bent jau asimptoti²kai) nepriklauso nuo neºinomu� parametru�
µ ir σ ir nuo pasiskirstymo funkcijos F0.
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3.4.1 teorema. Tarkime, kad tankis f0(x) = F ′0(x) tenkina i�prastines regu-
liarumo s¡lygas (ºr. A pried¡, s¡lygas A) ir parametru� µ, σ DT i�vertiniai yra
µ̂, σ̂. Tada statistiku�, kurios yra a. d. Yi = F0(ε̂i), i = 1, ..., n funkcijos, skirs-
tiniai nepriklauso nuo neºinomu� parametru� µ ir σ.

I�rodymas. Tik
etinumo ir logtik
etinumo funkcijos yra

L = L(µ, σ) =
1

σn

n∏
i=1

f0

(
Xi − µ
σ

)
,

` = `(µ, σ) = −n lnσ +

n∑
i=1

ln f0

(
Xi − µ
σ

)
.

Informant
es

˙̀
µ = − 1

σ

n∑
i=1

(ln f0)′(εi), ˙̀
σ = −n

σ
− 1

σ

n∑
i=1

εi(ln f0)′(εi).

Taigi parametru� µ ir σ i�vertiniai µ̂ ir σ̂ tenkina lyg£iu� sistem¡

n∑
i=1

(ln f0)′(ε̂i) = 0, n+

n∑
i=1

ε̂i(ln f0)′(ε̂i) = 0. (3.4.5)

I�vertiniu� vektorius (µ̂, σ̂)T asimptoti²kai turi normalu�ji� skirstini�

√
n((µ̂, σ̂)T − (µ, σ)T )

d→ Z ∼ N2(0, i−1(µ, σ)), (3.4.6)

£ia µ, σ tikrosios parametru� reik²m
es, o i(µ, σ) vieno imties elemento Fi²erio
informacijos matrica

i(µ, σ) = I(µ, σ)/n, I(µ, σ) = [Irs]2×2, (3.4.7)

I11(µ, σ) = −E῭
µµ =

1

σ2

n∑
i=1

E(ln f0)′′(εi),

I12(µ, σ) = −E῭
µσ =

1

σ2

n∑
i=1

E((εi ln f0)′′(εi) + (ln f0)′(εi)),

I22(µ, σ) = −E῭
σσ =

1

σ2

n∑
i=1

E((ε2
i ln f0)′′(εi) + 2εi(ln f0)′(εi) + 1).

Atsitiktiniu� dydºiu� εi = (Xi − µ)/σ pasiskirstymo funkcija yra F0(x) ir
nepriklauso nuo neºinomu� parametru�. Atlik¦ keitim¡ Xi = σεi + µ, lyg£iu�
sistem¡ (3.4.5) uºra²ome tokiu pavidalu:

n∑
i=1

(ln f0)′(
σ

σ̂
εi +

µ− µ̂
σ̂

) = 0, n+

n∑
i=1

(
σ

σ̂
εi +

µ− µ̂
σ̂

)(ln f0)′(
σ

σ̂
εi +

µ− µ̂
σ̂

) = 0.
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Atsitiktiniu� dydºiu� σ/σ̂ ir (µ̂ − µ)/σ̂ skirstiniai nuo neºinomu� parametru�
nepriklauso. Remdamiesi s¡ry²iu

Yi = F0

(
Xi − µ̂
σ̂

)
= F0(

σ

σ̂
εi +

µ− µ̂
σ

)

darome i²vad¡, kad Yi skirstinys nuo neºinomu� parametru� nepriklauso. Tada ir
a. d. Y1, ..., Yn funkcija T̂ nuo neºinomu� parametru� nepriklauso. N

Gavome, kad statistikos T̂ skirstinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru�
ne tik asimptoti²kai, bet ir su bet kokiu baigtiniu imties didumu n. Lieka i²tirti
statistikos, kuri yra a. d. Y1, ..., Yn funkcija, asimptotines savybes.

Statistikos asimptotinis skirstinys

Nagrin
esime statistik¡

T̂ =
1√
n

n∑
i=1

(G(ε̂i)−E(G(εi))), (3.4.8)

£ia
G(ε̂i) = L(Yi) = L(F0(ε̂i)), i = 1, ..., n.

3.4.2 teorema. Tarkime, kad hipotez
e (3.4.1) teisinga ir i�vykdytos s¡lygos.
1) Funkcija L du kartus diferencijuojama ir egzistuoja dispersija V (G(εi)) =

σ2
0 <∞.
2) Matrica i = i(µ, σ) nei²sigimusi; atvirk²tin
e matrica i−1 = [irs]2×2.

3) I�vertinys (µ̂, σ̂)T
P→ (µ, σ)T ir (ºr. A priedas, (7.1.2))

(
√
n(µ̂− µ),

√
n(σ̂ − σ))T = i−1(µ, σ)(

1√
n

˙̀
µ,

1√
n

˙̀
σ)T + oP (1).

4) |∆i| <∞, i = 1, 2, 3, kai

∆i =

∫ ∞
−∞

xi−1g′(x)dF0(x), g(x) = G′(x) = L′(F0(x))f0(x).

5) |Ai| <∞, i = 1, 2, kai

A1 =

∫ ∞
−∞

g(x)dF0(x), A2 =

∫ ∞
−∞

xg(x)dF0(x).

6) Egzistuoja konstanta δ > 0, kad |Ai| <∞, i = 3, 4, kai

A3 =

∫ ∞
−∞
|g(x)|2+δdF0(x), A4 =

∫ ∞
−∞
|1+(ln f0)′(x)+x(ln f0)′(x)|2+δdF0(x).

Tada
T̂

d→ Z ∼ N(0, σ2
B), (3.4.9)

σ2
B = σ2

0 − [A2
1j

11 + 2A1A2j
12 +A2

2j
22], jrs = irs/σ2, r, s = 1, 2.
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I�rodymas. Uºra²ykime statistik¡ T̂ dvieju� d
emenu� suma T̂ = B1 +B2,

B1 =
1√
n

n∑
i=1

[G(ε̂i)−G(εi)], B2 =
1√
n

n∑
i=1

[G(εi)−E(G(εi))]. (3.4.10)

D
emuo B2 yra suma centruotu� vienodai pasiskirs£iusiu� n. a. d. G(εi), t. y.
statistika, kuri gaunama tikrinant paprast¡j¡ suderinamumo hipotez¦. Pirmasis
d
emuo B1 apibu	dina paklaidas, kuriu� atsiranda kei£iant parametrus µ ir σ ju�
DT i�vertiniais.

Skleisdami B1 Teiloro eilute ta²ko (µ, σ) aplinkoje, gauname

B1 =
1

σ
√
n

n∑
i=1

[g(εi)(µ̂− µ) + εig(εi)(σ̂ − σ)] +R. (3.4.11)

I�vertinsime liekan¡ R imdami tolesni� skleidinio nari�

R =

√
n

σ2
[∆1n(µ̂− µ)2 + 2∆2n(µ̂− µ)(σ̂ − σ) + ∆3n(σ̂ − σ)2] + oP (1),

£ia

∆1n =
1

n

n∑
i=1

g′(εi)
P→ ∆2,

∆2n =
1

n

n∑
i=1

(g(εi) + εig
′(εi))

P→ A1 + ∆2,

∆3n =
1

n

n∑
i=1

(2εig(εi) + ε2
i g
′(εi))

P→ 2A2 + ∆3,

pagal tikimyb¦ art
eja i� apr
eºtas konstantas. Likusieji daugikliai, pavyzdºiui,

√
n(µ̂− µ)2 = (

√
n(µ̂− µ))2 1√

n
= OP (

1√
n

) = oP (1).

Taigi liekana R = oP (1), ir statistikos B1 asimptotinis skirstinys sutampa su
(3.4.11) pirmojo d
emens skirstiniu. Pertvarkome ji� taip:

B1 = −
√
n

σ
(µ̂− µ)

1

n

n∑
i=1

g(εi)−
√
n

σ
(σ̂ − σ)

1

n

n∑
i=1

εig(εi) + oP (1).

Remdamiesi 3) s¡lyga ir didºiu�ju� skai£iu� d
esniu, gauname

1

n

n∑
i=1

g(εi)
P→ A1,

1

n

n∑
i=1

εig(εi)
P→ A2

ir
B1 = − 1

σ
A1

√
n(µ̂− µ)− 1

σ
A2

√
n(σ̂ − σ) + oP (1). (3.4.12)
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Pasinaudoj¦ 4) s¡lyga, gauname

B1 = −
(
A1

σ
,
A2

σ

)
(
√
n(µ̂− µ),

√
n(σ̂ − σ))T + oP (1)

= −
(
A1

σ
,
A2

σ

)
i−1(µ, σ)(

1√
n

˙̀
µ,

1√
n

˙̀
σ)T + oP (1)

= C1
1√
n

˙̀
µ + C2

1√
n

˙̀
σ + oP (1),

£ia
C1 = −A1

σ
i11 − A2

σ
i12, C2 = −A1

σ
i12 − A2

σ
i22.

Statistikos B1 skirstinys asimptoti²kai sutampa su skirstiniu a. d.

B0
1 = C1

1√
n

˙̀
µ + C2

1√
n

˙̀
σ =

1√
n

n∑
j=1

ξj , (3.4.13)

ξj = C1
˙̀
jµ + C2

˙̀
jσ

£ia ˙̀
jµ ir ˙̀

jσ yra ˙̀
µ ir ˙̀

σ j-osios komponent
es.
Statistika

B2 =
1√
n

n∑
j=1

[G(εj)−E(G(εj))] =
1√
n

n∑
j=1

ηj . (3.4.14)

Atsitiktinio vektoriaus (B1, B2)T asimptotinis skirstinys sutampa su asimp-
totiniu vektoriaus (B0

1 , B2) skirstiniu. Rasime atsitiktinio vektoriaus (B0
1 , B2)T

kovariacin¦ matric¡ Σ = [σkl]2×2. Turime V B2 = σ2
0 ,

V B0
1 = V (C1

1√
n

˙̀
µ + C2

1√
n

˙̀
σ) = C2

1 i11 + 2C1C2i12 + C2
2 i22

=
A2

1

σ2
i11 + 2

A1A2

σ2
i12 +

A2
2

σ2
i22 = σ11. (3.4.15)

Remdamiesi (3.4.5) ir (3.4.14), gauname

Cov (
1√
n

˙̀
µ, B2) = E(− 1

σ
(ln f0)′(εi)G(εi)) = − 1

σ

∫ ∞
−∞

G(x)f ′0(x)dx =
A1

σ
,

Cov (
1√
n

˙̀
σ, B2) = E(− 1

σ
[1 + εi(ln f0)′(εi)(G(εi)−E(G(εi)))]

= − 1

σ

∫ ∞
−∞

x(G(x)−E(G(εi)))f0(x)dx =
A2

σ
.

Tada
σ12 = Cov (C1

1√
n

˙̀
µ + C2

1√
n

˙̀
σ, B2) =

1

σ
(C1A1 + C2A2)
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= −(
A2

1

σ2
i11 + 2

A1A2

σ2
i12 +

A2
2

σ2
i22) = −σ11. (3.4.16)

Taigi vektoriaus (B0
1 , B2)T kovariacin
e matrica turi toki� pavidal¡

Σ =

(
σ11 − σ11

−σ11 σ2
0

)
.

Tam kad vektorius (B0
1 , B2)T asimptoti²kai tur
etu� dvimati� normalu�ji� skirstini�,

pakanka, jog bu	tu� i�vykdyta Liapunovo s¡lyga: egzistuoja toks δ > 0, kad n→∞∑n
j=1 E|ηj |2+δ

(
∑n
j=1 V ηj)

1+δ/2
→ 0,

∑n
j=1 E|ξj |2+δ

(
∑n
j=1 V ξj)

1+δ/2
→ 0.

Remiantis 6) teoremos s¡lyga, a. d. η1, ..., ηn tenkina ²i¡ s¡lyg¡, nes tai vie-
nodai pasiskirst¦ nepriklausomi a. d. su baigtine dispersija, o E|ηj |2+δ apr
eºtas.

Kadangi
1

n

n∑
j=1

V ξj = V B0
1 = σ11 > 0,

pakanka i�rodyti, kad E|ξj |2+δ ≤ C < ∞ su visais j = 1, ..., n. Tai ekvivalentu
nelygybei

E|(A1i
11 +A2i

12)(ln f0)′(εj) + (A1i
12 +A2i

22)(1 + εj(ln f0)′(εj))|2+δ ≤ C.

Tarkime (A1i
11 + A2i

12) ir (A1i
12 + A2i

22) nevir²ija konstantos K. Tada,
remiantis 6) teoremos s¡lyga, ²is rei²kinys nevir²ija C = KA4.

Taigi a. v. (B1, B2)T asimptoti²kai dvimatis normalusis N2(0,Σ). Tada a. d.

T̂ = B1 +B2
d→ Z ∼ N(0, σ2

B), (3.4.17)

σ2
B = V B1 + 2Cov (B1, B2) + V B2

= σ11 − 2σ11 + σ2
0 = σ2

0 − σ11.

N

Modi�kuotasis suderinamumo kriterijus

Sud
etin
e suderinamumo hipotez
e (3.4.2) atmetama asimptotiniu reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

|T̂ |
σB

> zα/2, arba
T̂ 2

σ2
B

> χ2
α(1), (3.4.18)

arba P reik²miu� terminais, kai

pva = P{χ2
1 > t} < α,

£ia t yra statistikos T̂ 2/σ2
B realizacija.
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3.4.1 pastaba. Dispersijos sumaº
ejim¡ imant modi�kuotojo kriterijaus statis-
tik¡ galima paai²kinti taip. Vertinant parametrus µ ir σ modelis prisitaiko prie
turimos imties, tod
el T̂ sklaida apie nuli� yra maºesn
e uº σ2

0 = V (G(εi)), kai
tikrinama paprastoji hipotez
e.

3.4.2 pastaba. Jeigu imtis n
era didel
e ir kyla abejoniu� d
el aproksimacijos
(3.4.17) tikslumo, kriteriju� galima patikslinti atliekant kompiuterini� modeliavi-
m¡. Tarkime, kad spr¦sdami konkretu� suderinamumo uºdavini� gavome statis-
tikos T̂ 2/σ2

B realizacij¡ t. Modeliuojama N a. d. X ∼ F0(ε) paprastu�ju� didumo
n im£iu� (kadangi statistikos skirstinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru�,
tai modeliuojant galima imti, pavyzdºiui, µ = 0, σ = 1). Randame kiekvienos
sumodeliuotos imties statistikos T̂ 2/σ2

B realizacij¡ t∗ ir kiekvien¡ kart¡ patikri-
name nelygyb¦ t∗ > t. Tarkime, ²i nelygyb
e teisinga M kartu�. Tada P reik²m
es
i�ver£iu imamas daºnis p̂v = M/N . Hipotez
e atmetama, kai p̂v < α. Kad
kiekvien¡ kart¡ nereik
etu� modeliuoti, galima tam tikram imties didumu� n rink-
iniui modeliuojant i�vertinti kritines reik²mes ir ju� lenteles i�d
eti i� kompiuterio
atminti�.

Modi�kuotojo kriterijaus, grindºiamo keletu transformaciju�, statis-
tika

Tikrinant paprast¡j¡ suderinamumo hipotez¦ H0 : X ∼ F0((x−µ)/σ), kai µ
ir σ ºinomi, buvo naudojami kriterijai, kuriu� statistikos gaunamos imant kelet¡
transformaciju� Gj(εi) = Lj(F0(εi)), εi = (Xi − µ)/σ, j = 1, ..., k. Kriterijaus
statistika yra kvadratin
e forma (3.3.3).

Kai neºinomi parametrai µ ir σ kei£iami ju� DT i�vertiniais µ̂ ir σ̂, pagal
analogij¡ nagrin
esime transformaciju� rinkini�

Gj(ε̂i), ε̂i =
Xi − µ̂
σ̂

j = 1, ..., k. (3.4.19)

Paºym
ekime Σ0 atsitiktinio vektoriaus (G1(εi), ..., Gk(εi))
T kovariacin¦ mat-

ric¡. Tegu Aj1 ir Aj2 yra 3.4.2 teoremos A1 ir A2 analogai, surasti imant trans-
formacij¡ Gj(ε̂i), j = 1, ..., k.

3.4.3 teorema. Tarkime, kad kiekviena transformacija Gj tenkina 3.4.2 teore-
mos s¡lygas. Tada kvadratin
e forma

T = (T̂1, ..., T̂k)Σ−1(T̂1, ..., T̂k)T
d→ χ2

k, (3.4.20)

£ia T̂j yra statistikos (3.4.8) analogas imant transformacij¡ Gj . Kovariacin
e
matrica

Σ = Σ0 − Σ̃, (3.4.21)

£ia Σ̃ = [σ̃rs]k×k yra pataisu� kovariacin
e matrica,

σ̃ss = A2
s1j

11 + 2As1As2j
12 +A2

s2j
22, s = 1, ..., k;

σ̃rs = Ar1As1j
11 + (Ar1As2 +Ar2As1)j12 +Ar2As2j

22, r 6= s = 1, ..., k.
(3.4.22)
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I�rodymas. Pakartoj¦ 3.4.2 teoremos i�rodym¡ kiekvienai i² transformaciju�
gauname, kad vietoje dvima£io a. v. (B0

1 , B2)T tenka nagrin
eti asimptotini�
skirstini� (2k)-ma£io vektoriaus

(B0
11, B12, B

0
21, B22, ..., B

0
k1, Bk2)T , (3.4.23)

£ia B0
j1 ir Bj2 yra B0

1 ir B2 analogai imant transformacij¡ Gj :

B0
j1 = Cj1

1√
n

˙̀
µ + Cj2

1√
n

˙̀
σ, Cj1 = −Aj1

σ
i11 − Aj2

σ
i12,

Cj2 = −Aj1
σ
i12 − Aj2

σ
i22, Bj2 =

1√
n

n∑
i=1

[Gj(εi)−E(Gj(εi))]. (3.4.24)

Min
eto 2k-ma£io vektoriaus asimptotinis skirstinys gaunamas analogi²kai
teoremai 3.4.2, tereikia rasti jo kovariacin¦ matric¡. Vektoriaus (3.4.23) elementu�
B0
j1 dispersijos V (B0

j1) ir kovariacijos Cov (B0
j1, Bj2), j = 1, ..., k, surastos

3.4.2 teoremoje. Vektoriaus (B12, ..., Bk2)T kovariacin¦ matric¡ paºym
ejome
Σ0. I�sitikiname, kad likusios kovariacijos:

Cov (B0
r1, B

0
s1) = σ̃rs, Cov (B0

r1, Bs2) = −σ̃rs, r 6= s = 1, ..., k.

Tada a. v. (B0
11+B12, ..., B

0
k1+Bf2)T asimptotinis skirstinys yraNk(0,Σ), kai Σ

apibr
eºta (3.4.21) lygybe. Toki� pat asimptotini� skirstini� turi a. v. (T̂1, ..., T̂k)T .
N

Modi�kuotasis suderinamumo kriterijus, grindºiamas keletu transfor-
maciju�

Sud
etin
e suderinamumo hipotez
e (3.4.2) atmetama asimptotiniu reik²min-
gumo lygmens α kriterijumi, kai

T = (T̂1, ..., T̂k)Σ−1(T̂1, ..., T̂k)T > χ2
α(k), (3.4.25)

arba P reik²miu� terminais, kai

pva = P{χ2
k > t} < α,

£ia t yra statistikos T realizacija.

3.5. Modi�kuotu�ju� kriteriju� pavyzdºiai

Remiantis 3.4.2 ir 3.4.3 teoremomis, norint pritaikyti sud
etiniu� hipoteziu� sude-
rinamumo kriterijus, grindºiamus viena ar keliomis transformacijomis Gj(ε̂i) =
Lj(F0(̂εi)), j = 1, ..., k, reikia atlikti tokius veiksmus:

1) remiantis (3.4.7) rasti Fi²erio informacin
es matricos atvirk²tin¦ i−1 =
[irs]2×2 ir jrs = irs/σ2, r, s = 1, 2;
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2) apskai£iuoti kiekvienos transformacijos Gj konstantas

Aj1 =

∫ ∞
−∞

gj(x)dF0(x), Aj2 =

∫ ∞
−∞

xgj(x)dF0(x), (3.5.1)

gj(x) = G′j(x) = L′(F0(x))f0(x), j = 1, ..., k;

3) rasti kovariacin¦ matric¡ Σ0 (ºr. 3.4.3 teorem¡);

4) apskai£iuoti pataisu� kovariacin¦ matric¡ Σ̃ ir kovariacin¦ matric¡ Σ (ºr.
(3.4.21));

5) rasti statistikos T i² (3.4.20) realizacij¡ t;

6) remiantis (3.4.25) kriterijumi, arba modeliavimo bu	du (ºr. 3.4.2 pastab¡)
i�vertinus P reik²m¦ pv, priimti sprendim¡ apie sud
etin
es hipotez
es (3.4.1) tei-
singum¡ ar klaidingum¡.

Pateiksime keleto daºnai naudojamu� skirstiniu� suderinamumo kriterijus im-
dami pirm¡sias dvi Neimano transformacijas (3.2.3) ir transformacijas (3.3.5),
grindºiamas beta skirstiniu.

3.5.1. Normalusis skirstinys

Pagal didumo n paprast¡j¡ imti� X = (X1, ..., Xn)T tikrinama sud
etin
e suderi-
namumo hipotez
e

H0 : X ∼ Φ(
x− µ
σ

), µ ∈ R, σ > 0, ϕ(x) = Φ′(x) =
1√
2π
e−x

2/2. (3.5.2)

1. Neimano ir Bartono tipo kriterijus. Imant k = 2 parametrus Neimano
pasiu	lytos transformacijos yra

G1(zi) = 2
√

3zi, G2(zi) =
√

5(6z2
i − 1/2), (3.5.3)

£ia zi = Φ(ε̂i)− 1/2, ε̂i = (Xi − µ̂)/σ̂, i = 1, ..., n.

Randame 1) j11 = 1, j12 = 0, j22 = 1/2;

2) A11 = 2
√

3

∫ ∞
−∞

ϕ2(x)dx =
√

3/π, A12 = 2
√

3

∫ ∞
−∞

xϕ2(x)dx = 0;

A21 = 0, A22 = 12
√

5

∫ ∞
−∞

x(Φ(x)− 1/2)ϕ2(x)dx =
√

15/π;

3) kadangi transformacijos ortogonalios ir normuotos, tai Σ0 = I;

4) kovariacin
e matrica

Σ =

(
1−A2

11 0
0 1−A2

22/2

)
=

(
1− 3/π 0

0 1− 15/(2π2)

)
;
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5) � 6) randame statistikos

T = T 2
1 + T 2

2 = T̂ 2
1 /(1− 3/π) + T̂ 2

2 /(1− 15/(2π2)) (3.5.4)

realizacij¡ t. Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kri-
terijumi, kai t vir²ija kritin¦ reik²m¦ χ2

α(2) arba kai pva = P{χ2
2 > t} < α.

3.5.1 pastaba. Kriterijus galima sudaryti imant atskirai statistikas T 2
1 ir

T 2
2 . Priimant sprendim¡ ²iu� statistiku� realizacijas reik
etu� palyginti su kritine

reik²me χ2
α(1). Kriteriju� rinkini� galima papildyti imant didesni� skai£iu� (3.2.3)

tranformaciju�. Kriteriju� statistikas galima sudaryti imant po vien¡ atskiras
transformacijas, komponuojant ju� dvejetus, trejetus ir t. t.

3.5.2 pastaba. Kyla klausimas, kuriuos kriterijus reik
etu� naudoti. Jeigu
norima patikrinti hipotez¦ H0, kai alternatyvos yra simetrin
es, tai reik
etu� imti
lygines transformacijas G2, G4,..., nes tada aib
es (3.2.1) alternatyvos yra simet-
rin
es. Atvirk²£iai, jei norima tikrinti su nesimetri²komis alternatyvomis, tai
reik
etu� imti nelygines transformacijas G1, G3, ... Apskritai transformaciju� skai-
£iaus didinimas tur
etu� sumaºinti kriterijaus gali¡, nes tokiu atveju i²ple£iama
alternatyvu� (3.2.1) aib
e. Maºinant transformaciju� skai£iu�, atrodo, kad reik
etu�
imti statistik¡ T 2

2 , kai alternatyvos simetrin
es, statistik¡ T 2
1 , kai alternatyvos

nesimetrin
es, ir statistik¡ T , jeigu apie alternatyvas nieko neºinoma. Tokios
rekomendacijos, gautos modeliuojant ir lyginant i�vairiu� kriteriju� galias, siu	lomos
[16].

2. Kriterijai, grindºiami beta skirstiniu.
Remdamiesi 3.3 skyreliu, kriterijus sudarysime naudodami transformacijas

G1(ε̂i) = ln Φ(ε̂i) + 1, G2(ε̂i) = ln(1− Φ(ε̂i)) + 1.

2) randame

A11 =

∫ ∞
−∞

ϕ2(x)

Φ(x)
dx ≈ 0, 903197, A12 =

∫ ∞
−∞

xϕ2(x)

Φ(x)
dx ≈ −0, 595636,

A21 =

∫ ∞
−∞

−ϕ2(x)

1− Φ(x)
dx = −A11, A22 =

∫ ∞
−∞

−xϕ2(x)

1− Φ(x)
dx = A12;

3) � 4)

Σ0 =

(
1 1− π2/6

1− π2/6 1

)
, Σ =

(
1−A2

11 −A2
12/2 1− π2/6 +A2

11 −A2
12/2

1− π2/6 +A2
11 −A2

12/2 1−A2
11 −A2

12/2

)

≈
(

0, 006844 − 0, 006560
−0, 006560 0, 006844

)
, ρ = σ12/

√
σ11σ22 ≈ −0, 958514.

5) � 6) Gauname kvadratin¦ form¡

T̃ = (T̃ 2
1 − 2ρT̃1T̃2 + T̃ 2

2 )/(1− ρ2), (3.5.5)
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T̃1 =
1

√
nσ11

n∑
i=1

[ln Φ(ε̂i) + 1], T̃2 =
1

√
nσ22

n∑
i=1

[ln(1− Φ(ε̂i)) + 1].

Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai T̃ >
χ2
α(2).

3.5.3 pastaba. Kriterijus galima sudaryti imant atskirai statistikas T̃ 2
1 ir T̃ 2

2 .
Priimant sprendim¡ ²iu� statistiku� realizacijas reik
etu� palyginti su kritine reik²me
χ2
α(1).

Lognormalusis skirstinys. Pasiskirstymo funkcija

F0(x|µ, σ) = Φ(
lnx− µ

σ
), x > 0, µ ∈ R, σ > 0.

Atlikus transformacij¡ Z = lnX, gaunamas normalusis skirstinys. Pritaikomi
3.5.1 skyrelio rezultatai, jeigu prie² tai atliekama kiekvieno imties elemento
transformacija Zi = lnXi, i = 1, ..., n.

3.5.1 pavyzdys (2.3.2 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 2.3.2 pavyzdºio duomenis patikrinsime
hipotez¦, kad stebimo a. d. V skirstinys yra a) normalusis; b) lognormalusis; c) a. d. V 1/4

skirstinys yra normalusis.
a) Gauname X̄ = 12, 0184, s = 9, 9296; statistika (3.5.4) i�gijo reik²m¦ 17,2647; asimp-

totin
e P reik²m
e pva = P{χ2
2 > 17, 2647} = 0, 00018; hipotez
e atmestina. Naudodami

kriteriju�, kurio statistika yra T 2
1 , gauname jos realizacij¡ 15,6712 ir asimptotin¦ P reik²m¦

pva = P{χ2
1 > 15, 6712} = 0, 000075; kriterijus pasirod
e galingesnis. O naudojant statistik¡

T2, jos realizacija yra 1,5935 ir hipotez
e neatmetama. Tai galima paai²kinti tuo, kad stebimo
a. d. skirstinys asimetri²kas (tai akivaizdu i² histogramos). Naudodami statistik¡ (3.5.5) ran-
dame T̃ realizacij¡ 19,1807 ir asimptotin¦ P reik²m¦ pva = P{χ2

2 > 19, 1807} = 0, 000068.
Hipotez
e atmetama. �iame pavyzdyje kriterijai, grindºiami statistikomis T 2

1 ir T̃ pasirod
e
gerokai galingesni uº modi�kuot¡ji� χ2 kriteriju�.

b) Atliekame transformacij¡ Xi = lnVi ir randame X̄ = 2, 1029, s = 0, 9675; statistiku�
(3.5.4) ir (3.5.5) realizacijos yra T = 4, 0410, T̃ = 3, 3480, atitinkamos P reik²m
es yra 0,1326
ir 0,1875. Hipotez
e neatmetama.

c) Atliekame transformacij¡ Xi = V
1/4
i ir randame X̄ = 1, 7394, s = 0, 3944; statistiku�

(3.5.4) ir (3.5.5) realizacijos yra T = 0, 2088; T̃ = 0, 4484, atitinkamos P reik²m
es yra 0,9009;

0,7992. Hipotez
e neatmetama.

3.5.2. Logistinis skirstinys

Pagal didumo n paprast¡j¡ imti� X = (X1, ..., Xn)T tikrinama sud
etin
e suderi-
namumo hipotez
e

H0 : X ∼ F0(
x− µ
σ

), µ ∈ R, σ > 0,

F0(x) =
ex

1 + ex
, f0(x) = F ′0(x) =

ex

(1 + ex)2
, −∞ < x <∞ (3.5.6)

1. Neimano ir Bartono tipo kriterijus. Imant k = 2 parametrus Neimano
pasiu	lytos transformacijos yra

G1(zi) = 2
√

3zi, G2(zi) =
√

5(6z2
i − 1/2), (3.5.7)
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£ia zi = F0(ε̂i)− 1/2, ε̂i = (Xi − µ̂)/σ̂, i = 1, ..., n.

Randame
1) j11 = 3, j12 = 0, j22 = 9/(π2 + 3);

2)A11 = 2
√

3

∫ ∞
−∞

e2x

(1 + ex)4
dx =

√
3/3, A12 = 2

√
3

∫ ∞
−∞

xe2x

(1 + ex)4
dx = 0;

A21 = 0, A22 = 6
√

5

∫ ∞
−∞

x(ex − 1)e2x

(1 + ex)5
dx =

√
5/2.

Matome, kad σ11 = 1 − A2
11j

11 = 0, t. y. asimptotinis skirstinys i²sigim¦s.
Tod
el vietoje G1 imkime transformacij¡ G3(zi) =

√
7(20z3

i − 3zi). Tada

A31 = 60
√

7

∫ ∞
−∞

(F0(x)− 1/2)2f2
0 (x)dx− 3

√
7

∫ ∞
−∞

f2
0 (x)dx = 0, A32 = 0,

t. y. pataisu� matricos elementai lygu	s 0.
3) kadangi transformacijos ortogonalios ir normuotos, tai Σ0 = I;
4) kovariacin
e matrica

Σ =

(
1−A2

22j
22 0

0 1

)
≈
(

0, 1258 0
0 1

)
.

5) � 6) randame statistikos

T = T 2
2 + T 2

3 = T̂ 2
2 /0, 1258 + T̂ 2

3 (3.5.8)

realizacij¡ t. Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kri-
terijumi, kai t vir²ija kritin¦ reik²m¦ χ2

α(2) arba kai pva = P{χ2
2 > t} < α.

2. Kriterijai, grindºiami beta skirstiniu.
2) randame

A11 =

∫ ∞
−∞

f2
0 (x)

F0(x)
dx = 1/2, A12 =

∫ ∞
−∞

xf2
0 (x)

F0(x)
dx = −1/2,

A21 =

∫ ∞
−∞

−f2
0 (x)

1− F0(x)
dx = −A11, A22 =

∫ ∞
−∞

−xf2
0 (x)

1− F0(x)
dx = A12.

3) � 4) pataisu� kovariacin
es matricos Σ̃ elementai

σ̃11 = σ̃22 = A2
11j

11 +A2
12j

22 =
1

4
(j11 + j22) ≈ 0, 92483,

σ̃12 = σ̃21 = −A2
11j

11 +A2
12j

22 = −1

4
(j11 − j22) ≈ −0, 57517

ir

Σ = Σ0−Σ̃ =

(
1− σ̃11 1− π2/6− σ̃12

1− π2/6− σ̃21 1− σ̃22

)
≈
(

0, 07517 − 0, 06976
−0, 06976 0, 07517

)
.
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5) � 6) Gauname kvadratin¦ form¡

T̃ = (T̃ 2
1 − 2ρT̃1T̃2 + T̃ 2

2 )/(1− ρ2), ρ = σ12/
√
σ11σ22 ≈ −0, 9280, (3.5.9)

T̃1 =
1

√
nσ11

n∑
i=1

[lnF0(ε̂i) + 1], T̃2 =
1

√
nσ22

n∑
i=1

[ln(1− F0(ε̂i)) + 1].

Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai T̃ >
χ2
α(2).

Loglogistinis skirstinys. Pasiskirstymo funkcija F (x|θ, ν) = 1−(1+(x/θ)ν)−1.
Atlik¦ transformacij¡ Zi = lnXi, gauname logistiniu� skirstiniu� ²eim¡.

3.5.3. Ekstremaliu� reik²miu� skirstinys

Pagal didumo n paprast¡j¡ imti� X = (X1, ..., Xn)T tikrinama sud
etin
e suderi-
namumo hipotez
e

H0 : X ∼ F0(
x− µ
σ

), µ ∈ R, σ > 0,

F0(x) = 1− e−e
x

, f0(x) = F ′0(x) = exe−e
x

, −∞ < x <∞. (3.5.10)

1. Neimano ir Bartono tipo kriterijus. Imant k = 2 parametrus Neimano
pasiu	lytos transformacijos yra

G1(zi) = 2
√

3zi, G2(zi) =
√

5(6z2
i − 1/2), (3.5.11)

£ia zi = F0(ε̂i)− 1/2, ε̂i = (Xi − µ̂)/σ̂, i = 1, ..., n.

Randame 1)

j11 =
1 + 2Γ′(1) + Γ′′(1)

Γ′′(1)− (Γ′(1))2
≈ 1, 10866, j12 = − 1 + Γ′(1)

Γ′′(1)− (Γ′(1))2
≈ −0, 25702,

j22 =
1

Γ′′(1)− (Γ′(1))2
≈ 0, 60793.

2)

A11 = 2
√

3

∫ ∞
∞

e2xe−2exdx =
√

3/2 ≈ 0, 86603,

A12 = 2
√

3

∫ ∞
∞

xe2xe−2exdx =
√

3(Γ′(1)− ln 2 + 1)/2 ≈ −0, 23415,

A21 = 12
√

5

∫ ∞
−∞

(1/2− e−e
x

)e2xe−2exdx =

√
5

6
≈ 0, 37268,

A22 = 12
√

5

∫ ∞
−∞

x(1/2− e−e
x

)e2xe−2exdx ≈ 1, 10799.
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3) Kovariacin
e matrica Σ0 = I.
4) Pataisu� kovariacin
es matricos Σ̃ elementai

σ̃11 = A2
11j

11 + 2A11A12j
12 +A2

21j
22 ≈ 0, 96907,

σ̃12 = A11A21j
11 + (A11A22 +A12A21)j12 +A12A22j

22 ≈ −0, 02409,

σ̃22 = A2
21j

11 + 2A21A22j
12 +A2

22j
22 ≈ 0, 68804,

ir kovariacin
e matrica

Σ = Σ0 − Σ̃ ≈
(

0, 03093 0, 02409
0, 02409 0, 32296

)
, ρ = σ12/

√
σ11σ22 ≈ 0, 24103.

5) � 6) Gauname kvadratin¦ form¡

T = (T 2
1 − 2ρT1T2 + T 2

2 )/(1− ρ2). (3.5.12)

Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai T >
χ2
α(2).
2. Kriterijai, grindºiami beta skirstiniu.
2) Randame

A11 =

∫ ∞
−∞

e2xe−2ex

1− e−ex
dx =

π2

6
− 1 ≈ 0, 64493,

A12 =

∫ ∞
−∞

x
e2xe−2ex

1− e−ex
dx ≈ −0, 24209,

A21 =

∫ ∞
−∞
−e2xe−e

x

dx = −1,

A22 =

∫ ∞
−∞
−xe2xe−e

x

dx = −(1 + Γ′(1)) ≈ −0, 42278.

4) Pataisu� kovariacin
es matricos Σ̃ elementas

σ̃22 = A2
21j

11 + 2A21A22j
12 +A2

22j
22 = 1.

Tada kovariacin
es matricos Σ elementas σ22 = 1 − σ̃22 = 0. Asimptotinis
skirstinys i²sigim¦s, tod
el sudarydami kriteriju� naudosime tik pirm¡j¡ transfor-
macij¡.

σ̃11 = A2
11j

11 + 2A11A12j
12 +A2

12j
22 ≈ 0, 57702, σ11 ≈ 0, 42298.

5) � 6) Gauname statistik¡

T̃ = T̃ 2
1 , T̃1 =

1
√
nσ11

n∑
i=1

[ln(F0(ε̂i)) + 1]. (3.5.13)
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Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
T̃ > χ2

α(1).

Maksimaliu�ju� reik²miu� skirstinys. Nagrin
etas ekstremaliu�ju� reik²miu�
skirstinys dar vadinamas minimaliu�ju� reik²miu� skirstiniu. Jis turi kairi¡j¡ asi-
metrij¡, asimetrijos koe�cientas γ = −1. Kitas ekstremaliu�ju� reik²miu� skirstinys
vadinamas maksimaliu�ju� reik²miu� skirstiniu. Pasiskirstymo ir tankio funkcijos
yra

F ∗0 (x) = e−e
−x
, f∗0 (x) = e−xe−e

−x
, −∞ < x <∞.

Minimaliu�ju� ir maksimaliu�ju� skirstiniu� pasiskirstymo funkcijos susietos lygybe

F0(x) = 1− F ∗0 (−x).

Tod
el tikrinant sud
etin¦ suderinamumo hipotez¦

H0 : X ∼ F ∗0 ((x− µ)/σ), µ ∈ R, σ > 0, (3.5.14)

pritaikoma ²io skyrelio metodika. Tik i�vertinus parametrus ir atlikus transfor-
macij¡ Yi = F ∗0 (−(Xi − µ̂)/σ̂) reikia atlikti keitim¡ Zi = 1 − Yi, i = 1, ..., n ir
visose formul
ese vietoje Yi i�ra²yti Zi.

Veibulo skirstinys. Tikrinant sud
etin¦ suderinamumo hipotez¦

H0 : X ∼ F0(x|ν/σ) = 1− e−(xσ)ν , ν, σ > 0, (3.5.15)

taip pat pritaikoma ²io skyrelio metodika, nes, atlikus transformacij¡ Z = lnX,
Veibulo skirstiniu� ²eima tampa minimaliu� reik²miu� skirstiniu� ²eima.

3.5.4. Ko²i skirstinys

Pagal didumo n paprast¡j¡ imti� X = (X1, ..., Xn)T tikrinama sud
etin
e suderi-
namumo hipotez
e

H0 : X ∼ F0(
x− µ
σ

), µ ∈ R, σ > 0,

F0(x) =
1

π
arctg(x) +

1

2
, f0(x) =

1

π

1

1 + x2
, −∞ < x <∞. (3.5.16)

1. Neimano ir Bartono tipo kriterijus. Imant k = 2 parametrus Neimano
pasiu	lytos transformacijos yra

G1(zi) = 2
√

3zi, G2(zi) =
√

5(6z2
i − 1/2), (3.5.17)

£ia zi = F0(ε̂i)− 1/2, ε̂i = (Xi − µ̂)/σ̂, i = 1, ..., n.

Randame 1) j11 = 2, j12 = 0, j22 = 2.
2)

A11 =
2
√

3

π2

∫ ∞
∞

dx

(1 + x2)2
=

√
3

π
, A12 =

2
√

3

π2

∫ ∞
∞

xdx

(1 + x2)2
= 0,
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A21 = 0, A22 =
12
√

5

π3

∫ ∞
∞

x arctg xdx

(1 + x2)2
=

3
√

5

π2
,

3) kadangi transformacijos ortogonalios ir normuotos, tai Σ0 = I;
4) kovariacin
e matrica

Σ =

(
1−A2

11 0
0 1−A2

22/2

)
=

(
1− 3/π2 0

0 1− 45/π4

)
.

5) � 6) randame statistikos

T = T 2
1 + T 2

2 = T̂ 2
1 /(1− 3/π2) + T̂ 2

2 /(1− 45/π4) (3.5.18)

realizacij¡ t. Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kri-
terijumi, kai t vir²ija kritin¦ reik²m¦ χ2

α(2) arba kai pva = P{χ2
2 > t} < α.

2. Kriterijai, grindºiami beta skirstiniu.
2) Randame

A11 =
1

π2

∫ ∞
−∞

((1/π) arctg x+ 1/2)−1

(1 + x2)2
dx = 0, 38796,

A12 =
1

π2

∫ ∞
−∞

x((1/π) arctg x+ 1/2)−1

(1 + x2)2
dx = −0, 22571

A21 = −A11, A22 = A12.

4) Pataisu� kovariacin
es matricos Σ̃ elementai

σ̃11 = σ̃22 = A2
11j

11 +A2
21j

22 ≈ 0, 40292,

σ̃12 = σ̃21 = −A2
11j

11 +A2
12j

22 ≈ −0, 19914,

ir kovariacin
e matrica

Σ = Σ0 − Σ̃ ≈
(

0, 59708 − 0, 44580
−0, 44580 0, 59708

)
.

5) � 6) Gauname kvadratin¦ form¡

T̃ = (T̃ 2
1 − 2ρT̃1T̃2 + T̃ 2

2 )/(1− ρ2), ρ = σ12/
√
σ11σ22 ≈ −0, 74663, (3.5.19)

T̃1 =
1

√
nσ11

n∑
i=1

[ln(F0(ε̂i)) + 1], T̃2 =
1

√
nσ22

n∑
i=1

[ln(1− F0(ε̂i)) + 1].

Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai T̃ >
χ2
α(2).
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3.6. Pratimai

3.1 � 3.3 skyreliai

3.1. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� X = (X1, ..., Xn)T tikrinama paprastoji suderina-
mumo hipotez
e H0 : Xi ∼ E(1), kai alternatyvu� aib
e yra {E(λ), λ 6= 0, λ > 0}. Raskite
alternatyvu� aib¦ G, kai atlikta a. d. X1, ..., Xn transformacija (3.1.3).

3.2. Tarkime, kad atlik¦ transformacij¡ (3.1.3) gavome alternatyvu� aib¦ {Be(λ, 1), λ 6=
1, λ > 0}. Kokia yra pradinio uºdavinio alternatyvu� aib
e F?

3.3. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotez
e H0 : Xi ∼ U(0, 1), kai Neimano tipo alternatyviu� tankiu� aib
e yra G =
{g(y|θ) = 1

c(θ)
eθ(y−1/2), 0 < y < 1, θ > 0}. Raskite TG kriteriju� hipotezei H0, kai alter-

natyva yra H : Yi ∼ g ∈ G, tikrinti. Naudodami normali¡j¡ aproksimacij¡ suformuluokite
asimptotini� kriteriju�.

3.4. (3.3 pratimo t¦sinys). Raskite 3.3 pratime surasto kriterijaus statistikos asimptotini�
skirstini�, kai teisinga alternatyva. Naudodami normali¡j¡ aproksimacij¡ raskite asimptotinio
reik²mingumo lygmens α kriterijaus galios funkcij¡.

3.5. (3.4 pratimo t¦sinys). Apskai£iuokite asimptotin¦ reik²mingumo lygmens α = 0, 05
kriterijaus gali¡, kai a)n = 50; θ = 1, 2; 1, 5; 2; 3; b) θ = 0, 5;n = 50; 100; 200.

3.6. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotez
e H0 : Xi ∼ U(0, 1), kai Neimano tipo alternatyviu� tankiu� aib
e yra G =

{g(y|θ) = 1
c(θ)

eθ(y−1/2)2 , 0 < y < 1, θ > 0}. Raskite TG kriteriju� hipotezei H0, kai alter-
natyva yra H : Yi ∼ g ∈ G, tikrinti. Naudodami normali¡j¡ aproksimacij¡ suformuluokite
asimptotini� kriteriju�.

3.7. (3.6 pratimo t¦sinys). Raskite 3.6 pratime surasto kriterijaus statistikos asimptotini�
skirstini�, kai teisinga alternatyva. Naudodami normali¡j¡ aproksimacij¡ raskite asimptotinio
reik²mingumo lygmens α kriterijaus galios funkcij¡.

3.8. (3.7 pratimo t¦sinys). Apskai£iuokite asimptotin¦ reik²mingumo lygmens α = 0, 05
kriterijaus gali¡, kai a)n = 50; θ = 1, 2; 1, 5; 2; 3; b) θ = 1, 0;n = 50; 100; 200.

3.9. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotez
e H0 : Xi ∼ U(0, 1), kai alternatyviu� tankiu� aib
e yra G = {g(y|γ) =
γ(1 − y)γ−1, 0 < y < 1, γ > 1}. Raskite TG kriteriju� hipotezei H0, kai alternatyva yra
H : Yi ∼ g ∈ G, tikrinti ir jo galios funkcij¡.

3.10. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotez
e H0 : Xi ∼ U(0, 1), kai alternatyviu� tankiu� aib
e yra G = {g(y|γ) =
γ(1 − y)γ−1, 0 < y < 1, 0 < γ < 1}. Raskite TG kriteriju� hipotezei H0, kai alternatyva yra
H : Yi ∼ g ∈ G, tikrinti ir jo galios funkcij¡.

3.11. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� Y = (Y1, ..., Yn)T tikrinama paprastoji suderi-
namumo hipotez
e H0 : Xi ∼ U(0, 1), kai alternatyviu� tankiu� aib
e yra 1) G = {g(y|γ) =
γyγ−1, 0 < y < 1, 0 < γ < 1}; 2) G = {g(y|γ) = γyγ−1, 0 < y < 1, 1 < γ}. Raskite TG
kriterijus ir ju� galios funkcijas.

3.4 � 3.5 skyreliai

3.12. Raskite modi�kuotojo Neimano ir Bartono tipo (2 parametrai) asimptotini� kriteriju�
eksponenti²kumo hipotezei H0 : Xi ∼ E(1/λ), λ > 0 tikrinti.



80 3 SKYRIUS. GLOD	US NEIMANO IR BARTONO KRITERIJAI

3.13. Raskite modi�kuot¡ji� asimptotini� kriteriju�, grindºiam¡ beta skirstiniu, eksponen-
ti²kumo hipotezei H0 : Xi ∼ E(1/λ), λ > 0 tikrinti.

3.14. (3.12 ir 3.13 pratimu� t¦sinys). Remdamiesi 3.12 ir 3.13 pratimuose rastais krite-
rijais patikrinkite hipotez¦, kad 2.3.1 pavyzdºio duomenys gauti stebint eksponentini� a. d.

3.15. (2.21 pratimo t¦sinys). Modi�kuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirs-
tiniu grindºiamais kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad 2.21 pratimo duomenys gauti stebint
normalu�ji� a. d.

3.16. (2.18 pratimo t¦sinys). Modi�kuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirstiniu
grindºiamais kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad 2.18 pratimo duomenys gauti stebint a)
normalu�ji� a. d.; b) logistini� a. d.

3.17. (2.19 pratimo t¦sinys). Modi�kuotuoju Neimano ir Bartono tipo ir beta skirstiniu
grindºiamais kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad 2.19 pratimo duomenys gauti stebint a)
lognormalu�ji� a. d.; b) loglogistini� a. d.

3.18. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint normalu�ji� a. d. ir,
taikydami 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipotez¦, kad buvo sumodeliuotas a) normalusis
a. d.; b) logistinis a. d.; c) Ko²i a. d.

3.19. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint normalu�ji� a. d. ir,
taikydami 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipotez¦, kad buvo sumodeliuotas a) normalusis
a. d.; b) logistinis a. d.; c) Ko²i a. d.

3.20. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint Ko²i a. d. ir, taiky-
dami 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipotez¦, kad buvo sumodeliuotas a) normalusis a. d.;
b) logistinis a. d.; c) Ko²i a. d.

3.21. Sumodeliuokite didumo n = 50 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint Veibulo a. d. ir,
taikydami 3.5 skyrelio kriterijus, patikrinkite hipotez¦, kad buvo sumodeliuotas a) Veibulo
a. d.; b) lognormalusis a. d.; c) maksimaliu� reik²miu� a. d.

3.7. Atsakymai ir nurodymai

3.1. {Be(1, λ), λ 6= 1, λ > 0}. 3.2. Alternatyvu� aib¦ F sudaro tankiai f(x) = λe−x(1 −
e−x)λ−1, x > 0, λ 6= 1. Jeigu a. d. Yi pakeistume a. d Zi = 1 − Yi, tai alternatyvu� aib
e bu	tu�
kaip 3.1 pratime {E(λ), λ 6= 1, λ > 0}. 3.3. Hipotez
e atmetama, kai T = 2sqrt3/n

∑n
i=1(Yi−

1/2)) > tα, £ia tα yra statistikos T lygmens α kritin
e reik²m
e. Asimptotinis kriterijus gau-
namas pakei£iant tα i� zα. 3.4. Paºym
ekime µ(θ) = Eθ(Yi − 1/2) ir σ2(θ) = V θ(Yi − 1/2).

Jeigu θ tikroji parametro reik²m
e, tai T (θ) = (1/(σ(θ)
√
n))
∑n
i=1(Yi − 1/2 − µ(θ))

d→ Z ∼
N(0, 1). Asimptotin
e kriterijaus galia β(θ) = Φ(

√
nµ(θ)/σ(θ) − zα/(

√
12σ(θ))). Nurody-

mas. Randame normuojan£i¡ konstant¡ c(θ) = (eθ/2 − e−θ/2)/θ. Tada µ(θ) = [ln c(θ)]′θ =

[eθ(θ − 2) + θ + 2]/(2θ(eθ − 1)); σ2(θ) = [ln c(θ)]′′
θ2

= eθ(eθ + e−θ − θ2 − 2)/(θ(eθ −
1))2. 3.5. a) 0,7807; 0,9164; 0,9919; 1,000; b)0,6451; 0,8897; 0,9925. 3.6. Hipotez
e at-
metama, kai T =

∑n
i=1[(Yi − 1/2)2 − 1/12]6

√
5/
√
n > tα, £ia tα yra statistikos T lygmens

α kritin
e reik²m
e. Asimptotinis kriterijus gaunamas pakei£iant tα i� zα. 3.7. Paºym
ekime
µ(θ) = Eθ(Yi − 1/2)2 ir σ2(θ) = V θ(Yi − 1/2)2. Jeigu θ tikroji parametro reik²m
e, tai

T (θ) =
∑n
i=1[(Yi − 1/2)2 − µ(θ)]/(σ(θ)

√
n)

d→ Z ∼ N(0, 1). Asimptotin
e kriterijaus
galia β(θ) = Φ(

√
n(µ(θ) − 1/12)/σ(θ) − zα/(6

√
5σ(θ))). Nurodymas. Normuojanti kon-

stanta c(θ) =
∫ 1
0 exp{θ(x − 1/2)2}dx, c′(θ) =

∫ 1
0 (x − 1/2)2 exp{θ(x − 1/2)2}dx, c′′(θ) =∫ 1

0 (x− 1/2)4 exp{θ(x− 1/2)2}dx. Tada µ(θ) = c′(θ)/c(θ), σ2(θ) = c′′(θ)/c(θ)− [c′(θ)/c(θ)]2.
Kai θ ºinomas, integralus galima apskai£iuoti skaitiniais metodais. 3.8. a) 0,1668; 0,2122;
0,3016; 0,5148; b) 0,1403; 0,1950; 0,2912. 3.9. Reik²mingumo lygmens α TG kriterijus



3.7. Atsakymai ir nurodymai 81

atmeta hipotez¦ H0, kai T = −2
∑n
i=1 ln(1 − Yi) < χ2

1−α(2n). Galios funkcija β(γ) =

P{χ2
2n < γχ2

1−α(2n)} → 1, kai γ → 0. Nurodymas. Gri�ºkite prie eksponentinio skirs-
tinio (ºr. 3.1 pratim¡). 3.10. Reik²mingumo lygmens α TG kriterijus atmeta hipotez¦ H0,
kai T = −2

∑n
i=1 ln(1 − Yi) > χ2

α(2n). Galios funkcija β(γ) = P{χ2
2n > γχ2

α(2n)} → 1,
kai γ → ∞. 3.11. Atlik¦ keitim¡ Zi = 1 − Yi gauname 3.9, 3.10 pratimu� alternatyvu�
²eimas. 3.12. Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
T = (T 2

1 − 2ρT1T2 + T 2
2 )/(1 − ρ2) > χ2

α(2), £ia T1 = 4
√

3
∑n
i=1(Yi − 1/2)/

√
n,, T2 =

6
√

5
∑n
i=1[6(Y1 − 1/2)2 − 1/2]/

√
31n, Yi = 1 − exp(−Xi/X̄), ρ = −0, 6956. Nurodymas.

Pakartokite 3.4.2 ir 3.4.3 teoremu� i�rodymus, kai yra eksponentinis skirstinys (vienas maste-
lio parametras). 3.13. Statistikos T̂2 =

∑
i(ln(1 − Yi) + 1)/

√
n skirstinys i²sigim¦s. Tod
el

kriteriju� sudarome naudodmi tik statistik¡ T̂1 =
∑
i lnYi + 1/

√
nσ11, σ11 = π2(12− π2)/36.

Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai T̂ 2
1 > χ2

α(1). 3.14.
Statistikos T ir T̂ 2

1 i�gijo reik²mes 11,80085 ir 7,1079; atitinkamos P reik²m
es 0,0027 ir 0,0077.
Hipotez
e atmestina. 3.15. Statistikos T ir T̃ i�gijo reik²mes 0,2714 ir 0,4506; atitinkamos P
reik²m
es 0,8731 ir 0,7983. Hipotez
e neatmetama.



4 skyrius

Kriterijai, grindºiami

empiriniais procesais

Sakykime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio pasiskirstymo
funkcija F priklauso absoliu£iai tolydºiu� skirstiniu� ²eimai F . Tikrinsime pa-
prast¡j¡ hipotez¦

H0 : F (x) ≡ F0(x); (4.0.1)

£ia F0 ºinoma ²eimos F pasiskirstymo funkcija.

4.1. Kriteriju�, grindºiamu� empiriniu procesu, sta-
tistikos

Kriteriju�, grindºiamu� empiriniais procesais, ku	rimo id
eja. Paºym
ekime

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1(−∞,x](Xi)

empirin¦ pasiskirstymo funkcij¡.
Jei teisinga hipotez
e H0, tai pagal Glivenkos ir Kantelio teorem¡

sup
x∈R
|F̂n(x)− F0(x)| b.t.→ 0, kai n→∞.

Taigi, tikrinant hipotez¦ H0, natu	ralu sudaryti kriterijus imant tam tikrus
empirinio proceso En =

√
n(F̂n − F0) funkcionalus.

Kriterijaus statistikos. Daºniausiai naudojami ²ie funkcionalai:

Dn = sup
x∈R
|F̂n(x)− F0(x)| (Kolmogorovo ir Smirnovo statistika), (4.1.1)

Cn =

∫ ∞
−∞

(F̂n(x)− F0(x))2dF0(x) (Kramero ir Mizeso statistika), (4.1.2)

82
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An =

∫ ∞
−∞

(F̂n(x)− F0(x))2

F0(x)(1− F0(x))
dF0(x) (Anderseno ir Darlingo statistika),

(4.1.3)
arba, apibendrinant pastar¡sias dvi,

ω2
n = ω2

n(ψ) =

∫ ∞
−∞

(F̂n(x)− F0(x))2ψ(F0(x))dF0(x) (ω2 statistika); (4.1.4)

£ia ψ � neneigiama funkcija, apibr
eºta intervale (0, 1).

4.1.1 teorema. Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint abso-
liu£iai tolydu�ji� a. d. X su pasiskirstymo funkcija F0. Tada statistiku� (4.1.1)
� (4.1.4) skirstiniai nepriklauso nuo pasiskirstymo funkcijos F0, o priklauso tik
nuo imties didumo n.

I�rodymas. �inoma, jei X yra absoliu£iai tolydus, tai a. d. Y = F0(X)
yra tolygiai pasiskirst¦s intervale [0, 1], t. y. Y ∼ U(0, 1). Tod
el empirin
es
pasiskirstymo funkcijos

Ĝn(y) =
1

n

n∑
i=1

1(−∞,y](Yi), Yi = F0(Xi), i = 1, ..., n,

skirstinys nepriklauso nuo F0.
Funkcija F0 nemaº
ejanti. Kiekvienam y ∈ [0, 1] apibr
eºkime xy = sup{x :

F0(x) ≤ y}. Tada

Xi ≤ xy ⇐⇒ F0(Xi) ≤ F0(xy)⇐⇒ Yi ≤ F0(xy),

taigi F̂n(xy) = Ĝn(F0(xy)).
Funkcija F0 yra tolydi. Tod
el, kai xy prab
ega galimas reik²mes i² intervalo

[−∞,∞], tai y = F (xy) uºpildo interval¡ [0, 1]. Gauname

Dn = sup
xy∈R

|F̂n(xy)−F0(xy)| = sup
xy∈R

|Ĝn(F0(xy))−F0(xy)| = sup
y∈[0, 1]

|Ĝn(y)−y|,

ω2
n =

∫ ∞
−∞

(Ĝn(F0(x))− F0(x))2ψ(F0(x))dF0(x) =

∫ 1

0

(Ĝn(y)− y)2ψ(y)dy.

Taigi statistiku� Dn ir ω2 skirstiniai nepriklauso nuo F0, o priklauso tik nuo
imties didumo n. N

Remiantis teorema hipotez
eH0 atmetama, kai min
etos statistikos i�gyja dide-
les reik²mes, t. y. vir²ija atitinkamu� statistiku� lygmens α kritines reik²mes. Ne-
dideliems n kritines reik²mes galime surasti, pavyzdºiui, modeliuodami Ĝn(y)
ir apskai£iuodami min
etu� funkcionalu� realizacijas.

Kai n didelis, kritiniu� reik²miu� skai£iavimas sud
etingas, tod
el naudojamos
statistiku� asimptotiniu� (n→∞) skirstiniu� kritin
es reik²m
es.

Kadangi visos statistikos yra empirinio proceso

En(x) =
√
n(F̂n(x)− F0(x)), x ∈ R, (4.1.5)
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funkcionalai, tai, remiantis empirinio proceso invarianti²kumo principu (ºr. B
pried¡, 8.4.1 teorem¡), gaunami statistiku� asimptotiniai skirstiniai. Pagal 8.4.1
teorem¡ Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo
statistikos turi tokias ribas:

√
nDn

d→ sup
0≤t≤1

|B(t)|, nCn
d→
∫ 1

0

B2(t)dt, nAn
d→
∫ 1

0

B2(t)

t(1− t)
dt, (4.1.6)

£ia B yra intervalo [0, 1] Brauno tiltas (ºr. B pried¡, 8.2.3, 8.4, 8.5 skyrelius).
Taigi statistiku� asimptotiniai skirstiniai sutampa su atitinkamu� Brauno tilto
funkcionalu� skirstiniais.

Diskre£iojo skirstinio atvejis. Tarkime, X yra diskretusis a. d., i�gyjantis reik²mes
a1, ..., ak su tikimyb
emis p1, ..., pk,

∑
i pi = 1. Jo pasiskirstymo funkcija F (x) kinta didumo

pi ²uoliukais ta²kuose ai, i = 1, ..., k.
Tegu (X1, ..., Xn)T yra paprastoji didumo n imtis, gauta stebint a. d. X. Paºym
ekime Ui

reik²m
es ai pasikartojimu� skai£iu� imtyje,
∑
i Ui = n. Tada empirin
e pasiskirstymo funkcija

F̂n(x) kinta didumo Ui/n ²uoliukais ta²kuose ai, i = 1, ..., k.
Tikrinsime paprast¡j¡ hipotez¦, kad a. d. X pasiskirstymo funkcija F sutampa su ºinoma

pasiskirstymo funkcija F0, kuri kinta didumo pi0 ²uoliukais ta²kuose ai,
∑
i pi0 = 1.

Apibr
eºkime diskre£iuosius Kolmogorovo ir Smirnovo ir ω2 statistiku� analogus

D̃n = max
1≤i≤k

|F̂n(ai)− F0(ai)| = max
1≤i≤k

|Ĝn(ti)− ti|,

ω̃2 =
k∑
i=1

(F̂n(ai)− F0(ai))
2ψ(F0(ai))pi0 =

k∑
i=1

(Ĝn(ti)− ti)2ψ(ti)pi0,

£ia Ĝn(t) yra empirin
e pasiskirstymo funkcija, kintanti didumo Ui/n ²uoliukais ta²kuose ti =
p10 + ...+ pi0, i = 1, ..., k.

Remiantis empirinio proceso savyb
emis (B priedas, 8.4.1 teorema)

√
nD̃n

d→ max
1≤i≤k

|B(ti)|, nω̃n(ψ)
d→

k∑
i=1

B2(ti)ψ(ti)pi0.

Statistiku� D̃n, ω̃2
n kritines reik²mes galime rasti modeliuodami a. v. (U1, ..., Uk)T ∼ Pk(n,

p0), p0 = (p10, ..., pk0)T . Kai n didelis asimptotines kritines reik²mes galime rasti remdamiesi
tuo, kad a. v. (B(t1), ..., B(tk))T turi k-mati� normalu�ji� skirstini� su nuliniu vidurkiu� vektoriumi
ir kovariacijomis σij = ti(1− tj), ti ≤ tj (B priedas, 8.2.3. skyrelis).

Jeigu galimu� reik²miu� skai£ius k yra didelis ir tikimyb
es pi0 maºos, tai kriterijus konstruo-

jame kaip ir tolydºiojo skirstinio atveju. Reikia paºym
eti, kad ir tolydºiojo skirstinio atveju

steb
ejimo duomenys bu	na suapvalinti tam tikru tikslumu, t. y. fakti²kai stebime diskretu�ji�

a. d. su dideliu galimu� reik²miu� skai£iumi ir maºomis ju� i�gijimo tikimyb
emis (ºr. taip pat

pratimus 4.6 � 4.10).

4.2. Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus

Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus hipotezeiH0 : F (x) ≡ F0(x) tikrinti grindºia-
mas statistika

Dn = sup
x∈R
|F̂n(x)− F0(x)|. (4.2.1)
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Dvipus
e alternatyva:

H̄ : sup
x∈R
|F (x)− F0(x)| > 0. (4.2.2)

Taigi nuokrypis nuo hipotez
es matuojamas tolygi¡ja metrika. Remiantis 4.1.1
teorema statistikos Dn skirstinys, kai teisinga hipotez
e, nepriklauso nuo F0.

Kolmogorovo ir Smirnovo statistikos skai£iavimas. Statistikos Dn real-
izacij¡ galime rasti remdamiesi pateikiama teorema.

4.2.1 teorema. Tarkime, X(1) ≤ · · · ≤ X(n) yra pozicin
es statistikos. Tada
teisinga lygyb
e

Dn = max (D+
n , D

−
n }; (4.2.3)

£ia
D+
n = max

1≤i≤n
[F̂n(X(i))− F0(X(i))],

D−n = max
1≤i≤n

[F0(X(i))− F̂n(X(i−1))].

Jeigu X(1) < · · · < X(n), tada

D+
n = max

1≤i≤n

(
i

n
− F0(X(i))

)
, D−n = max

1≤i≤n

(
F0(X(i))−

i− 1

n

)
. (4.2.4)

I�rodymas Jeigu X(i−1) < X(i), tai F0(x) nemaº
eja intervale (X(i−1), X(i)]

ir F̂n(x) = F̂n(X(i−1)) su visais x ∈ (X(i−1), X(i)), tod
el

sup
x∈(X(i−1),X(i)]

[F̂n(x)−F0(x)] = max [F̂n(X(i−1))−F0(X(i−1)), F̂n(X(i))−F0(X(i))],

sup
x∈(X(i−1),X(i)]

[F0(x)− F̂n(x)] = F0(X(i))− F̂n(X(i−1)).

Taigi
sup
x∈R

[F̂n(x)− F0(x)] = max
1≤i≤n

[F̂n(X(i))− F0(X(i))] = D+
n ,

sup
x∈R

[F0(x)− F̂n(x)] = max
1≤i≤n

[F0(X(i))− F̂n(X(i−1))] = D−n ,

Dn = max{ sup
F̂n(x)−F0(x)≥0

|F̂n(x)− F0(x)|, sup
F̂n(x)−F0(x)<0

|F̂n(x)− F0(x)|} =

max{sup
x∈R

[F̂n(x)− F0(x)], sup
x∈R

[F0(x)− F̂n(x)]} = max (D+
n , D

−
n }.

JeiguX(1) < · · · < X(n), tai F̂n(X(i)) = i/n, tod
el teisinga (4.2.4). N

Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus: hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai Dn > Dα(n); £ia Dα(n) yra statistikos Dn lygmens α
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kritin
e reik²m
e. Nedideliems n kritin
es reik²m
es Dα(n) yra tabuliuotos [7],[17]
t. y. galime rasti pasiskirstymo funkcijos FDn reik²mes, kartu P reik²mes

pv = 1− FDn(Dn). (4.2.5)

Kai n didelis, naudojamos asimptotinio skirstinio kritin
es reik²m
es.

Statistikos
√
nDn asimptotinis skirstinys

Statistikos
√
nDn asimptotinis skirstinys gaunamas naudojant s¡ry²i� (4.1.6).

4.2.2 teorema. Tarkime, X1, . . . , Xn yra paprastoji imtis, gauta stebint abso-
liu£iai tolydu�ji� a. d. X su pasiskirstymo funkcija F0(x). Jeigu n → ∞, tai su
visais x ∈ R

P{
√
nDn ≤ x} → K(x) =

∞∑
k=−∞

(−1)ke−2k2x2

= 1 + 2

∞∑
k=1

(−1)ke−2k2x2

.

(4.2.6)

I�rodymas. Teoremos rezultatas i²plaukia i² s¡ry²io (4.1.6) ir 4 Brauno tilto
savyb
es (B priedas, 8.5. skyrelis): su visais x > 0

P{ sup
0≤t≤1

|Bt| ≥ x} = 2

∞∑
n=1

(−1)n−1e−2n2x2

. (4.2.7)

N
Daugumoje matematin
es statistikos programu� paketu� yra numatyta rasti

funkcijosK(x) reik²mes. Tada asimptotin
e Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijaus
P reik²m
e yra

pva = 1−K(
√
nDn).

Kritin
es reik²m
es paprasta aproksimacija. Jeigu n > 100, tai knygoje [7]
kritinei reik²mei Dα(n) rasti rekomenduojama naudoti apytiksles formules

Dα(n) ≈
√

1

2n
(y − 2y2 − 4y − 1

18n
)− 1

6n
≈
√

y

2n
− 1

6n
, (4.2.8)

£ia y = − ln(α/2). �i formul
e gana tiksli ir kai n maºesni. Pavyzdºiui, D0,05(20)
= 0, 2953 (ºr. [7], 6.2 lentel¦; [17], IX lentel¦). Taikydami tikslesn¦ aproksi-
macij¡ 4.2.8 gauname apytiksl¦ reik²m¦ 0,29535, o taikydami grubesn¦ aproksi-
macij¡ � 0,29403.

Vienpus
es alternatyvos. Jeigu alternatyva yra vienpus
e, t. y.

H̄1 : sup
x∈R

(F (x)− F0(x)) > 0 arba H̄2 : sup
x∈R

(F (x)− F0(x)) < 0,

tai kriterijus grindºiamas statistikomisD+
n arbaD−n , kuriu� skirstiniai d
el simetri-

jos yra vienodi. Hipotez
e H0 atmetama, kai

D+
n > D+

α (n) arba D−n > D+
α (n);
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£ia D+
α (n) yra statistikos D+

n lygmens α kritin
e reik²m
e.
Smirnovas [28] rado tikslu� ir asimptotini� statistikos D+

n skirstini�: su visais
x ∈ [0, 1)

P{D+
n ≤ x} = 1− (1− x)n − x

[n(1−x)]∑
j=1

Cjn

(
1− x− j

n

)n−j (
x+

j

n

)j−1

.

(4.2.9)
Taigi alternatyvu� H̄1 ir H̄2 atveju P reik²m
es yra pv = 1 − FD+

n
(D+

n ) ir pv =

1−FD−n (D−n ). Remiantis empirinio proceso invarianti²kumo principu (B priedas,
8.4.1 teorema)

√
nD+

n
d→ sup

0≤t≤1
B(t).

Pagal 4 Brauno tilto savyb¦ (B priedas, 8.5. skyrelis) gauname, kad su visais
x > 0

P{
√
nD+

n ≤ x} → K+(x) = 1− P1(x) = 1− e−2x2

, kai n→∞, (4.2.10)

tod
el alternatyvu� H̄1 ir H̄2 atveju asimptotin
es P reik²m
es yra pva = 1 −
K+(
√
nD+

n ) ir pva = 1−K+(−
√
nD−n ).

4.2.1 pavyzdys. Chemin
e medºiaga sufasuota pakeliais, kuriu� kiekvieno mas
e tur
etu� bu	ti
lygi 1 kg. Reikia patikrinti hipotez¦, kad pakeliu� mas
e yra pasiskirs£iusi pagal normalu�ji� d
esni�
N(µ, σ2), kai vidurkis µ = 1 kg ir vidutinis kvadratinis nuokrypis σ = 25 g. Atsitiktinai
atrinktu� 20 pakeliu� mas
es sura²ytos lentel
eje did
ejimo tvarka.

3.2.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

i 1 2 3 4 5 6 7
Xi 0,9473 0,9655 0,9703 0,9757 0,9775 0,9788 0,9861
i 8 9 10 11 12 13 14
Xi 0,9887 0,9964 0,9974 1,0002 1,0016 1,0077 1,0084
i 15 16 17 18 19 20
Xi 1,0102 1,0132 1,0182 1,0225 1,0248 1,0306

RandameDn = 0, 1106. Parinkime reik²mingumo lygmeni� α = 0, 05. KadangiD0,05(20) =

0, 2941 (ºr. [17], IX lentel¦), atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. Asimptotin
e P reik²m
e pva =

1−K(
√
nDn) = 0, 9673.

4.3. Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Dar-
lingo kriterijai

Tur
ejome, kad ω2, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriterijai pa-
prastajai suderinamumo hipotezei H0 : F (x) ≡ F0(x) tikrinti grindºiami statis-
tikomis

ω2
n =

∫ ∞
−∞

(F̂n(x)− F0(x))2ψ(F0(x))dF0(x) =

∫ 1

0

(Ĝn(y)− y)2ψ(y)dy,

Cn =

∫ ∞
−∞

(F̂n(x)− F0(x))2dF0(x) =

∫ 1

0

(Ĝn(y)− y)2dy,
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An =

∫ ∞
−∞

(F̂n(x)− F0(x))2

F0(x)(1− F0(x))
dF0(x) =

∫ 1

0

(Ĝn(y)− y)2

y(1− y)
dy, (4.3.1)

kur ψ(t) yra neneigiama funkcija apibr
eºta intervale [0, 1].
Nuokrypis nuo hipotez
es matuojamas kvadratine metrika su svoriu:

H̄ :

∫ ∞
−∞

(F (x)− F0(x))2ψ(F0(x))dF0(x) > 0. (4.3.2)

Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriteriju� alternatyvos gau-
namos imant atitinkamai ψ(y) = 1 bei ψ(y) = 1/(y(1− y)).

ω2, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo statistiku� realizaciju�
skai£iavimas. Tarkime funkcijos ψ(y) = 1, yψ(y), y2ψ(y) yra integruojamos
intervale [0, 1]. Paºym
ekime Yi = F0(X(i)), i = 1, . . . , n, Y(0) = 0, Y(n+1) = 1,

g(t) =

∫ t

0

xψ(x)dx, h(t) =

∫ t

0

ψ(x)dx, k =

∫ 1

0

(1− t)2ψ(t)dt.

4.3.1 teorema. ω2, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo statistikos
gali bu	ti uºra²ytos tokiu pavidalu:

ω2
n =

2

n

n∑
i=1

[g(Y(i))−
2i− 1

2n
h(Y(i))] + k, (4.3.3)

nCn =
1

12n
+

n∑
i=1

(
Y(i) −

2i− 1

2n

)2

. (4.3.4)

nAn = −n− 1

n

[
n∑
i=1

(2i− 1)[lnY(i) + ln(1− Y(n−i+1))]

]
. (4.3.5)

I�rodymas. Remdamiesi (4.3.1) ir i�vestais ºym
ejimais, gauname

ω2
n =

n∑
i=0

∫ Y(i+1)

Y(i)

(
i

n
− y)2ψ(y)dy =

n∑
i=0

i2

n2
[h(Y(i+1))− h(Y(i))]

−2

n∑
i=0

i

n
[g(Y(i+1))− g(Y(i))] +

∫ 1

0

y2ψ(y)dy

=

n∑
i=1

(i− 1)2 − i2

n2
h(Y(i)) + h(1) + 2

n∑
i=1

i

n
g(Y(i))− 2g(1)

+

∫ 1

0

y2ψ(y)dy =
2

n

n∑
i=1

[g(Y(i))−
2i− 1

2n
h(Y(i))] + k.

Jeigu ψ(t) ≡ 1, tai (4.3.1) yra Kramero ir Mizeso statistika. Randame

g(t) =
t2

2
, h(t) = t, k =

1

3
,
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Cn =
1

n

n∑
i=1

(
Y 2

(i) −
2i− 1

n
Y(i)

)
+

1

3
=

1

n

n∑
i=1

(
Y 2

(i) − 2
2i− 1

2n
Y(i) +

(
2i− 1

2n

)2
)

− 1

n

n∑
i=1

(
2i− 1

2n

)2

+
1

3
=

1

12n2
+

1

n

n∑
i=1

(
Y(i) −

2i− 1

2n

)2

.

Jeigu ψ(t) = 1/(t(1−t)), tai funkcijos ψ(t), tψ(t), t2ψ(t) n
era integruojamos
intervale [0, 1], tod
el Anderseno ir Darlingo statistikos An apibr
eºti tiesiogiai
pagal (4.3.3) negalime. Fiksuokime 0 < ε < Y(1), 0 < δ < 1−Y(n) ir apibr
eºkime
statistik¡ An kaip rib¡

An = lim
ε,δ→0

∫ 1−δ

ε

(Ĝn(y)− y)2 dy

y(1− y)
.

Tada (4.3.3) lygyb
eje g(t), h(t) ir k reikia pakeisti i�

g(t; ε, δ) = ln(1− ε)− ln(1− t), h(t; ε, δ) = ln t− ln ε+ ln(1− ε)− ln(1− t),

ir
k(ε, δ) = ln(1− δ)− ln ε− 1 + δ + ε, ε ≤ t ≤ 1− δ.

Gauname

An = − 2

n

n∑
i=1

[
2i− 1

2n
lnY(i) + (1− 2i− 1

2n
) ln(1− Y(i))

]
+ lim
ε,δ→0

{ln(1− δ)− ln(1− ε)− 1 + δ + ε};

nAn = −n− 2

n∑
i=1

[
2i− 1

2n
lnY(i) + (1− 2i− 1

2n
) ln(1− Y(i))

]

= −n− 1

n

n∑
i=1

(2i− 1)
[
lnY(i) + ln(1− Y(n−i+1))

]
.

N

Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijai: hipotez
e H0

atmetama, kai statistikos nCn arba nAn vir²ija ju� atitinkamas kritines reik²mes.

Nedideliems n daugelyje matematin
es statistikos programu� paketu� (pvz.,
SAS) yra numatytas ²iu� statistiku� P reik²miu�, t. y. tikimybiu�, kad atitinkama
statistika vir²ys steb
et¡j¡ realizacij¡ esant teisingai hipotezei, radimas. Palygin¦
P reik²m¦ su pasirinktu reik²mingumo lygmeniu ir priimame sprendim¡ apie
tikrinam¡j¡ hipotez¦.

Kai n yra didelis, kritin
es reik²m
es gaunamos naudojant asimptotinius skirs-
tinius. Pagal (4.1.6)

nCn
d→ C =

∫ 1

0

B2(t)dt, nAn
d→ A =

∫ 1

0

B2(t)

t(1− t)
dt.
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Remdamiesi tuo faktu, kad

B(x) =

√
2

π

∞∑
k=1

sinπkx

k
Zk;

£ia Z1, Z2, ..., yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d., turintys standartini� normalu�ji�
skirstini�, Zi ∼ N(0, 1), gauname

C =
1

π2

∞∑
k=1

Z2
k

k2
, A =

∞∑
k=1

Z2
k

k(k + 1)
.

Atsitiktiniu� dydºiu� C ir A pasiskirstymo funkciju� i²rai²kos yra tokios (ºr. [7]:

P{C ≤ x} = a1(x) = 1− 1

π

∞∑
j=1

(−1)j+1

∫ 4j2π2

(2j−1)2π2

√
−√y

sin(
√
y)

e−xy/2

y
dy. (4.3.6)

P{A ≤ x} = a2(x) =
√

2π

x

∞∑
j=0

(−1)j
jΓ(j + 1/2)(4j + 1)

Γ(1/2)Γ(j + 1)

∫ ∞
0

exp{ x

8(y2 + 1)
− (4j + 1)2π2(1 + y2)

8x
}dy.

(4.3.7)

4.3.1 pavyzdys (4.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Pavyzdyje 4.2.1 suformuluot¡ uºdavini� i²spr¦sime
taikydami Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijus. Gauname

nCn =
1

240
+

20∑
i=1

(Φ(zi)−
2i− 1

40
)2 = 0, 0526, zi =

Xi − 1

0, 025
,

nAn = −20− 2

20∑
i=1

(
2i− 1

40
ln Φ(zi) + (1−

2i− 1

40
) ln(1− Φ(zi))

)
= 0, 3971.

Asimptotin
es P reik²m
es yra atitinkamai

P{nCn > 0, 0526} ≈ 1− a1(0, 0526) ≈ 0, 86,

ir
P{nAn > 0, 3971} ≈ 1− a2(0, 3971) ≈ 0, 85.

Anderseno ir Darlingo bei Kramero ir Mizeso kriteriju� P reik²m
es yra beveik vienodos,
ta£iau gerokai skiriasi nuo Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijaus P reik²m
es. Remdamiesi visais
trimis ktriterijais darome t¡ pa£i¡ i²vad¡: atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

4.3.1 pastaba. Leme²ko darbuose [18], [19], [20] skaitiniais metodais atliktas pateiktu�

kriteriju� galios funkciju� palyginimas. Apskritai kalbant, kriterijai i²rikiuoti tokia tvarka:

Pirsono chi kvadrato � Anderseno ir Darlingo � Kramero ir Mizeso � Kolmogorovo ir

Smirnovo.

4.4. Modi�kuotieji kriterijai

Prakti²kai kur kas daºniau tenka tikrinti sud
etines suderinamumo hipotezes.
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Sud
etin
e suderinamumo hipotez
e:

X ∼ F (x) ∈ F0 = {F0(x;θ),θ ∈ Θ ⊂ Rm},

£ia F0(x;θ) ºinomo pavidalo pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo neºinomo
baigtin
es dimensijos parametro θ.

Kriterijaus sudarymo id
eja. Kriteriju� statistikos apibr
eºiamos pagal analo-
gij¡ su paprastosios hipotez
es atveju. Modi�kuotieji Kolmogorovo ir Smirnovo,
Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijai grindºiami statistikomis

D(mod)
n = sup

y∈[0, 1]

|Ĝn(y)− y|, C(mod)
n =

∫ 1

0

(Ĝn(y)− y)2dy,

A(mod)
n =

∫ 1

0

(Ĝn(y)− y)2

y(1− y)
dy, (4.4.1)

£ia

Ĝn(y) =
1

n

n∑
i=1

1(−∞,y](Yi) (4.4.2)

yra empirin
e pasiskirstymo funkcija, sudaryta remiantis a. d. Yi = F0(Xi, θ̂);
£ia θ̂ yra DT (ar kitoks) parametro i�vertinys.

Nors modi�kuotu�ju� kriteriju� statistikos turi lygiai toki� pat pavidal¡ kaip ir
statistikos Dn, Cn, An paprastosios hipotez
es atveju, ta£iau ju� skirstiniai yra
ne tie patys. Atsitiktiniai dydºiai Yi = F0(Xi, θ̂), i = 1, ..., n, n
era vienodai
pasiskirst¦ n. a. d., turintys tolygu�ji� pasiskirstym¡ U(0, 1). �ie a. d. yra priklau-
somi, nes visi jie apibr
eºiami naudojant i�vertini� θ̂ = θ̂(X1, ..., Xn). Tod
el min
etu�
statistiku� skirstiniai, apskritai kalbant, tur
etu� priklausyti ir nuo pasiskirstymo
funkcijos F0 pavidalo, ir nuo parametro θ.

Tam tikrais specialiais atvejais modi�kuotu�ju� statistiku� skirstiniai esant teisin-
gai hipotezei nuo neºinomo parametro nepriklauso, o priklauso tik nuo pasiskirsty-
mo funkcijos F0.

4.4.1 teorema. Tarkime, parametras vertinamas DTmetodu. Tada tikimybiniu�
²eimu�, priklausan£iu� tik nuo poslinkio ir mastelio parametru�

{F0(x;θ) = G((x− µ)/σ), µ ∈ R, σ > 0},

arba priklausan£iu� tik nuo laipsnio ir mastelio parametru�

{F0(x;θ) = G((
x

θ
)ν), θ > 0, ν > 0}

atvejais, modi�kuotu�ju� statistiku� skirstiniai nepriklauso nuo neºinomu� parametru�,
bet gali bu	ti skirtingi skirtingoms funkcijoms G.

I�rodymas. Pakartoj¦ 3.4.1 teoremos i�rodym¡ gauname, kad a. d. Yi skirs-
tinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru�. Taigi ir Ĝn(y) bei modi�kuotu�ju�



92 4 SKYRIUS. KRITERIJAI, GRIND�IAMI EMPIRINIAIS PROCESAIS

Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriteriju�
statistiku�D(mod)

n , C(mod)
n , A

(mod)
n skirstiniai nuo neºinomu� parametru� nepriklau-

so, ta£iau gali priklausyti nuo funkcijos G pavidalo.
Skirstiniu� ²eimos, priklausan£ios tik nuo laipsnio ir mastelio parametru�, nag-

rin
ejamos analogi²kai. N

4.4.1 pastaba. Remiantis 4.4.1 teorema galima sukonstruoti modi�kuotuosius
suderinamumo kriterijus d
el stebimojo a. d. skirstinio priklausymo eksponenti-
niu�, normaliu�ju�, logistiniu�, ekstremaliu� reik²miu�, Ko²i skirstiniu� ²eimoms (prik-
lauso tik nuo poslinkio ir mastelio parametru�), bei lognormaliu�ju�, loglogistiniu�,
Veibulo skirstiniu� ²eimoms (priklauso tik nuo laipsnio ir mastelio parametru�).
Reikia paºym
eti, kad pastarosioms ²eimoms atskiri kriterijai nereikalingi, nes,
per
ejus prie a. d. lnXi, jos suvedamos i� skirstiniu� ²eimas, priklausan£ias tik nuo
poslinkio ir mastelio parametru�.

4.4.2 pastaba. Netgi kai n yra didelis, modi�kuotu�ju� kriteriju� kritin
es reik²m
es
gali gerokai skirtis nuo kritiniu� reik²miu�, gaunamu� tikrinant paprast¡j¡ hipotez¦.
Pavyzdºiui, modi�kuotojo Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijaus (normalusis skirs-
tinys) 0, 01 kritin
e reik²m
e atitinka to paties kriterijaus tikrinant paprast¡j¡
hipotez¦ 0, 2 kritin¦ reik²m¦. Daugelyje matematin
es statistikos knygu� ir kai
kuriuose programu� paketuose kriterijai sud
etinei suderinamumo hipotezei tikrinti
n
era korekti²ki: naudojamos modi�kuotosios statistikos, o kritin
es reik²m
es
(arba P reik²m
es) imamos tos, kurios gaunamos tikrinant paprast¡j¡ hipotez¦.
Gaunamos i²vados gali bu	ti klaidingos: remdamiesi tokiu nekorekti²ku krite-
rijumi galime gauti i²vad¡, kad duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei, o
remiantis modi�kuotuoju kriterijumi hipotez¦ reik
etu� atmesti.

Matematin
es statistikos programu� pakete SAS paprastosios ir sud
etin
es hi-
poteziu� atvejai yra atskirti ir pateikiamos modi�kuotu�ju� kriteriju� P reik²m
es
daºniausiai naudojamu� skirstiniu� ²eimoms. Modi�kuotu�ju� kriteriju� kritiniu�
reik²miu� lentel
es pateiktos knygoje [11].

Modi�kuotieji Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei An-
derseno ir Darlingo kriterijai: sud
etin
e suderinamumo hipotez
e H0 at-
metama reik²mingumo lygmens kriterijumi, kai statistikosD(mod)

n , C
(mod)
n , A

(mod)
n

vir²ija atitinkamas ²iu� statistiku� α kritines reik²mes.
Kai imtis yra didel
e, asimptotin
es P reik²m
es randamos remiantis modi�kuotu�-

ju� kriteriju� statistiku� ribiniais skirstiniais.

Modi�kuotu�ju� kriteriju� statistiku� asimptotiniai skirstiniai
Modi�kuotu�ju� kriteriju� statistikos yra funkcionalai nuo empirinio proceso

ξn(y) =
√
n(Ĝn(y)− y), y ∈ (0, 1), (4.4.3)

tod
el reikia ºinoti empirinio proceso ξn(y) asimptotini� elgesi�.
I�rodyta, kad poslinkio ir mastelio bei laipsnio ir mastelio ²eimu� atveju ξn(y)

asimptotinis skirstinys yra toks [22]: ξn(y)
d→ ξ(y), y ∈ (0, 1, £ia ξ(y) yra Gauso
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procesas su nuliniu vidurkiu ir koreliacine funkcija

K(x, y) = x ∧ y − xy − 1

a
K1(x, y).

Lyginant su asimptotiniu skirstiniu paprastosios hipotez
es atveju skirtumas
yra tas, kad koreliacin
eje funkcijoje atsiranda pataisa (tre£iasis d
emuo), prik-
lausanti nuo funkcijos G. Funkcijos K1(x, y) pavidalas yra toks:

K1(x, y) = c2w1(x)w2(y) + c1w2(x)w2(y)− c3[w1(x)w2(y) + w2(x)w1(y)];

£ia
a) poslinkio ir mastelio parametru� ²eimoms

w1(x) = g(G−1(x)), w2(x) = G−1(x)g(G−1(x)),

c1 =

∫ ∞
−∞

(g′(x))2

g(x)
dx, c2 =

∫ ∞
−∞

x2 (g′(x))2

g(x)
dx− 1,

c3 =

∫ ∞
−∞

x
(g′(x))2

g(x)
dx, a = c1c2 − c23;

b) laipsnio ir mastelio parametru� ²eimoms

w1(x) = G−1(x)g(G−1(x)), w2(x) = G−1(x)g(G−1(x)) lnG−1(x),

c1 =

∫ ∞
−∞

(
1 + x

g′(x)

g(x)

)2

g(x)dx, c2 =

∫ ∞
−∞

(
1 + x lnx

g′(x)

g(x)
+ lnx

)2

g(x)dx,

c3 =

∫ ∞
−∞

(
1 + x

g′(x)

g(x)

)(
1 + x lnx

g′(x)

g(x)
+ lnx

)
g(x)dx, a = c1c2 − c23.

Remiantis invarianti²kumo principu (ºr. B pried¡, 8.4.1 teorem¡) modi�kuotu�ju�
Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriteriju�
statistikos turi tokias ribas:

√
nD(mod)

n
d→ sup

0≤t≤1
|ξ(t)|, nC(mod)

n
d→
∫ 1

0

ξ2(t)dt, nA(mod)
n

d→
∫ 1

0

ξ2(t)

t(1− t)
dt.

(4.4.4)

4.4.1 pavyzdys. (2.3.2 pavyzdºio t¦sinys.) Pagal 2.3.2 pratimo duomenis patikrinsime
hipotez¦, kad stebimo a. d. skirstinys yra a)normalusis; b) lognormalusis.

a) Apskai£iuojame modi�kuotu�ju� Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei An-
derseno ir Darlingo kriteriju� statistiku� reik²mes:

X̄ = 12, 0184, s = 10, 03248, D+
49 = 0, 1806, D−49 = 0, 1296, D

(mod)
49 = 0, 1806;

nC
(mod)
n =

1

588
+

49∑
i=1

(Φ(Y(i))−
2i− 1

98
)2 = 0, 3241, Y(i) =

Xi − 12, 0184

10, 03248
;

nA
(mod)
n = −49− 2

49∑
i=1

(
2i− 1

49
ln Φ(Y(i)) + (1−

2i− 1

49
) ln(1− Φ(Y(i)))

)
= 1, 8994.
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Atlikdami skai£iavimus SAS programu� paketu gauname atitinkamas P reik²mes

pv < 0, 01, pv < 0, 005, pv < 0, 005.

Normalumo hipotez
e atmetama.
Jeigu atliekant skai£iavimus tartume, kad buvo tikrinama paprasta normalumo hipotez
e

H0 : X ∼ N(12, 0184, 10, 03248), kai neºinomi parametrai pakeisti ju� i�ver£iais, tai atitinkamai
gautume tokias P reik²mes: 0, 0724; 0, 1193; 0, 1049. Normalumo hipotez
e neatmetama, jeigu
kriterijaus reik²mingumo lygmuo maºesnis uº 0, 0724. Reikia paºym
eti, kad kai kuriuose
matematin
es statistikos paketuose sud
etin
es suderinamumo hipotez
es tikrinamos bu	tent tokiu
bu	du. Pavyzdºiui, pagal ²iuos duomenis tikrindami normalumo hipotez¦ Kolmogorovo ir
Smirnovo kriterijumi SPSS paketu gauname P reik²m¦ 0, 0724.

b) Per
ej¦ prie logaritmu� gauname tokias modi�kuotu�ju� Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero
ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriteriju� statistiku� reik²mes:

X̄ = 2, 1029, s = 0, 9675, D
(mod)
49 = 0, 1033,

nC
(mod)
n = 0, 0793, nA

(mod)
n = 0, 5505.

Atlikdami skai£iavimus SAS programu� paketu gauname atitinkamas P reik²mes:

pv = 0, 6723, pv = 0, 2141, pv = 0, 1517.

Turimi duomenys neprie²tarauja prielaidai, kad buvo steb
etas lognormalusis a. d.

4.4.3 pastaba. Leme²ko ir kt. darbuose [18], [19], [20] skaitiniais metodais
atlikta sud
etiniu� suderinamumo hipoteziu� tikrinimo kriteriju� galios priklau-
somyb
es nuo alternatyvu� analiz
e. Pakankamai pla£iai alternatyvu� klasei daroma
i²vada, kad kriterijus galima i²rikiuoti tokia tvarka: modi�kuotas Anderseno ir
Darlingo � modi�kuotas chi kvadrato � modi�kuotas Kramero ir Mizeso � Pir-
sono chi kvadrato � modi�kuotas Kolmogorovo ir Smirnovo.

4.5. Dvieju� im£iu� kriterijai

4.5.1. Dvieju� im£iu� Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus

Tarkime, turime dvi nepriklausomas paprast¡sias imtis

X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T ,

gautas stebint absoliu£iai tolydºius a. d. X ir Y su pasiskirstymo funkcijomis
F1 ir F2. Paºym
ekime F̂1m(x) ir F̂2n(x) empirines pasiskirstymo funkcijas,
sudarytas remiantis imtimis X ir Y .

Reikia patikrinti homogeni²kumo hipotez¦

H0 : F1(x) = F2(x), ∀x ∈ R, (4.5.1)

kai alternatyva yra dvipus
e

H̄ : sup
x∈R
|F1(x)− F2(x)| > 0, (4.5.2)

arba vienpus
e

H̄+ : sup
x∈R

(F1(x)− F2(x)) > 0, H̄− : inf
x∈R

(F1(x)− F2(x)) < 0. (4.5.3)
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Dvieju� im£iu� Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus hipotezei H0, kai alter-
natyva dvipus
e H̄, tikrinti grindºiamas statistika

Dm,n = sup
|x|<∞

|F̂1m(x)− F̂2n(x)|. (4.5.4)

Analogi²kai 4.1.1 teoremai i�sitikiname, kad esant teisingai hipotezeiH0 statis-
tikos Dm,n skirstinys nepriklauso nuo stebimu� a. d. pasiskirstymo funkcijos, o
priklauso tik nuo im£iu� didumu� m ir n:

Dm,n = sup
x∈R
|F̂1m(x)− F̂2n(x)| = sup

0≤y≤1
|Ĝ1m(y)− Ĝ2n(y)|,

£ia Ĝ1m ir Ĝ2n yra empirin
es pasiskirstymo funkcijos, sukonstruotos pagal imtis

(U11, ..., U1m)T ir (U21, ..., U2n)T ,

gautas stebint nepriklausomus tolygiai pasiskirs£iusius intervale [0, 1] atsitik-
tinius dydºius U1 ir U2

U1i = F1(Xi), U2j = F2(Yj).

Kai alternatyvos vienpus
es, kriterijai grindºiami statistikomis

D+
m,n = sup

x∈R
(F̂1m(x)− F̂2n(x)), D−m,n = − inf

x∈R
(F̂1m(x)− F̂2n(x)). (4.5.5)

Kadangi funkcijos F̂1m(x) ir F̂2n(x) yra laiptin
es, tai supremumas pasiekia-
mas ²iu� funkciju� ²uoliuku� ta²kuose. Analogi²kai vienos imties Kolmogorovo ir
Smirnovo statistikos atvejui Dm,n gali bu	ti apskai£iuota ²itaip:

Dm,n = max(D+
m,n, D

−
m,n);

D+
m,n = max

1≤r≤m

( r
m
− F̂2n(X(r))

)
= max

1≤s≤n

(
F̂1m(Y(s)) −

s− 1

n
)

)
,

D−m,n = max
1≤r≤m

(
F̂2n(X(r))−

r − 1

m

)
= max

1≤s≤n

( s
n
− F̂1m(Y(s))

)
.

Dvieju� im£iu� Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus: hipotez
eH0 atmetama
lygmens α kriterijumi, kai

Dm,n ≥ Dα(m, n);

£ia Dα(m, n) yra statistikos Dm,n lygmens α kritin
e reik²m
e, t. y.

P{Dm,n ≥ Dα(m, n)} ≤ α, P{Dm,n < Dα(m, n)} > 1− α.

4.5.1 pastaba. Statistika Dm,n i�gyja reik²mes pavidalo l/k; £ia k = k(m, n)
yra skai£iu� m ir n bendras maºiausias kartotinis, o l � sveikasis skai£ius. Tod
el
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paprastai reik²mingumo lygmens α kriterijus bus randomizuotas. Daºniausiai
naudojami nerandomizuoti kriterijai gaunami ²iek tiek sumaºinus reik²mingumo
lygmeni� α. Tiksliau, kritine reik²me Dα(m, n) imamas maºiausias pavidalo l/k
skai£ius, kuris tenkina s¡lyg¡

P{Dm, n > Dα(m, n)|H} = α′ ≤ α.

Apytiksles Dα(m, n) reik²mes galima rasti naudodami aproksimacij¡ (ºr.
[7])

Dα(m,n) ≈ 1

k(m,n)
+Dα(ν) +

1

ν
−

1

ν

[
n−m

6(m+ n)
+

1

2

m− d(m,n)

m+ n+ d(m,n)

]
,

£ia k(m,n) ir d(m,n) yra skai£iu�m ir n bendras maºiausias kartotinis ir bendras
didºiausias daliklis, ν = mn/(m+ n), m ≤ n.

Kai alternatyvos vienpus
es, hipotez
e H0 atmetama, kai

D+
m,n > D2α(m,n) arba D−m,n > D2α(m,n). (4.5.6)

Pastarieji kriterijai yra apytikslu	s. Ta£iau, kai reik²mingumo lygmuo α < 0, 1,
aproksimavimo tikslumas prakti²kai pakankamas (ºr. [7]).

Kai m ir n maºi, kritin
es reik²m
es yra tabuliuotos (ºr. [7], [17]) arba ju�
skai£iavimas numatytas matematin
es statistikos programu� paketuose.

Kaim ir n dideli, asimptotin
es kritin
es reik²m
es randamos naudojant asimp-
totinius statistiku� D+

m,n ir Dm,n skirstinius.

4.5.1 teorema. Tarkime, kad m/(m + n) → p ∈ (0, 1), m,n → ∞. Jeigu
hipotez
e H0 teisinga, tai

P
{√

mn

m+ n
Dm,n ≤ x

}
→ 1− 2

∞∑
n=1

(−1)n−1e−2n2x2

, (4.5.7)

P
{√

mn

m+ n
D+
m,n ≤ x

}
→ 1− e−2x2

, kai n→∞. (4.5.8)

I�rodymas. Kai hipotez
e H0 teisinga, remdamiesi B priedo 8.4.1 teorema
gauname √

mn

m+ n
(F̂1m − F̂2n) =√

n

m+ n

√
m [F̂1m − F1]−

√
m

m+ n

√
n [F̂2n − F2]

d→ B =√
1− pB1 −

√
pB2;

£ia B1 ir B2 yra nepriklausomi Brauno tiltai. Stochastinis procesas B yra Gauso,
nes jis yra tiesin
e Gauso procesu� funkcija. Kadangi

EB(t) = 0, cov(B(s), B(t)) = (1− γ)cov(B1(s), B1(t))+
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γcov(B2(s), B2(t)) = s ∧ t− st,

tai B taip pat yra Brauno tiltas. Taigi√
mn

m+ n
Dm,n

d→ sup
0≤t≤1

|B(t)|,
√

mn

m+ n
D+
m,n

d→ sup
0≤t≤1

B(t).

N
Remdamiesi ²ia teorema gauname

pva = 1−P{ sup
0≤t≤1

|B(t)| <
√

mn

m+ n
Dm,n}

d→ 1−K
(√

mn

m+ n
Dm,n

)
,

£ia K(x) yra Kolmogorovo pasiskirstymo funkcija. Tikslesnes aproksimacijas
galima rasti [7].

4.5.1 pavyzdys. Tiriamas fungicidu� poveikis kavos medeliu� sergamumui. Lentel
eje pateikti
duomenys apie kavos medeliu� sergamum¡ (procentais) naudojant fungicidus ir ju� nenaudojant.

Fungicidai naudoti 6, 01 2, 48 1, 76 5, 10 0, 75 7, 13 4, 88
Fungicidai nenaudoti 5, 68 5, 68 16, 30 21, 46 11, 63 44, 20 33, 30

Tikriname hipotez¦, kad fungicidu� naudojimas neturi i�takos kavos medeliu� sergamumui.

Tarpinius skai£iavimo rezultatus pateikiame lentel
eje:

r X(r) Y(r)
r
n

F̂n(Y(r)) Ĝn(X(r))
r
n
− F̂n(Y(r))

r
m
− Ĝn(X(r))

1 0, 75 5, 68 1/7 5/7 0 −4/7 1/7
2 1, 76 5, 68 2/7 5/7 0 −3/7 2/7
3 2, 48 11, 63 3/7 1 0 −4/7 3/7
4 4, 88 16, 30 4/7 1 0 −3/7 4/7
5 5, 10 21, 46 5/7 1 0 −2/7 5/7
6 6, 01 33, 30 6/7 1 2/7 −1/7 4/7
7 7, 13 44, 20 1 1 2/7 0 5/7

Gauname
D+
m,n = max

1≤r≤m

( r
m
− Ĝn(X(r))

)
=

5

7
,

D−m,n = max
1≤r≤n

( r
n
− F̂m(Y(r))

)
= 0, Dm,n =

5

7
≈ 0, 714286.

Atlikdami skai£iavimus SPSS paketu gauname P reik²m¦

pv = P{Dm,n ≥ 0, 714286} = 0, 05303.

Asimptotin
e P reik²m
e yra pva = 0, 05623.

Hipotez
e neatmetama, jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo yra 0, 05, ta£iau atmetama,

jeigu reik²mingumo lygmuo yra 0, 1. Pagal tokias maºas imtis sunku daryti galutin¦ i²vad¡.

Toliau ²is pavyzdys bus nagrin
ejamas taikant Kramero ir Mizeso bei Vilkoksono kriterijus.

4.5.2. Dvieju� im£iu� Kramero ir Mizeso kriterijus

Dvieju� im£iu� Kramero ir Mizeso kriterijus yra grindºiamas statistika (ºr. [1])

Tm,n =
mn

m+ n

∫ +∞

−∞
(F̂1m(x)− F̂2n(x))2dĜm+n(x), (4.5.9)
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£ia
Ĝm+n(x) =

m

m+ n
F̂1m(x) +

n

m+ n
F̂2n(x)

yra empirin
e pasiskirstymo funkcija, sukonstruota pagal didumo m+n jungtin¦
imti� (X1, ..., Xm, Y1, ..., Yn)T .

Remiantis apibr
eºimu (4.5.9) galima i�rodyti (ºr. 4.3 pratim¡), kad statistika
Tm,n gali bu	ti uºra²yta tokiu pavidalu:

Tm,n =
1

mn(m+ n)
[m

m∑
j=1

(R1j − j)2 + n

n∑
i=1

(R2i − i)2]− 4mn− 1

6(m+ n)
, (4.5.10)

£ia R1j ir R2i yra pozicijos,kurias uº
em
e pirmosios ir antrosios imties elementai
jungtin
eje imtyje.

I�rodyta, kad statistika Tm,n turi ribini� skirstini�, kai m,n → ∞, m/n →
λ, 0 < λ < ∞. �is ribinis skirstinys sutampa su statistikos nCn ribiniu
skirstiniu (4.3.6):

P{Tm,n ≤ x} → P{C ≤ x} = a1(x).

Statistikos C vidurkis ir dispersija yra lygu	s 1/6 ir 1/45 (ºr. 4.1 pratim¡), o
statistikos Tm,n atitinkami momentai yra (4.4 pratimas)

ETm,n =
1

6
(1 +

1

m+ n
), VTm,n =

1

45
(1 +

1

m+ n
)(
m+ n+ 1

m+ n
− 3(m+ n)

4mn
).

Tod
el vietoje Tm,n rekomenduojama naudoti modi�kuot¡ statistik¡

T ∗m,n =
Tm,n −ETm,n√

45VTm,n
+

1

6
, (4.5.11)

kurios pirmieji du momentai sutampa su atitinkamais a. d. C momentais.

Asimptotinis Kramero ir Mizeso dvieju� im£iu� kriterijus: homogeni²ku-
mo hipotez
e atmetama asimptotiniu α lygmens kriterijumi, kai

T ∗m,n > t∗α(m,n); (4.5.12)

£ia t∗α(m,n) yra kritin
e reik²m
e, randama i² s¡lygos

1− a1(t∗α(m,n)) = α.

Aproksimacija funkcija a1(x) yra gana tiksli ir su palyginti nedideliais m,n.
Aproksimacijos tikslumo analiz¦ galima rasti [7].

4.5.2 pavyzdys. ( 4.5.1 pavyzdºio t¦sinys). Pritaikysime Kramero ir Mizeso kriteriju� 4.5.1

pratimo duomenims. Gauname: T7,7 = 0, 7704 ir modi�kuotosios statistikos reik²m
e yra

T ∗7,7 = 0, 7842. Asimptotin
e P reik²m
e pva = 1 − a1(0, 7842) ≈ 0, 008. Homogeni²kumo

hipotez
e atmestina. �iame pavyzdyje Kramero ir Mizeso kriterijus pasirod
e galingesnis uº

dvieju� im£iu� Kolmogorovo ir Smirnovo kriteriju�.
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4.6. Pratimai

4.1. Raskite atsitiktiniu� dydºiu� C =
∫ 1
0 B

2(t)dt ir A =
∫ 1
0 B

2(t)/(t(1− t))dt pirmuosius
du momentus.

4.2. Raskite statistiku� nCn ir nAn pirmuosius du momentus ir palyginkite juos su 4.1
pratime gautais momentais.

4.3. I�rodykite, kad Kramero ir Mizeso dvieju� im£iu� statistik¡ (4.5.9) galima uºra²yti
pavidalu (4.5.10).

4.4. Raskite statistikos Tm,n, apibr
eºtos formul
emis (4.5.9), (4.5.10), pirmuosius du mo-
mentus.

4.5. Sukonstruokite tolydºiojo a. d. pasiskirstymo funkcijos F (x) lygmens Q pasikliovimo
sriti� pagal paprast¡j¡ didumo n imti�.

4.6. Tarkime,X yra diskretus a. d., kurio galimos reik²m
es 0, 1, 2...., o ju� i�gijimo tikimyb
es
pk = P{X = k}, k = 0, 1, .... I�rodykite, kad a. d.

Z =

X−1∑
k=0

pk + pXY

yra tolygiai pasiskirst¦s intervale (0, 1), kai Y ∼ U(0, 1) ir nepriklauso nuo X.

4.7 (4.6 t¦sinys). Tarkime, X1, ..., Xn yra paprastoji imtis diskre£iojo a. d. X, o F̂n(x)

� empirin
e pasiskirstymo funkcija. Reikia patikrinti hipotez¦ H : E(F̂n(x)) = F0(x), |x| <∞;
£ia F0(x) � visi²kai nusakyta diskre£ioji pasiskirstymo funkcija. Hipotez¦ H pakeiskime
hipoteze H′ : E(Ĝn(z)) = G(z), o < z < 1. �ia Ĝn(z) � empirin
e pasiskirstymo funkcija
imties Zi = F0(Xi) + pXiYk, i = 1, ..., n, k = 1, ..., n; Y1, ..., Yn � nepriklausanti nuo
X1, ..., Xn paprastoji a. d. Y ∼ U(0, 1) imtis, o G(z) � tolygiojo skirstinio U(0, 1) pa-
siskirstymo funkcija. Taip gauname randomizuot¡, pavyzdºiui, Kolmogorovo ir Smirnovo
kriterijaus analog¡ diskretiesiems skirstiniams.

4.8. (4.7 t¦sinys). Remdamiesi 4.7 pratime aptartu kriterijumi atlikite 2.5 pratimo
uºduoti�.

4.9. (4.7 t¦sinys). Remdamiesi 4.7 pratime aptartu kriterijumi atlikite 2.7 pratimo
uºduoti�.

4.10. Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Dar-
lingo kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad 2.16 pratimo imtis gauta stebint a) normalu�ji� a. d.
su parametrais µ̂ ir σ̂2, b) normalu�ji� a. d.

4.11. Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Dar-
lingo kriterijais patikrinkite hipotez¦, kad 2.17 pratimo imtis gauta stebint a) lognormalu�ji�
a. d. su parametrais µ̂ ir σ̂, b) lognormalu�ji� a. d.

4.12. Kontroliuojant stakliu� stabilum¡, kiekvien¡ valand¡ paimama 20 gaminiu� ir remian-
tis ju� tam tikro parametro matavimo rezultatais apskai£iuojamas nepaslinktasis dispersijos
i�vertinys s2. Lentel
eje pateikta 47 i�vertiniu� realizacijos.

0,1225 0,1764 0,1024 0,1681 0,0841 0,0729 0,1444 0,0900
0,0961 0,1369 0,1521 0,1089 0,1296 0,1225 0,1156 0,1681
0,0676 0,0784 0,1024 0,1156 0,1024 0,0676 0,1225 0,1521
0,1369 0,1444 0,1521 0,1024 0,1089 0,1600 0,0961 0,1600
0,1024 0,1369 0,1089 0,1681 0,1296 0,1521 0,1600 0,0576
0,0784 0,1089 0,1056 0,1444 0,1296 0,1024 0,1369
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Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo
kriterijais, patikrinkite hipotez¦, kad prietaisas buvo stabilus (pagal matuojamo parametro
reik²miu� nukrypimus). Laikykite, kad tokiu atveju matuojamasis parametras pasiskirst¦s
pagal normalu�ji� d
esni� su su dispersija σ2 = 0, 1090.

4.13. Sumodeliuokite didumo 50 paprast¡sias imtis a) normaliojo a. d. N(3, 4); b)
lognormaliojo a. d. LN(1, 2); c) Erlango a. d. G(3, 4); d) Ko²i a. d. K(0, 2). Remdamiesi
Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo kriterijais patikrinkite
hipotezes, kad buvo sumodeliuoti bu	tent min
etieji a. d.

4.14. Lentel
eje pateikti dvieju� eksperimentu� su mus
emis rezultatai. Pirmame eksperi-
mente tam tikrais nuodais mus
es veikiamos 30 sekundºiu�, antrajame � 60 sekundºiu�. Para-
lyºiuojanti� nuodu� poveiki� apibu	dina reakcijos laikas (X1i pirmame ir X2i antrame eksperi-
mente), pra
ej¦s nuo mus
es s¡ly£io su nuodais iki to momento, kai mus
e nebegali stov
eti.

i X1i i X1i i X2i i X2i

1 3,1 9 53,1 1 3,3 9 56,7
2 9,4 10 59,4 2 10,0 10 63,3
3 15,6 11 65,6 3 10,7 11 70,0
4 21,9 12 71,9 4 23,3 12 76,7
5 28,1 13 78,1 5 30,0 13 83,3
6 34,4 14 84,4 6 36,7 14 90,0
7 40,6 15 90,6 7 43,3 15 96,7
8 46,9 16 96,9 8 50,0

Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramero ir Mizeso dvieju� im£iu� kriterijais,
patikrinkite hipotez¦, kad imtys gautos stebint t¡ pati� atsitiktini� dydi�.

4.15. Sudalinkite 2.16 pratimo duomenis i� dvi imtis (pirmieji 5 ir likusieji 5 stulpeliai).
Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramero ir Mizeso dvieju� im£iu� kriterijais, patik-
rinkite hipotez¦, kad imtys gautos stebint t¡ pati� atsitiktini� dydi�.

4.16. Sudalinkite 2.17 pratimo duomenis i� dvi imtis (pirmieji 5 ir likusieji 10 stulpeliu�).

Remdamiesi Kolmogorovo ir Smirnovo bei Kramero ir Mizeso dvieju� im£iu� kriterijais patik-

rinkite hipotez¦, kad imtys gautos stebint t¡ pati� atsitiktini� dydi�.

4.7. Atsakymai ir nurodymai

4.1. EC = 1/6,VC = 1/45; EA = 1,VA = 2π2/3− 6. Nurodymas. EC =
∫ 1
0 E(B2(t))dt,

E(C2) = 2
∫ 1
0

∫ t
0 E(B2(t)B2(s))dsdt. Pasinaudokite tuo, kad B(t) ∼ N(0, t(1 − t)), 0 ≤ t ≤

1; (B(s), B(t))T ∼ N2(0,Σ), σ11 = s(1 − s), σ22 = t(1 − t), σ12 = s(1 − t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

4.2. E(nCn) = 1/6,V(nCn) = 1/45 − 1/(60n); E(nAn) = 1,V(nAn) = 2π2/3 − 6 + (10 −
π2)/n. Nurodymas. E(nCn) =

∫ 1
0 nE(Ĝn(y) − y)2dy, E(nCn)2) = 2

∫ 1
0

∫ y
0 n

2E[(Ĝn(x) −
x)2(Ĝn(y) − y)2]dxdy. Atsitiktinis dydis nĜn(y) ∼ B(n, y), 0 < y < 1; atsitiktinis vekto-

rius (nĜn(x), n(Ĝn(y) − Ĝn(x)), n(1 − Ĝn(y)))T ∼ P3(n, (x, y − x, 1 − y)), 0 ≤ x ≤ y ≤
1. Randame po integralu� ºenklais para²ytu� momentu� i²rai²kas ir jas integruojame. 4.5.

F (x) = max(0, F̂ (x) − Dα(n)), F (x) = min(F̂ (x) + Dα(n), 1). 4.8. Atlik¦ 4.7 pratime

nurodyt¡ randomizacij¡, gauname statistiku� realizacijas Dn = 0, 0196, Cn = 0, 0603, An =

0, 3901. Atitinkamos P reik²m
es > 0, 25. Hipotez
e neatmetama. 4.9. Atlik¦ 4.7 pratime

nurodyt¡ randomizacij¡, gauname statistiku� realizacijas Dn = 0, 0305, Cn = 0, 0814, An =

0, 5955. Atitinkamos P reik²m
es > 0, 25. Hipotez
e neatmetama. 4.10. a) Kolmogorovo ir

Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo statistiku� realizacijos yra 0,0828,
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0,1139, 0,7948, o atitinkamos P reik²m
es 0,5018, 0,5244, 0,4834. Hipotez
e neatmetama. b)

Taikydami modi�kuotuosius kriterijus SAS paketu gauname tas pa£ias statistiku� realizacijas,

o P reik²m
es yra 0,0902, 0,0762, 0,0399. Hipotez
es teisingumas kelia abejoniu�. 4.11. a)

Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo statistiku� realizaci-

jos yra 0,0573, 0,0464, 0,3411, o atitinkamos P reik²m
es 0,6927, 0,8911, 0,8978. Hipotez
e

neatmetama. b) Taikydami modi�kuotuosius kriterijus SAS paketu gauname, kad P reik²m
e

pirmu atveju > 0, 15, o kitais dviem atvejais > 0, 25. Atsakymas nepakinta. 4.12. Kol-

mogorovo ir -Smirnovo, Kramero ir Mizeso bei Anderseno ir Darlingo statistiku� realizacijos

yra 0,2547, 0,8637, 4,3106, o atitinkamos P reik²m
es 0,0041, 0,0049, 0,0065. Hipotez
e at-

mestina. 4.14. Statistika Dm,n i�gijo reik²m¦ 0,075. Kritin
e reik²m
e D0,05(15, 16) = 0, 475;

apytiksl
e reik²m
e pagal pateikt¡ aproksimacij¡ D0,05(15, 16) ≈ 0, 436. Asimptotin
e P reik²m
e

pva = 1 − K(0, 2087) ≈ 1. Hipotez
e neatmetama. Kramero ir Mizeso statistikos reik²m
e

0,0032 ir pva = 1 − a1(0, 0032) ≈ 1. Hipotez
e neatmetama. 4.15. Statistika Dm,n i�gijo

reik²m¦ 0,16, pv = 0, 471 ir pva = 1−K(1, 1) = 0, 5441. Kramero ir Mizeso statistikos reik²m
e

0,2511 ir pva = 1 − a1(0, 2511) = 0, 187. Hipotez
e neatmetama. 4.16. Statistika Dm,n i�gijo

reik²m¦ 0,13, pv = 0, 5227 ir pva = 0, 6262. Kramero ir Mizeso statistikos reik²m
e 0,1668 ir

pva = 1− a1(0, 1668) = 0, 3425. Hipotez
e neatmetama.



5 skyrius

Ranginiai kriterijai

5.1. I�vadas

Ankstesniuose skyriuose aptar
eme du neparametriniu� kriteriju� sudarymo meto-
dus. 2 skyriaus chi-kvadrato tipo kriteriju� statistikos priklauso tik nuo imties
elementu� patekimo i� tam tikras aibes daºniu�. Ketvirto skyriaus kriterijai grin-
dºiami funkcionalais nuo empirin
es ir hipotetin
es teorin
es pasiskirstymo funkciju�
skirtumo. Ju� nepriklausomumas nuo skirstinio pavidalo grindºiamas integraline
transformacija (ºr. 4.1.1 teorem¡), kuria absoliu£iai tolydieji a. d. kei£iami
tolygiai intervale [0, 1] pasiskirs£iusiais atsitiktiniais dydºiais.

�iame skyriuje aptarsime dar vien¡ nesusijusiu� su skirstinio pavidalu kriteriju�
sudarymo metod¡. Pateikiamu� kriteriju� statistikos priklauso tik nuo steb
ejimo
rezultatu� tarpusavio pad
eties variacin
eje eilut
eje, o ne tiesiogiai nuo ju� pa£iu�.

5.2. Rangai ir ju� skirstiniai

Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis absoliu£iai tolydºiojo a. d. X,
o X(1) < · · · < X(n) yra pozicin
es statistikos, gautos i² ²ios imties.

5.2.1 apibr
eºimas. Imties elemento Xi rangu Ri vadinamas to elemento eil
es
numeris variacin
eje eilut
eje (X(1), ..., X(n)), t. y.

rangas(Xi) = Ri = j, jeigu Xi = X(j).

Pavyzdºiui, jeigu (X1, ..., X5)T = (63, 32, 41, 25, 38)T , tai

(X(1), ..., X(5))
T = (25, 32, 38, 41, 63)T

(R1, ..., R5)T = (5, 2, 4, 1, 3)T .

102
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Rangai i�gyja reik²mes 1, 2, . . . , n, tod
el ju� suma yra konstanta:

R1 + · · ·+Rn = 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Ie²kosime a. v., sudaryto i² rangu�

(Ri1 , . . . , Rik)T , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n

tikimybinio skirstinio. Kadangi a. d. X1, . . . , Xn yra nepriklausomi ir vienodai
pasiskirst¦, ²is rangu� vektorius i�gyja n(n−1) . . . (n−k+1) = n!/(n−k)! skirtingu�
reik²miu� su vienodomis tikimyb
emis. Taigi

P{(Ri1 , ..., Rik) = (j1, ..., jk)} =
(n− k)!

n!
(5.2.1)

su kiekvienu rinkiniu (j1, ..., jk), sudarytu i² k skirtingu� aib
es {1, . . . , n} elementu�.
Atskirais atvejais

P{Ri = j} =
1

n
, P{(Ri1 , Ri2) = (j1, j2)} =

1

n(n− 1)
,

P{(R1, ..., Rn) = (j1, ..., jn)} =
1

n!
. (5.2.2)

5.2.1 teorema. Jeigu a. d. X skirstinys absoliu£iai tolydus, tai

ERi =
n+ 1

2
, VRi =

n2 − 1

12
, cov(Ri, Rj) = −n+ 1

12
, i 6= j. (5.2.3)

I�rodymas. Gauname

ERi =

n∑
j=1

jP{Ri = j} =
1

n
(1 + ...+ n) =

n+ 1

2
,

VRi = E(R2
i )− (ERi)

2

=
12 + ...+ n2

n
− (n+ 1)2

4
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6
− (n+ 1)2

4
=
n2 − 1

12
.

Jeigu i 6= j, tai
cov(Ri, Rj) = E(RiRj)−ERiERj

=
∑∑

k 6=l
kl

1

n(n− 1)
− (n+ 1)2

4
= [(

n∑
k=1

k)2 −
n∑
k=1

k2]
1

n(n− 1)
− (n+ 1)2

4

=
n(n+ 1)2

4(n− 1)
− (n+ 1)(2n+ 1)

6(n− 1)
− (n+ 1)2

4
=

(n+ 1)

2(n− 1)

[
n(n+ 1)

2
− 2n+ 1

3
− n2 − 1

2

]
=

(n+ 1)

2(n− 1)
·−n+ 1

6
= −n+ 1

12
. N
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Sutampan£ios reik²m
es. Apibendrinsime rango s¡vok¡ tuo atveju, kai a. d. X1 skirsti-
nys nebu	tinai absoliu£iai tolydus. Jei variacin
eje eilut
eje X(1) ≤ · · · ≤ X(n) yra grup
e i² t
sutampan£iu� elementu�:

X(j−1) < X(j) = X(j+1) = · · · = X(j+t−1) < X(j+t), (5.2.4)

ir Xi = X(j), tai imties elemento Xi rang¡ apibr
eºiame kaip jo ir su juo sutampan£iu� stebiniu�
poziciju� variacin
eje eilut
eje vidurki�:

Ri =
j + (j + 1) + · · ·+ (j + t− 1)

t
= j +

t− 1

2
. (5.2.5)

Pavyzdºiui, jei turime imties realizacij¡ 6, 7, 5, 10, 7, 6, 7, tai variacin
e eilut
e yra 5, 6, 6, 7, 7, 7,
10 ir rangai:

R1 =
2 + 3

2
= 2, 5; R2 =

4 + 5 + 6

3
= 5; R3 = 1; R4 = 7;

R5 = 5; R6 = 2, 5; R7 = 5.

Tarkime, kad Xi1 = · · · = Xit = X(j); £ia j yra numeris, su kuriuo patenkinama (5.2.4).
Tada rangu� suma

Ri1 + · · ·+Rit = j + (j + 1) + · · ·+ (j + t− 1)

yra tokia pati, kaip ir absoliu£iai tolydºiu atveju, kai pozicin
es statistikos X(j), X(j+1), . . . ,
X(j+t−1) i�gyja skirtingas reik²mes. Taigi visu� rangu� suma kiek absoliu£iai tolydºiu�, tiek
kitokiu� skirstiniu� yra tokia pati:

R1 + · · ·+Rn = n(n+ 1)/2.

Paºym
ekime k atsitiktini� grupiu� su vienodais elementais skai£iu�, tl � elementu� skai£iu�
l-oje grup
eje ir

T =

k∑
l=1

tl(t
2
l − 1).

Jeigu t1 = · · · = tn = 1, tai T = 0.

5.2.2 teorema. Rangu� vidurkiai, dispersijos ir kovariacijos yra

ERi =
n+ 1

2
, VRi =

n2 − 1

12
−

ET

12n
,

cov(Ri, Rj) = −
n+ 1

12
+

ET

12n(n− 1)
, (i 6= j). (5.2.6)

I�rodymas. Atsitiktiniai dydºiai Xi yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦, tod
el a. d.
R1, . . . , Rn yra vienodai pasiskirst¦ ir

ERi =
1

n
E(

n∑
j=1

Rj) =
n+ 1

2
, i = 1, . . . , n.

Remdamiesi (5.2.5) ir paºym
ej¦ l-osios grup
es pirmojo nario pozicij¡ variacin
eje eilut
eje raide
j, randame rangu� kvadratu� sum¡

n∑
i=1

R2
i =

k∑
l=1

tl(jl +
tl − 1

2
)2 =

k∑
l=1

tl[j
2
l + jl(tl − 1) + (tl − 1)2/4].

Gauname

12 + · · ·+ n2 =

k∑
l=1

[j2l + · · ·+ (jl + tl − 1)2] =

k∑
l=1

[tlj
2
l + 2jl(1 + · · ·+ (tl − 1))

+(12 + · · ·+ (tl − 1)2)] =
k∑
l=1

tl[(j
2
l + jl(tl − 1) +

(tl − 1)(2tl − 1)

6
] =

n∑
i=1

R2
i +

T

12
.
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I²rei²k¦
n∑
i=1

R2
i ir pasinaudoj¦ lygybe 12 + · · ·+ n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6, gauname

n∑
i=1

R2
i =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
−
T

12
.

A. d. Ri vienodai pasiskirst¦, tod
el

V(Ri) = E(R2
i )− (ERi)

2 =
(n+ 1)(2n+ 1)

6
−

ET

12n
−

(n+ 1)2

4
=
n2 − 1

12
−

ET

12n
.

Rikia paºym
eti, kad
n∑
j=1

n∑
l=1

RjRl = (
n(n+ 1)

2
)2,

tod
el

E
∑∑

j 6=l
RjRl = (

n(n+ 1)

2
)2 −

n∑
j=1

ER2
j = (

n(n+ 1)

2
)2 −

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

ET

12

=
n(n2 − 1)(3n+ 2)

12
+

ET

12
, ERjRl =

(n+ 1)(3n+ 2)

12
+

ET

12n(n− 1)
,

cov(Rj , Rl) =
(n+ 1)(3n+ 2)

12
+

ET

12n(n− 1)
−

(n+ 1)2

4
= −

n+ 1

12
+

ET

12n(n− 1)
.

N

5.2.1 pastaba. Jeigu imtis (X1, . . . , Xn)T yra simetri²kas a. v., t. y. (Xi1 , . . . , Xin)T

turi t¡ pati� skirstini� su visomis (1, . . . , n) perstatomis (i1, . . . , in), tai rangu�
skirstiniai i²lieka tie patys kaip ir paprastosios imties.

5.3. Ranginiai nepriklausomumo kriterijai

5.3.1. Spirmeno nepriklausomumo kriterijus

Tarkime, kad
(X1, Y1)T , . . . , (Xn, Yn)T

yra paprastoji imtis a. v. (X,Y )T su pasiskirstymo funkcija F = F (x, y) ∈ F ;
£ia F yra neparametrin
e absoliu£iai tolydºiu� dvima£iu� pasiskirstymo funkciju�
²eima.

Nepriklausomumo hipotez
e (dvieju� a. d.):

H0 : F ∈ F0;

£ia F0 ⊂ F yra ²eima dvima£iu� pasiskirstymo funkciju�, kurios lygios marginaliu�ju�
pasiskirstymo funkciju� sandaugai:

F (x, y) = F1(x)F2(y) su visais (x, y) ∈ R2;

£ia F1(x) = P{X ≤ x} ir F2(y) = P{Y ≤ y}.

Paºym
ekime R11, . . . , R1n ir R21, . . . , R2n atitinkamai im£iu� X1, . . . , Xn

ir Y1, . . . , Yn nariu� rangus. �iuos rangus ir naudosime nepriklausomumo hipotezei
tikrinti.
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4.3.1 apibr
eºimas. Empirinis pirmosios ir antrosios imties rangu� koreliacijos
koe�cientas

rS =

∑n
j=1(R1j − R̄1)(R2j − R̄2)

[
∑n
j=1(R1j − R̄1)2

∑n
j=1(R2j − R̄2)2]1/2

, R̄i =
1

n

n∑
j=1

Rij =
n+ 1

2
,

(5.3.1)
vadinamas Spirmeno ranginiu koreliacijos koe�cientu.

Koe�ciento rS reik²m
e nepakinta, jei steb
ejimai (Xi, Yi)
T , i = 1, 2, ..., n,

i²d
estomi taip, kad Yi sudarytu� did
ejan£i¡ sek¡ ir tada duomenys pakei£iami ju�
rangais, nes i²lieka tos pa£ios rangu� poros, tik sura²ytos kita tvarka. Tada vie-
toje eilut
es (R21, . . . , R2n) gaunama eilut
e (1, 2, ..., n), o vietoje (R11, . . . , R1n)
� eilut
e, kurios elementus paºym
esime R1, ..., Rn. Gauname:

rS =

∑n
i=1(Ri − n+1

2 )(i− n+1
2 )

[
∑n
i=1(Ri − n+1

2 )2
∑n
i=1(i− n+1

2 )2]1/2
.

Kadangi

n∑
i=1

(
Ri −

n+ 1

2

)2

=

n∑
i=1

(
i− n+ 1

2

)2

= nV(Ri) =
n(n2 − 1)

12
,

n∑
i=1

(
Ri −

n+ 1

2

)(
i− n+ 1

2

)

=

n∑
i=1

iRi −
n(n+ 1)2

4
=
n(n2 − 1)

12
− 1

2

n∑
i=1

(Ri − i)2,

tai Spirmeno koreliacijos koe�cient¡ galima uºra²yti patogesne skai£iuoti forma.

Spirmeno ranginis koreliacijos koe�cientas:

rS =
1
n

∑n
i=1 iRi − (n+1

2 )2

(n2 − 1)/12
= 1− 6

n(n2 − 1)

n∑
i=1

(Ri − i)2. (5.3.2)

Kai nepriklausomumo hipotez
e teisinga, a. v. (R1, . . . , Rn)T skirstinys sutampa
su a. v. (R11, . . . , R1n)T skirstiniu. Taigi jis nepriklauso nuo jokiu� neºinomu�
parametru�, o priklauso tik nuo imties didumo n.

Spirmeno nepriklausomumo kriterijus: hipotez
e H0 atmetama reik²min-
gumo lygmens α kriterijumi, kai

rs ≤ c1 arba rs ≥ c2; (5.3.3)

£ia c1 � minimali, o c2 � maksimali rS reik²m
es, tenkinan£ios nelygybes

P{rs ≤ c1} ≤ α/2, P{rs ≥ c2} ≤ α/2.
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Skai£iuoti nedideliu� n a. d. rS i�gyjamu� reik²miu� tikimybes, kartu kritines
reik²mes nesud
etinga, nes rS yra a. v. (R1, . . . , Rn)T , kurio skirstinys pateiktas
(5.2.2) formul
ese, funkcija.

Jei n didelis, tai naudojantis CRT a. d. rS skirstinys aproksimuojamas nor-
maliuoju. Rasime pirmuosius du rS momentus. Kai nepriklausomumo hipotez
e
teisinga, tai

E
∑
i

i

(
Ri −

n+ 1

2

)
= 0, V(

∑
i

iRi) = V(R1)
∑
i

i2 + cov(R1, R2)
∑
i6=j

ij

=
n2 − 1

12

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− n+ 1

12

[(
n(n+ 1)

2

)2

− n(n+ 1)(2n+ 1)

6

]

=
n2(n+ 1)2(n− 1)

144
.

Remdamiesi (5.3.2) gauname

ErS = 0, V rS =
1

n− 1
.

Kai n didelis, a. d. rS skirstinys aproksimuojamas normaliuoju:

Zn =
√
n− 1 rS

d→ Z ∼ N(0, 1). (5.3.4)

Naudodamiesi ²ia aproksimacija galime sudqaruti asimptotini� kriteriju�.

Asimptotinis Spirmeno nepriklausomumo kriterijus: nepriklausomumo
hipotez
e atmetama asimptotiniu α lygmens kriterijumi, kai

|Zn| > zα/2. (5.3.5)

Vidutinio didumo imtims rekomenduojama taikyti aproksimacij¡ Stjudento
skirstiniu, t. y. statistikos

tn =
√
n− 2

rS√
1− r2

S

skirstinys aproksimuojamas Stjudento skirstiniu S(n− 2).

Asimptotinis Spirmeno nepriklausomumo kriterijus grindºiamas Stju-
dento skirstiniu: nepriklausomumo hipotez
e atmetama asimptotiniu α lyg-
mens kriterijumi, kai

|tn| > tα/2(n− 2). (5.3.6)

Modi�kacija, kai yra sutampan£iu� reik²miu�. Tarkime, kad yra vienodu� rangu�. Remian-
tis formule (5.3.1) Spirmeno rangini� koreliacijos koe�cient¡ galima skai£iuoti taip:

rS =

∑n
j=1(R1j − n+1

2
)(R2j − n+1

2
)

[
∑n
j=1(R1j − n+1

2
)2
∑n
j=1(R2j − n+1

2
)2]1/2

=
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∑n
j=1R1jR2j − n(n+1

2
)2

[(
∑n
j=1R

2
1j − n(n+1

2
)2)(

∑n
j=1R

2
2j − n(n+1

2
))2]1/2)

.

Pagal (5.2.6). kai yra teisinga hipotez
e, skaitiklio vidurkis lygus nuliui, o dispersija yra

n∑
j=1

V(R1j)V(R2j) = n(
n2 − 1

12
)2(1−

ETX

n3 − n
)(1−

ETY

n3 − n
);

£ia

TX =

k∑
l=1

tl(t
2
l − 1),

k yra atsitiktinis skai£ius sutampan£iu� grupiu� imtyje X1, ..., Xn; tl � elementu� skai£ius l-oje
grup
eje. TY apibr
eºiamas analogi²kai.

Remdamiesi teoremos 5.2.2 i�rodymu, gauname
n∑
j=1

R2
1j − n

(
n+ 1

2

)2

=
n(n2 − 1)

12
−
TX

12
.

Taigi vardiklio kvadratas yra toks:(
n(n2 − 1)

12

)2

(1−
TX

n3 − n
)(1−

TY

n3 − n
).

Vadinasi, jeigu n yra didelis ir nepriklausomumo hipotez
e teisinga, tai ir esant kai kuriems

vienodiems rangams pritaikoma tokia pati aproksimacija ir gaunami asimptotiniai kriterijai

(5.3.5) ir (5.3.6).

5.3.1 pavyzdys. Lentel
eje pateikiami n = 50 moksleiviu� matematikos Xi ir kalbu� Yi ºiniu�
tikrinimo testu� rezultatai.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 12 14 15 16 17
Xi 59 63 72 55 50 46 67 61 67 53 39 41 62 51 64 52 54
Yi 50 55 53 54 59 52 57 58 57 60 49 59 59 50 66 51 59

i 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
Xi 59 64 32 48 65 62 53 65 58 51 53 64 64 61 65 40 52
Yi 60 58 57 52 57 52 58 58 64 55 54 56 57 59 62 54 55

i 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Xi 38 56 49 60 52 65 68 58 47 39 59 60 42 51 52 65
Yi 51 64 55 50 50 54 59 59 57 42 49 50 37 46 48 60

Ar ²ie duomenys neprie²tarauja prielaidai, kad dvieju� testu� rezultatai yra nepriklausomi?
Matematikos testo rezultatu� rangus paºym
ekime R1i, o kalbu� testu� � R2i. Jeigu yra

sutampan£iu� rezultatu�, tai rangus priskiriame pagal (5.2.5). Gautas rangu� reik²mes pateikia-
me lentel
eje.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 12 14
R1i 29 37 50 24 12 8 47, 5 33.5 47, 5 21 3, 5 6 35, 5 14
R2i 9 23, 5 17 19, 5 40 15 29, 5 34, 5 29, 5 45 5, 5 40 40 9

i 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
R1i 39, 5 17, 5 23 29 39, 5 1 10 44 35, 5 21 44 26, 5 14
R2i 50 12, 5 40 45 34, 5 29, 5 15 29, 5 15 34, 5 34, 5 48, 5 23, 5

i 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
R1i 21 39, 5 39, 5 33.5 44 5 17, 5 2 25 11 31, 5 17, 5
R2i 19, 5 26 29, 5 40 47 19, 5 23, 5 12, 5 48, 5 23, 5 9 9
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i 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
R1i 44 49 26, 5 9 3, 5 29 31, 5 7 14 17, 5 44
R2i 19, 5 40 40 29, 5 2 5, 5 9 1 3 4 45

Spirmeno ranginis koreliacijos koe�cientas i�gijo reik²m¦

rS =

∑50
j=1R1jR2j − 50( 51

2
)2

[(
∑50
j=1R

2
1j − 50( 51

2
)2)(

∑50
j=1R

2
1j − 50( 51

2
)2)]1/2

= 0, 39003.

Pagal asimptotini� Spirmeno kriteriju�, grindºiam¡ normali¡ja aproksimacija, gauname:

Zn =
√
n− 1 rS =

√
49 0, 39003 = 2, 73024.

Asimptotin
e P reik²m
e
pva = 2(1− Φ(2, 73024)) = 0, 00633.

Pagal asimptotini� Spirmeno kriteriju�, grindºiam¡ aproksimacija Stjudento skirstiniu, gau-
name:

tn =
√

50− 2
039003

√
1− 0390032

= 2, 93462, pva = 0, 00511.

Nepriklausomumo hipotez
e atmetama, nes P reik²m
es yra maºos. Kadangi rS > 0, tai

galima daryti i²vad¡, kad yra teigiama matematikos ir kalbu� ºiniu� priklausomyb
e.

5.3.2. Kendalo nepriklausomumo kriterijus

5.3.2 apibr
eºimas. Kiekvien¡ atveji�, kai didesnis skai£ius para²ytas prie²
maºesni�, vadiname inversija. Pavyzdºiui, k
elinyje (5, 3, 1, 4, 2) yra 4+2+1 = 7
inversijos.

Inversiju� skai£ius In k
elinyje (R1, ..., Rn) i�gyja reik²mes nuo 0 (skai£iai i²-
d
estyti did
ejan£ia tvarka) iki Nn = n(n − 1)/2 (skai£iai i²d
estyti maº
ejan£ia
tvarka).

5.3.1 teorema. Kai nepriklausomumo hipotez
e teisinga, tai inversiju� skai£iaus
In charakteristin
e funkcija yra

ϕn(t) = EeitIn =
1

n!

n∏
j=1

eitj − 1

eit − 1
=

n∏
j=1

(
1 + eit + · · ·+ eit(j−1)

j

)
. (5.3.7)

I�rodymas. Turime:

ϕn(t) = EeitIn =

Nn∑
k=0

eitk
νn(k)

n!
; (5.3.8)

£ia νn(k) yra aib
es {1, 2, ..., n} k
eliniu� {i1, ..., in}, turin£iu� k inversiju�, skai£ius.
Skai£iu� νn(k) i²rei²kiame skai£iais νn−1(l), k − (n− 1) ≤ l ≤ min(k, n− 1).
Reikia paºym
eti, kad n! eilut
es {1, 2, ..., n} k
eliniu� galime gauti i² (n − 1)!

skai£iu� {1, 2...., n− 1} k
eliniu� i�terpiant ”n” i� visas galimas vietas.
Pavyzdºiui, i² 2! k
eliniu� (1, 2) ir (2, 1) gauname 3! k
eliniu� i�dedant 3 i� visas

galimas vietas: (1, 2, 3), (1, 3, 2), (3, 1, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 2, 1).
Eilut
es (1, 2, . . . , n) k
elinys, turintis k inversiju�, gaunamas i² eilut
es (1, 2, . . . ,

n − 1) k
eliniu�, turin£iu� k − l inversiju� ir i�statant n i� toki¡ viet¡, uº kurios yra
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l skai£iu� (l = 0, . . . , n− 1, jei k ≥ n− 1; l = 0, . . . , k, jei 0 ≤ k < n− 1). Taigi
teisingos lygyb
es

νn(k) = νn−1(k) + νn−1(k − 1) + · · ·+ νn−1(k − (n− 1)), k ≥ n− 1,

νn(k) = νn−1(k) + νn−1(k − 1) + · · ·+ νn−1(0), 0 ≤ k < n− 1. (5.3.9)

Su kiekvienu l = 0, 1, . . . , Nn−1 narys νn−1(l) i�eina i� νn(k) i²rai²k¡ formul
eje
(5.3.6), kai k = l, . . . , l + n − 1, nes i�statant n inversiju� skai£ius gali padid
eti
0, 1, . . . , n− 1 inversija. Taigi

ϕn(t) =

Nn∑
k=0

eitk
νn(k)

n!
=

Nn−1∑
l=0

νn−1(l)

n!

l+n−1∑
k=l

eitk

=
ϕn−1(t)

n
[1 + eit + · · ·+ eit(n−1)] =

eitn − 1

n(eit − 1)
ϕn−1(t).

Pakartotinai taikydami ²i¡ lygyb¦ ir atsiºvelg¦ i� tai, kad

ϕ1(t) = ν1(0) = 1, ϕ2(t) =
ν2(0)

2
+
ν2(1)

2
eit =

e2it − 1

2(eit − 1)
,

gauname (5.3.5). N

5.3.3 apibr
eºimas. Atsitiktinis dydis

rK = 1− 4In
n(n− 1)

, −1 ≤ rK ≤ 1. (5.3.10)

yra vadinamas Kendalo ranginiu koreliacijos koe�cientu.

5.3.2 teorema. Kai nepriklausomumo hipotez
e teisinga, tai

ErK = 0, V rK =
2(2n+ 5)

9n(n− 1)
,

ir
rK√
V rK

d→ Z ∼ N(0, 1), kai n→∞. (5.3.11)

I�rodymas. Remdamiesi In charakteristin
es funkcijos i²rai²ka (5.3.5), gau-
name, kad In yra n. a. d. suma:

In = U1 + U2 + · · ·+ Un; (5.3.12)

£ia U1 = 0, o a. d. Uj i�gyja reik²mes 0, 1, ..., j − 1 su vienodomis tikimyb
emis
1/j, j = 2...., n, nes a. d. Uj charakteristin
e funkcija yra

ψ(t) = EeitUj =

j−1∑
k=0

eitk
1

j
.
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Gauname

EUj =
1

j

j−1∑
i=1

i =
1

j

j(j − 1)

2
=
j − 1

2
,

EU2
j =

(j − 1)(2j − 1)

6
, V Uj =

j2 − 1

12
,

tod
el

EIn =

n∑
j=1

j − 1

2
=
n(n− 1)

4
, ERK = 0;

V In =

n∑
j=1

j2 − 1

12
=
n(n− 1)(2n+ 5)

72
,

V rK =
16V In

n2(n− 1)2
=

2(2n+ 5)

9n(n− 1)
.

I�rodysime, kad inversiju� skai£iui galioja CRT. Tuo tikslu pakanka patikrinti
Lindebergo s¡lyg¡

1

V In

n∑
j=1

∫
|x−EUj |√
V In

>ε

(x−EUj)
2dFUj (x)→ 0, kai n→∞.

Atsitiktiniai dydºiai Uj i�gyja reik²mes nuo 1 iki j − 1, j = 1, 2, ..., n,
√
V In =

O(n3/2), taigi
|x−EUj |√

V In
≤ n− 1

O(n3/2)
< ε,

nes su pakankamai dideliais n visos integravimo sritys yrs tu²£ios aib
es. Linde-
bergo s¡lyga patenkinta, tod
el a. d. In galioja CRT, ji galioja ir a. d. rK , kuris
yra tiesin
e In funkcija. N

Kai n nedideli, statistikos rK kritin
es reik²m
es tabuliuotos arba ju� skai£ia-
vimas numatytas daugumoje matematin
es statistikos paketu�.

Kendalo nepriklausomumo kriterijus: nepriklausomumo hipotez
e atmetama
α lygmens kriterijumi, kai

rK ≤ c1 or rK ≥ c2; (5.3.13)

£ia c1 � minimali ir c2 � maksimali statistikos rK reik²m
es, tenkinan£ios s¡lygas

P{rK ≤ c1} ≤ α/2. P{rK ≥ c2} ≤ α/2.

Kai n yra didelis, taikoma aproksimacija normaliuoju skirstiniu.

Asimptotinis Kendalo nepriklausomumo kriterijus: nepriklausomumo
hipotez
e atmetama asimptotiniu α lygmens kriterijumi, kai

| rK√
V (rK)

| > zα/2. (5.3.14)
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Sutampan£ios reik²m
es. Apibendrinsime Kendalo ranginio koreliacijos koe�ciento apibr
e-
ºim¡ tuo atveju, kai imtyje yra sutampan£iu� reik²miu�.

Sakysime, kad poros (Xi, Yi)
T ir (Xj , Yj)

T yra suderintos, jeigu skirtumai Xj − Xi ir
Yj − Yi yra vienodu� ºenklu�: (Xj − Xi)(Yj − Yi) > 0. Poros yra nesuderintos, jei (Xj −
Xi)(Yj − Yi) < 0. Tegu

Aij =

 1, jei (Xj −Xi)(Yj − Yi) > 0,
−1, jei Xj −Xi)(Yj − Yi) < 0,
0, jei (Xj −Xi)(Yj − Yi) = 0.

5.3.4 apibr
eºimas. Statistika

τa =
2

n(n− 1)

∑
i<j

Aij (5.3.15)

vadinama Kendalo τa koreliacijos koe�cientu.∑
i<j Aij yra suderintu� ir nesuderintu� poru� skai£iu� skirtumas.

5.3.1 pastaba. Jeigu sutampan£iu� reik²miu� n
era, tai rK = τa.

I² tikru�ju� ²iuo atveju

hij =

{
1, kai Ri > Rj ,
0, kai Ri < Rj ,

ir inversiju� skai£ius uºra²omas suma

In =
∑
i<j

hij . (5.3.16)

Skai£ius −1 pasikartoja
∑
i<j hij kartu�, o skai£ius 1 pasikartoja n(n− 1)/2−

∑
i<j hij kartu�

sumoje
∑
i<j Aij . Gauname∑

i<j

Aij = n(n− 1)/2− 2
∑
i<j

hij = n(n− 1)/2− 2In,

taigi
2

n(n− 1)

∑
i<j

Aij = 1−
4In

n(n− 1)
.

5.3.2 pastaba. Jeigu yra sutampan£iu� reik²miu�, tai Kendalo τa koreliacijos koe�cientas gali
nebu	ti lygus 1 netgi tada, kai Xi = Yi su visais i, nes ne visi sumos

∑
i<j Aij d
emenys lygu	s

1. �i suma turi n(n− 1)/2 d
emenu�.

Apibr
e²ime koe�ciento modi�kacij¡.
Atsitiktini� dydi� Aij uºra²ykime tokiu pavidalu Aij = UijVij , £ia

Uij =

 1, jei Xj −Xi > 0,
−1, jei Xj −Xi < 0,
0, jei Xj −Xi = 0.

, Vij =

 1, jei Yj − Yi > 0,
−1, jei Yj − Yi < 0,
0, jei Yj − Yi = 0.

5.3.5 apibr
eºimas. Statistika

τb =

∑n
i=1

∑n
j=1 UijVij

[(
∑n
i=1

∑n
j=1 U

2
ij)(
∑n
i=1

∑n
j=1 V

2
ij)]

1/2
(5.3.17)

vadinama Kendalo τb koreliacijos koe�cientu.

5.3.3 pastaba. Jeigu imtyse sutampan£iu� reik²miu� n
era, tai
n∑
i=1

n∑
j=1

U2
ij =

n∑
i=1

n∑
j=1

V 2
ij = n(n− 1),

taigi τb = τa = rK .
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5.3.4 pastaba. Jeigu imtyse yra kX ir kY sutampan£iu� elementu� grupiu�, o sutampan£iu�
elementu� skai£iai s-oje ir r-oje grup
ese yra atitinkamai us ir vr, tai Kendalo τb koreliacijos
koe�cientas gali bu	ti uºra²ytas tokiu pavidalu

τb =

∑n
i=1

∑n
j=1 UijVij

[(n(n− 1)−
kX∑
s=1

us(us − 1))(n(n− 1)−
kY∑
r=1

vr(vr − 1))]1/2

, (5.3.18)

nes s-oje grup
eje yra us(us − 1) poru�, kurioms Uij = 0. Tod
el

n∑
i=1

n∑
j=1

U2
ij = n(n− 1)−

kX∑
s=1

us(us − 1).

Analogi²k¡ lygyb¦ gauname antrajai im£iai.
Taigi, jei sutampan£iu� reik²miu� yra, tai |τb| > |τa|, kadangi skaitikliai sutampa, o vardiklis

τb i²rai²koje yra maºesnis. Jeigu Xi = Yi su visais i, tai Uij = Vij ir τb = 1.

Asimptotinis nepriklausomumo kriterijus sudaromas aproksimuojant statistikos

S =
∑
i<j

UijVij

skirstini� normaliuoju N(0, VS); £ia

VS =
ν0 − νu − νv

18
+

νuv1

2n(n− 1)
+

νuv2

9n(n− 1)(n− 2)
,

ν0 = n(n− 1)(2n+ 5), νu =

kX∑
s=1

us(us − 1)(2us + 5), νv =

kY∑
r=1

vr(vr − 1)(2vr + 5),

νuv1 =

kX∑
s=1

us(us − 1)

kY∑
r=1

vr(vr − 1),

νuv2 =

kX∑
r=1

us(us − 1)(us − 2)

kY∑
r=1

vr(vr − 1)(vr − 2).

Asimptotinis Kendalo nepriklausomumo kriterijus: nepriklausomumo hipotez
e at-
metama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

|
S
√
V S
| > zα/2. (5.3.19)

5.3.5 pastaba. Dvieju� a. d. koreliacija kartais vertinama sudarant vadinam¡ji� Gudmano ir
Kruskalo gama koe�cient¡:

γ =

∑
Aij=1

Aij −
∑

Aij=−1
Aij∑

Aij 6=0
Aij

.

Matome, kad jis yra suderintu� ir nesuderintu� poru� skai£iu� skirtumo ir nesutampan£iu� poru�
skai£iaus santykis. �is koe�cientas taip pat sutampa su Kendalo koreliacijos koe�cientu rK ,
kai sutampan£iu� stab
ejimu� imtyse n
era.

5.3.2 pavyzdys. (pavyzdºio 5.3.1 t¦sinys.) Pagal pavyzdºio 5.3.1 duomenis patikrinsime
nepriklausomumo hipotez¦ naudodami Kendalo asimptotini� kriteriju�.

Sumuodami UijVij gauname

n∑
i=1

n∑
j=1

UijVij = 2S = 630.
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Pirmoje imtyje yra kX = 12 sutampan£iu� stebiniu� grupiu�: 6 grup
es po 2 sutampan£ius
steb
ejimus, 3 � po 3, 2 � po 4, 1 grup
e i² 5 sutampan£iu� elementu�. Antroje imtyje turime
kY = 11 grupiu�: 3 grupes po 2 sutampan£ius elementus, 2 � po 3, 3 � po 4, 1 � i² 5, 1 � i² 6
ir 1 � i² 7 sutampan£iu� elementu�. Taigi

kX∑
s=1

us(us − 1) = 6 · 2 + 3 · 6 + 2 · 12 + 1 · 20 = 74,

kY∑
r=1

vr(vr − 1) = 146,

τb =
630

[(50 · 49− 74)(50 · 49− 74)]1/2
= 0, 26926.

ν0 = 50·49·105 = 257250, νu = 6·2·1·9+3·3·2·11+2·4·3·13+1·5·4·15 = 918, νv = 2262.

νuv1 = 74 · 146 = 10804, νuv2 = 125 · 474 = 59724.

Statistikos S dispersijos i�vertis

VS =
257250− 918− 2262

18
+

10804

2 · 50 · 49
+

59724

9 · 50 · 49 · 48
= 14117, 26.

Gauname:
S
√
VS

= 2, 65116 pva = 2(1− Φ(2, 65116)) = 0, 00802

Kaip ir Spirmeno nepriklausomumo kriterijus, Kendalo nepriklausomumo kriterijus atmeta

nepriklausomumo hipotez¦, nes P reik²m
e yra maºa.

5.3.6 pastaba. Nors koe�cientai rS ir rK apibr
eºiami skirtingai, ta£iau jie yra
glaudºiai susij¦. Tegu

I∗n =
3

n+ 1

∑
i<j

(j − i)hij

yra svertin
e inversiju� suma, gauta atsiºvelgiant i� atstumus tarp rangu�. Tada
i�rodoma (ºr. 5.1 pratim¡), kad

I∗n =
3

2(n+ 1)

∑
i

(Ri − i)2, rS = 1− 4I∗n
n(n− 1)

.

Palygin¦ su (5.3.8) matome, kad rS ir rK skiriasi tik tuo, kad pirmame naudo-
jama svertin
e inversiju� suma, o antrajame � tiesiog inversiju� suma.

Pirsono koreliacijos koe�cientas tarp rS ir rK (ºr. 5.2 pratim¡) yra

ρ(rS , rK) =
2(n+ 1)√
2n(2n+ 5)

.

Jis maº
eja nuo 1, kai n = 2, iki 0,98, kai n = 5, paskui monotoni²kai did
eja
iki 1, kai n → ∞. Taigi ²ios statistikos labai maºai skiriasi ir jais grindºiami
kriterijai asimptoti²kai ekvivalentu	s, o prakti²kai ekvivalentu	s ir su baigtiniais
n.

5.3.3. Nepriklausomumo kriteriju� ASE

Lygindami parametrinius kriterijus 1.6 skyrelyje i�ved
eme asimptotinio santykinio
efektyvumo (ASE) s¡vok¡. Jis apibu	dina kriterijaus galios elgesi� hipotetin
es
parametro reik²m
es aplinkoje. Tiksliau, didinant imti�, nagrin
ejamas kriteri-
jaus galios elgesys, kai alternatyvu� seka tam tikru grei£iu art
eja prie hipotetin
es
parametro reik²m
es.
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Apie neparametrinio kriterijaus efektyvum¡ sprendºiame lygindami ji� su
parametriniu kriterijumi tai pa£iai hipotezei tikrinti, daºniausiai esant nor-
malumo prielaidai. Jeigu lygindami neparametrini� kriteriju� su TG ar TGN
parametriniu kriterijumi gauname ASE artim¡ 1, pirmenyb¦ reik
etu� teikti bend-
resniam neparametriniam kriterijui.

Rasime kriteriju�, grindºiamu� ranginiais koreliacijos koe�cientais, ASE atºvil-
giu kriterijaus, grindºiamo Pirsono empiriniu koreliacijos koe�cientu, normaliojo
skirstinio atveju.

Tarkime, nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. v. (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, turi

dvimati� normalu�ji� skirstini� su koreliacijos koe�cientu ρ.

Normaliojo skirstinio atveju stebimi a. d. X ir Y yra nepriklausomi tada ir
tik tada, kai Pirsono koreliacijos koe�cientas ρ = 0. Pirsono nepriklausomumo
kriterijus grindºiamas empiriniu koreliacijos koe�cientu

ρ̂ = r =

∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑

i(Xi − X̄)2
∑
i(Yi − Ȳ )2

. (5.3.20)

Jeigu ρ = 0, tai a. d. r tikimybiu� tankio funkcija yra

fr(x) =
1√
π

Γ(n−1
2 )

Γ(n−2
2 )

(1− x2)
n−4
2 , −1 < x < 1.

Apibr
eº¦ a. d.
U =

√
n− 2

r√
1− r2

(5.3.21)

i�sitikiname, kad jo tankio funkcija yra

g(u) =
1√

(n− 2)π

Γ(n−1
2 )

Γ(n−2
2 )

(1 +
u2

n− 2
)−(n−1)/2,

t. y. a. d. U turi Stjudento skirstini� su n− 2 laisv
es laipsniais.

Nepriklausomumo kriterijus grindºiamas empiriniu Pirsono koreliaci-
jos koe�cientu: nepriklausomumo hipotez
e, kai alternatyvos yra H1 : ρ > 0,
H2 : ρ < 0 ir H3 : ρ 6= 0, atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
atitinkamai teisingos nelygyb
es

U > tα(n− 2), U < −tα(n− 2), |U | > tα/2(n− 2),

5.3.3 teorema. Tarkime, nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. v. (Xi, Yi)
T ,

i = 1, ..., n, turi dvimati� normalu�ji� skirstini� su koreliacijos koe�cientu ρ. Tada
kriterijaus, grindºiamo Kendalo ranginiu koreliacijos koe�cientu, ASE kriteri-
jaus, grindºiamo Pirsono empiriniu koreliacijos koe�cientu, atºvilgiu normaliojo
skirstinio atveju yra

e(rK , r) =
9

π2
≈ 0, 912.
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I�rodymas. Paºym
ekime

µ1(ρ) = Eρ(rK), σ2
1(0) = lim

n→∞
nV 0(rK),

µ2(ρ) = lim
n→∞

Eρ(r), σ2
2(0) = lim

n→∞
nV 0(r).

Taikant formul¦ (1.6.1) (£ia δ = 1/2) reikia tur
eti µ′1(0), µ′2(0), σ1(0), σ2(0).
Kadangi rK = 1 − 4In/(n(n − 1)), tai ie²kant µ1(ρ) reikia rasti inversiju�

skai£iaus In vidurki�, kai teisinga alternatyva. Inversiju� skai£iu� In galima uºra²yti
²itaip:

In =
∑
i<j

h̃ij , h̃ij =
1

2
{1− sign(Xi −Xj) sign(Yi − Yj)}.

I² tikru�ju�
h̃ij = 1 ⇐⇒ (Xi −Xj)(Yi − Yj) < 0 ⇐⇒

(R1i −R1j)(R2i −R2j) < 0 ⇐⇒ (k − l)(Rk −Rl) < 0;

£ia k = R2i, l = R2j . S¡lyga (k− l)(Rk−Rl) < 0 ekvivalenti inversijos buvimui.
Sumoje yra n(n− 1)/2 vienodai pasiskirs£iusiu� d
emenu�, tod
el

EIn =
n(n− 1)

2
E(h̃ij),

µ1(ρ) = EρrK = Eρ(1−
4In

n(n− 1)
) = 1−2Eρ(h̃ij) = Eρ(sign(Xi−Xj) sign(Yi−Yj)).

Kadangi n. a. v. (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, turi dvimati� normalu�ji� skirstini� su

koreliacijos koe�cientu ρ, tai vektorius (U, V )T su koordinat
emis U = Xi −Xj

ir V = Yi − Yj taip pat turi dvimati� normalu�ji� skirstini� su nuliniu vidurkiu ir
koreliacijos koe�cientu ρ. Taigi

µ1(ρ) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

signu sign v φ(u, v; ρ)du dv

= 2

∫ ∞
0

[∫ ∞
0

−
∫ 0

−∞

]
φ(u, v; ρ)dv du.

Integralai nepriklauso nuo U ir V dispersiju� (atlikus keitimus x = u/σ1 ir
y = v/σ2, integralu� reik²m
es nepakinta), tod
el galima imti standartini� dvimati�
normalu�ji� skirstini�, kurio tankis:

φ(u, v; ρ) =
1

2π
√

1− ρ2
exp{− 1

2(1− ρ2)
[u2 − 2ρuv + v2]}

=
1√

2π(1− ρ2)
e
− (v−ρu)2

2(1−ρ2)
1√
2π
e−

u2

2 .

Gauname

µ1(ρ) = 2

∫ ∞
0

[
1− 2Φ

(
−ρu√
1− ρ2

)]
1√
2π
e−

u2

2 du, Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π
e−

y2

2 dy.
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Diferencijuodami pagal ρ turime

µ′1(ρ) =
2

π2(1− ρ2)3/2

∫ ∞
0

ue
− u2

2(1−ρ2) du =
2

π
√

1− ρ2
, µ′1(0) =

2

π
.

Kita vertus, empirinis koreliacijos koe�cientas r asimptoti²kai turi normalu�ji�
skirstini� √

n(r − ρ)
d→ Z ∼ N(0, (1− ρ2)2), (5.3.22)

taigi
µ2(ρ) = ρ, µ′2(0) = 1.

Jeigu ρ = 0, tai naudodami statistikos rK dispersijos formul¦ (5.3.9) ir atsiºvelg¦
i� konvergavim¡ (5.3.22), gauname

σ2
1(0) = lim

n→∞
nV0(rK) =

4

9
, σ2

2(0) = 1.

Pagal (1.6.1) kriterijaus, grindºiamo Kendalo koreliacijos koe�cientu ASE atºvil-
giu kriterijaus, grindºiamo Pirsono empiriniu koreliacijos koe�cientu normaliojo
skirstinio atveju yra

e(rK , r) =
( 2
π )2 : 4

9

1 : 1
=

9

π2
.

N

5.3.4. Normaliu�ju� ºymiu� kriterijus

I�rod
eme, kad kai a. v. (X,Y )T yra normalusis, tai kriterijaus, grindºiamo
Kendalo koreliacijos koe�cientu (arba jam ekvivalen£iu kriterijumi, grindºiamu
Spirmeno ranginiu koreliacijos koe�cientu) ASE atºvilgiu kriterijaus, grindºia-
mo Pirsono empiriniu koreliacijos koe�cientu, yra artimas 1. Kyla klausimas,
ar galima rasti rangini� kriteriju�, kuriam min
etas ASE bu	tu� lygus 1?

Atsakymas yra teigiamas. Sudarant toki� kriteriju� stebiniai kei£iami ne ran-
gais, o specialiai parinktomis rangu� funkcijomis.

Steb
ejimu� poras (Xi, Yi)
T surikiuokime taip, kad Y1, ..., Yn bu	tu� i²d
estyti

did
ejan£ia tvarka. Paskui eilutes Y1, ..., Yn ir X1, ..., Xn pakeiskime ju� rangu�
eilut
emis (1, . . . , n) ir (R1, . . . , Rn). Paºym
ekime

Ei = E(U(i)), i = 1, 2, ..., n, (5.3.23)

standartinio normaliojo skirstinio U ∼ N(0, 1) poziciniu� statistiku� U(i) papras-
toje didumo n imtyje (U1, ..., Un)T vidurkius, kurie vadinami normaliosiomis
ºym
emis. Ju� reik²m
es yrs tabuliuotos.

Vietoje Spirmeno koreliacijos koe�ciento, t. y. empirinio korreliacijos koe-
�ciento tarp (1, . . . , n) ir (R1, . . . , Rn), apibr
eºkime empirini� koreliacijos koe�-
cient¡ tarp (1, . . . , n) ir (ER1 , . . . , ERn) :

rns =

∑n
i=1(ERi − Ē)(i− n+1

2 )√∑n
i=1(ERi − Ē)2

∑n
i=1(i− n+1

2 )2
=

1
n

∑n
i=1 iERi −

n+1
2 Ē√

n2−1
12

1
n

∑n
i=1(ERi − Ē)2

.

(5.3.24)
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Normaliu�ju� ºymiu� kriterijus: nepriklausomumo hipotez
e atmetama reik²-
mingumo lygmens α kriterijumi, kai

rns ≤ c1, arba rns ≥ c2;

£ia c1 yra maksimali, o c2 � minimali galima statistikos rns reik²m
es, atitinkamai
tenkinan£ios nelygybes

P{rns ≤ c1} ≤ α/2, P{rns ≥ c1} ≤ α/2.

I�rodoma, kad jei a. v. (X,Y )T turi dvimati� normalu�ji� skirstini�, tai nepri-
klausomumo kriterijaus, grindºiamo statistika rns, ASE kriterijaus, grindºiamo
Pirsono empiriniu koreliacijos koe�cientu, atºvilgiu lygus 1.

5.4. Ranginiai atsitiktinumo kriterijai

Tarkime, kad imties X = (X1, ..., Xn)T koordinat
es yra nepriklausomi abso-
liu£iai tolydu	s a. d. Paºym
ekime Fi(x) atsitiktinio dydºio Xi pasiskirstymo
funkcij¡.

Atsitiktinumo hipotez
e:

H0 : F1(x) ≡ F2(x) ≡ · · · ≡ Fn(x).

�i hipotez
e tvirtina, kadX yra paprastoji imtis a. d. X, t. y. kad a. d. X1, ..., Xn

yra vienodai pasiskirst¦.
Jei hipotez
e H0 teisinga, tai imties (X1, ..., Xn)T rangu� vektoriaus (R1, . . . ,

Rn)T ir jo koordina£iu� skirstiniai pateikti 5.3.1 skyrelyje:

P{(R1, ..., Rn) = (j1, ..., jn)} =
1

n!
, P{Ri = j} =

1

n
,

su bet kokiu aib
es (1, ..., n) k
eliniu (j1, ..., jn) ir su bet kokiais i, j = 1, . . . n.
Kai teisingos monotonin
es alternatyvos

H̄1 : F1(x) ≤ F2(x) ≤ · · · ≤ Fn(x),

arba
H̄2 : F1(x) ≥ F2(x) ≥ · · · ≥ Fn(x),

kurios rei²kia did
ejanti� arba maº
ejanti� trend¡, rangai tur
es tendencij¡ i²sid
estyti
atitinkamai did
ejan£ia arba maº
ejan£ia tvarka. Taigi rango Ri skirstinys pri-
klauso nuo eksperimento numerio i.

5.4.1. Kendalo ir Spirmeno atsitiktinumo kriterijai

Apskai£iuokime Spirmeno arba Kendalo ranginius koreliacijos koe�cientus rS
arba rK naudodami vektoriu� (1, 2, . . . , n)T ir rangu� vektoriu� (R1, . . . , Rn)T .
Jeigu hipotez
e H0 teisinga, ²iu� koe�cientu� skirstiniai yra tokie patys kaip ir



5.4. Ranginiai atsitiktinumo kriterijai 119

skyrelyje 5.3.2 arba skyrelyje 5.3.3, t. y. ju� reik²m
es tur
es tendencij¡ i�gyti arti-
mas 0 reik²mes.

Jeigu teisingos alternatyvos H̄1 arba H̄2, tai rangu� vektorius (R1, . . . , Rn)T

tur
es tendencij¡ pana²
eti atitinkamai i� vektoriu� (1, . . . , n)T arba vektoriu� (n, . . . ,
1)T . Taigi statistikos rS ir rK tur
es tendencij¡ i�gyti reik²mes, artimas +1 arba
−1.

Spirmeno (Kendalo) atsitiktinumo kriterijus: atsitiktinumo hipotez
e H0,
kai alternatyva dvipus
e H̄1∪H̄2, atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai |rS | (atitinkamai |rK |) vir²ija statistikos rS (atitinkamai rK) α/2 kritin¦
reik²m¦.

Rasime Kendalo atsitiktinumo kriterijaus ASE optimalaus parametrinio kri-
terijaus atºvilgiu normaliojo skirstinio ir specialios trendo alternatyvos atveju.

Tarkime, kad esant teisingai alternatyvai imties elementas Xi nusakytas
tiesiniu regresijos modeliu:

Xi = β0 + iβ + ei, i = 1, 2, ..., n; (5.4.1)

£ia ei yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d. ir ei ∼ N(0, 1).
�iame modelyje atsitiktinumo hipotez
e ekvivalenti parametrinei hipotezei

H : β = 0.
I² regresin
es analiz
es ºinoma, kad TGN kriterijus ²iai hipotezei tikrinti grindºia-

mas parametro β i�vertiniu

β̂ =

∑
i(Xi − X̄)(i− ī)∑

i(i− ī)2
∼ N

(
β,

12

n(n2 − 1)

)
. (5.4.2)

5.4.1 teorema. Kendalo atsitiktinumo kriterijaus ASE atºvilgiu kriterijaus,
grindºiamo i�vertiniu β̂, yra

e(rK , β̂) =

(
3

π

)1/3

≈ 0, 985.

I�rodymas. Pagal (5.4.2) gauname:

n3/2(β̂ − β)/
√

12
d→ Y ∼ N(0, 1).

Tod
el ASE i²rai²koje (1.6.1) dydºiai, atitinkantys parametrini� kriteriju�, grin-
dºiam¡ i�vertiniu β̂, yra

µ2(β) = β, σ2(β) =
√

12, µ′2(0) = 1, σ2(0) =
√

12, δ = 3/2.

Nagrin
ekime kriteriju�, grindºiam¡ Kendalo koreliacijos koe�cientu

rK = 1− 4In/(n(n− 1))

(£ia In inversiju� skai£ius).
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Reikia rasti In vidurki�, kai teisinga alternatyva (5.4.1). Gauname

Eβ(In) = Eβ(
∑
i<j

hij) =
∑
i<j

Eβ(hij).

Pagal (5.4.1) modeli� skirtumas Xi −Xj ∼ N(β(i− j), 2). Taigi

Eβ(hij) = Pβ{Xi −Xj > 0} =

=
1

2
√
π

∫ ∞
0

exp{−1

4
(t− β(i− j))2}dt = 1− Φ

(
−β(i− j)√

2

)
.

Kadangi
∂

∂β
(Eβ(hij))|β=0 = ϕ(0)

i− j√
2

=
i− j
2
√
π
,

o
∂

∂β
Eβ(In)|β=0 =

1

2
√
π

∑
i<j

(i− j) = −n(n2 − 1)

12
√
π

,

Tai nor
edami, kad µ′1(0) nepriklausytu� nuo n, imsime statistik¡ r∗K = rK/(n+1)
(kuri ekvivalenti statistikai rK). Tada gauname

µ′1(0) =
∂

∂β
Eβ(r∗K)|β=0 =

1

3
√
π
. (5.4.3)

Teoremoje 5.3.3 gauta

Vβ(In)|β=0 =
n(n− 1)(2n+ 5)

72
,

taigi

σ2
1(0) = lim

n→∞
Varβ(n3/2r∗k)|β=0 = lim

n→∞

n3

(n+ 1)2

16

n2(n− 1)2

n(n− 1)(2n+ 5)

72
=

4

9
.

Gavome
µ′1(0) =

1

3
√
π
, σ1(0) =

2

3
.

Kadangi nagrin
ejamu atveju δ = 3/2 (ºr.(1.6.1)), tai kriterijaus, grindºiamo
koreliacijos koe�cientu rK , ASE atºvilgiu kriterijaus, grindºiamo i�vertiniu β̂,
yra

e(rK , β̂) =

(
1

3
√
π

3
2

1√
12

)2/3

=

(
3

π

)1/3

.

5.4.1 pavyzdys. Lentel
eje pateikiama tam tikroje vietov
eje pamatuota 2008 metu� lapkri£io
m
enesio paros temperatu	ros deviacija.

Diena 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Deviacija 12 13 12 11 5 2 −1 2 −1 3
Diena 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Deviacija 2 −6 −7 −7 −12 −9 6 7 10 6
Diena 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Deviacija 1 1 3 7 −2 −6 −6 −5 −2 −1
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Ar neprie²tarauja ²ie duomenys prielaidai, kad buvo stebimi vienodai pasiskirst¦ n. a. d.?
Surastas rangu� reik²mes pateikiame lentel
eje.

Diena 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rangai 28, 5 30 28, 5 27 21 17 12 17 12 19, 5
Diena 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Rangai 17 6 3, 5 3, 5 1 2 22, 5 24, 5 26 22, 5
Diena 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Rangai 14, 5 14, 5 19, 5 24, 5 9, 5 6 6 8 9, 5 12

Naudodami SPSS paket¡ gauname: rS = −0, 425, rK = −0, 321. Atitinkamos P reik²m
es yra

pv = 0, 01424 ir pv = 0, 01932. Atsitiktinumo hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo

lygmuo vir²ija 0, 01932.

5.4.2. Bartelio ir Neimano atsitiktinumo kriterijus

Kitas atsitiktinumo kriterijus grindºiamas gretimu� rangu� skirtumais. Jeigu
trendas egzistuoja, tai gretimu� steb
ejimu� rangu� skirtumai turi tendencij¡ i�gyti
maºesnes reik²mes. Bartelio ir Neimano ranginio atsitiktinumo kriterijaus statis-
tika turi toki� pavidal¡:

TBN =

n−1∑
i=1

(Ri+1 −Ri)2. (5.4.4)

�i statistika i�gyja reik²mes nuo n − 1 iki (n − 1)(n2 + n − 3)/3, kai n yra
lyginis, ir nuo n− 1 iki [(n− 1)(n2 + n− 3)/3]− 1, kai n nelyginis.

Bartelio ir Neimano ranginis kriterijus. Atsitiktinumo hipotez
e atmetama
α lygmens kriterijumi, kai TBN ≤ c; £ia c yra maksimalus skai£ius, tenkinantis
s¡lyg¡ P{TBN ≤ c} ≤ α.

Kai 4 ≤ n ≤ 10, tai P reik²m
es pv = P{TBN ≤ c} su i�vairiomis statistikos
TBN galimomis realizacijomis c yra tabuliuotos (ºr., pvz., [13]).

Didesniems n paprastai naudojama normuota statistika

T̄BN =
TBN∑n

i=1(Ri − (n+ 1)/2)2
.

Jeigu visi rangai skirstingi, tai ²ios statistikos vardiklis yra lygus n(n2 − 1)/12.
Kai 10 ≤ n ≤ 100, kritin
es reik²m
es gaunamos aproksimuojant T̄BN skirstini�

beta skirstiniu. �ios aproksimacijos pagrindu sudarytas lenteles taip pat galima
rasti knygoje [13].

Kai n > 100, statistikos T̄BN skirstini� rekomenduojama aproksimuoti nor-
maliuoju skirstiniu N(2, σ2

n); £ia

σ2
n =

4(n− 2)(5n2 − 2n− 9)

5n(n+ 1)(n− 1)2
).

Asimptotinis Bartelio ir Neimano kriterijus. Atsitiktinumo hipotez
e at-
metama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Zn =
T̄BN − 2

σn
≤ −zα
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.

5.4.2 pavyzdys. (5.4.1 pavyzdºio t¦sinys). Patikrinsime atsitiktinumo hipotez¦ pagal 5.4.1
pavyzdºio duomenis naudodami Bartelio ir Neimano kriteriju�.

Rangai ir ju� skirtumai pateikiai lentel
eje.

Diena 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rangai 28, 5 30 28, 5 27 21 17 12 17 12 19, 5

Skirtumai 1, 5 −1, 5 −1, 5 −6 −4 −5 5 −5 7, 5
Diena 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Rangai 17 6 3, 5 3, 5 1 2 22, 5 24, 5 26 22, 5

Skirtumai −2, 5 −11 −2, 5 0 −2, 5 1 20, 5 2 1, 5 −3, 5
Diena 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Rangai 14, 5 14, 5 19, 5 24, 5 9, 5 6 6 8 9, 5 12

Skirtumai −8 0 5 5 −15 −3, 5 0 2 1, 5 2, 5

Gauname:

TBN =

29∑
i=1

(Ri+1 −Ri)2 = 1133, 25,

30∑
i=1

(Ri − 15, 5)2 = 2238,

T̄BN = 1133, 25/2238 = 0, 506367.

Knygos [13] lentel
ese randame, kad reik²mingumo lygmens 0, 005; 0, 01; 0, 05; 0, 1 kritin
es
reik²m
es yra atitinkamai 1, 11, 1, 19, 1, 41, 1, 54. Kadangi gautoji statistikos T̄BN yra gerokai
maºesn
e, hipotez
e atmetama. Rasime asimptotin¦ P reik²m¦ taikydami aproksimacij¡ nor-
maliuoju skirstiniu. Statistika Zn i�gijo reik²m¦ −4, 1928 ir pva = Φ(−4, 1928) = 0, 0000138.
Hipotez
e atmetama.

Matome, kad ²iame pavyzdyje Bartelio ir Neimano kriterijus pasirod
e kur kas galingesnis

uº Spirmeno ar Kendalo kriteriju�. Tai, matyt, gali bu	ti ai²kinama tuo, kad Bartelio ir Neimano

atsitiktinumo kriterijus yra tinkamesnis, kai alternatyvos n
era monotonin
es. Pavyzdºiui, kaº-

kuriuo momentu trendas pakinta i² teigiamo i� neigiam¡ arba atvirk²£iai.

5.5. Ranginiai homogeni²kumo kriterijai

Tegu X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra dvi nepriklausomos paprasto-
sios imtys, gautos stebint absoliu£iai tolydºius a. d. X ∼ F (x) ir Y ∼ G(x).
Reikia patikrinti hipotez¦, kad pasiskirstymo funkcijos sutampa:

H0 : F (x) = P{X ≤ x} ≡ P{Y ≤ x} = G(x). (5.5.1)

5.5.1. Vilkoksono (Mano,Vitnio ir Vilkoksono) kriterijus

Tarkime, kad alternatyva yra poslinkio: egzistuoja toks θ 6= 0, kad su visais
x ∈ R teisinga hipotez
e

H1 : G(x) = F (x− θ). (5.5.2)

Vilkoksono ranginio kriterijaus statistika. Paºym
ekime R1, R2, ..., Rm
steb
ejimu� X1, ..., Xm rangus jungtin
eje didumo m+n imtyje (X1, ..., Xm, Y1, ...,
Yn)T . Tada Vilkoksono kriterijaus statistika W yra lygi ²iu� rangu� sumai:

W =

m∑
i=1

Ri.
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Vilkoksono kriterijaus statistikos skirstinys. Jeigu hipotez
e H0 teisinga,
tai statistikos W skirstinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru�, o priklauso
tik nuo im£iu� didumu� m ir n, nes remiantis (5.2.2)

P{(R1, ..., Rm) = (j1, ..., jm)} =
n!

(m+ n)!
(5.5.3)

su kiekvienu vektoriumi (j1, ..., jm)T , susidedan£iu i² m skirtingu� aib
es {1, 2, ...,
m+ n} elementu�. Statistikos W minimali reik²m
e

ω1 = 1 + ...+m = m(m+ 1)/2,

o maksimali

ω2 = (n+ 1) + ...+ (n+m) = m(2n+m+ 1)/2.

Taigi su kiekvienu k = ω1, ..., ω2

P{W = k} = Nk
n!

(m+ n)!
,

£ia Nk yra skai£ius pirmiau apra²ytu� vektoriu� (j1, ..., jm)T , tenkinan£iu� s¡lyg¡
j1 + ...+ jm = k.

Mano ir Vitnio kriterijaus statistika. Paºym
ekime U skai£iu� tokiu� atveju�,
kai pirmosios imties elementai vir²ija antrosios imties elementus:

U =

m∑
i=1

n∑
j=1

hij , hij =

{
1, kai Xi > Yj ,
0, kai Xi < Yj .

(5.5.4)

Statistikos W ir U yra glaudºiai susijusios. I² tikru�ju�, tegu i1, . . . , im yra pir-
mosios imties (X1, . . . , Xm)T elementu� indeksai, tenkinantys nelygybes Ri1 <
· · · < Rim . Tada prie² element¡ Xil sujungtoje surikiuotoje imtyje yra Ril − 1
elementas, i² ju� l − 1 pirmosios ir Ril − l antrosios imties elementu�. Taigi

U =

m∑
i=1

n∑
j=1

hij =

m∑
l=1

(Ril − l) = W −m(m+ 1)/2. (5.5.5)

Vilkoksono kriterijus grindºiamas statistikaW , o Manio ir Vitnio � statistika
U . Kadangi statistikos skiriasi tik konstanta, abu kriterijai yra ekvivalentu	s.

Kai teisinga alternatyva θ > 0, tai antrosios imties elementai tur
es tendencij¡
i�gyti didesnes reik²mes negu pirmosios imties elementai, taigi rangu� suma W
tur
es tendencij¡ i�gyti maºesnes reik²mes. Atvirk²£iai, kai θ < 0, statistika W
tur
es tendencij¡ i�gyti didesnes reik²mes.

Vilkoksono kriterijus: kai alternatyva dvipus
e, atveju hipotez
e H0 atmetama
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

W ≤ c1 arba W ≥ c2;
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£ia c1 yra maksimalus, o c2 minimalus skai£iai, tenkinantys nelygybes

c1∑
k=w1

P{W = k|H0} ≤ α/2.
w2∑
i=c2

P{W = k|H0} ≤ α/2.

Kai m ir n nedideli, statistikos W kritin
es reik²m
es yra tabuliuotos (ºr. [7]).
Kai alternatyvos vienpus
es, ( θ > 0 arba θ < 0), kritin
e sritis yra vienpus
e,

t. y. turi atitinkamai pavidal¡ W ≥ d arba W ≤ c; kritin
es reik²m
es c ir d
randamos analogi²kai kaip c1 ir c2 pakei£iant α/2 i� α.

Dideliu� im£iu� atvejis. Jeigu m ir n yra dideli, tai statistikos W skirstinys
aproksimuojamas normaliuoju. Tegu N = m + n. Remiantis (5.2.3) rangu�
sumos W vidurkis ir dispersija yra

E(W ) =
m(N + 1)

2
, V(W ) =

m∑
j=1

V(Rj) +
∑∑

i 6=j
cov(Ri, Rj) =

m
N2 − 1

12
−m(m− 1)

N + 1

12
=
mn(N + 1)

12
. (5.5.6)

Paºym
ekime

Zm,n =
W −E(W )√

V (W )
=
U −E(U)√
V (U)

.

5.5.1 teorema. Jeigu stebimu� a. d. X ir Y skirstiniai absoliu£iai tolydu	s, N →
∞, m/N → p ∈ (0, 1), tai esant teisingai hipotezei H0

Zm,n
d→ Z ∼ N(0, 1).

I�rodymas. Tegu SN yra inversiju� skai£ius jungtin
eje didumo N = m + n
imtyje. Jis gaunamas atliekant N(N + 1)/2 poriniu� visu� steb
ejimu� palyginimu�.
Jeigu i² SN atimsime inversiju� skai£ius S′m ir S′′n, kurie gaunami lyginant atitinka-
mai pirmosios ir antrosios imties elementus, tai liks tik inversiju� skai£ius U ,
gautas lyginant pirmosios imties elementus su antrosios imties elementais:

SN = S′m+S′′n+U, W = U+
m(m+ 1)

2
= SN−S′m−S′′n+

m(m+ 1)

2
. (5.5.7)

Kai hipotez
e teisinga, a. d. S′m, S
′′
n ir U yra nepriklausomi. Remiantis teo-

rema 5.2.2 a, d. SN , S′m, S
′′
n asimptoti²kai normalieji. Gauname

SN −ESN√
V SN

=
S′m + S′′n −E(S′m + S′′n)√

V (S′m + S′′n)

√
V (S′m + S′′n)

V SN
+
U −EU√
V U

√
V U

V SN
.

(5.5.8)
Kadangi

V (S′m + S′′n)

V SN
→ 1− 3pq,

V U

V SN
→ 3pq, q = 1− p,
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tai pirmasis (5.5.8) de²in
es lygyb
es pus
es narys art
eja i� a. d. V1 ∼ N(0, 1−3pq),
kairioji pus
e � i� a. d. V ∼ N(0, 1), tod
el antrasis de²in
es lygyb
es pus
es narys �
i� a. d. V2 ∼ N(0, 3pq). Taigi

Zm,n =
U −EU√
V U

d→ Z ∼ N(0, 1).

N

Nustatyta, kad konvergavimas i� normalu�ji� skirstini� gana greitas.

Asimptotinis Vilkoksono kriterijus: jeigu m ir n n
era maºi, tai hipotez
e
H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

|Zm,n| > zα/2.

Sutampan£ios reik²m
es. Jei yra sutampan£iu� reik²miu�, tai pagal 5.2.2 teorem¡

V(W ) =

m∑
j=1

V(Rj) +
∑∑

i 6=j
cov(Ri, Rj) = m(

N2 − 1

12
−

ET

12N
)+

m(m− 1)(−
N + 1

12
+

ET

12N(N − 1)
) =

mn(N + 1)

12
(1−

ET

N3 −N
);

£ia

T =

k∑
i=1

Ti, Ti = (t3i − ti),

k yra skai£ius sutampan£iu� elementu� grupiu�, o ti yra i-osios grup
es didumas.
Taigi, kai m ir n n
era maºi ir yra sutampan£iu� reik²miu�, statistika Zm,n modi�kuojama:

Z∗m,n =
Zm,n√

1− T/(N3 −N)
.

Modi�kuotas asimptotinis Vilkoksono kriterijus: hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

|Z∗m,n| > zα/2.

5.5.1 pavyzdys ( 4.5.1 pavyzdºio t¦sinys). Naudodami 4.5.1 pavyzdºio duomenis Vilkok-
sono, Mano ir Vitnio kriterijais tikrinsime hipotez¦, kad fungicidu� naudojimas neturi i�takos
kavos medeliu� sergamumui.

Im£iu� didumai m = n = 7, jungtin
es imties didumas N = m + n = 14. Pateikiame
did
ejimo tvarka surikiuotus duomenis (imties numeris nurodytas skliausteliuose).

1 2 3 4 5 6 7
0, 75(1) 1, 76(1) 2, 46(1) 4, 88(1) 5, 10(1) 5, 68(2) 5, 68(2)

8 9 10 11 12 13 14
6.01(1) 7, 13(1) 11, 63(2) 16, 30(2) 21, 46(2) 33, 30(2) 44, 20(2)

Rangai:
1(1) 2(1) 3(1) 4(1) 5(1) 6, 5(2) 6, 5(2)
8(1) 9(1) 10(2) 11(2) 12(2) 13(2) 14(2)

Pirmosios imties rangu� suma (Vilkoksono statistika) yra

W = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 8 + 9 = 32.
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Antrosios imties rangu� suma N(N + 1)/2 −W = 105 − 32 = 73 yra gerokai didesn
e, tod
el
tik
etina, kad fungicidu� naudojimas sumaºina medeliu� sergamum¡.

Mano ir Vitnio statistika

U = W −
m(m+ 1)

2
= 32−

7 · 8
2

= 4.

Randame

EW = m(N + 1)/2 = (7 · 15)/2 = 52, 5, VW = mn(N + 1)/12 = (7 · 7 · 15)/12 = 61, 25,

ir

Zm,n =
W −m(N + 1)/2√
mn(N + 1)/12

=
32− 52, 5
√

61, 25
≈ −2, 619394.

Yra viena pora sutampan£iu� rangu�: k = 1, t1 = 2, T1 = (23 − 2) = 6 ir

1−
∑k
i=1 Ti

n3 − n
= 1−

6

143 − 14
= 0, 99782.

Modi�kuotosios statistikos reik²m
e yra

Z∗m,n = Zm,n/
√

0, 99782 ≈ −2, 6223.

Atlikdami skai£iavimus SPSS programu� paketu gauname P reik²m¦ pv = 0, 006410. Asimp-
totin
e P reik²m
e yra

pva = 2(1− Φ(2, 6223)) ≈ 0, 008734.

Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,00641.
�iame pavyzdyje Vilkoksono kriterijus labiau atskiria turimas imtis negu dvieju� im£iu�

Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus ir yra palyginamas su dvieju� im£iu� Kramero ir Mizeso
kriterijumi.

�iame pratime natu	ralu tikrinti nulin¦ hipotez¦ su alternatyva, kad pesticidu� naudojimas
sumaºina medeliu� sergamum¡, t. y. su vienpuse alternatyva:

H1 : ∃ θ < 0 : G(x) = F (x− θ) su visais x ∈ R.

Tokiu atveju hipotez
e atmetama, kaiW ≤ c. Hipotez
e atmetama asimptotiniu kriterijumi,
kai Z∗m,n < −zα. Skai£iuodami SPSS paketu gauname P reik²m¦ pv = 0, 003205. Asimptotin
e
P reik²m
e yra

pva = Φ(−2, 6223)) ≈ 0, 004367.

Hipotez
e atmetama.

Matome, kad ir su maºais im£iu� didumais, P reik²miu� aproksimavimo paklaida, palyginus,

nedidel
e.

5.5.2. Vilkoksono kriterijaus galia

Rasime Vilkoksono kriterijaus gali¡, kai imtys didel
es. Kaip ir anks£iau, nagrin
e-
sime poslinkio alternatyv¡ H̄ (ºr. (5.5.2)). Homogeni²kumo hipotez
e ekvivalenti
parametrinei hipotezei H0 : θ = 0 d
el poslinkio parametro reik²m
es.

Paºym
ekime f(x) ir f(x− θ) a. d. X ir Y tankio funkcijas.
Jei teisinga alternatyva, tai (5.5.4) apibr
eºtu� a. d. hij skirstiniai randami

pagal pilnosios tikimyb
es formul¦:

p1(θ) = P{h11 = 1} = P{X1 > Y1} =

∫ ∞
−∞

F (x− θ)f(x)dx,

p2(θ) = P{h11 = 1, h12 = 1} = P{X1 > Y1, X1 > Y2} =

∫ ∞
−∞

F 2(x− θ)f(x)dx,
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p3(θ) = P{h11 = 1, h21 = 1} = P{X1 > Y1, X2 > Y1} =

∫ ∞
−∞

[1−F (x)]2f(x−θ)dx.

(5.5.9)
Pasinaudoj¦ (5.5.5) i²rai²ka, gauname

µ(θ) = E(U) = mnp1(θ),

σ2(θ) = V (U) = mnV (h11)+mn(n−1)cov(h11, h12)+nm(m−1)cov(h11, h21)

= mn [p1(θ)− p2
1(θ) + (n− 1)(p2(θ)− p2

1(θ)) + (m− 1)(p3(θ)− p2
1(θ))].

Jeigum ir n yra dideli, tai pagal CRT a. d. (U−µ(θ))/σ(θ) skirstinys aproksimuo-
jamas normaliuoju. Taigi gauname kriterijaus galios aproksimacij¡:

β(θ) = Pθ{|
U − µ(0)

σ(0)
| > zα/2} = Pθ{

U − µ(θ)

σ(θ)
>
µ(0)− µ(θ) + σ(0)zα/2

σ(θ)
}

+Pθ{
U − µ(θ)

σ(θ)
<
µ(0)− µ(θ)− σ(0)zα/2

σ(θ)
}

≈ 1− Φ

(
µ(0)− µ(θ) + σ(0)zα/2

σ(θ)

)
+ Φ

(
µ(0)− µ(θ)− σ(0)zα/2

σ(θ)

)
.

Reikia paºym
eti, kad funkcijos p1, p2 ir p3 bei galia priklauso ne tik nuo parametro
θ, bet ir nuo pasiskirstymo funkcijos F .

Specialioms funkciju� F klas
ems galima gauti aproksimacines galios i²rai²kas,
kurios priklauso tik nuo vienma£io parametro.

Tarkime, kad funkcija F (x) priklauso tik nuo mastelio ir poslinkio parametru�,
t. y. priklauso pasiskirstymo funkciju� ²eimai

{F0((x− µ)/σ), µ ∈ R, σ > 0};

£ia F0(y) yra ºinoma funkcija. Tegu f0 yra tankio funkcija esant teisingai
hipotezei H : η = 0; η = µ/σ. �iuo atveju funkcijos p1, p2 ir p3 priklauso
tik nuo parametro η:

p1(η) =

∫ ∞
−∞

F0(y − η)f0(y)dy, p2(η) =

∫ ∞
−∞

F 2
0 (y − η)f0(y)dy,

p3(η) =

∫ ∞
−∞

[1− F0(y)]2f0(y − η)dy.

Taigi

β(η) ≈ 1− Φ

(
µ(0)− µ(η) + σ(0)zα/2

σ(η)

)
+ Φ

(
µ(0)− µ(η)− σ(0)zα/2

σ(η)

)
.
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5.5.3. Vilkoksono kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus
atºvilgiu

Esant poslinkio alternatyvai teisinga lygyb
e EYj = EXi + θ, o homogeni²kumo
hipotez
e, bu	dama ekvivalenti hipotezei H0 : θ = 0, yra ekvivalenti dvieju� im£iu�
vidurkiu� lygyb
es hipotezei H0 : µ1 = µ2; £ia µ1 = EXi, µ2 = EYi. Hipotezei
tikrinti gali bu	ti naudojamas asimptotinis Stjudento kriterijus.

Asimptotinio Stjudento kriterijaus statistika.

Kai H0, tai Xi ∼ F, Yj ∼ F ir EXi = EYj , V Xi = V Yj := τ2,

E(X̄ − Ȳ ) = 0, V (X̄ − Ȳ ) = τ2(
1

m
+

1

n
).

Paºym
ekime
S2 = ((m− 1)s2

1 + (n− 1)s2
2)/(m+ n− 2);

£ia s2
1 ir s2

2 � nepaslinktieji dispersijos i�vertiniai, atitinkamai surasti pagal pir-
m¡j¡ ir antr¡j¡ imti�.

5.5.2 teorema. Jeigu N = m+ n→∞, m/N → p ∈ (0, 1), tai

t =
X̄ − Ȳ

S
√

1
m + 1

n

d→ Z ∼ N(0, 1). (5.5.10)

Asimptotinis Stjudento kriterijus: jeigu m ir n yra dideli, tai hipotez
e H0

atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai |t| > zα/2.

Kai skirstinys normalusis, t. y. kai F0 = Φ, statistika t naudojama ir maºoms
imtims. Kai hipotez
e teisinga, ji turi Stjudento skirstini� su m + n − 2 laisv
es
laipsniu�. Hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai |t| >
tα/2(m+ n− 2).

Rasime Vilkoksono kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus atºvilgiu.

5.5.3 teorema. Jeigu N → ∞, m/N → p ∈ (0, 1), tai Vilkoksono kriterijaus
ASE Stjudento kriterijaus atºvilgiu yra

e(W, t) = 12τ2

[∫ ∞
−∞

f2(x)dx

]2

, τ2 = V (Xi). (5.5.11)

I�rodymas. Stjudento kriterijaus statistika t asimptoti²kai (N →∞,m/N →
p ∈ (0, 1)) ekvivalenti normuotai statistikai X̄ − Ȳ , nes S P→ τ . Kai teisinga
poslinkio alternatyva H1, tai

√
N(X̄ − Ȳ + θ)

τ
√

1/p+ 1/q

d→ Z ∼ N(0 1), q = 1− p.
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Taigi funkcijos, atitinkan£ios Stjudento kriteriju�, ASE formul
eje (1.6.1) turi toki�
pavidal¡:

µ2(θ) = −θ, σ2(θ) = τ
√

1/p+ 1/q =
τ
√
pq
,

µ′2(0) = −1, σ2(0) =
τ
√
pq
.

Nagrin
ejant Vilkoksono kriterijaus gali¡ buvo gauta, kad

(U − µ(θ))/σ(θ)
d→ Z ∼ N(0, 1).

Statistika U∗ = U/(mn) ekvivalenti statistikai U , tod
el:
√
N(U∗ − p1(θ))√

(p2(θ)− p2
1(θ))/q + (p3(θ)− p2

1(θ))/p

d→ Z ∼ N(0, 1).

Taigi funkcijos, atitinkan£ios Vilkoksono kriteriju�, ASE formul
eje (1.6.1) turi
toki� pavidal¡:

µ1(θ) = p1(θ), σ2
1(θ) = (p2(θ)− p2

1(θ))/q + (p3(θ)− p2
1(θ))/p.

Diferencijuodami pagal θ gauname

µ′1(θ) = −
∫ ∞
−∞

f(x− θ)f(x)dx, µ′1(0) = −
∫ ∞
−∞

f2(x)dx.

Kadangi p1(0) = 1/3, p2(0) = p3(0) = 1/3, tai σ2
1(0) = 1

12pq .

Remiantis (1.6.1) Vilkoksono kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus atºvilgiu
yra

e(W, t) =

(
−
∫∞
−∞ f2(x)dx 2

√
3pq

(−1)
√
pq

τ

)2

= 12τ2

[∫ ∞
−∞

f2(x)dx

]2

N

Skirstiniai, priklausantys nuo poslinkio ir mastelio parametru�. Jeigu
funkcija F (x) priklauso ²eimai

{F0((x− µ)/σ), µ ∈ R, σ > 0};

£ia F0(y) yra ºinoma funkcija, tai ASE nepriklauso nuo neºinomu� parametru�:

e(W, t) = 12τ2
0

[∫ ∞
−∞

f2
0 (y)dy

]2

;

£ia

τ2
0 = V ((Xi − µ)/σ) =

∫ ∞
−∞

y2dF0(y)− (

∫ ∞
−∞

ydF0(y))2,

nes ∫ ∞
−∞

f2(x)dx = σ−1

∫ ∞
−∞

f2
0 (x)dx, τ2 = σ2τ2

0 .
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Pateiksime kelet¡ pavyzdºiu�.
1) Normalusis skirstinys: F0 = Φ, f0 = ϕ, τ2

0 = 1,∫ ∞
−∞

ϕ2(y)dy =
1

2π

∫ ∞
−∞

exp{−x2}dx =
1

2
√
π
,

taigi

e(W, t) =
3

π
≈ 0, 95.

2) Tolygusis skirstinys:

F0(x) =

 0, kai x ≤ −1,
(x+ 1)/2, kai x ∈ (−1.1),

1, kai x ≥ 1,

f0(x) =
1

2
1(−1, 1)(x), τ2

0 = 1/3,

∫ ∞
−∞

f2
0 (x)dx =

1

2
,

taigi
e(W, t) = 1.

3) Logistinis skirstinys:

F0(x) =
1

1 + e−x
, f0(x) =

e−x

(1 + e−x)2
, τ2

0 =
π2

3
,

∫ ∞
−∞

f2
0 (x)dx =

∫ ∞
−∞

e−2x

(1 + e−x)4
dx =

∫ ∞
0

y

(1 + y)4
dx =

1

6
,

taigi

e(W, t) =
π2

9
≈ 1, 097.

4) Ekstremaliu� reik²miu� skirstinys:

F0(x) = 1− e−e
x

, f0(x) = exe−e
x

, τ2
0 =

π2

6
,∫ ∞

−∞
f2

0 (x)dx =
1

4

∫ ∞
0

ye−ydy =
1

4
,

taigi

e(W, t) =
π2

8
≈ 1, 23.

5) Dvipusis eksponentinis (Laplaso) skirstinys:

F0(x) =

{
1
2e
x, kai x ≤ 0,

1− 1
2e
−x, kai x > 0,

f0(x) =
1

2
e−|x|, τ2

0 = 2,
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∫ ∞
−∞

f2
0 (x)dx =

1

2

∫ ∞
0

e−2xdx =
1

4
,

taigi
e(W, t) = 2.

5.5.1 pastaba. Pateikti pavyzdºiai rodo, kad kai kurioms ²eimoms Vilkoksono
kriterijus yra efektyvesnis uº Stjudento kriteriju�. Maºa to, integralas formul
eje
(5.5.11) gali i�gyti ir begalines reik²mes (ºr. 5.8 pratim¡). Taigi reik²m
e e(W, t) =
∞ taip pat yra galima.

Rasime skirstini�, su kuriuo Vilkoksono kriterijaus ASE atºvilgiu Stjudento
kriterijaus yra minimali, ir t¡ minimum¡.

5.5.4 teorema. Vilkoksono kriterijaus ASE atºvilgiu Stjudento kriterijaus mi-
nimumas yra inff e(W, t) = 0, 864.

I�rodymas. Pagal (5.5.11) pakanka minimizuoti

E(f(X)) =

∫ ∞
−∞

f2(x)dx;

£ia X � absoliu£iai tolydusis a. d., kurio tikimybiu� tankis f(x) ir dispersija τ2 =
1. Kadangi statistikos W ir t nepakinta, jei a. d. Xi ir Yj pakei£iame a. d.
Xi + µ ir Yj + µ, £ia µ = EXi, tai nemaºindami bendrumo galime imti µ = 0.
Remiantis (5.5.11) reikia minimizuoti integral¡

E(f(X)) =

∫ ∞
−∞

f2(x)dx

su s¡lygomis ∫ ∞
−∞

f(x)dx = 1,

∫ ∞
−∞

x2f(x)dx = 1. (5.5.12)

Naudojant Lagranºo neapibr
eºtiniu� daugikliu� metod¡ reikia minimizuoti in-
tegral¡ ∫ ∞

−∞
[f(x)− λ1 − λ2x

2]f(x)dx.

Kadangi f(x) yra neneigiama, tai ²is integralas i�gyja minimali¡ reik²m¦, kai

f(x) =

{
λ1 + λ2x

2, kai λ1 + λ2x
2 ≥ 0,

0, kai λ1 + λ2x
2 < 0.

I�stat¦ ²i¡ funkcijos i²rai²k¡ i� (5.5.12), gauname dvieju� lyg£iu� sistem¡ neapibr
eº-
tiniams daugikliams λ1 ir λ2 rasti. Gauname

λ1 =
3

4
√

5
, λ2 = − 3

20
√

5
, f(x) =

{
3

4
√

5
− 3

20
√

5
x2, kai |x| ≤

√
5,

0, kai |x| >
√

5,



132 5 SKYRIUS. RANGINIAI KRITERIJAI

[

∫ √5

−
√

5

(
3

4
√

5
− 3

20
√

5
x2

)2

dx]2 =
9

125
.

Pagal (5.5.11)

inf
f
e(W, t) = 12

9

125
= 0, 864. N

5.5.2 pastaba. Atlikta analiz
e rodo, kad normaliojo skirstinio atveju, kai imtys
pakankamai didel
es, pakei£iant Stjudento kriteriju� Vilkoksono ranginiu kriteri-
jumi prarandama apie 5 % steb
ejimu�. Pa£iu nepalankiausiu atveju prarandamu�
steb
ejimu� procentas nevir²ija 14 %.

Kita vertus, kai kuriems skirstiniams Vilkoksono kriterijus yra efektyvesnis
(ºr. pavyzdºius 3),4) ir pratim¡ 5.8). Taigi, jeigu nesame i�sitikin¦, kad stebimi
a. d. yra normalieji, tai pirmenyb¦, matyt, reik
etu� teikti Vilkoksono kriterijui.

5.5.4. Van der Vardeno kriterijus

Mat
eme, kad kai skirstinys normalusis, Vilkoksono ranginio homogeni²kumo kri-
terijaus ASE Stjudento kriterijaus atºvilgiu apytiksliai lygus 0, 95. Kyla klausi-
mas, ar galima rasti rangini� kriteriju�, kurio ASE, palyginti su Stjudento krite-
rijumi, bu	tu� lygus 1? Atsakymas yra teigiamas (ºr. [29]), jeigu vietoje rangu�
sumu� W =

∑m
i=1Ri imsime specialiai parinktu� rangu� funkciju� sumas:

V = v(R1) + · · ·+ v(Rm), v(r) = Φ−1

(
r

N + 1

)
. (5.5.13)

Atsitiktinio dydºio V skirstinys yra simetri²kas 0 atºvilgiu. I² tikru�ju�, re-
miantis Φ−1(z) = −Φ−1(1− z), gaunama

−V = −
m∑
r=1

Φ−1

(
r

N + 1

)
=

m∑
r=1

Φ−1

(
N + 1− r
N + 1

)
.

Kai hipotez
e teisinga, a. v. (R1, . . . , Rm) skirstinys sutampa su skirstiniu a. v.
(N + 1−R1, . . . , N + 1−Rm), taigi ir a. d. V ir −V skirstiniai yra vienodi.

Kriterijus, grindºiamas statistika V , vadinamas Van der Vardeno kriterijumi.

Van der Vardeno kriterijus: kai alternatyva dvipus
e, homogeni²kumo hi-
potez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai |V | > c; £ia c yra
maºiausias skai£ius, tenkinantis nelygyb¦ P{V | > c|H0} ≤ α/2.

Jeigu m ir n nedideli, tai statistikos V kritin
es reik²m
es yra tabuliuotos
(ºr. [7]). Ju� reik²mes taip pat galima rasti naudojant matematin
es statistikos
programu� paketus (SAS, SPSS).

Kai N → ∞,m/N → p ∈ (0, 1), tai statistikos V skirstinys aproksimuoja-
mas normaliuoju N(0, σ2

V ); £ia

σ2
V =

mnQ

N − 1
, Q =

1

N

N∑
r=1

v2(r). (5.5.14)
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Paºym
ekime Zm,n = V/σV .

Asimptotinis Van der Vardeno kriterijus: jeigu m ir n yra dideli, tai ho-
mogeni²kumo hipotez
e, kai alternatyva dvipus
e, atmetama asimptotiniu reik²min-
gumo lygmens α kriterijumi, jei |Zm,n| > zα/2.

5.5.2 pavyzdys. (4.5.1 ir 5.5.1 pavyzdºio t¦sinys.) Pagal pratimo 4.5.1 duomenis patikrin-
sime homogeni²kumo hipotez¦ naudodami Van der Vardeno kriteriju�.

Atlikdami analiz¦ SAS programu� paketu gauname V = −4, 1701 ir pv = 0, 0052, pva =

0, 0097. Hipotez
e atmestina.

5.5.5. Ranginiai dvieju� im£iu� homogeni²kumo kriterijai,
kai alternatyva yra mastelio

Tarkime, kad homogeni²kumo hipotez
es alternatyva yra mastelio:

H1 : G(x) = F (
x

σ
), σ > 0. (5.5.15)

Jeigu σ > 1 (0 < σ < 1), tai a. d. Y sklaida yra didesn
e (maºesn
e) uº a. d. X
sklaid¡. Atsitiktiniu� dydºiu� X ir Y medianos sutampa.

5.5.3 pastaba. Jeigu a. d. X ir Y i�gyjamu� reik²miu� sritis yra (0,∞), tai,
atlikus transformacijas

X∗i = lnXi, Y ∗j = lnYj ,

a. d. X∗i ir Y ∗j pasiskirstymo funkcijos i�gyja toki� pavidal¡

F ∗(x) = F (ex) ir G∗(x) = F (
ex

σ
) = F (ex−lnσ) = F ∗(x− θ),

£ia θ = lnσ. Taigi transformuotu� dydºiu� alternatyva tampa poslinkio, tod
el
imtims, sudarytoms i² elementu� lnXi ir lnYj , galima taikyti ankstesnio skyrelio
kriterijus.

5.5.4 pastaba. Jeigu a. d. X ir Y i�gyjamu� reik²miu� sritis yra R, tai Vilkok-
sono ir Van der Vardeno kriterijai n
era efektyvu	s, kai homogeni²kumo hipotez
es
alternatyva yra mastelio.

I² tikru�ju�, tarkime, kad F (x) = F0((x−µ)/τ). Tada, kai teisinga alternatyva,
G(x) = F0((x − µ)/(στ)) ir a. d. X − µ ir (Y − µ)/σ skirstiniai sutampa.
Jeigu σ > 1(0 < σ < 1), tai a. d. X stebiniai turi tendencij¡ koncentruotis
ar£iau µ negu Y stebiniai, t. y. pirmosios imties elementai bendroje variacin
eje
eilut
eje tur
es tendencij¡ koncentruotis viduryje (atitinkamai abiejuose bendros
variacin
es eilut
es galuose). Taigi statistikos W ar kitos pana²ios statistikos
i�gyjamos reik²m
es gali bu	ti nei labai didel
es, nei labai maºos, lygiai kaip ir
esant teisingai hipotezei. Tod
el ²iomis statistikomis grindºiami kriterijai gali
neskirti hipotez
es nuo alternatyvos. Tokiu atveju parenkamos specialios rangu�
funkcijos.
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Kriteriju� sudarymo id
eja. Bendroje variacin
eje eilut
eje r-jam elementui
priskirkime reik²m¦ s(r); £ia s yra aib
eje (1, 2, ..., N) apibr
eºta funkcija. Api-
br
eºkime statistik¡

S = s(R1) + · · ·+ s(Rm); (5.5.16)

£ia, kaip ir Vilkoksono kriterijaus atveju, Ri yra pirmosios imties nariu� rangai
bendroje variacin
eje eilut
eje.

Natu	ralu maºiausias s reik²mes priskirti patiems maºiausiems ir patiems di-
dºiausiems, o didºiausias � viduriniams variacin
es eilut
es nariams. Esant teisin-
gai alternatyvai σ > 1 (0 < σ < 1) pirmosios imties elementai koncentruosis
variacin
es eilut
es viduryje (atitinkamai galuose), tod
el suma S i�gyja dideles
(atitinkamai maºas) reik²mes. Kai hipotez
e teisinga, suma S i�gyja vidutines
reik²mes. Taigi hipotez
e atmetama vienpus
es alternatyvos σ > 1 (0 < σ < 1)
naudai, kai S > c2 (S < c1); £ia c1 ir c2 yra statistikos S kritin
es reik²m
es esant
teisingai hipotezei. Pana²iai, jei alternatyva yra dvipus
e, hipotez
e atmetama,
kai S < c∗1 arba S > c∗2. Taip sudaromi Zygelio ir Tjukio bei Ansario ir Bredlio
kriterijai.

Alternatyviai galima didºiausias s reik²mes priskirti patiems maºiausiems
ir patiems didºiausiems, o vidutines reik²mes � viduriniams variacin
es eilut
es
nariams. Tada kritin
ese srityse nelygybiu� ºenklai pakei£iami prie²ingais. Taip
sudaromi Mu	do ir Klotso kriterijai.

Funkcijos s parinkimas:

1. Zygelio ir Tjukio kriterijus:

s(1) = 1, s(N) = 2, s(N − 1) = 3, s(2) = 4,

s(3) = 5, s(N − 2) = 6, s(N − 3) = 7, s(4) = 8, · · · (5.5.17)

2. Ansario ir Bredlio kriterijus:

s(1) = 1, s(N) = 1, s(2) = 2, s(N − 1) = 2. · · · (5.5.18)

3. Mu	do kriterijus:

s(r) =

(
r − N + 1

2

)2

. (5.5.19)

4. Klotso kriterijus:

s(r) =

[
Φ−1

(
i

N + 1

)]2

. (5.5.20)

Kai teisinga homogeni²kumo hipotez
e, pirmieji du Zygelio ir Tjukio, Ansario
ir Bredlio, Mu	do, Klotso statistiku� momentai yra:

ESZT = m(N + 1)/2, V SZT = mn(N + 1)/12,
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ESAB = m(N + 1)/4, V SAB = mn(N + 1)2/(48N),

ESM = m(N2 − 1)/12, V SM = mn(N + 1)(N2 − 4)/180,

ESK =
m

N

N∑
i=1

[
Φ−1

(
i

N + 1

)]2

,

V SK =
mn

N(N − 1)

N∑
i=1

[
Φ−1

(
i

N + 1

)]4

− n

m(N − 1)
[ESK ]2.

Kai teisinga hipotez
e, Zygelio ir Tjukio statistikos skirstinys sutampa su
Vilkoksono statistikos skirstiniu. Be to, ²i statistika asimptoti²kai ekvivalenti
Ansario ir Bredlio statistikai.

Didel
es imtys. Kai hipotez
e teisinga, visos statistikos asimptoti²kai normalio-
sios:

Zm,n =
S −ES√
V S

d→ Z ∼ N(0, 1), kai n→∞, m/n→ p ∈ (0, 1). (5.5.21)

Kai m ir n yra dideli, kriterijai grindºiami statistika Zm,n. Priklausomai
nuo alternatyvu� hipotez
e atmetama, kai ²i statistika vir²ija ar yra maºesn
e uº
atitinkamas standartinio normaliojo skirstinio kritines reik²mes.

Normaliojo skirstinio atveju yra gauta ²iu� kriteriju� ASE atºvilgiu Fi²erio
dvieju� dispersiju� palyginimo kriterijaus: Ansario ir Bredlio bei Zygelio ir Tjukio
kriteriju� ASE yra 6/π2 ≈ 0, 608, Mu	do kriterijaus � 15/(2π2) ≈ 0, 760, Klotso
kriterijaus � 1.

5.5.3 pavyzdys. Tam tikra televizoriu� elektriniu� selektoriu� charakteristika buvo matuojama
dvieju� tipu� prietaisais. Gautos atsitiktiniu� paklaidu� reik²m
es: m = 10 paklaidu� X1, ..., X10,
atliekant matavimus pirmo tipo prietaisu, ir n = 20 paklaidu� Y1, ..., Y20, atliekant matavimus
antro tipo prietaisu. Pateikiame gautus rezultatus (padaugintus i² 100).

a) Matuota pirmo tipo prietaisu: 2,2722; -1,1502; 0,9371; 3,5368; 2,4928; 1,5670; 0,9585;
-0,6089; -1,3895;-0,5112.

b) Matuota antro tipo prietaisu: 0,6387; -1,8486; -0,1160; 0,6832; 0,0480; 1,2476; 0,3421;
-1,5370; 0,6595; -0,7377; -0,0726; 0,6913; 0,4325; -0,2853; 1,8385; -0,6965; 0,0037; -0,3561;
-1,9286; 0,4121.

Tardami, kad imtys gautos stebint absoliu£iai tolydºius nepriklausomus a. d. X ∼ F (x)
ir Y ∼ G(x) su vienodais vidurkiais EX = EY = 0, tikrinsime hipotez¦ H0 : F (x) ≡ G(x) su
vienpuse alternatyva H̄ : G(x) ≡ F (x/θ), θ < 1, kad pirmo tipo prietaisas yra maºiau tikslus.

Randame statistiku� i�gytas reik²mes:

SZT = 100, SAB = 52, SM = 1128, 5, SK = 12, 363.

Atlikdami analiz¦ SAS programu� paketu gauname tokias P reik²mes: 0,0073; 0,0067; 0,0168;
0,0528. Remdamiesi aproksimacija (5.5.21) gauname asimptotines P reik²mes: 0,0082; 0,0068;
0,0154; 0,0462. Homogeni²kumo hipotez
e atmestina.

Jeigu tartume, kad buvo steb
eti nepriklausomi normalieji a. d. X ∼ N(0, σ2
1) ir Y ∼

N(0, σ2
2), tai hipotez
e H0 tampa parametrine dispersiju� lygyb
es hipoteze H0 : σ2

1 = σ2
2 , kai

vienpus
e alternatyva yra H̄ : σ2
1 > σ2

2 . �i hipotez
e tikrinama remiantis statistika F = s21/(s
2
2),

£ia s21 ir s22 yra dispersiju� i�vertiniai:

σ̂2
1 = s21 =

1

m

m∑
i=1

X2
i , σ̂2

2 = s22 =
1

n

n∑
i=1

Y 2
i .
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Kai hipotez
e H0 yra teisinga, statistika F turi Fi²erio skirstini� su m ir n laisv
es laipsniu�.
Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai F > Fα(m,n).

Gauname: s21 = 3, 2024, s22 = 0, 8978, F = 3, 567 ir P reik²m
e yra

pv = P{Fm,n > 3, 567} = 0, 0075.

�iame pavyzdyje parametrinio Fi²erio kriterijaus P reik²m
e yra beveik tokia pat, kaip ir

Zygelio ir Tjukio ar Ansario ir Bredlio kriteriju�, o Klotso ir Mu	do kriterijai pasirod
e maºiau

galingi.

5.6. Vilkoksono ranginis ºenklu� kriterijus

Tarkime, X1, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X, turin£io baigtini� antr¡ji� mo-
ment¡, kurio pasiskirstymo funkcija F priklauso absoliu£iai tolydºiu� pasiskirs-
tymo funkciju� aibei F .

Paºym
ekime M a. d. X median¡, d
el kurios reik²miu� ir bus formuluojamos
hipotez
es.

Hipotez
e d
el medianos reik²m
es:

H0 : F ∈ F , M = M0;

£ia M0 � �ksuota medianos reik²m
e.

Vienpus
es alternatyvos: H1 : F ∈ F , M > M0 ir H2 : F ∈ F , M < M0.
Dvipus
e alternatyva: H3 : F ∈ F , M 6= M0.

5.6.1. Vilkoksono ranginiai ºenklu� kriterijai

Vilkoksono ranginis ºenklu� kriterijus yra tinkamesnis, kai skirstiniu� ²eima F
susideda i² simetri²ku� skirstiniu�. Jeigu skirstiniu� ²eimai priklauso ir nesimetri²ki
skirstiniai, tai paprastas ºenklu� kriterijus (ºr. 6.1.1 skyreli�) kartais gali bu	ti
galingesnis uº Vilkoksono rangini� ºenklu� kriteriju�.

Jeigu skirstiniu� ²eima F susideda i² simetri²ku� skirstiniu� ir n yra didelis, tai
Vilkoksono ranginio ºenklu� kriterijaus konkurentas yra asimptotinis Stjudento
kriterijus. �is kriterijus naudojamas hipotezei H̃0 : F ∈ F , µ = µ0, £ia µ =
EXi, tikrinti. Ta£iau kai skirstiniai simetri²ki, vidurkis sutampa su mediana:
M = µ, tod
el hipotez
e H̃0 yra ekvivalenti hipotezei H0. Stjudento asimptotinis
kriterijus grindºiamas statistika

t =
√
n
X̄ − µ0

s
;

£ia

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Kai hipotez
e H̃0 teisinga
√
n(X̄ − µ0)/σ

d→ Z ∼ N(0, 1), s
P→ σ, t

d→ Z ∼ N(0, 1); £ia σ2 = V Xi.
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Asimptotinis Stjudento kriterijus: jei n yra didelis, o alternatyva dvipus
e,
hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

|t| > zα/2.

Vilkoksono ranginio ºenklu� kriterijaus sudarymas. Tegu Di = Xi −M0

ir Ri yra elemento |Di| rangas sekoje |D1|, . . . , |Dn|, o T+ ir T− � rangu�,
atitinkan£iu� teigiamus ir neigiamus skirtumus Di, sumos:

T+ =
∑

i:Di>0

Ri, T− =
∑

i:Di<0

Ri. (5.6.1)

Pavyzdºiui, jeiguM0 = 10 ir imties realizacija yra 7, 16, 5, 8, 14, tai skirtumu�
D1, . . . , D5 realizacija yra −3, 6, −5, −2, 4, o |D1|, . . . , |D5| � 3, 6, 5, 2, 4.
Taigi rangai R1, . . . , R5 i�gijo reik²mes 2, 5, 4, 1, 3. Rangai, atitinkantys teigia-
mus ir neigiamus skirtumus Di, yra 3, 5 ir 1, 2, 4 atitinkamai. Taigi T+ =
3 + 5 = 8, T− = 1 + 2 + 4 = 7.

Prakti²kai T+ ir T− yra patogu skai£iuoti taip: skirtumu� D1, . . . , D5 reali-
zacij¡ −3, 6, −5,
−2, 4 i²rikiuojame ju� absoliutiniu� didumu� did
ejimo tvarka ir sura²ome palikdami
ju� ºenklus: −2, −3, 4,−5, 6. Priskiriame rangus taip pat palikdami ºenklus:
−1, −2, 3, −4, 5. Tada T+ = 3 + 5 = 8, T− = 1 + 2 + 4 = 7.

Pakanka nagrin
eti vien¡ i² statistiku� T+ arba T−, nes ju� suma T+ + T− =
R1 + · · ·+Rn = n(n+1)/2. Galimos statistikos T+ reik²m
es yra 0, 1, . . . , n(n+
1)/2.

Kai hipotez
e H0 teisinga, skirtumai Di yra simetri²kai pasiskirst¦ nulio
atºvilgiu, tod
el a. d. T+ ir T− skirstiniai sutampa ir ET+ = ET−.

Jeigu M > M0, tai a. d. Di skirstinys simetri²kas ta²ko θ = M −M0 > 0
atºvilgiu, nes su bet kokiu c > 0 a. d. Di i�gyja reik²mes i² intervalu� (θ − c, θ)
ir (θ, θ + c) su vienodomis tikimyb
emis. Taigi a. d. Di turi tendencij¡ daºniau
i�gyti teigiamas reik²mes negu neigiamas. Tod
el T+ turi tendencij¡ i�gyti didesnes
reik²mes uº T− ir ET+ > ET−.

Analogi²kai, jeigu M < M0, tai T+ turi tendencij¡ i�gyti maºesnes reik²mes
uº T− ir ET+ < ET−.

Kadangi suma T+ + T− = n(n+ 1)/2 yra pastovi, tai s¡lygos

ET+ = ET−, ET+ > ET−, ET+ < ET−

yra ekvivalen£ios s¡lygoms

ET+ = n(n+ 1)/4 =: N, ET+ > N, ET+ < N.

Taigi jeiM = M0, tai statistikos T+ reik²m
es koncentruojasi ta²ko N aplinkoje;
jei M > M0, � ta²ko, didesnio uº N , aplinkoje; jei M < M0, � ta²ko, maºesnio
uº N , aplinkoje. Tuo ir grindºiamas nagrin
ejamas kriterijus.
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Vilkoksono ranginis ºenklu� kriterijus: kai alternatyva dvipus
eH3, hipotez
e
H0 atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

T+ ≥ T+
α/2(n) arba T+ ≤ T+

1−α/2; (5.6.2)

£ia T+
α/2(n) yra maºiausias skai£ius, tenkinantis nelygyb¦ P{T+ ≥ T+

α/2(n)} ≤
α/2, o T+

1−α/2 yra didºiausias skai£ius, tenkinantis nelygyb¦ P{T
+ ≤ T+

1−α/2} ≤
α/2. Vienpusiu� alternatyvu� H1 arba H2 atveju hipotez
e H0 atmetama, kai

T+ ≥ T+
α (n) arba T+ ≤ T+

1−α. (5.6.3)

5.6.1 pastaba. Reikia paºym
eti, kad Vilkoksono ranginis ºenklu� kriterijus gali
bu	ti neefektyvus, kai skirstiniu� ²eimai F priklauso ir nesimetri²ki skirstiniai.

I² tikru�ju�, tegu teisinga alternatyva H1 : F ∈ F , M > M0, o skirstiniai
turi ilg¡ kairi¡j¡ �uodeg¡�. Nors skai£ius skirtumu� Di, i�gyjan£iu� teigiamas
reik²mes, bus didesnis negu skai£ius skirtumu�, i�gyjan£iu� neigiamas reik²mes,
ta£iau pastaru�ju� skirtumu� absoliutiniai didumai paprastai bus gerokai didesni.
Tod
el rangu� suma T+ gali bu	ti palyginama su rangu� suma T−, kaip ir esant
teisingai hipotezei. Taigi ranginis Vilkoksono kriterijus gali neskirti hipotez
es
nuo alternatyvos.

Kai n n
era didelis (pvz., n ≤ 30), kritines reik²mes T+
α (n) (ir P reik²mes)

galime rasti toliau pateikiamu statistikos T+ tikimybiniu skirstiniu.

5.6.1 teorema. Jeigu hipotez
e H0 teisinga, tai

E(T+) =
n(n+ 1)

4
, V (T+) =

n(n+ 1)(2n+ 1)

24
,

P{T+ = k} =
ckn
2n

, k = 0, 1, . . . , n(n+ 1)/2; (5.6.4)

£ia ckn yra koe�cientai prie tk sandaugoje
∏n
k=1(1 + tk).

I�rodymas. Statistik¡ T+ galima uºra²yti kitaip. Nagrin
ekime variacin¦
eilut¦ |D|(1), . . . , |D|(n) gaut¡ i² |D1|, . . . , |Dn|. Apibr
eºkime

Wi =

{
1, kai ∃Dj > 0 : |D|(i) = Dj ,

0, kitais atvejais.

Taigi Wi = 1, jei egzistuoja Dj > 0: Rj = i, tod
el,

T+ =

n∑
i=1

iWi. (5.6.5)

Kadangi a. d. D1, . . . , Dn yra nepriklausomi ir i�gyja teigiamas ir neigiamas
reik²mes su vienodomis tikimyb
emis 0, 5, tai su visais k1, . . . , kn ∈ {0, 1}

P{W1 = k1, . . . ,Wn = kn} =

(
1

2

)n
, P{Wi = ki} =

1

2
.
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taigi W1, . . . ,Wn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ Bernulio a. d.: Wi ∼
B(1, 1/2). Tod
el

E(T+) =

n∑
i=1

i
1

2
=
n(n+ 1)

4
, V (T+) =

n∑
i=1

i2
1

4
=
n(n+ 1)(2n+ 1)

24
.

Atsitiktinio dydºio T+ generuojan£ioji funkcija

ψ(t) = E(tT
+

) =

M∑
k=0

tkP{T+ = k} (5.6.6)

turi toki� pavidal¡

ψ(t) =

n∏
i=1

EtiWi =
1

2n

n∏
i=1

(1 + ti) =
M∑
k=0

cknt
k. (5.6.7)

I² (5.6.6) ir (5.6.7) gauname (5.6.4). N

4.6.1 pavyzdys. Vertybiniu� popieriu� birºoje gr¡ºa (eurais uº akcij¡) yra:

3, 45; 4, 21; 2, 56; 6, 54; 3, 25; 7, 11.

Tikrinsime hipotezes: a) mediana ne maºesn
e uº 4 eurus; b) mediana ne didesn
e uº 4 eurus; c)
mediana ne didesn
e uº 3 eurus; d) mediana ne didesn
e uº 7 eurus; e) mediana lygi 3 eurams.
Kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 1.

a); b) ImdamiM0 =4, gauname skirtumusDi = Xi−4 : −0, 55; 0, 21;−1, 44; 2, 54;−0, 75;
3, 11. I²rikiuojame did
ejan£ia tvarka palikdami ºenklus: 0, 21;−0, 55;−0, 75;−1, 44; 2, 54; 3, 11.
Rangai (paliekant ºenklus) yra: 1;−2;−3;−4; 5; 6. Yra trys teigiami ir trys neigiami skirtu-
mai. Rangu�, atitinkan£iu� teigiamus skirtumus, suma T+ i�gijo reik²m¦ t+ = 1 + 5 + 6 = 12.

Atveju a) P reik²m
e yra

pv = P{T+ ≥ 12|H0} = 0, 422.

Atveju b) P reik²m
e yra
pv = P{T+ ≤ 12|H} = 0, 656.

Duomenys neprie²tarauja i²keltoms hipotez
ems.
c) Randame skirtumus Di = Xi − 3 : 0, 45 ; 1, 21; −0, 44; 3, 54; 0, 25; 4, 11. I²rikiuo-

jame did
ejan£ia tvarka : 0, 25; −0, 44; 0, 45; 1, 21; 3, 54; 4, 11. Rangai (paliekant ºenklus):
1; −2; 3; 4; 5; 6; t+ = 19 ir

pv = P{T+ ≥ 19|H0} = 0, 047.

Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,047.
d) Randame skirtumus Di = Xi − 7 : −3, 55; −2, 79; −4, 44; −0, 46; −3, 75; 0, 11. Yra

tik vienas teigiamas skirtumas, kuri� atitinka rangas 1, taigi T+ = 1 ir P reik²m
e

pv = P{T+ ≤ 1|H} = 0, 031.

Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,031.
e) Atveju c) gavome T+ = 19. Tada

pv = 2 min(P{T+ ≤ 19|H},P{T+ ≥ 19|H}) = 2 min(0, 953; 0, 047) = 0, 094.

Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,094.

5.6.2 pastaba Jeigu d
el apvalinimo paklaidu� kai kurie skirtumaiDi lygu	s nuliui,
juos atmetame ir imties dydi� sumaºiname atmestu�ju� skirtumu� skai£iumi.

Didel
es imtys. Kai imtys didel
es, im£iu� atveju asimptotini� kriteriju� sudarome
naudodami ribini� statistikos T+ skirstini�.
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5.6.2 teorema. Jei hipotez
e H0 teisinga, tai

Zn =
T+ −E(T+)√

V (T+)

d→ Z ∼ N(0, 1).

I�rodymas. Kadangi

T+ −E(T+)√
V (T+)

=

n∑
i=1

Yi, Yi =
iWi − i/2√
V (T+)

,

EYi = 0, V (

n∑
i=1

Yi) = 1,

E|Yi|3 = E

∣∣∣∣ |iWi − i/2|
V (T+)

∣∣∣∣3 =
(i/2)3

[n(n+ 1)(2n+ 1)/24]3/2
≤ n3

8[2n3/24]3/2
,

tai teoremos rezultatas i²plaukia i² Liapunovo teoremos. N

Asimptotinis Vilkoksono ranginis ºenklu� kriterijus. Jeigu n yra didelis,
tai hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

|Zn| ≥ zα/2.

5.6.3 pastaba. Jeigu yra sutampan£iu� reik²miu�, tai statistika modi�kuojama:

Z∗n =
Zn√

1− T/(2n(n+ 1)(2n+ 1))
;

£ia T =
∑k
l=1(t3l − tl); k yra sutampan£iu� grupiu� skai£ius, o tl � yra l-osios

grup
es didumas. Hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α
kriterijumi, kai

|Z∗n| ≥ zα/2.

5.6.2 pavyzdys. (2.3.2 pavyzdºio t¦sinys) Remdamiesi 2.3.2 pavyzdºio duomenimis patikrin-
sime hipotez¦, kad a. d.V mediana yra a) didesn
e uº 15; b) lygi 15.

Teigiamu� skirtumu� Di = Xi − 15 skai£ius yra 15 ir T+ = 347, 5. Statistika

Zn =
T+ − n(n+1)

4√
n(n+1)(2n+1)

24

=
347, 5− 49(49+1)

4√
49(49+1)(249+1)

24

= −2, 63603.

Kadangi yra trys grup
es sutampan£iu� rangu�: (12, 5; 12, 5), (14, 5; 14, 5), (33, 5; 33, 5) po du
elementus ir viena grup
e : (18, 5; 18, 5; 18, 5; 18, 5) su 4 elementais, tai k = 4, t1 = t2 = t3 = 2,
t4 = 4 ir T = 3(23 − 2) + (43 − 4) = 78. Korekcija yra nedidel
e√

1− T/(2n(n+ 1)(2n+ 1)) = 0, 999920 ir Z∗n =
Zn

0, 999920
= −2, 63677.

a) Hipotez
e yra atmetama, kai statistika Z∗n i�gyja maºas reik²mes. Asimptotin
e P reik²m
e

pva = Φ(−2, 63677) = 0, 00419.

Hipotez
e atmetama. Tiksli P reik²m
e, rasta naudojant SPSS paket¡, yra pv = 0, 003815.
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b) Hipotez
e atmetama, kai statistika |Z∗n| i�gyja dideles reik²mes. Asimptotin
e P reik²m
e
yra

pva = 2(1− Φ(2, 63677)) = 0, 00838.

Tiksli P reik²m
e, rasta naudojant SPSS paket¡, yra pv = 0, 00763.

5.6.3 pastaba. Kai kuriuose matematin
es statistikos paketuose naudojama
tokia kriterijaus modi�kacija: vietoje statistikos T+ naudojama statistika

T = min (T+, T−)− n(n+ 1)

4
= min (T+,

n(n+ 1)

2
− T+)− n(n+ 1)

4
. (5.6.8)

�i statistika i�gyja neteigiamas reik²mes ir esant teisingai hipotezei H0 dauguma
jos reik²miu� artimos 0. �ios statistikos skirstinys randamas naudojantis statis-
tikos T+ skirstiniu. Hipotez
e H0 atmetama, kai T < T1−α; £ia T1−α yra statis-
tikos T lygmens α kritin
e reik²m
e. Remdamiesi 4.6.2 teorema gauname, kad su
visais x < 0

P{ T√
V (T+)

≤ x} → 2Φ(x).

Tod
el kai n didelis, hipotez
e H0 atmetama, kai

T/
√
V (T+) < −zα;

£ia Φ(x) ir zα yra standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija ir
lygmens α kritin
e reik²m
e.

5.6.2. Vilkoksono ranginio ºenklu� kriterijaus ASE
Stjudento kriterijaus atºvilgiu

Rasime Vilkoksono ranginio ºenklu� kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus atºvil-
giu, kai skirstiniai simetri²ki (tada hipotez
es d
el medianos ir d
el vidurkio reik²m
es
sutampa).

Paºym
ekime fD(x) ir FD(x) a. d. D tankio funkcij¡ ir pasiskirstymo funkcij¡,
kai hipotez
e H0 yra teisinga. Tankio funkcija fD(z) simetri²ka nulio atºvilgiu:
fD(−x) = fD(x).

Kai teisinga alternatyvaH3, tai a. d. D tankio funkcija yra fD(x|θ) = fD(x−
θ), θ = M −M0 6= 0, o pasiskirstymo funkcija FD(x|θ) = FD(x− θ).

5.6.3 teorema. Vilkoksono ranginio ºenklu� kriterijaus ASE Stjudento kriteri-
jaus atºvilgiu, kai skirstiniai simetri²ki yra

e(T+, t) = 12τ2

[∫ ∞
−∞

f2
D(x) dx

]2

, τ2 = V (Di). (5.6.9)

I�rodymas. Statistik¡ T+ galima uºra²yti tokiu pavidalu

T+ =
∑

1≤i≤j≤n

Tij , Tij =

{
1, kai Di +Dj > 0,
0, prie²ingu atveju. (5.6.10)
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Nagrin
ekime variacin¦ eilut¦ D(1) ≤ ... ≤ D(n). Tarkime, kad D(k) < 0,
D(k+1) > 0. Tada gauname:

∑
1≤i≤j≤n

1{Di+Dj>0} =
∑

1≤i≤j≤n

1{D(i)+D(j)>0} =

n∑
j=k+1

j∑
i=1

1{D(i)+D(j)>0} =

n∑
j=k+1

(

k∑
i=1

1{D(i)+D(j)>0} +

j∑
i=k+1

1) =

n∑
j=k+1

(

k∑
i=1

1{|D(j)|>|D(i)|} + j − k) = T+.

Kai teisinga alternatyva

EθT
+ = nEθT11 +

n(n− 1)

2
EθT12,

EθT11 = Pθ{D1 > 0} = 1− FD(−θ), EθT12 = Pθ{D1 +D2 > 0} =∫ ∞
−∞

Pθ{D1 > −x}dFD2
(x|θ) =

∫ ∞
−∞

[1− FD(−y − 2θ)]dFD(y).

Kadangi kriterijus, grindºiamas statistika T+, yra ekvivalentus kriterijui, grindºia-
mam statistika V + = T+/C2

n, galima nagrin
eti statistik¡ V +. Gauname:

µ1n(θ) = EθV
+ =

2

n− 1
[1− FD(−θ)] +

∫ ∞
−∞

[1− FD(−y − 2θ)]dFD(y)→

∫ ∞
−∞

[1− FD(−y − 2θ)]dFD(y) = µ1(θ), µ̇1(θ) = 2

∫ ∞
−∞

fD(−y − 2θ)dFD(y).

Esant simetri²kam skirstiniui

µ̇1(0) = 2

∫ ∞
−∞

f2
D(y)dy.

Kai hipotez
e teisinga, a. d. T+ dispersija pateikta 5.6.1 teoremoje:

V 0(T+) = n(n+ 1)(2n+ 1)/24,

taigi
σ2

1n(0) = V 0V
+ = (n+ 1)(2n+ 1)/(6n(n2 − 1)),

nσ2
1n(0)→ σ2

1(0) =
1

3
.

Stjudento kriterijus grindºiamas statistika t =
√
nD̄/s, kuri asimptoti²kai ekvi-

valenti statistikai D̄, nes s konverguoja pagal tikimyb¦ i� konstant¡.
Turime

µ2(θ) = EθD̄ = θ, µ̇2(θ) = 1,

σ2
2,n(0) = V 0Z̄ = τ2/n, τ2 = V 0Di, nσ2

2n(0)→ τ2 = σ2
2(0),
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Remiantis 1.6.1 Vilkoksono ranginio ºenklu� kriterijaus ASE Stjudento kriterijaus
atºvilgiu, kai skirstiniai simetri²ki, yra

e(T+, t) =

(
µ̇1(0)σ2(0)

σ1(0)µ̇2(0)

)2

=

(
2
∫∞
−∞ f2

D(x) dx τ
1√
3
· 1

)2

= 12τ2

[∫ ∞
−∞

f2
D(x) dx

]2

.

N

5.6.4 pastaba. Gavome lygiai toki¡ pat ASE i²rai²k¡, kaip ir lygindami dvieju�
nepriklausomu� im£iu� rangini� Vilkoksono, Mano ir Vitnio kriteriju� su Stjudento
kriterijumi. Taigi Vilkoksono ranginis ºenklu� kriterijus yra geras �konkurentas�
Stjudento kriterijui. Jo ASE yra artimas 1 , kai Di skirstinys yra normalusis
(ASE=3/π ≈ 0, 955), lygus 1, kai skirstinys tolygusis ir kartais gali bu	ti didesnis
uº 1. Pavyzdºiui, logistinio skirstinio ASE=π2/9 ≈ 1, 097, ekstremaliu� reik²miu�
skirstinio ASE=π2/8 ≈ 1, 23, dvigubo eksponentinio skirstinio ASE=2. Rem-
damiesi 5.5.3 teorema gauname, kad ASE negali bu	ti maºesnis uº 0,864.

5.7. Vilkoksono ranginis ºenklu� kriterijus dvieju�
priklausomu� im£iu� homogeni²kumo hipotezei
tikrinti

Tarkime (X1, Y1)T , . . . , (Xn, Yn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. v. (X,Y )T ,
turin£io du baigtinius momentus, kurio pasiskirstymo funkcja F (x, y) priklauso
absoliu£iai tolydºiu� dvima£iu� pasiskirstymo funkciju� ²eimai F . Paºym
ekime
F1(x) ir F2(y) marginali¡sias pasiskirstymo funkcijas.

Dvieju� priklausomu� im£iu� homogeni²kumo hipotez
e:

H0 : F ∈ F , F1(x) ≡ F2(x).

Dvieju� im£iu� Vilkoksono rangini� ºenklu� kriteriju� sudarysime tuo atveju, kai
skirstiniu� ²eimos F pasiskirstymo funkcijos turi toki� pavidal¡

F (x, y) = F0(x, y + θ), θ ∈ R;

£ia F0(x, y) yra simetri²ka pasiskirstymo funkcija, taigi a. v. (X,Y − θ)T turi
simetri²k¡ skirstini�.

Jeigu alternatyvu� klas
e apima ir nesimetri²kus skirstinius, tai hipotezei H0

tikrinti kartais geriau taikyti paprast¡ji� ºenklu� kriteriju� (ºr. 6.1.1 skyreli�).

Tegu D = X − Y . Paºym
ekime M atsitiktinio dydºio D median¡ ir nagri-
n
ekime hipotezes d
el medianos reik²m
es.

Hipotez
e d
el a. d. D medianos lygyb
es 0:

H∗0 : F ∈ F , M = 0.
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�i hipotez
e yra platesn
e uº homogeni²kumo hipotez¦, nes esant teisingai H0

pasiskirstymo funkcija F (x, y) yra simetri²ka, tod
el P{D > 0} = P{D < 0} ir
M = 0.

Hipotezei H∗0 tikrinti galime naudoti imti� D1, . . . , Dn sudaryt¡ i² skirtumu�
Di = Xi − Yi, ir jos pagrindu sukonstruodami kriteriju�, analogi²k¡ Vilkoksono
ranginiam ºenklu� kriterijui vienos imties atveju (didel
ems imtims taip pat gali-
ma taikyti ir asimptotini� Stjudento kriteriju�). Visi anketesnio skyrelio rezultatai
galioja.

Dvieju� im£iu� Vilkoksono ranginio ºenklu� kriterijaus statistika turi tas pa£ias
savybes kaip ir Vilkoksono ranginio ºenklu� kriterijaus statistika vienos imties
atveju pakei£iant skirtumus Xi −M0 i� skirtumus Di = Xi − Yi ir vietoje M0

imant 0.
Jei hipotez
e H∗0 d
el medianos lygyb
es 0 atmetama, tai natu	ralu atmesti ir

homogeni²kumo hipotez¦ H0, nes ji yra siauresn
e.

5.7.1 pavyzdys. 5.1.1 pavyzdºio t¦sinys. Pagal 5.1.1 pavyzdºio duomenis patikrinsime
hipotez¦, kad skirtumo D = X − Y mediana lygi nuliui.

Randame skirtumus Di = Xi − Yi, i = 1, ..., 50, ir apskai£iuojame statistikos T+ reik²m¦

T+ = 718, 5. Esant teisingai hipotezei gauname (ºr. 5.6.1 teorem¡): ET+ = 637, 5, V T+ =

10731, 25. Apskai£iuojame Zn = 0, 7819, o modi�kuotos statistikos reik²m
e (atsiºvelgiant

i� sutampan£ias reik²mes) Z∗n = 0, 7828. Asimptotin
e P reik²m
e pva = 2(1 − Φ(0, 7828)) =

0, 4337. Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

5.8. Kruskalo ir Voliso kriterijus

Tarkime, kad

X1 = (X11, ..., X1n1
)T , . . . , Xk = (Xk1, ..., Xknk)T

yra k paprastu�ju� im£iu�, gautu� stebint n. a. d. X1, ..., Xk su absoliu£iai toly-
dºiomis pasiskirstymo funkcijomis F1(x), ..., Fk(x).

Keliu� nepriklausomu� im£iu� homogeni²kumo hipotez
e:

H0 : F1(x) = F2(x) = · · · = Fk(x) =: F (x), ∀x ∈ R. (5.8.1)

Tarkime, kad hipotez
es H0 alternatyva yra poslinkio

H1 : Fj(x) = F (x− θj) su visais x ∈ R, j = 1, . . . , k,

k∑
j=1

θ2
j > 0. (5.8.2)

Jeigu visi skirstiniai Fj yra normalieji su vienoda dispersija σ2 ir galbu	t
skirtingais vidurkiais µj , tai alternatyva H1 yra

H1 : µj = µ+ θj , su visais x ∈ R, j = 1, . . . , k,

k∑
j=1

θ2
j > 0,
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ir hipotez
e H0 tampa parametrine:

H0 : µ1 = ... = µk.

Kaip ºinoma, kriterijus normaliu�ju� skirstiniu� vidurkiu� lygyb
es hipotezei tikrinti,
kai dispersijos vienodos, nagrin
ejamas vienfaktor
eje dispersin
eje analiz
eje ir
grindºiamas statistika

F =
1

k − 1

k∑
i=1

ni(X̄i. − X̄..)
2/

1

n− k

k∑
i=1

ni∑
j=1

ni(Xij − X̄i.)
2; (5.8.3)

£ia X̄i. yra i-osios imties aritmetinis vidurkis, X̄.. � jungtin
es imties aritmetinis
vidurkis, n =

∑k
i=1 ni.

Jeigu hipotez
e (5.8.1) teisinga, tai statistika (5.8.3) turi Fi²erio skirstini� su
k−1 ir n−k laisv
es laipsniu�. Jeigu ni →∞, ni/n→ pi ∈ (0, 1), k yra �ksuotas,
tai (5.8.3) vardiklis pagal tikimyb¦ konverguoja i� σ2, o statistika F konverguoja
i� a. d. χ2

k−1/(k − 1).
Jei ni yra dideli, tai statistika F apytiksliai proporcinga (5.8.3) skaitikliui.

Kriterijaus sudarymo id
eja. Kai skirstiniai neºinomi, stebiniai Xi1, ..., Xini

kei£iami ju� rangais Ri1, ..., Rini jungtin
eje visu� stebiniu� variacin
eje eilut
eje.
Kruskalo ir Voliso statistika apibr
eºiama pagal analogij¡ su Fi²erio statistika

(5.8.3) X̄i. kei£iant i� R̄i. ir X̄.. kei£iant i� R̄.. = (n+1)/2 ir gaut¡ skaitiklio i²rai²k¡
dauginant i² proporcingumo koe�ciento:

FKW =
12

n(n+ 1)

k∑
i=1

ni

(
R̄i· −

n+ 1

2

)2

=
12

n(n+ 1)

k∑
i=1

niR̄
2
i· − 3(n+ 1)

=
12

n(n+ 1)

k∑
i=1

R2
i·
ni
− 3(n+ 1); (5.8.4)

£ia

Ri· =

ni∑
j=1

Rij

yra i-osios imties elementu� rangu� bendroje variacin
eje eilut
eje suma, i = 1, . . . , k.
Proporcingumo koe�cientas parenkamas taip, kad esant teisingai hipotezei

H0, statistikos FKW skirstinys, kai im£iu� didumai auga, art
etu� i� chi kvadrato
skirstini�.

Esant teisingai hipotezei H0 :

E(R̄i·) = E(Rij) = (n+ 1)/2

su visais i, o kai teisinga alternatyva, kai kurie vidurkiai didesni arba maºesni
uº (n+ 1)/2, taigi statistika FKW , kuri grindºiama d
emenu�

(
R̄i· − (n+ 1)/2

)2
suma, turi tendencij¡ i�gyti didesnes reik²mes, kai teisinga alternatyva.
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Kruskalo ir Voliso kriterijus: hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo lyg-
mens α kriterijumi, kai FKW > FKW (α); £ia FKW (α) yra minimalus skai£ius
c, tenkinantis nelygyb¦ P{FKW > c|H0} ≤ α.

Didel
es imtys. Jeigu visos imtys yra didel
es, tai statistikos FKW skirstinys
aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su k − 1 laisv
es laipsniu.

5.8.1 teorema. Jeigu hipotez
e H0 teisinga, ni/n → pi0 ∈ (0, 1), i = 1, ..., k,
tai

FKW
d→ S ∼ χ2(k − 1). (5.8.5)

I�rodymas. Paºym
ekime Ri =
∑ni
j=1Rij i-osios imties rangu� jungtin
eje visu�

steb
ejimu� variacin
eje eilut
eje sum¡.
Kadangi Ri dispersija sutampa su Vilkoksono statistikos dispersija i-¡j¡

grup¦ interpretuodami kaip pirm¡j¡, o visas likusias � kaip antr¡j¡, gauname

ERi = ni
n+ 1

2
, VRi =

ni(n+ 1)(n− ni)
12

.

Be to, su visais i 6= j

cov(Ri, Rj) =

ni∑
l=1

nj∑
s=1

cov(Ril, Rjs) = −ninj
n+ 1

12
.

Taigi a. v. R = (R1, ..., Rk)T kovariacin
e matrica yra Σn = [σij ]k×k; £ia

σij =

{
ni(n+ 1)(n− ni)/12, i = j,
−ninj(n+ 1)/12, i 6= j.

Gauname:

12

(n+ 1)n2
Σn =


p1(1− p1) −p1p2 · · · −p1pk
−p2p1 p2(1− p2) · · · −p2pk
· · · · · · · · · · · ·
−pkp1 −pkp2 · · · p(1− pk)

 = D − ppT ;

£ia pi = ni/n, p = (p1, ..., pk)T , D yra diagonalin
e matrica su diagonaliniais
elementais p1, ..., pk.

Matricos A = D − ppT apibendrintoji atvirk²tin
e matrica yra

A− = (D − ppT )− = D−1 +
1

pk
11T , 1 = (1, ..., 1)T .

I² tikru�ju�, remdamiesi lygyb
emis

1TD = pT , 1Tp = pT1 = 1, D1 = p, pTD−1 = 1T ,

gauname AA−A = A. Taigi

Σ−n =
12

n2(n+ 1)
[σij ]k×k, σii =

1

pk
+

1

pi
, σij =

1

pk
, i 6= j.
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Gauname

(R−ER)TΣ−n (R−ER) =
12

n(n+ 1)

k∑
i=1

1

ni

(
Ri −

ni(n+ 1)

2

)2

= FKW .

Reikia paºym
eti, kad

n−3Σn → Σ =
1

12
(D0 − p0p

T
0 ),

£ia p0 = (p10, . . . , pk0)T ,o D0 yra diagonalin
e matrica su diagonaliniais ele-
mentais p10, . . . , pk0. Matricos Σ rangas yra k − 1 (ºr. 2.4 pratim¡).

Remiantis CRT atsitiktiniu� vektoriu� sekoms

n−3/2(R− E(R))
d→ Z ∼ Nk(0,Σ);

£ia
Σ =

1

12
(D0 − p0p

T
0 ), p0 = (p10, . . . , pk0)T ,

ir D0 yra diagonalin
e matrica su diagonaliniais elementais p10, . . . , pk0.

Naudosim
es teorema, kuri tvirtina, kad jei

X ∼ Nk(µ,Σ) tai (X − µ)TΣ−(X − µ) ∼ χ2(r);

£ia Σ− yra matricos Σ apibendrintoji atvirk²tin
e matrica, t. y. matrica, tenki-
nanti s¡lyg¡ ΣΣ−Σ = Σ; r � matricos Σ rangas.

Pagal ²i¡ teorem¡

n−3(R− E(R))TΣ−(R− E(R))
d→ S ∼ χ2(k − 1),

i² £ia i²plaukia teoremos tvirtinimas.
N

Asimptotinis Kruskalo ir Voliso kriterijus: jeigu ni n
era maºi, tai hipotez
e
H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

FKW > χ2
α(k − 1).

Kruskalo ir Voliso kriterijaus ASE Fi²erio kriterijaus atºvilgiu. Kai
ni → ∞, k �ksuotas, tai Kruskalo ir Voliso kriterijaus ASE Fi²erio kriterijaus
atºvilgiu yra

e(FKW , F ) = 12σ2

[∫ ∞
−∞

f2(x)dx

]2

;

£ia f ir σ2 yra a. d. Xij tankio funkcija ir dispersija, kai hipotez
e teisinga.
�i formul
e identi²ka ASE i²rai²kai, gautai lyginant Vilkoksono kriteriju� su

Stjudento kriterijumi, kai yra dvi imtys. ASE yra arti 1, kai skirstinys normalu-
sis (ASE = 3/π ≈ 0, 955), lygus 1, kai skirstinys tolygusis, kartais ASE gali
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vir²yti 1. Pavyzdºiui, logistinio skirstinio ASE = π2/9 ≈ 1, 097, ekstremaliu�
reik²miu� skirstinio ASE = π2/8 ≈ 1, 234 dvigubo eksponentinio skirstinio ASE
= 2. Pa£iu nepalankiausiu atveju ASE negali bu	ti maºesnis uº 0,864.

Sutampantys duomenys. Jei duomenys apvalinami, tai galimos vienodos kai kuriu� stebiniu�
reik²m
es netgi ir kai skirstiniai absoliu£iai tolydu	s. Jei yra sutampan£iu� reik²miu�, tai statistika
FKW modi�kuojama analogi²kai Vilkoksono statistikai:

F ∗KW = FKW /(1− T/(n3 − n));

£ia T =
∑s
i=1 Ti, Ti = (t3i − ti), s yra sutampan£iu� nariu� grupiu� skai£ius jungtin
eje imtyje;

ti yra i-osios grup
es didumas.

Modi�kuotasis asimptotinis Kruskalo ir Voliso kriterijus: hipotez
e H0 atmetama
asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai F ∗KW > χ2

α(k − 1).

5.8.1 pavyzdys. Serotonino kiekis buvo matuotas po triju� skirtingu� vaistu� injekciju�. Lentel
eje
pateiktjs gautosios serotonino kiekio reik²m
es trijose pacientu� grup
ese. Ar ²iu� triju� medika-
mentu� poveikis vienodas?

1 (placebo) 2 (vaistas 1 ) 3 (vaistas 2)
340 294 263
340 325 309
356 325 340
386 340 356
386 356 371
402 371 371
402 385 402
417 402 417
433
495
557

Sudarome jungtin¦ visu� stebiniu� variacin¦ eilut¦ (grup
es numeris nurodytas skliausteliuose):

1 2 3 4 5 6 7 8 9
263(3) 294(2) 309(3) 325(2) 325(2) 340(1) 340(1) 340(2) 340(3)

10 11 12 13 14 5 16 17 18
356(1) 356(2) 356(3) 371(2) 371(3) 371(3) 385(2) 386(1) 386(1)

19 20 21 22 23 24 25 26 27
402(1) 402(1) 402(2) 402(3) 417(1) 417(3) 433(1) 495(1) 557(1)

Rangu� sumos:

R1. = 7, 5 + 7, 5 + 11 + 17, 5 + 17, 5 + 20, 5 + 20, 5 + 23, 5 + 25 + 26 + 27 = 203, 5,

R2. = 2 + 4, 5 + 4, 5 + 7, 5 + 11 + 14 + 16 + 20, 5 = 80,

R3. = 1 + 3 + 7, 5 + 11 + 14 + 14 + 20, 5 + 23, 5 = 94, 5.

Im£iu� didumai: n1 = 11, n2 = 8, n3 = 8, bendras stebiniu� skai£ius n = 27.
Kruskalo ir Voliso statistikos reik²m
e yra

FKW =
12

27 · 28

(
203, 52

11
+

802

8
+

94, 52

8

)
− 3 · 28 = 6, 175.

Yra s = 7 sutampan£iu� rangu� grup
es

t1 = 2, t2 = 3, t3 = 3, t4 = 3, t5 = 2, t6 = 4, t7 = 2,

taigi

T1 = 8− 2 = 6, T2 = 27− 3 = 24, T3 = 24, T4 = 24, T5 = 6, T6 = 64− 4 = 60, T7 = 6.
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Modi�kuotosios Kruskalo ir Voliso statistikos reik²m
e yra:

F ∗KW =
6, 175

1− 3·6+3·24+60
27(729−1)

=
6, 175

0, 99134
= 6, 234.

P reik²m
e rasta, skai£iuojant SPSS paketu, yra pv = 0, 03948.
Asimptotin
e P reik²m
e yra

pva = P{χ2
2 > 6, 234} ≈ 0, 0443.

Jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo 0,05, tai hipotez
e atmetama tiek tiksliu, tiek asimp-
totiniu kriterijumi.

5.8.1 pastaba. Jeigu tikrinant hipotez¦ H0 alternatyvos yra mastelio:

H1 : Fj(x) = Fj(x/θj), x ∈ R, θj > 0, j = 1, ..., k;

∃ θi 6= θj , 1 ≤ i 6= j ≤ k, (5.8.6)

tai, kaip ir Vilkoksono kriterijus, Kruskalo ir Voliso kriterijus gali bu	ti neefek-
tyvus.

Analogi²kai 5.4 skyreliui vietoje rangu� Rij imkime s(Rij), £ia s(r) yra tam
tikra aib
eje {1, 2, ..., n} apibr
eºta funkcija, ir apibr
eºkime statistik¡

F =
1

σ2
s

k∑
i=1

ni(s̄i − s̄)2, s̄i =
1

ni

ni∑
j=1

s(Rij),

s̄ =
1

n

k∑
i=1

ni∑
j=1

s(Rij), σ2
s =

1

n− 1

k∑
i=1

ni∑
j=1

(s(Rij)− s̄)2. (5.8.7)

Imdami tas pa£ias funkcijas kaip ir skyrelyje 5.4, gausime Zygelio ir Tjukio,
Ansari ir Bredlio, Mu	do , Klotso statistiku� analogus FZT , FAB , FM , FK tuo
atveju, kai im£iu� skai£ius k > 2.

Kai hipotez
e H0 teisinga, statistikos FZT skirstinys sutampa su statistikos
FKW skirstiniu.

Maºiems im£iu� dydºiams ni statistiku� FZT , FAB , FM , FK P reik²m
es gali
bu	ti surastas naudojant kai kuriuos programu� paketus (SAS, SPSS).

Analogi²kai 5.8.1 teoremai galima i�rodyti, kad ir kitu� statistiku� FZT , FAB , FM ,
FK skirstiniai asimptoti²kai yra chi kvadrato skirstiniai su k−1 laisv
es laipsniu.

Didel
ems imtims hipotez
eH0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens
α kriterijumi, kai:

F > χ2
α(k − 1), (5.8.8)

£ia F yra bet kuri i² statistiku� FZT , FAB , FM , FK .

5.8.2 pavyzdys. (5.8.1 pavyzdºio t¦sinys).

Papildykime 5.8.1 pavyzdºio duomenis matavimu� rezultatais, gautais atliekant matavimus
dar dviem prietaisu� tipais:

3 tipo prietaisas: 2,0742; -1,0499; 0,8555; 3,2287; 2,2756; 1,4305; 0,8750; -0,5559; -1,2684;
-0,4667; 1,0099; -2,9228; -0,1835; 1,0803; 0,0759;
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4 tipo prietaisas: 1,7644; 0,4839; -2,1736; 0,9326; -1,0432; -0,1026; 0,9777; 0,6117; -0,4034;
2,6000; -09851; 0,0052; -0,5035; 2,7274; 0,5828.

Pagal ²iuos ir 4.5.3 pratimo duomenis patikrinkime hipotez¦, kad visu� keturiu� prietaisu�
paklaidos turi vienodus skirstinius.

Jeigu tartume, kad matavimo paklaidos turi normalu�ji� skirstini� su nuliniu vidurkiu, tai
hipotez
e tampa parametrine d
el dispersiju� lygyb
es H : σ2

1 = σ2
2 = σ2

3 = σ2
4 . �i¡ hipotez¦

galima tikrinti Bartleto kriterijumi, grindºiamu tik
etinumu� santykio statistika

RTS = n ln(s2)−
4∑
i=1

ni ln(s2i ),

£ia n = n1 + n2 + n3 + n4, s2i yra dispersijos i�vertinys pagal i-osios imties duomenis, o
s2 = (n1s21 + ... + n4s24)/n. Gauname RTS = 6, 7055 ir asimptotin
e P reik²m
e yra pva =
P{χ2

3 > 6, 7055} = 0, 0819.
Pritaikysime ²io skyrelio neparametrinius kriterijus. Gauname statistiku� reik²mes: SZT =

8, 9309;SAB = 8, 8003;SM = 4, 9060;SK = 6, 6202. Naudodami SAS paket¡ gauname tokias
asimptotines

P reik²mes 0,0302; 0,0321; 0,1788; 0,0850. Matome, kad ²iame pavyzdyje Klotso kri-

terijus duoda prakti²kai t¡ pati� atsakym¡ kaip ir parametrinis Bartleto kriterijus; kriterijai,

grindºiami statistikomis SZT ir SAB , pasirod
e galingesni, o Mu	do kriterijus maºiau galingas.

5.9. Frydmano kriterijus

Tarkime, kad turime n nepriklausomu� vektoriu�

(X11, ..., X1k)T , . . . , (Xn1, ..., Xnk)T , k > 2,

Tegu a. v. Xi = (Xi1, ..., Xik)T pasiskirstymo funkcija Fi = Fi(x1, ..., xk)
priklauso neparametrinei k-ma£iu� absoliu£iai tolydºiu� pasiskirstymo funkciju�
²eimai F .

Duomenis galima interpretuoti ir kaip k priklausomu� (ar nepriklausomu�)
paprastu�ju� im£iu�

(X11, ..., Xn1)T , . . . , (X1k, ..., Xnk)T ;

£ia Y j = (X1j , ..., Xnj)
T yra vektorius su nepriklausomomis koordinat
emis.

Visus turimus steb
ejimus galime sura²yti i� toki¡ matric¡:

X =


X11 X12 · · · X1k

X21 X22 · · · X2k

· · · · · · · · · · · ·
Xn1 Xn2 · · · Xnk

 (5.9.1)

Paºym
ekime Fi1, . . . , Fik marginali¡sias a. v. Xi = (Xi1, ..., Xik)T pasiskirstymo
funkcijas.

k priklausomu� im£iu� homogeni²kumo hipotez
e:

H0 : Fi1(x) = ... = Fik(x), ∀x ∈ R, i = 1, ..., n.

Aptarsime kelet¡ tokios hipotez
es formuluo£iu� konkre£iomis situacijomis.
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5.9.1 pavyzdys. Buvo matuojamas n = 6 grupiu� darbuotoju� darbo efektyvumas kiekvien¡
savait
es dien¡ (k = 7). Atsitiktinis dydis Xij ºymi i-osios grup
es darbo efektyvum¡ j-¡j¡
savait
es dien¡. Atsitiktinio vektoriaus Xi = (Xi1, ..., Xik)T koordinat
es yra priklausomos (ta
pati grup
e stebima k kartu�), bet nebu	tinai vienodai pasiskirs£iusios. Vektoriai X1,...,Xn yra
nepriklausomi (skirtingos darbuotoju� grup
es). Taigi a. v. Y j = (X1j , ..., Xnj)

T koordinat
es
yra nepriklausomos ir gali bu	ti vienodai pasiskirs£iusios (jeigu grup
es vienodos kvali�kacijos)
arba skirtingai pasiskirs£iusios (jeigu grup
es skirtingos kvali�kacijos). Atsitiktiniai vektoriai
Y 1,...,Y k yra priklausomi (stebime tas pa£ias grupes skirtingomis dienomis).

Reikia patikrinti hipotez¦, kad darbo efektyvumas nepriklauso nuo savait
es dienos. �iame

uºdavinyje reikia palyginti ne darbuotoju� grupes, bet savait
es dienas eliminuojant grup
es

faktoriu�.

5.9.2 pavyzdys.Yra uº�ksuotas n = 10 pacientu� reakcijos laikas veikiant juos triju� tipu�

(k = 3) skirtingais vaistais. Atsitiktinis dydis Xij ºymi i-ojo paciento reakcijos laik¡ veikiant

j-uoju vaistu. Reikia patikrinti hipotez¦, kad visu� vaistu� poveikis reakcijos laikui yra vienodas.

Tarkime, kad absoliu£iai tolydºios pasiskirstymo funkcijos Fi, priklausan£ios
aibei Fi, turi toki� pavidal¡

Fi(x1, x2, . . . , xk) = Gi(x1, x2 + θi2, . . . , xk + θik), θij ∈ R;

Gi yra simetri²kos funkcijos, t. y. su visais x1, . . . , xk ∈ R ir su visais k
eliniais
(j1, . . . , jk) of (1, . . . , k)

Gi(xj1 , . . . , xjk) = Gi(x1, . . . , xk). (5.9.2)

Homogeni²kumo hipotez
es H0 alternatyva H1 turi toki� pavidal¡:

H1 : Fi ∈ F , Fij(x) = Fi1(x− θij), i = 1, . . . , n; j = 2, . . . , k;

n∑
i=1

k∑
j=2

θ2
ij > 0.

t. y. marginaliosios pasiskirstymo funkcijos skiriasi tik poslinkio parametrais.

Frydmano kriterijaus statistikos sudarymas. Randame a. v. (Xi1, ..., Xik)T

rangu� vektoriu� (Ri1, ..., Rik)T . Tada vietoje pradiniu� duomenu� matricos X gau-
name rangu� matric¡

R =


R11 R12 · · · R1k

R21 R22 · · · R2k

· · · · · · · · · · · ·
Rn1 Rn2 · · · Rnk


Rangu� suma kiekvienoje eilut
eje ta pati:

Ri· = Ri1 + ...+Rik = k(k + 1)/2, i = 1, 2...., n.

Paºym
ekime j-ojo stulpelio rangu� sum¡

R̄·j =
1

n

n∑
i=1

Rij .
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Visu� rangu� aritmetinis vidurkis yra

R̄·· =
1

nk

n∑
i=1

k∑
j=1

Rij =
k + 1

2
.

Kai skirstiniai simetri²ki, tai esant teisingai hipotezei H0 atsitiktiniai dydºiai
R̄·1, ..., R̄·k yra vienodai pasiskirst¦ ir ju� i�gyjamos reik²m
es grupuojasi apie
vidurki� R̄··.

Frydmano kriterijaus statistika grindºiama skirtumais R̄·j− R̄·· = R̄·j− (k+
1)/2:

SF =
12n

k(k + 1)

k∑
j=1

(R̄·j −
k + 1

2
)2 =

12n

k(k + 1)

k∑
j=1

R̄2
·j − 3n(k + 1)

=
12

nk(k + 1)

k∑
j=1

R2
·j − 3n(k + 1); (5.9.3)

£ia R·j =
∑n
i=1Rij . Normuojantis daugiklis 12n/k(k + 1) parenkamas taip, kad

esant teisingai hipotezei H0, asimptoti²kai (kai n→∞) statistikos SF skirstinys
art
etu� prie chi kvadrato skirstinio.

Frydmano kriterijus: hipotez
e H0 atmetama kriterijumi su reik²mingumo
lygmeniu α, kai SF ≥ SF,α; £ia SF,α yra maºiausias skai£ius c, tenkinantis
nelygyb¦ P{SF ≥ c|H0} ≤ α.

P reik²m
e yra pv = P{SF ≥ s}; £ia s yra gautoji statistikos SF realizacija.
Kai n n
era dideli, Frydmano statistikos kritines reik²mes (arba P reik²mes)
galima rasti remiantis rangu� skirstiniais, pateikiamais 4.1 skyrelyje.

Didel
es imtys. Rasime Frydmano statistikos asimptotini� skirstini�, kai imties
didumas n→∞.

5.9.1 teorema. Kai hipotez
e H0 teisinga, tai

SF
d→ S ∼ χ2(k − 1), n→∞. (5.9.4)

I�rodymas. Tegu
R̄ = (R̄·1, . . . , R̄·k)T .

Pagal (5.2.2) a. v. R̄ vidurkis E(R̄) ir kovariacin
e matrica V (R̄) = Σn yra

E(R̄) = ((k + 1)/2, . . . , (k + 1)/2), Σn = [σls]k×k;

£ia

σls = Cov(R̄·l, R̄·s) =
1

n
Cov(R1l, R1s) =

{
(k2 − 1)/(12n), kai l = s,
−(k + 1)/(12n), kai l 6= s.
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Taigi

Σn =
k(k + 1)

12n
(Ek −

1

k
11T );

£ia Ek yra vienetin
e matrica, 1 = (1, . . . , 1)T . Matricos Σn rangas yra k − 1,
nes

kEk − 11T =


k − 1 −1 · · · −1
−1 k − 1 · · · −1
· · · · · · · · · · · ·
−1 −1 · · · k − 1

 ∼


k − 1 −1 · · · −1
−k k · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
−k 0 · · · k

 ∼


0 −1 · · · −1
0 k · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · k


Visu� pirma prid
ejome pirm¡j¡ eilut¦ prie kitu� eilu£iu�, paskui prie pirmojo stulpe-
lio prid
ejome likusius.

Pagal CRT atsitiktiniu� vektoriu� sumoms,

√
n(R̄−E(R̄))

d→ Z ∼ Nk(0,Σ);

£ia
Σ = nΣn = k(k + 1)(Ek −

1

k
11T )/12, Rang(Σ) = k − 1.

Kaip ir Kruskalo ir Voliso kriterijaus atveju remsim
es teorema: jeigu X ∼
Nk(µ,Σ), tai (X−µ)TΣ−(X−µ) ∼ χ2(r), £ia Σ− yra apibendrintoji atvirk²tin
e
matrica, o r yra matricos Σ rangas. Pagal ²i¡ teorem¡

Qn =
√
n(R̄−ER̄)Σ−

√
n(R̄−ER̄)T

d→ S ∼ χ2(k − 1).

I�rodysime, kad Qn = SF . Gauname

(Ek −
1

k
11T )− = Ek + k11T ,

nes
11T11T = k11T

ir

(Ek−
1

k
11T )(Ek+k11T )(Ek−

1

k
11T ) = (Ek−

1

k
11T )(Ek−

1

k
11T ) = (Ek−

1

k
11T )

Taigi

Σ− =
12

k(k + 1)
(Ek + k11T )

ir

Qn =
12n

k(k + 1)

 k∑
j=1

(R̄·j −
k + 1

2
)2 + k[

k∑
j=1

(R̄·j −
k + 1

2
)]2

 =
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12n

k(k + 1)

k∑
j=1

(
R̄·j −

k + 1

2

)2

= SF .

N

Asimptotinis Frydmano kriterijus: jei n yra didelis, tai hipotez
e H0 at-
metama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

SF > χ2
α(k − 1). (5.9.5)

Tada P reik²m
es aproksimacija pva = 1−Fχ2
k−1

(s); £ia s yra steb
etoji statis-
tikos SF reik²m
e.

Sutampan£ios reik²m
es. Jeigu yra sutampan£iu� steb
ejimu�, tai Frydmano statistika mo-
di�kuojama. I�rodysime 5.9.1 teoremos analog¡ bendruoju atveju, kai skirstiniai nebu	tinai
absoliu£iai tolydu	s. Paºym
ekime

S∗F =
SF

1−
∑n
i=1 Ti/(n(k3 − k))

;

£ia

Ti =

ki∑
j=1

(t3ij − tij),

ki yra sutampan£iu� reik²miu� grupiu� skai£ius i-ajam objektui (t. y. i-ojoje matricos (5.9.1)
eilut
eje), tij yra j-osios grup
es elementu� skai£ius.

5.9.2 teorema. Kai hipotez
e H0 teisinga, tai

S∗F
d→ S ∼ χ2(k − 1), n→∞. (5.9.6)

I�rodymas. Jis nedaug skiriasi nui 5.9.1 teoremos i�rodymo. Naudosime tuos pa£ius
ºym
ejimus, kaip ir ²iai teoremai i�rodyti. be to, paºym
ekime t = ETi. Pagal (5.2.6) a. v. R̄
vidurkis toks pat, o kovariacin
es matricos Σn elementai yra

σls =

{
1

12n
(k2 − 1− t

k
), kai l = s,

1
12n

(−(k + 1) + t
k(k−1)

), kai l 6= s.
=

{
k(k+1)
12n

(1− t
k3−k )(1− 1

k
), kai l = s,

k(k+1)
12n

(1− t
k3−k )(− 1

k
), kai l 6= s.

taigi

Σn =
k(k + 1)

12n
(1−

t

k3 − k
)(Ek −

1

k
11T ),

Σ− =
12

k(k + 1)
(1−

t

k3 − k
)(Ek + k11T ),

tod
el
SF

1− t
k3−k

d→ S ∼ χ2(k − 1).

Konvergavimas i� chi kvadrato skirstini� i²lieka pakeitus t i� 1
n

∑n
i=1 Ti, nes

1

n

n∑
i=1

Ti
P→ t = ET1. N
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5.9.3 pavyzdys. Trimis skirtingais metodais (k = 3) i²matuotas amilaz
es kiekis tiems
patiems n = 9 pankreatitu sergantiems pacientams. Duomenys pateikti lentel
eje.

Pacientas Metodas
1 2 3

1 4000 3210 6120
2 1600 1040 2410
3 1600 647 2210
4 1200 570 2060
5 840 445 1400
6 352 156 249
7 224 155 224
8 200 99 208
9 184 70 227

Patikrinsime hipotez¦, kad ²ie trys metodai ekvivalentu	s.

Amilaz
es kiekiai nustatomi tuo pa£iu metodu skirtingiems pacientams, gali bu	ti laikomi
nepriklausomais a. d. Jie gali bu	ti skirtingai pasiskirst¦ (pvz., jei ligos stadijos yra skirtingos).
Skirtingais metodais gauti amilaz
es kiekiai tam pa£iam pacientui yra priklausomi atsitiktiniai
dydºiai.

Rangu� lentel
e

Pacientas Metodas
1 2 3

1 2 1 3
2 2 1 3
3 2 1 3
4 2 1 3
5 2 1 3
6 3 1 2
7 2,5 1 2,5
8 2 1 3
9 2 1 3

R.1 = 19, 5 R.2 = 9 R.3 = 25, 5

Turime n = 9, k = 3,

SF =
12

9 · 3 · 4
(19, 52 + 92 + 25, 52)− 3 · 9 · 4 = 15, 5.

�iame pavyzdyje yra viena grup
e sutampan£iu� reik²miu� septintajam pacientui:

k7 = 1, t7 = 2, T7 = 23 − 2 = 6,

9∑
i=1

Ti = 6,

taigi

1−
∑n
i=1 Ti

nk(k2 − 1)
= 1−

6

9 · 3 · 8
= 0, 97222

ir

S∗F =
SF

0, 97222
= 15, 943.

Tiksli P reik²m
e yra pv = 0, 00034518. Hipotez
e atmestina. Asimptotin
e P reik²m
e pva =
P{χ2

2 > 15, 943} = 0, 00001072 gerokai skiriasi nuo tikslios, nes imtys n
era didel
es.

5.9.4 pavyzdys. (5.9.2 pavyzdºio t¦sinys ). Kiekvien¡ savait
es dien¡ (k = 7) buvo nustato-
mas n = 6 darbininku� grupiu� darbo efektyvumas. Duomenys pateikti lentel
eje.
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Diena
Grup
e 1 2 3 4 5 6 7
1 60 62 58 52 31 23 26
2 64 63 63 36 34 32 27
3 14 46 47 39 42 43 57
4 30 41 40 41 37 17 12
5 72 38 46 47 38 60 41
6 35 35 33 46 47 47 38

Tikriname hipotez¦, kad darbo efektyvumas nepriklauso nuo savait
es dienos.
Rangu� lentel
e

Diena
Grup
e 1 2 3 4 5 6 7
1 6 7 5 4 3 1 2
2 7 5, 5 5, 5 4 3 2 1
3 1 5 6 2 3 4 7
4 3 6, 5 5 6, 5 4 2 1
5 7 1, 5 4 5 1, 5 6 3
6 2, 5 2, 5 1 5 6, 5 6, 5 4

26, 5 28 26, 5 26, 5 21 21, 5 18

Turime n = 6, k = 7,

SF = (26, 52 + 282 + 26, 52 + 26, 52 + 212 + 21, 52 + 182)/28− 3 · 6 · 8 = 3, 07143.

�iame pavyzdyje sutampan£iu� grupiu� daugiau:

k2 = k4 = k5 = 1, k6 = 2, t2 = t4 = t5 = t61 = t61 = 2,

T3 = T4 = T5 = 6, T6 = 6 + 6 = 12,
6∑
i=1

Ti = 30.

Koreguojantis daugiklis

1−
∑n
i=1 Ti

nk(k2 − 1)
= 1−

30

6 · 7 · 48
= 0, 985119,

ir
S∗F = 3, 07143/0, 985119 = 3, 1178.

Asimptotin
e P reik²m
e pva = 0, 7939. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

5.9.1 pastaba. Nagrin
eta situacija su skirtingais a. v. X1, ...,Xn skirstiniais
aptinkama ir tada, kai a. v. Xi = (Xi1, ..., Xik)T koordinat
es nepriklausomos.
Kadangi i² j-u�ju� koordina£iu� sudaryta imtis X1j , ..., Xnj n
era paprastoji, tai
vietoje Kruskalo ir Voliso kriterijaus reik
etu� naudoti Frydmano kriteriju�.

5.9.5 pavyzdys. Tiriamas 9 skirtingu� metalo lydiniu� atsparumas korozijai. Lydiniai bandomi
8 skirtingomis s¡lygomis. Duomenys pateikti lentel
eje.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1,40 1,45 1,91 1,89 1,77 1,66 1,92 1,84 1,54
2 1,35 1,57 1,48 1,48 1,73 1,54 1,93 1,79 1,43
3 1,62 1,82 1,89 1,39 1,54 1,68 2,13 2,04 1,70
4 1,31 1,24 1,51 1,67 1,23 1,40 1,23 1,58 1,64
5 1,63 1,18 1,58 1,37 1,40 1,45 1,51 1,63 1,07
6 1,41 1,52 1,65 1,11 1,53 1,63 1,44 1,28 1,38
7 1,93 1,43 1,38 1,72 1,32 1,63 1,33 1,69 1,70
8 1,40 1,86 1,36 1,37 1,34 1,36 1,38 1,80 1,84
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�iame pavyzdyje natu	ralu tarti, kad a. v. (X1, ..., X9)T koordinat
es yra nepriklausomos,
ta£iau d
el nevienodu� bandymo s¡lygu� gali tur
eti skirtingus skirstinius. Hipotez¦, kad visi
lydiniai vienodai atsparu	s korozijai, galima suformuluoti ²itaip:

H0 : Fi1(x) = ... = Fi9(x), ∀x ∈ R, ∀i = 1, ..., 8.

Vietoje Kruskalo ir Voliso kriterijaus reik
etu� taikyti Frydmano kriteriju�.
Gauname SF = 31, 1417 ir, atsiºvelgiant i� sutampan£ias reik²mes, S∗F = 31, 2720. Asimp-

totin
e P reik²m
e pva = P{χ2
9 > 31, 2720} = 0, 00027. Hipotez
e atmestina.

Frydmano kriterijaus ASE Fi²erio kriterijaus atºvilgiu: nepriklauso-
mos imtys. Jei su kiekvienu i a. d. Xi1, ..., Xik yra nepriklausomi, o alternatyva
yra

Fij(x) = F (x− αi − βj), ∃j, j′ : βj 6= βj′ ,

tai hipotez
e H0 ekvivalenti parametrinei hipotezei

H ′0 : β1 = · · · = βk.

Parametriniu atveju, kai skirstiniai yra normalieji, turime dvifaktor
es dispersin
es
analiz
es modeli�. Min
etoji hipotez
e tikrinama naudojant Fi²erio kriteriju�, kurio
statistika

F =
n(n− 1)

∑k
j=1(X̄.j − X̄..)

2∑n
i=1

∑k
j=1(Xij − X̄i. − X̄.j + X̄..)2

esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� su k − 1 ir (n − 1)(k − 1) laisv
es
laipsniu�. Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

F > Fα(k − 1, (n− 1)(k − 1)).

Sudarydami kriteriju� neparametriniu atveju remiam
es tuo, kad statistika (k −
1)F asimptoti²kai (n→∞) turi chi kvadrato skirstini� su k − 1 laisv
es laipsniu�.
Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

(k − 1)F > χ2
α(k − 1).

I�rodyta, kad Frydmano kriterijaus ASE Fi²erio kriterijaus atºvilgiu yra

e(SF , F ) =
12kσ2

k + 1

[∫ ∞
−∞

f2(x)dx

]2

, f = F ′, σ2 = V (Xij).

£ia f(x) yra stebimu� a. d. tankio funkcija, σ2 = V (Xij).
Kai skirstinys normalusis, gauname

e(SF , F ) =
3k

(k + 1)π
.

Efektyvumas labai priklauso nuo k. Jeigu k = 2, tai ASE yra maºiausias:
ASE = 2/π ≈ 0, 637, t. y. sutampa su ASE ºenklu� kriterijaus. Kai k = 5, tai
ASE = 0, 796, ir jei k did
eja, tai ASE art
eja prie 3/π = 0, 955. Skirstiniams,
kuriu� �uodegos� g¦sta l
e£iau, ASE gali netgi vir²yti 1. Pavyzdºiui, Laplaso
skirstinio ASE = 2− 2/(k + 1).
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5.10. Ranginis keliu� im£iu� nepriklausomumo
kriterijus

Apibendrinsime Spirmeno ranginio koreliacijos koe�ciento s¡vok¡, kai im£iu�
skai£ius k > 2.

Tarkime, kad turime paprast¡j¡ imti�

(X11, ..., X1k)T , . . . , (Xn1, ..., Xnk)T ,

gaut¡ stebint a. v, (X1, ..., Xk)T .
Tokie duomenys gaunami, pavyzdºiui, kai k ekspertu� vertina n objektu�

kokyb¦: atsitiktini� vektoriu� (Xj1, ..., Xjk)T sudaro visu� ekspertu� j-ojo objekto
i�vertinimai, j = 1, ..., n. Atsitiktini� vektoriu� (X1j , ..., Xnj)

T sudaro visu� objektu�
i�vertinimai atlikti j-ojo eksperto.

Paºym
ekime (Rij , ..., Rnj)
T rangu� vektoriu�, gaut¡ ranguojant a. v. (Xij , ...,

Xnj)
T elementus. Kiekvieno eksperto rangu� suma yra ta pati: R.j =

∑n
i=1Rij =

n(n+ 1)/2, j = 1, ..., k.
Rangu� suma, tekusi i-ajam objektui, yra Ri. =

∑k
j=1Rij . Rangu� sumu�

R1., ..., Rn. aritmetinis vidurkis

R̄.. =
1

n

n∑
i=1

Ri. =
1

n

n∑
i=1

k∑
j=1

Rij =
1

n

k∑
j=1

n∑
i=1

Rij =
1

n
k
n(n+ 1)

2
=
k(n+ 1)

2
.

5.10.1 apibr
eºimas. Atsitiktinis dydis

W =
12

k2n(n2 − 1)

n∑
i=1

(Ri. − k(n+ 1)/2)2 (5.10.1)

vadinamas Kendalo konkordancijos koe�cientu.

Paºym
ekime

R
(jl)
S =

12

n3 − n

n∑
i=1

(Rij − (n+ 1)/2)(Ril − (n+ 1)/2)

Spirmeno koreliacijos koe�cient¡, sudaryt¡ remiantis j-uoju ir l-uoju atsitikti-
niais vektoriais (X1j , ..., Xnj)

T ir (X1l, ..., Xnl)
T .

5.10.1 teorema. Kendalo konkordancijos koe�cientas yra Spirmeno koreliaci-
jos koe�cientu� aritmetinio vidurkio

RvidS =
2

k(k − 1)

∑
j<l

R
(jl)
S ,

tiesin
e funkcija

W =
1

k
(1 + (k − 1)RvidS ).
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I�rodymas. Gauname

n∑
i=1

(Ri.−
k(n+ 1)

2
)2 =

n∑
i=1

{
k∑
j=1

(Rij−
n+ 1

2
)2+2

∑
j<l

(Rij−
n+ 1

2
)(Ril−

n+ 1

2
)} =

=
k(n3 − n)

12
+ 2

(n3 − n)

12

∑
j<l

R
(jl)
S ,

i² kur ir gaunamas teoremos tvirtinimas. N
Remdamiesi teorema gauname, kad kai k = 2, koe�cientas W yra Spirmeno

koreliacijos koe�ciento tiesin
e funkcija:

W = (RS + 1)/2.

Jei visi Spirmeno koreliacijos koe�cientai yra lygu	s 1, t. y. visu� ekspertu�
vertinimai sutampa, tai W i�gyja didºiausi¡ galim¡ reik²m¦: W = 1.

Jeigu visi Spirmeno koe�cientai lygu	s 0, taiW = 1/k. Jei jie visi neneigiami,
tai W ≥ 1/k .

Jei dalis Spirmeno koreliacijos koe�cientu� yra neigiami, tai i² apibr
eºimo ir
teoremos i²plaukia, kad W gali i�gyti reik²mes kiek maºesnes, tiek ir didesnes uº
1/k .

Reikia paºym
eti, kad ir priklausomu� steb
ejimu� atveju statistika W gali i�gyti
reik²m¦ 1/k, netgi su tikimybe 1. Pavyzdºiui, jei k = 4, Xi = −iX1, i = 2, 3, 4,
tai

R
(12)
S = R

(13)
S = R

(14)
S = −1, R

(23)
S = R

(24)
S = R

(34)
S = 1,

tod
el RvidS = 0 ir W = 1/k.
Konkordancijos koe�cientas naudojamas hipotezei d
el vektoriaus koordina£iu�

nepriklausomumo tikrinti, kai alternatyva yra, kad visu� poru� koreliacijos yra
teigiamos.

Tarkime, kad a. v. (Xi1, ..., Xik)T yra absoliu£iai tolydus, o visi koreliacijos
koe�cientai ρjl = ER

(jl)
S neneigiami.

Paºym
ekime Fi atsitiktinio vektoriaus Xi1, . . . , Xik pasiskirstymo funkcij¡
ir Fi1, ..., Fik marginali¡sias pasiskirstymo funkcijas.

A. d. Xi1, . . . , Xik nepriklausomumo hipotez
e:

H0 : Fi(x1, . . . , xk) = F11(x1) . . . Fik(xk), ∀x1, . . . , xk ∈ R, i = 1, ..., n.

Tariame, kad alternatyva yra

H̄ : ρjl ≥ 0, ∀ 1 ≤ j < l ≤ k , ∃ρi0,l0 > 0.

Nepriklausomumo kriterijus, grindºiamas konkordancijos koe�cientu:
hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai W > Wα; £ia
Wα yra minimalus skai£ius c, tenkinantis nelygyb¦ P{W > c|H0} ≤ α.
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Reikia paºym
eti, kad statistikos k(n− 1)W skai£iavimo formul
e sutampa su
Frydmano statistikos formule, jei n ir k sukeisti vaidmenimis. Tod
el, jei nepri-
klausomumo hipotez
e teisinga, tai k(n− 1)W skirstinys sutampa su Frydmano
statistikos skirstiniu, kai teisinga suderinamumo hipotez
e, o n ir k sukeisti vaid-
menimis. Taigi galima naudotis Frydmano statistikos kritin
emis reik²m
emis.

Remdamiesi s¡ry²iu su Frydmano statistika ir ²ios statistikos savyb
emis gau-
name, kad kai dideli k, statistikos k(n− 1)W skirstini� galima aproksimuoti chi
kvadrato skirstiniu su n− 1 laisv
es laipsniu. Ta£iau tokia situacija n
era daºna.
Reikia manyti, kad daºnesn
e situacija, kai n didelis, o k maºesnis.

Kadangi statistikosW skirstinys sukoncentruotas intervale [0, 1], tai jo skirs-
tini� galima aproksimuoti beta skirstiniu parenkant pastarojo parametrus taip,
kad jo vidurkis ir dispersija sutaptu� su statistikos W atitinkamais momentais:

EW =
1

k
, VW =

2(k − 1)

k3(n− 1)
.

Gauname aproksimacij¡

W ≈ Y ∼ Be(γ, η), γ =
n− 1

2
− 1

k
, η = (k − 1)γ. (5.10.2)

5.10.1 pavyzdys. Lentel
eje pateikta 20 studentu� tikimybiu� teorijos, matematin
es analiz
es ir
matematin
es statistikos egzaminu� paºymiai X1i, X2i, X3i, i = 1, 2, ..., 20.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X1i 7 5 6 6 8 4 5 5 8 8
X2i 7 5 8 5 8 3 5 4 7 6
X3i 9 5 6 5 8 5 5 5 8 7

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X1i 7 5 6 3 7 7 8 7 6 5
X2i 6 3 7 4 5 8 7 5 5 5
X3i 8 5 5 5 7 7 7 6 7 5

Tik
etina kad a. d. X1i, X2i, X3i yra teigiamai koreliuoti. Patikrinsime nepriklausomumo

hipotez¦ naudodami Kendalo konkordancijos koe�cient¡. Atlikdami skai£iavimus SPSS paketu

randame W = 0, 859 ir pva = 0, 00026. Nepriklausomumo hipotez
e atmetama.

5.11. Pratimai

5.1. I�rodykite, kad absoliu£iai tolydºiu� skirstiniu� atveju Spirmeno koreliacijos koe�cientas
rS = 1 − 12V/(n(n2 − 1)), £ia V =

∑
i<j hij(j − i), hij = 1, kai Ri > Rj ir hij = 0, kai

Ri < Rj .

5.2. I�rodykite, kad koe�cientu� RS ir RK Pirsono koreliacijos koe�cientas yra

ρ(RS , RK) = 2(n+ 1)/
√

2n(2n+ 5).

5.3. Krakmolo kiekis bulv
ese nustatomas dviem bu	dais. Norint palyginti tuos bu	dus,
buvo paimta 16 bulviu� ir kiekvienos i² ju� krakmolo kiekis nustatytas abiem bu	dais. Gauti
rezultatai sura²yti lentel
eje (Xi � pirmu bu	du, o Yi � antruoju).
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i Xi Yi i Xi Yi
1 21,7 21,5 9 14,0 13,9
2 18,7 18,7 10 17,2 17,0
3 18,3 18,3 11 21,7 21,4
4 17,5 17,4 12 18,6 18,6
5 18,5 18,3 13 17,9 18,0
6 15,6 15,4 14 17,7 17,6
7 17,0 16,7 15 18,3 18,5
8 16,6 16,9 16 15,6 15,5

Patikrinkite hipotez¦ apie a. d. X ir Y nepriklausomum¡, remdamiesi Spirmeno ir Kendalo
ranginiais koreliacijos koe�cientais.

5.4. Tiriant specialios s
ejamosios efektyvum¡, 10 sklypeliu� buvo s
ejama paprasta s
ejam¡ja
ir 10 sklypeliu� � specialia s
ejam¡ja, paskui buvo lyginamas derlingumas. Norint eliminuoti
dirvoºemio i�tak¡, 20 vienodo ploto sklypeliu� buvo taip sugrupuota poromis, kad jie bu	tu� greta
vienas kito. Metant monet¡, buvo nusprendºiama, kuriame i² dvieju� gretimu� sklypeliu� s
eti
specialia s
ejam¡ja. Rezultatai pateikti lentel
eje (Xi � derlingumas s
ejant specialia s
ejam¡ja,
Yi � paprasta s
ejam¡ja).

i Xi Yi i Xi Yi
1 8,0 5,6 6 7,7 6,1
2 8,4 7,4 7 7,7 6,6
3 8,0 7,3 8 5,6 6,0
4 6,4 6,4 9 5,6 5,5
5 8,6 7,5 10 6,2 5,5

Patikrinkite hipotez¦ apie a. d. X ir Y nepriklausomum¡, remdamiesi Spirmeno ir Kendalo
ranginiais koreliacijos koe�cientais.

5.5. Patikrinkite atsitiktinumo hipotez¦ pagal 2.16 pratimo duomenis.

5.6. Patikrinkite atsitiktinumo hipotez¦ pagal 2.17 pratimo duomenis.

5.7. Remdamiesi Vilkoksono ir Van der Vardeno kriterijais patikrinkite hipotez¦ apie
nuodu� poveikio vienodum¡ pagal 4.14 pratimo duomenis.

5.8. I�rodykite, kad gama skirstinio G(1, η) atveju Vilkoksono kriterijaus ASE, palyginti
su Stjudento kriterijumi, kai alternatyvos poslinkio yra

e(W, t) = A(η) =
3η

24(η−1)(2(η − 1)B(η, η))2
.

Patikrinkite, kad A(η) > 1, 25, kai η ≤ 3; A(η)→∞, kai η → 1/2; A(η)→ 3/π, kai η →∞.

5.9. Tikrinama hipotez
e, kad impulso atpaºinimo paklaida nepriklauso nuo jo inten-
syvumo. Buvo atlikti du nepriklausomi eksperimentai. Impulsas, kurio intensyvumas 10
s¡lyginiu� vienetu�, buvo i�vertintas 9, 9, 8, 10, 12, 13, 10, 11 vienetu�; impulsas, kurio inten-
syvumas 20 s¡lyginiu� vienetu�, � 15, 16, 17, 23, 22, 20, 21, 24, 27. Remdamiesi ranginiais 4.5.5
skyrelio kriterijais, kai alternatyvos yra mastelio, patikrinkite, ar gauti duomenys neprie²ta-
rauja i²keltai hipotezei.

5.10. Suskaidykime 2.16 pratimo duomenis i� 10 vienodo didumo im£iu� (duomenys
sura²yti skirtingose eilut
ese). Remdamiesi Kruskalo ir Voliso ir inversiju� skai£iumi grindºia-
mais kriterijais, patikrinkite hipotez¦, kad visais atvejais buvo stebimas tas pats atsitiktinis
dydis.

5.11. Trijose gamyklose buvo testuojami kineskopai. Ju� darbo trukm
e (m
enesiais iki
pirmo gedimo) sura²yti pateikiamoje lentel
eje. Ar galima tvirtinti, kad visose trijose gamyklose
gaminamu� kineskopu� darbo trukm
e yra vienoda?
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1 gamykla 41 70 26 89 62 54 46 77 34 51
2 gamykla 30 69 42 60 44 74 32 47 45 37 52 81
3 gamykla 23 35 29 38 21 53 31 25 36 50 61

5.12. Lentel
eje pateikti avariju� Lietuvos keliuose 1990 � 1999 metu� duomenys apie avarijas
Lietuvos keliuose.

Metai 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999
X 5135 6067 4049 4319 3902 4144 4579 5319 6445 6356
Y 933 1093 779 893 765 672 667 725 829 748
Z 5491 6638 4251 4555 4146 4508 5223 6198 7669 7696

Apskai£iuokite konkordancijos koe�cient¡ ir patikrinkite hipotez¦ d
el a. d. X (avarijos),
Y (ºuvusieji) ir Z (suºeistieji) priklausomyb
es. Remdamiesi Spirmeno ir Kendalo ranginiais
koreliacijos koe�cientais patikrinkite hipotezes d
el a. d. X ir Y priklausomyb
es; d
el a. d. X ir
Z priklausomyb
es.

5.13. Remdamiesi Vilkoksono ºenklu� kriterijumi priklausomoms imtims, patikrinkite
hipotez¦ d
el a. d. X ir Y skirstiniu� vienodumo pagal 4.3 pratimo duomenis.

5.14. Remdamiesi Vilkoksono ºenklu� kriterijumi priklausomoms imtims, patikrinkite
hipotez¦ d
el a. d. X ir Y skirstiniu� vienodumo pagal 4.4 pratimo duomenis.

5.15. Lentel
eje pateikti duomenys apie 3 tiek
eju� siu	lomu� 12 skirtingu� tipu� spausdintuvu�
kainas.

Tipas Tiek
ejas Tipas Tiek
ejas
1 2 3 1 2 3

1 660 673 658 7 1980 1950 1970
2 790 799 785 8 2300 2295 2310
3 590 580 599 9 2500 2480 2490
4 950 945 960 10 2190 2190 2210
5 1290 1280 1295 11 5590 5500 5550
6 1550 1500 1499 12 6000 6100 6090

Remdamiesi Frydmano kriterijumi patikrinkite hipotez¦, kad skirtingu� tiek
eju� spausdintuvu�

kainos nesiskiria.

5.12. Atsakymai

5.3. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo reik²mes rS = 0, 9889 ir τb = 0, 9422.

Abieju� kriteriju� atveju pv < 0, 0001. Hipotez
e atmetama. 5.4. Spirmeno ir Kendalo koreliaci-

jos koe�cientai i�gijo reik²mes rS = 0, 7822 ir τb = 0, 6746. Atitinkamos P reik²m
es pv = 0, 0075

ir pv = 0, 0084. Hipotez
e atmetama. 5.5. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo

reik²mes rS = 0, 0935 ir τb = 0, 0621. Atitinkamos P reik²m
es pv = 0, 3547 ir pv = 0, 3663. At-

mesti hipotez¦ n
era pagrindo. 5.6. Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo reik²mes

rS = 0, 0643 ir τb = 0, 0390. Atitinkamos P reik²m
es pv = 0, 4343 ir pv = 0, 4852. Atmesti

hipotez¦ n
era pagrindo. 5.7. Vilkoksono statistika i�gijo reik²m¦ W = 239, Zm,n = −0, 0198;

asimptotin
e P reik²m
e yra pva = 2Φ(−0, 0198) = 0, 9842. Van der Vardeno statistikos

reik²m
e V = −0, 1228 ir pva = 0, 9617. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. 5.9. Statistiku�

reik²m
es yra: SZT = 91, 1667; SAB = 47, 5; SK = 2, 2603; SM = 8, 9333 ir atitinkamos P

reik²m
es 0,0623; 0,0713; 0,0320; 0,0342. Asimptotin
es P reik²m
es: 0,0673; 0,0669; 0,0371;

0,0382. Homogeni²kumo hipotez
e atmestina. 5.10. Kruskalo ir Voliso statistika i�gijo reik²m¦

FKW = 3, 9139 ir pva = 0, 9170. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. 5.11. Kruskalo ir Voliso
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statistika i�gijo reik²m¦ FKW = 6, 5490 ir pva = 0, 0378. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus

reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0378. 5.12. Kendalo konkordancijos koe�ciento reik²m
e 0,6444

ir pva = 0, 0428; nepriklausomumo hipotez
e atmetama, kai reik²mingumo lygmuo vir²ija

0,0428. a) Spirmeno ir Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo reik²mes rS = 0, 2242 ir τb = 0, 2;

P reik²m
es yra 0,5334 ir 0,4208. Nepriklausomumo hipotez
e neatmetama. b) Spirmeno ir

Kendalo koreliacijos koe�cientai i�gijo reik²mes rS = 0, 9879 ir τb = 0, 9556; P reik²m
es abiem

atvejais yra pv < 0, 00001. Nepriklausomumo hipotez
e atmetama. 5.13. Ranginio ºenklu�

kriterijaus statistikos reik²m
e yra T+ = 69, 5 ir pv = 0, 0989. Homogeni²kumo hipotez
e at-

metama, jei reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0989. 5.14. Ranginio ºenklu� kriterijaus statistikos

reik²m
e yra T+ = 43 ir pv = 0, 0117. Homogeni²kumo hipotez
e atmetama, jei reik²mingumo

lygmuo vir²ija 0,0117. 5.15. Frydmano statistika i�gijo reik²m¦ SF = 2, 5957; asimptotin
e P

reik²m
e pva = 0, 2731. Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.



6 skyrius

Kiti neparametriniai kriterijai

6.1. �enklu� kriterijus

6.1.1. I�vadas: parametrinis ºenklu� kriterijus

Nagrin
esime Bernulio bandymu� schem¡. Kiekviename bandyme i�vyksta i�vykis
{+} arba jam prie²ingas i�vykis {−}. Sakykime, atlikome n bandymu�. I�vykiu�
{+} ir {−} pasirodymo skai£iu� paºym
ekime atitinkamai S1 ir S2 = n− S1.

Atsitiktinis dydis S1 turi binomini� skirstini� S1 ∼ B(n, p); £ia p = P{+}.
�enklu� kriterijus skirtas hipotezei apie i�vykiu� {+} ir {−} pasirodymo tiki-

mybiu� lygyb¦, t. y. hipotezei H0 : p = 0, 5, tikrinti.

�enklu� kriterijus: kai alternatyva yra dvipus
e H3 : p 6= 0, 5, tai hipotez
e H0

atmetama ne didesnio kaip α reik²mingumo lygmens kriterijumi, kai

S1 ≤ c1 arba S1 ≥ c2, (6.1.1)

£ia c1 yra maksimalus sveikasis skai£ius, tenkinantis nelygyb¦

P{S1 ≤ c1} =

c1∑
k=0

Ckn(1/2)n = 1−I0,5(c1 +1, n−c1) = I0,5(n−c1, c1 +1) ≤ α/2,

ir c2 � minimalus sveikasis skai£ius, tenkinantis nelygyb¦

P{S1 ≥ c2} =

n∑
k=c2

Ckn(1/2)n = I0,5(c2, n− c2 + 1) ≤ α/2;

£ia

I0,5(a, b) =
1

B(a, b)

∫ 0,5

0

xa−1(1− x)b−1dx, B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx.

164
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Jei alternatyvos vienpus
es: H1 : p > 0, 5 arba H2 : p < 0, 5, tai hipotez
e
atmetama, kai atitinkamai S1 ≥ d2 arba S1 ≤ d1; £ia d1 ir d2 tenkina analogi²kas
nelygybes, kaip ir c1 ir c2 pakei£iant α/2 i� α.

P reik²m
es yra

pv = 2 min{I0,5(n−S1, S1 +1), I0,5(S1, n−S1 +1)} (dvipus
e alternatyva H3);

pv = I0,5(S1, n− S1 + 1) (vienpus
e alternatyva H1);

pv = I0,5(n− S1, S1 + 1) (vienpus
e alternatyva H2).

Didel
es imtys. Jeigu n did
eja, tai remiantis Muavro ir Laplaso CRT

(S1 − n/2)/
√
n/4

d→ U ∼ N(0, 1).

Kadangi S1 − S2 = 2S1 − n, S1 + S2 = n, tai

Z =
(S1 − S2)√
S1 + S2

=
(S1 − n/2)√

n/4

d→ N(0, 1).

Asimptotinis ºenklu� kriterijus: jei n didelis, tai dvipus
es hipotez
es H3

atveju hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriteri-
jumi, kai |Z| > zα/2.

Vienpusiu� alternatyvu�H1 arbaH2 asimptotiniu� kriteriju� kritin
es sritys apibr
e-
ºiamos atitinkamai nelygyb
emis Z > zα arba Z < −zα.

Vidutinio didumo imtims rekomenduojama naudoti tolydumo patais¡.

Asimptotinis ºenklu� kriterijus su tolydumo pataisa: Kai alternatyva dvi-
pus
e, hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

Z∗ =
(|S1 − S2| − 1)2

S1 + S2
> χ2

α(1).

6.1.1 pavyzdys. Psichologas apklausia 39 blogai besimokan£iu� vaiku� t
evus, nor
edamas
i²siai²kinti, kaip gerai jie supranta problemas, kurios laukia ju� vaiku� uºaugus. Jis nustat
e,
kad S2 = 22 atvejais problemas geriau suprato t
evas, o S1 = 17 atveju� � motina. Ar yra
pagrindo daryti i²vad¡, kad t
evai ²iuo poºiu	riu supratingesni uº motinas? Reik²mingumo lyg-
muo α = 0, 1. Kokia bu	tu� i²vada, jei psichologas nustatytu�, kad S2 = 32 atvejais problemas
geriau suprato t
evas, o S1 = 7 atvejais � motina?

Patikrinsime hipotez¦, kad motinos ne maºiau supratingos uº t
evus, kai alternatyva yra
vienpus
e, tvirtinanti, kad t
evai supratingesni. Jei hipotez
e bus atmesta, gal
esime tvirtinti, kad
duomenys neprie²tarauja t
evu� �prana²umui�. Paºym
ekime p tikimyb¦, kad motinos supratin-
gesn
es uº t
evus. Reikia patikrinti hipotez¦ H : p ≥ 0, 5, kai alternatyva yra H2 = p < 0, 5.
Hipotez
e atmetama, kai S1 i�gyja maºas reik²mes.

Pirmuoju atveju n = 39, S1 = 17, taigi P reik²m
e yra

pv = I0,5(39− 17, 17 + 1) = I0,5(22, 18) = 0, 261 > 0, 1.

Duomenys neprie²tarauja hipotezei, t. y. vyru� prana²umo hipotez¦ atmetame. Kadangi

Z = (17− 22)/
√

17 + 22 = −0, 8006 > z0,9 = −1, 282,

tai gauname t¡ pa£i¡ i²vad¡; asimptotin
e P reik²m
e pva = Φ(−0, 8006) = 0, 217.
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Antru atveju n = 39, S1 = 7, taigi P reik²m
e yra

pv = I0,5(39− 7, 7 + 1) = I0,5(32, 8) = 0, 000035 < 0, 1.

Kriterijus atmeta hipotez¦, taigi duomenys neprie²tarauja vyru� �prana²umo� alternatyvai.
Kadangi

Z = (7− 32)/
√

7 + 32 = −4, 0032 < z0,9 = −1, 282,

tai asimptotin
e P reik²m
e yra pva = Φ(−4, 0032) = 0, 000031.

�enklu� kriterijus taikomas ir kai kurioms neparametrin
ems hipotez
ems tikrinti.
Pamin
esime kelet¡ tipiniu� situaciju� (taip pat ºr. Maknemaros kriteriju�, 6.3
skyreli�).

6.1.2. Hipotez
e d
el a. d. skirtumo medianos

Sakykime, kad
(X1, Y1)T , . . . , (Xn, Yn)T (6.1.2)

yra nepriklausomi a. v., turintys absoliu£iai tolydu� tikimybini� skirstini�.
Paºym
ekime θi skirtumo Di = Xi − Yi median¡.

Hipotez
e d
el skirtumo Di = Xi − Yi medianos lygyb
es nuliui:

H0 : θ1 = · · · = θn = 0.

�i hipotez
e n
era ekvivalenti a. d. Xi ir Yi medianu� lygybei. Yra skirstiniu�, kai
a. d. Xi ir Yi turi vienodas medianas, ta£iau ju� skirtumo Di = Xi−Yi mediana
nelygi nuliui. Skirtumu� medianos lygios 0, jeigu a. v. (Xi, Yi)

T skirstiniai yra
simetri²ki koordina£iu� atºvilgiu.

Esant teisingai hipotezei teigiamu� skirtumu� skai£iaus S =
∑
Di>0

1 skirstinys

sutampa su parametrinio ºenklu� kriterijaus S1 skirstiniu. Tod
el hipotezei H0

tikrinti tinka tikslu	s arba asimptotiniai kriterijai, pateikti pirmesniame skyrelyje
pakei£iant S1 i� S.

Jeigu skirtumu�Di = Xi−Yi skirstiniai, kai teisinga hipotez
e ir kai teisinga al-
ternatyva yra vienodi ir simetri²ki, tai hipotezei d
el skirtumu� medianos reik²m
es
tikrinti geriau naudoti Vilkoksono rangini� ºenklu� kriteriju�, grindºiam¡ statitika

T+ =
∑

i:Di>0

Ri.

�i statistika pilniau panaudoja informacij¡, nes ji priklauso ne tik nuo skirtumu�
Di ºenklu�, bet ir nuo ju� didumu� |Di|.

Ta£iau, kaip buvo min
eta, Vilkoksono ranginis ºenklu� kriterijus gali bu	ti
neefektyvus, jei skirtumu� Di skirstiniai yra asimetri²ki. Tokioje situacijoje
ºenklu� kriterijus gali pasirodyti efektyvesnis, nes jis tinka platesnei alternatyvu�
klasei.

6.1.2 pavyzdys. (5.1.1 pavyzdºio t¦sinys). Naudodami 5.1.1 pavyzdºio duomenis patikrin-
sime hipotez¦, kad stebimo a. v. (X,Y )T koordina£iu� skirtumo mediana lygi nuliui. Gauname,
kad i² 50 skirtumu� teigiamu� yra 28. Kai alternatyva dvipus
e, P reik²m
e

pv = 2 min{I0,5(22, 29), I0,5(28, 23)} = 0, 4798.
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Taikydami normali¡j¡ aproksimacij¡ su tolydumo pataisa gauname Z∗ = (|S1−S2|−1)2/(S1+

S2) = 0, 48 ir pva = P{χ2
1 > 0, 48} = 0, 4884. Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

6.1.1 pastaba. Frydmano kriterijus k = 2 atveju yra ekvivalentus ºenklu�
kriterijui.

I² tikru�ju� Di > 0 yra ekvivalentu tam, kad Ri1 = 2, Ri2 = 1, ir Di < 0 yra
ekvivalentu tam, kad Ri1 = 1, Ri2 = 2. Taigi

R̄.1 = 1 + S1/n, R̄.2 = 2− S1/n,

ir

SF =
12n

6
2(S1/n− 1/2)2 =

(S1 − n/2)2

n/4
.

6.1.3. Hipotez
e d
el medianos reik²m
es

Sakykime, X1, ..., Xn yra paprastoji imtis absoliu£iai tolydºiojo a. d. X. Paºy-
m
ekime θ atsitiktinio dydºio X median¡.

Hipotez
e d
el medianos reik²m
es: H0 : θ = θ0.

Jeigu hipotez
e H0 teisinga, tai skirtumai Di = Xi − θ0 i�gyja teigiamas ir
neigiamas reik²mes su vienodomis tikimyb
emis 1/2. Imkime statistik¡

S =
∑

Xi−θ0>0

1,

kuri rei²kia teigiamu� skirtumu� Di skai£iu�. Statistikos S skirstinys sutampa su
parametrinio ºenklu� kriterijaus statistikos S1 skirstiniu. Taigi hipotezei tikrinti
pritaikomi 6.1.1 skyrelyje pateikti tikslu	s ar asimptotiniai kriterijai, pakei£iant
S1 i� S.

6.1.3 pavyzdys. (5.6.2 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 5.6.2 pavyzdºio duomenis patikrinkime
hipotez¦, kad stebimo a. d. mediana a) didesn
e uº 15; b) lygi 15. Teigiamu� skirtumu� skai£ius
S = 15. P reik²m
e yra a) pv = I0,5(n−S, s+1) = 0, 0047; b) pv = 2I0,5(n−S, s+1) = 0, 0094.
Taikydami normali¡j¡ aproksimacij¡ su tolydumo pataisa gauname asimptotines P reik²mes
a) pva = Φ(−2, 5714) = 0, 0051; b) pva = P{χ2

1 > 6, 6122} = 0, 0101. Hipotez
e atmestina.

6.2. Seriju� kriterijus

6.2.1 apibr
eºimas. Serija vadinama vieno tipo i�vykiu� seka, prie² kuri¡ ir po
kurios i�vyksta kitokio tipo arba joks i�vykis.

Nagrin
esime ilgio N = m+n sek¡, sudaryt¡ i² m i�vykiu� A ir n jam prie²ingu�
i�vykiu� Ā. Skirtingu� tokio tipo seku� skai£ius yra CmN = CnN .

�ym
esime V seriju� skai£iu� min
etoje sekoje. Pavyzdºiui, sekoje

AAĀAA Ā ĀA Ā
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yra V = 6 serijos; m = 5, n = 4, N = 9.

Dvieju� i�vykiu� atsitiktinio i²sid
estymo hipotez
e: jeigu m ir n �ksuoti, tai
kiekvienos i² galimu� CmN sekos pasirodymas yra vienodai galimas.

Rasime seriju� skai£iaus skirstini�, kai i�vykiai i²sid
esto atsitiktinai.

6.2.1 teorema. Kai i�vykiu� atsitiktinio i²sid
estymo hipotez
e teisinga, seriju� skai£iaus skirsti-
nys turi toki� pavidal¡:

P{V = 2i} =
2Ci−1

m−1C
i−1
n−1

CmN
, i = 1, ...,min (m,n),

P{V = 2i+ 1} =
Ci−1
m−1C

i
n−1 + Cim−1C

i−1
n−1

CmN
, i = 1, ...,min (m,n). (6.2.1)

I�rodymas. Visu� galimu� seku� su m i�vykiu� A ir n i�vykiu� Ā skai£ius yra CmN .
Ie²kosime skai£iaus tokiu� seku�, kurioms V = v. Tarkime, kad v = 2i yra lyginis. Tada

turime i seriju�, sudarytu� i² i�vykiu� A, ir i seriju�, sudarytu� i² i�vykiu� Ā. Keliais bu	dais galima
sudalinti sek¡ i² m i�vykiu� A i� i daliu�? I�sivaizduokime, kad dalijant sek¡ i� dalis yra pastatomos
pertvaros tarp simboliu� A. Tokiu� pertvaru� reikia pastatyti i − 1, o vietu� joms pastatyti yra
m−1. Taigi sek¡ i² m simboliu� A galima sudalinti i� i daliu� Ci−1

m−1 bu	dais. Analogi²kai, sek¡ i²

n simboliu� Ā galima sudalinti i� i daliu� Ci−1
n−1 bu	dais. Elementariu�ju� i�vykiu�, palankiu� i�vykiui

V = 2i, skai£ius yra 2Ci−1
m−1C

i−1
n−1. I² dvieju� dauginama, nes pirmoji serija gali prasid
eti i�vykiu

A arba i�vykiu Ā. Pagal klasikin
es tikimyb
es apibr
eºim¡

P{V = 2i} =
2Ci−1

m−1C
i−1
n−1

CmN
, i = 1, ...,min (m,n).

Analogi²kai skai£iuojame elementariu�ju� i�vykiu�, palankiu� i�vykiui V = 2i + 1, skai£iu�. Galimi
du atvejai: yra i+ 1 serija, sudaryta i² simboliu� A, ir i seriju�, sudarytu� i² simboliu� Ā, arba i
seriju� i² A ir i+ 1 serija i² Ā. Taigi

P{V = 2i+ 1} =
Ci−1
m−1C

i
n−1 + Cim−1C

i−1
n−1

CmN
, i = 1, ...,min (m,n).

N

Seriju� skai£iaus vidurkis ir dispersija yra

EV =
2mn

N
+ 1, V V =

2mn(2mn−N)

N2(N − 1)
.

Kai m,n→∞, m/n→ p ∈ (0, 1),

Zm,n =
V −EV√
V V

d→ Z ∼ N(0, 1). (6.2.2)

6.2.1. Dvieju� i�vykiu� atsitiktinio i²sid
estymo hipotez
e

Seriju� skai£iaus statistik¡ naudosime suformuluotai atsitiktinio i�vykiu� i²sid
esty-
mo hipotezei tikrinti.

Tarkime, kad hipotez
e neteisinga ir i�vykiai A ir B i²sid
esto neatsitikti-
nai. Apie tai liudytu�, pavyzdºiui, tokio tipo seku� AAAAAAABBBBBBB,
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ABBBBBBAAAAAAB, kuriose seku� skai£ius maºas, pasirodymas. Kita ver-
tus, tokio tipo sekos ABABABABABABAB pasirodymas taip pat rodo, kad
i�vykiai kaitaliojasi determinuota tvarka, o ne i²sid
esto atsitiktinai. Taigi hipotez¦
d
el atsitiktinio i�vykiu� i²sid
estymo reik
etu� atmesti, kai seriju� skai£ius yra per
daug didelis arba per daug maºas.

Seriju� kriterijus hipotezei d
el atsitiktinio i�vykiu� i²sid
estymo tikrinti:
hipotez
e atmetama ne didesnio reik²mingumo lygmens kaip α kriterijumi, kai
V ≤ c1 arba V ≥ c2; £ia c1 yra maksimalus svekasis skai£ius, tenkinantis ne-
lygyb¦ P{V ≤ c1|H0} ≤ α/2, ir c2 � minimalus sveikasis skai£ius, tenkinantis
nelygyb¦ P{V ≥ c2|H0} ≤ α/2.
6.2.1 pavyzdys. Tarkime, ilgio k = 11 sekoje i�vykiu� A ir B skai£iai yra k1 = 5 ir k2 = 6.
Tikrinama hipotez
e d
el i�vykiu� atsitiktinio i²sid
estymo. Apskai£iuosime P reik²m¦, kai steb
eta
statistikos V reik²m
e v yra a) v = 2; b) v = 3; c) v = 4. Remdamiesi P reik²m
es apibr
eºimu,
kai alternatyva dvipus
e, gauname

pv = 2 min{FV (v), 1− FV (v−)} = 2 min{P{V ≤ v}, 1−P{V < v}}.

Pagal (6.2.1)

P{V = 2} = 2
C0

4C
0
5

C5
11

=
2

462
= 0, 004329, P{V = 3} =

C1
4C

0
5 + C0

4C
1
5

C5
11

=
9

462
= 0, 019481,

P{V = 4} = 2
C1

4C
1
5

C5
11

=
40

462
= 0, 086580,

taigi
a) pv = 2 min{0, 004329, 1} = 0, 008658;
b) pv = 2 min{0, 023810, 0, 9956716} = 0, 047619;
c) pv = 2 min{0, 110390, 0, 952381} = 0, 220780.

Tokias pa£ias P reik²mes gautume, jei V = 11, 10, 9, atitinkamai.

Kai m ir n yra dideli, kriteriju� sudarome remdamiesi (6.2.2) normali¡ja
aproksimacija.

Asimptotinis seriju� kriterijus: atsitiktinio i�vykiu� i²sid
estymo hipotez
e at-
metama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α seriju� kriterijumi, kai |Zk1,k2 | ≥
zα/2.

Jeigu k n
era labai didelis, rekomenduojama naudoti tolydumo patais¡.

Asimptotinis seriju� kriterijus su tolydumo pataisa: hipotez
e atmetama
asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

|Z∗k1,k2 | = |
|V −EV | − 0, 5√

V V
| ≥ zα/2.

�i aproksimacija gali bu	ti netiksli, jeigu vienas i² skai£iu�m arba n yra maºas.
Tokioje situacijoje vietoje aproksimacijos normaliuoju skirstiniu rekomenduo-
jama naudoti aproksimacij¡ binominiu skirstiniu (6.2.4).

6.2.2 pavyzdys. Atlikus n = 40 nepriklausomu� eksperimentu�, kuriu� metu gal
ejo i�vykti i�vykis
A arba jam prie²ingas i�vykis B, gauti tokie rezultatai:

ABBBBBBBABBBABBBBBBBBABBBAABBAABABAAAAAA
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Reikia patikrinti hipotez¦, kad i�vykiai A ir B i²sid
esto atsitiktinai. Randame, kad seriju�

skai£ius V = 15, k1 = 15, k2 = 25. Pagal normali¡j¡ aproksimacij¡ su tolydumo pataisa

gauname Z∗k1,k2 = 1, 4549 ir pva = 2(1 − Φ(1, 4549)) = 0, 1457. Pagal aproksimacij¡ bi-

nominiu skirstiniu (6.2.4) gauname N = 34, 185, p = 0, 5192 ir 0, 1134 = 2I0,4808(22, 14) <

pva < I0,4808(21, 14) = 0, 1536. Tiesi²kai interpoliuodami gauname pva ≈ 0, 1462. Duomenys

neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

6.2.2. Seriju� kriterijus atsitiktinumo hipotezei tikrinti

Tarkime, kad stebimas a. v. X = (X1, ..., Xn)T .

Imties atsitiktinumo hipotez
e H∗0 : atsitiktinis vektorius X yra paprastoji
imtis, t. y. atsitiktiniai dydºiai X1, ..., Xn vienodai pasiskirst¦ n. a. d.

Atsitiktinumo hipotez
es alternatyva gali bu	ti egzistavimas trendo, arba cik-
li²kas steb
ejimu� kitimas, ir pan.

Paºym
ekime Di = Xi − M̂ ; £ia M yra a. d. X1 mediana esant teisingai
hipotezei, o M̂ � empirin
e mediana:

M̂ =

{
(X(n2 +1) +X(n2 ))/2, kai n lyginis
X(n+1

2 ), kai n nelyginis;

£ia X(i) yra i-oji pozicin
e statistika. Jeigu atsitiktinumo hipotez
e teisinga, tai
a. d. Di = Xi − M̂ yra vienodai pasiskirst¦.

I²meskime i² imties tuos elementus, kuriems Di = 0. Paºym
ekime k1 ir
k2 i�vykiu� Ai = {Di > 0} ir Bi = {Di < 0} skai£iu�; k = k1 + k2. Jeigu
teisinga hipotez
e H∗0 , tai gautoje sekoje i�vykiai A ir B i²sid
esto atsitiktinai.
Jeigu hipotez
e d
el atsitiktinio i�vykiu� i²sid
estymo atmetama, tai reik
etu� atmesti
ir hipotez¦ H∗0 .

6.2.3 pavyzdys. (5.4.1 ir 5.4.2 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 5.4.1 pratimo duomenis patikrin-
sime atsitiktinumo hipotez¦ naudodami seriju� kriteriju�.

Natu	ralu tarti, kad a. d. Xi mediana yra ºinoma: Mi = 0. Tada ²iame pavyzdyje k1 = 17,
k2 = 13, k = k1 + k2 = 30.

I�vykiu� A ir B seka yra

AAAAAABABAABBBBBAAAAAAAABBBBBB.

Taigi

V = 8, EV =
2 · 17 · 13

30
+ 1 = 15, 733333;

V V =
2 · 17 · 13(2 · 17 · 13− 30)

302 · 29
= 6, 977165.

Modi�kuota statistika (su tolydumo pataisa) i�gijo reik²m¦

|Z∗k1,k2 | = |
|V −EV | − 0, 5

√
V V

| = 2, 738413.

Asimptotin
e P reik²m
e

pva = 2(1− Φ(|Z∗k1,k2 |)) = 2(1− Φ(2, 738413)) = 0, 006174.

Atsitiktinumo hipotez
e atmetama, nes P reik²m
e yra maºa.



6.2. Seriju� kriterijus 171

Reikia paºym
eti, kad ²iame pavyzdyje seriju� kriterijus pasirod
e galingesnis uº Spirmeno ar
Kendalo atsitiktinumo kriterijus, ta£iau maºiau galingas uº Bartelio ir Neimano atsitiktinumo
kriteriju�.

Jeigu ²iame pavyzdyje median¡ vertintume pagal turim¡ imti�:

M̂ = (X(15) +X(16))/2 = (1 + 2)/2 = 1, 5,

tai gautume, kad teigiamu� ir neigiamu� skirtumu� skai£ius atitinkamai yra k1 = 15, k2 = 15.
I�vykiai A ir B i²sid
esto taip:

AAAAAABABAABBBBBAAAABBAABBBBBB.

Taigi seriju� skai£ius V = 10. Statistika su tolydumo pataisa i�gijo reik²m¦

|Z∗k1k2 | = 2, 043864, ir pva = 0, 040967.

Atsitiktinumo hipotez
e atmetama asimptotiniu seriju� kriterijumi, jeigu reik²mingumo lygmuo

yra 0, 05.

6.2.3. Valdo ir Volfovi£iaus dvieju� im£iu� homogeni²kumo
kriterijus

Tarkime, kad turime dvi paprast¡sias imtisX = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T ,
gautas stebint nepriklausomus tolydºiuosius a. d. X ∼ F ir Y ∼ G.

Homogeni²kumo hipotez
e: H0 : F (x) = G(x), ∀x ∈ R.

Sura²¦ abi imtis i� vien¡ bendr¡ variacin¦ eilut¦ ir praleid¦ indeksus gausime
sek¡, susidedan£i¡ i² m simboliu� X ir n simboliu� Y . Valdo ir Volfovi£iaus
kriterijus grindºiamas seriju� skai£iumi V min
etoje sekoje.

Jei teisinga homogeni²kumo hipotez
e, tai simboliai X ir Y i²sid
est¦ atsitikti-
nai ir seriju� skai£ius turi tendencij¡ i�gyti reik²mes, artimas vidurkiui E(V |H0).
Jei teisinga alternatyva H3 = H1 ∪H2; £ia

H̄1 : F (x) ≤ G(x), ∃x0 : F (x0) < G(x0),

H̄2 : F (x) ≥ G(x), ∃x0 : F (x0) > G(x0),

tai vienos ru	²ies simboliai turi tendencij¡ koncentruotis vienoje, o kitos ru	²ies
� kitoje variacin
es eilut
es pus
eje, taigi seriju� skai£ius daºniau i�gis maºesnes
reik²mes, negu kad esant teisingai hipotezei.

Valdo ir Volfovi£iaus kriterijus: hipotez
e H0 atmetama ne didesnio uº α
reik²mingumo lygmens kriterijumi, kai V ≤ k; £ia k � didºiausias sveikasis
skai£ius, tenkinantis nelygyb¦

P{V ≤ k|H0} ≤ α.

Jeigu V = v, tai P reik²m
e pv = FV (v) = P{V ≤ v|H0} gali bu	ti surasta
naudojantis (6.2.1) formul
emis. Maºiems m ir n kritin
es reik²m
es yra tabuli-
uotos [7]. Ju� reik²mes taip pat galima rasti naudojant daugum¡ matematin
es
statistikos programu� paketu�.

6.2.3 pavyzdys. Tarkime, kad m = 5, n = 6, N = 5 + 6 = 11. Apskai£iuosime P reik²m¦
kai steb
etos seriju� skai£iaus V yra a) v = 2; b) v = 3; c) v = 4.
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Pasinaudoj¦ (6.2.1), gauname

pv = FV (v) = P{V ≤ v},

P{V = 2} = 2
C0

4C
0
5

C5
11

=
2

462
= 0, 004329, P{V = 3} =

C1
4C

0
5 + C0

4C
1
5

C5
11

=
9

462
= 0, 019481,

P{V = 4} = 2
C1

4C
1
5

C5
11

=
40

462
= 0, 086580. (6.2.3)

Taigi

a) pv = 0, 004329; b) pv = 0, 023810; c) pv = 0, 110390.

Kai m ir n dideli, naudojame (6.2.2) normali¡j¡ aproksimacij¡.

Asimptotinis Valdo ir Volfovi£iaus kriterijus: jei m ir n yra dideli, tai
hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
Zmn ≤ −zα.

Kai N = m + n yra vidutinio didumo sudarant kriteriju� rekomenduojama
naudoti tolydumo patais¡. Paºym
ekime

Z∗mn =


V−EV−0,5√

V V
, if V −EV > 0, 5,

V−EV+0,5√
V V

, if V −EV < −0, 5,

0, if | V −EV |≤ 0, 5.

Asimptotinis Valdo ir Volfovi£iaus kriterijus su tolydumo pataisa:
hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
Z∗mn ≤ −zα.

Jeigu m ir n (m<n) yra vidutinio didumo arba kai santykis m/n yra maºas,
tiksliau aproksimuojama naudojant binomini� skirstini� (ºr. [7]): a. d. V − 2
skirstinys aproksimuojamas binominiu B(N, p) su parametrais

N =
(m+ n− 1)(2mn−m− n)

m(m− 1) + n(n− 1)
, p = 1− 2mn

(m+ n)(m+ n− 1)
. (6.2.4)

Asimptotinis Valdo ir Volfovi£iaus kriterijus naudojant binomin¦ ap-
roksimacij¡: hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α
kriterijumi, kai seriju� skai£ius V yra maºesnis uº atitinkam¡ binominio skirstinio
B(N, p) kritin¦ reik²m¦.

Jeigu V = v, tai asimptotin
e ²io kriterijaus P reik²m
e yra

pva =

v∑
i=0

CiN+2p
i(1−p)N+2−i = I1−p(N+2−v, v+1) = 1−Ip(v+1, N+2−v).

6.2.1 pastaba. Kai alternatyva yra poslinkio, Valdo ir Volfovi£iaus kriterijaus
galia maºesn
e uº Vilkoksono kriterijaus gali¡, tod
el rekomenduotinas Vilkoksono
kriterijus. Ta£iau kai alternatyva yra ir mastelio, ir poslinkio ar dar bendresn
e,
tai Valdo ir Volfovi£iaus kriterijus gali bu	ti priimtinesnis.
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6.2.4 pavyzdys (4.5.1 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 4.5.1 pratimo duomenis Valdo ir Vol-
fovi£iaus kriterijumi patikrinsime hipotez¦, kad fungicidu� naudojimas neturi i�takos medeliu�
sergamumui.

�iuo duomenis jau analizavome naudodami Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso,
Vilkoksono kriterijus.

Im£iu� didumai m = n = 7, N = m+ n = 14.
I²d
est¦ visus steb
ejimus i� vien¡ bendr¡ variacin¦ eilut¦ ir paºym
ej¦ pirmos imties steb
eji-

mus simboliu (A), o antros imties simboliu (B), gauname toki¡ simboliu� sek¡:

AAAAABBAABBBBB

Seriju� skai£ius V = 4. Naudodami paket¡ SPSS gauname P reik²m¦ pv = 0, 025058.
Esant teisingai hipotezei seriju� skai£iaus vidurkis ir dispersija yra

EV =
2mn

m+ n
+ 1 = 8, V V =

2mn(2mn−m− n)

(m+ n)2(m+ n− 1)
= 3, 230769.

Kadangi V −EV = −4 < −0, 5, tai

Z∗m,n =
V −EV + 0, 5
√
V V

= −1, 94722.

Asimptotin
e P reik²m
e pva = Φ(−1, 94722) = 0, 025754. Hipotez
e H0 atmetama, jei kriteri-
jaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,025058.

�iame pavyzdyje Valdo ir Volfovi£iaus kriterijus yra galingesnis uº Kolmogorovo ir Smir-

novo dvieju� im£iu� kriteriju�, ta£iau maºiau galingas, negu Kramero ir Mizeso arba Vilkoksono

kriterijai.

6.3. Maknemaros kriterijus

Pateiksime ºenklu� kriterijaus modi�kacij¡, kai imtys priklausomos.
Tarkime, marginalieji a. v. (Xi, Yi)

T , i = 1, . . . , n, koordina£iu� skirstiniai
yra Bernulio, t. y.

Xi ∼ B(1, pi1), Yi ∼ B(1, pi2), pi1 = P{Xi = 1}, pi2 = P{Yi = 1};

£ia a. d. Xi ir Yi i�gyja reik²m¦ 1, kai tam tikras i�vykis A i�vyksta, ir reik²m¦ 0
prie²ingu atveju.

Homogeni²kumo hipotez
e:

H0 : pi1 = pi2 su visais i = 1, . . . , n.

Homogeni²kumo hipotezei tikrinti galima naudoti modi�kuot¡ji� Frydmano
kriteriju� (atvejis k = 2), grindºiam¡ statistika S∗F (ºr. (5.9.6)). Matysime, kad ²i�
kriteriju� galima suformuluoti ne rangu�, o a. d. Xi, Yi terminais. Taip uºra²ytas
modi�kuotasis Frydmano kriterijus vadinamas Maknemaros kriterijumi. Nors
formaliai ºiu	rint ²is kriterijus yra parametrinis, ta£iau yra nusistov
ejusi tradicija
ji� priskirti neparametriniu� kriteriju� klasei.

Pateiksime tipines situacijas, kuriomis naudojamas ²is kriterijus.

6.3.1 pavyzdys. Tarkime, kad prie² rinkimu� debatus n i�vairiu� visuomen
es sluoksniu� ºmoniu�
papra²yta atsakyti i� klausim¡: �ar Ju	s balsuosite uº kandidat¡ N?� Po debatu� tu� pa£iu� ºmoniu�
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pra²oma dar kart¡ atsakyti i� t¡ pati� klausim¡. Reikia nuspr¦sti, ar ºmoniu� nuomon
e pakito.
I�vykis A yra

A = {a² balsuosiu uº kandidat¡ N},
pi1 = P{Xi1 = 1} ir pi2 = P{Xi2 = 1}

tikimyb
es, kad atitinkamai prie² debatus ir po ju� i-asis apklausos dalyvis numato balsuoti uº
kandidat¡ N .

6.3.2 pavyzdys. Tiriamas galvos skausm¡ maºinan£iu� vaistu� efektyvumas. Apie kiekvien¡
i² dvieju� vaistu� tie patys i�vairaus amºiaus asmenys atsako i� klausim¡: �Ar vaistas palengvina
galvos skausm¡?� Norima i�sitikinti, ar abu vaistai vienodai efektyvu	s. �iuo atveju i�vykis

A = {galvos skausmas palengv
ejo},

o pi1 ir pi2 yra tikimyb
es, kad i-asis apklausos dalyvis mano, jog atitinkamai pirmasis ir

antrasis vaistas palengvina galvos skausmus.

Nagrin
esime alternatyv¡

H3 = H1 ∪H2;

£ia

H1 : pi1 ≤ pi2 su visais i = 1, . . . , n, egzistuoja i0, kad pi01 < pi02,

H2 : pi1 ≥ pi2 su visais i = 1, . . . , n, egzistuoja i0, kad pi01 > pi02.

6.3.1 teorema. Hipotez
e H0 ekvivalenti tvirtinimui

P{Xi = 1, Yi = 0} = P{Xi = 0, Yi = 1} su visais i = 1, . . . , n.

Alternatyvos H1 ir H2 ekvivalen£ios analogi²kam tvirtinimui, pakei£iant lygyb¦
atitinkamomis nelygyb
emis.

I�rodymas. Nagrin
ekime s¡lygines tikimybes

γi = P{Yi = 1|Xi = 1} ir βi = P{Yi = 0|Xi = 0}.

Tada pagal pilnosios tikimyb
es formul¦

pi2 = P{Xi = 1} = γipi1 + (1− βi)(1− pi1).

Taigi lygyb
e pi1 = pi2 ekvivalenti tvirtinimui

(1− γi)pi1 = (1− βi)(1− pi1)⇔ P{Yi = 0|Xi = 1}P{Xi = 1} =

P{Yi = 1|Xi = 0}P{Xi = 0} ⇔ P{Xi = 1, Yi = 0} = P{Xi = 0, Yi = 1}.

Antroji teoremos dalis i�rodoma analogi²kai, kei£iant lygyb¦ atitinkamomis ne-
lygyb
emis. N

Remiantis teorema pakanka nagrin
eti tik tuos objektus, kuriems pirmojo ir
antrojo bandymo rezultatai yra skirtingi, t. y. i�vyko i�vykis

{Xi = 1, Yi = 0} ∪ {Xi = 0, Yi = 1}.
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Kai hipotez
e teisinga

P{Xi = 1, Yi = 0|{Xi = 1, Yi = 0} ∪ {Xi = 0, Yi = 1}} =

P{Xi = 0, Yi = 1|{Xi = 1, Yi = 0} ∪ {Xi = 0, Yi = 1}} = 0, 5.

Tod
el kriterijus sudaromas taip: paºym
ekime Ukl skai£iu� tokiu� objektu�, kuriems

(Xi, Yi) = (k, l), k, l = 0, 1; U00 + U01 + U10 + U11 = n.

Steb
ejimo rezultatus galime sura²yti i� 6.3.1 lentel¦.

6.3.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

k/l 0 1
0 U00 U01 U0.

1 U10 U11 U1.

U.0 U.1 n

Remdamiesi teorema ir diskusija po jos, sudarydami kriteriju� naudojame tik
m = U10 + U01 objektu� steb
ejimus.

Esant teisingai hipotezei H0 s¡lyginis statistikos U10 skirstinys, kai m =
U10 + U01 �ksuotas, yra binominis B(m, 1/2). Taigi ²is skirstinys yra lygiai
toks pat kaip ºenklu� kriterijaus statistikos S1, imant n = m.

Maknemaros kriterijus: homogeni²kumo hipotez
e, kai alternatyva dvipus
e,
yra atmetama ne didesnio uº α reik²mingumo lygmens kriterijumi, kai

U10 ≤ c1 arba U10 ≥ c2, (6.3.1)

£ia c1 yra didºiausias sveikasis skai£ius, tenkinantis nelygyb¦

P{U10 ≤ c1} =

c1∑
k=0

Ckm(1/2)m = 1−I0,5(c1+1,m−c1) = I0,5(m−c1, c1+1) ≤ α/2,

o c2 minimalus sveikasis skai£ius, tenkinantis nelygyb¦

P{U10 ≥ c2} =

m∑
k=c2

Ckm(1/2)m = I0,5(c2, m− c2 + 1) ≤ α/2.

Jei u yra steb
etoji statistikos U10 reik²m
e, tai P reik²m
e (ºr. 1.4 skyreli�) yra

pv = 2 min(FU10
(u), 1− FU10

(u)).

Remdamiesi 6.1.1 skyrelio rezultatais, gauname

Q2 =
(U10 − U01)2

U10 + U01

d→ χ2(1), kai m→∞.
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Asimptotinis Maknemaros kriterijus: jei m yra didelis, tai hipotez
e H0

atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Q2 > χ2
α(1). (6.3.2)

Vidutin
ems m reik²m
ems chi kvadrato skirstiniu geriau aproksimuojama modi-
�kuota statistika, gaunama atsiºvelgiant i� tolydumo patais¡:

Q∗2 =
(|U10 − U01| − 1)2

U10 + U01
.

Asimptotinis Maknemaros kriterijus su tolydumo pataisa: jei m yra
didelis, tai hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kri-
terijumi, kai

Q∗2 > χ2
α(1). (6.3.3)

6.3.3 pavyzdys. (6.3.1 pavyzdºio t¦sinys). Tarkime, prie² debatus 1 000 rink
eju� buvo
uºduotas klausimas: �Ar Ju	s balsuosite uº kandidat¡ N?� Po debatu� tiems patiems rink
ejams
v
el buvo uºduotas tas pats klausimas. Rezultatai pateikti lentel
eje.

0 1
∑

0 421 115 536
1 78 386 464∑

499 501 1000

Gauname m = U10 + U01 = 193, U10 = 78 ir pv = P{U10 ≤ 78|p = 0, 5} = 0, 00938.

Hipotez
e atmestina.

6.3.4 pavyzdys. Dviem skirtingais klasi�katoriais suskirstoma 500 objektu� i� dvi grupes. Pir-
masis neteisingai suklasi�kavo 80 objektu�, o antrasis � 60 objektu�. Kartais apie klasi�katoriu�
kokyb¦ sprendºiama tiesiog palyginant klaidu� daºnius. Ta£iau kadangi klasi�kuojami tie
patys objektai, tai steb
ejimai yra priklausomi ir toks palyginimas n
era korekti²kas. �iam
tikslui reik
etu� naudoti Maknemaros kriteriju�.

Tarkime, papildomai yra ºinoma, kad abu klasis�katoriai teisingai suklasi�kavo tuos pa£ius

U00 = 400 objektu� ir klaidingai suklasi�kavo tuos pa£ius U11 = 40 objektu�. Hipotez
e, kad

antrasis klasi�katorius geresnis, gali bu	ti suformuluota kaip parametrin
e hipotez
e H : p = 0, 5,

kai alternatyva vienpus
e H̄ : p < 0, 5 d
el binominio skirstinio tikimyb
es. Eksperimentu�

skai£iumi reikia imti m = U10 + U01 = 60, o dominan£io i�vykio i�vykimu� skai£ius U10 =

20. Gauname P reik²m¦ pv = P{U10 ≤ 20} = 0, 0067. Pagal normali¡j¡ aproksimacij¡ su

tolydumo pataisa gauname pva = 1 − Φ(2, 4529) = 0, 0071. Darome i²vad¡, kad antrasis

klasi�katorius yra geresnis.

6.3.5 pavyzdys. 10 ekspertu� tikrina dvieju� tipu� produktus ir padaro i²vadas: atitinka stan-
dart¡ ar jo neatitinka. Reikia patikrinti hipotez¦, kad abu produktai yra vienodos kokyb
es.
Gauti rezultatai pateikti lentel
eje (1 � produktas atitinka standart¡; 0 � neatitinka).

Ekspertas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pirmasis tipas 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0
Antrasis tipas 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1

Gauname:

U10 = 1, U01 = 4, U10 − U01 = −3, m = U10 + U01 = 5.

Maknemaros kriterijus suvedamas i� hipotez
es H : p = 1/2 d
el binominio skirstinio tikimyb
es
reik²m
es grindºiam¡ s
ekmiu� skai£iumi U10, kai Bernulio eksperimentu� skai£ius yra m.
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Dvipusio kriterijaus atveju P reik²m
e yra

pv = 2 min(FU10
(1), 1− FU10

(0)).

Kadangi

FU10 (0) =
1

25
C0

5 =
1

32
, FU10

(1) =
1

25
(C0

5 + C1
5 ) =

3

16
,

gauname pv = 3
16

= 0, 1875.
Pagal asimptotini� Maknemaros kriteriju� gauname Q = 9

5
= 1, 8 ir

pva = 1− Fχ2
1
(1, 8) = 0, 1797.

Abiem atvejais atmesti hipotez¦ n
era pagrindo, nes P reik²m
e n
era maºa.

6.4. Kochrano kriterijus

Apibendrinsime Maknemaros kriteriju� tuo atveju, kai stebimo a. v. dimensija
k > 2.

Tarkime, kad stebimi nepriklausomi a. v. (Xi1, . . . , Xik)T , i = 1, . . . , n, kuriu�
marginalieji skirstiniai yra Bernulio:

Xi1 ∼ B(1, pi1), . . . , Xik ∼ B(1, pik); pi1 = P{Xi1 = 1}, . . . , pik = P{Xik = 1};

£ia bet kuris a. d. Xi1 i�gyja reik²m¦ 1, jei i�vyksta tam tikras i�vykis A, ir reik²m¦
0, jei i�vykis A nei�vyksta.

Visus steb
ejimus Xij sura²ykime i� 6.4.1 lentel¦.

6.4.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

i j 1 2 . . . k Σ
1 X11 X12 . . . X1k X1.

2 X21 X22 . . . X2k X2.

. . . . . . . . . . . . . . . .
n Xn1 Xn2 . . . Xnk Xn.

Σ X.1 X.2 . . . X.k

�ioje lentel
eje naudojami ºym
ejimai:

Xi. =

k∑
j=1

Xij , i = 1, ..., n, ir X.j =

n∑
i=1

Xij , j = 1, ..., k.

Homogeni²kumo hipotez
e:

H0 : pi1 = ... = pik, su visais i = 1, . . . , n. (6.4.1)

Pateiksime kelet¡ tipiniu� situaciju�, kai reikia tikrinti tokio tipo hipotez¦.

6.4.1 pavyzdys. Tarkime, jog k skirtingais metodais nustatoma, kad virus¡ turi n i�vairaus
amºiaus individu�. Naudojant j-¡ji� metod¡ i-ajam individui gaunamas vienas i² dvieju� rezultatu�:
Xij = 1 (i�vyksta i�vykisA = {virusas rastas}) arbaXij = 0 (i�vyksta i�vykis Ā = {viruso nerasta}).
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Reikia patikrinti hipotez¦, kad visi k metodai yra ekvivalentu	s. �iame pavyzdyje pij yra
tikimyb
e, kad j-uoju metodu virusas surastas i-ajam individui.

6.4.2 pavyzdys. Lyginamas galvos skausm¡ raminan£iu� k vaistu� efektyvumas n pacientams,
kuriu� profesijos gali bu	ti skirtingos. Kiekvienam pacientui pateikiami klausimai: �Ar j-ojo tipo
vaistas palengvina galvos skausm¡?�, j = 1, 2, ..., k. Jei j-asis vaistas (j = 1, ..., k) palengvina
galvos skausm¡ i-ajam individui, tai kintamasis Xij i�gyja reik²m¦ 1, antraip jis i�gyja reik²m¦
0. Reikia patikrinti hipotez¦, kad visu� k vaistu� efektyvumas vienodas. �iuo atveju i�vykis
A yra {galvos skausmas palengv
eja}, ir pij yra tikimyb
e, kad i-ajam individui j-asis vaistas
palengvina galvos skausm¡.

6.4.3 pavyzdys. De²imt ekspertu� tikrina 4 tipu� produktus ir �atitinka standartui� (kintama-

sis i�gijo reik²m¦ 1) arba �neatitinka standartui� (kintamasis i�gijo reik²m¦ 0. Reikia patikrinti

hipotez¦, kad visu� tipu� produktai vienodos kokyb
es.

Hipotez
es H0 alternatyva:

H1 : egzistuoja i, j, l : pij 6= pil.

Jeigu a. d. Xij skirstiniai nepriklauso nuo indeksu� i, t. y. pij = pj su visais
i = 1, ..., n, tai alternatyva i�gauna paprastesni� pavidal¡:

H1 : egzistuoja j, l : pj 6= pl.

Kochrano kriterijus sudaromas taip. Jei teisinga hipotez
eH0, tai a. d. X.1, ..., X.k

yra vienodai pasiskirst¦, taigi skirtumai X.j − X̄ i�gyja artimas 0 reik²mes; £ia

X̄ =
1

k

k∑
j=1

X.j .

Skirtumu� X.j − X̄ sklaid¡ apie 0 apibu	dina

k∑
j=1

(X.j − X̄)2 =

k∑
j=1

X2
.j − kX̄2.

�i statistika proporcinga Kochrano statistikai:

Q =
k(k − 1)

(∑k
j=1X

2
.j − kX̄2

)
k
∑n
i=1Xi. −

∑n
i=1X

2
i.

. (6.4.2)

6.4.1 pastaba. Kochrano statistika sutampa su modi�kuot¡ja Frydmano statis-
tika (5.9.6).

I² tikru�ju�, kadangi Xij i�gyja tik dvi reik²mes: 1 arba 0, tai kiekvienoje
eilut
eje yra tiktai viena arba dvi sutampan£ios duomenu� grup
es. Jei grup
es dvi,
tai ki = 2, o grupiu� dydºiai yra ti1 = Xi. ir ti2 = k − Xi. Jei grup
e viena, tai
ki = 1, o jos dydis ti1 = k.
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Jei ki = 1, tai Ti = k3 − k. Jei ki = 2, tai

Ti =

2∑
j=1

(t3ij−tij) = X3
i.+(k−Xi.)

3−(Xi.+(k−Xi.)) = k(3X2
i.−3kXi.+k

2−1).

Abiem atvejais Ti = k(3X2
i. − 3kXi. + k2 − 1), nes jei ki = 1, tai Xi. = 0 arba

Xi. = k. Taigi

Ti = k(3 ·02−3k ·0+k2−1) = k3−k ir Ti = k(3k2−3kk+k2−1) = k3−k.

Tod
el

1− 1

n(k3 − k)

n∑
i=1

Ti =
3

n(k2 − 1)
(k

n∑
i=1

Xi −
n∑
i=1

X2
i ). (6.4.3)

Surikiav¦ lentel
es 6.4.1 i-¡j¡ eilut¦ gausime, kad k −Xi. nuliukai yra pozicijose
nuo 1 iki k −Xi., o vienetukai tolimesn
ese pozicijose iki Xi..

Jei Xij = 0, tai

Rij =
1 + 2 + · · ·+ (k −Xi.

k −Xi.
= (k −Xi. + 1)/2.

Jei Xij = 1, tai

Rij =
(k −Xi.) + (k −Xi. + 1) + · · ·+ k

Xi.
= k/2 + (k −Xi. + 1)/2.

Taigi

k∑
j=1

R2
.j =

k∑
j=1

(
1

2

n∑
i=1

(k −Xi. + 1) +
k

2
X.j)

2 =

k∑
j=1

(
k

2
(X.j − X̄) + n

k + 1

2
)2

=
k2

4

k∑
j=1

(X.j − X̄)2 +
n2k(k + 1)2

4
.

Gauname

SF =
12

k(k + 1)n

k∑
j=1

R2
·j − 3n(k + 1) =

3k

n(k + 1)

k∑
j=1

(X.j − X̄)2.

Remdamiesi (5.9.6) ir SF apibr
eºimu, turime

S∗F =
SF

1− 1
n(k3−k)

∑n
i=1 Ti

=
k(k − 1)

(∑k
j=1X

2
.j − kX̄2

)
k
∑n
i=1Xi. −

∑n
i=1X

2
i.

= Q.

Kochrano kriterijus: hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo lygmens ne di-
desnio uº α kriterijumi, kai Q ≥ Qα; £ia Qα yra maºiausias realus skai£ius c,
tenkinantis nelygyb¦ P{Q ≥ c|H0} ≤ α.
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Kriterijaus P reik²m
e yra pv = P{Q ≥ q}; £ia q yra statistikos Q realizacija.

Jeigu n yra didelis, tai remiantis 5.9.2 teorema Kochrano statistikos skirstinys
aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su k − 1 laisv
es laipsniu.

Asimptotinis Kochrano kriterijus: jei n yra didelis, tai hipotez
e H0 at-
metama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Q > χ2
α(k − 1). (6.4.4)

6.4.4 pavyzdys. 10 ekspertu� vertina 4 tipu� produktu� kokyb¦ ir padaro i²vadas �atitinka stan-
dart¡� (kintamojo reik²m
e 1) arba �neatitinka standarto� (kintamojo reik²m
e 0). Duomenys
sura²yti i� 6.4.2 lentel¦.

6.4.2 lentel
e. Statistiniai duomenys

i j 1 2 3 4 Xi.
1 1 1 1 0 3
2 1 1 1 0 3
3 0 1 0 1 2
4 0 0 1 1 2
5 1 1 0 0 2
6 1 1 1 0 3
7 1 1 1 0 3
8 0 0 0 1 1
9 1 1 0 0 2
10 0 1 0 1 2
X.j 6 8 5 4 23

Reikia patikrinti hipotez¦, kad visu� tipu� produktai yra vienodos kokyb
es. �iame pavyzdyje
k = 4, n = 10,

10∑
i=1

X2
i. = 4 · 32 + 5 · 22 + 12 = 57,

4∑
j=1

X2
.j = 62 + 82 + 52 + 42 = 141,

4∑
j=1

X.j =
10∑
i=1

Xi. = 23, X̄ =
23

4
= 5, 75,

Q =
k(k − 1)

(∑k
j=1X

2
.j − kX̄2

)
k
∑n
i=1Xi. −

∑n
i=1X

2
i.

=
4 · 3(141− 4 · 5, 752)

4 · 23− 57
= 3.

Naudodami SPSS paket¡ gauname P reik²m¦ pv = 0, 466732. Asimptotin
e P reik²m
e pva =

P{χ2
3 > 3} = 0, 391625. Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

6.4.2 pastaba. Maknemaros kriterijus yra atskiras atvejis Kochrano kriteri-
jaus, kai k = 2.

I² tikru�ju�, jei k = 2, tai

Xi. =

 0, kai Xi1 = 0, Xi2 = 0,
1, kai Xi1 = 1, Xi2 = 0 arba Xi1 = 0, Xi2 = 1,
2, kai Xi1 = 1, Xi2 = 1.

Taigi galioja tokie 6.3.1 ir 6.4.2 lenteliu� duomenu� ry²iai:
n∑
i=1

Xi. = X1. +X2. = U10 + U01 + 2U11,

n∑
i=1

X2
i. = U10 + U01 + 4U11.
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Gauname, kad (6.4.2) vardiklis yra

2

n∑
j=1

Xj. −
n∑
j=1

X2
j. = U10 + U01,

o skaitiklis

X2
.1 +X2

.2 − 2X̄2 = X2
.1 +X2

.2 −
1

2
(X.1 +X.2)2 =

(X.1 −X.2)2

2
=

(U10 − U01)2

2
,

I�stat¦ i� statistikos Q i²rai²k¡ (6.4.3), gauname

Q =
(U10 − U01)2

U10 + U01
,

o tai ir yra Maknemaros kriterijaus statistika.

6.5. Specialieji suderinamumo kriterijai

Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X, kurio pa-
siskirstymo funkcija F priklauso neparametrinei ²eimai F . Nagrin
esime sud
etines
suderinamumo hipotezes.

Sud
etin
e suderinamumo hipotez
e:

H0 : F ∈ F0 = {F0(x|θ),θ ∈ Θ ⊂ Rs} ⊂ F , (6.5.1)

£ia F0(x|θ) yra ºinoma specialaus pavidalo pasiskirstymo funkcija, priklausanti
nuo neºinomo baigtin
es dimensijos parametro θ ∈ Θ.

Specialiais ²eimu� F0 atvejais kartais pavyksta rasti tokias statistikas, kuriu�
skirstiniai esant teisingai hipotezei H0 nepriklauso nuo neºinomu� parametru�
ir tam tikra prasme apibu	dina ²eim¡ F0. Tokias statistikas galima panaudoti
sudarant kriterijus sud
etin
ems suderinamumo hipotez
ems tikrinti.

Bu	tent taip sudaryti modi�kuotasis chi kvadrato, modi�kuotieji Neimano ir
Bartono, Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso ir Anderseno ir Darlingo
kriterijai (ºr. 2.3, 3.5, 4.4 skyrelius) tikrinti hipotezes d
el skirstinio priklausymo
specialioms poslinkio ir mastelio ²eimoms (normalusis, logistinis, ekstremaliu�
reik²miu�, Ko²i skirstiniai), bei specialioms mastelio ir laipsnio ²eimoms (lognor-
malusis, Veibulo, loglogistinis skirstiniai).

�iame skyrelyje pateikiame dar kelet¡ tokio tipo kriteriju�.

6.5.1. Normalusis skirstinys

Tarkime, kad F0 yra normaliu�ju� skirstiniu� ²eima {N(µ, σ2),−∞ < µ <∞, 0 <
σ <∞}.

1. Kriterijai grindºiami empiriniu� momentu� funkcijomis. Normaliojo
a. d. X ∼ N(µ, σ2) asimetrijos ir eksceso koe�cientai lygu	s 0:

γ1 = E(X − µ)3/σ3 = 0, γ2 = E(X − µ)4/σ4 − 3 = 0. (6.5.2)
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Pirmasis centrinis absoliutinis momentas

γ3 =
E|X − µ|

σ
=

√
2

π
.

Asimetrijos ir eksceso koe�cientu� empiriniai analogai yra

g1 = m3/m
3/2
2 , g2 = m4/m

2
2 − 3, mk =

1

n

n∑
j=1

(Xj − X̄)k, k = 2, 3, 4,

(6.5.3)
o parametro γ3 empirinis analogas

g3 =
1

n

n∑
j=1

|Xj − X̄|/
√
m2. (6.5.4)

Atsitiktinio dydºio Y = (X − µ)/σ, o ir statistiku� gj skirstiniai nepriklauso
nuo neºinomu� parametru� µ ir σ. Jeigu g1, g2 arba g3 daug skiriasi atitinkamai
nuo γ1 = 0, γ2 = 0 arba γ3 =

√
2/π, tai hipotez¦ H0 reik
etu� atmesti.

Tiksliau tikriname hipotezes

H1 : γ1 = 0, H2 : γ2 = 0, H3 : γ3 =
√

2/π,

kad stebimo dydºio parametrai γj yra tokie kaip normaliojo skirstinio.

Kriterijai grindºiami empiriniu� momentu� funkcijomis: hipotez
e Hj at-
metama, kai gj < c1j arba gj > c2j ; £ia c1j ir c2j yra statistikos gj , j = 1, 2, 3,
atitinkamai (1−α/2) ir α/2 kritin
es reik²m
es. Kaip specialu	s normali²kumo kri-
terijai pirmieji du buvo pasiu	lyti D'Agostinjo [10]; tre£iasis pasiu	lytas Geri [12].
Literatu	roje kriterijai grindºiami statistikomis g1 ir g2 vadinami D'Agostinjo
kriterijais, o kriterijus, grindºiamas statistika g3, � Geri kriterijumi.

Nedideliems n statistiku� gj kritin
es reik²m
es yra tabuliuotos (ºr. [7]); ju�
reik²mes taip pat galima rasti naudojant kai kuriuos matematin
es statistikos
paketus, arba modeliuojant.

Kai n yra didelis, statistiku� gj skirstiniai aproksimuojami normaliuoju skirs-
tiniu.

Statistiku� vidurkiai ir dispersijos yra

Eg1 = 0, Eg2 = − 6

n+ 1
, Eg3 =

2Γ((n+ 1)/2)√
π(n− 1)Γ(n/2)

,

V (g1) =
6(n− 2)

(n+ 1)(n+ 3)
, V (g2) =

24n(n− 2)(n− 3)

(n+ 1)2(n+ 3)(n+ 5)
.

V (g3) =
1

n

{
1 +

2

π
[
√
n(n− 2) + arcsin

1

n− 1
]

}
− n− 1

π

[
Γ((n+ 1)/2)

Γ(n/2)

]2

.

Asimptotinis kriterijus hipotez
ems Hj tikrinti: jei n yra didelis, tai
hipotez
e Hj atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

|ḡj | =
|gj −Egj |√
V (gj)

> zα/2, j = 1, 2, 3. (6.5.5)
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6.5.1 pastaba. Pateiktus kriterijus reik
etu� interpretuoti kaip nukrypimu� nuo
normaliojo skirstinio kriterijus. Jeigu hipotez
es H1, H2 arba H3 atmetamos,
tai tuo labiau reikia atmesti normalumo hipotez¦. �iu� hipoteziu� pri
emimas
nerei²kia, kad skirstinys yra normalusis, nes egzistuoja skirtingi nuo normaliojo
skirstiniai, turintys tokius pa£ius parametrus γj , j = 1, 2, 3.

6.5.2 pastaba. Nustatyta, kad statistikos g2 skirstinio konvergavimas i� norma-
lu�ji� yra kur kas l
etesnis negu kitu� dvieju� statistiku�.

6.5.1 pavyzdys. (2.4.2 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 2.4.2 pratimo duomenis, naudodami
kriterijus, grindºiamus empiriniu� momentu� funkcijomis, patikrinsime hipotezes, kad stebimojo
a. d. skirstinys yra a) normalusis; b) lognormalusis.

a) Randame ḡ1 = 4, 0697; ḡ2 = 2, 7696; ḡ3 = −0, 4213. Atitinkamos asimptotin
es P
reik²m
es yra 4, 711̇0−5; 0, 0056; 0, 6735. Remiantis kriterijais, grindºiamais empiriniais asimetri-
jos ir eksceso koe�cientais, normalumo hipotez
e atmetama.

b) Atlik¦ transformacij¡ Yi = lnXi, i = 1, ..., 49, randame ḡ1 = −1, 8692; ḡ2 = 0, 2276;

ḡ3 = 0, 8915 ir atitinkamos asimptotin
es P reik²m
es yra 0, 0616; 0, 8200; 0, 3727. Jei parinktas

reik²mingumo lygmuo α = 0, 05, tai n
e vienas i² pateiktu� kriteriju� hipotez
es neatmeta.

Kartais naudojama modi�kuota D'Agostinjo statistika

T = n

(
g2

1

6
+

(g2 − 3)2

24

)
,

kurios skirstinys aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su 2 laisv
es laipsniais.
Hipotez
e H0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
T > χ2

α(2).

2. Sarkadi kriterijus

Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2). Paºym
e-
kime

Yj = Xj+1 −
1

1 +
√
n
X1 −

n

n+
√
n
X̄, j = 1, ..., n− 1.

Tada a. d. Y1, ..., Yn−1 (ºr. 6.9 pratim¡) yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi
a. d. Yj ∼ N(0, σ2). Apibr
eºkime a. d.

Zj =
Yj√

1
n−j−1 (Y 2

j+1 + ...+ Y 2
n−1)

, j = 1, ..., n− 2,

kurie yra nepriklausomi ir turi Stjudento skirstinius: Zj ∼ S(n − j − 1), j =
1, ..., n− 2 (ºr. 6.10 pratim¡).

Paºym
ekime S(x|ν) Stjudento skirstinio su ν laisv
es laipsniu� pasiskirstymo
funkcij¡. Tada atsitiktiniai dydºiai Uj = S(Zj |n − j − 1), j = 1, ..., n − 2, yra
nepriklausomi ir vienodai tolygiai pasiskirst¦ intervale [0, 1], t. y. U1, ..., Un−2

yra didumo n− 2 paprastoji imtis a. d. U ∼ U(0, 1).
Tikrinsime hipotez¦ H∗0 , kad (U1, ..., Un−2)T yra paprastoji imtis a. d. U ∼

U(0, 1). �i¡ hipotez¦ galima tikrinti naudojant bet kuri� paprastosios suderina-
mumo hipotez
es tikrinimo kriteriju�: Pirsono chi kvadrato, Neimano ir Bartono,
Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo ir pan.
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Jeigu hipotez
e H∗0 atmetama, tai normalumo hipotez¦ taip pat reikia at-
mesti.

6.5.3 pastaba. Apibr
eºiant a. d. Yj vietoje X1 galima imti bet kuri� Xm, kai
m �ksuotas. Jeigu alternatyva poslinkio, tai natu	ralu imti m = 1 arba m = n.
Jeigu ºinoma, kad momentu s eksperimento s¡lygos gal
ejo pakisti, tai natu	ralu
imti m = s.

6.5.2 pavyzdys. (2.4.2 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 2.4.2 pratimo duomenis, naudodami
Sarkadi kriteriju�, patikrinsime hipotezes, kad stebimojo a. d. skirstinys yra a) normalusis;
b)lognormalusis.

a) Atlik¦ nurodytas transformacijas gauname imti� Z1, ..., Z47, kuri esant teisingai hipotezei
yra paprastoji imtis a. d. Z ∼ U(0, 1). Tikrindami paprast¡j¡ hipotez¦ H : Z ∼ U(0, 1)
Pirsono chi kvadrato kriterijumi ir parink¦ k = 8 vienodu� tikimybiu� intervalus, gauname
a. d. X2

n realizacij¡ 14,9149 ir asimptotin¦ P reik²m¦ pva = P{χ2
7 > 14, 9149} = 0, 0107.

Normalumo hipotez
e atmestina. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir
Darlingo statistikos i�gijo reik²mes 0,1508, 0,2775, 1,7396, ir joms atitinka P reik²m
es 0,2203,
0,1621, 0,1299. �ie kriterijai normalumo hipotez
es neatmeta.

b) Per
ej¦ prie logaritmu� ir paskui atlik¦ nurodytas transformacijas gauname imti� Z1, ..., Z47,

kuri esant teisingai hipotezei yra paprastoji imtis a. d. Z ∼ U(0, 1). Tikrindami paprast¡j¡

hipotez¦ H : Z ∼ U(0, 1) Pirsono chi kvadrato kriterijumi ir parink¦ k = 8 vienodu� tikimybiu�

intervalus, gauname a. d. X2
n realizacij¡ 1,8936 ir asimptotin¦ P reik²m¦ pva = P{χ2

7 >

1, 8936} = 0, 8637. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso, Anderseno ir Darlingo

statistikos i�gijo reik²mes 0,1086, 0,0999, 0,6934 ir joms atitinka P reik²m
es 0,6364, 0,5854,

0,5644. Visi kriterijai lognormalumo hipotez
es neatmeta.

3. �apiro ir Vilkso kriterijus.

Tarkime, kad X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis absoliu£iai tolydºiojo
a. d. su vidurkiu µ = EXi ir dispersija V (Xi) = σ2.

Nepaslinktieji parametru� µ ir σ2 i�vertiniai yra

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2.

Esant normaliajam skirstiniui kvadratinis nuokrypis σ gali bu	ti i�vertintas ir
kitokiu bu	du.

Paºym
ekime X(·) = (X(1), . . . , X(n))
T poziciniu� statistiku� vektoriu�.

Tegu Z(i) = (X(i) − µ)/σ. Kai hipotez
e teisinga, Z(i) yra standartinio nor-
maliojo skirstinio i-oji pozicin
e statistika ir a. v.

Z(·) = (Z(1), ..., Z(n))
T

skirstinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru� µ ir σ.
Paºym
ekime

m = (m(1), ...,m(n))
T ir Σ = [σij ]n×n,

atsitiktinio vektoriaus Z(·) vidurki� ir kovariaciju� matric¡, kurie nepriklauso nuo
neºinomu� parametru� µ ir σ esant teisingai hipotezei H0.
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Tegu

θ = (µ, σ)T , C =
(

1 |m
)

=

(
1 ... 1

m(1) ... m(n)

)T
Remdamiesi lygyb
emis X(i) = µ + σZ(i) gauname, kad a. v. X(·) vidurkis ir
kovariacin
e matrica turi toki� pavidal¡:

EX(·) = Cθ, V = σ2Σ.

Turime tiesini� modeli�, i² kurio maºiausiu�ju� kvadratu� metodu galime i�vertinti
neºinomus parametrus:

θ̂ = BX(·), B = (CTΣ−1C)−1CTΣ−1 =

(
c1 ... cn
a1 ... an

)
.

Turime

σ̂ =

n∑
i=1

aiX(i), σ̂2 = (

n∑
i=1

aiX(i))
2,

£ia vektorius a = (a1, ..., an)T turi toki� pavidal¡

a =
Σ−1m

mTΣ−1Σ−1m
, aTa =

n∑
i=1

a2
i = 1.

Reikia paºym
eti, kad BC = E, £ia E yra 2 × 2 vienetin
e matrica, taigi∑n
i=1 ci = 1,

∑n
i=1 ai = 0.

�apiro ir Vilkso kriterijus grindºiamas statistika W , kuri proporcinga san-
tykiui σ̂2/S2

n dvieju� parametro σ2 i�vertiniu�:

W =

(∑n
i=1 aiX(i)

)2∑n
i=1(Xi − X̄n)2

.

Remdamiesi lygyb
emis X(i) = µ+σZ(i) ir
∑n
i=1 ai = 0 gauname, kad statistikos

W skirstinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru�, kai tikrinamoji hipotez
e
teisinga.

Kai normalumo hipotez
e teisinga, tai du dispersijos i�vertiniai yra artimi.
Prie²ingu atveju ²ie i�vertiniai daºniau i�gyja tolimas reik²mes.

�apiro ir Vilkso kriterijus: normalumo hipotez
e atmetama reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai W < c1, £ia c1 yra maksimalus realus skai£ius, ten-
kinantis nelygyb¦ P{W < c1|H0} ≤ α.

Daugelyje matematin
es statistikos programu� paketu� yra numatyta rasti koe-
�cientus ai ir statistikos W kritines reik²mes radimas.

6.5.3 pavyzdys. (2.4.2 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 2.4.2 pratimo duomenis, naudodami
�apiro ir Vilkso kriteriju�, patikrinsime hipotezes, kad stebimojo a. d. skirstinys yra a) nor-
malusis; b) lognormalusis.

a) Naudodami SPSS programu� paket¡ gauname W = 0, 8706 ir P reik²m
e pv < 0, 0001.
Normalumo hipotez
e atmetama.

b) Per
ej¦ prie logaritmu� lnXi ir naudodami SPSS programu� paket¡ gaunameW = 0, 9608

ir P reik²m
e pv = 0, 1020. Lognormalumo hipotez
e neatmetama.
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6.5.2. Eksponentinis skirstinys

Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis absoliu£iai tolydºiojo a. d. X su pasiskirs-
tymo funkcija F ir tankio funkcija f .

Eksponenti²kumo hipotez
e: H0 : X ∼ E(λ), λ > 0.

Esant teisingai hipotezei a. d. X pasiskirstymo funkcija yra F (x) = 1 −
e−λx, x ≥ 0.

Pateiksime hipotez
es H0 tikrinimo kriterijus, kurie tinka ir cenzu	ruotiems
duomenims, kai stebima tik r pirmu�ju� poziciniu� statistiku�, taip pat kriterijus,
kurie pritaikomi tik pilnoms imtims.

Pirmu�ju� poziciniu� statistiku� vektoriaus (X(1),X(2), ... ,X(r))
T tankio funkcija

turi toki� pavidal¡

fX(1),...,X(r)
(x1, ..., xr) =

n!

(n− r)!
(1− F (xr))

n−r f(x1), ..., f(xr). (6.5.6)

Ji apibr
eºta srityje Qr = {(x1, ..., xr) : −∞ < x1 ≤ ... ≤ xr < +∞}.

Atskiru eksponentinio skirstinio atveju

fX(1),...,X(r)
(x1, ..., xr) =

n!

(n− r)!
λre
−λ(

r∑
i=1

xi+(n−r)xr)
, 0 ≤ x1 ≤ ... ≤ xr < +∞.

(6.5.7)
Paºym
ekime

Z1 = nX(1), Z2 = (n− 1)(X(2) −X(1)), ..., Zr = (n− r + 1)(X(r) −X(r−1)).

6.5.1 teorema. Kai hipotez
e H0 teisinga, atsitiktiniai dydºiai Z1, .., Zr yra
nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦. Be to, Zi ∼ E(λ).

I�rodymas. Atlik¦ kintamu�ju� keitim¡

z1 = nx1, z2 = (n− 1)(x2 − x1), ... , zr = (n− r + 1)(xr − xr−1)

gauname

r∑
i=1

xi+(n−r)xr =

r∑
i=1

zi, x1 =
z1

n
, x2 =

z2

n− 1
, ..., xr =

z1

n
+

z2

n− 1
+...+

zr
n− r + 1

ir pakeitimo jakobian¡ (n − r)!/n!. I�stat¦ i� tankio i²rai²k¡ (6.5.7) ir padaugin¦
i² jakobiano gauname a. v. (Z1, .., Zr)

T tankio funkcij¡:

fZ1,...,Zr (z1, . . . , zr) =
n!

(n− r)!
λre
−λ

r∑
i=1

zi
, z1, . . . , zr ≥ 0, (6.5.8)

N
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1. Gnedenkos kriterijus
Tegu

G =

r2

r1∑
i=1

zi

r1

r∑
i=r1+1

zi

;

£ia r1 = [r/2], r2 = r − [r/2].

6.5.2 teorema. Kai hipotez
e H0 teisinga, statistikos G skirstinys yra Fi²erio
skirstinys su 2r1 ir 2r2 laisv
es laipsniu�.

I�rodymas. Remiantis 6.5.1 teorema nepriklausomi a. d. 2λZ1, ..., 2λZr turi

chi kvadrato skirstini� su 2 laisv
es laipsniais. Taigi a. d. 2λ
r1∑
i=1

zi ir 2λ
r∑

i=r1+1

zi

yra nepriklausomi ir turi chi kvadrato skirstinius su 2r1 ir 2r2 laisv
es laipsniu�.
I² £ia gauname teoremos tvirtinim¡.

N

Gnedenkos kriterijus: hipotez
eH0 atmetama reik²mingumo lygmens α kriteri-
jumi, kai G < F1−α/2(2r1, 2r2) arba G > Fα/2(2r1, 2r2).

Kriterijaus P reik²m
e yra

pv = 2 min{FG(t), 1− FG(t)},

£ia FG yra pasiskirstymo funkcija a. d., turin£io Fi²erio skirstini� su 2r1 ir 2r2

laisv
es laipsniu�.
Gnedenko kriterijus yra galingas tada, kai gedimu� intensyvumo funkcija λ(t)

yra did
ejanti ar maº
ejanti intervale (0,∞). Tada statistika G turi tendencij¡
i�gyti didesnes arba maºesnes reik²mes, negu tuo atveju, kai teisinga eksponen-
ti²kumo hipotez
e.

6.5.4 pavyzdys. (2.4.1 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 2.4.1 pratimo duomenis patikrinsime
hipotez¦, kad buvo steb
etas eksponentinis a. d.

Statistika G i�gijo reik²m¦ 2,1350 ir j¡ atitinkanti P reik²m
e yra pv = 2 min(P{F35,35 <

2, 1350},P{F35,35 > 2, 1350}) = 0, 0277. Eksponenti²kumo hipotez
e atmestina.

2. Bol²evo kriterijus
Paºym
ekime

W1 =
Z1

Z1 + Z2
, W2 =

Z1 + Z2

Z1 + Z2 + Z3
, ... , Wr−1 =

r−1∑
i=1

Zi

r∑
i=1

Zi

, Wr =

r∑
i=1

Zi,

Ui = W i
i , i = 1, ..., r − 1.

6.5.3 teorema. Kai hipotez
e H0 teisinga, a. d. U1, .., Ur−1 yra nepriklausomi
ir vienodai tolygiai pasiskirst¦: Uj ∼ U(0, 1), j = 1, ..., r.
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I�rodymas. Atlikime kintamu�ju� keitim¡:

w1 =
z1

z1 + z2
, w2 =

z1 + z2

z1 + z2 + z3
, ... , wr−1 =

r−1∑
i=1

zi

r∑
i=1

zi

, wr =

r∑
i=1

zi.

Gauname
z1 = w1w2...wr, z2 = (1− w1)w2 · · ·wr, · · · ,

zr−1 = (1− wr−2)wr−1wr, zr = (1− wr−1)wr.

Pakeitimo jakobianas yra w2w
2
3...w

r−2
r−1w

r−1
r . I�ra²¦ kintamu�ju� zi i²rai²kas i� (6.5.8)

ir padaugin¦ i² jakobiano, gausime a. v. (W1, ..,Wr)
T tankio funkcij¡:

fW1,..,Wr
(w1, . . . , wr) =

λrwr−1
r

(r − 1)!
e−λwr1(2w2)(3w2

3)...(r − 1)wr−2
r−1.

Taigi a. d. W1,W2....,Wr−1 yra nepriklausomi, o ju� tankio funkcijos

fWi
(wi) = iwi−1

i , 0 ≤ wi ≤ 1, i = 1, ..., r − 1.

I² £ia gauname teoremos tvirtinim¡.
N

I�rodyta [6], kad suformuluotas rezultatas yra charakteringoji eksponentinio
skirstinio savyb
e.

Taigi hipotez
e H0 yra ekvivalenti hipotezei, kad U1, U2...., Ur−1 yra pa-
prastoji didumo r − 1 imtis, gauta stebint a. d. U ∼ U(0, 1). �iai hipotezei
tikrinti galime naudoti bet kuri� paprastosios suderinamumo hipotez
es tikrinimo
kriteriju�: chi kvadrato, Neimano ir Bartono, Kolmogorovo ir Smirnovo, Ander-
seno ir Darlingo, Kramero ir Mizeso.

Pavyzdºiui, Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus bu	tu� grindºiamas statistika
Dr−1 = max(D+

r−1, D
−
r−1);

D+
r−1 = max

≤k≤r−1
(

k

r − 1
− U(k)), D−r−1 = max

≤k≤r−1
(U(k) −

k − 1

r − 1
),

o U(k) yra k-oji pozicin
e statistika paprastosios imties U1, U2...., Ur−1.

Bol²evo, Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus: hipotez
e H0 yra atmetama
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai Dr−1 > Dα(r − 1); £ia Dα(r − 1) yra
statistikos Dr−1 lygmens α kritin
e reik²m
e.

Bol²evo, Neimano ir Bartono, Bol²evo, Anderseno ir Darlingo, Bol²evo,
Kramero ir Mizeso kriterijai formuluojami analogi²kai.

6.5.5 pavyzdys. (2.4.1 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 2.4.1 pratimo duomenis patikrinsime

hipotez¦, kad buvo steb
etas eksponentinis a. d. Atlik¦ Bol²evo transformacij¡ gauname imti�

U1, ..., U69, kuri esant teisingai hipotezei yra paprastoji a. d. U ∼ U(0, 1) imtis. Tikrindami

²i¡ hipotez¦ Pirsono chi kvadrato kriterijumi ir parink¦ k = 6 vienodu� tikimybiu� inter-

valus, gauname statistikos X2
n reik²m¦ 11,6087 ir j¡ atitinkan£i¡ asimptotin¦ P reik²m¦
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pva = P{χ2
5 > 11, 6087} = 0, 0406. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso, An-

derseno ir Darlingo statistiku� realizacijos yra 0,2212, 0,9829 ir 4,8406, o joms atitinkan£ios P

reik²m
es yra 0,0025, 0,0034 ir 0,0041. Eksponenti²kumo hipotez
e atmestina.

3. Barnardo kriterijus
Paºym
ekime

V1 =
Z1
r∑
i=1

Zi

, V2 =
Z1 + Z2
r∑
i=1

Zi

, ... , Vr−1 =

r−1∑
i=1

Zi

r∑
i=1

Zi

, Vr =

r∑
i=1

Zi,

6.5.4 teorema. Kai hipotez
e H0 teisinga, atsitiktinio vektoriaus (V1, .., Vr−1)T

skirstinys sutampa su poziciniu� statistiku� vektoriaus didumo r− 1 imtyje, gau-
toje stebint a. 
d. V ∼ U(0, 1), skirstiniu.

I�rodymas. Atlikime kintamu�ju� keitim¡:

v1 =
z1
r∑
i=1

zi

, v2 =
z1 + z2
r∑
i=1

zi

, ... , vr−1 =

r−1∑
i=1

zi

r∑
i=1

zi

, vr =

r∑
i=1

zi.

Gauname

z1 = v1vr, z2 = vr(v2 − v1), zr−1 = vr(vr−1 − vr−2), zr = vr(1− vr−1),

pakeitimo jakobianas yra vr−1
r . I�stat¦ kintamu�ju� zi i²rai²kas i� (6.5.8) ir padaug-

in¦ i² jakobiano, gauname a. v. (V1, .., Vr)
T tankio funkcij¡:

fV1,..,Vr (v1, . . . , vr) =
λrvr−1

r

(r − 1)!
e−λvr (r − 1)!, 0 ≤ v1 ≤ ... ≤ vr−1, vr ≥ 0.

I² £ia i²plaukia teoremos rezultatas.
N

Remdamiesi ²ia teorema galima tvirtinti, kad pakeitus U(k) i� Vk, k = 1, ..., r−
1, vietoje Bol²evo-Kolmogorovo-Smirnovo statistikos Dr−1 gausime statistik¡
D̃r−1, kuri esant teisingai hipotezei turi t¡ pati� skirstini�.

Barnardo, Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus: hipotez
e H0 atmetama
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai D̃r−1 > Dα(r − 1).

Analogi²kai galime suformuluoti Pirsono chi kvadrato, Kramero ir Mizeso,
Anderseno ir Darlingo, Neimano ir Bartono kriterijus, grindºiamus atsitiktiniais
dydºiais, gautais atlikus Barnardo transformacij¡.

6.5.6 pavyzdys. (2.4.1 pavyzdºio t¦sinys). Pagal 2.4.1 pratimo duomenis patikrinsime

hipotez¦, kad buvo steb
etas eksponentinis a. d. Atlik¦ Barnardo transformacij¡ gauname imti�

V1, ..., V69, kuri, kai teisinga hipotez
e, yra paprastosios a. d. V ∼ U(0, 1) imties variacin
e
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eilut
e. Tikrindami ²i¡ hipotez¦ Pirsono chi kvadrato kriterijumi ir parink¦ k = 6 vienodu�

tikimybiu� intervalus, gauname statistikos X2
n reik²m¦ 13,0 ir j¡ atitinkan£i¡ asimptotin¦ P

reik²m¦ pva = P{χ2
5 > 13, 0} = 0, 0234. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso ir

Anderseno, Darlingo statistiku� realizacijos yra 0,2407, 1,3593, 6,6310, o joms atitinkan£ios P

reik²m
es yra 0,0008, 0,0004, 0,0007. Eksponenti²kumo hipotez
e atmestina.

6.5.3. Veibulo skirstinys

Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis absoliu£iai tolydºiojo a. d. X, kurio pa-
siskirstymo funkcija F ir tankio funkcija f .

Hipotez
e d
el Veibulo skirstinio: H0 : X ∼W (θ, ν), θ, ν > 0.

Hipotez
e H0 ekvivalenti hipotezei, kad a. d. Y = lnX turi ekstremaliu�
reik²miu� skirstini�, kurio pasiskirstymo funkcija FY (y) = 1 − e−e(x−µ)/σ , x ∈ R;
£ia µ = ln θ, σ = 1/ν.

1. Mano kriterijus
Pateikiamas kriterijus tinka ir antro tipo cenzu	ruotoms imtims, t. y. kai

stebima tik r pirmu�ju� poziciniu� statistiku�. Kai imtys pilnos, pateikiamose for-
mul
ese reikia imti r = n.

Tegu (X(1),X(2), ... ,X(r))
T yra r pirmu�ju� poziciniu� statistiku� vektorius. Paºy-

m
ekime Y(i) = lnX(i), r1 = [r/2] ir

Srn =

r−1∑
i=r1+1

(Y(i+1) − Y(i))/Ein

r−1∑
i=1

Y(i+1) − Y(i))/Ein

;

£ia Z(i) = (Y(i)−µ)/σ, Ein = E(Z(i+1)−Z(i)). Remdamiesi lygyb
emis Y(i+1)−
Y(i) = σ(Z(i+1) − Z(i)) ir tuo, kad Z(i) skirstinys nepriklauso nuo neºinomu�
parametru�, gauname, kad vidurkiai Ein ir statistikos Srn skirstinys taip pat
nepriklauso nuo neºinomu� parametru�. Mano kriterijus grindºiamas ²ia statis-
tika. Paºym
ekime Sα(r, n) statistikos Srn lygmens α kritin¦ reik²m¦. Nedideliu�
n koe�cientai Ein ir kritin
es reik²m
es Sα(r, n) gali bu	ti surastos naudojant,
pavyzdºiui, SAS programu� paket¡.

1. Mano kriterijus: hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo lygmens α kriteri-
jumi, kai Srn < S1−α/2(r, n).

Didel
es imtys. Jeigu n > 25, tai statistikos Srn skirstinys aproksimuoja-
mas beta skirstiniu su parametrais r−r1−1 ir r1, o koe�cientai Ein aproksimuo-
jami taip: Ein ≈ 1/[−(n− i) ln(1− i/n)], i = 1, ..., r − 1.

Paºym
ekime βα/2(r− r1 − 1, r1) beta skirstinio su parametrais r− r1 − 1 ir
r1 lygmens α kritin¦ reik²m¦.

Asimptotinis Mano kriterijus: jeigu n yra didelis, tai hipotez
eH0 atmetama
asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai Srn < β1−α/2(r − r1 −
1, r1) arba Srn > βα/2(r − r1 − 1, r1).
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6.5.7 pavyzdys. (2.4.1 pavyzdºio t¦sinys). Pavyzdºiuose 6.5.4; 6.5.5; 6.5.6 mat
eme, kad

pagal 2.4.1 pavyzdºio duomenis eksponenti²kumo hipotez
e atmetama. Remdamiesi Mano

kriterijumi patikrinsime hipotez¦, kad ²i imtis gauta stebint a. d., turinti� Veibulo skirstini�.

Naudodami SAS programu� paket¡ gauname Sn,n = 0, 4294 ir P reik²m
e yra pv = 0, 2921.

Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

6.5.4. Puasono skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint diskretu�ji� a. d. X, i�gyjanti�
sveikas neneigiamas reik²mes.

Puasoni²kumo hipotez
e: H0: X ∼ P(λ), λ > 0.

�i hipotez
e tvirtina, kad stebimojo a. d. X skirstinys yra Puasono.

1. Bol²evo kriterijus. Fiksuokime sum¡ Tn = X1 + ... + Xn. Kai hipotez
e
H0 teisinga, s¡lyginis a. v. X = (X1, ..., Xn)T skirstinys yra polinominis: X ∼
Pn(Tn,π0),π0 = (πi0, ..., πn0)T , π10 = ... = πn0 = 1/n, t. y.

P{X1 = x1, ..., Xn = xn|Tn} =
Tn!

x1!...xn!

(
1

n

)Tn
.

Bol²evas [5] i�rod
e, kad ²i lygyb
e yra charakteringoji Puasono skirstinio savyb
e.
Remdamiesi ²iuo faktu vietoje hipotez
es H0 tikrinsime hipotez¦ H∗0 :π= π0,
kad polinominio skirstinio tikimybiu� vektorius π yra lygus vektoriui π0 =
(1/n, ..., 1/n)T , kai polinominiu� eksperimentu� skai£ius yra Tn.

Hipotez¦ H∗0 galima tikrinti Pirsono chi kvadrato kriterijumi (ºr. 2.1.1
skyreli�). Kriterijaus statistika

X2
n =

n∑
j=1

(Xj − Tn/n)2

Tn/n
=

n

Tn

n∑
j=1

X2
j − n.

Kai hipotez
eH∗0 teisinga ir Tn didelis, statistikosX2
n skirstinys aproksimuojamas

chi kvadrato skirstiniu su n− 1 laisv
es laipsniu.

Bol²evo kriterijus: jei Tn yra didelis, tai hipotez
e H∗0 atmetama asimptotiniu
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

X2
n < χ2

1−α/2(n− 1), arba X2
n > χ2

α/2(n− 1). (6.5.9)

Jei hipotez
e H∗0 atmetama, tai hipotez
e H0 taip pat atmetama.
Kriterijaus statistika yra proporcinga dispersijos V Xi ir vidurkio EXi nepa-

slinktu�ju� i�vertiniu� santykiui:

X2
n = (n− 1)

s2
n

X̄n
, X̄n =

1

n

n∑
i=1

Xn, s2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2.

Kai alternatyvos specialios, gali bu	ti tikslinga, kad kriterijaus kritin
e sritis bu	tu�
vienpus
e. Kadangi santykis V Xi/EXi = 1, kai skirstinys Puasono;
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V Xi/EXi < 1, kai skirstinys binominis; V Xi/EXi > 1, kai skirstinys neigiamas
binominis, o santykis s2

n/X̄n yra santykio V Xi/EXi i�vertinys, tai natu	ralu, jei
alternatyva binomin
e, atmesti hipotez¦,kai

X2
n < χ2

1−α(n− 1), (6.5.10)

o jei yra neigiamojo binominio skirstinio alternatyva, atmesti hipotez¦, kai

X2
n > χ2

α(n− 1).

6.5.8 pavyzdys. Panagrin
esime Ruterfordo, Geigerio ir �edviko eksperimento, kurio metu
buvo registruojamas radioaktyviosios medºiagos i²spinduliuotu� α daleliu� skai£ius, rezultatus
(ºr. [27]). Skaitiklis registravo ºybsniu�, kurie pasirodo atsitrenkiant α dalelei i� speciali¡
plok²tel¦, skai£iu�. Uºregistruoti ºybsniu� skai£iai X1, ..., Xn per n = 2608 vienodo ilgio 7.5
sekundºiu� intervalu�. Tegu nj yra intervalu�, kuriuose uºregistruota po j daleliu� skai£ius, t. y.
skai£ius tokiu� a, d. {X = j}, kurie i�gijo reik²m¦ j. Eksperimento rezultatai pateikti lentel
eje.

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
nj 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 10 4 2

Gauname, kad bendras uºregistruotu� ºybsniu� skai£ius yra

Tn =
n∑
i=1

Xi =
∞∑
j=1

jnj = 10094

ir empiriniai momentai yra:

X̄n =
Tn

n
= 3, 8704, s2n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2 =
1

n− 1

∞∑
j=0

njj
2 − nX̄2

n = 3, 6756.

Kadangi s2n/X̄n = 0, 9497 < 1, tai Mizesas padar
e i²vad¡, kad imtis X1, ..., Xn gauta stebint
binomini� a. d. Ar Mizeso i²vada korekti²ka?

Naudosime chi kvadrato kriteriju� (6.5.10). Pagal turimus duomenis gauname X2
n =

2475, 8, ir asimptotin
e P reik²m
e yra

pva = P{χ2
n−1 < 2475, 8} = P{χ2

2607 < 2475, 8} = 0, 03295.

Puasoni²kumo hipotez
e atmetama binominio skirstinio naudai, jei kriterijaus reik²mingumo
lygmuo vir²ija 0, 03295.

Kita vertus, radioaktyviosios medºiagos i²spinduliuojamu� α daleliu� srautas tur
etu� bu	ti

puasoninis. �i� prie²taravim¡ Feleris paai²kino ²itaip. Naudojamas skaitiklis negali atskirti

dvieju� ºybsniu�, jeigu jie abu i�vyksta maºame ilgio γ > 0 laiko intervale. Taigi, jei du ar daugiau

ºybsniu� i�vyksta laiko intervale γ > 0, tai jie registruojami kaip vienas ºybsnis. Atsiºvelgus i�

²i¡ aplinkyb¦ gaunama, kad duomenys neprie²tarauja daleliu� srauto puasoni²kumo prielaidai.

2. Tu²£iu� d
eºiu� kriterijus
Jei Puasono skirstinio parametras λ yra maºas, tai daugelis imties elementu�

i�gis reik²m¦ 0 ir aproksimacija chi kvadrato skirstiniu gali bu	ti netiksli. Tada
sudarant kriteriju� kartais naudojamas �tu²£iu� d
eºiu�� kriterijus. �is kriterijus
grindºiamas statistika

Z0 =

n∑
j=1

1{0}(Xj), (6.5.11)

t. y. skai£iumi imties elementu� Xj , i�gijusiu� reik²m¦ 0.
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Tarkime, turime N rutuliu� ir n d
eºiu�. Rutuliai m
etomi i� d
eºes taip, kad
kiekvienas rutulys nepriklausomai nuo kitu� gali patekti i� kiekvien¡ i² n d
eºiu�
vienoda tikimybe 1/n. Paºym
ekime Zi = Zi(n,N) skai£iu� tokiu� d
eºiu�, kuriose
po tokio eksperimento bus i rutuliu�. Tada

N∑
i=0

Zi = n,

N∑
i=0

iZi = N.

Rasime tu²£iu� d
eºiu� skai£iaus Z0 = Z0(n,N) skirstini�.

6.5.5 teorema. Atsitiktinio dydºio Z0 = Z0(n,N) galimos reik²m
es yra max(0, n − N) ≤
k ≤ n− 1, o ju� i�gijimo tikimyb
es

P{Z0(n,N) = k} = Ckn(1−
k

n
)NP{Z0(n− k,N) = 0}, (6.5.12)

P{Z0(n− k,N)} =

n−k∑
l=0

Cln−k(−1)l(1−
l

n− k
)N .

Atsitiktinio dydºio Z0 vidurkis ir dispersija yra

EZ0(n,N) = n(1−
1

n
)N ,

V Z0(n,N) = n(n− 1)(1−
2

n
)N + n(1−

1

n
)N − n2(1−

1

n
)2N . (6.5.13)

I�rodymas. Paºym
ekime Ai i�vyki�, kad i-oji d
eº
e yra tu²£ia, o Āi � jam prie²ing¡ i�vyki�.
Tada

P{Z0(n,N) = k} =
∑

1≤i1<...<ik≤n
P{Ai1 ∩ ... ∩Aik ∩ Āj1 ∩ ... ∩ Ājn−k};

£ia {j1, ..., jn−k} yra aib
es {i1, ..., ik} papildinys iki aib
es {1, 2, ..., n}. Sumos d
emenu� skai£ius
yra Ckn, o tikimyb
es turi toki� pavidal¡:

P{Ai1 ∩ ... ∩Aik}P{∩Āj1 ∩ ... ∩ Ājn−k |Ai1 ∩ ... ∩Aik} =

= (1−
k

n
)NP{Z0(n− k,N) = 0}.

Tikimyb
e, kad likusios n− k d
eºiu� n
era tu²£ios

P{Z0(n− k,N) = 0} = 1−P{Z0(n− k,N) > 0} = 1−P{∪n−ki=1 Ai} =

= 1− {
∑
i

P{Ai} −
∑
i<j

P{Ai ∩Aj}+
∑
i<j<l

P{Ai ∩Aj ∩Al} − ...} =

= 1− (n− k)(1−
1

n− k
)N + C2

n−k(1−
2

n− k
)N − C3

n−k(1−
3

n− k
)N + ...

I² £ia gauname (6.5.12).
Uºra²ykime a. d. Z0 kaip sum¡ binominiu� a. d. Z0 = Y1 + Y2 + ...+ Yn; atsitiktinis dydis

Yi i�gyja reik²m¦ 1, jei i-oji d
eº
e tu²£ia, ir reik²m¦ 0 prie²ingu atveju. Remdamiesi lygyb
emis
P{Yi = 1} = (1− 1/n)N ir P{YiYj = 1} = (1− 2/n)N , i 6= j, gauname

EZ0 = nEYi = n(1−
1

n
)N ,

V Z0 = nEY 2
i +

∑
i6=j

E(YiYj)− (EZ0)2 =

= n(n− 1)(1−
2

n
)N + n(1−

1

n
)N − n2(1−

1

n
)2N . N
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Kai hipotez
e H0 teisinga, statistika Z0(n, Sn) turi skirstini� (6.5.13), jei pa-
keisime N i� Sn. Jeigu hipotez
e neteisinga, tai rutuliai patenka i� d
eºes su skirtin-
gomis tikimyb
emis, taigi statistika Z0(n, Sn) tur
es tendencij¡ i�gyti didesnes
reik²mes.

Tu²£iu� d
eºiu� kriterijus: hipotez
e H0 atmetama ne didesniu kaip α reik²min-
gumo lygmens kriterijumi, kai

Z0(n, Sn) ≥ cn, (6.5.14)

£ia cn yra maºiausias sveikasis skai£ius, tenkinantis nelygyb¦

P{Z0(n, Sn) ≥ cn} ≤ α.

Jei n yra didelis, statistikos Z0(n, Sn) skirstinys aproksimuojamas normaliuoju.

Asimptotinis tu²£iu� d
eºiu� kriterijus: jei n yra didelis, tai hipotez
e at-
metama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Z0 −EZ0√
V Z0

> zα. (6.5.15)

6.5.8 pavyzdys. Veikiant l¡steles rentgeno spinduliais stebimos chromosomu� mutacijos.
Lentel
eje pateikti chromosomu�, kuriose steb
eta i mutaciju�, skai£iai ni.

i 0 1 2 3
∑

ni 639 141 13 0 793

Tikrinsime hipotez¦, kad mutaciju� skai£ius X turi Puasono skirstini�, taikydami tu²£iu�

d
eºiu� kriteriju�. Turime Z0 = Z0(n, Sn) = 639, Sn =
∑
i ini = 167; EZ0 = 642, 327,

V Z0 = 12, 3516. Pagal normali¡j¡ aproksimacij¡ gauname asimptotin¦ P reik²m¦ pva =

1− Φ(0, 9466) = 0, 1722. Duomenys neprie²tarauja i²keltai hipotezei.

6.5.3 pastaba. Tu²£iu� d
eºiu� kriteriju� galima taikyti paprastajai hipotezei
H : F (x) ≡ F0(x) tikrinti. Sudalinkime abscisiu� a²i� i� k intervalu� ta²kais
−∞ = a0 < a1 < ... < ak = +∞ taip, kad F0(aj) − F0(aj−1) = 1/k,
j = 1, ..., k. Jei hipotez
e teisinga, n imties elementu� (rutuliu�) atsitiktinai m
etomi
i� k intervalu� (d
eºiu�). Skai£ius Z0(k, n) intervalu�, kuriuose n
era imties elementu�
(tu²£iu� d
eºiu�), turi (6.5.12) skirstini� imant k vietoje n ir n vietoje Sn. Hipotez
e
H atmetama pagal (6.5.14) arba (6.5.15) kriterijus.

6.6. Pratimai

6.1. Remdamiesi ºenklu� kriterijumi patikrinkite hipotez¦ apie dvieju� krakmolo kiekio
nustatymo bu	du� ekvivalenti²kum¡ pagal 5.3 pratimo duomenis.

6.2. Remdamiesi ºenklu� kriterijumi patikrinkite hipotez¦ apie dvieju� s
ejamu�ju� vienod¡
efektyvum¡ pagal 5.4 pratimo duomenis.

6.3. Remdamiesi seriju� skai£iumi grindºiamu kriterijumi, patikrinkite hipotez¦ apie nuodu�
poveikio vienodum¡ pagal 1.43 pratimo duomenis.
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6.4. I�rodykite, kad ºenklu� kriterijaus hipotezei H : θ = θ0 tikrinti (θ � simetri²ko toly-
dºiojo skirstinio, kurio tankis f(x), mediana) ASE, lyginant su Stjudento kriterijumi poslinkio
alternatyvu� atveju, yra 4σ2(f(θ0))2

6.5. Naudodami seriju� kriteriju� patikrinkite atsitiktinumo hipotez¦ pagal 2.16 pratimo
duomenis.

6.6. Naudodami seriju� kriteriju� patikrinkite atsitiktinumo hipotez¦ pagal 2.17 pratimo
duomenis.

6.7. Visuomen
es nuomon
es apklausoje tu� pa£iu� 3000 rink
eju� buvo klausiama d
el ju�
nuomon
es apie konkre£i¡ parlamentin¦ partij¡ prie² rinkimus ir po ju�. Prie² rinkimus neigiam¡
nuomon¦ i²sak
e 300 rink
eju�, o pra
ejus metams po rinkimu� � 350. Be to, 150 rink
eju� nepakeit
e
savo neigiamos nuomon
es, 150 rink
eju� neigiama nuomon
e pasikeit
e i� teigiam¡, o 200 rink
eju�
teigiama nuomon
e pasikeit
e i� neigiam¡. Ar pakito partijos reitingas?

6.8. (6.7 pratimo t¦sinys). Tarkime, kad tie patys 3000 rink
eju� buvo apklausti prie² kitus
rinkimus. 270 rink
eju� nuomon
e buvo neigiama. I² ju� 180 rink
eju� buvo tokiu�, kurie pirmose
dviejose apklausose tur
ejo teigiam¡ nuomon¦, ir 70 rink
eju�, kuriu� nuomon
e buvo teigiama
vienoje ir neigiama kitoje i² pirmiau buvusiu� apklausu�. Ar pakito partijos reitingas?

6.9. TeguX1, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2) ir Yi = Xi+1−X1/(1+
√
n)−

nX̄/(n+
√
n). I�rodykite, kad Y1, ..., Yn−1 yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d. ir Yj ∼ N(0, σ2).

6.10. (6.9 pratimo t¦sinys). I�rodykite, kad Z1, ..., Zn−2 yra nepriklausomi a. d., turintys
Stjudento skirstinius Zi ∼ S(n− i− 1), jei Zj = Yj

√
n− j − 1/(Y 2

j+1 + ...+ Y 2
n−1).

6.11. Patikrinkite normalumo hipotez¦ naudodami 6.5.1 skyrelio kriterijus pagal 2.16
pratimo duomenis.

6.12. Patikrinkite lognormalumo hipotez¦ naudodami 6.5.1 skyrelio kriterijus pagal 2.16
pratimo duomenis.

6.13. Patikrinkite puasoni²kumo hipotez¦ naudodami tu²£iu� d
eºiu� kriteriju� pagal 2.18

pratimo duomenis.

6.7. Atsakymai

6.1. Tarp 13 skirtumu� S = 3 yra neigiami ir pv = 2P{S ≤ 3} = 0, 0923. Hipotez
e atmetama,
jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0923. 6.2. Tarp 9 skirtumu� S = 1 yra neigiamas
ir pv = 2P{S ≤ 1} = 0, 0195. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija
0,0195. 6.3. Seriju� skai£ius V = 29 ir P reik²m
e pv = P{V ≥ 29} = 1, 21̇0−6. Hipotez
e
atmetama. 6.5. Seriju� skai£ius V = 54, k1 = 50, k2 = 50. Gauname Z∗k1,k2 = 0, 5025 ir
pva = 2(1 − Φ(0, 5025)) = 0, 6153. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. 6.6. Seriju� skai£ius
V = 90, k1 = 76, k2 = 74. Gauname Z∗k1,k2 = 2, 4906 ir pva = 2(1 − Φ(2, 4906)) = 0, 0128.
Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0128. 6.7. Naudojame
Maknemaros kriteriju�. Rink
eju�, kuriu� nuomon
e pakito i² teigiamos i� neigiam¡, skai£ius yra
200, o i² neigiamos i� teigiam¡ � 150. Tikrinama hipotez
e H : p = 1/2 apie binominio skirs-
tinio tikimyb¦, kai Bernulio eksperimentu� skai£ius yra U01 + U10 = 350, o s
ekmiu� skai£ius
yra U10 = 150. Gauname pv = 2 min(P{U10≤150},P{U10 ≥ 150}) = 0, 0087. Hipotez
e at-
mestina. 6.8. Duomenu� pakanka, kad bu	tu� galima apskai£iuoti Kochreno statistikos reik²m¦.
Gauname Q = 14, 8485 ir pva = P{χ2

2 > 14, 8485} = 0, 0006. Hipotez
e atmetama. 6.11.
Gauname statistiku� realizacijas: ḡ1 = 2, 1598, ḡ2 = 0, 1524, ḡ3 = −1, 0849 ir jas atitinkan£ias
asimptotines P reik²mes 0,0308, 0,8788, 0,2779. Remdamiesi empiriniu asimetrijos koe�cientu
hipotez¦ atmetame, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0308. Atlik¦ Sarkadi trans-
formacij¡ gauname paprast¡j¡ a. d. Z ∼ U(0, 1) imti� Z1, ..., Zn−2. Taikydami Pirsono chi
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kvadrato kriteriju� hipotezei H : Z ∼ U(0, 1) tikrinti ir parink¦ k = 8 vienodu� tikimybiu�
intervalus, gauname X2

n = 5, 5102 ir pva = 0, 5980. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir
Mizeso, Anderseno ir Darlingo kriteriju� statistikos i�gijo reik²mes 0,1071, 0,2629, 1,6185. Nor-
malumo hipotez
e neatmetama. �apiro ir Vilkso statistika i�gijo reik²m¦ 0,9716 ir j¡ atitinkanti
P reik²m
e yra 0,0293. �apiro ir Vilkso kriterijus atmeta normalumo hipotez¦, jei kriterijaus
reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0293. 6.12. Per
ej¦ prie logaritmu� gauname statistiku� reali-
zacijas: ḡ1 = 0, 5901, ḡ2 = 0, 8785, ḡ3 = 0, 3765 ir jas atitinkan£ias asimptotines P reik²mes
0,5551, 0,3797, 0,7065. Kriterijai, grindºiami empiriniu� momentu� funkcijomis, lognormalumo
hipotez
es neatmeta. Atlik¦ Sarkadi transformacij¡ gauname paprast¡j¡ a. d. Z ∼ U(0, 1) imti�
Z1, ..., Zn−2. Taikydami Pirsono chi kvadrato kriteriju� hipotezei H : Z ∼ U(0, 1) tikrinti ir
parink¦ k = 10 vienodu� tikimybiu� intervalu�, gauname X2

n = 6, 1892 ir pva = 0, 7208. Kol-
mogorovo ir Smirnovo, Kramero ir Mizeso ir Anderseno ir Darlingo kriteriju� statistikos i�gijo
reik²mes 0,0548, 0,0752, 0,5594. Atitinkamos P reik²m
es vir²ija 0,25. Lognormalumo hipotez
e
neatmetama. �apiro ir Vilkso statistika i�gijo reik²m¦ 0,9920 ir j¡ atitinkanti P reik²m
e yra
0,5644. �apiro ir Vilkso kriterijus lognormalumo hipotez
es taip pat neatmeta. 6.13. a) Tu²£iu�
d
eºiu� skai£ius Z(i)

0 , i = 1, 2, 3, 4, yra 280, 593, 639, 359. Apskai£iav¦ E(Z
(i)
0 ),V (Z

(i)
0 ) randame

Z̄
(i)
0 realizacijas: 0,399; 0,937; -0947; -0,826 ir jas atitinkan£ias asimptotines P reik²mes 0,345;

0,174; 0,828; 0,796. Atmesti hipotezes n
era pagrindo. b) Tu²£iu� d
eºiu� skai£ius Z0 jungtin
eje
imtyje 1871. Randame Z̄0 = −0, 107 ir pva = 0, 543. Hipotez
e neatmetama.



7 skyrius

A Priedas

7.1. DT i�vertiniu� savyb
es

Tegu X = (X1, . . . , Xn)T , yra paprastoji imtis, t. y. X1, . . . ,Xn yra vienodai pasiskirst¦
n. a. d. Tarkime, kad Xi ∼ p(x,θ),θ ∈ Θ ⊂ Rm; £ia p(x,θ) yra a. d. Xi tankio funkcija σ
baigtinio mato µ atºvilgiu. Tada a. v. X tankio funkcija yra f(x,θ) =

∏n
i=1 p(xi,θ), x ⊂ Rn.

Tik
etinumo funkcija ir jos logaritmas

L(θ) =
n∏
i=1

p(Xi,θ), `(θ) = lnL(θ).

Fi²erio informacijos matrica

I(θ) = Eθ( ˙̀(θ) ˙̀T (θ)) = −Eθ ῭(θ) = ni(θ),

i(θ) = −Eθ ῭
1(θ), `1(θ) = `1(θ,X1) = ln p(X1,θ).

Atsitiktinio dydºio X1 indukuot¡ tikimybini� mat¡ ºym
esime Pθ , t. y. Pθ{X1 ⊂ B} =∫
B p(x,θ)dµ(x) su bet kuria Borelio aibe B.

Min
ejome, kad nagrin
ejame tik identi�kuojamus modelius: jei θ1 6= θ2, tai Pθ1 6= Pθ2 ,
t. y. egzistuoja tokia Borelio aib
e A, kad Pθ1 (X1 ∈ A) 6= Pθ2 (X1 ∈ A).

Primename, kad kvadratin
es matricos A = (aij)n×n norma vadiname skai£iu� || A ||=

(
n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij)
1/2. Taigi tokiu� matricu� sumos norma || A1 + . . . An ||≤|| A1 || + · · ·+ || An ||.

S¡lygos A:
1) aib
e Θ atvira;
2) beveik su visais y ∈ R parametro θ tikrosios reik²m
es θ0 aplinkoje Vρ = {θ : ||θ−θ0|| ≤

ρ} egzistuoja tolydºios i²vestin
es

ṗ(y,θ) = (
∂

∂θ1
p(y,θ), . . . ,

∂

∂θm
p(y,θ))T ,

p̈(y,θ) =

[
∂2

∂θi∂θj
p(y,θ)

]
m×m

;

3) aplinkoje Vρ galima du kartus diferencijuoti po integralo ºenklu, t. y.∫
Rr

ṗ(y,θ)µ(dy) =
∂

∂θ

∫
Rr

p(y,θ)µ(dy) = 0,∫
Rr

p̈(y,θ)µ(dy) =
∂

∂θ

∫
Rr

ṗ(y,θ)µ(dy) = 0;

197
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4) Fi²erio informacin
e matrica i(θ) teigiamai apibr
eºta;
5) egzistuoja tokios neneigiamos funkcijos h ir b, kad beveik su visais y ∈ R ir visais

θ ∈ Vρ
|| ῭

1(y,θ)− ῭
1(y,θ0) ||≤ h(y) b(θ), Eθ0

{h(X1)} <∞, b(θ0) = 0,

o funkcija b tolydi ta²ke θ0.

7.1.1 teorema. Kai i²pildytos s¡lygos A, tai egzistuoja tokia a. d. seka {θ̂n}, kad

P( ˙̀(θ̂n) = 0)→ 1, θ̂n
P→ θ0, (7.1.1)

√
n(θ̂n − θ0) = i−1(θ0)

1
√
n

˙̀(θ0) + oP (1), (7.1.2)

√
n(θ̂n − θ0)

d→ Nm(0, i−1(θ0)), (7.1.3)

1
√
n

˙̀(θ0)
d→ Nm(0, i(θ0)), (7.1.4)

−
1

n
῭(θ0)

P→ i(θ0), −
1

n
῭(θ̂)

P→ i(θ0). (7.1.5)

7.1.1 pastaba. Jei tenkinamos teoremos s¡lygos, tai

−(θ̂n − θ0)T ῭(θ̂n)(θ̂n − θ0)
d→ χ2

m, (7.1.6)

˙̀T (θ0)i−1(θ0) ˙̀(θ0)
d→ χ2

m, (7.1.7)

− ˙̀T (θ0)῭−1(θ0) ˙̀(θ0)
d→ χ2

m, (7.1.8)

− ˙̀T (θ0)῭−1(θ̂n) ˙̀(θ0)
d→ χ2

m. (7.1.9)

7.1.2 pastaba. Jei tenkinamos teoremos s¡lygos, tai

−2 ln
L(θ0)

L(θ̂n)

d→ χ2
m. (7.1.10)

7.1.3 pastaba. Tegu

Θ0 = {θ : θ = ϕ(γ),γ ∈ G}, G ⊂ Rm−k, k < m,

£ia ϕ : |GG→ Θ0 yra tolydºiai diferencijuojamas atvaizdis. Jei tenkinamos teoremos s¡lygos
ir θ0 ∈ Θ0, tai

R = −2 ln
supθ∈Θ0

L(θ)

supθ∈Θ0
L(θ)

d→ χ2
k, n→∞. (7.1.11)



8 skyrius

B Priedas

8.1. Atsitiktinio proceso s¡voka

Baigtinis atsitiktiniu� dydºiu�, apibr
eºtu� toje pa£ioje tikimybin
eje erdv
eje (Ω,F ,P), rinkinys
X = (X1, . . . , Xn)T vadinamas atsitiktiniu vektoriumi. Jis indukuoja tikimybini� mat¡ PX
ma£iojoje erdv
eje (Rk,Bk):

PX(A) = P{ω : X(ω) ∈ A}, A ∈ Bk;

£ia Bk yra erdv
es Rk Borelio aibiu� σ algebra.
S¡voka "atsitiktinis procesas" apibendrina s¡vok¡ "atsitiktinis vektorius" tuo atveju, kai

atsitiktiniu� dydºiu�, apibr
eºtu� toje pa£ioje tikimybin
eje erdv
eje (Ω,F ,P), skai£ius gali bu	ti
begalinis (netgi nebu	tinai skaitus).

Tegu T yra realiu�ju� skai£iu� ties
es poaibis (baigtinis, skaitus, intervalas, visa ties
e).

8.1.1 apibr
eºimas. Toje pa£ioje tikimybin
eje erdv
eje (Ω,F ,P) apibr
eºta atsitiktiniu� dydºiu�
sistema {X(t, ω), t ∈ T, ω ∈ Ω} vadinama atsitiktiniu procesu.

Atskiru k-ma£io atsitiktinio vektoriaus atveju turime, kad T yra aib
e {1, 2, . . . , k}.
Fiksavus elementaru�ji� i�vyki� ω ∈ Ω gaunama apibr
eºta aib
eje T neatsitiktin
e funkcija

x(t) = X(t, ω). �i funkcija vadinama atsitiktinio proceso trajektorija arba realizacija.
�ym
esime D = {X(·, ω), ω ∈ Ω} visu� trajektoriju� erdv¦. Atsitiktini� proces¡ galima trak-

tuoti kaip atsitiktin¦ funkcij¡, i�gyjan£i¡ reik²mes trajektoriju� erdv
eje. Dar reikia apibr
eºti
tikimybini� mat¡, t. y. atsitiktinio proceso patekimo i� aibes, priklausan£ias trajektoriju� erdv
es
σ algebrai, tikimybes.

Tegu ρ(x, y) yra atstumas tarp dvieju� erdv
es D funkciju� x ir y. �ioje knygoje atstumu
imamas skirtumo modulio supremumas:

ρ(x, y) = sup
t∈T
| x(t)− y(t) | . (8.1.1)

Jeigu aib
e G ⊂ D yra atvira, tai su kiekvienu x ∈ G egzistuoja jo aplinka Bε(x) = {y :
ρ(x, y) < ε} ⊂ G.

8.1.2 apibr
eºimas. Maºiausioji σ algebra, kuriai priklauso atviri aib
es D poaibiai, vadinama
trajektoriju� erdv
es D Borelio aibiu� σ algebra; ºym
esime B(D).

8.1.3 apibr
eºimas. Atsitiktinio proceso {X(t), t ∈ T} tikimybiniu skirstiniu vadiname
tikimybini� mat¡, apibr
eºt¡ ma£iojoje erdv
eje (D,B(D)) visoms aib
ems A ∈ B(X ):

PX(A) = P{X ∈ A} = P{ω : X(t, ω) ∈ A}.

199
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8.2. Atsitiktiniu� procesu� pavyzdºiai

8.2.1. Empirinis procesas

Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio pasiskirstymo funkcija F (t) =
P{X ≤ t}, ir

F̂n(t) =
1

n

n∑
i=1

1(−∞,t](Xi)

yra empirin
e pasiskirstymo funkcija.

8.2.1 apibr
eºimas. Atsitiktinis procesas

En(t) =
√
n(F̂n(t)− F (t)), t ∈ T = R (8.2.1)

yra vadinamas empiriniu procesu.

Jeigu F (t) yra absoliu£iai tolydºiojo a. d. pasiskirstymo funkcija, tai pakanka nagrin
eti
atsitiktini� proces¡

E∗n(y) =
√
n(Ĝn(y)− y), y ∈ [0, 1]; (8.2.2)

£ia Ĝn(y) yra atsitiktinio dydºio Y = F (X) ∼ U(0, 1) didumo n paprastosios imties empirin
e
pasiskirstymo funkcija. Atsitiktinio proceso E∗n(t) trajektorijos i�gyja reik²mes i² intervalo
[−
√
n,
√
n], kai y ∈ [0, 1]. Trajektorijos yra tolydºios i² de²in
es funkcijos, kintan£ios didumo

1/
√
n ²uoliukais. Remiantis 4.3.1 teorema

E(E∗n(y)) = 0, Cov(E∗n(y), E∗n(z)) = y(1− z), 0 ≤ y ≤ z ≤ 1 (8.2.3)

8.2.2. Vinerio procesas (Brauno judesys)

8.2.2 apibr
eºimas. Atsitiktinis procesas vadinamasGauso procesu, jei visi jo baigtiniama£iai
skirstiniai yra normalieji.

8.2.3 apibr
eºimas. Atsitiktinis procesas W (t), t ∈ T = [0,∞) vadinamas Vinerio procesu
(Brauno judesiu), jei jis tenkina tokias s¡lygas:

a) W (0) = 0; b) W (t)−W (s) ∼ N(0, t− s) su visais 0 ≤ s < t <∞;
c) W turi nepriklausomus poky£ius, t. y. su visais 0 = t0 < t1 < · · · < tk atsitiktiniai

dydºiai W (tj+1)−W (tj), j = 1, 2...., k − 1, yra nepriklausomi.
S¡lygos a)-c) vienareik²mi²kai nusako proceso baigtiniama£ius skirstinius:

(W (t1), . . . ,W (tn))T ∼ Nn(0,Σ), Σ = [σij ]n×n, σij = ti ∧ tj .

Skirstiniai yra suderinti, tod
el baigtiniama£iai skirstiniai vienareik²mi²kai nusako Vinerio
proceso tikimybini� skirstini�.

8.2.3. Brauno tiltas

8.2.4 apibr
eºimas. Atsitiktinis procesas

B(t) = W (t)− tW (1), t ∈ [0, 1] (8.2.4)

vadinamas intervalo [0, 1] Brauno tiltu.
Baigtiniama£iai skirstiniai yra normalieji: su kiekvienu natu	riniu n ir realiais 0 ≤ t1 <

· · · < tn ≤ 1

(B(t1), . . . , B(tn))T ∼ Nn(0,Γ), Γ = ||γij ||n×n, γij = ti(1− tj), 0 ≤ ti ≤ tj ≤ 1.
(8.2.5)

Atkreipsime d
emesi�, kad Brauno tilto ir empirinio proceso E∗n(t) baigtiniama£iu� skirstiniu�
vidurkiai ir kovariacin
es matricos sutampa.

Brauno judesys ir Brauno tiltas yra Gauso procesai.
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8.3. Atsitiktiniu� procesu� silpnas konvergavimas

Tarkime, turime atsitiktiniu� procesu� sek¡ {X(n)} ir atsitiktini� proces¡ X, apibr
eºtus toje
pa£ioje tikimybin
eje erdv
eje (Ω,F ,P). �iu� procesu� tikimybinius skirstinius ma£iojoje erdv
eje

(D,B(D)) ºym
esime PX
(n)

ir PX .

�ym
esime ∂A aib
es A ∈ B kra²t¡.

8.3.1 apibr
eºimas. Atsitiktiniu� procesu� seka {X(n)} silpnai konverguoja i� atsitiktini� proces¡
X, jei su bet kuria A ∈ Bs(D), tokia, kad PX(∂A) = 0, gauname:

PX
(n)

(A)→ PX(B), n→∞.

Kaip ir atsitiktiniu� dydºiu� ar vektoriu� silpnas konvergavimas ºymimas X(n) d→ X.
I² silpno konvergavimo i²plaukia, kad su visais x1, . . . , xm

(X(n)(x1), . . . , X(n)(xm))
d→ (X(x1), . . . , X(xm)),

bet nebu	tinai atvirk²£iai.

8.4. Empirinio proceso silpnas invarianti²kumas

Tarkime, X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X su pasiskirstymo funkcija F , o F̂n
yra empirin
e pasiskirstymo funkcija.

Remdamiesi CRT atsitiktiniu� vektoriu� sumoms gauname, kad empirinio proceso

En(x) =
√
n(F̂n(x)− F (x))

baigtiniama£iai vektoriai (En(x1), . . . , En(xm))T silpnai konverguoja i� atsitiktini� vektoriu�

(Z1, . . . , Zm)T ∼ Nm(0,Γ), Γ = [γij ]m×m,

γij = F (xi)(1− F (xj)), i ≤ j = 1, . . . ,m,

su visais m ir bet kokiais rinkiniais −∞ < x1 < · · · < xm <∞.
I² ²io rezultato i²eina, kad empirinio proceso baigtiniama£iai skirstiniai silpnai konverguoja

i� atsitiktinio proceso B(F (x)) baigtiniama£ius skirstinius; £ia B yra Brauno tiltas.
Apskritai, jei h yra tolydi funkcija, tai

(h(En(x1)), . . . , h(En(xm)))
d→ (h(B(F (x1))), . . . , h(B(F (xm)))). (8.4.1)

Teisinga ir dar bendresn
e teorema.

8.4.1 teorema. (empirinio proceso silpno invarianti²kumo principas). Jei F yra absoliu£iai
tolydi pasiskirstymo funkcija ir h tolydus funkcionalas tolydºiu� i² de²in
es ir turin£iu� baigtines
ribas i² kair
es apibr
eºtu� intervale [0, 1] funkciju� klas
eje, tai

h(E∗n)
d→ h(B);

£ia

E∗n(y) =
√
n(Ĝn(y)− y), Ĝn(y) =

1

n

n∑
i=1

1(−∞,y](F (Xi)),

o B yra intervalo [0, 1] Brauno tiltas.

N
Silpno invarianti²kumo savyb
e labai naudinga ie²kant i�vairiu� empirinio proceso funkcionalu�

ribiniu� skirstiniu�. Pavyzdºiui, galima tvirtinti, kad Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramero ir
Mizeso, Anderseno ir Darlingo statistikos turi tokias ribas:

√
nDn

d→ sup
0≤t≤1

|B(t), nCn
d→
∫ t

0
B2(t)dt, nAn

d→
∫ t

0

B2(t)

t(1− t)
dt.

Vadinasi, tereikia rasti Brauno tilto funkcionalu� tikimybinius skirstinius.
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8.5. Brauno judesio ir Brauno tilto savyb
es

1 savyb
e. Jei τ = inf{t : W (t) ∈ A}, A � realiu� skai£iu� ties
es Borelio aib
e, o W (t) � Brauno
judesys, tai W̃ (t) = W (t+ τ)−W (τ) taip pat yra Brauno judesys.

I�rodymas. Gauname: W̃ (0) = 0 ir su visais 0 = t0 < t1 < · · · < tk, x1, . . . , xk

P{W̃ (t1)− W̃ (t0) ≤ x1, . . . , W̃ (tk)− W̃ (tk−1) ≤ xk} =

=

∫ ∞
0

P{W (t1 + u)−W (u) ≤ x1, . . . ,W (tk + u)−W (tk−1 + u) ≤ xk|τ = u}dFτ (u) =

= P{W (t1 + u)−W (u) ≤ x1} . . .P{W (tk + u)−W (tk−1 + u) ≤ xk},
nes i�vykis {τ = u} nusakomas atsitiktiniu procesu W (s), s ≤ u, taigi s¡lygin
e tikimyb
e po
integralo ºenklu sutampa su bes¡lygine. N

2 savyb
e.(Atspindºio taisykl
e). Su visais x, y ∈ R, t ≥ t0 ≥ 0

P{W (t) > x+ y|W (t0) = x} = P{W (t) < x− y|W (t0) = x}.

I�rodymas. Gauname

P{W (t) > x+ y|W (t0) = x} = P{W (t0) + (W (t)−W (t0)) > x+ y|W (t0) = x} =

P{W (t)−W (t0) > y} = 1− Φ(y/
√
t− t0).

Analogi²kai

P{W (t) < x− y|W (t0) = x} = P{W (t)−W (t0) < −y} = 1− Φ(y/
√
t− t0).

N
3 savyb
e. Su visais x ∈ R

P (x) = P{∃t ∈ [0, 1] : B(t) = x} = e−2x2 .

I�rodymas. P (0) = 1, P (−x) = P (x), nes B ir −B turi tuos pa£ius skirstinius. Tod
el
pakanka nagrin
eti atveji� x > 0.

Apibr
eºkime atsitiktini� proces¡ W (t) = B(t) + tW1; £ia W1 ∼ N(0, 1) � nepriklausantis
nuo B atsitiktinis dydis. Tada W (t), t ∈ [0, 1], yra Brauno judesys, nes tai Gauso procesas,

EW (t) = 0, Cov(W (s),W (t)) = s ∧ t.

Kadangi B(1) = 0, tai W (1) = W1.
Nagrin
ekime s¡lygin¦ tikimyb¦

P (x, ε) = P{∃t ∈ [0.1] : W (t) ≥ x| |W (1)| < ε}, 0 < ε < x.

Paºym
ekime τ = inf{t : W (t) > x}. Kadangi W trajektorijos tolydºios, W (τ) = x. Pagal 1)
savyb¦

W̃ (u) = W (τ + u)−W (τ)

yra Brauno judesys. Jei τ < 1, tai

W (1) = W (τ + (1− τ)) = W̃ (1− τ) + x.

Tod
el pasinaudoj¦ tuo, kad W̃ ir −W̃ turi vienodus skirstinius, gauname

P (x, ε) = P{τ < 1||W (1)| < ε} = P{τ < 1, |W̃ (1− τ) + x| < ε}/P{|W (1)| < ε} =

P{τ < 1, |W̃ (1− τ)− x| < ε}/P{|W (1)| < ε} = P{τ < 1, |W (1)− 2x| < ε}/P{|W (1)| < ε} =

P{|W (1)− 2x| < ε}/P{|W (1)| < ε} =
Φ(2x+ ε)− Φ(2x− ε)

Φ(ε)− Φ(−ε)
.

Taigi
lim
ε↓0

P (x, ε) = e−2x2 .
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Kadangi B ir W (1) nepriklausomi, tai gauname

P (x) = P{∃t ∈ [0, 1] : B(t) = x||W (1)| < ε} ≤

P{∃t ∈ [0, 1] : B(t) ≥ x− ε− tW (1)| |W (1)| < ε} = P (x− ε, ε).
Analogi²kai P (x) ≥ P (x+ ε, ε).

Fiksuokime δ > ε > 0. Kai ε ↓ 0 tai

P (x) ≤ P (x− ε, ε) ≤ P (x− δ, ε)→ e−2(x−δ)2 ,

P (x) ≥ P (x+ ε, ε) ≥ P (x+ δ, ε)→ e−2(x+δ)2 ,

tod
el
e−2(x+δ)2 ≤ P (x) ≤ e−2(x−δ)2 .

Per
ej¦ prie ribos, kai δ ↓ 0, gausime P (x) = e−2x2 . N

4 savyb
e. (Kolmogorovo ir Smirnovo statistikos ribinis skirstinys). Su visais x > 0

P{ sup
0≤t≤1

|Bt| ≥ x} = 2
∞∑
n=1

(−1)n−1e−2n2x2 . (8.5.1)

I�rodymas. Nagrin
ekime i�vyki�

An(x) = {∃ 0 ≤ t1 < · · · < tn ≤ 1 : B(tj) = (−1)j−1x, j = 1, . . . , n}

ir atsitiktini� dydºius τ = inf{t : B(t) = x}, τ ′ = inf{t : B(t) = −x}. Paºym
ekime

Pn(x) = P{An(x)}, Qn(x) = P{An(x), τ < τ ′}.

Gauname
Qn(x) +Qn+1(x) = P{An(x), τ < τ ′}+ P{An+1(x), τ < τ ′} =

= P{An(x), τ < τ ′}+ P{An(x), τ ′ < τ} = Pn(x).

Pagal 3) savyb¦ P1(x) = e−2x2 .
Rasime P2(x). Pagal pilnosios tikimyb
es formul¦

P{∃ 0 < t1 < t2 ≤ 1 : W (t1) = x,W (t2) = −x, |W (1)| < ε} =

= P{∃ 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1 : B(t1) = x− t1W1, B(t2) = −x− t2W1, |W (1)| < ε} =

=

∫ ε

−ε
P{∃ 0 < t1 < t2 ≤ 1 : B(t1) = x− t1v,B(t2) = −x− t2v}ϕ(v)dv;

£ia ϕ(v) � standartinio normaliojo skirstinio tankis. Tod
el

lim
ε↓0

1

2ε
P{∃ 0 < t1 < t2 ≤ 1 : W (t1) = x,W (t2) = −x||W (1)| < ε} =

P2(x) lim
ε↓0

Φ(ε)− Φ(−ε)
2ε

= P2(x)ϕ(0).

Kairi¡j¡ lygyb
es pus¦ pertvarkome naudodami atspindºio taisykl¦:

P{∃ 0 < t1 < t2 ≤ 1 : W (t1) = x,W (t2) = −x, |W (1)| < ε} =

P{∃ 0 < t1 < t2 < 1 : W (t1) = x,W (t2) = 3x, |W (1)− 4x| < ε} =

P{|W (1)− 4x| < ε} = Φ(4x+ ε)− Φ(4x− ε).
Taigi gauname

P2(x) = lim
ε↓0

Φ(4x+ ε)− Φ(4x− ε)
2εϕ(0)

= e−8x2 .

Analogi²kai, Pn(x) = e−2n2x2 .
Gauname

Q1 = P1 −Q2 = P1 − P2 +Q3 =

n−1∑
k=1

(−1)kPk + (−1)nQn.
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Kadangi Qn ≤ Pn → 0, tai

Q1(x) =
∞∑
n=1

(−1)ne−2n2x2 .

Pagaliau

P{ sup
0≤t≤1

|Bt| ≥ x} = 2Q1(x) = 2

∞∑
n=1

(−1)ne−2n2x2 .

N
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