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Pratarm
e

Pirmojoje vadov
elio dalyje daugiausia buvo nagrin
ejamos paprastosios imtys,
kai ju� elementai yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai.
�ioje dalyje nagrin
ejamos imtys n
era paprastosios, ju� elementu� skirstiniai gali
priklausyti nuo vieno ar keliu� kiekybiniu� ar kokybiniu� faktoriu�. Analiz
es tiks-
las bu	tent ir yra nustatyti, ar imties skirstinys priklauso ir kaip priklauso nuo
dominan£iu� faktoriu�.

Naudojami statistiniai modeliai vadinami tiesiniais, nes imties elementu� vi-
durkiai apra²omi tiesin
emis neºinomu� parametru� funkcijomis. Imties skirs-
tinio priklausomyb¦ nuo tam tikru� faktoriu� ar ju� dariniu� ir apibu	dina min
etieji
parametrai.

Tiesiniai modeliai � viena i² svarbiausiu� matematin
es statistikos daliu�. Jie
labai pla£iai naudojami i�vairiose mokslo ir praktikos srityse kylantiems uºdavi-
niams spr¦sti. Yra daug matematin
es statistikos knygu� ir monogra�ju�, skirtu�
tiesiniams modeliams nagrin
eti. Jos skiriasi pateikiamos medºiagos matema-
tiniu lygiu ir apimtimi, taip pat taikymu� srities speci�ka. Skaitytojui rekomen-
duojame monogra�jas [2], [10], [12], [14].

Knygos paskirtis l
em
e medºiagos i² ²ios pla£ios matematin
es statistikos sri-
ties parinkim¡. Daugiausia apsiribojama tiesiniais modeliais, kai ju� paklaidos
yra nepriklausomi ir normalieji atsitiktiniai dydºiai. Tokiu atveju teorija yra
nusistov
ejusi ir i�gijusi uºbaigt¡ pavidal¡.

Pirmajame skyriuje pateikiami bendri tiesiniu� modeliu� analiz
es rezultatai,
kurie tolesniuose skyriuose taikomi nagrin
ejant specialius tiesinius modelius.

Antrajame skyriuje nagrin
ejami dispersin
es analiz
es, tre£iajame � regresin
es
analiz
es, o ketvirtajame � kovariacin
es analiz
es modeliai. Nors fakti²kai vi-
sus ²iuos modelius galima traktuoti kaip tam tikrus regresin
es analiz
es atvejus,
ta£iau d
el ju� taikymo speci�kos matematin
es statistikos literatu	roje juos i�prasta
nagrin
eti atskirai.

Penktajame skyriuje trumpai aptariami apibendrintieji tiesiniai modeliai ir
detaliau logistin
e regresija.

Prieduose pateikiami naudojami tiesin
es algebros faktai ir kai kurios atsitik-
tiniu� vektoriu� savyb
es.

Vadov
elis parengtas remiantis paskaitomis, kurias autoriai skait
e Vilniaus
universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto statistikos studiju� programos
studentams.

Autoriai
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Trumpiniai ir ºymenys

A. d. � atsitiktinis dydis;
n. a. d. � nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai;
a. v. � atsitiktinis vektorius;
n. a. v. � nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai;
TG � tolygiai galingiausias (kriterijus);
TGN � tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus);
DT � didºiausiojo tik
etinumo (funkcija, metodas, i�vertinys);
MK � maºiausiu�ju� kvadratu� (metodas, i�vertinys);
TPP � taikomieji programu� paketai;
X, Y, Z, ... � atsitiktiniai dydºiai;
X, Y , Z, ... � atsitiktiniai vektoriai;
XT � transponuotas vektorius, t. y. vektorius-eilut
e;
x(P ) � P -asis kvantilis;
xP � P -oji kritin
e reik²m
e;
Σ = [σij ]k×k � kovariaciju� matrica;
ρ = [ρij ]k×k � koreliacijos koe�cientu� matrica;
P{A} � i�vykio A tikimyb
e;
P{A|B} � i�vykio A s¡lygin
e tikimyb
e;
Pθ{A}, P{A|θ} � tikimyb
e, priklausanti nuo parametro θ;
Fθ(x), F (x; θ), F (x|θ) � pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro θ
(analogi²kai tankio funkcijai);
EX � a. d. X vidurkis;
V X � a. d. X dispersija;
Eθ(X), E(X|θ), V θ(X), V (X|θ) � a. d. X vidurkis ar dispersija, priklausan-
tys nuo parametro θ;
E(X) � a. v. X vidurkiu� vektorius;
V (X) � a. v. X kovariaciju� matrica;
Cov (X, Y ) � a. d. X ir Y kovariacija;
Cov (X, Y ) � a. v. X ir Y kovariaciju� matrica;
N(0, 1) � standartinis normalusis skirstinys;
N(µ, σ2) � normalusis skirstinys su parametrais µ ir σ2;
χ2(n) � chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu�;
χ2(n; δ) � necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necent-
ri²kumo parametru δ;
S(n) � Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu�;
S(n; δ) � necentrinis Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo
parametru δ;
F (m, n) � Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu�;
F (m, n; δ) � necentrinis Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu� ir necen-
tri²kumo parametru δ;

8
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zα � standartinio normaliojo skirstinio α kritin
e reik²m
e;
tα(n) � Stjudento skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
χ2
α(n) � chi kvadrato skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
Fα(m, n) � Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
Nk(µ, Σ) � k-matis normalusis skirstinys su vidurkiu� vektoriumi µ ir kovariaciju�
matrica Σ;
X ∼ N(µ, σ2) � a. d. X, pasiskirst¦s pagal normalu�ji� d
esni� su parametrais µ
ir σ2 (analogi²kai kitu� skirstiniu� atveju);

Xn
P→ X � konvergavimas pagal tikimyb¦ (n→∞);

Xn
b.t.→ X � konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n→∞);

Xn
kv.v.→ X � konvergavimas pagal kvadratini� vidurki� (n→∞);

Xn
d→ X, Fn(x)

d→ F (x) � konvergavimas pagal pasiskirstym¡ (silpnasis; n →
∞);

Xn
d→ X ∼ N(µ, σ2) � a. d. Xn asimptoti²kai (n→∞) turi normalu�ji� skirstini�

su parametrais µ ir σ2;
Xn ∼ Yn � a. d. Xn ir Yn asimptoti²kai (n→∞) ekvivalentu	s (Xn − Yn

P→ 0);
||x|| � kai x = (x1, ..., xk)T yra vektorius, rei²kia atstum¡ (xTx)1/2 = (

∑
i x

2
i )

1/2;
||A|| � kai A = [aij ] yra matrica, rei²kia (

∑
i

∑
j a

2
ij)

1/2;
A > B (A ≥ B) � kai A ir B yra vienodos dimensijos kvadratin
es matricos,
rei²kia, kad matrica A−B yra teigiamai (neneigiamai) apibr
eºta.



1 skyrius

Tiesiniai modeliai

1.1. Gauso ir Markovo tiesinis modelis

Tiesiniai modeliai � plati modeliu� klas
e ir yra, ko gero, labiausiai naudo-
jami taikomojoje statistikoje. Juos naudojant tiriama stebimu� diskre£iu�ju� ar
tolydºiu�ju� kintamu�ju� (kovarian£iu�, faktoriu�) i�taka nagrin
ejamu� poºymiu� skirsti-
niams. Modeliai vadinami tiesiniais, nes poºymio vidurkiai nusakomi tiesin
emis
neºinomu� parametru� funkcijomis.

Tarkime, kad imties Y = (Y1, ..., Yn)T nariai Yi yra nepriklausomi tokio
pavidalo atsitiktiniai dydºiai:

Yi = ai
Tβ + ei = ai1β1 + · · ·+ aimβm + ei, i = 1, 2, ..., n; (1.1.1)

£ia β = (β1, ..., βm)T ∈ Rm yra neºinomu� parametru� vektorius, ai = (ai1, · · · ,
aim)T � ºinomas vektorius, e = (e1, ..., en)T � atsitiktinis vektorius, kurio ko-
ordinat
es yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d. su nuliniais vidurkiais ir neºinomomis
vienodomis dispersijomis σ2. Toks modelis vadinamasGauso ir Markovo tiesiniu
modeliu.

Imtis n
era paprastoji, nes a. d. Yi n
era vienodai pasiskirst¦.
�iame skyriuje ai = (ai0, · · · , aim)T neatsitiktiniai arba yra atsitiktiniu�

dydºiu� realizacijos. �iuo atveju analiz
e yra s¡lygin
e, ºinant ²ias realizacijas.
Paºym
ejus A = [aij ]n×m matric¡, sudaryt¡ i² koe�cientu� aij , modeli� (1.1.1)

galima trumpiau uºra²yti matricine forma:

Y = Aβ + e, E(Y ) = Aβ, V (Y ) = V (e) = σ2I. (1.1.2)

Matrica A vadinama eksperimento plano matrica.
Remdamiesi pateikiamais bendrais rezultatais, toliau nagrin
esime konkre£ius

(1.1.2) modelio atvejus. Matematin
es statistikos uºdaviniu�, susijusiu� su tais
konkre£iais modeliais, sprendimas vadinamas dispersine ir regresine analize.

Min
eta, kad tiesiniu� modeliu� analiz
e susijusi su a. d. Y1, ..., Yn skirstiniu� pri-
klausomyb
es nuo tam tikru� faktoriu� (ju� i�tak¡ modelyje (1.1.2) nusako parametrai

10
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β1, ...βm) tyrimu. Tie faktoriai gali bu	ti kokybiniai arba kiekybiniai. Pavyz-
dºiui, gali bu	ti tiriama kvie£iu� derlingumo priklausomyb
e nuo ju� veisl
es ir augi-
nimo metodikos; i²dirbio priklausomyb
e nuo darbininko kvali�kacijos ir stakliu�
mark
es ir pan. Kvie£iu� veisl
e ir auginimo metodika, darbininko kvali�kacija
ir stakliu� mark
e � kokybiniai faktoriai. Dispersin
es analiz
es pavadinimas yra
paliktas bu	tent tokiems modeliams, kai tiriama a. v. Y skirstinio priklausomyb
e
nuo kokybiniu� faktoriu�.

1.1.1 pavyzdys. Norint i²tirti kvie£iu� derlingumo priklausomyb¦ nuo ju� veisl
es, atliekamas
toks eksperimentas. Atsitiktinai parinktu� n1 sklypeliu� aps
ejama pirm¡ja kvie£iu� veisle; n2

� antr¡ja ir t. t., ir pagaliau nm sklypeliu� � m-¡ja veisle. Paºym
ekime Yij i-osios kvie£iu�
veisl
es derlingum¡ j-ajame sklypelyje. Tarkime, kad derlingumo poky£iai pereinant nuo vienos
kvie£iu� veisl
es prie kitos nekei£ia dispersijos, o gali keisti tik vidurki�. Gauname modeli�

Yij = βi + eij , j = 1, ..., ni, i = 1, ...,m.

Tegu eij nekoreliuoti vienodu� dispersiju� a. d., o βi = EYij ºymi i-osios kvie£iu� veisl
es vidutini�
derlingum¡.

Sujung¦ steb
ejimus Yij i� vien¡ bendr¡ vektoriu�

Y = (Y11, ..., Y1n1 , Y21, ..., Y2n2 , ..., Ym1, ..., Ymnm )T

ir paºym
ej¦ neºinomu� parametru� vektoriu� β = (β1, ..., βm)T , gausime modelio apra²ym¡

matricine forma (1.1.2). Matrica A turi n = n1 + · · ·+ nm eilu£iu� ir m stulpeliu�. Pirmosios

n1 eilut
es turi pavidal¡ (1, 0, . . . , 0), paskui n2 eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 1, 0, . . . , 0), pagaliau

paskutin
es nm eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 0, . . . , 0, 1).

Atsitiktinio vektoriaus Y skirstinio priklausomyb
es nuo kiekybiniu� faktoriu�
(pvz., tra²u� kiekio, temperatu	ros, svorio ir kt.) analiz
e vadinama regresine
analize. Regresin
eje analiz
eje dydºiai ai1, · · · , aim yra interpretuojami kaip m
kovarian£iu� i-osios reik²m
es, tada koe�cientai β1, . . . , βm parodo atitinkamu�
kovarian£iu� i�tak¡ tiriamo poºymio vidurkiui.

1.1.2 pavyzdys. Norint i²tirti vyru� sistolinio kraujo spaudimo Y priklausomyb¦ nuo ju� svorio
X1 ir amºiaus X2, atsitiktinai atrenkama n vyru� ir jiems pamatuojamos a. v. (Y,X1, X2)T

reik²m
es (Yi, x1i, x2i)
T , i = 1, ..., n.

Tarkime, kad steb
ejimai, kai skirtingi i = 1, ..., n yra nepriklausomi a. d.; Y s¡lyginio
skirstinio, kai X = (X1, X2)T = (x1, x2)T yra �ksuotas, dispersija lygi σ2 ir nepriklauso nuo
x = (x1, x2)T , o Y vidurkis yra tiesin
e funkcija: E(Y |X = x) = β0 + β1x1 + β2x2. Tardami,
kad a. v. (X1, X2)T realizacijos (x1i, x2i), i = 1, ..., n yra �ksuotos, gauname modeli�

Yi = β0 + β1x1i + β2x2i + ei, i = 1, ..., n.

Paºym
ejus Y = (Y1, ..., Yn)T ir β = (β0, β1, β2)T neºinomu� parametru� vektoriu�, modeli�

galima uºra²yti matriciniu pavidalu (1.1.2) su matrica A, kuri turi n eilu£iu� ir 3 stulpelius:

i-oji eilut
e turi pavidal¡ (1, x1i, x2i).

Kaip matome, formalus dispersin
es ir regresin
es analiz
es schemu� skirtumas
yra toks. Pirmuoju atveju matricos A elementai yra arba 0, arba 1, t. y. jie pa-
rodo, ar steb
ejimas Y gautas veikiant tam tikram faktoriaus lygmeniui. Regre-
sin
eje analiz
eje matricos A elementai gali bu	ti bet kokie realu	s skai£iai. Abiem
modeliams yra pritaikomi toliau pateikiami bendrieji rezultatai. Ta£iau dis-
persin
es ir regresin
es analiz
es uºdaviniai skiriasi savo taikymo speci�ka, tod
el
matematin
es statistikos literatu	roje ²ios schemos nagrin
ejamos atskirai.
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1.2. Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai ir ju� savyb
es

1.2.1. Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai

Modelio (1.1.2) neºinomo parametro β i�vertinio β̂ ie²koma minimizuojant kvadra-
tin¦ form¡

SS(β) = (Y −Aβ)T (Y −Aβ) =

n∑
i=1

(Yi − ai1β1 − · · · − aimβm)2, (1.2.1)

kuri lygi atstumu� tarp steb
ejimu� Yi ir ju� vidurkiu� EYi = ai1β1 + ... + aimβm
kvadratu� sumai.

Diferencijuodami (1.2.1) pagal parametr¡ β ir prilygin¦ i²vestin¦ 0, gauname
lyg£iu� sistem¡

−2AT (Y −Aβ) = 0 ⇐⇒ ATAβ = ATY . (1.2.2)

Tarsime, kad m×m matrica ATA nei²sigimusi (o tai ekvivalentu, kad matricu�
A ir ATA rangai lygu	s m). Tada sistemos (1.2.2) sprendinys yra vienintelis (ºr.
1 pried¡ (6.2.22)):

β̂ = (ATA)−1ATY . (1.2.3)

1.2.1 pastaba. Jeigu Rang(A) < m, tai modeli� (1.2.1) galima modi�kuoti
sumaºinant parametru� skai£iu� taip, kad naujame modelyje matricos A rangas
sutaptu� su neºinomu� parametru� skai£iumi. Tod
el s¡lyga Rang(A) = m i² esm
es
nemaºina bendrumo.

1.2.1 apibr
eºimas. I�vertinys (1.2.3) vadinamas parametro β maºiausiu�ju�
kvadratu� (MK) i�vertiniu.

1.2.1 pavyzdys. Tarkime, imties Y = (Y1, Y2, Y3, Y4, Y5)T elementai turi toki¡ struktu	r¡

Y1 = α+ β2 + e1,

Y2 = α+ 2β1 − β2 + e2,

Y3 = α+ β2 + e3,

Y4 = α− 2β1 + e4,

Y5 = α− β2 + e5;

£ia e1, ..., e5 yra n. a. d., turintys nulinius vidurkius ir vienodas dispersijas σ2. Rasime parametro
β = (α, β1, β2)T MK i�vertini� ir jo realizacij¡ (i�verti�), kai a. v. Y realizacija yra (5, 2; 0, 8; 4, 9; 0, 4;
−0, 7)T .

Turime tiesini� Gauso ir Markovo modeli� Y = Aβ + e, kuriame

Y =


Y1

Y2

Y3

Y4

Y5

 , β =

 α
β1

β2

 , A =


1 0 1
1 2 − 1
1 0 1
1 − 2 0
1 0 − 1

 , e =


e1
e2
e3
e4
e5

 .
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Gauname

ATA =

 5 0 0
0 8 − 2
0 − 2 4

 , (ATA)−1 =

 1/5 0 0
0 1/7 1/14
0 1/14 2/7

 ,

ATY =

 Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Y5

2Y2 − 2Y4

Y1 − Y2 + Y3 − Y5

 ,

ir

β̂ = (ATA)−1ATY =

 α̂

β̂1

β̂2

 =

 (Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Y5)/5
(Y1 + 3Y2 + Y3 − 4Y4 − Y5)/14
(2Y1 − Y2 + 2Y3 − Y4 − 2Y5)/7

 .

Pagal turim¡ imties realizacij¡ gauname i�verti�

ATY =

 10, 6
0, 8
10

 , β̂ =

 α̂

β̂1

β̂2

 =

 2, 12
5, 8/7
20, 4/7

 ≈
 2, 1200

0, 8286
2, 9143

 .

1.2.2. Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniu� savyb
es

1.2.1 teorema. MK i�vertinys β̂ minimizuoja (1.2.1) kvadratin¦ form¡.

SS(β) = (Y −Aβ)T (Y −Aβ) ≥ (Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂) =: SSE . (1.2.4)

I�rodymas. Turime:

SS(β) = (Y −Aβ)T (Y −Aβ) = (Y −Aβ̂+A(β̂−β))T (Y −Aβ̂+A(β̂−β))

= (Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂)+(β̂−β)TATA(β̂−β) ≥ (Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂) = SSE .

N
1.2.2 pastaba. Liekamoji kvadratin
e forma SSE gali bu	ti uºra²yta tokiu pavi-
dalu:

SSE = Y TY − β̂
T
ATY =

n∑
i=1

Y 2
i −

m∑
j=1

β̂jhj , (1.2.5)

£ia hj yra j-oji vektoriaus ATY koordinat
e.
I�rodymas. Turime

SSE = (Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂) = Y TY − 2β̂
T
ATY + β̂

T
ATAβ̂ =

= Y TY − β̂
T
ATY − β̂

T
(ATY −ATAβ̂) = Y TY − β̂

T
ATY ,

nes ATY = ATAβ̂. N

1.2.2 pavyzdys (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Rasime liekamosios kvadratu� sumos SSE reali-
zacij¡ pagal 1.2.1 pavyzdºio duomenis.

Gauname

SSE = (Y1−α̂−β̂2)2+(Y2−α̂−2β̂1+β̂2)2+(Y3−α̂−β̂2)2+(Y4−α̂+2β̂1)2+(Y5−α̂+β̂2)2 = 0, 0623.

Liekam¡j¡ kvadratu� sum¡ galima rasti ir pagal (1.2.5) formul¦:

SSE = Y 2
1 + Y 2

2 + Y 2
3 + Y 2

4 + Y 2
5 − 10, 6α̂− 0, 8β̂1 − 10β̂2 = 0, 0623.
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1.2.2 teorema. Jei Rang(ATA) = m, tai
a) MK i�vertinys β̂ yra nepaslinktasis ir jo pirmieji du momentai yra

E(β̂) = β, V (β̂) = σ2(ATA)−1.

b) Dispersijos σ2 nepaslinktasis i�vertinys s2 yra

s2 =
SSE
n−m

=
(Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂)

n−m
. (1.2.6)

I�rodymas. a) Gauname (ºr. 2 pried¡ (7.3.4))

E(β̂) = (ATA)−1ATE(Y ) = (ATA)−1ATAβ = β,

V (β̂) = (ATA)−1ATσ2IA(ATA)−1 = σ2(ATA)−1.

b) Liekam¡j¡ kvadratin¦ form¡ SSE galima uºra²yti taip (ºr. (1.2.5))

SSE = Y TY − β̂
T
ATY = Y T [I −A(ATA)−1AT ]Y .

Lauºtiniuose skliaustuose para²ytoji matrica (paºym
ekime j¡ B) yra simetri²ka.
Kadangi

E(Y )TBE(Y ) = βTAT (I −A(ATA)−1AT )Aβ = 0, BB = B,

tai, remdamiesi matricos p
edsako savybe (ºr. 1 pried¡ (6.2.4)), gauname

E(SSE) = E(Y TBY ) = E[(Y −E(Y ))TB(Y −E(Y ))]

= ETr[(Y −E(Y ))TB(Y −E(Y ))] = ETr[B(Y −E(Y ))(Y −E(Y ))T ]

= Tr(BE[(Y −E(Y ))(Y −E(Y ))T ]) = σ2Tr(BI) = σ2Tr(B)

= σ2[Tr(I)−Tr(ATA(ATA)−1)] = σ2(n−m).

N

1.2.3 pavyzdys (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Rasime i�vertinio β̂ kovariaciju� matric¡ ir disper-
sijos σ2 i�verti�.

Remiantis 1.2.2 teorema

V (β̂) = σ2(ATA)−1 = σ2

 1/5 0 0
0 1/7 1/14
0 1/14 2/7

 .

I² £ia V α̂ = σ2/5, V β̂1 = σ2/7, V β̂2 = 2σ2/7, Cov (β̂1, β̂2) = σ2/14, Cov (α̂, β̂1)=0,
Cov (α̂1, β̂2) = 0. Dispersijos σ2 nepaslinktasis i�vertis

s2 =
SSE

n−m
=
SSE

2
= 0, 03115.

Daºnai tenka vertinti ne tiktai parametrus β1, . . . , βm, bet ir ju� tiesines
funkcijas. Paºym
ekime GL parametro θ = LTβ = L1β1 + · · · + Lmβm tiesiniu�
nepaslinktu�ju� i�vertiniu� klas¦.
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1.2.3 teorema. (Gauso ir Markovo). Jei Rang(ATA) = m, tai LT β̂ yra vie-
nintelis minimalios dispersijos i�vertinys klas
eje GL.

�io i�vertinio pirmieji du momentai ir kovariacija su kitos tiesin
es funkcijos
KTβ i�vertiniu KT β̂ yra

E(θ̂) = θ, V (θ̂) = σ2LT (ATA)−1L, Cov (LT β̂, KT β̂) = σ2LT (ATA)−1K.
(1.2.7)

Jei θ = (θ1, ..., θk)T = (HT
1 β, ...,H

T
k β)T = Hβ, H = [hij ]k×m, yra k-matis

parametras, tai θ̂ = Hβ̂ yra nepaslinktasis parametro θ i�vertinys ir

E(θ̂) = θ, V (θ̂) = σ2H(ATA)−1HT . (1.2.8)

I�rodymas. Jei MTY ∈ GL, tai

LTβ = E(MTY ) = E(MTY −LT β̂ +LT β̂) = (MTA−LT )β +LTβ.

Taigi
(MTA−LT )β = 0 su visais β ∈ Rm

ir
MTA−LT = 0. (1.2.9)

Turime
V (MTY ) = V (MTY −LT β̂ +LT β̂)

= V (MTY −LT β̂) + V (LT β̂) + 2Cov (MTY −LT β̂,LT β̂).

�ym
ekime B = (ATA)−1AT . I² lygyb
es (1.2.9) gaunama (ºr. 2 pried¡ (7.3.4))

Cov (MTY −LT β̂,LT β̂) = Cov ((MT −LTB)Y ,LTBY )

= (MT −LTB)σ2IBTL = σ2(MTA(ATA)−1

−LT (ATA)−1ATA(ATA)−1)L = σ2(MTA−LT )(ATA)−1L = 0,

Taigi
V (MTY ) = V (LT β̂) + V ((MT −LTB)Y ) ≥ V (LT β̂).

Lygyb
e teisinga tada ir tik tada, kai MT = LTB.

Randame

Cov (LT β̂, KT β̂) = Cov (LT (ATA)−1ATY , KT (ATA)−1ATY )

= σ2LT (ATA)−1K.

N

1.2.4 pavyzdys (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Tarkime, kad 1.2.1 pavyzdºio s¡lygomis mus
domina parametras θ = (θ1, θ2)T , θ1 = α − 2β1, θ2 = α + β1 − β2. Rasime parametro θ
i�vertini� ir jo kovariaciju� matric¡.

Parametras θ yra tiesin
e β funkcija

θ =

(
θ1
θ2

)
=

(
LTβ
KTβ

)
; L = (1; −2, 0)T , K = (1, 1, −1)T



16 1 SKYRIUS. TIESINIAI MODELIAI

Remiantis 1.2.3 teorema, vienintelis maºiausios dispersijos i�vertinys nepaslinktu� tiesiniu�
i�vertiniu� aib
eje yra

θ̂ =

(
θ̂1
θ̂2

)
=

(
LT β̂

KT β̂

)
=

(
α̂− 2β̂1

α̂+ β̂1 − β̂2

)
,

o jo kovariaciju� matrica

V (θ̂) = σ2

(
LT (ATA)−1L LT (ATA)−1K
LT (ATA)−1K KT (ATA)−1K

)
=
σ2

35

(
27 2
2 17

)
.

I�vertinio θ̂ realizacija yra (0, 4628; 0, 0343)T .

1.3. Normaliojo skirstinio atvejis

Sakykime, kad paklaidos ei turi normalu�ji� skirstini� N(0, σ2). Tada a. v. Y
skirstinys taip pat normalusis (ºr 2 pried¡ 7.4 skyreli�):

Y ∼ Nn(Aβ, σ2I). (1.3.1)

Modelis turi m+ 1 neºinom¡ parametr¡ β1, ..., βm, σ
2.

�iuo atveju galima ne tik rasti i�vertiniu� β̂, s2 momentus, bet ir ju� tikimy-
binius skirstinius. Jais naudojamasi sudarant parametru� pasikliovimo intervalus
ir kuriant kriterijus hipotez
ems apie parametru� reik²mes tikrinti.

1.3.1. I�vertiniu� savyb
es

Atsitiktinio vektoriaus Y didºiausiojo tik
etinumo funkcija turi toki� pavidal¡

L = L(β, σ2) =
1

σn(2π)n/2
exp{− 1

2σ2
(Y −Aβ)T (Y −Aβ)} =

=
1

σn(2π)n/2
exp{− 1

2σ2
SS(β)}.

Gauname
lnL = −n

2
lnσ2 − n

2
ln(2π)− 1

2σ2
SS(β),

∂ lnL

∂β
=

1

σ2
AT (Y −Aβ),

∂ lnL

∂σ2
= − n

2σ2
+
SS(β)

2σ4
.

Taigi parametro β DT i�vertinys sutampa su MK i�vertiniu. Parametro σ2 DT
i�vertinys

σ̂2 =
SSE
n

.

Jis paslinktasis, ta£iau, remiantis 1.2.2 teorema, poslinki� galima atitaisyti imant
i�vertini� s2 = nσ̂2/(n−m) = SSE/(n−m).

Remiantis 1.2.1 teoremos i�rodymu, funkcij¡ L galima perra²yti ²itaip:

L(β, σ2) =
1

σn(2π)n/2
exp{− 1

2σ2
(SSE + (β̂ − β)TATA(β̂ − β))}. (1.3.2)
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Tada pagal faktorizacijos kriteriju� i�sitikiname, kad T = (SSE , β̂1, ..., β̂m)T yra
pakankamoji statistika. Pertvark¦ eksponent
es argument¡ i�sitikiname, kad imties
skirstinys priklauso (m + 1)-ma£iu� eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai ir statistika
T ne tik pakankamoji, bet ir pilnoji (ºr. I dalies, 3.3 skyreli�). Tod
el visos
T funkcijos yra savo vidurkiu� NMD i�vertiniai. Pavyzdºiui, β̂i,LT β̂, s2 yra
parametru� βi,LTβ, σ2 i�vertiniai, turintys minimali¡ dispersij¡ nepaslinktu�ju�
i�vertiniu� klas
eje.

Rasime neºinomu� parametru� i�vertiniu� skirstinius.

1.3.1 teorema. Jei Rang(ATA) = m, tai i�vertiniai β̂ ir s2 yra nepriklausomi
ir

β̂ ∼ Nm(β, σ2(ATA)−1),
(n−m)s2

σ2
=
SSE
σ2
∼ χ2(n−m). (1.3.3)

Be to, (SS(β) − SSE)/σ2 ∼ χ2(m) ir a. d. SSE bei SS(β) − SSE yra neprik-
lausomi.

I�rodymas. I�vertinys β̂ = (ATA)−1ATY yra tiesin
e normaliojo a. v. Y ∼
Nn(Aβ, σ2I) funkcija, tod
el jis turi normalu�ji� skirstini�, kurio parametrai nurodyti
1.2.2 teoremoje (ºr. 2 pried¡ 7.4 skyreli�):

β̂ ∼ Nm(β, σ2(ATA)−1).

Kadangi n × m matricos A rangas yra m, tai egzistuoja ortonormuotu� n-
ma£iu� vektoriu� F 1, . . . ,Fm sistema (baz
e), kad kiekvienas matricos A stulpelis
yra ²ios sistemos vektoriu� tiesin
e forma (ºr. 1 pried¡). Tegu F yra n×mmatrica,
kurios stulpeliai yra vektoriai F i. Papildykime matric¡ F eil
es n × (n − m)

matrica G, kad matrica D = (F
...G) bu	tu� ortogonali: DDT = DTD = I.

Pagal konstrukcij¡

F TF = I, GTG = I, F TG = 0, ATG = 0, GTA = 0. (1.3.4)

Nagrin
ekime n-mati� vektoriu� :

Z =

(
Z1

Z2

)
=

(
F TY

GTY

)
= DTY . (1.3.5)

Vektorius Z turi normalu�ji� skirstini� ir jo momentai yra

E(Z1) = F TAβ, E(Z2) = GTAβ = 0, V (Z1) = σ2I,

V (Z2) = σ2I, Cov (Z1,Z2) = 0. (1.3.6)

A. v. Z koordinat
es yra normalieji n. a. d., turintys t¡ pa£i¡ dispersij¡ σ2 kaip
ir pradinio a. v. Y koordinat
es. Be to, a. v. Z1 ir Z2 yra nepriklausomi.

Kadangi, atliekant ortonormuot¡ transformacij¡, atstumai tarp ta²ku� lieka
nepakit¦

(Z −EZ)T (Z −EZ) = (Y −EY )T (Y −EY ),
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tai

SS(β) = (Y −Aβ)T (Y −Aβ) = (Z1−F TAβ)T (Z1−F TAβ)+ZT2Z2. (1.3.7)

Minimizuodami kvadratin¦ form¡ SS(β) gauname

SSE = min
β

SS(β) = min
β

(Z1 − F TAβ)T (Z1 − F TAβ) +ZT2Z2 = ZT2Z2,

(1.3.8)
jeigu yra toks β, kad

F TAβ = Z1. (1.3.9)

�ioje lyg£iu� sistemoje yra m neºinomu�ju�, o m×m matricos F TA rangas lygus
m:

m = Rang(AT ) = Rang(AT (F
...G)) = Rang(ATF

...ATG) =

= Rang(ATF
...0) = Rang(ATF ).

Taigi matrica F TA turi atvirk²tin¦ ir lyg£iu� sistemos (1.3.9) sprendinys vienin-
telis β̂ = (F TA)−1Z1 (ºr. 1 pried¡ (6.2.22)). Kadangi

SSE
σ2

=
1

σ2
ZT2Z2,

yra n −m vienodai pasiskirs£iusiu� pagal N(0, 1) a. d. kvadratu� suma, tai jos
skirstinys yra χ2(n−m).

Kadangi SSE yra Z2 funkcija, β̂ = (F TA)−1Z1 yra Z1 funkcija, o Z1 ir
Z2 yra nepriklausomi, tai β̂ ir SSE taip pat nepriklausomi.

Pagal (1.3.7)

SS(β)− SSE = (Z1 − F TAβ)T (Z1 − F TAβ),

o pagal (1.3.6) Z1 − F TAβ ∼ Nm(0, σ2I). Tod
el a. d. SSE ir SS(β) − SSE
nepriklausomi ir (SS(β)− SSE)/σ2 ∼ χ2(m). N

1.3.1 pastaba. Tiesiniuose modeliuose daºnai tenka tikrinti pavidalo βj1 =
· · · = βjk = 0 arba βj1 = · · · = βjk , 0 ≤ j1 < · · · < jk ≤ m, hipotezes arba dar
bendresnes hipotezes.

Jei paºym
esime Hi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T , £ia 1 yra ji pozicijoje, tai pir-
m¡j¡ hipotez¦ galima uºra²yti pavidalu Hβ = 0, kur H yra k × m matrica,
kurios eilut
es yra HT

i , i = 1, . . . , k.
Analogi²kai, jei ºym
esime Hi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,−1, 0, . . . , 0)T , £ia 1 yra

j1, −1 yra ji pozicijose (i = 2, . . . , k), tai antr¡j¡ hipotez¦ taip pat galima
uºra²yti ²itaip Hβ = 0, £ia H � (k − 1) ×m matrica, kurios eilut
es yra HT

i

(i = 2, . . . , k).
Apibendrinant, daºnai tenka tikrinti hipotezes, tvirtinan£ias, kad Hβ = θ0,

£iaH yra dimensijos k×m ºinoma matrica ir θ0 yra ºinomas k-matis vektorius.
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Tik
etinumu� santykis ²iai hipotezei tikrinti yra

Λ =
L(β̃, σ̃2)

L(β̂, σ̂2)
=

(
σ̂

σ̃

)n
exp{−1

2
(SS(β̃)/σ̃2 − SS(β̂)/σ̂2)},

£ia β̂, σ̂2 yra parametru� β, σ2 DT i�vertiniai, o β̃, σ̃2 maksimizuoja L su s¡lyga,
kad Hβ = θ0.

Tur
ejome, kad DT i�vertinys β̂ tenkina s¡lyg¡ SSE = SS(β̂) = minβ SS(β),
σ̂2 = SSE/n. Visi²kai analogi²kai i�vertinys β̃ tenkina s¡lyg¡

SS(β̃) = min
β:Hβ=θ0

SS(β), σ̃2 = SSEH/n,

£ia SSEH = minβ:Hβ=θ0 SS(β). Taigi

Λ =

(
SSE
SSEH

)n/2
.

Kritin
es srities pavidalas SSEH/SSE > c.
Matome, kad min
etoms hipotez
ems tikrinti svarbu rasti ne tik statistikos

SSE , bet ir statistikos SSEH skirstini�.

1.3.2 teorema. Sakykime, kad Rang(ATA) = m, o H yra k × m matrica,
kurios rangas Rang(H) = k ≤ m. Paºym
ekime

SSEH = min
β:Hβ=θ0

(Y −Aβ)T (Y −Aβ) (1.3.10)

kvadratin
es formos SS(β) s¡lygini� minimum¡, kaiHβ lygus ºinomam vektoriui
θ0. Tada:

1) SSE ir SSEH − SSE yra nepriklausomi;
2) SSE/σ2 ∼ χ2(n − m), (SSEH − SSE)/σ2 ∼ χ2(k;λ); necentri²kumo

parametras λ apibr
eºiamas lygybe

λ =
1

σ2
(Hβ − θ0)T (H(ATA))−1HT )−1(Hβ − θ0); (1.3.11)

3) Jeigu hipotez
e Hβ = θ0 yra teisinga, tai λ = 0 ir (SSEH − SSE)/σ2 ∼
χ2(k), t. y. santykis

F =
(SSEH − SSE)(n−m)

kSSE
∼ F (k, n−m), (1.3.12)

pasiskirst¦s pagal Fi²erio skirstini� su k ir n−m laisv
es laipsniu�.

I�rodymas. Imkime k × n matric¡ D1 = H(ATA)−1AT . Jos eilut
es yra
tiesin
es matricos AT eilu£iu� formos. Kadangi k × m matricos H rangas yra
k, o m × m ir m × n matricu� (ATA)−1 ir AT rangai yra m, tai ju� sandau-
gos D1 rangas yra k. Taigi matricos D1 eilut
es yra k tiesi²kai nepriklausomu�
vektoriu�, priklausan£iu� matricos AT eilu£iu� tiesiniu� dariniu� erdvei. �i¡ matric¡
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papildykime tokia eil
es (m− k)× n matrica D2, kad jos eilut
es bu	tu� vienetinio
ilgio, ortogonalios tarpusavyje ir ortogonalios matricos D1 eilut
ems, o abieju�
matricu� D1 ir D2 eilut
es sudarytu� matricos AT eilu£iu� tiesiniu� dariniu� erdv
es
baz¦ (ºr. 1 pried¡). Pagal konstrukcij¡

D1D
T
2 = 0, D2D

T
1 = 0, D2D

T
2 = I.

Pagaliau parinkime (n − m) × n matric¡ D3, kuriu� eilut
es yra vienetinio
ilgio, ortogonalios tarpusavyje ir ortogonalios matricu�D1 irD2 eilut
ems. Pagal
konstrukcij¡

D3D
T
1 = 0, D3D

T
2 = 0, D3D

T
3 = I, D3A = 0.

Sujung¦ matricu� D1, D2 ir D3 eilutes, gausime rango n kvadratin¦ n × n
matric¡ D, kuri yra erdv
es Rn baz
e.

Nagrin
ekime a. v.

Z =

 Z1

Z2

Z3

 =

 D1Y
D2Y
D3Y

 = DY . (1.3.13)

Atsitiktinio vektoriaus Z komponen£iu� vidurkiai yra

E(Z1) = H(ATA)−1ATAβ = Hβ, E(Z2) = D2Aβ, E(Z3) = D3Aβ = 0.
(1.3.14)

Pagal parinkim¡ a. v. Z1, Z2 ir Z3 yra nekoreliuoti (taigi ir nepriklausomi),
o ju� kovariaciju� matricos

V (Z1) = σ2H(ATA)−1HT , V (Z2) = σ2I, V (Z3) = σ2I. (1.3.15)

Remdamiesi atvirk²tin
es matricos, transponavimo operacijos ir veiksmu� su
blokin
emis matricomis savyb
emis (ºr. 1pried¡), gauname

SS(β) = (Y −Aβ)T (Y −Aβ) = (Z −EZ)T (DDT )−1(Z −EZ) =

(Z1 −Hβ)T (H(ATA)−1HT )−1(Z1 −Hβ)+

+(Z2 −D2Aβ)T (Z2 −D2Aβ) +ZT3Z3. (1.3.16)

Funkcijos SS(β) minimumas

SSE = ZT3Z3 ∼ σ2χ2
n−m,

jei tik galime parinkti β taip, kad pirmieji du d
emenys bu	tu� lygu	s 0, t. y. parinkti
β i² lyg£iu� sistemos {

Hβ = Z1,
D2Aβ = Z2.

(1.3.17)
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�ioje sistemoje yram lyg£iu� irm neºinomu�ju�, o matricos prie β rangas lygus
m:

m = Rang(A) = Rang(DA) = Rang

 D1A
D2A
D3A

 = Rang

 H
D2A

0

 ,

(1.3.18)
tod
el egzistuoja vienintelis sprendinys β̂, tenkinantis (ºr 1 pried¡ (6.2.22))
(1.3.17).

Ie²kodami s¡lyginio SS(β) minimumo SSEH paºym
esime, kad tereikia mini-
mizuoti antr¡ji� d
emeni� lygyb
es (1.3.16) de²in
eje pus
eje, nes kiti d
emenys i²lieka
pastovu	s, imant bet kokias β reik²mes, tenkinan£ias s¡lyg¡ Hβ = θ0. Pa-
rodysime, kad antrojo d
emens minimumas lygus 0. Jis virsta nuliu ta²ke β,
tenkinan£iame s¡lygas

Hβ = θ0, D2Aβ = Z2.

K¡ tik parod
eme, kad tokia sistema turi vieninteli� sprendini� (imame θ0 vietoje
Z1 sistemoje (1.3.17)). Taigi

SSEH = min
β:Hβ=θ0

SS(β) = (Z1 − θ0)T (H(ATA)−1HT )−1(Z1 − θ0) + SSE ;

SSEH − SSE = (Z1 − θ0)T (H(ATA)−1HT )−1(Z1 − θ0). (1.3.19)

Kadangi SSEH − SSE i²rei²kiamas vektoriumi Z1, SSE � vektoriumi Z3, o
Z1 ir Z3 yra n. a. v., tai darome i²vad¡, kad SSEH −SSE ir SSE yra nepriklau-
somi.

A. v. Z1 turi k-mati� normalu�ji� skirstini� Nk(Hβ, σ2H(ATA))−1HT ). Pa-
gal daugiama£io normaliojo skirstinio savybes kvadratin
e forma (SSEH−SSE)/σ2

turi necentrini� chi kvadrato skirstini� su k laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo para-
metru λ, kurio i²rai²ka yra (1.3.11) formul
eje (ºr. 2 pried¡).

Jeigu Hβ = θ0, tai necentri²kumo parametras λ = 0 ir (SSEH − SSE)/σ2

turi centrini� chi kvadrato skirstini� χ2(k). N
1.3.2 pastaba. Kadangi Z1 = D1Y = H(ATA)−1ATY = Hβ̂, tai i² (1.2.3)
formul
es gauname, kad

SSEH − SSE = (Hβ̂ − θ0)TΣ−1(Hβ̂ − θ0); (1.3.20)

£ia Σ = H(ATA)−1HT .

1.3.2. Pasikliovimo intervalai ir hipoteziu� tikrinimas

Remdamiesi i�vertiniu� savyb
emis bei 1.3.1 ir 1.3.2 teoremomis galime sudaryti
parametru� pasikliovimo intervalus ir sukurti kriterijus hipotez
ems apie para-
metru� reik²mes tikrinti.

1) Dispersija σ2. Dispersijos σ2 NMD i�vertinys yra s2 = SSE/(n − m).
Pagal 1.3.1 teorem¡

(n−m)s2

σ2
∼ χ2(n−m). (1.3.21)
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Taigi dispersijos σ2 lygmens Q = 1−α pasikliovimo intervalo (σ2, σ2) r
eºiai
yra

σ2 = SSE/χ
2
α/2(n−m), σ2 = SSE/χ

2
1−α/2(n−m). (1.3.22)

Hipotez
e H0 : σ = σ0, kai alternatyvos yra H1 : σ > σ0 arba H2 : σ < σ0,
yra atmetamos reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai atitinkamai teisingos
nelygyb
es

SSE > σ2
0χ

2
α(n−m), SSE < σ2

0χ
2
1−α(n−m),

arba P reik²miu� terminais, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = P{χ2
n−m > y} ≤ α, pv = P{χ2

n−m < y} ≤ α;

£ia y yra statistikos SSE/σ2
0 realizacija.

Kai alternatyva H3 : σ 6= σ0 dvipus
e, hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

SSE > σ2
0χ

2
α/2(n−m), arba SSE < σ2

0χ
2
1−α/2(n−m),

arba P reik²miu� terminais, kai teisinga nelygyb
e

pv = 2 min(P{χ2
n−m > y},P{χ2

n−m < y}) ≤ α.

2) Viena tiesin
e parametro β funkcija. Sudarykime tiesin
es funkcijos
θ = LTβ = L1β1 + · · ·+ Lmβm pasikliovimo interval¡. Atskiru atveju gausime
bet kurio i² parametru� βj pasikliovimo interval¡. I�vertinio θ̂ = LT β̂ skirstinys
yra normalusis θ̂ ∼ N(θ, b2σ2); £ia paºym
eta b2 = LT (ATA)−1L.

Pagal 1.3.1 teorem¡ a. d. θ̂ ir s2 nepriklausomi, tod
el, remdamiesi (1.3.3),
gauname, kad a. d.

θ̂ − θ
s b

∼ S(n−m) (1.3.23)

turi Stjudento skirstini� su n−m laisv
es laipsniu�.
I² £ia gauname parametro θ pasikliovimo interval¡

(θ, θ̄) = (θ̂ − b s tα/2, θ̂ + b s tα/2), (1.3.24)

kai pasikliovimo lygmuo Q = 1−α; £ia tα = tα(n−m) yra Stjudento skirstinio
su n−m laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e.

Pana²iai hipotez
e H0 : θ = θ0, kai alternatyvos yra H1 : θ > θ0, H2 : θ < θ0,
H3 : θ 6= θ0, atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai atitinkamai

T > tα, T < tα, |T | > tα/2; (1.3.25)

£ia T = (θ̂ − θ0)/(s b). Tegu t yra statistikos T realizacija, o F (x|n − m) �
Stjudento skirstinio su n −m laisv
es laipsniu� pasiskirstymo funkcija. Tada P
reik²miu� terminais hipotez
e H0 atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = 1−F (t|n−m) ≤ α, pv = F (t|n−m) ≤ α, pv = 2(1−F (|t||n−m)) ≤ α.
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1.3.1 pavyzdys (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Tarkime, kad 1.2.1 pavyzdyje paklaidos e1, ..., e5
turi normaliuosius skirstinius N(0, σ2) su vienodomis dispersijomis σ2. Rasime dispersijos
σ2 ir parametru� α, β1, β2 pasikliovimo intervalus, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

Remiantis 1.3.2 teorema
2s2

σ2
=
SSE

σ2
∼ χ2(2)

turi χ2 skirstini� su dviem laisv
es laipsniais. Pagal (1.3.22) randame pasikliovimo interval¡

(σ2; σ2) = (SSE/χ
2
0,025(2); SSE/χ

2
0,975(2)) = (0, 0084; 1, 2304).

Imdami paeiliui L = (1; 0; 0)T ,L = (0; 1; 0)T ,L = (0; 0; 1)T ir pasinaudoj¦ 1.2.3
pavyzdyje surastomis dispersiju� i²rai²komis pagal (1.3.24) gauname pasikliovimo intervalus

(α; α) = (α̂− st0,025/
√

5; α̂+ st0,025/
√

5) = (1, 7804; 2, 4596);

(β
1
; β1) = (β̂1 − st0,025/

√
7; β̂1 + st0,025/

√
7) = (0, 5416; 1, 1156);

(β
2
; β2) = (β̂2 − st0,025

√
2/7; β̂2 + st0,025

√
2/7) = (2, 5804; 3, 3202).

Kelios tiesin
es parametro β funkcijos. Tarkime, θ = Hβ yra k-matis
vektorius; £ia H dimensijos k ×m matrica (k ≤ m) , Rang(H) = k.

Vektoriaus θ i�vertinys θ̂ = Hβ̂ yra k-matis normalusis vektorius:

θ̂ ∼ Nk(θ, σ2Σ), Σ = H(ATA)−1HT .

Vadinasi,
(θ̂ − θ)TΣ−1(θ̂ − θ)/σ2 ∼ χ2(k), (1.3.26)

ir pagal 1.3.1 teorem¡ ²i kvadratin
e forma nepriklauso nuo SSE = s2(n−m).
Paºym
ekime Fα(k, n−m) Fi²erio skirstinio su k ir n−m laisv
es laipsniu� α

kritin¦ reik²m¦ ir apibr
eºkime k-mat
es erdv
es poaibi�

C(θ̂, s) = {θ :
(θ̂ − θ)TΣ−1(θ̂ − θ)

ks2
< Fα(k, n−m)}. (1.3.27)

Tada C(θ̂, s) yra vektorin
es funkcijos θ pasikliovimo sritis, kai pasikliovimo
lygmuo Q = 1− α:

Pθ{θ ∈ C(θ̂, s)} = Q. (1.3.28)

Sprendºiant praktinius uºdavinius daºnai reikia kurti kriterijus hipotez
ems
apie keliu� tiesiniu� parametro β funkciju� reik²mes. Sakykime, reikia patikrinti
hipotez¦

H0 : Hβ = θ0.

Mat
eme, kad jos atskiri atvejai yra keliu� koe�cientu� lygyb
es nuliui, keliu� koe�-
cientu� lygyb
es ir kitos hipotez
es.

Jei teisinga hipotez
e H0, tai remiantis (1.3.20) ir 1.3.2 teorema

SSEH − SSE = (θ̂ − θ0)TΣ−1(θ̂ − θ0) ∼ σ2χ2
k.

Tik
etinumo santykis hipotezei tikrinti yra

Λ =

(
SSE
SSEH

)n/2
.
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Taigi kritin
e sritis tur
etu� bu	ti SSE/SSEH < c pavidalo, o tai ekvivalentu nely-
gybei (SSEH − SSE)/SSE > c1. Kadangi statistika

F =
(θ̂ − θ0)TΣ−1(θ̂ − θ0)

ks2
=

(SSEH − SSE)/k

SSE/(n−m)
(1.3.29)

pasiskirs£iusi pagal Fi²erio d
esni� su k ir n−m laisv
es laipsniais, jeigu hipotez
e
H0 teisinga, tai hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

F > Fα(k, n−m), (1.3.30)

arba P reik²miu� terminais, kai

pv = P{Fk,n−m > f} ≤ α;

£ia f � statistikos F realizacija. Jei hipotez
e n
era teisinga, tai pagal 1.3.2
teoremos 2) teigini� statistika F pasiskirs£iusi pagal necentrini� Fi²erio skirstini�
su k ir n−m laisv
es laipsniais ir necentri²kumo parametru

λ =
1

σ2
(θ − θ0)TΣ−1(θ − θ0).

Kriterijaus galia i²rei²kiama necentrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkci-
ja.

1.3.2 pavyzdys (1.2.4 pavyzdºio t¦sinys). Pri
em¦ normalumo prielaid¡ sudarysime para-
metro θ = (θ1, θ2)T = (α − 2β1, α + β1 − β2)T pasikliovimo sriti�, kai pasikliovimo lygmuo
Q = 0, 95, ir patikrinsime hipotez¦ H : θ = θ0 = 0.

Parametro θ i�vertis θ̂ ir jo kovariaciju� matrica surasti 1.2.4 pavyzdyje

θ̂ =

(
θ̂1
θ̂2

)
=

(
LT β̂

KT β̂

)
=

(
α̂− 2β̂1

α̂+ β̂1 − β̂2

)
=

(
0, 463
0, 034

)
,

V (θ̂) =
σ2

35

(
27 2
2 17

)
= σ2Σ.

Remiantis (1.3.27) pasikliovimo sritis

C(θ̂, s) = {θ :
(θ̂ − θ)TΣ−1(θ̂ − θ)

2s2
< F0,05(2, 2)} =

= {θ : 17(θ̂1 − θ1)2 − 4(θ̂1 − θ1)(θ̂2 − θ2) + 27(θ̂2 − θ2)2 < 15, 3881}.
Imdami θ0 = 0 gauname statistikos F i² (1.3.29) realizacij¡

F =
θ̂
T

Σ−1θ̂

2s2
=

0, 2779

0, 0623
= 4, 4575.

Kadangi P reik²m
e pv = P{F2;2 > 4, 4575} = 0, 1832, atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.
Hipotez¦ H : θ = 0 galima patikrinti neskai£iuojant matricos Σ ir jos atvirk²tin
es, o

tiesiogiai remiantis 1.3.2 teorema. Kai hipotez
e H teisinga, tai β1 = α/2, β2 = 3α/2. Taigi
turime tiesini� modeli� su vienu neºinomu parametru α:

Y1 = 3α/2 + e1, Y2 = α/2 + e2, Y3 = 3α/2 + e3, Y4 = e4, Y5 = −α/2 + e5.

Parametro α i�vertis α̂ = 2, o s¡lygin
e liekamoji kvadratin
e forma

SSEH = (Y1 − 5)2 + (Y2 − 1)2 + (Y3 − 5)2 + y2
4 + (Y5 + 1)2 = 0, 34.
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Statistika F i² (1.3.29), suprantama, i�gyja t¡ pa£i¡ reik²m¦

F =
SSEH − SSE

SSE
= 4, 4575.

4) Pasikliovimo intervalu� rinkiniai. Vietoje pasikliovimo srities (1.3.27)
kartais pageidautina tur
eti pasikliovimo intervalu� rinkini�, kuris uºdengtu� visus
dominan£ius parametrus su tikimybe Q.

Naudojantis pasikliovimo sritimi (1.3.27) galima sudaryti i² karto visu� tiesiniu�
funkciju� cTβ, c ∈ Rm pasikliovimo intervalus.

Paºym
ekime L aib¦, kuri gaunama imant tiesines vektoriaus β funkcijas:
L = {cTβ : c ∈ Rm}.

1.3.3 teorema. Tarkime, kad Rang(A) = m.
Tada su tikimybe Q = 1 − α i² karto visoms funkcijoms cTβ ∈ L galioja

nelygyb
es
cT β̂ − δα

√
cTΣc ≤ cTβ ≤ cT β̂ + δα

√
cTΣc, (1.3.31)

£ia Σ = (ATA)−1, δα = s
√
mFα(m,n−m), o Fα(m,n−m) � Fi²erio skirstinio

su m ir n−m laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e.
Nelygybes (1.3.31) galima traktuoti kaip pasikliovimo intervalus, sudarytus

i² karto visoms tiesin
ems funkcijoms cTβ ∈ L. Jeigu imsime vien¡ funkcij¡ cTβ
(arba kelet¡ tokiu� funkciju�), tai intervalu� pasikliovimo lygmuo ne maºesnis uº
Q.

I�rodymas. Pagal Ko²i ir �varco nelygyb¦ (ºr. 1 pried¡) bet kuriems vieno-
dos dimensijos vektoriams U ir V galioja nelygyb
e

(UTV )2 ≤ (UTU)(V TV ).

Kadangi Σ teigiamai apibr
eºta simetri²ka matrica, tai egzistuoja tokia kvad-
ratin
e teigiamai apibr
eºta matrica B, kad Σ = BBT . Pritaik¦ Ko²i ir �varco
nelygyb¦ vektoriams BU ir (B−1)TV , gausime

(UTV )2 = ((BU)T (B−1)TV )2 ≤ (UTΣU)(V TΣ−1V ),

arba

V TΣ−1V ≥ (UTV )2

UTΣU
, V TΣ−1V = sup

U

(UTV )2

UTΣU
.

Supremumas pasiekiamas imant U = Σ−1V .
Paºym
ekime V = β̂ − β, U = c. Taikydami (1.3.27), kai θ = β, t. y. kai

H yra vienetin
e m×m matrica, gauname

1− α = Pβ

{
(β̂ − β)TΣ−1(β̂ − β)

ms2
< Fα(m,n−m)

}
=

Pβ

{
sup
c

|cT (β̂ − β)|√
cTΣc

< δα

}
=
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Pβ{cT β̂ − δα
√
cTΣc ≤ cTβ ≤ cT β̂ + δα

√
cTΣc, ∀ c ∈ Rm} = Q.

Ai²ku, kad vienai funkcijai cTβ (arba keletui tokiu� funkciju�) pasikliovimo
lygmuo yra ne maºesnis uº Q.

Imdami paeiliui c1 = (1, 0, ..., 0)T , c2 = (0, 1, ..., 0)T , ..., cm = (0, 0, ..., 1)T

pagal (1.3.31) gauname parametru� β1, ..., βm pasikliovimo intervalu� sistem¡ (β
i
,

βi), i = 1, ...,m, kuriai

Pβ{βi < βi < βi, ∀ i = 1, ...,m} ≥ Q = 1− α, (1.3.32)

β
i

= β̂i − δα
√
bii, βi = β̂i + δα

√
bii;

£ia bij yra matricos (ATA)−1 = [bij ]m×m elementai.
Tikimyb
e, kad visi intervalai (1.3.32) uºdengs tikr¡sias parametru� βi reik²mes,

gali bu	ti kur kas didesn
e uº Q = 1−α, nes vietoje visu� vektoriu� c ∈ Rm imame
tik m vektoriu� c1, ..., cm.

Jeigu sudarytume pasikliovimo intervalus kiekvienam parametrui βi pagal
(1.3.24):

β̂i − s
√
biitα/2(n−m), β̂i + s

√
biitα/2(n−m), i = 1, ...,m, (1.3.33)

tai toks intervalu� rinkinys nebus ie²komasis, nes tikimyb
e, kad visi intervalai
(1.3.33) uºdengs tikr¡sias visu� parametru� reik²mes, gali bu	ti gerokai maºesn
e
uº Q = 1 − α. Pavyzdºiui, jeigu i�vertiniai β̂i, i = 1, ...,m yra nepriklausomi,
tai intervalai (1.3.33) uºdengia visas parametru� reik²mes su tikimybe Qm. Taigi
intervalai (1.3.33) yra trumpesni negu reik
etu�. Kita vertus, tikimyb
e, kad visi in-
tervalai (1.3.32) uºdengs tikr¡sias parametru� reik²mes, gali bu	ti gerokai didesn
e
uº Q = 1− α, t. y. intervalai (1.3.32) yra ilgesni negu reik
etu�.

Kitoki� negu (1.3.32) intervalu� rinkinio variant¡ galima gauti naudojant Bonfe-
ronio nelygyb¦. Tegu Ai yra i�vykis, kuris rei²kia, kad i-asis tipo (1.3.33) inter-
valas uºdengia parametr¡ βi ir tegu P{Ai} = 1− αi. Tada

P{∩mi=1Ai} = 1−P{∪mi=1Āi} ≥ 1−
m∑
i=1

P{Āi} = 1− (α1 + ...+ αm).

Jeigu parinksime αi = α/m, i = 1, ...,m, tai intervalu� rinkinys

β̂i − s
√
biitα/(2m)(n−m), β̂i + s

√
biitα/(2m)(n−m), i = 1, ...,m. (1.3.34)

uºdengs visus parametrus β1, ..., βm su tikimybe ne maºesne uº Q = 1− α.

1.3.3 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdºio t¦sinys). Pri
em¦ normalumo prielaid¡ pagal 1.2.1 pratimo
duomenis, sudarysime parametru� α, β1, β2 pasikliovimo intervalu� rinkinius, kad jie uºdengtu�
visus parametrus su tikimybe, ne maºesne uº Q = 0, 95.

Remdamiesi pasikliovimo elipsoidu (1.3.27) ir 1.2.2 pavyzdyje surastomis dispersijos i²rai²-
komis gauname intervalus (1.3.32):

(α;α) = (1, 5215; 2, 7185), (β
1
;β1) = (0, 3228; 1, 3344), (β

2
;β2) = (2, 1990; 3, 6296).

Naudodami Bonferonio nelygyb¦, gauname tokius intervalus:
(α;α) = (1, 5163; 2, 7237), (β

1
;β1) = (0, 3184; 1, 3388), (β

2
;β2) = (2, 1927; 3, 6359).

Matome, kad ²ie intervalai yra kur kas ilgesni uº intervalus, sudarytus 1.3.2 pavyzdyje

kiekvienam parametrui atskirai.
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1.4. Pratimai

1.1. Tarkime, kad turime pilno rango (1.1.2) modeli�. Paºym
ekime Ŷ = (Ŷ1, ..., Ŷn)T =

Aβ̂. I�rodykite, kad
n∑
i=1

(Yi − Ŷi) = 0,

n∑
i=1

Ŷi(Yi − Ŷi) = 0.

1.2. Tegu Y1 = α + e1, Y2 = 2α − β + e2, Y3 = α + 2β + e3; £ia {ei} nepriklausomi
a. d., E(ei) = 0, V (ei) = σ2. Raskite parametru� α ir β maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius ir ju�
dispersijas.

1.3. Turime tiesini� modeli�

E(Yi) = β0 + β1xi + β2(3x2
i − 2), i = 1, 2, 3;

£ia x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1. Raskite parametru� β0, β1, β2 i�vertinius. I�rodykite, kad
parametru� β0, β2 i�vertiniai modelyje, kuriame β1 = 0, turi t¡ pati� pavidal¡.

1.4. Parametrams α ir β i�vertinti turime steb
ejimus: m steb
ejimu� a. d. Y1, kurio E(Y1) =
α; m steb
ejimu� a. d. Y2, kurio E(Y2) = α+ β, ir n steb
ejimu� a. d. Y3, kurio E(Y3) = α− 2β.
Steb
ejimu� paklaidos nekoreliuotos ir turi vienodas dispersijas. I�rodykite, kad maºiausiu�ju�
kvadratu� i�vertiniai α̂ ir β̂ nekoreliuoti, kai m = 2n.

1.5. Maºiausiu�ju� kvadratu� metodu parenkami pirmojo ir antrojo laipsnio polinomai pagal
didumo n imti� (Xi, Yi)

T , i = 1, 2, ..., n. Tegu ω ir Ω yra ²itokios prielaidos:

ω : Yi = α+ βXi + ei,

Ω : Yi = α+ βXi + γX2
i + e′i;

£ia ei, e
′
i � n. a. d. su nuliniais vidurkiais ir vienodomis dispersijomis σ2. Sudarykite

normaliu�ju� lyg£iu� sistemas ir raskite parametru� α, β ir α, β, γ maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius.

1.6 (1.5 t¦sinys). Raskite parametru� i�vertiniu� dispersijas. I�rodykite: jeigu prielaidoje ω
vietoje α+ βXi imsime δ + β(Xi − X̄), tai Cov (δ̂, β̂) = 0.

1.7 (1.5 t¦sinys). Sukurkite kriteriju� hipotezei H : γ = 0 tikrinti, kai a. d. e′i pasiskirst¦
pagal normalu�ji� skirstini�.

1.8. θ̂1, ..., θ̂k yra parametro θ vienma£iai nepaslinktieji i�vertiniai ir Cov (θ̂i, θ̂j) = σij .
Raskite tiesin¦ θ̂1, ..., θ̂k funkcij¡, kuri bu	tu� nepaslinktasis θ i�vertinys ir tur
etu� minimali¡
dispersij¡. Raskite tos dispersijos reik²m¦.

1.9. (1.8 t¦sinys). Tegu Cov (θ̂i, θ̂j) = 0, i 6= j, V θ̂i = σ2
i , i = 1, ..., k. I�rodykite, kad

V (c1θ̂1 + ...+ ck θ̂k), c1 + ...+ ck = 1, yra minimali, kai ci = σ−2
i /(σ−2

1 + ...+σ−2
k ), ir raskite

tos dispersijos reik²m¦.

1.10. I�rodykite, kad jeigu θ̂1, ..., θ̂k yra parametru� θ1, ..., θk nepriklausomi NMD i�vertiniai,
tai c1θ̂1 + ...+ ck θ̂k yra parametro θ = c1θ1 + ...+ ckθk NMD i�vertinys.

1.11. X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio EX = µ ir V X = σ2.
Uºra²ykite steb
ejimus kaip tiesini� modeli�. Raskite parametro µ maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertini�.

1.12 (1.11 t¦sinys). Tarkime, kad steb
etas normalusis a. d. X ∼ N(µ, σ2). Atlikite 1.3.1
teoremos transformacij¡ ir raskite SSE skirstini�. Palyginkite su 1.3.1 skyrelio rezultatais.

1.13. Tegu X = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Ym)T yra paprastosios imtys n. a. d. X
ir Y , kuriu� EX = µ1, EY = µ2 ir V X = V Y = σ2. Uºra²ykite steb
ejimus (1.1.2) pavidalu
kaip tiesini� modeli�. Raskite parametru� µ1, µ2 maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius.

1.14 (1.13 t¦sinys). Tarkime, kad steb
eti normalieji a. d. X ∼ N(µ1, σ2) ir Y ∼
N(µ2, σ2). Atlikite 1.2.1 teoremos transformacij¡ ir raskite SSE skirstini�.
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1.15 (1.13 t¦sinys). Reikia patikrinti sud
eting¡j¡ hipotez¦ H : µ1 = µ2. Uºra²ykite ²i¡
hipotez¦ matriciniu pavidalu kaip 1.2.2 teoremoje. Pakartokite 1.2.2 teoremos i�rodym¡ ²iuo
atveju. Raskite SSEH ir SSEH − SSE .

1.16. Tarkime, kad tiesinio modelio (1.1.2) matricaATA = [aij ](m+1)×(m+1) nei²sigimusi
ir diagonaliniai elementai aii, i = 1, ...,m+ 1 �ksuoti. I�rodykite, kad

(a) parametro βi i�vertinio (1.2.6) dispersija tenkina nelygyb¦ V β̂i ≥ 1/aii;
(b) i�vertiniu� β̂i dispersijos minimalios, kai plano matricos A stulpeliai ortogonalu	s, t. y.

ATA � diagonalioji matrica.

1.17. Turimem objektu�, kuriu� svoriai β1, ..., βm yra neºinomi. Objektu� svoris nustatomas
sveriant juos l
ek²telin
emis svarstykl
emis dviem bu	dais.

1) Kiekvienas objektas sveriamas r kartu� ir jo svorio i�vertiniu imamas gautu� rezultatu�
aritmetinis vidurkis.

2) Sveriant keli objektai dedami ant vienos l
ek²tel
es, keli objektai � ant kitos ir pridedamas
svarelis y, kad svarstykl
es bu	tu� pusiausviros. Tada k-ajam sv
erimui apra²yti turime tiesini�
modeli�:

yk = ak1β1 + ak2β2 + ...+ akmβm + ek, k = 1, ..., n;

£ia plano matrica A = [akj ]n×m elementas akj = +1, −1 arba 0, atsiºvelgiant i� tai, ar j-asis
objektas pad
etas ant kair
es, de²in
es l
ek²tut
es, arba apskritai nedalyvauja sveriant. Tarkime,
kad matavimo paklaidos e abiem sv
erimo bu	dais yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d. su ta pa£ia
dispersija σ2.

I�rodykite, kad antruoju bu	du didºiausio tikslumo pasiekiama, kai plano matricos A ele-
mentai yra arba +1, arba −1 ir jos stulpeliai ortogonalu	s.

1.18 (1.17 t¦sinys). Tarkime, kad reikia i�vertinti m = 4 objektu� svorius V β̂i = σ2/4
tikslumu. Tada pirmuoju bu	du reik
etu� atlikti mr = 16 sv
erimu�. Kiek kartu� galima sumaºinti
sv
erimu� skai£iu� antruoju bu	du? Raskite tokiu� minimalaus skai£iaus sv
erimu� plano matricos
A pavidalus.

1.19 (1.18 t¦sinys). Sveriant 4 objektus antruoju bu	du gauti dvieju� nepriklausomu� seriju�
po 4 sv
erimus rezultatai

yk ak1 ak2 ak3 ak4 yk ak1 ak2 ak3 ak4

20,2 +1 +1 +1 +1 19,9 +1 +1 +1 +1
8,1 +1 -1 +1 -1 8,3 +1 -1 +1 -1
9,7 +1 +1 -1 -1 10,2 +1 +1 -1 -1
1,9 +1 -1 -1 +1 1,8 +1 -1 -1 +1

(a) Raskite parametru� β1, ..., β4 i�ver£ius pagal vieno ir kito eksperimento rezultatus. Ar
galima pagal tas atskiras eksperimentu� serijas i�vertinti dispersij¡ σ2?

(b) Sujunkite ²iuos abu eksperimentus ir i�vertinkite parametrus β1, ..., β4, σ2. Kiek kartu�
reik
etu� padidinti sv
erimu� skai£iu� naudojant pirm¡ji� bu	d¡, kad parametru� β1, ..., β4 i�vertiniai
bu	tu� tokio paties tikslumo?

(c) Tar¦, kad paklaidu� skirstiniai yra normalieji, palyginkite dispersijos σ2 i�vertiniu� dis-
persijas pirmuoju ir antruoju bu	du, kai parametru� β1, ..., β4 i�vertiniu� tikslumas yra vienodas.

1.20. Nagrin
ejamas tiesinis modelis (1.1.2), kai steb
ejimu� skai£ius n = 100. Kiek kartu�
parametro βi pasikliovimo intervalu� (1.3.32), (1.3.34) ilgis yra didesnis uº intervalo (1.3.33)
ilgi�, kai m = 2, 5, 10, o pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

1.21. Tarkime, Y = Aβ + e, E(e) = 0,V (e) = σ2Λ; £ia Rang(ATA) = m, o Λ =
[λij ]n×n � ºinoma teigiamai apibr
eºta matrica. Raskite parametro β maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertini� ir jo kovariacin¦ matric¡.

1.22 (1.21 t¦sinys). Tegu Yi, i = 1, ..., n, yra nepriklausomi a. d., kuriu� E(Yi) = θ,
V (Yi) = σ2/ωi; ωi � ºinomi. Raskite parametro θ tiesini� nepaslinkt¡ji� i�vertini� su minimalia
dispersija. Raskite ²ios dispersijos i²rai²k¡.
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1.23 (1.21 t¦sinys). Tegu Y1, ..., Yn yra nepriklausomi a. d. ir Yi ∼ N(iθ, i2σ2), i =
1, ..., n. Raskite parametro θ NMD i�vertini� ir i�rodykite, kad jo dispersija lygi σ2/n.

1.24 (1.21 t¦sinys). Tarkime, kad 1.21 pratimo s¡lygomis e ∼ Nn(0, σ2Λ). Raskite
parametru� β ir σ2 i�vertinius ir ju� skirstinius.

1.25 (1.21 t¦sinys). Reikia i�vertinti skys£io tanki� d atliekant nepriklausomus i�vairaus
tu	rio skys£io sv
erimus. Tegu Yi yra gautas tu	rio Xi skys£io svoris; E(Yi) = dXi, V (Yi) =
σ2f(Xi), i = 1, ..., n. Raskite parametro d maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertini�, kai a) f(Xi) = 1;
b) f(Xi) = Xi; c) f(Xi) = X2

i .

1.26 (1.21 t¦sinys). Tegu Yi = β0 + β1Xi + ei, i = 1, 2, 3; E(e) = 0, V (e) = σ2Λ; £ia

Λ =

 1 ρ ρ
ρ 1 ρ
ρ ρ 1

 ,

o ρ yra ºinomas. Raskite parametru� β0 ir β1 maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius ir ju� dispersijas.

1.27. Tegu imties elementai Y1, ..., Yn apra²omi tiesiniu modeliu su normaliosiomis paklai-
domis, turi vienodas dispersijas V (Yi) = σ2 ir vienodas kovariacijas Cov (Yi, Yj) = ρσ2, i 6= j.
Atliekame ortogonali¡ tiesin¦ transformacij¡, pervedan£i¡ a. v. Y = (Y1, ..., Yn)T i� vektoriu�
Z = (Z1, ..., Zn)T , kai Z1 = (Y1 + ... + Yn)/n. I�rodykite, kad vektoriaus Z2 = (Z2, ..., Zn)T

koordinat
es nekoreliuotos ir turi vienodas dispersijas σ2(1 − ρ). I�rodykite, kad parametriniu�
funkciju� nepaslinktieji tiesiniai i�vertiniai su minimalia dispersija yra tiesinio modelio Z2 =
Uβ + e, e ∼ Nn−1(0, σ2(1− ρ)I) maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai.

1.28. Tarkime, kad i� modeli� (1.1.2) i�traukiame papildomai r kovarian£iu�. Tada gauname
i²pl
est¡ tiesini� modeli�

Y = Aβ +Bγ + e = (A
...B)

 β
· · ·
γ

 = Wδ + e.

Tar¦, kad Rang(W ) = m+ r, gauname i²pl
estinio modelio parametro δ i�vertini�

δ̂ =

 β∗

· · ·
γ∗

 = (W TW )−1W TY ,

kuris yra sistemos, susidedan£ios i² m+ r lyg£iu�, sprendinys. I�rodykite, kad
a) β∗ = (ATA)−1AT (Y −Bγ∗), γ∗ = (BTRB)−1BTRY , R = I−A(ATA)−1AT ,

t. y. galima spr¦sti dvi sistemas, susidedan£ias i² m ir r lyg£iu�;
b) SSE = (Y −Bγ∗)TR(Y −Rγ∗) = Y TRY − (γ∗)TBTRY ;
c) V (β∗) = σ2[(ATA)−1 +LMLT ], V (γ∗) = σ2M ,

Cov (β∗,γ∗) = −σ2LM ; L = (ATA)−1ATB, M = (BTRB)−1.

1.29 (1.28 t¦sinys). I�rodykite, kad V (β̂i) ≤ V (β∗i ).

1.30 (1.28 t¦sinys). Tegu a. d. Y1, ..., Yn nepriklausomi ir Yi ∼ N(θ, σ2). Raskite
parametro θ maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertini�. Remdamiesi 1.27 pratimo rezultatais, raskite
parametru� θ ir β i�vertinius i²pl
estiniame modelyje

Yi = θ + βXi + ei, ei ∼ N(0, σ2), i = 1, ..., n.

1.31 (1.28 t¦sinys). Pateikite parametru� perskai£iavimo algoritm¡, kai modelis (1.1.2)

i²ple£iamas nuosekliai pridedant po vien¡ nauj¡ kovariant¦.
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1.5. Atsakymai ir nurodymai

1.2. α̂ = (Y1 + 2Y2 + Y3)/6, β̂ = (2Y3 − Y2)/5, V α̂ = σ2/6,V β̂ = σ2/5, Cov (α̂, β̂) = 0.

1.3. β̂0 = (Y1 + Y2 + Y3)/3, β̂1 = (Y3 − Y1)/2, β̂2 = (Y1 − 2Y2 + Y3)/6. 1.4. Matricos
ATA = [cij ]2×2 elementas c12 = c21 = m − 2n. 1.5. Atveju ω parametro β = (α, β)T

i�vertinys β̂ gaunamas sprendºiant dvieju� lyg£iu� sistem¡: ATAβ̂ = ATY ; £ia matrica ATA =
[aij ]2×2, a11 = n, a12 = a21 =

∑
i xi, a22 =

∑
i x

2
i , o vektorius ATY = (

∑
i Yi,

∑
i Yixi)

T .
Atveju Ω parametro β = (α, β, γ)T i�vertinys β̃ gaunamas sprendºiant triju� lyg£iu� sistem¡:
ATAβ̃ = ATY ; £ia matrica ATA = [aij ]3×3, a13 = a31 =

∑
i x

2
i , a23 = a32 =

∑
i x

3
i ,

a33 =
∑
i x

4
i , o vektorius ATY = (

∑
i Yi,

∑
i Yixi,

∑
i Yix

2
i )
T . 1.6. σ2(ATA)−1. 1.7.

SSE =
∑
i(Yi−α̃−β̃xi−γ̃x2

i )
2, SSEH =

∑
i(Yi−α̂−β̂xi)2. Hipotez
e atmetama reik²mingumo

lygmens α kriterijumi, kai (SSEH − SSE)(n − 3)/SSE > Fα(1, n − 3). 1.8. Paºym
ekime
θ̂ = (θ̂1, ..., θ̂k)T ir Σ−1 kovariacin
es matricos Σ = V (θ̂) atvirk²tin¦ matric¡. Tada minimali¡
dispersij¡ turi tiesin
e forma δ = LT θ̂, kai LT = 1TΣ−1/(1TΣ−11); £ia 1T = (1, 1, ..., 1);
V (LT θ̂) = 1/(1TΣ−11). 1.9. V (c1θ̂1 + ... + ck θ̂k) = 1/(σ−2

1 + ... + σ−2
k ). 1.11. µ̂ =

X̄. 1.12. SSE =
∑
i(Xi − X̄)2 ∼ σ2χ2

n−1. 1.13. µ̂1 = X̄, µ̂2 = Ȳ . 1.14. SSE =∑
i(Xi − X̄)2 +

∑
j(Yj − Ȳ )2 ∼ σ2χ2

n+m−2. 1.15. SSEH =
∑
i(Xi − Z̄)2 +

∑
j(Yj − Z̄)2,

Z̄ = (nX̄ + mȲ )/(m + n); SSEH − SSE = mn(X̄ − Ȳ )2/(m + n). 1.18. Keturis kartus.
1.19. a) Pagal pirmo eksperimento rezultatus parametru� i�ver£iai: β̄1 = (Y1 + Y2 + Y3 +
Y4)/4 = 9, 975, β̄2 = (Y1 − Y2 + Y3 − Y4)/4 = 4, 975, β̄3 = (Y1 + Y2 − Y3 − Y4)/4 = 4, 175,
β̄4 = (Y1 − Y2 − Y3 + Y4)/4 = 1, 075. Analogi²kai pagal antro eksperimento rezultatus:
β̄1 = 10, 050, β̄2 = 5, 000, β̄3 = 4, 050, β̄4 = 0, 800; b) β̄1 = 10, 0125, β̄2 = 4, 9875, β̄3 =
4, 1125, β̄4 = 0, 9375, σ̂2 = s2 = 0, 04875; keturis kartus; c) V (σ̂2) = 2σ4/8; taikant pirm¡ji�
bu	d¡ reik
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erimu�. 1.20. Kai m = 2, atitinkamai 1,2525 ir 1,1471 kartu�; kai m = 5,
atitinkamai 1,7120 ir 1,3241 kartu�; kai m = 10, atitinkamai 2,2157 ir 1,4486 kartu�. 1.21.
Parinkime kvadratin¦ matric¡ B, kad Λ = BBT , ir atlikime transformacij¡ Z = B−1Y .
Tada a.v. Z tenkina tiesini� modeli�: Z = Cβ + θ; £ia C = B−1A, o V (θ) = σ2I. Gauname
β̂ = (CTC)−1CTZ = (ATΛ−1A)−1ATΛ−1Y , V (β̂) = σ2(CTC)−1 = σ2(ATΛ−1A)−1.
1.22. θ̂ =

∑
i(ωiYi)/

∑
i ωi, V (θ̂) = σ2/

∑
i ωi. 1.23. θ̂ = [

∑
i(Yi/i)]/n, V (θ̂ = σ2/n. 1.24.

β̂ ∼ Nm(β, σ2(ATΛ−1A)−1), σ̂2 = s2 = SSE/(n − m), SSE = (B−1)T (Y − Aβ̂)T (Y −
Aβ̂)B−1 ∼ σ2χ2

n−m. 1.25. a) d̂ = [
∑
i(XiYi)]/

∑
iX

2
i ; b) d̂ = (

∑
i Yi)/

∑
iXi; c) d̂ =

[
∑
i Yi/Xi]/n. 1.26. β̂0 = Ȳ − β̂1X̄, β̂1 =

∑
i Yi(Xi − X̄)/

∑
i(Xi − X̄)2; V β̂1 = σ2(1 −

ρ)/
∑
i(Xi−X̄)2, V β̂0 = σ2[(1+2ρ)/3+X̄2(1−ρ)/

∑
i(Xi−X̄)2]. Nurodymas. Nagrin
ekime

tiesini� modeli� Yi = α+ β1(Xi − X̄) + ei, i = 1, 2, 3;α = β0 + β1X̄. Tada

[ATΛ−1A]−1 =

(
(1 + 2ρ)/3 0
0 (1− ρ)/

∑
i(Xi − X̄)2

)
, ATΛ−1Y =

( ∑
i Yi/(1 + 2ρ)∑
i Yi(Xi − X̄)/(1− ρ)

)
ir lieka pasinaudoti 1.21 pratimo sprendimu.
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2.1.1. Statistinis modelis

Tarkime, kad a. d. Y skirstinys gali priklausyti nuo tam tikro faktoriaus A,
kuris gali bu	ti I skirtingo lygmens A1, ..., AI . Tegu Y skirstinys, kai faktoriaus
lygmuo Ai, yra normalusis su vidurkiu µi ir dispersija σ2.

Tarkime, kad turime I paprastu�ju� nepriklausomu� im£iu�; i-j¡ imti� sudaro Ji
elementu�

Yi1, ..., YiJi , i = 1, ..., I,

gautu�, kai faktoriaus A lygmuo yra Ai. Bendr¡ elementu� skai£iu� paºym
esime
n = J1 + · · ·+ JI . Im£iu� elementus sura²ykime i� toki¡ lentel¦

2.1.1 lentel
e. Im£iu� elementai

Ai Yij µi µ̂i
A1 Y11, Y12, ..., Y1J1 µ1 Ȳ1.

...
...

...
...

Ai Yi1, Yi2, ..., YiJi µi Ȳi.
...

...
...

...
AI YI1, YI2, ..., YIJI µI ȲI.

A. d. Yij ∼ N(µi, σ
2) galima uºra²yti tokiu pavidalu:

Yij = µi + eij , j = 1, ..., Ji, i = 1, ..., I; (2.1.1)

£ia µi = EYij � neºinomi parametrai, o eij � nepriklausomi a. d., pasiskirst¦
pagal normalu�ji� d
esni� su nuliniu vidurkiu ir vienoda dispersija σ2. Sujung¦ Yij
i� vien¡ bendr¡ vektoriu�

Y = (Y11, ..., Y1J1 , Y21, ..., Y2J2 , ..., YI1, ..., YIJI )
T

31
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ir paºym
ej¦ β = (µ1, ..., µI)
T neºinomu� parametru� (vidurkiu�) vektoriu�, modeli�

(2.1.1) galima uºra²yti matriciniu pavidalu kaip tiesini� modeli�:

Y = Aβ + e, E(Y ) = Aβ, V (Y ) = σ2I, Y ∼ Nn(Aβ, σ2I).

Matrica A turi n = J1 + · · · + JI eilu£iu� ir I stulpeliu�. Pirmosios J1 eilut
es
turi pavidal¡ (1, 0, ..., 0), paskui J2 eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 1, ..., 0), pagaliau
paskutin
es JI eilut
es turi pavidal¡ (0, 0, ..., 1).

�iame modelyje matrica ATA yra diagonalioji su diagonaliniais elementais
J1, ..., JI ; jeigu visi Ji ≥ 1, tai matricos A rangas lygus I.

2.1.2. Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai

Maºiausiu�ju� kvadratu� (MK) i�vertiniai gaunami minimizuojant kvadratin¦ form¡

SS(β) = (Y −Aβ)T (Y −Aβ) =

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − µi)2.

Gauname MK i�vertinius β̂ = (µ̂1, ..., µ̂I)
T ,

µ̂i =
1

Ji

Ji∑
j=1

Yij = Ȳi., i = 1, 2, ..., I,

ir liekam¡j¡ kvadratin¦ form¡

SSE = SS(β̂) =

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2.

�ia ir toliau raid
e su bru	k²niu vir²uje ir ta²kais vietoje indeksu� rei²kia aritme-
tini� vidurki�, kai indeksai perb
ega visas galimas reik²mes. Pagal 1.2.2 teorem¡
dispersijos σ2 nepaslinktasis i�vertinys (tariama, kad n > I) yra

s2 =
SSE
n− I

=
1

n− I

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2.

Remdamiesi 1.3.1 skyreliu, galime tvirtinti, kad

(n− I)s2

σ2
∼ χ2(n− I),

√
Ji
µ̂i − µi

s
∼ S(n− I),

ir bet kuriai tiesinei funkcijai θ = LTβ, L ∈ RI , i�vertinys θ̂ = LT β̂ tenkina
s¡lyg¡

θ̂ − θ
s b

∼ S(n− I), b2 = LT (ATA)−1L,

tai analogi²kai kaip ir 1.3.2 skyrelyje sudaromi pasikliovimo intervalai ir su-
kuriami kriterijai hipotez
ems d
el parametru� σ2, µi, θ reik²miu� tikrinti. Ta£iau
svarbiausieji dispersin
es analiz
es uºdaviniai yra vidurkiu� µ1, ..., µI palyginimo
hipoteziu� tikrinimas.
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2.1.3. Vidurkiu� lygyb
es hipotez
es tikrinimas

Vienas i² svarbiausiu� vienfaktor
es dispersin
es analiz
es uºdaviniu� yra patikrinti
hipotez¦

HA : µ1 = · · · = µI ,

kad steb
ejimu� vidurkiai nepriklauso nuo faktoriaus A lygmenu� A1, ..., AI . Al-
ternatyva H̄A : µi 6= µj bent vienai porai i 6= j. Hipotez¦ galima uºra²yti
ekvivalen£ia forma

HA : µ1 − µ2 = · · · = µ1 − µI = 0

arba HA : Hβ = 0; £ia matrica H turi I − 1 eilut¦ ir I stulpeliu�. �ios matricos
i-oji eilut
e turi pavidal¡ (1, 0..., 0,−1, 0, ..., 0), skai£ius -1 yra (i+ 1)-oje pozi-
cijoje. Ai²ku, kad Rang(H) = I − 1.

Remiantis 1.3.2 teorema hipotez
e HA atmetama, kai

FA =
(SSEH − SSE)/(I − 1)

SSE/(n− I)
> Fα(I − 1, n− I); (2.1.2)

£ia

SSE = min
β
SS(β) =

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2, SSEH = min
β:Hβ=0

SS(β).

Lieka surasti kvadratin
es formos SSEH − SSE =: SSA i²rai²k¡.
Hipotez¦ suformuluosime kitokiu bu	du. Suskaidykime vidurki� µi i� kom-

ponent¦, nepriklausan£i¡ nuo Ai, ir komponent¦, apibu	dinan£i¡ lygmens Ai
poveiki�:

µi = µ̄. + (µi − µ̄.) = µ+ αi, µ = µ̄., αi = µi − µ̄.;

µ̄. =
1

n

I∑
i=1

Jiµi,

I∑
i=1

Jiαi = 0. (2.1.3)

Tada modelis uºra²omas tokiu pavidalu:

Yij = µ+ αi + eij . (2.1.4)

Parametru� µi, µ, αi nepaslinktieji i�vertiniai yra

µ̂i = Ȳi., µ̂ =
1

n

I∑
i=1

Jiµ̂i = Ȳ.., α̂i = µ̂i − µ̂ = Ȳi. − Ȳ... (2.1.5)

2.1.1 teorema. Kvadratin
e forma SSA turi pavidal¡

SSA =

I∑
i=1

Ji(Ȳi. − Ȳ..)2, (2.1.6)

o jos skirstinys
SSA
σ2
∼ χ2(I − 1;λ), λ =

1

σ2

I∑
i=1

Jiα
2
i . (2.1.7)
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I�rodymas. Hipotez¦ HA galime uºra²yti ekvivalen£ia forma:

HA : α1 = · · · = αI = 0.

Kvadratiniu� formu� SSA ir SSE i²rai²ku� ie²kosime tokiu bu	du: tapatyb
es

Yij − µi = (Yij − µ̂i) + (µ̂− µ) + (α̂i − αi)

abi puses keliame kvadratu, sumuojame pagal i ir j ir gauname

SS(β) =

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − µi)2 = SSE + n(µ̂− µ)2 +

I∑
i=1

Ji(α̂i − αi)2.

I² £ia

SSEH = min
Hβ=0

SS(β) = min
αi=0

SS(β) = SSE +

I∑
i=1

Ji(α̂i)
2,

SSA = SSEH − SSE =

I∑
i=1

Ji(α̂i)
2 =

I∑
i=1

Ji(Ȳi. − Ȳ..)2.

Remiantis 1.3.2 teorema, SSA/σ2 turi necentrini� chi kvadrato skirstini� (prime-
name, kad ²io skirstinio necentri²kumo parametras ²iuo konkre£iu atveju gau-
namas i� kvadratin
es formos i²rai²k¡ vietoje a. d. Ȳi. − Ȳ.. i�sta£ius ju� vidurkius
αi):

SSA/σ
2 ∼ χ2(I − 1;λ), λ =

1

σ2

I∑
i=1

Jiα
2
i . (2.1.8)

N

2.1.1 i²vada. Statistika FA uºra²oma taip:

FA =
(n− I)

∑I
i=1 Ji(Ȳi. − Ȳ..)2

(I − 1)
∑I
i=1

∑Ji
j=1(Yij − Ȳi.)2

. (2.1.9)

Kai hipotez
e HA teisinga, tai pagal (1.3.29) statistika FA pasiskirs£iusi pagal
Fi²erio d
esni� su I − 1 ir n− I laisv
es laipsniais.

Kriterijus hipotezei HA tikrinti. Hipotez
e HA atmetama reik²mingumo
lygmens α kriterijumi, kai

FA > Fα(I − 1, n− I); (2.1.10)

£ia Fα(I − 1, n − I) � Fi²erio skirstinio α kritin
e reik²m
e. Kriterijaus galia
i²rei²kiama necentrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija:

β(λ) = P{FI−1,n−I;λ > Fα(I − 1, n− I)},
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£ia FI−1,n−I;λ � atsitiktinis dydis, turintis necentrini� Fi²erio skirstini� su I− 1 ir
n− I laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo parametru λ. I�vedus vidutines kvadratu�
sumas

MSA =
SSA
I − 1

=

I∑
i=1

Ji
(Ȳi. − Ȳ..)2

I − 1
, MSE =

SSE
n− I

=

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2

n− I
,

statistika FA yra tiesiog ju� santykis

FA =
MSA
MSE

. (2.1.11)

Remiantis (1.3.10) SSA/σ2 ∼ χ2(I − 1, λ), tod
el E(SSA) = (I − 1 + λ)σ2.
Gauname

E(MSA) = σ2 + σ2
A, E(MSE) = σ2;

£ia

σ2
A =

σ2

I − 1
λ =

1

I − 1

I∑
i=1

Jiα
2
i .

Taigi E(MSA) = E(MSE) = σ2, kai teisinga hipotez
e HA, bet E(MSA) >
E(MSE), kai ji neteisinga. Kuo daugiau vidurkiai µi = µ + αi skiriasi tar-
pusavyje, tuo didesnis santykis

E(MSA)

E(MSE)
= 1 +

σ2
A

σ2
.

Taigi santykis FA = MSA/MSE turi tendencij¡ i�gyti tuo didesnes reik²mes,
kuo didesni skirtumai tarp vidurkiu� µi. Tod
el pateiktoji hipotez
es atmetimo
taisykl
e natu	rali. �ios taisykl
es taikym¡ pagri�sime dar vienu bu	du.

Visu� duomenu� sklaida

SST =

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳ..)2

apie bendr¡ empirini� vidurki� Ȳ.. vadinama piln¡j¡ kvadratu� suma (angl. total
sum of squares) ir gali bu	ti i²skaidyta i� du d
emenis

SST = SSE + SSA =

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2 +

I∑
i=1

Ji(Ȳi. − Ȳ..)2.

SSE yra steb
ejimu� Yij sklaidu� apie savo empirinius vidurkius Ȳi. kiekvienoje
imtyje suma ir vadinama likutine arba paklaidu� kvadratu� suma (angl. residual
or error sum of squares). �ios sklaidos prieºastis � atsitiktin
es paklaidos eij .

SSA yra steb
ejimu� empiriniu� vidurkiu� Ȳi., atitinkan£iu� i�vairius faktoriaus
lygmenis, sklaida apie bendr¡ empirini� vidurki� Ȳ.. ir vadinama faktoriumi A
apibu	dinama kvadratu� suma (angl. factor A attributed sum of squares).



36 2 SKYRIUS. DISPERSIN 
E ANALIZ 
E

Jei vidurkiu� lygyb
es hipotez
e yra teisinga, tai sumos SSA, apibu	dinan£ios
sklaid¡ tarp grupiu�, dalis visoje sumoje SST tur
etu� bu	ti maºa, o sumos SSE ,
apibu	dinan£ios sklaid¡ grupiu� viduje, tur
etu� bu	ti didel
e. Atvirk²£iai, kuo vidur-
kiai labiau skiriasi, tuo SSA dalis tur
etu� bu	ti didesn
e. Taigi natu	ralu atmesti
hipotez¦, kai santykis SSA/SSE didelis.

Skai£iavimo rezultatai paprastai pateikiami tokioje lentel
eje

2.1.2 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS = SS/ν E(MS)

A SSA =
∑I
i=1 Ji(Ȳi. − Ȳ..)2 I − 1 MSA σ2 + σ2

A

E SSE =
∑I
i=1

∑Ji
j=1(Yij − Ȳi.)2 n− I MSE σ2

T SST =
∑I
i=1

∑Ji
j=1(Yij − Ȳ..)2 n− 1 − −

Jeigu steb
ejimai neprie²tarauja prielaidai HA apie vidurkiu� µ1, ..., µI lygyb¦,
analiz¦ galima ir uºbaigti. Tokiu atveju visus steb
ejimus galime sujungti i� vien¡
didumo n imti�, gaut¡ stebint normalu�ji� a. d. su bendru vidurkiu µ ir dispersija
σ2.

2.1.4. Kontrastu� analiz
e

Jei vidurkiu� lygyb
es hipotez
e atmetama, tai natu	raliai kyla klausimas, kaip
steb
ejimai priklauso nuo faktoriaus A lygmenu�. Pavyzdºiui, gal galima suskai-
dyti faktoriu� lygmenis i� grupes taip, kad skirtumas tarp vidurkiu� bu	tu� nulemtas
skirtumu� tarp ²iu� faktoriaus A lygmenu� grupiu�, o viduje grupiu� vidurkiai skirtu�si
nereik²mingai. Suskaidant faktoriu� lygmenis i� grupes daºnai gali pad
eti turima
papildoma informacija.

Jeigu papildomos informacijos nepakanka, tai galima taikyti statistinius steb
e-
jimu� prie i�vairiu� faktoriu� lygmenu� palyginimo metodus. Daºniausiai taikomi
daugialypio palyginimo S ir T metodai, pasiu	lyti �ef
es ir Tjukio (ºr.[14]).

2.1.1 apibr
eºimas. Parametru� µ1, ..., µI kontrastu vadinama tiesin
e funkcija

ψ =

I∑
i=1

ciµi,

I∑
i=1

ci = 0, ci ∈ R, i = 1, ..., I. (2.1.12)

Naudojant kontrastus, galima patikrinti vidurkiu� tiesiniu� dariniu� lygyb
es nuliui
hipotezes, atskiru atveju palyginti grupiu�, atitinkan£iu� kai kuriuos faktoriaus A
lygmenis, vidurkius.

Hipotez
e HA : µ1 = · · · = µI ekvivalenti teiginiui, kad visi kontrastai ψ lygu	s
0. Jei ²i hipotez
e neteisinga, atsiras kontrastu�, kurie nelygu	s nuliui. Pavyzdºiui,
jei kontrastas ψ = µ1−µ2 6= 0, o kontrastai µ1−µi = 0, i = 3, . . . , I, tas rei²kia,
kad hipotez
e HA n
era teisinga ir prieºastis ta, kad antrasis vidurkis skiriasi nuo
kitu�.

Visu� kontrastu� erdv¦ ºym
esime L.
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Tiesin
es funkcijos ψ maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys

ψ̂ =

I∑
i=1

ciµ̂i =

I∑
i=1

ciȲi., V (ψ̂) = σ2
I∑
i=1

c2i
Ji
.

Dispersijos i�vertinys

V̂ (ψ̂) = s2
I∑
i=1

c2i
Ji
, s2 =

SSE
n− I

= MSE . (2.1.13)

2.1.2 teorema. (S metodas). Hipotez
eHA : µ1 = · · · = µI atmetama reik²min-
gumo lygmens α kriterijumi (2.1.10) tada ir tik tada, kai egzistuoja kontrastas
ψ, kad intervalas

(ψ̂ −∆

√
V̂ (ψ̂), ψ̂ + ∆

√
V̂ (ψ̂)) (2.1.14)

neuºdengia 0; £ia ∆2 = (I − 1)Fα(I − 1, n− I).

I�rodymas. Paºym
ekime µ = (µ1, . . . , µI)
T . Tada hipotez¦ HA : µ1 =

· · · = µI galima uºra²yti ekvivalen£ia forma HA : µ1 − µ2 = . . . = µ1 − µI = 0
arba HA : Hµ = 0; £ia H � matrica, turinti I − 1 eilut¦ ir I stulpeliu�, kurios
i-oji eilut
e turi pavidal¡ (1, 0, . . . , 0,−1, 0, . . . , 0); skai£ius −1 yra (i + 1)-oje
pozicijoje. Taigi Rang(H) = I − 1.

Remiantis 1.3.2 teorema hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α krite-
rijumi, kai

FA > Fα(I − 1, n− I), (2.1.15)

£ia

FA =
(SSEH − SSE)(n− I)

SSE(I − 1)
∼ F (I − 1, n− I).

Pagal (1.3.19) formul¦ statistik¡ F galima uºra²yti pavidalu

FA =
θ̂
T
Σ−1θ̂

(I − 1)s2
, θ̂ = Hµ̂, Σ = H(ATA)−1HT .

Taigi hipotez
e priimama, kai

θ̂
T
Σ−1θ̂

(I − 1)s2
≤ Fα(I − 1, n− I). (2.1.16)

I�vykiui {egzistuoja kontrastas ψ, kad intervalas (2.1.14) neuºdengia 0} prie²in-
gas i�vykis yra

ψ̂ −∆

√
V̂ (ψ̂) ≤ 0 ≤ ψ̂ + ∆

√
V̂ (ψ̂), ∀ ψ ∈ L. (2.1.17)

Visu� vektoriu� c = (c1, . . . , cI)
T ,
∑I
i=1 ci = 0 erdv
es matavimas yra I − 1, tod
el

matricosH eilut
es sudaro tokiu� vektoriu� erdv
es baz¦. Taigi bet kuris kontrastas
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ψ = cTµ uºra²omas pavidalu ψ = dTHµ = dTθ, o jo nepaslinktasis i�vertinys
ψ̂ = dTHµ̂ = dT θ̂. Kadangi matrica ATA yra diagonalioji su i�striºain
es
elementais J1, . . . , JI , tai

dTΣd = cT (ATA)−1c =

I∑
i=1

c2i
Ji

= V̂ (ψ̂)/s2 =⇒ V̂ (ψ̂) = s2dTΣd.

Taigi i�vykis (2.1.17) uºra²omas bet kuriuo i² toliau uºra²ytu� ekvivalen£iu� pavidalu�:

dT θ̂ −∆s
√
dTΣd ≤ 0 ≤ dT θ̂ + ∆s

√
dTΣd, ∀ d ∈ RI−1,

|dT θ̂| ≤ ∆s
√
dTΣd, ∀ d ∈ RI−1,

dT (θ̂θ̂
T
−∆2s2Σ)d ≤ 0, ∀ d ∈ RI−1,

θ̂θ̂
T
≤ ∆2s2Σ. (2.1.18)

Ra²ome A ≤ B, jeigu matrica A−B neteigiamai apibr
eºta.

Kadangi θ̂
T
θ̂ > 0 beveik tikrai, tai padaugin¦ abi (2.1.18) nelygyb
es puses i²

θ̂
T
Σ−1 i² kair
es bei i² θ̂ i² de²in
es, o paskui padalij¦ abi puses i² θ̂

T
θ̂, gausime,

kad (2.1.18) nelygyb
e ekvivalenti nelygybei

θ̂
T
Σ−1θ̂ ≤ ∆2s2,

o tai ekvivalentu (2.1.16). Kartu ir (2.1.17) ekvivalentu (2.1.16). N

S metodas remiasi 2.1.2 teorema: jei hipotez
e HA atmetama, tai ie²koma tu�
kontrastu�, kurie atsakingi uº hipotez
es atmetim¡, t. y. kuriems (2.1.14) inter-
valas nepadengia nulio.

2.1.1 pastaba. Jeigu kontrast¡ ψ padauginsime i² konstantos k 6= 0, tai

V̂ (kψ̂) = k2V̂ (ψ̂). Tod
el 0 ∈ (ψ̂ − ∆

√
V̂ (ψ̂), ψ̂ + ∆

√
V̂ (ψ̂)) ⇐⇒ 0 ∈

(kψ̂ − ∆

√
V̂ (kψ̂), kψ̂ + ∆

√
V̂ (kψ̂)). Kadangi V (ψ̂) turi pavidal¡ σ2C (£ia

C � konstanta), tai parinkus k = 1/
√
C galima pasiekti, kad V (kψ̂) = σ2. Taigi

vietoje visu� kontrastu� klas
es L pakanka nagrin
eti normuotu� kontrastu� klas¦ L′,
t. y. aib¦ tokiu� kontrastu�, kuriu� V (ψ̂) = σ2. Gavome, kad kriterijus (2.1.10) at-
meta hipotez¦ HA tada ir tik tada, kai egzistuoja kontrastas ψ ∈ L′, kad (2.1.14)
intervalas neuºdengia 0.

Paºym
ekime
ψ̂max = max{|ψ̂| : ψ ∈ L′}.

2.1.3 teorema. Kvadratin
e forma SSA = SSEH−SSE i² 2.1.2 teoremos beveik
tikrai tenkina lygyb¦

SSA = ψ̂2
max. (2.1.19)
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I�rodymas. Teorem¡ 2.1.2 galima performuluoti ²itaip: su bet kuriuo α ∈
(0, 1)

FA =
SSA

(I − 1)s2
> Fα(I − 1, n− I) ⇐⇒ ψ̂max

s∆
> 1

⇐⇒ ψ̂2
max

(I − 1)s2
> Fα(I − 1, n− I).

Kai α kinta nuo 0 iki 1, tai x = Fα(I − 1, n − I) kinta nuo 0 iki ∞. Taigi
neneigiamu� a. 
d. SSA/(s2(I − 1)) ir ψ̂2

max/(s
2(I − 1)) skirstiniai sutampa. Tada

sutampa ir a. 
d. SSA ir ψ̂2
max skirstiniai.

N

2.1.2 pastaba. Nenuliniai poriniai kontrastai, turintys pavidal¡ µi−µj , geriau
pastebimi naudojant vadinam¡ji� Tjukio kriteriju� (T metod¡). �is kriterijus
naudojamas, kai im£iu� didumai Ji vienodi.

Tarkime, kad Ji = J su visais i = 1, . . . , I. Metodas grindºiamas pasikliovi-
mo intervalais kontrastams µi − µj .

Paºym
ekime Vi =
√
J(µ̂i−µi), V(I) = maxVi, V(1) = minVi. Tur
ejome, kad

Vi/σ ∼ N(0, 1), ν s2/σ2 ∼ χ2(ν), ν = n− I.

A. d. V1/σ, . . . , VI/σ ir ν s2/σ2 nepriklausomi ir ju� skirstiniai nuo neºinomu�
parametru� nepriklauso. Tod
el a. d. (V(I) − V(1))/σ skirstinys nepriklauso nuo
neºinomu� parametru�, be to, a. d. V(I) − V(1) ir s nepriklausomi. Taigi santykio

T (I, ν) =
V(I) − V(1)

s

skirstinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru�. �is santykis vadinamas stju-
dentizuotu imties plo£iu. Jo α kritin¦ reik²m¦ ºym
esime Tα(I, ν).

2.1.4 teorema. (T metodas). Tikimyb
e, kad su visais i, j = 1, . . . , I teisingos
nelygyb
es

µ̂i − µ̂j − sTα(I, ν)/
√
J ≤ µi − µj ≤ µ̂i − µ̂j + sTα(I, ν)/

√
J (2.1.20)

lygi 1− α.

I�rodymas. Su visais i, j = 1, . . . , I nelygyb
es (2.1.20) teisingos tada ir tik tada,
kai

√
J | µ̂i − µi − (µ̂j − µj) |

s
≤ Tα(I, ν) ⇐⇒ | Vi − Vj |

s
≤ Tα(I, ν).

Visos ²ios nelygyb
es ekvivalen£ios vienai nelygybei

V(I) − V(1)

s
≤ Tα(I, ν),
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o ji teisinga su tikimybe 1− α.
N

2.1.2 i²vada. Jei teisinga hipotez
e HA : µ1 = · · · = µI , tai tikimyb
e, kad su
visais i, j = 1, . . . , I intervalai

(µ̂i − µ̂j − sTα(I, ν)/
√
J, µ̂i − µ̂j + sTα(I, ν)/

√
J) (2.1.21)

padengia 0, lygi 1− α.

2.1.3 pastaba. Remiantis 2.1.4 teorema ir 2.1.2 i²vada galima naudoti toki�
kriteriju� hipotezei HA tikrinti: hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α
kriterijumi, jei egzistuoja porinis kontrastas µi − µj , kuriam intervalas (2.1.21)
neuºdengia 0. �iuo kriterijumi ir grindºiamas Tjukio arba T metodas: ie²komi
poriniai kontrastai µi−µj, kurie atsakingi uº hipotez
es atmetim¡, t. y. intervalai
(2.1.21) neuºdengia 0.

2.1.4 pastaba. T metod¡ galima apibendrinti ir visiems, ne vien poriniams
kontrastams, bet neporiniams kontrastams naudotinas S metodas, nes ji� nau-
dojant gaunami trumpesni pasikliovimo intervalai, negu gauti T metodu.

2.1.1 pavyzdys. Lentel
eje pateikti a²tuoniu� vadu� (faktorius A) par²iuku� svoriai svarais [14].

2.1.3 lentel
e. Statistiniai duomenys

Ai Yij Ȳi. s2i
A1 2,0 2,8 3,3 3,2 3,8 1,6 3,6 1,9 3,3 2,8 2,83 0,58
A2 3,3 3,6 2,6 3,1 3,2 3,3 2,9 3,4 3,2 3,2 3,18 0,08
A3 3,2 3,3 3,2 2,9 3,3 2,5 2,6 2,8 2,98 0,10
A4 3,5 2,8 3,2 3,5 2,3 2,4 2,0 1,6 2,66 0,50
A5 2,6 2,6 2,9 2,0 2,0 2,1 2,37 0,15
A6 3,1 2,9 3,1 2,5 2,90 0,08
A7 2,6 2,2 2,5 1,2 1,2 1,94 0,48
A8 2,5 2,4 3,0 1,5 2,35 0,39

1) pri
em¦ normalumo prielaid¡ atliksime dispersin¦ analiz¦ ir reik²mingumo lygmens α =
0, 05 kriterijumi patikrinsime hipotez¦ HA : µ1 = · · · = µ8;

2) tarkime, kad yra ºinoma tokia papildoma informacija: pirmosios trys vados gautos
i² vienos par²iaved
es, o likusios penkios � i² kitos. Tada natu	ralu tikrinti prielaid¡, kad
skirtum¡ tarp vidurkiu� l
em
e tai, kad buvo dvi skirtingos par²iaved
es, t. y. patikrinti hipotez¦
H′A : µ1 = µ2 = µ3; µ4 = · · · = µ8.

1) Atlik¦ skai£iavimus gauname dispersin
es analiz
es lentel¦

2.1.4 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS
A 7,247 7 1,035
E 14,106 47 0,300
T 21,353 54 -

Statistika FA i�gyja reik²m¦

FA =
MSA

MSE
= 3, 45.

Kadangi P -reik²m
e pv = P{F7, 47 > 3, 45} = 0, 0046, tai hipotez
e HA : µ1 = · · · = µ8

atmetama kriterijumi, kai reik²mingumo lygmuo α > 0, 0046.
Remiantis 2.1.2 teorema egzistuoja toks kontrastas ψ =

∑
i ciµi, kad reik²mingumo lyg-

mens Q = 0, 95 pasikliovimo intervalas (ψ, ψ̄) neuºdengio nulio. Imkime kontrast¡, kuriame
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c2 = 1, c6 = −1, ci = 0, i 6= 2, 6. Gauname ψ̂ = 1, 24, V̂ (ψ̂) = 0, 09, ir pasikliovimo interval¡
(ψ; ψ̄) = (0, 06; 2, 42). Matome, kad gautasis intervalas nedengia nulio.

2) Kvadratin
es formos SS(µ) s¡lyginis minimumas, kai teisinga H′A yra

SS′A =
3∑
i=1

Ji(Ȳi. − Ȳ (1)
.. )2 +

8∑
i=4

Ji(Ȳi. − Ȳ (2)
.. )2;

Ȳ (1)
.. =

1

n1

3∑
i=1

Ji∑
j=1

Yij , Ȳ (2)
.. =

1

n2

8∑
i=4

Ji∑
j=1

Yij ,

n1 = J1 + J2 + J3, n2 = J4 + · · ·+ J8.

Apskai£iav¦ gauname SS′A = 3, 148, MS′A = SS′A/6 = 0, 5247. Jeigu H′A teisinga, tai

statistika F ′A = MS′A/MSE turi Fi²erio skirstini� su 6 ir 47 laisv
es laipsniais. Gauname

F ′A = 1, 749. Kadangi pv = P{F6, 47 > 1, 749} = 0, 1305, tai atmesti hipotez¦ H′A n
era

pagrindo.

2.2. Dvifaktor
e dispersin
e analiz
e

2.2.1. Statistinis modelis

Tarkime, a. d. Y skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A, kurio lygmenys
yra A1, ..., AI , ir nuo faktoriaus B, kurio lygmenys yra B1, ..., BJ . Pavyzdºiui,
Y gali reik²ti kvie£iu� derlingum¡, faktorius A � kvie£iu� veisl¦, o faktorius B �
ju� auginimo metodik¡.

Tarkime, kad steb
ejimai atliekami imant visus galimus skirtingus faktoriu�
lygmenu� rinkinius (Ai, Bj), be to, kiekvienu atveju matavimai kartojami vie-
nod¡ skai£iu� kartu� K > 1. Toks eksperimentu� planas vadinamas visi²kai suba-
lansuotu planu. Jo analiz
e kur kas paprastesn
e negu tuo atveju, kai steb
ejimu�
skai£iai Kij , gauti esant faktoriu� lygmenu� rinkiniui (Ai, Bj), yra skirtingi.

Imties elementus ºym
esime Yijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K; i �
faktoriaus A lygmens numeris; j � faktoriaus B lygmens numeris; k � kartoti-
numo numeris; visu� steb
ejimu� skai£ius n = IJK.

Dvifaktor
es dispersin
es analiz
es modelis. Sakykime, kad a. d. Yijk apra-
²omi taip:

Yijk = µij + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K, (2.2.1)

£ia µij � neºinomi parametrai, eijk � n. a. d., pasiskirst¦ pagal normalu�ji� d
esni�
N(0, σ2).

Taigi imties skirstinys visi²kai nusakomi vidurkiais µij , i = 1, ..., I, j =
1, ..., J , ir viena bendra dispersija σ2. Analiz
es tikslas � i²tirti stebimojo a. d.
Y priklausomyb¦ nuo faktoriu� A ir B. Sujungus Yijk i� vien¡ bendr¡ vektoriu�

Y = (Y111, ..., Y11K , ..., YIJ1, ..., YIJK)T

ir paºym
ejus µ = (µ11, ..., µ1J , ..., µI1, ..., µIJ)T neºinomu� parametru� vektoriu�,
modeli� (2.2.1) galima uºra²yti matriciniu pavidalu:

Y = Aµ+ e, E(Y ) = Aµ, V (Y ) = σ2I, e ∼ Nn(0, σ2I).
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Matrica A turi n = IJK eilu£iu� ir IJ stulpeliu�. Pirmosios K eilu£iu� turi pavi-
dal¡ (1, 0, ..., 0), paskui K eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 1, ..., 0), pagaliau paskutin
es
K eilut
es turi pavidal¡ (0, 0, ..., 1).

�iame modelyje matrica ATA yra diagonali su vienodais diagonaliniais ele-
mentais, lygiais K, taigi nei²sigimusi.

Kad vaizdºiau suformuluotume dispersin
es analiz
es hipotezes, i�veskime kitus
parametrus.

Skirtingai nuo vienfaktor
es analiz
es faktoriaus A lygmens Ai i�taka a. d. Y
vidurkiui gali priklausyti ir nuo faktoriaus B reik²m
es.

Visu� pirma i�vesime parametr¡, apibu	dinanti� �tiesiogin¦� faktoriaus A lyg-
mens Ai i�tak¡, kai �eliminuojama� faktoriaus B i�taka. Populiacijos daliai, kuriai
faktoriaus A reik²m
e lygi Ai, kintamojo Y vidurki� µ̄i. apibr
e²ime formule

µ̄i. =
1

J

J∑
j=1

µij ,

o bendr¡ visos populiacijos vidurki� formule

µ̄.. =
1

I

I∑
i=1

µi. =
1

IJ

I∑
i=1

J∑
j=1

µij .

Ai²ku, ²ie apibr
eºimai natu	ralu	s tik su ta prielaida, kad �ksavus Ai populiacijos
dalys, kurioms B = B1, . . . , BJ yra lygios (ir, atvirk²£iai, �ksavus Bj , populiaci-
jos dalys, kurioms A = A1, . . . , AI yra lygios) su visais i = 1, . . . , I; j = 1, . . . , J .
Modeliai, kai ²i prielaida n
era patenkinta, nagrin
ejami 2.2.4 skyrelyje.

Lygmens Ai i�tak¡ nuokrypiui nuo bendro vidurkio, eliminavus faktoriaus B
i�tak¡, apibu	dina skirtumas

αi = µ̄i. − µ̄...

Pagal apibr
eºim¡ tai tiesiog a. d. Y vidurkio populiacijos dalies, kurios fakto-
riaus A reik²m
e lygi Ai, ir a. d. Y vidurkio visai populiacijai skirtumas.

Analogi²kai i�vedame parametrus, kurie apibu	dina faktoriaus B lygmenu� Bj
i�tak¡ nuokrypiui nuo bendro vidurkio, eliminavus faktoriaus A i�tak¡:

βj = µ̄.j − µ̄.., µ̄.j =
1

I

I∑
i=1

µij , j = 1, ..., J.

Gauname toki� vidurkio µij skaidini� i� komponentes:

µij = µ̄.. + (µ̄i. − µ̄..) + (µ̄.j − µ̄..) + (µij − µ̄i. − µ̄.j + µ̄..) =

= µ+ αi + βj + γij . (2.2.2)

Naujai i�vesti parametrai tenkina tokias papildomas s¡lygas:∑
i

αi =
∑
j

βj ≡
∑
i

γij ≡
∑
j

γij ≡ 0. (2.2.3)
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Jeigu γij = 0 su visais i = 1, ..., I ir j = 1, ..., J , tai galioja lygyb
es

µij = µ+ αi + βj . (2.2.4)

Sakome, kad turime adityvu�ji� modeli�. �iame modelyje, esant �ksuotai faktoriaus
B reik²mei Bj , faktoriaus A reik²m
es Ai i�tak¡ nuokrypiui nuo bendro vidurkio
µij − µ nusako αi = µ̄i. − µ, taigi faktoriaus A i�taka nepriklauso nuo faktoriaus
B reik²m
es. Ir atvirk²£iai, esant �ksuotai faktoriaus A reik²mei Ai, faktoriaus
B reik²m
es Bj i�tak¡ nusako βj = µ̄.j − µ, taigi faktoriaus B i�taka nepriklauso
nuo faktoriaus A reik²m
es.

Adityviajame modelyje yra I+J−1 neºinomas parametras, nes naujai i�vesti
parametrai tenkina s¡lygas

∑
i αi = 0,

∑
j βj = 0.

Kai γij 6= 0, tai net kai faktoriaus B reik²m
e Bj �ksuota, nuokrypi� nuo
bendro vidurkio µij −µ nusako ne tik αi = µ̄i.−µ, bet ir γij , taigi faktoriaus A
reik²m
es Ai i�taka priklauso nuo faktoriaus B reik²m
es. Analogi²kai faktoriaus
B i�taka priklauso nuo faktoriaus A reik²m
es. Taigi komponent
es γ apibu	dina
faktoriu� A ir B s¡veik¡. Kartais ir pa£ius parametrus γ vadinsime faktoriu�
s¡veika.

I² s¡lygu�
∑I
i=1 αi = 0 ir

∑J
j=1 βj = 0 i²plaukia, kad yra I − 1 neºinomu�

parametru� α ir J−1 neºinomu� parametru� β. I² s¡lygu�
∑I
i=1 γij =

∑J
j=1 γij = 0

i²plaukia, kad

γiJ = −
J−1∑
j=1

γij (i = 1, . . . , I − 1), γIj = −
I−1∑
i=1

γij (j = 1, . . . , J − 1),

γIJ = −
I−1∑
i=1

γiJ =

I−1∑
i=1

J−1∑
j=1

γij ,

taigi yra (I − 1)(J − 1) neºinomu� parametru� γ, nes visi jie i²rei²kiami γij , i =
1, . . . , I − 1, j = 1, . . . , J − 1.

2.2.2. Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai

Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai randami minimizuojant kvadratin¦ form¡

SS(µ) =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − µij)2.

MK i�vertiniai µ̂ij ir kvadratin
es formos minimumas yra:

µ̂ij = Ȳij., SSE =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳij.)2. (2.2.5)

Kartu gauname parametru� µ = µ̄.., αi, βj , γij i�vertinius

µ̂ = Ȳ..., α̂i = Ȳi..−Ȳ..., β̂j = Ȳ.j.−Ȳ..., γ̂ij = Ȳij.−Ȳi..−Ȳ.j.+Ȳ..., (2.2.6)

ir dispersijos σ2 i�vertini�

σ̂2 = s2 = MSE = SSE/(IJ(K − 1)), SSE/σ
2 ∼ χ2(IJ(K − 1)). (2.2.7)



44 2 SKYRIUS. DISPERSIN 
E ANALIZ 
E

2.2.3. Faktoriu� i�takos hipoteziu� tikrinimas

Pagrindin
es dvifaktor
es dispersin
es analiz
es hipotez
es yra:

HA : α1 = . . . = αI , HB : β1 = . . . = βJ , HAB : γ11 = . . . = γIJ .

Tai sud
etin
es hipotez
es. Jas tikriname remdamiesi 1.3.2 teorema. Kiekvienas
i² parametru� αi, βj , γij yra tiesin
e parametru� µij funkcija. Taigi visos trys
hipotez
es uºra²omos forma Hµ = 0, duota 1.3.2 teoremoje.

Hipotez
es HA ekvivalenti tvirtinimui HA : α1 − α2 = · · · = α1 − αI = 0
arba HA : µ̄1. − µ̄2. = · · · = µ̄1. − µ̄I. = 0. Taigi ²i¡ hipotez¦ galima uºra²yti
taipHA µ = 0; £ia HA yra (I − 1)× IJ rango I − 1 matrica, kurios i-oji eilut
e
(i = 1, . . . , I − 1) turi pavidal¡

(1, . . . , 1, 0, . . . , 0,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0);

£ia 1 yra 1, . . . , J pozicijose, o −1 yra iJ + 1, . . . , (i+ 1)J pozicijose.
Analogi²kai, hipotez
es HB atveju HB yra (J − 1)× IJ rango J − 1 matrica.
Hipotez
es HAB ekvivalenti forma HAB : γ1j − γij = 0, i = 2, . . . , I; j =

1, . . . , J − 1 arba

HAB : (J − 1)(µ1j − µij)−
∑
l 6=j

(µ1l − µil) = 0, i = 2, . . . , I; j = 1, . . . , J − 1.

Taigi ²i¡ hipotez¦ galima uºra²yti forma HAB µ = 0; £ia HAB yra (I − 1)(J −
1) × IJ rango (I − 1)(J − 1) matrica, kurios ((I − 1)(j − 1) + i)-oji eilut
e
(i = 1, . . . , I − 1, j = 1, . . . , J − 1) turi pavidal¡

(−1, . . . ,−1, J − 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0,−1, . . . , 1,−(J − 1), 1, . . . , 1, 0, . . . , 0);

dvieju� seriju� i² nenuliniu� elementu ilgiai yra J , ±(J − 1) yra j-osiose seriju�
pozicijose, o antra serija prasideda nuo iJ + 1.

�ym
esime

SSA = SSEHA − SSE , SSB = SSEHB − SSE , SSAB = SSEHAB − SSE ,

1.3.2 teoremoje apibr
eºtas kvadratines formas.

2.2.1 teorema. Kvadratin
es formos SSA, SSB ir SSAB turi toki� pavidal¡:

SSA = JK
∑
i

(Ȳi.. − Ȳ...)2, SSB = IK
∑
j

(Ȳ.j. − Ȳ...)2,

SSAB = K
∑
i

∑
j

(Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ...)
2. (2.2.8)

�ios kvadratin
es formos nepriklauso nuo kvadratu� sumos SSE . Be to,

SSA/σ
2 ∼ χ2(I − 1, λA), SSB/σ

2 ∼ χ2(J − 1, λB),
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SSAB/σ
2 ∼ χ2((I − 1)(J − 1), λAB), (2.2.9)

necentri²kumo parametrai

λA =
JK

σ2

∑
i

α2
i , λB =

IK

σ2

∑
j

β2
j , λAB =

K

σ2

∑
i

∑
j

γ2
ij .

Jeigu hipotez
es HA, HB , HAB teisingos, tai atitinkami skirstiniai yra centriniai.

I�rodymas. Tapatyb
es

Yijk − µij = (Yijk − µ̂ij) + (µ̂− µ) + (α̂i − αi) + (β̂j − βj) + (γ̂ij − γij)

abi puses pak
el¦ kvadratu, susumav¦ visoje indeksu� i, j, k kitimo srityje ir pasi-
naudoj¦ (2.2.4) s¡ry²iais ir analogi²kais i�vertiniu� (2.2.6) s¡ry²iais, gauname

SS(µ) = SSE + IJK(µ̂− µ)2 + JK
∑
i

(α̂i − αi)2+

+IK
∑
j

(β̂j − βj)2 +K
∑
i

∑
j

(γ̂ij − γij)2.

Taigi

SSEHA = min
µ,αi=0,βj ,γij

SS(µ) = SSE + JK
∑
i

α̂2
i = SSE + JK

∑
i

(Ȳi.. − Ȳ...)2.

I�rod
eme pirm¡j¡ (2.2.8) formul¦. Analogi²kai gauname kitas dvi (2.2.8) for-
mules. Tvirtinimai (2.2.9) tiesiogiai i²plaukia i² 1.3.2 teoremos.

N

Pagal (1.3.28) hipotez
es HA, HB , HAB atmetamos reik²mingumo lygmens α
kriterijais, jeigu atitinkamai tenkinamos nelygyb
es:

FA > Fα(I − 1, IJ(K − 1)), FB > Fα(J − 1, IJ(K − 1)),

FAB > Fα((I − 1)(J − 1, IJ(K − 1))); (2.2.10)

£ia

FA =
IJ(K − 1)SSA

(I − 1)SSE
=
MSA
MSE

, FB =
MSB
MSE

, FAB =
MSAB
MSE

.

I² (2.2.8) i²plaukia, kad

E(MSA) = σ2 + JKσ2
A, E(MSB) = σ2 + IKσ2

B , E(MSAB) = σ2 +Kσ2
AB ;

£ia

σ2
A =

1

I − 1

∑
i

α2
i , σ2

B =
1

J − 1

∑
j

β2
j , σ2

AB =
1

(I − 1)(J − 1)

∑
i

∑
j

γ2
ij .
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Statistikos FA, FB ir FAB turi tendencij¡ i�gyti didesnes reik²mes, kai atitinkamai
hipotez
es HA, HB ir HAB yra neteisingos, negu tuo atveju, kai jos teisingos.
Taigi hipoteziu� atmetimo taisykl
es (2.2.10) neprie²tarauja sveikai logikai.

Paºym
ekime
SST =

∑
i

∑
j

∑
k

(Y 2
ijk − Ȳ...)2.

2.2.1 pastaba. Uºra²¦ kvadratu� sumas pavidalu

SSA = JK
∑
i

Ȳ 2
i.. − IJKȲ 2

..., SSB = IK
∑
i

Ȳ 2
.j. − IJKȲ 2

...,

SSAB = K
∑
i

∑
j

Ȳ 2
ij. − JK

∑
i

Ȳ 2
i.. − IK

∑
j

Ȳ 2
.j. + IJKȲ 2

....

SSE =
∑
i

∑
j

∑
k

Y 2
ijk −K

∑
i

∑
j

Ȳ 2
ij., SST =

∑
i

∑
j

∑
k

Y 2
ijk − IJKȲ 2

....

ir sud
ej¦ panariui, gauname

SSA + SSB + SSAB + SSE = SST .

Skai£iavimo rezultatus sura²ome i� dispersin
es analiz
es lentel¦.

2.2.1 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS E(MS)
A SSA I − 1 MSA σ2 + JKσ2

A

B SSB J − 1 MSB σ2 + IKσ2
B

A×B SSAB (I − 1)(J − 1) MSAB σ2 +Kσ2
AB

E SSE I J(K-1) MSE σ2

T SST I J K -1 - -

2.2.2 pastaba. Kvadratu� sumos SSA, SSB , SSAB ne tik nepriklauso nuo SSE ,
bet yra nepriklausomos tarpusavyje ir nepriklauso nuo Ȳ.... Kad tuo i�sitikintume,
uºtenka panagrin
eti atsitiktiniu� dydºiu� sistemas {Ȳ...}, {Ȳi..− Ȳ...}, {Ȳ.j.− Ȳ...},
{Ȳij.− Ȳi..− Ȳ.j. + Ȳ...}, {Yijk− Ȳij.}. Bet kurios i² ²iu� sistemu� a. d. yra nekore-
liuotas (normalaus skirstinio atveju ir nepriklausomas (ºr.2 pried¡ 7.4 skyreli�))
su bet kuriuo kitos sistemos a. d. Tod
el bet kurie a. d., sudaryti i² skirtingu�
sistemu� elementu�, yra nepriklausomi.

Patikrinsime, pavyzdºiui, kad atsitiktiniai dydºiai {Ȳi..− Ȳ...} ir {Ȳ.j.− Ȳ...}
yra nekoreliuoti. Gauname

Cov (
1

JK

∑
j

∑
k

Yijk −
1

IJK

∑
i

∑
j

∑
k

Yijk,
1

IK

∑
i

∑
k

Yijk−

− 1

IJK

∑
i

∑
j

∑
k

Yijk) =
1

JKIK
Kσ2 − 1

JKIJK
JKσ2−

− 1

IJKIK
IKσ2 +

1

(IJK)2
IJKσ2 = 0.
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2.2.1 pavyzdys. Eksperimento metu kelioms peliu� grup
ems buvo duodama skirtingu� ru	²iu�
nuodu� ir paskui jos buvo gydomos i�vairiais metodais. Lentel
eje pateiktos peliu� gyvenimo
trukm
es nuo eksperimento pradºios iki mirties logaritmai.

2.2.2 lentel
e. Statistiniai duomenys
Nuodai

Gydymo metodas I II III
G1 0,31 0,45 0,46 0,43 0,36 0,29 0,40 0,23 0,22 0,21 0,18 0,23
G2 0,82 1,10 0,88 0,72 0,92 0,61 0,49 1,24 0,30 0,37 0,38 0,29
G3 0,43 0,45 0,63 0,76 0,44 0,35 0,31 0,40 0,23 0,25 0,24 0,24
G4 0,45 0,71 0,66 0,62 0,56 1,02 0,71 0,38 0,30 0,36 0,31 0,33

Atlik¦ skai£iavimus, gauname dispersin
es analiz
es lentel¦.

2.2.3 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e
Faktorius SS ν MS E(MS)

A 0,9178 3 0,3059 σ2 + JKσ2
A

B 1,0249 2 0,5125 σ2 + IKσ2
B

A×B 0,2520 6 0,4200 σ2 +Kσ2
AB

E 0,8004 36 0,0222 σ2

T 2,9951 47 - -

Hipotez
ems HA, HB ir HAB tikrinti gauname statistiku� realizacijas : FA = 13, 76, FB =

23, 05 ir FAB = 1, 89. Kadangi P{F3,36 > 13, 76} = 3, 9·10−6, P{F2,36 > 23, 05} = 3, 6·10−7,

P{F6,36 > 1, 89} = 0, 109, tai atmesti hipotez¦ HAB n
era pagrindo. Tuo tarpu hipotez
e HA
ir HB atmetamos auk²tu� reik²mingumo lygmenu� kriterijais.

2.2.2 pavyzdys. Viena i² daºniausiu� anemijos prieºas£iu� yra geleºies tru	kumas organime.
Geleºies kiekis (gramais ²imte gramu� produkto) m
esoje, pupose ir ºaliose darºov
ese, virtose
aliumininiuose, moliniuose ir geleºiniuose induose, pateikti lentel
eje (kiekvieno produkto kiek-
viename inde paimta po keturis m
eginius).

2.2.4 lentel
e. Statistiniai duomenys
Indo tipas M
esa Pupos �alios darºov
es
Aliumininis 1,77 2,36 1,96 2,14 2,40 2,17 2,41 2,34 1,03 1,53 1,07 1,30
Molinis 2,27 1,28 2,48 2,68 2,41 2,43 2,57 2,48 1,55 0,79 1,68 1,82
Geleºinis 5,27 5,17 4,06 4,22 3,69 3,43 3,84 3,72 2,45 2,99 2,80 2,92

Atlik¦ skai£iavimus, gauname dispersin
es analiz
es lentel¦.

2.2.5 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e
Faktorius SS ν MS E(MS)

A 24,8940 2 12,4470 σ2 + JKσ2
A

B 9,2969 2 4,6484 σ2 + IKσ2
B

A×B 2,6404 4 0,6601 σ2 +Kσ2
AB

E 3,6425 27 0,1349 σ2

T 40,4738 35 - -

Hipotez
ems HA, HB ir HAB tikrinti gauname statistiku� realizacijas : FA = 92, 26, FB =

34, 46 ir FAB = 4, 89. Kadangi P{F2,27 > 92, 26} = 8, 5 · 10−13, P{F2,27 > 34, 46} =

3, 7 · 10−8, P{F4,27 > 4, 89} = 0, 0043, tai hipotez
es HA ir HB atmetamos, o hipotez
e HAB
atmetama, jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0043.

2.2.4. Kontrastu� analiz
e

Kaip ir vienfaktor
es analiz
es atveju, jeigu hipotez
es HA, HB , HAB neatmeta-
mos, tai analiz¦ galima baigti: visus steb
ejimus galima sujungti i� vien¡ didumo
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IJK imti�, gaut¡ stebint a. d. Y ∼ N(µ, σ2). Prie²ingu atveju analiz
e prat¦-
siama, siekiant i²skirti tokias faktoriu� lygmenu� rinkiniu� grupes (suprantama, ju�
tur
etu� bu	ti kuo maºiau), kad grupiu� viduje skirtumai tarp vidurkiu� µij bu	tu�
neesminiai. Skaidant i� grupes, tikslinga naudoti turim¡ papildom¡ informacij¡
apie a. d. Yijk. Jeigu tokios informacijos nepakanka, galima taikyti kontrastu�
analiz
es S metod¡ arba T metod¡.

Pavyzdºiui, nor
edami nustatyti faktoriaus A lygmenu� i�tak¡, nagrin
ejame
kontrastus

ψ =

I∑
i=1

ciαi =

I∑
i=1

ci(µ̄i. − µ̄..) =

I∑
i=1

ciµ̄i.,

I∑
i=1

ci = 0.

Kontrasto ψ i�vertinys, jo dispersija ir dispersijos i�vertinys yra

ψ̂ =

I∑
i=1

ciYi.., V (ψ̂) =
σ2

JK

I∑
i=1

c2i , V̂ (ψ̂) =
s2

JK

I∑
i=1

c2i , s2 = MSE .

Naudojant S metod¡ (ºr. 2.1.2 teorem¡), hipotez
e HA atmetama tada ir tik
tada, kai atsiranda kontrastas ψ, kad intervalas (2.1.14) neuºdengia 0. Sudarant
intervalus (2.1.14) reikia imti ∆2 = (I − 1)Fα(I − 1, IJ(K − 1)).

Taikant kontrastu� palyginimo T metod¡ (ºr. 2.1.4 teorem¡) poroms µi. ir
µj., imama ν = IJ(K − 1), o µ̂i pakei£iami i� µ̂i. = Ȳi...

Abu metodai leidºia i²skirti kontrastus, atsakingus uº hipotez
es atmetim¡.

2.2.5. Vieno steb
ejimo langelyje atvejis

2.2.5.1. Adityvus modelis

Jeigu dvifaktor
eje analiz
eje kartotinumo skai£ius K = 1, tai a. d. Yij skai£ius IJ
lygus neºinomu� parametru� µij skai£iui. Minimizuojant kvadatu� sum¡ SS(µ),
gaunami vidurkiu� i�vertiniai µ̂ij = Yij ir SSE = 0. Dispersijos i�vertinys (2.2.6)
neapibr
eºtas. Norint sumaºinti neºinomu� parametru� skai£iu�, reikia nagrin
eti
siauresni� modeli�. Tarsime, kad n
era faktoriu� A ir B s¡veikos, t. y. visi γij = 0.
Tokiu atveju vidurkiai µij apra²omi adityviuoju modeliu:

µij = µ+ αi + βj ,
∑
i

αi = 0,
∑
j

βj = 0,

neºinomu� parametru� skai£ius vidurkio i²rai²koje yra I + J − 1.
Kriterijai hipotez
ems HA : α1 = . . . = αI , ir HB : β1 = . . . = βJ ≡ 0 tikrinti

sudaromi analogi²kai. Apibr
eºus kvadratu� sumas SSA, SSB ir SSAB pagal tas
pa£ias (2.2.8) formules (imant K = 1 visose formul
ese) 2.2.1 teoremos rezultatai
i²lieka teisingi. Kadangi negalima panaudoti SSE = 0 kriterijams sudaryti, tai
kriterijai hipotez
ems HA ir HB tikrinti grindºiami statistikomis

FA =
MSA
MSAB

, FB =
MSB
MSAB

.
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Hipotez
es atmetamos reik²mingumo lygmens α kriterijais, kai atitinkamai ten-
kinamos nelygyb
es

FA > Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1), FB > Fα(J − 1, (I − 1)(J − 1)). (2.2.11)

Skai£iavimo rezultatus sura²ome i� lentel¦ analogi²k¡ 2.2.1 lentelei. Ji skirsis
nuo 2.2.1 tuo, kad bus i²braukta eilut
e, atitinkanti faktoriu� E; vietojeK i�ra²ytas
1; prie raidºiu� Y nebus ta²ko, atitinkan£io indeks¡ k; vietoje σ2

AB bus i�ra²yta 0.

2.2.5.2. Modelio adityvumo hipotez
es tikrinimas

Kriterijai (2.2.11) n
era korekti²ki, jeigu yra faktoriu� s¡veika, t. y. kai kurie γij
nelygu	s nuliui. Kyla natu	ralus uºdavinys patikrinti hipotez¦ HAB : γij ≡ 0
remiantis steb
ejimais, kai K = 1.

Kaip adityviojo modelio alternatyv¡ nagrin
ekime modeli� (2.2.2), kuriame
faktoriu� A ir B s¡veika tenkina lygyb¦ γij = γαiβj , t. y.

Yijk = µ+ αi + βj + γαiβj + eij ,

I∑
i=1

αi = 0,

I∑
j=1

βj = 0; (2.2.12)

£ia n. a. d. eij ∼ N(0, σ2).
Pri
emus toki¡ prielaid¡ faktoriu� s¡veikos nebuvimo hipotez
e ekvivalenti hipote-

zei Hγ : γ = 0.

2.2.2 teorema. (Tjukio kriterijus). Paºym
ekime

SSγ =
(
∑
i

∑
j α̂iβ̂jYij)

2∑
i α̂

2
i

∑
j β̂

2
j

, α̂i = Ȳi. − Ȳ.., β̂j = Ȳ.j − Ȳ..,

SSAB =
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ..)
2, SSL = SSAB − SSγ .

Kai hipotez
e Hγ teisinga, a. d. SSγ/σ
2 ir SSL/σ2 yra nepriklausomi ir pa-

siskirst¦ pagal chi kvadrato d
esnius su 1 ir IJ − I − J laisv
es laipsniu�. Tuo
remdamiesi sudarome kriteriju� hipotezei Hγ tikrinti: hipotez
e atmetama, kai

Fγ > Fα(1, IJ − I − J), Fγ = SSγ(IJ − I − J)/SSL. (2.2.13)

I�rodymas. I² pradºiu� tarkime, kad αi ir βj ºinomos konstantos, tenkinan£ios
s¡lygas

∑
i αi =

∑
j βj = 0. Tada turime tiesini� modeli�, kuriame vidurkiai µij

tiesi²kai priklauso tiktai nuo dvieju� neºinomu� parametru� µ ir γ. Minimizuodami
pagal µ ir γ kvadratin¦ form¡

∑
i

∑
j(Yijk − µ − αi − βj − γαiβj)2, randame

parametro γ maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertini�

γ̂ =

∑
i

∑
j αiβjYij∑

i α
2
i

∑
j β

2
j

∼ N

(
γ,

σ2∑
i α

2
i

∑
j β

2
j

)
.
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Jeigu hipotez
e Hγ teisinga, tai santykis

X2 = X2(α,β) =
γ̂2
∑
i α

2
i

∑
j β

2
j

σ2
=

(
∑
i

∑
j αiβjYij)

2

σ2
∑
i α

2
i

∑
j β

2
j

∼ χ2(1).

Taigi santykioX2 skirstinys nepriklauso nuo parametru� αi ir βj reik²miu�. Skirsti-
nys i²lieka toks pat, jei modelyje (2.2.12) parametrus αi ir βj pakeistume kitais
parametrais α∗i ir β

∗
j , tenkinan£iais s¡lygas

∑
i α
∗
i = 0,

∑
j β
∗
j = 0, nes∑

i

∑
j

αiβjYij =
∑
i

∑
j

αiβj(Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ..),

o Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ.. skirstinys nepriklauso nuo parametru� α∗i ir β
∗
j reik²miu�.

Maºa to, santykio X2 skirstinys i²lieka toks pat, jei to santykio i²rai²koje αi
ir βj pakeisime i�vertiniais α̂i ir β̂j , surastais modelyje, kai neºinomi αi ir βj :

SSγ
σ2

=
(
∑
i

∑
j α̂iβ̂jYij)

2

σ2
∑
i α̂

2
i

∑
j β̂

2
j

∼ χ2(1), (2.2.14)

α̂i = Ȳi. − Ȳ.., β̂j = Ȳ.j − Ȳ..,
∑
i

α̂i =
∑
j

β̂j = 0.

I² tikru�ju� lygyb
es

Pα,β{X2(α̂, β̂) ≤ x} =

∫
Pα,β{X2(α∗,β∗) ≤ x|α̂ = α∗, β̂ = β∗}dFα̂,β̂(α∗,β∗)

= Pα,β{X2(α∗,β∗) ≤ x} = Pα,β{X2(α,β) ≤ x} = P{χ2
1 ≤ x},

bus i�rodytos, jei parodysime, kad a. d. X2(α∗, β∗) nepriklauso nuo α̂i ir β̂j . Bet
tai i²plaukia i² to, kad X2(α∗, β∗) yra Yij− Ȳi.− Ȳ.j+ Ȳ.. funkcija, α̂i yra Ȳi.− Ȳ..
funkcija, β̂j yra Ȳ.j − Ȳ.. funkcija, o remiantis 2.2.2 pastaba, atsitiktiniu� dydºiu�
sistemos {Ȳi. − Ȳ..}, {Ȳ.j − Ȳ..}, {Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ..} yra nepriklausomos.

Pagal 2.2.1 teorem¡

SSAB
σ2

=
1

σ2

∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ..)
2 ∼ χ2((I − 1)(J − 1)).

Nagrin
ekime i²d
estym¡

SSAB
σ2

=
SSγ
σ2

+
SSAB − SSγ

σ2
=
SSγ
σ2

+
SSL
σ2

. (2.2.15)

Lieka pasinaudoti tokia kvadratiniu� formu� nuo nepriklausomu� normaliu�ju�
a. d. savybe. Tegu kvadratin
e forma Q ∼ χ2(ν) ir Q = Q1 + Q2. Jeigu
Q1 ∼ χ2(ν1), o Q2 neneigiama, tai Q2 ∼ χ2(ν − ν1) ir nepriklauso nuo Q1.
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Kadangi SSAB/σ2 ∼ χ2((I − 1)(J − 1)) ir SSγ/σ2 ∼ χ2(1), lieka parodyti,
kad SSAB − SSγ ≥ 0. Tai i²plaukia i² Ko²i nelygyb
es:

(
∑
i

∑
j

α̂iβ̂jYij)
2 = (

∑
i

∑
j

α̂iβ̂j(Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ..))
2 ≤

∑
i

∑
j

α̂2
i β̂

2
j

∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ..)
2.

Taigi SSL/σ2 ∼ χ2(IJ − I − J) ir nepriklauso nuo SSγ/σ2.
N

2.2.5.3. Kontrastu� analiz
e

Kontrastu� analiz
e atliekama analogi²kai, kaip ir kai K > 1. Pavyzdºiui, tirdami
faktoriaus A lygmenu� i�tak¡, nagrin
ejame kontrastus

ψ =

I∑
i=1

ciαi =

I∑
i=1

ci(µi − µ̄.) =

I∑
i=1

ciµ̄i.,

I∑
i=1

ci = 0.

Kontrasto ψ i�vertinys, jo dispersija ir dispersijos i�vertinys yra

ψ̂ =

I∑
i=1

ciȲi., V (ψ̂) =
σ2

J

I∑
i=1

c2i , V̂ (ψ̂) =
s2

J

I∑
i=1

c2i , s2 = MSAB .

Jei naudojamas S metodas, tai sudarant intervalus (2.1.17) reikia imti ∆2 =
(I − 1)Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1)). Naudojant T metod¡, sudarant intervalus
(2.1.20), reikia imti ν = (I − 1)(J − 1).

2.2.3 pavyzdys. Atliekant dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦ su dviem pastoviais faktoriais ir
vienu steb
ejimu l¡stel
eje, turimi tokie stebiniai

2.2.6 lentel
e. Statistiniai duomenys

Ai B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7

A1 164 172 177 178 163 163 150
A2 177 197 184 196 177 193 179
A3 168 167 187 177 144 176 146
A4 156 161 169 181 165 172 141
A5 172 180 179 184 166 176 169
A6 196 190 197 191 178 178 183

Visu� pirma taikydami Tjukio kriteriju� patikrinsime modelio adityvumo hipotez¦. Gau-
name,kad statistika Fγ i�gijo reik²m¦ 5,44. Jeigu modelio adityvumo prielaida teisinga, tai ²i
statistika turi Fi²erio skirstini� su 1 ir 29 laisv
es laipsniais. Adityvumo hipotez
e reik²mingumo
lygmens α = 0, 02 kriterijumi neatmetama.

Atlik¦ skai£iavimus gauname dispersin
es analiz
es lentel¦.

2.2.7 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS
A 3861,8 5 772,4
B 2596,0 6 432,7

A×B 1624,3 30 54,1
P 8082,1 41 -
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Statistika FA = MSA/MSAB i�gijo reik²m¦ 14,3, o statistika FB = MSB/MSAB �

reik²m¦ 8,0. Hipotez
esHA irHB yra atmetamos kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lyg-

meniu. Faktoriu� A ir B i�tak¡ vidurkiu� kitimui galima apibu	dinti maºesniu parametru� skai£iu-

mi. Pavyzdºiui, suskirs£ius faktoriaus A lygmenis i� dvi grupes (A2, A6) ir (A1, A3, A4, A5),

o faktoriaus B lygmenis i� tris grupes (B1, B2, B6), (B3, B4) ir (B5, B7), hipotez
e, kad

grupiu� viduje vidurkiai vienodi, neatmetama.

2.3. Dvifaktor
e analiz
e, kai steb
ejimu� skai£ius lan-

geliuose skirtingas

2.3.1. Statistinis modelis

Tarkime, kad a. d. Y skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A, kurio lygmenys
yra A1, ..., AI , ir nuo faktoriaus B, kurio lygmenys yra B1, ..., BJ . Skirtingai nei
2.2.3 skyrelyje tarsime, kad steb
ejimu� skai£ius Kij , kai faktoriu� lygmenys yra Ai
ir Bj , gali bu	ti skirtingas, t. y. eksperimento planas gali bu	ti nesubalansuotas.
Imties elementus ºym
esime Yijk; k = 1, ...,Kij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J ; i � fak-
toriaus A lygmens numeris, j � faktoriaus B lygmens numeris, k � kartotinumo
numeris; bendras steb
ejimu� skai£ius n =

∑
i

∑
j Kij .

Imties elementai sura²yti 2.3.1 lentel
eje, o lentel
eje 2.3.2 nurodyti ju� kartoti-
numas langeliuose. Jei Kij = 0, tai 2.3.1 lentel
es i-osios eilut
es ir j-ojo stulpelio
sankirtoje esanti� langeli� reikia pakeisti tu²£iu.

2.3.1 lentel
e. Imties elementai

i j 1 . . . j . . . J
∑

1 Y111, ..., Y11K11
. . . Y1j1, ..., Y1jK1j

. . . Y1J1, ..., Y1JK1J
Y1..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
i Yi11, ..., Yi1Ki1 . . . Yij1, ..., YijKij . . . YiJ1, ..., YiJKiJ Yi..
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
I YI11, ..., YI1KI1 . . . YIj1, ..., YIjKIj . . . YIJ1, ..., YIJKIJ YI..∑

Y.1. . . . Y.j. . . . Y.J. Y...

2.3.2 lentel
e. Steb
ejimu� kartotinumas langeliuose

i j 1 . . . j . . . J
∑

1 K11 . . . K1j . . . K1J K1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
i Ki1 . . . Kij . . . KiJ Ki.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
I KI1 . . . KIj . . . KIJ KI.∑

K.1 . . . K.j . . . K.J n

Dvifaktor
es dispersin
es analiz
es modelis:

Yijk = µij + eijk, k = 1, ...,Kij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, (2.3.1)
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£ia µij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J � neºinomi parametrai, eijk � n. a. d. vienodai
pasiskirst¦ pagal normalu�ji� d
esni� N(0, σ2).

Taigi steb
ejimu� skirstiniai visi²kai nusakomi vidurkiais µij , i = 1, ..., I, j =
1, ..., J ir viena bendra dispersija σ2. Jeigu kuriame nors langelyje (i, j) steb
ejimu�
skai£ius Kij = 0, tai, nedarant jokiu� prielaidu� apie vidurkiu� s¡ry²i�, parametras
µij negali bu	ti i�vertintas.

Paºym
ekime θ = (θ1, ..., θm)T neºinomu� parametru� vektoriu�, kuris gauna-
mas i² vektoriaus µ = (µ11, ..., µ1J , ..., µI1, ..., µIJ)T praleidus tuos vidurkius
µij , kuriemsKij = 0, ir tegu K̃i > 0, i = 1, ...,m, � steb
ejimu� skai£ius, atitinkan-
tis koordinat¦ θi; £ia m � netu²£iu� langeliu� skai£ius. Tada n =

∑m
i=1 K̃i =∑I

i=1

∑J
j=1Kij .

Sujung¦ steb
ejimus i� vien¡ bendr¡ vektoriu�

Y = (Y ∗11, ..., Y
∗
1K̃1

, ..., Y ∗m1, ..., Y
∗
mK̃m

)T ;

£ia Y ∗l1, ..., Y
∗
lK̃l

atitinka faktoriu� Ai ir Bj reik²mes, kurioms θl = µij , modeli�
(2.3.1) galima uºra²yti matriciniu pavidalu

Y = Aθ + e, E(Y ) = Aθ, V (Y ) = σ2I, e ∼ Nn(0, σ2I).

Matrica A turi n eilu£iu� ir m stulpeliu�. Pirmosios K̃1 eilu£iu� turi pavidal¡
(1, 0, ..., 0); tolesn
es K̃2 eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 1, ..., 0), ir pagaliau paskuti-
niosios K̃m eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 0, ..., 1). Matrica ATA yra diagonalioji su
diagonaliniais elementais K̃1, ..., K̃m; jos rangas Rang(ATA) = m.

2.3.2. Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai

Parametru� µij MK i�vertiniai µ̂ij gaunami minimizuojant kvadratin¦ form¡

SS(θ) = (Y −Aθ)T (Y −Aθ) =

I∑
i=1

J∑
j=1

Kij∑
k=1

(Yijk − µij)2.

I�vertiniai µ̂ij randami tiems langeliams, kuriuose steb
ejimu� skai£ius Kij > 0.
Jie yra nepriklausomi ir normalieji:

µ̂ij = Ȳij. =
1

Kij

Kij∑
k=1

Yijk ∼ N(µij ,
σ2

Kij
). (2.3.2)

Kadangi
∑
k(Yijk − Ȳij.)2 ∼ σ2χ2

Kij−1, kai Kij > 1, ir
∑
k(Yijk − Ȳij.)2 = 0,

kai Kij = 1, tai
∑
i,j:Kij≥1(Kij − 1) = n−m, tod
el liekamoji kvadratin
e forma

SSE =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳij.)2 ∼ σ2χ2
n−m. (2.3.3)

Dispersijos i�vertinys

σ̂2 = s2 =
SSE
n−m

= MSE ,
s2(n−m)

σ2
∼ χ2(n−m). (2.3.4)
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2.3.3. Faktoriu� i�takos apib	udinimas

Norint suformuluoti pagrindines dispersin
es analiz
es hipotezes, kaip ir pirmes-
niuose skyreliuose, reikia i�vesti naujus parametrus, kurie apibu	dintu� faktoriu� A
ir B lygmenu� i�tak¡ atsitiktiniu� dydºiu� Yijk skirstiniams.

Apibr
eºiant naujus parametrus reikia atsiºvelgti i� tai, kad steb
ejimu� skai£ius
2.3.2 lentel
es langeliuose gali bu	ti skirtingas.

Kai planas subalansuotas populiacijos dalies, kurios faktoriaus A reik²m
e lygi
Ai, kintamojo Y vidurkis µ̄i. buvo apibr
eºtas formule µ̄i. = 1

J

∑J
j=1 µij , o bend-

ras visos populiacijos vidurkis formule µ̄.. = 1
I

∑I
i=1 µi. = 1

IJ

∑I
i=1

∑J
j=1 µij .

Reik²m
es Ai i�tak¡ nuokrypiui nuo bendrojo vidurkio, eliminavus faktoriaus B
i�tak¡, apibu	dino skirtumas αi = µ̄i. − µ̄...

Toks vidurkio µ̄i. ir nuokrypio αi apibr
eºimas natu	ralus, jei tarp populiacijos
elementu�, kuriems A = Ai, faktoriaus B reik²mes B1,..., BJ pasiskirst¦ vieno-
domis dalimis. Tada vidurkiams µi1, . . . µiJ suteikiamas svoris 1/J . Analogi²kai
buvo apibr
eºiama faktoriaus B i�taka.

Kai planas nesubalansuotas, vidurkis µ̄i. daºnai apibr
eºiamas kaip svertinis
vidurkis

µ̄i. =

J∑
j=1

ωjµij ; (2.3.5)

£ia ωj = K.j/n. Toks apibr
eºimas natu	ralus, jei tarp populiacijos elementu�,
kuriems A = Ai, faktoriaus B reik²m
es B1,..., BJ pasiskir£iusios dalimis ω1 =
K.1/n,..., ωJ = K.J/n,

∑J
j=1 ωj = 1. Tada vidurkiams µi1, . . . µiJ suteikiami

svoriai ω1, . . . , ωJ .
Analogi²kai populiacijos dalies, kuriai faktoriaus B reik²m
e lygi Bj , kinta-

mojo Y vidurkis

µ̄.j =

J∑
i=1

viµij ; (2.3.6)

£ia vi = Ki./n,
∑I
i=1 vi = 1.

Bendras visu� steb
ejimu� svertinis vidurkis apibr
eºiamas lygybe

µ =

I∑
i=1

J∑
j=1

viωjµij . (2.3.7)

Analogi²kai subalansuoto plano atvejui faktoriu� A ir B lygmenu� Ai ir Bj
�tiesioginei� i�takai apibu	dinti i�vedame parametrus

αi = µ̄i. − µ̄.. =

J∑
j=1

ωjµij − µ, i = 1, ..., I,

βj = µ̄.j − µ̄.. =

I∑
i=1

viµij − µ, j = 1, ..., J. (2.3.8)
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Pagal savo apibr
eºim¡ tai tiesiog skirtumai tarp a. d. Y vidurkio populiacijos
daliai, kuriai faktoriaus A reik²m
e lygi Ai (atitinkamai populiacijos daliai, kuriai
faktoriaus B reik²m
e lygi Bj) ir a. d. Y vidurkio visai populiacijai.

Apskritai, jei turima apriorin
e informacija, kad, �ksavus Ai, populiacijos
dalys, kurioms faktorius B i�gyja reik²mes B1,..., BJ (�ksavus Bj , populiaci-
jos dalys, kurioms faktorius A i�gyja reik²mes A1,..., AI) santykiauja ne kaip
K.1/n, . . . ,K.J/n (atitinkamai K1./n, . . . ,KI./n), o, sakykime, kaip ω1, . . . , ωJ
(atitinkamai v1, . . . , vI) :

vi ≥ 0, ωj ≥ 0,

I∑
i=1

vi = 1,

J∑
j=1

ωj = 1, (2.3.9)

tai vidurkiai µ̄i. ir µ̄.j , taip pat parametrai αi ir βj , apibu	dinantys faktoriu�
i�tak¡, apibr
eºiami tomis pa£iomis formul
emis (2.3.5) � (2.3.8), tiktai naudojant
apriorinius svorius (2.3.9).

Subalansuoto plano parametrai αi ir βj tenkino s¡lygas
∑I
i=1 αi = 0,∑J

j=1 βj = 0, kai planas nesubalansuotas, jie tenkina s¡lygas

I∑
i=1

viαi =

I∑
i=1

J∑
j=1

viωjµij − µ
I∑
i=1

vi = 0,

J∑
j=1

ωjβj = 0. (2.3.10)

Gauname toki� vidurkio µij skaidini� i� komponentes:

µij = µ+ αi + βj + (µij − αi − βj − µ) =

µ+ αi + βj + γij . (2.3.11)

Jeigu γij = 0 su visais i ir j, tai galioja lygyb
es

µij = µ+ αi + βj , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, (2.3.12)

Turime adityvu�ji� modeli�. �iame modelyje bet kurio faktoriaus lygmens poveikis
a. d. Y vidurkiui, kai kitas faktorius �ksuotas, nepriklauso nuo to �ksuoto
faktoriaus reik²m
es. Neºinomi parametrai, apibu	dinantys vidurkio kitim¡, yra
αi, i = 1, ..., I; βj , j = 1, ..., J . I² lygybiu� (2.3.8) ir (2.3.10) i²rei²k¦, pavyzdºiui,
αI ir βJ , gausime, kad modelis (2.3.11) nusakomas I+J−1 parametru: µ; αi, i =
1, ..., I − 1; βj , j = 1, ..., J − 1.

Kai γij 6= 0, tai bet kurio faktoriaus lygmens poveikis a. d. Y vidurkiui, kai
�ksuotas kitas faktorius, priklauso dar ir nuo to �ksuoto faktoriaus reik²m
es.
Taigi komponent
es γ apibu	dina faktoriu� A ir B s¡veik¡. Kartais ir pa£ius
parametrus γ vadinsime faktoriu� s¡veika.

Tiesi²kai nepriklausomu� komponen£iu� γij skai£ius yra (I− 1)(J − 1), nes jos
tenkina s¡lygas

I∑
i=1

viγij = 0, ∀ j = 1, ..., J ;

J∑
j=1

ωjγij = 0, ∀ i = 1, ..., I, (2.3.13)
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tod
el analogi²kai 3.2.1 skyreliui visus γij galima i²reik²ti γij , kai i = 1, ..., I − 1
ir j = 1, ..., J − 1.
2.3.1 pastaba. Svoriu� sistema vi = Ki./n ir ωj = K.j/n vadinama daºnumine,
o svoriu� sistema vi = 1/I, ωj = 1/J � vienodu� svoriu� sistema.

2.3.2 pastaba. Subalansuotu� eksperimentu� planu�, kai steb
ejimu� skai£iai lange-
liuose Kij = K ≥ 1 yra vienodi, daºnuminiu� ir lygiu� svoriu� sistemos sutampa.
Galime sakyti, kad 2.2 skyrelyje analiz¦ atlikome prie svoriu� sistemos {vi}, {ωj},
kai vi = 1/I, ωj = 1/J .

Nauju� parametru� terminais pagrindines dispersin
es analiz
es hipotezes galima
suformuluoti analogi²kai kaip pirmesniame skyrelyje.

S¡veikos nebuvimo hipotez
e

HAB : γij = 0, ∀i = 1, ..., I, ∀j = 1, ..., J, (2.3.14)

kuri yra ekvivalenti tvirtinimui, kad modelis yra adityvusis (2.3.11) pavidalo,
taip pat faktoriu� A ir B i�takos nebuvimo hipotez
es

HA : αi = 0, ∀i = 1, ..., I, HB : βj = 0, ∀j = 1, ..., J. (2.3.15)

Hipotez
es tikrinamos remiantis 1.3.2 teorema. Priminsime, kad kriterijus kuria-
mas tokiu bu	du: randamas bes¡lyginis kvadratin
es formos SS(β) minimumas
SSE ir s¡lyginis SS(β) minimumas SSEH su s¡lyga, kad tikrinamoji hipotez
e
H teisinga. Sprendimas priimamas palyginant SSEH − SSE ir SSE .

Esminis skirtumas nuo subalansuotu� planu� yra tas, kad parametru� i�vertiniu�
ir liekamosios kvadratin
es formos suradimas, kai teisinga viena i² suformuluotu�
hipoteziu�, yra kur kas sud
etingesnis. I�vertiniai bendru atveju priklauso nuo
svoriu� sistemos ir negalime ju� uºra²yti i²reik²tiniu pavidalu, o tenka apsiriboti
nurodant lyg£iu� sistem¡, kurios sprendiniais yra MK i�vertiniai.

Intuityviai ai²ku, kad nepriklausomai nuo to, kokiu santykiu pasiskirst¦ po-
puliacijos elementai pagal faktoriu� A ir B reik²mes, tie faktoriai arba s¡veikauja,
arba ne. Taigi s¡veikos buvimas arba nebuvimas, netur
etu� priklausyti nuo
parenkamos svoriu� sistemos. �i� samprotavim¡ pagrindºia toliau i�rodoma teo-
rema. Ji pravers tikrinant faktoriu� i�takos nebuvimo hipotez¦.

2.3.1 teorema. (�ef
es). 1. Jeigu kokios nors svoriu� {vi}, {wj} sistemos visos
s¡veikos γij lygios 0, tai jos lygios 0 ir esant bet kuriai kitai svoriu� sistemai.
2. Jeigu visi γij = 0, tai efektu� αi ir βj palyginimo kontrastai nepriklauso nuo
svoriu� sistemos.

I�rodymas. 1. Tarkime, kad kai yra svoriu� {vi}, {wj} sistema, visos s¡veikos
γij ≡ 0. Tada turime adityvu�ji� modeli�

µij = µ+ αi + βj . (2.3.16)

Tegu {v0
i }, {w0

j} kita svoriu� sistema v0
i ≥ 0,

∑
i v

0
i = 1, w0

j ≥ 0,
∑
j w

0
j = 1,

kai turime vidurkio µij d
estini� (2.3.12)

µij = µ0 + α0
i + β0

j + γ0
ij . (2.3.17)
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I�stat¦ i� (2.3.6), (2.3.7) ir (2.3.9) (kuriose visi parametrai perra²yti su vir²u-
tiniu indeksu 0, vidurkio (2.3.16) i²rai²kas, gauname

µ0 =
∑
i

∑
j

v0
i ω

0
jµij = µ+

∑
i

v0
i αi +

∑
j

ω0
jβj ,

α0
i = µ+ αi +

∑
j

ω0
jβj − µ0 = αi −

∑
i

v0
i αi, (2.3.18)

β0
j = µ+

∑
i

v0
i αi + βj − µ0 = βj −

∑
j

ω0
jβj .

I�ra²¦ ²ias i²rai²kas i� (2.3.17), gauname

γ0
ij = µij − µ0 − α0

i − β0
j = µij − µ− αi − βj = 0;

£ia r
em
em
es (2.3.16) lygybe. Taigi visos s¡veikos γ0
ij , kai svoriu� sistema {v0

i }, {ω0
j },

lygios 0.
2. Remiantis (2.3.18) galima tvirtinti, kad parametrai αi ir βj gali skirtis

nuo α0
i ir β

0
j tik konstanta: α0

i = αi + a, β0
j = βj + b. Tod
el kontrastai

ψ =
∑
i

ciα
0
i =

∑
i

ciαi, ψ′ =
∑
j

c′jβ
0
j =

∑
j

c′jβj

sutampa, nes
∑
i ci = 0,

∑
j c
′
j = 0. N

2.3.4. Faktoriu� s¡veikos nebuvimo hipotez
es tikrinimas

Faktoriu� s¡veikos nebuvimo hipotez
e HAB : γij = 0, ∀i = 1, ..., I, j = 1, ..., J,
yra ekvivalenti tvirtinimui, kad modelis yra adityvusis:

HAB : µij = µ+ αi + βj , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J. (2.3.19)

Naudojant dispersin
es analiz
es modeli� (2.3.1), 2.3.1 skyrelyje (ºr. (2.3.3))
buvo rastas bes¡lyginis kvadratin
es formos SS(θ), priklausan£ios nuo neºinomu�
parametru� µij , minimumas SSE , kuri� naudosime kriterijaus statistikos vardik-
lyje:

SSE =

I∑
i=1

J∑
j=1

Kij∑
k=1

(Yijk − Ȳij.)2 ∼ σ2χ2
n−m, (2.3.20)

£ia m � skai£ius tu� 2.3.2 lentel
es langeliu�, kuriuose Kij > 0.
Kvadratin
es formos SS(θ) s¡lyginis minimumas SSEHAB , kai teisinga hipotez
e

HAB , randamas minimizuojant pagal µ, αi, βj kvadratin¦ form¡∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − µ− αi − βj)2, (2.3.21)
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kai parametrai αi ir βj susieti tokiomis s¡lygomis

I∑
i=1

viαi = 0,

J∑
j=1

ωjβj = 0; (2.3.22)

£ia
I∑
i=1

vi =

J∑
j=1

ωj = 1, vi ≥ 0, ωj ≥ 0.

I²rei²k¦ i² £ia, pavyzdºiui, αI ir βJ , ir, i�stat¦ i� (2.3.21), gausime kvadrati-
n¦ form¡ SS(η) nuo (I + J − 1)-ma£io parametro η = (η1, ..., ηI+J−1)T =
(µ, α1, ..., αI−1, β1, ..., βJ−1)T .

Tada ie²komasis kvadratin
es formos minimumas yra

SSEHAB = min
η
SS(η) = SS(η̂).

Remiantis 1.3.2 teorema galima tvirtinti, kad kai hipotez
e HAB teisinga, skirtu-
mas SSAB = SSEHAB − SSE nepriklauso nuo SSE ir yra pasiskirst¦s kaip a. d.
σ2χ2

m−I−J+1.
Ie²kant parametro η i�vertinio η̂, reikia spr¦sti I + J − 1 lyg£iu� sistem¡

ATAη = ATY ,

kuri gaunama diferencijuojant SS(η) pagal parametrus ηi, i = 1, ..., I + J −
1. Matricos A i²rai²ka gana grem
ezdi²ka ir ji nepateikiama. Tuo labiau kad,
pasinaudojus 2.3.2 teorema, pakanka spr¦sti paprastesn¦ tiesiniu� lyg£iu� sistem¡,
kurioje lyg£iu� skai£ius yra lygus min(I − 1, J − 1).

2.3.2 teorema. 1. Kvadratin
es formos SS(η) minimum¡ SSEHAB galima ap-
skai£iuoti tokiu bu	du

SSEHAB =
∑
i

∑
j

∑
k

Y 2
ijk −

∑
i

Giα̂i −
∑
j

Y 2
.j./K.j , (2.3.23)

£ia

Gi = Yi.. −
∑
j

KijY.j.
K.j

,

o α̂1, ..., α̂I−1 yra lyg£iu� sistemos

ci1α̂1 + ...+ ci,I−1α̂I−1 = Gi, i = 1, ..., I − 1,

cii = Ki. −
∑
j

KijKij

K.j
, cii′ = −

∑
j

Ki′jKij

K.j
, i 6= i′, (2.3.24)

sprendinys; α̂I = 0.



2.3. Dvifaktor
e analiz
e, kai steb
ejimu� skai£ius langeliuose skirtingas 59

2. Kvadratin
es formos SS(η) minimum¡ SSEHAB galima apskai£iuoti ir kitu
bu	du

SSEHAB =
∑
i

∑
j

∑
k

Y 2
ijk −

∑
j

Hj β̂j −
∑
i

Y 2
i../Ki., (2.3.25)

£ia

Hj = Y.j. −
∑
i

KijYi..
Ki.

,

o β̂1, ..., β̂J−1 yra lyg£iu� sistemos

bj1β̂1 + ...+ bj,J−1β̂J−1 = Hj , j = 1, ..., J − 1, (2.3.26)

bjj = K.j −
∑
i

KijKij

Ki.
, bjj′ = −

∑
i

Kij′Kij

Ki.
, j 6= j′.

sprendinys; β̂J = 0.

I�rodymas. 1. Diferencijuodami kvadratin¦ form¡ (2.3.21) parametru� µ, αi, βj
atºvilgiu ir prilygin¦ i²vestines 0, gauname normaliu�ju� lyg£iu� sistem¡ MK i�verti-
niams µ̂, α̂i, β̂j rasti (ºym
ejimai tie patys kaip 2.3.1 ir 2.3.2 lentel
ese):

nµ̂+
∑
i

Ki.α̂i +
∑
j

K.j β̂j = Y...,

Ki.µ̂+Ki.α̂i +
∑
j

Kij β̂j = Yi.., i = 1, ..., I, (2.3.27)

K.j µ̂+
∑
i

Kijα̂i +K.j β̂j = Y.j., j = 1, ..., J.

�i lyg£iu� sistema yra i²sigimusi ir turi be galo daug sprendiniu�. I² tikru�ju�,
sud
ej¦ vidurines I arba paskutines J lyg£iu�, gauname pirm¡j¡ lygti�. Ta£iau,
remiantis 1.2.1 teorema, galima tvirtinti, kad kvadratin
es formos (2.3.21) mini-
mumas yra toks pat su bet kuriuo sistemos (2.3.27) sprendiniu ir, naudojantis
(1.4.2), gali bu	ti uºra²ytas tokiu pavidalu:

SSEHAB =
∑
i

∑
j

∑
k

Yijk(Yijk − µ̂− α̂i − β̂j) =

∑
i

∑
j

∑
k

Y 2
ijk − µ̂Y... −

∑
i

α̂iYi.. −
∑
j

β̂jY.j., (2.3.28)

£ia µ̂; α̂i, i = 1, ..., I; β̂j , j = 1, ..., J, yra kuris nors sistemos (2.3.27) sprendinys.
Jei teisinga hipotez
e HAB , tai pagal 2.3.1 teorem¡ bet kuris kontrastas

nepriklauso nuo svoriu� vi, wj sistemos, tod
el kiekvienas (2.3.27) sistemos spren-
dinys, kai naudojama viena svoriu� sistema, yra ²ios sistemos sprendinys, kai
naudojama kita svoriu� sistema. Taigi norint rasti kvadratin
es formos SS(η)
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minimum¡ SSEHAB , uºtenka imti koki¡ nors svoriu� sistem¡, rasti bent vien¡
(2.3.27) sistemos sprendini� ir pasinaudoti formule (2.3.28).

Sistem¡ (2.3.27) lengviausia spr¦sti imant svoriu� sistem¡ v1 = · · · = vI−1 =
w1 = · · · = wJ−1 = 0, vI = wJ = 1. Tada pagal (2.3.6) µ = µIJ ir pagal
(2.3.7) bei (2.3.9) αI = µIJ − µ = 0, βJ = 0. Taigi tereikia i�vertinti I + J − 1
parametr¡ µ, α1, . . . , αI−1, β1, . . . , βJ−1, tod
el lyg£iu� sistemoje (2.3.27) imame
I − 1 ir J − 1 vietoje I ir J .

I² paskutiniu�ju� (2.3.27) sistemos lyg£iu� i²rei²k¦ β̂j :

β̂j =
Y.j.
K.j
− µ̂− 1

K.j

∑
i′

Ki′jα̂i′ (2.3.29)

ir, i�stat¦ ²ias i²rai²kas i� vidurini¡sias lygtis, gauname lyg£iu� sistem¡

Ki.µ̂+Ki.α̂i +
∑
j

Kij

[
Y.j.
K.j
− µ̂− 1

K.j

∑
i′

Ki′jα̂i′

]
= Yi.., , i = 1, ..., I − 1,

kuri¡ galime uºra²yti naudodami teoremos formuluot
es ºym
ejimus:

Ki.α̂i −
∑
i′

∑
j

KijKi′j

K.j

 α̂i′ = Gi, i = 1, ..., I − 1.

Tai ir yra lyg£iu� sistema (2.3.24).
I�stat¦ β̂j i²rai²k¡ (2.3.29) i� (2.3.28), i�sitikiname, kad SSEHAB turi (2.3.23)

pavidal¡.
2. I�rodoma analogi²kai. I² viduriniu�ju� (2.3.27) sistemos lyg£iu� i²rei²kiame

α̂i ir i�statome i� paskutini¡sias lygtis. Gauname lyg£iu� sistem¡ (2.3.26). Gautas
α̂i i²rai²kas i�stat¦ i� (2.3.28), i�sitikiname, kad SSEHAB turi ir (2.3.25) pavidal¡.
N

Gri�ºtame prie hipotez
esHAB tikrinimo. Remdamiesi 1.3.2 teorema ir panau-
doj¦ gautas liekamu�ju� kvadratu� sumu� i²rai²kas (2.3.20) ir (2.3.24) arba (2.3.25)
gauname, kad hipotez
e HAB atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai

FAB =
(SSEHAB − SSE)(n−m)

(m− I − J + 1)SSE
=
MSAB
MSE

> Fα(m− I − J + 1, n−m).

(2.3.30)
Matome, kad netu²£iu� langeliu� skai£ius m lentel
eje 2.3.2 turi tenkinti nelygyb¦
m > I + J − 1.

2.3.3 pastaba. Jeigu eksperimentu� planas subalansuotas ir Kij = K > 1 su
visais i = 1, ..., I ir j = 1, ..., J , tai i² lyg£iu� sistemos (2.3.24) imdami vienodus
svorius, ir naudodami s¡lyg¡

∑
i αi = 0, gauname i�vertinius

α̂i = Ȳi.. − Ȳ...,
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ir kvadratin
e forma

SSEHAB =
∑
i

∑
j

∑
k

(Ȳi..−Ȳ...)2+K
∑
i

∑
j

(Ȳij.−Ȳi..−Ȳ.j.+Ȳ...)2 = SSE+SSAB

sutampa su gaut¡ja 2.2.3 skyrelyje.

2.3.5. Faktoriu� i�takos nebuvimo hipotez
es adityviajame

modelyje tikrinimas

Nagrin
ekime adityvu�ji� modeli�:

Yijk = µij + eijk, k = 1, ...,Kij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J ;

paklaidos eijk yra n. a. d., turintys normalu�ji� skirstini� eijk ∼ N(0, σ2), o vidurkiai
µij tenkina tiesini� modeli� (2.3.21):

µij = µ+ αi + βj ,

I∑
i=1

viαi = 0,

J∑
j=1

ωjβj = 0; (2.3.31)

£ia {vi} ir {ωj} � kokios nors svoriu� sistemos, tenkinan£ios (2.3.5) s¡lygas.
Pagrindin
es dispersin
es analiz
es hipotez
es

HA : α1 = ... = αI , HB : β1 = ... = βJ (2.3.32)

yra faktoriu� A ir B i�takos nebuvimo hipotez
es.
Kriteriju� v
el kuriame remdamiesi 1.3.2 teorema. Bes¡lygini� kvadratin
es for-

mos ∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − µ− αi − βj)2 (2.3.33)

minimum¡ modeliui (2.3.31), kuri� naudosime kriterijaus statistikos vardiklyje,
suradome 2.3.2 teoremoje, nes, kaip jau buvo paºym
eta, jis sutampa su kvadrati-
n
es formos SS(η) minimumu SSEHAB , kurio i²rai²ka pateikta formul
ese (2.3.23)
arba (2.3.25).

Lieka rasti s¡lygini� kvadratin
es formos (2.3.33) minimum¡, kai teisinga hipo-
tez
e HA arba HB .

2.3.3 teorema. Kvadratin
es formos (2.3.33) s¡lyginis minimumas, kai teisinga
hipotez
e HB , yra

SSEHB =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳi..)2, (2.3.34)

o s¡lyginis minimumas, kai teisinga hipotez
e HA, yra

SSEHA =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳ.j.)2; (2.3.35)
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£ia Ȳi.. ir Ȳ.j. yra atitinkamai 2.3.1 lentel
es i-osios eilut
es ir j-ojo stulpelio
steb
ejimu� aritmetiniai vidurkiai

Ȳi.. =
1

Ki.
Yi.., Ȳ.j. =

1

K.j
Y.j..

Tariama, kad kiekvienoje eilut
eje ir kiekviename stulpelyje yra nors po vien¡
steb
ejim¡, t. y. Ki. > 0, K.j > 0.

Jeigu hipotez
es HA arba HB teisingos, tai surastosios statistikos atitinkamai
turi tokius skirstinius

SSEHB ∼ σ2χ2
m−J , SSEHA ∼ σ2χ2

m−I . (2.3.36)

I�rodymas. Turime

SSEHB = min
µ,αi,βj=0

∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk−µ−αi−βj)2 = min
µi

∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk−µi)2,

(2.3.37)
jeigu paºym
esime µi = µ + αi, i = 1, ..., I. Esant teisingai hipotezei HB ,
steb
ejimai, sura²yti 2.3.1 lentel
es i-oje eilut
eje, turi vienodus vidurkius µi =
E(Yijk), ∀k = 1, ...,Kij , ir ∀j = 1, ..., J . Taigi 2.3.1 lentel¦ galima traktuoti
kaip viefaktor
es dispersin
es analiz
es steb
ejimu� 2.1.1 lentel¦. Skirtumas tik tas,
kad steb
ejimai kitaip sunumeruoti ir bendras i-osios eilut
es steb
ejimu� skai£ius
yra Ki. (vietoje Ji 2.1.1 lentel
eje). Tod
el s¡lyginis minimumas SSEHB sutampa
su bes¡lyginiu minimumu, surastu 2.1.1 skyrelyje (buvo ºymimas SSE), atlikus
atitinkamus ºym
ejimu� pakeitimus. Gauname i²rai²k¡ (2.3.35).

Analogi²kai, kai teisinga hipotez
e HA, visi steb
ejimai, sura²yti 2.3.1 lentel
es
j-ame stulpelyje, turi vienodus vidurkius E(Yijk) = µj = µ+βj , ∀k = 1, ...,Kij ,
ir ∀i = 1, ..., I. Taigi 2.3.1 lentel
es duomenis galime traktuoti kaip duomenis
vienfaktor
es dispersin
es analiz
es schemoje, kurioje faktoriaus lygmenu� skai£ius
yra J , o steb
ejimu� skai£ius, kai yra faktoriaus j-asis lygmuo, yra K.j , j =
1, ..., J . S¡lyginis kvadratin
es formos minimumas sutampa su bes¡lyginiu kvad-
ratin
es formos minimumu tokioje vienfaktor
es dispersin
es analiz
es schemoje.
Gauname formul¦ (2.3.35).

Tvirtinimai (2.3.36) sutampa su atitinkamais 2.1.1 skyrelio tvirtinimais min
e-
tose vienfaktor
es dispersin
es analiz
es schemose. N

Gri�ºtame prie hipoteziu� HA ir HB tikrinimo. Remdamiesi 1.3.2 teorema
sudarome statistikas

FA =
(SSEHA − SSEHAB )(n− I − J + 1)

(I − 1)SSEHAB
,

FB =
(SSEHB − SSEHAB )(n− I − J + 1)

(J − 1)SSEHAB
; (2.3.38)

£ia SSEHAB imame i² 2.3.2 teoremos (formul
es (2.3.23) arba (2.3.25)).
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Hipotez
es HA arba HB atmetamos reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
atitinkamai teisingos nelygyb
es

FA > Fα(I − 1, n− I − J + 1), FB > Fα(J − 1, n− I − J + 1). (2.3.39)

Jeigu hipotez
eHA arbaHB atmetama, tai, ie²kant kontrastu�, kurie atsakingi
uº hipotez
es atmetim¡, galima naudoti S metod¡.

Nagrin
ekime kontrast¡

ψ =

J∑
j=1

cjβj ,

J∑
j=1

cj = 0.

Jo MK i�vertinys

ψ̂ =

J−1∑
j=1

cj β̂j = cT β̂,

£ia β̂ = (β̂1, ..., β̂J−1)T yra lyg£iu� sistemos (2.3.26) sprendinys; c = (c1, ..., cJ−1)T .
Paºym
ekime B = [bij ](J−1)×(J−1) lyg£iu� sistemos (2.3.26) pagrindin¦ ma-

tric¡ ir H = (H1, ...,HJ−1)T � atsitiktini� vektoriu�, sudaryt¡ i² de²in
eje lyg£iu�
sistemos (2.3.26) para²ytu� atsitiktiniu� dydºiu�. Tada lyg£iu� sistem¡ (2.3.26) ga-
lime uºra²yti matriciniu pavidalu

Bβ̂ = H, β̂ = B−1H.

Tiesiogiai i�sitikiname, kad a. v. H kovariacin
e matrica V (H) = σ2B. Tod
el

V (β̂) = σ2B−1, V (ψ̂) = σ2cTB−1c.

Dispersijos σ2 i�vertiniu imdami

σ̂2 = s2 = SSEHAB/(n− I − J + 1)

gauname kontrasto ψ i�vertinio ψ̂ dispersijos i�vertini�

V̂ (ψ̂) = s2cTB−1c. (2.3.40)

Sudarant pasikliovimo intervalus (2.1.14) reikia imti

∆2 = (J − 1)Fα(J − 1, n− I − J + 1).

Analogi²kai tiriame kontrastus, skirtus palyginti faktoriaus A lygmenu� i�tak¡.

2.3.3 pastaba. Prakti²kai (2.3.31) adityvusis modelis yra svarbus d
el tokiu�
prieºas£iu�. Jeigu modelis neadityvusis, tai parametru�, apra²an£iu� vidurkius,
skai£ius yra IJ . Norint juos visus i�vertinti, reikia tur
eti bent po vien¡ steb
ejim¡
kiekviename lentel
es 2.3.1 langelyje ir pakartotinius steb
ejimus nors viename
langelyje, kad bu	tu� galima i�vertinti dispersij¡. Taigi bu	tinas minimalus steb
ejimu�
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skai£ius yra ne maºesnis uº IJ+1. Kartais i² principo negalima atlikti steb
ejimu�
prie visu� faktoriu� A ir B lygmenu� rinkiniu� (Ai, Bj). Be to, toks eksperimentas
gali bu	ti prakti²kai negalimas d
el laiko ar l
e²u� stokos, jeigu eksperimentai yra
brangu	s arba jiems atlikti reikia daug laiko. Adityviajame modelyje vidurkio
kitim¡ nusako I+J−1 parametras. Tinkamai planuojant eksperiment¡ adityvia-
jame modelyje reikalingas bu	tinas eksperimentu� skai£ius yra daug maºesnis ir
palyginamas su I + J . Tada 2.3.1 lentel
es dauguma langeliu� bus tu²ti ir tik
kai kurie langeliai bus uºpildyti matavimais. Tokie eksperimentu� planai vadi-
nami nepilnais planais. Detaliau nepilni eksperimentu� planai nagrin
ejami 3.8
skyrelyje.

2.3.6. Faktoriu� i�takos nebuvimo hipotez
es neadityviajame

modelyje tikrinimas

Nagrin
esime neadityvu�ji� modeli�:

Yijk = µij + eijk, k = 1, ...,Kij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J,

arba pavidalo

Yijk = µ+ αi + βj + γij + eijk, k = 1, ...,Kij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J.

Atsiºvelgiant i� s¡lygas (2.3.10) ir (2.3.13), abiem atvejais neºinomu� parametru�,
apra²an£iu� vidurkiu� kitim¡ skai£ius yra IJ .

Tikrinsime faktoriu� A ir B lygmenu� i�takos nebuvimo hipotezes

HA : α1 = ... = αI = 0, HB : β1 = ... = βJ = 0,

nedarydami jokiu� prielaidu� apie parametrus γij , i²skyrus s¡lyg¡ (2.3.13). Jeigu
nors vienas 2.3.1 lentel
es langelis yra tu²£ias, tai negalime i�vertinti visu� parametru�
µij . Tai rei²kia, kad negalime daryti i²vadu� apie visus parametrus αi arba βj .
Tod
el tarsime, kad visi 2.3.1 lentel
es langeliai yra uºpildyti, t. y. Kij ≥ 1, ∀i =
1, ..., I, j = 1, ..., J .

Bes¡lyginis kvadratin
es formos∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − µ− αi − βj − γij)2 =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − µij)2 (2.3.41)

minimumas surastas 2.3.4 skyrelyje (ºr. (2.3.3)):

SSE =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳij.)2 (2.3.42)

Kad SSE nebu	tu� lygi 0, reikia kad nors viename 2.3.1 lentel
es langelyje bu	tu�
pakartotini steb
ejimai. Tada galima i�vertinti dispersij¡ σ2:

SSE ∼ σ2χ2
n−IJ , σ̂2 = s2 =

SSE
n− IJ

= MSE . (2.3.43)
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Remiantis 1.3.2 teorema, tikrinant hipotez¦ HA, reikia rasti s¡lygini� kvadra-
tin
es formos (2.3.41) minimum¡ SSEHA , kai teisinga hipotez
e HA, ir skirtum¡
SSA = SSEHA −SSE . Statistikos SSA skirstinys nepriklauso nuo SSE ir, jeigu
HA teisinga, tai

SSA ∼ σ2χ2
I−1. (2.3.44)

Analogi²kai, tikrinant hipotez¦ HB , reikia rasti s¡lygini� (2.3.41) minimum¡
SSEHB , kai HB teisinga, ir skirtum¡ SSB = SSEHB − SSE . Statistikos SSB
skirstinys nepriklauso nuo SSE ir, jeigu HB teisinga, tai

SSB ∼ σ2χ2
J−1. (2.3.45)

2.3.4 teorema. 1. Statistik¡ SSA galima apskai£iuoti ²itaip:

SSA =

I∑
i=1

θi(âi − ā)2; (2.3.46)

θi = {
J∑
j=1

(ω2
j /Kij)}−1, âi =

J∑
j=1

ωj Ȳij., ā =

I∑
i=1

θiâi/

I∑
i=1

θi.

2. Statistik¡ SSB galima apskai£iuoti taip:

SSB =

J∑
j=1

ηj(b̂j − b̄)2; (2.3.47)

ηj = {
I∑
i=1

(v2
i /Kij)}−1, b̂j =

I∑
i=1

viȲij., b̄ =

J∑
j=1

ηj b̂j/

J∑
j=1

ηj .

I�rodymas. 1. Remsim
es 2.1.1 pastaba, pagal kuri¡

SSA = ψ̂2
max; (2.3.48)

£ia ψ̂2
max yra normuotu� kontrastu� i�vertiniu� kvadratu� maksimumas:

ψ̂2
max = max{ψ̂2 : ψ̂ =

I∑
i=1

ciα̂i,

I∑
i=1

ci = 0, V (ψ̂) = σ2}. (2.3.49)

Nagrin
ekime kontrast¡

ψ =

I∑
i=1

ciαi =

I∑
i=1

(

J∑
j=1

ωjµij).

Jo MK i�vertinys ir i�vertinio dispersija yra

ψ̂ =

I∑
i=1

ci(

J∑
j=1

ωj Ȳij.), V ψ̂ = σ2
I∑
i=1

c2i (

J∑
j=1

(ω2
j /Kij)).
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Paºym
ej¦

âi =

J∑
j=1

ωj Ȳij., θi = {
J∑
j=1

(ω2
j /Kij)}−1,

ir atsiºvelg¦ i� (2.3.49), gauname, kad, ie²kant SSA = ψ̂2
max, reikia maksimizuoti

ψ̂ =

I∑
i=1

ciâi (2.3.50)

parenkant c1, ..., cI taip, kad jie tenkintu� apribojimus

I∑
i=1

ci = 0,

I∑
i=1

(c2i /θi) = 1. (2.3.51)

Remiantis Lagranºo neapibr
eºtiniu� daugikliu� metodu, reikia maksimizuoti

f =

I∑
i=1

ciâi − λ1

I∑
i=1

ci − λ2

I∑
i=1

(c2i /θi).

Diferencijuodami pagal ci ir prilygin¦ i²vestines 0, gauname lyg£iu� sistem¡

∂f

∂ci
= âi − λ1 − 2λ2

ci
θi

= 0, i = 1, ..., I.

I²sprend¦ ci atºvilgiu ir naudodami (2.3.51) lygybes galime eliminuoti para-
metrus λ1 ir λ2:

ci =
θi(âi − λ1)

2λ2
, i = 1, ..., I;

I∑
i=1

ci =
1

2λ2

I∑
i=1

θi(âi − λ1) = 0⇒ λ1 = ā = (

I∑
i=1

θiâi/)

I∑
i=1

θi;

I∑
i=1

c2i
θi

=
1

(2λ2)2

I∑
i=1

θi(âi − ā)2 = 1⇒ 2λ2 = {
I∑
i=1

θi(âi − ā)2}1/2.

Galutinai gauname

ci = θi(âi − ā)/{
I∑
i=1

θi(âi − ā)2}1/2, i = 1, ..., I.

Gaut¡sias i²rai²kas i�statome i� (2.3.50). Gauname

ψ̂ =

I∑
i=1

ciâi =

I∑
i=1

ci(âi − ā) = {
I∑
i=1

θi(âi − ā)2}1/2.
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Tokiu bu	du,

SSA = ψ̂2
max =

I∑
i=1

θi(âi − ā)2.

2. I�rodoma analogi²kai, nagrin
ejant kontrast¡

ψ =

J∑
j=1

cjβj =

J∑
j=1

(

I∑
i=1

viµij).

N

Gri�ºtame prie hipoteziu� HA ir HB tikrinimo. Remdamiesi 1.3.2 teorema
apibr
eºiame statistikas

FA =
(n− IJ)SSA
(I − 1)SSE

=
MSA
MSE

, FB =
(n− IJ)SSB
(J − 1)SSE

=
MSB
MSE

. (2.3.52)

Hipotez
es HA arba HB atmetamos reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
atitinkamai patenkintos nelygyb
es

FA > Fα(I − 1, n− IJ), FB > Fα(J − 1, n− IJ). (2.3.53)

Jei hipotez
e HA atmetama, tai kontrastu�, skirtu� palyginti faktoriaus A lygme-
nis, analizei galima pritaikyti S metod¡. Kontrasto

ψ =

I∑
i=1

ciαi =

I∑
i=1

ci(

J∑
j=1

ωjµij) =

I∑
i=1

ciai

i�vertinys ir i�vertinio dispersijos i�vertinys yra

ψ̂ =

I∑
i=1

ciâi, V̂ (ψ̂) = s2
I∑
i=1

(c2i /θi), s2 =
SSE
n− IJ

= MSE .

Sudarant pasikliovimo intervalus (2.1.17) reikia imti ∆2 = (I − 1)Fα(I − 1, n−
IJ).

Analogi²kai nagrin
ejame kontrastus, skirtus faktoriaus B lygmenims paly-
ginti.

2.3.4 pastaba. Gautosios kvadratu� sumos (2.3.46) ir (2.3.47) priklauso nuo
parinktos svoriu� sistemos {vi}, {ωj}. Pavyzdºiui, naudojant lygiu� svoriu� sistem¡
vi = 1/I, ωj = 1/J , formul
eje (2.3.46) imama

âi =
∑
j

Ȳij./J, θi = J2/
∑
j

(1/Kij).

Jeigu svoriu� sistema daºnumin
e, t. y. vi = Ki./n, ωj = K.j/n, tai

âi =
∑
j

K.j Ȳij./n, θi = n2/
∑
j

(K2
.j/Kij).
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Jeigu eksperimentu� planas subalansuotas ir Kij = K > 1, tai abieju� svoriu�
sistemu� atveju

âi = Ȳi.., θi = JK.

Kvadratu� suma (2.3.46) yra

SSA = JK

I∑
i=1

(Ȳi.. − Ȳ...)2

ir sutampa su ta, kuri gauta 2.2.1 teoremoje.

2.3.1 pavyzdys. Eksperimente hibridinius ºiurkiukus maitino hibridin
es ºiurkiu� patel
es.
2.3.3 lentel
eje (2.3.1 lentel
es analogas) pateikti ºiurkiuku� svoriai pra
ejus 28 dienoms nuo gi-
mimo. �iame eksperimente faktorius A yra maitinan£ios ºiurk
es genotipas, o faktorius B �
ºiurkiuku� vados genotipas.

2.3.3 lentel
e. Steb
ejimo duomenys

i j B1 B2
∑

A1 61,5;68,2;64,0;65,0;59,7 37,0;36,3;68,0 459,7
A2 55,0;42,0;60,2 56,3;69,8;67,0 350,3
A3 52,5;61,8;49,5;52,7 39,6;46,0;61,3;55,3;55,7 474,4
A4 42,0;54,0;61,0;48,2;39,6 50,0;43,8;54,5 393,1∑

936,9 740,6 1677,5

Steb
ejimu� skai£iai langeliuose yra skirtingi. Jie pateikti 2.3.4 lentel
eje (2.3.2 lentel
es analo-
gas).

2.3.4 lentel
e. Steb
ejimu� skai£iai

i j 1 2
∑

1 5 3 8
2 3 3 6
3 4 5 9
4 5 3 8∑

17 14 31

I² pradºiu� patikrinsime modelio adityvumo hipotez¦. Pagal (2.3.20) apskai£iuojame SSE =
1725, 25 (laisv
es laipsniu� skai£ius n−m = 23). Kadangi J < I, tai kvadratu� sum¡ SSEHAB
randame pagal (2.3.26). Lyg£iu� sistema (2.3.26) susideda tik i² vienos lygties. Randame
H1 = 17, 91, b11 = 7, 47 ir β̂1 = 2, 396. Kvadratu� suma SSEHAB = 2427, 39. Pagal (2.3.30)
randame FAB = 3, 12. Jeigu hipotez
e HAB teisinga, tai FAB turi Fi²erio skirstini� su 3 ir 23
laisv
es laipsniais. Gauname, kad P reik²m
e, t. y. P{F3,23 > 3, 12} = 0, 0457. Hipotez
e HAB
atmetama, jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo α > 0, 0457.

Patikrinsime hipotezes HA ir HB d
el faktoriu� A ir B i�takos.
Pradºioje tarsime, kad modelis adityvusis. Pagal (2.3.34) ir (2.3.35) apskai£iuojame

statistiku� SSEHA ir SSEHB realizacijas ir skirtumus SSEHA−SSEHAB = 420, 250, SSEHB−
SSEHAB = 42, 907. Pagal (2.3.38) randame, kad statistikos FA ir FB i�gijo atitinkamai
reik²mes 1,428 ir 0,272. JeiguHA irHB teisingos ir teisinga adityvumo prielaida, tai statistikos
FA ir FB turi Fi²erio skirstinius atitinkamai su laisv
es laipsniu� skai£iais 3; 26 ir 1; 26. Hipotezes
atmesti n
era pagrindo, nes P reik²m
es: P{F3,26 > 1, 5} = 0, 238, P{F1,26 > 0, 460} = 0, 504.

Kadangi adityvumo prielaida kelia abejoniu�, tai patikrinsime tas pa£ias hipotezes nedary-
dami adityvumo prielaidos. Min
ejome, kad tokiu atveju atsakymas i² dalies priklauso nuo
parinktos svoriu� sistemos.

Pirmiausia parinkime lygiu� svoriu� sistem¡ vi = 1/I, ωj = 1/J . Pagal formules (2.3.46) ir
(2.3.47) randame statistiku� SSA ir SSB realizacijas. Gauname SSA = 311, 50, SSB = 20, 47.
Remdamiesi (2.3.52) apskai£iuojame statistiku� FA ir FB realizacijas.
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Gauname FA = 311, 50 · 23/(3 · 1725, 25) = 1, 384 ir FB = 0, 273. Hipoteziu� atmesti n
era
pagrindo; P reik²m
es atitinkamai yra 0,273 ir 0,606.

Parink¦ daºnuminius svorius vi = Ki./n, ωj = K.j/n, analogi²kai randame FA = 1, 390

ir FB = 0, 662. Hipoteziu� atmesti n
era pagrindo.

2.4. Vienfaktor
e dispersin
e analiz
e, kai faktorius

atsitiktinis

2.4.1. Statistinis modelis

Skyrelyje 2.1.1 nagrin
etas dispersin
es analiz
es, kai faktorius pastovus, modelis

Yij = µi + eij , i = 1, ..., I; j = 1, ..., Ji,

naudojamas, kai faktoriaus A lygmenys parenkami eksperimentatoriaus ir imtys
imamos i² populiaciju�, turin£iu� �ksuotus faktoriaus lygmenis A1,. . .AI . Eks-
perimento tikslas yra palyginti tu� populiaciju� poºymio Y vidurkius. Pagrindi-
nis uºdavinys: patikrinti hipotez¦ HA : µ1 = · · · = µI , kad, eliminavus atsi-
tiktines paklaidas, poºymio Y reik²m
es bu	tu� vienodos su visomis I faktoriaus
reik²m
emis.

Dispersin
es analiz
es, kai faktorius atsitiktinis, modelis naudojamas, kai keli
faktoriaus lygmenys parenkami atsitiktinai i² visu� galimu� lygmenu� aib
es ir no-
rima padaryti bendresnes i²vadas apie visus galimus faktoriaus lygmenis, o ne
tik apie parinktus eksperimento metu.

Dispersin
es analiz
es su atsitiktiniais faktoriais modelis turi t¡ pa£i¡
form¡

Yij = Xi + eij , j = 1, ..., Ji, i = 1, ..., I,

tiktai komponent
es X1, . . . , XI ²iame modelyje interpretuojamos kaip vienodai
pasiskirst¦ nepriklausomi a. d. N(µ, σ2

A), tariant, kad eij ∼ N(0, σ2) nepriklau-
somi tarpusavyje ir nepriklauso nuo a. d. X1, ..., XI .

Pagrindinis uºdavinys: i�sitikinti, ar, eliminavus atsitiktines paklaidas, poºy-
mio Y reik²m
es bu	tu� vienodos imant visas galimas faktoriaus reik²mes, o ne tik
naudotas eksperimente. Tai ekvivalentu teiginiui HA : σ2

A = 0.
Modeliu� su �ksuotais ir atsitiktiniais faktoriais skirtumus paai²kinsime pavyz-

dºiais.

2.4.1 pavyzdys. Tarkime, kad eksperimento tikslas yra palyginti i² penkiu� konkre£iu� mede-
lyno vietu� A1, A2, A3, A4 ir A5 paimtu� sodinuku� augimo tempus. Imama po kelis sodinukus
i² kiekvienos vietos, jie pasodinami vienoje vietoje ir po metu� pamatuojamas ju� prieaugis.
Prieaugi� nusako dvi komponent
es: jis gali priklausyti nuo s
eklos daiginimo vietos, be to, nuo
atsitiktin
es komponent
es, nes netgi vienoje vietoje daiginti sodinukai auga nevienodai, turi
paveld
etu� skirtumu�. �iuo atveju naudojamas modelis su �ksuotais faktoriais: faktoriaus A
reik²m
es yra �ksuotos ir lyginamas tiktai tose penkiose vietose daigintu� sodinuku� augimas.

Modelis su atsitiktiniais faktoriais yra naudojamas, jei norima i�sitikinti, ar apskritai augi-

mas priklauso nuo sodinuko daiginimo vietos. Tuo atveju atsitiktinai parenkamos kelios mede-

lyno vietos ir po kelis sodinukus i² kiekvienos vietos.
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2.4.2 pavyzdys. Jei tikslas yra palyginti trijose konkre£iose gamyklose pagaminintu� "Sony"

televizoriu� patikimum¡, naudojamas modelis su �ksuotais faktoriais. Jei norima i�sitikinti, ar

²ios mark
es televizoriu� patikimumas apskritai nepriklauso nuo pagaminimo vietos, naudojamas

modelis su atsitiktiniais faktoriais.

2.4.3 pavyzdys. Tarkime, i² gaminiu� aib
es atsitiktinai atrenkame I gaminiu� ir Ji kartu�
pamatuojamos (su galima atsitiktine paklaida) i-ojo gaminio parametro X reik²m
es. Tada
Yij yra matavimo rezultatas, gautas su paklaida eij pamatavus i-ojo gaminio parametro X
reik²m¦ Xi.

Analiz
es tikslas n
era tu� keliu� eksperimente dalyvavusiu� gaminiu� palyginimas, o tech-

nologinio proceso, kuris generuoja nagrin
ejam¡ parametr¡, apibu	dinimas, t. y. parametro

reik²miu� sklaidos nustatymas visu� gaminiu�, kurie gal
ejo bu	ti pagaminti analogi²komis s¡ly-

gomis, aib
eje.

Modelyje su �ksuotais faktoriais (I modelyje) Yij skirstinius visi²kai nusako
I vidurkiu� µ1, ..., µI ir viena bendra dispersija σ2, o modelyje su atsitiktiniais
faktoriais (II modelyje) � vienas bendras vidurkis µ ir dvi dispersijos σ2

A ir σ2.
Taigi visus paskutinio modelio uºdavinius galima formuluoti parametru� µ, σ2

A, σ
2

terminais.
Kitas ²iu� modeliu� skirtumas yra tas, kad II modelio atsitiktiniai dydºiai Yij

ir Yij′ yra priklausomi net kai j 6= j′:

Cov (Yij , Yi′j′) =

 σ2
A + σ2, kai i = i′, j = j′,
σ2
A, kai i = i′, j 6= j′,

0, kai i 6= i′.

2.4.2. Parametru� i�vertiniai ir hipoteziu� tikrinimas

2.4.2.1 Kvadratu� sumu� skirstiniai

Tarsime, kad Ji = J su visais i. Apibr
eºkime kvadratu� sumas kaip ir I modelyje:

SSE =

I∑
i=1

J∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2, SSA = J

I∑
i=1

(Ȳi. − Ȳ..)2.

2.4.1 teorema. Kvadratu� sumos SSE ir SSA yra nepriklausomos ir turi tokius
skirstinius

SSE
σ2
∼ χ2(I(J − 1)),

SSA
τ2
∼ χ2(I − 1), τ2 = σ2 + Jσ2

A. (2.4.1)

I�rodymas. I�ra²ykime i� SSE ir SSA a. d. Yij i²rai²kas

Yij = µ+ Zi + eij , µ = EXi, Zi = Xi − µ ∼ N(0, σ2
A).

Gauname

SSE =
∑
i

∑
j

(eij − ēi.)2, SSA = J
∑
i

(Zi + ēi. − Z̄. − ē..)2.
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Kvadratin
es formos SSA ir SSE yra nepriklausomos, nes pagal prielaidas
a. d., ºymimi skirtingomis raid
emis, yra nepriklausomi, o a. d. eij−ēi. ir ēi′.−ē..,
i, i′ = 1, ..., I, j = 1, ..., J , yra nekoreliuoti.

Kadangi eij ∼ N(0, σ2), tai vidurinioji SSE suma yra pasiskirs£iusi kaip
a. d. χ2

J−1, padaugintas i² σ2; tod
el SSE ∼ σ2χ2
I(J−1). A. d. Zi + ēi. yra

nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦ pagal N(0, σ2
A + σ2/J). Gauname

SSE ∼ σ2χ2
I(J−1), SSA ∼ J(σ2

A + σ2/J)χ2
I−1,

o tai ekvivalentu (2.4.1). N

2.4.1 i²vada Paºym
ekime vidutines kvadratu� sumas MSA = SSA/(I − 1) ir
MSE = SSE/(I(J − 1)). Tada

σ2MSA
MSE(σ2 + Jσ2

A)
∼ F (I − 1, I(J − 1)), E(MSE) = σ2, E(MSA) = τ2.

Remdamiesi i²vada, standartiniu bu	du galime tikrinti hipotezes apie parametru�
σ2 ir τ2, δ2 = σ2/(σ2 +Jσ2

A) ir γ2 = σ2
A/σ

2 reik²mes ir sudaryti ju� pasikliovimo
intervalus.

Sura²¦ skai£iavimo rezultatus i� dispersin
es analiz
es lentel¦, matome, kad ji
skiriasi nuo 2.1.2 lentel
es tik paskutiniuoju stulpeliu.

2.4.1 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS = SS/ν E(MS)
A SSA I − 1 MSA σ2 + Jσ2

A = τ2

E SSE I(J − 1) MSE σ2

T SST = SSA + SSE n− 1 − −

2.4.2.2 Faktoriaus i�takos nebuvimo hipotez
es tikrinimas

Priminsime, kad pagrindin
e dispersin
es analiz
es su atsitiktiniu faktoriumi hipotez
e
yra HA : σ2

A = 0. Jei teisinga ²i hipotez
e, tai pagal 2.4.1 i²vad¡

FA =
MSA
MSE

pasiskirs£iusi pagal Fi²erio d
esni� su I − 1 ir I(J − 1) laisv
es laipsniu�.
Hipotez
e HA atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai teisinga

nelygyb
e
FA > Fα(I − 1, I(J − 1)). (2.4.2)

Kriterijaus galios funkcija

β(σ2
A) = P{MSA

MSE
> Fα(I − 1, I)(J − 1)|σ2

A}

= P{FI−1,I(J−1) >
σ2 + Jσ2

A

σ2
Fα(I − 1, I(J − 1))}
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i²rei²kiama centrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija. Taigi abiejuose
modeliuose hipotezei HA tikrinti ir statistika FA, ir kritin
e sritis yra tos pa£ios,
tik I modelyje kriterijaus galia i²rei²kiama necentriniu Fi²erio skirstiniu, o II
modelyje � centriniu Fi²erio skirstiniu.

2.4.2.3 Parametru� vertinimas

Nepaslinkt¡ji� dispersijos komponent
es σ2
A i�vertini� gauname remdamiesi 2.4.1

lentel
es paskutiniuoju stulpeliu:

σ̂2
A =

MSA −MSE
J

, V (σ̂2
A) =

2

J2

(
τ4

I − 1
+

σ4

I(J − 1)

)
.

Apytiksli� pasikliovimo interval¡ gauname aproksimuodami normaliuoju arba
Fi²erio skirstiniu (ºr. (2.5 skyreli�)). Vidurkio µ i�vertiniu natu	ralu imti visu�
steb
ejimu� aritmetini� vidurki�

µ̂ = Ȳ.. = µ+ Z̄. + ē.. ∼ N(µ,
τ2

IJ
).

Kadangi µ̂ ir SSA yra nepriklausomi, tai i²vadas apie vidurki� galima daryti
remiantis s¡ry²iu

√
IJ

µ̂− µ√
MSA

∼ S(I − 1). (2.4.3)

2.4.4 pavyzdys. Po 10 kartu� buvo i²matuotos 9 atsitiktinai paimtu� kineskopu� uºdaran£iosios
i�tampos reik²m
es. Gauti rezultatai sura²yti i� pateikiam¡ lentel¦.

2.4.2 lentel
e. Statistiniai duomenys

i j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 53 54 56 54 55 53 56 55 59 54
2 48 48 47 50 51 48 47 48 50 47
3 62 65 62 66 62 61 63 62 64 61
4 56 55 54 57 55 56 55 53 57 50
5 68 67 70 68 68 67 67 68 70 68
6 55 54 59 54 56 54 55 58 54 53
7 53 54 53 54 53 53 52 53 54 52
8 52 50 50 55 53 51 51 49 55 49
9 66 65 67 65 66 65 66 68 66 68

Atlik¦ skai£iavimus, gauname toki¡ dispersin
es analiz
es lentel¦.
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2.4.3 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS E(MS)
A 3729,6 8 466,2 σ2 + 10σ2

A
E 218,0 81 2,69 σ2

T 3947,6

Statistika FA i�gijo reik²m¦ 173,31. Hipotez
e HA atmetama auk²to reik²mingumo lygmens
kriterijumi. Darome i²vad¡, kad kineskopai n
era identi²ki, o uºdaran£iosios i�tampos sklaida
σ2
A yra gana didel
e, palyginti j¡ su matavimo paklaidos dispersija σ2.

Ta²kiniai parametru� i�ver£iai yra σ̂2 = MSE = 2, 69; σ̂2
A = (MSA −MSE)/10 = 46, 35;

µ̂ = Ȳ.. = 57, 22.

Sudarome parametru� pasikliovimo intervalus, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95. Rem-

damiesi (2.4.3) ir 2.4.1 teorema gauname: (µ;µ) = (51, 97; 62, 47); (σ2;σ2) = (2, 02; 3, 76).

Dispersijos komponent
es σ2
A apytikslis pasikliovimo intervalas, gautas aproksimuojant Fi²erio

skirstiniu (ºr. (2.5.9)), yra (σ2
A;σ2

A) = (21, 00; 170, 83).

2.5. Dvifaktor
e dispersin
e analiz
e, kai faktoriai

atsitiktiniai

2.5.1. Statistinis modelis

Atsitiktinio faktoriaus s¡vok¡ nagrin
ejome atlikdami vienfaktor¦ dispersin¦
analiz¦. Pateiksime kelet¡ situaciju�, kurioms duomenu� analizei naudojama dvi-
faktor
e analiz
e su dviem atsitiktiniais faktoriais.

2.5.1 pavyzdys. Psichologas sudar
e 10 skirtingu� testu�. Atsakant i� testo klausimus �ksuoja-

mas teisingu� atsakymu� skai£ius. Psichologas mano, kad teisingu� atsakymu� skai£ius Y gal
etu�

priklausyti nuo testu� atlikimo eil
es (faktorius A), administratoriaus (faktorius B), pateikian£io

testus ir paai²kinan£io ju� pildymo tvark¡, ir nuo faktoriu� A ir B nepriklausan£iu� kitu� neºinomu�

nestebimu� atsitiktiniu� faktoriu�. Psichologas atsitiktinai parenka keturias testu� pateikimo

tvarkas ir keturis administratorius, kuriu� kiekvienas keturioms ºmoniu� grup
ems po penkis

ºmones kiekvienoje pateikia testus skirtinga tvarka (taigi grupiu� yra ²e²iolika). Abu faktoriai

yra atsitiktiniai.

2.5.2 pavyzdys. Tarkime, kad televizoriu� konkretaus parametro reik²m
es kiekvienu ma-

tavimo prietaisu matuojamos su galima sistemine paklaida ir visiems prietaisams vienoda

atsitiktine paklaida. Taigi pamatuota parametro reik²m
e Y gali priklausyti nuo televizoriaus

ir matavimo prietaiso numeriu� (faktoriai A ir B) bei nuo atsitiktin
es matavimo paklaidos. At-

sitiktinai parinkime I gaminiu�, J matavimo prietaisu� ir kiekvien¡ gamini� matuokime kiekvienu

matavimo prietaisu po K kartu�. Abu faktoriai A ir B yra atsitiktiniai.

Abieju� pavyzdºiu� atveju gauname modeli� Y = g(A,B) + e; £ia g yra reali
atsitiktiniu� faktoriu� funkcija, e � nulinio vidurkio atsitiktinis dydis, nepriklau-
santis nuo g(A,B). Atsitiktinis dydis X = g(A,B) apibu	dina faktoriu� A ir B
i�tak¡ tiriamam poºymiui Y .

Tarsime, kad faktoriai A ir B yra nepriklausomi. Tai natu	rali prielaida:
pirmame pavyzdyje administratoriai ir testu� pildymo tvarka, antrajame � tele-
vizoriai ir matavimo prietaisai parenkami nepriklausomai vienas nuo kito.
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Paºym
ekime

µ = Eg(A,B), g(A, .) = E(g(A,B)|A), g(., B) = E(g(A,B)|B).

Gauname

X = µ+ (g(A, .)− µ) + (g(., B)− µ) + (g(A,B)− g(A, .)− g(., B) + µ) =

= µ+ a(A) + b(B) + c(A,B).

Akivaizdu, kad
E(a(A)) = E(b(B)) = E(c(A,B)) = 0.

Dispersijas paºym
ekime

V (a(A)) = σ2
A, V (b(B)) = σ2

B , V (c(A,B)) = σ2
AB , V (e) = σ2.

Visi nariai a(A), b(B) ir c(A,B) nekoreliuoti. I² tikru�ju�, kadangi faktoriai
nepriklausomi, tai a(A) ir b(B) nekoreliuotumas akivaizdus. Pasinaudoj¦ ly-
gyb¦ Ea(A) = 0 ir s¡lyginio vidurkio savyb
emis, gauname

Cov (a(A), c(A,B)) = E{a(A)[g(A,B)− g(A, .)− g(., B) + µ]} =

E{a(A)E[g(A,B)− g(A, .)|A]} = 0.

Atsitiktiniai dydºiai a(A) ir b(B) daºnai vadinami pagrindiniais faktoriais. At-
sitiktinis dydis a(A) yra s¡lyginio vidurkio E(Y |A) = E(X|A) nuokrypis nuo
vidurkio E(Y ) = E(X) = µ. �iuo poºiu	riu jis apibu	dina faktoriaus A i�tak¡
tiriamam poºymiui. Jei teisinga hipotez
e HA : σ2

A = 0, tai E(Y |A) = µ,
t. y. s¡lyginiai vidurkiai E(Y |A) nepriklauso nuo A. �i hipotez
e yra hipotez
es
HA : µ1 = · · · = µI , nagrin
etos dispersin
eje analiz
eje su �ksuotais faktoriais,
analogas. Analogi²kai interpretuojamas a. d. b(B) ir hipotez
e HB : σ2

B = 0.
Jei faktoriaus A reik²m
e �ksuota, tai faktoriaus B i�tak¡ poºymio Y skirs-

tiniui apibu	dinan£io a. d. X = µ+a(A)+b(B)+c(A,B) reik²m
e priklauso ne tik-
tai nuo B, bet ir nuo tos �ksuotos faktoriaus A reik²m
es, jei c(A,B) 6= 0. Taigi
narys c(A,B) apibu	dina faktoriu� s¡veik¡. Jei teisinga hipotez
e HAB : σ2

AB = 0,
tai faktoriu� s¡veikos n
era. �i hipotez
e yra hipotez
es HAB : γij ≡ 0, nagrin
etos
dispersin
eje analiz
eje su �ksuotais faktoriais, analogas.

Atsitiktini� I faktoriaus A ir J faktoriaus B lygmenu� parinkim¡ galime inter-
pretuoti kaip didumo I ir J paprastu�ju� im£iu� A1, ..., AI ir B1, ..., BJ parinkim¡.
Taigi nagrin
esime toliau apibr
eºt¡ modeli�.

Dvifaktor
es dispersin
es analiz
es su atsitiktiniais faktoriais modelis:

Yijk = µ+ ai + bj + cij + eijk, (2.5.1)

i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K;

£ia visi d
emenys

ai = a(Ai), bj = b(Bj), cij = c(Ai, Bj), eijk
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yra nulinio vidurkio nekoreliuoti atsitiktiniai dydºiai.
Jeigu priimsime papildom¡ prielaid¡, kad a. d. ai, bj , cij , eijk yra normalieji:

ai ∼ N(0, σ2
A), bj ∼ N(0, σ2

B), cij ∼ N(0, σ2
AB), eijk ∼ N(0, σ2),

tai visi nariai yra nepriklausomi ir modeli� visi²kai nusako vidurkis µ ir keturios
dispersijos σ2

A, σ
2
B , σ

2
AB , σ

2.
Steb
ejimu� Yijk kovariacijos yra tokio pavidalo:

Cov (Yijk, Yi′j′k′) =


σ2
A + σ2

B + σ2
AB + σ2, kai i = i′, j = j′, k = k′,

σ2
A + σ2

B + σ2
AB , kai i = i′, j = j′, k 6= k′,

σ2
A, kai i = i′, j 6= j′,
σ2
B , kai i 6= i′, j = j′,

0, kai i 6= i′, j 6= j′.

2.5.2. Kvadratu� sumu� skirstiniai

Kvadratu� sumas SSA, SSB ir SSAB apibr
eºkime kaip ir modelyje, kuriame fak-
toriai pastovu	s (ºr. (2.2.8) formules). Vietoje Yijk i�ra²ykime (2.5.1) i²rai²kas.
Gauname

SSA = JK
∑
i

(Ȳi.. − Ȳ...)2 = JK
∑
i

(ai − ā. + c̄i. − c̄.. + ēi.. − ē...)2,

SSB = IK
∑
j

(Ȳ.j. − Ȳ...)2 = IK
∑
j

(bj − b̄. + c̄.j − c̄.. + ē.j. − ē...)2,

SSAB = K
∑
i

∑
j

(Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ...)
2 =

= K
∑
i

∑
j

(cij − c̄i. − c̄.j + c̄.. + ēij. − ēi.. − ē.j. + ē...)
2,

SSE =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳij.)2 =
∑
i

∑
j

∑
k

(eijk − ēij.)2.

2.5.1 teorema. Kvadratu� sumos SSA, SSB , SSAB , SSE yra nepriklausomos ir
turi tokius skirstinius

SSA ∼ (σ2 +Kσ2
AB + JKσ2

A)χ2
I−1, SSB ∼ (σ2 +Kσ2

AB + IKσ2
B)χ2

J−1,

SSAB ∼ (σ2 +Kσ2
AB)χ2

(I−1)(J−1), SSE ∼ σ2χ2
IJ(K−1). (2.5.2)

I�rodymas. Visos keturios kvadratu� sumos sukomponuotos i² tokiu� a. d. sis-
temu�: {ai− ā}; {bj − b̄}; {c̄i.− c̄..}, {c̄.j − c̄..}, {cij − c̄i.− c̄.j + c̄..}; {ēi..− ē...},
{ē.j.−ē...}, {ēij.−ēi..−ē.j.+ē...}, {eijk−ēij.}. Kadangi a. d. ºymimi skirtingomis
raid
emis yra nepriklausomi, tai tereikia i�sitikinti, kad a. d. sistemos, sudarytos
i² vienodomis raid
emis ºymimu� a. d., yra tarpusavyje nepriklausomos.
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Kadangi eijk ∼ N(0, σ2) yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d., tai remiantis 2.2.2
pastaba galima tvirtinti, kad a. d. sistemos {ēi..− ē...}, {ē.j.− ē...}, {ēij.− ēi..−
ē.j. + ē...}, {eijk − ēij.} yra nepriklausomos.

A. d. cij ∼ N(0, σ2
AB) yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d., tod
el v
el, remiantis

2.2.2 pastaba (imant K = 1), galima tvirtinti, kad a. d. sistemos {c̄i. − c̄..},
{c̄.j − c̄..}, {cij. − c̄i. − c̄.j + c̄..} yra nepriklausomos.

Taigi kvadratu� sumos SSA, SSB , SSAB , SSE yra nepriklausomos.
Kvadratu� suma apibu	dinanti atsitiktines paklaidas SSE tokiu pat bu	du kaip

ir I modelyje, priklauso tik nuo a. d. eijk, tod
el, kaip ir 2.2.1 teoremoje, SSE ∼
σ2χ2

IJ(K−1).
Paºym
ej¦ vienodai pasiskirs£iusius n. a. d. Zi = ai + c̄i. + ēi.. ∼ N(0, σ2

A +
σ2
AB/J + σ2/JK), gauname

SSA = JK
∑
i

(Zi − Z̄.)2 ∼ JK(σ2
A +

σ2
AB

J
+

σ2

JK
)χ2
I−1.

Analogi²kai gauname SSB ∼ (σ2 +Kσ2
AB + IKσ2

B)χ2
J−1.

Ie²kodami SSAB skirstinio prisiminkime dvifaktor
es dispersin
es analiz
es I
modeli�. 2.2.1 teoremoje i�rodyta, kad i² lygyb
es

Ȳij. = µ+ αi + βj + γij + ε̄ij., ε̄ij. ∼ N(0, σ2/K),

i²plaukia, kad K
∑
i

∑
j(Yij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ...)

2 ∼ σ2χ2
(I−1)(J−1);λAB

, λAB =
K
σ2

∑
i

∑
j γij .

Kai faktoriai atsitiktiniai, paºym
ej¦ Uij = cij + ēij., gausime modeli�

Uij = 0 + Uij , Uij ∼ N(0, σ2
AB + σ2/K).

�iame modelyje vietoje Ȳij. ir ε̄ij. yra Uij , µ = αi = βj = γij = 0, o vietoje
σ2 �gu	ruoja Kσ2

AB + σ2. Taigi SSAB = K
∑
i

∑
j(Uij − Ūi. − Ū.j + Ū..)

2 ∼
(σ2 +Kσ2

AB)χ2
(I−1)(J−1)), nes λAB = 0.

N

2.5.3. Parametru� i�vertiniai ir hipoteziu� tikrinimas

2.5.3.1. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Paºym
ekime

MSA =
SSA
I − 1

, MSB =
SSB
J − 1

,

MSAB =
SSAB

(I − 1)(J − 1)
, MSE =

SSE
IJ(K − 1)

.

Tada ²iu� vidutiniu� kvadratu� sumu� vidurkiai yra lygu	s daugikliams, para²ytiems
(2.5.2) formul
ese prie² atitinkamus χ2 atsitiktinius dydºius.

Skai£iavimo rezultatus sura²ome i� dispersin
es analiz
es lentel¦
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2.5.1 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS = SS/ν E(MS)
A SSA I − 1 MSA σ2 +Kσ2

AB + JKσ2
A

B SSB J − 1 MSB σ2 +Kσ2
AB + IKσ2

B

A×B SSAB (I − 1)(J − 1) MSAB σ2 +Kσ2
AB

E SSE I J(K-1) MSE σ2

T SST I J K -1 - -

Matome, kad ²i lentel
e skiriasi nuo 2.2.1 lentel
es tik paskutiniuoju stulpeliu.
Kadangi kiekviena kvadratu� suma tenkina s¡lyg¡

SS

E(MS)
∼ χ2(ν), (2.5.3)

tai i² £ia standartiniu bu	du galime gauti bet kurio parametro, pateikto 2.5.1
lentel
es paskutiniajame stulpelyje, pasikliovimo interval¡, arba sudaryti kri-
terijus hipotez
ems apie ²iu� parametru� reik²mes tikrinti. Pasirink¦ bet kuriu�
dvieju� skirtingu� trupmenu�MS/E(MS) santykius, gausime Fi²erio skirstinius su
atitinkamais laisv
es laipsniu� skai£iais, i�ra²ytais 2.5.1 lentel
es 3 stulpelyje. Taigi
galime daryti korekti²kas i²vadas apie bet kuriuos parametrus, kurie gaunami
imant bet kuriu� dvieju� skirtingu� 2.5.1 lentel
es paskutiniojo stulpelio rei²kiniu�
santykius.

2.5.3.2. Faktoriu� i�takos ir s¡veikos nebuvimo hipoteziu� tikrinimas

Hipotez
emsHA : σ2
A = 0, HB : σ2

B = 0 irHAB : σ2
AB = 0 tikrinti pasirenkamos

statistikos
FA =

MSA
MSAB

, FB =
MSB
MSAB

, FAB =
MSAB
MSE

. (2.5.4)

Kai atitinkama hipotez
e teisinga, tai i² (2.5.2) gauname, kad ²ie santykiai turi
centrinius Fi²erio skirstinius su atitinkamais laisv
es laipsniu� skai£iais. Hipotez
es
atmetamos reik²mingumo lygmens α kriterijais, kai atitinkamai yra tenkinamos
nelygyb
es

FA > Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1)), FB > Fα(J − 1, (I − 1)(J − 1)),

FAB > Fα((I − 1)(J − 1), IJ(K − 1)). (2.5.5)

Jeigu suformuluotos hipotez
es neteisingos, tai santykiai (2.5.4) skiriasi nuo
centriniu� Fi²erio a. d. tik daugikliu. Tod
el ²iame modelyje kriteriju� galia i²rei²kia-
ma centriniu� Fi²erio skirstiniu� pasiskirstymo funkcijomis. Pavyzdºiui, tikrinant
hipotez¦ HA, kriterijaus galios funkcija

β(σ2
A) = P{ MSA

MSAB
> Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1))|σ2

A}

= P{FI−1,(I−1)(J−1) >
σ2 +Kσ2

AB

σ2 +Kσ2
AB + JKσ2

A

Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1))}.

Galios funkcija art
eja prie 1, kai santykis JKσ2
A/(σ

2 +Kσ2
AB) art
eja i� ∞.
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2.5.3.3. Parametru� vertinimas

Parametro µ nepaslinktasis i�vertinys yra

µ̂ = Ȳ... ∼ N
(
µ,

σ2
A

I
+
σ2
B

J
+
σ2
AB

IJ
+

σ2

IJK

)
, (2.5.6)

o dispersijos komponen£iu� nepaslinktuosius i�vertinius gauname remdamiesi 2.5.1
lentel
es paskutiniuoju stulpeliu:

σ̂2
A =

MSA −MSAB
JK

, σ̂2
B =

MSB −MSAB
IK

,

σ̂2
AB =

MSAB −MSE
K

, σ̂2 = MSE . (2.5.7)

Pasir
em¦ tuo, kad kvadratin
es formos yra nepriklausomos, i² (2.5.2) gauname

V (σ̂2
A) =

2

J2K2

(
(E(MSA))2

I − 1
+

(E(MSAB))2

(I − 1)(J − 1)

)
,

V (σ̂2
B) =

2

I2K2

(
(E(MSB))2

J − 1
+

(E(MSAB))2

(I − 1)(J − 1)

)
,

V (σ̂2
AB) =

2

K2

(
(E(MSAB))2

(I − 1)(J − 1)
+

(E(MSE))2

IJ(K − 1)

)
. (2.5.8)

Paºym
esime, kad V (σ̂2
A) arba V (σ̂2

B) art
eja prie 0 tik tada, kai atitinkamai
I → ∞ arba J → ∞. I²rai²komis (2.5.8) galima naudotis planuojant eksperi-
ment¡: taip parinkti I, J, K, kad dominan£ios dispersijos komponent
es bu	tu�
i�vertinamos reikiamu tikslumu.

Naudodamiesi (2.5.6), (2.5.8) ir taikydami normali¡j¡ aproksimacij¡ galime
sudaryti apytikslius parametru� µ, σ2

A, σ
2
B , σ

2
AB pasikliovimo intervalus. Tiks-

lesnius dispersijos komponen£iu� pasikliovimo intervalus gauname aproksimuo-
dami Fi²erio skirstiniu.

Tarkime, SS1 ir SS2 yra tokios nepriklausomos kvadratu� sumos, kad SS1

pasiskirs£iusi kaip (ϕ+ψ)χ2
ν1 , o SS2 � kaip ψχ2

ν2 . Apytikslis parametro ϕ pasi-
kliovimo intervalas (ϕ, ϕ̄), kai pasikliovimo lygmuo Q = 1−2α, aproksimuojant
Fi²erio skirstiniu yra tokio pavidalo (ºr. [�EF]):

ϕ = MS2

(
F

Fα(ν1, ∞)
− 1− Fα(ν1, ν2)

F

(
Fα(ν1, ν2)

Fα(ν1, ∞)
− 1

))
,

ϕ̄ = MS2

(
FFα(∞, ν1)− 1− 1

FFα(ν2, ν1)

(
1− Fα(∞, ν1)

Fα(ν2, ν1)

))
; (2.5.9)

£ia F = MS1/MS2, o Fα(ν1,∞) = χ2
α(ν1)/ν1, Fα(∞, ν1) = ν1/χ

2
1−α(ν1).

Pateiktuoju intervalu galime naudotis ie²kodami parametru� σ2
A, σ

2
B , σ

2
AB

apytiksliu� pasikliovimo intervalu�, taip pat intervaliniu bu	du vertindami dis-
persijos komponentes kitose schemose. Pavyzdºiui, vertinant komponent¦ σ2

A
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(2.5.9) formul
ese reikia i�ra²yti ϕ = JKσ2
A, ψ = σ2 + Kσ2

AB , ν1 = I − 1, ν2 =
(I − 1)(J − 1), SS1 = SSA, SS2 = SSAB .

Jeigu turime po vien¡ steb
ejim¡ kiekvienam faktoriu� lygmenu� rinkiniui, t. y.
K = 1, tai sum¡ SSE atitinkantis laisv
es laipsniu� skai£ius lygus 0. Tod
el negali-
me i�vertinti dispersijos komponent
es σ2 ir patikrinti hipotez
es HAB . Visos kitos
i²vados lieka teisingos su ta i²imtimi, kad negalima atskirai i�vertinti σ2 ir σ2

AB ,
galima daryti i²vadas tik apie sum¡ σ2 + σ2

AB .

2.5.3 pavyzdys Tarkime, kad 2.4.4 pavyzdyje matavimai gauti tokiu bu	du. Atsitiktinai
atrinktu� 9 kineskopu� (faktorius A) uºdaran£iosios i�tampos buvo matuojamos po K = 2 kar-
tus atsitiktinai atrinktais 5 matavimo prietaisais (faktorius B). Matavimo rezultatai pateikti
2.4.2 lentel
eje. Pirmuose dviejuose stulpeliuose yra matavimo rezultatai, gauti matuojant pir-
muoju prietaisu; kituose dviejuose stulpeliuose � antruoju prietaisu ir pagaliau paskutiniuose
dviejuose stulpeliuose � penktuoju prietaisu. Tarsime, kad abu faktoriai yra atsitiktiniai.

Atlik¦ skai£iavimus, gauname toki¡ dispersin
es analiz
es lentel¦.

2.5.2 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS E(MS)
A 3729,6 8 466,2 σ2 + 2σ2

AB + 10σ2
A

B 9,56 4 2,39 σ2 + 2σ2
AB + 18σ2

B
A×B 54,44 32 1,70 σ2 + 2σ2

AB
E 154 45 3,42 σ2

T 3947,6

Statistikos FAB ir FB i�gijo atitinkamai reik²mes 0,50 ir 1,4. Atmesti hipotezes HAB ir
HB n
era pagrindo. Tuo labiau kad ta²kiniai parametru� σ2

AB ir σ2
B i�ver£iai, apskai£iuoti pagal

(2.5.7) formules, i�gijo neigiamas reik²mes. Tai gali nutikti daºnai, jeigu kuri nors dispersijos
komponent
e lygi 0 arba maºa, palyginti su kitomis komponent
emis. Tokiu atveju rekomen-
duojama dispersin
es analiz
es lentel
eje pakeisti tokias komponentes 0 ir sujungti tas dispersin
es
analiz
es eilutes, kuriu� po tokio pakeitimo E(MS) sutampa. Atlik¦ toki� keitim¡ 2.5.2 lentel
eje,
gausime vienfaktor
es dispersin
es analiz
es 2.4.3 lentel¦.

Paºym
esime, kad s¡lygi²kai suskirst
eme vienfaktor
es dispersin
es analiz
es 2.4.2 lentel
es

duomenis i� penkias grupes, tod
el MSE , MSB ir MSAB fakti²kai yra tos pa£ios paklaidos

dispersijos i�ver£iai. T¡ ir patvirtina gauti rezultatai.

2.6. Mi²rusis dvifaktor
es dispersin
es analiz
es mo-

delis

2.6.1. Statistinis modelis

Dvifaktor
e dispersin
e analiz
e vadinama mi²ri¡ja, jei vienas faktorius yra pasto-
vus, o kitas � atsitiktinis.

Dvifaktor
es mi²riosios dispersin
es analiz
es modelio forma nesiskiria nuo dvi-
faktor
es dispersines analiz
es modeliu� su �ksuotais (modelis I) ir atsitiktiniais
(modelis II) faktoriais:

Yijk = µ+ αi + bj + cij + eijk. (2.6.1)

Pateiksime pavyzdºiu�.
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2.6.1 pavyzdys. Tiriant protinio aktyvumo (faktorius A) i�tak¡ kraujui cirkuliuoti smegenyse

(poºymis Y ), eksperimento dalyviai atliko matematikos (A = A1), perskaityto teksto supra-

timo (A = A2) ir istorijos (A = A3) testus. Eksperimentatorius man
e, kad i�tak¡ poºymio Y

skirstiniui gal
etu� tur
eti ir mokiniu� klas
es (faktorius B) parinkimas. Tod
el atsitiktinai buvo

parinktos ²e²ios (J = 6) penktoku� klas
es. Kiekvienos klas
es mokiniai atliko min
etus tris

(I = 3) testus. Po testu� buvo matuojamas kraujo cirkuliavimo smegenyse lygis. Faktorius A

yra �ksuotas, faktorius B � atsitiktinis.

2.6.2 pavyzdys. Sakykime, gaminys apibu	dinamas atsitiktiniu parametru� vektoriumi X =

(X1, ..., XI)T . Jeigu faktoriaus A lygmenimis laikysime parametru� numerius, tai ²io faktoriaus

reik²m
es �ksuotos. Atsitiktinai atrenkame J gaminiu� (atsitiktinis faktorius B) ir su galima

paklaida matuojame kiekvien¡ ju� parametr¡ po K kartu�.

Nagrin
edami abu pavyzdºius gauname, kad, �ksavus faktoriaus A reik²m¦
Ai, gaunamas modelis Yi = Xi + ei; £ia Xi = gi(B) yra reali atsitiktinio fakto-
riaus B funkcija, ei � nulinio vidurkio atsitiktinis dydis, nepriklausantis nuo Xi.
Atsitiktinis dydis Xi = gi(B) apibu	dina faktoriaus B i�tak¡ tiriamam poºymiui
Y , kai �ksuota faktoriaus A reik²m
e Ai.

Paºym
ekime

µi = EYi = Egi(B), ḡ(B) =
1

I

I∑
i=1

Xi =
1

I

I∑
i=1

gi(B), µ = Eḡ(B) =
1

I

I∑
i=1

µi.

Gauname

Xi = bi(B) = µ+ (µi − µ) + (ḡ(B)− µ) + (gi(B)− µi − ḡ(B) + µ)

= µ+ αi + b(B) + ci(B).

Akivaizdu, kad

E(b(B)) = E(ci(B)) = 0, i = 1, ..., I;
∑
i

αi =
∑
i

ci = 0.

Atsitiktiniu� dydºiu� b(B), c1(B), ..., cI(B) kovariacijos i²rei²kiamos a. v. X =
(X1, . . . , XI)

T , Xi = gi(B), kovariacin
es matricos Σ = [σii′ ]I×I elementais
σii′ = Cov (Xi, Xi′):

σ2
B = V (b(B)) = σ̄.., σ2

AB;i = V (ci(B)) = σii − 2σ̄i. + σ̄..,

Cov (b(B), ci(B)) = σ̄i. − σ̄.., Cov (ci(B), ci′(B)) = σii′ − σ̄i. − σ̄.i′ + σ̄...
(2.6.2)

Atsitiktini� J faktoriaus B lygmenu� parinkim¡ galima interpretuoti kaip di-
dumo J paprastosios imties B1, ..., BJ parinkim¡. Taigi nagrin
esime toliau
apibr
eºt¡ modeli�.

Mi²rusis dvifaktor
es dispersin
es analiz
es modelis:

Yijk = µ+ αi + bj + cij + eijk, bj = b(Bj), cij = ci(Bj). (2.6.3)
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i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K;

£ia a. v. (bj , c1j , ..., cIj)
T skirstinys yra daugiamatis normalusis, turintis nulini�

vidurkiu� vektoriu� ir kovariacijas (2.6.2) (su skirtingais j ²ie vektoriai nepri-
klausomi), o atsitiktin
es matavimo paklaidos eijk ∼ N(0, σ2) nepriklausomos
tarpusavyje ir nepriklauso nuo ²iu� vektoriu�.

Parametrai αi ir atsitiktiniai dydºiai cij tenkina s¡lygas∑
i

αi =
∑
i

cij = 0, j = 1, . . . , J.

Kadangi µi = E(Y |Ai), µ = 1
I

∑I
i=1 µi, tai kaip ir I modelio parametrai αi =

µi − µ apibu	dina faktoriaus A �tiesiogin¦� i�tak¡, eliminavus faktoriaus B i�tak¡
(µi gauti suvidurkinus gi(B)). Jei teisinga hipotez
e HA : µ1 = · · · = µI , tai
"tiesiogin
es" faktoriaus A i�takos n
era.

Atsitiktiniai dydºiai bj = ḡ(Bj)−µ apibu	dina faktoriaus B �tiesiogin¦� i�tak¡,
eliminavus faktoriaus A i�tak¡ (ḡ(Bj) gauti, imant empirini� g1(Bj), . . . , gI(Bj)
vidurki�). Jei teisinga hipotez
e HB : σ2

B = 0, tai �tiesiogin
es� faktoriaus B i�takos
n
era.

Fiksavus faktoriaus A reik²m¦ Ai, kartu αi, a. d. Xi = gi(Bj) = µ + αi +
b(Bj) + ci(Bj) priklauso ne tiktai nuo Bj , bet ir nuo i, jeigu ci(Bj) 6= 0, ir,
atvirk²£iai, �ksavus atsitiktinio faktoriaus Bj reik²m¦, kartu �ksavus b(Bj),
a. d. Xi priklauso ne tiktai nuo Ai, bet ir nuo Bj reik²m
es, jei ci(Bj) 6= 0. Taigi
narys ci(Bj) apibu	dina faktoriu� s¡veik¡. Paºym
ekime

σ2
AB =

1

I − 1

∑
i

σ2
AB;i.

Jei teisinga hipotez
e HAB : σ2
AB = 0, tai faktoriu� s¡veikos n
era.

2.6.2. Kvadratu� sumu� skirstiniai

Sudarykime i�prastines kvadratu� sumas (2.2.8) ir i�ra²ykime jose vietoje a. d.
Yijk (2.6.2) i²rai²kas. Gauname

SSA = JK
∑
i

(Ȳi.. − Ȳ...)2 = JK
∑
i

(αi + c̄i. + ēi.. − ē...)2,

SSB = IK
∑
j

(Ȳ.j. − Ȳ...)2 = IK
∑
j

(bj − b̄. + ē.j. − ē...)2,

SSAB = K
∑
i

∑
j

(Ȳij. − Ȳi.. − Ȳ.j. + Ȳ...)
2 =

= K
∑
i

∑
j

(cij − c̄i. + ēij. − ēi.. − ē.j. + ē...)
2,

SSE =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳij.)2 =
∑
i

∑
j

∑
k

(eijk − ēij.)2.
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2.6.1 teorema. 1. Kvadratu� sumos SSA, SSB , SSAB , SSE yra nepriklauso-
mos, i²skyrus por¡ SSB ir SSAB . Kvadratu� sumos SSE ir SSB turi tokius
skirstinius

SSE ∼ σ2χ2
IJ(K−1), SSB ∼ (σ2 + IKσ2

B)χ2
J−1. (2.6.4)

2. Jeigu modelis adityvusis, t. y. cij ≡ 0 su tikimybe 1, tai nepriklausomos
visos keturios kvadratu� sumos. �iuo atveju kvadratu� sumos SSA ir SSAB turi
tokius skirstinius:

SSAB ∼ σ2χ2
(I−1)(J−1), SSA ∼ σ2χ2

I−1;λA , λA =
JK

σ2

∑
i

α2
i . (2.6.5)

I�rodymas. 1. Kvadratu� sumos sudarytos i² tokiu� a. d. sistemu�: {bj − b̄};
{c̄i.}; {cij − c̄i.}; {ēi.. − ē...}, {ē.j. − ē...}, {ēij. − ēi.. − ē.j. + ē...}, {eijk − ēij.}.
Skyrelyje (2.4.2) buvo i�rodyta, kad paskutin
es keturios sistemos yra tarpusavyje
nepriklausomos. Kadangi visi d
emenys (2.6.2) i²d
estyme nepriklausomi, tai ²ios
sistemos nepriklauso ir nuo pirmu�ju� triju�. Patikrinsime pirmu�ju� triju� sistemu�
nepriklausomum¡. Apskai£iuojame kovariacijas:

Cov (c̄i, bj − b̄.) =
1

J
Cov (b(B), ci(B))− J

J2
Cov (b(B), ci(B)) = 0;

Cov (c̄i, ci′j − c̄i′.) =
1

J
Cov (ci(B), ci′(B))− J

J2
Cov (ci(B), ci′(B)) = 0;

Likusioji kovariacija

Cov (cij′ − c̄i., bj − b̄.) = Cov (cij′ , bj − b̄.) = Cov (b(Bj), ci(Bj′))−

1

J
Cov (b(B), ci(B)) =

{
J−1
J Cov (b(B), ci(B)), kai j = j′,
− 1
JCov (b(B), ci(B)), kai j 6= j′.

Vadinasi, priklausomos tik kvadratu� sumos SSB ir SSAB , nes i� jas i�eina atsi-
tiktiniai dydºiai, paimti i² sistemu� {bj − b̄} ir {cij − c̄i.}.

Kvadratu� suma SSE priklauso tik nuo paklaidu� eijk tokiu pat bu	du kaip ir
2.2.4 skyrelyje. Tod
el

SSE ∼ σ2χ2
IJ(K−1).

Atsitiktiniai dydºiai Zj = bj + ē.j. yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦
Zj ∼ N(0, σ2

B + σ2/(IK)). Tod
el pagal I d. 2.5.1 teorem¡

SSB = IK
∑
j

(Zj − Z̄.)2 ∼ (IKσ2
B + σ2)χ2

J−1.

2. Jeigu cij ≡ 0, tai cij − c̄i. ≡ 0, tod
el ir sumos SSB bei SSAB yra
nepriklausomos.

Nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai Ui = αi + ēi.. ∼ N(αi, σ
2/(JK)). Tod
el

SSA = JK
∑
i

(Ui − Ū.)2 ∼ σ2 χ2
I−1;λA .
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Necentri²kumo parametras λA gaunamas vietoje a. d. Ui i�ra²ant ju� vidurkius
E(Ui) = αi. N

Kaip ir pirmiau paºym
ekime

MSA =
SSA
I − 1

, MSB =
SSB
J − 1

, MSAB =
SSAB

(I − 1)(J − 1)
, MSE =

SSE
IJ(K − 1)

.

Remdamiesi (2.6.3) gauname

E(MSB) = σ2 + IKσ2
B , E(MSE) = σ2.

Randame

E(MSAB) =
K

(I − 1)(J − 1)
{E(

∑
i

∑
j

(cij−c̄i.)2)+E(
∑
i

∑
j

(ēij.−ēi..−ē.j.+ē...)2)}.

Kadangi ēij. − ē.j.. ∼ N(0, I−1
IK σ2), tai pagal I d. 2.5.1 teorem¡∑

j

((ēij. − ē.j..)− (ēi.. − ē...))2 ∼ I − 1

IK
σ2 χ2

J−1.

Taigi antrojo d
emens E(MSAB) i²rai²koje vidurkis yra (I − 1)(J − 1)σ2/K.
Kadangi

E(cij − c̄i.)2 = V (cij)−
1

J
V (cij) =

J − 1

J
σ2
AB;i,

tai

E(MSAB) =
K

(I − 1)(J − 1)
{(J−1)

∑
i

σ2
AB:i+

(I − 1)(J − 1)

K
σ2} = σ2+Kσ2

AB .

Pagaliau

E(MSA) =
JK

I − 1
{
∑
i

α2
i + E(

∑
i

c̄2i.) + E(
∑
i

(ēi.. − ē...)2)}

=
JK

I − 1
{
∑
i

α2
i +

1

J

∑
i

σ2
AB;i +

I − 1

JK
σ2}

= σ2 +Kσ2
AB + JKσ2

A, σ2
A =

1

I − 1

∑
i

α2
i .

Sura²¦ rezultatus i� dispersin
es analiz
es lentel¦, matome, kad ji skiriasi nuo 2.2.1
ar 2.4.1 lenteliu� tik paskutiniuoju stulpeliu.

2.6.1 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS = SS/ν E(MS)
A SSA I − 1 MSA σ2 +Kσ2

AB + JKσ2
A

B SSB J − 1 MSB σ2 + IKσ2
B

A×B SSAB (I − 1)(J − 1) MSAB σ2 +Kσ2
AB

E SSE I J(K-1) MSE σ2

T SST I J K -1 - -
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2.6.3. Faktoriu� i�takos ir s¡veikos nebuvimo hipoteziu� tik-

rinimas

Pereiname prie pagrindiniu� dispersin
es analiz
es hipoteziu� tikrinimo.
Tikrindami hipotez¦ HB : σ2

B = 0 apie atsitiktinio faktoriaus B i�tak¡, su-
darome statistik¡

FB =
MSB
MSE

.

Pagal 2.6.1 teorem¡, kai hipotez
e teisinga, statistika FB turi Fi²erio skirstini� su
J −1 ir IJ(K−1) laisv
es laipsniais. Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi,
kai galioja nelygyb
e

FB > Fα(J − 1, IJ(K − 1)). (2.6.6)

Kriterijaus galia i²rei²kiama centrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija.
Atkreipiame d
emesi�, kad nors tikrinama hipotez
e apie atsitiktinio faktoriaus
i�tak¡, ta£iau statistikos FB vardiklyje yra ne MSAB , o MSE (kaip ir modelyje
su pastoviais faktoriais).

Parod
eme, kad atsitiktiniai dydºiai SSA/E(MSA) ir SSAB/E(MSAB) pa-
siskirst¦ pagal chi kvadrato d
esni� tik kai σ2

AB = 0. Prie²ingu atveju ²iu� kvadratu�
sumu� skirstiniai n
era nei centriniai, nei necentriniai chi kvadrato skirstiniai. Jie
yra sumos kvadratu� priklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� su skirtingomis dispersi-
jomis.

Jeigu hipotez
e HAB : σ2
AB = 0 yra teisinga, tai pagal 2.5.1 teorem¡ statistika

FAB =
MSAB
MSE

turi Fi²erio skirstini� su (I − 1)(J − 1) ir IJ(K − 1) laisv
es laipsniais. Hipotez
e
atmetama α lygmens kriterijumi, kai galioja nelygyb
e

FAB > Fα((I − 1)(J − 1), IJ(K − 1)). (2.6.7)

�io kriterijaus galia ºinomais paprastais skirstiniais nei²rei²kiama.
Kai teisinga hipotez
e HA : α1 = ... = αI = 0, statistikos

FA =
MSA
MSAB

skaitiklio ir vardiklio vidurkiai yra vienodi (ºr. 2.6.1 lentel
es paskutini� stulpeli�),
ta£iau ju� skirstiniai n
era χ2 skirstiniai. Tod
el kriterijus: atmesti hipotez¦ HA,
kai teisinga nelygyb
e

FA > Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1)), (2.6.8)

yra apytikslis. Tikslus kriterijus hipotezeiHA tikrinti kuriamas remiantis Hotelin-
go statistika (ºr. 4 dalies 2 skyriu�). Jeigu faktoriu� s¡veikos n
era, t. y. teisinga
adityvumo hipotez
e HAB : σ2

AB = 0, tai remiantis (2.6.4) galima tvirtinti, kad
statistika FA turi centrini� Fi²erio skirstini� su nurodytais laisv
es laipsniu� skai-
£iais, kai HA teisinga, ir necentrini� Fi²erio skirstini�, kai HA neteisinga. Taigi
²iuo atveju kriterijus (2.6.7) yra tikslus, o kriterijaus galia i²rei²kiama necen-
trinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija.
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2.6.4. Parametru� vertinimas

Ta²kinius parametru�, kuriais i²rei²kiami vidutiniu� kvadratu� sumu� vidurkiai E(MS),
i�vertiniai gaunami remiantis 2.6.1 lentel
es paskutiniu stulpeliu. Pavyzdºiui,

σ̂2
B =

MSB −MSE
IK

, σ̂2
AB =

MSAB −MSE
K

.

Pradiniu� modelio parametru�: vidurkiu� vektoriaus µ = (µ1, ..., µI)
T ir ko-

variacin
es matricos Σ = [σij ]I×I elementu� ta²kinius i�vertinius gauname rem-
damiesi imtimi Ȳ j. = (Ȳ1j., ..., ȲIj.)

T , j = 1, ..., J . Atsitiktiniai vektoriai Ȳ j. yra
nepriklausomi, vienodai pasikirst¦ ir normalieji Ȳ j. ∼ NI(µ,Λ), Λ = [λij ]I×I ,
λij = σij , kai i 6= j, ir λii = σii + σ2/K. Gauname

µ̂ =
1

J

J∑
j=1

Ȳ j. = (Ȳ1.., ..., ȲI..)
T ∼ NI(µ,

1

J
Λ);

σ̂ii′ =
1

J − 1

J∑
j=1

(Ȳij. − Ȳi..)(Ȳi′j. − Ȳi′..), i 6= i′;

σ̂ii =
1

J − 1

J∑
j=1

(Ȳij. − Ȳi..)2 − σ̂2

K
, σ̂2 = MSE .

2.6.3 pavyzdys. Atliekant eksperiment¡ buvo tiriama rodiklio, apibu	dinan£io pagamintu�
gaminiu� kieki� ir ju� kokyb¦ (analizuojamas kintamasis Y ), priklausomyb
e nuo stakliu� tipo (pa-
stovus faktorius A) ir nuo darbininko (atsitiktinis faktorius B). Steb
ejimu� rezultatai pateikti
2.6.2 lentel
eje.

2.6.2 lentel
e. Statistiniai duomenys

A1 A2 A3

B1 51,8; 52,8 59,7; 60,0 61,5; 61,7
B2 51,1; 52,3 63,2; 62,8 64,1; 66,2
B3 50,9; 51,8 64,8; 65,0 72,1; 72,0
B4 46,4; 44,8 43,7; 44,2 62,0; 61,4

Atlik¦ skai£iavimus, gauname statistiku� realizacijas: MSA = 443, 434, MSB = 167, 624,

MSAB = 41, 075, MSE = 0, 465. Hipotez
ems HA, HB , ir HAB tikrinti randame santykius

FA = MSA/MSAB = 10, 80; FB = MSB/MSE = 360, 16; FAB = MSAB/MSE = 88, 26.

Hipotez
es HB ir HAB atmetamos. Hipotez
e HA atmetama, jei pasirinktas reik²mingumo

lygmuo vir²ija P reik²m¦ P{F2,6 > 10, 80} = 0, 01. Primename, kad pastarasis kriterijus yra

apytikslis, jei hipotez
e HAB neteisinga.

2.7. Daugiafaktor
e dispersin
e analiz
e

Faktoriu� (�ksuotu� ar atsitiktiniu�) skai£ius gali bu	ti didesnis uº du. Pavyzdºiui,
reklamos efektyvum¡ gali lemti skelbimo lentos apipavidalinimas (faktorius A),
skaitan£iojo lytis (faktorius B) ir ras
e (faktorius C). Jei lyginamos kelios kon-
kre£ios skirtingai apipavidalintos skelbimu� lentos, tai faktorius A yra �ksuotas,
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jei norima i²tirti, ar apskritai apipavidalinimas turi i�takos reklamos s
ekmei, tai
faktorius A yra atsitiktinis (tuo atveju atsitiktinai parenkama keletas skirtingai
apipavidalintu� skelbimu� lentu�). Faktoriai B ir C yra �ksuoti.

Palyginus tris dvifaktor
es dispersin
es analiz
es modelius nesunku i�ºvelgti tam
tikr¡ simetrij¡ (palyginkite 2.2.1, 2.4.1 ir 2.5.1 lenteles), kuria remiantis galima
nurodyti formalias dispersin
es analiz
es lentel
es uºpildymo taisykles, kai faktoriu�
skai£ius yra didesnis uº du ir eksperimento planas subalansuotas. Pateiksime
tokias taisykles, iliustruodami jas trifaktoriu modeliu, kuriame du faktoriai A
ir B yra pastovu	s, o tre£iasis faktorius C � atsitiktinis.

2.7.1. Statistinis modelis

Faktoriu� A, B ir C lygmenis numeruokime indeksais i, j ir l; i = 1, ..., I, j =
1, ..., J, l = 1, ..., L; atsitiktiniu� paklaidu� nestebimo faktoriaus E lygmenis �
indeksu k, k = 1, ...,K. Taigi steb
ejimo rezultatus Yijlk numeruosime keturiais
indeksais; bendras steb
ejimu� skai£ius n = IJLK. Steb
ejimus Yijlk i²skaidome i�
komponentes analogi²kai kaip pirmiau nagrin
etuose modeliuose:

Yijlk = µ+ αAi + αBj + aCl + αABij + aACil + aBCjl + aABCijl + eijlk. (2.7.1)

Kaip matome, ²iame skaidinyje i²skirtas bendrasis vidurkis µ ir komponent
e
eijlk, apibu	dinanti atsitiktines matavimo paklaidas (tarsime, kad a. d. eijlk
nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklauso nuo kitu� a. d., turi nulinius vidurkius ir
vienodas dispersijas σ2). Kitos (2.7.1) skaidinio komponent
es apibu	dina atskiru�
faktoriu� ir ju� rinkiniu� (skirtingu� faktoriu� dvejetu�, trejetu� s¡veikos) i�tak¡. D
el
simetrijos ²ios komponent
es turi vir²utinius ir apatinius indeksus; vir²utiniai in-
deksai ºymi atitinkam¡ faktoriu� arba ju� rinkini�, apatiniai � tu� faktoriu� lygmenu�
numerius. Jeigu visi vir²uje para²yti faktoriai yra pastovu	s, tai atitinkamos
komponent
es yra konstantos ir ºymimos raide α, jei nors vienas faktorius yra
atsitiktinis, tai atitinkamos komponent
es yra a. d. ir ºymimos raide a.

Bet kuriu� komponen£iu�, paºym
etu� raide α arba a, suma, kai indeksas,
atitinkantis pastovu� faktoriu�, perb
ega visas galimas reik²mes, lygi nuliui su bet
kuriomis kitu� indeksu� reik²m
emis:∑

i

αAi =
∑
j

αBj =
∑
i

αABij =
∑
j

αABij =

=
∑
i

aACil =
∑
j

aBCjl =
∑
i

aABCijl =
∑
j

aABCijl = 0.

Visi a. d., ºymimi raid
emis a, turi nulinius vidurkius. Ju� dispersijos nepri-
klauso nuo indeksu�, atitinkan£iu� atsitiktinius faktorius, ta£iau priklauso nuo
indeksu�, atitinkan£iu� pastovius faktorius (jeigu ju� yra). Dispersijas ºym
esime
raid
emis σ2 su indeksais apa£ioje � i² pradºiu� tais, kurie para²yti atitinkamo
d
emens vir²uje, po to pastoviu� faktoriu� indeksais, jeigu ju� yra:

V (aCl ) = σ2
C , V (aACil ) = σ2

AC;i, V (aBCjl ) = σ2
BC;j , V (aABCijl ) = σ2

ABC;ij .
(2.7.2)
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Vidurkiai E(MS) priklauso nuo σ2 ir parametru�, kuriuos ºym
esime raide σ2

su indeksais apa£ioje, sutampan£iais su (2.7.1) skaidinio vir²utiniais indeksais.
Jie gaunami ²itaip:

1) jeigu (2.7.1) komponent
e priklauso tik nuo atsitiktiniu� faktoriu�, tai para-
metras lygus tos komponent
es dispersijai (pvz., σ2

C = V (aCl ));
2) jeigu komponent
eje yra ir pastoviu�, ir atsitiktiniu� faktoriu�, tai paramet-

rai, gaunami sumuojant (2.7.2) dispersijas pagal pastoviu� faktoriu� indeksus ir
kiekvien¡ kart¡ dalijant i² lygmenu� skai£iaus be vieneto:

σ2
AC =

1

I − 1

∑
i

σ2
AC;i, σ2

BC =
1

J − 1

∑
j

σ2
BC;j ,

σ2
ABC =

1

(I − 1)(J − 1)

∑
i

∑
j

σ2
ABC;ij ;

3) jeigu komponent
es vir²uje yra tik pastovu	s faktoriai, tai sumuojami atitin-
kamu� komponen£iu� kvadratai, kiekvien¡ kart¡ dalijant i² lygmenu� skai£iaus be
vieneto:

σ2
A =

1

I − 1

∑
i

(αAi )2, σ2
B =

1

J − 1

∑
j

(αBj )2,

σ2
AB =

1

(I − 1)(J − 1)

∑
i

∑
j

(αABij )2.

2.7.2. Kvadratu� sumu� sudarymas

Kvadratu� sumos sudaromos imant kiekvien¡ (2.7.1) skaidinio komponent¦ (i²sky-
rus µ); jos ºymimos dviem raid
emis SS su indeksais apa£ioje, sutampan£iais su
atitinkamo (2.7.1) d
emens vir²utiniais indeksais (komponent¦ eijlk atitinkanti
kvadratu� suma ºymima SSE). �ias kvadratu� sumas gauname taip: 1) su-
darome simbolines sandaugas imdami atitinkamo (2.7.1) d
emens apatinius in-
deksus be vieneto (pavyzdºiui, komponent¦ aACil atitinka simbolin
e sandauga
(i− 1)(l− 1) = il− i− l+ 1; komponentei eijlk priskiriame simbolin¦ sandaug¡
ijl(k − 1) = ijlk − ijl);

2) sudarome steb
ejimu� tiesini� darini� imdami juos su tokiais ºenklais ir in-
deksais kaip ir atitinkamoje simbolin
eje sandaugoje, tru	kstamus indeksus pakei-
£iame ta²kais ir bru	k²niu vir²uje (pavyzdºiui, komponent¦ aACil atitinka tiesinis
darinys Ȳi.l. − Ȳi... − Ȳ..l. + Ȳ....);

3) kvadratu� sum¡ SS gauname sumuodami gautu�ju� tiesiniu� dariniu� kvadra-
tus, kai visi indeksai perb
ega galimas reik²mes. Pateiksime kvadratu� sumas
nagrin
ejamo pavyzdºio atveju:

SSA = JLK
∑
i

(Ȳi... − Ȳ....)2, SSB = ILK
∑
j

(Ȳ.j.. − Ȳ....)2,

SSC = IJK
∑
l

(Ȳ..l. − Ȳ....)2; SSAB = LK
∑
i

∑
j

(Ȳij.. − Ȳi... − Ȳ.j.. + Ȳ....)
2,
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SSAC = JK
∑
i

∑
l

(Ȳi.l. − Ȳi... − Ȳ..l. + Ȳ....)
2,

SSBC = IK
∑
j

∑
l

(Ȳ.jl. − Ȳ.j.. − Ȳ..l. + Ȳ....)
2;

SSABC = K
∑
i

∑
j

∑
l

(Ȳijl. − Ȳij.. − Ȳi.l. − Ȳ.jl. + Ȳi... + Ȳ.j.. + Ȳ..l. − Ȳ....)2;

SSE =
∑
i

∑
j

∑
l

∑
k

(Yijlk − Ȳijl.)2.

2.7.1 pastaba. Kvadratu� sumas rekomenduojama skai£iuoti taip: sumuoti
kiekvieno d
emens kvadratus atskirai, paliekant tuos pa£ius ºenklus kaip ir sim-
bolin
eje sandaugoje. Pavyzdºiui,

SSAC = JK
∑
i

∑
l

Ȳ 2
i.l. − JLK

∑
i

Ȳ 2
i... − IJK

∑
l

Ȳ 2
..l. + IJLK Ȳ 2

.....

2.7.3. Laisv
es laipsniu� skai£iu� radimas

Laisv
es laipsniu� skai£iu� gauname pakeit¦ atitinkamoje simbolin
eje sandaugoje
maº¡sias raides didºiosiomis.

2.7.4. Vidurkiu� E(MS) radimas

Akivaizdu, kad E(MSE) = σ2. Kiti vidurkiai E(MS) yra tiesiniai dariniai σ2

ir tu� raide σ2 ºymimu� parametru�, tarp kuriu� apatiniu� indeksu� yra visi fakto-
riai, esantys tarp atitinkamos kvadratu� sumos SS apatiniu� indeksu�. Pavyzdºiui,
E(MSAC) yra σ2 ir parametru� σ2

AC , σ
2
ABC tiesinis darinys; E(MSA) yra σ2, σ2

A,
σ2
AB , σ

2
AC , σ

2
ABC tiesinis darinys. Koe�cientas prie dispersijos σ2 visada lygus

vienetui. Ie²kant koe�cientu� prie kitu� parametru�, patogu prie² tai sudaryti
pagalbin¦ lentel¦. Lentel
es pirmoje eilut
eje sura²ome skaidinio (2.7.1) kompo-
nentes (i²skyrus pirm¡ji� ir paskutini� d
emenis), o pirmajame stulpelyje � faktoriu�
indeksus. Paskui lentel¦ nuosekliai uºpildome ²itaip:

a) jei stulpelio pavadinime yra pastovus faktorius, tai ²io stulpelio sankirtoje
su eilute, kurios indeksas ºymi to faktoriaus lygmenis, i�ra²ome 0; jei stulpe-
lio pavadinime yra atsitiktinis faktorius, tai to stulpelio ir atitinkamos eilut
es
sankirtoje i�ra²ome 1;

b) i� kitus lentel
es langelius i�ra²ome atitinkamos eilut
es indekso maksimali¡
reik²m¦ (t. y. didºi¡j¡ raid¦).

2.7.1 lentel
e. Pagalbin
e lentel
e

Indeksai αAi αBj aCl αABij aACil aBCjl aABCijl

i 0 I I 0 0 I 0
j J 0 J 0 J 0 0
l L L 1 L 1 1 1
k K K K K K K K
- σ2

A σ2
B σ2

C σ2
AB σ2

AC σ2
BC σ2

ABC
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Kiekvien¡ pagalbin
es lentel
es stulpeli� atitinka parametras σ2 su tokiais in-
deksais, kurie yra stulpelio pavadinime (jie sura²yti 2.7.1 lentel
es paskutin
eje
eilut
eje).

Koe�cientas prie parametro σ2 su indeksais apa£ioje E(MS) i²rai²koje gau-
namas sudauginus atitinkamo stulpelio elementus, kai eilut
es, paºym
etos indek-
sais, esan£iais to stulpelio pavadinime, yra i²brauktos. Pavyzdºiui, E(MSAC)
i²rai²koje koe�cientas prie σ2

AC yra JK, o prie σ2
ABC yra 0 (eilut
es, paºym
etos

indeksais i ir l, yra i²brauktos).
Lentel
eje 2.7.2 pateikti duomenys, reikalingi (2.7.1) modelio dispersinei anali-

zei atlikti.

2.7.2 lentel
e. Trifaktor
es dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS E(MS)
A SSA I − 1 MSA σ2 + JKσ2

AC + JLKσ2
A

B SSB J − 1 MSB σ2 + IKσ2
BC + ILKσ2

B

C SSC L− 1 MSC σ2 + IJKσ2
C

A×B SSAB (I − 1)(J − 1) MSAB σ2 +Kσ2
ABC + LKσ2

AB

A× C SSAC (I − 1)(L− 1) MSAC σ2 + JKσ2
AC

B × C SSBC (J − 1)(L− 1) MSBC σ2 + IKσ2
BC

A×B × C SSABC (I − 1)(J − 1) MSABC σ2 +Kσ2
ABC

(L− 1)
E SSE IJL(K − 1) MSE σ2

T SST IJLK − 1

2.7.5. Parametru� i�vertiniai ir hipoteziu� tikrinimas

Suformuluosime kelet¡ sudarytos lentel
es analiz
es taisykliu�.
1. Nepaslinktuosius parametru�, paºym
etu� raid
emis σ2, i�vertinius gauname

sudarydami tiesinius SS darinius ir atsiºvelgdami i� E(MS) i²rai²kas. Pavyzdºiui,
i² 2.7.2 lentel
es gauname

σ̂2 = MSE , σ̂2
A =

MSA −MSAC
JLK

, σ̂2
AB =

MSAB −MSABC
LK

.

2. Jeigu K = 1, tai kvadratu� sumos SSE laisv
es laipsniu� skai£ius lygus
0, tod
el tenka daryti prielaid¡, kad kaºkurie parametrai σ2 lygu	s 0 (paprastai
tariama, kad auk²£iausios eil
es s¡veika lygi 0). Dispersin
es analiz
es lentel
e tuo
atveju, kai K = 1, lengvai gaunama i² jau sudarytos. Pavyzdºiui, jeigu K = 1
ir σ2

ABC = 0, tai 2.7.2 lentel
eje reik
etu� praleisti eilut¦, atitinkan£i¡ faktoriu� E,
i�ra²yti vietoje K vienet¡ ir vietoje σ2

ABC nuli�, praleisti ta²k¡ indekso k vietoje.
3. Hipoteziu� apie parametru� σ2 su indeksais lygyb¦ 0 tikrinimo kriterijai

grindºiami statistikomis, kurios yra dvieju� MS santykiai. Jie parenkami taip,
kad skaitiklio ir vardiklio vidurkiai E(MS), kai teisinga hipotez
e, bu	tu� vieno-
di. Tokie santykiai, kai hipotez
e teisinga, pasiskirst¦ pagal Fi²erio skirstini� su
laisv
es laipsniais, pateiktais 3 stulpelyje (mi²riajame modelyje kai kurie san-
tykiai skiriasi nuo Fi²erio, tod
el gaunami kriterijai yra apytiksliai).
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Jeigu ºinoma, kad kai kurie parametrai σ2 lygu	s 0, tai 2.7.2 lentel¦ reikia
pertvarkyti sujungiant kvadratu� sumas ir laisv
es laipsnius tu� eilu£iu�, kuriu�
E(MS) yra vienodi.

2.7.2 pastaba. Kartais negalima parinkti tokiu� dvieju� sumu� MS, kad ju�
vidurkiai, kai teisinga tikrinamoji hipotez
e, sutaptu�. Pavyzdºiui, jeigu visi trys
faktoriai A,B,C yra atsitiktiniai, tai i² 2.7.2 lentel
es analogo gauname, kad
E(MSA) = τ = σ2 + Kσ2

ABC + LKσ2
AB + JKσ2

AC , kai hipotez
e HA : σ2
A = 0

yra teisinga. N
era kitos kvadratu� sumos MS, kurios vidurkis bu	tu� lygus τ .
Tokiu atveju statistikos vardiklyje yra i�ra²oma toks tiesinis keliu� sumu� MS
darinys, kad jo vidurkis sutaptu� su skaitiklio vidurkiu. Min
etame pavyzdyje
vidurki� τ turi tiesin
e funkcijaMSAB+MSAC−MSABC . Suprantama, kad tokia
funkcija n
era proporcinga atsitiktiniam dydºiui, turin£iam chi kvadrato skirstini�.
Apytikslis Fi²erio kriterijus gaunamas aproksimuojant vardikli� a. d. (τ/ν)χ2

ν .
Laisv
es laipsniu� skai£ius ν parenkamas i² s¡lygos, kad min
eto tiesinio kodarinio
dispersija sutaptu� su a. d. (τ/ν)χ2

ν dispersija 2τ2/ν. Neºinomi parametrai τ
i²rai²koje pakei£iami ju� i�vertiniais. �io metodo iliustracij¡ ºr. 2.33 pratime.

2.7.1 pavyzdys. Konservu� gamykloje atliktas eksperimentas pagal piln¡ trifaktor
es dis-
persin
es analiz
es schem¡ su vienu steb
ejimu langelyje: faktorius A � konservu� d
eºut
es uºpildy-
mas, t. y. i�d
etu� vy²niu� svoris; faktorius B � cukraus sirupo koncentracija; faktorius C � gauto
produkto spalva (C1 � ²viesus, C2 � vidutinis, C3 � tamsus). Lentel
eje 2.7.3 s¡lyginiais viene-
tais pateiktas gauto produkto svoris [14].

2.7.3 lentel
e. Statistiniai duomenys

B1 B2 B3

C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3

A1 55 95 169 55 69 163 49 88 153
A2 200 232 223 183 215 207 148 200 245
A3 233 285 291 236 259 278 233 223 259

Atliekame skai£iavimus tardami, kad visi faktoriai pastovu	s ir visu� triju� faktoriu� s¡veika

lygi nuliui. Gauname statistiku� realizacijas: FA = 179, 41, FB = 3, 07, FC = 31, 15,

FAB = 0, 38, FAC = 4, 38, FBC = 0, 52, kurias atitinka P reik²m
es 2, 3 · 10−7, 0, 1024,

0, 0002, 0, 8190, 0, 0362, 0, 7257. Matome, kad atmesti hipotezes HB , HAB ir HBC n
era pag-

rindo. O kitos hipotez
es yra atmestinos. Galima daryti i²vad¡, kad faktorius B neturi i�takos

tiriamajam poºymiui. Tuo remiantis galima sujungti kvadratu� sumas SSB , SSAB ir SSBC su

SSABC sudedant ir atitinkamus laisv
es laipsnius, t. y. nagrin
eti dvifaktor
es analiz
es schem¡

su faktoriais A ir C, o faktoriaus B lygmenys atitiktu� steb
ejimu� kartotinum¡. Gautume

statistiku� realizacijas FA = 182, 22, FC = 31, 64 ir FAC = 4, 45, kurioms atitinka P reik²m
es

1, 1 · 10−12, 1, 3 · 10−6 ir 0, 0112. Hipotez
es atmetamos, jei kriteriju� reik²mingumo lygmuo

vir²ija 0, 0112.

2.8. Dispersin
es analiz
es eksperimentu� planai

Eksperimento planavimo tikslas � gauti kuo daugiau informacijos minimaliomis
s¡naudomis. Pradiniame kiekvieno eksperimento etape turi bu	ti suformuluo-
tas uºdavinys, parinktas priklausomas kintamasis (poºymis), kuris bus nagrin
e-
jamas, nustatyti pagrindiniai faktoriai, nuo kuriu� jis tur
etu� labiausiai priklausy-
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ti. Paskui tur
etu� bu	ti atliktas eksperimento planavimas, kurio metu parenkamas
eksperimentu� skai£ius, dalyvaujan£iu� eksperimente faktoriu� lygmenu� rinkiniai,
eksperimento atlikimo tvarka ir numatomas matematinis modelis, kuriuo re-
miantis bus nagrin
ejami eksperimento rezultatai.

Eksperimentu� planai skiriasi tiek pagal faktoriu� lygmenu� parinkimo, tiek pa-
gal eksperimento objektu�, atitinkan£iu� pasirinktu� faktoriu� lygmenis, parinkimo
pobu	di�.

Parenkant eksperimentu� atlikimo tvark¡ labai svarbu duomenu� randomiza-
vimas. Atsiºvelgiant i� eksperimento objektu� parinkimo pobu	di�, dispersin
eje ana-
liz
eje daºniausiai naudojami du randomizuoti eksperimento planai:

1. Visi²kai randomizuotas eksperimentu� planas. Fiksavus bet kuri¡ eksperi-
mente naudojam¡ faktoriu� lygmenu� rinkini� kombinacij¡, atsitiktinai parenkami
vienas ar keli objektai, atitinkantys ²i� rinkini�, ir kiekvieno i² ju� matuojama
tiriamo poºymio Y reik²m
e.
2. Randomizuotas blokuotu�ju� duomenu� planas. Jei eksperimente dalyvaujan-
tys objektai n
era homogeni²ki d
el prieºas£iu�, nesusijusiu� su tiriamais fakto-
riais, tai tu� objektu� skirtumai gali pasl
epti faktoriu� i�tak¡. Siekiant to i²vengti,
duomenys skirstomi i� blokus. Jei eksperimente naudojamu� faktoriu� lygmenu�
rinkiniu� yra M , tai vienam blokui priskiriama M atsitiktinai parinktu� kuriuo
nors poºiu	riu homogeni²ku� (nebu	tinai skirtingu�) objektu�. Bloko i-asis objektas
stebimas, kai �ksuotas i-asis faktoriu� lygmenu� rinkinys. Daºniausiai vien¡ blok¡
sudaro atsitiktinai parinktas tas pats objektas (jis pats sau homogeni²kas), ku-
rio poºymio Y reik²m
e matuojama M kartu�, kiekvien¡ kart¡ esant skirtingam
faktoriu� lygmenu� rinkiniui. Jei tai i�manoma, faktoriu� i²d
estymo tvarka bloke
� atsitiktin
e. Matavimu� vektorius kiekviename bloke daºniausiai sudarytas i²
priklausomu� atsitiktiniu� dydºiu�, nes visi matavimai susij¦.

2.8.1 pavyzdys. Firma gamina kartonines d
eºes, naudodama keturias technologijas. Ti-
riama naudotos technologijos (poºymis A) i�taka atitinkan£iu� standart¡ gaminiu�, pagamintu�
per dien¡, skai£iui Y .

Visi²kai randomizuotas eksperimentu� planas: kiekvienu i² keturiu� metodu� apmokoma
dirbti po tris atsitiktinai parinktus darbininkus. Stebima, kiek atitinkan£iu� standart¡ d
eºiu�
pagamina kiekvienas i² 12 darbininku� per dien¡ (kiekvienai technologijai trys skirtingi darbi-
ninkai).

Darbininku� gabumai gali bu	ti skirtingi. Tie skirtumai gali pasl
epti technologiju�, skirtu-
mus, tod
el natu	ralu naudoti kit¡ eksperimentu� plan¡.

Randomizuotas blokuotu�ju� duomenu� planas: atsitiktinai parenkami trys darbininkai ir

apmokomi naudotis visomis keturiomis technologijomis. Kiekvienas i² triju� darbininku� ke-

turias dienas gamina d
eºes kiekvien¡ dien¡ naudodamas skirting¡ technologij¡. Technologiju�

parinkimo tvarka kiekvienam darbininkui � atsitiktin
e. Naudojant ²i� plan¡ darbininku� gabu-

mai nepaslepia technologiju� skirtumo. Vieno darbininko rezultatai sudaro keturmati� vektoriu�

(blok¡), kurio komponent
es yra priklausomi atsitiktiniai dydºiai.

2.8.2 pavyzdys. Reikia nustatyti, ar keturiu� markiu� I, II, III, IV padangos dyla vienodu
grei£iu. Tiriamas poºymis Y yra protektoriaus gylio sumaº
ejimas po T kilometru� ridos nuo
eksploatacijos pradºios. Tarkime, kad turime po vien¡ komplekt¡ i² keturiu� kiekvienos mark
es
padangu� ir keturis automobilius.

Visi²kai randomizuotas eksperimentu� planas: atsitiktinai parenkamas vienas i² galimu� 16-
os padangu� i²d
estymu� 16 poziciju� (tikimyb
e 1/(16!)). Randomizavimo tikslas � suvidurkinti vi-



92 2 SKYRIUS. DISPERSIN 
E ANALIZ 
E

sus nuo automobilio priklausan£ius skirtumus, kurie gali tur
eti i�takos rezultatui. Automobiliu�
skirtumai bus i�traukti modelyje i� atsitiktin¦ paklaid¡. Jeigu automobilio i�taka padangos dili-
mui didel
e, tai paklaidos dispersija gali ºymiai padid
eti. Tada nepasteb
esime padangu� markiu�
skirtumo, nors fakti²kai jis gal ir yra.

Randomizuotas blokuotu�ju� duomenu� planas: ant kiekvieno automobilio sumontuokime
visu� keturiu� markiu� (I, II, III, IV ) padangas. Tai rei²kia, kad nuo vieno faktoriaus (padangos
mark
e) dirbtinai pereiname prie dvieju� faktoriu�: pirmas faktorius � padangos mark
e, antra-
sis (trukdantysis) � automobilis. Padangos i²d
estomos ant automobilio atsitiktinai parenkant
vien¡ i² galimu� 4 padangu� i²d
estymo 4 pozicijose variant¡ su tikimybe 1/(4!). Toks eksperi-
mento planas leidºia daryti i²vadas apie padangos mark
es i�tak¡ jos dilimui eliminuojant au-
tomobilio (ir padangos pad
eties vietos) i�tak¡. Ant vieno automobilio sumontuotu� padangu�
protektoriu� gylio sumaº
ejimai sudaro keturmati� vektoriu� (blok¡).

�io pavyzdºio galimi ir kiti eksperimento planai. Jeigu pasirodytu�, kad padangos pozicija
daro didel¦ i�tak¡ jai dilti, gali bu	ti tikslinga planuoti eksperiment¡ taip, kad bu	tu� eliminuota
ir ²io trukdan£iojo faktoriaus i�taka. Pavyzdºiui, po T/4 ridos perkelti padangas i� kitas pozici-
jas. Tokiu atveju atsiranda randomizacijos apribojimu�. Pirmajame etape padangas i²d
estome
skirtingose automobilio pozicijose atsitiktinai. Padangos montuojamos i� kitas pozicijas atsi-
tiktinai, ta£iau su s¡lyga, kad jos nepateks i� t¡ pozicij¡, kurioje buvo.

Jei bu	tu� naudojamas planas be randomizacijos: pirmos mark
es padangos sumontuojamos

ant pirmo automobilio (I, I, I, I), antros mark
es padangos � ant antrojo automobilio (II, II,

II, II) ir t.t., tai jis bu	tu� blogas, nes padangu� mark
es susiejamos su automobiliais. Pasteb
etas

padangu� dilimo skirtumas gal
etu� reik²ti ne padangos mark
es, o automobilio i�tak¡ padangai

dilti (automobilio technin
e bu	kl
e, vairuotojo staºas, eksploatacijos s¡lygos ir kt.).

Atsiºvelgiant i� faktoriu� lygmenu� parinkimo pobu	di�, dispersin
eje analiz
eje su
�ksuotais faktoriais daºniausiai naudojami du eksperimento planai:

1. Kryºmin
e klasi�kacija: naudojami visi galimi faktoriu� lygmenu� rinkiniai.
2. Hierarchin
e klasi�kacija: faktoriaus A (vadinamo grupuojan£iu) lygmuo A1

derinamas su J1 kito faktoriaus B (vadinamo sugrupuotu pagal A) lygmenimis,
A2 su J2 i² likusiu� faktoriaus B lygmenu� ir t. t.

Hierarchin
e klasi�kacija gali bu	ti naudojama ir kai vienas ar abu faktoriai
yra atsitiktiniai. �iuo atveju �ksavus faktoriaus A reik²m¦ Ai, Ji lygmenu�
parenkama ne i² �ksuoto jo lygmenu� poaibio, o i² visu� galimu� lygmenu� aib
es.

Kryºmin
e klasi�kacija gali bu	ti nepriimtina, kai yra eksperimentu� skai£iaus
apribojimu� d
el ju� didel
es kainos ar trukm
es. Kai klasi�kacija hierarchin
e, ekspe-
rimentu� skai£ius maºesnis. Pavyzdºiui, jei faktorius A i�gyja keturias reik²mes,
o faktorius B � dvide²imt reik²miu�, tai kryºmin
es klasi�kacijos atveju yra 4 ×
20 = 80 faktoriu� lygmenu� rinkiniu�. Jei J1 = · · · = J4 = 5, tai hierarchin
es
klasi�kacijos atveju naudojama 4× 5 = 20 faktoriu� lygmenu� rinkiniu�.

2.8.3 pavyzdys. Tarkime, kad faktorius A yra kvie£iu� auginimo metodika (sena ir nauja),

o B yra kvie£iu� veisl
e, i�gyjanti 10 reik²miu�. Kryºmin
eje klasi�kacijoje atveju naudojama

2 × 10 = 20 poºymiu� reik²miu� rinkiniu�u�. Hierarchinei klasi�kacijai atsitiktinai parinktos,

sakykime, 4 kvie£iu� veisl
es auginamos naudojant sen¡, o likusios 6 � pagal nauj¡ metodik¡.

�iuo atveju naudojama 4 + 6 = 10 faktoriu� lygmenu� rinkiniu�. Auginimo metodika A yra

grupuojantis faktorius, kvie£iu� veisl
e B � sugrupuotas pagal auginimo metodik¡ faktorius.

Kartais i² principo negalima atlikti eksperimento pagal kryºmin
es klasi�kaci-
jos plan¡ ir faktoriaus B reik²m
es, atitinkan£ios faktoriaus A reik²m¦ Ai, gali
bu	ti parinktos tik i² kurio nors visu� galimu� faktoriaus B lygmenu� poaibio.
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2.8.4 pavyzdys. Tarkime, kad gaminiai gali bu	ti gaminami esant I skirtingiems technologinio

proceso reºimams. I² gaminiu�, pagamintu� i-uoju reºimu, aib
es atsitiktinai atrenkame Ji
gaminiu� ir j-ojo gaminio tiriam¡ parametr¡ pamatuojame Kij kartu�. Tegu faktoriaus A lyg-

menys atitinka skirtingus technologinio proceso reºimus, o faktoriaus B lygmenys � gaminiu�

numerius. Kadangi prakti²kai tas pats gaminys negali bu	ti pagamintas skirtingais tech-

nologinio proceso reºimais, tai su kiekvienu faktoriaus A lygmeniu bus matuojamos skirtingu�

gaminiu� tiriamo parametro reik²m
es. Taigi kryºmin
e klasi�kacija negalima ir turime hierar-

chin
es klasi�kacijos plan¡, kuriame faktoriaus B lygmenys sugrupuoti pagal faktoriu� A. �iame

pavyzdyje faktorius B atsitiktinis.

Mat
eme, kad eksperimentu� planus galima skirstyti ir pagal eksperimentu�
skai£iu�, kai �ksuojami i�vairu	s faktoriu� lygmenu� rinkiniai: eksperimento planas
vadinamas subalansuotu, jei su bet kuriuo faktoriu� lygmenu� rinkiniu atliekamas
vienodas eksperimentu� skai£ius; prie²ingu atveju eksperimento planas vadina-
mas nesubalansuotu.

2.9. Dvifaktor
e dispersin
e analiz
e naudojant hie-

rarchin¦ klasi�kacij¡

Smulkiau panagrin
ekime hierarchin
es klasi�kacijos duomenis ir juos atitinkanti�
matematini� modeli�.

2.9.1. Modelis, kai faktoriai pastov	us

Tarkime, a. d. Y skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A, kuris turi I
lygmenu�, ir nuo faktoriaus B, turin£io J lygmenu�.

Hierarchin
es klasi�kacijos modelis: kai faktoriaus A lygmuo yra A1, tai
steb
ejimai atliekami �ksuojant atsitiktinai parinktus J1 faktoriaus B lygmenis
(ºym
esime juos B1, . . . , BJ1); kai faktoriaus A lygmuo yra A2 � atsitiktinai i²
likusiu� parinktus J2 lygmenis BJ1+1, . . . , BJ1+J2 ; ir t. t., ir pagaliau, kai fakto-
riaus A lygmuo yra AI � BJ1+...+JI−1+1, . . . , BJ , J = J1 + ...+ JI .

Faktorius A vadinamas grupuojan£iuoju, o faktorius B � sugrupuotu pagal
faktoriu� A.

�is hierarchin
es klasi�kacijos modelis yra atskiras dvifaktor
es analiz
es su pas-
toviais faktoriais, nagrin
etos 2.3.1 skyrelyje, atvejis, kai steb
ejimu� skai£ius Kij

kai kuriuose langeliuose lygu	s 0. Nepaisant to, ²iuo konkre£iu atveju modelyje
(2.3.11) parametrus, apibu	dinan£ius faktoriu� i�tak¡, i�vesime kitaip, apsiribodami
faktoriaus B i�taka, kai faktoriaus A lygmuo �ksuotas.

Lentel
eje 2.9.1 nurodyti langeliai, atitinkantys faktoriu� lygmenu� rinkinius, su
kuriais atliekami steb
ejimai. Kai klasi�kacija kryºmin
e, steb
ejimai yra atliekami
visuose pateiktos lentel
es langeliuose.
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2.9.1 lentel
e. Turimu� steb
ejimu� pozicijos

A B B1 ... BJ1 BJ1+1 ... BJ1+J2 ... BJ−JI+1 ... BJ
A1 × × ×
A2 × × ×
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
AI × × ×

Dvifaktor
es dispersin
es analiz
es modelis naudojant hierarchin¦ klasi�kacij¡: k-
asis steb
ejimas, gautas, kai faktoriaus A lygmuo Ai ir faktoriaus B lygmuo
BJ1+...+Ji−1+j (ºr. 2.9.1 lentel¦), turi pavidal¡

Yijk = µij + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., Ji k = 1, ...,Kij ; (2.9.1)

£ia µij = E(Yijk), o paklaidos eijk ∼ N(0, σ2) yra nepriklausomos.

Neºinomu� parametru� µij skai£ius yra J = J1 + ...+ JI .
Nor
edami suformuluoti pagrindines hipotezes, parametrus µij suskaidykime

i� komponentes
µij = µ+ αi + β(i)j , (2.9.2)

αi = µ̄i. − µ, β(i)j = µij − µ̄i.,

µ̄i. =
1

Ki.

∑
j

Kijµij Ki. =
∑
j

Kij , µ =
1

n

∑
i

Ki.µi..

Nurodant, kad faktorius B sugrupuotas pagal faktoriu� A, pastarojo indeksas i
yra apskliaustas.

Nauji parametrai tenkina papildomas s¡lygas∑
i

Ki.αi = 0,
∑
j

Kijβ(i)j = 0, ∀i = 1, ..., I. (2.9.3)

Parametras αi parodo svertinio poºymio Y vidurkio, kai �ksuotas faktoriaus A
lygmuo Ai, ir bendro svertinio poºymio Y vidurkio skirtum¡. Taigi parametrai
αi apibu	dina faktoriaus A lygmenu� i�tak¡ poºymio Y skirstiniui. Analogi²kai
parametras β(i)j rodo faktoriaus B i�tak¡ poºymio Y vidurkiui, kai �ksuotas
faktoriaus A lygmuo Ai. Kadangi su kiekvienu faktoriaus A lygmeniu turime
skirting¡ modeli�, tai natu	ralu, kad parametru�, apibu	dinan£iu� faktoriu� s¡veik¡,
modelyje (2.9.1) n
era.

2.9.2. Parametru� i�vertiniai ir hipoteziu� tikrinimas

Parametro µij maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys yra gaunamas minimizuojant
kvadratu� sum¡ SS(µ) =

∑
i

∑
j

∑
k(Yijk − µij)2:

µ̂ij = Ȳij. =
1

Kij

Kij∑
k=1

Yijk, (2.9.4)
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o liekamoji kvadratin
e forma

SSE = min
µ

SS(µ) =
∑
i

∑
j

∑
k

(Yijk − Ȳij.)2 ∼ σ2χ2
n−J , n =

∑
i

∑
j

Kij .

(2.9.5)
Tiesiniu� funkciju� αi = µ̄i.−µ ir β(i)j = µij− µ̄i. maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai

α̂i =
1

Ki.

∑
j

Kij Ȳij.−
1

n

∑
i

∑
j

Kij Ȳij., β̂(i)j = Ȳij.−
1

Ki.

∑
j

Kij Ȳij.. (2.9.6)

tenkina analogi²kus (2.9.3) apribojimus∑
i

Ki.α̂i = 0,
∑
j

Kij β̂(i)j = 0, ∀i = 1, ..., I. (2.9.7)

Pagrindin
es dispersin
es analiz
es hipotez
es yra

HA : α1 = ... = αI = 0, (2.9.8)

faktoriaus A i�takos n
era, ir hipotez
e

HB(A) : β(i)j = 0, ∀j = 1, ..., Ji, ∀i = 1, ..., I, (2.9.9)

kad faktorius B a. d. Yijk skirstiniams neturi i�takos (kai �ksuotas bet kuris
faktoriaus A lygmuo).

Hipotezes tikriname remdamiesi 1.3.2 teorema. Bes¡lyginis kvadratin
es for-
mos SS(µ) minimumas, kuri� naudosime Fi²erio statistikos vardiklyje, pateik-
tas (2.9.5) lygyb
eje. Lieka rasti s¡lyginius ²ios kvadratin
es formos minimumus
SSEHB(A)

ir SSEHA , kai atitikamai teisingos hipotez
es (2.9.8) ir (2.9.9), ir skir-
tumus SSB(A) = SSEHB(A)

− SSE , SSA = SSEHA − SSE .

2.9.1 teorema. Kvadratin
es formos SSA ir SSB(A) turi toki� pavidal¡:

SSA =
∑
i

Ki.α̂
2
i , SSB(A) =

∑
i

∑
j

Kij β̂
2
(i)j ; (2.9.10)

α̂i ir β̂(i)j pateikti (2.9.6) formul
eje. �ios kvadratu� sumos nepriklauso nuo SSE .
Be to,

SSA
σ2
∼ χ2(I − 1;λA),

SSB(A)

σ2
∼ χ2(J − I;λB(A)). (2.9.11)

Necentri²kumo parametrai

λA =
1

σ2

∑
i

Ki.α
2
i , λB(A) =

1

σ2

∑
i

∑
j

Kijβ
2
(i)j .

Jeigu hipotez
es HA ar HB(A) yra teisingos, tai atitinkami skirstiniai yra centri-
niai.
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I�rodymas. Tapatyb
es

Yijk − µij = (Yijk − Ȳij.) + (µ̂− µ) + (α̂i − αi) + (β̂(i)j − β(i)j)

abi puses pak
el¦ kvadratu, susumav¦ pagal visas galimas indeksu� reik²mes ir
pasinaudoj¦ s¡lygomis (2.9.3), (2.9.7), gauname

SS(µ) = SSE+n(µ̂−µ)2+
∑
i

Ki.(α̂i−αi)2+
∑
i

∑
j

Kij(β̂(i)j−β(i)j)
2. (2.9.12)

I² £ia randame

SSEHA = min
αi≡0

SS(µ) = SSE +
∑
i

Ki.α̂
2
i , SSA = SSEHA −SSE =

∑
i

Ki.α̂
2
i ;

SSEHB(A)
= min
β(i)j≡0

SS(µ) = SSE +
∑
i

∑
j

Kij β̂
2
(i)j ,

SSB(A) = SSEHB(A)
− SSE =

∑
i

∑
j

Kij β̂
2
(i)j .

Kiti teoremos tvirtinimai tiesiogiai i²plaukia i² 1.3.2 teoremos. N

Paºym
ej¦

MSA =
SSA
I − 1

, MSB(A) =
SSB(A)

J − I
,

gauname

E(MSA) = σ2 +
σ2λA
I − 1

, E(MSB(A)) = σ2 +
σ2λB(A)

J − I
.

Skai£iavimo rezultatus sura²ome i� dispersin
es analiz
es lentel¦.

2.9.2 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS E(MS)

A SSA I − 1 MSA σ2 + σ2λA
I−1

B (sugrupuotas SSB(A) J − I MSB(A) σ2 +
σ2λB(A)

J−I
pagal A

E SSE n−m MSE σ2

Gri�ºtame prie hipoteziu� HA ir HB(A) tikrinimo. Sudarome statistikas

FA =
MSA
MSE

, FB(A) =
MSB(A)

MSE
.

HipotezesHA irHB(A) atmetame reik²mingumo lygmens α kriterijais, kai atitinka-
mai teisingos nelygyb
es

FA > Fα(I − 1, n− J), FB(A) > Fα(J − I, n− J). (2.9.13)



2.9. Dvifaktor
e dispersin
e analiz
e naudojant hierarchin¦ klasi�kacij¡ 97

Kriteriju� galia i²rei²kiama necentrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija.

2.9.1 pastaba. Jeigu 2.9.1 lentel
eje steb
ejimu� kartotinumai Kij = 1, tai
kvadratu� suma SSE = 0 ir dispersijos σ2 i�vertinys neapibr
eºtas. Nor
edami
sumaºinti neºinomu� parametru� skai£iu�, tarkime, kad hipotez
e HB(A) teisinga.
Tada 2.9.1 lentel¦ galima interpretuoti kaip vienfaktor
es analiz
es 2.1.1 lentel¦.

2.9.3. Modelis, kai faktoriai atsitiktiniai

Daºniausiai aptinkamas atvejis, kai grupuojamasis faktorius B yra atsitiktinis.
Pavyzdºiui, 2.9.2 pavyzdyje natu	ralu tarti, kad pagal kiekvien¡ technologij¡
reikia palyginti ne kelis eksperimente dalyvaujan£ius gaminius, o visus pagal ²i¡
technologij¡ pagamintus gaminius. Taigi faktoriu� B reik
etu� laikyti atsitiktiniu.
Grupuojantysis faktorius A gali bu	ti arba pastovus, arba atsitiktinis. Pirmu
atveju steb
ejimu� matematinis modelis yra

Yijk = µ+ αi + b(i)j + eijk, (2.9.14)

o antruoju
Yijk = µ+ ai + b(i)j + eijk. (2.9.15)

Parametrai αi tenkina papildom¡ s¡lyg¡ α1 + ... + αI = 0. Tarsime, kad
a. d. ai ir b(i)j yra nepriklausomi tarpusavyje, nepriklauso nuo paklaidu� eijk ∼
N(0, σ2) ir yra vienodai pasiskirst¦ pagal normalu�ji� d
esni� ai ∼ N(0, σ2

A), b(i)j ∼
N(0, σ2

B(A)). Pasirink¦ J1 = ... = JI = J ir Kij = K > 1 gausime, kad
paskutiniame 2.9.2 lentel
es stulpelyje abiem atvejais

E(MSB(A)) = σ2 +Kσ2
B(A).

Pirmoje eilut
eje vidurkis bus skirtingas:

E(MSA) = σ2 +Kσ2
B(A) +

JK

I − 1

∑
i

α2
i ,

kai faktorius A pastovus, ir

E(MSA) = σ2 +Kσ2
B(A) + JKσ2

A,

kai faktorius A atsitiktinis.
Hipotez
es HB(A) analogas yra tvirtinimas, kad σ2

B(A) = 0. �i prielaida yra
atmetama, kai

FB(A) =
MSB(A)

MSE
> Fα(I(J − 1), IJ(K − 1)). (2.9.16)

Tikrinant hipotez¦ HA : α1 = ... = αI = 0 arba jos analog¡ HA : σ2
A = 0, ji

atmetama, kai

FA =
MSA
MSB(A)

> Fα(I − 1, I(J − 1)). (2.9.17)
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2.9.2 pastaba. Jeigu faktoriu� skai£ius didesnis uº du, tai galimi i�vairu	s atve-
jai. Vieni faktoriai gali dalyvauti eksperimente pagal kryºmin
es klasi�kacijos
schem¡, o kiti faktoriai sugrupuoti pagal tam tikrus faktorius, arba ju� lygmenu�
rinkinius.

Pavyzdºiui, tarkime, kad tiriamas oro uºter²tumas keliu� valstybiu� miestu�
i�vairiose zonose (centras, gyvenamieji kvartalai, pramonin
es zonos, poilsio zonos
ir pan.). �ioje trifaktor
es analiz
es schemoje faktorius A (valstyb
e) yra grupuo-
jantysis. Pagal ji� sugrupuotas faktorius B (miestai). Savo ruoºtu faktorius C
(miesto zonos) sugrupuotas pagal faktoriu� B. Jeigu tiriame oro uºter²tum¡,
pavyzdºiui, miesto centre i�vairiuose auk²£iuose, tai faktorius A (valstyb
e) yra
grupuojantysis, o faktorius B (miestas) ir faktorius C (auk²tis) gali dalyvauti
eksperimente pagal kryºmin
es klasi�kacijos schem¡.

Dispersin
es analiz
es lentel
e sudaroma ir kriterijai hipotez
ems tikrinti kuriami
anlogi²kai i²nagrin
etiems atvejams.

2.9.1 pavyzdys. Tiriamas kalcio kiekis ropiu� lapuose (ºr.[13]). Atsitiktinai atrinkti ke-
turi augalai (faktorius A) ir kiekvieno ju� atsitiktinai atrinkta po tris lapus (faktorius B).
I² kiekvieno lapo paimta po du m
eginius ir nustatytas kalcio kiekis (tiriamas poºymis Y ).
Steb
ejimo rezultatai pateikti 2.9.3 lentel
eje.

2.9.3 lentel
e. Statistiniai duomenys

B1 B2 B3

A1 3,28; 3,09 3,52; 3,48; 2,88; 2,80
A2 2,46; 2,44 1,87; 1,92 2,19; 2,19
A3 2,77; 2,66 3,74; 3,44 2,55; 2,55
A4 3,78; 3,87 4,07; 4,12 3,31; 3,31

�iame pavyzdyje faktorius B (lapas) sugrupuotas pagal faktoriu� A (augalas). Natu	ralu

tarti, kad abu faktoriai atsitiktiniai. Atlik¦ skai£iavimus gaunameMSE = 0, 006654,MSB(A) =

0, 328775, MSA = 2, 52011; laisv
es laipsniu� skai£ius atitinkamai yra 12, 8, 3. Hipotez
ems

HB(A) : σ2
B(A)

= 0 ir HA : σ2
A = 0 tikrinti gauname statistiku� realizacijas FB(A) =

MSB(A)/MSE = 49, 41, FA = MSA/MSB(A) = 7, 67. Kadangi P reik²m
es P{F8,12 >

49, 41} = 5, 1 · 10−8, P{F3,8 > 7, 67} = 0, 0097 yra maºos, tai abi hipotez
es atmetamos.

Ta²kiniai parametru� i�ver£iai yra σ̂2 = 0, 0067, σ̂2
B(A)

= 0, 1611, σ̂2
A = 0, 3652, µ̂ = 3, 0121.

2.10. Blokuotu�ju� duomenu� dispersin
e analiz
e

2.10.1. Vienfaktor
e blokuotu�ju� duomenu� dispersin
e analiz
e

2.10.1.1 Statistinis modelis

Tarkime, kad tiriama vieno faktoriausA, turin£io I lygmenu�, i�taka nagrin
ejamam
poºymiui Y . Jei eksperimente dalyvauja J1 + · · · + JI nepriklausomu� objektu�
ir su kiekvienu �ksuotu faktoriaus A lygmeniu Ai matuojamos skirtingu� Ji
objektu� poºymio Y reik²m
es, tai atliekama vienfaktor
e dispersin
e analiz
e, nagri-
n
eta ankstesniuose skyreliuose. Pagrindinis tokios analiz
es uºdavinys � palyginti
poºymio Y vidurkius, atitinkan£ius skirtingus faktoriaus lygmenis.
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Jei atsitiktinai parenkama n objektu� ir kiekvieno i² ju� poºymio Y reik²m
es
matuojamos I kartu�, kai faktoriaus reik²m
es perb
ega visas I galimas reik²mes,
tai atliekama vienfaktor
e blokuotu�ju� duomenu� dispersin
e analiz
e. Uºdavinys
tas pats � palyginti poºymio Y vidurkius, atitinkan£ius skirtingus faktoriaus
lygmenis.

Pagal pirm¡ plan¡ su bet kokia �ksuota faktoriaus reik²me gaunami nepri-
klausomi poºymio steb
ejimai, pagal antr¡ plan¡ jie priklausomi.

Vienfaktor
e blokuotu�ju� duomenu� dispersin
e analiz
e naudojama ir ²iek tiek
bendresn
ems situacijoms (ºr. 2.8 skyreli�), kai duomenys suskirstomi i� blokus,
vienam blokui priskiriant I atsitiktinai parinktu� pagal koki� tai poºymi� homo-
geni²ku� objektu�. Bloko i-asis objektas stebimas, kai �ksuota i-ji faktoriaus
reik²m
e. Jei tai i�manoma, faktoriu� i²d
estymo bloke tvarka � atsitiktin
e.

Pavyzdºiui, 2.9.2 pavyzdyje, tiriant skirtingu� padangu� markiu� protektoriaus
d
ev
ejimosi greiti�, blokus sudaro I = 4 padangos, sumontuotos ant vieno auto-
mobilio. Tiriant tam tikro gydymo metodo poveiki� pacientu� kraujo spaudimui,
atliekami kraujo spaudimo matavimai prie² gydym¡, po gydymo, pra
ejus pus-
me£iui ir metams po gydymo. Blokus sudaro I = 4 kraujo spaudimo matavimai,
atlikti tam pa£iam pacientui. Trimis skirtingais bu	dais tiriant bulviu� krakmo-
lingum¡, kiekvienas bu	das naudojamas tai pa£iai bulvei. Blokus sudaro I = 3
atlikti tos pa£ios bulv
es krakmolingumo matavimai.

�iuose pavyzdºiuose norime i²tirti matuojamo kintamojo priklausomyb¦ nuo
vieno faktoriaus A (padangos d
ev
ejimosi grei£io priklausomyb¦ nuo jos mark
es;
kraujo spaudimo priklausomyb¦ nuo gydymo metodo; krakmolingumo nustatymo
metodu� skirtingum¡).

Bloko parinkim¡ galima traktuoti kaip papildomo faktoriaus B, pagal kurio
reik²mes sudaromi blokai, i�traukim¡. Galima tarti, kad min
etuose pavyzdºiuose
faktorius B (automobilis, pacientas, bulv
e) atsitiktinai atrenkamas i² pakanka-
mai didel
es generalin
es aib
es, t. y. gali bu	ti traktuojamas kaip atsitiktinis.

Pereiname prie mi²raus dvifaktor
es dispersin
es analiz
es modelio su K = 1
steb
ejimu langelyje, kuriame pagrindinis yra faktorius A (tiriama bu	tent jo i�taka
nagrin
ejamam poºymiui), antrasis atsitiktinis faktorius B (apibu	dinantis blok¡)
yra trukdantysis ir jo i�tak¡ reikia pa²alinti.

Faktoriu� i²d
estymo bloke tvarka imama atsitiktin
e, kad bu	tu� galima pa²al-
inti tvarkos i�tak¡. Pavyzdºiui, padangu�, uºd
etu� ant to paties automobilio,
d
ev
ejimasis gali priklausyti nuo padangos pozicijos. Lyginant skirtingus psi-
chologinius testus, to paties asmens rezultatai gali priklausyti nuo testu� atlikimo
tvarkos (nuovargio i�taka), ne tik nuo asmens gabumu�. Kartais randomizacija
bloko viduje negalima. Pavyzdºiui, kraujo spaudimo matavimu� pavyzdyje ne-
galima keisti kraujo spaudimo matavimu� tvarkos.

Tarsime, kad n
era faktoriaus A ir trukdan£iojo faktoriaus B s¡veikos. Taigi
naudojame mi²raus dvifaktor
es dispersin
es analiz
es adityvu�ji� modeli�, kai K = 1
(ºr. 2.6 skyreli�):

Yij = µ+ αi + bj + eij ; (2.10.1)

£ia i � faktoriaus A lygmens numeris, i = 1, ..., I; indeksas j � faktoriaus B
(bloko) numeris, j = 1, ..., J ; parametrai αi tenkina s¡lyg¡

∑
i αi = 0; visi
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atsitiktiniai dydºiai bj ∼ N(0, σ2
B), eij ∼ N(0, σ2) nepriklausomi.

Pagrindinis dispersin
es analiz
es uºdavinys � patikrinti hipotez¦ HA : α1 =
... = αI = 0, kad faktoriaus A i�takos n
era.

Eksperimentu� duomenis (2.10.1) galime interpretuoti ir kaip atsitiktinio vek-
toriaus (Y1, ..., YI)

T ∼ NI(µ,Σ) paprast¡j¡ atsitiktin¦ imti�

(Y11,..., YI1)T , ... (Y1J,..., YIJ)T ,

kurios didumas lygus bloku� skai£iui J .
Vidurkiu� vektorius yra

µ = (µ1, . . . , µI)
T = (µ+ α1, ..., µ+ αI)

T ,

o kovariaciju� matrica

Σ = [σii′ ]I×I , σii = V Yi = σ2
B + σ2, σii′ = Cov (Yi, Yi′) = σ2

B , i 6= i′.

Taigi visos kovariacijos vienodos, o skirtumai Yi−Yi′ , i 6= i′ vienodai pasiskirst¦:
Yi − Yi′ ∼ N(αi − αi′ , 2σ2).

Hipotez
es HA ekvivalenti forma: HA : α1 = ... = αI = 0, t. y. ²i hipotez
e yra
normalaus atsitiktinio vektoriaus (Y1, ..., YI)

T komponen£iu� vidurkiu� lygyb
es
hipotez
e.

Primename, kad I = 2 atveju, kai stebimas dvimatis normalusis atsitiktinis
vektorius su priklausomomis koordinat
emis, vidurkiams palyginti naudojamas
Stjudento kriterijus priklausomoms imtims (ºr. 1 dali�, 3.7.3 skyreli�). Taigi to-
liau pateikt¡ kriteriju� hipotezei HA tikrinti galima interpretuoti kaip Stjudento
priklausomu� im£iu� kriterijaus apibendrinim¡ atvejui, kai stebimo vektoriaus di-
mensija didesn
e uº du.

Neparametriniu atveju, kai neºinomas a. v. (Y1, ..., YI)
T skirstinys, hipotez¦

HA galima tikrinti naudojant Frydmano kriteriju�.

2.10.1.2 Faktoriu� i�takos nebuvimo hipotez
es tikrinimas

Naudosime 2.6 skyrelio paºym
ejimus (imame K = 1):

SSA = J
∑
i

(Ȳi. − Ȳ..)2, SSB = I
∑
j

(Ȳ.j − Ȳ..)2,

SSAB =
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi. − Ȳ.j + Ȳ..)
2,

MSA =
SSA
I − 1

, MSB =
SSB
J − 1

, MSAB =
SSAB

(I − 1)(J − 1)
.

Dispersin
es analiz
es lentel
e gaunama i² 2.6.1 lentel
es atlikus tokius pakeitimus:
vietoje σ2

AB i�ra²omas nulis; vietojeK i�ra²omas 1 ir praleidºiamas ta²kas, atitinkan-
tis indeks¡ k; praleidºiama eilut
e, atitinkanti faktoriu� E.
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2.10.1 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS = SS/ν E(MS)
A SSA I − 1 MSA σ2 + Jσ2

A

B SSB J − 1 MSB σ2 + Iσ2
B

A×B SSAB (I − 1)(J − 1) MSAB σ2

T SST I J -1 - -

Hipotez
e HA : α1 = ... = αI = 0 yra atmetama (ºr. kriteriju� (2.6.8)), kai

FA =
MSA
MSAB

> Fα(I − 1, (I − 1)(J − 1)). (2.10.2)

Norint patikrinti, ar apskritai buvo verta duomenis grupuoti i� blokus, kartais
patikrinama bloko i�takos nebuvimo hipotez
e HB : σ2

B = 0. Ji atmetama, kai

FB =
MSB
MSAB

> Fα(J − 1, (I − 1)(J − 1)). (2.10.3)

�is kriterijus skiriasi nuo (2.6.6) tuo, kad statistikos vardiklyje yra MSAB (vi-
etoje MSE).

2.10.1 pastaba. Jeigu kiekviename bloke kiekvienam faktoriaus A lygme-
niui yra gaunami pakartotiniai matavimai, tai turime piln¡ mi²rios dvifaktor
es
analiz
es plan¡. Tada galima i�vertinti ir faktoriu� s¡veik¡ bei patikrinti s¡veikos
nebuvimo hipotez¦. I² 2.6 skyrelio analiz
es i²plaukia, kad F kriterijus hipotezei
HA : α1 = ... = αI = 0 tikrinti, kai σ2

AB 6= 0, yra apytikslis. Jeigu s¡veikos
nebuvimo hipotez
e yra atmetama, tai, tikrinant hipotez¦HA, kai kuriuose mate-
matin
es statistikos TPP yra numatytos pataisos (Grynhauzo ir Geiserio, Hjuino
ir Feldto, arba apatinio r
eºio; ºr.[13]).

2.10.1 pavyzdys. [14] Tiriama aviºu� derlingumo (kintamasis Y ) priklausomyb
e nuo ju� veisl
es
(faktorius A). Atsitiktinai parenkamos 5 vietov
es (faktorius B) ir kiekvienoje i² ju� auginamos
visos 8 aviºu� veisl
es vienodo didumo sklypeliuose. �iame pavyzdyje faktorius B (blokas)
yra trukdantysis ir jo i�tak¡ pageidautina eliminuoti. Derlingumo duomenys pateikti 2.10.2
lentel
eje.

2.10.2 lentel
e. Statistiniai duomenys

B1 B2 B3 B4 B5

A1 296 357 340 331 348
A2 202 390 431 340 320
A3 437 334 426 320 296
A4 303 319 310 260 242
A5 469 405 442 487 394
A6 345 342 358 300 308
A7 324 339 357 352 220
A8 488 274 401 338 320

Atlik¦ skai£iavimus gauname MSA = 10038, MSB = 6292, 625, MSAB = 2769, 225.

HipotezeiHA tikrinti (eliminuojant bloko i�tak¡) apskai£iuojame santyki� FA = MSA/MSAB =

3, 62. Kadangi P reik²m
e P{F7,28 > 3, 62} = 0, 0066, tai hipotez
e HA atmetama. Nor
edami

atsakyti i� klausim¡, ar vert
ejo skirstyti duomenis i� blokus, tikriname hipotez¦ HB : σ2
B = 0.
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Gauname FB = MSB/MSAB = 2, 27. Kadangi P{F4,28 > 2, 27} = 0, 087, tai bloko i�taka

n
era didel
e ir galbu	t skirstyti duomenis i� blokus nebuvo bu	tina.

2.10.2. Dvifaktor
e blokuotu�ju� duomenu� dispersin
e analiz
e

Daºnai tenka spr¦sti sud
etingesnius uºdavinius, kai tiriama poºymio Y priklau-
somyb
e nuo keleto faktoriu� esant vienam ar keletui trukdan£iu�ju� faktoriu�, kuriu�
i�tak¡ reikia pa²alinti. Pateiksime por¡ pavyzdºiu�.

2.10.2 pavyzdys. Tiriama kvie£iu� derlingumo (poºymis Y ) priklausomyb
e nuo ju� veisl
es

(faktorius A, kurio lygmenys A1, ..., AI) ir nuo auginimo metodikos (faktorius B, kurio lyg-

menys B1, ..., BJ ). Derlingumas gali priklausyti ir nuo kitu� faktoriu�: dirvoºemio savybiu�, kli-

mato s¡lygu� ir pan. Siekiant pa²alinti ju� i�tak¡, i�vairiose ²alies vietov
ese atsitiktinai parenkama

L ºem
es sklypu�. Kiekvienas sklypas padalijamas i� IJ sklypeliu�, kurie aps
ejami skirtin-

gomis kvie£iu� veisl
emis naudojant skirtingas auginimo metodikas pagal kryºmin
es klasi�kaci-

jos schem¡. Tam, kad bu	tu� pa²alinta kitu� nei�skaitytu� faktoriu� i�taka, faktoriu� lygmenu� rinki-

niai parenkami atsitiktinai i² I!J ! galimu� variantu�. Taigi nuo dvifaktor
es dispersin
es analiz
es

dirbtinai pereiname prie trifaktor
es, kurioje faktorius C (vietov
e) yra trukdantysis ir reikia

pa²alinti jo i�tak¡. Natu	ralu tarti, kad faktoriai A ir B yra pastovu	s, o faktorius C � atsitiktinis.

2.10.3 pavyzdys. Tiriama produkcijos i²eigos (poºymis Y ) priklausomyb
e nuo 4 stakliu�

tipu� (faktorius A) ir nuo darbininko (faktorius B). Ta£iau per vien¡ pamain¡ galima at-

likti tik 16 eksperimentu�: 4 darbininkai, dirba su kiekvienomis i² 4 stakliu� 1/4 pamainos

pagal kryºmin
es klasi�kacijos schem¡. Tod
el toks eksperimentas kartojamas keliu� atsitiktinai

parinktu� pamainu� metu. Ir ²iame pavyzdyje nuo dvifaktor
es dispersin
es analiz
es pereiname

prie trifaktor
es pridedant tre£i¡ trukdanti�ji� faktoriu� C � pamain¡. �iame pavyzdyje faktorius

C atsitiktinis, faktorius A pastovus, o faktorius B gali bu	ti pastovus (domina tik 4 eksperi-

mente dalyvaujan£iu� darbininku� i�taka), arba atsitiktinis (darbininkai eksperimentui parenkami

atsitiktinai i² visos ju� aib
es ir mus domina apskritai darbininko i�taka poºymiui Y ).

Nagrin
esime dvifaktor
es dispersin
es analiz
es schem¡, kai yra du pastovu	s
faktoriai A ir B, o ju� lygmenys A1, ..., AI ir B1, ..., BJ . Pridedamas tre£ias
trukdantysis atsitiktinis faktorius C (blokas), kurio lygmenys C1, ..., CL. Kai
lygmuo Cl �ksuotas, eksperimentas atliekamas pagal kryºmin
es dvifaktor
es dis-
persin
es analiz
es klasi�kacijos,kai yra vienas steb
ejimas langelyje, schem¡.

Reikia paºym
eti, kad turime mi²ru�ji� trifaktor
es dispersin
es analiz
es modeli�,
kai yra du pastovu	s faktoriai A ir B bei vienas atsitiktinis faktorius C. Poºymio
Y steb
ejimus numeruosime trimis indeksais: Yijl, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J , l =
1, ..., L; £ia i � faktoriaus A lygmens numeris, j � faktoriaus B lygmens numeris,
l � faktoriaus C (bloko) lygmens numeris.

Naudodami 2.7 skyrelio ºymenis, gauname modeli�

Yijl = µ+ αAi + αBj + aCl + αABij + aACil + aBCjl + aABCijl + eijl, (2.10.4)

kuriame raid
emis µ, α ºymimos konstantos, o raid
emis a, e � atsitiktiniai dydºiai.
Tariama, kad a. d. eijl ∼ N(0, σ2) yra nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklauso
nuo a. d., ºymimu� raid
emis a. Atsitiktiniai dydºiai, ºymimi raid
emis a, nor-
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malieji su nuliniais vidurkiais ir dispersijomis, kurios gali priklausyti nuo a. d.
apibr
eºime esan£iu� pastoviu� faktoriu� indeksu�.

Standartiniu� kvadratu� sumu�, atitinkan£iu� d
estinio (2.10.4) narius (i²skyrus
µ ir eijl), i²rai²kos pateiktos 2.7 skyrelio iliustraciniame pavyzdyje. Tereikia
atlikti tokius pakeitimus: i�ra²yti vietoje K vienet¡ ir praleisti ta²k¡, atitinkanti�
indeks¡ k.

Vidutiniu� kvadratu� sumu�MS vidurkiai E(MS) yra tiesin
es funkcijos paramet-
ro σ2 (su koe�cientu 1) ir parametru� (ºr. 2.7 skyreli�)

σ2
C = V (aCl ), σ2

AC =
1

I − 1

∑
i

V (aACil ), σ2
BC =

1

J − 1

∑
j

V (aBCjl ),

σ2
ABC =

1

(I − 1)(J − 1)

∑
i

∑
j

V (aABCijl ) (2.10.5)

bei parametru�

σ2
A =

1

I − 1

∑
i

(αAi )2, σ2
B =

1

J − 1

∑
j

(αBj )2,

σ2
AB =

1

(I − 1)(J − 1)

∑
i

∑
j

(aABij )2. (2.10.6)

Kadangi SSE = 0, tai n
era galimyb
es i�vertinti parametr¡ σ2. Tod
el tenka
nagrin
eti siauresni� modeli�, turinti� maºesni� parametru� skai£iu�. Natu	ralu pasi-
rinkti prielaid¡, kad parametras σ2

ABC , apibu	dinantis visu� triju� faktoriu� s¡veik¡,
lygus nuliui.

Dispersin
es analiz
es lentel
e gaunama i² lentel
es 2.7.2, praleidus eilut¦, ati-
tinkan£i¡ faktoriu� E, i�ra²ius 0 vietoje σ2

ABC ir vienet¡ vietoje K, bei praleidus
ta²k¡, atitinkanti� indeks¡ k.

2.10.3 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius SS ν MS E(MS)
A SSA I − 1 MSA σ2 + Jσ2

AC + JLσ2
A

B SSB J − 1 MSB σ2 + Iσ2
BC + ILσ2

B

C SSC L− 1 MSC σ2 + IJσ2
C

A×B SSAB (I − 1)(J − 1) MSAB σ2 + Lσ2
AB

A× C SSAC (I − 1)(L− 1) MSAC σ2 + Jσ2
AC

B × C SSBC (J − 1)(L− 1) MSBC σ2 + Iσ2
BC

A×B × C SSABC (I − 1)(J − 1)(L− 1) MSABC σ2

T SST IJLK − 1

Visu� pirma patikrinsime duomenu� skirstymo i� blokus tikslingumo hipotez¦.
Jeigu hipotez
es HAC : σ2

AC = 0, HBC : σ2
BC = 0, apibu	dinan£ios faktoriu�

ir bloko s¡veik¡, yra teisingos, tai atitinkamos kvadratu� sumos i²rei²kiamos
paklaidu� eijl terminais:

SSAC = J
∑
i

∑
l

(ēi.l − ēi.. − ē..l + ē...)
2 ∼ σ2χ2

(I−1)(L−1),
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SSBC = I
∑
j

∑
l

(ē.jl − ē.j. − ē..l + ē...)
2 ∼ σ2χ2

(J−1)(L−1).

Hipotez
es HAC arba HBC atmetamos α lygmens kriterijais, kai atitinkamai
teisingos nelygyb
es

FAC =
MSAC
MSABC

> Fα((I − 1)(L− 1), (I − 1)(J − 1)(L− 1)),

FBC =
MSBC
MSABC

> Fα((J − 1)(L− 1), (I − 1)(J − 1)(L− 1)). (2.10.7)

Paºym
ejus Zl = aCl + ē..l ∼ N(0, σ2
C + σ2/(IJ)), kvadratu� suma SSC ,

apibu	dinanti bloko i�tak¡, turi toki� pavidal¡:

SSC = IJ
∑
l

(Zl − Z̄.)2 ∼ (σ2 + IJσ2
C)χ2

I−1.

Hipotez
e HC atmetama α lygmens kriterijumi, kai teisinga nelygyb
e

FC =
MSC
MSABC

> Fα(L− 1, (I − 1)(J − 1)(L− 1)). (2.10.8)

Remiantis 2.10.3 lentel
es paskutiniuoju stulpeliu, nagrin
ejamu� faktoriu� s¡vei-
kos hipotez
e HAB : σ2

AB = 0 atmetama α lygmens kriterijumi, kai teisinga
nelygyb
e

FAB =
MSAB
MSABC

> Fα((I − 1)(J − 1), (I − 1)(J − 1)(L− 1)). (2.10.9)

Jeigu hipotez
es HAC ir HBC atmetamos, tai i² 2.10.3 lentel
es matome, kad
hipoteziu� HA : σ2

A = 0 ir HB : σ2
B = 0 tikrinimo statistiku� vardikliuose reikia

imti MSAC ir MSBC . Hipotez
es HA ir HB , pa²alinus bloko ir bloko s¡veikos
su faktoriais i�tak¡, atmetamos α lygmens kriterijais, kai teisingos nelygyb
es

FA =
MSA
MSAC

> Fα(I−1, (I−1)(L−1)), FB =
MSB
MSBC

> Fα(J−1, (J−1)(L−1)).

(2.10.10)
Primename (ºr. 2.6 skyreli�), kad ²ie kriterijai yra apytikslieji.

Jeigu hipotez
esHAC irHBC d
el bloko ir faktoriu� s¡veikos neatmetamos (kar-
tais toki¡ prielaid¡ galima padaryti i² anksto remiantis eksperimento s¡lygomis),
tai statistikos vardikliu reik
etu� imti

MS∗E =
SS∗E

(IJ − 1)(L− 1)
, SS∗E = SSAC + SSBC + SSABC =

∑
i

∑
j

∑
l

Y 2
ijl − JL

∑
i

Ȳ 2
i.. − IL

∑
j

Ȳ 2
.j. − IJ

∑
l

Ȳ 2
..l + 2Ȳ 2

... ∼ σ2χ2
(IJ−1)(L−1).

Hipotez
es HA, HB ir HAB atmetamos, pa²alinus adityvi¡ bloko i�tak¡, α lyg-
mens kriterijais, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

F ∗A =
MSA
MS∗E

> Fα(I−1, (IJ−1)(L−1)), F ∗B =
MSB
MS∗E

> Fα(J−1, (IJ−1)(L−1)),
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F ∗AB =
MSAB
MS∗E

> Fα((I − 1)(J − 1), (IJ − 1)(L− 1)). (2.10.11)

Pagaliau, jeigu ne tik σ2
AC = 0, σ2

BC = 0, bet ir adityvioji bloko i�taka
σ2
C = 0, tai turime dvifaktor
es dispersin
es analiz
es modeli�, apra²yt¡ 3.2.1 skyre-

lyje, kuriame kartotinumu� skai£ius kiekviename lngelyje yra K = L. Kriterijai
hipotez
ems HA, HB , HAB tikrinti pateikti (2.2.10) formul
emis.

2.10.2 pastaba. Galimos ir kitos dvifaktor
es blokuotu�ju� duomenu� eksperimen-
tu� schemos. Pavyzdºiui, abu faktoriai A ir B gali bu	ti atsitiktiniai arba vienas
i² ju� atsitiktinis, o kitas �ksuotas. Be to, kiekviename bloke eksperimentai gali
bu	ti atliekami pagal hierarchin
es klasi�kacijos schem¡. Kriterijai faktoriu� i�takai
apibu	dinti eliminuojant bloko i�tak¡ randami anlogi²kai i²nagrin
etam pavyzdºiui.
Pana²iai analizuojami blokuotu�ju� eksperimentu� duomenys, kai faktoriu� skai£ius
didesnis uº du.

2.10.3 pastaba. Bloku� parinkimas taip pat gali bu	ti nulemiamas ne vieno, o
keleto faktoriu�, kurie eksperimente dalyvauja pagal kryºmin
es ar hierarchin
es
klasi�kacijos schemas. Pavyzdºiui, 2.10.2 pavyzdyje gal
ejo dominti produkcijos
i²eigos priklausomyb
e tik nuo stakliu� tipo, o faktorius B (darbininkas) ir fakto-
rius C (pamaina) yra trukdantieji, kuriu� i�tak¡ reikia pa²alinti. Bloku� skai£ius
yra JL (J � dalyvaujan£iu� eksperimente darbininku� skai£ius, L � pamainu�
skai£ius). Kiekviename bloke atliekama po I steb
ejimu� (I � stakliu� tipu� skai£ius);
bendras steb
ejimu� skai£ius n = IJL. Tokiame eksperimente dauguma steb
ejimo
rezultatu� panaudojama bloku� i�takai pa²alintiti. Jeigu faktoriaus A ir faktoriu�
B ir C lygmenu� skai£ius yra vienodas I = J = L = m, tai, pri
emus adityvumo
s¡lygas ir i²d
es£ius eksperimentus pagal lotyni²ku�ju� kvadratu� schem¡, bloku�
skai£iu� galima gerokai sumaºinti. Aptariamame pavyzdyje vietoje n = m3,
reik
etu� atlikti tik n = m2 steb
ejimu� (detaliau, ºr. 2.11 skyreli�).

2.10.4 pastaba. Apskritai kalbant, jeigu bendras faktoriu� skai£ius k yra didelis,
tai reikalingu� atlikti eksperimentu� skai£ius tampa didele problema. Pavyz-
dºiui, jeigu faktoriu� skai£ius k = 10, tai netgi parinkus minimalu� galim¡ visu�
faktoriu� lygmenu� skai£iu�, lygu� 2, kryºmin
es klasi�kacijos schemoje reik
etu� at-
likti n = 210 = 1024 steb
ejimus, o tai realizuoti prakti²kai gali pasirodyti
nei�manoma. Pri
emus adityvumo prielaidas ir i²d
es£ius eksperimentus specialiu
bu	du i� faktoriu� lygmenu� rinkinius, steb
ejimu� skai£iu� galima sumaºinti iki skai-
£iaus, nedaug vir²ijan£io faktoriu� skai£iu� k (detaliau ºr. 4.5 skyreli�).

2.10.3. Nepilni subalansuoti blokai

2.10.3.1 Statistinis modelis

Nagrin
edami atsitiktinius blokus tar
eme, kad bloko didumas sutampa su fakto-
riaus A lygmenu� skai£iumi I. Kartais tenka nagrin
eti atveji�, kai bloko didumas
yra maºesnis uº faktoriaus A lygmenu� skai£iu�.

Pavyzdºiui, tiriant septyniu� padangu� markiu� dilimo greiti�, negalima ant
vieno automobilio sumontuoti visu� septyniu� markiu� padangas. Bloko didum¡
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sudaro keturios padangos, sumontuotos ant vieno automobilio.
Kai bloko didumas k yra maºesnis uº faktoriaus A lygmenu� skai£iu� I, tai

blokas vadinamas nepilnu.
Nagrin
esime konkretu� nepilnu� bloku� sudarymo plan¡, kuris leidºia surasti

paprastus kriterijus pagrindin
ems dispersin
es analiz
es hipotez
ems tikrinti. Tar-
sime, kad yra J bloku�, visu� bloku� dydºiai vienodi ir lygu	s k, k < I, visi faktoriaus
A lygmenys bloke skirtingi, o kiekvienas lygmuo priklauso r bloku�.

Tada bendras steb
ejimu� skai£ius

n = Jk = Ir. (2.10.12)

Be to, tarsime, kad naudojamas subalansuotas nepilnu� bloku� planas: bet kuri
dvieju� faktoriaus A lygmenu� pora aptinkama tame pa£iame skai£iuje s bloku�.
Pavyzdºiui, tiriant 7 markiu� padangu� d
ev
ejim¡si, jos gali bu	ti sumontuotos ant
7 automobiliu� 2.10.4 lentel
eje nurodytu bu	du.

2.10.4 lentel
e. Subalansuotu� bloku� eksperimentu� planas

III I I I II I II
V IV II II III III IV
VI VI V III IV IV V
VII VII VII VI VII V VI

�iuo atveju bloku� skai£ius J = 7, bloko didumas k = 4, faktoriaus A
lygmenu� skai£ius I = 7, kiekvienas lygmuo pasitaiko r = 4 blokuose. Pateiktas
eksperimentu� planas subalansuotas, nes kiekviena faktoriaus A lygmenu� pora
aptinkama vienod¡ skai£iu� s = 2.

Parametras s tenkina s¡ry²i�

s =
r(k − 1)

I − 1
(2.10.13)

I² tikru�ju�, konkretus faktoriaus A lygmuo pasirodo r blokuose. Taigi ²iuose r
blokuose yra rk−k langeliu�, kuriuose minimas lygmuo nepasirodo. Kita vertus,
tokiu� langeliu� skai£ius lygus (I − 1)s, t. y. kitu� faktoriaus A lygmenu� skai£iui,
padaugintam i² parametro s. Prilygin¦ rk − k = (I − 1)s, gauname (2.10.13).

�i� eksperimentu� plan¡ galima interpretuoti kaip atskir¡ dvifaktor
es dispersi-
n
es analiz
es, kai skirtingas steb
ejimu� skai£ius langeliuose, atveji�. Jame Kij = 1,
kai faktoriaus i-asis lygmuo pasirodo j-ajame bloke, ir Kij = 0 prie²ingu atveju.

Lentel
eje 2.10.5 (2.3.2 lentel
es analogas) nurodyti tie langeliai, kuriuose
Kij = 1 pagal eksperimentu� plan¡, pateikt¡ 2.10.4 lentel
eje.
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2.10.5 lentel
e. Nepilnas subalansuotu� bloku� eksperimentu� planas

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7

∑
A1 1 1 1 1 r
A2 1 1 1 1 r
A3 1 1 1 1 r
A4 1 1 1 1 r
A5 1 1 1 1 r
A6 1 1 1 1 r
A7 1 1 1 1 r∑

k k k k k k k n

Steb
ejimus Yij apra²ysime adityviuoju dispersin
es analiz
es modeliu:

Yij = µ+ αi + βj + eij , (i, j) ∈ D,

£ia D � dalyvaujan£iu� eksperimente indeksu� (i, j) aib
e; a. d. eij ∼ N(0, σ2) yra
nepriklausomi.

2.10.3.2 Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai ir hipoteziu� tikrinimas

Pagrindin
e dispersin
es analiz
es faktoriaus A i�takos nebuvimo hipotez
e yra HA :
α1 = ... = αI = 0. Maºiau i�domi trukdan£iojo faktoriaus B (bloko) i�takos
nebuvimo hipotez
e HB : β1 = ... = βJ = 0.

Hipotezes v
el tikriname remdamiesi 1.3.2 teorema. Visu� pirma reikia rasti
parametru� µ, αi, βj MK i�vertinius ir bes¡lygin¦ liekam¡j¡ kvadratin¦ form¡

SSE = min
µ,αi,βj

∑
(i,j)∈D

(Yij − µ− αi − βj)2. (2.10.14)

Eksperimentu� plan¡, kai skirtingas steb
ejimu� skai£ius langeliuose, parinkome
taip, kad, kitaip nei 2.3.4 skyrelyje, parametru� i�vertinius bu	tu� galima parinkti
i²reik²tinio pavidalo.

Paºym
ekime

E =
I(k − 1)

k(I − 1)
.

Koe�cientas E vadinamas plano efektyvumo daugikliu. Kai blokai nepilni k < I,
tod
el E < 1. Jeigu blokai pilni, tai k = I, tod
el E = 1.

2.10.1 teorema. Minimizuojan£ius kvadratin¦ form¡ (2.10.14) parametru� αi
ir βj MK i�vertinius galima parinkti taip:

α̂i =
1

rE
Gi, i = 1, ..., I; β̂j =

1

kE
Hj , j = 1, ..., J ; (2.10.15)

£ia
Gi = Yi. −

1

k

∑
j

KijY.j , Hj = Y.j −
1

r

∑
i

KijYi..
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Kvadratin
e forma SSE apskai£iuojama taip:

SSE =
∑

(i,j)∈D

Y 2
ij − rE

∑
i

α̂2
i −

1

k

∑
j

Y 2
.j =

∑
(i,j)∈D

Y 2
ij − kE

∑
j

β̂2
j −

1

r

∑
i

(Yi.)
2 ∼ σ2χ2

n−I−J+1. (2.10.16)

I�rodymas. Remdamiesi nagrin
ejamu subalansuotu� bloku� eksperimento planu
gauname (ºr. 2.10.5 lentel¦)

Ki. =
∑
j

Kij = r, K.j =
∑
i

Kij = k,
∑
j

K2
ij = r,

∑
j

KijKi′j = s, i 6= i′.

Pasinaudojus ²iomis lygyb
emis ir eliminavus β̂j , kaip ir i�rodant 2.3.2 teo-
rem¡, i�vertiniams α̂i, i = 1, ..., I rasti gaunama lyg£iu� sistema

(1− 1

k
)α̂i −

λ

rk

∑
i′ 6=i

α̂i′ =
1

r
Gi, i = 1, ..., I.

�i lyg£iu� sistema turi be galo daug sprendiniu�. Konkretu� sprendini� parinkime
taip, kad bu	tu� tenkinama s¡lyga α̂1 + ...+ α̂I = 0. Tada gauname

α̂i =
1

rE
Gi, i = 1, ..., I, (2.10.17)

nes

1− 1

k
+

λ

rk
=
r(k − 1) + r(k − 1)/(I − 1)

rk
=
I(k − 1)

k(I − 1)
= E .

Analogi²kai gauname parametru� βj i�vertinius

β̂j =
1

kE
Hj , j = 1, ..., J. (2.10.18)

Liekamoji kvadratin
e forma SSE gaunama i�statant i� (2.10.14) arba (2.10.16)
gautuosius i�vertinius (2.10.17) arba (2.10.18). N

Gri�ºtame prie hipoteziu� HA ir HB tikrinimo. Remiantis 1.3.2 teorema, tikri-
nant hipotez¦ HA reikia rasti s¡lygini� kvadratin
es formos (2.10.14) minimum¡
SSEHA , kai visi αi = 0, ir skirtum¡ SSA = SSEHA − SSE . Turime vien-
faktor
es dispersin
es analiz
es modeli�, kuriame faktoriaus lygmenu� skai£ius yra
J , o steb
ejimu� skai£iai su kiekvienu faktoriaus lygmeniu vienodi ir lygu	s k.
Analogi²kai 2.2.5 teoremai gauname

SSEHA =
∑

(i,j)∈D

(Yij − Ȳ.j)2 =
∑

(i,j)∈D

Y 2
ij −

1

k

∑
j

Y 2
.j

SSA = SSEHA − SSE = rE
∑
i

α̂2
i ∼ σ2χ2

I−1;λA ; (2.10.19)
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necentri²kumo parametras

λA =
rE
σ2

∑
i

α2
i .

Vidutin
es kvadratu� sumos MSA = SSA/(I − 1) vidurkis yra

E(MSA) = σ2 + rEσ2
A, σ2

A =
1

I − 1

∑
i

α2
i . (2.10.20)

Sudarome statistik¡

FA =
SSA(n− I − J + 1)

(I − 1)SSE
=
MSA
MSE

,

kuri, kai teisinga hipotez
e HA, turi Fi²erio skirstini� su I − 1 ir n − I − J + 1
laisv
es laipsniais. Hipotez
e HA atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai teisinga nelygyb
e

FA > Fα(I − 1, n− I − J + 1). (2.10.21)

Analogi²kai, tikrindami hipotez¦ HB , randame

SSB = SSEHB − SSE = kE
∑
j

β̂2
j .

Hipotez
e HB atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai teisinga
nelygyb
e

FB =
SSB(n− I − J + 1)

(J − 1)SSE
=
MSB
MSE

> Fα(J − 1, n− I − J + 1). (2.10.22)

2.10.3.3 Kontrastu� analiz
e

Jeigu hipotez
e HA atmetama, tai atsakingiems uº hipotez
es atmetim¡ kontras-
tams rasti galima naudoti S metod¡. Tuo tikslu reikia rasti kontrasto ψ =∑
i ciαi,

∑
i ci = 0, i�vertinio ψ̂ =

∑
i ciα̂i dispersij¡ V ψ̂.

2.10.2 teorema. Kontrasto ψ =
∑
i ciαi i�vertinio ψ̂ dispersija yra

V ψ̂ =
σ2

rE
∑
i

c2i . (2.10.23)

I�rodymas. I�vertiniai α̂1, ..., α̂I nepaslinktieji, t. y. E(α̂i) = αi, ir tenkina
s¡lyg¡

∑
i α̂i =

∑
i αi = 0. I² simetrijos ai²ku, kad a. d. Gi ir netgi a. v. (Gi,Gi′)T

yra vienodai pasiskirst¦, tod
el i�vertiniai α̂1, ..., α̂I turi vienodas dispersijas ir
kovariacijas. Paºym
ekime

V (α̂i) = θ2, Cov (α̂i, α̂i′) = ρθ2.
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Gauname
V ψ̂ = θ2(

∑
i

c2i + ρ
∑
i6=i′

cici′) =

= θ2(
∑
i

c2i + ρ(
∑
i

ci)
2 − ρ

∑
i

c2i ) = θ2(1− ρ)
∑
i

c2i . (2.10.24)

Kita vertus, paºym
ej¦ α̂i = αi + hi, E(hi) = 0, gausime

E
∑
i

(α̂i − ¯̂α.)
2 =

∑
i

α2
i + E{

∑
i

h2
i − Ih̄2

. } =

=
∑
i

(αi − ᾱ.)2 + θ2(I − 1)(1− ρ),

nes

E(Ih̄2
. ) =

1

I
E(
∑
i

hi)
2 =

1

I
E{
∑
i

h2
i +

∑
i 6=i′

hihi′} = θ2 + (I − 1)ρθ2.

Paºym
ej¦, kad ¯̂α. = ᾱ. = 0, gauname, kad

θ2(1− ρ) =
1

I − 1
E
∑
i

α̂2
i − σ2

A.

I�ra²¦ ²i¡ i²rai²k¡ i� (2.10.24) ir pasinaudoj¦ (2.10.20), gauname (2.10.24). N
Kontrasto ψ i�vertinio ψ̂ dispersijos i�vertiniu imame

V̂ (ψ̂) =
s2

rE
, s2 = MSE .

Sudarant pasikliovimo intervalus (2.1.17) reikia imti ∆2 = (I − 1)Fα(I −
1, n− I − J + 1).

Atsiºvelgiant i� randomizacijos princip¡, atliekant eksperiment¡, faktoriaus
A lygmenys bloko viduje tur
etu� bu	ti i²d
estomi atsitiktinai.

Subalansuotu� nepilnu� bloku� planu� lenteles galima rasti [3].

2.10.4 pavyzdys. Tiriant kineskopo elektros srov
es stiprumo priklausomyb¦ nuo keturiu�
katodo kaitinimo siu	lelio apdorojimo reºimu� (R1, R2, R3, R4), per vien¡ dien¡ galima reali-
zuoti tik tris apdorojimo metodus. Tod
el eksperimentas atliktas pagal nepilnu� subalansuotu�
bloku� schem¡, kurioje blokus atitinka dienos. Steb
ejimo duomenys pateikti 2.10.6 lentel
eje

2.10.6 lentel
e. Statistiniai duomenys

Dienos R1 R2 R3 R4

1 2 � 20 7
2 � 32 14 3
3 4 13 31 �
4 0 23 � 11

Atlik¦ skai£iavimus, gauname MSA = 293, 611, MSB = 2, 056, MSAB = 72, 63. Kadangi

FA = MSA/MSAB = 4, 04 ir P reik²m
e P{F3,5 > 4, 04} = 0, 0834, tai hipotez
e atmetama,

jei reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0834. Tikrindami hipotez¦ HB d
el bloko i�takos, gauname

FB = 0, 03 ir atitinkanti P reik²m
e yra P{F3,5 > 0, 03} = 0, 9928, tai atmesti hipotez¦ HB
n
era pagrindo.



2.11. Lotyni²kieji kvadratai 111

2.11. Lotyni²kieji kvadratai

2.11.1. Statistinis modelis

Vienfaktor
eje blokuotu�ju� duomenu� analiz
eje, kai nagrin
ejama faktoriaus A, tu-
rin£io I lygmenu�, i�taka tiriamam kintamajam Y , ir yra du trukdantieji faktoriai
B ir C, kuriu� lygmenu� skai£iai yra atitinkamai J ir L, tai bloku� skai£ius yra JL
ir matavimu� skai£ius eksperimente yra IJK (ºr. 2.10.3 pastab¡). Aptarsime
vadinam¡ji� lotyni²ku�ju� kvadratu� eksperimentu� plan¡ tam atvejui, kai faktoriu� A,
B ir C lygmenu� skai£iai vienodi: I = J = K =: m. Pagal ²i� plan¡ eksperimentu�
skai£iu� galima sumaºinti iki m2. Planas gali bu	ti naudojamas ir nebu	tinai vien-
faktor
eje blokuotu� duomenu� analiz
eje su dviem trukdan£iais faktoriais, bet ir
dvifaktor
eje blokuotu�ju� duomenu� dispersin
eje analiz
eje, kai yra vienas trukdan-
tysis faktorius, bei trifaktor
eje dispersin
eje analiz
eje be trukdan£iu�ju� faktoriu�.

Lotyni²kuoju kvadratu vadinama lentel
e, turinti m eilu£iu� ir m stulpeliu�,
kuriuose i�ra²yti skai£iai nuo 1 iki m. Skai£iai i²d
estyti taip, kad kiekvienoje
eilut
eje ir kiekviename stulpelyje kiekvienas skaitmuo para²ytas po vien¡ kart¡.

Tai, kad toks skaitmenu� i²d
estymas yra galimas bet kokiam m, iliustruoja
ºemiau pateikta lentel
e.

2.11.1 lentel
e. Standartinis lotynu� kvadratas

1 2 3 ... m
2 3 4 ... 1
3 4 5 ... 2
... ... ... ... ...
m 1 2 ... m− 1

Tarkime, kad i�ra²ytas skaitmuo rodo faktoriaus A lygmeni�, eilut
es numeris �
faktoriaus B lygmeni�, o stulpelio numeris � faktoriaus C lygmeni�. Tokiu bu	du
kiekvien¡ faktoriu� B ir C lygmenu� rinkini� atitinka tik viena tiriamo faktoriaus
A reik²m
e (o ne m reik²miu�, kaip kryºmin
eje klasi�kacijoje).

�is planas atsirado taikant dispersin¦ analiz¦ ºem
es u	kyje.

2.11.1 pavyzdys. Lyginamas m kvie£iu� veisliu� (faktorius A) derlingumas (poºymis Y ).

Siekiant pa²alinti dirvoºemio derlingumo i�tak¡ (²laituose priklausomai nuo vietos dirvoºemio

derlingumas skirtingas, nes skiriasi ne tik derlingos ºem
es sluoksnio gylis, bet ir ap²vietimas,

dr
egm
es kiekis), ºem
es sklypas horizontaliomis ir vertikaliomis linijomis padalijamas i�m2 skly-

peliu�, kurie aps
ejami skirtingomis kvie£iu� veisl
emis pagal lotyni²kojo kvadrato plan¡. Tariant,

kad faktoriu� s¡veikos n
era, eliminuojama trukdan£iu�ju� faktoriu� B (derlingumo kitimas ver-

tikalia kryptimi) ir C (derlingumo kitimas horizontalia kryptimi) i�taka.

2.11.2 pavyzdys. Testuojant tris sensorines programas (faktorius A) ir lyginant ju� efek-

tyvum¡ Y , parenkami trys skirtingi vertintojai (trukdantysis faktorius B) ir kiekvienas i²

ju� ryte, vidurdieni� ir vakare (trukdantysis faktorius C) i�vertina programu� efektyvum¡ pagal

lotyni²kojo kvadrato plan¡.
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2.11.3 pavyzdys. Tiriama keturiu� skirtingu� hormonu� i�taka konkre£iam fermentui karv
es

kraujuje. Skirtingu� karviu� kraujo sud
etis skiriasi, be to, ji ilgainiui kinta. Keturi hormonai

duodami keturioms karv
ems keturiais skirtingais laiko periodais pagal lotyni²kojo kvadrato

plan¡.

2.11.4 pavyzdys. Lyginama penkiu� raketinio kuro paruo²imo metodu� i�taka degimo grei£iui.

Mi²iniai daromi i² ºaliavos, kuri ateina paketais. Paketu� sud
etis gali skirtis. Mi²inius ruo²ia

skirtingi operatoriai. Atsitiktinai parenkami penki operatoriai ir penki ºaliavos paketai ir

kiekvienas operatorius paruo²ia raketini� kur¡ pagal lotyni²kojo kvadrato plan¡.

Sukeitus lotyni²kojo kvadrato bet kurias eilutes arba bet kuriuos stulpelius,
v
el gaunamas lotyni²kasis kvadratas. Keiskime stulpelius taip, kad pirmoje
eilut
eje gautume i² eil
es sura²ytus skaitmenis 1, 2, ...,m. Paskui, keisdami vi-
etomis eilutes (i²skyrus pirm¡j¡), pasieksime, kad pirmajame stulpelyje bu	tu�
i² eil
es sura²yti skaitmenys 1, 2, ...,m. Toks lotyni²kasis kvadratas vadinamas
standartiniu. Taigi i² kiekvieno standartinio lotyni²kojo kvadrato galima gauti
m!(m− 1)! skirtingu� lotyni²ku�ju� kvdratu�.

Pagal randomizacijos princip¡, atliekant eksperiment¡, konkretu� lotyni²k¡ji�
kvadrat¡ reikia pasirinkti atsitiktinai. Tai galima atlikti tokiu bu	du. Atsitikti-
nai parenkame standartini� lotyni²k¡ji� kvadrat¡. Paskui atsitiktinai parenkame
lotyni²k¡ji� kvadrat¡ i² dydºio m!(m − 1)! aib
es, kuri gali bu	ti gaunama i² ²io
standartinio kei£iant vietomis stulpelius ir eilutes.

Lotyni²ku�ju� kvadratu� modelis: a. d. Yijk apra²omi modeliu

Yijk = µ+ αi + βj + γk + eijk, (i, j, k) ∈ D (2.11.1)

£ia indeksai i, j ir k atitinkamai ºymi faktoriu� A,B ir C lygmenu� numerius;
D � dydºio m2 indeksu� aib
e, kurioje indeksai kinta pagal parinkt¡ lotyni²k¡ji�
kvadrat¡; paklaidos eijk ∼ N(0, σ2) nepriklausomos. Parametrai αi, βj ir γk
tenkina s¡lygas

m∑
i=1

αi = 0,

m∑
j=1

βj = 0,

m∑
k=1

γk = 0. (2.11.2)

2.11.2. Parametru� i�vertiniai ir hipoteziu� tikrinimas

Parametro θ = (µ, α1, . . . , αm, β1, . . . , βm, γ1, . . . , γm)T MK i�vertini� randame
minimizuodami kvadratin¦ form¡

SS(θ) =
∑

(i,j,k)∈D

(Yijk − µ− αi − βj − γk)2.

2.11.1 teorema. Parametru� i�vertiniai turi toki� pavidal¡:

µ̂ = Ȳ... =
1

m2

∑
(i,j,k)∈D

Yijk, α̂i = Ȳi.. − Ȳ..., i = 1, ...,m,

β̂j = Ȳ.j. − Ȳ..., j = 1, ...,m, γ̂k = Ȳ..k − Ȳ..., k = 1, ...,m; (2.11.3)
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£ia

Ȳi.. =
1

m

∑
(j,k)∈Di..

Yijk, Ȳ.j. =
1

m

∑
(i,k)∈D.j.

Yijk, Ȳ..k =
1

m

∑
(i,j)∈D..k

Yijk,

o Di.. yra aib
e tokiu� poru� (j, k), kad (i, j, k) ∈ D, o i yra �ksuotas; analogi²kai
apibr
eºiamos aib
es D.j., D..k. Liekamoji kvadratu� suma yra

SSE = SS(θ̂) =
∑

(i,j,k)∈D

(Yijk − µ̂− α̂i − β̂j − γ̂k)2

=
∑

(i,j,k)∈D

(Yijk − Ȳi.. − Ȳ.j. − Ȳ..k + 2Ȳ...)
2 ∼ σ2χ2

(m−1)(m−2). (2.11.4)

I�rodymas. Diferencijuodami kvadratu� sum¡ SS(θ) pagal µ ir prilygin¦
i²vestin¦ 0, gauname lygti�∑

(i,j,k)∈D

(Yijk − µ− αi − βj − γk) = 0.

Sumuojant αi aib
eje D indeksas i kinta nuo 1 iki m. Tod
el remdamiesi
(2.11.2) susumav¦ gauname 0. Analogi²kai gaunama sumuojant βj ir γk. Taigi
parametro µ maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinys

µ̂ = Ȳ... =
1

m2

∑
(i,j,k)∈D

Yijk. (2.11.5)

Diferencijuodami pagal αi ir prilygin¦ i²vestin¦ 0, gauname lygtis∑
(j,k)∈Di..

(Yijk − µ− αi − βj − γk) = 0, i = 1, ...,m.

Pagal lotyni²kojo kvadrato apibr
eºim¡ aib
e Di.. susideda i² tokiu� poru� (j, k),
kad kiekvienas indeksas j ir k i�gyja reik²mes nuo 1 iki m po vien¡ kart¡. Tod
el
sumuodami βj ir γk aib
eje Di.. gausime nuli�. Gauname parametru� αi i�vertinius
(2.11.3). Analogi²kai gauname kitus (2.11.3) i�vertinius.

Liekamoji kvadratin
e forma SSE gaunama i�sta£ius i� SS(θ) gautuosius i�verti-
nius (2.11.3). Gauname:

SSE =
∑

(i,j,k)∈D

(Yijk − µ̂− α̂i − β̂j − γ̂k)2 =

=
∑

(i,j,k)∈D

(Yijk − Ȳi.. − Ȳ.j. − Ȳ..k + 2Ȳ...)
2 ∼ σ2χ2

(m−1)(m−2).

I² tikru�ju�, kadangi neºinomu� parametru� (2.11.1) modelyje yra (3m + 1) − 3 =
3m− 2 (nes 3m+ 1 parametrai µ, αi, βj , γk susieti trimis lygyb
emis (2.11.2)), o
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steb
ejimu� skai£ius m2, tai laisv
es laipsniu� skai£ius yra m2 − (3m − 2) = (m −
1)(m− 2). N

Pereiname prie faktoriu� i�takos nebuvimo hipoteziu� HA : α1 = ... = αm = 0,
HB : β1 = ... = βm = 0, HC : γ1 = ... = γm = 0 tikrinimo.

Remiantis 1.3.2 teorema, tikrinant hipotez¦ HA reikia rasti s¡lygini� kvad-
ratin
es formos SS(θ) minimum¡ SSEHA , kai visi αi = 0, ir skirtum¡ SSA =
SSEHA−SSE . Jei hipotez
e HA teisinga, parametru� µ, βj , γk i�vertiniai sutampa
su (2.11.3). Taigi

SSEHA =
∑

(i,j,k)∈D

(Yijk − µ̂− β̂j − γ̂k)2,

SSA = SSEHA − SSE = m
∑
i

(Ȳi.. − Ȳ...)2. (2.11.6)

Analogi²kai gauname kvadratu� sumas, apibu	dinan£ias faktoriu� B ir C i�tak¡

SSB = m
∑
j

(Ȳ.j. − Ȳ...)2, SSC = m
∑
k

(Ȳ..k − Ȳ...)2. (2.11.7)

Kadangi parametrai αi tenkina lygyb¦ (2.11.2), tai hipotez
e HA gali bu	ti uº-
ra²yta ²itaip HA : α1 = ... = αm−1 = 0, taigi pagal 1.3.1 pastab¡ ir pavidalu
HA : Hθ = 0; £ia H yra (m− 1)× (3m− 2) rango m− 1 matrica. Analogi²kai
uºra²omos hiptez
es HB ir HC . Pagal 1.3.2 teorem¡

SSA/σ
2 ∼ χ2(m−1, λA), SSB/σ

2 ∼ χ2(m−1, λB), SSC/σ
2 ∼ χ2(m−1, λC),

λA = m
∑
i

α2
i , λB = m

∑
j

β2
j , λC = m

∑
k

γ2
k.

Vidutiniu� kvadratu� sumu�

MSA =
SSA
m− 1

, MSB =
SSB
m− 1

, MSC =
SSC
m− 1

,

vidurkiai

E(MSA) = σ2 +mσ2
A, E(MSB) = σ2 +mσ2

B , E(MSC) = σ2 +mσ2
C ;

£ia
σ2
A =

1

m− 1

∑
i

α2
i , σ2

B =
1

m− 1

∑
j

β2
j , σ2

C =
1

m− 1

∑
k

γ2
k.

Gautus rezultatus sura²ome i� dispersin
es analiz
es lentel¦.

2.11.2 lentel
e. Dispersin
es analiz
es lentel
e
Faktorius SS ν MS E(MS)

A SSA m− 1 MSA σ2 +mσ2
A

B SSB m− 1 MSB σ2 +mσ2
B

C SSC m− 1 MSC σ2 +mσ2
C

E SSE (m− 1)(m− 2) MSE σ2
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Hipotez
es HA, HB , HC yra atmetamos reik²mingumo lygmens α kriterijais,
kai statistikos

FA =
MSA
MSE

, FB =
MSB
MSE

, FC =
MSC
MSE

atitinkamai vir²ija Fi²erio skirstinio su m− 1 ir (m− 1)(m− 2) laisv
es laipsniu�
kritin¦ reik²m¦ Fα(m− 1, (m− 1)(m− 2)).

Jeigu kuri nors hipotez
e atmetama, tai kontrastus, atsakingus uº hipotez
es
atmetim¡, galima rasti S metodu. Pavyzdºiui, kontrasto ψ =

∑
i ciαi,

∑
i ci = 0

i�vertinys yra
ψ̂ =

∑
i

ciα̂i =
∑
i

ciȲi...

�io i�vertinio dispersija ir dispersijos i�vertinys

V (ψ̂) =
σ2

m

∑
i

c2i , V̂ (ψ̂) =
s2

m

∑
i

c2i , s2 = MSE . (2.11.8)

Sudarant pasikliovimo intervalus (2.1.17) reikia imti ∆2 = (m − 1)Fα(m −
1, (m− 1)(m− 2)).

Kadangi a. d. Ȳi.. turi vienodas dispersijas, tai pritaikomas ir kontrastu�
palyginimo T metodas.

2.11.5 pavyzdys.[1] Automobiliu� gamykla tiria keturiu� tipu� padangu� kiekvieno i² keturiu�
lengvu�ju� automobiliu� tipu� d
ev
ejimosi greiti�. Eksperimentas atliktas pagal lotyni²ku�ju� kvadratu�
plan¡. Uºregistruota padangos nudilimas (mm) po 10 000 myliu� ridos. Duomenys pateikti
2.11.3 lentel
eje

2.11.3 lentel
e. Statistiniai duomenys

2,12 (II) 1,73 (I) 1,65 (IV) 1,89 (III)
1,83 (III) 2,28 (II) 1,67 (I) 2,01 (IV)
1,83 (IV) 2,27 (III) 2,18 (II) 2,03 (I)
1,85 (I) 1,93 (IV) 2,24 (III) 2,52 (II)

�ioje lentel
eje stulpeliai atitinka automobilius (faktorius A), eilut
es � padangos pad
eti� ant
automobilio (faktorius B); langeliuose nurodytas padangos nusid
ev
ejimas (tiriamasis kinta-
masis Y) ir (skliausteliuose) padangos mark
e (faktorius C).

Atlik¦ skai£iavimus gauname MSA = 0, 0376, MSB = 0, 0670, MSC = 0, 1765 ir MSE =

0, 0143. Tikrindami hipotezes HA, HB , HC gauname statistiku� realizacijas FA = 2, 63,

FB = 4, 69, FC = 12, 36, kurias atitinka P reik²m
es 0,1445, 0,0514, 0,0056. Galima daryti

i²vad¡, kad duomenys prie²tarauja padangos mark
es i�takos nebuvim¡ prielaidai, neprie²ta-

rauja prielaidai, kad automobilis neturi i�takos. Kalbant apie padangos pad
eties ant auto-

mobilio i�tak¡ padangos d
ev
ejimuisi, tai hipotez
e HB atmetama, jei pasirinktas kriterijaus

reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0514.
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2.12. Pratimai

2.1 skyrelis

2.1. Tegu Yij = µ + αi + eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J ; £ia eij yra vienodai pasiskirst¦
n. a. d. ir E(eij) = 0, o parametrai αi tenkina s¡lyg¡

∑
i diαi = 0, kai di ºinomi ir

∑
i di 6= 0.

Raskite parametru� µ ir αi maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertinius.

2.2. Tegu Yij = µi + eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J ; £ia eij yra nepriklausomi ir normalieji
eij ∼ N(0, σ2). a) Raskite hipotez
es H : µ1 = 2µ2 = 3µ3 tikrinimo kriteriju�, kai I = 4.
b) I�rodykite, kad hipotez
es H : µ1 = µ2 tikrinimo F kriterijus, kai I = 2, yra ekvivalentus
Stjudento kriterijui d
el vidurkiu� lygyb
es dviejose normaliosiose imtyse.

2.3. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys i²kvepiamo azoto kieki� Y esant keturioms
skirtingoms dietoms (faktoriaus A lygmenys).

A1 A2 A3 A4

4,079 4,368 4,169 4,928
4,859 5,668 5,709 5,608
3,540 3,752 4,416 4,940
5,047 5,848 5,666 5,291
3,298 3,802 4,123 4,674
4,679 4,844 5,059 5,038
2,870 3,578 4,403 4,905
4,648 5,393 4,496 5,208
3,847 4,374 4,688 4,806

Atlikite duomenu� vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦ ir kontrastu� palyginim¡.

2.4. I² darbininku�, aptarnaujan£iu� didel
es i�mon
es surinkimo konvejeri�, buvo atrinkti 4
darbininkai ir kiekvienam i² ju� buvo uº�ksuotas tam tikros detal
es surinkimo laikas.

Darbininkai Laikas
1 24,2; 22,2; 24,5; 21,1; 22,0;
2 19,4; 21,1; 16,2; 21,2; 21,6; 17,8; 19,6;
3 19,0; 23,1; 23,8; 22,8;
4 19,9; 15,7; 15,2; 19,8; 18,9; 16,1; 16,2; 18,5

Ar skiriasi darbininkai pagal detal
es surinkimo laik¡?

2.5. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys gumos tempiam¡ji� atsparum¡ Y kg/cm2

priklausomai nuo vulkanizavimo laiko X min.

Xi Yij
20 152 152 147 152
25 158 155 146 169
30 149 159 115 152
40 143 121 116 156
60 126 165 153 157

Patikrinkite hipotez¦, kad gumos tempiamasis atsparumas nepriklauso nuo vulkanizavimo
laiko.

2.6. Tiriant retu�ju� elementu� pasiskirstym¡ triaso amºiaus nuogulose netoli Bir²tono, buvo
gauti lentel
eje pateikti rezultatai (g/t) trijuose ²iu� nuogulu� horizontuose (X̄ ir s empiriniai
vidurkiai ir vidutinio kvadratinio nuokrypio i�vertiniai; steb
ejimu� skai£ius atitinkamai I, II ir
III horizontuose yra 136, 77, 111).
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I II III
Elementai X̄ s X̄ s X̄ s

Varis 43 12 47 12 44 22
�vinas 13 4 16 5 22 8
Titanas 3428 701 3531 776 4255 1071

Manganas 940 182 1022 146 828 296
Chromas 74 21 84 22 110 64
Nikelis 44 13 55 16 60 22

Patikrinkite hipotezes, kad elementu� koncentracija visuose trijuose horizontuose yra vie-
noda.

2.2 ir 2.3 skyreliai

2.7. Tegu a. d. eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J yra nepriklausomi ir normalieji eij ∼ N(0, σ2).
I�rodykite, kad kvadratu� sumos∑

i

(ēi. − ē..)2,
∑
i

∑
j

(eij − ēi. − ē.j + ē..)
2

yra nepriklausomos.

2.8. Tegu dvifaktor
es dispersin
es analiz
es schemoje faktoriaus A lygmenu� skai£ius I = 2,
o faktoriaus B lygmenu� skai£ius J ≥ 2; kiekviename langelyje turime po vien¡ steb
ejim¡
Yij , i = 1, 2; j = 1, ..., J . I�rodykite, kad hipotez
es HA tikrinimo F kriterijus yra ekvivalentus
Stjudento kriterijui, grindºiamam skirtumais Zj = Y1j − Y2j , j = 1, ..., J . Tod
el dispersin
es
analiz
es prielaidos gali bu	ti susilpnintos: kriterijus nepakis, jeigu tarsime, kad paklaidu� vek-
toriai (e1j , e2j)

T , j = 1, ..., J yra nepriklausomi ir turi dvimati� normalu�ji� skirstini� su nuliniu
vidurkiu� vektoriumi.

2.9 (2.8 t¦sinys). Lentel
eje pateikti miego trukm
es padid
ejimo duomenys Y1j , naudojant
pirmo tipo migdomuosius vaistus, ir Y2j � naudojant antro tipo migdomuosius vaistus; £ia j
ºymi paciento numeri�, j = 1, ..., 10.

i; j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 +0,7 -1,6 -0,2 -1,2 -1,0 +3,4 +3,7 +0,8 0,0 +2,0
2 +1,9 +0,8 +1,1 +0,1 -0,1 +4,4 +5,5 +1,6 +4,6 +3,4

a) Pri
em¦ normalumo prielaid¡ patikrinkite hipotez¦, kad miego trukm
es padid
ejimo
vidurkiai, naudojant pirmo ir antro tipo migdomuosius, nesiskiria; α = 0, 01.

b) Tarkime, yra ºinoma, kad V (Y1j − Y2j) ≤ 1, 25. Koki� skai£iu� pacientu� reik
etu� tur
eti,
kad tikrinant vidurkiu� lygyb
es hipotez¦, ji bu	tu� atmesta su tikimybe, ne maºesne uº 0,95, kai
miego trukm
es padid
ejimo vidurkiu� skirtumas vir²ija 1 valand¡.

2.10. Tarkime, kad 2.3 pratime tiriame i²kvepiamo azoto kiekio priklausomyb¦ ne tik
nuo dietos (faktorius A), bet ir nuo lyties (faktorius B). Gauti steb
ejimu� duomenys pateikti
lentel
eje [1].

A1 A2 A3 A4

B1 4,079 4,368 4,169 4,928
4,859 5,668 5,709 5,608
3,540 3,752 4,416 4,940

B2 2,870 3,578 4,403 4,905
4,648 5,393 4,496 5,208
3,847 4,374 4,688 4,806

Atlikite dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦. Patikrinkite pagrindines dispersin
es analiz
es hipo-
tezes.

2.11. I² kiekvienos 4 peliu� (faktorius A) palikuoniu� buvo atrinkta po 1 peliuk¡ ir jam
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buvo taikoma viena i² triju� dietu� (faktorius B). Po triju� savai£iu� i²matuotas svorio priaugis
Y [1].

A1 A2 A3 A4

B1 5,2 11,4 4,2 10,7
B2 7,4 13,0 9,5 8,8
B3 9,1 13,8 8,8 13,0

Atlikite dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦ su vienu steb
ejimu langelyje. Remdamiesi Tjukio
kriterijumi patikrinkite s¡veikos nebuvimo hipotez¦.

2.12. Tiriant, kiek a²tuoniu� skirtingu� ru	²iu� aliejaus (faktorius A) sugeria spurgos, ²e²ias
dienas (faktorius B) buvo gaminamos vienodo didumo spurgu� partijos su kiekviena aliejaus
ru	²imi [14].

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8

B1 164 172 177 178 163 163 150 164
B2 177 197 184 196 177 193 179 169
B3 168 167 187 177 144 176 146 155
B4 156 161 169 181 165 172 141 149
B5 172 180 179 184 166 176 169 170
B6 196 190 197 191 178 178 183 167

a) Uºpildykite dispersin
es analiz
es lentel¦ ir patikrinkite pagrindines hipotezes.

b) Jeigu HA atmetama, tai nurodykite kontrast¡, kuris reik²mingai skiriasi nuo 0.

c) Ar naudojant T metod¡ galima nurodyti aliejaus ru	²is, kurias spurgos sugeria skirtingai.

2.13 (2.12 t¦sinys). Tarkime, kad skirtingu� aliejaus ru	²iu� sug
erimo vidurkiai tenkina
s¡lygas µ5 = µ7 = µ8 = µ, µ1 = µ2 = µ6 = µ + 12, µ3 = µ4 = µ + 22. Kokia tikimyb
e
atmesti hipotez¦HA, jeigu paklaidos dispersija lygi 2.12 pratime surastam i�ver£iui (kriterijaus
reik²mingumo lygmuo α = 0, 05)?

2.14 (2.13 t¦sinys). Kadangi 5, 7 ir 8 aliejaus ru	²ys atrodo ekonomi²kiausios, tai tolesni
eksperimentai bus atliekami tik su ²iomis trimis ru	²imis. Kiek eksperimentu� reik
etu� atlikti
tikrinant hipotez¦ H : µ5 = µ7 = µ8 kriterijumi, kai reik²mingumo lygmuo α = 0, 05, kad bet
koki� vidurkiu� skirtum¡, vir²ijanti� 10 vienetu�, gal
etume pasteb
eti su tikimybe, ne maºesne uº
0,8?

2.15. Tiriama konservu� d
eºut
es svorio priklausomyb
e nuo m
esos tiek
ejo (faktorius A)
ir nuo d
eºutes uºpildan£io automato uºpildymo cilindro (faktorius B). I² kiekvieno tiek
ejo
ir kiekvieno cilindro konservu� d
eºu£iu� partijos atsitiktinai atrenkama po 3 d
eºutes. D
eºu£iu�
svoriai (s¡lyginiais vienetais) pateikti lentel
eje [14].

A1 A2 A3 A4 A5

B1 1; 1; 2 4; 3; 5 6; 3; 7 3; 1; 3 1; 3; 3
B2 -1; 3; -1 -2; 1; 0 3; 1; 5 2; 0; 1 1; 0; 1
B3 1; 1; 1 2; 0; 1 2; 4; 3 1; 3; 3 3; 3; 3
B4 -2; 3; 0 -2 0; 1 3; 3; 4 0; 0; 2 0; 1; 1
B5 1; 1; -1 2; 1; 5 0; 1; 2 1; 0; -1 -2; 3; 1
B6 0; 1; 1 0; 0; 3 3; 3; 4 3; 0; 2 3; 1; 2

Uºpildykite dispersin
es analiz
es lentel¦ ir patikrinkite pagrindines hipotezes.

2.16. Eksperimente hibridinius ºiurkiukus maitino hibridin
es ºiurkiu� patel
es. Lentel
eje
pateikti ºiurkiuku� svoriai pra
ejus 28 dienoms nuo gimimo. �iame eksperimente faktorius A
yra maitinan£ios ºiurk
es genotipas, o faktorius B � ºiurkiuku� vados genotipas.
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A1 A2 A3 A4 A1 A2 A3 A4

B1 61,5 55,0 52,5 42,0 B3 37,0 56,3 39,6 50,0
68,2 42,0 61,8 54,0 36,3 69,8 46,0 43,8
64,0 60,2 49,5 61,0 68,0 67,0 61,3 54,5
65,0 52,7 48,2 55,3
59,7 39,6 55,7

B2 60,3 50,8 56,5 51,3 B4 59,0 59,5 45,2 44,8
51,7 64,7 59,0 40,5 57,4 52,8 57,0 51,5
49,3 61,7 47,2 54,0 56,0 61,4 53,0
48,0 64,0 53,0 42,0

62,0 54,0

Atlikite dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦, kai steb
ejimu� skai£iai langeliuose skirtingi. Patik-
rinkite s¡veikos nebuvimo hipotez¦. Patikrinkite faktoriu� A ir B i�takos nebuvimo hipotezes
dviem bu	dais: a) tariant, kad modelis adityvus; b) atsiºvelgiant i� s¡veik¡.

2.17. I�rodykite, kad dvifaktor
eje dispersin
eje analiz
eje, kai I = 2, kvadratu� sumas SSA
ir SSAB galima apskai£iuoti ²itaip:

SSA = JK(Ȳ1.. − Ȳ2..)
2/2,

SSAB = (K
∑
j

(Ȳ1j. − Ȳ2j.)
2 − SSA)/2,

o jei K = 2, tai
SSE =

∑
i

∑
j

(Yij1 − Yij2)2/2.

2.4 skyrelis

2.18. Tegu Yij = µ + ai + eij ir a. d. {ai}, {eij} nepriklausomi, ai ∼ N(0, σ2
A), eij ∼

N(0, σ2);i = 1, ..., I, j = 1, ..., J . Parametrai µ, σ2
A, σ

2 neºinomi. Raskite hipotez
es H :
σ2
A/σ

2 ≤ ∆, kai alternatyva H̄ : σ2
A/σ

2 > ∆, tikrinimo TGN kriteriju�.

2.19. Atsitiktinai parinkus keturis gaminius po 10 kartu� buvo i²matuotas parametras X:

x1 x2 x3 x4 x1 x2 x3 x4

6,34 5,95 5,23 4,55 6,85 6,52 5,52 4,73
6,36 6,04 5,27 4,65 6,91 6,60 5,52 4,78
6,41 6,11 5,32 4,68 6,91 6,62 5,53 4,78
6,42 6,31 5,39 4,68 7,02 6,64 5,60 4,84
6,80 6,36 5,40 4,72 7,12 6,71 5,78 4,86

(a) atlikite vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦ su vienu atsitiktiniu faktoriumi A (jo lygmenys
� gaminiu� numeriai);

(b) raskite ta²kinius ir intervalinius (Q = 0, 95) parametru� µ, σ2
A, σ

2 i�ver£ius;
(c) raskite parametro σ2

A/σ
2 pasikliovimo interval¡ (Q = 0, 95).

2.20. Konservu� fabriko technologiniame procese kiekvienas pjaustantis abrikosus ope-
ratorius buvo stebimas penkis dvieju� minu£iu� laikotarpius. Trijose skirtingose linijose buvo
pjaustomi triju� skirtingu� dydºiu� vaisiai (didesnis numeris rei²kia maºesni� vaisiu�) ir uº�ksuo-
jamas supjaustytu� vaisiu� skai£ius Yij ; i = 1, ..., I yra operatoriaus numeris, o j = 1, ..., 5 ºymi
laikotarpio numeri�. Analiz
es rezultatai atskirai kiekvieno dydºio vaisiams pateikti lentel
eje.

Dydis I Y.. MSA MSE
2 9 53,17 59,72 1,144
3 17 52,26 68,20 2,537
4 17 47,32 78,96 4,926

Tardami, kad yra teisingas modelis Yij = µ + ai + eij , kai a. d. {ai} ir {eij} yra nepri-
klausomi ir normalieji ai ∼ N(0, σ2

A), eij ∼ N(0, σ2), raskite ta²kinius parametru� µ, σ2
A, σ

2

i�ver£ius.
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2.21. Tarkime, kad 2.3 pratime faktorius A yra atsitiktinis. Kaip pasikeis dispersin
e
analiz
e?

2.5 skyrelis

2.22. Tegu Yijk = µ + ai + bj + eijk ir a. d. {ai}, {bj}, {eijk} nepriklausomi, ai ∼
N(0, σ2

A), bj ∼ N(0, σ2
B), eijk ∼ N(0, σ2);i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K. Parametrai

µ, σ2
A, σ

2
B , σ

2 neºinomi. Raskite TGN kriteriju�

a) hipotezei H : τ2 = σ2
A/(σ

2 +Kσ2) ≤ ∆, kai alternatyva H̄ : τ2 > ∆, tikrinti;

b) hipotezei H : σAB/σ
2 ≤ ∆, kai alternatyva H̄ : σ2

AB/σ
2 > ∆, tikrinti.

2.23. Atlikus dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦ su dviem atsitiktiniais faktoriais A ir B, gauta
tokia dispersin
es analiz
es lentel
e

Faktorius ν S̄S
A 24 3 243
B 3 46 659

A×B 72 459
E 1100 243

(a) patikrinkite hipotezes HA, HB , HAB , kai reik²mingumo lygmuo P = 0, 025;

(b) raskite dispersijos komponen£iu� σ2
A, σ

2
B , σ

2
AB , σ

2 i�ver£ius ir ju� dispersiju� i�ver£ius;

(c) apskai£iuokite kiekvienos dispersijos komponent
es apytiksli� pasikliovimo interval¡, kai
pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

2.24. Atlikite dispersin¦ analiz¦ pagal 2.11 pratimo duomenis tar¦, kad abu faktoriai yra
atsitiktiniai.

2.25. Atlikite dispersin¦ analiz¦ pagal 2.15 pratimo duomenis tar¦, kad abu faktoriai yra
atsitiktiniai.

2.6 skyrelis

2.26. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys kuro i²tek
ejimo greiti� i² triju� skirtingu�
tipu� tu	tu� greiti�; matavimus atliko 5 operatoriai, i² kuriu� kiekvienas atliko po 3 matavimus
kiekvienoje tu	toje.

Tu	ta 1 2 3 4 5
A 6 6 -15 26 12 5 11 4 4 21 14 7 25 18 25
B 13 6 13 4 4 11 17 10 17 -5 2 -5 15 8 1
C 10 10 -11 -35 0 -14 11 -10 -17 -12 -2 -16 -4 10 24

(a) atlikite mi²raus modelio, kuriame faktorius A (tu	tos) yra pastovus, o faktorius B
(operatorius) � atsitiktinis dispersin¦ analiz¦;

(b) atlikite analiz¦ laikydami abu faktorius pastoviais. Kuo paai²kinti skirtingus atsaky-
mus, gautus tikrinant hipotez¦, kad rezultatai nepriklauso nuo tu	tu� tipo.

2.27. Lentel
eje pateikta tam tikros medºiagos nepralaidumo vandeniui charakteristika
priklausomai nuo triju� tipu� stakliu� (faktorius A), su kuriomis ji buvo pagaminta, per 9 skirtin-
gas dienas (faktorius B) [14].
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B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9

A1 1,40 1,45 1,91 1,89 1,77 1,66 1,92 1,84 1,54
1,35 1,57 1,48 1,48 1,73 1,54 1,93 1,79 1,43
1,62 1,82 1,89 1,39 1,54 1,68 2,13 2,04 1,70

A2 1,31 1,24 1,51 1,67 1,23 1,40 1,23 1,58 1,64
1,63 1,18 1,58 1,37 1,40 1,45 1,51 1,63 1,07
1,41 1,52 1,65 1,11 1,53 1,63 1,44 1.28 1,38

A3 1,93 1,43 1,38 1,72 1,32 1,63 1,33 1,69 1,70
1,40 1,86 1,36 1,37 1,34 1,36 1,38 1,80 1,84
1,62 1,69 1,49 1,43 1,48 1,49 1,29 1,45 1,75

Atlikite duomenu� dispersin¦ analiz¦, tar¦, kad modelis yra mi²rusis, kuriame faktorius A
yra pastovus, o faktorius B � atsitiktinis.

2.28. Tiriant duju� sunaudojim¡ per devynias savaites (faktorius A) buvo �ksuojamas
duju� sunaudojimas per par¡ kiekvien¡ savait
es dien¡ nuo pirmadienio iki ²e²tadienio imtinai
(faktorius B). Gauti rezultatai (s¡lyginiais vienetais) pateikiami lentel
eje [14].

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9

B1 5 1 -4 5 -13 -8 -2 -4 -10
B2 3 6 -10 -2 -7 -2 -4 2 2
B3 8 4 -14 -3 3 0 5 -11 -12
B4 8 10 -5 -1 4 -2 4 1 -12
B5 4 -1 7 -5 5 -3 -7 -3 -6
B6 3 -9 3 -8 -6 0 -3 8 -1

Atlikite dispersin¦ analiz¦ tar¦, kad faktorius A atsitiktinis, o faktorius B pastovus.

2.29. Atlikite 2.10 pratimo duomenu� analiz¦, tar¦, kad faktorius A yra atsitiktinis, o
faktorius B � pastovus.

2.30. Atlikite 2.12 pratimo duomenu� analiz¦, tar¦, kad faktorius A yra pastovus, o
faktorius B � atsitiktinis.

2.7 skyrelis

2.31. Trifaktor
es dispersin
es analiz
es skirtingu� langeliu� steb
ejimu� vidurkiai µijl, i =
1, 2, 3; j = 1, 2, 3; l = 1, 2, pateikti lentel
ese

C1 B1 B2 B3 C2 B1 B2 B3

A1 5 6 10 A1 9 7 14
A2 7 7 1 A2 9 6 3
A3 6 5 7 A3 9 5 10

I�rodykite, kad visu� triju� faktoriu� s¡veika A×B × C yra lygi 0.

2.32. Nagrin
ejame tiesini� modeli� Yijk = µijk + eijk, i = 1, ..., I; j = 1, ..., J ; k = 1, ...,K,
kuriame {eijk} yra nepriklausomi normalieji eijk ∼ N(0, σ2) a. d. Tarkime, vidurkiai µijk
tenkina s¡lyg¡

µijk = µ̄... + (µ̄i.. − µ̄...) + (µ̄ij. − µ̄i..) + (µ̄..k − µ̄...) =

= µ+ αi + βij + γk.

Raskite parametru� µ, αi, βij , γk i�vertinius. Sukurkite kriteriju� hipotezei HA : αi = 0, i =
1, ..., I.

2.33. Sudarykite trifaktor
es dispersin
es analiz
es lentel¦, kai visi trys faktoriai yra atsitik-
tiniai. Sukurkite kriterijus pagrindin
ems hipotez
ems tikrinti.

2.34. Tarkime, pilnoje dispersin
es analiz
es schemoje,kai vienodas steb
ejimu� skai£ius
langelyje, faktorius A turi I lygmenu�. Steb
ejimu� aritmetinius vidurkius, gautus suvidurki-
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nus pagal visu� kitu� faktoriu� lygmenis, paºym
ekime Ȳ1, ..., ȲI . Tegu ²ie vidurkiai padalyti i�
dvi didumo I1 ir I2, I1 + I2 = I aibes Ȳ1, ..., ȲI1 ir ȲI1+1, ..., ȲI , o Ȳ (1) ir Ȳ (2) yra ²iu� aibiu�
vidurkiai. I�rodykite, kad

I∑
i=1

(Ȳi − Ȳ.)2 =

I1∑
i=1

(Ȳi − Ȳ (1))2 +
I∑

i=I1+1

(Ȳi − Ȳ (2))2 + I1I2(Ȳ (1) − Ȳ (2))2/I.

2.35. Apibendrinkite 2.34 pratim¡, kai vidurkiai Ȳ1, ..., ȲI padalijami i� tris nesikertan£ias
aibes.

2.36. Lentel
eje pateikti duomenys, apibu	dinantys betonini� keli¡ priklausomai nuo padengi-
mo storio (faktorius A), nuo pagrindo storio (faktorius B) ir nuo papildomo (apatinio) pagrindo
storio (faktorius C). Allikta po du matavimus kiekvieno i² 27 kelio variantu� ([7]).

A1 A2 A3

B1 B2 B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3

C1 2,8 4,3 5,7 4,1 5,4 6,7 6,0 6,3 7,1
2,6 4,5 5,3 4,4 5,5 6,9 6,2 6,5 6,9

C2 4,1 5,7 6,9 5,3 6,5 7,7 6,1 7,2 8,1
4,4 5,8 7,1 5,1 6,7 7,4 5,8 7,1 8,4

C3 5,5 7,0 8,1 6,5 7,7 8,8 7,0 8,0 9,1
5,3 6,8 8,3 6,7 7,5 9,1 7,2 8,3 9,0

Atlikite trifaktor¦ analiz¦ su trimis pastoviais faktoriais.

2.37. Lentel
eje pateikiama izoliacijos kokyb
es charakteristikos priklausomai nuo keturiu�
faktoriu�: A � padengimo tipas; B � temperatu	ra; C � sl
egis; D � skirtingos plienin
es panel
es,
kurios buvo naudojamos eksperimente [14].

A1 A1 A1 A1 A2 A2 A2 A2

B1 B1 B2 B2 B1 B1 B2 B2

C1 C2 C1 C2 C1 C2 C1 C2

D1 0,25 0,16 0,30 0,27 0,41 0,10 0,13 0,06
D2 0,36 0,002 0,18 0,03 0,28 0,04 0,06 0,03
D3 0,36 0,06 0,44 0,13 0,33 0,03 0,19 0,04
D4 0,25 0,10 0,34 0,04 0,21 0,01 0,20 0,01

A3 A3 A3 A3 A4 A4 A4 A4

B1 B1 B2 B2 B1 B1 B2 B2

C1 C2 C1 C2 C1 C2 C1 C2

D1 0,44 0,24 0,22 0,18 0,43 0,27 0,26 0,21
D2 0,65 0,08 0,14 0,36 0,62 0,03 0,51 0,03
D3 0,42 0,49 0,17 0,25 0,47 0,28 0,21 0,25
D4 0,47 0,14 0,36 0,19 0,52 0,07 0,32 0,38

Atlikite dispersin¦ analiz¦, tar¦, kad visu� keturiu� faktoriu� s¡veika ir s¡veikos po tris fak-
torius yra lygios 0.

2.8 - 2.11 skyreliai

2.38. Lentel
eje pateikta keturiu� atspaudu� charakteristikos (s¡lyginiais vienetais) priklau-
somai nuo keturiu� galvu£iu� skirtinguose spausdinimo i�renginiuose [14].

A1 A2 A3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
6 13 1 7 10 2 4 0 0 10 8 7
2 3 10 4 9 1 1 3 0 11 5 2
0 9 0 7 7 1 7 4 5 6 0 5
8 8 6 9 12 10 9 1 5 7 7 4
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A4 A5

13 14 15 16 17 18 19 20
11 5 1 0 1 6 3 3
0 10 8 8 4 7 0 7
6 8 9 6 7 0 2 4
4 3 4 5 9 3 2 0

Atlikite dispersin¦ analiz¦, tar¦, kad faktorius B (galvut
es) yra sugrupuotas pagal faktoriu�
A (spausdinimo i�renginiai); galvu£iu� numeriai yra antroje lentel
es eilut
eje. Faktoriu� B laikyti
atsitiktiniu, o skirtingas kopijas interpretuoti kaip matavimo kartotinum¡.

2.39. Lentel
eje pateikti duomenys apie kondensatorinio popieriaus poringum¡ priklau-
somai nuo partijos (faktorius A) ir nuo atsitiktinai i² partijos atrinkto rulono (faktorius B).
Kiekvien¡ kart¡ atlikta po tris matavimus [7].

A1 A2 A3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1,5 1,5 2,7 3,0 1,9 2,3 1,8 1,9 2,5 3,2 1,4 7,8
1,7 1,6 1,9 2,4 1,5 2,4 2,9 3,5 2,9 5,5 1,5 5,2
1,6 1,7 2,0 2,6 2,1 2,4 4,7 2,8 3,3 7,1 3,4 5,0

Atlikite dispersin¦ analiz¦, tar¦, kad faktorius B (rulonai) yra sugrupuotas pagal faktoriu�
A (partijos); rulonu� numeriai yra antroje lentel
es eilut
eje. Abu faktorius laikyti atsitiktiniais.

2.40. Atliekant eksperiment¡ 9 ju	ru� kiaulyt
es (faktorius B) atsitiktinai buvo suskirstytos i�
grupes po 3 ir patalpintos i� skirtingus narvelius. Kiekvieno narvelio gyvu	nai buvo apru	pinami
skirtingai NO2 lygiais (faktorius A); A1 � kontrolinis; A2 � dvigubai didesnis uº norm¡; A3

� trigubai didesnis uº norm¡. Po savait
es buvo atlikta po du kintamojo Y (arterinis PH)
matavimus [1].

B1 B2 B3

A1 7,08; 7,02 7,04; 7,07 7,07; 6,98
A2 7,29; 7,18 7,42; 7,32 7,08; 7,28
A3 7,74; 7,54 7,53; 7,50 7,51; 7,63

I²tirti kintamojo Y priklausomyb¦ nuo faktoriaus A, tariant, kad faktorius B sugrupuotas
pagal faktoriu� A.

2.41. Keturios pel
es turi po 3 peliukus. Pel
es atsitiktinai suskirstytos i� 2 grupes po dvi.
Pirmos grup
es peliukams taikoma pirmoji dieta, o antrosios � antroji dieta. Po triju� savai£iu�
uºregistruotas peliuku� svorio prieaugis Y [1].

Dieta Pel
e Y Dieta Pel
e Y
Pirmoji 1 11,8 10,5 12,5 Antroji 3 7,4 9,7 8,2

2 12,3 15,5 11,4 4 7,2 8,6 7,1

Parinkite tinkam¡ dispersin
es analiz
es schem¡ ir uºpildykite dispersin
es analiz
es lentel¦.
Patikrinkite pagrindines dispersin
es analiz
es hipotezes.

2.42. Uºpildykite trifaktor
es dispersin
es analiz
es lentel¦, kai faktoriai A ir B dalyvauja
eksperimente pagal kryºmin
es klasi�kacijos schem¡, o faktoriaus C lygmenys yra sugrupuoti
pagal faktoriu� A ir B lygmenu� kombinacijas.

2.43. Penkiolikai pacientu� matuotas fermento kiekis i² karto po ²irdies operacijos (D0),
pra
ejus vienai dienai (D1), dviem dienoms (D2) ir savaitei (D7) po operacijos.
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Pacientas D0 D1 D2 D7 Pacientas D0 D1 D2 D7

1 108 63 45 42 9 106 65 49 49
2 112 75 56 52 10 110 70 46 47
3 114 75 51 46 11 120 85 60 62
4 129 87 69 69 12 118 78 51 56
5 115 71 52 54 13 110 65 46 47
6 122 80 68 68 14 132 92 73 63
7 105 71 52 54 15 127 90 73 68
8 117 77 54 61

Patikrinkite, ar fermento lygis kinta po ²irdies operacijos. Atlikite kontrastu� analiz¦.

2.44. Eksperimento metu buvo tirtas penkiu� ru	²iu� daºu� (faktorius A), naudojamu� ke-
liams ºenklinti, tinkamumas. Atsitiktinai atrinkus a²tuonias vietoves (faktorius B; blokas) ir
taikant randomizuot¡ daºu� naudojimo tvark¡, kiekvienai vietovei buvo naudojama kiekviena
daºu� ru	²is. Pra
ejus tam tikram laikui po nudaºymo, buvo vertinamas daºu� tinkamumas
atsiºvelgiant i� atsparumo ir matomumo charakteristikas (kuo didesn
e reik²m
e, tuo geresnis
i�vertinimas) [10]. Atlikite blokuotu�ju� duomenu� dispersin¦ analiz¦.

DaºaiVieta
1 2 3 4 5

1 11 13 10 18 15
2 20 28 15 30 18
3 8 10 8 16 12
4 30 35 27 41 28
5 14 16 13 22 16
6 25 27 26 33 25
7 43 46 41 55 42
8 13 14 12 20 13

2.45. Sudarykite dispersin
es analiz
es lentel¦, kai eksperimentas atliekamas pagal lotyni²-
ku�ju� kvadratu� schem¡ ir visi trys faktoriai yra atsitiktiniai.

2.46. Tiriant penkiu� tipu� (A, B, C, D, E) elektrodus eksperimento metu buvo pradeginta
po 5 skylutes 5 metalo juostose. Ekaperimentas atliktas pagal lotyni²kojo kvadrato schem¡,
kurioje eilut
es atitinka metalo juostas, stulpeliai � skylut
es pad
eti� metalo juostoje, o elektrodo
tipas nurodytas skliausteliuose. Registruojama skylut
es pradeginimo laikas [7].

3,5 (A) 2,1 (B) 2,5 (C) 3,5 (D) 2,4 (E)
2,6 (E) 3,3 (A) 2,1 (B) 2,5 (C) 2,7 (D)
2,9 (D) 2,6 (E) 3,5 (A) 2,7 (B) 2,9 (C)
2,5 (C) 2,9 (D) 3,0 (E) 3,3 (A) 2,3 (B)
2,1 (B) 2,3 (C) 3,7 (D) 3,2 (E) 3,5 (A)

Atlikite duomenu� analiz¦ ir uºpildykite dispersin
es analiz
es lentel¦. Ar galima tvirtinti,
kad elektrodu� tipai skiriasi?

2.47. Tiriant tam tikros ank²tin
es kultu	ros ²e²iu� veisliu� (A, B, C, D, E, F) derlingum¡,
eksperimentas atliktas pagal lotyni²kojo kvadrato schem¡. Lentel
eje nurodyti gauti der-
lingumo rodikliai, o kultu	ros veisl
e nurodyta skliausteliuose [14].

220 (B) 98 (F) 149 (D) 92 (A) 282 (E) 169 (C)
74 (A) 238 (E) 153 (B) 228 (C) 48 (F) 188 (D)
118 (D) 279 (C) 118 (F) 272 (E) 176 (B) 65 (A)
295 (E) 222 (B) 54 (A) 104 (D) 213 (C) 163 (F)
187 (C) 90 (D) 242 (E) 96 (F) 66 (A) 122 (B)
90 (F) 124 (A) 195 (C) 109 (B) 79 (D) 211 (E)

Atlikite duomenu� dispersin¦ analiz¦, taip pat atlikite kultu	ru� porinius palyginimus nau-
dodami T metod¡.
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2.48. Eksperimenti²kai buvo tirta keturiu� gumos mi²iniu� i�taka automobiliu� padangu�
atsparumui. Gamybos procese vienai padangai galima panaudoti iki triju� mi²iniu�. Padanga
(blokas) buvo suskirstyta i� tris dalis (bloko dydis k = 3) ir skirtingi mi²iniai naudoti skirtingose
padangos dalyse. Eksperimentui naudotos keturios padangos. Tam tikru bu	du buvo i²matuo-
tas padangos nusid
ev
ejimo lygis [11].

Gumos mi²inysPadanga
1 2 3 4

1 238 238 279 �
2 196 213 � 308
3 254 � 334 367
4 � 312 421 412

Ar galima tvirtinti, kad gumos mi²iniu� i�taka automobiliu� padangu� atsparumui skiriasi?

2.49. Reikia palyginti televizoriu� ry²kumo i�vertinim¡, gaut¡ keturiu� operatoriu� (A, B, C, D).
Per vien¡ dien¡ eksperimente gali dalyvauti tik trys operatoriai. Duomenys pateikti lentel
eje
[7].

OperatoriusDiena
A B C D

1 780 820 800 �
2 950 � 920 940
3 � 880 880 820
4 840 780 � 820

Atlikite duomenu� analiz¦. Ar galima tvirtinti, kad operatoriu� i�vertinimai skiriasi?

2.50. Penkioms skalbimo priemon
ems (A, B, C, D, E) palyginti buvo atliktas toks eksperi-
mentas. Skalbimo priemon
es buvo lyginamos plaunant specialiai uºter²tas l
ek²tes blokuose po
tris rezervuarus su skirtingomis skalbimo priemon
emis. Lentel
eje pateiktas i²plautu� vienodu
skalbimo priemon
es kiekiu l
ek²£iu� skai£ius [14].

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 27 28 30 31 29 30 � � � �
B 26 26 29 � � � 30 21 26 �
C 30 � � 34 32 � 34 31 � 33
D � 29 � 33 � 34 31 � 33 31
E � � 26 � 24 25 � 23 24 26

Atlikite duomenu� analiz¦. Ar galima tvirtinti, kad skalbimo priemon
es skiriasi?

2.13. Atsakymai ir nurodymai

2.1. Tarkime, kad dI 6= 0. Tada αI = −
∑I−1
i=1 αidi/dI . Paºym
ej¦ Y = (Y11, ..., Y1J , Y21, ...,

YIJ )T ir β = (µ, α1, ..., αI−1)T , gauname tiesini� modeli� Y = Aβ + e; β̂ = (ATA)−1ATY .
2.2. Hipotez
e atmetama, kai F = (SSEH − SSE)2(J − 1)/SSE > Fα(2, 4(J − 1)); £ia
SSE =

∑
i

∑
j(Yij − Ȳi.)2, SSEH − SSE = J [(Ȳ1. − Ỹ )2 + (Ȳ2. − Ỹ /2)2 + (Ȳ3. − Ỹ /3)2],

Ỹ = (6Ȳ1. + 3Ȳ2. + 2Ȳ3.)/11. 2.3. Statistika (2.1.9) i�gijo reik²m¦ 3,2114; hipotez
e atmetama
kriterijumi, kurio reik²mingumo lygmuo α > pv = P{F3;32 > 3, 2114} = 0, 0359. 2.4. Statis-
tika (2.1.9) i�gijo reik²m¦ 9,9285; hipotez
e atmetama kriterijumi, kurio reik²mingumo lygmuo
α > pv = P{F3;20 > 9, 9285} = 0, 00032. 2.5. Statistika (2.1.9) i�gijo reik²m¦ 1,3574;
P{F4;15 > 1, 3574} = 0, 2950; atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. 2.6. Statistika (2.1.9), kuri
esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� su 2 ir 321 laisv
es laipsniu, i�gijo atitinkamai
reik²mes: 1,538; 72,507; 31,009; 18,312; 23,904; 27,724. Duomenys neprie²tarauja prielaidai,
kad vario koncentracija yra vienoda; kitu� elementu� koncentraciju� vienodumo hipotez
es atmeta-
mos kriterijais su auk²tais reik²mingumo lygmenimis. 2.9. a) Statistika, kuri esant teisingai
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hipotezei turi Fi²erio skirstini� su 1 ir 9 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 21,824; hipotez
e at-
metama kriterijumi, kurio reik²mingumo lygmuo α > P{F1,9 > 21, 824} = 0, 0012; b) n ≥ 32.
2.10. Gauname statistiku� realizacijas FA = 2, 48, FB = 0, 68, FAB = 0, 03, kurias atitinka
P reik²m
es 0, 0980, 0, 4228, 0, 9930. 2.11. Tjukio kriterijaus statistikos realizacija Fγ i�gijo
reik²m¦ 0, 7234; P{F1;5 > 0, 7234} = 0, 4339; atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. Statistika
FA i�gijo reik²m¦ 9, 01, o statistika FB � reik²m¦ 4, 61. Hipotez
e HA atmetama kriterijumi,
kurio reik²mingumo lygmuo α > P{F3;6 > 9, 01} = 0, 0122. Hipotez
e HB atmetama kri-
terijumi, kurio reik²mingumo lygmuo α > P{F2;6 > 4, 61} = 0, 0613. 2.12. a) Tjukio
kriterijaus statistikos realizacija Fγ i�gijo reik²m¦ 2, 2754; P{F1;34 > 2, 2754} = 0, 1407; at-
mesti hipotez¦ n
era pagrindo. Statistika FA i�gijo reik²m¦ 9, 11, o statistika FB � reik²m¦
15, 31. Hipotez
es HA ir HB atmetamos kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu.
2.13. ≈ 1. 2.14. n ≥ 12. 2.15. Gauname statistiku� realizacijas FA = 8, 31, FB = 5, 94,
FAB = 1, 29, kurias atitinka P reik²m
es 0, 000021, 0, 0002, 0, 2206. 2.16. Statistika FAB i�gijo
reik²m¦ 1, 92, j¡ atitinka P reik²m
e 0, 0807; a) Gauname statistiku� realizacijas FA = 4, 54,
FB = 0, 42, kurias atitinka P reik²m
es 0, 0066, 0, 7362; b) FA = 4, 40, FB = 0, 26; P reik²m
es
0, 0085, 0, 8546. 2.18. Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi, kai FA = MSA/MSE >
(1 + J∆)Fα(I − 1, I(J − 1)). 2.19. a) FA = 161, 81; b) µ̂ = 5, 82; (µ; µ) = (4, 38; 7, 26);

σ̂2 = 0, 0504; (σ̂2; σ̂2) = (0, 033; 0, 085); σ̂2
A = 0, 8105; (σ̂2

A; σ̂2
A) = (0, 257; 11, 33); c)

(4, 5; 227, 3). 2.20. Pagal pirmos eilut
es duomenis: µ̂ = 53, 17; σ̂2 = 1, 144; σ̂2
A = 11, 715;

pagal antros eilut
es duomenis: µ̂ = 52, 26; σ̂2 = 2, 537; σ̂2
A = 13, 133; pagal tre£ios eilut
es

duomenis: µ̂ = 47, 32; σ̂2 = 4, 926; σ̂2
A = 14, 807. 2.21. Kriterijus i²liks toks pat, ta£iau

kriterijaus galia bus i²rei²kiama centrinio Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija. 2.22. a)
Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi, kai FA = MSA/MSAB > (1 + JK∆)Fα(I −
1, (I − 1)(J − 1)); b) Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi, kai FAB = MSAB/MSE >
(1 + K∆)Fα((I − 1)(J − 1), IJ(K − 1)). 2.23. a) Gauname FA = 21, 196, FB = 2439, 686,
FAB = 28, 846; visos trys hipotez
es atmetamos. b) σ̂2 = 0, 221; σ̂2

AB = 0, 559; σ̂2
A = 2, 926;

σ̂2
B = 56, 533; V̂ (σ̂2) = 0, 000089; V̂ (σ̂2

AB) = 0, 00933; V̂ (σ̂2
A) = 0, 7865; V̂ (σ̂2

B) = 2132, 415.
c) Taikydami normali¡j¡ aproksimacij¡ gauname parametru� σ2

A, σ
2
B , σ

2
AB , σ

2 pasikliovimo in-
tervalus: (1, 188; 4, 664), (0; 147, 042), (0, 370; 0, 748), (0, 203; 0, 239). 2.24. Statistika FA
i�gijo reik²m¦ 9, 01, o statistika FB � reik²m¦ 4, 61. Hipotez
e HA atmetama kriterijumi,
kurio reik²mingumo lygmuo α > P{F3;6 > 9, 01} = 0, 0122. Hipotez
e HB atmetama kri-
terijumi, kurio reik²mingumo lygmuo α > P{F2;6 > 4, 61} = 0, 0613. 2.25. Gauname
statistiku� realizacijas FA = 6, 44, FB = 4, 60, FAB = 1, 29, kurias atitinka P reik²m
es
0, 0017, 0, 0059, 0, 2206. 2.26. a) Gauname statistiku� realizacijas FA = 4, 04, FB = 2, 63,
FAB = 2, 46, kurias atitinka P reik²m
es 0, 0613, 0, 0537, 0, 0534; b) FA = 9, 92, FB = 2, 63,
FAB = 2, 46; P reik²m
es 0, 0005, 0, 0537, 0, 0534. 2.27. Gauname statistiku� realizacijas
FA = 6, 29, FB = 1, 05, FAB = 2, 39, kurias atitinka P reik²m
es 0, 0097, 0, 4116, 0, 0087.
2.28. Gauname statistiku� realizacijas FA = 1, 94, FB = 0, 49, kurias atitinka P reik²m
es
0, 0801, 0, 7813. 2.29. FA = 2, 48, FB = 23, 21, FAB = 0, 03; P reik²m
es 0, 0980, 0, 0170,
0, 9930. 2.30. Statistika FA i�gijo reik²m¦ 9, 11, o statistika FB � reik²m¦ 15, 31. Hipotez
es
HA ir HB atmetamos kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. 2.32. µ̂ = Ȳ...,
α̂i = Ȳi.. − Ȳ..., β̂ij = Ȳij. − Ȳi.., γ̂k = Ȳ..k − Ȳ...; hipotez
e HA atmetama α lygmens krite-
rijumi, kai (SSEHA − SSE)(IJK − IJ −K + 1)/(I − 1)SSE > Fα(I − 1, (IJ − 1)(K − 1));
SSE =

∑
i

∑
j

∑
k(Yijk− Ȳij.+ Ȳ..k− Ȳ...)2; SSEHA =

∑
i

∑
j

∑
k(Yijk− Ȳij.− Ȳi..+ Ȳ..k)2.

2.33. Hipotez
e HABC atmetama, kaiMSABC/MSE > Fα((I−1)(J−1)(L−1), IJL(K−1));
hipotez
e HAB atmetama, kai MSAB/MSABC > Fα((I − 1)(J − 1), (I − 1)(J − 1)(L − 1)):
analogi²kai hipoteziu� HAC ir HBC atvejais; neegzistuoja tokie du MS, kad ju� vidurkiai
sutaptu� esant teisingai hipotezei HA; remiantis 2.7.2 pastaba hipotez
e HA atmetama apy-
tiksliu Fi²erio kriterijumi, kai MSA/(MSAB −MSAC −MSABC) > Fα(I − 1, ν̃); £ia ν̃ =
(MSAB + MSAC −MSABC)2/[(MSAB)2/((I − 1)(J − 1)) + (MSAC)2/((I − 1)(L − 1)) +
(MSABC)2/((I−1)(J−1)(L−1))]; analogi²kai tikrinamos hipotez
es HB ir HC . 2.36. Statis-
tika FA i�gijo reik²m¦ 480, 47, statistika FB � reik²m¦ 903, 91, statistika FC � reik²m¦ 786, 43,
statistika FAB � reik²m¦ 17, 48, statistika FAC � reik²m¦ 17, 91. Hipotez
es HA, HB , HC ,
HAB ir HAC atmetamos kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. Statistika FBC
i�gijo reik²m¦ 2, 62, statistika FABC � reik²m¦ 4, 72. Hipotez
e HBC atmetama kriterijumi,
kurio reik²mingumo lygmuo α > P{F4;27 > 2, 62} = 0, 0571. Hipotez
e HABC atmetama
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kriterijumi, kurio reik²mingumo lygmuo α > P{F8;27 > 4, 72} = 0, 0011. 2.37. Gauname
statistiku� realizacijas FA = 9, 12, FB = 5, 72, FC = 46, 50, FD = 0, 54, kurias atitinka P
reik²m
es 0, 0002, 0, 0227, 8, 85× 10−8, 0, 6560. Gauname statistiku� realizacijas FAB = 1, 44,
FAC = 0, 79, FAD = 0, 34, kurias atitinka P reik²m
es 0, 2475, 0, 5070, 0, 9539. Gauname
statistiku� realizacijas FBC = 10, 32, FBD = 0, 82, FCD = 1, 82, kurias atitinka P reik²m
es
0, 0029, 0, 4897, 0, 1627. 2.38. FA = 0, 60, FB(A) = 1, 76; P reik²m
es 0, 6700, 0, 0625. 2.39.
FA = 3, 39, FB(A) = 4, 45; P reik²m
es 0, 0798, 0, 0016. 2.40. FA = 46, 78, FB(A) = 1, 27;
P reik²m
es 0, 0002, 0, 3590. 2.41. Hierarchin
es klasi�kacijos modelis. Faktoriaus B (pel
e)
lygmenys yra sugrupuoti pagal faktoriaus A (dieta) lygmenis. Abu faktoriai pastovu	s. Gau-
name statistiku� realizacijas FA = 28, 67, FB(A) = 1, 08, kurias atitinka P reik²m
es 0, 0007,
0, 3838. 2.43. Statistikos realizacija 1301,7. Prielaida, kad fermento lygis nekinta po ²irdies
operacijos atmetama kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. 2.44. Faktorius
A (daºu� ru	²is) yra �ksuotasis. Blokus (faktorius B; atsitiktinis) sudaro penki daºu� tinka-
mumo i�vertinimai atlikti toje pa£ioje vietov
eje. Gauname statistiku� realizacijas FA = 157, 92,
FB = 30, 42. Hipotez
es HA ir HB atmetamos kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lyg-
meniu. 2.46. Gauname statistikos realizacij¡ 15,83. Hipotez
e, kad elektrodu� tipai vienodi,
atmetama kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. 2.47. Gauname statistikos
realizacij¡ 19,63. Hipotez
e, kad veisliu� derlingumas vienodas, atmetama kriterijumi su gana
auk²tu reik²mingumo lygmeniu. 2.48. Gumos mi²inio i�taka padangu� atsparumui yra statis-
ti²kai reik²minga (p reik²m
e 0,0034). 2.49. Gauname statistiku� realizacijas FA = 0, 17
(operatorius), FB = 10, 61 (diena), kurias atitinka P reik²m
es 0, 9131, 0, 0132. 2.50. Gau-
name statistikos realizacij¡ 27,24. Hipotez
e, kad skalbimo priemon
es vienodos, atmetama
kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu.



3 skyrius

Regresin
e analiz
e

Regresin
eje analiz
eje sprendºiami vienu� kintamu�ju� (priklausomu� kintamu�ju�)
Y1, ..., Yr prognozavimo remiantis kitais kintamaisiais (nepriklausomais ar paai²-
kinan£iaisiais kintamaisiais, kovariant
emis, regresoriais) X1, ..., Xm uºdaviniai.
Prognozavimas reikalingas daugelyje praktiniu� situaciju�. Pavyzdºiui, meteorolo-
gas prognozuoja ateinan£io laikotarpio orus, remdamasis tam tikru� atmosferos
poºymiu� matavimais praeityje. Gydytojas prognozuoja ligos eig¡, remdamasis
tam tikru� simptomu� matavimais. Pardav
ejas prognozuoja tam tikros mark
es
automobiliu� kain¡ atsiºvelgdamas i� jo gamybos metus, variklio galingum¡, nu-
vaºiuot¡ keli¡ ir pan. Istori²kai pirmieji regresin
es analiz
es uºdaviniai prad
eti
spr¦sti pa£ioje dvide²imtojo amºiaus pradºioje, prognozuojant vaiku� u	gi� pagal
t
evu� u	gi� bei ºem
es u	kyje prognozuojant derliu� pagal naudojamu� tr¡²u� kieki�,
dirvoºemio tip¡ ir kitus rodiklius. Paprastai prognoz
e nebu	na visi²kai tiksli, nes
nagrin
ejamo a. d. skirstinys priklauso ne tik nuo stebimu� kovarian£iu�, bet ir
nuo didelio kitu� faktoriu�, i� kuriuos atsiºvelgti n
era galimyb
es, skai£iaus. Tod
el
prognoz
es tikslum¡ galima apibu	dinti tik tikimybi²kai. Pla£iau apie regresin¦
analiz¦ ºr. [2], [10], [16].

3.1. Teoriniai regresijos pagrindai

�iame skyrelyje aptarsime teorinius prognoz
es ku	rimo ir jos tikslumo i�vertinimo
klausimus. Tolesniuose skyreliuose aptarsime statistinius regresijos uºdavinius,
kai prognoz
e ir jos tikslumas yra vertinami remiantis statistiniais duomenimis.

3.1.1. Optimalioji prognoz
e

Tarkime, kad norime prognozuoti a. d. Y , remdamiesi a. v. X = (X1, ..., Xm)T

su vidurkiu EX = µ = (µ1, ..., µm)T ir baigtine kovariacine matrica

V (X) = Σ = [σij ]k×k, σij = Cov (Xi, Xj), i, j = 1, ...,m.

128
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Kiekvien¡ a. d. Ŷ = h(X), £ia h yra ma£ioji funkcija, vadinsime a. d. Y
prognoze. Skirtumas Y −h(X) vadinamas prognoz
es paklaida, o vidurkis E(Y −
h(X))2 � vidutine kvadratine paklaida.

Visu� prognoziu�, tenkinan£iu� s¡lyg¡ V (h(X)) <∞, aib¦ ºym
esime H.
Natu	ralu ie²koti prognoz
es, kuri optimaliai prognozuoja a. d. Y .

3.1.1 apibr
eºimas. A. d. Y prognoz
e Ŷ = h(X) vadinama optimali¡ja, jei

E(Y − h(X))2 = min
h̃(X)∈H

E(Y − h̃(X))2. (3.1.1)

3.1.2 apibr
eºimas. S¡lyginis vidurkis

µ(x) = µ(x1, ..., xm) = E(Y |X = x) (3.1.2)

vadinamas a. d. Y regresija a. v. X atºvilgiu.

Toliau ºym
esime h = h(X), µ = µ(X).

3.1.1 teorema. Regresija µ = µ(X) yra optimalioji a.d. Y prognoz
e.

I�rodymas. Gauname

E(Y − h)2 = E(Y − µ+ µ− h)2 = E(Y − µ)2 + E(µ− h)2 ≥ E(Y − µ)2,

nes

E((Y − µ)(µ− h)) = E{E((Y − µ)(µ− h)|X)} = E{(µ− h)E[(Y − µ)|X]} = 0.

N
Paºym
ekime

ρ(Y, h) =
Cov (Y, h)√
V Y V h

(3.1.3)

a. d. Y ir h koreliacijos koe�cient¡.

3.1.2 teorema. Koreliacijos koe�cientas ρ(Y, µ) neneigiamas ir turi pavidal¡

ρ(Y, µ) =

√
V µ

V Y
. (3.1.4)

Optimalioji prognoz
e µmaksimizuoja koreliacijos koe�cient¡ ρ(Y, h) visu� progno-
ziu� h ∈ H klas
eje.

I�rodymas. Su kiekvienu h ∈ H turime

Cov (Y, h) = E[(h−Eh)E((Y −EY )|X)] = Cov (µ, h).

Jeigu h = µ, tai Cov (Y, µ) = Cov (µ, µ) = V µ. Taigi teisinga (3.1.4).
Gauname

ρ2(Y, h) =
Cov 2(Y, h)

V Y V h

V µ

V µ
=

Cov 2(µ, h)

V hV µ

V µ

V Y
=
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= ρ2(µ, h) ρ2(Y, µ) ≤ ρ2(Y, µ).

N

3.1.3 apibr
eºimas. Koreliacijos koe�ciento ρ(Y, µ) kvadratas vadinamas kore-
liaciniu santykiu ir ºymimas

η2
YX = η2

Y (X1,...,Xm) = ρ2(Y, µ) =
V µ

V Y
. (3.1.5)

Kadangi Y − µ ir µ nekoreliuoti, tai teisingas dispersijos i²skaidymas

V Y = V µ+ V (Y − µ), (3.1.6)

tod
el

1− η2
YX =

V (Y − µ)

V Y
(3.1.7)

3.1.1 pastaba I² (3.1.5) ir (3.1.7) i²plaukia, kad koreliacinis santykis rodo, kuri¡
dispersijos V Y dali� sudaro optimalios Y prognoz
es µ dispersija. Prognoz
es
paklaidos Y −µ dispersija (liekamoji dispersija) sudaro 1−η2

YX dispersijos V Y
dali�.

Jeigu η2
YX = 1, tai Y ir X susieti funkcine priklausomybe, nes V (Y −µ) = 0

⇐⇒ Y = µ(X); jeigu η2
YX = 0, tai prognozuoti Y pagal X neturi prasm
es, nes

V (µ(X)) = 0 ⇐⇒ µ(X) = EY , taigi prognoz
e nepriklauso nuo X.
Taigi koreliacinis santykis apibu	dina optimalios prognoz
es µ(X) tikslum¡.

Kuo jis artimesnis vienetui, tuo tikslesn
e prognoz
e.

3.1.2. Tiesin
e prognoz
e

Nagrin
ekime a. d. Y tiesines, t. y. l = l(X) = α+βTX = α+β1X1+· · ·+βmXm

pavidalo prognozes. Optimalioji tiesin
e prognoz
e l∗ = α∗+(β∗)TX minimizuoja
vidurki�

SS(α,β) = E(Y − α− βTX)2 (3.1.8)

parametru� α ir β = (β1, ..., βm)T atºvilgiu.
Paºym
ekime

σ2
Y = V Y, σYX = Cov (Y, X), Σ = V (X). (3.1.9)

Tarsime, kad kovariacin
e matrica Σ nei²sigimusi. Kiekvienos tiesin
es prognoz
es
dispersija yra (ºr. 2 pried¡ (7.3.4))

V (l) = V (βTX) = βTΣβ (3.1.10)

3.1.3 teorema. Optimali tiesin
e Y prognoz
e turi pavidal¡ l∗ = α∗ + XTβ∗,
£ia

β∗ = Σ−1σYX , α∗ = EY − (β∗)TE(X). (3.1.11)
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Kvadratin
es formos (3.1.8) minimumas

SS(α∗,β∗) = σ2
Y − σTYXΣ−1 σYX . (3.1.12)

A. d. Y ir tiesin
es prognoz
es l(X) koreliacijos koe�cient¡ yra maksimalus, kai
l = l∗ ir

ρ2(Y, l∗) =
V (l∗)

σ2
Y

=
(β∗)TΣβ∗

σ2
Y

=
σTYXΣ−1 σYX

σ2
Y

. (3.1.13)

I�rodymas. Gauname

SS(α,β) = E(Y −α−βTX)2 = E[(Y −EY )+(EY −α−βTEX)−βT (X−EX)]2

= V (Y ) + (EY − α− βTEX)2 + βTΣβ − 2βTσYX

≥ V (Y ) + βTΣβ − 2βTσYX =: g(β).

Kadangi ġ(β) = 2Σβ − 2βTσYX , matrica g̈(β) = 2Σ teigiamai apibr
eºta,
tai lygties ġ(β) = 0 sprendinys β∗ = Σ−1σYX minimizuoja funkcij¡ g(β).
Jei α = α∗,β = β∗, tai nelygyb
e virsta lygybe. Taigi (α∗,β∗) minimizuoja
SS(α,β). Gauname

SS(α∗,β∗) = σ2
Y − (β∗)TΣβ∗ − 2β∗

T
σYX = σ2

Y − σTYXΣ−1σYX .

Ie²kodami koreliacijos koe�ciento ρ(Y, l∗), paºym
esime, kad σYX = Σβ∗,

Cov (Y, βTX) = βTσYX = βTΣβ∗,

Cov (Y, (β∗)TX) = (β∗)TΣβ∗ = V ((β∗)TX).

Naudodami Ko²i nelygyb¦, turime

ρ2(Y, βTX) =
[βTΣβ∗]2

σ2
Y β

TΣβ
≤ β

TΣβ (β∗)TΣβ∗

σ2
Y β

TΣβ
=

[(β∗)TΣβ∗]2

σ2
Y (β∗)TΣβ∗

= ρ2(Y, (β∗)TX).

N

3.1.4 apibr
eºimas. Koreliacijos koe�ciento kvadratas ρ2(Y, l∗) ºymimas

ρ2
YX =

V (l∗)

σ2
Y

=
(β∗)TΣβ∗

σ2
Y

=
σTYXΣ−1 σYX

σ2
Y

, (3.1.14)

o ρYX =
√
ρ2
YX ≥ 0 vadinamas dauginiu koreliacijos koe�cientu.

Kadangi
Cov ((β∗)TX, Y − (β∗)TX) = 0,
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tai a. d. Y dispersija tenkina lygyb¦

V Y = σ2
Y = V (XTβ∗) + V (Y −XTβ∗) = σ2

Y ρ
2
YX + σ2

Y (1− ρ2
YX),

tod
el

1− ρ2
YX =

V (Y − l∗)
V Y

. (3.1.15)

3.1.2 pastaba I² (3.1.14) ir (3.1.15) i²eina, kad dauginio koreliacijos koe�ciento
kvadratas ρ2

YX rodo, kuri¡ dispersijos V Y dali� sudaro optimalios tiesin
es Y
prognoz
es l∗ dispersija. Optimalios tiesin
es prognoz
es paklaidos Y −l∗ dispersija
sudaro 1− ρ2

YX dispersijos V Y dali�.
Jeigu ρ2

YX = 1, tai Y ir X susieti tiesine priklausomybe; jeigu ρ2
YX = 0, tai

tiesinis Y prognozavimas naudojantis X neturi prasm
es.

3.1.3 pastaba. I² (3.1.14) i²plaukia, kad geriausioji tiesin
e prognoz
e l∗ ir jos
tikslumo matas (3.1.14) i²rei²kiami a. v. (Y, X1, ..., Xk)T pirmu�ju� ir antru�ju�
momentu� terminais.

3.1.4 pastaba. Jeigu k = 1, tai ρ2
Y (X1) yra a. d. Y ir X1 i�prastinio koreliacijos

koe�ciento kvadratas.

3.1.5 pastaba. Kadangi optimali tiesin
e prognoz
e minimizuoja liekam¡j¡ dis-
persij¡ siauresn
eje klas
eje negu optimali nebu	tinai tiesin
e prognoz
e, tai galioja
nelygyb
es

0 ≤ ρ2
YX ≤ η2

YX ≤ 1. (3.1.16)

Galime pateikti pavyzdºius, kai η2
YX = 1, tuo tarpu ρ2

YX = 0 (ºr., pvz.,
3.4 pratim¡). Tai rei²kia, kad Y ir X gali bu	ti susieti funkcine priklausomybe,
ta£iau tiesinis prognozavimas pagal X neturi prasm
es.

Skirtumas η2
YX − ρ2

YX rodo, kiek galima pagerinti prognozavim¡ vietoje
tiesiniu� X funkciju� pasirenkant funkcijas i² platesn
es klas
es.

3.1.6 pastaba. Jei a.v. (Y,XT )T turi daugiamati� normalu�ji� skirstini�, tai tiesin
e
prognoz
e negali bu	ti pagerinta, t. y. η2

YX = ρ2
YX . Tai yra tod
el, kad normaliojo

vektoriaus bet kurios koordinat
es s¡lyginis vidurkis kitu� koordina£iu� atºvilgiu
(regresija) yra tiesin
e tu� koordina£iu� funkcija (ºr. 2 pried¡ (7.4.7)).

3.1.3. Papildomos priklausomyb
es apib	udinimas

Daºnai svarbu i²tirti, kiek pager
eja Y prognoz
es tikslumas padidinus a. v. X
dimensij¡.

Suskaidykime a. v. X i� dvi komponentes X(1) = (X1, ..., Xk)T ir X(2) =

(Xk+1, ..., Xm)T . Prognozuojant a. d. Y pagal X(1) paklaidos dispersija yra
σ2
Y (1 − η2

YX(1)), o prognozuojant pagal X paklaidos dispersija yra σ2
Y (1 −

ηYX). Papildom¡ priklausomyb¦ galime apibu	dinti paklaidos dispersijos san-

tykiniu sumaº
ejimu prid
ejus prie X(1) a. v. X(2).
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3.1.5 apibr
eºimas. Prognoz
es paklaidos dispersijos santykinis sumaº
ejimas
ºymimas

η2
YX(2)|X(1) =

η2
YX − η2

YX(1)

1− η2
YX(1)

. (3.1.17)

o dydis ηYX(2)|X(1)) =
√
η2
YXX(2)|X(1) ≥ 0 vadinamas daliniu koreliaciniu san-

tykiu.
I² vieneto at
em¦ abi (3.1.17) lygyb
es puses ir padaugin¦ gautos lygyb
es abi

puses i² 1− η2
YX(1) , gauname

1− η2
YX = (1− η2

YX(1))(1− η2
YX(2)|X(1))

), (3.1.18)

i² £ia gaunama lygyb
e

1− η2
Y (X1,...,Xm) =

m∏
j=2

(1− η2
Y Xj |(X1,...,Xj−1))(1− η

2
Y X1

). (3.1.19)

3.1.7 pastaba. Galimas ir kitas dalinio koreliacinio santykio interpretavimas.
Prognozuojant Y pagal X(1) = (X1, ..., Xk)T , lieka paklaida Y −µ1(X(1)). Dali-
nis koreliacinis santykis η2

YX(2)|X(1) parodo, koki¡ ²ios atsitiktin
es paklaidos
sklaidos dali� paai²kina nauju� kintamu�ju� Xk+1, ..., Xm prid
ejimas:

η2
YX(2)|X(1) = η2

Y−µ1(X(1)),X
=
V (E(Y − µ1(X(1))|X))

V (Y − µ1(X(1)))
, (3.1.20)

taigi dalinis koreliacinis santykis yra tiesiog koreliacinis santykis prognozuojant
paklaid¡ Y −µ1(X(1)) pagal vis¡ a. v. X, kartu tai yra Y ir X(2) priklausomyb
es
matas, eliminavus X(1) i�tak¡.

I�rodymas. Paºym
ekime Z = Y − µ1(X(1)). Turime

E(Z|X) = µ(X)− µ1(X(1)), µ(X) = E(Y |X).

Pasteb
ekime, kad

µ1(X(1)) = E(Y | X(1)) = E(E(Y | X) | X(1)) = E(µ(X) | X(1)),

tod
el

Cov (µ, µ1) = E(E(µ(X)−EY )(µ1(X(1))−EY ) | X(1))) = V (µ1(X(1))).

Taigi
V (E(Z|X)) = σ2

Y η
2
YX − σ2

Y η
2
YX(1) ,

V (Z) = V (Y − µ1) = V (Y ) + V (µ1)− 2Cov (Y, µ1) = σ2
Y − σ2

Y η
2
YX(1) .

I² paskutiniu� dvieju� lygybiu� ir 3.1.5 apibr
eºimo i²plaukia (3.1.18).
N
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3.1.6 apibr
eºimas. Tiesin
es prognoz
es paklaidos dispersijos santykinis suma-
º
ejimas ºymimas

ρ2
YX(2)|X(1) =

ρ2
YX − ρ2

YX(1)

1− ρ2
YX(1)

, (3.1.21)

o dydis ρYX(2)|X(1) =
√
ρ2
YX(2)|X(1) ≥ 0 vadinamas daliniu koreliacijos koe�-

cientu.
Analogi²kai daliniam koreliaciniam santykiui (3.1.7 pastaba) tai yra tiesin
es

Y ir X(2) priklausomyb
es matas, eliminavus X(1) i�tak¡. Jis gali ºymiai skir-
tis nuo dauginio Y ir X(2) koreliacijos koe�cient¡, kuri� skai£iuojant X(1) i�taka
neeliminuota.

Analogi²kai koreliaciniam santykiui dauginis koreliacijos koe�cientas i²rei²kia-
mas daliniais koe�cientais:

1− ρ2
Y (X1,...,Xm) =

m∏
j=2

(1− ρ2
Y Xj |(X1,...,Xj−1))(1− ρ

2
Y X1

). (3.1.22)

Kuo daugiau prognozuojan£iu� a. d., tuo didesnis dauginis koreliacijos koe�cien-
tas.

3.2. Tiesin
e vieno kintamojo regresija

3.2.1. Statistinis modelis

Tarkime, kad turime prognozuoti a. d. Y remdamiesi vienmate kovariante X.
Fiksavus kovariant
es reik²mes x1, . . . , xn gauta imtis Y1, . . . , Yn. Darome prie-
laid¡, kad dydºiai xi yra neatsitiktiniai arba yra nepriklausomu� vienodai pasi-
skirs£iusiu� a. d. X1, . . . , Xn realizacijos. Pastaruoju atveju analiz
e yra s¡lygin
e,
naudojamasi tik ²iomis realizacijomis, bet ne a. d. Xi skirstiniais. Tiesiniame
regresijos modelyje daroma prielaida, kad a. d. Y s¡lyginis vidurkis ºinant ko-
variant¦, yra tiesin
e funkcija, o s¡lygin
e dispersija nepriklauso nuo kovariant
es.

Nagrin
esime tiesini� modeli�:

Yi = β0 + β1xi + ei, (3.2.1)

£ia e1, ..., en yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., E(ei) = 0, V (ei) = σ2.

Patogu modeli� modi�kuoti tokiu pavidalu:

Yi = α+ β(xi − x̄) + ei, (3.2.2)

£ia

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, β = β1, α = β0 + β1x̄,

nes, kaip matysime, tada parametru� α ir β MK i�vertiniai nekoreliuoti.
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I² (3.2.1) gauname, kad vidurkiai

µ(xi) = E(Y |xi) = EYi = α+ β(xi − x̄) = β0 + β1xi, i = 1, ..., n,

yra tiesin
es xi funkcijos.
Jei xi yra a. d. X realizacijos, tai vidurkiai µ(xi) yra Y regresijos µ(X) =

E(Y | X) (kuri yra optimalus Y prediktorius) realizacijos. Modelyje tariama,
kad regresija tiesin
e, taigi, atsiºvelgiant i� 3.1.6 pastab¡, jis ypa£ rekomenduoti-
nas, kai (Y,X) skirstinys yra normalusis.

3.2.2. Parametru� i�vertiniai

Paºym
ej¦ Y = (Y1, ..., Yn)T , β = (α, β)T , e = (e1, . . . , en)T , gauname tiesini�
modeli�

Y = Aβ + e

su plano matrica A, turin£ia n eilu£iu� ir 2 stulpelius:

AT =

(
1 · · · 1

x1 − x̄ · · · xn − x̄

)
, ATA =

(
n 0
0
∑n
i=1(xi − x̄)2

)
. (3.2.3)

Ta²kini� parametro β i�vertini� β̂ = (α̂, β̂) gauname maºiausiu�ju� kvadratu� metodu,
minimizuodami kvadratin¦ form¡

SS(β) = (Y −Aβ)T (Y −Aβ) =

n∑
i=1

(Yi − α− β(xi − x̄))2.

�is i�vertinys turi pavidal¡ (ºr. (1.2.3) formul¦):

β̂ = (ATA)−1ATY,

o kvadratu� sumos minimumas

SSE = min
β
SS(β) =

n∑
i=1

(Yi − α̂− β̂(xi − x̄))2. (3.2.4)

Paºym
ekime

s2
x =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2, sxy =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)(Yi − Ȳ ).

3.2.1 teorema. Neºinomu� parametru� α ir β MK i�vertiniai turi pavidal¡

α̂ = Ȳ , β̂ = sxy/s
2
x.

Jie nepaslinktieji, o ju� antrieji momentai yra

V α̂ =
σ2

n
, V β̂ =

σ2

(n− 1)s2
x

, Cov (α̂, β̂) = 0. (3.2.5)
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Nepriklausantis nuo β̂ dispersijos σ2 i�vertinys yra

s2 = MSE =
SSE
n− 2

. (3.2.6)

Nepaslinktieji i�vertiniu� α̂ ir β̂ dispersiju� i�vertiniai yra

s2
α = V̂ α̂ =

s2

n
, s2

β = V̂ β̂ =
s2

(n− 1)s2
x

.

I�rodymas. Pirmasis teiginys i²plaukia i² lygybiu�

β̂ = (ATA)−1ATY =

(
1/n 0
0 1/

∑n
i=1(xi − x̄)2

)( ∑
i Yi∑

i Yi(xi − x̄)

)
=

(
Ȳ

sxy/s
2
x

)
.

Pasinaudoj¦ tuo, kad

Cov (

n∑
i=1

Yi,

n∑
i=1

Yi(xi−x̄)) = σ2
n∑
i=1

(xi−x̄) = 0, V (

n∑
i=1

(xi−x̄)) = σ2(n−1)s2
x

gauname (3.2.5) formules.
Nepaslinktojo dispersijos σ2 i�vertinio pavidalas ir jo nepriklausomumas nuo

i�vertinio β̂ gaunamas i² 1.2.1 teoremos. Paskutinis teoremos teiginys akivaizdus.N

3.2.1 pastaba. Regresijos ties
es y = µ(x) = α + β(x− x̄) krypties koe�ciento
β i�vertinys β̂ yra tuo tikslesnis, kuo didesn¦ reik²m¦ i�gyja suma s2

x. Jeigu visi
matavimai atlikti viename ta²ke x̄, tai i�vertinti kampinio koe�ciento β nega-
lima (per vien¡ ta²k¡ galima i²vesti be galo daug skirtingu� tiesiu�). Taigi, norint
patikimiau i�vertinti regresijos ties¦, reikia taip planuoti eksperiment¡, kad X
i�gytu� reik²miu� kuo platesn
eje srityje.

3.2.2 pastaba. Kiekvienos tiesin
es funkcijos c1α+ c2β nepaslinktasis i�vertinys
yra c1α̂+c2β̂. Pavyzdºiui, vidurkio µ(x) = α+β(x− x̄) nepaslinktasis i�vertinys
yra

µ̂(x) = α̂+ β̂(x− x̄), V µ̂(x) = σ2b2(x), b2(x) =

(
1

n
+

(x− x̄)2

(n− 1)s2
x

)
. (3.2.7)

3.2.3 pastaba. Jei ei yra normalieji N(0, σ2) vienodai pasiskirst¦ nepriklau-
somi a. d., tai pagal 1.2.1 teorem¡ gautieji i�vertiniai pasiºymi tokiomis savyb
emis

s2(n− 2)

σ2
∼ χ2(n− 2),

α̂− α
sα

∼ S(n− 2),
β̂ − β
sβ

∼ S(n− 2), (3.2.8)

µ̂(x)− µ(x)

s b(x)
∼ S(n− 2). (3.2.9)
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Taigi parametru� α, β, σ2, µ(x) pasikliovimo lygmens Q = 1 − 2α pasikliovimo
intervalai yra

α̂± sα tα(n− 2), β̂ ± sβ tα(n− 2),

(
SSE

χ2
α(n− 2)

,
SSE

χ2
1−α(n− 2)

)
, (3.2.10)

µ̂(x)± sµ(x)tα(n− 2), s2
µ(x) = s2b2(x), (3.2.11)

£ia tα(n − 2) ir χ2
α(n − 2) ºymi Stjudento ir chi kvadrato skirstiniu� su n − 2

laisv
es laipsniais α kritines reik²mes. Regresijos ties
es µ(x) reik²m
es ta²ke x
pasikliovimo intervalas yra trumpiausias, kai x = x̄; ²is intervalas tuo ilgesnis,
kuo didesnis atstumas |x− x̄|.

Remiantis (1.3.29) ir (1.3.32) galima sudaryti pasikliovimo intervalu� rinkini�
regresijos tiesei µ(x) ta²kuose x1, x2, ..., xk, kad jie uºdengtu� visas µ(xi) reik²mes
su tikimybe ne maºesne uº Q = 1 − 2α. Tuo tikslu formul
eje (3.2.11) reikia
i�ra²yti paeiliui argumento reik²mes x1, x2, ..., xk ir kritin¦ reik²m¦ tα(n − 2)
reikia pakeisti i� tα/k(n − 2), jei naudojama Bonferonio nelygyb
e, ir pakeisti i�
(2Fα(2, n − 2))1/2, jei naudojamas S metodas. Pastaru�ju� intervalu� rinkini�, kai
x ∈ R, galima traktuoti kaip regresijos ties
es pasikliovimo zon¡, kai pasikliovimo
lygmuo Q = 1− 2α.

3.2.3. Parametro β lygyb
es nuliui hipotez
es tikrinimas

Nagrin
ekime hipotez¦ H : β = 0, kai alternatyva yra H̄ : β 6= 0. Jei ²i hipotez
e
teisinga, kintamojo Y skirstinys nepriklauso nuo kovariant
es x reik²miu�, taigi
prognoz
e neturi prasm
es. I² (3.2.8) i²plaukia, kad esant teisingai hipotezei

T = β̂/sβ ∼ S(n− 2),

taigi hipotez
e H atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

| T |> tα/2(n− 2), (3.2.12)

arba P -reik²miu� terminais, kai

pv = 2 min(P{T < t},P{T > t}) < α,

£ia t yra statistikos T realizacija.

3.2.4. Tolesnio matavimo prognoz
e

Sakykime, kad pagal apra²ytus steb
ejimo rezultatus Yi gautas regresijos ties
es
i�vertinys µ̂(x) = α̂+ β̂(x− x̄). Reikia nurodyti kintamojo Y tolesnio nepriklau-
somo matavimo Yn+1 prognoz
es interval¡, jeigu ºinoma, kad bus matuojama,
kai kovariant
es reik²m
e x.

3.2.1 apibr
eºimas. Toks atsitiktinis intervalas (U1, U2), kai

P{U1 < Yn+1 < U2} = Q,
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vadinamas atsitiktinio dydºio Yn+1 lygmens Q prognoz
es intervalu.

Atsitiktiniai dydºiai Yn+1 ir µ̂(x) yra nepriklausomi ir pagal (3.2.5)

Yn+1 ∼ N(µ(x), σ2), µ̂(x) ∼ N(µ(x), σ2b2(x)),

£ia

b2(x) =
1

n
+

(x− x̄)2

(n− 1)s2
x

.

Taigi
Yn+1 − µ̂(x) ∼ N(0, σ2(1 + b2(x)))

ir pagal 3.2.1 teorem¡ ²is a. d. nepriklauso nuo dispersijos σ2 i�vertinio s2. Tod
el

Yn+1 − µ̂(x)

s
√

1 + b2(x)
∼ S(n− 2). (3.2.13)

Taigi a. d. Yn+1 lygmens Q = 1− 2α prognoz
es intervalas yra

µ̂(x)± s
√

1 + b2(x) tα(n− 2). (3.2.14)

Jis platesnis uº vidurkio µ(x) pasikliovimo interval¡ µ̂(x)± sb(x) tα(n− 2).

3.2.4 pastaba. Prognoz
es intervalas yra simetri²kas atºvilgiu µ̂(x) ir tuo plates-
nis, kuo x daugiau skiriasi nuo kovarian£iu� reik²miu�, kuriomis buvo vertinama
regresijos ties
e, vidurkio x̄. Tod
el prognozavimas, kai skirtumo |x− x̄| reik²m
es
didel
es, maºai prasmingas. Reikia atsiºvelgti ir i� tai, kad regresijos tiesinis
pavidalas daºnai yra aproksimacija, naudojama kovariant
es reik²miu� x1, . . . , xn
siauroje srityje, taigi ²i aproksimacija gali bu	ti bloga, kai x nepatenka i� min
et¡
sriti�.

3.2.5 pastaba. Jeigu reikia sudaryti pasikliovimo intervalu� rinkini�, kuris uº-
dengtu� tolesnius nepriklausomus matavimus Yn+1, ..., Yn+k, gautus ta²kuose
x(1), ..., x(k), tai pakanka formul
eje (3.2.14) i�ra²yti paeiliui x(1), ..., x(k), o kritin¦
reik²m¦ tα(n− 2) pakeisti i� tα/k(n− 2)(naudojama Bonferonio nelygyb
e), arba
pakeisti (kFα(k, n− 2))1/2 (naudojamas S metodas).

3.2.6 pastaba. Kartais reikia spr¦sti atvirk²£i¡ prognozavimo uºdavini�, kai
kintamojo Y reik²m
e Yn+1 yra ºinoma, o reikia rasti kintamojo reik²m
es x,
kuri¡ atitinka Yn+1, pasikliovimo interval¡. Toki� interval¡ galima gauti taip pat
pasinaudojus (3.2.12) s¡ry²iu, ta£iau ²iuo atveju x yra ne tik skaitiklyje, bet ir
vardiklyje, taigi turime spr¦sti antrojo laipsnio nelygyb¦

(Yn+1 − α̂− β̂(x− x̄))2 ≤ s2(1 + b2(x))t2α(n− 2).

Gauname intervalo r
eºius

x̄+ (B ∓
√
B2 −AC)/A; (3.2.15)

£ia

A = β̂2 − s2t2α(n− 2)

(n− 1)s2
x

, B = β̂(Yn+1 − α̂),

C = (Yn+1 − α̂)2 − n+ 1

n
s2t2α(n− 2).
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3.2.5. Regresijos tiesi²kumo hipotez
es tikrinimas

Norint patikrinti vidurkio E(Y | x) tiesi²kumo (regresijos tiesi²kumo) hipotez¦,
reikalingi pasikartojantys matavimai kai �ksuotos kovariant
es reik²m
es. Tarkime,
kad turima ni a. d. Y steb
ejimu�, kai kovariant
es x reik²m
e yra xi (i = 1, . . . , k).
Taigi turimi duomenys Yij , j = 1, ..., ni i = 1, ..., k. Paºym
ekime n =

∑k
i=1 ni.

Tegu Y regresija X atºvilgiu yra bet kokio pavidalo. Paºym
ekime µi =
E(Y | xi) ir µ = (µ1, ..., µk)T . Nagrin
ejame modeli�

Yij = µi + eij , j = 1, ..., ni, i = 1, ..., k.

Jei teisinga tikrinamoji hipotez
e, tai vidurkiai µ1, ..., µk yra dvieju� parametru�
α ir β tiesin
es funkcijos, t. y. teisinga hipotez
e

H : µi = α+ β(xi − x̄), x̄ =
1

n

k∑
i=1

nixi, i = 1, ..., k.

Taigi formaliai tikrinsime, ar duomenys neprie²tarauja hipotezei H. Pavyzdyje
1.2.3 (ir jo t¦sinyje) kritin
e sritis tur
ejo pavidal¡ (imame m = 1):

F =
(SSEH − SSE)(n− k)

SSE(k − 2)
> Fα(k − 2, n− k); (3.2.16)

£ia Fα(k − 2, n− k) � Fi²erio skirstinio α kritin
e reik²m
e, o

SSE = min
µ

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − µi)2 =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2, Ȳi. =
1

ni

ni∑
j=1

Yij ,

SSEH = min
µ:µi=α+β(xi−x̄)

SS(µ) =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − α̂− β̂(xi − x̄))2,

SSEH − SSE =

k∑
i=1

ni(Ȳi. − α̂− β̂(xi − x̄))2,

£ia µ = (µ1, ..., µk)T .

3.2.7 pastaba. Analogi²kai galime rasti kriteriju� hipotezei, kad vidurkiai
µ1, ..., µk priklauso, pavyzdºiui, parabolei, ar kitai kreivei, tiesi²kai priklau-
san£iai nuo maºesnio uº k parametru� skai£iaus, tikrinti. Pavyzdºiui, hipotez
e
µi = β0 + β1xi + β2x

2
i , i = 1, ..., k, rei²kia, kad visi vidurkiai µ1, ..., µk yra triju�

parametru� β0, β1, β2 funkcijos. Tuo atveju statistikos skaitiklyje SSEH i²rai²koje
vietoje α̂+ β̂(xi − x̄) i�ra²ome β̂0 + β̂1xi + β̂2x

2
i ; £ia β̂0, β̂1, β̂2 yra parametru� βi

maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai modelyje Yij = β0 + β1xi + β2x
2
i + eij . Tokio

tipo modeliai nagrin
ejami 3.3 skyrelyje. Kriterijus turi (3.2.16) pavidal¡, tiktai
k − 2 pakis i� k − 3 statistikos vardiklyje ir (3.2.16) nelygyb
es de²in
eje pus
eje.
Tai v
el gaunama i² 1.2.3 pavyzdºio rezultatu�.
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3.2.8 pastaba. Jeigu kiekviename ta²ke xi turime tik po vien¡ steb
ejim¡ Yi
(visi ni = 1), tai kriterijaus (3.2.16) pritaikyti negalime, nes SSE = 0. �iuo
atveju tam tikros informacijos apie regresijos pavidal¡ suteikia likutiniai skirtu-
mai

êi = Yi − Ŷi, Ŷi = Yi − α̂− β̂(xi − x̄)), i = 1, ..., n.

Paºym
ej¦
Ŷ = (Ŷ1, ..., Ŷn)T , ê = (ê1, ..., ên)T ,

gauname

ê = DY , D = In −A(ATA)−1AT = [dij ]n×n, E(ê) = 0, V (ê) = σ2D.

Taigi
êi ∼ N(0, σ2dii).

Kadangi

σ̂2 = MSE =

∑n
i=1(Yi − Ŷi)2

n− 2

P→ σ2, n→∞,

tai
ẽi =

êi√
MSEdii

d→ Z ∼ N(0, 1).

Atsitiktiniai dydºiai ẽi vadinami standartizuotomis liekanomis.
Kai regresijos tiesi²kumo prielaida teisinga, ẽi skirstiniai maºai skiriasi nuo

standartinio normaliojo. Ai²ku, net kai n yra didelis, vektoriaus (ẽ1, ..., ẽn)T ne-
galima traktuoti kaip paprastosios imties, nes a. d. ẽi yra priklausomi. Dauge-
lyje statistiniu� programu� paketu� naudojami neformalu	s diagnostiniai gra�niai
metodai modelio adekvatumui tikrinti, remiantis standartizuotomis liekanomis.
�iame vadov
elyje neformaliu� metodu� neaptariame, informacijos apie juos galima
rasti taikomojo pobu	dºio knygose [4] I dalis; [5].

3.2.6. Atsitiktiniu� kovarian£iu� atvejis

Atsiºvelgiant i� eksperimento plan¡, priklausomo kintamojo Y ir nepriklausomo
kintamojo X s¡ry²i� galima apra²yti trimis bu	dais:

1. Kovariant
e x n
era a. d., o tam tikras determinuotas kintamasis (pvz.,
kalendorinis laikas), nuo kurio gali priklausyti a. d. Y skirstinys.

2. Vektorius (Y,X)T yra atsitiktinis, ta£iau eksperimentas planuojamas
taip, kad a. d. Y nepriklausomi steb
ejimai gaunami kai yra i² anksto parink-
tos �ksuotos a. d. X reik²m
es x1, ..., xm. Pavyzdºiui, tarkime, Y rei²kia ºmo-
gaus u	gi�, o X � svori�. Eksperimentas atliekamas taip, kad galima atsitikti-
nai atrinkti ni individu�, kuriu� svoris vienodas ir lygus xi, ir pamatuoti ju� u	gi�
Yij , j = 1, ..., ni; i = 1, ..., k.

3. Stebint a. v. (Y,X)T gauta imtis (Yi, Xi)
T , i = 1, ..., n.

Regresinio modelio neºinomu� parametru� i�vertiniu� savybes ir statistinius krite-
rijus nagrin
ejome, tar¦, kad kovariant
es X reik²m
es yra �ksuotos. Kadangi
gautu�ju� i�vertiniu� skirstiniai (ºr. (3.2.8), (3.2.9), (3.2.12)) nepriklauso nuo �k-
suotu�ju� X reik²miu� x1, ..., xm, tai gautos i²vados yra teisingos visais trimis atve-
jais.
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3.2.7. Regresijos ir koreliacijos koe�cientu� s¡ry²is

Tarkime, kad turime imti�

(Y1, X1)T , . . . , (Yn, Xn)T ,

gaut¡ stebint a. v. (X,Y )T ∼ N2(µ,Σ). Kai yra normalusis skirstinys, s¡ly-
giniai vidurkiai E(Yi|Xi) = β0 + β1Xi yra tiesin
es Xi funkcijos, V (Yi|Xi) = σ2

nepriklauso nuo Xi, tod
el kai kovariant
es X reik²m
es �ksuotos, yra teisingas
tiesin
es regresijos modelis (3.2.2).

Paºym
ekime vidurkius µX = EX, µY = EY ir antruosius momentus σ2
X =

V X, σ2
Y = V Y , ρσXσY = Cov (X,Y ); £ia ρ yra a. d. Y ir X koreliacijos

koe�cientas.

3.2.2 teorema. Koreliacijos koe�cientas tenkina lygybes:

β = ρ
σY
σX

, σ2 = σ2
Y (1− ρ2). (3.2.17)

I�rodymas. Naudosim
es dvima£io normaliojo skirstinio savyb
emis (ºr 2
pried¡ (7.4.7)):

µ(x) = E(Y | X = x) = µY + ρ
σY
σX

(x− µX), V (Y | X = x) = σ2
Y (1− ρ2).

Gauname

E(Y | X = xi) = µY − ρ
σY
σX

(x̄− µX) + ρ
σY
σX

(xi − x̄),

V (Y | X = xi) = σ2
Y (1− ρ2).

Bet pagal tiesin
es regresijos modeli� (3.2.2)

E(Y | X = xi) = α+ β(xi − x̄), V (Y | X = xi) = σ2.

Taigi gauname (3.2.17) lygybes.N

Jeigu Y ir X skirstiniai nei²sigim¦, hipotez
e H : ρ = 0 yra ekvivalenti
hipotezei β = 0 (arba hipotezei, kad pirmiau i�vestas tiesin
es prognoz
es tikslumo
matas � dauginis koreliacijos koe�cientas ρ2

Y X = ρ2 = 0).
Parametru� µX , µY , σ2

X , σ
2
Y ,Cov (X,Y ), ρ i�vertiniai:

µ̂X = Ȳ , µ̂Y = X̄, s2
X =

1

n− 1

∑
i

(Xi − X̄)2, s2
Y =

1

n− 1

∑
i

(Yi − Ȳ )2,

sXY =
1

n− 1

∑
i

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ), r =
sXY
sXsY

. (3.2.18)

Naudodamiesi empirinio koreliacijos koe�ciento r i²rai²ka, 3.2.1 teoremoje
pateiktus parametru� α ir β i�vertinius galime uºra²yti kitu pavidalu:

α̂ = Ȳ , β̂ = r
sY
sX

.
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3.2.9 pastaba. Kai skirstinys dvimatis normalusis, hipotez
es H : ρ = 0 tikri-
nimo kriterijus remiansi s¡ry²iu (ºr. 1 dalies 5.7.3 skyreli�)

√
n− 2

r√
1− r2

∼ S(n− 2).

�iame skyrelyje hipotezei β = 0 tikrinti naudojom
es tuo, kad

β̂/sβ ∼ S(n− 2).

Jei paskutin
eje statistikoje xi pakeisime i� Xi (o tai galime padaryti, nes Stju-
dento skirstinys nepriklauso nuo kovarian£iu� Xi �ksuotu�ju� reik²miu� xi), tai
pirmiau pateiktos statistikos sutampa. I² tikru�ju�, kadangi pagal (3.2.4)

SSE =
∑
i

(Yi − Ȳ − r
sY
sX

(Xi − X̄))2 = (n− 1)s2
Y (1− r2),

s2 =
SSE
n− 2

=
n− 1

n− 2
s2
Y (1− r2), s2

β =
s2

(n− 1)s2
X

,

tai
β̂

sβ
=

r sY /sX
(s2/((n− 1)s2

X))1/2
=
√
n− 2

r√
1− r2

.

Taigi turime identi²kus kriterijus.

3.2.10 pastaba. Jeigu nesame tikri, kad (Y,X)T skirstinys yra dvimatis nor-
malusis, tai, norint parinkti geriau prognozuojanti� netiesini� modeli�, reik
etu�
i�vertinti koreliacini� santyki� η2

Y X . Neºinant regresijos kreiv
es pavidalo, tiesio-
giai i�vertinti koreliacini� santyki� pagal imti� (Yi, Xi), i = 1, ..., n negalima. Tam
tikslui reik
etu� kovariant
es X reik²mes sugrupuoti (t. y. suapvalinti tam tikru
tikslumu).

Tarkime, kad turimos suapvalintu� steb
ejimu� poros (Xi, Yij), j = 1, ..., ni, i =
1, ..., k, n =

∑
i ni. Koreliacinio santykio i�vertinys yra

η̂ =
s2
µ

s2
Y

, s2
µ =

1

n− 1

k∑
i=1

ni(Ȳi. − Ȳ..)2, Ȳi. =
1

ni

ni∑
j=1

Yij . (3.2.19)

3.2.1 pavyzdys. 3.2.1 lentel
eje pateikti duomenys, gauti matuojant n = 50 mokiniu� svori� Y
(kg) ir u	gi� X (cm). Tiksliau kalbant, lentel
eje pateikti sugrupuoti duomenys; u	gio grupavimo
intervalo ilgis 5 cm; svorio � 3 kg; Xi ir Yj � grupavimo intervalu� centrai. Pagal ²iuos duomenis
i�vertinsime tiesin
es regresijos lygties koe�cient¡, koreliacijos koe�cient¡ ir koreliacini� santyki�
prognozuodami a. d. Y pagal X.

3.2.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

XiYi 24 27 30 33 36 Σ
120 1 3 - - - 4
125 - 2 6 1 - 9
130 - 1 5 5 - 11
135 - 1 6 7 2 16
140 - - 1 4 2 7
145 - - - 1 1 2
150 - - - - 1 1
Σ 1 7 18 18 6 50
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Randame pirmu�ju� ir antru�ju� momentu� i�ver£ius

µ̂X = 132, 3; µ̂Y = 31, 26; s2X = 47, 153; s2Y = 8, 115; sXY = 13, 573.

Pasinaudoj¦ ²iais i�ver£iais, randame koreliacijos koe�ciento ρ, dauginio koreliacijos koe�ciento
ρ2
YX ir koreliacinio santykio η2

YX i�ver£ius:

ρ̂ = r = 0, 694; ρ̂2
YX = r2 = 0, 482; η̂2

YX = 0, 518.

I² i�ver£iu� ρ̂2
YX ir η̂2

YX artumo galima daryti i²vad¡, kad tiesin
es regresijos modelis ²iame
uºdavinyje yra priimtinas. Analogi²k¡ i²vad¡ gauname taikydami kriteriju� (3.2.6). Regresijos
ties
es i�vertis

Ŷ (x) = α̂+ β̂(x− X̄) = Ȳ + r
sY

sX
(x− X̄) =

= 31, 26 + 0, 288(x− 132, 3).

Koreliacijos koe�ciento pasikliovimo intervalas, surastas pagal 1 dalies 4.7.3 skyreli�, yra

(0, 515, 0, 815); pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

3.2.8. Netiesin
e regresija

Sprendºiant praktinius uºdavinis retai pasitaiko, kad regresijos kreiv
e bu	tu�
tiksliai tiesin
e. Nepaisant to, ²is modelis gana daºnai taikomas, jei argumento
kitimo sritis n
era didel
e ir regresijos kreiv
e nedaug skiriasi nuo ties
es ²ioje srityje.

Jeigu regresijos kreiv
e yra akivaizdºiai netiesin
e, tai j¡ kartais galima per-
tvarkyti i� keliu� kintamu�ju� tiesin¦ regresij¡, i�traukint papildomas kovariantes.
Pavyzdºiui, i² netiesin
es regresijos modelio, kuriame µ(x) = α + β1x + β2x

2 +
β3e

x, gaunamas tiesin
es keliu� kintamu�ju� regresijos modelis µ(x1, x2, x3) =
α+ β1x1 + β2x2 + β3x3; £ia x = x1, x2 = x2, x3 = ex.

Kartais netiesini� modeli� galima pertvarkyti i� tiesini�, jei egzistuoja tolydºios
ir monotonin
es funkcijos U = g(Y ) ir V = h(X), tokios, kad a. d. U regresija V
atºvilgiu yra tiesin
e:

E(U |V = v) = α+ βv.

Paºym
ekime U = g(Y ) ir V = h(X). Jeigu modelyje Ui = α + βvi + ei a. d.
ei tenkina kitas ²io skyrelio pradºioje suformuluotas tiesin
es regresijos modelio
s¡lygas, tai, atlikus analiz¦ ²iame modelyje, i²vadas apie kovariant
es x i�tak¡ a. d.
Y skirstiniui galima daryti gri�ºus prie pradiniu� kintamu�ju� Y ir X atvirk²tin
emis
funkcijomis. Pavyzdºiui, suradus MK i�vertinius α̂ ir β̂ tiesiniame modelyje
Ui = α + βvi + ei, regresijos µ(x) = E(Y |X = x) i�vertiniu galima naudoti
µ̂(x) = g−1(α̂+ β̂h(x)).

Pateiksime kelet¡ daºniausiai naudojamu� funkciju�, transformuojan£iu� netie-
sini� modeli� i� tiesini�:

1. Jei y = αxβ , tai u = ln y, v = lnx ir u = lnα+ βv.
2. Jei y = αeβx, tai u = ln y, x = v ir u = lnα+ βv.
3. Jei y = x

αx+β , tai u = 1
y , v = 1

x ir u = α− βv.
4. Jei y = α+ β lnx, tai u = y, v = lnx ir u = α+ βv.
5. Jei y = eα+βx/(1 + eα+βx), tai u = ln y

1+y , v = x ir u = α+ βv.

Pagaliau, jeigu regresija µ(x) = E(Y |X = x) nurodytais bu	dais nepertvar-
koma i� tiesin¦, bet uºra²oma ºinoma funkcija µ(x,β) nuo kovariant
es x ir nuo
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baigtiniama£io parametro β = (β1, ..., βk)T , tai parametr¡ β galima vertinti
maºiausiu�ju� kvadratu� metodu minimizuojant kvadratin¦ form¡

SS(β) =

n∑
i=1

(Yi − µ(xi,β))2.

�iuo atveju, minimizuojant kvadratin¦ form¡ SS(β), nepakanka i²spr¦sti tiesiniu�
lyg£iu� sistem¡, tenka ekstremumo ie²koti artutiniais skaitiniais metodais. Bend-
ru atveju apie gautu� i�vertiniu� optimalumo savybes maºai k¡ galime pasakyti.

3.2.2 pavyzdys. 3.2.2 lentel
es duomenys apibu	dina tam tikro chemin
es reakcijos produkto
i²eig¡ Y (padid
ejimas gramais kiekvienam gramui pradin
es medºiagos), atsiºvelgiant i� reakci-
jos laik¡ X (valandos).

3.2.2 lentel
e. Statistiniai duomenys

i Xi Yij ni Ȳi.
1 1 1,11 1,12 1,07 3 1,100
2 2 1,34 1,38 1,39 3 1,370
3 3 1,47 1,44 1,38 1,38 1,41 5 1,416
4 7 1,51 1,48 1,53 1,52 1,55 5 1,618
5 28 1,62 1,62 1,60 1,55 1,57 5 1,592

�iame pavyzdyje tiesin
es regresijos modelis steb
ejimams apra²yti netinka. Regresijos
tiesi²kumo hipotez
e atmetama auk²tu reik²mingumo lygmeniu, nes statistika F i² (3.2.6) i�gyja
reik²m¦ 89,47 (kai hipotez
e teisinga, statistika turi Fi²erio skirstini� su 3 ir 16 laisv
es laipsniu�).

Parinkime kit¡ regresijos kreiv
es pavidal¡. Regresijos kreiv
e tur
etu� tenkinti tokias s¡-
lygas: jeigu X = 0, tai funkcijos reik²m
e lygi 0; maºoms argumento reik²m
ems, kol daug
nesureagavusios medºiagos, funkcijos poky£iai tur
etu� bu	ti didesni negu didel
ems; argumentui
did
ejant funkcija tur
etu� art
eti prie tam tikros maksimaliai galimos reik²m
es (asimptotos), kai
visa medºiaga sureaguoja. Matavimo rezultatu� kitimas patvirtina ²ias prielaidas. Suformu-
luotas s¡lygas tenkina, pavyzdºiui, funkcija

f(x) = γe−β
1
x , γ > 0, β > 0.

Tada, nagrin
ejant naujus kintamuosius U = lnY ir V = 1/X, a. d. U regresija V atºvilgiu
tur
etu� bu	ti artima tiesinei

µ(v) = E(U |V = v) = α− β(v − V̄ );

α = ln γ − βV̄ , V̄ =
1

n

5∑
i=1

niVi =
1

n

5∑
i=1

ni

Xi
.

Steb
ejimo duomenys per
ejus prie nauju� kintamu�ju� U ir V , pateikti 3.2.3 lentel
eje.

3.2.3 lentel
e. Transformuoti duomenys

i Vi Uij ni Ui.
1 1,000 0,1044 0,1133 0,0677 3 0,0951
2 0,500 0,2927 0,3221 0,3293 3 1,370
3 0,333 0,3853 0,3646 0,3221 0,3221 0,3436 5 0,3475
4 0,143 0,4121 0,3920 0,4253 0,4187 0,4383 5 0,4173
5 0,036 0,4824 0,4824 0,4700 0,4383 0,4511 5 0,4648

Pagal ²ios lentel
es duomenis regresijos tiesi²kumo hipotez¦ atmesti n
era pagrindo (statis-
tika (3.2.16) i�gijo reik²m¦ 1,258).

Gauname regresijos ties
es i�verti�

µ̂(v) = 0, 3513− 0, 3737(v − 0, 3362).
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Gri�º¦ prie kintamu�ju� X ir Y gauname

f̂(x) = γ̂e−β̂
1
x = 1, 6113e−0,3737 1

x .

3.3. Tiesin
e keleto kintamu�ju� regresija

3.3.1. Statistinis modelis

Tarkime, kad norime prognozuoti a. d. Y remdamiesi m kovariant
emis X1, . . . ,
Xm. �ym
ekime X = (X0, X1, ..., Xm)T kovarian£iu� vektoriu� papildyt¡ koordi-
nate X0 ≡ 1. Fiksavus kovariant
es X reik²mes X(i) = x(i) = (x0i, x1i, ..., xmi)

T ,
gauti nepriklausomi a. d. Y steb
ejimai Yi, i = 1, ..., n.

Kaip ir vienos kovariant
es atveju darome prielaid¡, kad dydºiai x(i) yra neat-
sitiktiniai arba yra nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� a. v. X(1), . . . ,X(n)

realizacijos. Pastaruoju atveju analiz
e yra s¡lygin
e, naudojamasi tik ²iomis
realizacijomis, bet ne a. v. X(i) skirstiniais.

Tiesinis keliu� kintamu�ju� regresijos modelis:

Yi = µ(x(i)) + ei = β0 + β1xi1 + · · ·+ βmxim + ei, i = 1, ..., n; (3.3.1)

£ia ei vienodai pasiskirst¦ nekoreliuoti a. d. su nuliniais vidurkiais ir vienodomis
dispersijomis V ei = σ2. Tariama, kad s¡lyginis vidurkis µ(x(i)) = E(Yi|x(i)) =
β0 + β1xi1 + ... + βmxim yra tiesin
e m + 1 kovariant
es funkcija su neºinomais
koe�cientais. Kita vertus, ²is vidurkis yra tiesin
e neºinomu� parametru� funkcija
su ºinomais koe�cientais.

Paºym
ekime

Y = (Y1, ..., Yn)T , β = (β0, β1, ..., βm)T , e = (ei, ..., en)T ,

A =


1 x1i ... x1m

1 x21 ... x2m

... ... ... ...
1 xn1 ... xnm

 .

Tada steb
ejimus (3.3.1) galima uºra²yti (1.1.2) matriciniu pavidalu

Y = Aβ + e, (3.3.2)

E(Y ) = Aβ, V (Y ) = V (e) = σ2I. (3.3.3)

Taigi turime atskir¡ tiesinio modelio (1.1.2) atveji� su konkre£iais koe�cientais
prie neºinomu� parametru�.
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3.3.2. Koe�cientu� β interpretacija

Tarkime, kad j-oji kovariant
e yra tolydi. Imkime du kovarian£iu� vektorius x(1)

ir x(2), kuriu� visos koordinat
es, i²skyrus j-¡j¡, yra vienodos, o x(2)
j = x

(1)
j + 1.

I² (3.3.1) formul
es i²plaukia, kad

µ(x(2))− µ(x(1)) = µ(x1, ..., x
(2)
j , ..., xm)− µ(x1, ..., x

(1)
j , ..., xm) = βj . (3.3.4)

Taigi parametras βj lygus priklausomo kintamojo Y vidurkio poky£iui, kai
j-oji kovariant
e padid
eja vienetu, kitoms kovariant
ems nepakitus.

Jei j-oji kovariant
e nominali, norint, kad modelio parametrai tur
etu� prasm¦,
kovariant¦ reikia koduoti.

Tarkime, kad j-oji kovariant
e xj nominali, pavyzdºiui, ligos stadija, lytis,
ras
e, ir pan., ir i�gyja k skirtingu� reik²miu� (sakykime, reik²mes 1, 2,...,k). Tada
vietoje βjxj tiesin
es regresijos modelyje imamas narys βj1zj1 + βj2zj2 + · · · +
βj,k−1zj,k−1, kur

zjl =

{
1, jei xj = l + 1 (l = 1, . . . , k − 1);
0, jei xj = 1.

Taigi modelis (3.3.1) modi�kuojamas tokiu bu	du:

µ(x) = β0 + β1x1 + ...+

k−1∑
i=1

βjizji + ...+ βmxm.

Tuo atveju j-¡j¡ kovariant¦ atitinkantis narys i�gyja tokias reik²mes:

k−1∑
i=1

βjizji =

{
βj,l−1, jei xj = l, l = 2, . . . , k;
0, jei xj = 1.

Jei, pavyzdºiui, xj yra s
eklos ru	²is, i�gyjanti 3 reik²mes, tai modelyje (3.3.1)
imti nari� βjxj su xj , i�gyjan£iu reik²mes 1, 2 ir 3, bu	tu� neteisinga, nes toks
modelis reik²tu�, kad mes i² karto darome prielaid¡, jog pereinant
ejimas nuo
1-osios prie 2-sios ru	²ies gaunamas toks pat vidutinis priklausomo kintamojo,
pavyzdºiui, derlingumo pokytis, kaip ir pereinant nuo 2-osios prie 3-sios ru	²ies.
Bet regresin
es analiz
es tikslas yra bu	tent nustatyti, kaip vidutinis derlingumas
priklauso nuo s
eklos ru	²ies. �iuo atveju vietoje nario βjxj imamas narys βj1zj1+
βj2zj2, £ia zj1 i�gyja reik²m¦ 1 antrajai javu� ru	²iai, o zj2 i�gyja reik²m¦ 1 tre£iajai
javu� ru	²iai.

Panagrin
ekime koe�cientu� ir modelio interpretacij¡ po kodavimo. Imkime
du kovarian£iu� vektorius x(1) ir x(2), kuriems visos kovariant
es, i²skyrus j-
¡j¡ nominali¡ kovariant¦, yra vienodos, j-josios kovariant
es reik²m
e pirma-
jam vektoriui yra vienetas, o antrajam � l + 1. Jeigu nominaliosios kova-
riant
es reik²m
e lygi 1, tai j¡ atitinka vektorius (z

(1)
j1 , ..., z

(1)
j,k−1)T = (0, ..., 0)T ,

o jeigu nominaliosios kovariant
es reik²m
e yra l + 1, tai j¡ atitinka vektorius
(z

(2)
j1 , ..., z

(2)
j,k−1)T = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)T ; £ia 1 yra l-oje pozicijoje. Gauname

µ(x(2))− µ(x(1)) = βjl, l = 1, ..., k − 1.
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Taigi parametras βjl parodo kintamojo Y vidurkio pokyti�, kai j-osios kovariant
es
reik²m
e pakinta nuo pirmosios iki l + 1-osios, kitoms kovariant
ems nepakitus.
Pavyzdºiui, jei xj yra s
eklos ru	²is, i�gyjanti 3 reik²mes, tai βj1 parodo derlingumo
vidurkio pokyti�, pereinant nuo pirmosios prie antrosios ru	²ies, o βj2 rodo der-
lingumo vidurkio pokyti�, pereinant nuo pirmosios prie tre£iosios ru	²ies.

3.3.3. Modelis, kai yra kovarian£iu� s¡veika

Jei tas pats kovariant
es xj reik²m
es pokytis sukelia skirting¡ vidutin
es priklau-
somo kintamojo reik²m
es pokyti� esant i�vairioms kitoms kovarian£iu� reik²m
ems,
turime xj ir ²iu� kovarian£iu� s¡veik¡. Tada (3.3.1) modelis modi�kuojamas.
Pavyzdºiui, kai yra dvi tolydºiosios kovariant
es, naudojamas modelis

µ(x) = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x1x2,

o kai yra trys kovariant
es:

µ(x) = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x1x2 + β5x1x3 + β6x2x3 + β7x1x2x3.

Kai m = 2, turime vidurkio pokyti�

µ(x1 + 1, x2)− µ(x1, x2) = β1 + β3x2. (3.3.5)

Taigi priklausomo kintamojo Y vidurkio pokytis, padid
ejus pirmajai kovariantei
vienetu, priklauso nuo antrosios kovariant
es reik²m
es x2 ir lygus β1 +β3x2. Jei,
pavyzdºiui, Y yra automobilio kaina (litais), x1 amºius (metais), x2 galingumas
(cm3), ir yra amºiaus ir galingumo s¡veika, tai akivaizdu, kad kaina maº
eja
kasmet, bet kainos maº
ejimas skirtingas automobiliu� su skirtingu galingumu.
x2 (cm3) galingumo automobiliui metinis kainos sumaº
ejimas yra β1 + β3x2

(litu�).
Jei x1 yra tolydi kovariant
e, o x2 yra nominali kovariant
e, i�gyjanti tris

reik²mes, tai naudojamas modelis

µ(x) = β0 + β1x1 + β21z21 + β22z22 + β121x1z121 + β122x1z22.

Tada
µ(x1 + 1, z21, z22)− µ(x1, z21, z22) = β1 + β121z21 + β122z22.

Taigi priklausomo kintamojo Y vidurkio pokytis, padid
ejus pirmajai kovariantei
vienetu, priklauso nuo antrosios kovariant
es reik²m
es x2 ir lygus β1, β1 + β121

ir β1 + β122, kai yra atitinkamai nulin
es, pirmosios ir tre£iosios nominalios
kovariant
es reik²m
es.

3.3.4. Parametru� i�vertiniai

Tarkime, kad matricaATA nei²sigimusi. Tada parametro β maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertinys (1.2.3) yra

β̂ = (ATA)−1ATY , (3.3.6)
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E(β̂) = β, V (β̂) = σ2(ATA)−1. (3.3.7)

Analogi²kai, jeigu θ = LTβ = L0β0 +L1β1 + · · ·+Lmβm yra tiesin
e regresiniu�
parametru� funkcija, tai pagal (1.2.3) teorem¡ i�vertinys

θ̂ = LT β̂, (3.3.8)

yra minimalios dispersijos i�vertinys visu� nepaslinktu�ju� tiesiniu� parametro θ
i�vertiniu� klas
eje, ir

E(θ̂) = θ, V (θ̂) = σ2b2, b2 = LTCL, C = (ATA)−1 = [cij ](m+1)×(m+1).
(3.3.9)

Imdami L = x gauname regresijos µ(x) = E(Y |x) i�vertini�:

µ̂(x) = β̂
T
x = β̂0 + β̂1x1 + ...+ β̂mxm.

Pagal 1.2.2 teorem¡ nepaslinktasis dispersijos σ2 i�vertinys yra

σ̂2 = s2 =
SSE

n−m− 1
, Es2 = σ2, (3.3.10)

SSE = (Y −Aβ̂)T (Y −Aβ̂) =

n∑
i=1

(Yi − β̂
T
x(i))2 =

n∑
i=1

(Yi − Ŷi)2, (3.3.11)

Ŷi = µ̂(x(i)) = β̂
T
x(i) = β̂0 + β̂1xi1 + · · ·+ β̂mxim. (3.3.12)

Atsitiktiniai dydºiai Ŷi ir Yi vadinami atitinkamai prognozuojamomis ir steb
etomis
priklausomo kintamojo Y reik²m
emis, o a. d. êi = Yi − Ŷi � liekamosiomis arba
prognoz
es paklaidomis.

Prognozuojamu� ir steb
etu� reik²miu� sklaid¡ apibu	dina kvadratu� sumos:
SSE =

∑n
i=1(Yi − Ŷi)2 � liekamu�ju� paklaidu� kvadratu� suma,

SST =
∑n
i=1(Yi − Ȳ )2 � pilnoji kvadratu� suma,

SSR =
∑n
i=1(Ŷi − Ȳ )2 � regresijos kvadratu� suma.

Pilnoji kvadratu� suma SST apibu	dina steb
ejimu� Yi sklaid¡ apie ju� aritmetini�
vidurki� Ȳ ; regresijos kvadratu� suma SSR � regresijos modeliu prognozuojamu�
reik²miu� Ŷi sklaid¡ apie Ȳ ; liekamu�ju� kvadratu� suma SSE � atstum¡ tarp
steb
etu� ir prognozuojamu� reik²miu�. Kaip i�sitikinsime, SSE = SST −SSR, taigi
²i kvadratu� suma dar parodo, kuri Yi sklaidos dalis lieka nepaai²kinta regresiniu
modeliu.

3.3.1 teorema. Teisingos lygyb
es

n∑
i=1

Yi =

n∑
i=1

Ŷi, SST = SSE + SSR. (3.3.13)
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I�rodymas. Paºym
ekime ê = (ê1, . . . , ên)T , Ŷ = (Ŷ1, . . . , Ŷn)T . Kadangi

AT ê = AT (Ŷ − Y )AT (A(ATA)−1ATY − Y ) = 0, (3.3.14)

o pirmoji matricosAT eilut
e yra 1n = (1, ..., 1)T , tai
∑n
i=1 êi = 0, i² £ia i²plaukia

pirmoji (3.3.13) lygyb
e. Gauname

Y TY = (Ŷ + ê)T (Ŷ + ê) = Ŷ
T
Ŷ + 2Ŷ

T
ê+ êT ê = Ŷ

T
Ŷ + êT ê, (3.3.15)

nes i² lygyb
es (3.3.14) i²plaukia Ŷ
T
ê = β̂TAT ê = 0. Lygyb¦ (3.3.15) uºra²ykime

taip:
n∑
j=1

Y 2
j =

n∑
j=1

Ŷ 2
j +

k∑
j=1

(Yj − Ŷj)2.

Tada
n∑
j=1

Y 2
j − nȲ 2 =

n∑
j=1

Ŷ 2
j − nȲ 2 +

n∑
j=1

(Yj − Ȳj)2,

i² kur i²plaukia, kad

n∑
j=1

(Yj − Ȳ )2 =

n∑
j=1

(Ŷj − Ȳ )2 +

n∑
j=1

(Yj − Ŷj)2.

Teorema i�rodyta. N

3.3.5. Koe�cientu� β ir ju� tiesiniu� dariniu� pasikliovimo in-

tervalai

Priimkime papildom¡ prielaid¡, kad nepriklausomi a. d. ei yra normaliejiN(0, σ2).
I�vertiniu� savyb
es normaliuoju atveju pateiktos 1.3 poskyryje:

β̂ ∼ Nm+1(β, σ2(ATA)−1),
s2(n−m− 1)

σ2
∼ χ2(n−m− 1),

be to, atsitiktiniai dydºiai β̂ ir s2 yra nepriklausomi.
Pagal (3.3.9) parametro θ = LTβ i�vertinys θ̂ = LT β̂ turi savyb¦

θ̂ − θ
s b(L)

∼ S(n−m− 1), b2(L) = LTCL,

£ia C = (ATA)−1 = [cij ](m+1)×(m+1). Imdami θ = βi ir θ = µ(x) = βTx
gauname

β̂i − βi
s
√
cii
∼ S(n−m− 1),

µ̂(x)− µ(x)

sb(x)
∼ S(n−m− 1), b2(x) = xTCx.

(3.3.16)
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Parametro θ pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo Q = 1− α, yra

θ̂ ± b s tα/2(n−m− 1). (3.3.17)

Parametro βi pasikliovimo intervalas yra

β̂i ±
√
ciis tα/2(n−m− 1), (3.3.18)

o parametro µ(x)
µ̂(x)± b(x) s tα/2(n−m− 1). (3.3.19)

Jeigu reikia rasti pasikliovimo intervalu� rinkini� regresijos kreiv
es reik²m
ems
ta²kuose x(1), ...,x(k), formul
eje (3.3.19) i�ra²oma paeiliui x(1), ...,x(k) ir tα/2(n−
m− 1) pakei£iama i� tα/(2k)(n−m− 1) (remiamasi Bonferonio nelygybe), arba
((m+ 1)Fα(m+ 1, n−m− 1))1/2 (naudojamas S metodas).

3.3.6. Naujo steb
ejimo reik²m
es prognoz
e

Analogi²kai, kaip ir esant vienai kovariantei, sudarysime tolesnio nepriklausomo
steb
ejimo Yn+1, atliekamo, kai kovarian£iu� vektorius x = (1, x1, ..., xm)T , prog-
noz
es interval¡.

Atsitiktiniai dydºiai Yn+1 ir µ̂(x) = xT β̂ yra nepriklausomi ir

Yn+1 ∼ N(µ(x), σ2), µ̂(x) ∼ N(µ(x), σ2b2(x)),

taigi
Yn+1 − µ̂(x) ∼ N(0, σ2(1 + b2(x))

ir

t =
Yn+1 − µ̂(x)

s
√

(1 + b2(x))
∼ S(n−m− 1).

Reik²mingumo lygmens Q = 1− α prognoz
es intervalas reik²mei Yn+1 yra

µ̂(x)± s
√

(1 + b2(x) tα/2(n−m− 1).

Jis platesnis uº pasikliovimo interval¡ vidurkiui µ(x) = xTβ. Jeigu tolesnis
steb
ejimas Yn+1 yra ºinomas, o reikia nurodyti kovariant¦ x, kuriai esant jis
buvo gautas, tai kovariant
es x pasiklovimo sritis B ∈ Rm+1, kai pasikliovimo
lygmeniu Q = 1− α, yra

B = B(Y , Yn+1) = {x : |t| < tα/2(n−m− 1)}.

3.3.7. Hipoteziu� apie regresijos parametru� reik²mes tikri-

nimas

Nagrin
ekime hipotez¦

Hj1...jk : βj1 = · · · = βjk = 0, (3.3.20)
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£ia 1 ≤ j1 ≤ · · · ≤ jk ≤ m, k �ksuotas skai£ius, k = 1, ...,m. Jei ²i hipotez
e
teisinga, tai kovariant
es xj1 , ..., xjk n
era reik²mingos priklausomo kintamojo
prognozei ir jas galima i²mesti i² modelio.

Atveju k = 1, j1 = j turime hipotez¦

Hj : βj = 0, (3.3.21)

kuri rei²kia, kad kovariant
e xj n
era reik²minga priklausomo kintamojo prog-
nozei. Kai k = m, turime hipotez¦

H1...m : β1 = ... = βm = 0. (3.3.22)

�i hipotez
e rei²kia, kad tiesin
es regresijos apskritai n
era. �inant kovarian£iu�
reik²mes negaunama jokios papildomos informacijos apie Y reik²mes.

Hipotez
ems tikrinti naudosim
es 1.3.2 poskyrio 1.3.1 pavyzdºio rezultatais,
i² kuriu� i²plaukia, kad tiesiniame modelyje: Y = Aβ + e, β = (β0, β1, ..., βm)T

reik²mingumo lygmens α kritin
e sritis hipotezei Hj1...jk tikrinti turi pavidal¡

Fj1,,,jk =
SS

(m−k)
E − SSE

k s2
> Fα(k, n−m− 1).

�ia SS(m−k)
E yra SSE analogas modeliui be kovarian£iu� xj1 , ..., xjk :

SS
(m−k)
E =

n∑
i=1

(Yi − Ỹi)2, Ỹi = β̃0 + β̃s1xs1 + ...+ β̃sm−kxsm−k ;

s1, ..., sm−k papildo j1, ..., jk iki 1, 2, ...,m, o β̃0, β̃s1 , ..., β̃sm−k yra regresijos para-
metru� i�vertiniai modelyje be kovarian£iu� xj1 , ..., xjk .

Hipotez
es Hj : βj = 0 atveju kriterijaus statistika yra

Fj =
SS

(m−1)
E − SSE

s2
.

Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

Fj > Fα(1, n−m− 1).

Remiantis (3.3.16) ²i¡ hipotez¦ galima tikrinti ir naudojant Stjudento kriteriju�.
Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi, kai

|t| = |β̂j |
s
√
cjj

> tα/2(n−m− 1).

Abu ²ie kriterijai yra ekvivalentu	s.
Reikia paºym
eti, kad hipotez
es H1...m atveju

SS
(0)
E = min

β0

n∑
i=1

(Yi − β0)2 =

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2 = SST , SS
(0)
E − SSE = SSR,
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£ia SST yra pilnoji kvadratu� suma, SSR � regresijos kvadratu� suma.
Taigi kriterijaus statistika hipotezei H1...m yra

F1...m =
SSR/m

SSE/(n−m− 1)
=
MSR
MSE

∼ Fm,n−m−1.

Regresijos nebuvimo hipotez
e H1...m apie regresijos nebuvim¡ yra atmetama
reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

F1...m > Fα(m,n−m− 1).

3.3.8. Determinacijos koe�cientas

Priminsime, kad pilnoji kvadratu� suma SST =
∑n
i=1(Yi− Ȳ )2 apibu	dina steb
e-

jimu� Yi sklaid¡ apie ju� aritmetini� vidurki� Ȳ ; regresijos kvadratu� suma SSR =∑n
i=1(Ŷi − Ȳ )2 � regresijos modeliu prognozuojamu� reik²miu� Ŷi sklaid¡ apie

Ȳ ; liekamu�ju� paklaidu� kvadratu� suma SSE =
∑n
i=1(Yi − Ŷ )2 parodo, kuri Yi

sklaidos dalis lieka nepaai²kinta regresiniu modeliu. Naudodami ²ias sumas
apibr
e²ime prognozavimo (tiesiniu regresiniu modeliu) kokyb
es mat¡.

3.3.1 apibr
eºimas. Atsitiktinis dydis

R2 = 1− SSE
SST

=
SSR
SST

(3.3.23)

vadinamas determinacijos koe�cientu.
Determinacijos koe�cientas R2 i�gyja reik²mes i² intervalo [0, 1]. Jis paro-

do santykin¦ Yi sklaidos dali�, paai²kinam¡ regresiniu modeliu, taigi apibu	dina
prognozavimo kokyb¦.

Jei prognozavimas idealus, t. y. Ŷi = Yi, tai SSE = 0 ir R2 = 1. Jei
n
era regresijos, t. y. su visais x(i) vidurkio µ(x(i)) prognoz
e nepriklauso nuo
xi, tai Ŷi = Ȳ , taigi SSE = SST ir R2 = 0. Tokiu bu	du, R2 charakterizuoja
prognozavimo kokyb¦. Skirtingai nuo sumu� SSE ir SSR, jo reik²m
e nepriklauso
nuo matavimo vienetu� parinkimo.

3.3.2 apibr
eºimas. Atsitiktinis dydis RY x =
√
R2 vadinamas empiriniu dau-

giniu koreliacijos koe�cientu.

3.3.2 teorema. Empirinis dauginis koreliacijos koe�cientas lygus empiriniam
steb
etu� reik²miu� Yi ir prognozuojamu� reik²miu� Ŷi koreliacijos koe�cientui:

RY x = rY Ŷ =

∑n
i=1(Ŷi − ¯̂

Y )(Yi − Ȳ )√∑n
i=1(Ŷi − ¯̂

Y )2
∑n
i=1(Yi − Ȳ )2

,

£ia ¯̂
Y = 1

n

∑n
i=1 Ŷi.

I�rodymas. Remdamiesi (3.3.13) ir (3.3.14) gauname:

Ŷ
T
ê = 0,

¯̂
Y = Ȳ .



3.3. Tiesin
e keleto kintamu�ju� regresija 153

Taigi
n∑
i=1

(Ŷi − ¯̂
Y )ei =

n∑
i=1

Ŷiei = Ŷ
T
e = 0,

n∑
i=1

(Ŷi − ¯̂
Y )(Yi − Ȳ ) =

n∑
i=1

(Yi −
¯̄̂
Y )(êi + Ŷi − ¯̂

Y ) =

n∑
i=1

(Ŷi − ¯̂
Y )2

ir

rY Ŷ =

√∑n
i=1(Ŷi − ¯̂

Y )2∑n
i=1(Yi − Ȳ )2

=

√∑n
i=1(Ŷi − Ȳ )2∑n
i=1(Yi − Ȳ )2

= RY x.

Teorema i�rodyta.N

3.3.1 pastaba. Jeigu imtis

(Y1, X
(1)
1 , . . . , X(1)

m ), . . . , (Yn, X
(n)
1 , . . . , X(n)

m ),

gauta stebint normalu�ji� a. v. (Y1, X1, . . . , Xm), tai su bet kuriomis �ksuotomis
kovarian£iu� reik²m
emis x(i) = (1, x

(i)
1 , . . . , x

(i)
m )T teisingas tiesin
es regresijos

modelis, tod
el pagal 3.1.4 apibr
eºim¡ dauginio koreliacijos koe�ciento kvadratas
ρ2
YX yra Y ir optimalios prognoz
es β∗X koreliacijos koe�ciento kvadratas, o
pagal 3.3.2 teorem¡ empirinio dauginio koreliacijos koe�ciento kvadratas. Taigi
determinacijos koe�cient¡ R2

YX = r2
Y Ŷ

galima interpretuoti kaip tiesin
es regre-
sijos tikslumo mato ρ2

YX i�vertini�.

3.3.9. Empiriniai dalin
es koreliacijos koe�cientai

Nagrin
ekime statistik¡

R2
Y (k+1...m)|(1...k) =

SS
(k)
R − SS(m)

R

SS
(k)
R

=
SS

(m)
E − SS(k)

E

SST − SS(k)
E

.

Kvadratu� sumos SS(m)
E ir SS(k)

E parodo Yi reik²miu� sklaidos dalis, paai²kintas
regresiniu modeliu atitinkamai sum ir k kovarian£iu�, taigi SS(m)

E −SS(k)
E parodo

Yi reik²miu� sklaidos dali�, paai²kint¡ pridedant prie x1, ..., xk papildomas kova-
riantes xk+1..., xm. Skirtumas SS(k)

R = SST −SS(k)
E parodo likutin¦ Yi reik²miu�

sklaidos dali�, nepaai²kint¡ modeliu su k kovarian£iu�.
Taigi statistika R2

Y (k+1...m)(1...k) yra dalis liekamosios sklaidos modelyje su
m kovarian£iu�, paai²kinta i�traukiant naujas kovariantes xk+1, ..., xm.

3.3.3 apibr
eºimas. Statistika RY (k+1...m)|(1...k) =
√
R2
Y (k+1...m)|(1...k) vadi-

nama empiriniu dalin
es koreliacijos koe�cientu tarp Y ir xk+1, ..., xm dalin
es
koreliacijos koe�cientu.

3.3.3 teorema. Empirinis dalin
es koreliacijos koe�cientasRY (k+1...m)|(1...k) yra
empiriniu� dauginiu� koreliacijos koe�cientu� RY (1...k) ir RY (1...m) funkcija:

R2
Y (k+1...m)|(1...k) =

R2
Y (1...m) −R

2
Y (1...k)

1−R2
Y (1...k)

.
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I�rodymas. Teoremos rezultatas gaunamas i² s¡ry²iu�

SS
(m)
R = SST (1−R2

Y (1...m)), SS
(k)
R = SST (1−R2

Y (1...k)).

N

Atskiru atveju, empirinio Y ir xm dalin
es koreliacijos koe�ciento kvadratas
R2
Ym(1...k) yra dalis liekamosios sklaidos modelyje su (m − 1) kovariant
emis

x1, ..., xm−1, paai²kinta i�traukus papildom¡ m-j¡ kovariant¦ xm. Turime

R2
Ym(1...m−1) =

R2
Y (1...m) −R

2
Y (1...m−1)

1−R2
Y (1...m−1)

. (3.3.24)

3.3.4 teorema. Teisinga lygyb
e

1−R2
Y (1...m) =

m∏
j=2

(
1−R2

Y j(1...j−1)

)(
1−R2

Y (1)

)
I�rodymas. I² vieneto at
em¦ abi (3.3.24) lygyb
es puses ir padaugin¦ i²

1−R2
Ym(1...m), gauname s¡ry²i�

1−R2
Y (1...m) =

(
1−R2

Y (1...m−1)

)(
1−R2

Ym(1...m−1)

)
,

i² kurio remdamiesi indukcija gauname teoremos rezultat¡. N

Teorema parodo, kokia dalimi sumaºinama dar nepaai²kinta liekamosios
sklaidos dalis, laipsni²kai i�traukiant i�vedant papildomas kovariantes.

3.3.2 pastaba. Jeigu imtis

(Y1, X
(1)
1 , . . . , X(1)

m ), . . . , (Yn, X
(n)
1 , . . . , X(n)

m )

gauta stebint normalu�ji� a. v. (Y1, X1, . . . , Xm), tai su bet kuriomis �ksuotomis
kovarian£iu� reik²m
emis x(i) = (1, x

(i)
1 , ..., x

(i)
m )T teisingas tiesin
es regresijos mo-

delis, tod
el empirinio dalinio koreliacijos koe�ciento kvadrat¡ R2
Y (k+1,...m)|(1...k)

galima interpretuoti kaip dalin
es koreliacijos koe�ciento kvadrato
ρ2
Y (Xk+1...Xm)|(X1...Xk) i�vertini�, jei visose formul
ese xi kei£iame i� Xi.

3.3.10. Regresijos tiesinio pavidalo hipotez
es tikrinimas

Tarkime, kad x(i) = (1, x1i, ..., xmi)
T , i = 1, ..., k, yra skirtingos kovariant
es

reik²m
es ir, kai yra reik²m
e x(i), yra gauta ni nepriklausomu� a. d. Y steb
ejimu�
Yij , j = 1, ..., ni, n = n1 + · · ·+ nk.

Sakykime Y regresija x atºvilgiu yra bet kokio pavidalo ir µi = E(Y |x(i)),
i = 1, ..., k. Taigi nagrin
ejame tiesini� modeli�

Yij = µi + eij , i = 1, ..., k
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Jeigu teisinga prielaida apie regresijos tiesini� pavidal¡, tai vidurkiu� vektorius
µ = (µ1, ..., µk)T yra parametro β = (β0, β1, ..., βm)T tiesin
e funkcija, t. y.
teisinga hipotez
e

H : µi = βTx(i), i = 1, ..., k.

Formaliai tikrinsime, ar duomenys neprie²tarauja hipotezei H. Pavyzdyje 1.3.3
(ir jo t¦sinyje) kritin
e sritis turi pavidal¡

F =
(SSEH − SSE)/(k −m− 1)

SSE/(n− k)
; (3.3.25)

£ia Fα(k −m− 1, n− k) � Fi²erio skirstinio α kritin
e reik²m
e, o

SSE = min
µ

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − µi)2 =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2, Ȳi. =
1

ni

ni∑
j=1

Yij ,

S¡lyginis kvadratin
es formos minimumas, kai hipotez
e teisinga, yra

SSEH = min
µ:µi=βTx(i)

SS(µ) =

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − β̂
T
X(i))2.

Skirtumas

(SSEH − SSE) =

k∑
i=1

ni(Ȳi. − β̂
T
x(i))2.

3.3.3 pastaba. Jeigu su kiekvienu x(i) turime tik vien¡ steb
ejim¡ Yi, tai krite-
rijaus (3.3.25) pritaikyti negalima, nes SSE = 0. Kaip ir turint vien¡ regresoriu�,
tam tikros informacijos apie regresijos pavidal¡ suteikia likutiniai skirtumai

ei = Yi − Ŷi, Ŷi = β̂
T
x(i), i = 1, ..., n.

Paºym
ej¦

Ŷ = (Ŷ1, ..., Ŷn)T , ê = (ê1, ..., ên)T = Y − Ŷ ,

gauname

ê = DY , D = In −A(ATA)−1AT = [dij ]n×n, E(ê) = 0, V (ê) = σ2D.

Taigi
êi ∼ N(0, σ2dii).

Kadangi

σ̂2 = MSE =

∑n
i=1(Yi − Ŷi)2

n−m− 1

P→ σ2, n→∞,

tai
ẽi =

êi√
MSEdii

d→ Z ∼ N(0, 1).
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Kai regresijos tiesi²kumo prielaida teisinga, ẽi skirstiniai maºai skiriasi nuo
standartinio normaliojo skirstinio. Ai²ku, net kai n yra didelis, vektoriaus
(ẽ1, ..., ẽn)T negalime traktuoti kaip paprast¡j¡ imti�, nes a. d. ẽi yra priklau-
somi. Daugelyje statistiniu� programu� paketu� naudojami neformalu	s diagnos-
tiniai gra�niai metodai modelio adekvatumui tikrinti, remiantis standartizuo-
tomis liekanomis. �iame vadov
elyje neformalu	s metodai neaptariami, informa-
cijos apie juos galima rasti taikomojo pobu	dºio knygose [4],I dalis; [5].

3.3.11. Paºingsnin
e regresija

Daºnai, taikydamas regresin¦ analiz¦, eksperimentuotojas neturi pakankamai
informacijos, kurie i² kintamu�ju� X1, ..., Xm labiau tinka a. d. Y prognozuoti.
Be to, galutinai parinktas modelis yra tuo vertingesnis, kuo maºesniu skai£iumi
kovarian£iu� jis nusakomas. Suprantama, stengiamasi, kad kintamu�ju� X1, ..., Xm

skai£iaus sumaºinimas i² esm
es nepablogintu� prognoz
es tikslumo. Matematin
eje
statistikoje naudojama daug i�vairiu� metodu�, leidºian£iu� sumaºinti vektoriaus
(X1, ..., Xm)T dimensij¡ i² esm
es nepabloginant prognoz
es tikslumo. Pateiksi-
me vien¡ i² paprastesniu� ir palyginti daºnai naudojamu� metodu�.

Sakykime, vektorius (Y, X1, ..., Xm)T pasiskirst¦s pagal (m + 1)-mati� nor-
malu�ji� skirstini�. Stebint ²i� a. v. gauta didumo n imtis (Yi, X1i, ..., Xmi)

T , i =
1, ..., n. Kadangi tiesinio prognozavimo tikslumo matas yra (3.1.7) dauginio
koreliacijos koe�ciento kvadratas, tai bu	tu� natu	ralu parinkti toki� kovarian£iu�
rinkini�, kad dauginio koreliacijos koe�ciento i�vertinys bu	tu� kuo didesnis. Ta£iau
tokio metodo negalima realizuoti prakti²kai, jeigu kovarian£iu� skai£ius gana
didelis. Pavyzdºiui, jeigu m = 10 , tai galima sudaryti 210 − 1 = 1023 skirtingu�
tiesin
es regresijos lyg£iu� (neatsiºvelgiant i� galimas kovarian£iu� s¡veikas). Vienas
i² papras£iausiu� ir daºniausiai naudojamu� metodu� kovarian£iu� rinkiniui parinkti
yra paºingsnin
e regresija.

N u l i n i s º i n g s n i s. Parenkame du reik²mingumo lygmenis P ir
P ′; randame a. d. Y ir Xi koreliacijos koe�cientu� i�ver£ius r(Y, Xi) = rY Xi =
r0i, i = 1, ...,m.

P i r m a s i s º i n g s n i s. I²renkame maksimalu� i�verti�

max
1≤i≤m

|r0i| = |r0i1 |.

Kintamasis Xi1 i�traukiamas i� kintamu�ju� Y prognozuoti s¡ra²¡, jeigu teisinga
nelygyb
e

F0i1 = r2
0i1(n− 2)/(1− r2

0i1) > FP (1, n− 2).

Prie²ingu atveju daroma i²vada, kad Y prognozuoti pagal X1, ..., Xm negalima.

A n t r a s i s º i n g s n i s. Randame daliniu� koreliacijos koe�cientu�
i�ver£ius

rY Xi(Xi1 ) = r0i(i1)

ir i² ju� i²renkame maksimalu�:

max
i 6=i1
|r0i(i1)| = |r0i2(i1)|.
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Kintamasis Xi2 i�traukiamas i� s¡ra²¡, jeigu teisinga nelygyb
e

r2
0i2(i1)(n− 3)/(1− r2

0i2(i1)) > FP (1, n− 3). (3.3.26)

Prie²ingu atveju s¡ra²e paliekamas tik kintamasis Xi1 .
Jeigu kintamasis Xi2 i� s¡ra²¡ i�trauktas, tikrinama, ar nereikia i²braukti i²

s¡ra²o Xi1 , kai i� ji� i�ra²ytas Xi2 . Kintamasis Xi1 i²braukiamas, jeigu teisinga
nelygyb
e

r2
0i1(i2)(n− 3)/(1− r2

0i1(i2)) < FP ′(1, n− 3). (3.3.27)

Taigi po antrojo ºingsnio a. d. Y prognozuoti gali likti tik kintamasis Xi1

(nelygyb
e (3.3.26) neteisinga); lieka tik kintamasis Xi2 (nelygyb
e (3.3.26) ir
(3.3.27) teisingos); vektorius (Xi1 , Xi2)T (nelygyb
e (3.3.26) teisinga, o nelygyb
e
(3.3.27) neteisinga). Pirmu atveju procesas uºbaigiamas; antru ir tre£iu atvejais
pereinama prie tre£iojo ºingsnio.

T r e £ i a s i s, k e t v i r t a s i s, ... º i n g s n i a i. Rekurenti²kai
kartojamas antrasis ºingsnis. Tiksliau, remiantis daliniu� koreliacijos koe�cientu�
i�ver£iais, pagal taisykles, analogi²kas (3.3.26), daroma i²vada, ar reikia papildyti
kintamu�ju� s¡ra²¡ dar vienu kintamuoju. I�ra²ius nauj¡ kintam¡ji�, tikrinama, ar
nereikia kurio nors kintamojo i²braukti i² s¡ra²o. Procesas uºbaigiamas, kai
nelygyb
es, analogi²kos (3.3.26), (3.3.27), netenkinamos.

3.4. Pratimai

3.1 skyrelis

3.1. Vektorius (X, Y )T pasiskirst¦s pagal dvimati� normalu�ji� skirstini� su nuliniais vidur-
kiais, vienetin
emis dispersijomis ir koreliacijos koe�cientu ρ. Raskite regresijos kreives:

(a) a. d. X atºvilgiu Y ;
(b) a. d. X atºvilgiu Y 2;
(c) a. d. X2 atºvilgiu Y 2;
(d) a. d. X2 atºvilgiu Y .

Apskai£iuokite koreliacinius santykius ir palyginkite juos su koreliacijos koe�cientu� kvadratais.

3.2. Atsitiktinis vektorius (X, Y )T turi tolygu�ji� skirstini� viduje elips
es

ax2 + 2hxy + by2 = c, h 6= 0, h2 < a b; a, b > 0.

I�rodykite, kad a. d. X ir Y regresija kito kintamojo atºvilgiu yra tiesin
e.

3.3. Atsitiktinis vektorius (X, Y )T tolygiai pasiskirst¦s lygiagretainyje, apribotame
ties
emis x = 3(y + 1), x = 3(y − 1), x = y + 1, x = y − 1. I�rodykite, kad atsitiktinio
dydºio Y regresija X atºvilgiu yra tiesin
e, o X regresija Y atºvilgiu yra kreiv
e, susidedanti i²
triju� atkarpu�.

3.4. Atsitiktinis vektorius (X,Y )T tolygiai pasiskirst¦s ant pusapskritimio y = +
√

1− x2,
0 ≤ x ≤ 1. I�rodykite, kad η2

YX = 1, o ρ2
YX = 0.

3.5. Atsitiktinis vektorius (X,Y )T tolygiai pasiskirst¦s skritulyje (x−a)2 +(y−b)2 ≤ r2.
I�rodykite, kad η2

YX = ρ2
YX = 0.
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3.6. Tegu ρ = [ρij ]k×k yra koreliacijos koe�cientu� matrica. I�rodykite, kad dauginis
koreliacijos koe�cientas ir daliniai koreliacijos koe�cientai susieti lygyb
emis:

1− ρ2
1.(2...k) = (1− ρ2

12)(1− ρ2
13.2)...(1− ρ2

1k.2...k−1);

ρ12.3 =
(ρ12 − ρ13ρ23)

(1− ρ2
13)1/2(1− ρ2

23)1/2
;

ρ12 =
(ρ12.3 − ρ13.2ρ23.1)

(1− ρ2
13.2)1/2(1− ρ2

23.1)1/2
;

ρ12.(3...k−1) =
(ρ12.(3...k) − ρ1k.(2...k−1)ρ2k.(13...k−1))

(1− ρ2
1k.(2...k−1)

)1/2(1− ρ2
2k.(13...k−1)

)1/2
;

ρ12.(3...k) =
(ρ12.(3...k−1) − ρ1k.(3...k−1)ρ2k.(3...k−1))

(1− ρ2
1k.(2...k−1)

)1/2(1− ρ2
2k.(3...k−1)

)1/2
;

3.2 skyrelis

3.7. Pagal didumo n imti� Yi = α+β(Xi−X̄)+ei, i = 1, ..., n, kai a. d. {ei} nepriklausomi
ir ei ∼ N(0, σ2) gauti i�vertiniai α̂ ir β̂. Sukurkite TGN kriteriju� hipotezeiH : θ = aα+bβ = θ0,
kai alternatyva H̄ : θ 6= θ0, tikrinti; £ia a, b, θ0 � ºinomi.

3.8. Pagal dvi nepriklausomas didumo n1 ir n2 imtis i�vertinti tiesin
es vieno kintamojo
regresijos koe�cientai α̂1, β̂1 ir α̂2, β̂2. Tarkime, kad visi steb
ejimai yra nepriklausomi ir
normalieji, turi vienodas dispersijas σ2. Raskite kriterijus

(a) hipotezei H : β1 = β2 tikrinti;
(b) hipotezei H : α1 = α2 tikrinti;
(c) hipotezei H : α1 = α2, β1 = β2 tikrinti;
(d) hipotezei, kad regresijos ties
es susikerta ta²ke x = c, tikrinti;

3.9 (3.8 t¦sinys). Apibendrinkite 3.8 pratim¡ tuo atveju, kai steb
ejimo rinkiniu� skai£ius
didesnis uº du.

3.10. Raskite parametru� α, β ir σ2 i�ver£ius naudodami ²iuos steb
ejimus:

0, 15 = α− 3β + e1,

2, 07 = α− β + e2,

4, 31 = α+ β + e3,

6, 49 = α+ 3β + e4,

£ia e1, ..., e4 � nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai ei ∼ N(0, σ2), i =
1, ..., 4.

3.11. Ta²kas tolygiai juda tiese. Laiko momentais t = 0, 1, 2, 3, 4 buvo uº�ksuotos
tokios jo koordina£iu� reik²m
es: St = 12, 98; 13, 05; 13, 35; 13, 97; 14, 22. Tegu visu� matavimu�
paklaidos nepriklausomos ir turi normalu�ji� skirstini� N(0, σ2). Raskite grei£io v ir dispersijos
σ2 ta²kinius ir intervalinius i�ver£ius, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

3.12. Matuojant gauti steb
ejimai, kurie yra tiesin
es parametro α funkcijos:

x1 = −0, 42 = e1,

x2 = 0, 30 = α+ e1 + e2,

x3 = 1, 30 = 2α+ e1 + e2 + e3,

x4 = 2, 56 = 3α+ e1 + e2 + e3 + e4,

x5 = 3, 26 = 4α+ e1 + e2 + e3 + e4 + e5,

£ia e1, ..., e5 � nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai ei ∼ N(0, σ2), i =
1, ..., 5. Raskite parametro α NMD i�verti�. Sudarykite parametru� α ir σ2 pasikliovimo inter-
valus, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.
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3.13. Atsitiktinis vektorius X = (X1, ..., X5)T turi normalu�ji� skirstini� su parametrais
EXi = (i− 1)α, i = 1, ..., 5; V Xi = Cov (Xi, Xj) = i, j > i, i = 1, ..., 5. Raskite parametro
α pasikliovimo interval¡, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95, pagal atsitiktinio vektoriaus X
realizacij¡ x = (−0, 42; 0, 30; 1, 30; 2, 56; 3, 26)T .

3.14. I²matuotas grunto atsparumas poslinkiui Y , veikiant i�vairiems sl
egiams P kg/cm2

ir gauti ²itokie rezultatai:

Y
Pi Yi1 Yi2 Yi3 Yi4 Yi5 Yi6 Yi7 Yi8 Yi9
1 0,962 0,612 0,612 0,888 1,038 1,188 0,812 0,988 0,875
2 0,962 0,688 0,662 1,112 1,118 1,325 0,988 1,025 1,075
3 1,125 0,800 0,700 0,900 1,475 1,400 1,150 1,175 1,300
4 1,412 0,850 0,650 1,075 1,312 1,425 1,250 1,175 1,162
5 1,125 0,900 0,675 1,225 1,225 1,650 1,025 1,075 1,500
6 1,138 0,950 0,625 1,500 1,375 1,588 1,025 1,150 1,100

a) patikrinkite Y regresijos P atºvilgiu tiesi²kumo hipotez¦;
b) laikydami Y regresij¡ atºvilgiu P tiesine, i�vertinkite jos koe�cientus;
c) sudarykite regresijos koe�cientu� pasikliovimo intervalus (Q = 0, 95).

3.15. S¡lyginis Y skirstinys, kai X reik²m
es �ksuotos, yra normalusis su dispersija σ2 =
0, 1. Tarkime, kad ta²kuose x = 0, 0; 0, 1; ...; 1, 0 turimos vienodo didumo n nepriklausomos
imtys. Koks turi bu	ti n, kad regresijos tiesi²kumo hipotez
e bu	tu� atmesta su tikimybe, ne
maºesne uº 0,95, jeigu E(Y |X = x) = x2 (kriterijaus reik²mingumo lygmuo P = 0, 05).

3.16. Tarkime, kad pagal nepriklausomus steb
ejimus Yi = α+ β(xi − x̄) + ei, i = 1, ..., n,
kai a. d. {ei} nepriklausomi ir normalu	s ei ∼ N(0, σ2), i�vertinta regresijos ties
e α̂+ β̂(x− x̄).
Tegu ta²ke x yra gauta k nepriklausomu� Yn+1 matavimu� Y (1)

n+1, ..., Y
(k)
n+1. Sukonstruokite

steb
ejimo Yn+1 prognoz
es interval¡ ir argumento x pasikliovimo interval¡.

3.17. Pasiu	lykite, kaip pertvarkyti lygti�

y =
αβ

α sin2 x+ β cos2 x

i� tiesini� pavidal¡.

3.18. Kalibruojamas pieno ru	g²ties koncetracijos kraujuje matavimo prietaisas. Tuo
tikslu gauti n = 20 pavyzdºiu� matavimai Y , kai koncentacija X tiksliai ºinoma [1]

X 1 1 1 1 3 3 3 3 3 5
Y 1,1 0,7 1,8 0,4 3,0 4,4 4,9 4,4 4,5 7,3
X 5 5 10 10 10 10 15 15 15 15
Y 8,2 6,2 12,0 13,1 12,6 13,2 18,7 19,7 17,4 17,1

Tardami, kad paklaidos normaliosios, i�vertinkite tiesin
es regresijos parametrus. Patik-
rinkite regresijos tiesi²kumo hipotez¦. Raskite tolesniu� nepriklausomu� Y matavimu� progno-
z
es intervalus, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95, jei ºinoma, kad matavimai bus atliekami
ta²kuose X = 12, X = 18.

3.19. Pamatavus n = 108 pacientu� arterini� PH (kintamasis Y ) ir venini� PH (kintamasis
X) gauti vidurkiu� ir kovariaciju� matricos elementu� i�ver£iai: X̄ = 7, 373, Ȳ = 7, 413, s2X =

0, 1253, s2Y = 0, 1184, sXY = 0, 1101 [1]. Pri
em¦ prielaid¡ d
el a. v. (X,Y )T normalumo,
i�vertinkite a. d. Y regresijos ties¦ atºvilgiu a. d. X. Patikrinkite hipotez¦ H : β = 0. Koki¡
dali� a. d. Y sklaidos paai²kina regresijos lygtis?

3.20. Kintamasis Y rei²kia tam tikro cheminio proceso savyb¦ priklausomai nuo laiko t
[1]:
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t 0,0 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
Y 0,000 0,025 0,035 0,045 0,055 0,065 0,075 0,082
t 4,5 5,0 5,5 6,0 6,5 7,0 7,5 8,0
Y 0,088 0,094 0,100 0,105 0,110 0,115 0,120 0,125

a) I�vertinkite tiesin
es regresijos parametrus. Panagrin
ekite prognoz
es paklaidas ir ap-
tarkite regresijos tiesinio pavidalo priimtinum¡. b) Tarkime, kad i² teoriniu� samprotavimu�
gauta, jog regresijos kreiv
e tur
etu� bu	ti tokio pavidalo: Y = α(1−e−βt). I�vertinkite netiesinio
modelio parametrus ir raskite ju� apytikslius pasikliovimo intervalus.

3.21. Farmakinetikoje vertinant vaisto koncentracijos Y priklausomyb¦ nuo laiko t daº-
nai naudojamasmas dvikomponentis matematinis modelis Y = α1e−α2t + β1e−β2t. Pagal
pateikiamus duomenis [1]

t 0,10 0,25 0,50 1,00 1,50 2,00 4,00 8,00 12,00 24,00 48,00
Y 18,7 16,9 14,5 11,1 8,9 7,5 5,2 3,6 2,6 1,0 0,2

i�vertinkite regresijos parametrus. Nagrin
edami prognoz
es paklaidas aptarkite prognoz
es
tikslum¡.

3.3 skyrelis

3.22. Lentel
eje pateiktas 78 ºuvu� ilgis Y (milimetrais) ir amºius X (metais) [16].

X Y
1 67 62
2 109 83 91 88 123 100 109
3 137 131 122 122 118 115 131 143 142 122 140
3 150 140 150 150 140 150 130 130
4 138 135 146 146 145 145 144 140 150 152 157
4 155 153 154 158 162 161 162 165 171 162 169
4 167 171 150 170 140 140 150 150 150 160 150
4 150 150 150 140 160 170 160 160 170
5 170 188 150 150 160 160 180
6 170

a) patikrinkite Y regresijos X atºvilgiu tiesi²kumo hipotez¦;
b) parinkite polinomin
es regresijos modeli� ir aptarkite prognoz
es tikslum¡.

3.23. Tarkime, kad i�vertinome regresij¡ E(Y ) = β0 + β1x, o tikroji regresijos lygtis yra
E(Y ) = β0 +β1x+β2x2 +β3x3 pavidalo. Koks bus i�vertiniu� β̂0 ir β̂1 poslinkis, kai jie i�vertinti
pagal nepriklausomus steb
ejimus ta²kuose x = −3,−2,−1, 0,+1,+2,+3?

3.24. Tegu Y1 = θ1 + θ2 + e1, Y2 = 2θ2 + e2, Y3 = −θ1 + θ2 + e3; £ia {ei} nepriklausomi
ir ei ∼ N(0, σ2). Sudarykite kriteriju� hipotezei H : θ1 = 2θ2 tikrinti.

3.25. Tegu Y1, Y2, Y3, Y4 yra keturkampio kampu� ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 matavimai. Tarkime, kad
matavimo paklaidos yra normalieji nepriklausomi a. d., turintys nulinius vidurkius ir vienodas
dispersijas. Patikrinkite hipotez¦, kad keturkampis yra lygiagretainis, t. y. H : ϕ1 = ϕ3, ϕ2 =
ϕ4.

3.26. I�rodykite, kad pilno rango modeli�

Yi = β0 + β1X1i + ...+ βmXmi + e1

i�vedus naujus parametrus galima uºra²yti ²itaip

Yi = γ0 + γ1Z1i + ...+ γmZmi + ei,

kad plano matrica tur
etu� ortogonalius stulpelius ir γr = ... = γm = 0 tada ir tik tada, kai
βr = ... = βm = 0, r = 1, ...,m.



3.4. Pratimai 161

3.27. Tarkime, E(Yt) = β0 + β1 cos(2πk1t/n) + β2 sin(2πk2t/n); £ia t = 1, ..., n, o k1

ir k2 � ºinomos teigiamos konstantos. Raskite parametru� β0, β1, β2 maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertinius.

3.28. Tegu Yi = β0 + β1(X1i − X̄1.) + β2(X2i − X̄2.), i = 1, ..., n. I�rodykite, kad
parametru� β0, β1, β2 i�vertinius galima rasti atlikus toki¡ dviºingsn¦ procedu	r¡: 1) parenkame
vieno kintamojo regresij¡ Yi = β0 + β1(X1i − X̄1.); 2) parenkame liekanu� Yi − Ŷi, Ŷi =

β̂0 + β̂1(X1i − X̄1.) regresij¡ X2i − X̄2i, i = 1, ..., n, atºvilgiu.

3.29. Nagrin
ejamas benzino oktaninis skai£ius Y priklausomai nuo priedu�A irB koncentra-
ciju� X1 ir X2. Pagal pateikiamus duomenis [1]

X1 2 2 2 2 3 3 3 3
X2 2 3 4 5 2 3 4 5
Y 96,3 95,7 99,9 99,4 95,1 97,8 99,3 104,9
X1 4 4 4 4 5 5 5 5
X2 2 3 4 5 2 3 4 5
Y 96,2 100,1 103,2 104,3 97,8 102,2 104,7 108,8

a) I�vertinkite regresijos parametrus tardami, kad a. d. Y regresija X1 ir X2 atºvilgiu
yra tiesin
e. b) Tar¦, kad paklaidos normaliosios, patikrinkite regresijos koe�cientu� lygyb
es
0 hipotezes. c) Raskite a. d. Y tolesnio nepriklausomo steb
ejimo, kuris atliktas ta²ke X1 =
4, 5;X2 = 3, 5, prognoz
es interval¡, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

3.30. Dviem skirtingais bu	dais buvo matuojamas 141 paciento arterinis kraujo spaudi-
mas. Pirmu bu	du matuojant sistolini� X1, diastolini� X2 ir vidutini� X3 kraujo spaudim¡ buvo
naudojamas kateteris. Antru bu	du buvo matuojamas sistolinis X4 ir diastolinis X5 kraujo
spaudimas naudojant kompresin¦ manºet¦. Atlikus pradin¦ analiz¦ gauti ²ie rezultatai.

i X̄i si rij
1 112,2 28,6 1,000 0,839 0,927 0,871 0,753
2 59,4 17,1 1,000 0,967 0,778 0,828
3 76,8 21,0 1,000 0,845 0,852
4 107,0 28,9 1,000 0,837
5 66,8 19,3 1,000

�ioje lentel
eje X̄i � aritmetiniai vidurkiai, o si � vidutiniu� kvadratiniu� nuokrypiu� i�vertiniai,
i = 1, ..., 5; rij - koreliacijos koe�cientu� i�vertiniai.

Naudodamidami paºingsnin
es regresijos metod¡, parinkite vektoriaus (X1, X2, X3)T ko-
ordinates kintamiesiems X4 ir X5 prognozuoti (P ′ = 0, 01, P = 0, 005). Raskite regresijos
koe�cientus ir suvestinius koreliacijos koe�cientus.

3.31. Reikia parinkti tokio pavidalo regresijos modeli�:

E(Yi) = β0 + β1Xi + β2ϕ(Xi), i = 1, 2, 3;

£ia ϕ(x) � antrojo laipsnio polinomas. Parinkite ϕ(x) taip, kad plano matrica tur
etu� ortogo-
nalius stulpelius, kai X1 = −1, X2 = 0, X3 = +1.

3.32. Pagal pateikiamos lentel
es duomenis parinkite tre£iojo laipsnio polinom¡.

Y (indeksas) 9,8 11,0 13,2 15,1 16,0
X (metai) 1950 1951 1952 1953 1954

Tardami, kad paklaidos nepriklausomos ir normaliosios su vienodomis dispersijomis σ2,

patikrinkite antrojo laipsnio polinomo adekvatum hipotez¦. I²spr¦skite uºdavini� naudodami

ortogonaliuosius polinomus, t. y. vietoje xi parinkdami i-ojo laipsnio polinom¡ taip, kad plano

matricos stulpeliai bu	tu� ortogonalu	s.
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3.5. Atsakymai ir nurodymai

3.1. a) E(X|Y = y) = ρy; η2
X|Y = ρ2

X|Y = ρ2; b) E(X|Y 2 = y2) = 0; η2
X|Y = ρ2

X|Y = 0;

c) E(X2|Y 2 = y2) = 1 − ρ2 + ρ2y2; d) E(X2|Y = y) = 1 − ρ2 + ρ2y2; η2
X|Y = ρ2

X|Y = ρ4.
3.3. E(Y |X = x) = 2x/3, kai −3 ≤ x ≤ 3; E(X|Y = y) = 2y + 1, kai −2 ≤ y ≤ −1;
E(X|Y = y) = y, kai −1 ≤ y ≤ 1; E(X|Y = y) = 2y − 1, kai 1 ≤ x ≤ 2. 3.7.

Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai |θ̂ − θ0|/(sc) > tα/2(n − 2);

θ̂ = aα̂ + bβ̂, s2 =
∑
i(Yi − α̂ − β̂(xi − x̄))2/(n − 2); c2 = a2/n + b2/

∑
i(xi + x̄)2. 3.8.

Tegu pirmosios imties elementai yra (Y1i, X1i), i = 1, ..., n1, o antrosios � (Y2i, X2i), i =
1, ..., n2. Vertinamos regresijos ties
es pavidalo: α1 + β1(X1i − X̄1.) ir α2 + β2(X2i − X̄2.).
a) Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi, kai |β̂1 − β̂2|/(sc) > tα/2(n1 + n2 − 4); s2 =

[
∑
i(Y1i − α̂1 − β̂1(X1i − X̄1.))2 +

∑
i(Y2i − α̂2 − β̂2(X2i − X̄2.))2]/(n1 + n2 − 4), c2 =

1/
∑

(X1i − X̄1.)2 + 1/
∑

(X2i − X̄2.)2. b) Hipotez
e atmetama α lygmens kriterijumi, kai
|α̂1 − α̂2|/(sb) > tα/2(n1 + n2 − 4); b2 = 1/n1 + 1/n2. c) Hipotez
e atmetama α lyg-
mens kriterijumi, kai (SSEH − SSE)(n1 + n2 − 4)/(2SSE) > Fα(2, n1 + n2 − 4); SSE =

s2(n1 + n2 − 4); SSEH = [
∑
i(Y1i − α̂− β̂(X1i − X̄..))2 +

∑
i(Y2i − α̂− β̂(X2i − X̄..))2], £ia

X̄.. = (n1X̄1. + n2X̄2.)/(n1 + n2), o α̂ ir β̂ yra regresijos ties
es α + β(x − X̄..) parametru�
i�vertiniai, gauti sujungus visus n1 + n2 steb
ejimus. d) perkelkime koordinatu� pradºi¡: Z1i =
X1i−c, i = 1, ..., n1 ir Z2j = X2j−c, j = 1, ..., n2. Kintamu�ju� (Y1i, Z1i) ir (Y2j , Z2j) terminais
tikrinamoji hipotez
e ekvivalenti p. b) hipotezei. 3.10. α̂ = (Y1 + Y2 + Y3 + Y4)/4 = 3, 255;
β̂ = (−3Y1 − Y2 + Y3 + 3Y4)/20 = 1, 063, s2 = SSE/2 = 0, 01206. 3.11. v̂ = 0, 34,
σ̂2 = 0, 0259; (v; v) = (0, 178; 0, 502); (σ2;σ2) = (0, 0083; 0, 3602). 3.12. α̂ = 0, 92;
s2 = 0, 0967; (α;α) = (0, 4883; 1, 3517); (σ2;σ2) = (0, 0347; 0, 7985). Nurodymas. A. d.
Z1 = X1, Zj = Xj − Xj−1, j = 2, 3, 4, 5 yra nepriklausomi su vienetin
emis dispersijomis ir
vidurkiais EZ1 = 0,EZ2 = ... = EZ5 = α. 3.13. α̂ = 0, 92; (α; α) = (−0, 060; 1, 900).
Nurodymas. A. d. Z1 = X1, Zj = Xj −Xj−1, j = 2, 3, 4, 5 yra nepriklausomi; ju� dispersijos
σ2, o vidurkiai EZ1 = 0,EZ2 = ... = EZ5 = α. 3.14. a) statistika (3.2.16) i�gijo reik²m¦
0,3985; kadangi P reik²m
e yra P{F4,48 > 0, 3985} = 0, 8087, tai atmesti tiesi²kumo hipotez¦
n
era pagrindo; b) β̂0 = 0, 8873, β̂1 = 0, 0540; c) (β0; β0) = (0, 7322; 1, 0425); (β1; β1) =

(0, 0141; 0, 0938). 3.15. n > 32. 3.16. Formul
eje (3.2.13) reikia b2(x) apibr
eºti tokiu bu	du:
b2(x) = k/n+ (x− x̄)2/((n− 1)s2x). 3.17. Paºym
ekime u = 1/y, v = sin2 x. Tada u = γ+ δv;
γ = 1/α, δ = (α−β)/(αβ). 3.18. α̂ = 8, 535, β̂ = 1, 2066, σ̂2 = 0, 8115; statistika (3.2.16) i�gijo
reik²m¦ 1,9864; kadangi P reik²m
e yra P{F3,15 > 1, 9864} = 0, 1594, tai atmesti tiesi²kumo
hipotez¦ n
era pagrindo; tolesnio matavimo prognoz
es intervalas yra (12,9420; 16,9179), kai
x = 12 ir (20,0178; 24,3213), kai x = 18. 3.19. µ̂ = 0, 9343 + 0, 8787x; hipotez
e H : β = 0
atmetama: a. d., kai teisinga hipotez
e, turintis Stjudento skirstini� su 106 laisv
es laipsniais
i�gijo reik²m¦ 21,7608; paai²kina 0,817 sklaidos dali�. 3.20. a) β̂0 = 0, 0144, β̂1 = 0, 0149,
σ̂2 = 0, 00004. Determinacijos koe�cientas 0, 9697. Sklaidos diagramoje prognoz
es paklaidos
i²sid
es£iusios neatsitiktinai, tod
el regresijos tiesinis pavidalas nepriimtinas. b) α̂ = 0, 1758,
β̂ = 0, 1531. Esant pasikliovimo lygmeniu 0, 95, gauname (α; α) = (0, 1690; 0, 1827), (β; β) =

(0, 1437; 0, 1626). 3.21. α̂1 = 13, 2255, α̂2 = 1, 0158, β̂1 = 6, 7978, β̂2 = 0, 0796. Esant pasik-
liovimo lygmeniu 0, 95, gauname (α1; α1) = (13, 0724; 13, 3787), (α2; α2) = (0, 9915; 1, 0402),
(β1; β1) = (6, 6336; 6, 9620), (β2; β2) = (0, 0767; 0, 0825). 3.22. a) Statistika (3.2.16) i�gijo
reik²m¦ 6,29; tiesi²kumo hipotez
e atmetama kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lyg-
meniu; b) Statistika (3.3.25) i�gijo reik²m¦ 0,29; kadangi P reik²m
e yra 0,8295, hipotez¦
apie antro laipsnio polinomin
es regresijos modelio tinkamum¡ atmesti n
era pagrindo. µ̂ =
13, 62 + 54, 05x − 4, 72x2. Determinacijos koe�cientas yra 0,8011. 3.23. Eβ̂0 − β0 = 4β2,
Eβ̂1−β1 = 7β3. 3.24. Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai (SSEH−
SSE)/SSE > Fα(1 1); £ia SSE = (Y1−Y2+Y3)2/3; SSEH = (Y1−3θ̂)2+(Y2−2θ̂)2+(Y3+θ̂)2;
θ̂ = (3Y1 + 2Y2 − Y3)/14. 3.25. Hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi,
kai F = [(Y1 − Y3)2/2 + (Y2 − Y4)2]/(

∑
i Yi − 2π)2 > Fα(2, 1). 3.27. Paºym
ekime Y =

(Y1, ..., Yn)T ir β = (β0, β1, β2)T . Tada β̂ = (ATA)−1ATY ; £ia matricaAT turi 3 eilutes ir n
stulpeliu�; pirmoji eilut
e yra (1, 1, ..., 1); antroji (cos(2πk1/n), cos(4πk1/n), ..., cos(2nπk1/n));
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tre£ioji (sin(2πk1/n), sin(4πk1/n), ..., sin(2nπk1/n)). 3.29. a) β̂0 = 84, 55, β̂1 = 1, 83,
β̂2 = 2, 68; b) Gauname F1 = 5, 89 ir F2 = 8, 62; regresijos koe�cientu� lygyb
es nuliui
hipotez
es atmetamos kriterijais su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu; c) (99, 02; 105, 36).
3.30. Paºingsnin
es regresijos metodu gauname, kad prognozuojant X4 reikia naudotis vi-
sais kintamaisiais (X1, X2, X3)T ; regresijos i�vertis X̂4 = 8, 29 + 0, 60X1 − 0, 14X2 + 0, 52X3;
rX4 (X1, X2, X3) = 0, 8770. 3.31. ψ(x) = 2 − 3x2. 3.32. Atlikime keitim¡ Zi = Xi − 1952.
Tada Zi i�gyja reik²mes −2, −1, 0, 1, 2. Nagrin
ekime regresijas pavidalo Yi = β0ϕ0(Zi) +
β1ϕ1(Zi)+...+βmϕm(Zi), kai ϕj(z) yra ortogonalu	s polinomai: ϕ0(z) ≡ 1;ϕ1(z) = z;ϕ2(z) =

z2 − 2;ϕ3(z) = 5z3 − 17z. Parametru� i�vertiniai β̂j =
∑
i Yiϕj(Zi)/

∑
ϕ2
j (Zi), V β̂j =

σ2/
∑
ϕ2
j (Zi), j = 0, 1, 2, 3. Liekamosios kvadratu� sumos SS(m)

E =
∑
i Y

2
i − β̂2

0

∑
ϕ2

0(Zi)−
...− β̂2

m

∑
ϕ2
m(Zi), m = 0, 1, 2, 3. Pagal turimus stebinius gauname β̂0 = 13, 02, β̂1 = 1, 65,

β̂2 = −0, 0643, β̂3 = −0, 0333. Liekamosios kvadratu� sumos SS(0)
E = 27, 688, SS(1)

E =

0, 463, SS(2)
E = 0, 405, SS(3)

E = 0, 005. Matome, kad imant tre£iojo laipsnio polinom¡
liekamoji kvadratu� suma i�gyja maº¡ reik²m¦. Hipotez
e H : β3 = 0 atmetama: statistika
F = β̂2

3

∑
i ϕ

2
3(Zi)/s

2, kuri esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� su 1 ir 2 laisv
es
laipsniais, i�gijo reik²m¦ 155,5556, pv = P{F1,2 > 155, 5556} = 0, 0064.
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4.1. Kovariacin
es analiz
es modeliai

Dispersin
e analiz
e naudojama, kai norima i²tirti i�vairiu� kokybiniu� faktoriu� (no-
minaliu�ju� kovarian£iu�) i�tak¡ priklausomam kintamajam. Pagrindin
es hipotez
es,
tikrinamos dispersine analize - faktoriu� i�takos ir ju� s¡veikos nebuvimo hipotez
es.
Regresin
eje analiz
eje daugiau pabr
eºiamas priklausomo kintamojo prognozavi-
mas pagal kovarian£iu� (tiek tolydºiu�ju�, tiek ir nominaliu�ju�) reik²mes.

Kai kintamojo Y skirstinys priklauso ne tiktai nuo kokybiniu� faktoriu�, bet
ir nuo kiekybiniu� faktoriu� (tolydºiu�ju� kovarian£iu�), bet norima i²tirti tiktai
kokybiniu� faktoriu� i�tak¡, bu	tina naudoti regresini� modeli� tiek su nominaliomis,
tiek ir su tolydºiomis kovariant
emis, nes, naudojant dispersin
es analiz
es meto-
dus, tolydºiu�ju� kovarian£iu� egzistavimas gali i²kreipti analiz
es rezultatus. Pa-
vyzdºiui, tiriant gyvu	nu� svorio prieaugio priklausomyb¦ nuo maitinimo raciono,
prieaugis gali priklausyti nuo tokiu� kovarian£iu�, kaip antai pradinis gyvu	no
svoris, jo amºius ir kt. Tiriant padangu� dilimo grei£io priklausomyb¦ nuo ju�
mark
es, protektoriaus dilimo greitis gali priklausyti nuo padangu� apkrovos, ke-
lio dangos, meteorologiniu� s¡lygu�, vairuotojo staºo ir kt.

Jeigu, be tiriamu� kokybiniu� faktoriu� ir priklausomo kintamojo Y matavimu�,
galima gauti ir �trukdan£iu�� kiekybiniu� kovarian£iu� matavimus, tai, atliekant
statistin¦ analiz¦, pastaru�ju� i�tak¡ reikia eliminuoti. Tokia duomenu� analiz
e vadi-
nama kovariacine analize. I² esm
es tai (kaip ir dispersin
e analiz
e) tam tikras
regresin
es analiz
es atvejis, turintis savo speci�k¡. Detaliau apie kovariacin¦ ana-
liz¦ ºr.[12], [14].

Tarkime, kad tiriama vieno faktoriaus A i�taka kintamajam Y ir, kai fakto-
riaus A lygmuo yra Ai, gauti kintamojo Y ir kovariant
es X matavimai

(Yi1, xi1), . . . (YiJi , xiJi), i = 1, ..., I,

tada naudojamas vienfaktor
es vieno kintamojo kovariacin
es analiz
es modelis:

Yij = µ+ αi + γxij + eij ,
∑
i

αi = 0, (4.1.1)

164
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£ia eij ∼ N(0, σ2) yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi normalieji atsitiktiniai
dydºiai.

Jeigu kovariant
e yra daugiamat
e: X = (x(1), ..., x(k))T , tai gaunami matavi-
mai

(Yi1, x
(1)
i1 , . . . x

(k)
i1 ), . . . (YiJi , x

(1)
iJi
, . . . x

(k)
iJi

), i = 1, ..., I,

ir naudojamas vienfaktor
es keleto kintamu�ju� kovariacin
es analiz
es modelis:

Yij = µ+ αi + γ1x
(1)
ij + ...+ γkx

(k)
ij + eij ,

∑
i

αi = 0. (4.1.2)

Jeigu dvifaktor
eje dispersin
eje analiz
eje su vienu steb
ejimu langelyje tarsime,
kad faktoriu� s¡veikos n
era ir kartu su Y stebima kovariant
e x, tai gautume
adityvu�ji� dvifaktor
es kovariacin
es analiz
es modeli�:

Yij = µ+ αi + βj + γxij + eij ,
∑
i

αi =
∑
j

βj = 0. (4.1.3)

4.1.1 pastaba. Kaip ir regresin
eje analiz
eje, kovarian£iu� x(1), ..., x(k) reik²m
es
daºniausiai bu	na i² anksto parinktos ir �ksuotos. Arba tai gali bu	ta atsitiktinio
vektoriaus (X(1), ..., X(k))T realizacijos. Pastaruoju atveju analiz
e s¡lygin
e, ta-
riant, kad kovariaciju� vektoriaus realizacijos �ksuotos.

4.1.2 pastaba. Jeigu esant �ksuotoms nagrin
ejamu� faktoriu� lygmenu� kom-
binacijoms stebimos nepriklausomos atsitiktinio vektoriaus (Y,X(1), ..., X(k))T

realizacijos, tai gautiems duomenims analizuoti galima taikyti daugiamat¦ dis-
persin¦ analiz¦, kuri aptariama IV knygos dalyje.

Bendru atveju kovariacin
eje analiz
eje steb
ejimu� vektoriaus Y = (Y1, ..., Yn)T

vidurkis uºra²omas dvieju� d
emenu� suma

E(Y ) = Aβ +Cγ. (4.1.4)

Pirmasis d
emuo apibu	dina kaºkoki� dispersin
es analiz
es modeli�, antrasis ap-
ra²o tiesin¦ Y regresij¡ kintamu�ju� x(1), ..., x(k) atºvilgiu. Matrica A yra dis-
persin
es analiz
es plano matrica, kurios elementai yra 1 arba 0. Matricos C
i-asis stulpelis susideda i² kovariant
es x(i) matavimu�.

Tar¦, kad matrca C �ksuota, ir naudodamiesi (4.1.4) gauname bendr¡ji� ko-
variacin
es analiz
es modeli�:

Y = Bδ + e; (4.1.5)

£ia Y yra priklausomo kintamojo n matavimu� vektorius, B = (A
...C), δ =

(βT ,γT )T = (β1, ..., βm, γ1, ..., γk)T , A � n ×m matrica, m = Rang(A), C �
n × k matrica, k = Rang(C); e yra n vienodai pasiskirs£iusiu�, nepriklausomu�
normaliu�ju� N(0, σ2) atsitiktiniu� dydºiu� vektorius.

�is modelis yra tiesinis, tod
el jam analizuoti pritaikoma bendra 1 skyriaus
metodika.
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Atsitiktinio vektoriaus Y koordinat
es turi pavidal¡

Yi = ai1β1 + ...+ aimβm + γ1x1i + ...+ γkxki + ei, i = 1, ..., n; (4.1.6)

£ia aij , xij � ºinomos konstantos, β1, ..., βm, γ1, ..., γk � neºinomi parametrai; ei
� vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi normalieji a. d. ei ∼ N(0, σ2).

Visu� pirma detaliau aptarsime vienfaktor
es vieno kintamojo kovariacin
es
analiz
es modeli�, o paskui pereisime prie bendro atvejo.

4.2. Vienfaktor
e vieno kintamojo kovariacin
e ana-

liz
e

4.2.1. Maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertiniai

Nagrin
esime modeli� (4.1.1), kuris uºra²omas ir (4.1.5) pavidalu. Matrica A (ºr.
2.1 skyreli�) turi n = J1 + · · · + JI eilu£iu� ir I stulpeliu�. Pirmosios J1 eilut
es
turi pavidal¡ (1, 0, ..., 0), paskui J2 eilu£iu� turi pavidal¡ (0, 1, ..., 0), pagaliau
paskutin
es JI eilut
es turi pavidal¡ (0, 0, ..., 1). Plano matrica B modelyje
(4.1.5) gaunama i² plano matricos A papildºius j¡ stulpeliu C = (x11, ..., x1J1

, ..., xI1, ..., xIJI )
T . Taigi Rang(B) = I + 1. Parametru� µ, αi ir γ MK i�vertiniai

gaunami minimizuojant kvadratin¦ form¡

SS(δ) =
∑
i

∑
j

(Yij − µ− αi − γxij)2. (4.2.1)

Diferencijuodami pagal parametrus, prilygin¦ i²vestines 0 ir pasinaudoj¦ ly-
gybe

∑
i αi = 0, gauname normaliu�ju� lyg£iu� sistem¡

µ̂+ γ̂x̄.. = Ȳ..,
µ̂+ α̂i + γ̂x̄i. = Ȳi., i = 1, ..., I,
nµ̂x̄.. +

∑
i x̄i.α̂i + γ̂

∑
i

∑
j x

2
ij =

∑
i

∑
j Yijxij .

I² pirmosios lygties i²rei²k¦ µ̂ = Ȳ.. − γ̂x̄.. ir i�stat¦ i� antr¡j¡, paskui i² pas-
tarosios i²rei²k¦ α̂i = Ȳi. − Ȳ.. − γ̂(x̄i. − x̄..) ir i�stat¦ i� paskutini¡j¡, gauname
parametro γ maºiausiu�ju� kvadratu� i�vertini�

γ̂ =

∑
i

∑
j(Yij − Ȳ..)(xij − x̄..)∑

i(xij − x̄..)2
. (4.2.2)

Liekamoji kvadratin
e forma

SSE =
∑
i

∑
j

(Yij − µ̂− α̂i − γ̂xij))2 =
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi. − γ̂(xij − x̄i.))2

=
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi.)2 − γ̂
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳi.)(xij − x̄i.) ∼ σ2χ2
n−I−1. (4.2.3)
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Toks SSE skirstinio pavidalas gaunamas i² 1.3.1 teoremos, nes Rang(B) = I+1.
Paºym
ekime

Gxx =
∑
i

Ji(x̄i.−x̄..)2, Gxy =
∑
i

Ji(x̄i.−x̄..)(Ȳi.−Ȳ..), Gyy =
∑
i

Ji(Ȳi.−Ȳ..)2,

Rxx =
∑
i

∑
j

(xij−x̄i.)2, Rxy =
∑
i

∑
j

(xij−x̄i.)(Yij−Ȳi.), Ryy =
∑
i

∑
j

(Yij−Ȳi.)2,

Txx =
∑
i

∑
j

(xij−x̄..)2, Txy =
∑
i

∑
j

(xij−x̄..)(Yij−Ȳ..), Tyy =
∑
i

∑
j

(Yij−Ȳ..)2.

Gausime vadinam¡j¡ kovariacin
es analiz
es lentel¦.

4.2.1 lentel
e. Kovariacin
es analiz
es lentel
e

�altinis xx xy yy
Tarp grupiu� Gxx Gxy Gyy
Grupiu� viduje Rxx Rxy Ryy

Visas Txx Txy Tyy

Reikia paºym
eti, kad paskutinio stulpelio nariai Gyy, Ryy, Tyy sutampa su
vienfaktor
eje dispersin
eje analiz
eje naudotomis kvadratu� sumomis (ºr. 2.1.2
lentel¦) SSA, SSE ir SST , gautomis neatsiºvelgiant i� trukdan£i¡j¡ kovariant¦.

Jei vienfaktor
es dispersin
es analiz
es atveju liekamoji kvadratin
e forma SSE
sutapo su Ryy, tai i² (4.2.3) i²plaukia, kad kovariacin
es analiz
es atveju liekamoji
kvadratin
e forma SSE i²rei²kiama lentel
es antrosios eilut
es nariais:

SSE = Ryy − γ̂Rxy = Ryy −R2
xy/Rxx, γ̂ =

Rxy
Rxx

. (4.2.4)

Matome, kad liekamoji kvadratu� suma Ryy, kuri gaunama neatsiºvelgiant i�
kovariant¦ x, sumaº
eja dydºiu

γ̂Rxy =
∑
i

∑
j

(Yij − Ȳ..)(xij − x̄..),

t. y. sumaº
ejimas proporcingas poru� (xij , Yij) empirinei kovariacijai. Nuo to ir
kil¦s kovariacin
es analiz
es pavadinimas.

4.2.2. Faktoriaus i�takos nebuvimo hipotez
es tikrinimas

Tikrinant hipotez¦
HA : α1 = ... = αI = 0,

kad n
era faktoriaus A i�takos, reikia rasti s¡lygini� kvadratin
es formos minimum¡

SSEHA = min
µ,γ

∑
i

∑
j

(Yij − µ− γxij)2.
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Toki¡ kvadratin¦ form¡ minimizavome nagrin
edami vieno kintamojo tiesin¦ reg-
resij¡ (ºr. 3.2.1 teorem¡). Gauname, kad ²is minimumas i²rei²kiamas 4.2.1
lentel
es nariais:

SSEHA =
∑
i

∑
j

(Yij − µ̃− γ̃Xij)
2 = Tyy − γ̃Txy,

µ̃ = Ȳ.. − γ̃X̄.., γ̃ =
Txy
Txx

=
Rxy +Gxy
Rxx +Gxx

.

Kvadratu� suma, apibu	dinanti faktoriaus A i�tak¡

SSA = SSEHA − SSE = Tyy −
T 2
xy

Txx
− (Ryy −

R2
xy

Rxx
)

= Gyy −
T 2
xy

Txx
+
R2
xy

Rxx
(4.2.5)

Hipotez
e HA turi pavidal¡ (3.3.20) su k = I − 1 ir m = I. I² 3.3.7 skyrelio
i²plaukia, kad hipotez
e HA atmetama, kai

FA =
SSA(n− I − 1)

(I − 1)SSE
=
MSA
MSE

> Fα(I − 1, n− I − 1). (4.2.6)

4.2.3. Trukdan£iu� parametru� i�takos nebuvimo hipotez
es

tikrinimas

Taikant kovariacin¦ analiz¦ prasminga patikrinti hipotez¦ Hγ : γ = 0. Jei ²i
hipotez
e atmetama, rei²kia, kad, tiriant faktoriaus i�tak¡, atsiºvelgti i� kovariant¦
x prasminga.

Kai teisinga hipotez
e Hγ , modelis (4.1.1) yra tiesiog vienfaktor
es dispersin
es
analiz
es modelis. Tod
el

SSEHγ = Ryy, SSγ = Ryy − SSE =
R2
xy

Rxx
. (4.2.7)

Hipotez
e Hγ turi pavidal¡ (3.3.21) (tai atskiras (3.3.20) atvejis, kai k = 1),
tod
el pagal (4.3.27) hipotez
e Hγ atmetama, kai

Fγ =
SSγ
MSE

=
R2
xy(n− I − 1)

RxxRyy −R2
xy

> Fα(1, n− I − 1). (4.2.8)

4.2.4. Regresijos tiesiu� lygiagretumo hipotez
es tikrinimas

Modelyje (4.1.1) priimama prielaida, kad regresijos ties
es krypties koe�cientas
γ yra tas pats esant bet kuriam faktoriaus A lygmeniui, t. y. regresijos ties
es
prie i�vairiu� faktoriaus A lygmenu� yra lygiagre£ios.

Nagrin
ekime bendresni� vienfaktor
es vieno kintamojo kovariacin
es analiz
es
modeli�

Yij = µ+ αi + γixij + eij , (4.2.9)
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kuriame regresijos parametrai γi gali bu	ti skirtingi.
MK metodu randame i�vertinius

γ̂i =

∑
j(xij − x̄i.)(Yij − Ȳi.)

(xij − x̄i.)2
, i = 1, ..., I,

ir liekam¡j¡ kvadratin¦ form¡ ²iame bendresniame modelyje

S̃SE = Ryy −
∑
i

γ̂i
∑
j

(xij − x̄i.)(Yij − Ȳi.). (4.2.10)

Tariant, kad hipotez
e H̃γ : γ1 = ... = γI yra teisinga, s¡lyginis kvadratin
es
formos minimumas sutampa su surastuoju SSE i² (4.2.3).

Hipotez
e H̃γ turi pavidal¡, nagrin
et¡ 1.3.2 poskyrio 1.3.2 pavyzdyje (²iuo
atveju k = 2I, m = I). I² ²io pavyzdºio i²eina, kad hipotez
e H̃γ atmetama, kai

F̃γ =
(SSE − S̃SE)(n− 2I)

(I − 1)S̃SE
> Fα(I − 1, n− 2I). (4.2.11)

4.3. Bendrasis kovariacin
es analiz
es atvejis

Nagrin
ekime bendr¡ji� kovariacin
es analiz
es modeli� (4.1.5):

E(Y ) = Aβ +Cγ. (4.3.1)

4.3.1. Parametru� i�vertiniai ir liekamoji kvadratin
e forma

Normaliu�ju� lyg£iu� sistema neºinomiems parametrams pagal MK metod¡ vertinti
turi toki� pavidal¡ (ºr. (1.2.2)):{

ATAβ +ATCγ = ATY ,

CTAβ +CTCγ = CTY .
(4.3.2)

Jei rang(B) = m+ k, B = (A
...C), tai jos sprendinys

δ̂ = (β̂1, ..., β̂m, γ̂1, ..., γ̂k)T = (BTB)−1BTY .

Parodysime, kad vietoje m+ k lyg£iu� sistemos su m+ k neºinomu�ju� (4.3.2)
uºtenka spr¦sti k + 1 lyg£iu� sistem¡, kiekvienoje i² kuriu� yra m neºinomu�ju�, ir
vien¡ k lyg£iu� sistem¡ su k neºinomu�ju�.

Paºym
ekime β̂0 MK i�vertini� dispersin
es analiz
es modelyje Y = Aβ + e.
Pagal (1.2.2) jis tenkina lyg£iu� sistem¡

ATAβ̂0 = ATY . (4.3.3)

Tarkime, kad β̂i, i = 1, ..., k, yra lyg£iu� sistemos

ATAβ̂i = ATCi (4.3.4)
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sprendinys; £ia Ci yra matricos C i-asis stulpelis. Jei kovariant
es bu	tu� atsitik-
tin
es, tai βi bu	tu� MK i�vertinys dispersin
es analiz
es modelyje Ci = Aβi + ei.
Paºym
ekime

Ryy = (Y −Aβ̂0)T (Y −Aβ̂0) = Y TY − β̂
T

0A
TY ,

Rxixi = (Ci −Aβ̂i)T (Ci −Aβ̂i) = CT
i Ci − β̂

T

i A
TCi, i = 1, ..., k, (4.3.5)

liekam¡sias kvadratines formas.
I�veskime analogi²kas mi²rias sumas

Ryxi = (Y −Aβ̂0)T (Ci −Aβ̂i) = Y TCi − β̂
T

0A
TCi = Y TCi − β̂iA

TY ,

Rxixj = (Ci−Aβ̂i)T (Cj−Aβ̂j) = CT
i Cj− β̂

T

i A
TCj , i, j = 1, ..., k. (4.3.6)

Paºym
ekime γ̂ = (γ̂1, ..., γ̂k)T lyg£iu� sistemos

Rx1xi γ̂1 + ...+Rxkxi γ̂k = Ryxi , i = 1, ..., k, (4.3.7)

sprendini� ir tegu
β̂ = β̂0 − γ̂1β̂1 − ...− γ̂kβ̂k. (4.3.8)

4.3.1 teorema. (Rao). I�vertinys (β̂
T
, γ̂T )T yra lyg£iu� sistemos (4.3.2) spren-

dinys, o liekamoji kvadratin
e forma SSE turi pavidal¡

SSE = (Y −Aβ̂ −Cγ̂)T (Y −Aβ̂ −Cγ̂)

= Ryy − γ̂1Ryx1 − ...− γ̂kRyxk ∼ σ2χ2
n−m−k. (4.3.9)

I�rodymas. I�stat¦ β̂ ir γ̂ i� pirmosios (4.3.2) lygties kairi¡j¡ pus¦, pasinaudoj¦
(4.3.3), (4.3.4), (4.3.8), ir lygybe γ̂1C1 + ...+ γ̂kCk = Cγ̂, gauname

ATAβ̂ +ATCγ̂ = ATA(β̂0 − γ̂1β̂1 − ...− γ̂kβ̂k) +ATCγ̂

= ATY − γ̂1A
TC1 − ...− γ̂kATCk) +ATCγ̂ = ATY .

Taigi i�vertinys (β̂
T
, γ̂T )T tenkina pirm¡j¡ (4.3.1) lygti�.

I² paskutiniu�ju� lygybiu� gauname, kad β̂ = (ATA)−1AT (Y −Cγ̂), tod
el

CT (Aβ̂ +Cγ̂ − Y ) = CT (A(ATA)−1AT − I)(Y −Cγ̂) = 0,

o tai yra matricine forma uºra²yta (4.3.7) lyg£iu� sistema. Taigi (β̂
T
, γ̂T )T ten-

kina ir antr¡j¡ (4.3.1) lygti�.
Remiantis tiesiniu� modeliu� teorija (ºr. 1.2.2 pastab¡), liekam¡j¡ kvadratu�

sum¡ galima uºra²yti tokiu pavidalu:

SSE = Y TY − β̂
T
ATY − γ̂TCTY .
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I�stat¦ β̂ i²rai²k¡ (4.3.8) ir pasinaudoj¦ (4.3.5) bei (4.3.6) ºym
ejimais, gauname

SSE = Y TY − β̂
T

0A
TY + γ̂1β̂

T

1A
TY + ...+ γ̂kβ̂

T

kA
TY − γ̂TCTY

= (Y TY − β̂
T

0A
TY )− γ̂1(CT

1 Y − β̂
T

1A
TY )− ...− γ̂k(CT

k Y − β̂
T

kA
TY )

= Ryy − γ̂1Ryx1 − ...− γ̂kRyxk .

N

4.3.2. Hipoteziu� tikrinimas

Patikrinsime hipotez¦ Hγ : γ = 0, t. y. prielaid¡, kad kovariant
es X1, ..., Xk

nedaro i�takos priklausomo kintamojo Y skirstiniui. Jei ²i hipotez
e priimama,
tai vietoje kovariacin
es analiz
es modelio galima nagrin
eti dispersin
es analiz
es
modeli�. S¡lyginis kvadratin
es formos minimumas

SSEHγ = min
β,γ=0

(Y −Aβ −Cγ)T (Y −Aβ −Cγ)

yra tiesiog Ryy = (Y −Aβ̂0)T (Y −Aβ̂0). Kvadratu� suma SSγ = SSEHγ−SSE
yra

SSγ = Ryy − SSE = γ̂1Ryx1 + ...+ γ̂kRyxk .

Hipotez
e Hγ turi pavidal¡ (3.3.20) (²iuo konkre£iu atveju imame k := k, m :=
m+ k). Hipotez
e Hγ atmetama, kai

Fγ =
SSγ(n−m− k)

kSSE
=
MSγ
MSE

> Fα(k, n−m− k). (4.3.10)

Analogi²kai galima patikrinti prielaid¡, kad tiktai dalis kovarian£iu�, pavyzdºiui,
Xi1 , ..., Xil , neturi i�takos priklausomo kintamojo Y skirstiniui, t. y. patikrinti
hipotez¦ Hi1,...,il : γi1 = ... = γil = 0. �iuo atveju

SSEHi1,...,il = min
β,γ:γi1=...=γil=0

(Y −Aβ −Cγ)T (Y −Aβ −Cγ),

SSγi1 ,...,γil = SSEHi1,...,il − SSE ir hipotez
e Hi1,...,il atmetama, kai

Fγi1 ,...,γil =
SSγi1 ,...,γil (n−m− k)

lSSE
> Fα(l, n−m− k). (4.3.11)

Patikrinsime hipotez¦
H : βi1 = · · · = βis ,

kuri daºnai tikrinama dispersin
eje analiz
eje.
Vienfaktor
eje kovariacin
eje analiz
eje βij := αj , j = 1, . . . , s = I. Dvifak-

tor
eje kovariacin
eje analiz
eje gali bu	ti βij := αj , j = 1, . . . , s = I arba βij := βj ,
j = 1, . . . , s = J , arba βij gali reik²ti s¡veik¡ apibu	dinan£ius parametrus γij
priklausomai nuo tikrinamos hipotez
es.
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Remiantis bendra maºiausiu�ju� kvadratu� teorija reikia rasti s¡lygini� mini-
mum¡

SSEH = min
βi1=···=βis

(Y −Aβ −Cγ)T (Y −Aβ −Cγ).

�i� s¡lygini� minimum¡ galima rasti taikant 4.3.1 teorem¡. Jis sutampa su
liekam¡ja kvadratine forma modelyje, kuriame vektorius β pakeistas vektoriumi
θ = (θ1, ..., θm−s+1). �is vektorius susideda i² m− s likusiu� koordina£iu� βij , j 6=
1, ..., s ir parametro θm−s+1, i�ra²yto vietoje koordina£iu� βij , j = 1, ..., s.

Paºym
ekime θ̃0 ir θ̃i, i = 1, ...,m−s+1, lyg£iu� (4.3.3) ir (4.3.4) sprendinius,
kai teisinga hipotez
e H. Kvadratines formas (4.3.4) ir kovariacijas (4.3.5), kai
naudojami i�vertiniai θ̃0 ir θ̃ij , ºym
esime R̃yy, R̃xixi , R̃yxi , R̃xixj . Lyg£iu� siste-
mos

R̃x1xiγ1 + ...+ γkR̃xkxi = R̃yxi , i = 1, ..., k,

sprendini� ºym
esime γ̃ = (γ̃1, ..., γ̃k)T . Tada analogi²kai (4.3.9) s¡lygin
e liekamoji
kvadratin
e forma yra

SSEH = R̃yy − γ̃1R̃yx1
− ...− γ̃kR̃yxk . (4.3.12)

Kvadratin
e forma, apibu	dinanti hipotez¦ H, yra

SSH = SSEH − SSE , (4.3.13)

kuri, kai hipotez
e H teisinga, turi toki� pat skirstini� kaip a. d. σ2χ2
s ir nepriklauso

nuo SSE .
Hipotez
e H yra atmetama, kai

FH =
SSH(n−m− k)

s(SSE)
=
MSH
MSE

> Fα(s, n−m− k). (4.3.14)

4.3.1 pavyzdys Tiriant azoto duju� N2 susidarym¡ ºmogaus organizme, buvo registruojamas
i²kvepiamo azoto kiekis Y priklausomai nuo maitinimosi reºimu� (faktorius A), kurie skyr
esi
baltymu� kiekiu. Kartu buvo registruojamas i�kvepiamo azoto kiekis X. Atsitiktinai atrinkta
po Ji = 9 individus ir jiems buvo taikoma dieta Ai, i = 1, ..., 4. [1]

4.3.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

A1 A2 A3 A4

Y X Y X Y X Y X
4,079 4,158 4,368 4,322 4,169 4,102 4,928 4,829
4,859 4,877 5,668 5,617 5,709 5,582 5,608 5,400
3,540 3,576 3,752 3,720 4,416 4,339 4,940 4,799
5,047 5,078 5,848 5,797 5,666 5,585 5,291 5,167
3,298 3,315 3,802 3,773 4,123 4,049 4,674 4,565
4,679 4,702 4,844 4,800 5,059 4,987 5,038 4,933
2,870 2,901 3,578 3,539 4,403 4,322 4,905 4,762
4,648 4,718 5,393 5,317 4,496 4,383 5,208 5,080
3,847 3,880 4,374 4,343 4,688 4,623 4,806 4,709

Tirdami Y priklausomyb¦ nuo faktoriaus A ir atlik¦ vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦, gau-
name statistikos FA = MSA/MSE reik²m¦, lygi¡ 3,211. Esant normalumo prielaidai ir teisin-
gai hipotezei HA, statistika FA turi Fi²erio skirstini� su 3 ir 32 laisv
es laipsniais. Hipotez
e
neatmetama kriterijumi, kurio reik²mingumo lygmuo α < P(F3; 32 > 3, 211) = 0, 0359.
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Atlikime duomenu� analiz¦, remdamiesi kovariacin
es analiz
es metodais, atsiºvelgiant i�
kintam¡ji� X. Tikrindami regresijos koe�cientu� lygyb
es hipotez¦ γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = γ, gau-
name santykio (4.2.18) reik²m¦ 3,39. Taigi hipotez
e apie ju� lygyb¦ kriterijumi su reik²mingumo
lygmeniu α < 0, 0316 neatmetama.

Tikrindami hipotez¦ apie bendro regresijos koe�ciento γ lygyb¦ 0, gauname statistikos
(4.2.8) reik²m¦ yra 25300. Taigi hipotez
e apie kintamojo X nereikalingum¡ prognozuojant Y
atmetama labai auk²tu reik²mingumo lygmens kriterijumi.

Pagaliau, tikrinant hipotez¦ HA eliminav¦ kintamojo X i�tak¡, gausime statistikos (4.2.6)

reik²m¦ 60,5. Kai yra normalumo prielaida ir teisinga hipotez
e HA, ²i statistika turi Fi²erio

skirstini� su 3 ir 31 laisv
es laipsniu. Taigi, eliminavus kintamojo X i�tak¡, gaunama prie²inga

i²vada ir hipotez
e HA atmetama.

4.4. Dispersin
e ir kovariacin
e analiz
e � atskiri reg-

resin
es analiz
es atvejai

Dispersin
e analiz
e naudojama, kai norima i²tirti i�vairiu� kokybiniu� faktoriu� (no-
minaliu�ju� kovarian£iu�) i�tak¡ priklausomam kintamajam. Pagrindin
es dispersin
es
analiz
es hipotez
es - faktoriu� ir ju� s¡veiku� i�takos nebuvimo hipotez
es. Regresin
eje
analiz
eje labiau pabr
eºiamas priklausomo kintamojo prognozavimas pagal kova-
rian£iu� (tiek tolydºiu�, tiek nominaliu�) reik²mes. Dispersin
es analiz
es uºdaviniai
gali bu	ti suformuluoti regresin
es analiz
es terminais.

Skyrelyje 4.3.7 buvo parodyta, kad tiesin
es regresijos modelyje

Yi = β0 + β1x
(i)
1 + · · ·+ βmx

(i)
m + ei (4.4.1)

reik²mingumo lygmens α kritin
e sritis hipotezei

Hj1...jk : βj1 = · · · = βjk = 0, 1 ≤ j1 ≤ jk ≤ m (4.4.2)

tikrinti turi pavidal¡

Fj1...jk =
SS

(m−k)
E − SSE

ks2
> Fα(k, n−m− 1); (4.4.3)

£ia SS(m−k)
E yra SSE modelio be kovarian£iu� xj1 , . . . , xjk analogas; s

2 = SSE/(n−
m− 1). Be to, parodyta, kad hipotez
es H1,...,m atveju

SS
(0)
E − SSE = SSR =

n∑
i=1

(Ŷi − Ȳ.)2, Ŷi = β̂
T
x(i). (4.4.4)

Priminsime, jei kovariant
e (faktorius) yra nominalioji ir i�gyja I reik²miu�,
tai ²i¡ kovariant¦ tiesin
es regresijos modelyje atitinka I − 1 �ktyviu� kovarian£iu�
vektorius (z1, . . . , zI−1)T , i�gyjantis reik²mes (0, 0, . . . , 0)T , (1, 0, . . . , 0)T , . . . ,
(0, 0, . . . , 1)T , kai nominalioji kovariant
e i�gyja atitinkamai pirm¡j¡, antr¡j¡ ir
t. t., I-¡j¡ reik²m¦.
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4.4.1. Vienfaktor
e dispersin
e analiz
e

Steb
ejimus apra²antis matematinis modelis pateiktas 2.1.1 skyrelyje. Nagrin
e-
jama kintamojo Y priklausomyb
e nuo faktoriaus A, kuris gali bu	ti I skirtingu�
lygmenu� A1, ..., AI . Su kiekvienu lygmeniu Ai gaunama paprastoji imtis

Yi1, ..., YiJi , i = 1, ..., I.

Tariama, kad steb
ejimus galime uºra²yti ²itaip

Yij = µi + eij , j = 1, ..., Ji, i = 1, ..., I, (4.4.5)

£ia eij � nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ normalieji a. d. eij ∼ N(0, σ2).
Pagrindinis analiz
es tikslas � tikrinti vidurkiu� lygyb
es hipotez¦ HA : µ1 = ... =
µI .

Traktuokime ²i� modeli� kaip regresin
es analiz
es modeli�, kuriame kintamasis Y
prognozuojamas remiantis viena nominali¡ja kovariante A, i�gyjan£ia I skirtingu�
reik²miu� A1, ..., AI . Pagal pirmiau naudot¡ nominaliosios kovariant
es kodavim¡
gauname tiesini� regresijos modeli�:

Y1j = β0 + e1j , j = 1, ..., J1; Yij = β0 + βi + eij , j = 1, ..., Ji, i = 2, ..., I.
(4.4.6)

Palygin¦ su (4.4.5) matome, kad nauji parametrai susij¦ su vidurkiais µ1, ..., µI
lygyb
emis

β0 = µ1, β0 + βi−1 = µi, i = 2, ..., I.

Nauju�ju� parametru� MK i�vertiniai yra

β̂0 = Ȳ1., β̂i−1 = Ȳi. − Ȳ1., i = 2, ..., I, (4.4.7)

o liekamoji kvadratu� suma

SSE =

J1∑
j=1

(Y1j − β̂0)2 +

I∑
i=2

Ji∑
j=1

(Yij − β̂0 − β̂i−1)2 =

I∑
i=2

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳi.)2 ∼ σ2χ2
n−I , n = J1 + ...+ JI

yra ta pati kaip ir dispersin
es analiz
es schemoje.
Vidurkiu� lygyb
es hipotez
e H : µ1 = ... = µI nauju� parametru� terminais

ekvivalenti hipotezei H : β1 = ... = βI−1 = 0 , kuri yra atskiras dalies regresijos
koe�cientu� lygyb¦ 0 hipotez
es (3.4.2) atvejis. Liekamoji kvadratu� suma, kai H
teisinga, yra

SS
(0)
E = min

β0

I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − β̂0)2 =
I∑
i=1

Ji∑
j=1

(Yij − Ȳ..)2 = SST ,
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o skirtumas

SS
(0)
E − SSE =

I∑
i=1

Ji(Ȳi. − Ȳ..)2 = SSA

sutampa su kvadratu� suma SSA, gauta 2.1 skyrelyje. Taigi kriterijus (4.4.3):

F1,...,I−1 =
(SS

(0)
E − SSE)

(I − 1)s2
> Fα(I − 1, n− I)

sutampa su vienfaktor
eje dispersin
eje analiz
eje gautuoju kriterijumi (2.1.10).
Atliekant duomenu� analiz¦ matematin
es statistikos programu� paketais (SAS,

SPSS ir kt.), paprastai automati²kai pateikiami regresijos koe�cientu� i�ver£iai
(4.4.7), taip pat patikrinamos kiekvieno regresijos koe�ciento reik²mingumo
prognozuojant kintam¡ji� Y hipotez
es Hi : βi = 0. �iuos rezultatus galima
traktuoti kaip dalin¦ kontrastu� analiz¦ (ºr. 2.1.4 skyreli�), kurioje tikrinamos
kontrastu� lygyb
es nuliui hipotez
es

ϕi = µi − µ1, i = 2, ..., I.

Nesunku regresin
es analiz
es modeli� pertvarkyti taip, kad kriterijus (4.4.3)
bu	tu� pritaikomas kitokiu� kontrastu� lygyb
es 0 hipotez
ems tikrinti. Pavyzdºiui,
turima papildomos informacijos, kad vidurkiu� lygyb
es hipotez
es atmetimo prie-
ºastis gal bu	t yra ta, kad kintamajam Y skirting¡ poveiki� turi faktoriaus A
lygmenu� grup
es A1, ..., Am ir Am+1, ..., AI , o grupiu� viduje vidurkiai nesiskiria.
Kitaip sakant, norima patikrinti hipotez¦ H ′ : µ1 = ... = µm;µm+1 = ... = µI .
Nagrin
ekime regresin
es analiz
es modeli�, kuriame naujieji parametrai apibr
eºti
tokiu bu	du:

µ1 = β0, µi = β0 + βi−1, i = 2, ...,m;

µm+1 = γ0, µm+1+i = γ0 + γi−1, i = 2, ..., I −m− 1.

Tada hipotez
eH ′ yra ekvivalenti tokiai regresijos koe�cientu� lygyb
es nuliui hipo-
tezei:

H ′ : β1 = ... = βm−1 = 0; γ1 = ... = γI−m−1 = 0

ir gali bu	ti patikrinta remiantis (4.4.3) kriterijumi.

4.4.2. Vienfaktor
e kovariacin
e analiz
e

Nagrin
ekime vienfaktor
es kovariacin
es analiz
es modeli�

Yij = µi + γ1x
(1)
ij + ...+ γkx

(k)
ij + eij , j = 1, ..., Ji, i = 1, ..., I, (4.4.8)

kuriame yra viena nominalioji kovariant
e (faktorius A), i�gyjanti I skirtingu�
reik²miu� A1, ..., AI ir k kiekybiniu� (trukdan£iu�ju�) kovarian£iu�.

Analogi²kai kaip pirmesniame skyrelyje, sukodav¦ nominali¡j¡ kovariant¦ ko-
davim¡;

µ1 = β0, µi = β0 + βi−1, i = 2, ..., I,
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gausime tiesin
es regresijos modeli� su parametrais β0, β1, ..., βI−1, γ1, ..., γk.
Kaip ir atliekant vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦, pagrindin
e vienfaktor
es ko-

variacin
es analiz
es hipotez
e yra

H : µ1 = · · · = µI ,

kuri rei²kia, kad tiriamas faktorius (nominalioji kovariant
e) neturi i�takos pri-
klausomojo kintamojo Y skirstiniui. Be to, kuriant kriteriju� pageidautina eli-
minuoti kitu� kovarian£iu� i�tak¡.

Regresin
es analiz
es schemoje hipotez
eH ekvivalenti tvirtinimui, kad dalis re-
gresijos koe�cientu� lygi nuliui: H : β1 = ... = βI−1 = 0. �i¡ hipotez¦ tikriname
pagal (4.4.3) kriteriju�

F1,...,I−1 =
SS

(k)
E − SSE
ks2

> Fα(I − 1, n− I − k), (4.4.9)

£ia s2 = MSE = SSE/(n− k − I), SSE � bes¡lygin
e liekamoji kvadratu� suma,
o SS(k)

E � liekamoji kvadratu� suma, apskai£iuota tarus, kad β1 = ... = βI−1 = 0.
Norint i�sitikinti, ar trukdan£ios kovariant
es yra reik²mingos, reikia patikrinti

hipotez¦ Hγ : γ = (γ1, . . . , γk)T = 0. Jei ²i hipotez
e priimama, tai vietoje
kovariacin
es analiz
es modelio galima nagrin
eti dispersin
es analiz
es modeli�.

Kadangi v
el nagrin
ejame regresini� modeli� (4.4.2), kuriame m := I − 1 + k,
tiktai k := k, tai kritin
e sritis (4.4.3) hipotezei Hγ tikrinti uºra²oma ²itaip

Fγ =
SS

(I−1)
E − SSE
ks2

> Fα(k, n− I − k). (4.4.10)

Analogi²kai galima patikrinti prielaid¡, kad tiktai dalis kovarian£iu�, pavyzdºiui
xi1 , ..., xil , neturi i�takos priklausomo kintamojo Y skirstiniui, t. y. patikrinti
hipotez¦ Hγi1 ,...,γil

: γi1 = ... = γil = 0. Kadangi v
el nagrin
ejame regresini�
modeli� (4.4.2), kuriame m := I − 1 + k, tiktai k := l, tai kritin
e sritis (4.4.3)
hipotezei Hγ tikrinti uºra²oma tokiu pavidalu

Fγi1 ,...,γil =
SS

(I−1+k−l)
E − SSE

ks2
> Fα(l, n− I − k). (4.4.11)

Atveju k = 1 gaunamos hipoteziu� tikrinimo kritin
es sritys i²reik²tiniu pavi-
dalu pateiktos 4.1.2 skyrelyje.

4.4.3. Dvifaktor
e dispersin
e analiz
e

Imkime dvifaktor
es dispersin
es analiz
es modeli� i² 2.2.1 skyrelio. Jame na-
grin
ejama kintamojo Y priklausomyb
e nuo faktoriaus A, kurio lygmenys A1, ...,
AI , ir nuo faktoriaus B, jo lygmenys B1, ..., BJ . Kiekvienam faktoriu� lygmenu�
rinkiniui (Ai, Bj) gaunama po K > 1 nepriklausomu� kintamojo Y matavimu�.
Taigi steb
ejimo rezultatai yra Yijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J , k = 1, ...,K.
Steb
ejimus apra²o tiesinis modelis

Yijk = µij + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K. (4.4.12)
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£ia µij � neºinomi parametrai, o eijk � normalieji n. a. d. eijk ∼ N(0, σ2).
Vidurkis µij i²skaidomas i� komponentes

µij = µ̄.. + (µ̄i. − µ̄..) + (µ̄.j − µ̄..) + (µ̄ij − µ̄i. − µ̄.j + µ̄..) =

µ+ αAi + αBj + αABij . (4.4.13)

Nauji parametrai tenkina s¡lygas∑
i

αAi =
∑
i

αBj =
∑
i

αABij =
∑
j

αABij = 0, (4.4.14)

tod
el ju� skai£ius yra IJ , kaip ir pradiniu� parametru� µij .
Pagrindin
es dispersin
es analiz
es faktoriu� ir ju� s¡veikos i�takos nebuvimo hi-

potez
es formuluojamos ²itaip:

HA : αAi = 0, ∀ i = 1, ..., I, HB : αBj = 0, ∀ j = 1, ..., J,

HAB : αABij = 0, ∀ i = 1, ..., I, ∀ j = 1, ..., J. (4.4.15)

Traktuokime ²i� modeli� kaip regresin
es analiz
es modeli�, kuriame kintama-
sis Y prognozuojamas remiantis dviem nominaliosiomis kovariant
emis A ir B,
i�gyjan£iomis atitinkamai I reik²miu� A1, ..., AI ir J reik²miu� B1, ..., BJ .

Tarkime, kad modelis yra adityvusis, t. y. hipotez
e HAB yra teisinga. Taiky-
kime pirmiau naudot¡ nominaliu�ju� kovarian£iu� kodavim¡. Nominali¡j¡ kova-
riant¦ A keiskime vektoriumi (y1, ..., yI−1)T , kuris i�gyja reik²mes (0, 0, ..., 0)T ,
(1, 0, ..., 0)T , (0, 1, ..., 0)T ,...,(0, 0, ..., 1)T , kai faktorius A yra A1, ..., AI lyg-
menyse. Analogi²kai nominali¡j¡ kovariant¦B keiskime vektoriumi (z1, ..., zJ−1)T ,
kuris i�gyja reik²mes (0, 0, ..., 0)T , (1, 0, ..., 0)T , (0, 1, ..., 0)T ,...,(0, 0, ..., 1)T , kai
faktorius B yra B1, ..., BJ lygmenyse. Regresijos koe�cientus ºym
ekime βAi ,
i = 1, ..., I − 1 ir βBj , j = 1, ..., J − 1, laisv¡ji� nari� ºym
ekime β0.

Pernumeruokime steb
ejimus Yijk bet kuria tvarka nuo 1 iki n = IJK. Tada
gaut¡ji� regresin
es analiz
es modeli� galime uºra²yti taip:

Yi = β0 +(βA1 y
(i)
1 + ...+βAI−1y

(i)
I−1)+(βB1 z

(i)
1 + ...+βBJ−1z

(i)
J−1)+ei, i = 1, ..., n.

(4.4.16)
Regresijos koe�cientai susieti su dispersin
es analiz
es modelio parametrais

lygyb
emis:

µ11 = β0, µ1j = β0 + βBj−1, j = 2, ..., J, µi1 = β0 + βAi−1, i = 2, ..., I;

µij = β0 + βAi−1 + βBj−1, i = 2, ..., I, j = 2, ..., J ;

arba lygyb
emis

βAi = αAi − αA1 , i = 2, ..., I; βBj = αBj − αB1 , j = 2, ..., J ;

Dispersin
es analiz
es hipotez
es HA, HB yra ekvivalen£ios gautojo regresijos
modelio dalies koe�cientu� lygyb
es nuliui hipotez
ems:

HA : βAi = 0, ∀ i = 1, ..., I − 1, HB : βBj = 0, ∀ j = 1, ..., J − 1. (4.4.17)
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Tod
el jas galime patikrinti kriterijumi (4.4.3), kuriame imame m = I + J − 2, o
k = I − 1 ir J − 1 atitinkamai pirmosios ir antrosios hipoteziu� atveju. Gautos
statistikos turi atitinkamai Fi²erio skirstinius F (I − 1, n− I − J + 1) ir F (J −
1, n−I−J+1) Nesunku patikrinti, kad statistiku� skaitikliuose esan£ios kvadratu�
sumos sutampa su dispersin
eje analiz
eje apibr
eºtomis sumomis SSA ir SSB , t. y.
gautieji kriterijai sutampa su atitinkamais dispersin
es analiz
es kriterijais.

Jeigu modelis n
era adityvusis ir pereidami prie regresijos modelio de²ini¡j¡
lygyb
es (4.4.16) pus¦ papildysime d
emeniu

βAB11 y
(i)
1 z

(i)
1 + ...+ βABI−1,J−1y

(i)
I−1z

(i)
J−1,

tai nesunku patikrinti, kad hipotez
es

HA : αAi = 0, ∀ i = 1, ..., I, HB : αBj = 0, ∀ j = 1, ..., J,

n
era ekvivalen£ios tvirtinimams H ′A : βAi = 0, ∀ i = 1, ..., I − 1, H ′B : βBj =
0 ∀ j = 1, ..., J − 1.

Tod
el, pereinant prie regresijos modelio, reik
etu� i²reik²ti kuriuos nors para-
metrus remiantis s¡ry²iais (4.4.14) taip, kad ju� liktu� minimalus galimas skai£ius
IJ − 1.

4.4.1 pastaba. Primename, kad nesubalansuoto modelio atveju, kai steb
ejimu�
skai£iai langeliuose Kij yra skirtingi, i²vados i² dalies priklauso nuo naudojamos
svoriu� sistemos (ºr. 2.3.3 skyreli�). Tod
el, pereinant prie regresin
es analiz
es
modelio reikia i²reik²ti kuriuos nors parametrus paliekant ju� minimalu� galim¡
skai£iu� i² s¡ry²iu� (2.3.10), (2.3.13), kuriuose atsiºvelgiama i� naudojamu� svoriu�
sistem¡.

4.4.4. Dvifaktor
e kovariacin
e analiz
e

Tarkime, kad kartu su 4.4.3 skyrelio kintamojo Y matavimais gauname ir truk-
dan£iu� kovarian£iu� matavimus. Jeigu faktoriu� i�taka yra adityvi, tai naudojamas
adityvus dvifaktor
es kovariacin
es analiz
es modelis:

Yi = β0 + (βA1 y
(i)
1 + ...+ βAI−1y

(i)
I−1) + (βB1 z

(i)
1 + ...+ βBJ−1z

(i)
J−1)+

(γ1x
(i)
1 + ...+ γkx

(i)
k ) + ei, i = 1, ..., n. (4.4.18)

Naudodami kriteriju� (4.4.3) hipotez
ems

HA : βAi = 0, ∀ i = 1, ..., I − 1, HB : βBj = 0, ∀ j = 1, ..., J − 1, (4.4.19)

tikrinti, imame m = I + J + k− 2, o k = I − 1 ir J − 1 atitinkamai pirmosios ir
antrosios hipoteziu� atveju. Gautos statistikos turi atitinkamai Fi²erio skirstinius
F (I − 1, n− I − J − k + 1), F (J − 1, n− I − J − k + 1).

Tikrinant hipotez¦ Hγ : γ1 = ... = γk = 0, kriterijaus statistika turi Fi²erio
skirstini� F (k, n − I − J − k + 1), o hipotez¦ Hγi1 ,...,γil

: γi1 = ... = γil = 0 -
skirstini� F (l, n− I − J − k + 1).
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Jeigu modelis n
era adityvus, tai pereidami prie regresin
es analiz
es modelio,
parametrus gauname naudodami s¡ry²ius (4.4.14).

Analogi²kai regresin
es analiz
es schemose galima nagrin
eti ir kitus dispersin
es
ir kovariacin
es analiz
es modelius.

4.4.2 pastaba. Dispersin
es analiz
es su atsitiktiniais faktoriais arba mi²riuo-
sius modelius taip pat galima nagrin
eti remiantis regresine analize. Tuo tikslu
nagrin
ejamas �ktyvus modelis, tariant, kad visi faktoriai yra pastovu	s. Gautoji
dispersin
es analiz
es lentel
e (ºr. 2.6 skyreli�) skiriasi tik paskutiniuoju stulpeliu,
kuriame pateikiami vidurkiai E(MS). Tod
el, remiantis stulpeliu E(MS), terei-
kia patikrinti, ar hipoteziu� tikrinimo statistiku� vardikliuose para²ytos teisingos
kvadratu� sumos (primename, kad statistiku� vardikliai gali bu	ti skirtingi pri-
klausomai nuo modelio). Suprantama, kad schemoje su atsitiktiniais faktoriais
regresijos modelio koe�cientu� reik²mingumo tikrinimas neturi prasm
es.

4.4.3 pastaba. Tai kad i�vairias dispersin
es ir kovariacin
es analiz
es schemas
galima traktuoti kaip regresin
es analiz
es modelius, leidºia sukurti bendr¡ prog-
ramu� sistem¡, tinkam¡ statistiniams duomenims analizuoti naudojant bet kuri�
tiesini� modeli�. Pavyzdºiui, SAS programu� sistemoje yra procedu	ra GLM, kuri
tinka tiesinio modelio statistiniams duomenims analizuoti (dispersin
e analiz
e,
regresin
e analiz
e, kovariacin
e analiz
e) netgi tuo atveju, kai nepriklausomas kin-
tamasis Y yra vektorinis. Greta to SAS sistemoje yra procedu	ra ANOVA ir
procedu	ra REG, skirtos duomenims analizuoti dispersin
es ir regresin
es analiz
es
schemose. Pastarosiose procedu	rose yra numatyta daugiau galimybiu� negu
bendroje procedu	roje GLM, atsiºvelgiant i� dispersin
eje ir regresin
eje analiz
eje
sprendºiamu� uºdaviniu� speci�k¡ (ºr.[13]).

4.5. Faktoriniai eksperimentai 2m

Baigdami ²i� skyreli� detaliau panagrin
esime eksperimentu� schem¡, kai kintamasis
Y priklauso nuo gana didelio skai£iaus m nominaliu� ar tolydºiu� kovarian£iu�
X1, ..., Xm. Tarkime, kad eksperiment¡ atlikti yra brangu ir jam reikia daug
laiko. Pavyzdºiui, Y gali reik²ti produkcijos i²eig¡, o kovariant
es X1, ..., Xm

yra technologinio proceso charakteristikos. Kintamasis Y gali reik²ti plieno
tvirtum¡, o kovariant
es X1, ..., Xm � i�krovos sud
eti� ir lydymo krosnies darbo
reºimo charakteristikas ir pan. Suprantama, jeigu visuose atliktuose eksperi-
mentuose kuri nors kovariant
e Xi i�gis t¡ pa£i¡ reik²m¦, tai gauti duomenys
nesuteikia jokios informacijos apie Y skirstinio priklausomyb¦ nuo kovariant
es
Xi pasikeitimo. Tod
el kiekviena kovariant
e tur
etu� i�gyti bent jau dvi skirtingas
reik²mes. Maºindami eksperimentu� skai£iu� tarsime, kad visos kovariant
es i�gyja
dvi reik²mes.

Tokie eksperimentai vadinami faktoriniais eksperimentais 2m. Duomenis ga-
lime analizuoti pagal daugiafaktor
es dispersin
es analiz
es schem¡, kai kiekvienas
faktorius gali bu	ti dvieju� lygmenu�, arba pagal regresin
es analiz
es schem¡, kai
yra m nominaliu�ju� kovarian£iu�, i�gyjan£iu� dvi skirtingas reik²mes.

Jeigu kovarian£iu� vektoriaus dimensija m yra didel
e, tai kryºmin
es klasi-
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�kacijos schemoje, netgi kai kiekviena kovariant
e i�gyja tik dvi reik²mes, eks-
perimentu� skai£ius 2m gali bu	ti nepriimtinas. Pavyzdºiui, jeigu m = 10, tai
kryºmin
es klasi�kacijos schemoje rek
etu� atlikti 210 = 1024 eksperimentus. Tod
el
eksperimentus gal
esime atlikti tiktai kai kuriuose i² ²iu� ta²ku�. Kyla klausimas,
kuriuose didumo 2m galimu� reik²miu� aib
es ta²kuose reikia atlikti eksperimentus,
kad gautieji duomenys leistu� spr¦sti i²kelt¡ uºdavini� pagal galimyb¦ sumaºinant
eksperimentu� skai£iu�.

Bene svarbiausioji faktoriniu� eksperimentu� 2m taikymo sritis yra tokio uº-
davinio sprendimas. Tarkime, kintamasis Y tam tikru tikslumu gali bu	ti i²reik²-
tas X1, ..., Xm funkcija

Y = f(X1, ..., Xm) + e.

Reikia rasti tokias kovarian£iu� X1, ..., Xm reik²mes, kurioms esant Y i�gyja ar-
tim¡ maksimumui reik²m¦. Pavyzdºiui, taip parinkti technologinio proceso
charakteristikas, kad geros produkcijos i²eiga bu	tu� maksimali, arba taip parinkti
lydymo krosnies i�krov¡ ir jos reºim¡, kad gautojo plieno kaºkoks parametras
bu	tu� kuo didesnis, ir pan.

Tradicinis metodas yra toks. Fiksuojamos visos kovariant
es, i²skyrus vien¡,
ir bandoma rasti tos atskiros kovariant
es geriausioji reik²m
e. Paskui kei£iama
kita kovariant
e esant �ksuotoms likusioms ir t. t.

Pastaruoju metu pla£iai naudojamas grei£iausiojo pakilimo arba evoliuci-
nio planavimo metodas, kuriame naudojami regresin
es (ar dispersin
es analiz
es)
metodai. Jo esm
e yra tokia. Pradinio eksperimentinio ta²ko aplinkoje funkcija
f(X1, ..., Xm) aproksimuojama tiesine

f(X1, ..., Xm) ≈ β0 + β1X1 + ...+ βmXm. (4.5.1)

Atliekamas nedidelis eksperimentas, kuris leistu� i�vertinti parametrus β0, β1, ...,
βm. Atsiºvelgiant i� gautos plok²tumos lygti�, nustatoma kryptis, kuria reikia
jud
eti funkcijos maksimumo link. Kitas eksperimentas atliekamas ta²ke, kuris
parenkamas funkcijos maksimumo kryptimi. Kai pasiekiamas ta²kas arti funkci-
jos maksimumo, t. y. visu� regresijos parametru� i�vertiniai reik²mingai nesiskiria
nuo nulio, gali bu	ti atliktas didesn
es apimties eksperimentas, leidºiantis tiksliau
apibu	dinti funkcijos f pavidal¡, pavyzdºiui, aproksimuojant ji� antrojo laipsnio
polinomu

f(X1, ..., Xm) ≈ β0 +
∑
i

βiXi +
∑
i

∑
j

βijXiXj . (4.5.2)

Nesunku suvokti, kad net ir dvima£iu atveju grei£iausiojo pakilimo metodui
reik
es gerokai maºiau eksperimentu�. �io metodo efektyvumas ypa£ padid
eja,
kai kovarian£iu� skai£ius m didelis.

4.5.1. Faktoriniai eksperimentai 22

Aptarsime papras£iausi¡ atveji�, kai kovarian£iu� vektoriaus dimensija m = 2.
Tegu pirmoji kovariant
e X1 igyja reik²mes X11 < X12, o antroji kovariant
e X2

� reik²mes X21 < X22. Analiz
es patogumui paºym
ekime Z1 = (2X1 − X11 −
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X12)/(X12−X11), Z2 = (2X2−X21−X22)/(X22−X21). Tada naujos kovarian-
t
es Z1 ir Z2 i�gyja reik²m¦ −1, kai X1 ar X2 yra apatinio lygmens ir i�gyja reik²m¦
+1, kai X1 ar X2 yra vir²utinio lygmens. Eksperimento rezultatai pateikti 4.5.1
lentel
eje.

4.5.1 lentel
e. Perkoduoti eksperimentu� rezultatai

Yi Z0i Z1i Z2i Kodas Z1iZ2i Replika 23−1

Y1 +1 −1 −1 (1) +1 c
Y2 +1 +1 −1 a −1 a
Y3 +1 −1 +1 b −1 b
Y4 +1 +1 +1 ab +1 abc

Pirmame stulpelyje pateikti nepriklausomo kintamojo Y matavimai; Z0i yra
koe�cientai prie laisvojo nario. Tiesin
es regresijos modelis

Yi = β0Z0i + β1Z1i + β2Z2i + ei, i = 1, 2, 3, 4; (4.5.3)

£ia tariama, kad ei nepriklausomi normalieji a. d. ei ∼ N(0, σ2).
Trumpumo sumetimais eksperimentas uºra²omas koduotu pavidalu. Pirma-

jam kintamajam priskirkime raid¦ a, antrajam � raid¦ b. Jeigu kintamasis yra
ºemutinio lygmens, atitinkama raid
e nera²oma. Kai visi kintamieji yra ºemu-
tiniame lygmenyje, tai toki� ta²k¡ ºym
esime (1). Remiantis ²iomis taisykl
emis
eksperimentu� planas i² 4.5.1 lentel
es uºra²omas kaip ((1), a, b, ab); ºr. 4.5.1
lentel
es penkt¡ stulpeli�.

Eksperimentu� planas i² 4.5.1 lentel
es yra ortogonalus ir ATA yra diagonali
matrica, kurios diagonaliniai elementai vienodi ir lygu	s 4. Gauname parametru�
i�vertinius

β̂0 =
Y1 + Y2 + Y3 + Y4

4
, β̂1 =

−Y1 + Y2 − Y3 + Y4

4
,

β̂2 =
−Y1 − Y2 + Y3 + Y4

4
.

I�vertiniai yra nepriklausomi ir turi vienodas dispersijas

V (β̂0) = V (β̂1) = V (β̂2) = σ2/4.

Liekamoji kvadratu� suma

SSE =
∑
i

Y 2
i − 4β̂2

0 − 4β̂2
1 − 4β̂2

2 ∼ σ2χ2
1

gali bu	ti panaudota dispersijai i�vertinti

σ̂2 = SSE .

Jeigu dispersijos vertinti nereikia, tai galima nagrin
eti regresijos modeli�

Yi = β0Z0i + β1Z1i + β2Z2i + β12Z1iZ2i + ei
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ir papildomai i�vertinti parametr¡ β12 prie sandaugos Z1iZ2i. Nesunku patikrinti,
kad plano matricos stulpelis, atitinkantis sandaug¡ Z1iZ2i (ºr. 4.5.1 lentel¦),
taip pat ortogonalus su kitais stulpeliais. Tod
el

β̂12 =
Y1 − Y2 − Y3 + Y4

4
, V (β̂12) = σ2/4.

4.5.2. Faktoriniai eksperimentai 23

Tarkime, kad kovarian£iu� vektoriaus dimensija yra m = 3. Kiekviena kovariant
e
i�gyja dvi skirtingas reik²mes. I�ved¦ analogi²k¡ kodavim¡ gausime, kad ekspe-
rimentai atliekami kubo vir²u	n
ese (Z1, Z2, Z3), Zi = +1,−1; i = 1, 2, 3. �io
eksperimento kodini� plan¡ galima gauti taip. Priskirkime tre£iajai kovariantei
raid¦ c. I² pradºiu� atlikime 4 eksperimentus, kai tre£ioji kovariant
e yra ºemu-
tinio lygmens ((1), a, b, ab), paskui 4 eksperimentus, kai tre£ioji kovariant
e yra
vir²utinio lygmens (c, ac, bc, abc). Sujung¦ gausime faktorinio eksperimento 23

kodini� plan¡. Steb
ejimus sura²ykime i� analogi²k¡ 4.5.1 lentel¦ (pakanka nurodyti
tik kovarian£iu� ºenkl¡).

4.5.2 lentel
e. Faktorinis eksperimentas 23 .

Yi Z0i Z1i Z2i Z3i Kodas Z1iZ2i Z1iZ3i Z2iZ3i Z1iZ2iZ3i

Y1 + - - - (1) + + + -
Y2 + + - - a - - + +
Y3 + - + - b - + - +
Y4 + + + - ab + - - -
Y5 + - - + c + - - +
Y6 + + - + ac - + - -
Y7 + - + + bc - - + -
Y8 + + + + abc + + + +

Vertindami regresijos

Yi = β0Z0i + β1Z1i + β2Z2i + β3Z3i + ei, i = 1, ..., 8,

parametrus paºym
esime, kad plano matrica ortogonali, o ATA yra diagonali,
turi vienodus diagonalinius elementus lygius 8. Parametru� i�vertiniai

β̂j =
1

8

∑
i

YiZji, V (β̂j) =
σ2

8
, j = 0, 1, 2, 3.

Dispersijai i�vertinti lieka 4 laisv
es laipsniai

σ̂2 =
1

4
SSE =

1

4
{
∑
i

Y 2
i − 8

3∑
j=0

β̂2
j },

SSE
σ2
∼ χ2(4).

Papildºius plano matric¡ trimis papildomais ortogonaliais stulpeliais, atitin-
kan£iais sandaugas Z1iZ2i, Z1iZ3i, Z2iZ3i, galima papildomai i�vertinti dar tris
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parametrus

β̂jl =
1

8

∑
i

YiZjiZli, V (β̂jl) =
σ2

8
,

paliekant vien¡ laisv
es laipsni� dispersijai vertinti.
Pagaliau, jei nereikia vertinti dispersijos, tai galima papildomai i�vertinti

parametr¡ β123 prie sandaugos Z1iZ2iZ3i

β̂123 =
1

8

∑
i

YiZ1iZ2iZ3i, V (β̂123) =
σ2

8
.

4.5.3. Faktoriniai eksperimentai 2m

Jeigu kovarian£iu� vektoriaus dimensija m > 3 ir kiekviena kovariant
e i�gyja
po dvi skirtingas reik²mes, tai, atlik¦ kodavim¡, gausime, kad eksperimentai
atliekami m-ma£io kubo vir²u	n
ese {(Z1, ..., Zm) : Zi = ±1, i = 1, ...,m}. Bend-
ras steb
ejimu� skai£ius n = 2m. Tokio eksperimento koduot¡ plan¡ gauname
analogi²kai kaip ir pirmiau i² vienetu maºesn
es dimensijos plano. Pavyzdºiui,
koduot¡ faktorinio eksperimento 24 plan¡ gauname taip: sura²ome 8 kodus i²
4.5.2 lentel
es 6 stulpelio; paskui prie kiekvieno i² ju� prira²ome raid¦ d, priskirt¡
ketvirtajai kovariantei. Gausime piln¡ faktorini� plan¡, kai steb
ejimu� skai£ius
n = 24 = 16. Analogi²kai i²nagrin
etiems atvejams m = 2, m = 3, tiesin
es
regresijos

Yi = β0Z0i + β1Z1i + ...+ βmZmi + ei, i = 1, ..., n,

parametrai i�vertinami labai paprastai, nes plano matricos stulpeliai yra ortogo-
nalu	s:

n∑
i=1

ZjiZli = 0, j 6= l,

n∑
i=1

Z2
ji = n, j = 1, ...,m.

Gauname parametru� β0, β1, ..., βm i�vertinius

β̂j =
1

n

n∑
i=1

YiZji, j = 0, 1, ...,m. (4.5.4)

I�vertiniai β̂0, β̂1, ..., β̂m yra nepriklausomi ir i�vertinami vienodu tikslumu

V (β̂j) =
σ2

n
, j = 0, 1, ...,m.

Liekamoji kvadratu� suma

SSE =

n∑
i=1

Y 2
i − n

m∑
j=1

β̂2
j ∼ σ2χ2

n−m−1. (4.5.5)

Laisv
es laipsniu� skai£ius dispersijai vertinti yra

n−m− 1 = 2m −m− 1. (4.5.6)
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4.5.1 pastaba. Faktoriniai planai pasiºymi ²ia svarbia savybe. Paºym
ekime Ŷ
kintamojo Y prognoz¦ ta²ke (Z̃0, Z̃1, ..., Z̃m). Tada

V (Ŷ ) =
σ2

n
(1 +

m∑
j=1

Z̃2
j ) =

σ2

n
(1 + ρ2). (4.5.7)

Prognoz
es tikslumas visuose ta²kuose, kurie yra nutol¦ vienodu atstumu nuo
eksperimento centro, yra vienodas. Tokie eksperimentu� planai vadinami roto-
tabiliais. Kadangi prakti²kai neºinoma, kurioje pus
eje yra maksimumo ta²kas,
tai ²i plano savyb
e yra pageidautina.

4.5.2 pastaba. Faktoriniai eksperimentai 2m yra atskiras dispersin
es anali-
z
es atvejis, kai m faktoriu� turi po du lygmenis ir dalyvauja eksperimente pagal
piln¡ kryºmin
es klasi�kacijos schem¡. Kiekvieno faktoriaus lygmenys gali bu	ti
kokios nors kokybin
es ar kiekybin
es kovariant
es 2 skirtingos reik²m
es. Duo-
menu� analiz¦ galima atlikti dispersin
es analiz
es terminais, apibr
eºiant kvadratu�
sumas SS, charakterizuojan£ias atskiru� faktoriu� ar ju� rinkiniu� i�tak¡, taip pat
liekam¡j¡ kvadratu� sum¡ dispersijai vertinti (ºr. 4.3.1 skyreli�). Nor
edami i²skirti
evoliucinio planavimo metod¡, duomenu� analiz¦ atlikome regresin
es analiz
es
schemoje. �iu� schemu� s¡ry²is aptartas 4.4 skyrelyje (ºr. 4.11�4.19 pratimus).
I�vertinus regresijos lygties parametrus, dispersin
es analiz
es lentel¦ galima uºpil-
dyti tokiu bu	du: kvadratu� sumos, apibu	dinan£ios atskiru� faktoriu� Ai i�tak¡, yra
SSAi = nβ̂2

i , i = 1, ...,m; kvadratu� sumos, apibu	dinan£ios dvieju� faktoriu� Ai ir
Aj , i 6= j s¡veik¡, yra SSAiAj = nβ̂2

ij ir t. t.; laisv
es laipsniu� skai£ius lygu	s 1.

Nors faktoriniai planai 2m turi geru� savybiu�, ta£iau juos i�gyvendinti, kai
eksperimentai brangu	s, o kovarian£iu� vektoriaus dimensija didel
e, gali bu	ti nepri-
imtina d
el per didelio eksperimentu� skai£iaus. Pavyzdºiui, jei m = 10, tai pilno
faktorinio plano eksperimentu� skai£ius yra n = 210 = 1024. Min
ejome, kad
naudojant evoliucinio planavimo metod¡, reikia atlikti minimalu� eksperimentu�
skai£iu�, kurie leistu� i�vertinti regresijos plok²tum¡. Kai m didelis, i² (4.5.6)
matome, kad tik nedidel
e laisv
es laipsniu� dalis panaudojama regresijos paramet-
rams vertinti, o didºioji dalis tenka dispersijai vertinti. Pavyzdºiui, jeigu m = 7,
tai tik 8 laisv
es laipsniai bus panaudota vertinant tiesin
es regresijos parametrus,
o likusieji ν = 128−8 = 120 laisv
es laipsniu� bus panaudota vertinant dispersij¡.

Natu	ralu sumaºinti faktorinio plano 2m eksperimentu� skai£iu�, i�gyvendinant
pus¦, ketvirtadali� ir pan. plano, kad laisv
es laipsniu� skai£ius, tenkantis disper-
sijai vertinti, bu	tu� maºesnis. Ta²kai, kuriuose bus atliekamas maºesnis eksper-
imentas, turi bu	ti parenkami specialiai, nes, pavyzdºiui, jeigu atliksime pus¦
faktoriniu� eksperimentu� 2m taip, kad kuri nors kovariant
e bus to paties lyg-
mens, tai koe�ciento prie ²ios kovariant
es regresijos lygtyje i�vertinti negal
esime.

4.5.4. Faktoriniu� eksperimentu� 2m replikos

Tarkime, kad nuspr¦sta atlikti pus¦ faktorinio eksperimento 23 i² 4.5.2 lentel
es.
Tuo tikslu 4.5.1 lentel
eje sandaugai Z1Z2 priskirkime tre£i¡j¡ kovariant¦

Z3 = Z1Z2. (4.5.8)
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Tada 4.5.1 lentel¦ galime traktuoti kaip pus¦ eksperimento i² 4.5.2 lentel
es.
Sakoma, kad atliekame faktorinio eksperimento 23 pusin¦ replik¡ 23−1, suside-
dan£i¡ i² keturiu� eksperimentu�. Lygyb
e (4.5.8) vadinama replik¡ generuojan£iu
s¡ry²iu. �i replika kodiniu pavidalu uºra²yta 4.5.1 lentel
es paskutiniame stulpe-
lyje. Prilygin¦

Z3 = −Z1Z2, (4.5.9)

gautume kit¡ replik¡ 23−1, kurios kodinis pavidalas ((1), ac, bc, ab).

I�veskime simbolin¦ daugyb¡, tardami, kad ZiZi = Z2
i = 1. Padaugin¦

lygybiu� (4.5.8) ir (4.5.9) abi puses i² Z3 gausime

1 = Z1Z2Z3, 1 = −Z1Z2Z3. (4.5.10)

�ie s¡ry²iai vadinami replikas generuojan£iais kontrastais. Jais galima nustatyti,
kurie parametrai regresijos lygtyje neatskiriami atliekant ne vis¡ eksperiment¡.

Daugindami (4.5.10) abi lygyb
es puses i² Z1 gausime

Z1 = Z2Z3, Z1 = −Z2Z3. (4.5.11)

Tai rei²kia, kad, vertindami parametr¡ β1 prie kovariant
es Z1, fakti²kai pirmoje
replikoje vertiname parametr¡ β1 + β23; antroje replikoje � parametr¡ β1 −
β23. Analogi²kai gauname, kad pirmoje replikoje vietoje parametru� β2 ir β3

vertiname parametrus β2 + β13 ir β3 + β12, o antroje replikoje � parametrus
β2 − β13 ir β3 − β12.

Vadinasi, jeigu regresijos koe�cientai βjl prie sandaugu� ZjZl nelygu	s 0, tai
ju� atskirai i�vertinti i² atskiros replikos steb
ejimu� negalime. Sujung¦ abi pusines
replikas i� vien¡ visum¡, koe�cientus βj gal
esime atskirti nuo βjl, nes pastarieji
skirtingose pusiau replikose i�eina su prie²ingais ºenklais. Tai ir buvo atlikta
4.5.2 skyrelyje.

I² replikos 23−1, pateiktos 4.5.1 lentel
eje, galima i�vertinti regresijos lygties

Yi = β0Z0i + β1Z1i + β2Z2i + β3Z3i + ei

koe�cientus βj , j = 0, 1, 2, 3. Skyrelyje 4.5.1 reikia pasirinkti β12 = β3. Disper-
sijai i�vertinti laisv
es laipsniu� nelieka. Norint i�vertinti dispersij¡ reik
etu� atlikti
vis¡ 23 eksperimentu� plan¡. Arba dispersijai i�vertinti galima papildomai at-
likti ne maºiau kaip du steb
ejimus eksperimentu� centre (Z1, Z2) = (0, 0). Tokiu�
ta²ku� prijungimas nepaºeidºia plano matricos A ortogonalumo.

Kaim > 3, tai i² pusin
es replikos galima i�vertinti ir regresijos lygties paramet-
rus, ir dispersij¡. Pavyzdºiui, eksperiment¡ 4.5.2 lentel
eje traktuokime kaip pu-
sin¦ faktorinio eksperimento 24 replik¡. Generuojan£iu replik¡ s¡ry²iu natu	ralu
pasirinkti

Z4 = Z1Z2Z3.

Replika kodiniu pavidalu yra ((1), ad, bd, ab, cd, ac, bc, abcd).
I² ²ios replikos eksperimentu� galima i�vertinti regresijos lygties
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Yi = β0Z0i + β1Z1i + β2Z2i + β3Z3i + β4Z4i + ei

parametrus ir trys laisv
es laipsniai lieka dispersijai vertinti.
Dispersijai vertinti galima palikti vien¡ ar du laisv
es laipsnius, i�vertinant

papildomai du ar vien¡ parametr¡ βjl.
Jeigu m didelis, tai ir pusin
es replikos eksperimentu� skai£ius gali bu	ti per

didelis. Tada faktorini� plan¡ galima dalyti i� smulkesnes replikas: ketvirtines,
a²tuntines ir t. t. Replika 2m−k rei²kia, kad visas faktorinis 2m planas dalijamas
pusiau k kartu�, t. y. vietoje 2m eksperimentu� atliekama tik 2m−k eksperimentu�.
Norint apibr
eºti toki¡ replik¡, reikia sudaryti k skirtingu� generuojan£iu� s¡ry²iu�.

Eksperiment¡ 4.5.2 lentel
eje traktuokime kaip faktorinio eksperimento 26

a²tuntin¦ replik¡ 26−3. Pasirinkime generuojan£ius s¡ry²ius

Z4 = Z1Z2, Z5 = Z1Z3, Z6 = Z2Z3. (4.5.12)

Priskyrus kintamiesiems Z1, ..., Z6 atitinkamai raides a, b, c, d, e, f , ²ios replikos
planas kodiniu pavidalu yra (def, af, be, abd, cd, ace, bcf, abcdef).

Pagal ²i� dalini� eksperimentu� plan¡ i�vertinami regresin
es lygties parametrai
β0, β1, ..., β6 ir vienas laisv
es laipsnis lieka dispersijai i�vertinti, vietoje 26 = 64
viso faktorinio plano eksperimentu� atliekant tik 8 eksperimentus.

Kontrastai, atitinkantys generuojan£ius s¡ry²ius (4.5.12), yra

1 = Z1Z2Z4 = Z1Z3Z5 = Z2Z3Z6 = Z1Z2Z5Z6 = Z1Z3Z4Z6 = Z2Z3Z4Z5.

Tod
el, pavyzdºiui, vertindami parametr¡ β1, fakti²kai vertiname parametr¡

β1 + β24 + β35 + β256 + β346 + β1236 + β12345.

Viso eksperimentu� plano 2m padalijimas i� replikas gali bu	ti reikalingas ir
tada, kai visu� eksperimentu� negalime atlikti per pakankamai trump¡ laik¡ ir
galbu	t negalime uºtikrinti identi²ku� eksperimento atlikimo s¡lygu�. Tada eks-
perimentas 2m atliekamas dalimis, padalijant ji� i� blokus (replikas). Supran-
tama, padalijimas i� blokus tur
etu� bu	ti atliekamas taip, kad trukdantysis fakto-
rius (blokas) nei²kreiptu� tu� parametru�, kuriuos laikome reik²mingais, i�vertiniu�.
Pavyzdºiui, jeigu visi eksperimentai, kai kovariant
e Z1 = −1 pateks i� vien¡
blok¡, o visi eksperimentai, kai Z1 = +1, � i� kit¡, tai parametro β1 i�vertinys
bus i²kreiptas, jeigu skirtingu� bloku� eksperimentai atlikti skirtingomis s¡lygomis
(faktoriaus A1 i�taka yra sumai²yta su tarpblokiniu efektu).

Panagrin
ekime konkre£ius pavyzdºius. Tarkime, kad, pavyzdºiui, vienu metu
galime atlikti tik 8 faktorinio plano 24 = 16 eksperimentus. Tegu pirmosios rep-
likos generuojantis kontrastas yra

Z1Z2Z3Z4 = 1.

Tada pirm¡j¡ replik¡ sudaro eksperimentai, kuriu� kodai {(1), ab, ac, ad, bc, bd, cd,
abcd}, o antr¡j¡ � likusieji eksperimentai {a, b, c, d, abc, abd, acd, bcd}. Replikos
gaunamos dauginant pagal pirmiau i�vestos simbolin
es sandaugos taisykles kin-
tamu�ju� Zi kombinacijas, atitinkan£ias eksperimentu� kodus, ir i� vien¡ replik¡
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i�traukiant tuos eksperimentus, kuriems gautos sandaugos turi lygini� daugikliu�
skai£iu�, o i� kit¡ � nelygini�.

Tarkime, kad s¡veikos po tris faktorius yra lygios 0. Tada, atlikus trifaktor¦
visu� n = 16 eksperimentu� analiz¦, galima sudaryti kvadratu� sumas SSAi , i =
1, ..., 4, apibu	dinan£ias atskiru� faktoriu� i�tak¡, kvadratu� sumas SSAiAj , i 6= j,
apibu	dinan£ias dvieju� faktoriu� i�tak¡; laisv
es laipsniu� skai£ius lygu	s 1. Kvadratu�
sum¡ SSA1A2A3 + SSA1A3A4 + SSA2A3A4 galima panaudoti dispersijai vertinti;
laisv
es laipsniu� skai£ius 3. O kvadratu� suma SSA1A2A3A4 yra sumai²yta su
tarpblokiniu efektu ir jos naudoti be papildomos analiz
es dispersijai vertinti
nerekomenduojama.

Jeigu i² n = 24 = 16 eksperimentu� vienu metu galime atlikti tik 4 eksperi-
mentus, tai visus eksperimentus teks padalyti i� 4 replikas. Tada su tarpblokiniu
efektu bus sumai²ytos trys s¡veikos. Tegu pirmosios replikos generuojantys kon-
trastai yra

Z1Z2Z3 = 1, Z2Z3Z4 = 1.

I� pirm¡j¡ replik¡ i�traukiame tuos eksperimentus, kuriems atitinkamos kintamu�ju�
kombinacijos, padaugintos i² kontrastu� duoda lygines sandaugas. Gauname
replik¡ {(1), bc, acd, abd}. Kitos replikos gaunamos, kai atitinkamos sandaugos
yra lygin
e ir nelygin
e; nelygin
e ir lygin
e; nelygin
e ir nelygin
e: {ab, ac, bcd, d};
{a, abc, cd, bd}; {b, c, abcd, ad}.

Tarkime, kad s¡veikos po tris ir keturis faktorius yra lygios 0. Tada, atlikus
trifaktor¦ visu� n = 16 eksperimentu� analiz¦, galima sudaryti kvadratu� sumas
SSAi , i = 1, ..., 4, apibu	dinan£ias atskiru� faktoriu� i�tak¡, kvadratu� sumas SSAiAj ,
i 6= j, apibu	dinan£ias dvieju� faktoriu� i�tak¡ (i²skyrus A1 ir A4 s¡veik¡, kuri
sumai²yta su tarpblokiniu efektu, nes Z1Z2Z3Ż2Z3Z4 = Z1Z4 = 1); laisv
es
laipsniu� skai£ius lygu	s 1. Kvadratu� sum¡ SSA1A2A4

+ SSA1A3A4
+ SSA1A2A3A4

galima panaudoti dispersijai vertinti; laisv
es laipsniu� skai£ius 3. O kvadratu�
sumos SSA1A4

, SSA1A2A3
, SSA2A3A4

yra sumai²ytos su tarpblokiniu efektu ir
ju� naudoti be papildomos analiz
es dispersijai vertinti nerekomenduojama.

4.6. Pratimai

4.1. Tegu Yij = µi + γ1X
(1)
ij + γ2X

(2)
ij + eij , i = 1, ..., I, j = 1, ..., J , o a. d. {eij} nepri-

klausomi ir normalieji eij ∼ N(0, σ2). a) Raskite parametru� γ1 ir γ2 maºiausiu�ju� kvadratu�
i�vertinius γ̂1 ir γ̂2. b) Raskite i�vertiniu� γ̂1 ir γ̂2 kovariaciju� matric¡. Kokiomis s¡lygomis
ivertiniai γ̂1 ir γ̂2 nekoreliuoti?

4.2. Tegu Yijk = µij + γijXijk + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K, o a. d. {eijk}
nepriklausomi ir normalieji eijk ∼ N(0, σ2). a) Raskite kriteriju� hipotezei H : γij = γ tikrinti.
b) Tardami, kad hipotez
e H teisinga, sudarykite parametro γ pasikliovimo interval¡.

4.3. Tegu Yijk = µ+ αi + βij + γXijk + eijk, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J, k = 1, ...,K, o a. d.
{eijk} nepriklausomi ir normalieji eijk ∼ N(0, σ2);

∑
i αi = 0,

∑
j βij = 0, i = 1, ..., I. a)

Raskite kriteriju� hipotezei H : γ = 0 tikrinti. b) Raskite kriteriju� hipotezei HA : αi = 0, i =
1, ..., I, tikrinti.

4.4. Tegu Yij = µi + γiXj + eij , i = 1, 2, j = 1, ..., J , o a. d. {eij} nepriklausomi ir
normalieji eij ∼ N(0, σ2). Remdamiesi kovariacine analize Raskite kriteriju� hipotezei H :
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γ1 = γ2 tikrinti. I�sitikinkite, kad gautasis kriterijus yra ekvivalentus dvieju� regresijos tiesiu�
lygiagretumo kriterijui.

4.5. Lentel
eje pateiktos bandeliu�, i²keptu� i² 100 (g) te²los, apimtis Y priklausomai nuo 17
miltu� ru	²iu� ir nuo juose esan£io bromistinio kalio kiekio X (g), kai X = 0, 1, 2, 3, 4 (ºr. [14]).

A
X

A
X

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
A1 950 1075 1055 975 880 A10 885 1000 1015 960 895
A2 890 980 955 865 825 A11 895 935 965 950 920
A3 830 850 820 770 735 A12 685 835 870 875 880
A4 770 815 765 725 700 A13 615 665 650 680 660
A5 860 1040 1065 975 945 A14 885 910 890 835 785
A6 835 960 985 915 845 A15 985 1075 1070 1015 1005
A7 795 900 905 880 785 A16 710 750 740 725 720
A8 800 860 870 850 850 A17 785 845 865 825 820
A9 750 940 1000 960 960

a) Atlikite vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦ neatsiºvelgdami i� kintam¡ji� X. b) Atlikite ko-
variacin¦ analiz¦, tar¦, kad X yra kiekybinis kintamasis, ir pasirinkdami antrojo ir tre£iojo
laipsnio polinomus kintamojo X atºvilgiu.

4.6. Lentel
eje pateikti duomenys, gauti atlikus eksperiment¡ pagal keturfaktor
es dis-
persin
es analiz
es piln¡ kryºmin
es klasi�kacijos schem¡. Registruojamas tam tikro maisto
produkto dr
egnumas priklausomai nuo druskos ru	²ies (faktorius A), druskos kiekio (faktorius
B), ru	g²ties lygio (faktorius C) ir dvieju� skirtingu� priemai²u� (faktorius D) [14].

A1 A2 A3

B1 B2 B3 B1 B2 B3 B1 B2 B3

C1 D1 8 17 22 7 26 34 10 24 39
C1 D2 5 11 16 3 17 32 5 14 33
C2 D1 8 13 20 10 24 34 9 24 36
C2 D2 4 10 15 5 19 29 4 16 34

a) Atlikite keturfaktor¦ dispersin¦ analiz¦, kai triju� ir keturiu� faktoriu� s¡veikos nereik²min-
gos. b) Atlikite kovariacin¦ analiz¦ tar¦, kad faktorius B kiekybinis (B1 = 1, B2 = 2, B3 = 3).

4.7. Lentel
eje pateikti duomenys apie krakmolo pl
evel
es tvirtum¡ Y priklausomai nuo
krakmolo tipo (faktorius A); A1 � i² kvie£iu�; A2 � i² ryºiu�; A3 � i² kukuru	zu�; A4 � i² bulviu�;
A5 � i² saldºiu�ju� bulviu�) ir nuo pl
evel
es storio X [14].
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A1 A2 A3 A4 A5

Y X Y X Y X Y X Y X
263,7 5,0 556,7 7,1 731,0 8,0 983,3 13,0 837,1 9,4
130,8 3,5 552,5 6,7 710,0 7,3 958,8 13,3 901,2 10,6
382,9 4,7 397,5 5,6 604,7 7,2 747,8 10,7 595,7 9,0
302,5 4,3 532,3 8,1 508,8 6,1 866,0 12,2 510,0 7,6
213,3 3,8 587,8 8,7 393,0 6,4 810,8 11,6
132,1 3,0 520,9 8,3 416,0 6,4 950,0 9,7
292,0 4,2 574,3 8,4 400,0 6,9 1282,0 10,8
315,5 4,5 505,0 7,3 335,6 5,8 1233,8 10,1
262,4 4,3 604,6 8,5 306,4 5,3 1660,0 12,7
314,4 4,1 522,5 7,8 426,0 6,7 746,0 9,8
310,8 5,5 555,0 8,0 382,5 5,8 650,0 10,0
280,8 4,8 561,1 8,4 340,8 5,7 992,5 13,8
331,7 4,8 436,7 6,1 896,5 13,3
672,5 8,0 333,3 6,2 873,9 12,4
496,0 7,4 382,3 6,3 924,4 12,2
311,9 5,2 397,7 6,0 1050,0 14,1
276,7 4,7 619,1 6,8 973,3 13,7
325,7 5,4 857,3 7,9
310,8 5,4 592,5 7,2
288,0 5,4
269,3 4,9

a) Atlikti kintamojo Y vienfaktor¦ dispersin¦ analiz¦ priklausomai nuo faktoriaus A; b)
Atlikite kintamojo Y regresin¦ analiz¦ neatsiºvelgdami i� faktoriu� A. c) Atlikite kovariacin¦
analiz¦ ir palyginkite gautus rezultatus.

4.8. Lentel
eje pateiktas treju� metu� (faktorius A) kvie£iu� derlingumas Y ²e²iose skirtin-
gose Anglijos ºem
es u	kio stotyse (faktorius B). Kartu uºregistruotas augalo auk²tis varpu�
atsiradimo metu (kintamasis X1) ir vidutinis augalu� i² vieno kelmelio skai£ius (kintamasis Z)
[14].

Metai Kintamasis B1 B2 B3 B4 B5 B6

1933 Y 19,0 22,2 35,3 32,8 25,3 35,8
X 25,6 25,4 30,8 33,0 28,5 28,0
Z 14,9 13,3 4,6 14,7 12,8 7,5

1934 Y 32,4 32,2 43,7 35,7 28,3 35,2
X 25,4 28,3 35,3 32,4 25,9 24,2
Z 7,2 9,5 6,8 9,7 9,2 7,5

1935 Y 26,2 34,7 40,0 29,6 20,6 47,2
X 27,2 34,4 32,5 27,5 23,7 32,9
Z 18,6 22,2 10,0 17,6 14,4 7,9

a) Atlikite dvifaktor¦ dispersin¦ analiz¦ neatsiºvelgdami i� kintamuosius X ir Z. b) Atlikite
kovariacin¦ analiz¦ atsiºvelgdami i� kovariantes X ir Z. c) 1934 metais stoties B5 apylink
eje
uºregistruotas vidutinis augalu� auk²tis X = 27 ir augalu� i² vieno kru	melio skai£ius Z = 10.
Gaukite ta²kini� numatomo derliaus i�verti�.

4.9. Lyginami keturi vaistai (faktorius A), maºinantys kraujo spaudim¡. Registruojamas
kraujo spaudimas po gydymo Y . Kartu uºregistruotas kraujo spaudimas prie² gydym¡ X [1].
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X Y X Y
A1 194 157 A3 172 136

162 136 196 182
183 145 158 134
180 153

A2 154 124 A4 158 124
184 123 165 124
173 143 186 132
170 136 182 133

a) Atlikite dispersin¦ analiz¦, neatsiºvelgiant i� kintam¡ji� X.
b) Atlikite vienfaktor¦ vieno kintamojo kovariacin¦ analiz¦.
c) Palyginkite a) ir b) gautus rezultatus.

4.10. Lentel
eje pateikta 30 kiauliu� svorio prieaugis Y priklausomai nuo fermos (fakto-
rius A), maitinimo tipo (faktorius B), lyties (faktorius C). Eksperimentas suplanuotas pagal
trifaktor
es dispersin
es analiz
es kryºmin
es klasi�kacijos schem¡ su vienu steb
ejimu langelyje.
Daroma prielaida, kad svorio prieaugis gali priklausyti nuo tolydºios kovariant
es � pradinio
svorio X, kurio reik²m
es taip pat pateiktos lentel
eje [12].

A B C X Y A B C X Y
A1 B1 C1 48 9,94 A3 B3 C1 33 7,63
A1 B2 C1 48 10,00 A3 B1 C1 35 9,32
A1 B3 C1 48 9,75 A3 B2 C1 41 9,34
A1 B3 C2 48 9,11 A3 B2 C2 46 8,43
A1 B2 C2 39 8,51 A3 B3 C2 42 8,90
A1 B1 C2 38 9,52 A3 B1 C2 41 9,32
A2 B2 C1 32 9,24 A4 B3 C1 50 10,37
A2 B3 C1 28 8,66 A4 B1 C2 48 10,56
A2 B1 C1 32 9,48 A4 B2 C1 46 9,68
A2 B3 C2 37 8,50 A4 B1 C1 46 10,98
A2 B1 C2 35 8,21 A4 B2 C2 40 8,86
A2 B2 C2 38 9,95 A4 B3 C2 42 9,51
A5 B2 C1 37 9,67 A5 B2 C2 40 9,20
A5 B1 C1 32 8,82 A5 B3 C2 40 8,76
A5 B3 C1 30 8,57 A5 B1 C2 43 10,42

a) Tar¦, kad n
era faktoriu� s¡veikos, atlikite steb
ejimu� trifaktor¦ dispersin¦ analiz¦.
b) Atlikite trifaktor¦ analiz¦ eliminuodami kintamojo X i�tak¡.
c) Palyginkite a) ir b) punktuose gautus rezultatus.

4.11. Pasirink¦ naujus parametrus perkelkite 3.10 pratimo duomenis i� regresin
es analiz
es
schem¡.

4.12. Pasirink¦ naujus parametrus perkelkite 3.16 pratimo duomenis i� regresin
es analiz
es
schem¡.

4.13. Pasirink¦ naujus parametrus perkelkite 3.26 pratimo duomenis i� regresin
es analiz
es
schem¡.

4.14. Pasirink¦ naujus parametrus perkelkite 3.31 pratimo duomenis i� regresin
es analiz
es
schem¡.

4.15. Pasirink¦ naujus parametrus perkelkite 3.39 pratimo duomenis i� regresin
es analiz
es
schem¡.

4.16. Pasirink¦ naujus parametrus perkelkite 3.45 pratimo duomenis i� regresin
es analiz
es
schem¡.
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4.17. Pasirink¦ naujus parametrus perkelkite 3.47 pratimo duomenis i� regresin
es analiz
es
schem¡.

4.18. Atliktas visas dvifaktor
es dispersin
es analiz
es planas 22. Pasirink¦ naujus paramet-
rus, perkelkite dispersin
es analiz
es modeli� i� regresin
es analiz
es schem¡. Patikrinkite, kad gau-
tojo modelio plano matrica turi ortogonalius stulpelius ir sutampa su 4.5.1 lentel
eje pateikta
plano matrica. Gaukite dispersin
es analiz
es kvadratu� sumu� i²rai²kas regresijos koe�cientu�
i�vertiniais.

4.19. Atliktas visas trifaktor
es dispersin
es analiz
es planas 23. Pasirink¦ naujus parametrus
perkelkite dispersin
es analiz
es modeli� i� regresin
es analiz
es schem¡. Patikrinkite, kad gautojo
modelio plano matrica turi ortogonalius stulpelius ir sutampa su 4.5.2 lentel
eje pateikta plano
matrica. Gaukite dispersin
es analiz
es kvadratu� sumu� i²rai²kas regresijos koe�cientu� i�vertiniais.

4.20. Faktoriniame eksperimente 22 su trimis steb
ejimais langelyje gauti rezultatai pateikti
lentel
eje eksperimentus ºymint kodiniu pavidalu.

Kodas (1) a b ab
Y 0; 2; 1 4; 6; 2 -1; -3; 1 -1; -3; -7

I�vertinkite Y tiesin
es regresijos parametrus kintamu�ju� Z1 ir Z2 atºvilgiu. Pri
em¦ nor-
malumo prielaid¡, patikrinkite regresijos koe�cientu� lygyb
es 0 hipotezes.

4.21. Tiriamos galingumo s¡naudos Y pjaustant metal¡ keraminiu instrumentu priklau-
somai nuo instrumento tipo (kintamasis X1), r
eºiklio briaunel
es kampo (kintamasis X2) ir
nuo pjovimo tipo (kintamasis X3). Atliktas visas faktorinis eksperimentas 23. Rezultatai
(s¡lyginiais vienetais), eksperimentus ºymint kodiniu pavidalu, pateikti lentel
eje [7].

Kodas (1) a b ab c bc ac abc
Y 2 -5 15 13 -12 -2 -17 -7

a) I�vertinkite Y tiesin
es regresijos parametrus kintamu�ju� Z1, Z2, Z3 atºvilgiu. Pri
em¦ nor-
malumo prielaid¡, patikrinkite ²iu� parametru� lygyb
es 0 hipotezes. b) Papildomai i�vertinkite
regresijos koe�cientus βij prie sandaugu� ZiZj , i 6= j. Patikrinkite ²iu� koe�cientu� lygyb
es 0
hipotezes.

4.22. Lentel
eje pateikti tam tikro cheminio eksperimento duomenys. Atliktas visas fak-
torinis eksperimentas 23 su dviem steb
ejimais langelyje.

Kodas (1) a b ab c bc ac abc
Y 1595 1573 1835 1700 1745 1838 2184 1717

1578 1592 1823 1815 1689 1614 1538 1806

Atlikite duomenu� analiz¦.

4.23. Lentel
eje pateikti tam tikro faktorinio eksperimento 24 su dviem steb
ejimais lange-
lyje.

Kodas (1) a b ab c bc ac abc
Y 1985 1595 1765 1835 1694 1806 2243 1614

1592 2067 1700 1823 1712 1758 1745 1838
Kodas d ad bd abd cd bcd acd abcd
Y 2156 1578 1923 1863 2184 1957 1745 1917

2032 1733 2007 1910 1921 1717 1818 1922

a) Atlikite duomenu� analiz¦, tar¦, kad regresijos koe�cientai prie triju� ir keturiu� kovarian£iu�
sandaugu� lygu	s 0. b) Pri
em¦ normalumo prielaid¡, patikrinkite regresijos koe�cientu� lygyb
es
0 hipotezes. c) Raskite tolesnio nepriklausomo Y steb
ejimo prognoz
es interval¡, jeigu ºinoma,
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kad jis bus atliktas ta²ke z = (z1, ..., z4)T , kurio koordinat
es tenkina s¡lyg¡∑
i

z2
i +

∑
i 6=j

z2
i z

2
j = ρ2.

4.24. Atliekamas visas faktorinis eksperimentas 32, kai kiekviena kovariant
e Zi (jeigu
reikia atlikus transformavim¡) i�gyja reik²mes −1; 0; +1, t. y. eksperimentas atliktas kvadrato
vir²u	n
ese, centre ir kra²tiniu� vidurio ta²kuose. Patikrinkite, kad regresijos lygties

Yj = β0 + β1Z1j + β2Z2j + β11U
2
1j + β22U

2
2j + β12U

2
1jU

2
2j+

+β211Z2jU
2
1j + β122Z1jU

2
2j + ej , U2

ij = Z2
ij − Z̄2

i., i = 1, 2; j = 1, ..., 9.

plano matrica turi ortogonalius stulpelius. Raskite regresijos parametru� i�vertinius ir ju� disper-
sijas. Tardami, kad a. d. {ej} yra nepriklausomi ir normalieji ej ∼ N(0, σ2), raskite kriterijus
regresijos koe�cientu� lygyb
es 0 hipotez
ems tikrinti.

4.25 (4.24 t¦sinys.) Norint i�vertinti regresijos koe�cientus prie kovarian£iu� sandaugu�
ir kvadratu�, eksperimentas 22 atliktas kvadrato vir²u	n
ese papildomas steb
ejimais keturiuose
ta²kuose (±a, 0), (0,±a). Norint i�vertinti dispersij¡, eksperiment¡ du kartus pakartojame
eksperimento centre, t. y. ta²ke (0, 0). Parinkite a taip, kad 4.24 pratimo regresijos lygties
plano matrica tur
etu� ortogonalius stulpelius.

4.26 (4.25 t¦sinys.) Apibendrinkite 4.25 pratim¡ 3 kovarian£iu� atveju.

4.27. Lentel
eje pateiktos j
egos Y , reikalingos nustumti gamini� nuo konvejerio juostos
priklausomai nuo temperatu	ros (kovariant
e X1) ir nuo dr
egnumo (kovariant
e X2). Eksperi-
mentas atliktas pagal vis¡ faktorinio eksperimento 32 plan¡ su dviem steb
ejimais langelyje.
Pateikiamos lentel
es pirmoje eilut
eje yra transformuotos kovariant
es X1 reik²m
es, o pirma-
jame stulpelyje � kovariant
es X2 reik²m
es.

-1 -1 0 0 +1 +1
-1 0,8; 2,8 1,5; 3,2 2,5; 4,2
0 1,0; 1,6 1,6; 1,8 1,8; 1,0
+1 2,0; 2,2 1,5; 0,8 2,5; 4,0

I�vertinkite 4.24 pratime pateiktos regresijos lygties parametrus. Pri
em¦ normalumo
prielaid¡ patikrinkite regresijos koe�cientu� lygyb
es 0 hipotezes.

4.28. Tarkime, kad vienu metu galime atlikti tik keturis 4.22 pratimo eksperimentus.
Sudalinkite eksperimentus i� dvi replikas su tarpblokiniu efektu sumai²ydami a) visu� triju�
faktoriu� s¡veik¡; b) faktoriu� A1 ir A3 s¡veik¡.

4.29. Atlikite 4.23 pratimo duomenu� analiz¦ suskaid¦ eksperimentus i� 4 blokus po 4
eksperimentus. Su tarpblokiniu efektu sumai²ykite s¡veikas A1 × A3 × A4, A1 × A2 × A4,
A1 ×A2.

4.30. Atlikite viso faktorinio eksperimento 25 suskaidym¡ i� du blokus po 16 steb
ejimu� su
tarpblokiniu efektu sumai²ydami a) s¡veik¡ A1 ×A2 ×A3; b) s¡veik¡ A1 ×A2 ×A3.

4.31. Atlikite viso faktorinio eksperimento 25 suskaidym¡ i� 4 blokus po 8 steb
ejimus su
tarpblokiniu efektu sumai²ydami i�vairius s¡veiku� rinkinius.

4.32. Tarkime, kad 4.22 pratimo s¡lygomis galima atlikti tik vien¡ pusin¦ replik¡.
Parink¦ replik¡ atlikite duomenu� analiz¦ ir aptarkite rezultatus.

4.33. Tarkime, kad 4.23 pratimo s¡lygomis galima atlikti tik vien¡ ketvirtin¦ replik¡.

Parink¦ replik¡ atlikite duomenu� analiz¦ ir aptarkite rezultatus.
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4.7. Atsakymai ir nurodymai

4.1. Paºym
ekime R0r =
∑
i

∑
j(Yij − Ȳi.)(X

(r)
ij − X̄

(r)
i. ), r = 1, 2; Rrs =

∑
i

∑
j(X

(r)
ij −

X̄
(r)
i. )(X

(s)
ij − X̄

(s)
i. ), r, s = 1, 2. Tada a) γ̂1 = (R01R22 − R02R12)/∆, γ̂2 = (R02R11 −

R01R12)/∆, ∆ = R11R22 − R2
12; b) V γ̂1 = σ2I(J − 1)R22/∆, V γ̂2 = σ2I(J − 1)R11/∆,

Cov (γ̂1, γ̂2) = −σ2I(J − 1)R12/∆; γ̂1 ir γ̂2 nekoreliuoti, kai R12 = 0. 4.2. a) Ran-

dame Ryy(i, j) =
∑
k(Yijk − Ȳij.)2, Rxx(i, j) =

∑
k(Xijk − X̄ij.)2, Ryx(i, j) =

∑
k(Yijk −

Yij.)(Xijk − X̄ij.); SSE(i, j) = Ryy(i, j) − R2
yx(i, j)/Rxx(i, j), SSE =

∑
i

∑
j SSE(i, j) ∼

σ2χ2
IJ(K−2)

. Kai hipotez
e H teisinga, tai γ̂ = Ryx/Rxx, SSEH = Ryy − R2
yx/Rxx, Ryy =∑

i

∑
j Ryy(i, j), Rxx =

∑
i

∑
j Rxx(i, j), Ryx =

∑
i

∑
j Ryx(i, j); hipotez
e H atmetama

reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai (SSEH−SSE)(IJ(K−2))/(SSE(IJ−1)) > Fα(IJ−
1, IJ(K−2)). b) Kai H teisinga, tai a. d.

√
Rxx(γ̂−γ)/

√
SSEH/(IJK − IJ − 1) ∼ S(IJK−

IJ − 1). 4.3. Randame Ryy =
∑
i

∑
j

∑
k(Yijk − Ȳij.)2, Rxx =

∑
i

∑
j

∑
k(Xijk − X̄ij.)2,

Ryx =
∑
i

∑
j

∑
k(Yijk−Yij.)(Xijk−X̄ij.); γ̂ = Ryx/Rxx, SSE = Ryy−γ̂Ryx ∼ σ2χ2

IJK−IJ−1.

a) Hipotez
eH atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai γ̂Rxx(IJK−IJ−1)/SSE >

Fα(1, IJK − IJ − 1). b) Randame R̃yy = Ryy + JK
∑
i(Ȳi.. − Ȳ...)2, R̃xx = Rxx +

JK
∑
i(X̄i.. − X̄...)2, R̃yx = Ryx + JK

∑
i(Ȳi.. − Ȳ...)(X̄i.. − X̄...), SSEH = R̃yy − γ̂R̃yx;

hipotez
e HA atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai (SSEH −SSE)(IJK− IJ −
1)/((I − 1)SSE) > Fα(I − 1, IJK − IJ − 1). 4.4. Remdamiesi kovariacine analize randame

SSE =
∑
i[R

(i)
yy − (R

(i)
yx)2/Rxx], R(i)

yy =
∑
j(Yij − Ȳi.)

2, R(i)
yx =

∑
j(Yij − Ȳi.)(Xj − X̄.),

i = 1, 2, Rxx =
∑
j(Xj − X̄.)2; SSEH = R

(1)
yy + R

(2)
yy − (R

(1)
yx + R

(2)
yx )2/(2Rxx. Hipotez
e

atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai F = (SSEH − SSE)2(J − 1)/SSE =

[R
(1)
yx − R

(2)
yx ]22(J − 1)/(2RxxSSE) > Fα(1, 2(J − 1)). Tikrinant dvieju� regresijos tiesiu� ly-

giagretumo hipotez¦ remiam
es statistika T = (γ̂1 − γ̂2)
√
Rxx/

√
2SSE/(2(J − 1)). Nesunku

patikrinti, kad F = T 2. 4.5. a) Kadangi statistikos reik²m
e FA = 14, 6, tai hipotez
e atmetama

kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. b) Imant antro laipsnio polinom¡ gau-

name, kad kovariant
e ir jos kvadratas yra reik²mingi, nes statistiku� reik²m
es atitinkamai yra

48,83 ir 53,75. Imant tre£io laipsnio polinom¡ gauname, kad kovariant
e, jos kvadratas ir

tre£ias laipsnis yra reik²mingi, nes statistiku� reik²m
es atitinkamai yra 35,23, 17,89 ir 8,87.

Kadangi statistikos reik²m
e yra 28,78, tai hipotez
e apie faktoriaus i�takos nebuvim¡ atmetama

su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. 4.6. a) Atlikus dispersin¦ analiz¦ gauta, kad fak-

torius C (FC = 1, 17; atitinkama P reik²m
e yra 0, 2947) ir faktoriu� s¡veikos su faktoriumi C

(FAC = 1, 35, FBC = 1, 09, FCD = 1, 17; atitinkamos P reik²m
es yra 0, 2878; 0, 3609; 0, 2947)

nereik²mingos. Atlikus dispersin¦ analiz¦ nei�traukiant faktoriaus C ir s¡veiku� su faktori-

umi C gautos tokios statistiku� realizacijos: FA = 124, 60, FB = 728, 98, FD = 118, 78,

FAB = 41, 75, tod
el hipotez
es atmetamos su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. Gauta,

kad FAD = 0, 87, FBD = 3, 09, atitinkamos P reik²m
es 0, 4348, 0, 0657. b) Atlikus analiz¦, kai

eliminuota kovariant
es B i�taka, gauta: faktoriu� A ir C, A ir D, C ir D s¡veikos nereik²mingos

(statistiku� reik²m
es yra 0, 17; 0, 11; 0, 15; atitinkamos P reik²m
es 0, 8469; 0, 8933; 0, 7059).

Faktoriu� A ir D i�takos nebuvimo hipotez
es atmetamos su gana auk²tu reik²mingumo lygme-

niu. Faktorius C nereik²mingas (statistikos reik²m
e 0, 15, atitinkama P reik²m
e 0, 7059). 4.7.

a) Kadangi FA = 43, 67, tai hipotez
e atmetama kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo

lygmeniu. b) β̂0 = −127, 17, β̂1 = 90, 827. Hipotez
e H : β1 = 0 atmetama kriteri-

jumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu, nes statistikos reik²m
e yra 16, 27. c) Statis-

tikos (4.2.18) reik²m
e 3, 43; regresijos koe�cientu� lygyb
es hipotez
es neatmetame kriterijumi
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su reik²mingumo lygmeniu α < 0, 0134. Tikrinant hipotez¦ HA, eliminavus kintamojo X

i�tak¡, statistikos (4.2.6) reik²m
e yra 3, 65; hipotez
e atmetama kriterijumi su reik²mingumo

lygmeniu α > 0, 0098. 4.8. a) FA = 2, 72, FB = 5, 50; P reik²m
es 0, 1139, 0, 0108. b)

Eliminavus kintamu�ju� X ir Z i�tak¡, gaunama FA = 13, 96, FB = 5, 96; P reik²m
es 0, 0025,

0, 0137. Hipotez
e, kad kovariant
e X nereik²minga (statistikos reik²m
e 57, 58) atmetama kri-

terijumi su gana auk²tu reik²mingumo lygmeniu. Hipotez
e, kad kovariant
e Z nereik²minga

(statistikos reik²m
e 8, 30) atmetama kriterijumi su reik²mingumo lygmeniu α > 0, 0205.

c) 29, 6. 4.9. a) FA = 2, 46; P reik²m
e 0, 1173. b) Statistikos (4.2.18) reik²m
e 2, 56;

regresijos koe�cientu� lygyb
es hipotez
es neatmetame kriterijumi su reik²mingumo lygmeniu

α < 0, 1376. Tikrinant hipotez¦ HA, eliminavus kintamojo X i�tak¡, statistikos (4.2.6)

reik²m
e yra 2, 88; hipotez
e atmetama kriterijumi su reik²mingumo lygmeniu α > 0, 0896.

4.10. a) FA = 3, 08, FB = 2, 88, FC = 1, 13; P reik²m
es 0, 0373, 0, 0773, 0, 3001. b)

FA = 2, 58, FB = 5, 08, FC = 5, 63; P reik²m
es 0, 0667, 0, 0159, 0, 0273. Hipotez
e, kad ko-

variant
e X nereik²minga (statistikos reik²m
e 16, 53) atmetama kriterijumi su reik²mingumo

lygmeniu α > 0, 0006. 4.18. SSA1
= 4β̂2

1 , SSA2
= 4β̂2

2 , SSE =
∑
i Y

2
i − 4(β̂2

1 + β̂2
2).

4.19. SSAi = 8β̂2
i , i = 1, 2, 3; SSE =

∑
i Y

2
i − 8

∑
i β̂

2
i . 4.20. β̂0 = 1/12; β̂1 = −1/12,

β̂2 = −29/12; σ̂2 = s2 = 6, 75. Statistikos, kurios esant teisingoms hipotez
ems Hi : βi = 0

turi Fi²erio skirstinius su 1 ir 9 laisv
es laipsniais i�gijo reik²mes 0,012; 0,012, 10,383; atmesti

parametru� β0 ir β1 lygyb
es 0 hipotezes n
era pagrindo; hipotez
e H2 : β2 = 0 atmetama,

kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,01. 4.21. a) β̂0 = −13/8, β̂1 = −19/8,

β̂2 = 51/8, β̂3 = −63/8, σ̂ = s = 2, 318. Statistikos, kurios esant teisingoms hipotez
ems

Hi : βi = 0 turi Fi²erio skirstinius su 1 ir 4 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²mes 3,930; 8,395; 60,488;

92,302; atitinkamos P-reik²m
es yra 0,118; 0,044; 0,0015; 0,0007. b) β̂12 = 5/8, β̂13 = −1/8,

β̂23 = −11/8, σ̂ = s = 1, 768; atmesti hipotezes n
era pagrindo. 4.22. β̂0 = 1727, 63,

β̂1 = 13, β̂2 = 40, 875, β̂3 = 38, 75, σ̂ = s = 167, 138. Hipotez
es Hi : βi = 0, i = 1, 2, 3,

neatmetamos. β̂12 = −22, β̂13 = 31, 875, β̂23 = −63, 5, σ̂ = s = 165, 564; atmesti hipotezes

Hij : βij = 0, i 6= j = 1, 2, 3, n
era pagrindo. 4.23. a) Parametru� i�ver£iai: β̂0 = 1848, 59,

β̂1 = −20, 7188, β̂2 = −13, 9063, β̂3 = 0, 8438, β̂4 = 50, 3438; β̂12 = 26, 2813, β̂13 = 26, 5313,

β̂14 = −67, 4688, β̂23 = −19, 4063, β̂24 = 16, 9688, β̂34 = −2, 1563, σ̂ = 169, 803. b) Hipotez
e

H0 : β0 = 0 atmetama; hipotez
e H14 : β14 = 0 atmetama, kai kriterijaus reik²mingumo lyg-

muo vir²ija 0,0355; kitos hipotez
es neatmetamos. c) Prognoz
es intervalas su pasikliovimo

lygmeniu Q = 1 − α yra Ŷ ± σ̂tα/2(21)
√

(33 + ρ2)/32. 4.25. a =
√√

10− 2. 4.26.

a = 2
√√

2− 1. 4.27. Parametru� i�ver£iai: β̂0 = 2, 0444, β̂1 = 0, 4667, β̂2 = −0, 1667,

β̂11 = 0, 4667, β̂22 = 0, 8667, β̂12 = 0, 1361, β̂211 = 0, 650, β̂122 = 0, 625, σ̂2 = s2 = 0, 8066.

Hipotez
e H0 : β0 = 0 atmetama: P -reik²m
e pv = 2 × 10−6. Hipotezei H22 : β22 = 0 P -

reik²m
e pv = 0, 082; atmesti kitas hipotezes n
era pagrindo. 4.28. Abiem atvejais pirmoji

replika ((1), ab, ac, bc).



5 skyrius

Apibendrintieji tiesiniai

modeliai

Pirmesniuose skyreliuose tariama, kad imties Y = (Y1, ..., Yn)T narys Yi turi
toki¡ struktu	r¡

Yi = β0 + β1x1i + ...+ βmxmi + ei,

£ia β = (β0, β1, ..., βm)T yra neºinomu� parametru� vektorius, xi = (1, x1i, ..., xmi)
T

� kovarian£iu� vektoriaus x = (x0, x1, ..., xm)T , x0 = 1 ºinoma i-oji reik²m
e, e =
(e1, e2, ..., en)T � paklaidu� vektorius. Tariama, kad paklaidu� vektoriaus koordi-
nat
es nepriklausomi normalieji a. d. ei ∼ N(0, σ2) (kartu Yi ∼ N(βTxi, σ

2)).
Imties Y nariu� normalumo prielaida ne visada priimtina. Pavyzdºiui, Yi gali

bu	ti diskretieji a. d. ir ju� skirstiniais reik
etu� imti kuriuos nors diskre£iuosius mo-
delius (Puasono, binomini� ir kt.). I²gyvenamumo analiz
eje, kai Yi rei²kia i-ojo
individo gyvenimo trukm¦, a. d. Yi igyja neneigiamas reik²mes ir ju� skirstiniais
reik
etu� imti tikimybinius modelius intervale (0,∞) (pavyzdºiui, eksponentini�,
gama, Veibulo ir kt.).

Apibendrintu�ju� tiesiniu� modeliu� aptarim¡ galima rasti [15], [6]. Ju� taikomuo-
sius aspektus ir duomenu� analiz¦ populiariais matematin
es statistikos TPP (ºr.
[4], III dalis; [5]).

�iame skyriuje trumpai aptarsime apibendrintu�ju� tiesiniu� modeliu� sudarymo
ir analiz
es metodus apsiribodami vienparametriais eksponentinio tipo skirsti-
niais.

5.1. Vienparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu�

tiesiniai modeliai

Eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimu� apibr
eºimas ir ju� savyb
es pateiktos I dalies
4.3 skyrelyje. Tariama, kad a. d. Y skirstinys priklauso vienparametrei kano-
ninio pavidalo eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai, jeigu jo tankis σ-baigtinio

195
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mato µ atºvilgiu yra toks:

f(x|θ) = h(x)eT (x)θ−B(θ), θ ∈ Θ ⊂ R, (5.1.1)

£ia h(x) nepriklauso nuo θ, T(Y) � pakankamoji statistika. Pirmosios dalies
4.3.2 teoremoje i�rodyta, kad

EθT (Y ) = Ḃ(θ), V θT (Y ) = B̈(θ). (5.1.2)

Tegu imties Y = (Y1, ..., Yn)T nariai yra n. a. d., turintys (5.1.1) skirstini�, kai
parametrai yra θ1, ..., θn. Tik
etinumo funkcija

L(θ1, ..., θn) =

n∏
i=1

{h(Yi)e
T (Yi)θi−B(θi)}. (5.1.3)

Tai prisotintas modelis, kai neºinomu� parametru� θ1, ..., θn skai£ius lygus imties
didumui n.

Apibendrintasis tiesinis modelis. Tarkime, kad kartu su a. d. Yi gaunama
kovarian£iu� vektoriaus x = (x0, x1, ..., xm)T , x0 = 1 reik²m
e xi = (x0i, x1i, ...,
xmi)

T , i = 1, ..., n. Parametru� skai£ius sumaºinamas nuo n iki m+ 1 < n imant
kovarian£iu� vektoriaus tiesinius darinius βTxi = β0x0i + β1x1i + ... + βmxmi;
£ia β = (β0, β1, ..., βm)T naujas neºinomu� parametru� vektorius. Nauji paramet-
rai i�vedami prilyginant s¡lyginio vidurkio µi = E(T (Y )|xi) funkcij¡ tiesiniam
dariniui βTxi:

g(µi) = βTxi. (5.1.4)

Funkcija g vadinama jungties funkcija. Tariama, kad funkcija g turi diferen-
cijuojam¡ atvirk²tin¦

g−1(βTxi) = µi. (5.1.5)

Jungties funkcija vadinama kanonine, jeigu µi = g−1(βTxi) = Ḃ(βTxi), t. y.
parametras θi = βTxi. Ta£iau kartais tenka funkcij¡ g parinkti kitokio pavidalo.
Natu	ralu j¡ parinkti taip, kad g−1(βTxi) priklausytu� vidurkio µ = Ḃ(θ), θ ∈ Θ
kitimo sri£iai, kad ir kokia bu	tu� tiesinio darinio βTx reik²m
e βTxi.

Parametru� i�vertiniai. Imties

(Y1,x1), ..., (Yn,xn)

tik
etinumo funkcija

L(β) =

n∏
i=1

{h(Yi)e
T (Yi)θi−B(θi)}, (5.1.6)

£ia remiantis (5.1.2) ir (5.1.5)

θi = Ḃ−1(g−1(βTxi)).

Kanonin
es funkcijos atveju θi = βTxi.



5.1. Vienparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu� tiesiniai modeliai 197

Logtik
etinumo funkcija

l = lnL(β) =

n∑
i=1

[T (Yi)θi −B(θi) + ln(h(Yi))]. (5.1.7)

Diferencijuojant pagal βj gaunama informan£iu� vektoriaus j-oji koordinat
e

l̇j =
∂l

∂βj
=

n∑
i=1

xji
T (Yi)− Ḃ(θi)

ġ(µi)B̈(θi)
, j = 0, 1, ...,m. (5.1.8)

Kai jungtis kanonin
e, tai ġ(µi)B̈(θi) = 1, t. y. (5.1.8) lygyb
eje vardiklis lygus 1.
Prilygin¦ informan£iu� vektoriaus koordinates nuliui, gauname lyg£iu� sistem¡

l̇j = 0, j = 0, 1, ...,m, (5.1.9)

parametro β = (β0, β1, ..., βm)T DT i�vertiniui β̂ = (β̂0, β̂1, ..., β̂m)T rasti. Turint
β̂, galima i�vertinti s¡lygini� vidurki� µ(x) = g−1(βTx) arba kitas tiesinio darinio
βTx funkcijas.

Randame Fi²erio informacin
es matricos I(β) = [Ijs](m+1)×(m+1) elementus

Ijs(β) = E(l̇j l̇s) =

n∑
i=1

xjixsi
E(T (Yi)− Ḃ(θi))

2

[ġ(µi)]2[B̈(θi)]2

=

n∑
i=1

xjixsi
1

[ġ(µi)]2B̈(θi)
= XTW (β)X, (5.1.10)

£ia

X =

 x01 ... xm1

... ... ...
x0n ... xmn

 ,

o W (β) � diagonalioji matrica su diagonaliniais elementais

1

[ġ(µ1)]2B̈(θ1)
, ...,

1

[ġ(µn)]2B̈(θn)
.

Kai jungtis kanonin
e, tai matricosW (β) diagonaliniai elementai yra B̈(βTx1), ...,
B̈(βTxn).

Jeigu i�vykdytos I dalies 4.5.4 teoremos s¡lygos, tai DT i�vertinys yra pagri�stasis
ir asimptoti²kai (n→∞) normalusis

√
n(β̂ − β)

d→ Z ∼ Nm+1(0, i−1(β)), (5.1.11)

£ia i−1(β) = limn→∞ I(β)/n.

Remiantis i�vertinio β̂ asimptotiniu normalumu, naudojant Fi²erio informa-
cin
es matricos i�vertini� I(β̂), galima rasti parametru� β0, ..., βm ar ju� tiesiniu�
dariniu� asimptotinius pasikliovimo intervalus.
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Hipoteziu� tikrinimas. Kovariant
es xj reik²mingumo hipotez
es Hj : βj = 0

asimptotini� tikrinimo kriteriju� sudarome remdamiesi i�vertinio β̂j asimptotiniu
normalumu. Jei hipotez
e Hj teisinga, tai remiantis (5.1.11) statistika

√
nβ̂j/

√
cjj(β̂)

d→ Z ∼ N(0, 1), (5.1.12)

£ia cjj(β̂) yra matricos i−1(β̂) = [cjs(β̂)](m+1)×(m+1) diagonalinis elementas.
Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

√
n|β̂j |/

√
cjj(β̂) > zα/2, j = 0, 1, ...,m.

Tikrindami visu� kovarian£iu� reik²mingumo hipotez¦

H1,...,m : β1 = ... = βm = 0,

naudojame tik
etinumu� santykio kriteriju�. Tik
etinumu� santykis

Λ =
maxβ:β1=...=βm=0 L(β)

maxβ L(β)
=

exp{
∑
i[T (Yi)θ̂ −B(θ̂)]}

exp{
∑
i[T (Yi)θ̂i −B(θ̂i)]}

, (5.1.13)

£ia θ̂i = Ḃ−1(g−1(β̂
T
xi)) yra DT i�vertiniai, kai β̂ gaunamas i² lyg£iu� sistemos

(5.1.9); θ̂ � DT i�vertinys, kai modelis nusakomas vieninteliu parametru θ:

θ̂ = Ḃ−1(T̄ ), T̄ =
1

n

n∑
i=1

T (Yi). (5.1.14)

Jeigu i�vykdytos I dalies 4.5.4 teoremos s¡lygos, tai, remiantis I dalies 4.5.4
skyreliu, gauname, kad kai hipotez
e H1,...,m teisinga, asimptoti²kai (n→∞)

DR = −2 ln Λ = 2

n∑
i=1

[T (Yi)(θ̂i − θ̂)− (B(θ̂i)−B(θ̂))]
d→ χ2

m. (5.1.15)

Hipotez
e atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi ,kai

DR > χ2
α(m). (5.1.16)

Tikrindami kovarian£iu� xi1 , ..., xil i�takos nebuvimo hipotez¦ Hi1,...,il : βi1 =

... = βil = 0 v
el naudojame tik
etinumu� santykio kriteriju�. Paºym
ekime D(m)
R

ir D(m−l)
R statistik¡ DR atitinkamai modeliui su visais parametrais β0, ..., βm

ir modeliui be parametru� βi1 , ..., βil . Kai Hi1,...,il teisinga, statistikos D
(m)
R −

D
(m−l)
R skirstinys aproksimuojamas χ2 skirstiniu su m − (m − l) = l laisv
es

laipsniu�. Hipotez
e Hi1,...,il atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α
kriterijumi, kai

D
(m)
R −D(m−l)

R > χ2
α(l). (5.1.17)
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Determinacijos koe�ciento analogas. Aptarsime, kaip galima apibr
eºti deter-
minacijos koe�ciento R2 ir kvadratu� sumu� (pilnosios SST , liekamu�ju� paklaidu�
SSE ir regresijos SSR), nagrin
etu� 3.3.8 skyrelyje, analogus. Turime tris vienas
i� kit¡ i�d
etus modelius. Pirmas pla£iausias (prisotintas) modelis (5.1.3), kai
neºinomu� parametru� θ1, ..., θn skai£ius lygus imties didumui n. Antras, siau-
resnis uº pirm¡ regresijos modelis, kai neºinomu� parametru� β0, ..., βm skai£ius
m + 1 < n. Pagaliau tre£ias dar siauresnis modelis, kai imties Y1, ..., Yn nariai
vienodai pasiskirst¦ ir priklauso nuo vienintelio parametro θ.

Sudarykime tik
etinumu� santyki� palygindami pirm¡ ir tre£i¡ modelius

Λ13 =
maxθ1=...=θn=θ L(θ1, ..., θn)

maxθ1,...,θn L(θ1, ..., θn)
=

exp{
∑
i[T (Yi)θ̂ −B(θ̂)]}

exp{
∑
i[T (Yi)θ̃i −B(θ̃i)]}

, (5.1.18)

£ia θ̂ yra DT i�vertinys (5.1.14); θ̃1, ..., θ̃n yra DT i�vertiniai prisotintame modelyje
(5.1.3):

θ̃i = Ḃ−1(T (Yi)), i = 1, 2, ..., n.

Jeigu tre£ias modelis teisingas ir n didelis, tai statistikos

DT = −2 ln Λ13 = 2

n∑
i=1

[T (Yi)(θ̃i − θ̂)− (B(θ̃i)−B(θ̂))]

skirstinys artimas χ2 skirstiniui su n − 1 laisv
es laipsniu. Statistika DT yra
tiesin
es regresijos pilnosios kvadratu� sumos SST analogas.

Tik
etinumu� santykis lyginant antr¡ ir tre£i¡ modelius sudarytas (5.1.13).
Gautoji statistika DR (5.1.14) yra tiesin
es regresijos kvadratu� sumos SSR analo-
gas.

Sudar¦ tik
etinumu� santyki� pirmam ir antram modeliui palyginti, gausime
tiesin
es regresijos kvadratu� sumos SSE analog¡

DE = DT −DR.

Determinacijos koe�ciento analog¡ R2 apibr
eºiame analogi²kai kaip skyrelyje
3.3.8

R2 =
DR

DT
= 1− DE

DT
. (5.1.19)

Jeigu regresijos modelis teisingas, tai DR ≈ DT ir R2 i�gyja reik²mes arti
vieneto. Jeigu regresijos n
era, tai DE ≈ DT ir R2 i�gyja maºas reik²mes. Taigi
R2 yra regresijos modelio tinkamumo matas. Kitus regresijos kokyb
es matus
galima rasti, pavyzdºiui, [13].

5.2. Apibendrintu�ju� tiesiniu� modeliu� pavyzdºiai

5.2.1. Puasonin
e regresija

Atsitiktinio dydºio Y ∼ P(λ) skirstinys nusakomas tikimyb
emis

P{Y = k|λ} =
λk

k!
e−λ =

1

k!
ek lnλ−λ, k = 0, 1, 2, ...
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Reparametrizav¦, t. y. imdami θ = lnλ, matome, kad Puasono skirstinys pri-
klauso kanoninio pavidalo vienparametriu� ekponentinio tipo skirstiniu� ²eimai.
Tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu) yra

f(y|θ) =
1

y!
eyθ−e

θ

, θ = lnλ, y = 0, 1, 2, ...

Nagrin
esime bendresni� modeli�, kai Y ∼ P(λt), o t > 0 ºinomas. Pavyzdºiui,
jeigu Y yra puasoninio srauto i�vykiu� ilgio t intervale skai£ius, kai srauto inten-
syvumas pastovus ir lygus λ (i�vykiu�/laiko vienete), tai a. d. Y ∼ P(λt).

Imties Y = (Y1, ..., Yn)T su nepriklausomomis koordinat
emis, kai Yi ∼ P(λiti),
λi > 0 � neºinomi parametrai, o ti > 0 ºinomi, tik
etinumo funkcija

L(θ1, ..., θn) =

n∏
i=1

(h(Yi)e
Yiθi−B(θi)), (5.2.1)

h(Yi) =
tYii
Yi!

, θi = lnλi, B(θi) = tie
θi .

Tai prisotintas modelis, kai neºinomu� θ1, ..., θn parametru� skai£ius lygus imties
didumui n.

Jeigu kartu su Yi gaunama kovarian£iu� vektoriaus x = (x0, x1, ..., xm), x0 = 1
reik²m
e xi = (x0i, x1i, ..., xmi)

T , tai parametru� skai£ius sumaºinamas ikim+1 <
n imant tiesinius darinius βTxi = β0x0i + ... + βmxmi. Natu	ralu parinkti
kanonin¦ jungties funkcij¡, kai θi kei£iamas tiesiniu dariniu βTxi. Tada

µi = g−1(βTxi) = Ḃ(βTxi) = tie
βTxi , (5.2.2)

g(µi) = lnµi − ln ti, θi = βTxi.

Lyg£iu� sistema (5.1.9) parametro β = (β0, β1, ..., βm)T DT i�vertiniui rasti
turi toki� pavidal¡:

l̇j =

n∑
i=1

xji[Yi − tieβ
Txi ] = 0, j = 0, 1, ...,m. (5.2.3)

Fi²erio informacin
e matrica (5.1.10) yra

I(β) = XTW (β)X,

kai W (β) yra diagonalioji matrica su diagonaliniais elementais

µi = B̈(βTxi) = tie
βTxi , i = 1, 2, ..., n.

Tikrinant hipotez¦ H1,...,m : β1 = ... = βm = 0 tik
etinumu� santykio kriteri-
jumi (5.1.16), parametro θ i�vertinys modelyje su vienu parametru yra

θ̂ = ln(

n∑
i=1

Yi/

n∑
i=1

ti) = ln λ̂.
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5.2.1 pavyzdys. Tiriama bakteriju� augimo priklausomyb
e nuo aplinkos s¡lygu�. Paruo²ia-

mos Petri l
ek²tel
es su i�vairios sud
eties maitinamosiomis terp
emis, kuriose pas
ejamos bakteriju�

kultu	ros. Prab
egus laikui t uº�ksuojamas bakteriju� koloniju� skai£ius Y . Natu	ralu i-ojo

eksperimento rezultat¡ Yi apra²yti Puasono skirstiniu su parametru λi, kuris priklauso nuo

kovarian£iu� vektoriaus xi, apibu	dinan£io maitinamosios terp
es sud
eti�, oro temperatu	r¡, dr
eg-

num¡ ir kt. �io pavyzdºio im£iai (Y1,x1), ..., (Yn,xn) analizuoti taikytina puasonin
e regre-

sija.

5.2.2. Gama regresija

Atsitiktinio dydºio Y ∼ G(θ, η), turin£io gama skirstini� su neºinomu parametru
θ > 0 ir ºinomu η > 0, skirstinys priklauso kanoninio pavidalo vienparametriu�
ekponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Tankis (Lebego mato atºvilgiu) yra

f(y|θ) =
θη

Γ(η)
yη−1e−yθ = h(y)eT (y)θ−B(θ),

h(y) =
yη−1

Γ(η)
, T (y) = −y, B(θ) = −η ln θ.

Tarkime, kad imties Y = (Y1, ..., Yn)T su nepriklausomomis koordinat
emis
narys Yi turi gama skirstini� G(θi, ηi), kai θi > 0 � neºinomi parametrai, o ηi > 0
ºinomi. Tik
etinumo funkcija

L(θ1, ..., θn) =

n∏
i=1

(h(Yi))e
∑
i(T (Yi)θi−B(θi)), (5.2.4)

h(Yi) =
Y ηi−1
i

Γ(ηi)
, B(θi) = −ηi ln θi.

Tai prisotintas modelis, kai neºinomu� θ1, ..., θn parametru� skai£ius lygus imties
didumui n.

Jeigu kartu su Yi gaunama kovarian£iu� vektoriaus x = (x0, x1, ..., xm), x0 = 1
reik²m
e xi = (x0i, x1i, ..., xmi)

T , tai parametru� skai£ius sumaºinamas ikim+1 <
n imant tiesinius darinius βTxi = β0x0i+...+βmxmi. Parinkti kanonin¦ jungties
funkcij¡, kai θi kei£iamas tiesiniu dariniu βTxi, negalima, nes ln θi neapibr
eºtas,
kai βTxi < 0. Kadangi vidurkis EYi = ηi/θi > 0, tai naujus parametrus galima
i�traukti kei£iant 1/θi neneigiamu rei²kiniu eβ

Txi . Tada gauname

µi = g−1(βTxi) = −ηieβ
Txi ,

g(µi) = ln(−µi/ηi), θi = e−β
Txi .

Lyg£iu� sistema (5.1.9) parametro β = (β0, β1, ..., βm)T DT i�vertiniui rasti
turi toki� pavidal¡:

l̇j =

n∑
i=1

(−xji[T (Yi)e
−βTxi + ηi]) = 0, j = 0, 1, ...,m. (5.2.5)
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Fi²erio informacin
e matrica (5.1.10) yra

I(β) = XTWX,

kai diagonalioji matrica W nuo parametro β nepriklauso. Jos diagonaliniai
elementai yra η1, ..., ηn.

Tikrinant hipotez¦ H1,...,m : β1 = ... = βm = 0 tik
etinumu� santykio kriteri-
jumi (5.1.16), parametro θ i�vertinys modelyje su vienu parametru yra

θ̂ =

n∑
i=1

ηi/

n∑
i=1

Yi = η̄/Ȳ .

5.2.2 pavyzdys. Keltas kelia per up¦, kai ant jo uºvaºiuoja 5 automobiliai. Tarkime, kad

automobiliu� srautas yra puasoninis ir, kol sukomplektuojamas i-asis reisas, srauto intensyvu-

mas θi yra pastovus. Tada laikas Yi nuo (i−1)-ojo iki i-ojo kelto i²vykimo turi gama skirstini�

G(θi, 5) su parametrais θi > 0 ir ηi = 5. Tiriant Y skirstinio priklausomyb¦ nuo kovarian£iu�:

paros laikas, savait
es diena, kalendorinis laikas, oro s¡lygos ir kt., taikytina gama regresija.

5.2.1 pastaba. Jeigu ηi yra sveikasis skai£ius, tai Yi ∼ G(θi, ηi) (Erlango
skirstinys) yra suma Yi = Yi1 + ...+ Yiηi , vienodai pasiskirs£iusiu� n. a. d. Yij ∼
E(θi), turin£iu� eksponentini� skirstini� su parametru θi. Tod
el ²iuo atveju gama re-
gresija fakti²kai yra eksponentinio skirstinio regresija remiantis imtimi (Yij ,xi),
j = 1, ..., ηi, i = 1, ..., n, kai imties didumas N = η1 + ... + ηn. Kovariant
es x
reik²m
e xi kartojasi ηi kartu�. Nesunku patikrinti, kad parametrams β0, ..., βm
vertinti pakanka ºinoti sumas Y1, ..., Yn.

5.2.3. Neigiamoji binomin
e regresija

Atsitiktinio dydºio Y ∼ B−(k, p) su neºinomu parametru 0 < p < 1 ir ºinomu
parametru k skirstinys nusakomas tikimyb
emis

P{Y = m|p} =
Γ(k +m)

Γ(k)m!
(1−p)mpk =

Γ(k +m)

Γ(k)m!
em ln(1−p)+k ln p, m = 0, 1, 2, ...

Reparametrizavus, t. y. imant θ = ln(1− p), matoma, kad neigiamasis bino-
minis skirstinys priklauso kanoninio pavidalo vienparametriu� ekponentinio tipo
skirstiniu� ²eimai. Tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu) yra

f(y|θ) = h(y)eyθ−B(θ), y = 0, 1, 2, ...,

h(y) =
Γ(k + y)

Γ(k)y!
, B(θ) = −k ln(1− eθ), θ = ln(1− p).

Imties Y = (Y1, ..., Yn)T su nepriklausomomis koordinat
emis, kai Yi ∼ B−(ki,
pi), 0 < pi < 1 � neºinomi parametrai, o ki > 0 ºinomi, tik
etinumo funkcija

L(p1, ..., pn) =

n∏
i=1

h(Yi)e
∑
i[Yiθi−B(θi)], θi = ln(1−pi), B(θi) = ki ln(1−eθi).

(5.2.6)
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Tai prisotintas modelis, kai neºinomu� parametru� θ1, ..., θn skai£ius lygus
imties didumui n.

Jeigu kartu su Yi gaunama kovarian£iu� vektoriaus x = (x0, x1, ..., xm), x0 = 1
reik²m
e xi = (x0i, x1i, ..., xmi)

T , tai parametru� skai£ius sumaºinamas ikim+1 <
n imant tiesinius darinius βTxi = β0x0i + ... + βmxmi. Parinkti kanonin¦
jungties funkcij¡, kai θi kei£iamas tiesiniu dariniu βTxi, negalima, nes ln(1−eθi)
neapibr
eºtas, kai βTxi > 1. Kadangi vidurkis

EθiYi = Ḃ(θi) =
kie

θi

1− eθi
=
ki(1− pi)

pi
> 0,

tai naujus parametrus galima i�vesti kei£iant (1 − pi)/pi neneigiamu rei²kiniu
eβ

Txi . Tada gauname

µi = g−1(βTxi) = kie
βTxi ,

g(µi) = ln(µi/ki), θi = ln
eβ

Txi

1 + eβ
Txi

.

Lyg£iu� sistema (5.1.9) parametro β = (β0, β1, ..., βm)T DT i�vertiniui rasti
turi toki� pavidal¡:

l̇j =

n∑
i=1

xji
Yi − kieβ

Txi

1 + eβxi
= 0, j = 0, 1, ...,m. (5.2.7)

Fi²erio informacin
e matrica (5.1.10) yra

I(β) = XTW (β)X,

kai diagonaliosios matricos W (β) diagonaliniai elementai yra

ki
eβ

Txi

1 + eβxi
, i = 1, 2, ..., n.

Tikrinant hipotez¦ H1,...,m : β1 = ... = βm = 0 tik
etinumu� santykio kriteri-
jumi (5.1.16), parametro θ i�vertinys modelyje su vienu parametru yra

θ̂ =

n∑
i=1

ki/

n∑
i=1

Yi = k̄/Ȳ .

5.2.3 pavyzdys. Atliekant i²tisin¦ produkcijos kontrol¦ nuo konvejerio juostos imamas

kiekvienas l-asis gaminys ir nustatoma, ar jis geras ar defektinis. Ciklas uºbaigiamas, kai

bus surasta k defektiniu� gaminiu�. Atsiºvelgiant i� geru� gaminiu� skai£iu� Y i² patikrintu�ju� pri-

imami tam tikri sprendimai. Pavyzdºiui, sprendimas tikrinti ir reguliuoti technologini� proces¡

(Y i�gijo maº¡ reik²m¦), arba silpninti kontrol¦ padidinant l (Y i�gijo didel¦ reik²m¦). Jeigu

tarsime, kad i-ojo ciklo metu defektinio gaminio pasirodymo tikimyb
e pi yra pastovi ir defek-

tiniai gaminiai pasirodo nepriklausomai vienas nuo kito (Bernulio eksperimentu� schema), tai

i-ojo ciklo metu rastu� geru� gaminiu� skai£ius Yi turi neigiam¡ji� binomini� skirstini� B−(k, pi).
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Jeigu reikia i²tirti Y skirstinio priklausomyb¦ nuo kovarian£iu� vektoriaus x (tecnologinio pro-

ceso charakteristikos, ºaliavu� parametrai ir kt.), tai imties (Y1,x1), ..., (Yn,xn) analiz¦ reik
etu�

atlikti naudojant neigiam¡j¡ binomin¦ regresij¡.

5.2.2 pastaba. Jeigu ki yra sveikasis skai£ius, tai Yi ∼ B−(ki, pi) (Paskalio
skirstinys) yra suma Yi = Yi1 + ... + Yiki vienodai pasiskirs£iusiu� n. a. d. Yij ∼
B−(1, pi). Atsitiktinis dydis Zij = Yij+1 turi geometrini� skirstini� su parametru
pi. Tod
el ²iuo atveju neigiamojo skirstinio regresija fakti²kai yra geometrinio
skirstinio regresija remiantis imtimi (Yij ,xi), j = 1, ..., ki, i = 1, ..., n, kai imties
didumas N = k1+...+kn. Kovariant
es x reik²m
e xi kartojasi ki kartu�. Nesunku
patikrinti, kad parametrams β0, ..., βm vertinti pakanka ºinoti sumas Y1, ..., Yn.

5.2.4. Binomin
e regresija

Atsitiktinio dydºio Y ∼ B(k, p) su neºinomu parametru 0 < p < 1 ir ºinomu
Bernulio eksperimentu� skai£iumi k skirstinys nusakomas tikimyb
emis

P{Y = m|p} = Cmk p
m(1−p)k−m = Cmk e

m ln(p/(1−p))+k ln(1−p), m = 0, 1, 2, ..., k.

Reparametrizavus, t. y. imant θ = ln(p/(1 − p)), matome, kad binomi-
nis skirstinys priklauso kanoninio pavidalo vienparametriu� ekponentinio tipo
skirstiniu� ²eimai. Tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu) yra

f(y|θ) = h(y)eyθ−B(θ), y = 0, 1, 2, ..., k,

h(y) = Cyk , B(θ) = −k ln(1 + eθ), θ = ln
p

1− p
.

Kadangi Y ∼ B(k, p) yra suma Y = Z1 + ... + Zk vienodai pasiskirs£iusiu�
n. a. d. Zj ∼ B(1, pi), turin£iu� Bernulio skirstinius, tai, sudarant modeli�, gali-
ma apsiriboti Bernulio skirstiniais. �iu� skirstiniu� regresijos modelis vadinamas
logistine regresija. D
el ²io modelio aktualumo ir daºno taikymo praktikoje, jis
detaliai aptariamas tolesniame skyrelyje. Pla£iau apie logistin¦ regresij¡ ºr. [8],
[9].

5.3. Logistin
e regresija

5.3.1. Logistin
es regresijos modelis

Tarkime, kad atsitiktinio i�vykio A tikimyb
e gali priklausyti nuo nepriklauso-
mu� kintamu�ju� (kovarian£iu�) x1, ..., xm. Pavyzdºiui, tikimyb
e gimti nei²ne²iotam
ku	dikiui gali priklausyti nuo motinos svorio, ligu�, ru	kymo ir kt.

Apibr
eºkime atsitiktini� dydi� Y , kuris i�gyja reik²m¦ 1, kai i�vykis A i�vyksta ir
i�gyja reik²m¦ 0, kai i�vykis A nei�vyksta. Taigi galime sakyti, kad eksperimento
metu stebimos a. d. Y reik²m
es. Paºym
ekime x = (x0, x1, ..., xm)T kovarian£iu�
vektoriu�, papildyt¡ koordinate x0 = 1. Remiantis kovarian£iu� vektoriumi x
reikia prognozuoti a. d. Y , i�gyjanti� tik dvi reik²mes 0 ir 1.
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Remiantis 3.1 skyreliu, optimali prognoz
e yra a. d. Y regresija vektoriaus x
atºvilgiu, t. y. Y s¡lyginis vidurkis, kai x �ksuotas:

π(x) = E(Y |x) = P{Y = 1|x} = P{A|x}.

Tiesin
eje regresijoje s¡lyginis vidurkis E(Y |x) apra²omas tiesine x funkcija
µ(x), priklausan£ia nuo neºinomo parametro β:

µ(x) = βTx = β0 + β1x1 + ...+ βmxm.

Nagrin
ejamu atveju su bet kuria kovariant
es x reik²me s¡lyginio vidurkio
E(Y |x) reik²m
e priklauso intervalui [0, 1]. Tod
el modelis

π(x) = β0 + β1x1 + ...+ βmxm (5.3.1)

turi tru	kumu�: i�vertin¦ parametrus β = (β0, ..., βm), galime gauti π(x) i�verti�,
nepriklausanti� intervalui [0, 1].

�is tru	kumas pa²alinamas, nagrin
ejant kitoki� modeli�.

Logistin
es regresijos modelis:

logit(x) = ln
π(x)

1− π(x)
= β0 + β1x1 + ...+ βmxm = βTx = µ(x). (5.3.2)

Funkcijos logit(x) apibr
eºimo sritis yra R, ta£iau su bet kuriais β ir x funkcija
π(x) i�gyja reik²mes i² intervalo (0, 1). Kai µ(x) → ∞, tai π(x) → 1, o kai
µ(x)→ −∞, tai π(x)→ 0. I² modelio i²plaukia, kad i�vykio A s¡lygin
e tikimyb
e
ºinant x apibr
eºiama formule

π(x) =
eβ0+β1x1+...+βmxm

1 + eβ0+β1x1+...+βmxm
=

eβ
Tx

1 + eβ
Tx
, (5.3.3)

o prie²ingo i�vykio Ā tikimyb
e ºinant x yra

1− π(x) =
1

1 + eβ
Tx
.

5.3.2. Regresiniu� parametru� interpretavimas

Sudarykime santyki�

γ(x) =
P{A|x}
P{Ā|x}

=
π(x)

1− π(x)
= eβ

Tx,

kuri� vadiname i�vykio {Y = 1} galimyb
es santykiu arba ²ansu, kai X = x.
�ansas rodo, kiek kartu� didesn
e tikimyb
e i�vykti i�vykiui A, palyginti su prie²ingo
i�vykio Ā pasirodymo tikimybe, kai kovarian£iu� vektorius X i�gijo reik²m¦ x.
Pavyzdºiui, jeigu γ(x) = 4, tai rei²kia, kad ivykio A pasirodymo tikimyb
es ir
i�vykio Ā pasirodymo tikimyb
es santykis yra 4:1, t. y. π(x) = 0, 8 (bu	tent ²ia
prasme s¡vok¡ �²ansas� vartoja laºybu� tarpininkai).
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Imkime dvi skirtingas kovariant
es X reik²mes x(1) ir x(2) ir sudarykime
²ansu� santyki�

γ(x(2))

γ(x(1))
=
π(x(2))/(1− π(x(2))

π(x(1))/(1− π(x(1))
= eβ

Tx(2)−βTx(1)

,

kuris parodo, kiek kartu� pasikei£ia i�vykio A ²ansas, kai kovaria£iu� vektorius X
pakinta nuo x(1) iki x(2). Regresiniu� parametru� interpretacija tiesiogiai susijusi
su ²ansu� santykiu.

Tarkime, kad j-oji kovariant
e yra tolydºioji. Imkime du kovarian£iu� vek-
torius x(1) ir x(2), kuriu� visos koordinat
es, i²skyrus j-¡j¡, yra vienodos, o
x

(2)
j = x

(1)
j + 1.

Pagal (5.1.2) formul¦

π(x(2))/(1− π(x(2))

π(x(1))/(1− π(x(1))
= elogit(x1,...,x

(2)
j ,...,xm)−logit(x1,...,x

(1)
j ,...,xm) = eβj . (5.3.4)

Taigi parametras eβj parodo, kiek kartu� pasikei£ia i�vykio A ²ansas, kai j-oji
kovariant
e padid
eja vienetu, kitoms kovariant
ems nepakitus; parametras eβj yra
²ansu� santykis.

Jei j-oji kovariant
e nominali, tai, norint, kad modelio parametrai tur
etu�
prasm¦, ²i kovariant
e koduojama lygiai taip pat kaip tiesin
es regresijos atveju.

Tarkime, kad j-oji kovariant
e nominali (pavyzdºiui, ligos stadija, lytis) ir
i�gyja k skirtingu� reik²miu�. Tada vietoje βjxj (5.1.2) modelyje imamas narys

βTj xj = βj1xj1 + βj2xj2 + · · ·+ βj,k−1xj,k−1;

£ia
xj = (xj1, . . . , xj,k−1)T , β = (βj1, . . . , βj,k−1)T ,

xjl =

{
1, jei xj i�gyja l-¡j¡ reik²m¦ (l = 2, . . . , k);
0, kitais atvejais,

Taigi pirm¡j¡ kovariant
es reik²m¦ atitinka vektoriaus xj = (xj1, . . . , xj,k−1)T

reik²m
e (0, 0, . . . , 0)T , o (l+ 1)-¡j¡ reik²m¦ (l = 1, . . . , k− 1) atitinka ²io vekto-
riaus reik²m
e (0, . . . , 1, . . . 0)T , £ia vienetas yra l-oje pozicijoje.

Gauname modeli�:

logit(x) = βTx = β0 + β1x1 + ...+

k−1∑
i=1

βjixji + ...+ βmxm. (5.3.5)

Tuo atveju j-¡j¡ kovariant¦ atitinkantis narys i�gyja tokias reik²mes:

βTj xj =

{
βjl, jei j-oji kovariant
e i�gyja (l + 1)-¡j¡ reik²m¦ (l = 1, . . . , k − 1);
0, jei j-oji kovariant
e i�gyja nulin¦ reik²m¦.

Jei, pavyzdºiui, xj yra ligos stadija, i�gyjanti 4 reik²mes, o i�vykis A yra i²gy-
venimas pra
ejus metams po operacijos, tai modelyje (5.1.2) imti nari� βjxj su
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xj , i�gyjan£iu reik²mes 1, 2, 3 ir 4, bu	tu� neteisinga, nes toks modelis reik²tu�,
kad jau i² karto darome prielaid¡, kad antros ir pirmos stadiju� pacientu� i²-
gyvenimo ²ansu� santykis lygus tre£ios ir antros stadijos pacientu� bei ketvirtos ir
tre£ios stadijos pacientu� i²gyvenimo ²ansu� santykiui. Regresin
es analiz
es tikslas
yra bu	tent nustatyti, kaip priklauso i²gyvenimo ²ansas nuo ligos stadijos. �iuo
atveju vietoje nario βjxj imamas narys βj1xj1 +βj2xj2 +βj3xj3, xj1, xj2 ir xj3
i�gyja reik²m¦ 1 atitinkamai antros, tre£ios ir ketvirtos stadijos pacientams.

Panagrin
ekime koe�cientu� ir modelio interpretacij¡ po kodavimo. Imkime
du kovarian£iu� vektorius x(1) ir x(l+1), kuriems visos kovariant
es, i²skyrus j-
¡j¡ nominali¡ kovariant¦, yra vienodos, o j-osios kovariant
es reik²m
e pirmajam
vektoriui yra pirmoji, o antrajam (l + 1)-oji. I² (5.2.2) formul
es i²plaukia, kad

π(x(l+1))/(1− π(x(l+1))

π(x(1))/(1− π(x(1))
= logit(x(l+1))− logit(x(1)) = eβjl . (5.3.6)

Taigi parametras eβjl parodo objektu�, kuriu� j-oji kovariant
e i�gyja l-¡j¡ reik²m¦,
bei objektu�, kuriu� j-oji kovariant
e i�gyja nulin¦ reik²m¦, ²ansu� santyki� kitoms
kovariant
ems nepakitus. Pavyzdºiui, jei xj yra ligos stadija, i�gyjanti 4 reik²mes,
tai βj1 parodo antros ir pirmos stadiju� pacientu� i²gyvenimo ²ansu� santyki�, o βj2
tre£ios ir pirmos stadiju� pacientu� i²gyvenimo ²ansu� santyki�.

Jei tas pats kovariant
es xj reik²m
es pokytis rodo skirting¡ ²ansu� santyki�,
kai yra i�vairios �ksuotos kitu� kovarian£iu� reik²m
es, turime xj ir ²iu� kovarian£iu�
s¡veik¡. Tada (5.1.2) modelis modi�kuojamas. Pavyzdºiui, kai yra dvi tolydºio-
sios kovariant
es (m = 2), naudojamas modelis

logit(x) = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x1x2, (5.3.7)

kai yra trys kovariant
es:

logit(x) = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x1x2 + β5x1x3 + β6x2x3 + β7x1x2x3.
(5.3.8)

Kai m = 2 gauname

π(x1 + 1, x2)/(1− π(x1 + 1, x2)

π(x1, x2)/(1− π(x1, x2))
= elogit(x1+1,x2)−logit(x1,x2) = eβ1+β3x2 .

(5.3.9)
Taigi ²ansu� santykis, padid
ejus pirmajai kovariantei vienetu, priklauso nuo antro-
sios kovariant
es reik²m
es x2 ir lygus eβ1+β3x2 .

Jei x1 yra tolydºioji kovariant
e, o x2 yra nominali kovariant
e, i�gyjanti ke-
turias reik²mes, tai naudojamas modelis

logit(x) = β0+β1x1+β21x21+β22x22+β23x23+β121x1x21+β122x1x22+β123x1x23.

Tada

logit(x1+1, x21, x22, x23)−logit(x1, x21, x22, x23) = β1+β121x21+β122x22+β123x23.

Taigi ²ansu� santykis, padid
ejus pirmajai kovariantei vienetu, priklauso nuo antro-
sios kovariant
es reik²m
es x2 ir lygus eβ1 , eβ1+β121 , eβ1+β122 ir eβ1+β123 , kai
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atitinkamai yra pirmoji, antroji, tre£ioji ir ketvirtoji nominalios kovariant
es
reik²m
e.

Ir atvirk²£iai, jei pirmoji kovariant
e �ksuota, o antroji pakei£ia nulin¦ reik²m¦
pirm¡ja, tai

logit(x1, 1, 0, 0)− logit(x1, 0, 0, 0) = β21 + β121x1.

Taigi ²ansu� santykis eβ21+β121x1 priklauso nuo pirmosios kovariant
es reik²miu�.
Jei, pavyzdºiui, x1 yra paciento amºius, x2 � ligos stadija, i�gyjanti 4 reik²mes,

o i�vykis A � i²gyvenimas pra
ejus metams po operacijos, tai naudotume (5.2.5)
modeli�, jei pereinant nuo vienos prie kitos stadijos ²ansu� santykis priklausytu�
nuo pacientu� amºiaus, pavyzdºiui, penkiade²imtme£iu� ir septyniasde²imtme£iu�
bei tre£ios ir pirmos stadiju� ligoniu� ²ansu� santykis gali bu	ti skirtingas.

5.3.3. Regresiniu� parametru� vertinimas

Tarkime, kad neºinomam regresijos parametrui β (kartu tikimybei π(x) ) ver-
tinti atliekama n nepriklausomu� eksperimentu�; i-asis eksperimentas atliekamas,
kai kovariant
es x reik²m
e x(i) = (xi0, ..., xim)T , xi0 = 1, i = 1, ..., n.

Kiekvieno eksperimento metu stebimas atsitiktinis dydis

Yi =

{
1, jei i-ojo eksperimento metu i�vyksta A;
0, prie²ingu atveju.

Taigi turime imti�
(Y1,x

(1)), ..., (Yn,x
(n)), (5.3.10)

kuri n
era paprastoji, nes a. v. (Yi,x
(i))T n
era vienodai pasiskirst¦. Atsitiktiniai

dydºiai Yi turi s¡lyginius Bernulio skirstinius:

(Yi|x(i)) ∼ B(1, π(x(i))), i = 1, ..., n.

Tik
etinumo funkcija yra

L(β) =

n∏
i=1

[π(x(i))]Yi [1− π(x(i))]1−Yi , (5.3.11)

jos logaritmas

`(β) =

n∑
i=1

[Yi lnπ(x(i)) + (1− Yi) ln (1− π(x(i)))]

=

n∑
i=1

[Yi ln
π(x(i))

1− π(x(i))
+ ln (1− π(x(i)))]

=

n∑
i=1

[Yi(β0 + β1xi1 + ...+ βmxim)− ln (1 + eβ0+β1xi1+...+βmxim)],
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o informan£iu� vektoriaus ˙̀(β) = ( ˙̀
0(β), ˙̀

1(β), . . . , ˙̀
m(β))T koordinat
es

˙̀
j(β) =

∂`(β)

∂βj
=

n∑
i=1

xij [Yi − π(x(i))], j = 0, ...,m.

Didºiausiojo tik
etinumo i�vertinys β̂ tenkina lyg£iu� sistem¡

˙̀
j(β) = 0, j = 0, ...,m.

Suradus i�vertini� β̂, galima i�vertinti i�vykio A s¡lygin¦ tikimyb¦ π(x), ²ansu�
santykius eβi :

π̂(x) =
eβ̂

T
x

1 + eβ̂
T
x
, eβ̂i , i = 1, ...,m,

ar kitas parametro β funkcijas.

5.3.1 pavyzdys. Atliktas skausm¡ maºinan£iu� vaistu� poveikio pagyvenusiems ºmon
ems,
besiskundºiantiems neuralgija, tyrimas(ºr. [13]). Priklausomas kintamasis Y : skund
esi pa-
cientas skausmais po gydymo kurso (Y = 0) ar nesiskund
e (Y = 1); kovariant
e X1 � gydymo
tipas (A,B arba placebas P ); kovariant
e X2 � paciento lytis; kovariant
e X3 � paciento amºius;
kovariant
e X4 � laikas, kuri� pacientas jaut
e skausmus iki gydymo kurso pradºios. Duomenys
pateikti 5.3.1 lentel
eje.

5.3.1 lentel
e. Statistiniai duomenys

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Yi 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0
X11i 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0
X12i 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0
X21i 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0
X3i 68 74 67 66 67 77 71 72 76 71 63 69 66 62 64
X4i 1 16 30 26 28 16 12 50 9 17 27 18 12 42 1
i 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Yi 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1
X11i 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
X12i 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1
X21i 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0
X3i 59 64 70 69 78 83 69 75 77 79 70 69 65 70 67
X4i 29 30 28 1 1 1 42 30 29 20 12 12 14 1 23
i 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45
Yi 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0
X11i 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
X12i 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
X21i 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1
X3i 65 60 78 75 67 72 70 75 65 68 68 67 70 65 67
X4i 29 26 15 21 11 27 13 6 7 27 11 17 22 15 1
i 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
Yi 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
X11i 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1
X12i 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0
X21i 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1
X3i 64 74 72 70 66 76 78 77 69 66 67 72 74 80 69
X4i 17 4 25 1 19 25 12 1 24 4 10 11 1 21 3
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Kadangi kovariant
eX1 yra nominali ir i�gyja tris reik²mes, tai ji lentel
eje koduota remiantis
5.2 skyreliu (placebas � (0, 0), metodas A � (1, 0), metodas B � (0, 1)); kovariant
e X2 taip
pat nominali, i�gyja dvi reik²mes, tod
el ji taip pat koduota (moteris � 1, vyras � 0).

Remdamiesi logistin
es regresijos modeliu (5.1.2)

logit(X) = β0 + β11X11 + β12X12 + β21X21 + β3X3 + β4X4 = µ(X)

pagal 5.2.1 lentel
es duomenis i�vertinsime neºinomus parametrus β0, β11, β12, β21, β3, β4. I�ver-
£iams rasti naudosime SAS programu� paket¡. Detaliau apie SAS procedu	ros LOGISTIC
galimybes ºr. [11], p. 347. Knygoje min
etos procedu	ros galimyb
es iliustruojamos bu	tent ²iuo
pavyzdºiu. Lentel
eje 5.3.2 pateikta dalis LOGISTIC procedu	ros skai£iavimo rezultatu�.

5.3.2 lentel
e. Parametru� i�ver£iai

Parametras I�vertis Paklaida χ2 statistika P -reik²m
e �ansu� santykis
β0 15,5744 6,5912 5,5828 0,0181
β11 3,1817 1,0161 9,8049 0,0017 24,087
β12 3,7085 1,1407 10,5700 0,0011 40,794
β21 1,8322 0,7963 5,2946 0,0214 6,248
β3 -0,2621 0,0970 7,2977 0,0069 0,769
β4 0,00586 0,0330 0,0315 0,8591 1,006

Parametru� i�ver£iai pateikti antrajame stulpelyje. Paskutiniame stulpelyje pateikti ²ansu�
santykio i�ver£iai. �iuos i�ver£ius galima interpretuoti taip: did
ejant amºiui ²ansas nesisku�sti
skausmais po gydymo maº
eja (²ansu� santykio i�vertis 0,769); o pereinant nuo placebo prie
gydymo bu	do B ²ansas nesisku�sti skausmais gerokai padid
eja (²ansu� santykio i�vertis 40,794)
ir pan.

Tarkime, reikia i�vertinti i�vykio {Y = 1} tikimyb¦ π(x), kai kovarian£iu� vektorius X i�gijo
reik²m¦ x = (1; (1, 0); 1; 70; 5)T , t. y. taikytas gydymo bu	das A 70 metu� moteriai, kuri
skund
esi skausmais 5 metus iki gydymo pradºios. Naudodamiesi 5.3.2 lentele gauname

µ̂(x) = β̂
T
x = 15, 5744 + 3, 1817× 1 + 1, 8322× 1− 0, 2621× 70 + 0, 00586× 5 = 2, 2706.

π̂(x) = eµ̂(x)/(1 + eµ̂(x)) = 0, 9064.

5.3.4. Regresiniu� parametru� i�vertiniu� savyb
es

Ie²kokime Fi²erio informacin
es matricos

I(β) = [Ils(β)](m+1)×(m+1), Ils(β) = −E

(
∂2 lnL(β)

∂βl∂βs

)
.

Naudojant logistin
es regresijos modeli� i²vestin
e

−∂
2 lnL(β)

∂βl∂βs
=

n∑
i=1

xilxisπ(x(i))(1− π(x(i))) (l, s = 0, ...,m)

n
era atsitiktin
e, taigi
I(β) = XTV(β)X;

£ia

X =

 x10 ... x1m

... ... ...
xn0 ... xnm

 ,
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V(β) =

 π(x(1))(1− π(x(1))) ... 0
0 ... 0
0 ... π(x(n))(1− π(x(n)))

 .

Remiantis DT i�vertiniu� savyb
emis (ºr. 1 dalis, 3.5.15 pavyzdys), galima tvir-
tinti, kad kai n dideli, gana bendromis s¡lygomis i�vertinio β̂ skirstinys gali bu	ti
aproksimuotas normaliuoju:

√
n(β̂ − β)

b.t.→ U ∼ Nm+1(0, i−1(β)), (5.3.12)

£ia
i(β) = lim

n→∞

1

n
I(β).

Tariama, kad ²i riba egzistuoja, o matricos i(β) rangas lygus m + 1. Matricos
i−1(β) elementus ºym
esime σls(β).

Jei x = (x0, ..., xm)T �ksuotas kovarian£iu� vektorius, tai pagal delta metod¡
i�vertinio π̂(x) skirstinys taip pat aproksimuojamas normaliuoju:

√
n(π̂(x)− π(x))

b.t.→ U ∼ N(0, σ2
π̂(x)); (5.3.13)

£ia

σ2
π̂(x) =

(
∂π(x)

∂β

)T
1×(m+1)

i−1(β)

(
∂π(x)

∂β

)T
(m+1)×1

=

m∑
l=0

m∑
s=0

∂π(x)

∂βl
σls(β)

∂π(x)

∂βs

= π2(x)(1−π(x))2
m∑
l=0

m∑
s=0

xlxsσls(β) = π2(x)(1−π(x))2xT i−1(β)x. (5.3.14)

Dispersijos σ2
π̂(x) pagri�stas i�vertinys

σ̂2
π̂(x) = π̂2(x)(1− π̂(x))2xT i−1(β̂)x. (5.3.15)

5.4.1 pavyzdys (5.3.1 pavyzdºio t¦sinys). 5.3.1 pratimo s¡lygomis rasime Fi²erio informa-
cin
es matricos i(β) = I(β)/n atvirk²tin
es i−1(β) i�verti� i−1(β̂) = [σls(β̂)]6×6. Naudodami
²i¡ matric¡ rasime regresijos parametru�, ²ansu� santykiu� ir tikimyb
es π(x) i�vertiniu� dispersiju�
i�ver£ius.

Naudodamiesi 5.3.1 pavyzdyje surastais regresijos parametru� i�ver£iais gauname

i−1(β̂)

n
=


43, 4483 2, 0018 3, 8851 0, 3464 −0, 6322 −0, 0521
2, 0018 1, 0325 0, 7278 0, 3245 −0, 0386 0, 0009
3, 8851 0, 7278 1, 3012 0, 3261 −0, 0658 −0, 0028
0, 3464 0, 3245 0, 3261 0, 6340 −0, 0123 0, 0019
−0, 6322 −0, 0386 −0, 0658 −0, 0123 0, 0094 0, 0005
−0, 0521 0, 0009 −0, 0028 0, 0019 0, 0005 0, 0011


=

[
σls(β̂)

n

]
6×6

.

Tegu βj yra kuris nors regresijos parametras. Tada i�vertinio β̂j dispersijos pagri�stas i�ver-
tinys yra gautos matricos diagonalinis elementas

V̂ (β̂j) = σjj(β̂)/n.
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Atliekant skai£iavimus SAS procedu	ra LOGISTIC ²ie i�vertiniai pateikiami automati²kai. Pa-
gal 5.3.1 pratimo duomenis 5.3.2 lentel
es tre£iajame stulpelyje �Paklaidos� yra pateikti kvad-

ratiniu� nuokrypiu� i�ver£iai, t. y.
√
σjj(β̂)/n.

Remiantis delta metodu, ²ansu� santykio eβj i�vertinio eβ̂j pagri�stas dispersijos i�vertinys yra

V̂ (eβ̂j ) = e2β̂j V̂ (β̂j) = e2β̂jσjj(β̂)/n.

Tikimyb
es π(x) i�vertinio π̂(x) dispersijos pagri�stas i�vertinys randamas pagal (5.4.4) for-
mul¦. Pavyzdºiui, imdami 5.3.1 pavyzdºio kovarian£iu� vektoriu�, gauname toki¡ dispersijos
i�vertinio realizacij¡

σ̂2
π̂(x) = π̂2(x)(1− π̂(x))2xT i−1(β̂)x = 0, 3067.

5.3.5. Tik
etinumu� santykiai ir determinacijos koe�cientas

Aptarsime, kokios logistin
es regresijos s¡vokos yra determinacijos koe�ciento
R2, kvadratu� sumu� (pilnosios SST , liekamu�ju� paklaidu� SSE ir regresijos SSR)
s¡voku�, nagrin
etu� skyrelyje 3.3.8, ekvivalentai?

Paºym
ekime

Ŷi = π̂(x(i)) =
e

ˆβ
T

x(i)

1 + e
ˆβ
T

x(i)

steb
etos reik²m
es Yi prognoz¦.
Tiesin
eje regresijoje atveju prognozuojamos reik²m
es buvo apibr
eºtos for-

mule Ŷi = β̂
T
x(i). Prognoz
e gera, jei steb
etos reik²m
es Yi ir prognozuo-

jamos reik²m
es Ŷi artimos; Yi ir Ŷi artum¡ apibu	dina likutin
e kvadratu� suma
SSE =

∑
(Yi − Ŷi)

2. Kai paklaidu� skirstinys normalusis, SSE/σ2 turi chi
kvadrato skirstini� su n−m− 1 laisv
es laipsniu�.

Logistin
eje regresijoje nagrin
ekime tris vien¡ i� kit¡ i�d
etus modelius.
1) Pla£iausias modelis gaunamas, kai funkcija π(x) neºinoma ir norima

i�vertinti tikimybes
P{Yi = 1|x(i)} = π(x(i)) = pi.

Vertinama n neºinomu� parametru� p1, ..., pn. Turime prisotint¡ modeli�, nes
parametru� skai£ius sutampa su imties didumu n.

Tik
etinumo funkcija

L0(p) = L0(p1, ..., pn) =

n∏
i=1

pYii (1− pi)1−Yi

maksimizuojama ta²ke p̂ = (p̂1, ..., p̂n); £ia p̂i = Yi.
Jei Yi = 1, tai tik
etinumo funkcijos i-asis daugiklis yra pi, taigi i-asis

L0(p̂1, ..., p̂n) daugiklis yra p̂i = Yi = 1; jei Yi = 0, tai tik
etinumo funkcijos i-asis
daugiklis yra 1− pi, taigi i-asis L0(p̂1, ..., p̂n) daugiklis yra 1− p̂i = 1− Yi = 1.
Gavome, kad tik
etinumo funkcijos maksimumas

L0(p̂) = 1.
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2) Nagrin
ekime (siauresni�) logistin
es regresijos modeli� (5.1.2), kai yra
m+ 1 < n neºinomu� parametru� β0, ..., βm. Didºiausiojo tik
etinumo funkcija

L(β) =

n∏
i=1

π(x(i))Yi(1− π(x(i)))1−Yi

maksimizuojama ta²ke β̂ ir jos maksimumas yra

L(β̂) =

n∏
i=1

Ŷ Yii (1− Ŷi)1−Yi ≤ L0(p̂).

3) Dar siauresnis modelis gaunamas, kai apskritai n
era regresijos. �iuo atveju

β1 = ... = βm = 0 ir π(x(i)) =
eβ0

1 + eβ0
= π = const.

Turime vien¡ neºinom¡ parametr¡ π.
Tik
etinumo funkcija

L1(π) =

n∏
i=1

πYi(1− π)1−Yi

maksimizuojama ta²ke π̂ = Ȳ = 1
n

∑
i Yi ir

L1(π̂) =

n∏
i=1

Ȳ Yi(1− Ȳ )1−Yi ≤ L(β̂) ≤ L0(p̂).

Nagrin
ekime vien¡ i� kit¡ i�d
etu� modeliu� tik
etinumu� santykius. Imkime pirm¡ji�
ir antr¡ji� modelius, turin£ius n ir m + 1 neºinomu� parametru�. Jei n didelis ir
galioja logistin
es regresijos modelis, tai (ºr. I d. 4.5.4 skyreli�) a. d.

DE = −2 ln
L(β̂)

L0(p̂)
= −2 lnL(β̂)

skirstinys aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su n−m−1 laisv
es laipsniu�.
DE yra kvadratu� sumos SSE , nagrin
ejamos tiesin
eje regresijoje, analogas lo-
gistin
eje regresijoje. Jo skirstinys aproksimuojamas tuo pa£iu d
esniu, kaip ir
kvadratu� suma SSE .

Imame pirm¡ji� ir tre£i¡ji� modelius, turin£ius n ir 1 neºinomus parametrus.
Atsitiktinio dydºio

DT = −2 ln
L1(π̂)

L0(p̂)
= −2 lnL1(π̂)

d
esnis artimas chi kvadrato d
esniui su n−1 laisv
es laipsniu�, jei teisingas tre£ias
modelis (t. y. n
era regresijos: β1 = ... = βm = 0) ir kai n didelis.

Taigi kvadratu� sumos SST ekvivalentas logistin
eje regresijoje yra DT .
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Imame antr¡ji� ir tre£i¡ji� modelius, turin£iusm+1 ir 1 neºinomus parametrus.
Atsitiktinio dydºio

DR = −2 ln
L1(π̂)

L(β̂)

skirstinys artimas chi kvadrato skirstiniui su m laisv
es laipsniu�, jei β1 = ... =
βm = 0 ir n didelis.

Atsitiktinis dydis DR yra kvadratu� sumos SSR ekvivalentas.
Reikia paºym
eti, kad teisinga lygyb
e

DT = DE +DR. (5.3.16)

Determinacijos koe�cientu vadinamas a. d.

R2 = 1− DE

DT
=
DR

DT
. (5.3.17)

Jei regresinis modelis prognozuoja idealiai, t. y. Ŷi = Yi, tai DE = 0 ir
R2 = 1. I² tikru�ju�, kai Yi = 0, tai L(β̂) i²rai²koje i-asis daugiklis yra 1 − Ŷi,
o kai Yi = 1, tai ²ioje i²rai²koje i-asis daugiklis yra Ŷi. Taigi, kai Ŷi = Yi, tai
L(β̂) i²rai²koje visi daugikliai lygu	s 1 ir tod
el DE = −2 lnL(β̂) = 0.

Jei prognoz
e vienoda su visais i: Ŷi = Ȳ , tai logistin
es regresijos modelis
prognozei netinkamas. Tuo atveju L(β̂) = L1(π̂), tod
el DR = 0 ir R2 = 0.

Taigi analogi²kai kaip ir tiesin
eje regresijoje, determinacijos koe�cientas yra
prognoz
es kokyb
es matas.

5.5.1 pastaba. SAS priocedu	ra LOGISTIC apskai£iuoja kitaip apibr
eºto de-
terminacijos koe�ciento

R̃2 = [1− (L(π̂)/L(β̂))2/n]/[1− (L(π̂))2/n]

reik²m¦. �is koe�cientas taip pat lygus 1, kai prognoz
e tiksli (L(β̂) = 1), ir
lygus 0, kai Ŷi = Ȳ (L(β̂) = L(π̂)).

5.3.6. Regresijos parametru� lygyb
es nuliui

hipoteziu� tikrinimas

Nagrin
ekime hipotez¦
H0 : β1 = ... = βm = 0.

�i hipotez
e rei²kia, kad regresijos n
era ir ºinant x tikimyb
es π(x) prognoz
e
nepager
eja. Hipotez
e H0 gali bu	ti uºra²yta ekvivalen£ia forma H0 : π(x) = π =
const.

Kai teisinga hipotez
e H0, a. d. DR skirstinys aproksimuojamas chi kvadrato
skirstiniu su m laisv
es laipsniu�. Hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo lygmens
α kriterijumi, jei

DR > χ2
α(m).
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Nagrin
ekime hipotez¦

H0 : βj1 = ... = βjl = 0 (1 ≤ j1 < ... < jl ≤ m, l < m).

Paºym
ekime D(m)
R ir D(m−l)

R statistik¡ DR atitinkamai modeliui (5.1.2) su visais
β0, ..., βm ir be βj1 , ..., βjl . Kai H0 teisinga, atsitiktinio dydºio D(m)

R −D(m−k)
R

skirstinys aproksimuojamae chi kvadrato skirstiniu su k = m− (m− k) laisv
es
laipsniu� (ºr. I d. 4.5.4 skyreli�).

Hipotez
e H0 atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, jei

D
(m)
R −D(m−k)

R > χ2
α(k).

�is kriterijus gali bu	ti naudojamas kovarian£iu� s¡veikos nebuvimo hipotez
ems
tikrinti. Pavyzdºiui, (5.2.5) modelyje ²i hipotez
e ekvivalenti hipotezei H0 : β4 =

β5 = β6 = β7 = 0. Kriterijaus statistikos D(7)
R −D

(3)
R skirstinys aproksimuoja-

mas chi kvadrato d
esniu su k = 4 laisv
es laipsniais.
Hipotez
e

Hj : βj = 0 (j = 1, ...,m)

taip pat gali bu	ti tikrinama naudojant Fi²erio informacin
es matricos i�vertini�.
Jei n yra didelis, tai a. d.

√
n(β̂j − βj) d
esnis aproksimuojamas normaliuoju

d
esniu N(0, σjj(β)).
Statistikos

Wj =
√
n

β̂j

σjj(β̂)

skirstinys aproksimuojamas N(0, 1) d
esniu, kai n didelis. Hipotez
e H0 : βj = 0
atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, jei |Wj | > zα/2.

5.6.1 pavyzdys (5.3.1 pavyzdºio t¦sinys). 5.3.1 pratimo s¡lygomis patikrinsime hipotez¦
H0 : β1 = ... = βm = 0 d
el a. d. Y prognozavimo remiantis kovarian£iu� vektoriumi X
prasmingumo, taip pat atskiru� regresijos parametru� reik²mingumo hipotezes. Apskai£iuosime
determinacijos koe�cientu� R2 ir R̃2 reik²mes.

Naudodamiesi 5.3.1 pavyzdyje gautu i�ver£iu β̂, randame

− ln(L(β̂)) = −
n∑
i=1

[Yi ln
Ŷi

1− Ŷi
+ ln(1− Ŷi)] = 24, 3678,

− ln(L(π̂)) = −n[Ȳ ln
Ȳ

1− Ȳ
+ ln(1− Ȳ )] = 40, 7516.

Tada statistikos DR realizacija yra

DR = 2(lnL(β̂)− ln(L(π̂))) = 32, 7675,

o asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2
5 > 32, 7675} = 4, 2 · 10−6. Hipotez
e H0 atmetama su

auk²tu reik²mingumo lygmeniu. Darome i²vad¡, kad kintamojo Y prognozavimas remiantis
kovarian£iu� vektoriumi X yra prasmingas.

Prognoz
es kokyb
es matai, t. y. determinacijos koe�cientai, i�gijo reik²mes R2 = 0, 4020,
R̃2 = 0, 5664.

Tikrinsime gydymo, t. y. kovariant
es X1 reik²mingumo, hipotez¦. Tuo tikslu reikia
patikrinti hipotez¦ H11,12 : β11 = β12 = 0. Be DR = D

(6)
R , papildomai apskai£iuojame

DR analog¡ D6−2
R modelyje, kuriame praleista kovariant
e X1, t. y. β11 = β12 = 0. Gauname
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statistikos D6
R−D

6−2
R realizacij¡ 12,5310 ir asimptotin¦ P -reik²m¦ pva = P{χ2

2 > 12, 5310} =
0, 0019. Darome i²vad¡, kad gydymas yra reik²minga kovariant
e prognozuojant kintam¡ji� Y .

Tegu βj yra kuris nors regresijos parametras. Parametro βj reik²mingumo hipotez¦
Hj : βj = 0 tikriname remdamiesi statistikos Wj aproksimacija normaliuoju skirstiniu,
arba statistikos W 2

j aproksimacija χ2 skirstiniu su vienu laisv
es laipsniu. Tarkime, w2
j yra

statistikos W 2
j realizacija. Tada hipotez
e Hj atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens

α kriterijumi, kai pva = P{χ2
1 > w2

j } < α. Atliekant analiz¦ SAS programa LOGIS-
TIC automati²kai patikrinamos visu� regresijos parametru� lygyb
es nuliui, atskiru� kovarian£iu�
reik²mingumo ir atskiru� regresijos parametru� reik²mingumo hipotez
es. Pateikiamos statistiku�
realizacijos ir joms atitinkan£ios asimptotin
es P -reik²m
es. Pavyzdºiui, 5.3.2 lentel
es stulpe-
lyje �χ2 statistika� pateiktos realizacijos w2

j , o prie²paskutiniame stulpelyje ²ias realizacijas
atitinkan£ios asimptotin
es P -reik²m
es. Matome, kad visi parametrai statisti²kai reik²mingi,
i²skyrus parametr¡ β4. Tai galima ai²kinti tuo, kad kovariant
e X4 yra gana subjektyvi ir
maºai informatyvi (ºr. kovariant
es X4 realizaciju� sklaid¡ 5.3.1 lentel
eje).

Tokioje situacijoje natu	ralu kovariant¦ X4 praleisti ir nagrin
eti logistin
es regresijos modeli�
be ²ios kovariant
es. Analiz
es rezultatai i² esm
es nesiskiria. Vietoje 5.3.2 lentel
es gauname
toki¡ lentel¦

5.6.1 lentel
e. Parametru� i�ver£iai

Parametras I�vertis Paklaida χ2 statistika P -reik²m
e �ansu� santykis
β0 15,8669 6,4056 6,1357 0,0132
β11 3,1790 1,0135 9,8375 0,0017 24,022
β12 3,7284 1,1339 10,8006 0,0010 41,528
β21 1,8235 0,7920 5,3013 0,0213 6,194
β3 -0,2650 0,0959 7,6314 0,0057 0,767

Matome, kad ²iame modelyje visi regresijos koe�cientai statisti²kai reik²mingai skiriasi
nuo nulio. Determinacijos koe�cientu� i�ver£iai R2 = 0, 4016, R̃2 = 0, 5660. Fi²erio atvirk²tin
es
matricos I−1(β) i�vertis ²iame modelyje

i−1(β̂)

n
=


41, 0316 2, 0248 3, 7419 0, 4158 −0, 6095
2, 0248 1, 0273 0, 7228 0, 3176 −0, 0387
3, 7419 0, 7228 1, 2857 0, 3226 −0, 0643
0, 4158 0, 3176 0, 3226 0, 6272 −0, 0128
−0, 6095 −0, 0387 −0, 0643 −0, 0128 0, 0092

 =

[
σls(β̂)

n

]
5×5

.

5.3.7. I�vykio A tikimyb
es ir regresiniu� parametru�

pasikliovimo intervalai

Remiantis 5.4 skyrelyje pateiktomis aproksimacijomis, tiesinio regresijos koe�-
cientu� darinio cTβ asimptotinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo
Q = 1− 2α, yra

(cT β̂ − zα
√
cT i−1(β̂)c/n; cT β̂ + zα

√
cT i−1(β̂)c/n). (5.3.18)

Taigi funkcijos

logitx = µ(x) = β0 + β1x1 + ...+ βmxm = xTβ,

kai kovarian£iu� vektorius X i�gijo reik²m¦ x, asimptotinis pasikliovimo intervalas
yra

(µ(x); µ̄(x)) =

(
xT β̂ − zα

√
xT i−1(β̂)x/n; xT β̂ + zα

√
xT i−1(β̂)x/n

)
.

(5.3.19)
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Tar¦, kad c = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)T , kai 1 yra j-oje pozicijoje, gauname regre-
sijos parametro βj asimptotini� pasikliovimo interval¡

(β
j
; β̄j) =

(
β̂j − zα

√
σjj(β̂)/n; β̂j + zα

√
σjj(β̂)/n

)
. (5.3.20)

Koe�cientu� βj ir ²ansu� santykiu� ry²ys suteikia galimyb¦ sudaryti pasikliovi-
mo intervalus ²ansu� santykiams. Pasikliovimo intervalu� r
eºiai ²ansu� santykiams
(5.2.1), (5.2.3) ir (5.2.6) yra atitinkamai

exp{β̂j ± zα
√
σjj((̂β))/

√
n}, exp{β̂jl ± zα

√
σjl(β̂)/

√
n}

ir
exp{β̂1 + β̂3x2 ± zα

√
σ11(β̂) + 2x2σ13(β̂) + x2

2σ33(β̂)/
√
n}.

Tikimyb
e P{Y = 1|x} = π(x) yra monotoni²kai did
ejanti µ(x) funkcija.
Tod
el tikimyb
es pasikliovimo intervalas gaunamas tiesiai i² intervalo (5.7.2):

(π(x); π̄(x)) =

(
eµ(x)

1 + eµ(x)
;

eµ̄(x)

1 + eµ̄(x)

)
. (5.3.21)

5.7.1 pavyzdys (5.3.1 pavyzdºio t¦sinys). 5.3.1 pavyzdºio s¡lygomis rasime regresijos
parametru�, ²ansu� santykiu� ir tikimyb
es π(x), kai X = x = (1; (1, 0); 1; 70)T , asimptotinius
pasikliovimo lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo intervalus (naudojame modeli� be kovariant
es
X4).

Regresijos parametru� ir ²ansu� santykiu� pasikliovimo intervalai pateikti 5.7.1 lentel
eje.

5.7.1 lentel
e. Pasikliovimo intervalai

Parametras Pasikliovimo intervalai �ansu� santykiai
β0 3,3122 28,4216
β11 1,1924 5,1655 3,295 175,121
β12 1,5040 5,9487 4,500 383,262
β21 0,2713 3,3758 1,312 29,248
β3 -0,4529 -0,0770 0,636 0,926

Remiantis (5.7.4) tikimyb
es π(x) asimptotinis pasikliovimo intervalas yra

(π(x); π̄(x)) = (0, 6506; 0, 9824).

5.3.8. Klasi�kavimo uºdaviniai

Objektus klasi�kuoti i� tam tikras grupes reikia daugelyje praktiniu� situaciju�.
Pavyzdºiui, gamintojas, remdamasis gaminio, jo mazgu� ir technologinio pro-
ceso charakteristiku� matavimais, stengiasi suklasi�kuoti gaminius i� tokius, kurie
bus reklamuoti garantiniu laikotarpiu, ir kurie nebus reklamuoti. Chirurgas,
remdamasis savo patirtimi ir paciento simptomu� matavimais, bando suklasi-
�kuoti pacientus i� tokius, kuriems chirurginis gydymas bus s
ekmingas, ir tokius,
kuriems jis bus nes
ekmingas. Automobiliu� pardav
ejas bando atskirti tokius
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automobilius, kurie bus parduoti per metus priklausomai nuo gamybos ²alies,
gamybos metu�, kilometraºo, pardavimo kainos ir pan.

Detaliau klasi�kavimo uºdaviniai nagrin
ejami 4 vadov
elio dalyje. Kadangi
klasi�kavimo taisykl
e daºnai kuriama remiantis logistine regresija, trumpai tokie
uºdaviniai aptariami ²iame skyrelyje.

Tarkime, kad objektas priklauso pirmai grupei, jeigu ji� atitinkantis a. d. Y
i�gijo reik²m¦ 1, ir objektas priklauso nulinei grupei, jeigu a. d. Y i�gijo reik²m¦
0. Tegu a. d. η i�gyja reik²m¦ 1, jeigu, remiantis klasi�kavimo taisykle, ob-
jekt¡ priskiriame pirmai grupei, ir reik²m¦ 0, jeigu objekt¡ priskiriame nulinei
grupei. Klasi�kavimo taisykl
es (klasi�katoriaus) tikslum¡ galima apibu	dinti
tikimyb
emis

αij = P{η = i|Y = j}, i, j = 0, 1, (5.3.22)

jas sura²ykime i� lentel¦.

5.8.1 lentel
e. Klasi�kavimo tikslumo tikimyb
es

η = 1 η = 0
∑

Y = 1 α11 α01 1
Y = 0 α10 α00 1

�ioje lentel
eje α11 ir α00 yra teisingu� sprendimu� tikimyb
es, o α10 ir α01 �
klaidingu�. Klasi�kavimo taisykl
e tuo geresn
e, kuo didesn
es tikimyb
es α11 ir α00

ir kuo maºesn
es tikimyb
es α10 ir α01.
Praktiniu poºiu	riu kur kas svarbesn
es yra aposteriorin
es klasi�kavimo tik-

slumo tikimyb
es

βji = P{Y = j|η = i} =
αijωj

αi1ω1 + αi0ω0
, i, j = 0, 1; (5.3.23)

£ia ω1 = P{Y = 1}, ω2 = P{Y = 0}, ω1 + ω0 = 1, yra apriorin
es klasiu�
tikimyb
es. Tikimyb
es (5.3.23) apibu	dina gautu� po klasi�kavimo grupiu� uºter²-
tum¡ kitos grup
es elementais.

Pavyzdºiui, tegu gaminys yra geras, jei Y = 1, ir defektinis, jei Y = 0.
Atliekama i²leidºiamoji produkcijos kontrol
e, po kurios vartotojui siun£iami tik
gerais pripaºinti gaminiai (η = 1). Vartotoj¡ visu� pirma domina, koki¡ jo gautos
produkcijos dali� sudaro defektiniai gaminiai (tikimyb
e β01 = P{Y = 0|η = 1}),
o ne kaip daºnai kontrol
es metu defektinis gaminys pripaºi�stamas geru (tikimyb
e
α10 = P{η = 1|Y = 0}). Pavyzdºiui, jeigu ω0 = 1, tai kad ir kokia maºa bu	tu�
tikimyb
e α10, vartotojui pateks vien defektiniai gaminiai (kitokiu� ir nebuvo).
Taigi tikimyb
es β01 maºum¡ nelemia vien α10 maºumas, bet tai priklauso ir
nuo tikimybiu� ω1, ω0.

Tarkime, kad teisingas logistin
es regresijos modelis

P{Y = 1|x} = π(x) =
eβ

Tx

1 + eβ
Tx . (5.3.24)

Tada objekt¡, kurio kovarian£iu� vektorius X i�gijo reik²m¦ x, natu	ralu priskirti
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pirmai grupei (Y = 1), jeigu i�vykio {Y = 1} ²ansas

γ(x) =
P{Y = 1|x}
P{Y = 0|x}

= eβ
Tx ≥ 1.

Nelygyb
e γ(x) ≥ 1 ekvivalenti nelygyb
ems

π(x) ≥ 1

2
, eβ

Tx ≥ 1, βTx ≥ ln 1 = 0.

Klasi�kavimo taisykl¦ galima suformuluoti taip:
� objektas, kurio X = x, priskiriamas pirmai grupei, jei π(x) ≥ 1/2;
� objektas, kurio X = x, priskiriamas nulinei grupei, jei π(x) < 1/2.

5.8.1 pastaba. Atsiºvelgiant i� praktinius poreikius, klasi�kavimo taisykl
es
slenksti� galima keisti. Pavyzdºiui, gali bu	ti pageidaujama, kad i� pirm¡ grup¦
patektu� objektai, kuriu� i�vykio {Y = 1} ²ansas ne maºesnis uº 4, t. y. π(x) ≥ 0, 8.
Tada bendresniu atveju klasi�kavimo taisykl¦ galima suformuluoti taip:

� objektas, kurio X = x, priskiriamas pirmai grupei, jei π(x) ≥ z;
� objektas, kurio X = x, priskiriamas nulinei grupei, jei π(x) < z.
Suprantama, tokiu atveju 5.8.1 lentel
es tikimyb
es priklausys nuo slenks£io

z, 0 ≤ z ≤ 1.
Tarkime, kad logistin
es regresijos modelio (5.8.2) parametras β neºinomas ir

buvo i�vertintas naudojantis imtimi (5.3.1). Tada, remdamiesi parametro i�ver£iu
β̂, galime suformuluoti i�vertint¡ klasi�kavimo taisykl¦:

� objektas, kurio X = x, priskiriamas pirmai grupei, jei π̂(x) ≥ z;
� objektas, kurio X = x, priskiriamas nulinei grupei, jei π̂(x) < z.
Pritaikykime ²i¡ taisykl¦ imties (5.3.1) elementams klasi�kuoti. Tegu n1 yra

imties elementu�, kuriu� Y = 1, skai£ius (paºym
ekime C1 ²iu� elementu� indeksu�
aib¦), o n0 yra imties elementu�, kuriu� Y = 0, skai£ius (paºym
ekime C0 ²iu�
elementu� indeksu� aib¦); n1 + n0 = n. Naudodami i�ver£ius π̂(x(i)) gausime

V11(z) =
∑
i∈C1

1[z,1](π̂(x(i))), V01(z) =
∑
i∈C1

1[0,z)(π̂(x(i))), V11(z) +V01(z) = n1,

V10(z) =
∑
i∈C2

1[z,1](π̂(x(i))), V00(z) =
∑
i∈C2

1[0,z)(π̂(x(i))), V10(z) +V00(z) = n0,

imties elementu� suskaidym¡ i� keturias aibes.

5.8.2 lentel
e. Imties elementu� klasi�kacija

η = 1 η = 0
∑

Y = 1 V11(z) V01(z) n1

Y = 0 V10(z) V00(z) n0∑
V11(z) + V10(z) V01(z) + V00(z) n

�ia V11(z), V00(z) skai£iai objektu�, kurie buvo suskirstyti i� grupes teisingai,
o V10(z), V01(z) � neteisingai. Remdamiesi ²iais skai£iais gauname 5.8.1 lentel
es
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tikimybiu� αij(z) i�ver£ius

α̂ij(z) =
Vij(z)

nj
, i, j = 0, 1. (5.3.25)

Jeigu objektai i� imti� parenkami nepriklausomai vienas nuo kito ir atsitikti-
nai i² visos tokiu� objektu� populiacijos, tai apriorines klasiu� tikimybes galima
i�vertinti santykiniais daºniais

ω̂0 =
n0

n
, ω̂1 =

n1

n
.

Tada aposterioriniu� klasi�kavimo tikslumo tikimybiu� i�ver£iai

β̂ji(z) =
α̂ij(z)ω̂j

α̂i1(z)ω̂1 + α̂i0(z)ω̂0
=

Vij(z)
nj

nj
n

Vi1(z)
n1

n1

n + Vi0(z)
n0

n0

n

=
Vij(z)

Vi1(z) + Vi0(z)
, i, j = 0, 1. (5.3.26)

5.8.2 pastaba. Klasi�kavimo tikslumo vertinimas remiantis imtimi (5.3.1) n
era
visai korekti²kas. Klasi�kavimo taisyklei rasti naudojami tie patys steb
ejimai,
kurie naudojami ir klasi�kavimo tikslumui vertinti. Jeigu imtis pakankamai
didel
e, rekomenduojama suskaidyti j¡ i� dvi dalis. Vien¡ i² ju� naudojame klasi-
�katoriui kurti (t. y. parametrui β vertinti), o kit¡ (testin
e aib
e) jo tikslumui
vertinti.

Atliekant duomenu� analiz¦ SAS procedu	ra LOGISTIC ir nurodºius norim¡
slenks£iu� z rinkini�, yra pateikiama klasi�kavimo lentel
e. Joje duodami skai£iai
V11(z), V00(z), V10(z), V01(z); dalis teisingai suklasi�kuotu� imties elementu�
(V11(z) + V00(z))/n (procentais); i�vertis α̂11(z) (stulpelio pavadinimas Sensi-

tivity); i�vertis α̂00(z) (Speci�city); (5.8.5) i�ver£iai β̂10(z) (False POS), β̂01(z)
(False NEG). Pageidaujant nubraiºoma vadinamoji ROC kreiv
e, kurioje pavaiz-
duojama α̂11(z) priklausomyb
e nuo 1 − α̂00(z), kai z perb
ega interval¡ [0, 1].
Klasi�kavimas tuo geresnis, kuo staigiau kreiv
e auga nuo 0 iki 1.

5.8.1 pavyzdys. (5.3.1 pavyzdºio t¦sinys). 5.3.1 pavyzdºio s¡lygomis atliksime imties (5.3.1)
klasi�kavim¡ i� dvi grupes remdamiesi logistin
es regresijos modeliu be kovariant
es X4.

Naudodami SAS procedu	r¡ LOGISTIC gauname klasi�kavimo lentel¦. Pateikiame dali�
lentel
es, kai slenkstis z = 0, 4; 0, 5; 0, 6.

5.8.3 lentel
e. Klasi�kavimo lentel
e.

z V11(z) V00(z) V10(z) V01(z) α̂11(z) α̂00(z) β̂10(z) β̂01(z)
0,4 32 16 9 3 91,4 64,0 22,0 15,8
0,5 30 19 6 5 85,7 76,0 16,7 20,8
0,6 27 20 5 8 77,1 80,0 15,6 28,6
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5.4. Pratimai

5.1. Firmoje uºregistruoti klientu� telefono skambu£iu� skai£iai per kiekvien¡ i² 7 darbo valandu�
(kovariant
e X1) kiekvienai i² 5 savait
es darbo dienu� (kovariant
e X2). Toks pat eksperimentas
pakartotas kit¡ savait¦. Skambu£iu� skai£iaus Yijk, i = 1, ..., 7, j = 1, ..., 5, k = 1, 2 stebiniai
pateikti lentel
eje.

Z1i
Z2j ∑

-2 -1 0 1 -2
-3 30 44 30 36 26 30 31 31 18 43 325
-2 29 34 31 36 22 35 18 30 25 31 291
-1 28 41 22 24 23 26 21 29 26 28 268
0 23 24 19 24 23 31 20 25 21 31 241
1 30 30 32 40 26 33 26 34 26 36 313
2 30 38 28 40 36 37 23 25 20 24 301
3 34 39 24 41 25 34 21 26 25 41 310∑

454 427 407 366 395 2049

Lentel
eje pateiktos centruotos kovarian£iu� reik²m
es Z1i = X1i − 4, i = 1, ..., 7; Z2j =
X2j − 3, j = 1, ..., 5.

Tarkime, kad skambu£iu� srautas yra puasoninis su pastoviu intensyvumu valandos b
egyje,
t. y. Yijk ∼ P(λij).

Atlikite imties

(Y111, Z11, Z21), (Y112, Z11, Z21), ..., (Y771, Z17, Z27), (Y772, Z17, Z27)

puasonin¦ regresin¦ analiz¦. I² paskutinio lentel
es stulpelio matyti, kad skambu£iu� skai£iaus
kitimas dienos b
egyje n
era tiesinis, tod
el Yijk priklausomybei nuo kovarian£iu� apibu	dinti nau-
dokite toki� modeli� (ºr. (5.2.2)):

µij = EYijk = Ḃ(βTZij) = eβ
TZij = eβ0+β1Z1i+β2Z

2
1i+β3Z2j ,

i = 1, ..., 7, j = 1, ..., 5, k = 1, 2.

a) Raskite parametro β = (β0, β1, β2, β3)T DT i�verti� β̂ ir kovariacin
es matricos V (β̂)

i�verti� V̂ (β̂).
b) Patikrinkite hipotezes Hj : βj = 0, j = 1, 2, 3.
c) Raskite tre£ios savait
es darbo dienos pirmos ir ketvirtos valandos vidutinio skambu£iu�

skai£iaus ta²kinius ir intervalinius (Q = 0, 95) i�ver£ius.

5.2 (5.1 pratimo t¦sinys). Atlikite 5.1 pratimo uºduotis a), b), c) tardami, kad teisingas
normaliosios teorijos tiesinis regresijos modelis:

Yijk = α0 + α1Z1i + α2Z
2
1i + α3Z2i + eijk,

£ia eijk nepriklausomi normalieji a. d. eijk ∼ N(0, σ2). Palyginkite 5.1 ir 5.2 pratimu� atsaky-
mus.

5.3 (5.1 pratimo t¦sinys). Atlikite 5.1 pratimo stebiniu� dispersij¡ stabilizuojan£i¡ trans-
formacij¡ Uijk =

√
4Yijk − 1. Kai λij didelis, a. d. Uijk skirstinys aproksimuojamas norma-

liuoju su vienetine dispersija. Atlikite 5.1 pratimo uºduotis a), b), c) tardami, kad teisingas
tiesinis regresijos modelis:

Uijk = γ0 + γ1Z1i + γ2Z
2
1i + γ3Z2i + eijk,

£ia eijk nepriklausomi normalieji a. d. eijk ∼ N(0, 1). Palyginkite 5.1, 5.2 ir 5.3 pratimu�
atsakymus.

5.4. Tiriant gaminiu� patikimum¡ i² 4 i�moniu� (kovariant
e X) pagamintos produkcijos
atsitiktinai atrinkta ir i²bandyta po 20 gaminiu�. Gaminiu� darbo laiko iki gedimo Yij stebiniai
pateikti lentel
eje.
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I�mon
e Yij
I 65,10 74,80 25,11 69,89 28,73 13,27 49,60 26,96 30,03 16,46
II 7,98 31,27 29,81 51,75 18,61 7,07 13,60 27,30 5,56 17,50
III 27,17 13,64 10,66 15,59 26,56 17,76 26,11 13,32 14,40 20,80
IV 15,55 30,47 14,16 24,02 9,09 13,82 18,68 16,73 19,69 21,54

I�mon
e Yij
I 38,72 59,69 80,03 86,27 19,77 37,36 36,30 37,98 60,31 51,45
II 19,99 53,88 21,94 32,27 32,34 7,28 17,87 7,42 17,17 11,66
III 20,82 30,93 29,28 15,57 35,78 33,10 32,44 15,84 17,11 16,04
IV 27,46 42,90 11,62 13,66 11,54 16,33 18,75 13,14 36,04 24,92

Tarkime, kad gaminio darbo laikas Yij turi gama skirstini� Yij ∼ G(λj , 3). Kadangi
kovariant
e X nominali, tai j¡ koduokime keisdami vektoriumi Z = (Z1, Z2, Z3)T , kuris i�gyja
reik²mes (1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T ir (0, 0, 0)T atitinkamai pirmajai, antrajai,
tre£iajai ir ketvirtajai i�monei.

Atlikite imties

(Y11,Z11), ..., (Y20,4, Z20,4)

gama regresin¦ analiz¦. Priklausomybei nuo kovariant
es X apibu	dinti naudokite toki� modeli�:

µj = EYij = 3eβ0+βj , j = 1, 2, 3; µ4 = EYi4 = 3eβ0 , i = 1, ..., 20.

a) Raskite parametro β = (β0, β1, β2, β3)T DT i�verti� β̂ ir kovariacin
es matricos V (β̂)

i�verti� V̂ (β̂).

b) Patikrinkite hipotezes Hj : βj = 0, j = 1, 2, 3 ir hipotez¦ H23 : β2 = β3.

c) Raskite tre£ios i�mon
es pagaminto gaminio darbo laiko vidurkio ta²kini� ir intervalini�
(Q = 0, 95) i�ver£ius.

5.5. Turime 24 studentu� i�skaitos duomenis. Priklausomas kintamasis Y = 1, jeigu stu-
dentas gavo i�skait¡, ir Y = 0 � jeigu negavo. Kiek valandu� studentas dirbo pratybu� metu,
rodo kintamasis X2. Ar studentas prie² pat sesij¡ ko nors klaus
e d
estytojo, rodo kintamasis
X1 (X1 = 1, jeigu klaus
e, ir X1 = 0, jeigu neklaus
e). Duomenys pateikti lentel
eje ([4],II
dalis).

Y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
X1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1
X2 19 17 13 15 19 21 17 18 23 15 13 26
Y 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
X2 30 19 22 21 24 28 30 27 21 24 20 16

a) I�vertinkite logistin
es regresijos parametrus.

b) I�vertinkite kovarian£iu� X1 ir X2 ²ansu� santykius.

c) I�vertinkite tikimyb¦ gauti i�skait¡, kai X2 = 20, X1 = 0 ir kai X2 = 20, X1 = 1.

d) Sudarykite klasi�kacin¦ lentel¦, kai objektas priskiriamas tai klasei, kurios tikimyb
es
i�vertis didesnis.

5.6. Gimdymo namuose surinkti duomenys apie gimdyv
es amºiu� X1, ru	kym¡ (X2 = 1 �
ru	ko, X2 = 0 � neru	ko), hipertonij¡ X3 (X3 = 1 � serga, X3 = 0 � neserga), moters svori� X4

ir naujagimio svori� Z. Naujagimis sveria nepakankamai, jeigu jo svoris nesiekia 2500 g ([4], II
dalis).
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X1 X2 X3 X4 Z X1 X2 X3 X4 Z
24 0 0 64,0 1703 29 0 0 75,0 2922
21 1 1 82,5 1792 26 1 0 84,0 2922
21 0 0 100,0 1930 17 0 0 56,5 2922
19 0 0 51,0 2084 35 1 0 60,5 2950
24 0 0 69,0 2102 33 1 0 54,5 3035
17 1 0 55,0 2227 21 1 0 92,5 3044
18 0 0 74,0 2284 19 0 0 94,5 3064
15 0 0 57,5 2383 21 0 0 80,0 3064
17 0 0 60,0 2440 19 0 0 57,5 3177
20 0 0 52,5 2452 28 0 0 70,0 3236
14 1 0 50,5 2468 16 1 0 67,5 3376
14 0 0 50,0 2497 22 0 0 65,5 3462
21 1 1 65,0 2497 32 0 0 85,0 3475
33 0 0 77,5 2553 19 0 0 52,5 3574
32 0 0 60,5 2837 24 0 0 55,0 3730
28 0 0 83,5 2879 25 0 1 60,0 3985

a) Tarkime Y = 1, jeigu naujagimio svoris maºesnis uº 2500 g, ir Y = 0 � prie²ingu atveju.
I�vertinkite logistin
es regresijos parametrus prognozuodami kintam¡ji� Y pagalX1, X2, X3, X4.

b) Patikrinkite hipotezes d
el regresijos parametru� reik²mingumo.

5.7. Ar galima pagal pajamas (kintamasisX1) ir darbo prestiºi²kumo indeks¡ (kintamasis
X2) atpaºinti, kad respondentas turi auk²t¡ji� i²silavinim¡ (Y = 1 � jeigu turi ir Y = 0 � jeigu
neturi)? Duomenys pateikti lentel
eje ([4], II dalis).

X1 3670 1923 3067 3811 3494 2012 1637 1265 2722
X2 60 65 70 105 70 55 55 35 105
Y 1 0 1 1 1 0 0 0 0
X1 4050 1501 3340 3193 3125 4050 3458 2219 3781
X2 135 50 65 60 95 115 95 95 90
Y 1 0 1 1 0 1 0 0 1
X1 2736 2568 3408 3298 3043 3536 3780 3798
X2 85 135 110 60 95 80 94 78
Y 0 0 0 1 1 1 1 1

Atlikite duomenu� logistin¦ regresij¡.

5.8. Lentel
eje pateikti dvieju� futbolo lygu� (kintamasis Z) duomenys: atstumas iki vartu�
(X), bandymu� i�mu²ti i�varti� skai£ius (N), s
ekmiu� (i�vykiu�) skai£ius (M) [2].

Lyga Atstumas S
ekmiu� skai£ius Bandymu� skai£ius
Z X M N
0 14,5 68 77
0 24,5 74 95
0 34,5 61 113
0 44,5 38 138
0 52,0 2 38
1 14,5 62 67
1 24,5 49 70
1 34,5 43 79
1 44,5 25 82
1 52,0 7 24

a) Nagrin
edami lygas atskirai, parinkite logistin
es regresijos modeli�, kuriame kovariant
e
yra atstumas.

b) Parinkite logistin
es regresijos modeli�, kuriame kovariant
es yra atstumas ir lyga.
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5.5. Atsakymai ir nurodymai

5.1. a) β̂0 = 3, 2975, β̂1 = 0, 0023, β̂2 = 0, 0188, β̂3 = −0, 0437;

V̂ (β̂) = [cij(β̂)]4×4 = 10−3


1, 198 0 −0, 168 0, 021

0 0, 115 0 0
−0, 168 0 0, 040 0
0, 021 0 0 0, 245

 .

b) Tikrinant hipotezes Hj : βj = 0, j = 1, 2, 3, statistiku� (5.1.12) kvadratai i�gijo reik²mes

0,05, 8,89, 7,81; atitinkamos P reik²m
es 0,8299, 0,0029, 0,0052. c) µ̂13 = eβ̂0−3β̂1+9β̂2 =

31, 80; µ̂43 = eβ̂0 = 27, 04; (µ
13

; µ̄13) = (28, 86; 35, 04); (µ
43

; µ̄43) = (25, 27; 28, 94). Nu-

rodymas. Ta²kinis i�vertis µ̂ij = eθ̂ij , θ̂ij = β̂
T
Zij . Tiesinio darinio θij = βTZij pasiklio-

vimo lygmens Q pasikliovimo interval¡ gauname naudodami statistikos (θ̂ij − θij)/
√
V̂ (θ̂ij),

V̂ (θ̂ij) = ZTijV̂ (β̂)Zij , aproksimacij¡ standartiniu normaliuoju skirstiniu:

(θij , θ̄ij) = (θ̂ − zP
√
V̂ (θ̂ij), θ̂ + zP

√
V̂ (θ̂ij)), P = (1−Q)/2.

Tada µ
ij

= eθij , µ̄ij = eθ̄ij . 5.2. a) α̂0 = 27, 043, α̂1 = 0, 0714, α̂2 = 0, 5571, α̂3 = −1, 279,

σ̂2 = s2 = SSE/(n− 4) = 37, 891;

V̂ (α̂) =


1, 2630 0 −0, 1804 0

0 0, 1353 0 0
−0, 1804 0 0, 0451 0

0 0 0 0, 2707

 .

b) Tikrinant hipotezes Hj : αj = 0, j = 1, 2, 3, statistikos (3.3.16) i�gijo reik²mes 0,19, 2,62,
-2,46; atitinkamos P reik²m
es 0,8466, 0,0108, 0,0166. c) µ̂13 = α̂0−3α̂1+9α̂2 = 31, 84; µ̂43 =
α̂0 = 27, 04; (µ

13
; µ̄13) = (28, 45; 35, 24); (µ

43
; µ̄43) = (24, 80; 29, 29). 5.3. a) γ̂0 = 10, 31,

γ̂1 = 0, 0141, γ̂2 = 0, 0998, γ̂3 = −0, 2409, σ̂2 = s2 = SSE/(n− 4) = 1, 295;

V̂ (γ̂) =


0, 04317 0 −0, 00617 0

0 0, 00463 0 0
−0, 00617 0 0, 00154 0

0 0 0 0, 00925

 .

b) Tikrinant hipotezes Hj : γj = 0, j = 1, 2, 3, statistikos (3.3.16) i�gijo reik²mes 0,21,
2,54, -2,50; atitinkamos P reik²m
es 0,8362, 0,0134, 0,0147. c) µ̂13 = 31, 14; µ̂43 = 26, 57;

(µ
13

; µ̄13) = (27, 77; 34, 75); (µ
43

; µ̄43) = (24, 45; 28, 73). 5.4. a) β̂0 = 1, 897, β̂1 =

0, 8193, β̂2 = 0, 0773, β̂3 = 0, 0788; V (β̂0) = 1/60, V (β̂j) = 1/30, j = 1, 2, 3; Cov (β̂0, β̂j) =

−1/60, j = 1, 2, 3, Cov (β̂j , β̂l) = 1/60, j 6= l = 1, 2, 3. b) Tikrinant hipotez¦
H : β1 = β2 = β3 = 0, tik
etinumu� santykio statistika

DR = −120 (8 ln 2 + ln(T1 T2 T3 T4/T
4)),

£ia Tj =
∑20
i=1 Yij , j = 1, 2, 3, 4; T = T1 +T2 +T3 +T4 = 907, 83+432, 27+432, 92+400, 11 =

2173, 13, i�gijo rek²m¦ 29,77; P reik²m
e pv = P{χ2
3 > 8, 53} = 1, 54×10−6. Tikrinant hipotezes

Hj : βj = 0 statistikos 30β̂2
j i�gijo reik²mes 20,14, 0,179, 0,186; atitinkamos P reik²m
es

7, 20×10−6, 0, 6720, 0, 6660. Tikrinant hipotez¦H23 : β2 = β3 parametro θ = β2−β3 i�vertinio
θ̂ dispersija V θ̂ = V (β̂2 − β̂3) = 1/30; statistika 30θ̂2 = 6, 8 × 10−5; P reik²m
e 0,9934. c)
µ̂3 = T3/20 = 21, 65; (µ3; µ3) = (6T3/χ2

0,025(120); 6T3/χ2
0,975(120)) = (17, 07; 28, 37). 5.5.

a) β̂0 = −12, 371, β̂1 = 1, 459, β̂2 = 0, 590; Tikrinant hipotezes Hj : βj = 0, j = 1, 2,
statistiku� Wj kvadratai i�gijo reik²mes 1,125, 4,978; atitinkamos P reik²m
es 0,2889, 0,0257.
b) exp(β̂1) = 4, 302, exp(β̂2) = 1, 803. c) π(X2 = 20, X1 = 0) = 0, 3593, π(X2 =
20, X1 = 1) = 0, 7070. d) V11(0, 5) = 9, V01(0, 5) = V10(0, 5) = 4, V00(0, 5) = 7. 5.6. a)
β̂0 = 6, 549, β̂1 = −0, 303, β̂2 = −0, 327; β̂3 = 1, 741; β̂4 = −0, 009. b) Tikrinant hipotezes
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Hj : βj = 0, j = 1, 2, 3, 4, statistiku� Wj kvadratai i�gijo reik²mes 4,987, 0,082, 1,372, 0,071;
atitinkamos P reik²m
es 0,0255, 0,7742, 0,2415, 0,7899. 5.7. β̂0 = −1, 721, β̂1 = 0, 00117,
β̂2 = −0, 0199. Tikrinant hipotezes Hj : βj = 0, j = 1, 2, statistiku� Wj kvadratai i�gijo
reik²mes 3,211, 0,921; atitinkamos P reik²m
es 0,0731, 0,3372. 5.8. a) Kai Z = 0, gauta β̂0 =

3, 95, β̂1 = −0, 112; exp(β̂1) = 0, 894; tikrinant hipotez¦ H1 : β1 = 0, statistikosW1 kvadratas
i�gijo reik²m¦ 102,6, tod
el hipotez
e atmetama kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo. Kai
Z = 0, gauta β̂0 = 3, 33, β̂1 = −0, 091; exp(β̂1) = 0, 913; tikrinant hipotez¦ H1 : β1 = 0,
statistikos W1 kvadratas i�gijo reik²m¦ 58,8, tod
el hipotez
e atmetama kriterijumi su gana
auk²tu reik²mingumo. b) β̂0 = 3, 63, β̂1 = −0, 103 (atstumas), β̂2 = 0, 1036 (lyga); Tikrinant
hipotez¦ H1 : β1 = 0, statistikos W1 kvadratas i�gijo reik²m¦ 161,6, tod
el hipotez
e atmetama
kriterijumi su gana auk²tu reik²mingumo. Tikrinant hipotez¦ H2 : β2 = 0, statistikos W2

kvadratas i�gijo reik²m¦ 0,372, atitinkama P reik²m
e 0,5419.



6 skyrius

1 Priedas. Tiesin
es algebros

elementai

Nagrin
ejant tiesinius modelius yra patogu naudoti vektorinius ir matricinius ºymenis. Tai
gerokai supaprastina formules ir padeda geriau suvokti d
estom¡ medºiag¡. Reikalingos mate-
matin
eje statistikoje tiesin
es algebros ºinios yra susistemintos knygoje [12], joje yra ir kom-
pakti²ki pateikiamu� faktu� i�rodymai. �iame priede pateikiama tiesin
es algebros faktu�, kuriais
remiamasi ²ioje knygoje.

6.1. Vektoriai

1P.1 apibr
eºimas. Dimensijos k vektoriumi (vektoriumi stulpeliu) x vadinsime stulpeli�,
kurio elementai x1, ..., xk yra realu	s skai£iai, t. y. vektoriu� traktuosime kaip k-mat
es Euklido
erdv
es Rk element¡. Transponuot¡ vektoriu� (vektoriu� eilut¦) ºym
esime xT = (x1, ..., xk).

1. Vektoriu� sud
etis. Vienodos dimensijos vektoriu� xT = (x1, ..., xk) ir yT = (y1, ..., yk)
suma yra vektorius (x + y)T = (x1 + y1, ..., xk + yk), kurio elementai gaunami sudedant
atitinkamus d
emenu� elementus. Sumos operacija tenkina komutatyvumo

x+ y = y + x (6.1.1)

ir distributyvumo
(x+ y) + z = x+ (y + z) (6.1.2)

d
esnius. Egzistuoja nulinis 0T = (0, ..., 0) ir atvirk²tinis (−x)T = (−x1, ...,−xk) vektoriai,
kad

x+ 0 = x, x+ (−x) = 0. (6.1.3)

2. Daugyba i² skaliaro. Vektoriaus xT = (x1, ..., xk) sandauga i² skaliaro c ∈ R supran-
tamas vektorius (cx)T = (cx1, ..., cxk), kuris gaunamas padauginant i² c visas vektoriaus x
koordinates. �is veiksmas tenkina distributyvumo d
esnius

c(x+ y) = cx+ cy, (c1 + c2)x = c1x+ c2x, (6.1.4)

ir asociatyvumo d
esni�
c1(c2x) = (c1c2)x. (6.1.5)

1P.2 apibr
eºimas. Dimensijos k vektoriu�, kuriems apibr
eºtos sud
eties ir daugybos i² skaliaro
operacijos, visuma vadinama tiesine k-mate Euklido erdve Rk.
1P.3 apibr
eºimas. Erdv
es Rk poaibisM, uºdaras sud
eties ir daugybos i² skaliaro operaciju�
atºvilgiu, t. y. jei x,y ∈ M, tai cx + dy ∈ M su visais c, d ∈ R, vadinamas tiesiniu
erdv
es Rk poerdviu. Suprantama, kad kiekvienas tiesinis poerdvis yra tiesin
e vektorin
e erdv
e.

226
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Pavyzdºiui, aib
e, susidedanti i² nulinio vektoriaus 0, arba visu� vektoriu� aib
e yra tiesiniai
poerdviai. Imdami visus galimus aib
es S = {x1, ...,xm} vektoriu� tiesinius darinius

c1x1 + ...+ cmxm, c1, ..., cm ∈ R,

gausime tiesini� poerdvi�M(S), generuot¡ vektoriu� aib
es S.
1P.4 apibr
eºimas. Tariame, kad vektoriai x1, ...,xm yra tiesi²kai priklausomi, jei egzistuoja
skaliarai c1, ..., cm ∈ R, ne visi lygu	s 0, kad bu	tu� patenkinta s¡lyga

c1x1 + ...+ cmxm = 0. (6.1.6)

Jeigu tokiu� skaliaru� neegzistuoja, sakoma, kad vektoriai x1, ...,xm yra tiesi²kai nepriklau-

somi. I² ²io apibr
eºimo i²plaukia tokios i²vados: 1) Nulinis vektorius sudaro aib¦ tiesi²kai
priklausomu� vektoriu�.

2) Kiekviena vektoriu� aib
e, kuriai priklauso nulinis vektorius 0, yra tiesi²kai priklausomu�
vektoriu� aib
e.

3) Aib
e nenuliniu� vektoriu� x1, ...,xm yra tiesi²kai priklausoma tada ir tik tada, kai kuris
nors vektorius yra tiesinis kitu� vektoriu� darinys.
1P.5 apibr
eºimas. Tiesin
es vektorin
es erdv
esM poaibis, kuris generuoja tiesin¦ erdv¦M,
vadinamas tiesin
es vektorin
es erdv
esM baze.

1) Kiekviena vektorin
e erdv
e turi baz¦.
2) Jeigu a1, ...,am ir b1, ..., br yra dvi tos pa£ios erdv
es baz
es, tai m = r.
3) Kiekvienas erdv
es M vektorius vieninteliu bu	du i²rei²kiamas jos baze. Pavyzdºiui,

k-mat
es erdv
es Rk elementai e1 = (1, 0, ..., 0)T , e2 = (0, 1, ..., 0)T , ..., ek = (0, 0, ..., 1)T ,
sudaro baz¦, nes jie yra tiesi²kai nepriklausomi ir kiekvienas vektorius x = (x1, ..., xk)T ∈ Rk

i²rei²kiamas ²iais vektoriais:
x = x1e1 + ...+ xkek.

Vektoriu� skaliarin
e sandauga. Dvieju� vienodos dimensijos vektoriu� x = (x1, ..., xk)T ir
y = (y1, ..., yk)T skaliarine sandauga vadinama suma

xTy = yTx =

k∑
j=1

xjyj . (6.1.7)

Skaliarin
e sandauga tenkina tokias s¡lygas. 1) xTx = 0 tada ir tik tada, kai x = 0.
2) Patenkintos s¡lygos

c(xTy) = (cxT )y, (x+ y)T z = xT z + yT z. (6.1.8)

3) Tenkinama Ko²i ir �varco nelygyb
e

(xTy)2 ≤ (xTx)(yTy). (6.1.9)

Teigiama kvadratin
e ²aknis i² sandaugos xTx vadinama vektoriaus x norma arba ilgiu

||x|| = +
√
xTx. (6.1.10)

Ji tenkina trikampio nelygyb¦

||x− y||+ ||y − z|| ≥ ||x− z||. (6.1.11)

Vektoriai x ir y yra ortogonalu	s, jeigu skaliarin
e sandauga

xTy = yTx = 0. (6.1.12)

Kampas tarp dvieju� nenuliniu� vektoriu� θ apibr
eºiamas lygybe

cos θ =
xTy

||x|| · ||y||
.

Nenuliniai poromis ortogonalu	s vektoriai x1, ...,xm yra tiesi²kai nepriklausomi. Ortogonalu	s
vektoriai, generuojantys tiesin¦ erdv¦ M, vadinami ortogonalia erdv
es M baze, o jei jie turi
vienetinius ilgius, � ortonormuota baze. Tiesin
es erdv
es ortonormuota baz
e visada egzistuoja.
Pavyzdºiui, vektoriai e1 = (1, 0, ..., 0)T , e2 = (0, 1, ..., 0)T , ..., ek = (0, 0, ..., 1)T sudaro
erdv
es Rk ortonormuot¡ baz¦.
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6.2. Matricos ir determinantai

Matrica A yra sta£iakamp
e lentel
e uºpildyta realiais skai£iais. Kiekvien¡ matricos element¡
aij numeruosime dviem indeksais: indeksas i nurodo eilut
es, o indeksas j stulpelio, kuriu�
sankirtoje yra elementas aij , numerius. �ym
esime A = [aij ]m×n, £ia m yra eilu£iu� skai£ius, o
n � stulpeliu� skai£ius. Matricos A stulpeliai yra dimensijos m vektoriai, o eilut
es � dimensijos
n transponuoti vektoriai. Matricu� sud
etis. Dvieju� vienodos dimensijos (m× n) matricu� A =
[aij ]m×n irB = [bij ]m×n suma yra matricaA+B = [aij+bij ]m×n, kurios elementai gaunami
sudedant atitinkamus matricu� A ir B elementus. �is veiksmas tenkina komutatyvumo ir
distributyvumo savybes

A+B = B +A, A+ (B +C) = (A+B) +C.

Daugyba i² skaliaro. Matricos A = [aij ]m×n sandauga i² skaliaro c ∈ R suprantama kaip
matrica, kurios kiekvienas elementas padaugintas i² skaliaro c:

cA = [caij ]m×n.

Akivaizdu, kad tenkinamos s¡lygos

(c+ d)A = cA+ dA, c(A+B) = cA+ cB.

Matricu� sandauga. Matricu� A = [aij ]m×n ir B = [bij ]n×r sandauga AB apibr
eºta tik
tada, kai matricos A stulpeliu� skai£ius sutampa su matricos B eilu£iu� skai£iumi. Daugybos
rezultatas yra matrica AB = [cij ]m×r, kurios elementas cij gaunamas imant matricos A
i-osios eilut
es ir matricos B j-ojo stulpelio skaliarin¦ sandaug¡:

cij =
n∑
s=1

aisbsj , i = 1, ...,m, j = 1, ..., r. (6.2.1)

Matricos AB eilu£iu� skai£ius sutampa su matricos A eilu£iu� skai£iumi, o stulpeliu� skai£ius
lygus matricos B stulpeliu� skai£iui. Pavyzdºiui, sandauga Ax, kai A = [aij ]k×n yra matrica,
o x = (x1, ..., xn)T � vektorius, yra k-matis vektorius. Kai x = (x1, ..., xk)T yra vektorius, tai
xTx yra skaliaras (skaliarin
e sandauga), o C = xxT yra matrica C = [cij ]k×k, kai cij = xixj .

Matricu� daugyba netenkina komutatyvumo d
esnio, nes, pavyzdºiui, sandauga AB gali
bu	ti apibr
eºta, o sandauga BA � neapibr
eºta.

Asociatyvumo ir distributyvumo d
esniai yra tenkinami

ABC = (AB)C = A(BC), A(B +C) = AB +BC,

(A+B)(C +D) = A(C +D) +B(C +D),

jeigu matricu� dimensijos yra tokios, kad visi daugybos veiksmai yra apibr
eºti.
Nulin
e ir vienetin
e matricos. Nulin
e matrica 0 yra tokia, kurios visi elementai lygu	s

0. Dimensijos (m × m) kvadratin
e matrica vadinama vienetine, jeigu jos visi diagonaliniai
elementai lygu	s 1, o visi kiti elementai lygu	s 0. �ym
esime I = Im. Akivaizdu, kad

A+ 0 = A, AI = IA = A. (6.2.2)

Transponuota matrica. Matrica AT , kuri gaunama i² matricos A pakeitus jos eilutes stulpe-
liais ir, atvirk²£iai, vadiname transponuota matrica, t. y.

A = [aij ]m×n, AT = [aji]n×m.

Transponavimo operacija tenkina s¡lygas

(AB)T = BTAT , (ABC) = CTBTAT , ... (6.2.3)

Matricos p
edsakas. Kvadratin
es matricos A = [aij ]m×m diagonaliniu� elementu� suma vadi-
nama matricos p
edsaku. �ym
esime

Tr(A) =

m∑
j=1

ajj .
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P
edsakas tenkina s¡lygas

Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B), T r(AB) = Tr(BA). (6.2.4)

Blokin
es matricos. Kartais matric¡ A yra patogu suskaidyti i� blokus

A =

(
B C
D E

)
.

Transponavimo operacij¡ galima atlikti taip:

AT =

(
BT DT

CT ET

)
.

Blokiniu� matricu� daugyba atliekama pagal i�prastines matricu� daugybos taisykles(
B C
D E

)(
G
H

)
=

(
BG+CH
DG+ EH

)
,(

B C
D E

)(
G J
H L

)
=

(
BG+CH BJ +CL
DG+ EH DJ + EL

)
,

jeigu tik visi daugybos veiksmai yra apibr
eºti. Matricos rangas. Matric¡ A = [aij ]m×n su-
daro n dimensijosm vektoriu� (matricos stulpeliai), arbam dimensijos n transponuotu� vektoriu�
(matricos eilut
es). Tiesi²kai nepriklausomu� stulpeliu� (arba eilu£iu�) skai£ius vadinamas matri-

cos rangu. �ym
esime Rang(A). Matricos rangas turi tokias savybes

Rang(A) = Rang(ATA), Rang(A) ≤ min(m, n) (6.2.5)

Rang(AB) ≤ min(Rang(A), Rang(B)), Rang(A+B) ≤ Rang(A) +Rang(B).

Jeigu matrica A = [aij ]n×n yra idempotentin
e, t. y. AA = A, tai

Rang(A) +Rang(I −A) = n. (6.2.6)

Atvirk²tin
e matrica. Kvadratin
e matrica A = [aij ]n×n vadinama nei²sigimusia, jeigu jos
rangas lygus n. Tokiu atveju egzistuoja vienintel
e matricaA−1 = [aij ]n×n, vadinama atvirk²-
tine matricai A, kad patenkintos s¡lygos

AA−1 = A−1A = I. (6.2.7)

Jeigu A,B,C vienodos dimensijos nei²sigimusios matricos, tai

(AB)−1 = B−1A−1, (ABC)−1 = C−1B−1A−1, (AT )−1 = (A−1)T . (6.2.8)

Kvadratin
e matrica A vadinama ortogonalia, jeigu AAT = I. Tokiu atveju atvirk²tin
e
matrica sutampa su transponuota AT = A−1 ir

A−1A = ATA = AAT = I. (6.2.9)

Determinantas. Kvadratin
es matricos A = [aij ]m×m determinantas yra jos elementu� aij
skaliarin
e funkcija:

|A| =
∑
±(a1i1a2i2 ...amim );

sumavimas atliekamas pagal visus skirtingus skai£iu� (1, 2, ...,m) k
elinius (i1, i2, ..., im); san-
dauga imama su teigiamu ºenklu, jei k
elinys gaunamas perstatant aib
es (1, 2, ...,m) elementus
lygini� skai£iu� kartu� ir su neigiamu ºenklu, jei � nelygini� skai£iu� kartu�.

Paºym
ekime Aij elemento aij algebrini� papildini�. Jis lygus sandaugai (−1)i+j i² deter-
minanto matricos, gaunamos i²braukus i-¡j¡ eilut¦ ir j-¡ji� stulpeli�. Tada

|A| =
m∑
i=1

ariAri, kiekvienam r = 1, ...,m; (6.2.10)

|A| =
m∑
r=1

ariAri, kiekvienam i = 1, ...,m. (6.2.11)

Pateikiame dar kelet¡ savybiu�.
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1) |A| = 0 tada ir tik tada, kai Rang(A) 6= m.
2) Jeigu |A| 6= 0, tai A−1 = (Aij/|A|)T .
3) Jei A diagonalin
e (nenuliniai elementai gali bu	ti tik ant pagrindin
es diagonal
es) ar

trikamp
e (matricos elementai i� kair¦ arba i� de²in¦ nuo pagrindin
es diagonal
es lygu	s nuliui)
matrica, tai |A| lygus diagonaliniu� elementu� sandaugai.

4) Jei A ir B vienodos dimensijos kvadratin
es matricos, tai

|AB| = |A||B|. (6.2.12)

5) Jeigu blokin
eje matricoje

A =

(
B C
D E

)
,

determinantas |B| 6= 0, tai
|A| = |B||E−DB−1C|. (6.2.13)

Tiesin
es lyg£iu� sistemos. Tiesin¦ m lyg£iu� sistem¡ kintamu�ju� x1, ..., xm atºvilgiu ma-
tricine forma galima uºra²yti taip:

Ax = b, (6.2.14)

£ia A = [aij ]m×m ºinomu� koe�cientu� matrica, bT = (b1, ..., bm) laisvasis narys, o xT =
(x1, ..., xm) neºinomas vektorius. Arba ekvivalen£ia forma

x1a1 + ...+ xmam = b, (6.2.15)

£ia a1, ...,am yra matricos A stulpeliai. 1) Homogenin
e lyg£iu� sistema (b = 0) turi nenulini�
sprendini� tada ir tik tada, kai vektoriai a1, ...am yra tiesi²kai priklausomi.

2) Nehomogenin
e lyg£iu� sistema (b 6= 0) turi sprendini� tada ir tik tada, kai vektorius b
gali bu	ti i²reik²tas tiesiniu vektoriu� a1, ...,am dariniu. Bendras ²ios sistemos sprendinys yra
kurio nors jos sprendinio ir bendrojo homogenin
es sistemos sprendinio suma.

3) Nehomogenin
e lyg£iu� sistema turi vieninteli� sprendini�, kai vektoriai a1, ...,am yra
tiesi²kai nepriklausomi, t. y. kai Rang(A) = m. Sprendinys turi toki� pavidal¡

x = A−1b. (6.2.16)

�iuo atveju homogenin
e lyg£iu� sistema turi tik trivialu� sprendini� x = 0.



7 skyrius

2 priedas. Atsitiktiniai

vektoriai

7.1. Atsitiktinio vektoriaus skirstinys

Tarkime turime tikimybin¦ erdv¦ (Ω,F , P ).
2P.1 apibr
eºimas. Reali¡ vinareik²m¦ k-mat¦ funkcij¡ X = X(ω) = (X1(ω), ..., Xk(ω))T ,
apibr
eºt¡ aib
eje Ω ir toki¡, kad su visais x = (x1, ..., xk)T ∈ Rk

{ω : X1(ω) ≤ x1, ..., Xk(ω) ≤ xk} ∈ F

vadiname k-ma£iu atsitiktiniu vektoriumi (a. v.). 1) Bet koks a. v. vienareik²mi²kai nusakomas
jo pasiskirstymo funkcijos

F (x) = F (x1, ..., xk) = P{X1 ≤ x1, ..., Xk ≤ xk}, (7.1.1)

apibr
eºtos su visais x = (x1, ..., xk)T ∈ Rk. 2) Jeigu a. v. X igyjamu� reik²miu� aib
e yra
baigtin
e arba skaiti, tai tokio a. v. skirstinys vadinamas diskre£iuoju. Jo skirstinys visi²kai
nusakomas i²vardijant galimas reik²mes x1,x2, ... ∈ Rk ir ju� i�gijimo tikimybes

pi = {X = xi}, i = 1, 2, ...;
∑
i

pi = 1. (7.1.2)

3) Absoliu£iai tolydaus a. v. X skirstinys visi²kai nusakomas jo tankio funkcija

f(x) = f(x1, ..., xk) =
∂k

∂x1...∂xk
F (x1, ..., xk). (7.1.3)

4) Bet kokio a. v. X skirstini� vienareik²mi²kai nusako jo charakteristin
e funkcija

ϕX(t) = ϕX(t1, ..., tk) = Eeit
TX = Eei(t1X1+...+tkXk), (7.1.4)

nusakyta su visais t = (t1, ..., tk)T ∈ Rk. Pateiksime kelet¡ charakteristin
es funkcijos savybiu�.
a) A. v. Y = a+BX (a �ksuotas dimensijos k vektorius, B �ksuota dimensijos k kvadratin
e
matrica) charakteristin
e funkcija

ϕY (t) = eit
TaϕX(tTB1, ..., t

TBk), (7.1.5)

£ia B1, ...,Bk yra matricos B stulpeliai.
b) Nepriklausomu� a. v. X1, ...,Xn sumos Sn = X1 + ...+Xn charakteristin
e funkcija lygi

d
emenu� charakteristiniu� funkciju� sandaugai

ϕSn (t) =
n∏
j=1

ϕXj (t). (7.1.6)

231
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c) Remiantis charakteristin
es funkcijos apibr
eºimu i�rodoma Kramero ir Voldo teorema.
A. v. X tikimybinis skirstinys nusakytas tada ir tik tada, kai nusakyti skirstiniai vienma£iu�
a. d.

YL = LTX = L1X1 + ...+ LkXk

su visais vektoriais L = (L1, ..., Lk)T ∈ Rk.

7.2. Marginalieji ir s¡lyginiai skirstiniai

Nagrin
esime (k+s)-mati� absoliu£iai tolydu�ji� a. v. X = (Y T ,ZT )T = (Y1, ..., Yk, Z1, ..., Zs)T .
Vektoriu�X,Y irZ pasiskirstymo funkcijas ºym
esime F (y,z) = F (y1, ..., yk, z1, ..., zs), G(y) =
G(y1, ..., yk) ir H(z) = H(z1, ..., zs), o tankiu� funkcijas f(y,z), g(y) ir h(z).

Marginalieji skirstiniai. Vektoriaus, sudaryto i² bet kuriu� pradinio vektoriaus koordina£iu�,
skirstinys vadinamas marginaliuoju skirstiniu pradinio vektoriaus atºvilgiu. Pavyzdºiui, a. v.
Y skirstinys vadinamas marginaliuoju jungtinio vektoriaus X = (Y T ,ZT )T atºvilgiu.

1) Vektoriaus Y pasiskirstymo funkcija gaunama i² a. v. X pasiskirstymo funkcijos i�ra²ant
+∞ vietoje argumentu�, atitinkan£iu� likusias pradinio vektoriaus koordinates

G(y) = G(y1, ..., yk) = F (y1, ..., yk,+∞, ...,+∞). (7.2.1)

2) Marginaliojo skirstinio tankis gaunamas integruojant:

g(y) =

∫
Rs

f(y,z)dz. (7.2.2)

3) A. v. Y charakteristin
e funkcija

ϕY (t) = ϕY (t1, ..., tk) = Eeit
TY = Eei(t1Y1+...+tkYk)

gaunama i² jungtinio vektoriaus X = (Y T ,ZT )T charakteristin
es funkcijos

ϕX(t,θ) = ϕX(t1, ..., tk, θ1, ..., θs) = Eei(t
TY +θTZ)

i�ra²ant vietoje θ nulini� vektoriu� 0:

ϕY (t) = ϕX(t,0) = ϕX(t1, ...tk, 0, ..., 0). (7.2.3)

S¡lyginiai skirstiniai. Tarkime,kad a. v. Z = z yra �ksuotas. Jeigu h(z) 6= 0, tai a. v. Y
s¡lyginio skirstinio tankis

g(y|z) =
f(y,z)

h(z)
. (7.2.4)

Tur
edami a. v. Y s¡lygini� tanki�, kai Z = z �ksuotas, ir bes¡lygini� a. v. Z tanki�, galima
atstatyti a. v. Y bes¡lygini� tanki�:

g(y) =

∫
Rs

g(y|z)h(z)dz. (7.2.5)

�i formul
e apibendrina pilnosios tikimyb
es formul¦. Analogi²kai apibendrinamos ir Bejeso
formul
es

h(z|y) =
g(y|z)h(z)∫

Rs g(y|z)h(z)dz
. (7.2.6)

Nepriklausomi vektoriai. Jeigu kiekvieno i² dvieju� vektoriu� s¡lyginiai skirstiniai esant �ksuo-
toms kito vektoriaus reik²m
ems, nepriklauso nuo �ksuotu�ju� reik²miu� ir sutampa su bes¡ly-
giniais skirstiniais, tai tokie vektoriai vadinami nepriklausomais.

Suformuluosime kelet¡ nepriklausomumo kriteriju�. Atsitiktiniai vektoriai Y ir Z nepri-
klausomi tada ir tik tada, kai

1) pasiskirstymo funkcija F (y,z) yra lygi marginaliu�ju� pasiskirstymo funkciju� sandaugai

F (y,z) = G(y)H(z), y ∈ Rk, z ∈ Rs; (7.2.7)
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2) tankio funkcija f(y,z) yra lygi marginaliu�ju� tankio funkciju� sandaugai

f(y,z) = g(y)h(z), y ∈ Rk, z ∈ Rs; (7.2.8)

3) charakteristin
e funkcija ϕX(t,θ) yra lygi marginaliu�ju� charakteristiniu� funkciju� san-
daugai

ϕX(t,θ) = ϕY (t)ϕZ(θ), t ∈ Rk, θ ∈ Rs. (7.2.9)

Analogi²kai formuluojami ir didesnio skai£iaus atsitiktiniu� vektoriu� nepriklausomumo kri-
terijai.

7.3. Atsitiktinio vektoriaus momentai

.
1) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xk)T vidurkis yra vektorius, sudarytas i² jo

koordina£iu� vidurkiu�

E(X) = (EX1, ...,EXk)T = (µ1, ..., µk)T = µ. (7.3.1)

2) Atsitiktinio vektoriaus Y s¡lyginis vidurkis, kai kitas vektorius Z = z yra �ksuotas,
t. y. vidurkis apibr
eºtas remiantis s¡lyginiu tankiu (7.2.4)

µ(z) = E(Y |Z = z) =

∫
Rk
yg(y|z)dy,

vadinamas a. v. Y regresija a. v. Z atºvilgiu. 3) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xk)T

antru�ju� mi²riu�ju� centriniu� momentu� matrica vadinama kovariaciju� matrica

V (X) = Σ = [σij ]k×k, (7.3.2)

£ia
σij = Cov (Xi, Xj) = E[(Xi −EXi)(Xj −EXj)] = E(XiXj)−EXiEXj ,

σii = Cov (Xi, Xi) = V Xi, i, j = 1, ..., k,

arba, trumpiau,

V (X) = E[(X−E(X))(X−E(X))T ] = E(XXT )−E(X)(E(X))T .

Naudojant kovariacijas sudaroma koreliacijos koe�cientu� matrica

R = [ρij ]k×k, ρij =
σij

√
σiiσjj

, i, j = 1, ..., k. (7.3.3)

3) Tarkime A = [aij ]m×k yra matrica su pastoviais koe�cientais, o X = (X1, ..., Xk)T

k-matis vektorius. Tada Y = AX yra m-matis atsitiktinis vektorius. Vektoriaus Y pirmieji
momentai

E(Y ) = Aµ, V (Y ) = AΣAT = [γij ]m×m. (7.3.4)

Jeigu B = [bij ]n×k yra kita matrica su pastoviais koe�cientais, tai

Cov (AX,BX) = AΣB = [δij ]m×n.

Kvadratin
es formos
Q = XTAX

vidurkis
EQ = Tr(AΣ) + µTAµ. (7.3.5)

4) Tarkime X1, ...,Xn yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai, kuriu�
E(Xj) = µ ir V (Xj) = Σ. Tada centruotos ir normuotos sumos

S̄n =
1
√
n

n∑
j=1

(Xj − µ)
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pirmieji momentai
E(S̄n) = 0, V (S̄n) = Σ. (7.3.6)

Remiantis charakteristiniu� funkciju� savybe (9.1.6), Kramero ir Voldo teorema ir vienmate
centrine ribine teorema (CRT) gauname, pavyzdºiui, toki� papras£iausi¡ daugiamat
es CRT
variant¡. Jeigu |Σ| > 0 ir n→∞, tai

S̄n
d→ Y ∼ Nk(0,Σ), S̄nΣ−1S̄n

d→ χ2
k. (7.3.7)

Jeigu Σ yra rango r ≤ k idempotentin
e matrica, tai

S̄nΣ−S̄n
d→ χ2

r. (7.3.8)

7.4. Daugiamatis normalusis skirstinys

Atsitiktinio normaliojo vektoriausX = (X1, ..., Xn)T skirstinys visi²kai nusakomas jo vidurkiu�
vektoriumi E(X) = µ = (µ1, ..., µn)T ir kovariaciju� matrica V (Y ) = Σ = [σij ]n×n. Sutrum-
pintai ºymima X ∼ Nn(µ,Σ). Charakteristin
e funkcija

ϕX(t) = ϕX(t1, ..., tn) = eit
Tµ− 1

2
tTΣt. (7.4.1)

Remiantis charakteristin
es funkcijos i²rai²ka (7.4.1) ir savyb
emis (7.1.5), (7.1.6), (7.2.3),
(7.2.4) gaunamos tokios i²vados:

1) Jeigu a �ksuotas k-matis vektorius, o B = [bij ]k×n �ksuota matrica, tai

Y = a+BX ∼ Nk(a+Bµ,BΣBT ).

2) Tegu X1, ...,Xk yra nepriklausomi a. v. ir Xi ∼ Nn(µi,Σi), o c1, ..., ck � konstantos. Tada

Y = c1X1 + ...+ ckXk ∼ Nn

 k∑
j=1

cjµj ,

k∑
j=1

c2jΣj

 . (7.4.2)

3) Vektoriaus X′, sudaryto i² k skirtingu� vektoriaus X ∼ Nn(µ,Σ) koordina£iu�, skirstinys
yra k-matis normalusis.

4) Vektoriai X(1) ir X(2), sudaryti i² skirtingu� a. v. X ∼ Nn(µ,Σ) koordina£iu�, yra
nepriklausomi tada ir tik tada, kai Cov (X(1),X(2)) = 0. Vektoriaus X ∼ Nn(µ,Σ) vi-
sos koordinat
es nepriklausomos tarpusavyje tada ir tik tada, kai matrica Σ yra diagonalioji.
Tarkime, kad kovariacin
e matrica Σ nei²sigimusi, t. y. |Σ| 6= 0. Tada egzistuoja a. v. X ∼
Nn(µ,Σ) tankio funkcija

f(x|µ,Σ) = (2π|Σ|)−
n
2 exp{−

1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)}. (7.4.3)

Kvadratin
e forma
Q = (X− µ)TΣ−1(X− µ) ∼ χ2(n) (7.4.4)

turi χ2 skirstini� su n laisv
es laipsniu�. Jeigu vietoje vidurkio µ i�ra²ysime kit¡ vektoriu� ν, tai

Q = (X− ν)TΣ−1(X− ν) ∼ χ2(n; δ) (7.4.5)

turi necentrini� χ2 skirstini� su n laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo parametru

δ = (µ− ν)TΣ−1(µ− ν). (7.4.6)

Tegu X ∼ Nn(µ,Σ), o X(1) ir X(2) yra k-matis ir (n − k)-matis vektoriai, sudaryti i²
skirtingu� vektoriaus X koordina£iu�. Paºym
ekime µ(1) = E(X(1)), µ(2) = E(X(2)), Σ11 =

V (X(1)), Σ22 = V (X(2)), Σ12 = Cov (X(1),X(2)) = ΣT
21. Tada s¡lyginis X(2) skirstinys,

kai X(1) �ksuotas yra (n− k)-matis normalusis su parametrais

E(X(2)|X(1) = x(1)) = µ(2) + Σ21Σ−1
11 (x(1) − µ(1)),

V (X(2)|X(1) = x(1)) = Σ22 −Σ21Σ−1
11 Σ12. (7.4.7)

Taigi bet kurios normaliojo vektoriaus koordinat
es regresija kitu� koordina£iu� atºvilgiu yra

tiesin
e funkcija.
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