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Pratarmeé

Pirmojoje vadovélio dalyje daugiausia buvo nagrinéjamos paprastosios imtys,
kai jy elementai yra vienodai pasiskirste nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.
Sioje dalyje nagrinéjamos imtys néra paprastosios, jy elementy skirstiniai gali
priklausyti nuo vieno ar keliy kiekybiniy ar kokybiniy faktoriy. Analizés tiks-
las butent ir yra nustatyti, ar imties skirstinys priklauso ir kaip priklauso nuo
dominanciy faktoriy.

Naudojami statistiniai modeliai vadinami tiesiniais, nes imties elementy vi-
durkiai apraSomi tiesinémis nezinomy parametry funkcijomis. Imties skirs-
tinio priklausomybe nuo tam tikry faktoriy ar jy dariniy ir apibudina minétieji
parametrai.

Tiesiniai modeliai — viena i§ svarbiausiy matematinés statistikos daliy. Jie
labai pla¢iai naudojami jvairiose mokslo ir praktikos srityse kylantiems uzdavi-
niams spresti. Yra daug matematinés statistikos knygy ir monografijy, skirty
tiesiniams modeliams nagrinéti. Jos skiriasi pateikiamos medZziagos matema-
tiniu lygiu ir apimtimi, taip pat taikymuy srities specifika. Skaitytojui rekomen-
duojame monografijas [2], [10], [12], [14].

Knygos paskirtis lémé medziagos i §ios placios matematinés statistikos sri-
ties parinkima. Daugiausia apsiribojama tiesiniais modeliais, kai jy paklaidos
yra nepriklausomi ir normalieji atsitiktiniai dydziai. Tokiu atveju teorija yra
nusistovéjusi ir jgijusi uzbaigta pavidala.

Pirmajame skyriuje pateikiami bendri tiesiniy modeliy analizés rezultatai,
kurie tolesniuose skyriuose taikomi nagrinéjant specialius tiesinius modelius.

Antrajame skyriuje nagrinéjami dispersinés analizés, trefiajame — regresinés
analizés, o ketvirtajame — kovariacinés analizés modeliai. Nors faktigkai vi-
sus §iuos modelius galima traktuoti kaip tam tikrus regresinés analizés atvejus,
taciau dél jy taikymo specifikos matematinés statistikos literatiiroje juos jprasta
nagrinéti atskirai.

Penktajame skyriuje trumpai aptariami apibendrintieji tiesiniai modeliai ir
detaliau logistiné regresija.

Prieduose pateikiami naudojami tiesinés algebros faktai ir kai kurios atsitik-
tiniy vektoriy savybés.

Vadovélis parengtas remiantis paskaitomis, kurias autoriai skaité Vilniaus
universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto statistikos studijy programos
studentams.

Autoriai



Trumpiniai ir Zymenys

A. d. — atsitiktinis dydis;

n. a. d. — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai;

a. v. — atsitiktinis vektorius;

n. a. v. — nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai;

TG - tolygiai galingiausias (kriterijus);

TGN - tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus);

DT - didZiausiojo tikétinumo (funkcija, metodas, jvertinys);

MK - maziausiyjy kvadraty (metodas, jvertinys);

TPP — taikomieji programy paketai;

X, Y, Z, ... — atsitiktiniai dydziai;

X, Y, Z,... — atsitiktiniai vektoriai;

XT — transponuotas vektorius, t.y. vektorius-eiluté;

x(P) — P-asis kvantilis;

xp — P-o0ji kritiné reikSmeé;

3 = [0i;]kxr — kovariacijy matrica;

p = [pijlkxk — koreliacijos koeficienty matrica;

P{A} - jvykio A tikimybé;

P{A|B} - jvykio A salyginé tikimybé;

Py{A}, P{A|f} — tikimybe, priklausanti nuo parametro 6;

Fp(z), F(z; 0), F(x|0) — pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro
(analogiskai tankio funkcijai);

EX —a. d. X vidurkis;

VX —a. d X dispersija;

Ey(X), E(X]0), Vo(X), V(X]|0) —a. d. X vidurkis ar dispersija, priklausan-
tys nuo parametro 0;

E(X) — a. v. X vidurkiy vektorius;

V(X) — a. v. X kovariacijy matrica;

Cov (X, Y)-a. d. X ir Y kovariacija;

Cov (X, Y) —a. v. X ir Y kovariacijy matrica;

N(0, 1) — standartinis normalusis skirstinys;

N(u, 0?) — normalusis skirstinys su parametrais y ir o
x2(n) — chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy;
x2(n; &) — necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy ir necent-
riskumo parametru J;

S(n) — Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy;

S(n; §) — necentrinis Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy ir necentrigkumo
parametru J;

F(m, n) — FiSerio skirstinys su m ir n laisvés laipsniy;

F(m, n; §) — necentrinis Fiserio skirstinys su m ir n laisvés laipsniy ir necen-
triSkumo parametru J;

2,
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Zo — standartinio normaliojo skirstinio « kritiné reiksmeé;

to(n) — Stjudento skirstinio su n laisvés laipsniy « kritiné reiksmé;

X2 (n) — chi kvadrato skirstinio su n laisvés laipsniy a kritiné reik§me;

F,(m, n) — Figerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy « kritiné reik§meé;
Ni(p, X)— k-matis normalusis skirstinys su vidurkiy vektoriumi g ir kovariacijy
matrica 3;

X ~ N(u, 0%) — a. d. X, pasiskirstes pagal normalyjj désnj su parametrais x
ir 02 (analogigkai kity skirstiniy atveju);

X, 5 x - konvergavimas pagal tikimybe (n — 00);

X, % x - konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n — 00);

X, Foge x konvergavimas pagal kvadratinj vidurkj (n — oo);
X, S X, F,(x) Y F(x) — konvergavimas pagal pasiskirstyma (silpnasis; n —
00);

X, X~ N(p, 0?) —a. d. X,, asimptotigkai (n — oo) turi normalyjj skirstinj
su parametrais p ir o2;

X, ~Y, —a. d X, irY, asimptotiskai (n — oco) ekvivalentus (X,, — Y, LS 0);
||z|| —kai = (21,...,21)7 yra vektorius, reigkia atstuma (z7x)/? = (3, 22)V/?;
|A|| - kai A = [a,;] yra matrica, reiskia (3, 3 a3;)"/?;

A>B (A> B)—kai A ir B yra vienodos dimensijos kvadratinés matricos,
reiskia, kad matrica A — B yra teigiamai (neneigiamai) apibrézta.



1 skyrius

T1esinial modelial

1.1. Gauso ir Markovo tiesinis modelis

Tiesiniai modeliai — plati modeliy klasé ir yra, ko gero, labiausiai naudo-
jami taikomojoje statistikoje. Juos naudojant tiriama stebimy diskreéiyju ar
tolydziyjy kintamyjy (kovarian¢iy, faktoriy) jtaka nagrinéjamy pozymiy skirsti-
niams. Modeliai vadinami tiesiniais, nes pozymio vidurkiai nusakomi tiesinémis
nezinomy parametry funkcijomis.

Tarkime, kad imties Y = (Y1,...,Y,)T nariai Y; yra nepriklausomi tokio
pavidalo atsitiktiniai dydziai:

Vi=a;"B+e=anbi+ +amBm +ei, i=12,.,n (1.1.1)

¢ia B = (B1,.,Bm)T € R™ yra nezinomy parametry vektorius, a; = (a1, ,
a;m)T — Zinomas vektorius, e = (ey, ...,e,)T — atsitiktinis vektorius, kurio ko-
ordinatés yra vienodai pasiskirste n. a.d. su nuliniais vidurkiais ir nezinomomis
vienodomis dispersijomis o2. Toks modelis vadinamas Gauso ir Markovo tiesiniu
modeliu.

Imtis néra paprastoji, nes a.d. Y; néra vienodai pasiskirste.

Siame skyriuje a; = (@0, -+, Gim)?’ neatsitiktiniai arba yra atsitiktiniy
dydziy realizacijos. Siuo atveju analizé yra salyginé, zinant Sias realizacijas.

Pazyméjus A = [a;]nxm matrica, sudaryta i8 koeficienty a;;, modelj (1.1.1)
galima trumpiau uzraSyti matricine forma:

Y =AB8+e, E(Y)=AB, V(Y)=V(e) =l (1.1.2)

Matrica A vadinama eksperimento plano matrica.

Remdamiesi pateikiamais bendrais rezultatais, toliau nagrinésime konkrecius
(1.1.2) modelio atvejus. Matematinés statistikos uzdaviniy, susijusiy su tais
konkreciais modeliais, sprendimas vadinamas dispersine ir regresine analize.

Minéta, kad tiesiniy modeliy analizé susijusi su a.d. Y7, ..., Y, skirstiniy pri-
klausomybés nuo tam tikry faktoriy (ju itaka modelyje (1.1.2) nusako parametrai

10



1.1. Gauso ir Markovo tiesinis modelis 11

B1,...0m) tyrimu. Tie faktoriai gali biti kokybiniai arba kiekybiniai. Pavyz-
dziui, gali buti tiriama kvie¢iy derlingumo priklausomybé nuo jy veislés ir augi-
nimo metodikos; i8dirbio priklausomybé nuo darbininko kvalifikacijos ir stakliy
markés ir pan. Kvie¢iy veislé ir auginimo metodika, darbininko kvalifikacija
ir stakliy marké — kokybiniai faktoriai. Dispersinés analizés pavadinimas yra
paliktas butent tokiems modeliams, kai tiriama a.v. Y skirstinio priklausomybé
nuo kokybiniy faktoriy.
1.1.1 pavyzdys. Norint istirti kvie€iy derlingumo priklausomybe nuo jy veislés, atliekamas
toks eksperimentas. Atsitiktinai parinkty ny sklypeliy apséjama pirmaja kvieiy veisle; no
— antraja ir t. t., ir pagaliau n.,, sklypeliy — m-aja veisle. PaZymékime Y;; i-osios kvieciy
veislés derlinguma j-ajame sklypelyje. Tarkime, kad derlingumo poky¢iai pereinant nuo vienos
kvieCiy veislés prie kitos nekeicia dispersijos, o gali keisti tik vidurkj. Gauname modelj
Yij=Bi+tej j=1.,n;, i=1.,m

Tegu e;; nekoreliuoti vienody dispersijy a.d., o 3; = EY;; Zymi i-osios kviec¢iy veislés vidutinj
derlinguma.

Sujungg stebéjimus Y;; i vieng bendra vektoriy

T
Y = (Y117 ey Y1n1 ) Y217 sy Y2n27 sy Ymh sy Ym'nm)

ir paZyméje nezinomy parametry vektoriy 8 = (B1,...,8m)T, gausime modelio apragyma
matricine forma (1.1.2). Matrica A turi n = ny + - -+ 4 n,, eiludiy ir m stulpeliy. Pirmosios
n1 eilutés turi pavidala (1,0,...,0), paskui ng eiluciy turi pavidaly (0, 1,0,...,0), pagaliau
paskutinés n., eilu¢iy turi pavidala (0,0,...,0,1).

Atsitiktinio vektoriaus Y skirstinio priklausomybés nuo kiekybiniy faktoriy
(pvz., trasy kiekio, temperatiros, svorio ir kt.) analizé vadinama regresine
analize. Regresinéje analizéje dydziai a;q, - - - , a4y yra interpretuojami kaip m
kovarian¢iy i-osios reikSmeés, tada koeficientai 81,..., B, parodo atitinkamy
kovarianéiy jtaka tiriamo pozymio vidurkiui.

1.1.2 pavyzdys. Norint iStirti vyry sistolinio kraujo spaudimo Y priklausomybe nuo jy svorio
X ir amziaus X, atsitiktinai atrenkama n vyry ir jiems pamatuojamos a.v. (Y, X1, X2)T
reik§més (Y, x1;, x2:)T, i = 1,...,n.

Tarkime, kad stebéjimai, kai skirtingi ¢ = 1,...,n yra nepriklausomi a.d.; Y salyginio
skirstinio, kai X = (X1, X2)T = (z1,22)7 yra fiksuotas, dispersija lygi o2 ir nepriklauso nuo
T = (ml,zg)T7 o Y vidurkis yra tiesiné funkcija: E(Y|X = @) = 8o + B121 + B2x2. Tardami,
kad a.v. (X1, X2)7T realizacijos (z1;,%2;),% = 1,...,n yra fiksuotos, gauname modelj

Y; = Bo + frx1s + Pexos + e, i=1,..,n.

Pazyméjus Y = (Y1,..,Yn)T ir B = (Bo, B1,P2)T nezinomy parametry vektoriy, modelj
galima uZra8yti matriciniu pavidalu (1.1.2) su matrica A, kuri turi n eilu¢iy ir 3 stulpelius:

i-0ji eiluté turi pavidala (1,z14, 2;).

Kaip matome, formalus dispersinés ir regresinés analizés schemy skirtumas
yra toks. Pirmuoju atveju matricos A elementai yra arba 0, arba 1, t.y. jie pa-
rodo, ar stebéjimas Y gautas veikiant tam tikram faktoriaus lygmeniui. Regre-
sinéje analizéje matricos A elementai gali buti bet kokie realts skaiciai. Abiem
modeliams yra pritaikomi toliau pateikiami bendrieji rezultatai. Taciau dis-
persinés ir regresinés analizés uzdaviniai skiriasi savo taikymo specifika, todél
matematineés statistikos literatiroje §ios schemos nagrinéjamos atskirai.
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1.2. Maziausiyjy kvadraty jvertiniai ir jy savybeés

1.2.1. Maziausiyjy kvadraty jvertiniai

Modelio (1.1.2) neZinomo parametro 3 jvertinio (3 ieskoma minimizuojant kvadra-
tine forma

n

SS(B) = (Y — AIB)T(Y —AB) = Z()/l —apnfpr—-— Climﬂm)27 (1.2.1)

i=1

kuri lygi atstumy tarp stebéjimy Y; ir jy vidurkiy EY; = a;161 + ... + @imBm
kvadraty sumai.

Diferencijuodami (1.2.1) pagal parametra 3 ir prilygine iSvestine 0, gauname
lygéiy sistema

—2AT(Y -AB)=0 — ATAp=A"Y. (1.2.2)

Tarsime, kad m x m matrica AT A neissigimusi (o tai ekvivalentu, kad matricy
A ir AT A rangai lygiis m). Tada sistemos (1.2.2) sprendinys yra vienintelis (7r.
1 prieda (6.2.22)):

B=(ATA)'ATY, (1.2.3)

1.2.1 pastaba. Jeigu Rang(A) < m, tai modelj (1.2.1) galima modifikuoti
sumazinant parametry skaiciy taip, kad naujame modelyje matricos A rangas
sutapty su nezinomy parametry skai¢iumi. Todél salyga Rang(A) = m i§ esmés
nemazina bendrumo.

1.2.1 apibrézimas. Ivertinys (1.2.3) vadinamas parametro 3 maZiausiyjy
kvadraty (MK) jvertiniu.

1.2.1 pavyzdys. Tarkime, imties Y = (Y7, Y2, Y3, Ys, Y5)7 elementai turi tokia struktiira
Yi=a+p2+el,

Yo =a+ 281 — P2 + ez,
Ys = a+ B2 + es,
Yi=a—2p1 +eq,
Ys = a— B2 + es;

Gaey, ..., es yran. a.d., turintys nulinius vidurkius ir vienodas dispersijas o2. Rasime parametro
B = (a, B1, B2)T MK jvertinj ir jo realizacija (jvertj), kai a. v. Y realizacija yra (5,2;0,8;4,9;0,4;
-0,7)T.

Turime tiesinj Gauso ir Markovo model] Y = A3 + e, kuriame

v; 10 1 e1
Yo a 1 2 -1 €2
Y=| Ys |, B=| B |, A= 1 0 1 |, e=]| es
Ya B2 1-2 0 ea

Y5 1 0-1 es
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Gauname

50 0 1/5 0 0
ATA:<O 8—2),(ATA)—1=<0 1/71/14),
0 01/14 2/7

2Yo —2Y)

Y1+Ye+Y34+Ys+ Y5
ATy = ;
Yi-Ya+Ys-Y5

ir

(Yl +3Y2 + Y3 —4Y, — Y5)/14
(2Y1 — Yo 4+2Y3 — Yy — 2Y5)/7

Pagal turima imties realizacija gauname jvertj

10,6 R & 2,12 2,1200
ATy = 0,8 , B=| 6 | =| 58/7 ~ | 0,828 |.
10 B 20,4/7 2,9143

1.2.2. Matziausiyjy kvadraty jvertiniy savybés

. Y1 +Y2+Ys+Ya+7Y5)/5
B=(ATA)1ATY = = .

o
i

2

1.2.1 teorema. MK jvertinys 3 minimizuoja (1.2.1) kvadratine forma.

SS(B) = (Y — AB)T(Y — AB) > (Y — AB)T(Y — AB) =: SSp.  (1.2.4)
Irodymas. Turime:
SS(B) = (Y - AB)"(Y —AB) = (Y -~ AB+ A(B-8))" (Y - AB+ A(B-B))
= (Y-AB)"(Y - AB)+(B-B)"ATA(B-B) = (Y - AB)" (Y - AB) = 55.

A
1.2.2 pastaba. Liekamoji kvadratiné forma SSg gali biti uzrasyta tokiu pavi-
dalu: N .
SSe=YTY -3 ATY =3 v2 - Bh;, (1.2.5)
i=1 j=1

¢ia h; yra j-oji vektoriaus ATY koordinate.
Irodymas. Turime

SSp=(Y —AB)T(Y —AB) =YTY — 23" ATY + 3" ATAB =
—YTY -3 ATY - 3 (ATY - ATAB) =YY - 3 ATY,
nes ATY = ATA,Zi. A

1.2.2 pavyzdys (1.2.1 pavyzdzio tesinys). Rasime liekamosios kvadraty sumos SSg reali-
zacija pagal 1.2.1 pavyzdZio duomenis.
Gauname

SSp = (Yi—a—P2)%4+(Ya—a—2B1462) 2 +(Ya—a—B2) 2+ (Ya—a+251) 2 +(Ys—a+52)? = 0,0623.
Liekamaja kvadraty sumga galima rasti ir pagal (1.2.5) formule:
SSEp =Y24+YE+YE+YE+YZ—10,6a— 0,83 — 1082 = 0,0623.
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1.2.2 teorema. Jei Rang(A” A) = m, tai
a) MK jvertinys (3 yra nepaslinktasis ir jo pirmieji du momentai yra
E(B) =8, V(B)=o*(ATA)"".
b) Dispersijos o nepaslinktasis jvertinys s yra

po_ S8 _ (Y - AB)(Y -~ AB) (1.2.6)
n—m n—m

Irodymas. a) Gauname (7r. 2 prieda (7.3.4))
E(3) = (ATA)'ATE(Y) = (ATA)'ATAB =3,
V(@)= (ATA) AT TA(ATA) ' = 52(ATA) L.

b) Liekamaja kvadratine forma SSg galima uzrasyti taip (zr. (1.2.5))

SSE=YTY - 3 ATY = YT[I — A(ATA)'AT]y.

LauZtiniuose skliaustuose parasytoji matrica (pazymékime ja B) yra simetriska.
Kadangi

E(Y)'BE(Y)=p"AT(I - A(ATA)"'A")A3=0, BB =B,

tai, remdamiesi matricos pédsako savybe (7r. 1 prieda (6.2.4)), gauname
E(SSp) =E(Y'BY)=E[Y —E(Y))TB(Y —E(Y))]
=ETx((Y - E(Y))"B(Y - E(Y))] = ETr[B(Y - E(Y))(Y - E(Y))"]
= Tr(BE[Y —E(Y))(Y —E(Y))T)) = ¢*Tx(BI) = ¢*Tr(B)
= o?[Tr(I) — Tr(ATA(ATA)™ Y] = 0% (n — m).

A
1.2.8 pavyzdys (1.2.1 pavyzdZio tesinys). Rasime jvertinio B kovariacijy matrica ir disper-

sijos o2 jvertj.
Remiantis 1.2.2 teorema

1/5 0 0
V(@) =o*(ATA) ' =0 ( 0 1/7 1/14 ) ,
0 1/14 2/7

I8 &ia Va =02/5, VB =02/7, Vs =202/7, Cov(B1,52)=02/14, Cov (&, 1)=0,
Cov (&1, 32) = 0. Dispersijos 02 nepaslinktasis jvertis
2o 9B % =0,03115.

n—m

Daznai tenka vertinti ne tiktai parametrus (i,...,05m, bet ir jy tiesines
funkcijas. Pazymékime G, parametro § = LY 8 = L1 + -+ + Ly tiesiniy
nepaslinktyjy jvertiniy klase.
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1.2.3 teorema. (Gauso ir Markovo). Jei Rang(AT A) = m, tai LT 3 yra vie-
nintelis minimalios dispersijos jvertinys klaséje Gy,.

Sio jvertinio pirmieji du momentai ir kovariacija su kitos tiesinés funkcijos
K73 jvertiniu KT[? yra

E@) =0, V(@) =s’LT(ATA)"'L, Cov (L3, K'3)=0c’L"(ATA)'K.
(1.2.7)
Jei 0 = (01,....,0,)T = (H{B,... H.B)" = HB, H = [hij|rxm, yra k-matis

parametras, tai 0=H B yra nepaslinktasis parametro 6 jvertinys ir

E0) =0, V(0)=0’HATA)'H". (1.2.8)
Irodymas. Jei MY € Gy, tai

L"B=EMTY)=EM”Y - LB+ L"3)=(MTA- L")+ L"B.

Taigi

(MTA —L")B =0 suvisais Be R™
ir

MTA-L" =o. (1.2.9)

Turime R .
VIM'Y)=V(M'Y - L"B+ L")

=V(MTY - L7B) + V(L"B) + 2Cov (M"Y — L"3,L" 3).
Zymékime B = (AT A)~'AT. I3 lygybés (1.2.9) gaunama (7r. 2 prieda (7.3.4))
Cov(M™Y — L"B3,L"3) = Cov (MT — L"B)Y, LT BY)
=(M" —L"B)s’IBTL = 0’ (MTA(ATA)™!
—LT(ATA)TTATAATA) YL =*(MTA - L") (ATA)"'L =0,

Taigi
VIM'Y)=V(L'3)+V((M" - L"B)Y) > V(L' ).
Lygybé teisinga tada ir tik tada, kai MT =L"B.
Randame
Cov (LT3, KT3) = Cov (LT(ATA)"'ATY, KT(ATA)"'ATY)

=o’LT(ATA)'K.

A

1.2.4 pavyzdys (1.2.1 pavyzdZio tesinys). Tarkime, kad 1.2.1 pavyzdzio salygomis mus

domina parametras 0 = (01,92)T, 01 = a— 2081, 02 = o+ B1 — B2. Rasime parametro 6

ivertinj ir jo kovariacijy matrica.
Parametras @ yra tiesiné 3 funkcija

T
:( 02 ):( ?{T% )§ L=(; -2 07, K=(,1, -1)7
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Remiantis 1.2.3 teorema, vienintelis maZiausios dispersijos jvertinys nepaslinkty tiesiniy

jvertiniy aibéje yra
- (4)-(£5)- (533 )
0y K73 a+p1—p2 )’

o jo kovariacijy matrica

LT(ATA)L LT(ATA) 'K )7 o2 ( 27 2 )

N\ _ 2 i
Vo) =0 (LT(ATA)*lK KT(ATA)'Kk )" 35\ 2 17

Tvertinio O realizacija yra (0,4628; 0,0343)7.

1.3. Normaliojo skirstinio atvejis

Sakykime, kad paklaidos e; turi normalyjj skirstinj N (0,0?). Tada a.v. Y
skirstinys taip pat normalusis (Zr 2 prieda 7.4 skyrelj):

Y ~ N,(AB,dI). (1.3.1)

Modelis turi m + 1 neZinoma parametra 31, ..., Bm, 0>.

Siuo atveju galima ne tik rasti jvertiniy B3, s? momentus, bet ir ju tikimy-
binius skirstinius. Jais naudojamasi sudarant parametry pasikliovimo intervalus
ir kuriant kriterijus hipotezéms apie parametry reikSmes tikrinti.

1.3.1. Jvertiniy savybeés

Atsitiktinio vektoriaus Y didZiausiojo tikétinumo funkcija turi tokj pavidala

1
L=L(B.0%) = s expl 55 (Y — AB)T(Y -~ 48)) =
1 1
= WGXP{_ESS“])}-
Gauname

P2l _ b
InL = 21n0 21n(27r) 2UQS'S(B),
olnL
B

Taigi parametro B DT jvertinys sutampa su MK jvertiniu. Parametro o2 DT
jvertinys

olmL  n  SS(B)
do2 202 204

1
—AT(Y - Ap),

~92 SSE
6" = ——.
n
Jis paslinktasis, ta¢iau, remiantis 1.2.2 teorema, poslinkj galima atitaisyti imant
ivertinj s2 = n62/(n —m) = SSg/(n —m).
Remiantis 1.2.1 teoremos jrodymu, funkcija L galima perraSyti Sitaip:

el (S5t (B B)TATAB - )} (132)

L(B,0%) = m
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Tada pagal faktorizacijos kriterijy jsitikiname, kad T = (SSg, B, ...,Bm)T yra
pakankamoji statistika. Pertvarke eksponentés argumentg jsitikiname, kad imties
skirstinys priklauso (m + 1)-maciy eksponentiniy skirstiniy Seimai ir statistika
T ne tik pakankamoji, bet ir pilnoji (zr. I dalies, 3.3 skyrelj). Todél visos
T funkcijos yra savo vidurkiy NMD jvertiniai. PavyzdZziui, Bi,LTﬁ,s2 yra
parametry f;, LY 3,02 jvertiniai, turintys minimalig dispersija nepaslinktyjy
ivertiniy klaséje.
Rasime nezinomy parametry jvertiniy skirstinius.

1.3.1 teorema. Jei Rang(ATA) = m, tai jvertiniai [3 ir s? yra nepriklausomi
ir

BNNm(ﬂa02(ATA)71)a = ~ XQ(n_m)' (133)

Be to, (SS(B) — SSg)/c? ~ x?*(m) ir a.d. SSg bei SS(B) — SSg yra neprik-

lausomi.

Irodymas. Ivertinys 3 = (ATA)_lATY yra tiesiné normaliojo a.v. Y ~
N, (AB, 0%I) funkcija, todél jis turi normalyjj skirstinj, kurio parametrai nurodyti
1.2.2 teoremoje (zr. 2 prieda 7.4 skyrelj):

B~ Nn(B,0°(ATA)).

Kadangi n x m matricos A rangas yra m, tai egzistuoja ortonormuoty n-
maciy vektoriy F'y,..., F,, sistema (bazé), kad kiekvienas matricos A stulpelis
yra Sios sistemos vektoriy tiesiné forma (Zr. 1 prieda). Tegu F' yra nxm matrica,
kurios stulpeliai yra vektoriai F';. Papildykime matrica F' eilés n X (n — m)

matrica G, kad matrica D = (F:G) baty ortogonali: DD” = DD = I.
Pagal konstrukcija

FTF=1 G'G=1, F'G=0, A"G=0, GT'A=o. (1.3.4)

Nagrinékime n-matj vektoriy :

Z = ( 2 > = ( g§§ ) =D"y. (1.3.5)

Vektorius Z turi normalyjj skirstinj ir jo momentai yra
E(Z\)=F"AB, E(Z;)=G'AB=0, V(Z)) =01,
V(Z3) =0’I, Cov(Z1,Z3) =0. (1.3.6)

A.v. Z koordinatés yra normalieji n. a.d., turintys ta pacia dispersija o2 kaip
ir pradinio a.v. Y koordinatés. Be to, a.v. Z; ir Z5 yra nepriklausomi.
Kadangi, atliekant ortonormuota transformacija, atstumai tarp tasky lieka
nepakite
(Z-EZ2)"(Z-EZ)=(Y -EY)'(Y —EY),
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tai
SS(B8)=(Y-AB)T(Y-AB) = (Z,—-FTAB)T (Z,-FTAB)+2L Z,. (1.3.7)
Minimizuodami kvadratine forma SS(3) gauname
SSp = mén SS(B) = mén(z1 ~FTAR) (2, - FTAB) + ZY 2, = Z3 Z,,

(1.3.8)
jeigu yra toks 3, kad
FTAB=2Z,. (1.3.9)

Sioje lyg€iy sistemoje yra m nezinomuyjy, o m X m matricos FTA rangas lygus
m:

m = Rang(A") = Rang(A” (F:G)) = Rang(AT" F:ATG) =

= Rang(AT F:0) = Rang(A™ F).

Taigi matrica FT A turi atvirkstine ir lygc¢iy sistemos (1.3.9) sprendinys vienin-
telis 3 = (FTA)='Z, (3r. 1 prieda (6.2.22)). Kadangi

SSE 1

T
=—=2Z527Z5
0_2 0_2 2 ’

yra n — m vienodai pasiskirséiusiy pagal N(0, 1) a.d. kvadraty suma, tai jos
skirstinys yra x%(n — m).
Kadangi SSg yra Z, funkcija, 8 = (FT A)~'Z, yra Z, funkcija, o Z; ir

Z 5 yra nepriklausomi, tai 3 ir SSg taip pat nepriklausomi.
Pagal (1.3.7)

SS(B) — SSp = (Z,— FTAB)"(Z, — FT Ap),

o pagal (1.3.6) Z; — FTAB ~ N,,(0,02I). Todél a.d. SSg ir SS(8) — SSk
nepriklausomi ir (SS(8B) — SSg)/o? ~ x*(m). A

1.3.1 pastaba. Tiesiniuose modeliuose daznai tenka tikrinti pavidalo 3;, =
<= p, =0arba 8;, = - = pj,0 < j1 <--- <jr <m, hipotezes arba dar
bendresnes hipotezes.

Jei pazymésime H; = (0,...,0,1,0,...,0)T, ¢a 1 yra j; pozicijoje, tai pir-
maja hipoteze galima uzrasyti pavidalu HB = 0, kur H yra k x m matrica,
kurios eilutés yra H!,i=1,... k.

Analogigkai, jei Zymésime H; = (0,...,0,1,0,...,0,—1,0,...,0)7, ¢ia 1 yra
ji, —1 yra j; pozicijose (i = 2,...,k), tai antraja hipoteze taip pat galima
uzragyti Sitaip HB = 0, ¢ia H — (k — 1) x m matrica, kurios eilutés yra HI
(1=2,...,k).

Apibendrinant, daznai tenka tikrinti hipotezes, tvirtinandcias, kad H3 = 6,
¢ia H yra dimensijos k X m Zinoma matrica ir 8 yra Zinomas k-matis vektorius.
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Tikétinumy santykis Siai hipotezei tikrinti yra

A= U8 (Z) eXp{—%(SS(B)/&Q —55(8)/8%)},

¢ia 3,62 yra parametry 3,02 DT jvertiniai, o 3,52 maksimizuoja L su salyga,
kad HS3 = 6,.

Turéjome, kad DT jvertinys 3 tenkina salyga SSg = SS(8) = ming SS(8),
62 = §Sg/n. Visiskai analogiskai jvertinys B3 tenkina salyga

SS(B) = U SS(B), 2= 8Sgw/n,

¢ia SSEH = ming:nggo SS(,B) Taigi

- SSp n/2
- \SSeu '
Kritineés srities pavidalas SSgy/SSE > c.

Matome, kad minétoms hipotezéms tikrinti svarbu rasti ne tik statistikos
SSE, bet ir statistikos SSgy skirstinj.

1.3.2 teorema. Sakykime, kad Rcmg(ATA) = m, o H yra k X m matrica,
kurios rangas Rang(H) = k < m. PaZymékime

SSpm = ﬁ:glﬁin (Y —AB)T (Y — AB) (1.3.10)

=6

kvadratinés formos SS(8) salyginj minimuma, kai H (3 lygus Zinomam vektoriui
0y. Tada:

1) SSg ir SSgu — SSg yra nepriklausomi;

2) 8Sg/o? ~ x%*(n —m), (SSgm — SSE)/0® ~ x%(k;)\); necentriskumo
parametras \ apibréziamas lygybe

1
A= —5(HB~6,)" (H(A"A))" H")"(HB - 60); (1.3.11)
3) Jeigu hipotezé HB3 = 0 yra teisinga, tai A\ = 0 ir (SSgpy — SSg)/0? ~
2(k), t.y. santykis

(SSEH — SSE)(TL — m)

F =
kSSE

~ F(k,n—m), (1.3.12)

pasiskirstes pagal FiSerio skirstinj su k ir n — m laisvés laipsniy.

Irodymas. Imkime k x n matrica D; = H(AT A)~1AT. Jos eilutés yra
tiesinés matricos A7 eiluciy formos. Kadangi k x m matricos H rangas yra
k, o m x m ir m x n matricy (AT A)~! ir AT rangai yra m, tai jy sandau-
gos D; rangas yra k. Taigi matricos D, eilutés yra k tiesiskai nepriklausomy
vektoriy, priklausan¢iy matricos A7 eiluciy tiesiniy dariniy erdvei. giq matrica
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papildykime tokia eilés (m — k) x n matrica D5, kad jos eilutés biity vienetinio
ilgio, ortogonalios tarpusavyje ir ortogonalios matricos D; eilutéms, o abiejy
matricy Dy ir D5 eilutés sudaryty matricos A7 eiluéiy tiesiniy dariniy erdves
baze (Zr. 1 prieda). Pagal konstrukcija

D,D! =0, D,DT =0 D,DI=1

Pagaliau parinkime (n — m) x n matrica D3, kuriy eilutés yra vienetinio
ilgio, ortogonalios tarpusavyje ir ortogonalios matricy D; ir D4 eilutéms. Pagal
konstrukcija

D;D" =0, D;D! =0, DsDI =1 Ds;A=0.

Sujunge matricy Dy, D5 ir D3 eilutes, gausime rango n kvadratine n x n
matrica D, kuri yra erdves R™ bazé.
Nagrinékime a.v.

Z DY
z=| 2z, |=| D,y |=Dv. (1.3.13)
Zs DsY

Atsitiktinio vektoriaus Z komponendciy vidurkiai yra
E(Z,)=H(ATA)'A"Ap=HpB, E(Z,)=D,AB, E(Z;)=D3;AB=0.
(1.3.14)

Pagal parinkimg a.v. Z;, Z, ir Z3 yra nekoreliuoti (taigi ir nepriklausomi),
0 juy kovariacijy matricos

V(Z,)=c*H(ATA)'H", V(Z,)=5’I, V(Z3)=0c’I. (1.3.15)

Remdamiesi atvirkstinés matricos, transponavimo operacijos ir veiksmy su
blokinémis matricomis savybémis (zr. lprieda), gauname

SS(8) = (Y — AB)"(Y — AB) = (Z — BZ)"(DD")""(Z - EZ) =
(Z,— HB)"(H(AT"A)'H")"(Z, - HB)+
+(Zy — D2AB)Y (Zy — D, AB) + ZT Zs,. (1.3.16)
Funkcijos SS(3) minimumas
SSg = Z?;Zg ~ il
jei tik galime parinkti 3 taip, kad pirmieji du démenys buty lygus 0, t.y. parinkti

B i8 lygéiy sistemos
HpB =7,
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Sioje sistemoje yra m lygé€iy ir m nezinomuyjy, o matricos prie 3 rangas lygus

m:
DA H
m = Rang(A) = Rang(DA) = Rang | D3A | = Rang | DA |,
D3;A 0
(1.3.18)
todél egzistuoja vienintelis sprendinys 3, tenkinantis (zr 1 prieda (6.2.22))
(1.3.17).

Ieskodami salyginio SS(3) minimumo SSgy paZymeésime, kad tereikia mini-
mizuoti antrajj démenj lygybés (1.3.16) deSinéje puséje, nes kiti démenys islieka
pastovis, imant bet kokias (3 reikSmes, tenkinancias salyga HB3 = 6y. Pa-
rodysime, kad antrojo démens minimumas lygus 0. Jis virsta nuliu tagske 3,
tenkinanc¢iame salygas

HB =0, D.AB= 2.

Ka tik parodéme, kad tokia sistema turi vienintelj sprendinj (imame 6 vietoje
Z, sistemoje (1.3.17)). Taigi

SSpn =, min | SS(8) = (Z1— 00)" (H(ATA) H")™'(Z1 — 60) + 55
: =0Uo

SSpp —SSp=(Z,—-60)T(HATA)'H")"1(Z, - 6,). (1.3.19)

Kadangi SSgg — SSg isreiskiamas vektoriumi Z;, SSg — vektoriumi Z3, o
Z1 ir Z3 yran. a.v., tai darome i§vada, kad SSgy — SSg ir SSE yra nepriklau-
somi.

A.v. Z, turi k-matj normalyjj skirstinj Ny(HB, o?H(AT A))"'HT). Pa-
gal daugiamacio normaliojo skirstinio savybes kvadratiné forma (SSgy—SSg)/0?
turi necentrinj chi kvadrato skirstinj su k laisvés laipsniy ir necentriSkumo para-
metru A, kurio iSraiska yra (1.3.11) formuléje (7r. 2 prieda).

Jeigu HB = 6, tai necentriskumo parametras A\ = 0 ir (SSgg — SSg)/0?
turi centrinj chi kvadrato skirstinj x?(k). A
1.3.2 pastaba. Kadangi Z, = DY = H(ATA)"'ATY = H}, tai is (1.2.3)
formulés gauname, kad

SSpn —SSp = (HB —00)"S ' (H3 — 6y); (1.3.20)
GaX=H(ATA)'H”.

1.3.2. Pasikliovimo intervalai ir hipoteziy tikrinimas

Remdamiesi jvertiniy savybémis bei 1.3.1 ir 1.3.2 teoremomis galime sudaryti
parametry pasikliovimo intervalus ir sukurti kriterijus hipotezéms apie para-
metry reik§mes tikrinti.

1) Dispersija o2. Dispersijos 02 NMD jvertinys yra s> = SSg/(n — m).
Pagal 1.3.1 teorema
(n —m)s?
— X2(n —m). (1.3.21)
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Taigi dispersijos 02 lygmens Q = 1 — « pasikliovimo intervalo (¢2,52) réziai
yra
o’ = SSE/Xi/Q(n -m), &= SSE/Xf_a/Q(n —m). (1.3.22)
Hipotezé Hy : 0 = 0y, kai alternatyvos yra Hy : ¢ > og arba Hs : 0 < 0y,
yra atmetamos reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai atitinkamai teisingos

nelygybes
SSg > o2xi(n—m), SSg<aaxi_,(n—m),

arba P reik8miy terminais, kai atitinkamai teisingos nelygybés

w=P{xi_,>yt<a, p=P{H2_, <yl<o

¢ia y yra statistikos SSg /o3 realizacija.
Kai alternatyva Hj : o # oo dvipuseé, hipotezé Hy atmetama reik§mingumo
lygmens « kriterijumi, kai

SSg > agxi/Q(n —m), arba SSg< agxffa/z(n —m),
arba P reikSmiy terminais, kai teisinga nelygybé

pv=2min(P{x%_,, >y}, P{x>_,, <y}) <o

2) Viena tiesiné parametro 3 funkcija. Sudarykime tiesinés funkcijos
0 =LT"3=LiB +-+ LB, pasikliovimo intervalg. Atskiru atveju gausime
bet kurio i§ parametry 3; pasikliovimo intervala. Ivertinio 6= LTB skirstinys
yra normalusis 6 ~ N (0, b202); ¢ia pazyméta b2 = LT (AT A)~'L.

Pagal 1.3.1 teorema a.d. g ir s nepriklausomi, todél, remdamiesi (1.3.3),
gauname, kad a.d.
0—0
sb
turi Stjudento skirstinj su n — m laisvés laipsniy.
I8 ¢ia gauname parametro 6 pasikliovimo intervalg

~ S(n — m) (1.3.23)

(0, 0) = (0 —bstas,0+bsty), (1.3.24)

kai pasikliovimo lygmuo @Q = 1 — «; ¢ia t, = t,(n —m) yra Stjudento skirstinio
su n — m laisvés laipsniy « kritiné reiksmeé.

Panasiai hipotezé Hy : 6 = 6y, kai alternatyvos yra Hy : 0 > 0y, Hs : 6 < 6,
Hs : 0 # 0y, atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai atitinkamai

T>to, T<te [T|>tem; (1.3.25)

Ga T = (A — 6y)/(sb). Tegu t yra statistikos T realizacija, o F(z|n — m) —
Stjudento skirstinio su n — m laisvés laipsniy pasiskirstymo funkcija. Tada P
reikSmiy terminais hipotezé Hy atmetama, kai atitinkamai teisingos nelygybés

pv=1-F(tln—m) <a, pv=F({tln—-m)<a, pv=2(1-F(t|ln—m)) <«
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1.3.1 pavyzdys (1.2.1 pavyzdZio tesinys). Tarkime, kad 1.2.1 pavyzdyje paklaidos eq, ..., e5

turi normaliuosius skirstinius N(0, ¢2) su vienodomis dispersijomis o2. Rasime dispersijos

o? ir parametry o, 81, B2 pasikliovimo intervalus, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.
Remiantis 1.3.2 teorema

252 SSE 2
Py = o2 ~x°(2)
turi x2 skirstinj su dviem laisvés laipsniais. Pagal (1.3.22) randame pasikliovimo intervala
(¢% 02) = (SSE/x5,025(2); SSm/X§,075(2)) = (0,0084; 1,2304).

Imdami paeiliui L = (1; 0; 0)7,L = (0; 1; 0)T,L = (0; 0; 1) ir pasinaudoje 1.2.3
pavyzdyje surastomis dispersijy iSraiskomis pagal (1.3.24) gauname pasikliovimo intervalus

(a; @) = (& — sto,025/V5; &+ sto025/V5) = (1,7804; 2,4596);
By B1) = (B1 — sto,025/VT; B1 + sto,025/V7) = (0,5416; 1,1156);
(B,; B2) = (B2 — sto,025V/2/T; B2 + sto,0251/2/7) = (2,5804; 3,3202).

Kelios tiesinés parametro 3 funkcijos. Tarkime, 8 = H(3 yra k-matis
vektorius; ¢ia H dimensijos k x m matrica (k <m) , Rang(H) = k.
Vektoriaus @ jvertinys 8 = H 3 yra k-matis normalusis vektorius:

6 ~ Nu(0,0°%), ©=HATA)'HT.
Vadinasi, . R
O —-0)TZ71(0-0)/0% ~ *(k), (1.3.26)
ir pagal 1.3.1 teorema §i kvadratiné forma nepriklauso nuo SSg = s?(n —m).
Pazymeékime F, (k,n —m) Fiserio skirstinio su k ir n — m laisvés laipsniy «
kritine reikSme ir apibrézkime k-matés erdves poaibj

. (0-0)7S(6-0)
C(0,s)=1{0: =

< Fo(k,n—m)}. (1.3.27)

Tada C(0,s) yra vektorinés funkcijos 8 pasikliovimo sritis, kai pasikliovimo
lygmuo Q@ =1 — a: .
Po{0cC(0,s)} =Q. (1.3.28)

Sprendziant praktinius uzdavinius daZznai reikia kurti kriterijus hipotezéms
apie keliy tiesiniy parametro (3 funkcijy reik§mes. Sakykime, reikia patikrinti
hipoteze

HO : Hﬁ = 00.

Matéme, kad jos atskiri atvejai yra keliy koeficienty lygybés nuliui, keliy koefi-
cienty lygybes ir kitos hipotezés.
Jei teisinga hipotezé Hy, tai remiantis (1.3.20) ir 1.3.2 teorema

SSpu —SSg = (0—00)TS710 — 6)) ~ o2x3.

Tikétinumo santykis hipotezei tikrinti yra

n/2
Ao SSE .
SSen
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Taigi kritiné sritis turéty biti SSg/SSkgu < ¢ pavidalo, o tai ekvivalentu nely-
gybei (SSgy — SSE)/SSE > ¢1. Kadangi statistika

_(6-60)"S"1(0—0y) _ (SSpu —SSu)/k
F = 0 s Y- 555700 ) (1.3.29)

pasiskirsé¢iusi pagal FiSerio désnj su k ir n — m laisvés laipsniais, jeigu hipotezé
Hj teisinga, tai hipotezé H; atmetama reikSmingumo lygmens « kriterijumi,
kai

F > Fy(k,n—m), (1.3.30)

arba P reik8miy terminais, kai
pv = P{Fk,n—m > f} S Q;

Cla f — statistikos F' realizacija. Jei hipotezé néra teisinga, tai pagal 1.3.2
teoremos 2) teiginj statistika F' pasiskirs¢iusi pagal necentrinj FiSerio skirstinj
su k ir n — m laisvés laipsniais ir necentriSkumo parametru

1
e Tsy—1g _
A= —5(0-60)"=7'(6 - 00).

Kriterijaus galia i§reiskiama necentrinio Fierio skirstinio pasiskirstymo funkci-
ja.

1.3.2 pavyzdys (1.2.4 pavyzdzio tesinys). Priéme normalumo prielaida sudarysime para-
metro 8 = (61,02)T = (a — 261, + B1 — B2)T pasikliovimo sritj, kai pasikliovimo lygmuo
Q = 0,95, ir patikrinsime hipotez¢ H : 8 = 6o = 0.

Parametro @ jvertis 0 ir jo kovariacijy matrica surasti 1.2.4 pavyzdyje

o= ()= (5l )= (6355 ) - (o)
“\b ) \KT'B8) \a+p -6 /) \0034 )
S o2 (27T 2
V(O):g( 5 17):022.

Remiantis (1.3.27) pasikliovimo sritis

5 0-0Ts-"10-0
C(G,s):{ﬂ:( ) o ( )

< F0,05(2, 2)} =

={0:17(61 — 01)% — 4(61 — 01)(62 — 62) + 27(62 — 62)% < 15,3881}.

Imdami 68 = 0 gauname statistikos F' i§ (1.3.29) realizacija

~T ~
0'="19 2

po 820 0210 s,

252 0,0623

Kadangi P reikdmé pv = P{Fy,2 > 4,4575} = 0, 1832, atmesti hipoteze néra pagrindo.

Hipoteze H : @ = 0 galima patikrinti neskai¢iuojant matricos X ir jos atvirkstinés, o
tiesiogiai remiantis 1.3.2 teorema. Kai hipotezé H teisinga, tai 81 = «/2,82 = 3«a/2. Taigi
turime tiesinj modelj su vienu nezinomu parametru o:

Y1 = 301/2+€1, Ys = a/2+€2, Y; = 30&/2 +e3, Yy =eq, Y5 = —a/2+e5‘
Parametro « jvertis & = 2, o salyginé liekamoji kvadratiné forma

SSpp = (Y1 —-5)2+(Ya—1)2 4+ (Y3 -5)2+y2+ (Y5 +1)2=0,34.
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Statistika F' i§ (1.3.29), suprantama, jgyja ta pacia reik§me
SSgu — SSE

Fo=22BH 7 P08 4575,
SSg

4) Pasikliovimo intervaly rinkiniai. Vietoje pasikliovimo srities (1.3.27)
kartais pageidautina turéti pasikliovimo intervaly rinkinj, kuris uzdengty visus
dominancius parametrus su tikimybe Q.

Naudojantis pasikliovimo sritimi (1.3.27) galima sudaryti i§ karto visy tiesiniy
funkcijy ¢’ B, ¢ € R™ pasikliovimo intervalus.

Pazymékime L aibe, kuri gaunama imant tiesines vektoriaus @3 funkcijas:
L={c"B:ccR™}.

1.3.3 teorema. Tarkime, kad Rang(A) = m.
Tada su tikimybe Q = 1 — « i§ karto visoms funkcijoms ¢’ 3 € L galioja
nelygybés
c"B—6,VeTSe< "B < "B+ 6.V Ze, (1.3.31)

GaX =(ATA)", 6, = s\/mF,(m,n —m), o Fy(m,n—m) — Fierio skirstinio
su m ir n —m laisvés laipsniy « kritiné reikSmeé.

Nelygybes (1.3.31) galima traktuoti kaip pasikliovimo intervalus, sudarytus
i§ karto visoms tiesinéms funkcijoms '@ € L. Jeigu imsime viena funkcija c” 3
(arba kelety tokiy funkcijy), tai intervaly pasikliovimo lygmuo ne maZesnis uZ

Q.

Irodymas. Pagal Kosi ir Svarco nelygybe (zr. 1 prieda) bet kuriems vieno-
dos dimensijos vektoriams U ir V galioja nelygybé

UTv): < wtuyvtv).

Kadangi ¥ teigiamai apibrézta simetriSka matrica, tal egzistuoja tokia kvad-
ratiné teigiamai apibrézta matrica B, kad ¥ = BB”. Pritaike Kosi ir Svarco
nelygybe vektoriams BU ir (B~ TV, gausime

UTV)? = ((BU)(B™)'V)’ < (UTSU)(VTEV),

arba
(UTv)?

Tyr\2
T VISV =sup wv)

vis-lv > S
v U XU
Supremumas pasiekiamas imant U = 7'V

Pazymékime V = 8 — 3, U = c¢. Taikydami (1.3.27), kai 8 = 3, t.y. kai
H yra vienetiné m x m matrica, gauname
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Pﬁ{cTB —6VeTSe < "B < "B+ 0,V Se, Vee R} =Q.
Aigku, kad vienai funkcijai ¢’'3 (arba keletui tokiy funkcijy) pasikliovimo
lygmuo yra ne maZesnis uz Q.

Imdami paeiliui ¢; = (1, 0,...,0)7, e = (0, 1,...,0)T,...;em = (0, 0,...,1)T
pagal (1.3.31) gauname parametry 1, ..., 3y, pasikliovimo intervaly sistema (S

=4

B;), i =1,...,m, kuriai

Pp{B, <fi<B;Vi=1..,m}>Q=1-a, (1.3.32)
B, =B = 0a/bii By = Bi+ Sa/bi;

ia b;; yra matricos (ATA)_1 = [bij]mxm elementai.

Tikimybé, kad visi intervalai (1.3.32) uzdengs tikrasias parametry 3; reik§mes,
gali buti kur kas didesné uz () = 1 — «, nes vietoje visy vektoriy ¢ € R™ imame
tik m vektoriy ¢, ..., cn.

Jeigu sudarytume pasikliovimo intervalus kiekvienam parametrui §; pagal
(1.3.24):

Bi—s biita2(n —m), Bi +s biitaso(n —m), i=1,..,m, (1.3.33)

tai toks intervaly rinkinys nebus ieSkomasis, nes tikimybe, kad visi intervalai
(1.3.33) uzdengs tikrasias visy parametry reik8mes, gali buti gerokai mazesné
uz Q = 1 — a. Pavyzdziui, jeigu jvertiniai Bi,i = 1,...,m yra nepriklausomi,
tai intervalai (1.3.33) uZdengia visas parametry reiksmes su tikimybe Q™. Taigi
intervalai (1.3.33) yra trumpesni negu reikéty. Kita vertus, tikimybeé, kad visi in-
tervalai (1.3.32) uzdengs tikrasias parametry reiksmes, gali biti gerokai didesné
uz Q =1 — a, t.y. intervalai (1.3.32) yra ilgesni negu reikéty.

Kitokj negu (1.3.32) intervaly rinkinio variantg galima gauti naudojant Bonfe-
ronio nelygybe. Tegu A; yra jvykis, kuris reigkia, kad i-asis tipo (1.3.33) inter-
valas uzdengia parametra f; ir tegu P{A4;} =1 — «;. Tada

P{N A} =1-P{UL A} >1-> P{A}=1— (o1 + .. + am).
i=1

Jeigu parinksime «; = a/m, i =1, ..., m, tai intervaly rinkinys

Bi = sV/biitasamy(n —m),  Bi + s\/biitasamy(n—m), i=1,..,m. (1.3.34)
uzdengs visus parametrus [y, ..., By, su tikimybe ne mazesne uz Q =1 — a.

1.3.8 pavyzdys. (1.2.1 pavyzdzio tesinys). Priéme normalumo prielaida pagal 1.2.1 pratimo
duomenis, sudarysime parametry «, 81, S2 pasikliovimo intervaly rinkinius, kad jie uzdengty
visus parametrus su tikimybe, ne mazesne uz Q = 0, 95.
Remdamiesi pasikliovimo elipsoidu (1.3.27) ir 1.2.2 pavyzdyje surastomis dispersijos i§rais-

komis gauname intervalus (1.3.32):

(@) = (1,5215; 2,7185), (él;ﬁl) = (0, 3228; 1,3344), (§2;B2) = (2,1990; 3,6296).
Naudodami Bonferonio nelygybe, gauname tokius intervalus:

(@) = (1,5163; 2,7237), (gl;Bl) = (0, 3184; 1,3388), (§2;32) = (2,1927; 3,6359).
Matome, kad §ie intervalai yra kur kas ilgesni uz intervalus, sudarytus 1.3.2 pavyzdyje

kiekvienam parametrui atskirai.
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1.4. Pratimai

1.1. Tarkime, kad turime pilno rango (1.1.2) modelj. Pazymékime ¥ = (V1,...,Y,)T =
ApB. Trodykite, kad

> (Yi-Yi) =0, ZY(Y —¥i)=0.
2 i=1

1.2. Tegu Y1 = a+e1, Yo = 2a — f + ez, Y3 = a+ 20 + e3; ¢ia {e;} nepriklausomi
a.d., E(e;) =0, V(e;) = o2. Raskite parametry « ir § maziausiyjy kvadraty jvertinius ir jy
dispersijas.

1.3. Turime tiesinj modelj
E(Y;) = Bo + frzi + 52(39&? -2), 1=1,2,3;

¢ia x1 = —1, zg = 0, z3 = 1. Raskite parametry o, 81,82 jvertinius. [rodykite, kad
parametry So, B2 jvertiniai modelyje, kuriame 51 = 0, turi ta patj pavidala.

1.4. Parametrams « ir 8 jvertinti turime stebéjimus: m stebéjimy a.d. Y7, kurio E(Y71) =
a; m stebéjimy a.d. Ys, kurio E(Y2) = a + 8, ir n stebéjimy a.d. Y3, kurio E(Y3) = a — 28.
Stebéjimy paklaidos nekoreliuotos ir turi vienodas dispersijas. Irodykite, kad maZiausiyjy
kvadraty jvertiniai & ir 8 nekoreliuoti, kai m = 2n.

1.5. Maziausiyjy kvadraty metodu parenkami pirmojo ir antrojo laipsnio polinomai pagal
didumo n imtj (X;, ¥;)T, i =1,2,...,n. Tegu w ir Q yra Sitokios prielaidos:

w: Y, =a+ pBX; + e,

Q.Y :a+,3Xi+’yX,-2+€{i§
Cia e;, e, — n. a. d. su nuliniais vidurkiais ir vienodomis dispersijomis 02. Sudarykite
normaliyjy lyg€iy sistemas ir raskite parametry «, f§ir o, 8, v maZziausiyjy kvadraty jvertinius.
1.6 (1.5 tesinys). Raskite parametry jvertiniy dispersijas. Irodykite: jeigu prielaidoje w
vietoje a + BX; imsime § + B(X; — X), tai Cov (6, §) = 0.

1.7 (1.5 tesinys). Sukurkite kriterijy hipotezei H : v = 0 tikrinti, kai a. d. e} pasiskirste
pagal normalyjj skirstinj.

1.8. 61,...,0 yra parametro 6 vienmaciai nepaslinktieji jvertiniai ir Cov (éi, éj) = 04j.
Raskite tiesine él,...,ék funkcija, kuri biity nepaslinktasis 6 jvertinys ir turéty minimaliag
dispersija. Raskite tos dispersijos reik§me.

1.9. (1.8 tesinys). Tegu Cov (d;, 6;) =0, i # j, V8; = 02, i = 1,..., k. Irodykite, kad
V(clél + ... +ck.ék), c1+ ...+ ¢, = 1, yra minimali, kai ¢; = 0;2/(0172 + ... +akf2), ir raskite
tos dispersijos reikSme.

1.10. Irodykite, kad jeigu é1, ey ék yra parametry 61, ..., 0 nepriklausomi NMD jvertiniai,
tai c101 + ... + ci 0 yra parametro 6 = c101 + ... + cx0x NMD jvertinys.

1.11. X = (X1,..., Xp)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio EX = p ir VX = o2.
Uzra8ykite stebéjimus kaip tiesinj modelj. Raskite parametro p maziausiyjy kvadraty jvertinj.

1.12 (1.11 tesinys). Tarkime, kad stebétas normalusis a. d. X ~ N(u, o2). Atlikite 1.3.1
teoremos transformacija ir raskite SSg skirstinj. Palyginkite su 1.3.1 skyrelio rezultatais.

1.13. Tegu X = (X1,..., Xp)T ir Y = (Y1, ..., Ym)T yra paprastosios imtys n. a. d. X
ir Y, kuriy EX = p1, EY = p2 ir VX = VY = ¢2. Uszradykite stebéjimus (1.1.2) pavidalu
kaip tiesinj modelj. Raskite parametry p1, pe maziausiyjy kvadraty jvertinius.

1.14 (1.13 tesinys). Tarkime, kad stebéti normalieji a. d. X ~ N(u1, 02)ir Y ~
N(uz2, 0?). Atlikite 1.2.1 teoremos transformacija ir raskite SSg skirstinj.
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1.15 (1.13 tesinys). Reikia patikrinti sudétingaja hipoteze H : u1 = po. UZragykite $ia
hipoteze matriciniu pavidalu kaip 1.2.2 teoremoje. Pakartokite 1.2.2 teoremos jrodyma 8iuo
atveju. Raskite SSgy ir SSgy — SSE.

1.16. Tarkime, kad tiesinio modelio (1.1.2) matrica AT A = (@3] (m+1) x (m+1) Neidsigimusi
ir diagonaliniai elementai a;;, ¢ = 1,...,m + 1 fiksuoti. Jrodykite, kad

(a) parametro B; jvertinio (1.2.6) dispersija tenkina nelygybe V8; > 1/ai;

(b) jvertiniy Bi dispersijos minimalios, kai plano matricos A stulpeliai ortogonalds, t. y.
AT A — diagonalioji matrica.

1.17. Turime m objekty, kuriy svoriai f1, ..., Bm yra nezinomi. Objekty svoris nustatomas
sveriant juos lékstelinémis svarstyklémis dviem budais.

1) Kiekvienas objektas sveriamas r karty ir jo svorio jvertiniu imamas gauty rezultaty
aritmetinis vidurkis.

2) Sveriant keli objektai dedami ant vienos lékstelés, keli objektai — ant kitos ir pridedamas
svarelis y, kad svarstyklés buty pusiausviros. Tada k-ajam svérimui apraSyti turime tiesinj
modelj:

Yk = ak1B1 +ar2B2 + ... + agmbBm t ek, k=1,...,m;

ia plano matrica A = [ag;]nxm elementas ap; = +1, —1 arba 0, atsizvelgiant j tai, ar j-asis
objektas padétas ant kairés, deSinés lékStutés, arba apskritai nedalyvauja sveriant. Tarkime,
kad matavimo paklaidos e abiem svérimo bidais yra vienodai pasiskirste n.a.d. su ta padia
dispersija o2.

Irodykite, kad antruoju btidu didziausio tikslumo pasiekiama, kai plano matricos A ele-
mentai yra arba +1, arba —1 ir jos stulpeliai ortogonalis.

1.18 (1.17 tesinys). Tarkime, kad reikia jvertinti m = 4 objekty svorius V3; = 02/4
tikslumu. Tada pirmuoju budu reikéty atlikti mr = 16 svérimy. Kiek karty galima sumaZinti
svérimy skai¢iy antruoju biidu? Raskite tokiy minimalaus skai¢iaus svérimy plano matricos
A pavidalus.

1.19 (1.18 tesinys). Sveriant 4 objektus antruoju bidu gauti dviejy nepriklausomy serijy
po 4 svérimus rezultatai

Yk (22758 ag2 a3 A4 Yk ap1 a2 a3 Apyq
20,2 | +1 | +1 | +1 | +1 19,9 | +1 | +1 | +1 | +1
81 | +1 | -1 | 41 | -1 83 | 41 | -1 | +1 | -1
97 | 4+1 | +1 | -1 | -1 10,2 | 41 | +1 | -1 | -1
L9 | 1 | -1 | 1| 41 1,8 | #1 | -1 | -1 | 41

(a) Raskite parametry f1, ..., B4 jver¢ius pagal vieno ir kito eksperimento rezultatus. Ar
galima pagal tas atskiras eksperimenty serijas jvertinti dispersija o2?

(b) Sujunkite siuos abu eksperimentus ir jvertinkite parametrus 81, ..., 84, o2. Kiek karty
reikéty padidinti svérimy skaiciy naudojant pirmajj buda, kad parametry S, ..., B4 jvertiniai
bty tokio paties tikslumo?

(¢) Tare, kad paklaidy skirstiniai yra normalieji, palyginkite dispersijos o2 jvertiniy dis-
persijas pirmuoju ir antruoju biidu, kai parametry 1, ..., 84 ivertiniy tikslumas yra vienodas.

1.20. Nagrinéjamas tiesinis modelis (1.1.2), kai stebéjimy skaiGius n = 100. Kiek karty
parametro §; pasikliovimo intervaly (1.3.32), (1.3.34) ilgis yra didesnis uZ intervalo (1.3.33)
ilgi, kai m = 2, 5, 10, o pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.

1.21. Tarkime, Y = AB + e, E(e) = 0,V (e) = o2A; ¢ia Rang(ATA) = m, 0 A =
[Xijlnxn — Zinoma teigiamai apibrézta matrica. Raskite parametro 8 maZziausiyjy kvadraty
jvertinj ir jo kovariacine matrica.

1.22 (1.21 tesinys). Tegu Y;, ¢ = 1,...,n, yra nepriklausomi a.d., kuriy E(Y;) = 6,
V(Y;) = 02 /w;; w; — #inomi. Raskite parametro 6 tiesinj nepaslinktajj jvertinj su minimalia
dispersija. Raskite §ios dispersijos iSraiSka.
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1.23 (1.21 tesinys). Tegu Yi,...,Y, yra nepriklausomi a.d. ir Y; ~ N(i,i%202), i =
1,...,n. Raskite parametro § NMD jvertinj ir jrodykite, kad jo dispersija lygi o2 /n.

1.24 (1.21 tesinys). Tarkime, kad 1.21 pratimo salygomis e ~ N, (0,02A). Raskite
parametry 3 ir o2 jvertinius ir jy skirstinius.

1.25 (1.21 tesinys). Reikia jvertinti skys€io tankj d atliekant nepriklausomus jvairaus
tario skystio svérimus. Tegu Y; yra gautas turio X; skystio svoris; E(Y;) = dX;, V (Vi) =
a2 f(Xi), i = 1,...,n. Raskite parametro d maziausiyjy kvadraty jvertinj, kai a) f(X;) = 1;
b) F(Xi) = Xi; ) f(Xi) = X7

1.26 (1.21 tesinys). Tegu Y; = Bo + 1 X; + e, i = 1,2,3; E(e) = 0, V(e) = 02A,; &ia

A=

DD
=YD

p
1
p
o p yra zinomas. Raskite parametry B ir 1 maziausiyjy kvadraty jvertinius ir jy dispersijas.

1.27. Tegu imties elementai Y7, ..., Y, apraSomi tiesiniu modeliu su normaliosiomis paklai-
domis, turi vienodas dispersijas V' (Y;) = o2 ir vienodas kovariacijas Cov (Y3, Y;) = po?,i# 4.
Atliekame ortogonalia tiesine transformacija, pervedanéia a.v. Y = (Y1,..., ¥»)7T j vektoriy
Z = (Z1,..,Zn)T, kai Z1 = (Y1 + ... + Yy)/n. Trodykite, kad vektoriaus Z2 = (Za, ..., Zn)T
koordinatés nekoreliuotos ir turi vienodas dispersijas o2(1 — p). Jrodykite, kad parametriniy
funkcijy nepaslinktieji tiesiniai jvertiniai su minimalia dispersija yra tiesinio modelio Zo =
UB+e,e~ N,_1(0,0%(1 — p)I) maziausiyjy kvadraty jvertiniai.

1.28. Tarkime, kad j modelj (1.1.2) jtraukiame papildomai r kovarian¢iy. Tada gauname

i8plésta tiesinj modelj

. B8
Y =AB+ Bvy+e=(AB) =Wéd+e.
Y

Tare, kad Rang(W') = m + r, gauname i§pléstinio modelio parametro & jvertinj

ﬂ*

o
Il

=wWTw)"'wTy,
.

~

kuris yra sistemos, susidedancios i§ m + r lyg¢iy, sprendinys. [rodykite, kad

a)B* = (ATA)'AT(Y-B~*), ~*=(BTRB)"'BTRY, R=I1-A(ATA)"1AT,
t.y. galima spresti dvi sistemas, susidedancias i§ m ir r lygciy;

b) SSg = (Y — By*)TR(Y — Ry*) = YTRY — (v*)TBTRY;

¢) V(8*) = 02[(ATA)~ + LMLT], V(v*) = 02M,

Cov (8*,v*) = —02LM; L=(ATA)*ATB, M= (BTRB) .

1.29 (1.28 tesinys). [rodykite, kad V' (8;) < V(B7).

1.30 (1.28 tesinys). Tegu a.d. Yi,...,Y;, nepriklausomi ir ¥; ~ N(#,02). Raskite
parametro 6 maziausiyjy kvadraty jvertinj. Remdamiesi 1.27 pratimo rezultatais, raskite
parametry 0 ir § jvertinius iSpléstiniame modelyje

Yi=0+BXi+e, e ~N(00?), i=1,.,n

1.31 (1.28 tesinys). Pateikite parametry perskai¢iavimo algoritma, kai modelis (1.1.2)
iSple¢iamas nuosekliai pridedant po viena nauja kovariante.
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1.5. Atsakymai ir nurodymai

1.2. & = (Y1 +2Y2 +Y3)/6, B8 = (2Y3 — Y2)/5, Va = 02/6, V3 = ¢2/5, Cov (&, ) = 0.
1.3. fo= V1 +Ya+Y3)/3, B1 = (Y3 — Y1)/2, B2 = (Y1 — 2Ya + ¥3)/6. 1.4. Matricos
ATA = [c”]gxg elementas c12 = c21 = m — 2n. 1.5. Atveju w parametro 8 = (o, 8)7
jvertinys B gaunamas sprendziant dvieju lygéiy smtem@ ATAB = ATY; ¢ia matrica ATA =
l[aijlox2, a11 = n,a12 = az1 = Z,L Ti,a22 = Z,L 1‘1, o vektorius ATY = (Z,LY,,ZZYZ‘I)
Atveju Q parametro 8 = (a, 8,7)7 jvertinys B gaunamas sprendziant trijy lyg€iy sistema:
ATAB = ATY', ¢ia matrica AT A = [aij]3><3, a1z = asz1 = Zz x?,agg = a3z = Zz x:;’,
ass = Y, z%, o vektorius ATY = (3, Y, 3, Viz;, >, Yia2)T. 1.6. o2(ATA)~1. 1.7.
SSp =3, (Yi—a—fBx;—z? 2)2,88gu = >, (Yi—a— Bz;)?. Hipotezé atmetama reik§mingumo
lygmens o kriterijumi, kai (SSEH — SSEg)(n — 3)/5’5}3 > Fo(1l,n — 3). 1.8. Pazymékime
0= (1,...,0,)T ir ! kovariacinés matricos 3 = V() atvirkstine matrica. Tada minimalia
dispersija turi tiesiné forma § = LT0, kai LT = 17%~ 1/(1712}_11) gia 1T = (1, 1,...,1);
V(LT6) = 1/(AT=711). 1.9. V(c1b1 + ... +cxbp) = 1/(07° + .+ 0.7). 111, fo =
X. 112, SSp = 3>,(Xs —X)2 ~o%x2_ ;. 113. 41 = X, 40 = Y. 1.14. SSp =
DX = X2+ 35,(Y; = V)2 ~ oG g 115. SSpm = 3,(Xi = 2)% + 3,(Y; - 2)%,
Z = (nX +mY)/(m +n); SSgg — SSg = mn(X —Y)2/(m + n). 1.18. Keturis kartus.
1.19. a) Pagal pirmo eksperimento rezultatus parametry jveréiai: f1 = (Y1 + Yo + Y3 +
1_/4)/4 =9,975, B2 = (Y1 — Ya + Y3 — Y3)/4 = 4,975, B3 = (Y1 + Yo — Y3 — Y4)/4 = 4,175,
Bs = (Y1 — Y2 — Y3 +Yy)/4 = 1,075. Analog1§ka1 pagal antro eksperimento rezultatus:
B1 = 10,050, B2 = 5,000, 6374050 Ba = 0,800; b) By = 10,0125, B2 = 4,9875, B3 =
4,1125, B4 = 0,9375, 62 = s = 0,04875; keturis kartus; c) V(62) = 20*/8; taikant pirmajj
btda reikéty 32 svérimy. 1.20. Kai m = 2, atitinkamai 1,2525 ir 1,1471 karty; kai m = 5,
atitinkamai 1,7120 ir 1,3241 karty; kai m = 10, atitinkamai 2,2157 ir 1,4486 karty. 1.21.
Parinkime kvadratine matrica B, kad A = BBT, ir atlikime transformacija Z = B~'Y.
Tada a.v. Z tenkina tiesinj modelj: Z = C3+ 0; ¢ia C = B~1A, 0 V(8) = ¢°I. Gauname
B=(CTC)"1CcTz = (ATA-1A)TATA-Y, V(B) = c2(CTC)~! = 62(ATA-1A)- L.
1.22. 0 = 3, (wY3)/ S wi, V(0) = 02/ 3, wie 1.23. 6 = [X,(Yi/d)]/n, V(0 = 02 /n. 1.24.
B ~ Nm(B,02(ATA1A)"1),6% = s> = SSp/(n —m), SSp = (B~H)T(Y — AB)T(Y —
AB)B™' ~o?xE_ . 1.25. a) d = [L,(XGY)]/ X, XE b) d = (5, Y3)/ 2 Xis ¢) d =
32, Yi/Xil/n. 1.26. Bo =Y — B X, B1 = 3, Yi(X; — X)/ 3,(Xi — X)%5 VB = 02(1 -
p)/ S (Xi—X)2, VB = 02[(142p) /3+ X2(1—p)/ 3;(X;— X)?]. Nurodymas. Nagrinékime
tiesinj modelj V; = a+ B1(X; — X) +e;, i =1,2,3;a = o + B1X. Tada

L 1+20)/30 - i Yi/(1+2
[ATA1A] 12( (() (16)2)/Zi(xi_)2)2 )’ ATA IY:( %iYi{)(Q—)L?)/(l—P) )

ir lieka pasinaudoti 1.21 pratimo sprendimu.



2 skyrius

Dispersine analize

2.1. Vienfaktoreé dispersiné analize

2.1.1. Statistinis modelis

Tarkime, kad a.d. Y skirstinys gali priklausyti nuo tam tikro faktoriaus A,
kuris gali buti I skirtingo lygmens Ay, ..., A;. Tegu Y skirstinys, kai faktoriaus
lygmuo A;, yra normalusis su vidurkiu yu; ir dispersija o2.
Tarkime, kad turime I paprastyjy nepriklausomy iméiy; i-ja imtj sudaro J;
elementy
}/ila"'a}/i‘]m iil,...,I,

gauty, kai faktoriaus A lygmuo yra A;. Bendra elementy skaiciy pazymésime
n=J + .-+ J;. Imciy elementus surasykime j tokiag lentele

2.1.1 lentelé. Iméiy elementai
A Yy Bi | fhi
Ay | Y1, Yie, Y1y, [ | Y

A | Yi,Yio, .., Y, | i | Y

Ar | Yi1,Yre, . Y1y, | pr | Y7

A.d. Yi; ~ N(p, %) galima uzrasyti tokiu pavidalu:
)/ij :,U,i+61;j7 j: 1,...,Ji7 Z:L,I, (2].].)
¢ia p; = EY;; — nezinomi parametrai, o e;; — nepriklausomi a.d., pasiskirste
pagal normalyjj désnj su nuliniu vidurkiu ir vienoda dispersija 0. Sujunge Y;;

i vieng bendra vektoriy

Y = (Y117 sy YlJla}/217 ~'~7Y2J27 "‘7Y117 “’7YIJ1)T

31
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ir pazyméje B = (p1, ..., pu7)7 nezinomy parametry (vidurkiy) vektoriy, modelj
(2.1.1) galima uZraSyti matriciniu pavidalu kaip tiesinj modelj:

Y =A8B+e, E(Y)=AB, V(Y)=¢’I, Y ~N,(AB,0%I).
Matrica A turi n = Jy + --- + Jy eiludiy ir I stulpeliy. Pirmosios J; eilutés
turi pavidala (1, 0,...,0), paskui Jy eilu¢iy turi pavidala (0, 1,...,0), pagaliau
paskutinés Jr eilutes turi pavidala (0, 0,...,1).

Siame modelyje matrica AT A yra diagonalioji su diagonaliniais elementais
Ji, ...y Jr; jeigu visi J; > 1, tai matricos A rangas lygus I.

2.1.2. Maziausiyjy kvadraty jvertiniai

Maziausiyjy kvadraty (MK) jvertiniai gaunami minimizuojant kvadratine forma

Ji

SS(8) = (¥ — AR (Y — AB) = 33 (V) — o)

i=1 j=1

ir liekamaja kvadratine forma
SSp = S55(8) = ZZ(Yzj -Yi)2
i=1 j=1

Ciair toliau raidé su bruksniu vir§uje ir taskais vietoje indeksy reiskia aritme-
tinj vidurkj, kai indeksai perbéga visas galimas reik§mes. Pagal 1.2.2 teorema

dispersijos 02 nepaslinktasis jvertinys (tariama, kad n > I) yra
J’,
SSg 1 - _
2 2
= = Yii =Y )~
y n—I1 n—14=4 (¥ )
=1 j=1

Remdamiesi 1.3.1 skyreliu, galime tvirtinti, kad

1’L—IS2 Ai— i
%NX2(77’7])7 \/jlli a NS(nf-[)a

S

g

ir bet kuriai tiesinei funkcijai # = LT3, L € R!, jvertinys 0 = LTB tenkina
salyga X

0—0

sb

tai analogiskai kaip ir 1.3.2 skyrelyje sudaromi pasikliovimo intervalai ir su-
kuriami kriterijai hipotezéms dél parametry o2, u;, 0 reikimiy tikrinti. Taciau
svarbiausieji dispersinés analizés uzdaviniai yra vidurkiy pq, ..., u; palyginimo
hipoteziy tikrinimas.

~Sn—-1I), v¥=L"ATA)'L,
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2.1.3. Vidurkiy lygybés hipotezés tikrinimas

Vienas i§ svarbiausiy vienfaktorés dispersinés analizés uzdaviniy yra patikrinti
hipoteze

Hyp:py == pur,
kad stebéjimy vidurkiai nepriklauso nuo faktoriaus A lygmeny Ay, ..., A;. Al-
ternatyva Ha : p; # p; bent vienai porai i # j. Hipoteze galima uzrasyti
ekvivalencia forma

HAI,Ul*[IQ:"':le,u[:O

arba H, : HB = 0; ¢ia matrica H turi I — 1 eilute ir I stulpeliy. Sios matricos
1-0ji eiluté turi pavidala (1, 0...,0,—1, 0, ...,0), skai¢ius -1 yra (i + 1)-oje pozi-
cijoje. Aisku, kad Rang(H) =1 — 1.

Remiantis 1.3.2 teorema hipotezé H 4 atmetama, kai

(SSpu — SSE)/(I—1)

Fy = Fo(I—1,n—1); 2.1.2
A SSn/n—1) > Fo( n—1I) (2.1.2)
¢ia
I J;
— o — PRPE— 7, 2 — 1
$Sip = min SS(8) = ;;(YZ Y;)?, SSpm = s SS(8).

Lieka surasti kvadratinés formos SSgy — SSg =: S5 4 israiska.

Hipoteze suformuluosime kitokiu budu. Suskaidykime vidurkj p; i kom-
ponente, nepriklausan¢ia nuo A;, ir komponente, apibudinancia lygmens A;
poveikij:

pi =f+ (e — ) =p+oa;, p=p, o=p—f;

1 d I
.= - ;Jiui, ; Jio; = 0. (2.1.3)
Tada modelis uzraSomas tokiu pavidalu:
Yij =p+ o + e (2.1.4)
Parametry p;, 1, o; nepaslinktieji jvertiniai yra

I
. o1 S NP -
=Y, p= - Eﬂ Jiy =Y., = —p=Y, —Y.. (2.1.5)

2.1.1 teorema. Kvadratiné forma SS 4 turi pavidala

I
SSa =) Ji(Yi =Y. (2.1.6)
i=1
0 jos skirstinys
I
SSa 1
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Irodymas. Hipoteze H,4 galime uzrasyti ekvivalencia forma:
Hp:o1=---=a7=0.
Kvadratiniy formy SS4 ir SSg i8raisky ieSkosime tokiu budu: tapatybés
Yij —pi = (Yij — i) + (o — p) + (& — )

abi puses keliame kvadratu, sumuojame pagal 7 ir j ir gauname

i s
SS(B) =y Y (Vi — p)* = S8 +nli— w)* + Y Ji(@s - ).
i=1j=1 —
I5 cia
I
p— 3 . . o v R ' 2
SSgm = Aing 55(8) = min SS(B) =SSk + Z; Ji(65)?,
I I
S54 =55 — SSp = Z Ji(é;)? = ij(ﬁ — V)2
i=1 i=1

Remiantis 1.3.2 teorema, SS4/0? turi necentrinj chi kvadrato skirstinj (prime-
name, kad sio skirstinio necentriSkumo parametras siuo konkreciu atveju gau-

namas i kvadratinés formos israigka vietoje a.d. Y; — Y. istacius jy vidurkius
Ozi):

I
1
2 2 . _ 2
SSajo? ~ AT —1;0), A= = §‘_1 Jia?. (2.1.8)
A

2.1.1 iSvada. Statistika F4 uZraSoma taip:

(n—D)Y, Ji(Yi — Y;? (2.1.9)

(I =), S (Vi = V)2

Kai hipotezé H 4 teisinga, tai pagal (1.3.29) statistika F'4 pasiskirs¢iusi pagal
FiSerio désnj su I — 1 ir n — [ laisvés laipsniais.

Kriterijus hipotezei H 4 tikrinti. Hipotezé H 4 atmetama reik§mingumo
lygmens « kriterijumi, kai

Fo>Fo(I—1,n—1I); (2.1.10)

¢ia F,(I — 1,n — I) — Figerio skirstinio « kritiné reik§mé. Kriterijaus galia
iSreiskiama necentrinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija:

BA) =P{Fr_1,n-1xn > FoI —1,n— 1)},
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¢ia Fr_1n—1;x — atsitiktinis dydis, turintis necentrinj FiSerio skirstinj su I —1 ir
n — I laisvés laipsniy ir necentriSkumo parametru A. Ivedus vidutines kvadraty
sumas

I - - Ji -
SSa (Y, — Y.)2 SSp L (Y - V)2
MSA:I_1:§ Jist, MSp =~ :E{ Sk

statistika F4 yra tiesiog ju santykis

_ MSa
T MSg

Fa (2.1.11)
Remiantis (1.3.10) SSa/02 ~ x2(I — 1, ), todél E(SS4) = (I — 1+ \)o?.
Gauname
E(MS,) =o0%+ 0%, E(MSg)=o0%

o2 1 <
2 _ _ 2
JA_Ifl)\_ilfllE:lJZar

Taigi E(MS4) = E(MSg) = 02, kai teisinga hipotezé H4, bet E(MS,) >
E(MSg), kai ji neteisinga. Kuo daugiau vidurkiai u; = p + «; skiriasi tar-
pusavyje, tuo didesnis santykis

E(MSy) 0124

E(MSE) 0'2'

Taigi santykis Fu = MSa/MSpg turi tendencija jgyti tuo didesnes reiksmes,
kuo didesni skirtumai tarp vidurkiy p;. Todél pateiktoji hipotezés atmetimo
taisyklé naturali. Sios taisyklés taikyma pagrisime dar vienu budu.

Visy duomeny sklaida

[
SSp =Y (Vi - Y.)?
1

i=1 j=

apie bendra empirinj vidurkj Y. vadinama pilngjg kvadraty suma (angl. total
sum of squares) ir gali buti igskaidyta i du démenis

I J; 1
SST=88p+85a =YY (Vi —Yi)>+ > Ji(Yi —Y.)>

i=1j=1 i=1

SSE yra stebéjimy Y;; sklaidy apie savo empirinius vidurkius Y;. kiekvienoje
imtyje suma ir vadinama likutine arba paklaidy kvadraty suma (angl. residual
or error sum of squares). Sios sklaidos priezastis — atsitiktinés paklaidos e;;.

SS 4 yra stebéjimy empiriniy vidurkiy Y;,, atitinkanciy jvairius faktoriaus
lygmenis, sklaida apie bendra empirinj vidurkj Y. ir vadinama faktoriumi A
apibudinama kvadraty suma (angl. factor A attributed sum of squares).
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Jei vidurkiy lygybés hipotezé yra teisinga, tai sumos SS,, apibiidinanéios
sklaidg tarp grupiy, dalis visoje sumoje SSp turéty biti maza, o sumos SSg,
apibudinancios sklaida grupiy viduje, turéty buti didelé. Atvirkséiai, kuo vidur-
kiai labiau skiriasi, tuo SS4 dalis turéty buti didesné. Taigi nataralu atmesti
hipoteze, kai santykis 5S54/5S didelis.

Skaiciavimo rezultatai paprastai pateikiami tokioje lenteléje

2.1.2 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS=S8S/v | E(MS)
A SSa =1 L (Vi -Y)? [ 1-1 MS4 o + 0%
E Sy =i Y (Yy = Yi)? | n—1 MSp o?
T [ SSr=3i 2 (Yy-Y.)? [n—1 - -

Jeigu stebéjimai neprieStarauja prielaidai H 4 apie vidurkiy pg, ..., 5 lygybe,
analize galima ir uzbaigti. Tokiu atveju visus stebéjimus galime sujungti i viena
didumo n imtj, gauta stebint normalyjj a.d. su bendru vidurkiu g ir dispersija

o2

2.1.4. Kontrasty analizé

Jei vidurkiy lygybés hipotezé atmetama, tai naturaliai kyla klausimas, kaip
stebéjimai priklauso nuo faktoriaus A lygmeny. Pavyzdziui, gal galima suskai-
dyti faktoriy lygmenis j grupes taip, kad skirtumas tarp vidurkiy baty nulemtas
skirtumy tarp §iy faktoriaus A lygmeny grupiy, o viduje grupiy vidurkiai skirtysi
nereiksmingai. Suskaidant faktoriy lygmenis j grupes daznai gali padéti turima
papildoma informacija.

Jeigu papildomos informacijos nepakanka, tai galima taikyti statistinius stebé-
jimy prie jvairiy faktoriy lygmeny palyginimo metodus. DaZniausiai taikomi
daugialypio palyginimo S ir T metodai, pasiulyti Sefés ir Tjukio (zr.[14]).

2.1.1 apibrézimas. Parametry uq, ..., uy kontrastu vadinama tiesiné funkcija

=S cp, > =0, GeR, i=1,.1

i=1 i=1

(2.1.12)

Naudojant kontrastus, galima patikrinti vidurkiy tiesiniy dariniy lygybés nuliui
hipotezes, atskiru atveju palyginti grupiy, atitinkanciy kai kuriuos faktoriaus A
lygmenis, vidurkius.

Hipotezé Hy4 : pp = - - - = py ekvivalenti teiginiui, kad visi kontrastai v lygus
0. Jei 8 hipotezeé neteisinga, atsiras kontrasty, kurie nelygus nuliui. Pavyzdziui,
jei kontrastas ¢ = puy — p2 # 0, o kontrastai pu; —p; = 0,4 =3,..., 1, tas reiskia,
kad hipotezé H4 néra teisinga ir priezastis ta, kad antrasis vidurkis skiriasi nuo
kity.

Visy kontrasty erdve zymésime L.
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Tiesinés funkcijos v maziausiyjy kvadraty jvertinys

I I I
b= = aY, V(1/3)=U2zciy
i=1 i=1 i=1 """
Dispersijos jvertinys
€%¢)=52§5fi 2= 558 = MSg (2.1.13)
2 x m— . 1.
2.1.2 teorema. (S metodas). Hipotezé H4 : py = - -+ = u; atmetama reikSmin-

gumo lygmens « kriterijumi (2.1.10) tada ir tik tada, kai egzistuoja kontrastas
1, kad intervalas

(6 =AYV @), §+ Ay V() (2.1.14)
neuzdengia 0; ¢ia A2 = (I —1)F,(I —1, n—1I).

Irodymas. Pazymékime g = (uy,...,u7)T. Tada hipoteze Hy : puy =
-+» = pur galima uzra8yti ekvivalen¢ia forma Hg : 1y —pa = ... =pu1 —pur =0
arba H4 : Hp = 0; ¢ia H — matrica, turinti I — 1 eilute ir I stulpeliy, kurios
i-0ji eiluté turi pavidala (1,0,...,0,—1,0,...,0); skai¢ius —1 yra (i + 1)-oje
pozicijoje. Taigi Rang(H) =1 — 1.

Remiantis 1.3.2 teorema hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « krite-
rijumi, kai

Fy>F,(I—-1,n-1), (2.1.15)

(SSpw — SSE)(n—I)
SSE(I—1)

Pagal (1.3.19) formule statistika F' galima uZzragyti pavidalu

Fy—= ~F(I—1,n—1).

AT N
019 . ) N
F‘A—m7 O—H;l,, E—H(A A) H".

Taigi hipotezé priimama, kai

T ~
0 =710

Tvykiui {egzistuoja kontrastas 1, kad intervalas (2.1.14) neuzdengia 0} priesin-

gas jvykis yra
b — A V() <0<+ A\/V()), VoedL. (2.1.17)

Visy vektoriy ¢ = (cy,...,cr)7, Zle ¢; = 0 erdvés matavimas yra I — 1, todél
matricos H eilutés sudaro tokiy vektoriy erdves baze. Taigi bet kuris kontrastas
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= ¢ p uzrasomas pavidalu ¢ = d” H d”0, o jo nepaslinktasis jvertinys
H n=

1/) d"Hp = dTe. Kadangi matrica AT A yra diagonalioji su jstrizaineés
elementais Jq, ..., Jr, tai

I
d"2d =c"(ATA) e = Z —V(@p)/s? = V(@)=s*d"2d.

2
G _
Ji
Taigi jvykis (2.1.17) uZraSomas bet kuriuo i§ toliau uzrasyty ekvivalenciy pavidaly:

dT’0—AsVd'sd<0<d"0+AsVd'sSd, YvdeR'!,

d70| < AsVd'®d, VdeR!,
dT(09" — A2?%)d <0, VdeRI!,

00" < A2s%3. (2.1.18)

RaSome A < B jeigu matrica A — B neteigiamai apibrézta.
Kadangl 0 6 > 0 beveik tikrai, tai padaugine abi (2.1.18) nelygybes puses i3

0 >~ i§ kairés bei i§ 0 i§ desinés, o paskui padalije abi puses i§ 0 0, gausime,
kad (2.1.18) nelygybé ekvivalenti nelygybel

0 3716 < A%,

o tai ekvivalentu (2.1.16). Kartu ir (2.1.17) ekvivalentu (2.1.16). A

S metodas remiasi 2.1.2 teorema: jei hipotezé H 4 atmetama, tai ieSkoma ty
kontrasty, kurie atsakingi uZ hipotezés atmetima, t.y. kuriems (2.1.14) inter-
valas nepadengia nulio.

2.1.1 pastaba. Jeigu kontrasty padauginsime i§ konstantos k£ # 0, tai
V(k)) = K2V (). Todel 0 € (¢ — AV (), ¥ + AV (@) < 0 €

(ktp — AV (kO), kip + Ay/V (k). Kadangi V(l/)) turi pavidala o2C (¢ia

C - konstanta), tai parinkus k = 1/v/C galima pasiekti, kad V (ki)) = o2. Taigi
vietoje visy kontrasty klasés £ pakanka nagrinéti normuoty kontrasty klase £’,
t.y. aibe tokiy kontrasty, kuriy V (¢)) = o2. Gavome, kad kriterijus (2.1.10) at-
meta hipoteze H A tada ir tik tada, kai egzistuoja kontrastas ¢ € L', kad (2.1.14)
intervalas neuZdengia 0.

Pazymeékime

’(/A)max = maX{|'l;| RN El}

2.1.3 teorema. Kvadratiné forma SS4 = SSgy—SSEg i5 2.1.2 teoremos beveik
tikrai tenkina lygybe

S84 =92, (2.1.19)



2.1. Vienfaktoré dispersiné analizé 39

Irodymas. Teorema 2.1.2 galima performuluoti $itaip: su bet kuriuo a €

(0,1)
SSA wmax
Fo=—""2 SFE(I-1n-1 <+ 1
A (I-1)s2 > Fal n—1) A
72
= —E_>F,(I-1,n-1I).

(I -1)s?
Kai « kinta nuo 0 iki 1, tai + = Fo(I — 1,n — I) kinta nuo 0 iki co. Taigi
neneigiamy a.d. SS4/(s*(I — 1)) ir ¥2,./(s*(I — 1)) skirstiniai sutampa. Tada

sutampa ir a.d. SSy4 ir ¥2

ax Skirstiniai.
A

2.1.2 pastaba. Nenuliniai poriniai kontrastai, turintys pavidala u; — u;, geriau
pastebimi naudojant vadinamaji Tjukio kriterijy (T metoda). Sis kriterijus
naudojamas, kai im¢iy didumai J; vienodi.

Tarkime, kad J; = J su visais ¢ = 1,...,I. Metodas grindziamas pasikliovi-
mo intervalais kontrastams p; — fi;.

Pazymeékime V; = /J (fi; — 1), Viry = max V;, V(1) = min V;. Turéjome, kad

Vi/o ~ N(0,1), vs*/o*~x*(v), v=n—1I

A.d. Vi/o,...,Vi/o ir vs?/o? nepriklausomi ir jy skirstiniai nuo nezinomy
parametry nepriklauso. Todél a.d. (Vi) — V(1))/o skirstinys nepriklauso nuo
nezinomy parametry, be to, a.d. V(;y — V(1) ir s nepriklausomi. Taigi santykio

Vi =V

T(I,v) = .

skirstinys nepriklauso nuo nezinomy parametry. Sis santykis vadinamas stju-
dentizuoty imties plociu. Jo o kriting reiksme zymésime Ty, (I, v).

2.1.4 teorema. (T metodas). Tikimybe, kad su visais ¢,j = 1,..., I teisingos
nelygybeés

fis — iy — STa(LV) VT < i — iy < fis — iy + sTa(L,) VT (2.120)
lygi 1 — a.

Irodymas. Suvisais i,j = 1,..., I nelygybés (2.1.20) teisingos tada ir tik tada,
kai
i — i — (flj — [y Vi—V;
VI | i = pi = (i )| g1 ) e ViVl
s s

< TW(1, v).

Visos §ios nelygybeés ekvivalencios vienai nelygybei

Yin =V _ 7 1,
s - « ) )



40 2 SKYRIUS. DISPERSINE ANALIZE

o0 ji teisinga su tikimybe 1 — a.

A
2.1.2 iSvada. Jei teisinga hipotezé Hy : uy = -+ = uy, tai tikimybé, kad su
visais 7,5 = 1,..., I intervalai
(fui — frj — $Ta(L, V) VT, fti — fij + sTo(I,v)/VJ) (2.1.21)

padengia 0, lygi 1 — a.

2.1.3 pastaba. Remiantis 2.1.4 teorema ir 2.1.2 i§vada galima naudoti tokij
kriterijy hipotezei H 4 tikrinti: hipotezé atmetama reikSmingumo lygmens «
kriterijumi, jei egzistuoja porinis kontrastas p; — j;, kuriam intervalas (2.1.21)
neuzdengia 0. Siuo kriterijumi ir grindziamas Tjukio arba T metodas: ieskomi
poriniai kontrastai p; — p;, kurie atsakingi uZ hipotezés atmetimg, t.y. intervalai
(2.1.21) neuzdengia 0.

2.1.4 pastaba. T metoda galima apibendrinti ir visiems, ne vien poriniams
kontrastams, bet neporiniams kontrastams naudotinas S metodas, nes jj nau-
dojant gaunami trumpesni pasikliovimo intervalai, negu gauti 7" metodu.

2.1.1 pavyzdys. Lenteléje pateikti a§tuoniy vady (faktorius A) parSiuky svoriai svarais [14].

2.1.3 lentelé. Statistiniai duomenys

A; | Yy Y. s2

A, | 2,0283332381,63,61,93,328 | 2,83 | 0,58
As | 3,33,62,63,13,23,32,9343,23,2 | 3,18 | 0,08
As | 3,23,33,2293,3252628 2,98 | 0,10
Ay | 3,52,83,23,52,3242,01,6 2,66 | 0,50
As | 2,62,62,92,02,02,1 2,37 | 0,15
Ag | 3,12,93,12,5 2,90 | 0,08
A7 | 2,62,2251,21,2 1,94 | 0,48
As | 2,52,43,01,5 2,35 | 0,39

1) priéme normalumo prielaida atliksime dispersing analize ir reik§mingumo lygmens o =
0, 05 kriterijumi patikrinsime hipoteze H4 : 1 = --- = us;

2) tarkime, kad yra Zinoma tokia papildoma informacija: pirmosios trys vados gautos
i§ vienos par§iavedés, o likusios penkios — i§ kitos. Tada nattralu tikrinti prielaida, kad
skirtuma tarp vidurkiy lémeé tai, kad buvo dvi skirtingos parSiavedés, t.y. patikrinti hipoteze
H'y i py = p2 = p3; pa = -+ = pg.

1) Atlike skai¢iavimus gauname dispersinés analizés lentele

2.1.4 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS
A 7,247 7 1,035
E 14,106 | 47 | 0,300
T 21,353 | 54 -
Statistika F4 jgyja reik§me
MS 5
Fy = = 3,45.
MSg
Kadangi P-reiksmé pv = P{F7 47 > 3,45} = 0,0046, tai hipotezé Hy : pu1 = --- = usg

atmetama kriterijumi, kai reik§mingumo lygmuo o > 0,0046.
Remiantis 2.1.2 teorema egzistuoja toks kontrastas ¢ = Y, ciu;, kad reikSmingumo lyg-
mens @ = 0,95 pasikliovimo intervalas (¢, ) neuzdengio nulio. Imkime kontrasta, kuriame
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c2 =1,c6 = —1,¢; = 0,i # 2, 6. Gauname 1/3 =1,24, V(u}) = 0,09, ir pasikliovimo intervalg
(¢;9) = (0,065 2,42). Matome, kad gautasis intervalas nedengia nulio.
2) Kvadratinés formos SS(p) salyginis minimumas, kai teisinga H, yra

3 8
SShy =D Ji(Yi =Y D)2+ 3" (Vi - v )2

i=1 i=4
R 1 B i

(1 (2

Y= =373V, Y = =303y,
1is1j=1 2 i=4j=1

m=Ji+Ja+J3, na=Ja+---+Js.

Apskaitiave gauname SS’, = 3,148, MS’, = SS’, /6 = 0,5247. Jeigu H’, teisinga, tai
statistika qu = MS;‘/MSE turi Figerio skirstinj su 6 ir 47 laisvés laipsniais. Gauname
F), = 1,749. Kadangi pv = P{Fg, 47 > 1,749} = 0,1305, tai atmesti hipoteze H/, néra
pagrindo.

2.2. Dvifaktoreé dispersiné analize

2.2.1. Statistinis modelis

Tarkime, a.d. Y skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A, kurio lygmenys
yra Aj, ..., Ay, ir nuo faktoriaus B, kurio lygmenys yra By, ..., B;. Pavyzdziui,
Y gali reiksti kvieciy derlinguma, faktorius A — kvieciy veisle, o faktorius B —
ju auginimo metodika.

Tarkime, kad stebéjimai atliekami imant visus galimus skirtingus faktoriy
lygmeny rinkinius (A;, B;), be to, kiekvienu atveju matavimai kartojami vie-
noda skaiciy karty K > 1. Toks eksperimenty planas vadinamas visiskai suba-
lansuotu planu. Jo analizé kur kas paprastesné negu tuo atveju, kai stebéjimy
skai¢iai K;;, gauti esant faktoriy lygmeny rinkiniui (A4;, Bj;), yra skirtingi.

Imties elementus Zymeésime Y, ¢ = 1,...,1, j=1,..,J, k=1,..,K; i~
faktoriaus A lygmens numeris; j — faktoriaus B lygmens numeris; k& — kartoti-
numo numeris; visy stebéjimy skaic¢ius n = IJK.

Dvifaktorés dispersinés analizés modelis. Sakykime, kad a.d. Yj;, apra-
Somi taip:

njkzuij+eijka 1= 1,...,[, jzl,...,J7 ]CZL...,K, (221)

¢ia p;; — neZinomi parametrai, e;;r — n.a.d., pasiskirste pagal normalyji désnj
N(0, o?).

Taigi imties skirstinys visiSkai nusakomi vidurkiais p;;, ¢ = 1,...,1, j =
1,...,J, ir viena bendra dispersija 02. Analizés tikslas — istirti stebimojo a.d.
Y priklausomybe nuo faktoriy A ir B. Sujungus Yj; i vieng bendra vektoriy

Y = (Yllla ) YllKv aS) YIJla ) YIJK)T

it paZyméjus po = (J11, oy 17y oy 411, -+, fh1.7) ] NeZinomy parametry vektoriy,
modelj (2.2.1) galima uZra$yti matriciniu pavidalu:

Y=Ap+e, E(Y)=Apu, V(Y)=0’I, e~ N,(0,0°I).
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Matrica A turi n = IJK eiluciy ir IJ stulpeliy. Pirmosios K eilu¢iy turi pavi-
dala (1, 0,...,0), paskui K eiluciy turi pavidala (0, 1,...,0), pagaliau paskutinés
K eilutes turl pavidala (0, 0, ...,1).

Siame modelyje matrica A A yra diagonali su vienodais diagonaliniais ele-
mentais, lygiais K, taigi neissigimusi.

Kad vaizdziau suformuluotume dispersinés analizés hipotezes, jveskime kitus
parametrus.

Skirtingai nuo vienfaktorés analizés faktoriaus A lygmens A; jtaka a.d. Y
vidurkiui gali priklausyti ir nuo faktoriaus B reikSmeés.

Visy pirma jvesime parametra, apibudinantj ,tiesiogine* faktoriaus A lyg-
mens A; jtaka, kai ,eliminuojama“ faktoriaus B jtaka. Populiacijos daliai, kuriai
faktoriaus A reiksmeé lygi A;, kintamojo Y vidurkj fi; apibrésime formule

1
-5 2
o bendra visos populiacijos vidurkj formule

I 1 1 J
Z: 722”1]

Aigku, &ie apibrézimai naturalas tik su ta prielaida, kad fiksavus A; populiacijos
dalys, kurioms B = B, ..., By yra lygios (ir, atvirksciai, fiksavus B;, populiaci-
jos dalys, kurioms A = Aq,..., Ay yralygios) suvisaisi =1,...,I;j=1,...,J.
Modeliai, kai 8i prielaida néra patenkinta, nagrinéjami 2.2.4 skyrelyje.

Lygmens A; jtaka nuokrypiui nuo bendro vidurkio, eliminavus faktoriaus B
itaka, apibudina skirtumas

»~.\H

Qg = /741 - [L
Pagal apibrézimg tai tiesiog a.d. Y vidurkio populiacijos dalies, kurios fakto-
riaus A reik§meé lygi A;, ir a.d. Y vidurkio visai populiacijai skirtumas.
Analogigkai jvedame parametrus, kurie apibiidina faktoriaus B lygmeny B;
itaka nuokrypiui nuo bendro vidurkio, eliminavus faktoriaus A jtaka:

I
Z g, G=1,..J.

Gauname tokj vidurkio p;; skaidinj j komponentes:

»33' =K — M.,

’NM—‘

pij = .+ (e — p) + (B — ) + (i — e, — i + ) =
= U+ oy +ﬂj + Vij- (2.2.2)

Naujai jvesti parametrai tenkina tokias papildomas salygas:

Zai = Zﬁj = Zyij = Z%-j = 0. (2.2.3)
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Jeigu v;; = 0suvisais i = 1,..., [ ir j =1, ..., J, tai galioja lygybés
pij = p+ ai + ;. (2.2.4)

Sakome, kad turime adityvyji models. Siame modelyje, esant fiksuotai faktoriaus
B reiksmei Bj;, faktoriaus A reikSmeés A; jtaka nuokrypiui nuo bendro vidurkio
tij — p nusako o = fi;. — p, taigi faktoriaus A jtaka nepriklauso nuo faktoriaus
B reik8més. Ir atvirkséiai, esant fiksuotai faktoriaus A reikSmei A;, faktoriaus
B reikSmeés B; jtaka nusako §; = fi.; — u, taigi faktoriaus B jtaka nepriklauso
nuo faktoriaus A reikSmés.

Adityviajame modelyje yra I +.J — 1 neZinomas parametras, nes naujai jvesti
parametrai tenkina salygas >, o; =0, >, 8; = 0.

Kai 7;; # 0, tai net kai faktoriaus B reikSmé B; fiksuota, nuokrypj nuo
bendro vidurkio ;; — ¢ nusako ne tik a; = fi;. — i, bet ir 745, taigi faktoriaus A
reik§més A; jtaka priklauso nuo faktoriaus B reik§més. Analogigkai faktoriaus
B jtaka priklauso nuo faktoriaus A reik§més. Taigi komponentés ~ apibadina
faktoriy A ir B sgueikg. Kartais ir pacius parametrus 7 vadinsime faktoriy
saveika.

I8 salygu Zle a; = 0ir 2;21 B; = 0 isplaukia, kad yra I — 1 neZinomy
parametry « ir J —1 nezinomy parametry (5. I8 salygy Zle Yij = ijl Yi; =0
i8plaukia, kad

Vir == v (i=1,...,1=1), 7y, =- Zvu (G=1,...,J = 1),

I-1J-1
Vg = Z%J = Z Z%p
1=1 j=1
taigi yra (I — )(J ) nezinomy parametry <y, nes visi jie isreiskiami v,;,7 =

1,...,I—-1,7=1,....,J—1.

2.2.2. Maziausiyjy kvadraty jvertiniai

Maziausiyjy kvadraty jvertiniai randami minimizuojant kvadratine forma
S) =D 3> (Yigk — iy)?
i ik
MK jvertiniai fi;; ir kvadratinés formos minimumas yra:
fij =Yij, SSp=> > > (Yijk—Yi)™ (2.2.5)
i ik
Kartu gauname parametry p = i, a;, 55, 7;; ivertinius

=~
b.<
\
i
-
=
©
[\
)

ir dispersijos o2 jvertinj

62 =5*=MSp =SSp/(IJ(K —1)), SSg/o* ~x*(IJ(K —1)). (2.2.7)
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2.2.3. Faktoriy jtakos hipoteziy tikrinimas

Pagrindinés dvifaktorés dispersinés analizés hipotezés yra:
HA:al =...=Aqay, HBZBI :...:BJ7 HAB:'VIIZH-:’YIJ-

Tai sudétinés hipotezés. Jas tikriname remdamiesi 1.3.2 teorema. Kiekvienas
i§ parametry oy, 3;,7;; yra tiesiné parametry p;; funkcija. Taigi visos trys
hipotezés uzrasomos forma Hp = 0, duota 1.3.2 teoremoje.

Hipotezés H 4 ekvivalenti tvirtinimui Hgq : o —ag = -+ = a1 —ay = 0
arba Ha : i1, — fto. = --+ = i1, — iy, = 0. Taigi Sia hipoteze galima uZrasSyti
taipH 4 po = 0; ¢ia H 4 yra (I — 1) x IJ rango I — 1 matrica, kurios i-0ji eiluté
(i=1,...,I —1) turi pavidala

(1,...,1,0,...,0,—1,...,—1,0,...,0);

¢ia 1yral,...,J pozicijose, 0 —1 yraiJ + 1,..., (i + 1)J pozicijose.
Analogiskai, hipotezés Hp atveju H g yra (J —1) x I.J rango J — 1 matrica.
Hipotezés Hap ekvivalenti forma Hap : v1; —vi; = 0,1 = 2,...,1;j =
1,...,J —1arba

Hap: (J =) (paj — pi) — > (pu—pa) =0, i=2,... Lj=1,...,J-1
1]

Taigi $ia hipoteze galima uzrasyti forma H ap p = 0; ¢ia H 45 yra (I —1)(J —
1) x IJ rango (I — 1)(J — 1) matrica, kurios ((I — 1)(j — 1) + 4)-oji eiluté
(i=1,...,1—1,5=1,...,J — 1) turi pavidala

(-1,...,-1,J-1,-1,...,-1,0,...,0,—1,...,1,—(J = 1),1,...,1,0,...,0);
dviejy serijy i$ nenuliniy elementu ilgiai yra J, £(J — 1) yra j-osiose serijy
pozicijose, o antra serija prasideda nuo i.J + 1.

Zymeésime

S84 = SSpu, — SSy, SSp=SSpu, —SSg, SSap=SSpu,, — SSk,

1.3.2 teoremoje apibréztas kvadratines formas.

2.2.1 teorema. Kvadratinés formos SS4,SSp ir SSap turi tokj pavidala:

SSa=JKY (Y, =Y.’ SSp=IKY (Y, -V )
i J

SSap=KY Y (Vi =Y =Y, +Y. )% (2:2.8)

? J

Sios kvadratinés formos nepriklauso nuo kvadraty sumos SSg. Be to,

SSa)o? ~X2(I —1,\a), SSp/o*~x*(J—1,Ap),
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SSap/o? ~X*((I —1)(J —1), aB), (2.2.9)

necentriSkumo parametrai
JK ) IK ) K )
=z 20h As=—3 ) B =33 > 7
i j i

Jeigu hipotezés H 4, Hp, H 4 p teisingos, tai atitinkami skirstiniai yra centriniai.
Irodymas. Tapatybeés
Yige = hig = (Yigr = frig) + (A = p) + (@ — i) + (B = Bj) + (%5 = 7ij)

abi puses pakéle kvadratu, susumave visoje indeksy 4, j, k kitimo srityje ir pasi-
naudoje (2.2.4) sary$iais ir analogiskais jvertiniy (2.2.6) sarySiais, gauname

SS(u) = SSg + IJK (i — pu)* + JKZ —a;)?

HIKY (B =B+ K> (Rij — 7ij)°
J i g
Taigi

SSpm, = min  SS(p)=SSp+JKY 47 =S8Sp+JKY (V; —Y.)>

1,0;=0,B5,7i;

Irodéme pirmaja (2.2.8) formule. Analogiskai gauname kitas dvi (2.2.8) for-
mules. Tvirtinimai (2.2.9) tiesiogiai iSplaukia i§ 1.3.2 teoremos.

Pagal (1.3.28) hipotezés H4, Hg, H op atmetamos reikSmingumo lygmens «
kriterijais, jeigu atitinkamai tenkinamos nelygybés:

Fa>Fo(I-1,1J(K —1)), Fp>F,(J—-1IJ(K—1)),

Fap > Fal(I —1)(J — 1, 1J(K — 1))); (2.2.10)
¢ia
r _IJ(K—l)SSA_MSA P _MSB r _MSAB
AT TI-DSSy  MSp TP T MSg TAPT MSy

I5 (2.2.8) igplaukia, kad
E(MS,) =0®+JKo%, E(MSg)=o0>+I1Koh, BE(MSag)=o0>+ Ko?g;
Cia

R N N R e PON
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Statistikos F'4, Fig ir F)y g turi tendencija jgyti didesnes reikSmes, kai atitinkamai
hipotezés Hy, Hp ir Hap yra neteisingos, negu tuo atveju, kai jos teisingos.
Taigi hipoteziy atmetimo taisyklés (2.2.10) nepriestarauja sveikai logikai.

Pazymékime
597 =222 Vi =

2.2.1 pastaba. UzraSe kvadraty sumas pavidalu

5S4 = JKZ Y2 —~IJKY?, SSp=IKY Y2 - LJKY?,
SSAB—KZZ JKZY? —IKZW. +IJKY?,

59 = DTS- KT L. ssszzz b~ LIV,

ir sudéje panariui, gauname
SS4+SSp+55ap + SSg = SS5T.

Skai¢iavimo rezultatus suraSome j dispersinés analizés lentele.

2.2.1 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius | SS v MS E(MS)
A SSa -1 MS s 02+JK0?4
B SSp J—1 MSp 0'2+IK0'123
Ax B SSaB (I—l)(J—l) MSag U2+KG?43
E SSE IJ(K-1) MSg o?
T SSt IJK-1 - -

2.2.2 pastaba. Kvadraty sumos SS4,SSp, SS4p ne tik nepriklauso nuo SSg,
bet yra nepriklausomos tarpusavyje ir nepriklauso nuo Y._. Kad tuo jsitikintume,
uztenka panagrinéti atsitiktiniy dydziy sistemas {Y.}, {Y -Y hL{Y, =Y.},
{Vij =Y =Y, +Y_} {Yijx — Vi }. Bet kurios i§ 8iy sistemy a. d. yra nekore-
liuotas (normalaus skirstinio atveju ir nepriklausomas (7r.2 prieda 7.4 skyrelj))
su bet kuriuo kitos sistemos a.d. Todél bet kurie a.d., sudaryti i§ skirtingy
sistemy elementy, yra nepriklausomi.

Patikrinsime, pavyzdziui, kad atsitiktiniai dydziai {Y; —VY._ }ir {Yj -Y.}
yra nekoreliuoti. Gauname

1 1 1
Cov(ﬁzj:zk:yijk—ﬁzi:zj:zkzyz‘jk,ﬁzi:zkzymk—
1
IJKZZZ i) JKIKK S TrmRTE

1 1
———IKo* + ———1JKo* = 0.
ik 0 Y are e
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2.2.1 pavyzdys. Eksperimento metu kelioms peliy grupéms buvo duodama skirtingy rasiy
nuody ir paskui jos buvo gydomos jvairiais metodais. Lenteléje pateiktos peliy gyvenimo
trukmés nuo eksperimento pradzios iki mirties logaritmai.

2.2.2 lentelé. Statistiniai duomenys

Nuodai
Gydymo metodas 1 1T 11T
Gt 0,31 0,45 0,46 0,43 0,36 0,29 0,40 0,23 0,22 0,21 0,18 0,23
Ga 0,82 1,10 0,88 0,72 0,92 0,61 0,49 1,24 0,30 0,37 0,38 0,29
G3 0,43 0,45 0,63 0,76 0,44 0,35 0,31 0,40 0,23 0,25 0,24 0,24
Gy 0,45 0,71 0,66 0,62 0,56 1,02 0,71 0,38 0,30 0,36 0,31 0,33

Atlike skai¢iavimus, gauname dispersinés analizés lentele.

2.2.3 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS E(MS)
A 0,9178 | 3 | 0,3059 | 02 + JKo?2
B 1,0249 | 2 | 0,5125 | o2+ mag
Ax B 0,2520 | 6 | 0,4200 | o2+ Ko%p
E 0,8004 | 36 | 0,0222 o2
T 2,9951 | 47 - -

Hipotezéms H 4, Hp ir H 4 p tikrinti gauname statistiky realizacijas : F)y = 13,76, Fp =
23,05 ir Fap = 1,89. Kadangi P{F5 36 > 13,76} = 3,9-1076, P{F 36 > 23,05} = 3,6-1077,
P{Fs 36 > 1,89} = 0,109, tai atmesti hipoteze H 4p néra pagrindo. Tuo tarpu hipotezé H 4
ir Hp atmetamos auksty reik§mingumo lygmeny kriterijais.

2.2.2 pavyzdys. Viena i§ dazniausiy anemijos priezasCiy yra gelezies trikumas organime.

Gelezies kiekis (gramais §imte gramy produkto) mésoje, pupose ir Zaliose darZzovése, virtose
aliumininiuose, moliniuose ir geleziniuose induose, pateikti lenteléje (kiekvieno produkto kiek-

viename inde paimta po keturis méginius).

2.2.4 lentelé. Statistiniai duomenys

Indo tipas
Aliumininis
Molinis
Gelezinis

Meésa
1,77 2,36 1,96 2,14
2,27 1,28 2,48 2,68
5,27 5,17 4,06 4,22

Pupos
2,40 2,17 2,41 2,34
2,41 2,43 2,57 2,48
3,69 3,43 3,84 3,72

Zalios darZoveés
1,03 1,53 1,07 1,30
1,55 0,79 1,68 1,82
2,45 2,99 2,80 2,92

Atlike skai¢iavimus, gauname dispersinés analizés lentele.

2.2.5 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS E(MS)
A 24,8940 | 2 | 12,4470 | 0% + JKo?
B 9,2969 | 2 | 4,6484 | o2+ mag
Ax B 2,6404 | 4 | 0,6601 | 02+ Ko%,
E 3,6425 | 27 | 0,1349 o2
T 40,4738 | 35 - -

Hipotezéms H 4, Hp ir H 4 p tikrinti gauname statistiky realizacijas : Flqu = 92,26, Fip =
34,46 ir Fap = 4,89. Kadangi P{Fb 27 > 92,26} = 8,5 10713, P{Fb 27 > 34,46} =
3,7-1078 P{Fy27 > 4,89} = 0,0043, tai hipotezés H4 ir Hp atmetamos, o hipotezé Hap

atmetama, jeigu kriterijaus reik§mingumo lygmuo virsija 0,0043.

2.2.4. Kontrasty analizé

Kaip ir vienfaktorés analizés atveju, jeigu hipotezés Ha, Hp, Hap neatmeta-
mos, tai analize galima baigti: visus stebéjimus galima sujungti j vieng didumo
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IJK imtj, gauta stebint a.d. Y ~ N(u, o2). Priefingu atveju analizé prate-
siama, siekiant i8skirti tokias faktoriy lygmeny rinkiniy grupes (suprantama, ju
turéty buti kuo maziau), kad grupiy viduje skirtumai tarp vidurkiy p,; buty
neesminiai. Skaidant j grupes, tikslinga naudoti turimg papildoma informacija
apie a.d. Yjj;. Jeigu tokios informacijos nepakanka, galima taikyti kontrasty
analizés S metoda arba T metoda.

Pavyzdziui, norédami nustatyti faktoriaus A lygmeny jtaka, nagrinéjame
kontrastus

I I I I
UJZZCiOZiZZci(ﬁi._ﬁ“):Zcm“ ZQ’:O.
i=1 =1 i=1 i=1
Kontrasto v jvertinys, jo dispersija ir dispersijos jvertinys yra
o d . A 2 d
lﬁ:;cz‘Yi.., V(w):JT(;Ci’ V(z/J):J—Kizzlci, s = MSg.

Naudojant S metoda (zr. 2.1.2 teorema), hipotezé H4 atmetama tada ir tik
tada, kai atsiranda kontrastas v, kad intervalas (2.1.14) neuZdengia 0. Sudarant
intervalus (2.1.14) reikia imti A? = (I — 1)F,(I — 1,1J(K —1)).

Taikant kontrasty palyginimo T metoda (7r. 2.1.4 teorema) poroms j; ir
K., imama v = IJ(K — 1), o fi; pakeiciamij fi;, =Y; .
Abu metodai leidzia isskirti kontrastus, atsakingus uz hipotezés atmetima.

2.2.5. Vieno stebéjimo langelyje atvejis

2.2.5.1. Adityvus modelis

Jeigu dvifaktoréje analizéje kartotinumo skaic¢ius K = 1, tai a.d. Y;; skaicius IJ
lygus nezinomy parametry p,; skai¢iui. Minimizuojant kvadaty suma SS(u),
gaunami vidurkiy jvertiniai fi;; = Y;; ir SSg = 0. Dispersijos jvertinys (2.2.6)
neapibréztas. Norint sumazinti nezinomy parametry skaiciy, reikia nagrinéti
siauresnj modelj. Tarsime, kad néra faktoriy A ir B sagveikos, t.y. visi v;; = 0.
Tokiu atveju vidurkiai p;; apraSomi adityviuoju modeliu:

uij:M+ai+ﬂja Zaizov Zﬂj:()?
i J

nezinomy parametry skaicius vidurkio i§raigkoje yra I + J — 1.

Kriterijai hipotezéms Ha : a3 = ... = ay, ir Hg : 1 = ... = B; = 0 tikrinti
sudaromi analogiSkai. Apibrézus kvadraty sumas SS4, SSp ir SSap pagal tas
pacias (2.2.8) formules (imant K = 1 visose formulése) 2.2.1 teoremos rezultatai
i8lieka teisingi. Kadangi negalima panaudoti SSSg = 0 kriterijams sudaryti, tai
kriterijai hipotezéms H 4 ir Hp tikrinti grindziami statistikomis
MSy P MSp

T MSus P T MS.s

Fy
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Hipotezés atmetamos reik§mingumo lygmens « kriterijais, kai atitinkamai ten-
kinamos nelygybés

Foa>F,(I-1,I-1)(J—1), Fg>F,(J—1,I-1)(J—-1)). (22.11)

Skaic¢iavimo rezultatus suraSome j lentele analogiska 2.2.1 lentelei. Ji skirsis
nuo 2.2.1 tuo, kad bus iSbraukta eiluté, atitinkanti faktoriy F; vietoje K jraSytas
1; prie raidziy Y nebus tagko, atitinkan¢io indeksa k; vietoje 02 5 bus jrasyta 0.

2.2.5.2. Modelio adityvumo hipotezés tikrinimas

Kriterijai (2.2.11) néra korektiski, jeigu yra faktoriy saveika, t.y. kai kurie 7;;
nelygiis nuliui. Kyla natiralus uzdavinys patikrinti hipotez¢ Hap : 7;; = 0
remiantis stebéjimais, kai K = 1.

Kaip adityviojo modelio alternatyva nagrinékime modelj (2.2.2), kuriame
faktoriy A ir B saveika tenkina lygybe v;; = va; 35, t.y.

I

I
Vi = ntai + 8+ + ey, Y =0, Y B;=0  (2212)
i=1 j=1

dian.a.d. e;; ~ N(0,0?).
Priémus tokia prielaida faktoriy saveikos nebuvimo hipotezé ekvivalenti hipote-
zei H,:v=0.

2.2.2 teorema. (Tjukio kriterijus). PaZymékime

ST 6 B:Y0)? o O
o T W R
226722555

SSap=»_ > (Yij =Y, =Y;+Y.)?, S8, =SS5~ 58S,
i g

Kai hipotezé H., teisinga, a. d. SS.,/o? ir SS1/o? yra nepriklausomi ir pa-
siskirste pagal chi kvadrato désnius su 1 ir IJ — I — J laisvés laipsniy. Tuo
remdamiesi sudarome kriterijy hipotezei H. tikrinti: hipotezé atmetama, kai

F,>F,(1, ] —1—.J), F,=88,J—1-.J)/SSy. (2.2.13)

Irodymas. I8 pradziy tarkime, kad a; ir 8; Zinomos konstantos, tenkinancios
salygas ), a; = Zj B; = 0. Tada turime tiesinj modelj, kuriame vidurkiai p;;
tiesiskai priklauso tiktai nuo dviejy nezinomy parametry p ir v. Minimizuodami
pagal y ir v kvadrating forma 3, > (Yijx — p — a; — B; — ya;3;)?, randame
parametro v maziausiyjy kvadraty jvertinj

o > Zj @i f3;Yi; N o?
e T\ T i)
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Jeigu hipotezé H., teisinga, tai santykis

_ 23 22 62 (EZZJ aifB;Yi;)?

2 2
X? = X*(a, B) o2 S o) a5

x*(1).

Taigi santykio X ? skirstinys nepriklauso nuo parametry «; ir B; reik8miy. Skirsti-
nys islieka toks pat, jei modelyje (2.2.12) parametrus o; ir 5; pakeistume kitais
parametrais o ir 37, tenkinanciais salygas >, o =0, >_, 87 = 0, nes

Zzaiﬁjym‘ = Zzaiﬁj(ym -Y, -Y;+Y),
P PR

oY — Y — Y_j + Y. skirstinys nepriklauso nuo parametry o ir Bj* reik§miy.
Maza to, santykio X2 skirstinys iSlieka toks pat, jei to santykio iSraiskoje o
ir B; pakeisime jvertiniais &; ir §;, surastais modelyje, kai nezinomi «; ir §;:
S8, (i3, 6uBYiy)?
o2 022 22 ,82
J

%

2 (1), (2.2.14)

=i

q; =
I8 tikryjy lygybes
Pos{X*(&,B) <z} = /Pa,ﬁ{X2(a*,ﬁ*) <ula=at, B =p"YdF, 5(a", B7)

=P p{X*(a*,8") <z} =Pap{X?*(a,8) <z} =P{xj <z},

bus jrodytos, jei parodysime, kad a.d. X 2( , 3*) nepriklauso nuo &; ir BJ Bet
tai isplaukia i to, kad X2(a*,B*) yra Y;;—Y; —Y;+Y. funkcija, &; yra V; —Y.

funkcija, ﬂj yra Y — Y funkcija, o remlantls 2.2.2 pastaba, atsitiktiniy dydziy
sistemos {Y; — Y. } {Y; =Y },{Y;; - Y, —Y; + Y } yra nepriklausomos.

Pagal 2.2.1 teorema
SSAB

ZOQZZ =Y = Y 4 Y2~ (= )T - 1)),

Nagrinékime isdéstyma

SSap SS SSap— 5SS SS. SSL
5 = 02”+ — T = 02” +—5 (2.2.15)

Lieka pasinaudoti tokia kvadratiniy formy nuo nepriklausomy normaliyjy
a.d. savybe. Tegu kvadratiné forma Q ~ Y%(v) ir Q = Q1 + Q2. Jeigu
Q1 ~ x%(v1), 0 Q2 neneigiama, tai Q2 ~ x*(v — v1) ir nepriklauso nuo Q;.
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Kadangi SSap/c? ~ x*((I —1)(J — 1)) ir 83, /0% ~ x*(1), lieka parodyti,
kad SSap — SS, > 0. Tai iSplaukia i§ Kosi nelygybés:

QoD ail ¥y = (30D @Yy — Vi =¥, + V) <

SIS a2 YOS (Y, - Vi -V 4 V)
i i g

Taigi SS1 /0% ~ x*(IJ — I — J) ir nepriklauso nuo S, /o2

2.2.5.3. Kontrasty analizé

Kontrasty analizé atliekama analogiskai, kaip ir kai K > 1. Pavyzdziui, tirdami
faktoriaus A lygmeny jtaks, nagrinéjame kontrastus

I I I I
w:ZCiai:Zci(ﬂi_ﬂ.)zzciﬂi.7 ZQ‘:O-
i=1 i=1 i=1 i=1
Kontrasto v jvertinys, jo dispersija ir dispersijos ivertinys yra
I 9 9 I
b=YaY, VW)=5Yd V@) =F>d 5 =Msap
i=1 i=1 i=1

Jei naudojamas S metodas, tai sudarant intervalus (2.1.17) reikia imti A? =
(I —1)F,(I —1,(I —1)(J —1)). Naudojant T metoda, sudarant intervalus
(2.1.20), reikia imti v = (I — 1)(J — 1).

2.2.3 pavyzdys. Atlickant dvifaktore dispersine analiz¢ su dviem pastoviais faktoriais ir
vienu stebéjimu lasteléje, turimi tokie stebiniai

2.2.6 lentele. Statistiniai duomenys

Ai | B1 | Bo | B3 | B4 | Bs | Bs | Br
Aq 164 172 177 178 163 163 150
As 177 197 184 196 177 193 179
As 168 167 187 177 144 176 146
Ay 156 161 169 181 165 172 141
As 172 180 179 184 166 176 169
Ag 196 190 197 191 178 178 183

Visy pirma taikydami Tjukio kriterijy patikrinsime modelio adityvumo hipoteze. Gau-
name,kad statistika F» jgijo reikdme 5,44. Jeigu modelio adityvumo prielaida teisinga, tai i
statistika turi FiSerio skirstinj su 1 ir 29 laisves laipsniais. Adityvumo hipotezé reik§mingumo
lygmens a = 0,02 kriterijumi neatmetama.

Atlike skai¢iavimus gauname dispersinés analizés lentele.

2.2.7 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS

A 3861,8 | 5 | 772,4

B 2596,0 6 432,7

Ax B 1624,3 | 30 | 54,1
P 3082,1 | 41 B
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Statistika Fu = MSa/MSap igijo reiksme 14,3, o statistika Fg = MSp/MSap —
reikSme 8,0. Hipotezés H 4 ir Hp yra atmetamos kriterijumi su gana aukstu reik§mingumo lyg-
meniu. Faktoriy A ir B jtaka vidurkiy kitimui galima apibudinti maZesniu parametry skai¢iu-
mi. Pavyzdziui, suskirs¢ius faktoriaus A lygmenis j dvi grupes (A2, Ag) ir (A1, As, A4, As),
o faktoriaus B lygmenis | tris grupes (B1, B2, Bg), (Bs, Ba) ir (Bs, Br), hipotezé, kad
grupiy viduje vidurkiai vienodi, neatmetama.

2.3. Dvifaktoré analize, kai stebéjimy skaic¢ius lan-
geliuose skirtingas

2.3.1. Statistinis modelis

Tarkime, kad a.d. Y skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A, kurio lygmenys
yra Ay, ..., Ay, ir nuo faktoriaus B, kurio lygmenys yra By, ..., By. Skirtingai nei
2.2.3 skyrelyje tarsime, kad stebéjimy skaicius Kj;;, kai faktoriy lygmenys yra A;
ir By, gali biti skirtingas, t.y. eksperimento planas gali buti nesubalansuotas.
Imties elementus Zymésime Y i3 k=1,...,K;;,1=1,...,1,j=1,...,J; i — fak-
toriaus A lygmens numeris, j — faktoriaus B lygmens numeris, k — kartotinumo
numeris; bendras stebéjimy skaicius n =), Zj K;;.

Imties elementai surasyti 2.3.1 lenteléje, o lenteléje 2.3.2 nurodyti jy kartoti-
numas langeliuose. Jei K;; = 0, tai 2.3.1 lentelés i-osios eilutés ir j-ojo stulpelio
sankirtoje esantj langelj reikia pakeisti tusciu.

2.3.1 lentelé. Imties elementai

7 1 j 7 5
1 Y111,...,Y11K11 Y1j17"'7Y1jK1j YlJl?""HJKlJ Yl“
{ Yor, - Yar, || Y, Yk, | oo | Y, Yk, | Y
I | Y, Yok, || Yo, Yoe, | oo | Yoo, Yigr,, | Y
> Y. Y, Y Y.

2.3.2 lentelé. Stebéjimy kartotinumas langeliuose

ij ] 1 .13 .- 1TJ %
1 KH Klj K1J Kl.
T | Kn | ... | Ky | ... | Kis | Kr
Z K‘l K,j K.J n

Dvifaktorés dispersinés analizés modelis:

Y;'jk = Hij + €ijk, k= 1, '~'7Kij7 1= 1, ...,I, j = 17 ceny J, (231)
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¢iau;;, +=1,..,1, j=1,..,J—nezinomiparametrai, e;;; —n.a.d. vienodai
pasiskirste pagal normalyjj désnj N (0, o?).

Taigi stebéjimy skirstiniai visiSkai nusakomi vidurkiais p;;,7 = 1,...,1,5 =

., J ir viena bendra dispersija 02. Jeigu kuriame nors langelyje (i, j) stebéjimy
skaicius K;; = 0, tai, nedarant jokiy prielaidy apie vidurkiy sarysj, parametras
i; negali biiti jvertintas.

Pazymékime @ = (6, ...,0,,)7 nezinomy parametry vektoriy, kuris gauna-
mas i§ vektoriaus gt = ({11, .., 4175 -y 4115 - fir7) L praleidus tuos vidurkius
tij, kuriems K;; = 0, ir tegu K;>0,i=1,...m, stebéjimy skaicius, atitinkan-
tis koordinate 6;; ¢ia m — netusciy langeliy skai¢ius. Tada n = >, K; =
Y Y Ky

Sujunge stebéjimus j viena bendra vektoriy

Y = (Vo Vg s oo Yot oo Y )75

Gia Yﬁ,...,Yl’}{l atitinka faktoriy A; ir B; reik8mes, kurioms 6; = p;;, modelj
(2.3.1) galima uZzraSyti matriciniu pavidalu

Y =A0+e, E(Y)=A40, V(Y)=0’I, e~ N,(0,0%I).

Matrica A turi n eiluciy ir m stulpeliy. Pirmosios K; eiluciy turi pavidalg
(1, 0,...,0); tolesnés K, eiluciy turi pavidalad (o, 1, ...,O), ir pagaliau paskuti-
niosios Km eiluciy turi pavidalg (0 0,...,1). Matrica AT A yra diagonalioji su
diagonaliniais elementais K7, ..., K,,; jos rangas Rang(AT A) =

2.3.2. Maiziausiyjy kvadraty jvertiniai
Parametry p;; MK jvertiniai fi;; gaunami minimizuojant kvadrating forma

J Kij

I
SS(0) = (Y — A0)" (Y — A0) = > > (Vijr — pij)*.

i=1 j=1 k=1
Ivertiniai fi;; randami tiems langeliams, kuriuose stebéjimy skaic¢ius K;; > 0.

Jie yra nepriklausomi ir normalieji:

2
g
Zm N(pijs 77)- (2.3.2)

’L] k=1 ¥}

Kadangi Y, (Vi — Yi;.)? ~ 02Xk, -1 kai Ky > 1,00 370, (Yije — Y;;.)%? =0,
kai K;; =1, tai Zi,j:KUZl(K — 1) = n — m, todél liekamoji kvadratlne forma

SSp= > > Yk = Yii)? ~ o (2.3.3)
i 7 k

Dispersijos jvertinys

SS s2(n —m)
s2 2 B _
7= _n—m_MSE’ o2

flij = ng

~ X2 (n —m). (2.3.4)
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2.3.3. Faktoriy jtakos apibudinimas

Norint suformuluoti pagrindines dispersinés analizés hipotezes, kaip ir pirmes-
niuose skyreliuose, reikia jvesti naujus parametrus, kurie apibudinty faktoriy A
ir B lygmeny jtaka atsitiktiniy dydZiy Y;;; skirstiniams.

Apibréziant naujus parametrus reikia atsizvelgti j tai, kad stebéjimy skaic¢ius
2.3.2 lentelés langeliuose gali buti skirtingas.

Kai planas subalansuotas populiacijos dalies, kurios faktoriaus A reik§mé lygi
A;, kintamojo Y vidurkis fi;, buvo apibréztas formule fi;, = % 23'121 iz, 0 bend-
ras visos populiacijos vidurkis formule i = 1577 p; = 4 S0, ijl fij-
Reik§meés A; jtaka nuokrypiui nuo bendrojo vidurkio, eliminavus faktoriaus B
itaka, apibudino skirtumas o; = ;. — [i. .-

Toks vidurkio fi;. ir nuokrypio «; apibrézimas naturalus, jei tarp populiacijos
elementy, kuriems A = A;, faktoriaus B reikSmes By,..., B pasiskirste vieno-
domis dalimis. Tada vidurkiams 1, . . . ;7 suteikiamas svoris 1/J. Analogiskai
buvo apibréziama faktoriaus B jtaka.

Kai planas nesubalansuotas, vidurkis ji;, daznai apibréziamas kaip svertinis
vidurkis

J
Hi. = ZWjMij§ (2.3.5)
j=1

¢ia w; = K j/n. Toks apibrézimas natiralus, jei tarp populiacijos elementy,
kuriems A = A;, faktoriaus B reik8meés By,..., B; pasiskir¢iusios dalimis wy =
Ki/n,., wy = K j/n, Z'j]:l w; = 1. Tada vidurkiams g1, ... psy suteikiami
svoriai wy, ...,wy.

Analogiskai populiacijos dalies, kuriai faktoriaus B reikSmé lygi B;, kinta-
mojo Y vidurkis

J
B = Zviuz‘j; (2.3.6)
i=1

¢ia v = Ki_/n, Zle v; = 1.
Bendras visy stebéjimy svertinis vidurkis apibréziamas lygybe

I J
o= ZZviwj,uij. (237)

i=1 j=1
Analogiskai subalansuoto plano atvejui faktoriy A ir B lygmeny A; ir B;

Liesioginei“ jtakai apibudinti jvedame parametrus

J
al:ﬂl_ﬁzzwjuw_u7 izl?"'7]7
j=1

I
Bj=ji;—p. = Z%‘Mz‘j o J=1.J (2.3.8)
=1
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Pagal savo apibrézima tai tiesiog skirtumai tarp a.d. Y vidurkio populiacijos
daliai, kuriai faktoriaus A reiksmé lygi A; (atitinkamai populiacijos daliai, kuriai
faktoriaus B reiksmé lygi B;) ir a.d. Y vidurkio visai populiacijai.

Apskritai, jei turima aprioriné informacija, kad, fiksavus A;, populiacijos
dalys, kurioms faktorius B jgyja reikSmes Bi,..., By (fiksavus Bj;, populiaci-
jos dalys, kurioms faktorius A jgyja reiksmes Aj,..., A;) santykiauja ne kaip
Ki/n,...,K j/n (atitinkamai Ky /n,...,K; /n), o, sakykime, kaip wq,...,w;
(atitinkamai vy, ..., vr) :

I J
v >0, w; >0, Y wi=1 Y w=1, (2.3.9)
i=1 j=1

tai vidurkiai fi;. ir fij, taip pat parametrai «; ir (3;, apibudinantys faktoriy
itaka, apibréziami tomis paciomis formulémis (2.3.5) — (2.3.8), tiktai naudojant
apriorinius svorius (2.3.9).

Subalansuoto plano parametrai o; ir 3; tenkino salygas 25:1 o; =0,
ijl B; = 0, kai planas nesubalansuotas, jie tenkina salygas

I

I J I J
ZUiOZi = Z Zviwjuij - /LZ'UZ = 0, ijﬁj = 0. (2310)
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1

Gauname tokj vidurkio p;; skaidinj j komponentes:
pig = p+ ai+ B + (pig — @i — B — p) =
p+ o+ B+ i (2.3.11)

Jeigu v;; = 0 su visais 4 ir j, tai galioja lygybeés
Hij :M—‘r()éi—‘rﬁj, 7;:1,...,], j: 1,...,J, (2312)

Turime adityvyjs model. Siame modelyje bet kurio faktoriaus lygmens poveikis
a.d. Y vidurkiui, kai kitas faktorius fiksuotas, nepriklauso nuo to fiksuoto
faktoriaus reikSmeés. Nezinomi parametrai, apibiidinantys vidurkio kitima, yra
o, i=1,...1; B, j=1,..,J. Iilygybiy (2.3.8) ir (2.3.10) isreiske, pavyzdziui,
ay ir B, gausime, kad modelis (2.3.11) nusakomas I+J—1 parametru: p; «;, @ =
1,.,1-1; 85, 5=1,...,J - 1.

Kai v;; # 0, tai bet kurio faktoriaus lygmens poveikis a.d. Y vidurkiui, kai
fiksuotas kitas faktorius, priklauso dar ir nuo to fiksuoto faktoriaus reikSmeés.
Taigi komponentés ~ apibudina faktoriy A ir B squeikg. Kartais ir pacius
parametrus y vadinsime faktoriy saveika.

Tiesiskai nepriklausomy komponenciy v;; skai¢ius yra (I —1)(J — 1), nes jos
tenkina salygas

I J
S vy =0, Vi=1..,J; Y wpy;=0, Vi=1,.1, (2.3.13)
i=1 j=1
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todél analogigkai 3.2.1 skyreliui visus 7;; galima iSreiksti v;;, kaii =1,...,7 —1
irj=1,..,J—1

2.3.1 pastaba. Svoriy sistema v; = K; /n ir w; = K j/n vadinama dazZnumine,
o svoriy sistema v; = 1/I, wj = 1/J — vienody svoriy sistema.

2.3.2 pastaba. Subalansuoty eksperimenty plany, kai stebéjimy skaiciai lange-
livose K;; = K > 1 yra vienodi, daZznuminiy ir lygiy svoriy sistemos sutampa.
Galime sakyti, kad 2.2 skyrelyje analize atlikome prie svoriy sistemos {v;}, {w;},
kai vy = 1/[7 wj = l/J

Naujy parametry terminais pagrindines dispersinés analizés hipotezes galima
suformuluoti analogiskai kaip pirmesniame skyrelyje.
Saveikos nebuvimo hipotezé

Hap:7vij=0, Vi=1,..,1, Yj=1,..J (2.3.14)

kuri yra ekvivalenti tvirtinimui, kad modelis yra adityvusis (2.3.11) pavidalo,
taip pat faktoriy A ir B jtakos nebuvimo hipotezés

Hi:a;=0, Yi=1,..,1, Hp:8;,=0, Vj=1,...J (2.3.15)

Hipotezés tikrinamos remiantis 1.3.2 teorema. Priminsime, kad kriterijus kuria-

mas tokiu bidu: randamas besalyginis kvadratinés formos SS(3) minimumas
SSg ir salyginis SS(8) minimumas SSgp su salyga, kad tikrinamoji hipotezé
H teisinga. Sprendimas priimamas palyginant SSgpy — SSg ir SSg.

Esminis skirtumas nuo subalansuoty plany yra tas, kad parametry jvertiniy
ir liekamosios kvadratinés formos suradimas, kai teisinga viena i§ suformuluoty
hipoteziy, yra kur kas sudétingesnis. Ivertiniai bendru atveju priklauso nuo
svoriy sistemos ir negalime jy uzraSyti iSreikstiniu pavidalu, o tenka apsiriboti
nurodant lygéiy sistema, kurios sprendiniais yra MK jvertiniai.

Intuityviai aisku, kad nepriklausomai nuo to, kokiu santykiu pasiskirste po-
puliacijos elementai pagal faktoriy A ir B reikSmes, tie faktoriai arba sgveikauja,
arba ne. Taigi saveikos buvimas arba nebuvimas, neturéty priklausyti nuo
parenkamos svoriy sistemos. Sj samprotavimag pagrindzia toliau jrodoma teo-
rema. Ji pravers tikrinant faktoriy jtakos nebuvimo hipoteze.

2.3.1 teorema. (Sefés). 1. Jeigu kokios nors svoriy {v;}, {w;} sistemos visos
saveikos v;; lygios 0, tai jos lygios 0 ir esant bet kuriai kitai svoriy sistemai.

2. Jeigu visi v;; = 0, tal efekty «; ir 3; palyginimo kontrastai nepriklauso nuo
svoriy sistemos.

Irodymas. 1. Tarkime, kad kai yra svoriy {v;}, {w;} sistema, visos saveikos
vi; = 0. Tada turime adityvyjj modelj

pij = p+ ai + Bj. (2.3.16)

Tegu {v)}, {wf} kita svoriy sistema v) > 0,3, 0) =1, w§ > 0,22 w) =1,
kai turime vidurkio p;; déstinj (2.3.12)

pij = 1+ af + B + ;. (2.3.17)
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Istate i (2.3.6), (2.3.7) ir (2.3.9) (kuriose visi parametrai perrasyti su virsu-
tiniu indeksu °, vidurkio (2.3.16) israiskas, gauname

PO =33 0wl = p 4> vlai + > wlp;,
i g i j
a? =u+a;+ ijoﬂj —pl=a; — Zv?ai7 (2.3.18)
j i

By =p+) vlai+ B -’ =B~ ) wib;.
i J
Irage Sias iSraiskas j (2.3.17), gauname

Vo = pij — 10— o) = B = pij — p— i = B = 0;

tiarémeémes (2.3.16) lygybe. Taigi visos saveikos ~{;, kai svoriy sistema {v}, {w9},
lygios 0.

2. Remiantis (2.3.18) galima tvirtinti, kad parametrai «; ir §; gali skirtis
nuo o ir A9 tik konstanta: af = o; +a, B = f; + b. Todél kontrastai

1/J cha - Zczaw 1/) ZC ﬂo ZC;‘Bj
J

sutampa, nes >, ¢; =0, >, ¢; =0. A

2.3.4. Faktoriy sgveikos nebuvimo hipotezés tikrinimas

Faktoriy sgveikos nebuvimo hipotez¢ Hap : v;; = 0, Vi = 1,...,1, 5 =1,...,J,
yra ekvivalenti tvirtinimui, kad modelis yra adityvusis:

HABIﬂij:ﬂ+ai+6j, izl,...,I, jzl,,J (2319)

Naudojant dispersinés analizés modelj (2.3.1), 2.3.1 skyrelyje (zr. (2.3.3))
buvo rastas besalyginis kvadratinés formos S.5(0), priklausan¢ios nuo nezinomuy
parametry f;;, minimumas SSg, kurj naudosime kriterijaus statistikos vardik-
lyje:

,N

1j

I
S5 = Z DO Vige = Yy ~ 02X, (2.3.20)

1 j=1k=1

o>~
Il

¢ia m — skaiCius ty 2.3.2 lentelés langeliy, kuriuose K;; > 0.
Kvadratinés formos SS(0) salyginis minimumas SSgg , ,, kai teisinga hipotezé
H 4 p, randamas minimizuojant pagal u, a;, §; kvadrating forma

ZZ Z(Yijk —p—ai—B5)? (2.3.21)
ik
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kai parametrai o; ir §; susieti tokiomis sglygomis

I J
D wiai =0, Y w;f;=0; (2.3.22)
i=1 j=1

I J
Z'UZ':ZWJ':]., UiZO, w]'ZO.
i=1 j=1

Tsreiske i§ Cla, pavyzdziui, «y ir By, ir, istate i (2.3.21), gausime kvadrati-
ne formg SS(n) nuo (I + J — 1)-maéio parametro n = (171, ...,0r47-1)7 =

T
(,U, Ay, .., 1, ﬁh ceey BJ—I) .
Tada ieskomasis kvadratinés formos minimumas yra

SSpi,, = minSS(n) = SS(A).
n

Remiantis 1.3.2 teorema galima tvirtinti, kad kai hipotezé H 4p teisinga, skirtu-
mas SSap = SSgw,, — SSE nepriklauso nuo SSg ir yra pasiskirstes kaip a.d.

o 2X?n—I—J+1'
Teskant parametro m jvertinio 7), reikia spresti I + J — 1 lyg¢iy sistema

ATAnp=A"Y,

kuri gaunama diferencijuojant SS(n) pagal parametrus n;, i = 1,....,1 + J —
1. Matricos A iSraiska gana gremézdiska ir ji nepateikiama. Tuo labiau kad,
pasinaudojus 2.3.2 teorema, pakanka spresti paprastesne tiesiniy lygéiy sistema,
kurioje lyg¢iy skai¢ius yra lygus min( — 1, J — 1).

2.3.2 teorema. 1. Kvadratinés formos SS(n) minimumag SSgy ,, galima ap-
skaiciuoti tokiu budu

SSpH.s =3 D Y Yo = Gidi =Y Y3 /K, (2.3.23)
i 7 k [ i

cia
KijY,;
gi = }/z - %7
0 &, ...,&y_1 yra lygéiy sistemos

ci1d1—|—...—|—c@1_1€y1_1 =G;, i=1,...,1—1,

KKy KoKy
ci = I — Z %, Ciit = — %, i A7, (2.3.24)
j -J -J

sprendinys; & = 0.
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2. Kvadratinés formos SS(n) minimuma SSgp ,,, galima apskaiciuoti ir kitu
budu

SSemay =3 D O Y2 =3 MH;B - Y2/K,, (2.3.25)

cia KV
7
0 Bl, ...,BJ,l yra lygciy sistemos
bjlﬁl-‘,-...—‘y-bj,J,lBJ,l =H;, j=1,...,J-1, (2.3.26)
K K;; K K;; ) )
bjj =K _27;{ Loobyp =) — GFT
i . i .

sprendinys; By =0.

Irodymas. 1. Diferencijuodami kvadratine forma (2.3.21) parametry p, o, 5;
atzvilgiu ir prilyging iSvestines 0, gauname normaliyjy lygciy sistema MK jverti-
niams fi, &;, 5; rasti (Zyméjimai tie patys kaip 2.3.1 ir 2.3.2 lentelése):

nji + Zszz + ZK.ij =Y.,
i J

Kipi+Kidi+Y Kyfj=Y,, i=1..1, (2.3.27)
J

K+ ZKz‘j@i + KB =Y, j=1,..,J

Si lygéiy sistema yra iSsigimusi ir turi be galo daug sprendiniy. I3 tikryjy,
sudéje vidurines I arba paskutines J lyg¢iy, gauname pirmaja lygti. Taciau,
remiantis 1.2.1 teorema, galima tvirtinti, kad kvadratinés formos (2.3.21) mini-
mumas yra toks pat su bet kuriuo sistemos (2.3.27) sprendiniu ir, naudojantis
(1.4.2), gali buti uzrasytas tokiu pavidalu:

SSEH., = ZZZYz‘jk(Yzjk — =& = Bj) =
i 7k

Z Z Z}/zik —pY. - Z&i}/i.. - ZBij.7 (2.3.28)
i 7 k i j

Ga ;44,0 =1,...,1; Bj,j =1,...,J, yra kuris nors sistemos (2.3.27) sprendinys.

Jei teisinga hipotezé Hp, tai pagal 2.3.1 teorema bet kuris kontrastas
nepriklauso nuo svoriy v;, w; sistemos, todél kiekvienas (2.3.27) sistemos spren-
dinys, kai naudojama viena svoriy sistema, yra Sios sistemos sprendinys, kai
naudojama kita svoriy sistema. Taigi norint rasti kvadratinés formos SS(n)
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minimuma SSgm,,, uztenka imti kokia nors svoriy sistema, rasti bent viena
(2.3.27) sistemos sprendinj ir pasinaudoti formule (2.3.28).

Sistema (2.3.27) lengviausia spresti imant svoriy sistema v1 = -+ = vy_1 =
wy = -+ =wy_1 =0, vy = wy = 1. Tada pagal (2.3.6) u = urs ir pagal
(2.3.7) bei (2.3.9) oy = prg — p =0, By = 0. Taigi tereikia jvertinti I + J — 1
parametra pu,a1,...,a7-1,51,...,87-1, todél lygéiy sistemoje (2.3.27) imame
I—1ir J—1 vietoje I ir J.

Is paskutiniyjy (2.3.27) sistemos lyg¢iy isreiske Bj:

B = [YQJ . Klj > K (2.3.20)

ir, istate Sias iSraigkas j vidurinigsias lygtis, gauname lygciy sistema

Y., 1
Kifit Kidi+ ) Kij | 325 == 5= > Kijow | =Yi,, i=1.,1-1,
j -J Jg

kurig galime uZrasyti naudodami teoremos formuluotés zyméjimus:

Ka—z ZK}SJ G =Gi, i=1,..,1—1.
4 7 :

Tai ir yra lyg¢iy sistema (2.3.24).

Istate B]- iSraiska (2.3.29) j (2.3.28), jsitikiname, kad SSgg,, turi (2.3.23)
pavidala.

2. Irodoma analogiskai. I$ viduriniyjy (2.3.27) sistemos lygciy iSreiskiame
&; ir jstatome j paskutiniasias lygtis. Gauname lygéiy sistema (2.3.26). Gautas
& iSraiskas jstate j (2.3.28), jsitikiname, kad SSgp,, turi ir (2.3.25) pavidala.
A

Grijztame prie hipotezés H 4 g tikrinimo. Remdamiesi 1.3.2 teorema ir panau-
doje gautas liekamyjy kvadraty sumy iSraiskas (2.3.20) ir (2.3.24) arba (2.3.25)
gauname, kad hipotezé H4p atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai

(SSeHAs —S5E)(Rn—m) _ MSap
(m—-—I—-J+4+1)SSg MSg

>F,(m—I—-J+1,n—m).

(2.3.30)
Matome, kad netusciy langeliy skai¢ius m lenteléje 2.3.2 turi tenkinti nelygybe
m>14+J—1.

Fyup=

2.3.3 pastaba. Jeigu eksperimenty planas subalansuotas ir K;; = K > 1 su
visais i = 1,..., T ir j = 1,..., J, tai i§ lygciy sistemos (2.3.24) imdami vienodus
svorius, ir naudodami salyga >, a; = 0, gauname jvertinius

G =Y =Y.,
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ir kvadratiné forma

SSeru = Y (Vi =Y. )+KY > (Vi —V; —V,;+Y.)? = SSp+SSas
i j ok i g
sutampa su gautaja 2.2.3 skyrelyje.

2.3.5. Faktoriy jtakos nebuvimo hipotezés adityviajame
modelyje tikrinimas

Nagrinékime adityvyji model:
Ejk :,uij+eijka k= 17"'7Kija izly"'717 .]: 1aa']a

paklaidos e;;x yran. a. d., turintys normalyjj skirstinj e; 5 ~ N (0, 0?), o vidurkiai
pi; tenkina tiesinj modelj (2.3.21):

I

J
pig=pt o+ B, Y via; =0, > wiB=0; (2.3.31)
i=1 j=1

¢ia {v;} ir {w;} — kokios nors svoriy sistemos, tenkinancios (2.3.5) salygas.
Pagrindinés dispersinés analizés hipotezeés

HAIOq:...:OzI, HBZﬂlz...:ﬁJ (2332)

yra faktoriy A ir B jtakos nebuvimo hipotezés.
Kriterijy vél kuriame remdamiesi 1.3.2 teorema. Besalyginj kvadratinés for-

mos
DD Wik —n—ai— By (2.3.33)

minimuma modeliui (2.3.31), kurj naudosime kriterijaus statistikos vardiklyje,
suradome 2.3.2 teoremoje, nes, kaip jau buvo pazymeéta, jis sutampa su kvadrati-
nés formos SS(n) minimumu SSgp, ,, kurio israiska pateikta formulése (2.3.23)
arba (2.3.25).

Lieka rasti salyginj kvadratinés formos (2.3.33) minimuma, kai teisinga hipo-
tezé H4 arba Hp.

2.3.3 teorema. Kvadratinés formos (2.3.33) salyginis minimumas, kai teisinga
hipotezé Hp, yra
SSpmp = Z Z Z(Yz‘jk -Y.)% (2.3.34)
i j k

o salyginis minimumas, kai teisinga hipotezé Hy4, yra

SSEHA = Z Z Z()/ijk - Yj.)Q; (2335)
i3 k
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da Y, ir )7] yra atitinkamai 2.3.1 lentelés i-osios eilutés ir j-ojo stulpelio
stebéjimy aritmetiniai vidurkiai

Tariama, kad kiekvienoje eilutéje ir kiekviename stulpelyje yra nors po viena
stebéjima, t.y. K; >0, K ; > 0.

Jeigu hipotezés H 4 arba Hp teisingos, tai surastosios statistikos atitinkamai
turi tokius skirstinius

SSemy ~0*X2_ 5, SSpm, ~ o X% (2.3.36)

Irodymas. Turime

SSepH, = min ZZZ(Yijk*H*aifﬂj)z:H}Li_HZZZ(Ejk*Mi)Q,
i j ok ik

Moo, B5=0

(2.3.37)
jeigu pazymesime p; = p+ «;, ¢ = 1,...,1. Esant teisingai hipotezei Hp,
stebéjimai, suraSyti 2.3.1 lentelés i-oje eilutéje, turi vienodus vidurkius p; =
E(Yijk), Vk = 1,...,K;;, ir Vj = 1,...,J. Taigi 2.3.1 lentel¢ galima traktuoti
kaip viefaktorés dispersinés analizés stebéjimy 2.1.1 lentele. Skirtumas tik tas,
kad steb¢jimai kitaip sunumeruoti ir bendras i-osios eilutés stebéjimy skaicius
yra K; (vietoje J; 2.1.1 lenteléje). Todél salyginis minimumas SSgpy, sutampa
su besalyginiu minimumu, surastu 2.1.1 skyrelyje (buvo Zymimas SSg), atlikus
atitinkamus 7Zyméjimy pakeitimus. Gauname israiska (2.3.35).

Analogiskai, kai teisinga hipotezé H 4, visi stebéjimai, surasyti 2.3.1 lentelés
j-ame stulpelyje, turi vienodus vidurkius E(Y;x) = p; = p+8;, Vb =1, ..., K ,
ir Vo = 1,...,1. Taigi 2.3.1 lentelés duomenis galime traktuoti kaip duomenis
vienfaktorés dispersinés analizés schemoje, kurioje faktoriaus lygmeny skaicius
yra J, o stebéjimy skaicius, kai yra faktoriaus j-asis lygmuo, yra K ;, j =
1,...,J. Salyginis kvadratinés formos minimumas sutampa su besalyginiu kvad-
ratinés formos minimumu tokioje vienfaktorés dispersinés analizés schemoje.
Gauname formule (2.3.35).

Tvirtinimai (2.3.36) sutampa su atitinkamais 2.1.1 skyrelio tvirtinimais miné-
tose vienfaktorés dispersinés analizés schemose. A

Grjztame prie hipoteziy H, ir Hp tikrinimo. Remdamiesi 1.3.2 teorema
sudarome statistikas

(SSEH, — SSEHAR) (N —1—J +1)

Fa= :
4 (I=1)SSgm.,

(SSEHB — SSEHAB)(H—I— J+ 1)
Fr— ; 2.3.38
B (J —1)SSEm., (2:3.38)

¢ia SSgm,, imame i§ 2.3.2 teoremos (formulés (2.3.23) arba (2.3.25)).
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Hipotezés H 4 arba Hp atmetamos reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
atitinkamai teisingos nelygybeés

Fa>F,(I-1,n—1-J+1), Fg>F,(J-1,n—-T-J+1). (2.3.39)
Jeigu hipotezé H 4 arba Hp atmetama, tai, ieSkant kontrasty, kurie atsakingi

uZ hipotezés atmetima, galima naudoti S metoda.
Nagrinékime kontrasta

J J
v=) B D oe=0
Jj=1 Jj=1
Jo MK jvertinys
J-1
Y= Z CiPj = cTﬁy
j=1

a3 = (Bl, cey B,],l)T yra lygéiy sistemos (2.3.26) sprendinys; ¢ = (c1, ...,cy_1)%.

Pazymékime B = [bi;](j—1)x(s—1) lyg¢iy sistemos (2.3.26) pagrinding ma-
tricg ir H = (Hyq,...,Hs_1)T — atsitiktinj vektoriy, sudaryta i3 de§inéje lygéiy
sistemos (2.3.26) paraSyty atsitiktiniy dydziy. Tada lygciy sistema (2.3.26) ga-
lime uzra8yti matriciniu pavidalu

B3=H, (3=B 'H.
Tiesiogiai jsitikiname, kad a.v. H kovariaciné matrica V (H) = 02 B. Todél
V(B)=0c’B7!, V() =c2c"B e
Dispersijos o2 jvertiniu imdami
62 =35"=8SpH,,/(n—1—J+1)
gauname kontrasto v jvertinio 1/; dispersijos jvertinj
V(@) =s*c"B e (2.3.40)
Sudarant pasikliovimo intervalus (2.1.14) reikia imti
A= (J-1)F,(J—-1,n—1—J+1).
Analogiskai tiriame kontrastus, skirtus palyginti faktoriaus A lygmeny jtaka.

2.3.3 pastaba. Praktigkai (2.3.31) adityvusis modelis yra svarbus dél tokiy
priezasCiy. Jeigu modelis neadityvusis, tai parametry, aprasanciy vidurkius,
skaicius yra IJ. Norint juos visus jvertinti, reikia turéti bent po vieng stebéjima
kiekviename lentelés 2.3.1 langelyje ir pakartotinius stebéjimus nors viename
langelyje, kad buty galima jvertinti dispersija. Taigi butinas minimalus stebéjimy
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skaiCius yra ne mazesnis uz IJ+1. Kartais i§ principo negalima atlikti stebéjimuy
prie visy faktoriy A ir B lygmeny rinkiniy (A;, B;). Be to, toks eksperimentas
gali buti praktiskai negalimas dél laiko ar 1é8y stokos, jeigu eksperimentai yra
brangis arba jiems atlikti reikia daug laiko. Adityviajame modelyje vidurkio
kitimg nusako 7+J—1 parametras. Tinkamai planuojant eksperimentg adityvia-
jame modelyje reikalingas butinas eksperimenty skaicius yra daug maZzesnis ir
palyginamas su I + J. Tada 2.3.1 lentelés dauguma langeliy bus tusti ir tik
kai kurie langeliai bus uzpildyti matavimais. Tokie eksperimenty planai vadi-
nami nepilnais planais. Detaliau nepilni eksperimenty planai nagrinéjami 3.8
skyrelyje.

2.3.6. Faktoriy jtakos nebuvimo hipotezés neadityviajame
modelyje tikrinimas

Nagrinésime neadityvyji models:
Yijk = ij +eijr, k=1, K, 1=1,..,1, j=1,..J,
arba pavidalo
Yijk=p+a,+8; +vj+ejw, k=1,.,K; i=1..,I j=1,.J

Atsizvelgiant j salygas (2.3.10) ir (2.3.13), abiem atvejais neZinomy parametry,
apraSanciy vidurkiy kitima skai¢ius yra I.J.
Tikrinsime faktoriy A ir B lygmeny jtakos nebuvimo hipotezes

HA:Oq:...:Oé[:O, HB:ﬂlz...:ﬂJZO,

nedarydami jokiy prielaidy apie parametrus v;;, iSskyrus salyga (2.3.13). Jeigu
nors vienas 2.3.1 lentelés langelis yra tuscias, tai negalime jvertinti visy parametry
i Tai reiSkia, kad negalime daryti iSvady apie visus parametrus «; arba f3;.
Todél tarsime, kad visi 2.3.1 lentelés langeliai yra uzpildyti, t.y. K;; > 1, Vi =
1,..,1,5=1,...,J.

Besalyginis kvadratinés formos

Z Z Z(Yz‘jk —pu—o;— B — '72']')2 = Z Z Z(Y;jk — /Lij)Q (2.3.41)
i j ok ik
minimumas surastas 2.3.4 skyrelyje (zr. (2.3.3)):

SSp =YY (Vi —Yy)? (2.3.42)
7 7 k

Kad SSg nebitity lygi 0, reikia kad nors viename 2.3.1 lentelés langelyje bity
pakartotini stebéjimai. Tada galima jvertinti dispersija o2:
~92 2 SSE

SSE ~ a?y? =42 = = MSg. 2.3.43
E~O0 Xn-1Js O S n_1J E ( )
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Remiantis 1.3.2 teorema, tikrinant hipoteze H 4, reikia rasti salyginj kvadra-
tinés formos (2.3.41) minimuma SSgm,, kai teisinga hipotezé H 4, ir skirtuma
SSa4=SSgn, —SSE. Statistikos 5S4 skirstinys nepriklauso nuo SSg ir, jeigu
H 4 teisinga, tai

SSa ~a*x3_,. (2.3.44)

Analogigkai, tikrinant hipoteze Hp, reikia rasti salyginj (2.3.41) minimuma
SSEemy, kai Hp teisinga, ir skirtuma SSp = SSgm, — SSE. Statistikos SSp
skirstinys nepriklauso nuo SSg ir, jeigu Hp teisinga, tai

SSp ~a?x% . (2.3.45)

2.3.4 teorema. 1. Statistikag SS4 galima apskai¢iuoti Sitaip:

I
SSa =Y 0i(a; —a)* (2.3.46)

J I I
IEDNETNENEES ot S 30 30
j=1 i=1 i=1

2. Stamsmk@ SSp galima apskaiciuoti taip:

J
SSB = an(i)j - 6)2; (2347)
j=1
I R I B J
m =D /Kyt b= e, b= b/ Y ;.
i=1 i=1 j=1 j=1

Irodymas. 1. Remsimés 2.1.1 pastaba, pagal kuria
SS4 = wmax, (2.3.48)

Cia 1/3,2,“” yra normuoty kontrasty jvertiniy kvadraty maksimumas:

P2 = max{t)? 1 ¢ = Zczaz, Zcz—o V(@) = o2} (2.3.49)

i=1
Nagrinékime kontrasta
T I
DS 3l) )
i=1 i=1 j=1

Jo MK jvertinys ir jvertinio dispersija yra
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Pazyméje
J
di = Z Wy Z /KU 7

ir atsizvelge i (2.3.49), gauname, kad, ieskant SS4 = zpmax, reikia maksimizuoti

I
)= Zci&i (2.3.50)
i=1
parenkant cq, ..., ¢ taip, kad jie tenkinty apribojimus
I
Zcz =0, Y (c}/6;)=1. (2.3.51)
=1

Remiantis Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metodu, reikia maksimizuoti

1 1 1
f= Zcidi - M Zci — A2 Z(c?/&i).
i=1 i=1 i=1

Diferencijuodami pagal ¢; ir prilygine iSvestines 0, gauname lyg¢iy sistemag

3f (& .
di — A —2do— =0, i=1,..1
8ci a 1 29i 0 1

Issprende ¢; atzvilgiu ir naudodami (2.3.51) lygybes galime eliminuoti para-
metrus Ap ir Ag:

_ 0i(a; — A1) B
cp = . , 1=1,...,1;

I I I
ZC; Zez(&z Al):Oﬁklzd:(Zﬁldz/)Zﬁz,

i=1 i=1 i=1
I 02 1 I

A (b — - - 1/2

; : (%)2;9( a)?=1=2\= {Ze a)%}

Galutinai gauname

ci /{Ze a)?y?, i=1,..,1

Gautasias iSraiskas jstatome j (2.3.50). Gauname
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Tokiu buidu,
I
5S4 =92, = Z@(di —a)%
i=1

2. Irodoma analogiskai, nagrinéjant kontrasta

J

J I
b= ciBi =D (O viy).
j=1

=1 i=1

Griztame prie hipoteziy H4 ir Hp tikrinimo. Remdamiesi 1.3.2 teorema
apibréziame statistikas
(n—IJ)SSA MS 4 (n—IJ)SSB MSp

= = F: = . 2.2
Fa (I-1)SSg  MSg® 77 (J-1)SSg  MSg (2:3.52)

Hipotezés H 4 arba Hp atmetamos reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai
atitinkamai patenkintos nelygybés

Fy>F,(I-1,n—-1J), Fg>F,(J—-1n-1J). (2.3.53)
Jei hipotezé H,4 atmetama, tai kontrasty, skirty palyginti faktoriaus A lygme-
nis, analizei galima pritaikyti S metoda. Kontrasto

J I

Y= Zciai = ZCZ(Z wjpij) = Zciai

i=1 =1 Jj=1 i=1

jivertinys ir jvertinio dispersijos jvertinys yra

I I
R o SSE
_ . _ 2 29 2 _ _
S 1221 ciay,, V()=s g (c;/0:), s°= —17 = MSg.

i=1

Sudarant pasikliovimo intervalus (2.1.17) reikia imti A% = (I — 1)F,(I —1,n —
LJ).

Analogigkai nagrinéjame kontrastus, skirtus faktoriaus B lygmenims paly-
ginti.

2.3.4 pastaba. Gautosios kvadraty sumos (2.3.46) ir (2.3.47) priklauso nuo
parinktos svoriy sistemos {v;}, {w;}. Pavyzdziui, naudojant lygiy svoriy sistema
v; =1/I, w; =1/J, formuléje (2.3.46) imama
ai =Y Yii[J, 0:i=J/> (1/Kjj).
J J

Jeigu svoriy sistema daznuminé, t.y. v; = K; /n, w; = K ;j/n, tai

i J



68 2 SKYRIUS. DISPERSINE ANALIZE

Jeigu eksperimenty planas subalansuotas ir K;; = K > 1, tai abiejy svoriy
sistemy atveju

Kvadraty suma (2.3.46) yra

I
SSa=JK> (V; —Y.)?

=1

ir sutampa su ta, kuri gauta 2.2.1 teoremoje.

2.3.1 pavyzdys. Eksperimente hibridinius Ziurkiukus maitino hibridinés ziurkiy patelés.
2.3.3 lenteléje (2.3.1 lentelés analogas) pateikti ziurkiuky svoriai praéjus 28 dienoms nuo gi-
mimo. Siame eksperimente faktorius A yra maitinancios Ziurkés genotipas, o faktorius B —
ziurkiuky vados genotipas.

2.3.3 lentelé. Stebéjimo duomenys

ij | B1 B S

A | 61,5:68,2;64,0,65,0;59,7 | 37,0;36,3;68,0 159,7
Az | 55,0;42,0560,2 56,3;69,8;67,0 350,3
As | 52,5:61,8;49,5:52,7 39,6:46,0;61,3;55,3:55,7 | 474,4
Ag | 42,0;54,0561,0;48,2;39,6 | 50,0;43,8;54,5 393,1
S| 936,9 740,6 16775

Stebéjimy skaiciai langeliuose yra skirtingi. Jie pateikti 2.3.4 lenteléje (2.3.2 lentelés analo-
gas).

2.3.4 lentelé. Stebéjimy skaidiai

ij ] 1] 2 ]>
T 5] 3] 8
2 [ 31]3|6
30415 |9
4 15| 3|38
S [ 17 | 14 | 31

I5 pradziy patikrinsime modelio adityvumo hipoteze. Pagal (2.3.20) apskaifiuojame SSg =
1725,25 (laisvés laipsniy skai¢ius n —m = 23). Kadangi J < I, tai kvadraty suma SSgpg, 5
randame pagal (2.3.26). Lyg¢iy sistema (2.3.26) susideda tik i§ vienos lygties. Randame
H1 = 17,91, b1 = 7,47 ir B1 = 2,396. Kvadraty suma SSEm,p = 2427,39. Pagal (2.3.30)
randame Fap = 3,12. Jeigu hipotezé H 4p teisinga, tai Fap turi FiSerio skirstinj su 3 ir 23
laisvés laipsniais. Gauname, kad P reik§mé, t.y. P{F3 23 > 3,12} = 0,0457. Hipotezé Hap
atmetama, jeigu kriterijaus reik§mingumo lygmuo a > 0,0457.

Patikrinsime hipotezes H, ir Hp dél faktoriy A ir B jtakos.

Pradzioje tarsime, kad modelis adityvusis. Pagal (2.3.34) ir (2.3.35) apskai¢iuojame
statistiky SSgg , ir SSEH, realizacijas ir skirtumus SSgpy , —SSEH, 5 = 420,250, SSEH, —
SSgm,p = 42,907. Pagal (2.3.38) randame, kad statistikos F4 ir Fp jgijo atitinkamai
reik§mes 1,428 ir 0,272. Jeigu H 4 ir H p teisingos ir teisinga adityvumo prielaida, tai statistikos
F4 ir F'g turi FiSerio skirstinius atitinkamai su laisveés laipsniy skaiciais 3; 26 ir 1; 26. Hipotezes
atmesti néra pagrindo, nes P reiksmés: P{F3 26 > 1,5} = 0,238, P{Fi 26 > 0,460} = 0,504.

Kadangi adityvumo prielaida kelia abejoniy, tai patikrinsime tas pacias hipotezes nedary-
dami adityvumo prielaidos. Minéjome, kad tokiu atveju atsakymas i§ dalies priklauso nuo
parinktos svoriy sistemos.

Pirmiausia parinkime lygiy svoriy sistema v; = 1/1, w; = 1/J. Pagal formules (2.3.46) ir
(2.3.47) randame statistiky SS4 ir SSp realizacijas. Gauname SS4 = 311,50, SSp = 20,47.
Remdamiesi (2.3.52) apskaitiuojame statistiky F4 ir Fp realizacijas.
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Gauname F4 = 311,50 -23/(3-1725,25) = 1,384 ir Fg = 0,273. Hipoteziy atmesti néra
pagrindo; P reik§més atitinkamai yra 0,273 ir 0,606.

Parinke daznuminius svorius v; = K;. /n, w; = K j/n, analogi§kai randame F4 = 1,390

ir Fp = 0,662. Hipoteziy atmesti néra pagrindo.

2.4. Vienfaktoreé dispersine analize, kai faktorius
atsitiktinis
2.4.1. Statistinis modelis

Skyrelyje 2.1.1 nagrinétas dispersinés analizés, kai faktorius pastovus, modelis
}/74 :Mi+€ij7 221,,I, jzlv"'7Jia

naudojamas, kai faktoriaus A lygmenys parenkami eksperimentatoriaus ir imtys
imamos i§ populiacijy, turiné¢iy fiksuotus faktoriaus lygmenis Aq,... A;. Eks-
perimento tikslas yra palyginti ty populiacijy pozymio Y vidurkius. Pagrindi-
nis uzdavinys: patikrinti hipoteze Hy : p1 = --- = py, kad, eliminavus atsi-
tiktines paklaidas, pozymio Y reik§més buty vienodos su visomis I faktoriaus
reik§meémis.

Dispersinés analizés, kai faktorius atsitiktinis, modelis naudojamas, kai keli
faktoriaus lygmenys parenkami atsitiktinad i§ visy galimy lygmeny aibés ir no-
rima padaryti bendresnes i§vadas apie visus galimus faktoriaus lygmenis, o ne
tik apie parinktus eksperimento metu.

Dispersinés analizés su atsitiktiniais faktoriais modelis turi ta pacia
forma
Yij:XZ-—i—eij? j:L...,Ji, ’i:l,...7I7

tiktai komponentés X1, ..., X; Siame modelyje interpretuojamos kaip vienodai
pasiskirste nepriklausomi a.d. N(u,0%), tariant, kad e;; ~ N(0,0?%) nepriklau-
somi tarpusavyje ir nepriklauso nuo a.d. X, ..., XJ.

Pagrindinis uzdavinys: jsitikinti, ar, eliminavus atsitiktines paklaidas, poZy-
mio Y reik§més buty vienodos imant visas galimas faktoriaus reik§mes, o ne tik
naudotas eksperimente. Tai ekvivalentu teiginiui Ha : 0% = 0.

Modeliy su fiksuotais ir atsitiktiniais faktoriais skirtumus paaigkinsime pavyz-
dziais.

2.4.1 pavyzdys. Tarkime, kad eksperimento tikslas yra palyginti i§ penkiy konkre¢iy mede-
lyno viety A1, Az, A3, Ag ir As paimty sodinuky augimo tempus. Imama po kelis sodinukus
i§ kiekvienos vietos, jie pasodinami vienoje vietoje ir po mety pamatuojamas jy prieaugis.
Prieaugj nusako dvi komponentés: jis gali priklausyti nuo séklos daiginimo vietos, be to, nuo
atsitiktinés komponentés, nes netgi vienoje vietoje daiginti sodinukai auga nevienodai, turi

paveldéty skirtumy. Siuo atveju naudojamas modelis su fiksuotais faktoriais: faktoriaus A
reik§més yra fiksuotos ir lyginamas tiktai tose penkiose vietose daiginty sodinuky augimas.

Modelis su atsitiktiniais faktoriais yra naudojamas, jei norima jsitikinti, ar apskritai augi-
mas priklauso nuo sodinuko daiginimo vietos. Tuo atveju atsitiktinai parenkamos kelios mede-

lyno vietos ir po kelis sodinukus i§ kiekvienos vietos.
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2.4.2 pavyzdys. Jei tikslas yra palyginti trijose konkreciose gamyklose pagamininty "Sony"
televizoriy patikimuma, naudojamas modelis su fiksuotais faktoriais. Jei norima jsitikinti, ar
Sios markés televizoriy patikimumas apskritai nepriklauso nuo pagaminimo vietos, naudojamas

modelis su atsitiktiniais faktoriais.

2.4.3 pavyzdys. Tarkime, i§ gaminiy aibés atsitiktinai atrenkame I gaminiy ir J; karty
pamatuojamos (su galima atsitiktine paklaida) i-ojo gaminio parametro X reik§més. Tada
Y;; yra matavimo rezultatas, gautas su paklaida e;; pamatavus i-ojo gaminio parametro X
reik§me X;.

Analizés tikslas néra ty keliy eksperimente dalyvavusiy gaminiy palyginimas, o tech-
nologinio proceso, kuris generuoja nagrinéjama parametra, apibidinimas, t.y. parametro
reik§miy sklaidos nustatymas visy gaminiy, kurie galéjo biiti pagaminti analogiSkomis saly-
gomis, aibéje.

Modelyje su fiksuotais faktoriais (I modelyje) Y;; skirstinius visiskai nusako

I vidurkiy g1, ..., 7 ir viena bendra dispersija 02, o modelyje su atsitiktiniais

faktoriais (IT modelyje) — vienas bendras vidurkis x ir dvi dispersijos 2 ir o2.

Taigi visus paskutinio modelio uzdavinius galima formuluoti parametry u, 0%, o2
terminais.

Kitas Siy modeliy skirtumas yra tas, kad II modelio atsitiktiniai dydZziai Y;;
ir ;s yra priklausomi net kai j # j”:

o4 +0? kai i=1i, j=7j,
Cov (Y;',j7 Yi/j’) = 0—,247 kai = i/a J #j/v
0, kai i#4.

2.4.2. Parametry jvertiniai ir hipoteziy tikrinimas

2.4.2.1 Kvadraty sumuy skirstiniai

Tarsime, kad J; = J su visais i. Apibrézkime kvadraty sumas kaip ir I modelyje:

1 J 1
SSp = Y (Vy-Yi)’, SSa=J) (Y, -Y.)"

i=1j=1 i=1

2.4.1 teorema. Kvadraty sumos SSg ir SS 4 yra nepriklausomos ir turi tokius
skirstinius

SS SS
?E ~2(I(J - 1)), T; ~x:(I-1), =02+ Jo%. (2.4.1)

Irodymas. [raSykime j SSg ir S5 a.d. Y;; i8raikas

Gauname

SSp =Y (ej—e.)% SSa=JY (Zi+e. -2 —e)
i g i
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Kvadratinés formos SS4 ir SSg yra nepriklausomos, nes pagal prielaidas
a. d., Zymimi skirtingomis raidémis, yra nepriklausomi, o a.d. e;; —¢€;. ir &y —€_,
i, 7 =1,...1, j=1,...,J, yra nekoreliuoti.

Kadangi e;; ~ N(0,0?), tai vidurinioji SSg suma yra pasiskirs¢iusi kaip
a.d. x%_,, padaugintas i§ o?; todél SSp ~ 02x%(‘]71). A.d. Z; +e; yra
nepriklausomi ir vienodai pasiskirste pagal N(0,0% + 0%/J). Gauname

SSp ~ 0 Xi(y_1),  SSa~J(o%h + 0%/ T)x] 1,

o tai ekvivalentu (2.4.1). A

2.4.1 i¥vada Pazymékime vidutines kvadraty sumas MSs = SS4/(I — 1) ir
MSE' = SSE/(I(J — 1)) Tada

o2M S,

~FI-1,1(J -1 E(MSg) =0% E(MS,) =712
MSnor 1 go7) ~ FU LI~ 1), B(MSg)=0® B(MSs) =7

Remdamiesi i§vada, standartiniu budu galime tikrinti hipotezes apie parametry
o?ir 12, 6% = 0?/(0? + Jo?) ir v? = 0% /o? reikimes ir sudaryti jy pasikliovimo
intervalus.

Surae skaifiavimo rezultatus j dispersinés analizés lentele, matome, kad ji
skiriasi nuo 2.1.2 lentelés tik paskutiniuoju stulpeliu.

2.4.1 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS =2S5S/v E(MS)
A SSa I-1 MSa o2+ Jo% =712
E SSgk 1(J - 1) MSg o?
T SST =554+ SSg n—1 — —

2.4.2.2 Faktoriaus jtakos nebuvimo hipotezés tikrinimas

Priminsime, kad pagrindiné dispersinés analizés su atsitiktiniu faktoriumi hipotezé
yra Hy : 0% = 0. Jei teisinga §i hipotez¢, tai pagal 2.4.1 igvada

 MS,
T MSg

Fy

pasiskirs¢iusi pagal FiSerio désnj su I — 1 ir I(J — 1) laisvés laipsniy.
Hipotezé H,4 atmetama reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga
nelygybé

Foa>F,(I-1,I(J-1)). (2.4.2)
Kriterijaus galios funkcija
M
Blo%) = PIA2A & py (1 - 1,1)(J — D)o}
MSg

o2+ Jo?
———AF,(I-1,I1(J - 1))}

=P{F;_1,10-1) >
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iSreigskiama centrinio Fi8erio skirstinio pasiskirstymo funkcija. Taigi abiejuose
modeliuose hipotezei H 4 tikrinti ir statistika F'a, ir kritiné sritis yra tos pacios,
tik I modelyje kriterijaus galia iSreiSkiama necentriniu FiSerio skirstiniu, o II
modelyje — centriniu FiSerio skirstiniu.

2.4.2.3 Parametry vertinimas

Nepaslinktaji dispersijos komponentés % jvertinj gauname remdamiesi 2.4.1
lentelés paskutiniuoju stulpeliu:

R MSA—MSE R 2 T4 0'4
2 _ 2y _ 2
747 Viod) = 7 (I NI A

Apytikslj pasikliovimo intervalag gauname aproksimuodami normaliuoju arba
Figerio skirstiniu (zr. (2.5 skyrelj)). Vidurkio p jvertiniu naturalu imti visy
stebéjimy aritmetinj vidurkj

7_2

=Y = Z +é. ~ Ny, —).
p=Y =p+Z +e. (1, 77)

Kadangi 4 ir SS4 yra nepriklausomi, tai iSvadas apie vidurkj galima daryti
remiantis sarySiu

\/ﬁ\‘/‘]\%; ~ S(I—1). (2.4.3)

2.4.4 pavyzdys. Po 10 karty buvo iSmatuotos 9 atsitiktinai paimty kineskopy uzdaranciosios
itampos reik§més. Gauti rezultatai surasyti j pateikiama lentele.

2.4.2 lentelé. Statistiniai duomenys

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
53 | 54 | 56 | 54 | 55 | 53 | 56 | 55 | 59 | 54
48 | 48 | 47 | 50 | 51 | 48 | 47 | 48 | 50 | 47
62 | 65 | 62 | 66 | 62 | 61 | 63 | 62 | 64 | 61
56 | 55 | 54 | 57 | 55 | 56 | 55 | 53 | 57 | 50
68 | 67 | 70 | 68 | 68 | 67 | 67 | 68 | 70 | 68
55 | 564 | 59 | 54 | 56 | 54 | 55 | 58 | 54 | 53
53 | 54 | 53 | 54 | 53 | 53 | 52 | 53 | 54 | 52
52 | 50 | 50 | 55 | 53 | 51 | 51 | 49 | 55 | 49
66 | 65 | 67 | 65 | 66 | 65 | 66 | 68 | 66 | 68

© oo ok W=

Atlike skai¢iavimus, gauname tokia dispersinés analizés lentele.
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2.4.3 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS E(MS)
A 3729,6 | 8 | 466,2 | o2 + 1003
E 218,0 | 81 | 2,69 o?
T 3947,6

Statistika F'4 jgijo reik§me 173,31. Hipotezé H 4 atmetama auksSto reikSmingumo lygmens
kriterijumi. Darome i§vada, kad kineskopai néra identiSki, o uzdaranciosios jtampos sklaida
oi yra gana didelé, palyginti ja su matavimo paklaidos dispersija 2.

Tagkiniai parametry jverdiai yra 62 = MSg = 2,69; 6% = (MS4 — MSg)/10 = 46, 35;
p=Y. =57,22.

Sudarome parametry pasikliovimo intervalus, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0,95. Rem-
damiesi (2.4.3) ir 2.4.1 teorema gauname: (u;f) = (51,97;62,47); (¢2;52) = (2,02;3,76).
Dispersijos komponentés 0124 apytikslis pasikliovimo intervalas, gautas aproksimuojant FiSerio

skirstiniu (zr. (2.5.9)), yra (¢%;53%) = (21,00; 170, 83).

2.5. Dvifaktoreé dispersine analize, kai faktoriai
atsitiktiniai
2.5.1. Statistinis modelis

Atsitiktinio faktoriaus savoka nagrinéjome atlikdami vienfaktore dispersine
analize. Pateiksime keletg situacijy, kurioms duomeny analizei naudojama dvi-
faktoré analizé su dviem atsitiktiniais faktoriais.

2.5.1 pavyzdys. Psichologas sudaré 10 skirtingy testy. Atsakant j testo klausimus fiksuoja-
mas teisingy atsakymuy skaicius. Psichologas mano, kad teisingy atsakymuy skaicius Y galéty
priklausyti nuo testy atlikimo eilés (faktorius A), administratoriaus (faktorius B), pateikian¢io
testus ir paaig§kinancio jy pildymo tvarka, ir nuo faktoriy A ir B nepriklausandiy kity neZzinomy
nestebimy atsitiktiniy faktoriy. Psichologas atsitiktinai parenka keturias testy pateikimo
tvarkas ir keturis administratorius, kuriy kiekvienas keturioms zmoniy grupéms po penkis
7mones kiekvienoje pateikia testus skirtinga tvarka (taigi grupiy yra Sesiolika). Abu faktoriai

yra atsitiktiniai.

2.5.2 pavyzdys. Tarkime, kad televizoriy konkretaus parametro reikSmeés kiekvienu ma-
tavimo prietaisu matuojamos su galima sistemine paklaida ir visiems prietaisams vienoda
atsitiktine paklaida. Taigi pamatuota parametro reik§mé Y gali priklausyti nuo televizoriaus
ir matavimo prietaiso numeriy (faktoriai A ir B) bei nuo atsitiktinés matavimo paklaidos. At-
sitiktinai parinkime I gaminiy, J matavimo prietaisy ir kiekviena gaminj matuokime kiekvienu

matavimo prietaisu po K karty. Abu faktoriai A ir B yra atsitiktiniai.

Abiejy pavyzdziy atveju gauname modelj Y = g(A, B) + e; ¢ia g yra reali
atsitiktiniy faktoriy funkcija, e — nulinio vidurkio atsitiktinis dydis, nepriklau-
santis nuo g(A, B). Atsitiktinis dydis X = g(A, B) apibudina faktoriy A ir B
itaka tiriamam pozymiui Y.

Tarsime, kad faktoriai A ir B yra nepriklausomi. Tai naturali prielaida:
pirmame pavyzdyje administratoriai ir testy pildymo tvarka, antrajame — tele-
vizoriai ir matavimo prietaisai parenkami nepriklausomai vienas nuo kito.
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Pazymékime
M:EQ(A7B)7 g(Aa):E(g(AaB)‘A)v g(vB):E(g(AaB”B)
Gauname
X =p+(9(A.) —p)+ (9, B) —p) + (9(A,B) —g(4,.) —g(., B) + n) =

=p+a(A)+b(B)+c(A,B).

Akivaizdu, kad
E(a(A)) = E(b(B)) = E(c(A, B)) = 0.

Dispersijas pazymékime
V(a(A)) = 0%, V(b(B) =0, VI(c(A B))=04p Vlie)=o"

Visi nariai a(A), b(B) ir c¢(A, B) nekoreliuoti. I8 tikryjy, kadangi faktoriai
nepriklausomi, tai a(A) ir b(B) nekoreliuotumas akivaizdus. Pasinaudoje ly-
gybe Ea(A) = 0 ir salyginio vidurkio savybémis, gauname

Cov (a(A),c(A, B)) = E{a(A)[g(A, B) — g(A,.) —g(., B) + pl} =

E{a(A)Elg(4, B) - g(4, )| A]} = 0.

Atsitiktiniai dydziai a(A) ir b(B) daZnai vadinami pagrindiniais faktoriais. At-
sitiktinis dydis a(A) yra salyginio vidurkio E(Y|A) = E(X|A) nuokrypis nuo
vidurkio E(Y) = E(X) = pu. Siuo pozitriu jis apibudina faktoriaus A jtaka
tirlamam poZymiui. Jei teisinga hipotezé Hy : 0% = 0, tai E(Y|A) = p,
t.y. salyginiai vidurkiai E(Y|A) nepriklauso nuo A. Si hipotezé yra hipotezés
Hp @ pp = -+- = pg, nagrinétos dispersinéje analizéje su fiksuotais faktoriais,
analogas. Analogitkai interpretuojamas a.d. b(B) ir hipotezé Hp : 0% = 0.

Jei faktoriaus A reikimé fiksuota, tai faktoriaus B jtaka pozymio Y skirs-
tiniui apibidinancio a.d. X = p+a(A)+b(B)+c(A, B) reikimeé priklauso ne tik-
tai nuo B, bet ir nuo tos fiksuotos faktoriaus A reiksmes, jei ¢(A, B) # 0. Taigi
narys c(A, B) apibiidina faktoriy squeikg. Jei teisinga hipotezé Hap : 045 = 0,
tai faktoriy sgveikos néra. Si hipotezé yra hipotezés Hap : 7;; = 0, nagrinétos
dispersinéje analizéje su fiksuotais faktoriais, analogas.

Atsitiktinj I faktoriaus A ir J faktoriaus B lygmeny parinkimg galime inter-
pretuoti kaip didumo [ ir J paprastyjy iméiy Ay, ..., Ay ir By, ..., By parinkima.
Taigi nagrinésime toliau apibrézta modelj.

Dvifaktorés dispersinés analizés su atsitiktiniais faktoriais modelis:
Yije = p+a; +bj + cij + €iji, (25.1)
i=1,.,1, j=1,...J, k=1,.,K;
¢ia visi démenys

a; = (l(Ai)7 bj = b(BJ), Cij = C(Ai7 Bj)7 €ijk
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yra nulinio vidurkio nekoreliuoti atsitiktiniai dydziai.
Jeigu priimsime papildomg prielaida, kad a.d. a;, bj, ¢;j, €55, yra normalieji:

Qg ~ N(O7Ui)a bj ~ N(O,O’2B), Cij ~ N(O70-1243)7 €ijk N(0702)a

tai visi nariai yra nepriklausomi ir modelj visiskai nusako vidurkis p ir keturios
: P 2 2 2 2
dispersijos 0%, 03, 045, 0°.

Stebéjimy Y;;;, kovariacijos yra tokio pavidalo:

o4+ o5 +oip+o? kai i=i, j=j, k=Fk,

o4 +tos+oig, kai i=i, j=j, k#kK,
Cov(mjka)/i’j/k’): 0',247 kai i:i/v j?’éjl7

ok, kai iAd, j=74,

0, kai i£i, j#j.

2.5.2. Kvadraty sumuy skirstiniai

Kvadraty sumas SS,4, SSp ir SS4p apibrézkime kaip ir modelyje, kuriame fak-
toriai pastovis (zr. (2.2.8) formules). Vietoje Yj;i jraSykime (2.5.1) iSraiskas.
Gauname

SSa=JKY (Yi. =Y. )?=JK> (6;—a +6& —¢.+é&._ —¢.),

505 = K S0, VeV Y
i
—KZZ(CU G —C;+C. +e —&. —e,+e )
i
SSp =23 > Wik —¥iy) =3 D (ein — &i)".
i J ok i j ok

2.5.1 teorema. Kvadraty sumos SSa,S5Sp,SSap,SSE yra nepriklausomos ir
turi tokius skirstinius

5SS~ (02 + KO’%B + JKUZ)Xil, SSp ~ (02 +K01243 + IK02B)X‘2]71,

SSap ~ (02 + Koap)X{r_1y(s-1y» SSE ~ 0 XFsk_1)- (2.5.2)

Irodymas. Visos keturios kvadraty sumos sukomponuotos i tokiy a.d. sis-
temy: {a; —a}; {b; —b}; {¢i. —c. }, {c;—¢ }, {cij—c —c;+¢. }; {e. —¢e .},
{e; —e. },{ej;—e. —ej+e_}, {eix—€;; }. Kadangia.d. Zzymimi skirtingomis
raidémis yra nepriklausomi, tai tereikia jsitikinti, kad a.d. sistemos, sudarytos
i§ vienodomis raidémis Zzymimy a. d., yra tarpusavyje nepriklausomos.
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Kadangi e;j;, ~ N(0,0?) yra vienodai pasiskirste n. a.d., tai remiantis 2.2.2
pastaba galima tvirtinti, kad a.d. sistemos {&; —e& .}, {e; —e .}, {€; —&. —
€j. +ée.}, {eijr — €; . } yra nepriklausomos.

A.d. ¢;; ~ N(0,0%p) yra vienodai pasiskirste n.a.d., todél vél, remiantis
2.2.2 pastaba (imant K = 1), galima tvirtinti, kad a.d. sistemos {¢; — ¢},
{¢; —c }, {cij. — & — ¢ ; + ¢.} yra nepriklausomos.

Taigi kvadraty sumos SS4, SSg,SSaB, SSE yra nepriklausomos.

Kvadraty suma apibudinanti atsitiktines paklaidas SSg tokiu pat budu kaip
ir I modelyje, priklauso tik nuo a.d. e;jx, todél, kaip ir 2.2.1 teoremoje, SSg ~
0—2X%J(K—l)‘

Pazyméje vienodai pasiskirséiusius n.a.d. Z; = a; + ¢;. + &;.. ~ N(0, ai +
o0%5/J +0%/JK), gauname

2
SSa=JKY (2= 2)* ~ JK(o% + ZA2 4 TNt

Analogiskai gauname SSp ~ (02 4+ Ko% 5 + IKo%)x5_,.
Teskodami SS4p skirstinio prisiminkime dvifaktorés dispersinés analizés I
modelj. 2.2.1 teoremoje jrodyta, kad i§ lygybés

Yij. = p+ai+ B +vij + &y, Eij. ~ N(0,0°/K),

isplaukia, kad K 3, > (Vi — Y, —Y; +Y )2~ 02X%I—1)(J—1);A,q37 Aap =
?KQ 2 Ej Yig -

Kai faktoriai atsitiktiniai, pazyméje¢ U;; = c;; + €;5., gausime modelj
Uij:0+Uij, UZJNN(O, 0'1243+0'2/K).

Siame modelyje vietoje )7,] ir &5 yra Ui, p = a; = Bj = 75 = 0, o vietoje
o? figiuruoja KJiB + 0%, Taigi SSap = K>, Zj(Uij —-U;, —U; + U)? ~
(0% + KoAp)X{r-1)(s-1))> nes Aap = 0.

A

2.5.3. Parametry jvertiniai ir hipoteziy tikrinimas

2.5.3.1. Dispersinés analizés lentelé

Pazymékime
584 _ SSp
MSy =27, MSp=-""
SSap SSE
MSyp = —A8 MGy =—"F
Sz I-1)(J—-1) L IJ(K —1)

Tada §iy vidutiniy kvadraty sumy vidurkiai yra lygus daugikliams, parasytiems
(2.5.2) formulése prie§ atitinkamus y? atsitiktinius dyd#ius.

Skai¢iavimo rezultatus suraSome j dispersinés analizés lentele
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2.5.1 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius | SS v MS =5S/v E(MS)
A SS4 I-1 MSa 0?2+ Koy + JKo}
B SSp J—1 MSp 02+ Ko+ 1Ko
AXxXB SSap (I—l)(J—l) MSap 0‘2+K0'1243
E SSk I J(K-1) MSg o?
T SSt IJK-1 - -

Matome, kad §i lentelé skiriasi nuo 2.2.1 lentelés tik paskutiniuoju stulpeliu.
Kadangi kiekviena kvadraty suma tenkina salyga

SS

515~ 2(v), (2.5.3)

tai i§ ¢ia standartiniu budu galime gauti bet kurio parametro, pateikto 2.5.1
lentelés paskutiniajame stulpelyje, pasikliovimo intervala, arba sudaryti kri-
terijus hipotezéms apie Siy parametry reikSmes tikrinti. Pasirinke bet kuriy
dviejy skirtingy trupmeny MS/E(MS) santykius, gausime Figerio skirstinius su
atitinkamais laisvés laipsniy skai¢iais, jragytais 2.5.1 lentelés 3 stulpelyje. Taigi
galime daryti korektiskas i§vadas apie bet kuriuos parametrus, kurie gaunami
imant bet kuriy dviejy skirtingy 2.5.1 lentelés paskutiniojo stulpelio reiskiniy
santykius.

2.5.3.2. Faktoriy jtakos ir saveikos nebuvimo hipoteziy tikrinimas

Hipotezéms Hy : 0% =0, Hp:0% =0ir Hap : 0% = 0 tikrinti pasirenkamos

statistikos MS MS MS

A B AB
Fy = , = "B pup= . 2.5.4
AT MSis B~ MSis AB = NS, (2.5.4)

Kai atitinkama hipotezé teisinga, tai i§ (2.5.2) gauname, kad Sie santykiai turi
centrinius FiSerio skirstinius su atitinkamais laisvés laipsniy skaiciais. Hipotezés
atmetamos reik§mingumo lygmens « kriterijais, kai atitinkamai yra tenkinamos
nelygybeés

Fa>Fo(I=1, I =1)(J=1), Fp>F,(J—1, (I-1)(J-1)),
Fap > Fo(I=1)(J = 1), IJ(K —1)). (2.5.5)

Jeigu suformuluotos hipotezés neteisingos, tai santykiai (2.5.4) skiriasi nuo
centriniy Figerio a. d. tik daugikliu. Todél §iame modelyje kriterijy galia isreiskia-
ma centriniy FiSerio skirstiniy pasiskirstymo funkcijomis. PavyzdZziui, tikrinant
hipoteze H 4, kriterijaus galios funkcija

MSa

VSay > Fo,(I—1,(I1-1)(J—1))|0%}

Blo?) = P{

o? + Ko p F (I —1,(I-1)(J—-1))}.

{Fr_1,-n@-1 > 02+ Koip+ JKo}

Galios funkcija artéja prie 1, kai santykis JKo? /(0% + Ko?z) artéja i oo.
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2.5.3.3. Parametry vertinimas

Parametro p nepaslinktasis jvertinys yra

_ 2

2 2 2
~ N O'A O'B O'AB ag
p=Y. N(u, ST+ A+ ) (2.5.6)

o dispersijos komponenéiy nepaslinktuosius jvertinius gauname remdamiesi 2.5.1
lentelés paskutiniuoju stulpeliu:

o _ MSi—MSap o _ MSp— MSas
A — TK ’ B — IK )
MSap — MS
64p = % 62 = MSp. (2.5.7)

Pasiréme tuo, kad kvadratinés formos yra nepriklausomos, i§ (2.5.2) gauname

oy 2 ((E(MSA)? (E(MSap))?
V(6%) = 2K ( ]_f (I—l)(j;B— 1))7
o 2 ((B(MSp)? . (E(MSap))?
Vo= s (B ()
o 2 [ (E(MSap))® | (E(MSg))?
V(UAB)—ﬁ ((1_1)(JB_ 1) + IJ(K—El) > 258

Pazymésime, kad V (6%) arba V(6%) artéja prie O tik tada, kai atitinkamai
I — oo arba J — oo. ISraigkomis (2.5.8) galima naudotis planuojant eksperi-
menta: taip parinkti I, J, K, kad dominancios dispersijos komponentés buty
jvertinamos reikiamu tikslumu.

Naudodamiesi (2.5.6), (2.5.8) ir taikydami normaliaja aproksimacija galime
sudaryti apytikslius parametry p, 0%, 0%, 0% pasikliovimo intervalus. Tiks-
lesnius dispersijos komponendiy pasikliovimo intervalus gauname aproksimuo-
dami FiSerio skirstiniu.

Tarkime, S5, ir S5 yra tokios nepriklausomos kvadraty sumos, kad S5,
pasiskirsc¢iusi kaip (¢+¢)X31 , 0 855 —kaip 1/))(12,2. Apytikslis parametro ¢ pasi-
kliovimo intervalas (p, @), kai pasikliovimo lygmuo @ = 1—2«, aproksimuojant
Fiserio skirstiniu yra tokio pavidalo (zr. [SEF]):

oS (2 )
p=MS, (FFa(oo, v)—1-— FFa(;’ - (1 - ?ZE: Zi;)) . (25.9)

¢ia F= MS,/MSs, 0 F,(v1,00) = x2(11)/v1, Fo(oo,v1) = v1/x3_,,(v1).

Pateiktuoju intervalu galime naudotis ieskodami parametry o%, 0%, 0%p
apytiksliy pasikliovimo intervaly, taip pat intervaliniu budu vertindami dis-
persijos komponentes kitose schemose. PavyzdZiui, vertinant komponente 0%
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(2.5.9) formulése reikia jrasyti p = JKo%, ¥ = 0>+ Ko4g,vi =1 —1, vy =
(I=1)(J = 1), SS1 = S5, S5 = SSap.

Jeigu turime po vieng stebéjimg kiekvienam faktoriy lygmeny rinkiniui, t.y.
K =1, tai sumg SSg atitinkantis laisvés laipsniy skai¢ius lygus 0. Todél negali-
me jvertinti dispersijos komponentés o2 ir patikrinti hipotezés Hp. Visos kitos
isvados lieka teisingos su ta isimtimi, kad negalima atskirai jvertinti o2 ir 0% 5,
galima daryti isvadas tik apie suma o2 + 0% 5.

2.5.3 pavyzdys Tarkime, kad 2.4.4 pavyzdyje matavimai gauti tokiu bidu. Atsitiktinai

atrinkty 9 kineskopy (faktorius A) uzdaranciosios jtampos buvo matuojamos po K = 2 kar-

tus atsitiktinai atrinktais 5 matavimo prietaisais (faktorius B). Matavimo rezultatai pateikti

2.4.2 lenteléje. Pirmuose dviejuose stulpeliuose yra matavimo rezultatai, gauti matuojant pir-

muoju prietaisu; kituose dviejuose stulpeliuose — antruoju prietaisu ir pagaliau paskutiniuose

dviejuose stulpeliuose — penktuoju prietaisu. Tarsime, kad abu faktoriai yra atsitiktiniai.
Atlike skai¢iavimus, gauname tokia dispersinés analizés lentele.

2.5.2 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS E(MS)
A 37296 | 8 | 4662 | 02 + 2055 + 10021
B 9,56 4 | 2,39 | 02+20%, +180%
AxB 54,44 | 32 | 1,70 02 +20%
E 154 45 | 3,42 o2
T 3947,6

Statistikos Fap ir Fp igijo atitinkamai reik§mes 0,50 ir 1,4. Atmesti hipotezes Hsp ir
Hp néra pagrindo. Tuo labiau kad taSkiniai parametry 01245 ir 0125, iver¢iai, apskai¢iuoti pagal
(2.5.7) formules, jgijo neigiamas reik§mes. Tai gali nutikti daznai, jeigu kuri nors dispersijos
komponenté lygi 0 arba maza, palyginti su kitomis komponentémis. Tokiu atveju rekomen-
duojama dispersinés analizés lenteléje pakeisti tokias komponentes 0 ir sujungti tas dispersinés
analizés eilutes, kuriy po tokio pakeitimo E(M S) sutampa. Atlike tokj keitima 2.5.2 lenteléje,
gausime vienfaktorés dispersinés analizés 2.4.3 lentele.

Pazymeésime, kad salygiskai suskirstéme vienfaktorés dispersinés analizés 2.4.2 lentelés
duomenis j penkias grupes, todél MSg, MSp ir MS,sp faktiskai yra tos pacios paklaidos
dispersijos jverc¢iai. Tgq ir patvirtina gauti rezultatai.

2.6. Misrusis dvifaktoreés dispersinées analizes mo-
delis

2.6.1. Statistinis modelis

Dvifaktoré dispersiné analizé vadinama misrigja, jei vienas faktorius yra pasto-
vus, o kitas — atsitiktinis.

Dvifaktorés misriosios dispersinés analizés modelio forma nesiskiria nuo dvi-
faktorés dispersines analizés modeliy su fiksuotais (modelis I) ir atsitiktiniais
(modelis IT) faktoriais:

Yijk = p+ a; + by + cij + e (2.6.1)

Pateiksime pavyzdziy.
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2.6.1 pavyzdys. Tiriant protinio aktyvumo (faktorius A) jtaka kraujui cirkuliuoti smegenyse
(pozymis Y'), eksperimento dalyviai atliko matematikos (A = A1), perskaityto teksto supra-
timo (A = Ap) ir istorijos (A = As) testus. Eksperimentatorius mané, kad jtaka pozymio Y’
skirstiniui galéty turéti ir mokiniy klasés (faktorius B) parinkimas. Todél atsitiktinai buvo
parinktos Sesios (J = 6) penktoky klasés. Kiekvienos klasés mokiniai atliko minétus tris
(I = 3) testus. Po testy buvo matuojamas kraujo cirkuliavimo smegenyse lygis. Faktorius A
yra fiksuotas, faktorius B — atsitiktinis.

2.6.2 pavyzdys. Sakykime, gaminys apibtidinamas atsitiktiniu parametry vektoriumi X =
(X1, ..., X1)T. Jeigu faktoriaus A lygmenimis laikysime parametry numerius, tai §io faktoriaus
reik§meés fiksuotos. Atsitiktinai atrenkame J gaminiy (atsitiktinis faktorius B) ir su galima

paklaida matuojame kiekviena jy parametra po K karty.

Nagrinédami abu pavyzdzius gauname, kad, fiksavus faktoriaus A reiksme
A;, gaunamas modelis Y; = X; + e;; ¢la X; = g;(B) yra reali atsitiktinio fakto-
riaus B funkcija, e; — nulinio vidurkio atsitiktinis dydis, nepriklausantis nuo X;.
Atsitiktinis dydis X; = g;(B) apibudina faktoriaus B jtaka tiriamam poZymiui
Y, kai fiksuota faktoriaus A reik§mé A;.

Pazymeékime

~l

1 I
pi = BY, = Bgi(B), g(B) =13 Xi= 1Y ai(B). 5 =Eg(B) =

I
Zﬂi-
Gauname

Xi =bi(B) =p+ (1 —p) + (g(B) — p) + (9:(B) — pi — g(B) + )
= p+ a; +b(B) + ¢;(B).

Akivaizdu, kad

E(b(B)) =E(¢(B)) =0, i=1,..,1; Za = Zc = 0.

Atsitiktiniy dydziy b(B), c¢1(B),...,c;(B) kovariacijos isreiskiamos a.v. X =
(X1,...,X)7T, X; = ¢;(B), kovariacinés matricos ¥ = [oy#]7x; elementais
Ot = Cov (Xi,Xi/)t

0% =V (b(B)

Il
Qi
Q
NN
o)
|
=
£
=
|
S
I
[\)
N
+
Qi

Cov (b(B), Cl(B)) =0, — 5'”, Cov (01(3)7 CZ/(B)) =04 —0; —04 +0..
(2.6.2)
Atsitiktin} J faktoriaus B lygmeny parinkimg galima interpretuoti kaip di-
dumo J paprastosios imties Bi, ..., B; parinkima. Taigi nagrinésime toliau
apibrézta modelj.

Misrusis dvifaktorés dispersinés analizés modelis:

Y;'jk: =pu+o;+ bj + i + €ijk, bj = b(Bj)7 Cij = CZ(BJ) (263)
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i=1,..,1, j=1,.,J, k=1,., K;

¢ia a.v. (b, cij,-., clj)T skirstinys yra daugiamatis normalusis, turintis nulinj
vidurkiy vektoriy ir kovariacijas (2.6.2) (su skirtingais j Sie vektoriai nepri-
klausomi), o atsitiktinés matavimo paklaidos e;j; ~ N(0,0?) nepriklausomos
tarpusavyje ir nepriklauso nuo iy vektoriy.

Parametrai o ir atsitiktiniai dydZiai c;; tenkina salygas

Zai:Zch:O, j:].,,J

Kadangi u; = E(Y|A;), u = %Zle i, tai kaip ir T modelio parametrai a; =
1; — i apibudina faktoriaus A ,tiesiogine” jtaka, eliminavus faktoriaus B jtaka
(i gauti suvidurkinus ¢;(B)). Jei teisinga hipotezé Hg : py = -+ = py, tai
"tiesioginés" faktoriaus A jtakos néra.

Atsitiktiniai dydziai b; = g(B;)—u apibtdina faktoriaus B ,tiesiogine“ jtaka,
eliminavus faktoriaus A jtaka (g(B,;) gauti, imant empirinj g1(B;),...,gr(B;)
vidurkj). Jei teisinga hipotezé Hp : 0% = 0, tai ,tiesioginés” faktoriaus B jtakos
nera.

Fiksavus faktoriaus A reiksme A;, kartu oy, a.d. X; = ¢;(B;) = p+ a; +
b(B;) + ¢;(B;) priklauso ne tiktai nuo By, bet ir nuo ¢, jeigu ¢;(B;) # 0, ir,
atvirksciai, fiksavus atsitiktinio faktoriaus B, reiksme, kartu fiksavus b(B;),
a.d. X; priklauso ne tiktai nuo A;, bet ir nuo B; reikimés, jei ¢;(B;) # 0. Taigi
narys c¢;(B;) apibtdina faktoriy saveika. Pazymékime

1
2 2
0AB = T-1 ZUAB;Z'~
i
Jei teisinga hipotezé Hap : 045 = 0, tai faktoriy saveikos néra.

2.6.2. Kvadraty sumuy skirstiniai

Sudarykime jprastines kvadraty sumas (2.2.8) ir jraSykime jose vietoje a.d.
Yijr (2.6.2) iSraiskas. Gauname

SSa=JKY (Vi =Y. )?=JK> (a;+& +&. —¢.),

SSp=1IKY (Y; =Y. )?=IKY (bj—b +&; —¢.)>

j j
SSAB:KZZ(YZJ -Y; _Y] +Y )2:
iJ
_KZZ(CZ‘J—CZ +€” — €. — € +e )Za
i
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2.6.1 teorema. 1. Kvadraty sumos SS4,SSp,SSap,SSEg yra nepriklauso-
mos, iSskyrus porg SSp ir SSap. Kvadraty sumos SSg ir SSp turi tokius
skirstinius

SSp ~*XTyk 1y, SSB~ (0" +TKoE)XT 1. (2.6.4)

2. Jeigu modelis adityvusis, t.y. ¢;; = 0 su tikimybe 1, tai nepriklausomos
visos keturios kvadraty sumos. Siuo atveju kvadraty sumos SSa ir SSap turi
tokius skirstinius:

JK
SSap ~ X nwon, SSa~ X i, Aa= 5 > ai (26.5)

Irodymas. 1. Kvadraty sumos sudarytos i§ tokiy a.d. sistemy: {b; — b};
{eiti{ey —a e —e b, {e; —e }, {e; —e. —e; +e ), {eijr — €.}
Skyrelyje (2.4.2) buvo jrodyta, kad paskutinés keturios sistemos yra tarpusavyje
nepriklausomos. Kadangi visi démenys (2.6.2) i§déstyme nepriklausomi, tai Sios
sistemos nepriklauso ir nuo pirmyjy trijy. Patikrinsime pirmuyjy trijy sistemy
nepriklausomumy. Apskaic¢iuojame kovariacijas:

Cov (@, by —b,) = }COV (b(B), e:(B)) — %Cov (b(B), :(B)) = 0:

Cov (G, ¢iyj —Cy.) = %Cov (¢;(B), ¢i7(B)) — = Cov (¢;(B), ¢i(B)) =0;
Likusioji kovariacija
Cov (Cij/ — Cj, bj — B) = Cov (Cij/, bj — B) = Cov (b(BJ), Ci(Bj/))—

1 I=1Cov (b(B), ¢;(B)), kai j=j7'
— . — J » ’ )
7 Cov (b(B), i(B)) { 1 Cov (b(B), c:(B)), kai j#7j.
Vadinasi, priklausomos tik kvadraty sumos SSp ir SSap, nes | jas jeina atsi-
tiktiniai dydziai, paimti i8 sistemy {b; — b} ir {c;; — & }.

Kvadraty suma SSg priklauso tik nuo paklaidy e;;;, tokiu pat budu kaip ir
2.2.4 skyrelyje. Todél

SSE ~ 02X§J(K—1)'
Atsitiktiniai dydZiai Z; = b; + € ;. yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste
Z; ~ N(0,0% 4+ 0?/(IK)). Todél pagal I d. 2.5.1 teorema

SSp =IK Y (Z; ~ Z)* ~ (IKo} +0°) x5 1.
J

2. Jeigu ¢;; = 0, tai ¢;; — ¢, = 0, todél ir sumos SSp bei SSap yra
nepriklausomos.
Nepriklausomi atsitiktiniai dydziai U; = o + &;.. ~ N(ay,02/(JK)). Todél

SSa=JKY (Ui =U)* ~ 0> X]_1.5,-
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Necentriskumo parametras A4 gaunamas vietoje a.d. U; jraSant jy vidurkius

E(Ul) = ;. A
Kaip ir pirmiau pazymeékime
5S4 SSp SSap SSE
MSy=—%-, MSp=—">-, M =——— MSgp=——"—.
Sa=q-p MSs=75—5, Mbdas I-1)(J—1) Sk IJ(K —1)

Remdamiesi (2.6.3) gauname
E(MSg) =0+ IKo%, E(MSg)= o>

Randame
BOMSan) = (35— B Sl B L 47, )

Kadangi €;;. —é ;. ~ N(0, %02), tai pagal I d. 2.5.1 teoremy

(e~ e5.) — (@ — 2P ~ T X

Taigi antrojo démens E(MS,p) iSraiskoje vidurkis yra (I — 1)(J — 1)o?/K.
Kadangi

_ 1 J—-1
E(cij —¢.)% = V(i) — Vi) = Tfffm;m
tai
_ K 2 U1 =1) 50 5 o
Pagaliau

E(MS,) = %{Z o? + E(Z )+ B (6. —e.)*)}

K2

JK s 1=, 11,
SRS PR o
BRI P

:O'2+K01243+JK0'124, 0?4:] 1 .
i

Surade rezultatus j dispersinés analizés lentele, matome, kad ji skiriasi nuo 2.2.1
ar 2.4.1 lenteliy tik paskutiniuoju stulpeliu.

2.6.1 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius | SS v MS =5S/v E(MS)
A SSa I-1 MS,4 0>+ Ko+ JKd3
B SSp J—1 MSp o2 + 1Ko
AXxXB SSap (I—l)(J—l) MSap 0‘2+K0'1243
E SSg I J(K-1) MSg o?
T SSt IJK-1 - -
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2.6.3. Faktoriy jtakos ir sgveikos nebuvimo hipoteziy tik-
rinimas

Pereiname prie pagrindiniy dispersinés analizés hipoteziy tikrinimo.
Tikrindami hipoteze Hp : 0% = 0 apie atsitiktinio faktoriaus B jtaka, su-

darome statistika

~ MSp

- MSg’

Pagal 2.6.1 teorema, kai hipotezé teisinga, statistika Fp turi Figerio skirstinj su

J—1ir IJ(K —1) laisvés laipsniais. Hipotezé atmetama « lygmens kriterijumi,

kai galioja nelygybe

Fp

Fp > Fo(J —1,LJ(K — 1)). (2.6.6)

Kriterijaus galia i8reiskiama centrinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija.
Atkreipiame démesj, kad nors tikrinama hipotezé apie atsitiktinio faktoriaus
itaka, taGiau statistikos Fp vardiklyje yra ne MSap, o MSg (kaip ir modelyje
su pastoviais faktoriais).

Parodéme, kad atsitiktiniai dydziai SSa/E(MSy) ir SSap/E(MSap) pa-
siskirste pagal chi kvadrato désnj tik kai 02 5 = 0. Prieingu atveju iy kvadraty
sumy skirstiniai néra nei centriniai, nei necentriniai chi kvadrato skirstiniai. Jie
yra sumos kvadraty priklausomy atsitiktiniy dydziy su skirtingomis dispersi-
jomis.

Jeigu hipotezé Hap : 045 = 0 yra teisinga, tai pagal 2.5.1 teorema statistika

MSap
MSg

turi FiSerio skirstinj su (I —1)(J — 1) ir IJ(K — 1) laisvés laipsniais. Hipotezé
atmetama « lygmens kriterijumi, kai galioja nelygybé

Fap > Fo((I - 1)(J — 1), LJ(K —1)). (2.6.7)

Fyp =

Sio kriterijaus galia Zinomais paprastais skirstiniais neisreiskiama.

Kai teisinga hipotezé Ha : a3 = ... = ay = 0, statistikos

MS
Fp=—24

MSap
skaitiklio ir vardiklio vidurkiai yra vienodi (Zr. 2.6.1 lentelés paskutinj stulpelj),
taciau juy skirstiniai néra y? skirstiniai. Todél kriterijus: atmesti hipoteze H 4,
kai teisinga nelygybé

Fa>F,(I—1,(I-1)(J-1)), (2.6.8)

yra apytikslis. Tikslus kriterijus hipotezei H 4 tikrinti kuriamas remiantis Hotelin-
go statistika (7r. 4 dalies 2 skyriy). Jeigu faktoriy saveikos néra, t.y. teisinga
adityvumo hipotezé Hap : 0% = 0, tai remiantis (2.6.4) galima tvirtinti, kad
statistika F4 turi centrinj Figerio skirstinj su nurodytais laisvés laipsniy skai-
Ciais, kai H 4 teisinga, ir necentrinj FiSerio skirstinj, kai H4 neteisinga. Taigi
Siuo atveju kriterijus (2.6.7) yra tikslus, o kriterijaus galia iSreiskiama necen-
trinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija.
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2.6.4. Parametry vertinimas

Taskinius parametry, kuriais iSreiskiami vidutiniy kvadraty sumy vidurkiai E(M S),
ivertiniai gaunami remiantis 2.6.1 lentelés paskutiniu stulpeliu. Pavyzdziui,

52 :MSB—MSE 52 :MSAB—MSE

B IK $UAB K '
Pradiniy modelio parametry: vidurkiy vektoriaus p = (yu1,..., ur)7 ir ko-
variacinés matricos 3 = (0] rx1 elementy taskinius jvertinius gauname rem-

damiesi imtimi Yj. =Y, ..., YIj.)T,j =1,.., J.iAtsitiktiniai vektoriai Yj_ yra
nepriklausomi, vienodai pasikirste ir normalieji Y; ~ Ny(p, A), A = [Ni;]rx1,
Aij = 0ij, kai i # j, i Ny = 0y + 02 /K. Gauname

—_

J
MY =V, V)" ~ Ni(p, < A);
j=1

~le

fr= 7

J
044 = ﬁZ(Y’J - Yi.A)(Yi’j. - Yi'..), i # Zlé
j=1
S T o SR A LIREARPC R
Uu‘—ﬁZ( ij z) _?7 g = E-

j=1
2.6.3 pavyzdys. Atliekant eksperimenta buvo tiriama rodiklio, apib@idinancio pagaminty
gaminiy kiekj ir jy kokybe (analizuojamas kintamasis Y'), priklausomybé nuo stakliy tipo (pa-
stovus faktorius A) ir nuo darbininko (atsitiktinis faktorius B). Stebéjimy rezultatai pateikti
2.6.2 lenteléje.

2.6.2 lentele. Statistiniai duomenys

Ay Az As
Bi | 518,528 | 59,7; 60,0 | 61,5 61,7
Bs | 51,1;52,3 | 63,2; 62,8 | 64,1;66,2
Bs | 50,9; 51,8 | 64,8 65,0 | 72,1; 72,0
Ba | 46,4; 44,8 | 43,7, 44,2 | 62,0; 61,4

Atlike skaiGiavimus, gauname statistiky realizacijas: MS4 = 443,434, M Sp = 167,624,
MSap = 41,075, MSE = 0,465. Hipotezéms Hp, Hp, ir Hap tikrinti randame santykius
Fp = MSs/MSap = 10,80; Fg = MSp/MSg = 360,16; Fap = MSap/MSg = 88,26.
Hipotezés Hp ir Hap atmetamos. Hipotezé H, atmetama, jei pasirinktas reik§mingumo
lygmuo virdija P reiksme P{F» ¢ > 10,80} = 0,01. Primename, kad pastarasis kriterijus yra

apytikslis, jei hipotezé H 4 p neteisinga.

2.7. Daugiafaktore dispersiné analize

Faktoriy (fiksuoty ar atsitiktiniy) skaicius gali buti didesnis uz du. PavyzdZiui,
reklamos efektyvuma gali lemti skelbimo lentos apipavidalinimas (faktorius A),
skaitanciojo lytis (faktorius B) ir rasé (faktorius C). Jei lyginamos kelios kon-
krecios skirtingai apipavidalintos skelbimy lentos, tai faktorius A yra fiksuotas,
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jei norima istirti, ar apskritai apipavidalinimas turi jtakos reklamos sékmei, tai
faktorius A yra atsitiktinis (tuo atveju atsitiktinai parenkama keletas skirtingai
apipavidalinty skelbimy lenty). Faktoriai B ir C yra fiksuoti.

Palyginus tris dvifaktorés dispersinés analizés modelius nesunku jzvelgti tam
tikra simetrijg (palyginkite 2.2.1, 2.4.1 ir 2.5.1 lenteles), kuria remiantis galima
nurodyti formalias dispersinés analizés lentelés uzpildymo taisykles, kai faktoriy
skai¢ius yra didesnis uz du ir eksperimento planas subalansuotas. Pateiksime
tokias taisykles, iliustruodami jas trifaktoriu modeliu, kuriame du faktoriai A
ir B yra pastovus, o treciasis faktorius C — atsitiktinis.

2.7.1. Statistinis modelis

Faktoriy A, B ir C lygmenis numeruokime indeksais i, j ir I; i = 1,....,I, j =
1,...,J, I = 1,..., L; atsitiktiniy paklaidy nestebimo faktoriaus F lygmenis —
indeksu £k, k =1, ..., K. Taigi stebéjimo rezultatus Y;;;; numeruosime keturiais
indeksais; bendras stebéjimy skai¢ius n = IJLK. Stebéjimus Yj;i iSskaidome j
komponentes analogiskai kaip pirmiau nagrinétuose modeliuose:

Yijw=p+of +of +af +o” +a) +aiC + a0 + e (2.7.0)

Kaip matome, §iame skaidinyje iSskirtas bendrasis vidurkis p ir komponenté
eijik, apibldinanti atsitiktines matavimo paklaidas (tarsime, kad a.d. e
nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklauso nuo kity a. d., turi nulinius vidurkius ir
vienodas dispersijas 02). Kitos (2.7.1) skaidinio komponentés apibiidina atskiry
faktoriy ir jy rinkiniy (skirtingy faktoriy dvejety, trejety saveikos) jtaka. Dél
simetrijos §ios komponentés turi virSutinius ir apatinius indeksus; virSutiniai in-
deksai zymi atitinkama faktoriy arba jy rinkinj, apatiniai — ty faktoriy lygmeny
numerius. Jeigu visi virSuje parayti faktoriai yra pastoviis, tai atitinkamos
komponentés yra konstantos ir Zymimos raide «, jei nors vienas faktorius yra
atsitiktinis, tai atitinkamos komponentés yra a. d. ir Zzymimos raide a.

Bet kuriy komponené¢iy, pazyméty raide « arba a, suma, kai indeksas,
atitinkantis pastovy faktoriy, perbéga visas galimas reik§mes, lygi nuliui su bet
kuriomis kity indeksy reik§meémis:

A _ B _ AB _ AB _
g aifg ajfgozij 75 Qg =
i j i j
_ AC _ BC _ ABC _ ABC _
= E a; - = E az = E Aijr = E Qij1 =0.
i j i J

Visi a.d., Zymimi raidémis a, turi nulinius vidurkius. Juy dispersijos nepri-
klauso nuo indeksy, atitinkanciy atsitiktinius faktorius, ta¢iau priklauso nuo
indeksy, atitinkanc¢iy pastovius faktorius (jeigu jy yra). Dispersijas Zymeésime
raidémis o2 su indeksais apacioje — i§ pradziy tais, kurie paradyti atitinkamo
démens vir§uje, po to pastoviy faktoriy indeksais, jeigu jy yra:

V(alc) = U%’ V(a{}c) = 01240;1'» V(aﬁc) = U2BC;jv V(af‘ﬁgc) = JE&BC;U'
(2.7.2)
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Vidurkiai E(M S) priklauso nuo o2 ir parametry, kuriuos Zymésime raide o2
su indeksais apacioje, sutampanciais su (2.7.1) skaidinio vir§utiniais indeksais.
Jie gaunami Sitaip:

1) jeigu (2.7.1) komponenté priklauso tik nuo atsitiktiniy faktoriy, tai para-
metras lygus tos komponentés dispersijai (pvz., o2 = V(af));

2) jeigu komponentéje yra ir pastoviy, ir atsitiktiniy faktoriy, tai paramet-
rai, gaunami sumuojant (2.7.2) dispersijas pagal pastoviy faktoriy indeksus ir
kiekviena karta dalijant i§ lygmeny skai¢iaus be vieneto:

1 1
2 _ 2 2 _ 2
Oac = T-1 E OAcyis 9BC = T-1 E 0BC;j>
i J

1
2 _ 2 .
0ABC = (I_l)(J_l)zi:zj:oABC;ijy

3) jeigu komponentés vir§uje yra tik pastovus faktoriai, tai sumuojami atitin-
kamy komponenciy kvadratai, kiekvieng karta dalijant i lygmeny skaiciaus be

vieneto: 1 1
2 _ AN2 2 _ B\2
UA—ﬁZ(%% O'B_ﬁZ(aj)v

2.7.2. Kvadraty sumy sudarymas

Kvadraty sumos sudaromos imant kiekviena (2.7.1) skaidinio komponente (issky-
rus p); jos Zymimos dviem raidémis SS su indeksais apacioje, sutampanciais su
atitinkamo (2.7.1) démens virSutiniais indeksais (komponente e;j;, atitinkanti
kvadraty suma Zymima SSg). Sias kvadraty sumas gauname taip: 1) su-
darome simbolines sandaugas imdami atitinkamo (2.7.1) démens apatinius in-
deksus be vieneto (pavyzdZiui, komponente af}o atitinka simboliné sandauga
(¢t —1)(I—1) =4l —i— 1+ 1; komponentei e, j;;; priskiriame simboline sandauga
ijl(k — 1) = ijlk — ijl);

2) sudarome stebéjimy tiesinj darinj imdami juos su tokiais Zenklais ir in-
deksais kaip ir atitinkamoje simbolinéje sandaugoje, trukstamus indeksus pakei-
Ciame tagkais ir briksniu vir§uje (pavyzdZziui, komponente af}c atitinka tiesinis
darinys Yy — Vi — V4 +Y.);

3) kvadraty suma S'S gauname sumuodami gautyjy tiesiniy dariniy kvadra-
tus, kai visi indeksai perbéga galimas reikSmes. Pateiksime kvadraty sumas
nagrinéjamo pavyzdzio atveju:

SSa=JLKY (Y. —Y.)% 8Sp=ILKY (V; —Y._),
i J

SSe=TJKY (Yu =Y. )% SSap=LKY Y (V. =Y =Y, +Y. ),
l % 7
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SSac = JKZZ(Y/M -Y, —Y,.+Y )3
i1

SSpc = IKZZ(Y.J‘Z. ~Y, -V, +Y. )%
i1

SSapc = KZZZ(YW ~ Y — Y —Yu+Yi +Y; +Y, -V )}
PR

SSEzzzz:Z(Yijzk—?ijl.)Q-
i 7 1k

2.7.1 pastaba. Kvadraty sumas rekomenduojama skaifiuoti taip: sumuoti
kiekvieno démens kvadratus atskirai, paliekant tuos pacius zenklus kaip ir sim-
bolinéje sandaugoje. Pavyzdziui,

SSac=JKY > Y4 —JLK» Y2 —IJK» Y3 +IJLKY? .
[ l 7 l

2.7.3. Laisvés laipsniy skai¢iy radimas

Laisves laipsniy skai¢iy gauname pakeite atitinkamoje simbolinéje sandaugoje
mazasias raides didziosiomis.

2.7.4. Vidurkiy E(MYS) radimas

Akivaizdu, kad E(MSg) = o2. Kiti vidurkiai E(MS) yra tiesiniai dariniai o2
ir ty raide o2 Zymimy parametry, tarp kuriy apatiniy indeksy yra visi fakto-
riai, esantys tarp atitinkamos kvadraty sumos SS apatiniy indeksy. Pavyzdziui,
E(MSac) yra o? ir parametry 0%, 02 g tiesinis darinys; E(MS4) yrao?, o3,
045, 04¢c, 04 po tiesinis darinys. Koeficientas prie dispersijos o2 visada lygus
vienetui. IeSkant koeficienty prie kity parametry, patogu prie§ tai sudaryti
pagalbine lentele. Lentelés pirmoje eilutéje suraSome skaidinio (2.7.1) kompo-
nentes (i8skyrus pirmajj ir paskutinj démenis), o pirmajame stulpelyje — faktoriy
indeksus. Paskui lentele nuosekliai uzpildome Sitaip:

a) jei stulpelio pavadinime yra pastovus faktorius, tai io stulpelio sankirtoje
su eilute, kurios indeksas Zymi to faktoriaus lygmenis, jraSome 0; jei stulpe-
lio pavadinime yra atsitiktinis faktorius, tai to stulpelio ir atitinkamos eilutés
sankirtoje jrasome 1;

b) j kitus lentelés langelius jraSome atitinkamos eilutés indekso maksimalig
reikSme (t. y. didziaja raide).

2.7.1 lentelé. Pagalbiné lentelé

Indeksai | of' [ of [af | of” [ af | af° [ a[7¢
; o1 I 0 0 | I 0
j J | o | J 0 J 0 0
l L L 1 L 1 1 1
k K| K| K| K K K K
- o4 | ob |02 | oap | dhc | ke | Fhnc
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Kiekvieng pagalbinés lentelés stulpelj atitinka parametras o2 su tokiais in-
deksais, kurie yra stulpelio pavadinime (jie suraSyti 2.7.1 lentelés paskutinéje
eilutéje).

Koeficientas prie parametro o su indeksais apacioje E(MS) israiskoje gau-
namas sudauginus atitinkamo stulpelio elementus, kai eilutés, pazymeétos indek-
sais, esantiais to stulpelio pavadinime, yra isbrauktos. Pavyzdziui, E(MSac)
israigkoje koeficientas prie 0% yra JK, o prie 0% 5o yra 0 (eilutés, pazymétos
indeksais 7 ir [, yra isbrauktos).

Lenteléje 2.7.2 pateikti duomenys, reikalingi (2.7.1) modelio dispersinei anali-
zei atlikti.

2

2.7.2 lentelé. Trifaktorés dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS E(MS)
A SS4 I-1 MS, 0?+JKo%o+ JLKo?%
B SSg J—1 MSg 0?2+ 1Ko%o + ILKo%
C SSc L—-1 MSe 0'2—|-IJKO%
Ax B SSap | I-1)(J—=1) | MSap | 0>+ Koipo+ LKd?p
AxC SSac | I—=1)(L—1) | MSac | 0*+ JKd,
BxC SSpe | (J=1)(L—-1) | MSgc | 0®> + 1Ko
AxBxC | SSapc (I—l)(]—l) MSaBe 0’2+K0'12430

(L—-1)
E SSg IJL(K —1) MSg o?

T SSt IJLK —1

2.7.5. Parametry jvertiniai ir hipoteziy tikrinimas

Suformuluosime kelety sudarytos lentelés analizés taisykliy.

1. Nepaslinktuosius parametry, pazyméty raidémis o2, jvertinius gauname
sudarydami tiesinius S'S darinius ir atsizvelgdami i E(M S) iraiskas. PavyzdZziui,
i§ 2.7.2 lentelés gauname

_MSA—MSAC 52 _MSAB—MSABC
- JLK $TAB T LK '

2. Jeigu K = 1, tai kvadraty sumos SSg laisvés laipsniy skaitius lygus
0, todél tenka daryti prielaida, kad kazkurie parametrai o2 lygis 0 (paprastai
tariama, kad auks¢iausios eilés saveika lygi 0). Dispersinés analizés lentelé tuo
atveju, kai K = 1, lengvai gaunama i§ jau sudarytos. Pavyzdziui, jeigu K =1
ir 0450 = 0, tai 2.7.2 lenteléje reikéty praleisti eilute, atitinkancia faktoriy E,
jrasyti vietoje K vieneta ir vietoje 02 5 nulj, praleisti taska indekso k vietoje.

3. Hipoteziy apie parametry o2 su indeksais lygybe 0 tikrinimo kriterijai
grindziami statistikomis, kurios yra dviejy M .S santykiai. Jie parenkami taip,
kad skaitiklio ir vardiklio vidurkiai E(MS), kai teisinga hipotezé, bity vieno-
di. Tokie santykiai, kai hipotezé teisinga, pasiskirste pagal FiSerio skirstinj su
laisvés laipsniais, pateiktais 3 stulpelyje (miSriajame modelyje kai kurie san-
tykiai skiriasi nuo FiSerio, todél gaunami kriterijai yra apytiksliai).
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Jeigu Zinoma, kad kai kurie parametrai o2 lygiis 0, tai 2.7.2 lentele reikia
pertvarkyti sujungiant kvadraty sumas ir laisves laipsnius ty eiluciy, kuriy
E(MS) yra vienodi.

2.7.2 pastaba. Kartais negalima parinkti tokiy dviejy sumy MS, kad jy
vidurkiai, kai teisinga tikrinamoji hipotezé, sutapty. Pavyzdziui, jeigu visi trys
faktoriai A, B,C yra atsitiktiniai, tai i§ 2.7.2 lentelés analogo gauname, kad
E(MSs) =7 =02+ Koo + LKo?% 5z + JKo%, kai hipotezé Hy : 04 =0
yra teisinga. Néra kitos kvadraty sumos M.S, kurios vidurkis buty lygus 7.
Tokiu atveju statistikos vardiklyje yra jraSoma toks tiesinis keliy sumy M.S
darinys, kad jo vidurkis sutapty su skaitiklio vidurkiu. Minétame pavyzdyje
vidurkj 7 turi tiesiné funkcija M Sap+MSac—MSapc. Suprantama, kad tokia
funkcija néra proporcinga atsitiktiniam dydZziui, turin¢iam chi kvadrato skirstinj.
Apytikslis Figerio kriterijus gaunamas aproksimuojant vardiklj a.d. (7/v)x2.
Laisves laipsniy skai¢ius v parenkamas i salygos, kad minéto tiesinio kodarinio
dispersija sutapty su a.d. (7/v)x? dispersija 272/v. NeZinomi parametrai 7
iSraigkoje pakeiCiami jy jvertiniais. Sio metodo iliustracija zr. 2.33 pratime.

2.7.1 pavyzdys. Konservy gamykloje atliktas eksperimentas pagal pilng trifaktorés dis-
persinés analizés schema su vienu stebéjimu langelyje: faktorius A — konservy dézutés uzpildy-
mas, t.y. jdéty vysniy svoris; faktorius B — cukraus sirupo koncentracija; faktorius C' — gauto
produkto spalva (Cq — §viesus, Cz — vidutinis, C3 — tamsus). Lenteléje 2.7.3 salyginiais viene-
tais pateiktas gauto produkto svoris [14].

2.7.3 lentelé. Statistiniai duomenys

By Ba Bs

¢y Cy C3 | G Oy C3 | Ci Co (s
Ay 55 95 169 55 69 163 49 88 153
Ao 200 232 223 183 215 207 148 200 245
As 233 285 291 236 259 278 233 223 259

Atliekame skai¢iavimus tardami, kad visi faktoriai pastovis ir visy trijy faktoriy saveika
lygi nuliui. Gauname statistiky realizacijas: F4 = 179,41, Fg = 3,07, Fo = 31,15,
Fap = 0,38, Fac = 4,38, Fgc = 0,52, kurias atitinka P reik§més 2,3 - 10=7, 0, 1024,
0,0002, 0,8190, 0,0362, 0,7257. Matome, kad atmesti hipotezes Hp, Hap ir Hpc néra pag-
rindo. O kitos hipotezés yra atmestinos. Galima daryti i§vada, kad faktorius B neturi jtakos
tiriamajam poZymiui. Tuo remiantis galima sujungti kvadraty sumas SSp,SSap ir SSpc su
SSapc sudedant ir atitinkamus laisvés laipsnius, t.y. nagrinéti dvifaktorés analizés schema
su faktoriais A ir C, o faktoriaus B lygmenys atitikty stebéjimy kartotinuma. Gautume
statistiky realizacijas F)q4 = 182,22, Fo = 31,64 ir Fac = 4,45, kurioms atitinka P reik§més
1,1-107'2,1,3.10-% ir 0,0112. Hipotezés atmetamos, jei kriterijy reik§mingumo lygmuo
virgija 0,0112.

2.8. Dispersinés analizes eksperimenty planai

Eksperimento planavimo tikslas — gauti kuo daugiau informacijos minimaliomis
sagnaudomis. Pradiniame kiekvieno eksperimento etape turi biti suformuluo-
tas uzdavinys, parinktas priklausomas kintamasis (pozymis), kuris bus nagriné-
jamas, nustatyti pagrindiniai faktoriai, nuo kuriy jis turéty labiausiai priklausy-
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ti. Paskui turéty biti atliktas eksperimento planavimas, kurio metu parenkamas
eksperimenty skai¢ius, dalyvaujanciy eksperimente faktoriy lygmeny rinkiniai,
eksperimento atlikimo tvarka ir numatomas matematinis modelis, kuriuo re-
miantis bus nagrinéjami eksperimento rezultatai.

Eksperimenty planai skiriasi tiek pagal faktoriy lygmeny parinkimo, tiek pa-
gal eksperimento objekty, atitinkanciy pasirinkty faktoriy lygmenis, parinkimo
pobud;.

Parenkant eksperimenty atlikimo tvarka labai svarbu duomeny randomiza-
vimas. Atsizvelgiant j eksperimento objekty parinkimo pobuds, dispersinégje ana-
lizéje dazniausiai naudojami du randomizuoti eksperimento planai:

1. Visiskai randomizuotas eksperimenty planas. Fiksavus bet kurig eksperi-
mente naudojamg faktoriy lygmeny rinkinj kombinacija, atsitiktinai parenkami
vienas ar keli objektai, atitinkantys §j rinkinj, ir kiekvieno i§ jy matuojama
tiriamo poZymio Y reik§meé.

2. Randomizuotas blokuotyjy duomeny planas. Jei eksperimente dalyvaujan-
tys objektai néra homogeniski dél priezas¢iy, nesusijusiy su tiriamais fakto-
riais, tai ty objekty skirtumai gali paslépti faktoriy jtaka. Siekiant to iSvengti,
duomenys skirstomi j blokus. Jei eksperimente naudojamy faktoriy lygmeny
rinkiniy yra M, tai vienam blokui priskiriama M atsitiktinai parinkty kuriuo
nors poZitriu homogenisky (nebatinai skirtingy) objekty. Bloko i-asis objektas
stebimas, kai fiksuotas i-asis faktoriy lygmeny rinkinys. DaZniausiai vieng bloka,
sudaro atsitiktinai parinktas tas pats objektas (jis pats sau homogeniskas), ku-
rio pozymio Y reik§mé matuojama M karty, kiekvieng kartg esant skirtingam
faktoriy lygmeny rinkiniui. Jei tai jmanoma, faktoriy i§déstymo tvarka bloke
— atsitiktiné. Matavimy vektorius kiekviename bloke dazniausiai sudarytas i§
priklausomy atsitiktiniy dydziy, nes visi matavimai susije.

2.8.1 pavyzdys. Firma gamina kartonines déZes, naudodama keturias technologijas. Ti-
riama naudotos technologijos (poZymis A) jtaka atitinkantiy standarta gaminiy, pagaminty
per dieng, skaiCiui Y.

Visiskai randomizuotas eksperimenty planas: kiekvienu i keturiy metody apmokoma
dirbti po tris atsitiktinai parinktus darbininkus. Stebima, kiek atitinkan¢iy standarta déziy
pagamina kiekvienas i§ 12 darbininky per diena (kiekvienai technologijai trys skirtingi darbi-
ninkai).

Darbininky gabumai gali bati skirtingi. Tie skirtumai gali paslépti technologijy, skirtu-
mus, todél natiralu naudoti kita eksperimenty plana.

Randomizuotas blokuotyjy duomeny planas: atsitiktinai parenkami trys darbininkai ir

apmokomi naudotis visomis keturiomis technologijomis. Kiekvienas i§ trijy darbininky ke-
turias dienas gamina déZes kiekvieng dieng naudodamas skirtinga technologija. Technologijy
parinkimo tvarka kiekvienam darbininkui — atsitiktiné. Naudojant §j plang darbininky gabu-
mai nepaslepia technologijy skirtumo. Vieno darbininko rezultatai sudaro keturmatj vektoriy
(bloka), kurio komponentés yra priklausomi atsitiktiniai dydZziai.
2.8.2 pavyzdys. Reikia nustatyti, ar keturiy markiy I,11,11I,1V padangos dyla vienodu
grei¢iu. Tiriamas pozymis Y yra protektoriaus gylio sumazéjimas po T kilometry ridos nuo
eksploatacijos pradzios. Tarkime, kad turime po vieng komplekta i§ keturiy kiekvienos markés
padangy ir keturis automobilius.

Visiskai randomizuotas eksperimenty planas: atsitiktinai parenkamas vienas i§ galimy 16-
os padangy i8déstymy 16 pozicijy (tikimybé 1/(16!)). Randomizavimo tikslas — suvidurkinti vi-
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sus nuo automobilio priklausanc¢ius skirtumus, kurie gali turéti jtakos rezultatui. Automobiliy
skirtumai bus jtraukti modelyje j atsitiktine paklaida. Jeigu automobilio jtaka padangos dili-
mui didelé, tai paklaidos dispersija gali Zymiai padidéti. Tada nepastebésime padangy markiy
skirtumo, nors faktigkai jis gal ir yra.

Randomzizuotas blokuotyjy duomeny planas: ant kiekvieno automobilio sumontuokime
visy keturiy markiy (I, 11, I11,IV) padangas. Tai reiskia, kad nuo vieno faktoriaus (padangos
marké) dirbtinai pereiname prie dviejy faktoriy: pirmas faktorius — padangos marké, antra-
sis (trukdantysis) — automobilis. Padangos i8déstomos ant automobilio atsitiktinai parenkant
viena i§ galimy 4 padangy i§déstymo 4 pozicijose varianta su tikimybe 1/(4!). Toks eksperi-
mento planas leidzia daryti iSvadas apie padangos markés jtaka jos dilimui eliminuojant au-
tomobilio (ir padangos padéties vietos) jtaka. Ant vieno automobilio sumontuoty padangy
protektoriy gylio sumaZéjimai sudaro keturmatj vektoriy (bloka).

Sio pavyzdzio galimi ir kiti eksperimento planai. Jeigu pasirodyty, kad padangos pozicija
daro didelg jtaka jai dilti, gali biiti tikslinga planuoti eksperimenta taip, kad bty eliminuota
ir §io trukdandciojo faktoriaus jtaka. PavyzdZiui, po T'/4 ridos perkelti padangas j kitas pozici-
jas. Tokiu atveju atsiranda randomizacijos apribojimy. Pirmajame etape padangas i§déstome
skirtingose automobilio pozicijose atsitiktinai. Padangos montuojamos j kitas pozicijas atsi-
tiktinai, tac¢iau su salyga, kad jos nepateks j ta pozicija, kurioje buvo.

Jei bity naudojamas planas be randomizacijos: pirmos markés padangos sumontuojamos
ant pirmo automobilio (I, 1,1, 1), antros markés padangos — ant antrojo automobilio (I1,11,
I1,11)ir t.t., tai jis buty blogas, nes padangy markés susiejamos su automobiliais. Pastebétas
padangy dilimo skirtumas galéty reiksti ne padangos markés, o automobilio jtaka padangai

dilti (automobilio techniné biklé, vairuotojo stazas, eksploatacijos salygos ir kt.).

Atsizvelgiant | faktoriy lygmeny parinkimo pobudj, dispersinéje analizéje su
fiksuotais faktoriais daZniausiai naudojami du eksperimento planai:

1. Kryzminé klasifikacija: naudojami visi galimi faktoriy lygmeny rinkiniai.

2. Hierarchiné klasifikacija: faktoriaus A (vadinamo grupuojanciu) lygmuo A;
derinamas su J; kito faktoriaus B (vadinamo sugrupuotu pagal A) lygmenimis,
Ag su Jy i8 likusiy faktoriaus B lygmeny ir t. t.

Hierarchiné klasifikacija gali buti naudojama ir kai vienas ar abu faktoriai
yra atsitiktiniai. Siuo atveju fiksavus faktoriaus A reikSme A;, J; lygmeny
parenkama ne i§ fiksuoto jo lygmeny poaibio, o i§ visy galimy lygmeny aibés.

Kryzminé klasifikacija gali baiti nepriimtina, kai yra eksperimenty skaiciaus
apribojimy dél jy didelés kainos ar trukmeés. Kai klasifikacija hierarchiné, ekspe-
rimenty skai¢ius mazesnis. Pavyzdziui, jei faktorius A jgyja keturias reik3mes,
o faktorius B — dvideSimt reikSmiy, tai kryzminés klasifikacijos atveju yra 4 x
20 = 80 faktoriy lygmeny rinkiniy. Jei J; = --- = Jy = 5, tai hierarchinés
klasifikacijos atveju naudojama 4 x 5 = 20 faktoriy lygmeny rinkiniy.

2.8.3 pavyzdys. Tarkime, kad faktorius A yra kvie¢iy auginimo metodika (sena ir nauja),
o B yra kvie¢iy veislé, jgyjanti 10 reik§miy. Kryzminéje klasifikacijoje atveju naudojama
2 x 10 = 20 pozymiy reik§miy rinkiniyy. Hierarchinei klasifikacijai atsitiktinai parinktos,
sakykime, 4 kvie€iy veislés auginamos naudojant sena, o likusios 6 — pagal nauja metodika.
Siuo atveju naudojama 4 + 6 = 10 faktoriy lygmeny rinkiniy. Auginimo metodika A yra
grupuojantis faktorius, kvieéiy veislé B — sugrupuotas pagal auginimo metodika faktorius.
Kartais i§ principo negalima atlikti eksperimento pagal kryzminés klasifikaci-
jos plang ir faktoriaus B reik§meés, atitinkancios faktoriaus A reikSme A;, gali
buti parinktos tik i§ kurio nors visy galimy faktoriaus B lygmeny poaibio.
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2.8.4 pavyzdys. Tarkime, kad gaminiai gali biti gaminami esant I skirtingiems technologinio
proceso rezimams. IS gaminiy, pagaminty d-uoju rezimu, aibés atsitiktinai atrenkame J;
gaminiy ir j-ojo gaminio tirlamg parametra pamatuojame K;; karty. Tegu faktoriaus A lyg-
menys atitinka skirtingus technologinio proceso rezimus, o faktoriaus B lygmenys — gaminiy
numerius. Kadangi praktiskai tas pats gaminys negali bfiti pagamintas skirtingais tech-
nologinio proceso rezimais, tai su kiekvienu faktoriaus A lygmeniu bus matuojamos skirtingy
gaminiy tiriamo parametro reik§meés. Taigi kryZzminé klasifikacija negalima ir turime hierar-
chinés klasifikacijos plang, kuriame faktoriaus B lygmenys sugrupuoti pagal faktoriy A. Siame
pavyzdyje faktorius B atsitiktinis.

Matéme, kad eksperimenty planus galima skirstyti ir pagal eksperimenty
skaiiy, kai fiksuojami jvairas faktoriy lygmeny rinkiniai: eksperimento planas
vadinamas subalansuotu, jei su bet kuriuo faktoriy lygmeny rinkiniu atliekamas
vienodas eksperimenty skaicius; priesingu atveju eksperimento planas vadina-
mas nesubalansuotu.

2.9. Dvifaktore dispersiné analizé naudojant hie-
rarchine klasifikacija

Smulkiau panagrinékime hierarchinés klasifikacijos duomenis ir juos atitinkantj
matematinj modelj.

2.9.1. Modelis, kai faktoriai pastovus

Tarkime, a.d. Y skirstinys gali priklausyti nuo faktoriaus A, kuris turi [
lygmeny, ir nuo faktoriaus B, turinéio J lygmeny.

Hierarchinés klasifikacijos modelis: kai faktoriaus A lygmuo yra A;, tai
stebéjimai atliekami fiksuojant atsitiktinai parinktus J; faktoriaus B lygmenis
(Zymeésime juos By, ..., By, ); kai faktoriaus A lygmuo yra A, — atsitiktinai i§
likusiy parinktus Jy lygmenis By 4+1,..., By +7,; ir t.t., ir pagaliau, kai fakto-
riaus A lygmuo yra A[ - BJ1+A_'+J171+1, ey BJ, J = Jl + ...+ JI-

Faktorius A vadinamas grupuojanciuoju, o faktorius B — sugrupuotu pagal
faktoriy A.

Sis hierarchinés klasifikacijos modelis yra atskiras dvifaktorés analizés su pas-
toviais faktoriais, nagrinétos 2.3.1 skyrelyje, atvejis, kai stebéjimy skaicius K
kai kuriuose langeliuose lygus 0. Nepaisant to, §iuo konkre¢iu atveju modelyje
(2.3.11) parametrus, apibudinancius faktoriy jtaka, jvesime kitaip, apsiribodami
faktoriaus B jtaka, kai faktoriaus A lygmuo fiksuotas.

Lenteléje 2.9.1 nurodyti langeliai, atitinkantys faktoriy lygmeny rinkinius, su
kuriais atliekami stebéjimai. Kai klasifikacija kryZzmine, stebéjimai yra atliekami
visuose pateiktos lentelés langeliuose.
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2.9.1 lentelé. Turimy stebéjimy pozicijos

AB B1 BJl BJ1+1 BJ1+J2 BJ_JI+1 BJ
Ay X X X

Ay X X X

A X X X

Duifaktorés dispersinés analizés modelis naudojant hierarchine klasifikacijg: k-
asis stebéjimas, gautas, kai faktoriaus A lygmuo A; ir faktoriaus B lygmuo
By 4. 47 1+j (Zr. 2.9.1 lentele), turi pavidaly

Y;ij = Hij + €ijk, 1= 1, ...,I, j = ].7 ceny Jz k= ]., ~~~7Kij; (291)

¢ia p;; = E(Yjjk), o paklaidos e;jr ~ N(0, o?) yra nepriklausomos.

Nezinomy parametry p;; skaicius yra J = J; + ... + Jr.
Norédami suformuluoti pagrindines hipotezes, parametrus p;; suskaidykime
i komponentes

Mij = p+ o + By, (2.9.2)

i = fii. — By = Mij — i,
_ 1 1
Ri. = FZKU‘MJ‘ K=Y Ky, p= -~ > K.
T J i

Nurodant, kad faktorius B sugrupuotas pagal faktoriy A, pastarojo indeksas 7
yra apskliaustas.
Nauji parametrai tenkina papildomas salygas

Y Kiai=0, > Kijfu; =0, Vi=1,..1 (2.9.3)
2 J

Parametras «; parodo svertinio poZymio Y vidurkio, kai fiksuotas faktoriaus A
lygmuo A;, ir bendro svertinio pozymio Y vidurkio skirtuma. Taigi parametrai
«; apibtudina faktoriaus A lygmeny jtaka poZymio Y skirstiniui. Analogigkai
parametras [3(;); rodo faktoriaus B jtaka poZzymio Y vidurkiui, kai fiksuotas
faktoriaus A lygmuo A;. Kadangi su kiekvienu faktoriaus A lygmeniu turime
skirtingag modelj, tai naturalu, kad parametry, apibudinan¢iy faktoriy saveika,
modelyje (2.9.1) néra.

2.9.2. Parametry jvertiniai ir hipoteziy tikrinimas

Parametro p;; maziausiyjy kvadraty jvertinys yra gaunamas minimizuojant
kvadraty suma SS(p) = >, 37, 305 (Yijr — pij)*:

K

- 1 &3
fuij = Yij. = & Z}/ijka (2.9.4)
k=1
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o liekamoji kvadratiné forma

$Sp =minSS(u) =3 3 > (Vi = Vi) ~ o™iy n=3 > K.
i j ok i
(2.9.5)
Tiesiniy funkcijy a; = fi;. —p ir B;y; = pij — . maziausiyjy kvadraty jvertiniai
R 1 — 1 _ . _ 1 _
Qi = 7— Z Ki;Yi;. - Z Z KijYij, By =Yij— 7 Z Ki;Yij.. (2.9.6)
T J g

i

tenkina analogiskus (2.9.3) apribojimus

S Kidi =0, > KijBu; =0, Vi=1,.,1I (2.9.7)
i J

Pagrindinés dispersinés analizés hipotezés yra
Hy:ap=...=a; =0, (2.9.8)
faktoriaus A jtakos néra, ir hipotezée
Hpay: Buy; =0, Vi=1,...J;, Vi=1.,1, (2.9.9)

kad faktorius B a.d. Y, skirstiniams neturi jtakos (kai fiksuotas bet kuris
faktoriaus A lygmuo).

Hipotezes tikriname remdamiesi 1.3.2 teorema. Besalyginis kvadratinés for-
mos SS(p) minimumas, kurj naudosime FiSerio statistikos vardiklyje, pateik-
tas (2.9.5) lygybéje. Lieka rasti salyginius §ios kvadratinés formos minimumus
SSEHp 4 It SSEH,, kai atitikamai teisingos hipotezés (2.9.8) ir (2.9.9), ir skir-
tumus SSB(A) = SSEHB(A) — SSE, 854 = SSEHA — SSE.

2.9.1 teorema. Kvadratinés formos SSa ir SSp(a) turi tokj pavidala:

Q; ir B(i)j pateikti (2.9.6) formuléje. Sios kvadraty sumos nepriklauso nuo SSg.
Be to,

SL;A ~X*(I = 1;Aa),
g

SSpa
# ~ X (J = I; Ap(a))- (2.9.11)
ag

Necentriskumo parametrai

1 1
Aa= 5 Kials sy = 52,0 Kby
i i

Jeigu hipotezés Ha ar Hp(a) yra teisingos, tai atitinkami skirstiniai yra centri-
niai.
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Irodymas. Tapatybeés

_ ~

Yijk — pig = Yije — Yiz) + (0 — p) + (& — i) + (Bray; — Biayj)

abi puses pakéle kvadratu, susumave pagal visas galimas indeksy reikSmes ir
pasinaudoje salygomis (2.9.3), (2.9.7), gauname

SS(p) = SSp+n(i—p)*+> K (di—ai)*+> > Kij(Buy;—Buy;)*- (2.9.12)

I8 ¢ia randame

SSpu, = min SS(u) = SSp +Z K; &2, 8S4=SSgy, —SSp = Z K; &2

SSEHB(A) = min SS(N):SSE+ZZK1JB(QZ)J7
(N

B(iy; =0
SSpa) = SSEH. — SSE = Z Z Kijﬁ(i.)j.
i g

Kiti teoremos tvirtinimai tiesiogiai iSplaukia i§ 1.3.2 teoremos. A

Pazymeéje
SSa SSp(a)
M = M =
Sa T-1’ SB(A) J—1°
gauname
2)\ 2\
E(MSa) =0® + 724, E(MSpa) =0 + %

Skai¢iavimo rezultatus suraSome j dispersinés analizés lentele.

2.9.2 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS E(MS)
A SSs | I—1| MSy | o2+22a
2
B (sugrupuotas | SSpay | J—1 | MSpa) | 0® + %
pagal A
E SSE n—m MSE 02

Griztame prie hipoteziy H,4 ir Hp(4) tikrinimo. Sudarome statistikas

MSa MSpa)

Fp="22 " Fpo=
A MSg’ B(A) NS5

Hipotezes H 4 ir Hp(4) atmetame reiksmingumo lygmens « kriterijais, kai atitinka-
mai teisingos nelygybés

Fa>F (I—1,n—J), Fgay>FulJ—I,n—J). (2.9.13)
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Kriterijuy galia iSreiskiama necentrinio FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija.

2.9.1 pastaba. Jeigu 2.9.1 lenteléje stebéjimy kartotinumai K;; = 1, tai
kvadraty suma SSg = 0 ir dispersijos o2 jvertinys neapibréztas. Norédami
sumaZinti nezinomy parametry skaiciy, tarkime, kad hipotezé Hp(4) teisinga.
Tada 2.9.1 lentele galima interpretuoti kaip vienfaktorés analizés 2.1.1 lentele.

2.9.3. Modelis, kai faktoriai atsitiktiniai

Dazniausiai aptinkamas atvejis, kai grupuojamasis faktorius B yra atsitiktinis.
Pavyzdziui, 2.9.2 pavyzdyje nataralu tarti, kad pagal kiekviena technologija
reikia palyginti ne kelis eksperimente dalyvaujanéius gaminius, o visus pagal Sia
technologija pagamintus gaminius. Taigi faktoriy B reikéty laikyti atsitiktiniu.
Grupuojantysis faktorius A gali buti arba pastovus, arba atsitiktinis. Pirmu
atveju stebéjimy matematinis modelis yra

Yijk = p+ a; + by + €ijk, (2.9.14)

o antruoju
Yijk = 1+ a; + byj + €ijk. (2.9.15)

Parametrai «; tenkina papildoma salyga a3 + ... + ay = 0. Tarsime, kad
a.d. a; ir bg;); yra nepriklausomi tarpusavyje, nepriklauso nuo paklaidy e;j; ~
N(0,0?) ir yra vienodai pasiskirste pagal normalyjj désnj a; ~ N(0,03%), biy; ~
N(0,0%4))- Pasirinke J; = .. = J; = J ir K;; = K > 1 gausime, kad
paskutiniame 2.9.2 lentelés stulpelyje abiem atvejais

Pirmoje eilutéje vidurkis bus skirtingas:
JK
E(MSA) = 0’2 + K0'2B(A) + ﬁzag,
i

kai faktorius A pastovus, ir
E(MSa) =0 4+ Koga) + JKo7,

kai faktorius A atsitiktinis.
Hipotezés Hp(4) analogas yra tvirtinimas, kad aé(A) = 0. Si prielaida yra
atmetama, kai

MSpa)
F =——>>F,(I(J-1),1J(K—1)). 2.9.16
by = g > Fa(I( = 1), 1J(K = 1) (29.16)
Tikrinant hipotez¢ H4 : a1 = ... = ay = 0 arba jos analoga H : 03 = 0, ji
atmetama, kai
MS
Fa A S F.(I—1,I(J - 1)). (2.9.17)

 MSpa
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2.9.2 pastaba. Jeigu faktoriy skai¢ius didesnis uz du, tai galimi jvairus atve-
jal. Vieni faktoriai gali dalyvauti eksperimente pagal kryzminés klasifikacijos
schema, o kiti faktoriai sugrupuoti pagal tam tikrus faktorius, arba jy lygmeny
rinkinius.

Pavyzdziui, tarkime, kad tiriamas oro uzter§tumas keliy valstybiy miesty
ivairiose zonose (centras, gyvenamieji kvartalai, pramoninés zonos, poilsio zonos
ir pan.). Sioje trifaktorés analizes schemoje faktorius A (valstybé) yra grupuo-
jantysis. Pagal ji sugrupuotas faktorius B (miestai). Savo ruoztu faktorius C
(miesto zonos) sugrupuotas pagal faktoriy B. Jeigu tiriame oro uZter§tuma,
pavyzdZziui, miesto centre jvairiuose auks¢iuose, tai faktorius A (valstybé) yra
grupuojantysis, o faktorius B (miestas) ir faktorius C' (aukstis) gali dalyvauti
eksperimente pagal kryzminés klasifikacijos schema.

Dispersinés analizés lentelé sudaroma ir kriterijai hipotezéms tikrinti kuriami
anlogiskai iSnagrinétiems atvejams.

2.9.1 pavyzdys. Tiriamas kalcio kiekis ropiy lapuose (Zr.[13]). Atsitiktinai atrinkti ke-
turi augalai (faktorius A) ir kiekvieno jy atsitiktinai atrinkta po tris lapus (faktorius B).
I8 kiekvieno lapo paimta po du méginius ir nustatytas kalcio kiekis (tiriamas poZymis Y).
Stebéjimo rezultatai pateikti 2.9.3 lenteléje.

2.9.3 lentelé. Statistiniai duomenys

By Ba B3

A1 | 3,28;3,00 | 3,52; 3,48; | 2,88; 2,80
Ay | 2,46;2,44 | 1,87;1,92 | 2,10;2,19
As | 2,77;2,66 | 3,74;3,44 | 2,55; 2,55
Ay | 3,78;3,.87 | 4,07; 4,12 | 3,31; 3,31

Siame pavyzdyje faktorius B (lapas) sugrupuotas pagal faktoriy A (augalas). Natiralu
tarti, kad abu faktoriai atsitiktiniai. Atlikg skaiCiavimus gauname M Sg = 0,006654, M Spa) =
0,328775, MS4 = 2,52011; laisvés laipsniy skaiCius atitinkamai yra 12, 8, 3. Hipotezéms
Hpay : O'QB(A) = 0ir Hy : 0% = 0 tikrinti gauname statistiky realizacijas Fpa) =
MSp(ay/MSp = 49,41, F4 = MSa/MSp(4y = 7,67. Kadangi P reiksmés P{Fs 12 >
49,41} = 5,1- 1078, P{F3s > 7,67} = 0,0097 yra maZos, tai abi hipotezés atmetamos.
Taskiniai parametry jveréiai yra 62 = 0,0067, 6B(A) =0,1611, 6?4 =0,3652, o = 3,0121.

2.10. Blokuotyjy duomeny dispersiné analizé

2.10.1. Vienfaktoré blokuotyjy duomeny dispersiné analizé

2.10.1.1 Statistinis modelis

Tarkime, kad tiriama vieno faktoriaus A, turincio I lygmeny, jtaka nagrinéjamam
pozymiui Y. Jei eksperimente dalyvauja Ji + - - - + J; nepriklausomy objekty
ir su kiekvienu fiksuotu faktoriaus A lygmeniu A; matuojamos skirtingy J;
objekty pozymio Y reik§meés, tai atliekama vienfaktoré dispersiné analizé, nagri-
neéta ankstesniuose skyreliuose. Pagrindinis tokios analizés uzdavinys — palyginti
pozymio Y vidurkius, atitinkanc¢ius skirtingus faktoriaus lygmenis.
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Jei atsitiktinai parenkama n objekty ir kiekvieno i§ ju pozymio Y reikSmeés
matuojamos I karty, kai faktoriaus reik§més perbéga visas I galimas reiksmes,
tal atliekama vienfaktoré blokuotyjy duomeny dispersiné analizé. Uzdavinys
tas pats — palyginti pozymio Y vidurkius, atitinkancius skirtingus faktoriaus
lygmenis.

Pagal pirmg plana su bet kokia fiksuota faktoriaus reik§me gaunami nepri-
klausomi pozymio stebéjimai, pagal antra plana jie priklausomi.

Vienfaktoré blokuotyjy duomeny dispersiné analizé naudojama ir Siek tiek
bendresnéms situacijoms (Zr. 2.8 skyrelj), kai duomenys suskirstomi j blokus,
vienam blokui priskiriant I atsitiktinai parinkty pagal kokj tai pozymj homo-
genisky objekty. Bloko i-asis objektas stebimas, kai fiksuota i-ji faktoriaus
reik§mé. Jei tai ijmanoma, faktoriy i§déstymo bloke tvarka — atsitiktiné.

Pavyzdziui, 2.9.2 pavyzdyje, tiriant skirtingy padangy markiy protektoriaus
dévéjimosi greitj, blokus sudaro I = 4 padangos, sumontuotos ant vieno auto-
mobilio. Tiriant tam tikro gydymo metodo poveikj pacienty kraujo spaudimui,
atliekami kraujo spaudimo matavimai prie§ gydyma, po gydymo, praéjus pus-
meciui ir metams po gydymo. Blokus sudaro I = 4 kraujo spaudimo matavimai,
atlikti tam paciam pacientui. Trimis skirtingais budais tiriant bulviy krakmo-
linguma, kiekvienas biidas naudojamas tai paciai bulvei. Blokus sudaro I = 3
atlikti tos pacios bulvés krakmolingumo matavimai.

Siuose pavyzdziuose norime i§tirti matuojamo kintamojo priklausomybe nuo
vieno faktoriaus A (padangos dévéjimosi greicio priklausomybe nuo jos markes;
kraujo spaudimo priklausomybe nuo gydymo metodo; krakmolingumo nustatymo
metody skirtinguma).

Bloko parinkimg galima traktuoti kaip papildomo faktoriaus B, pagal kurio
reik§mes sudaromi blokai, jtraukimg. Galima tarti, kad minétuose pavyzdziuose
faktorius B (automobilis, pacientas, bulvé) atsitiktinai atrenkamas i§ pakanka-
mai didelés generalinés aibés, t.y. gali buti traktuojamas kaip atsitiktinis.

Pereiname prie misraus dvifaktorés dispersinés analizés modelio su K = 1
stebéjimu langelyje, kuriame pagrindinis yra faktorius A (tiriama bitent jo jtaka
nagrinéjamam poZymiui), antrasis atsitiktinis faktorius B (apibtdinantis bloka)
yra trukdantysis ir jo jtaka reikia pasalinti.

Faktoriy i8déstymo bloke tvarka imama atsitiktiné, kad buty galima pagSal-
inti tvarkos jtaka. Pavyzdziui, padangy, uzdéty ant to paties automobilio,
dévéjimasis gali priklausyti nuo padangos pozicijos. Lyginant skirtingus psi-
chologinius testus, to paties asmens rezultatai gali priklausyti nuo testy atlikimo
tvarkos (nuovargio jtaka), ne tik nuo asmens gabumy. Kartais randomizacija
bloko viduje negalima. Pavyzdziui, kraujo spaudimo matavimy pavyzdyje ne-
galima keisti kraujo spaudimo matavimy tvarkos.

Tarsime, kad néra faktoriaus A ir trukdanciojo faktoriaus B sgveikos. Taigi
naudojame misraus dvifaktorés dispersinés analizés adityvyjj modelj, kai K =1
(zr. 2.6 skyrelj):

Yéj =,u+ai+bj+eij; (2101)

Gia i — faktoriaus A lygmens numeris, ¢ = 1,...,I; indeksas j — faktoriaus B
(bloko) numeris, j = 1,...,J; parametrai «; tenkina salyga > ,co; = 0; visi
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atsitiktiniai dydziai b; ~ N(0,0%), e;; ~ N(0,0?) nepriklausomi.

Pagrindinis dispersinés analizés uzdavinys — patikrinti hipoteze H4 : a1 =
... = ay = 0, kad faktoriaus A jtakos néra.

Eksperimenty duomenis (2.10.1) galime interpretuoti ir kaip atsitiktinio vek-
toriaus (Y1, ..., Y7)T ~ N;(u, X) paprastaja atsitiktine imtj

Vi1 Yi)', o Mg, Yot

kurios didumas lygus bloky skai¢iui J.
Vidurkiy vektorius yra
H= (/u’la"'a:u‘I)T = (/L+O{1,...,‘U,+O[])T

)
o kovariacijy matrica
2 2 2 . -/
Y =loirlixi, 0u=VYi=0p+0°, oy =Cov(Y;,Yy)=05, i#i.

Taigi visos kovariacijos vienodos, o skirtumai Y; — Y}/, 4 # i’ vienodai pasiskirste:
Y;- — Y;'/ ~ N(Ozl — Oli/,202).

Hipotezés H 4 ekvivalenti forma: Hy : a3 = ... = ay = 0, t.y. § hipotezé yra
normalaus atsitiktinio vektoriaus (Y7, ...,Y7)? komponenéiy vidurkiy lygybés
hipotezé.

Primename, kad I = 2 atveju, kai stebimas dvimatis normalusis atsitiktinis
vektorius su priklausomomis koordinatémis, vidurkiams palyginti naudojamas
Stjudento kriterijus priklausomoms imtims (zr. 1 dalj, 3.7.3 skyrelj). Taigi to-
liau pateikta kriterijy hipotezei H 4 tikrinti galima interpretuoti kaip Stjudento
priklausomy im¢éiy kriterijaus apibendrinimg atvejui, kai stebimo vektoriaus di-
mensija didesné uz du.

Neparametriniu atveju, kai nezinomas a.v. (Y1,...,Y7)T skirstinys, hipoteze
H 4 galima tikrinti naudojant Frydmano kriterijy.

2.10.1.2 Faktoriy jtakos nebuvimo hipotezés tikrinimas

Naudosime 2.6 skyrelio pazyméjimus (imame K = 1):

SSa=JY (Vi —Y.)% SSp=1I) (V;-Y.)
i J

SSap =y > (Yy=Yi =Y;+V.)°,
i

SSa SSp SSap

——, MSp=—"= MSpp=——7—7-"7.

I—1 BT AP I —1)
Dispersinés analizés lentelé gaunama i§ 2.6.1 lentelés atlikus tokius pakeitimus:
vietoje 0% g irafomas nulis; vietoje K jrafomas 1 ir praleidZiamas taskas, atitinkan-
tis indeksa k; praleidziama eiluté, atitinkanti faktoriy F.

MSy =
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2.10.1 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius | SS v MS=5S/v| E(MS)
A SS 4 I—-1 MS 4 02+J0?4
B SSp J—1 MSgp o? + 1o},
AxB | SSap | I —-1)(J—1) MSap o?
T SSt IJ-1 - -
Hipotezé Hy : a1 = ... = oy = 0 yra atmetama (7r. kriterijy (2.6.8)), kai
MSa
Fyp=—24 S R (I—1,(I-1)(J—-1)). 2.10.2
4= are > Fall = LI = 1) = 1) (2102

Norint patikrinti, ar apskritai buvo verta duomenis grupuoti j blokus, kartais
patikrinama bloko jtakos nebuvimo hipotezé Hp : 0% = 0. Ji atmetama, kai

MSp

Fp= 28
BT MSap

> Fo(J —1,(I—1)(J —1)). (2.10.3)

Sis kriterijus skiriasi nuo (2.6.6) tuo, kad statistikos vardiklyje yra MSap (vi-
etoje M SEg).

2.10.1 pastaba. Jeigu kiekviename bloke kiekvienam faktoriaus A lygme-
niui yra gaunami pakartotiniai matavimai, tai turime pilna misrios dvifaktorés
analizés plang. Tada galima jvertinti ir faktoriy sgveiky bei patikrinti saveikos
nebuvimo hipoteze. I§ 2.6 skyrelio analizés iSplaukia, kad F' kriterijus hipotezei
Hp:oq = ... = ar = 0 tikrinti, kai 0%z # 0, yra apytikslis. Jeigu saveikos
nebuvimo hipotezé yra atmetama, tai, tikrinant hipoteze H 4, kai kuriuose mate-
matinés statistikos TPP yra numatytos pataisos (Grynhauzo ir Geiserio, Hjuino
ir Feldto, arba apatinio rézio; zr.[13]).

2.10.1 pavyzdys. [14] Tiriama avizy derlingumo (kintamasis Y') priklausomybé nuo jy veislés
(faktorius A). Atsitiktinai parenkamos 5 vietovés (faktorius B) ir kiekvienoje i§ jy auginamos
visos 8 avizy veislés vienodo didumo sklypeliuose. Siame pavyzdyje faktorius B (blokas)

yra trukdantysis ir jo jtaka pageidautina eliminuoti. Derlingumo duomenys pateikti 2.10.2
lenteléje.

2.10.2 lentelé. Statistiniai duomenys

By | B2 | Bs | Ba | B3
Ay | 296 | 357 | 340 | 331 | 348
Ay | 202 | 390 | 431 | 340 | 320
As | 437 | 334 | 426 | 320 | 296
Ay | 303 | 319 | 310 | 260 | 242
As | 469 | 405 | 442 | 487 | 394
Ag | 345 | 342 | 358 | 300 | 308
A7 | 324 | 339 | 357 | 352 | 220
Ag | 488 | 274 | 401 | 338 | 320

Atlike skai¢iavimus gauname MS4 = 10038, MSp = 6292,625, MSap = 2769,225.
Hipotezei H 4 tikrinti (eliminuojant bloko jtaka) apskaitiuojame santykj Fa = MS/MSap =
3,62. Kadangi P reiksmé P{F7 25 > 3,62} = 0,0066, tai hipotezé H 4 atmetama. Norédami
atsakyti j klausima, ar vertéjo skirstyti duomenis j blokus, tikriname hipoteze Hp : U% =0.
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Gauname Fp = MSp/MSap = 2,27. Kadangi P{Fy4 28 > 2,27} = 0,087, tai bloko jtaka
néra didelé ir galbit skirstyti duomenis j blokus nebuvo bitina.

2.10.2. Dvifaktoré blokuotyjy duomeny dispersiné analizé

Daznai tenka spresti sudétingesnius uzdavinius, kai tiriama pozymio Y priklau-
somybé nuo keleto faktoriy esant vienam ar keletui trukdanciyjy faktoriy, kuriy
itaka reikia paSalinti. Pateiksime pora pavyzdziy.

2.10.2 pavyzdys. Tiriama kvietiy derlingumo (pozymis Y) priklausomybé nuo jy veislés
(faktorius A, kurio lygmenys A1, ..., A7) ir nuo auginimo metodikos (faktorius B, kurio lyg-
menys By, ..., By). Derlingumas gali priklausyti ir nuo kity faktoriy: dirvozemio savybiy, kli-
mato salygy ir pan. Siekiant pasalinti jy jtaka, jvairiose Salies vietovése atsitiktinai parenkama
L zemés sklypy. Kiekvienas sklypas padalijamas j IJ sklypeliy, kurie apséjami skirtin-
gomis kvieiy veislémis naudojant skirtingas auginimo metodikas pagal kryZminés klasifikaci-
jos schema. Tam, kad biity paSalinta kity nejskaityty faktoriy jtaka, faktoriy lygmeny rinki-
niai parenkami atsitiktinai i§ I!J! galimy varianty. Taigi nuo dvifaktorés dispersinés analizés
dirbtinai pereiname prie trifaktorés, kurioje faktorius C (vietové) yra trukdantysis ir reikia
pagalinti jo jtaka. Nattralu tarti, kad faktoriai A ir B yra pastovis, o faktorius C — atsitiktinis.

2.10.3 pavyzdys. Tiriama produkcijos iSeigos (poZymis Y) priklausomybé nuo 4 stakliy
tipy (faktorius A) ir nuo darbininko (faktorius B). Tafiau per viena pamaing galima at-
likti tik 16 eksperimenty: 4 darbininkai, dirba su kiekvienomis i§ 4 stakliy 1/4 pamainos
pagal kryzminés klasifikacijos schema. Todél toks eksperimentas kartojamas keliy atsitiktinai
parinkty pamainy metu. Ir §iame pavyzdyje nuo dvifaktorés dispersinés analizés pereiname
prie trifaktorés pridedant trecia trukdantjjj faktoriy C — pamaina. Siame pavyzdyje faktorius
C atsitiktinis, faktorius A pastovus, o faktorius B gali biiti pastovus (domina tik 4 eksperi-
mente dalyvaujan¢iy darbininky jtaka), arba atsitiktinis (darbininkai eksperimentui parenkami
atsitiktinai i§ visos jy aibés ir mus domina apskritai darbininko jtaka poZymiui Y).

Nagrinésime dvifaktorés dispersinés analizés schema, kai yra du pastovis
faktoriai A ir B, o jy lygmenys Aj,...,A; ir By,...,B;. Pridedamas trecias
trukdantysis atsitiktinis faktorius C' (blokas), kurio lygmenys Ci,...,Cr. Kai
lygmuo C; fiksuotas, eksperimentas atlieckamas pagal kryzminés dvifaktorés dis-
persinés analizés klasifikacijos,kai yra vienas stebéjimas langelyje, schemg.

Reikia pazyméti, kad turime misryjj trifaktorés dispersinés analizés modelj,
kai yra du pastovus faktoriai A ir B bei vienas atsitiktinis faktorius C'. Pozymio
Y stebéjimus numeruosime trimis indeksais: Y, i = 1,...,1, 5 =1,...,J, [ =
1,..., L; ¢ia i — faktoriaus A lygmens numeris, j — faktoriaus B lygmens numeris,
l — faktoriaus C (bloko) lygmens numeris.

Naudodami 2.7 skyrelio Zymenis, gauname modelj

Vig=p+ai + af +af + af}B + a4 + aﬁc + af‘jfc + e5ji, (2.10.4)
kuriame raidémis p, a Zymimos konstantos, o raidémis a, e — atsitiktiniai dydziai.
Tariama, kad a.d. e;;; ~ N(0, 0?) yra nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklauso
nuo a.d., Zzymimy raidémis a. Atsitiktiniai dydziai, Zymimi raidémis a, nor-
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malieji su nuliniais vidurkiais ir dispersijomis, kurios gali priklausyti nuo a.d.
apibrézime esanciy pastoviy faktoriy indeksy.

Standartiniy kvadraty sumy, atitinkanc¢iy déstinio (2.10.4) narius (i8skyrus
pir e;j;), israiskos pateiktos 2.7 skyrelio iliustraciniame pavyzdyje. Tereikia
atlikti tokius pakeitimus: jragyti vietoje K vieneta ir praleisti taska, atitinkantj
indeksa k.

Vidutiniy kvadraty sumy M S vidurkiai E(M S) yra tiesinés funkcijos paramet-

ro o2 (su koeficientu 1) ir parametry (zr. 2.7 skyrelj)
1
U%:V(alc)a Uflc: T-1 V( ), UBC ZV ),
oA pe = T DD ZZ V(aif©) (2.10.5)

bei parametry

oip = m Z > (a2 (2.10.6)

Kadangi SSg = 0, tai néra galimybés jvertinti parametra 2. Todél tenka
nagrinéti siauresnj modelj, turintj maZesnj parametry skaic¢iy. Naturalu pasi-
rinkti prielaida, kad parametras 02 g, apibiidinantis visy trijy faktoriy saveika,
lygus nuliui.

Dispersinés analizes lentelé gaunama i§ lentelés 2.7.2, praleidus eilute, ati-
tinkan¢ia faktoriy F, jrasius 0 vietoje 02 g ir vieneta vietoje K, bei praleidus
tagka, atitinkantj indeksa k.

2.10.3 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius SS v MS E(MS)

A SS54 I-1 MSa 0®+ Jo5o + JLo%
B SSp J—1 MSgp o?+Io%o +1Lo%
C SSc L—-1 MSe O'2+IJO'%

Ax B SSap | (I-1)(J—1) MSap | 0+ Lo’

AxC SSac | (I-1)(L—-1) MSac | o?+ Jo%,

BxC SSpc | (J—=1)(L-1) MSgpc | 0?+ Io%q
AxBXxC | SSapc | (I— )(J H(L—-1) | MSagc o?

T SSr 1JLK —

Visy pirma patikrinsime duomeny skirstymo i blokus tikslingumo hipoteze.
Jeigu hipotezés Hac : 04o = 0, Hpo @ 0% = 0, apibidinancios faktoriy
ir bloko saveika, yra teisingos, tai atitinkamos kvadraty sumos iSreiskiamos
paklaidy e;;; terminais:

SSac = JZ Z(éi.l —&.—e +e )~ UQX?I_l)(L_l),
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SSpc = IZZ(é_ﬂ —€j —€ + é_“)Q ~ O-QX?J—l)(L—l)'
i1

Hipotezés H o arba Hpc atmetamos « lygmens kriterijais, kai atitinkamai
teisingos nelygybeés

Fac = 3% > Fa((T = (L= 1), (I - DT = DL - D),
Fpe = % >F ((J-1)(L—1),I-1)(J—-1)(L—-1). (2.10.7)

Pazyméjus Z, = af + €., ~ N(0,0% + 02/(1J)), kvadraty suma SSc,
apibudinanti bloko jtaka, turi toki pavidala:

8¢ =113 (%= 2)* ~ (o° + 1Jog)X] 1.
l

Hipotezé He atmetama « lygmens kriterijumi, kai teisinga nelygybé

_ MSc
MSape
Remiantis 2.10.3 lentelés paskutiniuoju stulpeliu, nagrinéjamy faktoriy savei-

kos hipotezé Hap : 045 = 0 atmetama o lygmens kriterijumi, kai teisinga
nelygybé

Fe > Fo(L—1,(I—1)(J —1)(L—1)). (2.10.8)

MSup

= USape > Pl =D -1, (I =D = DL -1)). (2109)

Fyp
Jeigu hipotezés H 4¢ ir Hpc atmetamos, tai i§ 2.10.3 lentelés matome, kad
hipoteziy Ha : 0% = 0 ir Hp : 0% = 0 tikrinimo statistiky vardikliuose reikia
imti MSac ir MSpc. Hipotezés H 4 ir Hp, pasalinus bloko ir bloko saveikos
su faktoriais jtaka, atmetamos « lygmens kriterijais, kai teisingos nelygybés

_ MSA _ MSB
_MSAC _MSBC

Fa > Fo(I-1,(I-1)(L-1)), Fp > Fo(J—1,(J—=1)(L—1)).

(2.10.10)
Primename (7r. 2.6 skyrelj), kad $ie kriterijai yra apytikslieji.
Jeigu hipotezés H a¢ ir Hpe dél bloko ir faktoriy saveikos neatmetamos (kar-
tais tokia prielaida galima padaryti i§ anksto remiantis eksperimento salygomis),
tai statistikos vardikliu reikéty imti

SS,
(IJ—-1)(L-1)

ZZZK?Z - JLZYZQ _ILZY?. _IJZY..QI +2Y2 ~ O'QX%IJfl)(Lfl)'
i1 i j 1

J

MS% = SSE = SSac + SSpc + SSapc =

Hipotezés H,, Hp ir H4p atmetamos, pasalinus adityvia bloko jtaka, o lyg-
mens kriterijais, kai atitinkamai teisingos nelygybés

MSy MSg

F*:i = —
AT MS MS;,

> Fo(I-1,(IJ-1)(L-1)), F} > Fo(J—1, (IJ-1)(L-1)),
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MSap
MS,

Fig= >F,(I-1)(J—-1),IJ—-1)(L-1)). (2.10.11)

Pagaliau, jeigu ne tik 0%, = 0, 0%, = 0, bet ir adityvioji bloko jtaka
o2 =0, tai turime dvifaktoreés dispersinés analizés modelj, aprasyta 3.2.1 skyre-
lyje, kuriame kartotinumy skaicius kiekviename Ingelyje yra K = L. Kriterijai
hipotezéms Ha, Hp, Hap tikrinti pateikti (2.2.10) formulémis.

2.10.2 pastaba. Galimos ir kitos dvifaktorés blokuotyjy duomeny eksperimen-
ty schemos. Pavyzdziui, abu faktoriai A ir B gali buti atsitiktiniai arba vienas
i8 juy atsitiktinis, o kitas fiksuotas. Be to, kiekviename bloke eksperimentai gali
biti atliekami pagal hierarchinés klasifikacijos schema. Kriterijai faktoriy jtakai
apibidinti eliminuojant bloko jtaka randami anlogiskai iSnagrinétam pavyzdziui.
Panasiai analizuojami blokuotyjy eksperimenty duomenys, kai faktoriy skaic¢ius
didesnis uz du.

2.10.3 pastaba. Bloky parinkimas taip pat gali buti nulemiamas ne vieno, o
keleto faktoriy, kurie eksperimente dalyvauja pagal kryZzminés ar hierarchinés
klasifikacijos schemas. Pavyzdziui, 2.10.2 pavyzdyje galéjo dominti produkcijos
iSeigos priklausomybé tik nuo stakliy tipo, o faktorius B (darbininkas) ir fakto-
rius C' (pamaina) yra trukdantieji, kuriy jtaks reikia pagalinti. Bloky skaicius
yra JL (J - dalyvaujanciy eksperimente darbininky skai¢ius, L — pamainy
skaicius). Kiekviename bloke atliekama po I stebéjimy (I — stakliy tipy skaicius);
bendras stebéjimy skaic¢ius n = I.J L. Tokiame eksperimente dauguma stebéjimo
rezultaty panaudojama bloky jtakai pagalintiti. Jeigu faktoriaus A ir faktoriy
B ir C lygmeny skaicius yra vienodas I = J = L = m, tai, priémus adityvumo
salygas ir i8désCius eksperimentus pagal lotyniskyjy kvadraty schema, bloky
skai¢iy galima gerokai sumazinti. Aptariamame pavyzdyje vietoje n = m?3,
reikéty atlikti tik n = m? stebéjimy (detaliau, 7r. 2.11 skyrelj).

2.10.4 pastaba. Apskritai kalbant, jeigu bendras faktoriy skai¢ius & yra didelis,
tai reikalingy atlikti eksperimenty skai¢ius tampa didele problema. Pavyz-
dZziui, jeigu faktoriy skaiGius & = 10, tai netgi parinkus minimaly galima visy
faktoriy lygmeny skai¢iy, lygy 2, kryzminés klasifikacijos schemoje reikéty at-
likti n = 2'0 = 1024 stebéjimus, o tai realizuoti praktikai gali pasirodyti
nejmanoma. Priémus adityvumo prielaidas ir isdéscius eksperimentus specialiu
budu j faktoriy lygmeny rinkinius, stebéjimy skaic¢iy galima sumazinti iki skai-
Ciaus, nedaug virgijancio faktoriy skai¢iy k (detaliau zr. 4.5 skyrelj).

2.10.3. Nepilni subalansuoti blokai

2.10.3.1 Statistinis modelis

Nagrinédami atsitiktinius blokus taréme, kad bloko didumas sutampa su fakto-
riaus A lygmeny skaic¢iumi /. Kartais tenka nagrinéti atvejj, kai bloko didumas
yra mazesnis uz faktoriaus A lygmeny skaiciy.

Pavyzdziui, tiriant septyniy padangy markiy dilimo greitj, negalima ant
vieno automobilio sumontuoti visy septyniy markiy padangas. Bloko diduma



106 2 SKYRIUS. DISPERSINE ANALIZE

sudaro keturios padangos, sumontuotos ant vieno automobilio.

Kai bloko didumas k yra maZzesnis uz faktoriaus A lygmeny skaiciy I, tai
blokas vadinamas nepilnu.

Nagrinésime konkrety nepilny bloky sudarymo plana, kuris leidZia surasti
paprastus kriterijus pagrindinéms dispersinés analizés hipotezéms tikrinti. Tar-
sime, kad yra J bloky, visy bloky dydziai vienodi ir lygus k, k < I, visi faktoriaus
A lygmenys bloke skirtingi, o kiekvienas lygmuo priklauso r bloky.

Tada bendras stebéjimy skaicius

n=Jk=Ir (2.10.12)

Be to, tarsime, kad naudojamas subalansuotas nepilny bloky planas: bet kuri
dviejy faktoriaus A lygmeny pora aptinkama tame paciame skai¢iuje s bloky.
Pavyzdziui, tiriant 7 markiy padangy dévéjimasi, jos gali buti sumontuotos ant
7 automobiliy 2.10.4 lenteléje nurodytu budu.

2.10.4 lentelé. Subalansuoty bloky eksperimenty planas

III I I I II I | I

A% IV | 11 IT | III | III | IV
vi | vl | vV |[III| IV |IV | V
VIL | VIT | VI | VI | VII | V | VI

Siuo atveju bloky skaicius J = 7, bloko didumas k = 4, faktoriaus A
lygmeny skaicius I = 7, kiekvienas lygmuo pasitaiko r = 4 blokuose. Pateiktas
eksperimenty planas subalansuotas, nes kiekviena faktoriaus A lygmeny pora
aptinkama vienodg skaiciy s = 2.

Parametras s tenkina sarysj

r(k—1)
§= 77 (2.10.13)

I8 tikryjy, konkretus faktoriaus A lygmuo pasirodo r blokuose. Taigi Siuose r
blokuose yra rk — k langeliy, kuriuose minimas lygmuo nepasirodo. Kita vertus,
tokiy langeliy skaiCius lygus (I — 1)s, t.y. kity faktoriaus A lygmeny skai¢iui,
padaugintam i§ parametro s. Prilygine rk — k = (I — 1)s, gauname (2.10.13).

Si eksperimenty plana galima interpretuoti kaip atskirg dvifaktorés dispersi-
nés analizés, kai skirtingas stebéjimy skaicius langeliuose, atveji. Jame K;; = 1,
kai faktoriaus i-asis lygmuo pasirodo j-ajame bloke, ir K;; = 0 prieSingu atveju.

Lenteléje 2.10.5 (2.3.2 lentelés analogas) nurodyti tie langeliai, kuriuose
K;; =1 pagal eksperimenty plana, pateikta 2.10.4 lenteléje.
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2.10.5 lentelé. Nepilnas subalansuoty bloky eksperimenty planas

By [ By | Bs | Ba| Bs | B | Br | >,
A T 1] 1 1 r
A, 1] 1] 1 1| r
A; | 1 T 1]1 r
A, 1 111 ]~
A5 | 1 1 1|1 [~
A | 1 | 1 1 L] r
A, |1 | 1] 1 1 r
STk [k | k| k| k| k| &k |n

Stebéjimus Y;; apraSysime adityviuoju dispersinés analizés modeliu:
Yij=p+a;+B;+eyj, (i,j) €D,

¢ia D - dalyvaujanciy eksperimente indeksy (i, j) aibé; a.d. e;; ~ N(0,0?) yra
nepriklausomi.

2.10.3.2 MaZiausiyjy kvadraty jvertiniai ir hipoteziy tikrinimas

Pagrindiné dispersinés analizés faktoriaus A jtakos nebuvimo hipotezé yra H 4 :
a1 = ... = ay = 0. Maziau jdomi trukdanciojo faktoriaus B (bloko) jtakos
nebuvimo hipotezé Hg : 1 = ... = 8; = 0.

Hipotezes vél tikriname remdamiesi 1.3.2 teorema. Visy pirma reikia rasti
parametry p, a;, 8; MK jvertinius ir besalygine liekamaja kvadratine forma

SSE = min Z (Vi — p—a; — Bj)% (2.10.14)
o, B <
(i,j)€ED
Eksperimenty plana, kai skirtingas stebéjimy skaic¢ius langeliuose, parinkome
taip, kad, kitaip nei 2.3.4 skyrelyje, parametry jvertinius buty galima parinkti
i8reikstinio pavidalo.
Pazymeékime

I(k—1)
k(I—-1)

Koeficientas £ vadinamas plano efektyvumo daugikliu. Kai blokai nepilni k < I,
todél £ < 1. Jeigu blokai pilni, tai k = I, todél £ = 1.

g:

2.10.1 teorema. Minimizuojancius kvadratine forma (2.10.14) parametry «;
ir B; MK jvertinius galima parinkti taip:

1 A 1
Aizi (2] :17517 i — 7o
& g i Bj e

— Hi, j=1,..,J; (2.10.15)

cia

1 1
Gi=Yi— > KyY; Hj=Y;— - KyY,.
J i
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Kvadratiné forma SSg apskaiciuojama taip:

SSE = Z Yé—ré‘Z@?—%ZY_?:
i j

(i,7)€D
S 1
N YR-kEY B - - S Vi)~ ot g (2.10.16)
(i,5)€D J i

Irodymas. Remdamiesi nagrinéjamu subalansuoty bloky eksperimento planu
gauname (7r. 2.10.5 lentele)

Ki.:ZKij:r, K,j:ZKij:k, ZK%:T, ZKMKW:‘S’ i#id.
J i j J

Pasinaudojus Siomis lygybémis ir eliminavus Bj, kaip ir jrodant 2.3.2 teo-
rema, jvertiniams &;, ¢ = 1, ..., I rasti gaunama lygéiy sistema

1., A . 1 .
(1 — E)Oél — R;all = ;g“ 1 = 1,...,].

Si lygéiy sistema turi be galo daug sprendiniy. Konkrety sprendinj parinkime
taip, kad buty tenkinama salyga &; + ... + &; = 0. Tada gauname

Gi=—5Gi i=1..1 (2.10.17)
nes
PR S U VR A Ut VA R VI (R
kE  rk rk k(I -1)
Analogiskai gauname parametry §; jvertinius
B; = %’Hj, j=1,..J (2.10.18)

Liekamoji kvadratiné forma SSp gaunama jstatant j (2.10.14) arba (2.10.16)
gautuosius jvertinius (2.10.17) arba (2.10.18). A

Grijztame prie hipoteziy H, ir Hp tikrinimo. Remiantis 1.3.2 teorema, tikri-
nant hipoteze H 4 reikia rasti salyginj kvadratinés formos (2.10.14) minimuma
SSgm,, kai visi o; = 0, ir skirtuma SS4 = SSgm, — SSg. Turime vien-
faktorés dispersinés analizés modelj, kuriame faktoriaus lygmeny skaicius yra
J, o stebéjimy skaiciai su kiekvienu faktoriaus lygmeniu vienodi ir lygis k.
Analogiskai 2.2.5 teoremai gauname

= 1
SSpra= Y, (Y=Y = Y Yi?—EEJ:Y.?

(i,5)€D (i,5)€D

SSa =SSpu, —SSp =rEY 47 ~0’XT 1, (2.10.19)
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necentriskumo parametras
r&
_ Z 2
)\A = 0_2 . ;.
K]

Vidutinés kvadraty sumos MS4 = SS4/(I — 1) vidurkis yra

1
E(MS,) = 0% +r€c%, o4 = 1 Zaf. (2.10.20)

Sudarome statistika

b SSaln—I-J41) MS,
AT T I-1SS;  MSg’

kuri, kai teisinga hipotezé H,4, turi FiSerio skirstinj su I —1lirn -1 —J +1
laisvés laipsniais. Hipotezé H 4 atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi,
kai teisinga nelygybé

Fa>F,(I—1n—1-J+1). (2.10.21)
Analogiskai, tikrindami hipoteze Hpg, randame
SSp = SSpn, — SSp =kEY  B}.
J

Hipotezé Hp atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai teisinga
nelygybé

 SSp(n—I—J+1) MSg

F
B (J —1)SSg MSg

>F (J—1,n—T—J+1). (210.22)

2.10.3.3 Kontrasty analize

Jeigu hipotezé H,4 atmetama, tai atsakingiems uz hipotezés atmetima kontras-
tams rasti galima naudoti S metoda. Tuo tikslu reikia rasti kontrasto 1 =

>, ciag, >, ¢ =0, jvertinio )= >, cidy; dispersija V.

2.10.2 teorema. Kontrasto ¢ =), c;o; jvertinio 1& dispersija yra
~ 0'2 2
V=2 Z . (2.10.23)

Irodymas. Ivertiniai &y, ..., &; nepaslinktieji, t.y. E(&;) = ay, ir tenkina
salyga >, & = >, a; = 0. I simetrijos aitku, kad a.d. G; ir netgi a.v. (G;, Gy )T
yra vienodai pasiskirste, todél jvertiniai &g, ..., &; turi vienodas dispersijas ir
kovariacijas. Pazymékime

V(&) = 6%, Cov (&, dy) = pb?.



110 2 SKYRIUS. DISPERSINE ANALIZE

Gauname

V1/)—02 Zc —|—ch101 =

i#£4
Zc +pzc, —ch =0*(1—p 202. (2.10.24)

Kita vertus, pazyméje &; = a; + hi7 E(h;) = 0, gausime
EY (&—a)=> ol +E{>_ h}-In’} =
= (@i —a)? +0%(I - 1)(1 - p),

i
nes

E(Ih?) = %E(Z E{Z h? 4+ hihi} = 0% + (I — 1)p6°.

% i
Pazyméje, kad &, = &, = 0, gauname, kad

1 .

Trage Sig iSraiska i (2.10.24) ir pasinaudoje (2.10.20), gauname (2.10.24). A
Kontrasto 1) jvertinio v dispersijos jvertiniu imame

2
V() :7/, st = MSp.

Sudarant pasikliovimo intervalus (2.1.17) reikia imti A2 = (I — 1)F,(I —
l,n—I—J+1).

Atsizvelgiant j randomizacijos principa, atliekant eksperimenta, faktoriaus
A lygmenys bloko viduje turéty buti i§déstomi atsitiktinai.

Subalansuoty nepilny bloky plany lenteles galima rasti [3].

2.10.4 pavyzdys. Tiriant kineskopo elektros srovés stiprumo priklausomybe nuo keturiy
katodo kaitinimo sitilelio apdorojimo rezimy (R1, Rz, R3, Ra), per vieng diena galima reali-
zuoti tik tris apdorojimo metodus. Todél eksperimentas atliktas pagal nepilny subalansuoty
bloky schema, kurioje blokus atitinka dienos. Stebéjimo duomenys pateikti 2.10.6 lenteléje

2.10.6 lentelé. Statistiniai duomenys

Dienos R1 R R3 Ry
1 2 - 20 7
2 - 32 14 3
3 4 13 31 -
4 0 23 - 11

Atlike skai¢iavimus, gauname M S, = 293,611, MSp = 2,056, MSap = 72,63. Kadangi
Fy = MSa/MSsp = 4,04 ir P reikimé P{F3 5 > 4,04} = 0,0834, tai hipotezé atmetama,
jei reikSmingumo lygmuo virsija 0,0834. Tikrindami hipoteze Hp dél bloko jtakos, gauname
Fp = 0,03 ir atitinkanti P reik§mé yra P{F3 5 > 0,03} = 0,9928, tai atmesti hipoteze Hp
néra pagrindo.
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2.11. Lotyniskieji kvadratai

2.11.1. Statistinis modelis

Vienfaktoréje blokuotyjy duomeny analizéje, kai nagrinéjama faktoriaus A, tu-
rincio I lygmeny, jtaka tiriamam kintamajam Y, ir yra du trukdantieji faktoriai
B ir C, kuriy lygmeny skaiciai yra atitinkamai J ir L, tai bloky skai¢ius yra JL
ir matavimy skaicius eksperimente yra IJK (Zr. 2.10.3 pastaba). Aptarsime
vadinamajj lotyniskyjy kvadraty eksperimenty plang tam atvejui, kai faktoriy A,
B ir C lygmeny skaic¢iai vienodi: I = J = K =: m. Pagal §j plana eksperimenty
skaiCiy galima sumazinti iki m?. Planas gali biiti naudojamas ir nebiitinai vien-
faktoréje blokuoty duomeny analizéje su dviem trukdanciais faktoriais, bet ir
dvifaktoréje blokuotyjy duomeny dispersinéje analizéje, kai yra vienas trukdan-
tysis faktorius, bei trifaktoréje dispersinéje analizéje be trukdanciyjy faktoriy.

Lotyniskuoju kvadratu vadinama lentelé, turinti m eiluciy ir m stulpeliy,
kuriuose jrasyti skai¢iai nuo 1 iki m. Skaiciai i8déstyti taip, kad kiekvienoje
eilutéje ir kiekviename stulpelyje kiekvienas skaitmuo paraSytas po viena karta.

Tai, kad toks skaitmeny iSdéstymas yra galimas bet kokiam m, iliustruoja
zemiau pateikta lentelé.

2.11.1 lentelé. Standartinis lotyny kvadratas

1 2 3] ... m
2 314 .. 1
314 |5 |.. 2
m | 1 2 .. m-=1

Tarkime, kad jraSytas skaitmuo rodo faktoriaus A lygmenj, eilutés numeris —
faktoriaus B lygmenj, o stulpelio numeris — faktoriaus C' lygmenj. Tokiu badu
kiekvieng faktoriy B ir C' lygmeny rinkinj atitinka tik viena tiriamo faktoriaus
A reik8mé (o ne m reiksmiy, kaip kryZminéje klasifikacijoje).

Sis planas atsirado taikant dispersine analize zemés ukyje.

2.11.1 pavyzdys. Lyginamas m kvieciy veisliy (faktorius A) derlingumas (poZymis Y).
Siekiant pagalinti dirvozemio derlingumo jtaka (3laituose priklausomai nuo vietos dirvoZemio
derlingumas skirtingas, nes skiriasi ne tik derlingos Zemés sluoksnio gylis, bet ir ap§vietimas,
drégmés kiekis), Zemés sklypas horizontaliomis ir vertikaliomis linijomis padalijamas j m? skly-
peliy, kurie apséjami skirtingomis kvie¢iy veislémis pagal lotyniskojo kvadrato plana. Tariant,
kad faktoriy saveikos néra, eliminuojama trukdanciyjy faktoriy B (derlingumo kitimas ver-
tikalia kryptimi) ir C' (derlingumo kitimas horizontalia kryptimi) jtaka.

2.11.2 pavyzdys. Testuojant tris sensorines programas (faktorius A) ir lyginant jy efek-
tyvuma Y, parenkami trys skirtingi vertintojai (trukdantysis faktorius B) ir kiekvienas i§
ju ryte, vidurdien]j ir vakare (trukdantysis faktorius C) jvertina programy efektyvuma pagal
lotyniskojo kvadrato plang.
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2.11.3 pavyzdys. Tiriama keturiy skirtingy hormony jtaka konkrefiam fermentui karvés
kraujuje. Skirtingy karviy kraujo sudétis skiriasi, be to, ji ilgainiui kinta. Keturi hormonai
duodami keturioms karvéms keturiais skirtingais laiko periodais pagal lotyniSkojo kvadrato
plana.

2.11.4 pavyzdys. Lyginama penkiy raketinio kuro paruoSimo metody jtaka degimo greiciui.
Misiniai daromi i§ zaliavos, kuri ateina paketais. Pakety sudétis gali skirtis. MiSinius ruoSia
skirtingi operatoriai. Atsitiktinai parenkami penki operatoriai ir penki Zaliavos paketai ir

kiekvienas operatorius paruosia raketinj kura pagal lotyniskojo kvadrato plana.

Sukeitus lotyniskojo kvadrato bet kurias eilutes arba bet kuriuos stulpelius,
vél gaunamas lotyniSkasis kvadratas. Keiskime stulpelius taip, kad pirmoje
eilutéje gautume i§ eilés suradytus skaitmenis 1,2,...,m. Paskui, keisdami vi-
etomis eilutes (iSskyrus pirmaja), pasieksime, kad pirmajame stulpelyje bty
i§ eilés suraSyti skaitmenys 1,2,...,m. Toks lotynigkasis kvadratas vadinamas
standartiniu. Taigi i§ kiekvieno standartinio lotyniskojo kvadrato galima gauti
m!(m — 1)! skirtingy lotyniskyjy kvdraty.

Pagal randomizacijos principa, atliekant eksperimenta, konkrety lotynigkaji
kvadrata reikia pasirinkti atsitiktinai. Tai galima atlikti tokiu budu. Atsitikti-
nai parenkame standartinj lotyniskaji kvadrata. Paskui atsitiktinai parenkame
lotyniskaji kvadrata i§ dydzio m!(m — 1)! aibés, kuri gali buti gaunama i Sio
standartinio keic¢iant vietomis stulpelius ir eilutes.

Lotyniskyjy kvadraty modelis: a.d. Yj;; apraSomi modeliu
Yijk =+ i + B + v + eij,  (4,5,k) €D (2.11.1)

Gia indeksai 4,7 ir k atitinkamai Zymi faktoriy A, B ir C' lygmeny numerius;
D — dydzio m? indeksy aibé, kurioje indeksai kinta pagal parinkta lotynigkaji
kvadrata; paklaidos e;j5 ~ N(0,0?) nepriklausomos. Parametrai o;, §; ir vx

tenkina salygas
Ya=0, Y =0 Y =0 (2.11.2)
i=1 j=1 k=1

2.11.2. Parametry jvertiniai ir hipoteziy tikrinimas

Parametro 0 = (f, 1,y Qn, B1s- s By Y1+ -, Ym) L. MK jvertinj randame
minimizuodami kvadratine forma

S5(0) = Z (Yije — 1 — iy — B — ).

(i,5,k)€D

2.11.1 teorema. Parametry jvertiniai turi tokj pavidala:

— 1
p=Y.=—5 3 Yy, &=Yi -V, i=l..m,
(i,5,k)€D
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¢ia

— 1 — 1 - 1
}/i = }/;, 5 Y, = ijks k= 17k
. m E Jk .J. m § Y]k Y k m E ij
(4,k)ED;.. (i,k)€D ;. (i,5)€D.

o D;.. yra aibé tokiy pory (j,k), kad (i,j,k) € D, o i yra fiksuotas; analogiskai
apibréziamos aibés D j,, D. . Liekamoji kvadraty suma yra

SSp = SS(0) = Z (Yije — fo — & — B — “n)?
(i.j,k)ED

(i,5,k)eD

Irodymas. Diferencijuodami kvadraty suma SS(0) pagal p ir prilygine
iSvestine 0, gauname lygtj

Z (Yijx —p—a; — Bj — ) = 0.

(4,5,k)ED

Sumuojant «; aibéje D indeksas i kinta nuo 1 iki m. Todél remdamiesi
(2.11.2) susumave gauname 0. Analogiskai gaunama sumuojant j3; ir 7. Taigi
parametro p maziausiyjy kvadraty jvertinys

o 1
p=Y. =— > Vi (2.11.5)
(i,4,k)ED

Diferencijuodami pagal «; ir prilygine i§vestine 0, gauname lygtis

Z Yijp—p—a; —Bj—) =0, i=1,..,m.
(4,k)ED; ..

Pagal lotyniskojo kvadrato apibrézima aibé D;  susideda i3 tokiy pory (j, k),
kad kiekvienas indeksas j ir k igyja reikSmes nuo 1 iki m po vieng karta. Todél
sumuodami §; ir v aibéje D; . gausime nulj. Gauname parametry o; jvertinius
(2.11.3). Analogiskai gauname kitus (2.11.3) jvertinius.

Liekamoji kvadratiné forma SSg gaunama jstacius i SS(0) gautuosius jverti-
nius (2.11.3). Gauname:

SSp= Y (Yyr—h—di—Bj =)’ =
(4,3,k)€D

= Z (Yige = Yi. =Y, =Y . +2Y )% ~ 0°X{n1y(m_2)-
(i.5.k)€D

Is tikryjy, kadangi nezinomy parametry (2.11.1) modelyje yra (3m + 1) — 3 =
3m — 2 (nes 3m + 1 parametrai p, o, 55, Y susieti trimis lygybémis (2.11.2)), o
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stebéjimy skai¢ius m?, tai laisvés laipsniy skaic¢ius yra m? — (3m — 2) = (m —
1(m—2). A

Pereiname prie faktoriy jtakos nebuvimo hipoteziy Hq : a3 = ... = a;, = 0,
Hp: ,81 = .= ﬂm =0, Ho : Y1 = o = Ym = 0 tikrinimo.

Remiantis 1.3.2 teorema, tikrinant hipoteze H,4 reikia rasti salyginj kvad-
ratinés formos SS5(0) minimuma SSgg,, kai visi a; = 0, ir skirtuma SS4 =
SSen, —SSE. Jei hipotezé H 4 teisinga, parametry pu, 85,7, ivertiniai sutampa
su (2.11.3). Taigi

SSepm, = Yk —fi— B — ),
(4,5,k)eD

SSa=SSpu, —SSp=mY _ (Yi.-Y. )" (2.11.6)

Analogiskai gauname kvadraty sumas, apibudinancias faktoriy B ir C jtaka

SSp=m)Y (V; =Y.)% SSc=m>» (Yi-Y.) (2.11.7)
J k

Kadangi parametrai «; tenkina lygybe (2.11.2), tai hipotezé H,4 gali bati uz-
raSyta Sitaip Hq : 1 = ... = a1 = 0, taigi pagal 1.3.1 pastaba ir pavidalu
Hy: HO = 0; ¢ia H yra (m — 1) x (3m — 2) rango m — 1 matrica. Analogiskai
uzrasomos hiptezés Hp ir Ho. Pagal 1.3.2 teorema

SSa/o? ~x*(m—1,Aa), SSp/o*~ x*(m—1,Ag), SSc/o*~ x*(m—1,\¢c),
)\A:mZa?, )\B:mZﬁ?, )\C:mZV,%.
i j k

Vidutiniy kvadraty sumy

MS,, = SS’A7 MSy = SSB7 MSe = SSc
m—1 m—1 m —

vidurkiai

E(MS4) = 0% +mo?, E(MSp)=0c>+mo%, E(MSc)=o0?+mok;

¢ia
0'2 = L 2
AT 1T m—
K3
Gautus rezultatus surasome j dispersinés analizés lentele.

2.11.2 lentelé. Dispersinés analizés lentelé

Faktorius | SS v MS E(MS)
A SSa m—1 MSy | 02 +mao?
B SSp m—1 MSp 0'2—|—7TLO'2B
C SSc m—1 MSe 02+maé
E SSE (m—l)(m—2) MSE 0’2
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Hipotezés H4, Hp, Heo yra atmetamos reikSmingumo lygmens « kriterijais,
kai statistikos

MSa MSg MSc
= . Fp=—c Ic=

Fy

atitinkamai virsija FiSerio skirstinio su m — 1 ir (m — 1)(m — 2) laisvés laipsniy
kritine reikdme F,(m — 1, (m — 1)(m — 2)).

Jeigu kuri nors hipotezé atmetama, tai kontrastus, atsakingus uz hipotezés
atmetimg, galima rasti S metodu. Pavyzdziui, kontrasto ¢ = >, ¢, Y, ¢; =0

jvertinys yra
Y = Zcidi = ZCiYi.s
i i
Sio ivertinio dispersija ir dispersijos jvertinys

V() = %2203’ V(i) = gzc?, 5?2 = MSp. (2.11.8)

Sudarant pasikliovimo intervalus (2.1.17) reikia imti A% = (m — 1)F,(m —
1, (m—1)(m —2)).

Kadangi a.d. Y;. turi vienodas dispersijas, tai pritaikomas ir kontrasty
palyginimo T metodas.

2.11.5 pavyzdys.[1] Automobiliy gamykla tiria keturiy tipy padangy kiekvieno i§ keturiy
lengvyjy automobiliy tipy dévéjimosi greitj. Eksperimentas atliktas pagal lotyniSkyjy kvadraty
plana. UzZregistruota padangos nudilimas (mm) po 10 000 myliy ridos. Duomenys pateikti
2.11.3 lenteléje

2.11.3 lentelé. Statistiniai duomenys

2,12 (I1) | 1,73 (1) | 1,65 (IV) | 1,89 (I1I)
1,83 (I11) | 2,28 (I1) | 1,67 (1) | 2,01 (IV)
1,83 (IV) | 2,27 (I11) | 2,18 (I1) | 2,03 (1)
1,85 (1) | 1,93 (IV) | 2,24 (111) | 2,52 (I1)

Sioje lenteléje stulpeliai atitinka automobilius (faktorius A), eilutés — padangos padétj ant
automobilio (faktorius B); langeliuose nurodytas padangos nusidévéjimas (tiriamasis kinta-
masis Y) ir (skliausteliuose) padangos marké (faktorius C).

Atlike skaitiavimus gauname M S 4 = 0,0376, M Sp = 0,0670, MSc = 0,1765 ir MSg =
0,0143. Tikrindami hipotezes Hy, Hp, Hc gauname statistiky realizacijas Fqu = 2,63,
Fp = 4,69, Fo = 12,36, kurias atitinka P reikSmés 0,1445, 0,0514, 0,0056. Galima daryti
i§vada, kad duomenys priestarauja padangos markeés jtakos nebuvimg prielaidai, nepriesta-
rauja prielaidai, kad automobilis neturi jtakos. Kalbant apie padangos padéties ant auto-
mobilio jtaka padangos dévéjimuisi, tai hipotezé Hp atmetama, jei pasirinktas kriterijaus

reikSmingumo lygmuo vir§ija 0,0514.
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2.12. Pratimai

2.1 skyrelis

2.1. Tegu Yi; = p+ oy +e45,4 = 1,...,1,5 = 1,...,J; &ia e;; yra vienodai pasiskirste
n.a.d. ir E(e;;) = 0, o parametrai a; tenkina salyga >, d;a; = 0, kai d; Zinomi ir ), d; # 0.
Raskite parametry p ir a; maziausiyjy kvadraty jvertinius.

2.2, Tegu Yj = p; +e45,5=1,...,1,5 = 1,..., J; &ia e;; yra nepriklausomi ir normalieji
eij ~ N(0,02). a) Raskite hipotezés H : g1 = 2uo = 3pg tikrinimo kriterijy, kai I = 4.
b) Irodykite, kad hipotezés H : u1 = po tikrinimo F kriterijus, kai I = 2, yra ekvivalentus
Stjudento kriterijui dél vidurkiy lygybés dviejose normaliosiose imtyse.

2.3. Lenteléje pateikti duomenys, apibtidinantys iskvepiamo azoto kiekj Y esant keturioms
skirtingoms dietoms (faktoriaus A lygmenys).

A, Az As A;
4,079 | 4,368 | 4,169 | 4,028
4,859 | 5,668 | 5,709 | 5,608
3,540 | 3,752 | 4,416 | 4,940
5,047 | 5,848 | 5,666 | 5,201
3,298 | 3,802 | 4,123 | 4,674
4,679 | 4,844 | 5,059 | 5,038
2,870 | 3,578 | 4,403 | 4,905
4,648 | 5,393 | 4,496 | 5,208
3,847 | 4,374 | 4,688 | 4,806

Atlikite duomeny vienfaktore dispersine analize ir kontrasty palyginima.

2.4. I3 darbininky, aptarnaujanciy didelés jmonés surinkimo konvejerj, buvo atrinkti 4
darbininkai ir kiekvienam i§ jy buvo uzfiksuotas tam tikros detalés surinkimo laikas.

Darbininkai | Laikas
1 24,2 22,2, 24,5,  21,1;  22,0;
2 19,4; 21,1;  16,2; 21,2, 21.6; 17,8; 19,6
3 19,0; 23,1;  23,8; 22.8;
4 19,9; 15,7; 15,2; 19,8; 18,9; 16,1; 16,2; 18,5

Ar skiriasi darbininkai pagal detalés surinkimo laika?

2.5. Lenteléje pateikti duomenys, apibiidinantys gumos tempiamajj atsparuma Ykg/cm?
priklausomai nuo vulkanizavimo laiko X min.

X; Y

20 152 152 147 152
25 158 155 146 169
30 149 159 115 152
40 143 121 116 156
60 126 165 153 157

Patikrinkite hipoteze, kad gumos tempiamasis atsparumas nepriklauso nuo vulkanizavimo
laiko.

2.6. Tiriant retyjy elementy pasiskirstyma triaso amziaus nuogulose netoli Bir§tono, buvo
gauti lenteléje pateikti rezultatai (g/t) trijuose §iy nuoguly horizontuose (X ir s empiriniai
vidurkiai ir vidutinio kvadratinio nuokrypio jvertiniai; stebéjimy skai¢ius atitinkamai I, IT ir
11T horizontuose yra 136, 77, 111).
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I 11 11
Elementai X s X S X s
Varis 13 12 47 12 14 22
Svinas 13 1 16 5 22 8

Titanas 3428 | 701 | 3531 | 776 | 4255 | 1071
Manganas 940 182 | 1022 | 146 828 296
Chromas 74 21 84 22 110 64

Nikelis 44 13 55 16 60 22

Patikrinkite hipotezes, kad elementy koncentracija visuose trijuose horizontuose yra vie-
noda.

2.2 ir 2.3 skyreliai

2.7. Tegu a.d. e;5,i=1,...,I,5 =1,..., J yra nepriklausomi ir normalieji e;; ~ N(0,02).
Irodykite, kad kvadraty sumos

> (e —e.)? Z Z(eij —&. —éj+e.)?
i

i
yra nepriklausomos.

2.8. Tegu dvifaktorés dispersinés analizés schemoje faktoriaus A lygmeny skai€ius [ = 2,
o faktoriaus B lygmeny skaiCius J > 2; kiekviename langelyje turime po viena stebéjima
Yij,i=1,2;5 = 1,...,J. Jrodykite, kad hipotezés H 4 tikrinimo F kriterijus yra ekvivalentus
Stjudento kriterijui, grindziamam skirtumais Z; = Y1; — Y25, j = 1,..., J. Todél dispersinés
analizés prielaidos gali biiti susilpnintos: kriterijus nepakis, jeigu tarsime, kad paklaidy vek-
toriai (eqy, egj)T,j =1,...,J yra nepriklausomi ir turi dvimatj normalyjj skirstinj su nuliniu
vidurkiy vektoriumi.

2.9 (2.8 tesinys). Lenteléje pateikti miego trukmés padidéjimo duomenys Y7, naudojant
pirmo tipo migdomuosius vaistus, ir Y2; — naudojant antro tipo migdomuosius vaistus; ¢ia j
zymi paciento numerj, j =1, ..., 10.

7 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
T | 40,7 | -16 | 0,2 | -1,2 | -1,0 | 3,4 | 3,7 | 10,8 | 0,0 | +2,0
2 | +1,9 | 10,8 | +1,1 | +0,L | -0,1 | +4,4 | 5,56 | +1,6 | +4,6 | +3,4

a) Priéme normalumo prielaida patikrinkite hipoteze, kad miego trukmés padidéjimo
vidurkiai, naudojant pirmo ir antro tipo migdomuosius, nesiskiria; o = 0, 01.

b) Tarkime, yra Zinoma, kad V(Y1; — Ya;) < 1,25. Kokj skai¢iy pacienty reikéty turéti,
kad tikrinant vidurkiy lygybés hipoteze, ji buty atmesta su tikimybe, ne mazesne uz 0,95, kai
miego trukmés padidéjimo vidurkiy skirtumas virsija 1 valanda.

2.10. Tarkime, kad 2.3 pratime tiriame iSkvepiamo azoto kiekio priklausomybe ne tik
nuo dietos (faktorius A), bet ir nuo lyties (faktorius B). Gauti stebéjimy duomenys pateikti
lenteléje [1].

A Az As Ay

B1 4,079 | 4,368 | 4,169 4,928
4,859 | 5,668 | 5,709 | 5,608
3,540 | 3,752 | 4,416 | 4,940
B 2,870 3,678 | 4,403 4,905
4,648 | 5,393 | 4,496 | 5,208
3,847 | 4,374 | 4,688 | 4,806

Atlikite dvifaktore dispersine analize. Patikrinkite pagrindines dispersinés analizés hipo-
tezes.

2.11. I8 kiekvienos 4 peliy (faktorius A) palikuoniy buvo atrinkta po 1 peliuka ir jam
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buvo taikoma viena i§ trijy diety (faktorius B). Po trijy savaitiy iSmatuotas svorio priaugis
Y [1].

A | A; | A3 | Ag
By | 52 | 114 | 42 | 107
By | 74 | 13,0 | 95 | 88
Bs | 9,1 | 138 | 88 | 13,0

Atlikite dvifaktore dispersing analize su vienu stebéjimu langelyje. Remdamiesi Tjukio
kriterijumi patikrinkite saveikos nebuvimo hipoteze.

2.12. Tiriant, kiek agtuoniy skirtingy rusiy aliejaus (faktorius A) sugeria spurgos, Sesias
dienas (faktorius B) buvo gaminamos vienodo didumo spurgy partijos su kiekviena aliejaus
ragimi [14].

A Ao As Ay As Ag A7 Ag
By | 164 | 172 | 177 | 178 | 163 | 163 | 150 | 164
Bo | 177 | 197 | 184 | 196 | 177 | 193 | 179 | 169
Bz | 168 | 167 | 187 | 177 | 144 | 176 | 146 | 155
By | 156 | 161 | 169 | 181 | 165 | 172 | 141 | 149
Bs | 172 | 180 | 179 | 184 | 166 | 176 | 169 | 170
Bg | 196 | 190 | 197 | 191 | 178 | 178 | 183 | 167

a) Uzpildykite dispersinés analizés lentele ir patikrinkite pagrindines hipotezes.
b) Jeigu H 4 atmetama, tai nurodykite kontrasta, kuris reik§mingai skiriasi nuo 0.

¢) Ar naudojant T metoda galima nurodyti aliejaus rusis, kurias spurgos sugeria skirtingai.

2.13 (2.12 tesinys). Tarkime, kad skirtingy aliejaus risiy sugérimo vidurkiai tenkina
salygas ps = p7 = pg = p, p1 = p2 = pe = p+ 12, p3 = pg = p + 22. Kokia tikimybe
atmesti hipoteze H 4, jeigu paklaidos dispersija lygi 2.12 pratime surastam jverciui (kriterijaus
reik§mingumo lygmuo a = 0,05)?

2.14 (2.13 tesinys). Kadangi 5, 7 ir 8 aliejaus rasys atrodo ekonomigkiausios, tai tolesni
eksperimentai bus atliekami tik su Siomis trimis rGSimis. Kiek eksperimenty reikéty atlikti
tikrinant hipoteze H : us = pu7 = pg kriterijumi, kai reikSmingumo lygmuo o = 0,05, kad bet
kokj vidurkiy skirtuma, vir§ijantj 10 vienety, galétume pastebéti su tikimybe, ne mazesne uz
0,87

2.15. Tiriama konservy dézutés svorio priklausomybé nuo mésos tiekéjo (faktorius A)
ir nuo dézutes uzpildantio automato uzpildymo cilindro (faktorius B). I8 kiekvieno tiekéjo
ir kiekvieno cilindro konservy dézuciy partijos atsitiktinai atrenkama po 3 déZutes. Dézuciy
svoriai (salyginiais vienetais) pateikti lenteléje [14].

Aq Ay As Ayg As
B 1; 1; 2 4; 3; 5 | 6 3; 71 3 1; 3 1; 3 3
Ba | -1; 3; -1 ] -2 1; 0| 3 1; 5| 2 0; 1 1; 0; 1
Bs 1; 1; 1 2; 0; 1|2 4; 311 3; 3 3; 3; 3
By | -2 3; 0 -2 0; 1| 3 3; 4 | 0 0; 2 0; 1; 1
Bs 1; 1; -1 2; 1; 5 | 0 1; 211 0; -1 -2 3; 1
Bg 0; 1; 1 0; 0; 3| 3 3; 4 | 3 0; 2 3; 1; 2

Uzpildykite dispersinés analizés lentele ir patikrinkite pagrindines hipotezes.

2.16. Eksperimente hibridinius Ziurkiukus maitino hibridinés Ziurkiy patelés. Lenteléje
pateikti Ziurkiuky svoriai praéjus 28 dienoms nuo gimimo. Siame eksperimente faktorius A
yra maitinanc¢ios ziurkés genotipas, o faktorius B — ziurkiuky vados genotipas.
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A | Az | A3 | As A | Az | 4s | As
By | 61,5 | 55,0 | 52,5 | 42,0 | B3 | 37,0 | 56,3 | 39,6 | 50,0
68,2 | 42,0 | 61,8 | 54,0 36,3 | 69,8 | 46,0 | 43,8
64,0 | 60,2 | 49,5 | 61,0 68,0 | 67,0 | 61,3 | 54,5

65,0 52,7 | 48,2 55,3

59,7 39,6 55,7
By | 60,3 | 50,8 | 56,5 | 51,3 | Ba | 59,0 | 59,5 | 45,2 | 44,8
51,7 | 64,7 | 59,0 | 40,5 57,4 | 52,8 | 57,0 | 51,5
493 | 61,7 | 472 54,0 | 56,0 | 61,4 | 53,0
48,0 | 64,0 | 53,0 42,0
62,0 54,0

Atlikite dvifaktore dispersine analize, kai stebéjimy skaic¢iai langeliuose skirtingi. Patik-
rinkite saveikos nebuvimo hipoteze. Patikrinkite faktoriy A ir B jtakos nebuvimo hipotezes
dviem budais: a) tariant, kad modelis adityvus; b) atsizvelgiant j saveika.

2.17. Irodykite, kad dvifaktoréje dispersinéje analizéje, kai I = 2, kvadraty sumas SS4
ir SSap galima apskai¢iuoti &itaip:
SSa=JK((Y1.. —Y2.)%/2,
SSap = (K» (Y1) — Y2;)? — SS4)/2,
J
o jei K =2, tai
SSE =1 > (Yiji — Yij2)*/2.
i g
2.4 skyrelis
2.18. Tegu Yi; = p+ a; + e;; ir a.d. {a;}, {e;;} nepriklausomi, a; ~ N(0,02), e;; ~
N(0,02)5i = 1,..,1,j = 1,...,J. Parametrai u,0%,0% nezinomi. Raskite hipotezés H :
02 /0% < A, kai alternatyva H : 0% /o2 > A, tikrinimo TGN kriterijy.

2.19. Atsitiktinai parinkus keturis gaminius po 10 karty buvo i¥matuotas parametras X:

x1 x2 x3 x4 x1 T2 3 T4

6,34 5,95 5,23 4,55 | 6,85 6,52 5,52 4,73
6,36 6,04 527 465 | 6,91 6,60 552 4,78
6,41 6,11 5,32 4,68 | 691 6,62 5,53 4,78
6,42 6,31 5,39 4,68 7,02 6,64 560 4,84
6,80 6,36 5,40 4,72 7,12 6,71 5,78 4,86

(a) atlikite vienfaktore dispersine analize su vienu atsitiktiniu faktoriumi A (jo lygmenys
— gaminiy numeriai);

(b) raskite taskinius ir intervalinius (Q = 0,95) parametry p, 0%, o2 jverdius;

(c) raskite parametro 0% /o2 pasikliovimo intervalg (Q = 0, 95).

2.20. Konservy fabriko technologiniame procese kiekvienas pjaustantis abrikosus ope-
ratorius buvo stebimas penkis dviejy minuciy laikotarpius. Trijose skirtingose linijose buvo
pjaustomi trijy skirtingy dydziy vaisiai (didesnis numeris reiSkia maZesnj vaisiy) ir uzfiksuo-
jamas supjaustyty vaisiy skai€ius Y;;; ¢ = 1, ..., I yra operatoriaus numeris, o j = 1,...,5 Zymi
laikotarpio numerj. Analizés rezultatai atskirai kiekvieno dydZio vaisiams pateikti lenteléje.

Dydis | 1 | Y. | MSa | MSg
2 9 | 53,7 | 59,72 | 1,144
3 17 | 52,26 | 68,20 | 2,537
4 17 | 47,32 | 78,96 | 4,926

Tardami, kad yra teisingas modelis Y;; = p + a; + e;5, kai a.d. {a;} ir {e;;} yra nepri-
klausomi ir normalieji a; ~ N(0,0%), e;; ~ N(0,0?), raskite taskinius parametry p,0%,0
jverc¢ius.
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2.21. Tarkime, kad 2.3 pratime faktorius A yra atsitiktinis. Kaip pasikeis dispersiné

analizé?

2.5 skyrelis

2.22. Tegu Yjji = p+ a; +bj + €55 ir a.d. {a;}, {b;}, {eijx} nepriklausomi, a; ~

N(O)U,QQ)7 b] ~ N(07U%)7 €ijk ™ N(07U2)7Z = 17"'717j = 17"'7J7k
nezinomi. Raskite TGN kriterijy

ot 58,0

a) hipotezei H : 72 = 0% /(02 + Ko2) < A, kai alternatyva H : 72 > A, tikrinti;

b) hipotezei H : 0 45/02? < A, kai alternatyva H : 0% 5/02 > A, tikrinti.

= 1,..., K. Parametrai

2.23. Atlikus dvifaktore dispersine analize su dviem atsitiktiniais faktoriais A ir B, gauta
tokia dispersinés analizés lentelé

Faktorius v SS
A 24 3 243
B 3 46 659
AXx B 72 459
E 1100 243

(a) patikrinkite hipotezes Ha, Hp, Hap, kai reik§mingumo lygmuo P = 0, 025;

(b) raskite dispersijos komponenciy 0%, U2B, 01243, o2 jveréius ir jy dispersijy jveréius;

(c) apskaitiuokite kiekvienos dispersijos komponentés apytikslj pasikliovimo intervala, kai
pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.

2.24. Atlikite dispersine analize pagal 2.11 pratimo duomenis tare, kad abu faktoriai yra

atsitiktiniai.

2.25. Atlikite dispersine analize pagal 2.15 pratimo duomenis tare, kad abu faktoriai yra

atsitiktiniai.

2.6 skyrelis

2.26. Lenteléje pateikti duomenys, apibudinantys kuro iStekéjimo greitj i trijy skirtingy
tipy tUty greitj; matavimus atliko 5 operatoriai, i§ kuriy kiekvienas atliko po 3 matavimus
kiekvienoje tutoje.

Tuta 1 2 3 4 5
A 6 6 -15 26 12 5 | 11 4 4 21 14 712 18 25
B 13 6 13 4 4 11 | 17 10 17 -5 2 -5 | 15 8 1
C 10 10 -11 | -35 o -14 |1 -10 -17 | -12 -2 -16 | -4 10 24

(a) atlikite migraus modelio, kuriame faktorius A (titos) yra pastovus, o faktorius B

(operatorius) — atsitiktinis dispersine analize;

(b) atlikite analize laikydami abu faktorius pastoviais. Kuo paaiskinti skirtingus atsaky-

mus, gautus tikrinant hipoteze, kad rezultatai nepriklauso nuo taty tipo.

2.27. Lenteléje pateikta tam tikros medziagos nepralaidumo vandeniui charakteristika
priklausomai nuo trijy tipy stakliy (faktorius A), su kuriomis ji buvo pagaminta, per 9 skirtin-
gas dienas (faktorius B) [14].
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By, | B | Bs | Bs | Bs | Bs | Br | Bs | Bo
Ay | 1,40 | 1,45 | 1,01 | 1,89 | 1,77 | 1,66 | 1,92 | 1,84 | 1,54
1,35 | 1,57 | 1,48 | 1,48 | 1,73 | 1,54 | 1,93 | 1,79 | 1,43
162 | 1,82 | 1,89 | 1,39 | 1,54 | 1,68 | 2,13 | 2,04 | 1,70
Ay | 1,31 | 1,24 | 1,51 | 1,67 | 1,23 | 1,40 | 1,23 | 1,58 | 1,64
1,63 | 1,18 | 1,58 | 1,37 | 1,40 | 1,45 | 1,51 | 1,63 | 1,07
141 | 152 | 1,65 | 1,11 | 1,53 | 1,63 | 1,44 | 1.28 | 1,38
As | 1,93 | 1,43 | 1,38 | 1,72 | 1,32 | 1,63 | 1,33 | 1,69 | 1,70
1,40 | 1,86 | 1,36 | 1,37 | 1,34 | 1,36 | 1,38 | 1,80 | 1,84
1,62 | 1,69 | 1,49 | 1,43 | 1,48 | 1,49 | 1,29 | 1,45 | 1,75

Atlikite duomeny dispersine analize, tare, kad modelis yra miSrusis, kuriame faktorius A
yra pastovus, o faktorius B — atsitiktinis.

2.28. Tiriant dujy sunaudojima per devynias savaites (faktorius A) buvo fiksuojamas
dujy sunaudojimas per para kiekvieng savaités dieng nuo pirmadienio iki SeStadienio imtinai
(faktorius B). Gauti rezultatai (salyginiais vienetais) pateikiami lenteléje [14].

Ay | Ag | Az | As | As | Ag | A7 | As | Ag
By 5 1 -4 5 -13 -8 -2 -4 -10
B> 3 6 -10 -2 -7 -2 -4 2 2
B3 8 4 -14 -3 3 0 5 -11 | -12
By 8 10 -5 -1 4 -2 4 1 -12
Bs 4 -1 7 -5 5 -3 -7 -3 -6
Bg 3 -9 3 -8 -6 0 -3 8 -1

Atlikite dispersine analize tare, kad faktorius A atsitiktinis, o faktorius B pastovus.

2.29. Atlikite 2.10 pratimo duomeny analize, tare, kad faktorius A yra atsitiktinis, o
faktorius B — pastovus.

2.30. Atlikite 2.12 pratimo duomeny analize, tare, kad faktorius A yra pastovus, o
faktorius B — atsitiktinis.

2.7 skyrelis

2.31. Trifaktorés dispersinés analizés skirtingy langeliy stebéjimy vidurkiai pgj,7 =
1,2,3; 5 =1,2,3;1 = 1,2, pateikti lentelése

Ci1 | Br | B> | B3 Cy | Br | B2 | B3
Aq 5 6 10 A 9 7 14
Ao 7 7 1 Az 9 6 3
A3 6 5 7 A3 9 5 10

Irodykite, kad visy trijy faktoriy saveika A x B x C yra lygi 0.

2.32. Nagrinéjame tiesinj modelj Y;;x = pijn +eijn,i=1,...., ;i =1,..,J;k=1,.. K,
kuriame {e;jr} yra nepriklausomi normalieji e;;5 ~ N(0,02) a.d. Tarkime, vidurkiai Mijk
tenkina salyga

Wijk = B... + (Bi.. — B.) + (Geg. — fe.) + (Bog — B...) =
=p+a; + Bij + k-
Raskite parametry u,a;, B, v, jvertinius. Sukurkite kriterijy hipotezei Hy : a; = 0,1 =
1,..,1.

2.33. Sudarykite trifaktorés dispersinés analizés lentele, kai visi trys faktoriai yra atsitik-
tiniai. Sukurkite kriterijus pagrindinéms hipotezéms tikrinti.

2.34. Tarkime, pilnoje dispersinés analizés schemoje,kai vienodas stebéjimy skaicius
langelyje, faktorius A turi I lygmeny. Stebéjimy aritmetinius vidurkius, gautus suvidurki-
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nus pagal visy kity faktoriy lygmenis, paZymékime Yi,...,Y;. Tegu 8ie vidurkiai padalyti
dvi didumo Iy ir Iz, Iy + I2 = I aibes Y1,..., Yy, ir Y7, 11,..,Y7, 0 YD ir Y2 yra iy aibiy
vidurkiai. Jrodykite, kad
I I I
S TR =30 S (B PO L - 7O
i=1 i=1 i=I1+1

2.35. Apibendrinkite 2.34 pratima, kai vidurkiai Y7, ..., Y7 padalijami j tris nesikertan¢ias
aibes.

2.36. Lenteléje pateikti duomenys, apibudinantys betoninj kelia priklausomai nuo padengi-
mo storio (faktorius A), nuo pagrindo storio (faktorius B) ir nuo papildomo (apatinio) pagrindo
storio (faktorius C). Allikta po du matavimus kiekvieno i§ 27 kelio varianty ([7]).

Ay Ag As
By Bs Bs By Ba B3 B Ba Bs
C: | 28 43 5,7 | 41 54 6,7 |60 6,3 7,1
26 45 53 |44 55 69 |62 65 69
Cs | 41 5,7 6,9 | 53 65 7,7 | 6,1 7,2 81
44 58 71|51 67 74|58 71 84
Cs | 55 7,0 8,1 |65 7,7 88| 7,0 80 9,1
53 68 83|67 75 91|72 83 90

Atlikite trifaktore analize su trimis pastoviais faktoriais.

2.37. Lenteléje pateikiama izoliacijos kokybés charakteristikos priklausomai nuo keturiy
faktoriy: A — padengimo tipas; B — temperatiira; C' — slégis; D — skirtingos plieninés panelés,
kurios buvo naudojamos eksperimente [14].

A A A A Az Az Az Az
By By Bs Bo By By Bs Bs
C1 Co [of [ Ch Co Cq Cs
D1 0,25 0,16 0,30 0,27 | 0,41 0,10 0,13 0,06
Do | 0,36 | 0,002 | 0,18 | 0,03 | 0,28 | 0,04 | 0,06 | 0,03
Dy | 036 | 0,06 | 044 | 0,13 | 0,33 | 0,03 | 0,19 | 0,04
Dy 0,25 0,10 0,34 0,04 0,21 0,01 0,20 0,01

As Az Az Az Ay Ay Ay Ay
B By Ba B2 B B B3 By
C1 Co C1 Co C1 Co C1 Co
Dy | 0,44 | 0,24 | 022 | 0,18 | 0,43 | 0,27 | 0,26 | 0,21
Do | 0,65 | 0,08 | 0,4 | 0,36 | 0,62 | 0,03 | 0,51 | 0,03
D3 0,42 0,49 0,17 | 0,25 0,47 | 0,28 0,21 0,25
Dy | 047 | 0,14 | 0,36 | 0,19 | 0,52 | 0,07 | 0,32 | 0,38

Atlikite dispersine analize, tare, kad visy keturiy faktoriy saveika ir saveikos po tris fak-
torius yra lygios 0.

2.8 - 2.11 skyreliai

2.38. Lenteléje pateikta keturiy atspaudy charakteristikos (salyginiais vienetais) priklau-
somai nuo keturiy galvuciy skirtinguose spausdinimo jrenginiuose [14].

Ay Ao As
1 2 3 4 5 6 7 8|19 10 11 12
6 13 1 7| 10 2 4 00 10 8 7
2 3 10 4 9 1 1 3|0 11 5 2
0 9 0 7 7 1 7 4|5 6 0 5
8 8 6 9112 10 9 1|5 7 7 4
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Ay As
13 14 15 16 17 18 19 20
11 5 1 0 1 6 3 3
0 10 8 8 4 7 0 7
6 8 9 6 7 0 2 4
4 3 4 5 9 3 2 0

Atlikite dispersine analize, tare, kad faktorius B (galvutés) yra sugrupuotas pagal faktoriy
A (spausdinimo jrenginiai); galvu¢iy numeriai yra antroje lentelés eilutéje. Faktoriy B laikyti
atsitiktiniu, o skirtingas kopijas interpretuoti kaip matavimo kartotinuma.

2.39. Lenteléje pateikti duomenys apie kondensatorinio popieriaus poringuma priklau-
somai nuo partijos (faktorius A) ir nuo atsitiktinai i§ partijos atrinkto rulono (faktorius B).
Kiekvieng karta atlikta po tris matavimus [7].

A Az A3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
15 15 2,7 30| 19 23 18 19| 25 32 14 78
1,7 16 1,9 24|15 24 29 35|29 55 1,5 52
16 1,7 20 26|21 24 47 2833 71 34 50

Atlikite dispersine analize, tare, kad faktorius B (rulonai) yra sugrupuotas pagal faktoriy
A (partijos); rulony numeriai yra antroje lentelés eilutéje. Abu faktorius laikyti atsitiktiniais.

2.40. Atliekant eksperimenta 9 jury kiaulytés (faktorius B) atsitiktinai buvo suskirstytos i
grupes po 3 ir patalpintos j skirtingus narvelius. Kiekvieno narvelio gyviinai buvo apriipinami
skirtingai NOg lygiais (faktorius A); A1 — kontrolinis; As — dvigubai didesnis uz norma; As
— trigubai didesnis uZ norma. Po savaités buvo atlikta po du kintamojo Y (arterinis PH)
matavimus [1].

B B Bs

A, | 7,08, 7,02 | 7,04; 7,07 | 7,07; 6,98
As | 7,29, 718 | 7,42, 7,32 | 7,08, 7,28
As | 7,74; 754 | 7,53; 7,50 | 7,51; 7,63

Istirti kintamojo Y priklausomybe nuo faktoriaus A, tariant, kad faktorius B sugrupuotas
pagal faktoriy A.

2.41. Keturios pelés turi po 3 peliukus. Pelés atsitiktinai suskirstytos j 2 grupes po dvi.
Pirmos grupés peliukams taikoma pirmoji dieta, o antrosios — antroji dieta. Po trijy savai¢iy
uZregistruotas peliuky svorio prieaugis Y [1].

Dieta Pele Y Dieta Pele Y
Pirmoji 1 11,8 10,5 12,5 | Antroji 3 74 9,7 82
2 123 155 114 4 |72 86 7,1

Parinkite tinkama dispersinés analizés schema ir uZpildykite dispersinés analizés lentele.

Patikrinkite pagrindines dispersinés analizés hipotezes.

2.42. Uzpildykite trifaktorés dispersinés analizés lentele, kai faktoriai A ir B dalyvauja
eksperimente pagal kryzminés klasifikacijos schema, o faktoriaus C lygmenys yra sugrupuoti
pagal faktoriy A ir B lygmeny kombinacijas.

2.43. Penkiolikai pacienty matuotas fermento kiekis i§ karto po 8irdies operacijos (Do),
praéjus vienai dienai (D1), dviem dienoms (D2) ir savaitei (D7) po operacijos.
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Pacientas Do D1 Do D~ Pacientas Do D1 Do Dy
1 108 63 45 42 9 106 65 49 49
2 112 75 56 52 10 110 70 46 47
3 114 75 51 46 11 120 85 60 62
4 129 87 69 69 12 118 78 51 56
5 115 71 52 54 13 110 65 46 47
6 122 80 68 68 14 132 92 73 63
7 105 71 52 54 15 127 90 73 68
8 117 77 54 61

Patikrinkite, ar fermento lygis kinta po Sirdies operacijos. Atlikite kontrasty analize.

2.44. Eksperimento metu buvo tirtas penkiy rugiy dazy (faktorius A), naudojamy ke-
liams Zenklinti, tinkamumas. Atsitiktinai atrinkus astuonias vietoves (faktorius B; blokas) ir
taikant randomizuota dazy naudojimo tvarka, kiekvienai vietovei buvo naudojama kiekviena
dazy rasis. Praéjus tam tikram laikui po nudaZymo, buvo vertinamas dazy tinkamumas
atsizvelgiant j atsparumo ir matomumo charakteristikas (kuo didesné reik§mé, tuo geresnis
jvertinimas) [10]. Atlikite blokuotyjy duomeny dispersine analize.

Dazai

1 2 3 4 5
1 11 | 13 | 10 | 18 | 15
20 | 28 | 15 | 30 | 18

8 | 10 8 | 16 | 12
30 | 35 | 27 | 41 | 28
14 | 16 | 13 | 22 | 16
25 | 27 | 26 | 33 | 25
43 | 46 | 41 | b5 | 42
13 | 14 | 12 | 20 | 13

Vieta

Q| O Ut = W N

2.45. Sudarykite dispersinés analizés lentele, kai eksperimentas atliekamas pagal lotynis-
kyjy kvadraty schemg ir visi trys faktoriai yra atsitiktiniai.

2.46. Tiriant penkiy tipy (A, B, C, D, E) elektrodus eksperimento metu buvo pradeginta
po 5 skylutes 5 metalo juostose. Ekaperimentas atliktas pagal lotyniskojo kvadrato schema,
kurioje eilutés atitinka metalo juostas, stulpeliai — skylutés padétj metalo juostoje, o elektrodo
tipas nurodytas skliausteliuose. Registruojama skylutés pradeginimo laikas [7].

35 (A) | 2,1 (B) | 25 (C) | 3.5 (D) | 2,4 (B)
2,6 (E) | 3,3 (A) | 2,1
2,9 (D) | 2,6 (B)
2,5 (C) | 2,9 (D) | 3,0
2,1 (B) | 2,3 (C)

Atlikite duomeny analize ir uzpildykite dispersinés analizés lentele. Ar galima tvirtinti,
kad elektrody tipai skiriasi?

2.47. Tiriant tam tikros ankstinés kulttiros Sesiy veisliy (A, B, C, D, E, F) derlinguma,
eksperimentas atliktas pagal lotyniSkojo kvadrato schema. Lenteléje nurodyti gauti der-
lingumo rodikliai, o kultiiros veislé nurodyta skliausteliuose [14].

220 (B) | 98 (F) | 149 (D) | 92 (A) | 282 (B) | 169 (C
74 (A) | 238 (E) | 153 (B) | 228 (C) | 48 (F) | 188 (D)
118 (D) | 279 (C) | 118 (F) | 272 (E) | 176 (B) | 65 (A)
295 (B) | 222 (B) | 54 (A) | 104 (D) | 213 (C) | 163 (F)
187 (C) | 90 (D) | 242 (B) | 96 (F) | 66 (A) | 122 (B)
90 (F) | 124 (A) | 195 (C) | 109 (B) | 79 (D) | 211 (E)

Atlikite duomeny dispersineg analize, taip pat atlikite kultiiry porinius palyginimus nau-
dodami T metoda.
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2.48. Eksperimentiskai buvo tirta keturiy gumos miSiniy jtaka automobiliy padangy
atsparumui. Gamybos procese vienai padangai galima panaudoti iki trijy miginiy. Padanga
(blokas) buvo suskirstyta j tris dalis (bloko dydis k = 3) ir skirtingi miiniai naudoti skirtingose
padangos dalyse. Eksperimentui naudotos keturios padangos. Tam tikru bidu buvo i§matuo-
tas padangos nusidévéjimo lygis [11].

Gumos miginys
Padanga T 5 3 T
1 238 | 238 | 279 -
2 196 | 213 - | 308
3 254 — | 334 | 367
4 — | 312 | 421 | 412

Ar galima tvirtinti, kad gumos miSiniy jtaka automobiliy padangy atsparumui skiriasi?

2.49. Reikia palyginti televizoriy ry§kumo jvertinima, gauta keturiy operatoriy (A, B, C, D).
Per viena dieng eksperimente gali dalyvauti tik trys operatoriai. Duomenys pateikti lenteléje

[7]-

Operatorius
A B C D
1 780 | 820 800 -

2 950 - 920 | 940
3 - 880 | 880 | 820
4 840 | 780 - 820

Atlikite duomeny analize. Ar galima tvirtinti, kad operatoriy jvertinimai skiriasi?

2.50. Penkioms skalbimo priemonéms (A, B, C, D, E) palyginti buvo atliktas toks eksperi-
mentas. Skalbimo priemonés buvo lyginamos plaunant specialiai uzterstas lékStes blokuose po
tris rezervuarus su skirtingomis skalbimo priemonémis. Lenteléje pateiktas iSplauty vienodu
skalbimo priemonés kiekiu 1éksc¢iy skaicius [14].

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A | 27| 28|30 | 3L | 29| 30 - - - -
B |26 |26 | 29 - - - 30 | 21 | 26 -
C | 30 - - 34 | 32 - 34 | 31 - 33
D - 29 - 33 - 34 | 31 - 33 | 31
E - - 26 - 24 | 25 - 23 | 24 | 26

Atlikite duomeny analize. Ar galima tvirtinti, kad skalbimo priemonés skiriasi?

2.13. Atsakymai ir nurodymai

2.1. Tarkime, kad d; # 0. Tada aj = —Zf:_ll a;d;/dy. Pazyméje Y = (Y11, ..., Y17, Y21, ..y
YT ir B = (p,a1,...,a7_1)T, gauname tiesinj modelj Y = AB + e; B8 = (ATA)"1ATY.
2.2. Hipotezé atmetama, kai FF = (SSgg — SSg)2(J — 1)/SSg > Fa(2,4(J — 1)); &ia
SSg =3, Zj(Yij — V)2, SSgg — SSg = J[(Y1. = V)2 + (Ya. — Y/2)%2 + (V5. — Y/3)?],
Y = (6Y1. 4 3Ya + 2¥3)/11. 2.3. Statistika (2.1.9) jgijo reiksme 3,2114; hipotezé atmetama
kriterijumi, kurio reik§mingumo lygmuo a > pv = P{F3;32 > 3,2114} = 0,0359. 2.4. Statis-
tika (2.1.9) jgijo reiksme 9,9285; hipotezé atmetama kriterijumi, kurio reik§mingumo lygmuo
a > pv = P{F390 > 9,9285} = 0,00032. 2.5. Statistika (2.1.9) igijo reik§me 1,3574;
P{F415 > 1,3574} = 0,2950; atmesti hipoteze néra pagrindo. 2.6. Statistika (2.1.9), kuri
esant teisingai hipotezei turi FiSerio skirstinj su 2 ir 321 laisvés laipsniu, jgijo atitinkamai
reikSmes: 1,538; 72,507; 31,009; 18,312; 23,904; 27,724. Duomenys neprieStarauja prielaidai,
kad vario koncentracija yra vienoda; kity elementy koncentracijy vienodumo hipotezés atmeta-
mos kriterijais su aukgtais reik§mingumo lygmenimis. 2.9. a) Statistika, kuri esant teisingai
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hipotezei turi FiSerio skirstinj su 1 ir 9 laisvés laipsniais, jgijo reik§me 21,824; hipotezé at-
metama kriterijumi, kurio reik§mingumo lygmuo o > P{Fy 9 > 21,824} = 0,0012; b) n > 32.
2.10. Gauname statistiky realizacijas Fu = 2,48, Fp = 0,68, Fup = 0,03, kurias atitinka
P reik§més 0,0980, 0,4228, 0,9930. 2.11. Tjukio kriterijaus statistikos realizacija FYy jgijo
reiksme 0,7234; P{Fi;5 > 0,7234} = 0,4339; atmesti hipoteze néra pagrindo. Statistika
F4 jgijo reik8me 9,01, o statistika F'p — reikSme 4,61. Hipotezé H, atmetama kriterijumi,
kurio reik§mingumo lygmuo a > P{F3 > 9,01} = 0,0122. Hipotezé Hp atmetama kri-
terijumi, kurio reik§mingumo lygmuo o > P{Fye¢ > 4,61} = 0,0613. 2.12. a) Tjukio
kriterijaus statistikos realizacija F, jgijo reiksme 2,2754; P{Fi;34 > 2,2754} = 0,1407; at-
mesti hipoteze néra pagrindo. Statistika F4 jgijo reikSme 9,11, o statistika Fp — reik§me
15,31. Hipotezés H, ir Hp atmetamos kriterijumi su gana aukStu reik§mingumo lygmeniu.
2.13. = 1. 2.14. n > 12. 2.15. Gauname statistiky realizacijas 4 = 8,31, Fp = 5,94,
Fap = 1,29, kurias atitinka P reik§meés 0,000021, 0,0002, 0,2206. 2.16. Statistika F)4 g jgijo
reik§me 1,92, ja atitinka P reik§meé 0,0807; a) Gauname statistiky realizacijas Fa = 4, 54,
Fp = 0,42, kurias atitinka P reik§més 0, 0066, 0, 7362; b) Fa = 4,40, Fp = 0,26; P reik§més
0,0085, 0,8546. 2.18. Hipotezé atmetama « lygmens kriterijumi, kai Fy = MSa/MSg >
(14 JA)YFo(I = 1,1(J — 1)). 2.19. a) Fq = 161,81; b) i = 5,82; (7; p) = (4,38; 7,26);

62 = 0,0504; (62; 6%) = (0,033;0,085); 6% = 0,8105; (6%;6%) = (0,257; 11,33); c¢)
(4,5; 227,3). 2.20. Pagal pirmos eilutés duomenis: i = 53,17;62 = 1,144; 645 = 11,7155
pagal antros eilutés duomenis: g = 52,26;62 = 2,537, 6% = 13,133; pagal trecios eilutés
duomenis: o = 47,32;62 = 4, 926;6% = 14,807. 2.21. Kriterijus i8liks toks pat, taciau
kriterijaus galia bus i§reiskiama centrinio Figerio skirstinio pasiskirstymo funkcija. 2.22. a)
Hipotezé atmetama o lygmens kriterijumi, kai Fy = MSa/MSap > (1 + JKA)Fo(I —
1,(I —1)(J —1)); b) Hipotezé atmetama « lygmens kriterijumi, kai Fap = MSap/MSg >
(1+ KAYFo((I —1)(J —1),IJ(K —1)). 2.23. a) Gauname F4 = 21,196, Fp = 2439, 686,
Fap = 28,846; visos trys hipotezés atmetamos. b) 62 = 0,221; 6% 5 = 0,559; 63 = 2,926;
6% = 56,533; V(62) = 0,000089; V(62 5) = 0,00933; V' (6%) = 0,7865; V(6%) = 2132, 415.
¢) Taikydami normaliajg aproksimacija gauname parametry 0124, a%, O'%B, o2 pasikliovimo in-
tervalus: (1,188;4,664), (0;147,042), (0,370;0,748), (0,203;0,239). 2.24. Statistika Fy4
igijo reik§me 9,01, o statistika Fp — reikSme 4,61. Hipotezé H, atmetama kriterijumi,
kurio reiksmingumo lygmuo o > P{F3,6 > 9,01} = 0,0122. Hipotezé Hp atmetama kri-
terijumi, kurio reikSmingumo lygmuo o > P{Fs > 4,61} = 0,0613. 2.25. Gauname
statistiky realizacijas Fu = 6,44, Fg = 4,60, Fap = 1,29, kurias atitinka P reiki§més
0,0017, 0,0059, 0,2206. 2.26. a) Gauname statistiky realizacijas Fy = 4,04, Fp = 2,63,
Fap = 2,46, kurias atitinka P reik§més 0,0613, 0,0537, 0,0534; b) F'y = 9,92, Fp = 2,63,
Fap = 2,46; P reikSmés 0,0005, 0,0537, 0,0534. 2.27. Gauname statistiky realizacijas
Fp = 6,29, Fg = 1,05, Fap = 2,39, kurias atitinka P reikSmés 0,0097, 0,4116, 0,0087.
2.28. Gauname statistiky realizacijas Fqa = 1,94, Fg = 0,49, kurias atitinka P reik§més
0,0801, 0,7813. 2.29. F4 = 2,48, Fgp = 23,21, Fap = 0,03; P reik8més 0,0980, 0,0170,
0,9930. 2.30. Statistika F4 igijo reik§me 9,11, o statistika Fp — reikSme 15,31. Hipotezés
H, ir Hp atmetamos kriterijumi su gana auks$tu reikSmingumo lygmeniu. 2.32. 4 = Y .,

& =Y. — Y., Bij = Yij. — Yi, A = Y.j, — Y..; hipotezé H, atmetama o lygmens krite-
rijumi, kai (SSpm, — SSE)(IJK —IJ - K +1)/(I = 1)SSp > Fo(I —1,(IJ — 1)(K — 1));
SSp =323 2k Yije —Yij + Y i -Y.)% SSeu, =>; > (Y —Yi5. = Vi, +Y 5)2
2.33. Hipotezé H4opc atmetama, kai MSapc/MSg > Fo((I-1)(J—1)(L—1),IJL(K—-1));
hipotezé Hap atmetama, kai MSap/MSapc > Fo((I —1)(J — 1), — 1)(J — 1)(L — 1)):
analogiskai hipoteziy Hac ir Hpc atvejais; neegzistuoja tokie du MS, kad jy vidurkiai
sutapty esant teisingai hipotezei H 4; remiantis 2.7.2 pastaba hipotezé H, atmetama apy-
tiksliu Figerio kriterijumi, kai MSa/(MSap — MSac — MSapc) > Fo(I — 1,0); &a 0 =
(MSap + MSac — MSapc)?/[(MSap)?/(I — 1)(J — 1)) + (MSac)?/((I - 1)(L — 1)) +
(MSapc)?/((I—1)(J—1)(L—1))]; analogigkai tikrinamos hipotezés Hp ir Hc. 2.36. Statis-
tika F4 jgijo reik8me 480, 47, statistika F'g — reikdme 903,91, statistika Fo — reik§me 786,43,
statistika Fap — reik8me 17,48, statistika F'ac — reik8me 17,91. Hipotezés Hy, Hp, Hc,
Hap ir Hac atmetamos kriterijumi su gana aukstu reikSmingumo lygmeniu. Statistika Fpc
igijo reik8me 2,62, statistika Flapc — reik8me 4,72. Hipotezé Hpc atmetama kriterijumi,
kurio reik§mingumo lygmuo a > P{Fy27 > 2,62} = 0,0571. Hipotezé Hapc atmetama
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kriterijumi, kurio reik§mingumo lygmuo o > P{Fg;27 > 4,72} = 0,0011. 2.37. Gauname
statistiky realizacijas Fy = 9,12, Fp = 5,72, Fc = 46,50, Fp = 0,54, kurias atitinka P
reik¥mes 0,0002, 0,0227, 8,85 x 10~8, 0,6560. Gauname statistiky realizacijas Fap = 1,44,
Fac = 0,79, Foap = 0,34, kurias atitinka P reik§més 0, 2475, 0,5070, 0,9539. Gauname
statistiky realizacijas Fpc = 10,32, Fpp = 0,82, Fop = 1,82, kurias atitinka P reik&meés
0,0029, 0,4897, 0,1627. 2.38. 4 = 0,60, Fg(4) = 1,76; P reikdmeés 0,6700, 0,0625. 2.39.
Fa = 3,39, Fpa) = 4,45; P reikSmés 0,0798, 0,0016. 2.40. Fy = 46,78, Fpa) = 1,27;
P reiksmés 0,0002, 0,3590. 2.41. Hierarchinés klasifikacijos modelis. Faktoriaus B (pelé)
lygmenys yra sugrupuoti pagal faktoriaus A (dieta) lygmenis. Abu faktoriai pastovis. Gau-
name statistiky realizacijas Fa = 28,67, Fg4) = 1,08, kurias atitinka P reik8més 0,0007,
0,3838. 2.43. Statistikos realizacija 1301,7. Prielaida, kad fermento lygis nekinta po Sirdies
operacijos atmetama kriterijumi su gana auk$tu reik§mingumo lygmeniu. 2.44. Faktorius
A (dazy rusis) yra fiksuotasis. Blokus (faktorius B; atsitiktinis) sudaro penki dazy tinka-
mumo jvertinimai atlikti toje pacioje vietovéje. Gauname statistiky realizacijas F'4 = 157,92,
Fp = 30,42. Hipotezés H4 ir Hp atmetamos kriterijumi su gana aukstu reikSmingumo lyg-
meniu. 2.46. Gauname statistikos realizacija 15,83. Hipotezé, kad elektrody tipai vienodi,
atmetama kriterijjumi su gana aukstu reik§mingumo lygmeniu. 2.47. Gauname statistikos
realizacija 19,63. Hipotezé, kad veisliy derlingumas vienodas, atmetama kriterijumi su gana
aukstu reik§mingumo lygmeniu. 2.48. Gumos miSinio jtaka padangy atsparumui yra statis-
tigkai reik§minga (p reiksmé 0,0034). 2.49. Gauname statistiky realizacijas F4 = 0,17
(operatorius), Fp = 10,61 (diena), kurias atitinka P reik§més 0,9131, 0,0132. 2.50. Gau-
name statistikos realizacija 27,24. Hipotezé, kad skalbimo priemonés vienodos, atmetama
kriterijumi su gana aukStu reikSmingumo lygmeniu.



3 skyrius

Regresine analize

Regresingje analizéje sprendziami vieny kintamyjy (priklausomy kintamuyjy)
Y1, ..., Y, prognozavimo remiantis kitais kintamaisiais (nepriklausomais ar paais-
kinanciaisiais kintamaisiais, kovariantémis, regresoriais) X1, ..., X, uZdaviniai.
Prognozavimas reikalingas daugelyje praktiniy situaciju. Pavyzdziui, meteorolo-
gas prognozuoja ateinancio laikotarpio orus, remdamasis tam tikry atmosferos
poZzymiy matavimais praeityje. Gydytojas prognozuoja ligos eigg, remdamasis
tam tikry simptomy matavimais. Pardavéjas prognozuoja tam tikros markés
automobiliy kaing atsizvelgdamas j jo gamybos metus, variklio galinguma, nu-
vaziuota kelig ir pan. Istoriskai pirmieji regresinés analizés uzdaviniai pradéti
spresti pacioje dvideSimtojo amziaus pradzioje, prognozuojant vaiky ugj pagal
tévy ugj bei Zemés ukyje prognozuojant derliy pagal naudojamy trasy kiekj,
dirvoZemio tipa ir kitus rodiklius. Paprastai prognozé nebuna visigkai tiksli, nes
nagrinéjamo a.d. skirstinys priklauso ne tik nuo stebimy kovarianciy, bet ir
nuo didelio kity faktoriy, j kuriuos atsizvelgti néra galimybés, skaic¢iaus. Todél
prognozés tikslumg galima apibudinti tik tikimybigkai. Pla¢iau apie regresine
analize zr. [2], [10], [16].

3.1. Teoriniai regresijos pagrindai

Siame skyrelyje aptarsime teorinius prognozés kurimo ir jos tikslumo jvertinimo
klausimus. Tolesniuose skyreliuose aptarsime statistinius regresijos uzdavinius,
kai prognozé ir jos tikslumas yra vertinami remiantis statistiniais duomenimis.
3.1.1. Optimalioji prognozé

Tarkime, kad norime prognozuoti a.d. Y, remdamiesi a.v. X = (X1,..., X,,)T
su vidurkiu EX = p = (1, ..., it )T ir baigtine kovariacine matrica

V(X) =3= [Jij}k:xku 045 = Cov ()(17 Xj)7 i,j = 1, M.

128
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Kiekvieng a.d. ¥ = h(X), ¢ia h yra macioji funkcija, vadinsime a.d. Y
prognoze. Skirtumas Y — h(X) vadinamas prognozés paklaida, o vidurkis E(Y —
h(X))? — vidutine kvadratine paklaida.

Visy prognorziy, tenkinanéiy salyga V (h(X)) < oo, aibe Zymésime H.

Nataralu ieskoti prognozés, kuri optimaliai prognozuoja a.d. Y.

3.1.1 apibréZimas. A.d. Y prognoze Y = h(X) vadinama optimaligja, jei

E(Y — h(X))?= min E(Y — A(X))2 (3.1.1)
h(X)eH

3.1.2 apibréZimas. Salyginis vidurkis
wx) = p(r1,..zm) = EY X =x) (3.1.2)
vadinamas a.d. Y regresija a.v. X atZvilgiu.
Toliau Zymeésime h = h(X), p = p(X).
3.1.1 teorema. Regresija u = u(X) yra optimalioji a.d. Y prognozé.
Irodymas. Gauname

EY —h)?=E(Y —p+p—h)?=EY —p)? +E(-h)?>>EY - p)?

nes
E((Y = p)(u—h)) = E{E((Y — p)(n— h)|X)} = E{(n — H)E[(Y — p)[X]} = 0.
A
Pazymékime ( )
Cov (Y, h
p(Y, h) = “VYVh (3.1.3)

a.d. Y ir h koreliacijos koeficientg.

3.1.2 teorema. Koreliacijos koeficientas p(Y, p) neneigiamas ir turi pavidalg

p(Y, p) = \/%- (3.1.4)

Optimalioji prognozé p maksimizuoja koreliacijos koeficienta p(Y, h) visy progno-
ziy h € ‘H klaséje.

Irodymas. Su kiekvienu h € H turime
Cov (Y, h) = E[(h— ER)E((Y — EY)|X)] = Cov (, h).

Jeigu h = p, tai Cov (Y, pu) = Cov (i, p) = V. Taigi teisinga (3.1.4).
Gauname
Cov?(Y,h) Vi Cov?(u,h) Vi

2(Y, h) = — _
Y = S Ve T Vive VY
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=2 (1, h) (Y, ) < P2(Y, ).
A

3.1.3 apibrézimas. Koreliacijos koeficiento p(Y, 1) kvadratas vadinamas kore-
liaciniu santykiv ir Zymimas

Vi
U%/X = n?f(xl,.i.,xm) = PQ(Ya p) = vy’ (3.1.5)

Kadangi Y — p ir p nekoreliuoti, tai teisingas dispersijos i§skaidymas

VY =Vu+ V(Y —pu), (3.1.6)
todél ( )
VY —n
1—n2, =7 1.
My x VY (3.1.7)

3.1.1 pastaba I§ (3.1.5) ir (3.1.7) iSplaukia, kad koreliacinis santykis rodo, kuria
dispersijos VY dalj sudaro optimalios Y prognozés p dispersija. Prognozés
paklaidos Y — u dispersija (liekamoji dispersija) sudaro 1 —n2 x dispersijos VY
dalj.

Jeigu n? x =1, tai Y ir X susieti funkcine priklausomybe, nes V(Y —pu) = 0
< Y = u(X); jeigu 7 x = 0, tai prognozuoti Y pagal X neturi prasmeés, nes
V(X)) =0 < u(X) = EY, taigi prognozé nepriklauso nuo X.

Taigi koreliacinis santykis apibudina optimalios prognozés p(X) tiksluma.
Kuo jis artimesnis vienetui, tuo tikslesné prognozé.

3.1.2. Tiesiné prognozé

Nagrinékime a. d. Y tiesines, t.y. | = [(X) = a+8"X = a+/ X1+ - +BmXm
pavidalo prognozes. Optimalioji tiesiné prognozé I* = o +(5*)T X minimizuoja
vidurkj

SS(a,B) =E(Y —a— BTX)? (3.1.8)
parametry « ir 8 = (B4, ..., Bm)? atZzvilgiu.
Pazymékime
03 =VY, oyx =Cov (Y, X), &=V (X). (3.1.9)

Tarsime, kad kovariaciné matrica X neigsigimusi. Kiekvienos tiesinés prognozés
dispersija yra (7r. 2 prieda (7.3.4))

Vvi)=v(E'X)=p"%s (3.1.10)

3.1.3 teorema. Optimali tiesiné Y prognozé turi pavidalg I* = o* + XT3*,
¢ia
B =3 toyx, a* =EY — (B)TE(X). (3.1.11)
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Kvadratinés formos (3.1.8) minimumas
SS(a*,B*) =0 —olx T loyx. (3.1.12)

A.d. Y ir tiesinés prognozes 1(X) koreliacijos koeficienta yra maksimalus, kai
l=10"ir
. V(I* B)TEB* ol Z loyx
P (Y, %) = (2 ) _ (B — = —1X— : (3.1.13)
Oy Oy Oy

Irodymas. Gauname
SS(a,8) = E(Y —a—BTX)? = E[(Y —EY)+(EY —a—8TEX) - 7 (X —EX))?
=VY)+(EY —a-p8TEX)?+8"28-28"0yx
>V(Y)+8"28-28"oyx = g(B).
Kadangi ¢(8) = 28 — 287 oy x, matrica §(3) = 2% teigiamai apibréita,
tai lygties g(3) = O sprendinys B* = ¥~ loyx minimizuoja funkcija g(3).

Jei @« = a*,8 = @7, tai nelygybé virsta lygybe. Taigi (o*,3") minimizuoja
SS(a, B). Gauname

SS(a*,8%) =0t — (B)'EB" - 28 oyx =0} —0t x T lovx.
Ieskodami koreliacijos koeficiento p(Y,1*), pazymeésime, kad oy x = 287,
Cov (Y, 87X) ="y x = 823",
Cov (Y, (8")'X) = (828" =V((6")"X).
Naudodami Kosi nelygybe, turime

_[B7=6 _ gTZp(B)E8"

2 T
T3 3%]2
e = Y, ()7 )

A
3.1.4 apibrézimas. Koreliacijos koeficiento kvadratas p?(Y, [*) Zymimas
V() _(B)'EB8" _oixX'oyx

P
YX — 2 - 2 2 )
Oy Oy Oy

(3.1.14)

0 pyx = \/pix > 0 vadinamas dauginiu koreliacijos koeficientu.

Kadangi
Cov ((B)"X, Y - (8)"X) =0,
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tai a. d. Y dispersija tenkina lygybe
VY =0} = V(X'B") + V(Y = X"8") = 0§-p3 x + 0 (1 - p¥x),

todél
V(Y - 1)
1—phy = ———2. 1.1
Py x VY (3.1.15)

3.1.2 pastaba I3 (3.1.14) ir (3.1.15) iSeina, kad dauginio koreliacijos koeficiento
kvadratas p} yx rodo, kuria dispersijos VY dalj sudaro optimalios tiesinés Y
prognozeés [* dispersija. Optimalios tiesinés prognozeés paklaidos Y —1* dispersija
sudaro 1 — p?. 5 dispersijos VY dalj.

Jeigu p? x =1, tai Y ir X susieti tiesine priklausomybe; jeigu p3-x = 0, tai
tiesinis Y prognozavimas naudojantis X neturi prasmes.

3.1.3 pastaba. I3 (3.1.14) isplaukia, kad geriausioji tiesiné prognozé * ir jos
tikslumo matas (3.1.14) isreigkiami a. v. (Y, X1i,..., Xx)? pirmyjy ir antryjy
momenty terminais.

3.1.4 pastaba. Jeigu k =1, tai ,of,(xl) yraa. d. Y ir X; jprastinio koreliacijos
koeficiento kvadratas.

3.1.5 pastaba. Kadangi optimali tiesiné prognozé minimizuoja liekamaja dis-
persija siauresnéje klaséje negu optimali nebiitinai tiesiné prognozeé, tai galioja
nelygybés

0<pyx <nyx <L (3.1.16)

Galime pateikti pavyzdzius, kai 3 x = 1, tuo tarpu pix = 0 (7zr., pvz.,
3.4 pratima). Tai reiskia, kad Y ir X gali buti susieti funkcine priklausomybe,
taciau tiesinis prognozavimas pagal X neturi prasmes.

Skirtumas nix — p? x rodo, kiek galima pagerinti prognozavima vietoje
tiesiniy X funkcijy pasirenkant funkcijas iS platesnés klases.

3.1.6 pastaba. Jeia.v. (Y,X”)7 turi daugiamatj normalyjj skirstinj, tai tiesiné
prognozé negali biiti pagerinta, t.y. 7%y = p? x. Tai yra todél, kad normaliojo
vektoriaus bet kurios koordinatés salyginis vidurkis kity koordinaciy atzvilgiu
(regresija) yra tiesiné ty koordinafiy funkcija (zr. 2 prieda (7.4.7)).

3.1.3. Papildomos priklausomybés apibudinimas

Daznai svarbu istirti, kiek pageréja Y prognozés tikslumas padidinus a.v. X
dimensija.

Suskaidykime a.v. X j dvi komponentes XM = (X1,..., X;)T ir X® =
(Xpi1,., Xon)T. Prognozuojant a.d. Y pagal XM paklaidos dispersija yra
03 (1 = 1% ), 0 prognozuojant pagal X paklaidos dispersija yra o3(1 —
nyx). Papildoma priklausomybe galime apibudinti paeklaidos dispersijos san-
tykiniu sumazéjimu pridéjus prie XM a.v. XP),
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3.1.5 apibréZimas. Prognozés paklaidos dispersijos santykinis sumazéjimas
Zymimas

T x — Ty xm

= YX (3.1.17)

2 _
nyx(2>\x<1) - 1 — n?
Ny x@

o dydis Ny x@|x1)) = /n12/XX<2)|X(1> > 0 vadinamas daliniu koreliaciniu san-
tykiu.

I§ vieneto atéme abi (3.1.17) lygybés puses ir padaugine gautos lygybés abi
puses i§ 1 — 7} ), gauname

L=n¥x =1 =03 x) (L =15 x @ x))s (3.1.18)

i§ ¢ia gaunama lygybe

m

1- 77?’(X1,...,Xm) = H(l - U%/Xj\(xl,...,xj_l))(l - W%Xl)' (3.1.19)
j=2

3.1.7 pastaba. Galimas ir kitas dalinio koreliacinio santykio interpretavimas.
Prognozuojant Y pagal XM = (X1,..., Xx)7T, lieka paklaida Y—ul(X(l)). Dali-
nis koreliacinis santykis 7712/ X@)|x0) parodo, kokiag Sios atsitiktines paklaidos
sklaidos dalj paaiskina naujy kintamuyju Xg41, ..., X, pridéjimas:

2 _ o _ VEY —mXY)x)
nyx(2)\X(1> - nyfﬂl(x(l))’x - V(Y . Ml(X(l)))

, (3.1.20)

taigi dalinis koreliacinis santykis yra tiesiog koreliacinis santykis prognozuojant
paklaida Y — u1 (X)) pagal visa a. v. X, kartu tai yra ¥ ir X® priklausomybés
matas, eliminavus XM itaka.

Irodymas. Pazymékime Z =Y — py (X)), Turime
E(Z|X) = u(X) = m(XW),  w(X)=E(Y[X).
Pastebékime, kad
pm(XW) =E(Y | XW) = BEY | X) | XW) = B(uX) | XV),
todél
Cov (ut, 1) = E(B(u(X) — BY) (11 (X)) = EY) | X)) = V(1 (X 1)),

Taigi
V(E(Z|X)) = U%U%X - U%’nffx(lh
V(Z)=V(Y =) =V(Y)+ V() - 2Cov (Y, 1) = 0% — 03175 x01)-
Is paskutiniy dviejy lygybiy ir 3.1.5 apibrézimo isplaukia (3.1.18).
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3.1.6 apibréZimas. Tiesinés prognozés paklaidos dispersijos santykinis suma-
Zéjimas zymimas

Py x ~ Py xn

e .S (3.1.21)

2 —
Pyx@|xm = —7 _ 3 J
Py x

o dydis Pyx@|x1) = 1/p§fx<2>|x(l> > 0 vadinamas daliniu koreliacijos koefi-

cientu.

Analogiskai daliniam koreliaciniam santykiui (3.1.7 pastaba) tai yra tiesinés
Yy ir X® priklausomybés matas, eliminavus x ™) itaka. Jis gali zZymiai skir-
tis nuo dauginio Y ir X® koreliacijos koeficienta, kurj skai¢iuojant XM jtaka
neeliminuota.

Analogiskai koreliaciniam santykiui dauginis koreliacijos koeficientas isreiskia-
mas daliniais koeficientais:

m

1 - P%/(Xl,...,xm) = H(l - p%/XjKXl,...,Xj,l))(l - P%Xl)- (3.1.22)
=2

Kuo daugiau prognozuojanciy a. d., tuo didesnis dauginis koreliacijos koeficien-
tas.

3.2. Tiesineé vieno kintamojo regresija

3.2.1. Statistinis modelis

Tarkime, kad turime prognozuoti a.d. Y remdamiesi vienmate kovariante X.
Fiksavus kovariantés reikSmes x4, ..., x, gauta imtis Y7,...,Y,. Darome prie-
laida, kad dydziai x; yra neatsitiktiniai arba yra nepriklausomy vienodai pasi-
skirs¢iusiy a.d. Xj,..., X, realizacijos. Pastaruoju atveju analizé yra salygineé,
naudojamasi tik §iomis realizacijomis, bet ne a.d. X, skirstiniais. Tiesiniame
regresijos modelyje daroma prielaida, kad a.d. Y salyginis vidurkis zinant ko-
variante, yra tiesiné funkcija, o salyginé dispersija nepriklauso nuo kovariantés.
Nagrinésime tiesinj modelj:

Y = Bo + Bz + e, (3.2.1)
¢ia ey, ..., e, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., E(e;) = 0, V(e;) = o2,
Patogu modelj modifikuoti tokiu pavidalu:

Y=o+ f(x; — %) + e, (3.2.2)

1L ;
x*ﬁ;xm 6*517 05*604’61:%

nes, kaip matysime, tada parametry « ir 8 MK jvertiniai nekoreliuoti.
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Is (3.2.1) gauname, kad vidurkiai
w(z;) =E(Y|z;) =EY; = a+ B(z; =) = fo + frzi, 1=1,...n,

yra tiesinés x; funkcijos.

Jei z; yra a.d. X realizacijos, tai vidurkiai p(z;) yra Y regresijos pu(X) =
E(Y | X) (kuri yra optimalus Y prediktorius) realizacijos. Modelyje tariama,
kad regresija tiesiné, taigi, atsizvelgiant j 3.1.6 pastaba, jis ypa¢ rekomenduoti-
nas, kai (Y, X) skirstinys yra normalusis.

3.2.2. Parametry jvertiniai

Pazyméje Y = (Y1,....Y)T, B = (o, B)T, e = (e1,...,e,)T, gauname tiesinj
modelj

Y=AB+e
su plano matrica A, turincia n eiluciy ir 2 stulpelius:
T _ 1 T 1 T, [N 0
A" = ( Ty —F 0 Ty —T ), AT A= ( 0 N7 (2 —2)? ) (3.2.3)

Tagkinj parametro 3 jvertinj 8 = (&, 3) gauname maziausiyjy kvadraty metodu,
minimizuodami kvadratine forma

n

SS(B) = (Y — AB)"(Y — AB) =) (Vi —a — B(x; — 7))*.

i=1
Sis jvertinys turi pavidalg (zr. (1.2.3) formule):

B=(ATA)"1ATY,
o kvadraty sumos minimumas

n

SSp=minSS(B) =Y (Y; —a— fa; — 7)) 3.2.4
b = minSS(8) = 3 (¥ ~ = f(a — ) (3:2.4)
Pazymékime
B= i(wi o — i(fﬂi —1)(Y; - Y).
o n-1 P ’ Yoon—1 P

3.2.1 teorema. Nezinomuy parametry « ir § MK jvertiniai turi pavidala
a=vY, B= smy/si
Jie nepaslinktieji, o jy antrieji momentai yra
o2 2

va=2, vi=—72

n (n—1)s2’

Cov (&, 8) = 0. (3.2.5)
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Nepriklausantis nuo B dispersijos o? jvertinys yra

SS
2 MSm = 22F 2.
S SE n—9 (3 6)

Nepaslinktieji jvertiniy & ir B dispersijuy jvertiniai yra
2

s, =Va=

52 A s
@ n

2 _ a_
=V T

Irodymas. Pirmasis teiginys i§plaukia is lygybiy
a _ 1/n 0 3. Y
- ATA 1ATY B < « z > ( s z )
gt 0 -2 ) S w)

()

Pasinaudoje tuo, kad
Cov (Z Y, ZYi(mi—i)) =2 Z(xz—i‘) =0, V(Z(mi—a’:)) =o%(n—1)s2
i=1 =1 ' ;

gauname (3.2.5) formules.
Nepaslinktojo dispersijos o? jvertinio pavidalas ir jo nepriklausomumas nuo
jivertinio B gaunamas i§ 1.2.1 teoremos. Paskutinis teoremos teiginys akivaizdus. A

3.2.1 pastaba. Regresijos tiesés y = u(xz) = a + B(x — ) krypties koeficiento
[ ivertinys B yra tuo tikslesnis, kuo didesne reikime igyja suma s2. Jeigu visi
matavimai atlikti viename taske Z, tai jvertinti kampinio koeficiento S nega-
lima (per vieng taska galima iSvesti be galo daug skirtingy tiesiy). Taigi, norint
patikimiau jvertinti regresijos tiese, reikia taip planuoti eksperimentg, kad X
igyty reik§miy kuo platesnéje srityje.

3.2.2 pastaba. Kiekvienos tiesinés funkcijos cia + co/8 nepaslinktasis jvertinys
yra c1 &+ co 8. Pavyzdziui, vidurkio pu(z) = a+ S(x — &) nepaslinktasis jvertinys
yra

~ x —I)?
+B(x—7), Vi(z)=o?b*(z), b*(z)= (1 + ()> (3.2.7)

n  (n—1)s2

fi(x) =

jo)

3.2.3 pastaba. Jei ¢; yra normalieji N(0,02) vienodai pasiskirste nepriklau-
somi a. d., tai pagal 1.2.1 teorema gautieji jvertiniai pasizymi tokiomis savybémis
a—a g—8

~S(n—2
o Sn—), B

M ~ XQ(n - Q)v

~S(n—2), (3.28)

g

pa) —px) g
25 S(n—2). (3.2.9)
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Taigi parametry o, (3, o2, u(x) pasikliovimo lygmens Q = 1 — 2« pasikliovimo
intervalai yra

SSk SSk
(n—=2)"x{_o(n—2)

(x) £ 5,myta(n —2), si(w) = 5%b?(x), (3.2.11)

G+ sata(n—2), B+sgte(n—2), <X2 ) (3.2.10)

dia to(n — 2) ir x2(n — 2) Zymi Stjudento ir chi kvadrato skirstiniy su n — 2
laisvés laipsniais « kritines reik§mes. Regresijos tiesés p(z) reikSmés taske x
pasikliovimo intervalas yra trumpiausias, kai x = z; §is intervalas tuo ilgesnis,
kuo didesnis atstumas |z — Z|.

Remiantis (1.3.29) ir (1.3.32) galima sudaryti pasikliovimo intervaly rinkinj
regresijos tiesei u(x) taskuose 1, xa, ..., Tk, kad jie uzdengty visas p(z;) reiksmes
su tikimybe ne mazesne uz @ = 1 — 2a. Tuo tikslu formuléje (3.2.11) reikia
jirayti paeiliui argumento reikSmes xi,xs,...,x) ir kritine reiksme t,(n — 2)
reikia pakeisti j t,/,(n — 2), jei naudojama Bonferonio nelygybé, ir pakeisti
(2F(2,n — 2))1/2, jei naudojamas S metodas. Pastaryjy intervaly rinkinj, kai
z € R, galima traktuoti kaip regresijos tiesés pasikliovimo zona, kai pasikliovimo
lygmuo @Q =1 — 2a.

3.2.3. Parametro ( lygybés nuliui hipotezés tikrinimas

Nagrinékime hipoteze H : 8 = 0, kai alternatyva yra H : 8 # 0. Jei & hipotezé
teisinga, kintamojo Y skirstinys nepriklauso nuo kovariantés x reikSmiy, taigi
prognozé neturi prasmeés. I35 (3.2.8) isplaukia, kad esant teisingai hipotezei

T =B/ss ~ S(n—2),
taigi hipotezé H atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
| T[> tasa(n —2), (3.2.12)
arba P-reikSmiy terminais, kai
pv = 2min(P{T < t},P{T > t}) < o,

Cia t yra statistikos T realizacija.

3.2.4. Tolesnio matavimo prognozeé

Sakykime, kad pagal aprasytus stebéjimo rezultatus Y; gautas regresijos tiesés
jvertinys ji(z) = &+ B(z — z). Reikia nurodyti kintamojo Y tolesnio nepriklau-
somo matavimo Y, ; prognozés intervala, jeigu zinoma, kad bus matuojama,
kai kovariantés reiksmé x.

3.2.1 apibrézimas. Toks atsitiktinis intervalas (U, Us), kai

P{U, < Y41 < U2} =Q,
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vadinamas atsitiktinio dydzio Y, 41 lygmens Q) prognozés intervalu.
Atsitiktiniai dydziai Y;,41 ir fi(z) yra nepriklausomi ir pagal (3.2.5)
Vi ~ N(u(2),0%), (@) ~ N(u(), 02 (x)),
1 (z—2)?
V() = — 4+ L.
(z) n + (n—1)s2
Taigi
Va1 — i) ~ N(0,0%(1 + b())
ir pagal 3.2.1 teoremg Sis a. d. nepriklauso nuo dispersijos o2 jvertinio s2. Todél
Yn+l - ﬂ(.’l?)
sy/1+4b%(z)

Taigi a.d. Y, 41 lygmens @@ = 1 — 2« prognozeés intervalas yra

fu(z) £ sy/1+ 02(2) ta(n — 2). (3.2.14)

~ S(n—2). (3.2.13)

Jis platesnis uz vidurkio p(z) pasikliovimo intervala fi(z) £ sb(x) to(n — 2).

3.2.4 pastaba. Prognozés intervalas yra simetrigkas atzvilgiu ji(x) ir tuo plates-
nis, kuo = daugiau skiriasi nuo kovarianéiy reikSmiy, kuriomis buvo vertinama
regresijos tiesé, vidurkio Z. Todél prognozavimas, kai skirtumo |z — Z| reik§més
didelés, mazai prasmingas. Reikia atsizvelgti ir j tai, kad regresijos tiesinis
pavidalas daznai yra aproksimacija, naudojama kovariantés reik§miy x1, ..., x,
siauroje srityje, taigi §i aproksimacija gali bati bloga, kai = nepatenka i minéta
sritj.

3.2.5 pastaba. Jeigu reikia sudaryti pasikliovimo intervaly rinkinj, kuris uz-
dengty tolesnius nepriklausomus matavimus Y, y1,..., Y4k, gautus taskuose
z® .. 2®) tai pakanka formuléje (3.2.14) jragyti paeiliui (1), ..., (®) | o kritine
reik§me t, (n — 2) pakeisti j t,/x(n — 2)(naudojama Bonferonio nelygybé), arba
pakeisti (kF,(k,n —2))*/? (naudojamas S metodas).

3.2.6 pastaba. Kartais reikia spresti atvirk$c¢ia prognozavimo uzdavinj, kai
kintamojo Y reiksmé Y1 yra Zinoma, o reikia rasti kintamojo reiksmes x,
kurig atitinka Y, 41, pasikliovimo intervala. Tokj intervala galima gauti taip pat
pasinaudojus (3.2.12) saryS$iu, tafiau §iuo atveju x yra ne tik skaitiklyje, bet ir
vardiklyje, taigi turime spresti antrojo laipsnio nelygybe

(Yng1 — &= Bz — 2))* < $*(1+ 0 (2))t2(n — 2).
Gauname intervalo rézius

7+ (BF VB2 - AC)/A; (3.2.15)

N 242 —_ ~
A—ﬂ?W, B = B(Yni1 —d),

+1
LSZti

C=(Ypi1 —a)? - (n —2).
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3.2.5. Regresijos tiesiSkumo hipotezés tikrinimas

Norint patikrinti vidurkio E(Y | ) tiesiskumo (regresijos tiesiSkumo) hipoteze,
reikalingi pasikartojantys matavimai kai fiksuotos kovariantés reik§meés. Tarkime,
kad turima n; a.d. Y stebéjimy, kai kovariantés x reiksmeé yra z; (i = 1,..., k).
Taigi turimi duomenys Y;;, j =1,...,n; ¢ =1,..., k. Pazymékime n = Zle ;.

Tegu Y regresija X atzvilgiu yra bet kokio pavidalo. Pazymeékime p; =
E(Y | 2;) it p = (1, ..., pux)T . Nagrinéjame modelj

Yij=pi+ey, j=1,..,n; i= 1,..., k.
Jei teisinga tikrinamoji hipotezé, tai vidurkiai pq, ..., ux yra dviejy parametry

« ir (3 tiesinés funkcijos, t.y. teisinga hipotezé

k
1
H: i = i_ T = — is ,...,k,‘.
wi =a+ Bz z nE: iTi

Taigi formaliai tikrinsime, ar duomenys nepriestarauja hipotezei H. Pavyzdyje
1.2.3 (ir jo tesinyje) kritiné sritis turéjo pavidala (imame m = 1):

F= SSp(k—2)

> Fo(k—2, n—k); (3.2.16)

¢ia F(k — 2, n — k) — FiSerio skirstinio « kritiné reiksmeé, o

k n;
SSEfmanZ ) :ZZ(Ej—ﬁf, Yz:ni Yij,

i=1 j=1 i=1 j=1 j=1

ko n;
SSpm = min SS(M)ZZZ(YU‘—@—@(%—@)Z’

pips=a+p(x;—) =1 =1

k
SSepr — 8Sg =Y ni(V;. — & — B(z; — 7))*,
i=1

Gia o= (pa, s i)
3.2.7 pastaba. Analogiskai galime rasti kriterijy hipotezei, kad vidurkiai
W1, -, b priklauso, pavyzdziui, parabolei, ar kitai kreivei, tiesiskai priklau-
san¢iai nuo mazesnio uz k parametry skai¢iaus, tikrinti. Pavyzdziui, hipotezeé

= Bo + Brxi + Paz?, i = 1,..., k, reiskia, kad visi vidurkiai uy, ..., ux yra trijy
parametrq Bos B1, B2 funkcuos Tuo atveju statistikos skaitiklyje SSg g iSraiskoje
vietoje & + ﬁ(ml — I) jraSome Bo + Brxi + 523517 ¢ia fo, B1, Bo yra parametry 5;
maziausiyjy kvadraty jvertiniai modelyje Y;; = Bo + fiz; + 22?7 + e;5. Tokio
tipo modeliai nagrinéjami 3.3 skyrelyje. Kriterijus turi (3.2.16) pavidala, tiktai
k — 2 pakis i k — 3 statistikos vardiklyje ir (3.2.16) nelygybés deSinéje puséje.
Tai vél gaunama i§ 1.2.3 pavyzdzio rezultaty.
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3.2.8 pastaba. Jeigu kiekviename taske z; turime tik po vieng stebéjimg Y;
(visi n; = 1), tai kriterijaus (3.2.16) pritaikyti negalime, nes SSg = 0. Siuo
atveju tam tikros informacijos apie regresijos pavidalg suteikia likutiniai skirtu-
mai

G=Y;~Yi, Yi=Yi—a-f(z;~2), i=1..n
Pazymeéje

gauname

é=DY, D=1I,-AATA) AT = [dijluxn, E(e)=0, V(&) =aD.

Taigi
éi ~ N(O,O’Qdii).
Kadangi
i (Yi — Vi)
[72:MSE:ZZ:1( ) 502, n — oo,
n—2
tai )
&= —t 4 7 L N(0, 1)

VMSgdi;
Atsitiktiniai dydZziai é; vadinami standartizuotomis liekanomis.

Kai regresijos tiesiSkumo prielaida teisinga, €; skirstiniai mazai skiriasi nuo
standartinio normaliojo. Aigku, net kai n yra didelis, vektoriaus (¢, ..., é,)” ne-
galima traktuoti kaip paprastosios imties, nes a.d. €; yra priklausomi. Dauge-
lyje statistiniy programuy pakety naudojami neformalus diagnostiniai grafiniai
metodai modelio adekvatumui tikrinti, remiantis standartizuotomis liekanomis.
Siame vadovélyje neformaliy metody neaptariame, informacijos apie juos galima
rasti taikomojo pobadzio knygose [4] I dalis; [5].

3.2.6. Atsitiktiniy kovarianciy atvejis

Atsizvelgiant j eksperimento plang, priklausomo kintamojo Y ir nepriklausomo
kintamojo X sarysj galima apra8yti trimis badais:

1. Kovarianté = néra a.d., o tam tikras determinuotas kintamasis (pvz.,
kalendorinis laikas), nuo kurio gali priklausyti a.d. Y skirstinys.

2. Vektorius (Y, X)T yra atsitiktinis, taciau eksperimentas planuojamas
taip, kad a.d. Y nepriklausomi stebéjimai gaunami kai yra i§ anksto parink-
tos fiksuotos a.d. X reik8més x1, ..., z,,. Pavyzdziui, tarkime, Y reigkia zmo-
gaus ugi, o X — svorj. Eksperimentas atlieckamas taip, kad galima atsitikti-
nai atrinkti n; individy, kuriy svoris vienodas ir lygus z;, ir pamatuoti jy ugj
Y;j, j = ].7 ceey M55 1= ]., ,k

3. Stebint a.v. (Y, X)T gauta imtis (Y;, X;)T, i=1,...,n.

Regresinio modelio nezinomy parametry jvertiniy savybes ir statistinius krite-
rijus nagrinéjome, tare, kad kovariantés X reikSmés yra fiksuotos. Kadangi
gautyjy jvertiniy skirstiniai (zr. (3.2.8), (3.2.9), (3.2.12)) nepriklauso nuo fik-
suotyjy X reikSmiy x4, ..., z,,, tai gautos iSvados yra teisingos visais trimis atve-
jais.



3.2. Tiesiné vieno kintamojo regresija 141

3.2.7. Regresijos ir koreliacijos koeficienty sarysis
Tarkime, kad turime imtj
(YlaXl)Tv ) (anX’n)Ta

gauta stebint a.v. (X,Y)T ~ Ny(u,X). Kai yra normalusis skirstinys, saly-
giniai vidurkiai E(Y;|X;) = By + 1 X; yra tiesinés X; funkcijos, V (Y;|X;) = o2
nepriklauso nuo X;, todél kai kovariantés X reik§més fiksuotos, yra teisingas
tiesinés regresijos modelis (3.2.2).

Pazymékime vidurkius ux = EX, py = EY ir antruosius momentus 0% =
VX, 02 = VY, poxoy = Cov (X,Y); ¢ia p yra a.d. Y ir X koreliacijos
koeficientas.

3.2.2 teorema. Koreliacijos koeficientas tenkina lygybes:

B=p2Y, o2=02(1-p?). (3.2.17)
ox

Irodymas. Naudosimeés dvimacio normaliojo skirstinio savybémis (Zr 2
prieda (7.4.7)):

oy
pla) =BV | X =) = iy +p P (e = pix), VY | X =) = o} (1= 7).

Gauname

oy ,_ oy _

EY | X =) = py —p— (T — px) + p— (2 — 2),
ox gx
VY| X = 2;) = o2 (1- p?).
Bet pagal tiesinés regresijos modelj (3.2.2)
EY |X=2)=a+pxi—2), VY |X=21)=0%

Taigi gauname (3.2.17) lygybes.A

Jeigu Y ir X gkirstiniai neiSsigime, hipotezé H : p = 0 yra ekvivalenti
hipotezei 8 = 0 (arba hipotezei, kad pirmiau jvestas tiesinés prognozés tikslumo
matas — dauginis koreliacijos koeficientas p? . = p? = 0).

Parametry px, fy, 0%, 0%, Cov (X,Y), p jvertiniai:

N > R = 1 _ 1 _
:LLX:Y7 l‘LY_X7 S‘%{:nflz(XZ_ )27 S%:nflz(y;_y)2’
7
1 = - Sxy
_ X, - X)(Y;-Y), = . .21
xv = oy M- D7), = (3:2.18)

Naudodamiesi empirinio koreliacijos koeficiento r iSraiska, 3.2.1 teoremoje
pateiktus parametry « ir 8 jvertinius galime uzrasyti kitu pavidalu:

- - S

a=Y, f=r2,

SX
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3.2.9 pastaba. Kai skirstinys dvimatis normalusis, hipotezés H : p = 0 tikri-
nimo kriterijus remiansi sarysiu (Zr. 1 dalies 5.7.3 skyrelj)

Vi — 2ﬁ ~ S(n—2).

Siame skyrelyje hipotezei 5 = 0 tikrinti naudojomeés tuo, kad
B/ss ~ S(n—2).

Jei paskutinéje statistikoje x; pakeisime j X; (o tai galime padaryti, nes Stju-
dento skirstinys nepriklauso nuo kovarianciy X; fiksuotyjy reikmiy z;), tai
pirmiau pateiktos statistikos sutampa. I8 tikryjy, kadangi pagal (3.2.4)

555 =306 -V =L (X - X)) = (- 1d (1 12),
2 SS5 _m-1 _ s

tai

éi TSy /sx ST r
55 @D VTP

Taigi turime identiskus kriterijus.

3.2.10 pastaba. Jeigu nesame tikri, kad (Y, X)7 skirstinys yra dvimatis nor-
malusis, tai, norint parinkti geriau prognozuojantj netiesini modelj, reikéty
jvertinti koreliacinj santykj n? . NeZinant regresijos kreivés pavidalo, tiesio-
giai jvertinti koreliacinj santykj pagal imtj (Y;, X;), ¢ =1,...,n negalima. Tam
tikslui reikéty kovariantés X reikSmes sugrupuoti (t.y. suapvalinti tam tikru
tikslumu).

Tarkime, kad turimos suapvalinty stebéjimy poros (X;, Yi;), 7 =1,...,n4, i =
1,....k, n =73, n,. Koreliacinio santykio jvertinys yra

k

1 _ _ _ 1 &
; (Vi —Y)% V==YV (3.2.19)
ng; <
Jj=1

n—1

i=1

3.2.1 pavyzdys. 3.2.1 lenteléje pateikti duomenys, gauti matuojant n = 50 mokiniy svorj Y
(kg) ir g} X (cm). Tiksliau kalbant, lenteléje pateikti sugrupuoti duomenys; Gigio grupavimo
intervalo ilgis 5 cm; svorio — 3 kg; X; ir Y — grupavimo intervaly centrai. Pagal Siuos duomenis
jvertinsime tiesinés regresijos lygties koeficienta, koreliacijos koeficientg ir koreliacinj santykj
prognozuodami a.d. Y pagal X.

3.2.1 lentelé. Statistiniai duomenys

X;Y; | 24 ] 27 | 30 | 33 | 36
120 1 3
125 -
130 -
135 -
140 -
145 - -
150 - - -

P 1 7 18 | 18

o N
= O Oty

A N SIS B - RN

M= = NN
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Randame pirmyjy ir antryjy momenty jvercius
fix = 132,3; iy = 31,26; s% = 47,153; s2- = 8,115; sxy = 13,573.

Pasinaudoje $iais jver¢iais, randame koreliacijos koeficiento p, dauginio koreliacijos koeficiento
p%,X ir koreliacinio santykio U%X iver&ius:

p=r=20,694; p2 =72 =0,482; 42 =0,518.
I8 jverciy ﬁ%,x ir ﬁ?,x artumo galima daryti iSvada, kad tiesinés regresijos modelis §iame
uzdavinyje yra priimtinas. Analogigka iSvada gauname taikydami kriterijy (3.2.6). Regresijos
tiesés jvertis
V@)=a+B8z-X)=V +rL(z—X) =
sx

= 31,264 0,288(x — 132, 3).

Koreliacijos koeficiento pasikliovimo intervalas, surastas pagal 1 dalies 4.7.3 skyrelj, yra
(0,515, 0,815); pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.

3.2.8. Netiesiné regresija

Sprendziant praktinius uzdavinis retai pasitaiko, kad regresijos kreivé buty
tiksliai tiesiné. Nepaisant to, 8is modelis gana daznai taikomas, jei argumento
kitimo sritis néra didelé ir regresijos kreive nedaug skiriasi nuo tieseés Sioje srityje.

Jeigu regresijos kreivé yra akivaizdziai netiesiné, tai ja kartais galima per-
tvarkyti j keliy kintamyjy tiesine regresija, itraukint papildomas kovariantes.
Pavyzdziui, i§ netiesinés regresijos modelio, kuriame u(z) = a + 1z + Bo2® +
B3€®, gaunamas tiesinés keliy kintamuyjuy regresijos modelis p(x1, x9, 23) =
o+ Bz + Boxs + Baxs; Ga x = a1, o = 22, T3 = €”.

Kartais netiesinj modelj galima pertvarkyti j tiesinj, jei egzistuoja tolydzios
ir monotoninés funkcijos U = ¢g(Y') ir V = h(X), tokios, kad a.d. U regresija V'
atzvilgiu yra tiesiné:

E{U|V =v) =a+ Puv.

Pazymékime U = g(Y) ir V = h(X). Jeigu modelyje U; = a + fv; + ¢; a.d.
e; tenkina kitas Sio skyrelio pradZioje suformuluotas tiesinés regresijos modelio
salygas, tai, atlikus analize Siame modelyje, i§vadas apie kovariantés z jtaka a. d.
Y skirstiniui galima daryti grizus prie pradiniy kintamyjuy Y ir X atvirkstinémis
funkcijomis. Pavyzdziui, suradus MK jvertinius & ir 3 tiesiniame modelyje
U, = a+ Bv; + e, regresijos p(x) = E(Y|X = x) ivertiniu galima naudoti
(x) = g~ (& + Bh(x)).

Pateiksime keletg dazniausiai naudojamy funkcijy, transformuojandciy netie-
sinj modelj j tiesinj:
Jeiy=az’, tai u=Iny, v=Inziru=Ina+ .
Jeiy = aef®, tai u=1Iny, x =viru=Ina+ Pu.
Jeiy:#_,_ﬁ, tai u:%, v:% iru=a-— pv.
Jeiy=a+flnzx, tai u=y, v=Inziru=a+ fv.

Jei y = et8% /(1 + e +8%) | tai u=lh, v=1 iru=a+pu.

CUR W=

Pagaliau, jeigu regresija u(z) = E(Y|X = z) nurodytais budais nepertvar-
koma j tiesine, bet uzrasoma zinoma funkcija p(z, 3) nuo kovariantés z ir nuo
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baigtiniamacio parametro B = (31, ..., Bx)?, tai parametra B galima vertinti
maziausiyjy kvadraty metodu minimizuojant kvadratine forma

n

SS(B) = _(Yi — u(xi, )2

i=1

Siuo atveju, minimizuojant kvadratine forma SS(3), nepakanka igspresti tiesiniy
lygciy sistema, tenka ekstremumo ieskoti artutiniais skaitiniais metodais. Bend-
ru atveju apie gauty jvertiniy optimalumo savybes mazai ka galime pasakyti.
3.2.2 pavyzdys. 3.2.2 lentelés duomenys apibudina tam tikro cheminés reakcijos produkto
iseiga Y (padidéjimas gramais kiekvienam gramui pradinés medziagos), atsiZvelgiant j reakci-
jos laika X (valandos).

3.2.2 lentelé. Statistiniai duomenys

i | Xy | Yy n; Y.

T 1 | 1,11 1,121,07 3 | 1,100
2| 2 | 1,341,38 1,39 3 | 1,370
3| 3 | 1,471,441,381,381,41 | 5 | 1,416
4| 7 | 1,511,481,531,521,55 | 5 | 1,618
5| 28 | 1,621,621,601,551,57 | 5 | 1,592

Siame pavyzdyje tiesinés regresijos modelis stebéjimams aprasyti netinka. Regresijos
tiesiSkumo hipotezé atmetama aukstu reik§mingumo lygmeniu, nes statistika F i§ (3.2.6) jgyja
reiksme 89,47 (kai hipotezé teisinga, statistika turi Fiserio skirstinj su 3 ir 16 laisvés laipsniy).

Parinkime kita regresijos kreivés pavidala. Regresijos kreivé turéty tenkinti tokias sa-
lygas: jeigu X = 0, tai funkcijos reik§mé lygi 0; maZoms argumento reik§méms, kol daug
nesureagavusios medziagos, funkcijos pokyciai turéty biti didesni negu dideléms; argumentui
didéjant funkcija turéty artéti prie tam tikros maksimaliai galimos reik§més (asimptotos), kai
visa medziaga sureaguoja. Matavimo rezultaty kitimas patvirtina §ias prielaidas. Suformu-
luotas salygas tenkina, pavyzdZziui, funkcija

fl@)=ye Pz, v>0, B>0.

Tada, nagrinéjant naujus kintamuosius U = InY ir V = 1/X, a.d. U regresija V atzvilgiu
turéty biti artima tiesinei

p(w) =EUV =v) =a—Bv-V);

Iny — BV, V IXS: yolym
o = In — s = — n; Vv, = — —_
vy n & i Vi " X

i=1 """

Stebéjimo duomenys peréjus prie naujy kintamyjy U ir V/, pateikti 3.2.3 lenteléje.

3.2.3 lentelé. Transformuoti duomenys

i Vi Us; n; U;.

1 1,000 0,1044 0,1133 0,0677 3 0,0951
2 | 0,500 | 0,2027 0,3221 0,3293 3 | 1,370
3 0,333 0,3853 0,3646 0,3221 0,3221 0,3436 5 0,3475
4 0,143 0,4121 0,3920 0,4253 0,4187 0,4383 5 0,4173
5 | 0,036 | 0,4824 0,4824 0,4700 0,4383 0,4511 | 5 | 0,4648

Pagal Sios lentelés duomenis regresijos tiesiSkumo hipoteze atmesti néra pagrindo (statis-
tika (3.2.16) jgijo reiksme 1,258).
Gauname regresijos tiesés jvertj

(v) = 0,3513 — 0,3737(v — 0, 3362).
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Grijze prie kintamyjy X ir Y gauname

f(z) = 5ePF =1,6113¢ 037375,

3.3. Tiesiné keleto kintamyjy regresija

3.3.1. Statistinis modelis

Tarkime, kad norime prognozuoti a.d. Y remdamiesi m kovariantémis X1, ...,
X,,. Zymékime X = (X0, X1,..., X;n)T kovarianéiy vektoriy papildyta koordi-
nate Xo = 1. Fiksavus kovariantés X reikSmes X = g0 = (Z0i, T14y v xmi)T;
gauti nepriklausomi a.d. Y stebéjimai Y;, i=1,...,n.

Kaip ir vienos kovariantés atveju darome prielaida, kad dydziai () yra neat-
sitiktiniai arba yra nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy a. v. X(l), . ,X(")
realizacijos. Pastaruoju atveju analizé yra salyginé, naudojamasi tik Siomis
realizacijomis, bet ne a.v. X gkirstiniais.

Tiesinis keliy kintamyjy regresijos modelis:
Y; Z/J,(ilf(i))-‘rei =Po+ Pixin + -+ Bmxim + €, i=1,...,n; (331)

Gia e; vienodai pasiskirste nekoreliuoti a.d. su nuliniais vidurkiais ir vienodomis
dispersijomis Ve; = 0. Tariama, kad salyginis vidurkis pu(x®) = E(Y;|z®) =
Bo + B1xi1 + ... + BmTim yra tiesiné m + 1 kovariantés funkcija su nezinomais
koeficientais. Kita vertus, §is vidurkis yra tiesiné nezinomy parametry funkcija
su Zinomais koeficientais.

Pazymékime
Y = (Ylv "'7Yn)Ta /6 = (607 617 '~‘7ﬁm)T, € = (eia "'aen)Tv

1 T1i .- T1m
1 21 ... Lo
A= "

1xp1 .. Tom

Tada stebéjimus (3.3.1) galima uzrasyti (1.1.2) matriciniu pavidalu
Y =A3+e, (3.3.2)

E(Y)=A8, V(Y)=V(e) =0l (3.3.3)

Taigi turime atskira tiesinio modelio (1.1.2) atvejj su konkreciais koeficientais
prie nezinomy parametry.
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3.3.2. Koeficienty 3 interpretacija

Tarkime, kad j-oji kovarianté yra tolydi. Imkime du kovarian¢iy vektorius (")

@ _ 0

ir (?), kuriy visos koordinatés, isskyrus j-aja, yra vienodos, o T J

I5 (3.3.1) formulés isplaukia, kad

u(a:@)) - u(m(l)) = pu(xq, ...,ZC;Q), B e 1 ¢ 2 $§1)7 oy @) = B (3.3.4)

Taigi parametras ; lygus priklausomo kintamojo Y wvidurkio pokyciui, kai
j-oji kovarianté padidéja vienetu, kitoms kovariantéms nepakitus.

Jei j-oji kovarianté nominali, norint, kad modelio parametrai turéty prasme,
kovariante reikia koduoti.

Tarkime, kad j-oji kovarianté x; nominali, pavyzdZiui, ligos stadija, lytis,
rase, ir pan., ir jgyja k skirtingy reik§miy (sakykime, reik§mes 1, 2,....k). Tada
vietoje B;x; tiesinés regresijos modelyje imamas narys 3,121 + 2252 + -+ +
Bjk—1%j,k—1, kur

1, ey =141 (I=1,...k—1);
FT0, e =1,

Taigi modelis (3.3.1) modifikuojamas tokiu bidu:

k—1
u(m) = 50 + iz + ...+ Zﬂjizﬁ + ...+ Bml'm.
i=1

Tuo atveju j-aja kovariante atitinkantis narys jgyja tokias reikSmes:

k—1 .

2,52_{ Bii—1, jeixz; =1, 1=2,...,k
JiegT — 0

=1 ’

jeiz; =1.

Jei, pavyzdziui, x; yra séklos rusis, jgyjanti 3 reikSmes, tai modelyje (3.3.1)
imti narj B;x; su z;, igyjanciu reikSmes 1,2 ir 3, biity neteisinga, nes toks
modelis reiksty, kad mes i§ karto darome prielaida, jog pereinantéjimas nuo
1-osios prie 2-sios rii§ies gaunamas toks pat vidutinis priklausomo kintamojo,
pavyzdziui, derlingumo pokytis, kaip ir pereinant nuo 2-osios prie 3-sios rusies.
Bet regresinés analizés tikslas yra butent nustatyti, kaip vidutinis derlingumas
priklauso nuo séklos riisies. Siuo atveju vietoje nario §;; imamas narys ;11 +
Bj2zj2, Cia zj1 igyja reikSme 1 antrajai javy rasiai, o z;2 igyja reikSme 1 treciajai
javy rasiai.

Panagrinékime koeficienty ir modelio interpretacija po kodavimo. Imkime
du kovarianéiy vektorius (¥ ir (), kuriems visos kovariantes, iSskyrus j-
3ja nominalig kovariante, yra vienodos, j-josios kovariantés reik§mé pirma-
jam vektoriui yra vienetas, o antrajam — [ 4+ 1. Jeigu nominaliosios kova-
riantés reiksmeé lygi 1, tai jg atitinka vektorius (zﬁ), ...,25}2_1)T = (0,...,0)T,
o jeigu nominaliosios kovariantes reikSme yra [ + 1, tai ja atitinka vektorius

(2(2) 22 )T =(0,...,0,1,0,...,0)T; ¢a 1 yra l-oje pozicijoje. Gauname

g1 % k=1
(@) — p(@Wy =g, 1=1,..k—1.
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Taigi parametras 35 parodo kintamogjo Y vidurkio pokytj, kai j-osios kovariantés
reik§mé pakinta nuo pirmosios iki | + 1-osios, kitoms kovariantéms nepakitus.
Pavyzdziui, jei x; yra séklos rusis, jgyjanti 3 reiksmes, tai 3;; parodo derlingumo
vidurkio pokytj, pereinant nuo pirmosios prie antrosios rusies, o 82 rodo der-
lingumo vidurkio pokytj, pereinant nuo pirmosios prie treciosios rusies.

3.3.3. Modelis, kai yra kovarianc¢iy sgveika

Jei tas pats kovariantés x; reikSmeés pokytis sukelia skirtingg vidutinés priklau-
somo kintamojo reikSmeés pokytj esant jvairioms kitoms kovarian¢iy reikSmeéms,
turime z; ir 8iy kovarianciy saveika. Tada (3.3.1) modelis modifikuojamas.
Pavyzdziui, kai yra dvi tolydziosios kovariantés, naudojamas modelis

w(x) = Bo + Brr1 + Boxa + Bazr122,
o kai yra trys kovarianteés:
p(x) = Bo + Brw1 + Bowa + Baxs + Bawixe + Psx103 + Beraxs + frr1Taws.
Kai m = 2, turime vidurkio pokyti
w(xy + 1, x2) — (a1, x2) = P + faxa. (3.3.5)

Taigi priklausomo kintamojo Y vidurkio pokytis, padidéjus pirmajai kovariantes
vienetu, priklauso nuo antrosios kovariantés reiksmeés xo ir lygus B + B3x2. Jei,
pavyzdziui, Y yra automobilio kaina (litais), z; amZius (metais), xo galingumas
(em?), ir yra amziaus ir galingumo saveika, tai akivaizdu, kad kaina mazéja
kasmet, bet kainos mazéjimas skirtingas automobiliy su skirtingu galingumu.
29 (em?®) galingumo automobiliui metinis kainos sumazéjimas yra 81 + f3x2
(lity).

Jei x7 yra tolydi kovarianté, o zo yra nominali kovarianté, jgyjanti tris
reik§mes, tai naudojamas modelis

w(x) = Bo + frx1 + Bar2z21 + Pazzoe + Pr21212121 + Pr2221 222.

Tada

w1 + 1, 221, 222) — w1, 221, 222) = B1 + Br21221 + Pr22222.
Taigi priklausomo kintamojo Y vidurkio pokytis, padidéjus pirmajai kovariantes
vienetu, priklauso nuo antrosios kovariantés reiksmeés xo ir lygus B1, B1 + Bi21

ir 1 + Bi22, kai yra atitinkamai nulinés, pirmosios ir tre¢iosios nominalios
kovariantés reiksmeés.

3.3.4. Parametry jvertiniai

Tarkime, kad matrica AT A neissigimusi. Tada parametro 8 maziausiyjy kvadraty
jvertinys (1.2.3) yra
B=(ATA)1ATY, (3.3.6)
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E(B) =8, V(B) =c*(ATA)" (3.3.7)

Analogiskai, jeigu §# = LT3 = LoBo+ L1581+ - - - + Lm3m yra tiesiné regresiniy
parametry funkcija, tai pagal (1.2.3) teorema jvertinys

6=L"3, (3.3.8)

yra minimalios dispersijos jvertinys visy nepaslinktyjy tiesiniy parametro 6
jvertiniy klaséje, ir

E(0) =6, V() =0%? v =L"CL, C=(ATA)™" = [cijlimit)x(mr1)-

(3.3.9)
Imdami L = x gauname regresijos u(x) = E(Y|x) jvertinj:
A~ ~T A A A
,u(il:) = /8 T = BO + lel + ...+ ﬂman-
Pagal 1.2.2 teorema nepaslinktasis dispersijos o2 jvertinys yra,
6% =s2= &, Es? = o2, (3.3.10)
n—m-—1
SSp=(Y —AB)T(Y —AB) = (Vi - B 2V =3 (v, - V;)?, (33.11)
i=1 i=1
A~ R . AT . ~ ~ ~
)fi = ,u(:c(z)) = ,6 :B(Z) = 50 + leil +---+ 5mxim. (3312)

Atsitiktiniai dydziai Y; ir Y; vadinami atitinkamai prognozuojamomis ir stebétomis
priklausomo kintamojo Y reik§mémis, o a.d. é; =Y; — }A/z — liekamosiomis arba
prognozés paklaidomis.

Prognozuojamy ir stebéty reikSmiy sklaidag apibadina kvadraty sumos:

SSp =" (Y, — Y;)? — liekamugy paklaidy kvadraty suma,

SSr =" ,(Y; = Y)? - pilnoji kvadraty suma,

SSr =" (Vi = Y)? — regresijos kvadraty suma.

Pilnoji kvadraty suma S St apibudina stebé¢jimy Y; sklaida apie jy aritmetinj
vidurkj Y; regresijos kvadraty suma SSg — regresijos modeliu prognozuojamy
reiksmiy Y; sklaidg apie Y; liekamyjy kvadraty suma SSp — atstuma tarp
stebéty ir prognozuojamy reik§miy. Kaip jsitikinsime, SSg = SSr — SSg, taigi
§i kvadraty suma dar parodo, kuri Y; sklaidos dalis lieka nepaaigkinta regresiniu
modeliu.

3.3.1 teorema. Teisingos lygybés

=1

i=1
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Irodymas. Pazymékime & = (éy,...,é,)7, Y = (Y1,...,Y,)7. Kadangi
ATe = AT(Y —Y)AT(A(ATA)'ATY —Y) =0, (3.3.14)

o pirmoji matricos A7 eiluté yra 1, = (1,...,1)7, tai S, € = 0,18 da isplaukia
pirmoji (3.3.13) lygybé. Gauname

YIY =(Y+e)f (Y +e)=Y V12V e+ele=Y v +ee, (3.3.15)

nes i§ lygybeés (3.3.14) isplaukia YTé =pTATe=0. Lygybe (3.3.15) uzrasykime
taip:

n k
zw SV -
j=1 j=1
Tada
n . B n B
ZYQ—nYQ DY -nY? 4> (Y - Y)?,
j=1 j=1
i§ kur iSplaukia, kad
DY =Y = (V=YY (Y - Y)°
j=1 j=1 j=1

Teorema jrodyta. A

3.3.5. Koeficienty 3 ir jy tiesiniy dariniy pasikliovimo in-
tervalai

Priimkime papildoma prielaida, kad nepriklausomi a. d. e; yra normalieji N (0, 02).
Ivertiniy savybés normaliuoju atveju pateiktos 1.3 poskyryje:

B~ Npir(B,02(AT4)), Sn=m=l)

be to, atsitiktiniai dydziai 3 ir s2 yra nepriklausomi.
Pagal (3.3.9) parametro § = LT 3 jvertinys § = LT 3 turi savybe
66
sb(L)

~Smn—-m-—1), b (L)=L"CL,

da C = (ATA)™! = [cij](min)x(msn)- Imdami 0 = B; ir 0 = p(z) = Bl
gauname

Bi - Bi ﬂ(w) — M(w)
3@ NS(n—m—l), WNS(n—m_l) b2( ) ZBTC:I:.
(3.3.16)
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Parametro 6 pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo @ =1 — «, yra
0+bsty/o(n—m—1). (3.3.17)

Parametro 3; pasikliovimo intervalas yra

B £ \fenstaya(n —m — 1), (3.3.18)
o parametro p(x)
() £b(x)sty/o(n —m—1). (3.3.19)

Jeigu reikia rasti pasikliovimo intervaly rinkinj regresijos kreivés reikSmeéms
taskuose zV, ..., 2™, formuléje (3.3.19) jrasoma paeiliui @), ..., 2®) ir ¢, jo(n—
m — 1) pakeiiama j t, /(ox)(n —m — 1) (remiamasi Bonferonio nelygybe), arba
((m+1)EFy(m+1,n —m —1))/? (naudojamas S metodas).

3.3.6. Naujo stebéjimo reik§meés prognozé

Analogigkai, kaip ir esant vienai kovariantei, sudarysime tolesnio nepriklausomo
stebéjimo Y, 1, atliekamo, kai kovarian¢iy vektorius & = (1,1, ..., )", prog-
nozes intervala.

Atsitiktiniai dydziai Y, 41 ir fi(x) = 273 yra nepriklausomi ir

Yars ~ Nu(@),0?), (@) ~ N(u(@), 0% (x)),

taigi
Yat1 — (@) ~ N(0,0%(1 + b2(x))
! L Yen @) o
/110 (@)

ReikSmingumo lygmens ) = 1 — o prognozés intervalas reik§mei Y, 41 yra
(x) £ s/ (1 +b%(x) to/2(n —m —1).

Jis platesnis uz pasikliovimo intervalg vidurkiui u(x) = 7 3. Jeigu tolesnis
stebéjimas Y, 1 yra zinomas, o reikia nurodyti kovariante @, kuriai esant jis
buvo gautas, tai kovariantés = pasiklovimo sritis B € R™*!, kai pasikliovimo
lygmeniu Q =1 — a, yra

B=B(Y,Yp1) = {@:|t| < taja(n—m—1)}.

3.3.7. Hipoteziy apie regresijos parametry reikSmes tikri-
nimas

Nagrinékime hipoteze

Hj g B =-=pBj, =0, (3.3.20)
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Gal < j; < -+ < jp < m, k fiksuotas skai¢ius, k = 1,...,m. Jei § hipotezé
teisinga, tai kovariantés x;,,...,x; néra reikdmingos priklausomo kintamojo
prognozei ir jas galima iSmesti i§ modelio.

Atveju k = 1, j; = j turime hipoteze

H;: B =0, (3.3.21)

kuri reiSkia, kad kovarianté x; néra reikSminga priklausomo kintamojo prog-
nozei. Kai k = m, turime hipoteze

Si hipotezé reiskia, kad tiesinés regresijos apskritai néra. Zinant kovarianéiy
reik§mes negaunama jokios papildomos informacijos apie Y reik§mes.
Hipotezéms tikrinti naudosimeés 1.3.2 poskyrio 1.3.1 pavyzdzio rezultatais,
i§ kuriy iplaukia, kad tiesiniame modelyje: Y = A3 +e, B = (Bo, B1, .., Bm) T
reik§mingumo lygmens « kritiné sritis hipotezei Hj;, _;, tikrinti turi pavidalg

SSim=k _ 55,
Eji e = ET > Fo(k,n—m—1).

Cia SS(Em_k) yra SSg analogas modeliui be kovarianciy z;,, ..., z;, :

n

SS(Emik) = Z(}/l - 5}1;)27 }71 = BO + lexsl + + Bsm,—kxsm—k‘;
i=1

$15 -+, Sm—k Papildo ji, ..., jr iki 1,2,....m, 0 BO, le, e 5sm7k yra regresijos para-
metry jvertiniai modelyje be kovarianciy z;,, ..., ;.
Hipotezés H; : B; = 0 atveju kriterijaus statistika yra

S8t _ g5y

F; = =

J
Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai
F;>F,(1,n—m—1).

Remiantis (3.3.16) §ia hipoteze galima tikrinti ir naudojant Stjudento kriterijy.
Hipotezé atmetama « lygmens kriterijumi, kai
133

33
Abu Sie kriterijai yra ekvivalentus.
Reikia pazymeéti, kad hipotezés H; ., atveju

S5~ min > (¥— )? = 3% V)P = 857, 550 — 55 - S5
=1

=1
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¢ia SST yra pilnoji kvadraty suma, SSgi — regresijos kvadraty suma.
Taigi kriterijaus statistika hipotezei H;  ,, yra
SSR/m o MSR F
SSg/(n—m—1) MSg =~ ™rmh

Fl...m =

Regresijos nebuvimo hipotezé H;._ ., apie regresijos nebuvimg yra atmetama
reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

Fi > Fo(m,n—m—1).

3.3.8. Determinacijos koeficientas

Priminsime, kad pilnoji kvadraty suma SSr = Y, (¥; —Y)? apibtudina stebé-
jimy Y; sklaida apie jy aritmetinj vidurkj Y'; regresijos kvadraty suma SSg =
Yo (Y V)2 — regresijos modeliu prognozuojamy reikimiy Y; sklaida apie
Y; liekamyjy paklaidy kvadraty suma SSp = > i, (Y; — Y) parodo, kuri Y;
sklaidos dalis lieka nepaaiSkinta regresiniu modeliu. Naudodami §ias sumas
apibrésime prognozavimo (tiesiniu regresiniu modeliu) kokybés mata.

3.3.1 apibrézimas. Atsitiktinis dydis

SSp S8k

2
_1_2PE _PPR
R SSt  SSr

(3.3.23)
vadinamas determinacijos koeficientu.

Determinacijos koeficientas R? jgyja reikimes i3 intervalo [0,1]. Jis paro-
do santykine Y; sklaidos dalj, paaiSkinamg regresiniu modeliu, taigi apibudina
prognozavimo kokybe.

Jei prognozavimas idealus, t.y. V; = Y, tai SSp = 0 ir R?2 = 1. Jei
néra regresijos, t.y. su visais () vidurkio u(a:( )) prognozé nepriklauso nuo
x;, tai Y; = Y, taigi SSp = SSr ir R? = 0. Tokiu budu, R? charakterizuoja
prognozavimo kokybe. Skirtingai nuo sumy SSg ir SSg, jo reik§mé nepriklauso
nuo matavimo vienety parinkimo.

3.3.2 apibréZzimas. Atsitiktinis dydis Ry, = v R? vadinamas empiriniu dau-
giniu koreliacijos koeficientu.

3.3.2 teorema. Empirinis dauginis koreliacijos koeficientas lygus empiriniam
stebéty reiks§miy Y; ir prognozuojamy reikSmiy Y; koreliacijos koeficientui:

B D> M A o
Y = Tyy = )
VI (- V), (Y - V)2

NP I o U
ciaY =3 " Y,

Irodymas. Remdamiesi (3.3.13) ir (3.3.14) gauname:

~ T
Y é=0, Y=Y.
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Taigi
Z( y, — }?/)el = foiez = YTe =0,
i=1 i=1
S -V - V) =S¥ - V) V- V) = 3 (0 - V)
=1 =1 =1
ir

R Z?:1(Yi — Y)2 _ Z?:1<Y; — }7)2 - R
Tyy = n N2 n N W
Zi:1(Yi - Y) Zi:1(yi - Y)
Teorema jrodyta.A
3.3.1 pastaba. Jeigu imtis
(Yl’Xl(l)’ M ?X’I(T::))7 M) (anX:En), M 7X’Y(Y7Ll))3
gauta stebint normalyjj a.v. (Y1, X1,...,X,,), tai su bet kuriomis fiksuotomis

kovarian¢iy reik§mémis x(® = (1, xy), e ,az(f@))T teisingas tiesinés regresijos

modelis, todél pagal 3.1.4 apibrézimg dauginio koreliacijos koeficiento kvadratas
p3x yra Y ir optimalios prognozés 3*X koreliacijos koeficiento kvadratas, o
pagal 3.3.2 teorema empirinio dauginio koreliacijos koeficiento kvadratas. Taigi
determinacijos koeficienta Rf x = r? . galima interpretuoti kaip tiesinés regre-
sijos tikslumo mato p3. y jvertinj.

3.3.9. Empiriniai dalinés koreliacijos koeficientai
Nagrinékime statistika

SSy’ — SSy" _ SSg" — 58
S5 SSr — S5

R%’(k+1...m)|(1...k) =

Kvadraty sumos SSgn) ir SSgC) parodo Y; reiksmiy sklaidos dalis, paaiskintas

regresiniu modeliu atitinkamai su m ir k kovarianéiy, taigi SS](Em) —SSgc) parodo
Y; reik8miy sklaidos dalj, paaiskinta pridedant prie x1, ..., xx papildomas kova-
riantes Tpyq..., . Skirtumas SSI(%k) =SSr— SSgc) parodo likutine Y; reik§miy
sklaidos dalj, nepaaiskinta modeliu su k& kovarianciy.

Taigi statistika R%’(qul...m)(lmk:) yra dalis liekamosios sklaidos modelyje su
m kovarianciy, paaiskinta jtraukiant naujas kovariantes xi41, ..., T

3.3.3 apibrézimas. Statistika Ry (r41..m)|(1..k) = \/R%(k+l...m)|(1...k) vadi-

nama empiriniu dalinés koreliacijos koeficientu tarp Y ir xgyq, ..., 2, dalinés
koreliacijos koeficientu.

3.3.3 teorema. Empirinis dalinés koreliacijos koeficientas Ry (r1..m)|(1...k) YTa
empiriniy dauginiy koreliacijos koeficienty Ry (i, 1) it Ry (1...m) funkcija:

2 2
R%/ k+1 1.k = Ry(l--,m) B Ry(1_,.k) .
(k+1..m)|(1...k) 1= RY g
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Irodymas. Teoremos rezultatas gaunamas i sarysiy
m k
SSEY = SSr(1— Re(y ), SSW) = S8S7(1— Ri p).

A

Atskiru atveju, empirinio Y ir z,, dalinés koreliacijos koeficiento kvadratas
R%,m(lmk) yra dalis liekamosios sklaidos modelyje su (m — 1) kovariantémis
T1y-eey Tmn—1, PaaiSkinta jtraukus papildomq m-jg kovariante x,,. Turime

R2 _ R2
R%/m(lmmfl) _ Y (1...m) Y (1...m—1) ] (3324)

1- R%’(l...m—l)

3.3.4 teorema. Teisinga lygybeé

1= Ry = ﬁQ (1 - RQyj-(l.ujfn) (1 - Ri(l))
o

Irodymas. I3 vieneto atéme abi (3.3.24) lygybés puses ir padaugine i3
1-— R%m(l...m)’ gauname sarysj

1- R%’(l...m) = (1 - R%’(l.,.m—l)) (1 - R%/m(l...m—l)) )

i§ kurio remdamiesi indukcija gauname teoremos rezultata. A

Teorema parodo, kokia dalimi sumaZzinama dar nepaaiskinta liekamosios
sklaidos dalis, laipsniSkai jtraukiant jvedant papildomas kovariantes.

3.3.2 pastaba. Jeigu imtis
(v, X XD (Y, X X

gauta stebint normalyjj a.v. (Y1, X1,...,X.), tai su bet kuriomis fiksuotomis
kovarianciy reikimémis () = (1, xgl), - mﬁfl))T teisingas tiesinés regresijos mo-
delis, todél empirinio dalinio koreliacijos koeficiento kvadratg R%’(k—i—l,“.mﬂ(l...k)
galima interpretuoti kaip dalinés koreliacijos koeficiento kvadrato

2 . . . . . . . i o . .
PY (Xpiro Xom)|(X1...X,) IVEItIng, jei visose formulése z; kei¢iame j Xj.

3.3.10. Regresijos tiesinio pavidalo hipotezés tikrinimas

Tarkime, kad = = (1, 14, ...,2m:)", i = 1,...,k, yra skirtingos kovariantés
reikdmeés ir, kai yra reiksmé =¥, yra gauta n; nepriklausomy a.d. Y stebéjimy
Yij,ij=1,..,n, n=n1 4+ ny.

Sakykime Y regresija « atzvilgiu yra bet kokio pavidalo ir u; = E(Y|z®),
1t =1,...,k. Taigi nagrinéjame tiesinj modelj

Kj:uz+elj7 Zzl,,k
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Jeigu teisinga prielaida apie regresijos tiesinj pavidala, tai vidurkiy vektorius
= (u1,....ux)? yra parametro B8 = (Bo,B1, ..., Bm)? tiesiné funkcija, t.y.
teisinga hipotezé

H:p=pT29, i=1,.. k

Formaliai tikrinsime, ar duomenys nepriestarauja hipotezei H. Pavyzdyje 1.3.3
(ir jo tesinyje) kritiné sritis turi pavidala

(SSEH - SSE)/(k—m— 1).

F = ; 3.3.25
SSe/(n—k) ( )
¢ia Fo(k —m — 1,n — k) — FiSerio skirstinio « kritiné reik§me, o
R ON YR W SR o
i=1 j=1 i=1 j=1 =1

Salyginis kvadratinés formos minimumas, kai hipotezé teisinga, yra
~T .
SSgg =  min (Yi; — B X2,
pr= om0 Z Z )
Skirtumas

k
(SSpi —SS8) =S m(Yi. - B a®)>.

3.3.3 pastaba. Jeigu su kiekvienu V) turime tik viena stebéjima Y;, tai krite-
rijaus (3.3.25) pritaikyti negalima, nes SSg = 0. Kaip ir turint viena regresoriy,
tam tikros informacijos apie regresijos pavidala suteikia likutiniai skirtumai

e, =Y; — Yi, Y; = ,@Ta:(i)7 1=1,...,n.
Pazyméje
Y =V, V)7, e=(é,....6,)T =Y -V,
gauname

é=DY, D=1I,-AA"TA) A" = [dijlnxn, E(&)=0, V(é)=aD.

Taigi

éi ~ N(O,O’2d“‘).

Kadangi
i (Yi — Vi)

62:MSE=M—)£>02, n — 00,

n—m-—1

tai )

Gi=—t % 7 LN, 1)
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Kai regresijos tiesiSkumo prielaida teisinga, é; skirstiniai mazai skiriasi nuo
standartinio normaliojo skirstinio. AiSku, net kai n yra didelis, vektoriaus
(€1, ..., €n)T negalime traktuoti kaip paprastaja imtj, nes a.d. é; yra priklau-
somi. Daugelyje statistiniy programy pakety naudojami neformalis diagnos-
tiniai grafiniai metodai modelio adekvatumui tikrinti, remiantis standartizuo-
tomis liekanomis. Siame vadovélyje neformalas metodai neaptariami, informa-
cijos apie juos galima rasti taikomojo pobudZio knygose [4],I dalis; [5].

3.3.11. PazZingsniné regresija

Daznai, taikydamas regresine analize, eksperimentuotojas neturi pakankamai
informacijos, kurie i§ kintamyjy X1, ..., X;, labiau tinka a.d. Y prognozuoti.
Be to, galutinai parinktas modelis yra tuo vertingesnis, kuo maZzesniu skai¢iumi
kovarianéiy jis nusakomas. Suprantama, stengiamasi, kad kintamyjy Xy, ..., X,
skai¢iaus sumazinimas i§ esmés nepabloginty prognozés tikslumo. Matematinéje
statistikoje naudojama daug jvairiy metody, leidzian¢iy sumazinti vektoriaus
(X1, ..., X;n)T dimensija i§ esmés nepabloginant prognozés tikslumo. Pateiksi-
me vieng i§ paprastesniy ir palyginti daznai naudojamy metody.

Sakykime, vektorius (Y, X1, ..., X,,)T pasiskirstes pagal (m + 1)-matj nor-
malyjj skirstinj. Stebint § a.v. gauta didumo n imtis (Y;, X1, ..., X;i)T, i =
1,...,n. Kadangi tiesinio prognozavimo tikslumo matas yra (3.1.7) dauginio
koreliacijos koeficiento kvadratas, tai buty naturalu parinkti tokj kovarianciy
rinkinj, kad dauginio koreliacijos koeficiento jvertinys buty kuo didesnis. Taciau
tokio metodo negalima realizuoti praktiskai, jeigu kovarianciy skaicius gana
didelis. Pavyzdziui, jeigu m = 10 , tai galima sudaryti 2'° — 1 = 1023 skirtingy
tiesinés regresijos lygéiu (neatsizvelgiant j galimas kovarianciy saveikas). Vienas
i§ paprasciausiy ir dazniausiai naudojamy metody kovariand¢iy rinkiniui parinkti
yra pazingsniné regresija.

Nulinis zingsnis. Parenkame du reikSmingumo lygmenis P ir
P’; randame a.d. Y ir X; koreliacijos koeficienty jvercius r(Y, X;) = ryx, =
roi, 1 =1,...,m.

Pirmasis Zzingsnis. Isrenkame maksimaly jvertj

R 70i| = 704, |-

Kintamasis Xj;, jtraukiamas j kintamyjy Y prognozuoti sarasa, jeigu teisinga
nelygybé

Foi, = T(Q)il(n -2)/(1- r%il) > Fp(l, n—2).
Priesingu atveju daroma isvada, kad Y prognozuoti pagal X1, ..., X,, negalima.

Antrasis Zingsnis. Randame daliniy koreliacijos koeficienty
jvercius
TYX;(Xs,) = T0i(ia)
ir i§ jy iSrenkame maksimaly:

%?flrm(ilﬂ = [roiz (i |
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Kintamasis X;, jtraukiamas j sarasa, jeigu teisinga nelygybé
Toin(iny (= 3)/ (1 =18,,0:y) > Fp(1, n—3). (3.3.26)

Priesingu atveju saraSe paliekamas tik kintamasis X, .

Jeigu kintamasis X;, j saraSa jtrauktas, tikrinama, ar nereikia ibraukti i$
saraSo X;,, kai i ji jraSytas X;,. Kintamasis X;, iSbraukiamas, jeigu teisinga
nelygybé

Toin (i) (1 = 3)/ (1 =78, (1)) < Fpr(1, n—3). (3.3.27)

Taigi po antrojo zingsnio a.d. Y prognozuoti gali likti tik kintamasis X;,
(nelygybé (3.3.26) neteisinga); lieka tik kintamasis X;, (nelygybé (3.3.26) ir
(3.3.27) teisingos); vektorius (X;,, X;,)T (nelygybé (3.3.26) teisinga, o nelygybé
(3.3.27) neteisinga). Pirmu atveju procesas uzbaigiamas; antru ir treciu atvejais
pereinama prie treciojo Zingsnio.

Treciasis,ketvirtasis,.. Zingsniai. Rekurentiskai
kartojamas antrasis zingsnis. Tiksliau, remiantis daliniy koreliacijos koeficienty
iverciais, pagal taisykles, analogiskas (3.3.26), daroma iSvada, ar reikia papildyti
kintamuyjy sarasa dar vienu kintamuoju. IraSius nauja kintamajj, tikrinama, ar
nereikia kurio nors kintamojo iSbraukti i§ saraSo. Procesas uzbaigiamas, kai
nelygybés, analogiskos (3.3.26), (3.3.27), netenkinamos.

3.4. Pratimai

3.1 skyrelis

3.1. Vektorius (X, Y)7 pasiskirstes pagal dvimatj normalyjj skirstinj su nuliniais vidur-
kiais, vienetinémis dispersijomis ir koreliacijos koeficientu p. Raskite regresijos kreives:

(a) a.d. X atzvilgiu Y7

(b) a.d. X atzvilgiu Y?;

(c) a.d. X2 atzvilgiu Y?2;

(d) a.d. X2 atzvilgiu Y.
Apskai¢iuokite koreliacinius santykius ir palyginkite juos su koreliacijos koeficienty kvadratais.

3.2. Atsitiktinis vektorius (X, Y)7T turi tolygyjj skirstinj viduje elipsés
az® + 2hay + by’ =¢, h#0, h®<ab; a, b>O0.
Irodykite, kad a.d. X ir Y regresija kito kintamojo atzvilgiu yra tiesiné.

3.3. Atsitiktinis vektorius (X, Y)7 tolygiai pasiskirstes lygiagretainyje, apribotame
tiesémis ¢ = 3(y + 1), = 3(y — 1), x = y+ 1, ¢ = y — 1. Irodykite, kad atsitiktinio
dydzio Y regresija X atzvilgiu yra tiesiné, o X regresija Y atzvilgiu yra kreivé, susidedanti i§
trijy atkarpy.

3.4. Atsitiktinis vektorius (X, Y)7T tolygiai pasiskirstes ant pusapskritimio y = ++v/1 — 2,
0 <z < 1. Irodykite, kad %y =1, 0 p2 = 0.

3.5. Atsitiktinis vektorius (X, Y)7T tolygiai pasiskirstes skritulyje (z —a)? 4 (y—b)? < r2.
: 2 2
Irodykite, kad 1y = p3-x = 0.
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3.6. Tegu p = [pijlexk yra koreliacijos koeficienty matrica. Jrodykite, kad dauginis
koreliacijos koeficientas ir daliniai koreliacijos koeficientai susieti lygybémis:

1- P?.(z...k) =(1=pi2)(1 = pig2) (1= plro k1);
(p12 — p13p23) ]
(1= p3) 21— p3) 172
(p12.3 — p13.2p23.1) )
(1= pi32)1/2(1 = p35 )12
P12.(3...k) — Plk.(2...k—1)P2k.(13...k—1)
( )
2 2 )
1- plk.(2...k—1))1/2(1 - p2k,(13...k71))1/2

P12.3 =

P12 =

P12.(3..k—1) = (

(P12.(3..k—1) = P1k.(3..k—=1)P2k.(3...k—1)) _
1- p?k.(2.4.k71))1/2(1 - p§k4(3...k71))1/2 ’

P12.(3...k) = (

3.2 skyrelis

3.7. Pagal didumo n imtj Y; = a+6(X;—X)+e;, 3 = 1,...,n, kai a.d. {e;} nepriklausomi
ire; ~ N(0,02) gauti jvertiniai & ir 8. Sukurkite TGN kriterijy hipotezei H : 0 = aa+b8 = o,
kai alternatyva H : 6 # 6, tikrinti; &a a, b, 09 — Zinomi.

3.8. Pagal dvi nepriquusomas digumo n1 ir ng imtis jvertinti tiesinés vieno kintamojo
regresijos koeficientai &1, B1 ir &2, B2. Tarkime, kad visi stebéjimai yra nepriklausomi ir
normalieji, turi vienodas dispersijas o2. Raskite kriterijus

(a) hipotezei H : 81 = B2 tikrinti;

(b) hipotezei H : a1 = ag tikrinti;

(c) hipotezei H : a1 = ag, 1 = B2 tikrinti;

(d) hipotezei, kad regresijos tiesés susikerta taske z = ¢, tikrinti;

3.9 (3.8 tesinys). Apibendrinkite 3.8 pratimg tuo atveju, kai stebéjimo rinkiniy skai¢ius
didesnis uz du.

3.10. Raskite parametry «, § ir o2 jver¢ius naudodami §iuos stebéjimus:

0,15=a — 38 + e,
2,07 =a — B+ e2,
4,3l=a+ B +es3,
6,49 = o+ 38 + ey,
&a eq,...,eq — nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai e; ~ N(0,02), i =

1,..,4.

3.11. Taskas tolygial juda tiese. Laiko momentais ¢t = 0, 1, 2, 3, 4 buvo uzfiksuotos
tokios jo koordinaciy reik§més: Sy = 12,98; 13,05; 13,35; 13,97; 14, 22. Tegu visy matavimy
paklaidos nepriklausomos ir turi normalyjj skirstinj N (0, 02). Raskite greicio v ir dispersijos
o? taskinius ir intervalinius jver¢ius, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95.

3.12. Matuojant gauti stebéjimai, kurie yra tiesinés parametro a funkcijos:
1 = —0,42 = ey,
2 =0,30=a +e1 + €2,
3 =1,30 =2a +e1 +e2 +e3,
T4 = 2,56 =3a+e1 +e2+e3+ ey,
5 = 3,26 =4a+e; + ez +e3 +eq +e5,
ia e1,...,e5 — nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai e; ~ N(0, 02), i =

1,...,5. Raskite parametro oo NMD jvertj. Sudarykite parametry « ir o2 pasikliovimo inter-
valus, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.
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3.13. Atsitiktinis vektorius X = (X1,..., X5)T turi normalyjj skirstinj su parametrais
EX; =(i—1)a, i=1,...,5 VX; = Cov (X;, Xj) =1, j >1i, i=1,...,5. Raskite parametro
a pasikliovimo intervala, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0,95, pagal atsitiktinio vektoriaus X
realizacija © = (—0,42; 0,30; 1,30; 2,56; 3,26)7.

3.14. ISmatuotas grunto atsparumas poslinkiui Y, veikiant jvairiems slégiams P kg/cm2
ir gauti Sitokie rezultatai:

P, Y
Yi1 Yio Y; Y; Y; Yie Yir Yis Yig

1 0,962 0,612 0,612 0,888 1,038 1,188 0,812 0,988 0,875
2 | 0,962 | 0,688 | 0,662 | 1,112 | 1,118 | 1,325 | 0,988 | 1,025 | 1,075
3 1,125 0,800 0,700 0,900 1,475 1,400 1,150 1,175 1,300
4 | 1,412 | 0,850 | 0,650 | 1,075 | 1,312 | 1,425 | 1,250 | 1,175 | 1,162
5 1,125 0,900 0,675 1,225 1,225 1,650 1,025 1,075 1,500
6 1,138 0,950 0,625 1,500 1,375 1,588 1,025 1,150 1,100

a) patikrinkite Y regresijos P atZvilgiu tiesiSkumo hipoteze;
b) laikydami Y regresija atzvilgiu P tiesine, jvertinkite jos koeficientus;
c) sudarykite regresijos koeficienty pasikliovimo intervalus (Q = 0, 95).

3.15. Salyginis Y skirstinys, kai X reiks§meés fiksuotos, yra normalusis su dispersija 02 =

0,1. Tarkime, kad taSkuose z = 0,0; 0,1;...;1,0 turimos vienodo didumo n nepriklausomos
imtys. Koks turi biiti n, kad regresijos tiesiSkumo hipotezé bity atmesta su tikimybe, ne
mazesne uz 0,95, jeigu E(Y|X = x) = 22 (kriterijaus reikémingumo lygmuo P = 0,05).

3.16. Tarkime, kad pagal nepriklausomus stebéjimus Y; = a+ B(x; — ) +e;, 1 =1,...,n,
kai a.d. {e;} nepriklausomi ir normaliis e; ~ N(0,5?), jvertinta regresijos tiesé & + f(z — Z).

Tegu taske x yra gauta k nepriklausomy Y41 matavimy Yé}r)l,...,Yéi)l. Sukonstruokite

stebéjimo Y,,+1 prognozés intervalg ir argumento x pasikliovimo intervala.

3.17. Pasidlykite, kaip pertvarkyti lygtj
af

asin? z 4+ Bcos? x

i tiesinj pavidala.

3.18. Kalibruojamas pieno rugSties koncetracijos kraujuje matavimo prietaisas. Tuo
tikslu gauti n = 20 pavyzdziy matavimai Y, kai koncentacija X tiksliai Zzinoma [1]

X | 1 1 1 1 3 3 3 3 3 5
Y [ 1,1 | 0,7 | 1,8 | 0,4 | 30 | 4,4 | 4,9 | 44 | 45 | 7,3
X | 5 5 10 10 10 10 15 15 15 15
Y | 82 | 6,2 | 12,0 | 13,1 | 12,6 | 13,2 | 18,7 | 19,7 | 17,4 | 17,1

Tardami, kad paklaidos normaliosios, jvertinkite tiesinés regresijos parametrus. Patik-
rinkite regresijos tiesiSkumo hipoteze. Raskite tolesniy nepriklausomy Y matavimy progno-
zés intervalus, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0,95, jei zinoma, kad matavimai bus atliekami
tagkuose X = 12, X = 18.

3.19. Pamatavus n = 108 pacienty arterinj PH (kintamasis Y') ir veninj PH (kintamasis
X) gauti vidurkiy ir kovariacijy matricos elementy jveréiai: X = 7,373, ¥ = 7,413, s% =
0,1253, s%, = 0,1184,sxy = 0,1101 [1]. Priéme prielaida dél a.v. (X,Y)T normalumo,
ivertinkite a.d. Y regresijos tiese atzvilgiu a.d. X. Patikrinkite hipoteze H : § = 0. Kokia
dalj a.d. Y sklaidos paaigkina regresijos lygtis?

3.20. Kintamasis Y reifkia tam tikro cheminio proceso savybe priklausomai nuo laiko ¢

[1]:
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t | 0,0 1,0 15 2,0 25 3,0 3,5 1,0
Y | 0,000 | 0,025 | 0,035 | 0,045 | 0,055 | 0,065 | 0,075 | 0,082
t | 45 5,0 55 6,0 6,5 7.0 75 8,0
Y | 0,088 | 0,094 | 0,100 | 0,105 | 0,110 | 0,115 | 0,120 | 0,125

a) Ivertinkite tiesinés regresijos parametrus. Panagrinékite prognozés paklaidas ir ap-
tarkite regresijos tiesinio pavidalo priimtinuma. b) Tarkime, kad i§ teoriniy samprotavimy
gauta, jog regresijos kreivé turéty biati tokio pavidalo: Y = a(1 —e~8*). [vertinkite netiesinio
modelio parametrus ir raskite jy apytikslius pasikliovimo intervalus.

3.21. Farmakinetikoje vertinant vaisto koncentracijos Y priklausomybe nuo laiko t daz-
nai naudojamasmas dvikomponentis matematinis modelis Y = aje~®2t + g1e~P2t. Pagal
pateikiamus duomenis [1]

t 10,10 | 0,25 | 0,50 | 1,00 | 1,50 | 2,00 | 4,00 | 8,00 | 12,00 | 24,00 | 48,00

Y | 18,7 | 16,9 | 145 | 11,1 | 89 | 7.5 | 52 | 36 | 2,6 1,0 0,2

ivertinkite regresijos parametrus. Nagrinédami prognozés paklaidas aptarkite prognozés
tiksluma.

3.3 skyrelis

3.22. Lenteléje pateiktas 78 Zuvy ilgis Y (milimetrais) ir amzius X (metais) [16].

X Y

1 67 62

2 109 83 91 88 123 100 109

3 137 131 122 122 118 115 131 143 142 122 140
3 150 140 150 150 140 150 130 130

4 138 135 146 146 145 145 144 140 150 152 157
4 155 153 154 158 162 161 162 165 171 162 169
4 167 171 150 170 140 140 150 150 150 160 150
4 150 150 150 140 160 170 160 160 170

5 170 188 150 150 160 160 180

6 170

a) patikrinkite Y regresijos X atzvilgiu tiesiskumo hipoteze;
b) parinkite polinominés regresijos modelj ir aptarkite prognozés tiksluma.

3.28. Tarkime, kad jvertinome regresija E(Y) = Bo + B1z, o tikroji regresijos lygtis yra
E(Y) = Bo+ Biz+ B22? + B323 pavidalo. Koks bus jvertiniy Bo ir 81 poslinkis, kai jie jvertinti
pagal nepriklausomus stebéjimus taskuose x = —3, -2, —1,0,+1, +2,+37

3.24. Tegu Y1 = 01 + 02 + €1, Yo = 202 + e2, Y3 = —01 + 02 + e3; ¢ia {e; } nepriklausomi
ir e; ~ N(0,02). Sudarykite kriterijy hipotezei H : 61 = 205 tikrinti.

3.25. Tegu Y1, Ya, Y3, Ys yra keturkampio kampy o1, @2, ¢3, pa matavimai. Tarkime, kad
matavimo paklaidos yra normalieji nepriklausomi a.d., turintys nulinius vidurkius ir vienodas
dispersijas. Patikrinkite hipoteze, kad keturkampis yra lygiagretainis, t.y. H : o1 = 3,02 =
P4-

3.26. [rodykite, kad pilno rango modelj
Yi=080+B1X1i+ ...+ BmXmi+er
ivedus naujus parametrus galima uzraSyti Sitaip
Yi=v+mZii+ .. + vymZmi + ei,

kad plano matrica turéty ortogonalius stulpelius ir v, = ... = v, = 0 tada ir tik tada, kai
Br=..=Bm=0,r=1,..,m.
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3.27. Tarkime, E(Y:) = Bo + Bi1 cos(2mkit/n) + Bz sin(2mkat/n); Ca t = 1,...,n, 0 k1
ir ko — zinomos teigiamos konstantos. Raskite parametry o, 81,82 maziausiyjy kvadraty
jvertinius.

3.28. Tegu Y; = fBo + B1(X1i — X1.) + B2(X2i — X2), i = 1,...,n. Irodykite, kad
parametry Bo, 81, B2 jvertinius galima rasti atlikus tokia dvizingsne procediira: 1) parenkame
vieno kintamojo regresija Y; = Bo + 81(X1: — X1.); 2) parenkame liekany Y; — f/z’, Y, =
,@D + Bl(Xli — Xl) regresija Xo; — Xgi,i =1,...,n, atzvilgiu.

3.29. Nagrinéjamas benzino oktaninis skaicius Y priklausomai nuo priedy A ir B koncentra-
cijy X ir Xo. Pagal pateikiamus duomenis [1]

X: | 2 2 2 2 3 3 3 3
X2 | 2 3 ] 5 2 3 1 5
Y | 96,3 | 95,7 | 99,9 | 99,4 | 951 | 97,8 | 99,3 | 104,9
X: | 4 2 ] 1 5 5 5 5
X2 | 2 3 1 5 2 3 1 5
Y | 96,2 | 100,1 | 103,2 | 104,3 | 97,8 | 102,2 | 104,7 | 108,8

a) Ivertinkite regresijos parametrus tardami, kad a.d. Y regresija X; ir X2 atzvilgiu
yra tiesiné. b) Tare, kad paklaidos normaliosios, patikrinkite regresijos koeficienty lygybés
0 hipotezes. c) Raskite a.d. Y tolesnio nepriklausomo stebéjimo, kuris atliktas tagke X; =
4,5; Xo = 3,5, prognozeés intervala, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95.

3.30. Dviem skirtingais budais buvo matuojamas 141 paciento arterinis kraujo spaudi-
mas. Pirmu blidu matuojant sistolinj X, diastolinj X5 ir vidutinj X3 kraujo spaudima buvo
naudojamas kateteris. Antru bidu buvo matuojamas sistolinis X4 ir diastolinis X5 kraujo
spaudimas naudojant kompresine manzete. Atlikus pradine analize gauti Sie rezultatai.

% X; Si Tij

1| 112,2 | 28,6 | 1,000 0,839 0,927 0,871 0,753
2 59,4 17,1 1,000 0,967 0,778 0,828
3 76,8 21,0 1,000 0,845 0,852
4 | 107,0 | 28,9 1,000 0,837
5 66,8 19,3 1,000

Sioje lenteléje X; — aritmetiniai vidurkiai, o s; — vidutiniy kvadratiniy nuokrypiy jvertiniai,
i=1,...,5; r;; - koreliacijos koeficienty jvertiniai.

Naudodamidami paZingsninés regresijos metoda, parinkite vektoriaus (X1, X2, X3)T ko-
ordinates kintamiesiems X4 ir X5 prognozuoti (P’ = 0,01, P = 0,005). Raskite regresijos
koeficientus ir suvestinius koreliacijos koeficientus.

3.31. Reikia parinkti tokio pavidalo regresijos modelj:
E(Y:) = Bo + f1Xi + Pap(Xi), i=1,2,3;

dia ¢(z) — antrojo laipsnio polinomas. Parinkite ¢(z) taip, kad plano matrica turéty ortogo-
nalius stulpelius, kai X; = —1, X9 =0, X3 = +1.

3.32. Pagal pateikiamos lentelés duomenis parinkite tre¢iojo laipsnio polinoma.

Y (indeksas) | 9,8 | 11,0 | 13,2 | 15,1 | 16,0
X (metai) | 1950 | 1951 | 1952 | 1953 | 1954

Tardami, kad paklaidos nepriklausomos ir normaliosios su vienodomis dispersijomis o2,

patikrinkite antrojo laipsnio polinomo adekvatum hipoteze. I§spreskite uzdavinj naudodami
ortogonaliuosius polinomus, t.y. vietoje x? parinkdami i-ojo laipsnio polinoma, taip, kad plano
matricos stulpeliai buty ortogonalis.



162 3 SKYRIUS. REGRESINE ANALIZE

3.5. Atsakymai ir nurodymai

3.1. a) E(X|Y =) = py; %)y = Py = 0% b) B(XIY? =9%) = 0; 0%y = ok |y = 0;
Q) B(X2[Y? = ¢?) =1-p? 4+ p?y% d) B(X2|Y =y) = 1-p* + p%9% 0%y = px )y = o"
3.3. E(Y|X =2) =22/3, kai 3< 2 <3 EX|Y =y) =2y+1, kai -2 <y < —1;
EX[Y =y) =y, kai -1 < y < L B(X|Y = y) =2y —1, kai 1 < z < 2. 3.7
Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens o kriterijumi, kai |6 — 6o|/(sc) > tas2(n — 2);
0 = aq + b3, s2 = > (Y —a— Blzs — 1))2/(n — 2); ¢ = a?/n + b2/ Yi(zi + 7). 3.8.
Tegu pirmosios imties elementai yra (Y14, X1:), ¢ = 1,...,n1, o antrosios — (Ya2;, X2;), 1 =
1,...,m2. Vertinamos regresijos tiesés pavidalo: a1 + 81 (X1; — X1.) ir ag + B2(Xa; — X2.).
a) Hipotezé atmetama o lygmens kriterijumi, kai |81 — B2|/(sc) > tos2(n1 +ng —4); s =
Do (Y1i — 61 — B1(X1; — X1.))? +>2(Yo; — G2 — Ba2(Xas — X2))2]/(n1 + na — 4), & =
/3 (X1 — X1.)?2 + 1/ 3 (X9; — X2.)2. b) Hipotezé atmetama o lygmens kriterijumi, kai
|&1 — G2|/(sb) > tas2(n1 +mn2 —4); b = 1/n1 + 1/na2. c) Hipotezé atmetama o lyg-
mens kriterijumi, kai (SSgpy — SSg)(n1 +n2 —4)/(2SSg) > Fo(2,n1 + n2 — 4); SSg =
s2(n1+mn2 —4); SSpg = >, (Y1s — & — 3(2(11' — X N2+, (Yas — & — B(X2 — X..))?), tia

X, = (n1X1. + n2Xa)/(n1 + n2), o & ir B yra regresijos tiesés a + B(z — X..) parametry
jvertiniai, gauti sujungus visus n1 + na stebéjimus. d) perkelkime koordinaty pradzia: Z1; =
Xli_c7 i = 1, ey na ir Zgj = ng—c,j = 1, ey N2, Kintamqjq (Y1i7 Zli) ir (ng, Zgj) terminais
tikrinamoji hipotezé ekvivalenti p. b) hipotezei. 3.10. & = (Y1 + Y2 + Y3 + Yy)/4 = 3,255;
B = (=3Y1 — Yo + Y3 4+ 3Yy)/20 = 1,063, s> = SSg/2 = 0,01206. 3.11. 9% = 0,34,
52 = 0,0259; (v;o) = (0,178;0,502); (¢?;52) = (0,0083;0,3602). 3.12. & = 0,92;
s2 = 0,0967; (az@) = (0,4883;1,3517); (¢2;52) = (0,0347;0,7985). Nurodymas. A.d.
Z1 = X1,7Z; = X5 — X1, = 2,3,4,5 yra nepriklausomi su vienetinémis dispersijomis ir

vidurkiais EZ; = 0,EZ = ... = EZ5 = . 3.13. & = 0,92; (v @) = (—0,060;1,900).
Nurodymas. A.d. Z1 = X1,Z; = X; — X;-1,j = 2,3,4,5 yra nepriklausomi; jy dispersijos
o2, o vidurkiai EZ; = 0,EZs = ... = EZ5 = a. 3.14. a) statistika (3.2.16) jgijo reikime

0,3985; kadangi P reik§mé yra P{Fj 45 > 0,3985} = 0,8087, tai atmesti tiesiSkumo hipoteze
néra pagrindo; b) fo = 0,8873, B1 = 0,0540; c) (Bo; Bo) = (0,7322; 1,0425); (B1; B1) =
(0,0141; 0,0938). 3.15. n > 32. 3.16. Formuléje (3.2.13) reikia b?(z) apibrézti tokiu badu:
b2(z) = k/n+(x—2)2/((n—1)s2). 8.17. Pazymékime u = 1/y,v = sin? z. Tada u = v+ dv;
y=1/a,8 = (a—B)/(af). 3.18. & = 8,535, B = 1,2066, 62 = 0, 8115; statistika (3.2.16) jgijo
reiksme 1,9864; kadangi P reikdmé yra P{F3 15 > 1,9864} = 0,1594, tai atmesti tiesiskumo
hipoteze néra pagrindo; tolesnio matavimo prognozés intervalas yra (12,9420;16,9179), kai
z = 12 ir (20,0178;24,3213), kai z = 18. 3.19. 4 = 0,9343 + 0, 8787x; hipotezé H : 8 = 0
atmetama: a.d., kai teisinga hipotezé, turintis Stjudento skirstinj su 106 laisvés laipsniais
igijo reikdme 21,7608; paaiskina 0,817 sklaidos dalj. 3.20. a) Bo = 0,0144, B1 = 0,0149,
&2 = 0,00004. Determinacijos koeficientas 0,9697. Sklaidos diagramoje prognozés paklaidos
issidésciusios neatsitiktinai, todél regresijos tiesinis pavidalas nepriimtinas. b) & = 0, 1758,
B = 0,1531. Esant pasikliovimo lygmeniu 0,95, gauname (a; @) = (0, 1690; 0, 1827), (3; B) =
(0,1437; 0,1626). 3.21. d; = 13,2255, 4o = 1,0158, 31 = 6,7978, B2 = 0,0796. Esant pasik-
liovimo lygmeniu 0, 95, gauname (a1; @1) = (13,0724; 13,3787), (ag; a@z) = (0,9915; 1,0402),
(B1; 1) = (6,6336; 6,9620), (B2; B2) = (0,0767; 0,0825). 3.22. a) Statistika (3.2.16) jgijo
reik§me 6,29; tiesiskumo hipotezé atmetama kriterijumi su gana aukitu reikimingumo lyg-
meniu; b) Statistika (3.3.25) jgijo reikdme 0,29; kadangi P reik§mé yra 0,8295, hipoteze
apie antro laipsnio polinominés regresijos modelio tinkamuma atmesti néra pagrindo. 4 =
13,62 + 54,05z — 4, 7242, Determinacijos koeficientas yra 0,8011. 3.23. EBy — 8o = 482,
E/;’l —pB1 = 7B3. 3.24. Hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens a kriterijumi, kai (SSgg —
SSE)/SSE > Fa(11); &a SSE = (Y1—Ya+Y3)2/3; SSpy = (Y1 —30)2+(Ya—20)2+(Y3+6)2;
6 = (3Y1 + 2Y2 — Y3)/14. 3.25. Hipotezé atmetama reikdmingumo lygmens « kriterijumi,
kai F = [(Y1 — Y3)2/2 + (Y2 — Ya)?]/ (3, Vi — 27)2 > Fa(2,1). 3.27. Paiymékime Y =
(Y1, ..., Y)Tir B = (Bo, B1,B2)T. Tada B = (AT A)~1 ATY; &a matrica AT turi 3 eilutes ir n
stulpeliy; pirmoji eiluté yra (1,1, ...,1); antroji (cos(27k1/n), cos(4dwky/n), ..., cos(2nmk1/n));



3.5. Atsakymai ir nurodymai 163

tretioji (sin(2mki/n),sin(dnky /n), ..., sin(2nwk;/n)). 3.29. a) Bo = 84,55, B = 1,83,
By = 2,68; b) Gauname F; = 5,89 ir Fp = 8,62; regresijos koeficienty lygybés nuliui
hipotezés atmetamos kriterijais su gana auk$tu reik§mingumo lygmeniu; ¢) (99,02; 105, 36).
3.30. Pazingsninés regresijos metodu gauname, kad prognozuojant X4 reikia naudotis vi-
sais kintamaisiais (X1, Xo, Xg)T; regresijos jvertis X4 = 8,294 0,60X; —0,14X9 4+ 0,52X3;
X4 (X1, Xa, X5) = 0,8770. 3.31. 9(z) = 2 — 32%. 3.32. Atlikime keitima Z; = X; — 1952.
Tada Z; jgyja reiksmes —2, —1, 0, 1, 2. Nagrinékime regresijas pavidalo Y; = Bopo(Z;) +
B1o1(Z;)+...4Bmem(Z;), kai ;(z) yra ortogonaliis polinomai: ¢o(z) = 1;¢1(2) = z;92(2) =
22 — 2;p3(2) = 523 — 17z. Parametry jvertiniai Bj = >, Yiapj(Zi)/Zga?(Zi), Vﬁj =
o?/ 3 ¥35(Zi), 5 =0, 1, 2, 3. Liekamosios kvadraty sumos SS;Em) =3, Y2 - B2 03(Z:) —
= B2, 3502 (Z;), m =0, 1, 2, 3. Pagal turimus stebinius gauname Sy = 13,02, f1 = 1, 65,
Ba = —0, 0643, Bg = —0,0333. Liekamosios kvadraty sumos SS;EO) = 27,688, SSS) =
0,463, S5 = 0,405, SS¥ = 0,005. Matome, kad imant tregiojo laipsnio polinoma
liekamoji kvadraty suma jgyja maZa reikSme. Hipotezé H : B3 = 0 atmetama: statistika
F = B2, ¢2(Z;)/s%, kuri esant teisingai hipotezei turi Figerio skirstinj su 1 ir 2 laisvés
laipsniais, jgijo reik¥me 155,5556, pv = P{F} 2 > 155,5556} = 0, 0064.



4 skyrius

Kovariacine analize

4.1. Kovariacinés analizés modeliai

Dispersiné analizé naudojama, kai norima istirti jvairiy kokybiniy faktoriy (no-
minaliyjy kovarianciy) jtaka priklausomam kintamajam. Pagrindinés hipotezés,
tikrinamos dispersine analize - faktoriy jtakos ir jy saveikos nebuvimo hipotezés.
Regresinéje analizéje daugiau pabréziamas priklausomo kintamojo prognozavi-
mas pagal kovarianciy (tiek tolydziyjy, tiek ir nominaliyjy) reikSmes.

Kai kintamojo Y skirstinys priklauso ne tiktai nuo kokybiniy faktoriy, bet
ir nuo kiekybiniy faktoriy (tolydziyjy kovarian¢iy), bet norima istirti tiktai
kokybiniy faktoriy jtaka, butina naudoti regresini modelj tiek su nominaliomis,
tiek ir su tolydziomis kovariantémis, nes, naudojant dispersinés analizés meto-
dus, tolydziyjy kovarianciy egzistavimas gali i8kreipti analizés rezultatus. Pa-
vyzdziui, tiriant gyviny svorio prieaugio priklausomybe nuo maitinimo raciono,
prieaugis gali priklausyti nuo tokiy kovarianc¢iy, kaip antai pradinis gyvuno
svoris, jo amzius ir kt. Tiriant padangy dilimo grei¢io priklausomybe nuo jy
markés, protektoriaus dilimo greitis gali priklausyti nuo padangy apkrovos, ke-
lio dangos, meteorologiniy salygy, vairuotojo stazo ir kt.

Jeigu, be tiriamy kokybiniy faktoriy ir priklausomo kintamojo Y matavimy,
galima gauti ir ,trukdanciy“ kiekybiniy kovarianc¢iy matavimus, tai, atliekant
statistine analize, pastaryjy jtaka reikia eliminuoti. Tokia duomeny analizé vadi-
nama kovariacine analize. 15 esmés tai (kaip ir dispersiné analizé) tam tikras
regresinés analizés atvejis, turintis savo specifika. Detaliau apie kovariacine ana-
lize 7r.[12], [14].

Tarkime, kad tiriama vieno faktoriaus A jtaka kintamajam Y ir, kai fakto-
riaus A lygmuo yra A;, gauti kintamojo Y ir kovariantés X matavimai

Yi,ia), .o Yy, ig,), i=1,..1,
tada naudojamas vienfaktorés vieno kintamojo kovariacinés analizés modelis:

Yij = n+ai+ymi+ e, Y ai=0, (4.1.1)

K3
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¢ia e;; ~ N(0,0?) yra vienodai pasiskirste nepriklausomi normalieji atsitiktiniai
dydziai.
Jeigu kovarianté yra daugiamaté: X = (™), ..., 2N tai gaunami matavi-
mai
()’M,xg), . xl(-]f)), . (Yz(]l,:cg‘lg, . 9:52), i1=1,..,1,

ir naudojamas vienfaktorés keleto kintamuyjy kovariacinés analizés modelis:

Yij = ptoi+mal) + o+l e, Y =0, (4.1.2)

Jeigu dvifaktoréje dispersinéje analizéje su vienu stebéjimu langelyje tarsime,
kad faktoriy sgveikos néra ir kartu su Y stebima kovarianté x, tai gautume
adityvyji dvifaktorés kovariacinés analizés modely:

Yij = p+ai+ B +ywy +eig, Yy ai=Y B;=0. (4.1.3)
1 J

4.1.1 pastaba. Kaip ir regresinéje analizéje, kovarianciy (), ..., (%) reiksmes
daZniausiai biina i§ anksto parinktos ir fiksuotos. Arba tai gali buta atsitiktinio
vektoriaus (X, ..., X*)T realizacijos. Pastaruoju atveju analizé salyginé, ta-
riant, kad kovariacijy vektoriaus realizacijos fiksuotos.

4.1.2 pastaba. Jeigu esant fiksuotoms nagrinéjamy faktoriy lygmeny kom-
binacijoms stebimos nepriklausomos atsitiktinio vektoriaus (Y, X, ..., X *)T
realizacijos, tai gautiems duomenims analizuoti galima taikyti daugiamate dis-
persine analize, kuri aptariama IV knygos dalyje.

Bendru atveju kovariacinéje analizéje stebéjimy vektoriaus Y = (Y7, ..., Yy,) T
vidurkis uzrasomas dviejy démeny suma

E(Y)=AB+ C~. (4.1.4)

Pirmasis démuo apibudina kazkokj dispersinés analizés modelj, antrasis ap-
rafo tiesine Y regresija kintamuyjy =M, ..., 2®) atzvilgiu. Matrica A yra dis-
persinés analizés plano matrica, kurios elementai yra 1 arba 0. Matricos C
i-asis stulpelis susideda i§ kovariantés (¥ matavimy.

Tare, kad matrca C fiksuota, ir naudodamiesi (4.1.4) gauname bendrgji ko-
variacinés analizés models:
Y =B +e; (4.1.5)

¢ia Y yra priklausomo kintamojo n matavimy vektorius, B = (AEC), 6 =
(ﬁTvpyT)T = (517 "'7Bm7717 "'a’yk)Ta A-nxm matrica: m = Rang(A)a C -
n X k matrica, k¥ = Rang(C); e yra n vienodai pasiskirs¢iusiy, nepriklausomy
normaliyjy N(0,0?) atsitiktiniy dydziy vektorius.

Sis modelis yra tiesinis, todél jam analizuoti pritaikoma bendra 1 skyriaus
metodika.
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Atsitiktinio vektoriaus Y koordinatés turi pavidala
Yi=anbr1+ ... + @imbBm + V1T1i + o + Vi + €5, 1=1,...,1m; (4.1.6)

¢ia a5, x;; — Zinomos konstantos, 31, ..., Bm, V1, ..., Y& — DeZinomi parametrai; e;
— vienodai pasiskirste nepriklausomi normalieji a.d. e; ~ N(0,02).

Visy pirma detaliau aptarsime vienfaktorés vieno kintamojo kovariacinés
analizés modelj, o paskui pereisime prie bendro atvejo.

4.2. Vienfaktore vieno kintamojo kovariaciné ana-
lizé
4.2.1. Maziausiyjy kvadraty jvertiniai

Nagrinésime modelj (4.1.1), kuris uzraSomas ir (4.1.5) pavidalu. Matrica A (Zr.
2.1 skyrelj) turi n = Jy + --- + Jy eiluciy ir I stulpeliy. Pirmosios J; eilutés
turi pavidala (1, 0,...,0), paskui Jy eilu¢iy turi pavidala (0, 1,...,0), pagaliau
paskutinés Jr eilutés turi pavidalag (0, 0,...,1). Plano matrica B modelyje
(4.1.5) gaunama i§ plano matricos A papildzius ja stulpeliu C = (11, ..., 21,
yees 115 s 21, ). Taigi Rang(B) = I + 1. Parametry p, o; ir v MK jvertiniai
gaunami minimizuojant kvadratine forma

55(8) = Z Z(Yij — = —yxii)>. (4.2.1)

Diferencijuodami pagal parametrus, prilygine i§vestines 0 ir pasinaudoje ly-
gybe >, a; = 0, gauname normaliyjy lygciy sistema

p+iz. =Y.,
ﬂ—’_dl—i_ﬁ/i.z:y;u i:17“‘>—[7
NAT. + 3, Tl YD, Zj xzzj =2 Zj Yijwij.

I§ pirmosios lygties iSreiske /i = Y. — A4z ir jstate j antraja, paskui i§ pas-
tarosios isreiske &; = Y; — Y. — 4(Z;, — Z.)) ir istate | paskutiniaja, gauname
4

parametro v maziausiyjy kvadraty jvertinj

(4.2.2)

Liekamoji kvadratiné forma

88p=3 3 (Vig — =i = Fay))* = 30D (Yij = Vi = Aoy — 7))

= Z Z(Yij —-Yi)? - &Z Z(Y;j - Yz)(xm —Z;)~ o2 . (4.2.3)
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Toks SSg skirstinio pavidalas gaunamas i§ 1.3.1 teoremos, nes Rang(B) = I+1.
Pazymékime

Gew = Z Ji(fi.—f..)Q, Gy = Z Ji(@—z ) (Y. -Y), Gyy = Z Ji(ﬁ.—Y.)27
R:mc = Z Z(l’ij—fi,)2, ny = Z Z(ﬁ’bj_‘ffl)(yvlj_ﬁ)V Ryy = Z Z(Yij—ffi‘){
Tow =3 D (i =0.)% Toy = 33 (0;=2)(Vyy=V.), Ty = 3 (Vi =¥)%

Gausime vadinamajg kovariacinés analizés lentele.

4.2.1 lentelé. Kovariacinés analizés lentelé

Saltinis TT Ty Yy
Tarp grupiy Gow | Gay | Gyy
Grupiy viduje | R,z | Rey | Ryy
Visas Tow | Toy | Tyy

Reikia pazyméti, kad paskutinio stulpelio nariai Gy, Ry, Ty, sutampa su
vienfaktoréje dispersinéje analizéje naudotomis kvadraty sumomis (zr. 2.1.2
lentele) SS4,SSE ir SSt, gautomis neatsizvelgiant j trukdanciaja kovariante.

Jei vienfaktorés dispersinés analizés atveju liekamoji kvadratiné forma SSg
sutapo su Ry, tai i3 (4.2.3) i8plaukia, kad kovariacinés analizés atveju liekamoji
kvadratiné forma SSg ireiskiama lentelés antrosios eilutés nariais:

R,y

5Sg = Ryy —ARey = Ryy — R2,/Row, 4= R (4.2.4)

Matome, kad liekamoji kvadraty suma R,,, kuri gaunama neatsizvelgiant j
kovariante z, sumazéja dydziu

YRy = ZZ(YH =Y ) (zij — @),

t.y. sumazéjimas proporcingas pory (x;;,Y;;) empirinei kovariacijai. Nuo to ir
kiles kovariacinés analizés pavadinimas.

4.2.2. Faktoriaus jtakos nebuvimo hipotezés tikrinimas

Tikrinant hipoteze
Hp:ap=...=a; =0,

kad néra faktoriaus A jtakos, reikia rasti salyginj kvadratinés formos minimuma

SSem, = I}}iyzzm;‘ — = ywii)?.
T
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Tokia kvadratine forma minimizavome nagrinédami vieno kintamojo tiesine reg-
resija (zr. 3.2.1 teorema). Gauname, kad $is minimumas iSreiskiamas 4.2.1
lentelés nariais:

SSpry =Y (Yij = = AXij)* = Ty — Ty,
i

Tpy  Rey+ Gy
Tfljflj B R:vw + GZI/‘Z '
Kvadraty suma, apibudinanti faktoriaus A jtaka

p=Y.-3X., A=

T2 R2
SSa=SSgu, —SSg =T,y — T—“’ — (Ryy — R—””y)
T2, R:
=Gyy — sz RTZ (4.2.5)

Hipotezé H4 turi pavidala (3.3.20) su k = I — 1 ir m = I. I8 3.3.7 skyrelio
i8plaukia, kad hipotezé H, atmetama, kai

_ SSa(n—I—-1)  MSy
- (I-1)SSg  MSg

Fu > Fo(I—1,n—1—1). (4.2.6)

4.2.3. Trukdanciy parametry jtakos nebuvimo hipotezés
tikrinimas

Taikant kovariacine analize¢ prasminga patikrinti hipoteze H, : v = 0. Jei 8
hipotezé atmetama, reigkia, kad, tiriant faktoriaus jtaka, atsizvelgti i kovariante
x prasminga.

Kai teisinga hipotezé H.,, modelis (4.1.1) yra tiesiog vienfaktorés dispersinés
analizés modelis. Todél

2

R
SSEHW =Ry, SSfy =Ry, — SSE = Riw (4.2.7)

Hipotezé H, turi pavidala (3.3.21) (tai atskiras (3.3.20) atvejis, kai k = 1),
todeél pagal (4.3.27) hipotezé H., atmetama, kai
88, RZ,(n—1-1)
T~ MSp  Ru.R,, — R

Yy

E,

> F,(1,n—1-1). (4.2.8)

4.2.4. Regresijos tiesiy lygiagretumo hipotezés tikrinimas

Modelyje (4.1.1) priimama prielaida, kad regresijos tiesés krypties koeficientas
v yra tas pats esant bet kuriam faktoriaus A lygmeniui, t.y. regresijos tiesés
prie ivairiy faktoriaus A lygmeny yra lygiagrecios.
Nagrinékime bendresnj vienfaktorés vieno kintamojo kovariacinés analizés
modelj
Yij = p+ oy + iy + €4 , (4.2.9)
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kuriame regresijos parametrai ~; gali biiti skirtingi.
MK metodu randame jvertinius

o 2y — @)Yy — Yi)

.
(zij — Ti.)? '

1

) 3y 3

ir liekamaja kvadratine forma Siame bendresniame modelyje

SSE =Ry =Y 4> (wij —2:)(Yij — Vi), (4.2.10)
i J
Tariant, kad hipotezé I:I,y 1 y1 = ... = 7y yra teisinga, salyginis kvadratinés
formos minimumas sutampa su surastuoju SSg i§ (4.2.3).
Hipotezé H., turi pavidala, nagrinéta 1.3.2 poskyrio 1.3.2 pavyzdyje (3iuo
atveju k = 2I, m = I). I8 &io pavyzdzio iSeina, kad hipotezé H., atmetama, kai
- (S8Sg —SSg)(n—2I)

F, = — >F,(I —1,n—2I). 4.2.11
, T sse ( ) (4.2.11)

4.3. Bendrasis kovariacinés analizés atvejis

Nagrinékime bendrajj kovariacinés analizés modelj (4.1.5):

E(Y) = AB + Cr. (4.3.1)

4.3.1. Parametry jvertiniai ir liekamoji kvadratiné forma
Normaliyjy lygéiy sistema nezinomiems parametrams pagal MK metodg vertinti

turi tokj pavidala (7r. (1.2.2)):

T T _ T
{ ATAB+ ATC~y=ATY, (432)

c’Ap+CT'cy=C"Y.
Jei rang(B) = m + k, B = (A:C), tai jos sprendinys
3 = (Bl? "'7Bma,3/17 ~-~7'§/k:)T = (BTB)_lBTY.

Parodysime, kad vietoje m + k lyg€iy sistemos su m + k nezinomuyjy (4.3.2)
uztenka spresti k + 1 lygéiy sistema, kiekvienoje i§ kuriy yra m nezinomuyjy, ir
viena k lygciy sistema su k nezinomujy.

Pazymékime Bo MK jvertinj dispersinés analizés modelyje Y = AB + e.
Pagal (1.2.2) jis tenkina lygéiy sistema

ATAB, = ATY. (4.3.3)
Tarkime, kad ﬁi, 1 =1,...,k, yra lygciy sistemos
ATAB, = ATC; (4.3.4)
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sprendinys; ¢ia C; yra matricos C' i-asis stulpelis. Jei kovariantés bty atsitik-
tinés, tai B, buty MK jvertinys dispersinés analizés modelyje C; = A3, + e;.
Pazymékime
. . T
Ry = (Y — ABy)"(Y — ABy) =YY - 3, A"Y,
. . AT
Rue, = (Ci — AB)T(C; — AB,) =CTC; — B, ATC;, i=1,...k, (4.3.5)

liekamagsias kvadratines formas.
Iveskime analogiskas miSrias sumas

Rys, = (Y — AB)Y(Cs — AB) =YTC; — B ATC; =YTC; - B,ATY,
~ ~ ~T ..
Ry, = (Ci—AB)T(C;—AB;) =C]C;—B; ATC;, i,j=1,...k (4.3.6)
Pazymékime 4 = (41, ..., )T lygciy sistemos
lexiﬁ/l + ...+ R:vk:vlﬁ/k: = Ryziv i=1,.,k (437)

sprendinj ir tegu

B = ﬂo - ’A}/1B1 e ’A)’k,ék (4.3.8)

AT
4.3.1 teorema. (Rao). Ivertinys (3 ,'?T)T yra lygciy sistemos (4.3.2) spren-
dinys, o liekamoji kvadratiné forma SSg turi pavidalg

SSp=(Y —AB-C¥)"(Y — AB - C7)
= Ryy — 1Ryz, — o — W Ryzy, ~ 02X - (4.3.9)

Irodymas. Istate ﬁ ir 4 i pirmosios (4.3.2) lygties kairiaja puse, pasinaudoje
(4.3.3), (4.3.4), (4.3.8), ir lygybe 41C1 + ... + 3% Cx = C4, gauname

ATAB+ ATCH = ATA(By — 1By — .. — By) + ATCH
=ATY —4ATC, — ... -4, ATC,) + ATCcy = ATY.
Taigi jvertinys (BT,‘)/T)T tenkina pirmaja (4.3.1) lygtj.
I§ paskutiniyjy lygybiy gauname, kad 3 = (AT A)~1AT(Y — C4), todél
ct(AB+Ccy-Y)=CT(AATA) AT —I)(Y —CH) =0,

o0 tai yra matricine forma uzrasyta (4.3.7) lygciy sistema. Taigi (BTﬁT)T ten-
kina ir antraja (4.3.1) lygtj.

Remiantis tiesiniy modeliy teorija (7r. 1.2.2 pastaba), lieckamaja kvadraty
sumg galima uzrasyti tokiu pavidalu:

SSp=YTY — 3 ATY —37CTY.
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Istate B iSraiska (4.3.8) ir pasinaudoje (4.3.5) bei (4.3.6) Zyméjimais, gauname
7 ~T AT T Al AT ~T ~T
SSE=Y'Y - B, A'Y + 418, ATY + .. + B, A'Y -4 C'Y

AT . AT A AT
— (Y'Y — By ATY) - (CTY — B ATY) — ... — 44(CY - B, ATY)
=Ryy — N BRyz, — . — Ry,
A

4.3.2. Hipoteziy tikrinimas

Patikrinsime hipoteze H., : v = 0, t.y. prielaida, kad kovariantés X, ..., Xj
nedaro jtakos priklausomo kintamojo Y skirstiniui. Jei i hipotezé priimama,
tai vietoje kovariacinés analizés modelio galima nagrinéti dispersinés analizés
modelj. Salyginis kvadratinés formos minimumas

SSen, = BmiHO(Y — A3 — C'y)T(Y —AB—-Cxv)
Y=
yra tiesiog Ry, = (Y — ABy)" (Y — AB,). Kvadraty suma SS., = SSpn, —SSE
yra
557 = Ryy —SSg = ﬁlRyajl + ...+ ’AykRywk
Hipotezé H. turi pavidala (3.3.20) (8iuo konkreciu atveju imame k :=k, m :=
m + k). Hipotezé H, atmetama, kai
_SSy(n—m—k) MS,

F. = F, —m — k). 4.3.1
.y 555 MSE> w(k,m—m—k) (4.3.10)

Analogiskai galima patikrinti prielaida, kad tiktai dalis kovarianéiy, pavyzdziui,
Xiyy -y Xy, neturi jtakos priklausomo kintamojo Y skirstiniui, t.y. patikrinti

hipoteze H;, . 4 : 7, = ... =" = 0. Siuo atveju
SSpty, Ly =, min (Y —AB-CY)'(Y - AB-Cy),
7’7-')/7.1—---—"/11—0
SS%.I,M,%.Z = SSEHZ.1 _____ 0 SSg ir hipotezé H;, . ; atmetama, kai
F _ S mm b k 4311
VigoeesVip T ZSSE > Oé()n_m_ )' ( «J. )
Patikrinsime hipoteze
H:py=-=pi.,
kuri daznai tikrinama dispersinéje analizéje.
Vienfaktoréje kovariacinéje analizéje 8;, := «;, j = 1,...,s = I. Dvifak-
toréje kovariacinéje analizéje gali buti 8;, 1= aj, j = 1,...,5s = I arba f3;, := 3;,
Jj=1,...,8 = J, arba §3;, gali reiksti saveika apibudinancius parametrus v;;

priklausomai nuo tikrinamos hipotezés.
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Remiantis bendra maziausiyjy kvadraty teorija reikia rasti salyginj mini-

muma

SSen =

i1

min

=iy

(Y -AB—-C)'(Y - AB - Cr).

Si salyginj minimuma galima rasti taikant 4.3.1 teorema. Jis sutampa su

liekamaja kvadratine forma modelyje, kuriame vektorius 3 pakeistas vektoriumi
0=(01,....0m _st1)- Sis vektorius susideda is m — s likusiy koordinadiy Bi;sJ #
1,..., s ir parametro 0,, s11, iraSyto vietoje koordinaciy 3;;,j =1, ..., s.
Pazymeékime 6 ir ;, i =1,...,m—s+1, lygéiy (4.3.3) ir (4.3.4) sprendinius,
kai teisinga hipotezé H. Kvadratines formas (4.3.4) ir kovariacijas (4.3.5), kai
naudojami jvertiniai 0 ir 0;;, Zymésime Ryy, RJJW, Rywi, RIW. Lygciy siste-
mos . . .
R111i71 + ...+ ’ykRIin = Ryfﬂm
)T

i=1,..k

sprendinj Zymeésime 4 = (91, ...,
kvadratiné forma yra

. Tada analogigkai (4.3.9) salyginé liekamoji

SSku = Ryy — %1Ryz, — - — Ak Ryay- (4.3.12)
Kvadratiné forma, apibiidinanti hipoteze H, yra
SSy =SSgy — SSg, (4.3.13)

kuri, kai hipotezé H teisinga, turi tokj pat skirstinj kaip a.d. o?x? ir nepriklauso
nuo SSg.
Hipotezé H yra atmetama, kai

F _SSH(’I’L—m—k)_MSH
e s(SSg) T MSg

> Fo(s,n—m—k). (4.3.14)

4.3.1 pavyzdys Tiriant azoto dujy N2 susidaryma zmogaus organizme, buvo registruojamas
iskvepiamo azoto kiekis Y priklausomai nuo maitinimosi rezimy (faktorius A), kurie skyrési
baltymy kiekiu. Kartu buvo registruojamas jkvepiamo azoto kiekis X. Atsitiktinai atrinkta
po J; =9 individus ir jiems buvo taikoma dieta A;,i=1,...,4. [1]

4.3.1 lentelé. Statistiniai duomenys

A, A, A, Ay

Y X Y X Y X Y X
4,079 4,158 | 4,368 4,322 | 4,169 4,102 | 4,928 4,829
4,859 4,877 | 5,668 5,617 | 5,709 5,582 | 5,608 5,400
3,540 3,576 | 3,752 3,720 | 4,416 4,339 | 4,940 4,799
5,047 5078 | 5,848 5797 | 5,666 5,585 | 5,291 5,167
3,298 3315 | 3,802 3,773 | 4,123 4,049 | 4,674 4,565
4,679 4,702 | 4,844 4,800 | 5,059 4,987 | 5,038 4,933
2,870 2,901 | 3,578 3,539 | 4,403 4,322 | 4,905 4,762
4,648 4,718 | 5,393 5,317 | 4,496 4,383 | 5,208 5,080
3,847 3,880 | 4,374 4,343 | 4,688 4,623 | 4,806 4,709

Tirdami Y priklausomybe nuo faktoriaus A ir atlike vienfaktore dispersine analize, gau-

name statistikos Fy = M S /M Sg reik8me, lygia 3,211. Esant normalumo prielaidai ir teisin-
gai hipotezei H 4, statistika F4 turi Fierio skirstinj su 3 ir 32 laisvés laipsniais. Hipotezé
neatmetama kriterijumi, kurio reik§mingumo lygmuo o < P(F3;32 > 3,211) = 0,0359.
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Atlikime duomeny analize, remdamiesi kovariacinés analizés metodais, atsizvelgiant
kintamajj X. Tikrindami regresijos koeficienty lygybés hipoteze v1 = v2 = v3 = v4 = 7, gau-
name santykio (4.2.18) reiksme 3,39. Taigi hipotezé apie jy lygybe kriterijumi su reik§mingumo
lygmeniu o < 0,0316 neatmetama.

Tikrindami hipoteze apie bendro regresijos koeficiento « lygybe 0, gauname statistikos
(4.2.8) reik8me yra 25300. Taigi hipotezé apie kintamojo X nereikalinguma prognozuojant Y
atmetama labai aukstu reik§mingumo lygmens kriterijumi.

Pagaliau, tikrinant hipoteze H 4 eliminave kintamojo X jtaka, gausime statistikos (4.2.6)
reik§me 60,5. Kai yra normalumo prielaida ir teisinga hipotezé H 4, Si statistika turi FiSerio
skirstinj su 3 ir 31 laisvés laipsniu. Taigi, eliminavus kintamojo X jtaka, gaunama prieSinga
isvada ir hipotezé H 4 atmetama.

4.4. Dispersiné ir kovariacineé analizé — atskiri reg-
resines analizés atvejai

Dispersiné analizé naudojama, kai norima istirti jvairiy kokybiniy faktoriy (no-
minaliyjy kovariané¢iy) jtaka priklausomam kintamajam. Pagrindinés dispersinés
analizés hipotezés - faktoriy ir jy saveiky jtakos nebuvimo hipotezés. Regresinéje
analizéje labiau pabréziamas priklausomo kintamojo prognozavimas pagal kova-
rianciy (tiek tolydziy, tiek nominaliy) reik§mes. Dispersinés analizés uzdaviniai
gali buti suformuluoti regresinés analizés terminais.

Skyrelyje 4.3.7 buvo parodyta, kad tiesinés regresijos modelyje

Y =Bo+ Bzt + -+ Bzl + e (4.4.1)
reikSmingumo lygmens « kritiné sritis hipotezei
Hj gy Bjy=-=0,=0, 1<j<jr<m (4.4.2)
tikrinti turi pavidalg

SSim) _ 55y
Fjlmjk = T

> Fo(k,n—m —1); (4.4.3)
dia S yra $95 modelio be kovarianéiy ;. , . . ., z;, analogas; s2 = SSg/(n—
m — 1). Be to, parodyta, kad hipotezés Hy . ., atveju

SSy —SSp=8Sp=>) (V;=Y)’, Yi=B a®. (4.4.4)

i=1

Priminsime, jei kovarianté (faktorius) yra nominalioji ir jgyja I reikSmiy,
tai §ig kovariante tiesinés regresijos modelyje atitinka I — 1 fiktyviy kovarianciy
vektorius (zq,...,27-1)7, igyjantis reikimes (0,0,...,0)%, (1,0,...,0)T, ...,
(0,0,...,1)T, kai nominalioji kovarianté jgyja atitinkamai pirmajg, antraja ir
t.t., I-aja reikSme.
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4.4.1. Vienfaktoré dispersiné analizé

Stebéjimus aprasantis matematinis modelis pateiktas 2.1.1 skyrelyje. Nagriné-
jama kintamojo Y priklausomybé nuo faktoriaus A, kuris gali bati I skirtingy
lygmeny Ay, ..., A;. Su kiekvienu lygmeniu A; gaunama paprastoji imtis

}/’i17"‘)}/tiJi’ Z: 1,...,[.
Tariama, kad stebéjimus galime uZragyti Sitaip
Ej = Uj + €ij, _] = 17"‘7']1'7 7 = 17 _._"[7 (445)

¢ia e;; — nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ normalieji a.d. e;; ~ N (() )
Pagrindinis analizeés tikslas — tikrinti vidurkiy lygybés hipoteze H4 : 1 = ... =
Hr-

Traktuokime §j modelj kaip regresinés analizés modelj, kuriame kintamasis Y’
prognozuojamas remiantis viena nominaligja kovariante A, jgyjancia I skirtingy
reik§miy Ay, ..., A;. Pagal pirmiau naudotg nominaliosios kovariantés kodavima
gauname tiesinj regresijos modelj:

YlJ:ﬂO'i_elja .7:]-77J17 Kj:ﬂ0+ﬁz+ezj, j:177JZ, 1227,_[
(4.4.6)
Palygine su (4.4.5) matome, kad nauji parametrai susije su vidurkiais p1, ..., pir
lygybémis
Bo=p1, Bo+Bic1=pi, 1=2,..1

Naujyjy parametry MK jvertiniai yra
o=V, Bii=Yi-Yi, i=2.,1, (4.4.7)

o liekamoji kvadraty suma

Ji I J;
SSp = Z(Ylj ZZ —Bo—Bi—1)* =
j=1 =2 j=1
I J;
Z (Yéj_Yi-)2N02X721717 n=J +..+Jr
i=2 j=1

yra ta pati kaip ir dispersinés analizés schemoje.

Vidurkiy lygybés hipotezé H : p; = ... = py naujuy parametry terminais
ekvivalenti hipotezei H : 1 = ... = 871 = 0, kuri yra atskiras dalies regresijos
koeficienty lygybe O hipotezés (3.4.2) atvejis. Liekamoji kvadraty suma, kai H
teisinga, yra

IJ;
S(O)—mlnzz i — Bo)? Z Y.)" =887,

=1 j=1 z:l]:l

o
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o skirtumas
I

SSY —SSp = Ji(Yi. — ¥.)* = 554
=1

sutampa su kvadraty suma SSy4, gauta 2.1 skyrelyje. Taigi kriterijus (4.4.3):

(S8 — §5p)
Fi. 1= ﬁ > Fo(I —1,n—1)

sutampa su vienfaktoréje dispersinéje analizéje gautuoju kriterijumi (2.1.10).

Atliekant duomeny analize matematinés statistikos programy paketais (SAS,
SPSS ir kt.), paprastai automatiskai pateikiami regresijos koeficienty jverciai
(4.4.7), taip pat patikrinamos kiekvieno regresijos koeficiento reiksmingumo
prognozuojant kintamajj Y hipotezés H; : §5; = 0. Siuos rezultatus galima
traktuoti kaip daling kontrasty analize (Zr. 2.1.4 skyrelj), kurioje tikrinamos
kontrasty lygybés nuliui hipotezés

Pi = Hi — M1, Z:277[

Nesunku regresinés analizés modelj pertvarkyti taip, kad kriterijus (4.4.3)
buty pritaikomas kitokiy kontrasty lygybés 0 hipotezéms tikrinti. PavyzdZziui,
turima papildomos informacijos, kad vidurkiy lygybeés hipotezés atmetimo prie-
zastis gal but yra ta, kad kintamajam Y skirtinga poveikj turi faktoriaus A
lygmeny grupés A, ..., Ay, it Apg1, .., Az, 0 grupiy viduje vidurkiai nesiskiria.
Kitaip sakant, norima patikrinti hipoteze H' : u1 = ... = fi; hmt1 = ... = l-
Nagrinékime regresinés analizés modelj, kuriame naujieji parametrai apibrézti
tokiu budu:

p1=PBo, pi=PBo+Bi-1, 1=2,...,m;

Pmt1 =70,  Hm+1+i =Y +Yi-1, =2, L —m—1

Tada hipotezé H' yra ekvivalenti tokiai regresijos koeficienty lygybés nuliui hipo-
tezei:

H:pi=.=fn1=0 Mm=..=7-m1=0

ir gali buti patikrinta remiantis (4.4.3) kriterijumi.

4.4.2. Vienfaktoré kovariaciné analizé
Nagrinékime vienfaktorés kovariacinés analizés modelj

k . .

Yij = 1 +71£U£J1-) + ...+ 'ykxgj) +eij, J=1,..,J; i=1,..,1, (448)
kuriame yra viena nominalioji kovarianté (faktorius A), jgyjanti I skirtingy
reik§miy Ay, ..., Ay ir k kiekybiniy (trukdan¢iyjy) kovarianciy.

Analogiskai kaip pirmesniame skyrelyje, sukodave nominaligja kovariante ko-
davima;

p1=PBo, pi=Po+ Pi-1, i=2,..,1,
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gausime tiesinés regresijos modelj su parametrais g, 81, ..., B1—1, V1, -, Vk-
Kaip ir atliekant vienfaktore dispersine analize, pagrindiné vienfaktorés ko-
variacinés analizés hipotezé yra

H:Mlz...:ﬂ17

kuri reigkia, kad tiriamas faktorius (nominalioji kovarianté) neturi jtakos pri-
klausomojo kintamojo Y skirstiniui. Be to, kuriant kriterijy pageidautina eli-
minuoti kity kovarianciy jtaka.

Regresinés analizés schemoje hipotezé H ekvivalenti tvirtinimui, kad dalis re-
gresijos koeficienty lygi nuliui: H : 81 = ... = 8;_; = 0. Sig hipoteze tikriname
pagal (4.4.3) kriterijy

55 _ g5
Fi . j-1= EkizE >Fo (I —1,n—1—k), (4.4.9)
s
¢ia 2 = MSg = SSg/(n —k —I), SSg — besalyginé liekamoji kvadraty suma,
o) SS%C) — liekamoji kvadraty suma, apskai¢iuota tarus, kad 5, = ... = 8;_1 = 0.

Norint jsitikinti, ar trukdancios kovariantés yra reik§mingos, reikia patikrinti
hipoteze H~ : v = (v1,---,7%)T = 0. Jei & hipotezé priimama, tai vietoje
kovariacinés analizés modelio galima nagrinéti dispersinés analizés modelj.

Kadangi vél nagrinéjame regresinj modelj (4.4.2), kuriame m :=1 — 1 + k,
tiktai k := k, tai kritiné sritis (4.4.3) hipotezei H~ tikrinti uzraSoma Sitaip

S5 — 59y
ks?

Analogiskai galima patikrinti prielaida, kad tiktai dalis kovarianc¢iy, pavyzdziui
Ziy .-, Ti,, neturi jtakos priklausomo kintamojo Y skirstiniui, t.y. patikrinti
hipoteze H., ., % = .. = 7, = 0. Kadangi vél nagrinéjame regresinj
modelj (4.4.2), kuriame m := I — 1 + k, tiktai k := [, tai kritiné sritis (4.4.3)

hipotezei H~ tikrinti uzrafoma tokiu pavidalu

Fry = > Fo(k,n— I —Fk). (4.4.10)

SS(I—l-i—k—l) _ SSE
Fop oy = 228 = > Fo(l,n—1—k). (4.4.11)

Atveju k = 1 gaunamos hipoteziy tikrinimo kritinés sritys iSreikstiniu pavi-
dalu pateiktos 4.1.2 skyrelyje.

4.4.3. Dvifaktoré dispersiné analize

Imkime dvifaktorés dispersinés analizés modelj i§ 2.2.1 skyrelio. Jame na-
grinéjama kintamojo Y priklausomybé nuo faktoriaus A, kurio lygmenys Ay, ...,
Ay, ir nuo faktoriaus B, jo lygmenys By, ..., B;. Kiekvienam faktoriy lygmeny
rinkiniui (4;, B;) gaunama po K > 1 nepriklausomy kintamojo ¥ matavimy.
Taigi stebéjimo rezultatai yra Y, ¢ = 1,...,1, j = 1,..,J, k = 1,..., K.
Stebéjimus apra§o tiesinis modelis

Y:L'jk = Mij + €ijk, 1= 1, ...,I, j = 17 ceny J, k= 1, ,K (4412)
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¢ia p;; — nezinomi parametrai, o e;;; — normalieji n.a.d. e;j, ~ N(0,02).
Vidurkis p;; iSskaidomas j komponentes

pig = i+ (s, — fi..) + (g — f.) + (fgj — fla. — fij +[i.) =
gt ol +af +af”. (4.4.13)

Nauji parametrai tenkina salygas
YOTED VRS DITLED SR MU TTD
i i i j

todél jy skaicius yra IJ, kaip ir pradiniy parametry p;;.

Pagrindinés dispersinés analizés faktoriy ir jy saveikos jtakos nebuvimo hi-
potezes formuluojamos Sitaip:

Hy:af=0, Vi=1,.,I, Hp:al =0, Vj=1,.,/J
Hap:a? =0, Vi=1,..,I, Vj=1,.J (4.4.15)

Traktuokime § modelj kaip regresinés analizés modelj, kuriame kintama-
sis Y prognozuojamas remiantis dviem nominaliosiomis kovariantémis A ir B,
igyjanc¢iomis atitinkamai [ reik§miy Ay, ..., Ay ir J reikSmiy By, ..., By.

Tarkime, kad modelis yra adityvusis, t.y. hipotezé H4p yra teisinga. Taiky-
kime pirmiau naudota nominaliyjy kovarian¢iy kodavima. Nominaligja kova-
riante A keiskime vektoriumi (yi,...,y7_1)7, kuris jgyja reik§mes (0,0, ...,0)T,
(1,0,...,007, (0,1,...,0)7,...,(0,0, ..., )T | kai faktorius A yra Ay,...,A; lyg-
menyse. Analogigkai nominaliajg kovariante B keiskime vektoriumi (21, ..., z5_1)7,
kuris jgyja reik§mes (0,0, ...,0), (1,0,...,0)7, (0,1,...,0)7,....(0,0, ..., )T | kai
faktorius B yra By, ..., By lygmenyse. Regresijos koeficientus zymékime 57,
t=1,..,I—1ir BJB, j=1,...,J — 1, laisvajj narj Zymékime fy.

Pernumeruokime stebéjimus Y;;; bet kuria tvarka nuo 1 iki n = IJK. Tada
gautajj regresinés analizés modelj galime uzrasyti taip:

Yi = Bo+ (B9 ot By ) + (BP0 4k 512 ) e, i=1,m,

(4.4.16)

Regresijos koeficientai susieti su dispersinés analizés modelio parametrais
lygybémis:

Hi11 :507 /j/lj :BO—’—BJ'th j:27"'7'], Mi1 :504_61{4;17 2227717

pij =Bo+ B+ B2, i=2,..1, j=2..,J;
arba lygybémis

A A A ) B_ B B .
B =ai —ay, 1=2,..,1; By =aj —ay, j=2,.,J;

Dispersinés analizés hipotezés H 4, Hp yra ekvivalencios gautojo regresijos
modelio dalies koeficienty lygybés nuliui hipotezéms:

Hy:B{=0, Vi=1,.,1-1, Hp:B}=0, Vj=1,..,J-1 (4417
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Todél jas galime patikrinti kriterijumi (4.4.3), kuriame imame m =I+J —2, 0
k=1-—11ir J— 1 atitinkamai pirmosios ir antrosios hipoteziy atveju. Gautos
statistikos turi atitinkamai FiSerio skirstinius F(I —1,n —I —J + 1) ir F'(J —
1,n—I—J+1) Nesunku patikrinti, kad statistiky skaitikliuose esancios kvadraty
sumos sutampa su dispersinéje analizéje apibréztomis sumomis 5S4 ir SSp, t.y.
gautieji kriterijai sutampa su atitinkamais dispersinés analizés kriterijais.

Jeigu modelis néra adityvusis ir pereidami prie regresijos modelio deSiniaja
lygybeés (4.4.16) puse papildysime démeniu

(@) @ @)

BiE 2/1 21 + ..+ BB 1,0—1Y1-1% 715

tai nesunku patikrinti, kad hipotezés
Hy:al=0, Vi=1,.,I, Hp:aP =0, Vj=1,.,/J

néra ekvivalentios tvirtinimams H’y : 8 =0,V i =1,...,] =1, Hy : 8P =
ovyj=1,..,J—1

Todél, pereinant prie regresijos modelio, reikéty iSreiksti kuriuos nors para-
metrus remiantis sarysiais (4.4.14) taip, kad jy likty minimalus galimas skaicius
1J—1.

4.4.1 pastaba. Primename, kad nesubalansuoto modelio atveju, kai stebéjimy
skaiciai langeliuose K;; yra skirtingi, i§vados i§ dalies priklauso nuo naudojamos
svoriy sistemos (Zr. 2.3.3 skyrelj). Todél, pereinant prie regresinés analizés
modelio reikia iSreiksti kuriuos nors parametrus paliekant jy minimaly galima
skaiciy i§ sary$iy (2.3.10), (2.3.13), kuriuose atsiZvelgiama j naudojamy svoriy
sistema.

4.4.4. Dvifaktoré kovariaciné analizé

Tarkime, kad kartu su 4.4.3 skyrelio kintamojo Y matavimais gauname ir truk-
danéiy kovarian¢iy matavimus. Jeigu faktoriy jtaka yra adityvi, tai naudojamas
adityvus dvifaktorés kovariacinés analizés modelis:

m:ﬂo+(ﬂf‘y§)+...+ﬁf£1y§? )+ (BT 2 4. 487 1ZJ)1)+

(leg) + .. +'ykx( )) +e, i=1,..,n. (4.4.18)
Naudodami kriterijy (4.4.3) hipotezéms

Hy: =0, Vi=1,.,1-1, Hp:BP=0, Vj=1,..,7-1, (4419

tikrinti, imame m = I +J+k—2,0 k=1 —1ir J — 1 atitinkamai pirmosios ir
antrosios hipoteziy atveju. Gautos statistikos turi atitinkamai Figerio skirstinius
FI-1n-I-J-k+1),FJ-1n—-I-J—-k+1).

Tikrinant hipotez¢ H~ : 71 = ... = 7% = 0, kriterijaus statistika turi FiSerio
skirstinj F'(k,n — I —J — k + 1), o hipotezg¢ H,, . .~ 7%, =..=7, =0-
skirstinj F(I,n—I —J—k+1).



4.5. Faktoriniai eksperimentai 2™ 179

Jeigu modelis néra adityvus, tai pereidami prie regresinés analizés modelio,
parametrus gauname naudodami sarySius (4.4.14).

Analogiskai regresinés analizés schemose galima nagrinéti ir kitus dispersinés
ir kovariacinés analizés modelius.

4.4.2 pastaba. Dispersinés analizés su atsitiktiniais faktoriais arba miSriuo-
sius modelius taip pat galima nagrinéti remiantis regresine analize. Tuo tikslu
nagrinéjamas fiktyvus modelis, tariant, kad visi faktoriai yra pastovus. Gautoji
dispersinés analizés lentelé (Zr. 2.6 skyrelj) skiriasi tik paskutiniuoju stulpeliu,
kuriame pateikiami vidurkiai E(MS). Todél, remiantis stulpeliu E(MS), terei-
kia patikrinti, ar hipoteziy tikrinimo statistiky vardikliuose parasytos teisingos
kvadraty sumos (primename, kad statistiky vardikliai gali buti skirtingi pri-
klausomai nuo modelio). Suprantama, kad schemoje su atsitiktiniais faktoriais
regresijos modelio koeficienty reik§mingumo tikrinimas neturi prasmes.

4.4.3 pastaba. Tai kad jvairias dispersinés ir kovariacinés analizés schemas
galima traktuoti kaip regresinés analizés modelius, leidzia sukurti bendra prog-
ramy sistema, tinkama statistiniams duomenims analizuoti naudojant bet kurj
tiesinj modelj. Pavyzdziui, SAS programy sistemoje yra proceduara GLM, kuri
tinka tiesinio modelio statistiniams duomenims analizuoti (dispersiné analizeé,
regresiné analizé, kovariaciné analizé) netgi tuo atveju, kai nepriklausomas kin-
tamasis Y yra vektorinis. Greta to SAS sistemoje yra procediara ANOVA ir
procediira REG, skirtos duomenims analizuoti dispersinés ir regresinés analizés
schemose. Pastarosiose procediirose yra numatyta daugiau galimybiy negu
bendroje proceduroje GLM, atsizvelgiant j dispersinéje ir regresinéje analizéje
sprendziamy uZdaviniy specifika (7r.[13]).

4.5. Faktoriniai eksperimentai 2™

Baigdami §j skyrelj detaliau panagrinésime eksperimenty schema, kai kintamasis
Y priklauso nuo gana didelio skai¢iaus m nominaliy ar tolydziy kovarianciy
X1, ..., X, Tarkime, kad eksperimenta atlikti yra brangu ir jam reikia daug
laiko. Pavyzdziui, Y gali reiksti produkcijos iSeiga, o kovariantes Xy, ..., X,
yra technologinio proceso charakteristikos. Kintamasis YV gali reiksti plieno
tvirtuma, o kovariantés Xy, ..., X;, — ikrovos sudétj ir lydymo krosnies darbo
rezimo charakteristikas ir pan. Suprantama, jeigu visuose atliktuose eksperi-
mentuose kuri nors kovarianté X; igis ta pacia reik§me, tai gauti duomenys
nesuteikia jokios informacijos apie Y skirstinio priklausomybe nuo kovariantés
X, pasikeitimo. Todél kiekviena kovarianté turéty igyti bent jau dvi skirtingas
reikSmes. Mazindami eksperimenty skaiciy tarsime, kad visos kovariantes jgyja
dvi reikSmes.

Tokie eksperimentai vadinami faktoriniais eksperimentais 2™. Duomenis ga-
lime analizuoti pagal daugiafaktorés dispersinés analizés schema, kai kiekvienas
faktorius gali buti dviejy lygmeny, arba pagal regresinés analizés schema, kai
yra m nominaliyjy kovariand¢iy, igyjanciy dvi skirtingas reik§mes.

Jeigu kovarianciy vektoriaus dimensija m yra didele, tai kryzmineés klasi-
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fikacijos schemoje, netgi kai kiekviena kovarianté jgyja tik dvi reiksmes, eks-
perimenty skai¢ius 2" gali buti nepriimtinas. Pavyzdziui, jeigu m = 10, tai
kryzminés klasifikacijos schemoje rekéty atlikti 219 = 1024 eksperimentus. Todél
eksperimentus galésime atlikti tiktai kai kuriuose i §iy tasky. Kyla klausimas,
kuriuose didumo 2™ galimy reik8miy aibés taskuose reikia atlikti eksperimentus,
kad gautieji duomenys leisty spresti iskelta uzdavinj pagal galimybe sumazinant
eksperimenty skaiciy.

Bene svarbiausioji faktoriniy eksperimenty 2" taikymo sritis yra tokio uz-
davinio sprendimas. Tarkime, kintamasis Y tam tikru tikslumu gali buti isreiks-
tas X1, ..., X;, funkcija

Y =f(X1,....,.Xm)+e.

Reikia rasti tokias kovarianc¢iy X, ..., X,,, reikSmes, kurioms esant Y igyja ar-
tima maksimumui reikSme. Pavyzdziui, taip parinkti technologinio proceso
charakteristikas, kad geros produkcijos iSeiga buity maksimali, arba taip parinkti
lydymo krosnies jkrova ir jos rezima, kad gautojo plieno kazkoks parametras
buty kuo didesnis, ir pan.

Tradicinis metodas yra toks. Fiksuojamos visos kovariantés, i§skyrus viena,
ir bandoma rasti tos atskiros kovariantés geriausioji reik§mé. Paskui kei¢iama
kita kovarianté esant fiksuotoms likusioms ir t. t.

Pastaruoju metu placiai naudojamas greiciausiojo pakilimo arba evoliuci-
nio planavimo metodas, kuriame naudojami regresinés (ar dispersinés analizés)
metodai. Jo esmé yra tokia. Pradinio eksperimentinio tasko aplinkoje funkcija
f(Xy, ..., X,n) aproksimuojama tiesine

J(X1, o, Xon) = Bo+ B1 X1 + oo + B X (4.5.1)

Atliekamas nedidelis eksperimentas, kuris leisty jvertinti parametrus Sy, 81, ...,
Bm. Atsizvelgiant j gautos plokS§tumos lygtj, nustatoma kryptis, kuria reikia
judéti funkcijos maksimumo link. Kitas eksperimentas atliekamas taske, kuris
parenkamas funkcijos maksimumo kryptimi. Kai pasiekiamas taskas arti funkci-
jos maksimumo, t.y. visy regresijos parametry jvertiniai reik§mingai nesiskiria
nuo nulio, gali buti atliktas didesnés apimties eksperimentas, leidziantis tiksliau
apibudinti funkcijos f pavidala, pavyzdZziui, aproksimuojant ji antrojo laipsnio
polinomu

f(Xlava) zﬁ0+ZﬂZXl+ZZﬂl]XZXJ (452)
% i g

Nesunku suvokti, kad net ir dvimagiu atveju grei¢iausiojo pakilimo metodui
reikés gerokai maziau eksperimenty. Sio metodo efektyvumas ypa¢ padidéja,
kai kovarianc¢iy skai¢ius m didelis.

4.5.1. Faktoriniai eksperimentai 22

Aptarsime paprasciausia atvejj, kai kovarianc¢iy vektoriaus dimensija m = 2.
Tegu pirmoji kovarianté X igyja reiksmes X;; < Xj9, o antroji kovariante X,
— reikdmes Xo; < Xoo. Analizés patogumui pazymeékime 7, = (2X; — X171 —
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Xlg)/(Xlz 7X11), Z2 = (2X2 — X21 7X22)/(X22 *X21). Tada naujos kovarian-
tés Z; ir Zs jgyja reikSme —1, kai X; ar Xs yra apatinio lygmens ir jgyja reikSme
+1, kai X; ar X, yra virSutinio lygmens. Eksperimento rezultatai pateikti 4.5.1
lenteléje.

4.5.1 lentelé. Perkoduoti eksperimenty rezultatai

Y; Zoi | Z1i | Z9; | Kodas | Z1;29; Rephka 23-T
Y. [+l 1 1] (O 11 c

Yo | #1 | +1 | -1 a —1 a

Yo | +1 | =1 41| 1 b

Yy | +1 | +1 | +1 ab +1 abe

Pirmame stulpelyje pateikti nepriklausomo kintamojo Y matavimai; Zy; yra
koeficientai prie laisvojo nario. Tiesinés regresijos modelis

Yi = BoZoi + B121i + BaZai +ei, 1=1,2,3,4; (4.5.3)

¢ia tariama, kad e; nepriklausomi normalieji a.d. e; ~ N(0,02).

Trumpumo sumetimais eksperimentas uzrasomas koduotu pavidalu. Pirma-
jam kintamajam priskirkime raide a, antrajam — raide b. Jeigu kintamasis yra
zemutinio lygmens, atitinkama raidé neraSoma. Kai visi kintamieji yra Zemu-
tiniame lygmenyje, tai tokj taska zymeésime (1). Remiantis Siomis taisyklémis
eksperimenty planas i§ 4.5.1 lentelés uZraSomas kaip ((1),a,b,ab); zr. 4.5.1
lentelés penkta stulpelj.

Eksperimenty planas i§ 4.5.1 lentelés yra ortogonalus ir AT A yra diagonali
matrica, kurios diagonaliniai elementai vienodi ir lygtas 4. Gauname parametry
jvertinius

s N+ Ye+Ys+Yy » -Yi+Yo-Y3+Y,
Bo = , Pi= ;
4 4
. V-Vt Y4V
B2 = 1 :

Ivertiniai yra nepriklausomi ir turi vienodas dispersijas

Liekamoji kvadraty suma
SSp =Y Y2483 — 457 — 453 ~ o™}
i
gali buti panaudota dispersijai jivertinti
6% = SSp.
Jeigu dispersijos vertinti nereikia, tai galima nagrinéti regresijos modelj

Y = BoZoi + P12 + BaZai + Br2Z1iZoi + e
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ir papildomai jvertinti parametra (12 prie sandaugos Z1;Zs;. Nesunku patikrinti,
kad plano matricos stulpelis, atitinkantis sandauga Z1,Z2; (Zr. 4.5.1 lentele),
taip pat ortogonalus su kitais stulpeliais. Todél

Y-V Y34V .
Bra = 2 24 LAY V (B12) = 0% /4.

4.5.2. Faktoriniai eksperimentai 2°

Tarkime, kad kovarianciy vektoriaus dimensija yra m = 3. Kiekviena kovarianté
igyja dvi skirtingas reikSmes. Ivede analogiska kodavima gausime, kad ekspe-
rimentai atliekami kubo virSunése (Z1,Zs,Z3), Z; = +1,—1; i = 1,2,3. Sio
eksperimento kodinj plana galima gauti taip. Priskirkime treciajai kovariantei
raide c. I§ pradziy atlikime 4 eksperimentus, kai tre¢ioji kovarianté yra Zemu-
tinio lygmens ((1), a,b, ab), paskui 4 eksperimentus, kai trecioji kovarianté yra
vir§utinio lygmens (c, ac, be,abc). Sujunge gausime faktorinio eksperimento 23
kodinj plana. Stebéjimus surasykime j analogiska 4.5.1 lentele (pakanka nurodyti
tik kovarianc¢iy Zenkla).

4.5.2 lentelé. Faktorinis eksperimentas 23 .

Yi | Zoi | Z1s | Zos | Z3; | Kodas | Z1i20; | Z1iZ3i | Z2iZ3; | L1522 734
i| + | - - - (1) + + + -
Yo | + | + | - - a - - + +
Ys | + | - | + | - b - + - +
ol + | + |+ ] -] a + - - -
Ys | + | - | - | + ¢ + - - +
Yo | + | + | - + ac - + - -
Yo | + | - | + | + ] te . - + -
Yo | + | + | + | + | abe + + + +

Vertindami regresijos
Y: = BoZoi + B1Z1i + BaZo; + P3Z3i + e, i=1,...,8,
parametrus pazymeésime, kad plano matrica ortogonali, o ATA yra diagonali,

turi vienodus diagonalinius elementus lygius 8. Parametry jvertiniai

0.2

~ 1 ~ .

Dispersijai jvertinti lieka 4 laisvés laipsniai

1 1 5 SSE
L2 _ Z 2 Z 52 2

Papildzius plano matrica trimis papildomais ortogonaliais stulpeliais, atitin-
kanciais sandaugas 71,29, Z1; 23, Z2iZ3i, galima papildomai jvertinti dar tris



4.5. Faktoriniai eksperimentai 2™ 183

parametrus

0.2

. 1 .
Bji = 3 Xi:YiZjiZlia V(Bj) = 3
paliekant vieng laisvés laipsnj dispersijai vertinti.

Pagaliau, jei nereikia vertinti dispersijos, tai galima papildomai jvertinti
parametra 123 prie sandaugos Z1;Z2; Z3;

N 1 ~ o2
B2z = 3 zi:Yz‘le'Zzizsm V (B123) = g

4.5.3. Faktoriniai eksperimentai 2"

Jeigu kovarian¢iy vektoriaus dimensija m > 3 ir kiekviena kovarianté jgyja
po dvi skirtingas reikSmes, tai, atlike kodavima, gausime, kad eksperimentai
atliekami m-magcio kubo virsanése {(Z1, ..., Zn) : Z; = £1,i = 1,...,m}. Bend-
ras stebéjimy skai¢ius n = 2™. Tokio eksperimento koduota plang gauname
analogiskai kaip ir pirmiau i§ vienetu mazesnés dimensijos plano. Pavyzdziui,
koduoty faktorinio eksperimento 2* plang gauname taip: surafome 8 kodus i$
4.5.2 lentelés 6 stulpelio; paskui prie kiekvieno i§ jy priraSome raide d, priskirta
ketvirtajai kovariantei. Gausime pilng faktorinj plang, kai stebéjimy skaicius
n = 2% = 16. Analogiskai iSnagrinétiems atvejams m = 2, m = 3, tiesinés
regresijos

Y, = BoZoi + B1Z1i + .. + BmZmi + e, i=1,...,m,

parametrai jvertinami labai paprastai, nes plano matricos stulpeliai yra ortogo-
nalas:

EH:ZJ@‘ZM:O, j#1, En:ZfZ:n, ji=1,..,m.
i=1 i=1

Gauname parametry (g, 31, ..., Bm ivertinius

R 1 & )
@«:EZYizﬂ, j=0,1,...,m. (4.5.4)

i=1

Ivertiniai B, 51, ..., Bm yra nepriklausomi ir jvertinami vienodu tikslumu

A~ 0'2
V(B]):iﬁ .7:()717 ’m
n
Liekamoji kvadraty suma
n m
SSp=) Yi-n) B} ~o"Xi 1 (4.5.5)
i=1 j=1

Laisvés laipsniy skai¢ius dispersijai vertinti yra

n—-m-1=2"—-—m-—1. (4.5.6)
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4.5.1 pastaba. Faktoriniai planai pasizymi §ia svarbia savybe. Pazymékime Y
kintamojo Y prognoze taske (ZO, Ziy .y Zy). Tada

V(Y) i — (14 p?). (4.5.7)

Prognozés tikslumas visuose taékuose, kurie yra nutole vienodu atstumu nuo
eksperimento centro, yra vienodas. Tokie eksperimenty planai vadinami roto-
tabiliats. Kadangi praktiskai nezinoma, kurioje puséje yra maksimumo taskas,
tai §i plano savybé yra pageidautina.

4.5.2 pastaba. Faktoriniai eksperimentai 2 yra atskiras dispersinés anali-
zés atvejis, kai m faktoriy turi po du lygmenis ir dalyvauja eksperimente pagal
pilng kryzminés klasifikacijos schema. Kiekvieno faktoriaus lygmenys gali bati
kokios nors kokybinés ar kiekybinés kovariantés 2 skirtingos reikSmés. Duo-
meny analize galima atlikti dispersinés analizés terminais, apibréziant kvadraty
sumas S, charakterizuojancias atskiry faktoriy ar jy rinkiniy jtaka, taip pat
lieckamaja kvadraty suma dispersijai vertinti (Zr. 4.3.1 skyrelj). Norédami isskirti
evoliucinio planavimo metoda, duomeny analize atlikome regresinés analizés
schemoje. Siy schemy sarysis aptartas 4.4 skyrelyje (Zr. 4.11-4.19 pratimus).
Ivertinus regresijos lygties parametrus, dispersinés analizés lentele galima uzpil-
dyti tokiu budu: kvadratq sumos, apibtidinancios atskiry faktoriy A; jtaka, yra
SSA = n52 i =1,...,m; kvadraty sumos, apibudinancios dviejy faktoriy A; ir
Aj, i # j saveika, yra SSa,a; = nﬁfj ir t.t.; laisvés laipsniy skaicius lygus 1

Nors faktoriniai planai 2™ turi gery savybiy, tafiau juos jgyvendinti, kai
eksperimentai brangis, o kovarian¢iy vektoriaus dimensija didelé, gali buti nepri-
imtina dél per didelio eksperimenty skaiciaus. Pavyzdziui, jei m = 10, tai pilno
faktorinio plano eksperimenty skai¢ius yra n = 2'© = 1024. Minéjome, kad
naudojant evoliucinio planavimo metoda, reikia atlikti minimaly eksperimenty
skaiciy, kurie leisty jvertinti regresijos plok$tuma. Kai m didelis, i§ (4.5.6)
matome, kad tik nedidelé laisvés laipsniy dalis panaudojama regresijos paramet-
rams vertinti, o didzioji dalis tenka dispersijai vertinti. Pavyzdziui, jeigum =7,
tai tik 8 laisvés laipsniai bus panaudota vertinant tiesinés regresijos parametrus,
o likusieji v = 128 — 8 = 120 laisvés laipsniy bus panaudota vertinant dispersija.

Nataralu sumazinti faktorinio plano 2™ eksperimenty skaiciy, igyvendinant
puse, ketvirtadalj ir pan. plano, kad laisvés laipsniy skaicius, tenkantis disper-
sijai vertinti, buty mazesnis. Tagkai, kuriuose bus atlickamas mazesnis eksper-
imentas, turi buti parenkami specialiai, nes, pavyzdZziui, jeigu atliksime puse
faktoriniy eksperimenty 2™ taip, kad kuri nors kovarianté bus to paties lyg-
mens, tai koeficiento prie Sios kovariantés regresijos lygtyje ivertinti negalésime.

4.5.4. Faktoriniy eksperimenty 2™ replikos

Tarkime, kad nuspresta atlikti puse faktorinio eksperimento 22 i 4.5.2 lentelés.
Tuo tikslu 4.5.1 lenteléje sandaugai Z; Z5 priskirkime trecigja kovariante

Zs = 7175 (4.5.8)
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Tada 4.5.1 lentele galime traktuoti kaip puse eksperimento i§ 4.5.2 lentelés.
Sakoma, kad atliekame faktorinio eksperimento 22 pusine replikq 237!, suside-
dancia i8 keturiy eksperimenty. Lygybeé (4.5.8) vadinama replikq generuojanciu
sqrysiu. Si replika kodiniu pavidalu uzrasyta 4.5.1 lentelés paskutiniame stulpe-
lyje. Prilygine

Zy = —21 2o, (4.5.9)

gautume kita replika 237!, kurios kodinis pavidalas ((1), ac, bc, ab).

Iveskime simboline daugyba, tardami, kad Z;Z; = Z2? = 1. Padaugine
lygybiy (4.5.8) ir (4.5.9) abi puses i§ Z3 gausime

1= 212975, 1= —2,7275. (4.5.10)

Sie sary§iai vadinami replikas generuojanciais kontrastais. Jais galima nustatyti,
kurie parametrai regresijos lygtyje neatskiriami atliekant ne visa eksperimenta.

Daugindami (4.5.10) abi lygybés puses i§ Z; gausime
Zy = ZaZs, 71 = —ZsZs. (4.5.11)

Tai reiskia, kad, vertindami parametra, 3; prie kovariantés Z;, faktiskai pirmoje
replikoje vertiname parametra (8, + (o23; antroje replikoje — parametra (5, —
Ba3. AnalogisSkai gauname, kad pirmoje replikoje vietoje parametry [ ir (3
vertiname parametrus fs + f13 ir 83 + 12, 0 antroje replikoje — parametrus
B2 — Pz ir B3 — Pia.

Vadinasi, jeigu regresijos koeficientai 3;; prie sandaugy Z;Z; nelygus 0, tai
ju atskirai jvertinti i§ atskiros replikos stebéjimy negalime. Sujunge abi pusines
replikas j vieng visumg, koeficientus ; galésime atskirti nuo 3;;, nes pastarieji
skirtingose pusiau replikose jeina su priefingais zenklais. Tai ir buvo atlikta
4.5.2 skyrelyje.

I3 replikos 231, pateiktos 4.5.1 lenteléje, galima jvertinti regresijos lygties

Y = BoZoi + B121i + BaZai + B3Zsi + ey

koeficientus 8;,j = 0,1,2,3. Skyrelyje 4.5.1 reikia pasirinkti 812 = 3. Disper-
sijai jvertinti laisvés laipsniy nelieka. Norint jvertinti dispersija reikéty atlikti
visg 23 eksperimenty plang. Arba dispersijai jvertinti galima papildomai at-
likti ne maziau kaip du stebéjimus eksperimenty centre (Z7, Zs) = (0,0). Tokiy
tasky prijungimas nepazeidzia plano matricos A ortogonalumo.

Kaim > 3, tai i§ pusinés replikos galima jvertinti ir regresijos lygties paramet-
rus, ir dispersija. Pavyzdziui, eksperimentg 4.5.2 lenteléje traktuokime kaip pu-
sine faktorinio eksperimento 24 replika. Generuojanciu repliky sarysiu natiiralu
pasirinkti

VAR WAVAVAY

Replika kodiniu pavidalu yra ((1), ad, bd, ab, cd, ac, be, abed).
Is Sios replikos eksperimenty galima jvertinti regresijos lygties
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Y = BoZoi + P121i + BaZoi + B3Z3i + BaZas + €;

parametrus ir trys laisvés laipsniai lieka dispersijai vertinti.

Dispersijai vertinti galima palikti viena ar du laisvés laipsnius, jvertinant
papildomai du ar vieng parametrg fj;.

Jeigu m didelis, tai ir pusineés replikos eksperimenty skaicius gali buti per
didelis. Tada faktorinj plang galima dalyti j smulkesnes replikas: ketvirtines,
aStuntines ir t.t. Replika 2™ * reigkia, kad visas faktorinis 2™ planas dalijamas
pusiau k karty, t.y. vietoje 2™ eksperimenty atliekama tik 2% eksperimenty.
Norint apibreézti tokia replika, reikia sudaryti k skirtingy generuojanciy sarysiy.

Eksperimentg 4.5.2 lenteléje traktuokime kaip faktorinio eksperimento 26
astuntine replika 2673, Pasirinkime generuojancius sarygius

Zy =217, Zs=T17s, Zo= ZoZs. (4.5.12)

Priskyrus kintamiesiems 71, ..., Zg atitinkamai raides a, b, ¢, d, e, f, 8ios replikos
planas kodiniu pavidalu yra (def,af, be, abd, cd, ace, bef, abedef).

Pagal §j dalinj eksperimenty plang jvertinami regresinés lygties parametrai
Bo, B1, ..., B ir vienas laisvés laipsnis lieka dispersijai jvertinti, vietoje 2% = 64
viso faktorinio plano eksperimenty atliekant tik 8 eksperimentus.

Kontrastai, atitinkantys generuojancius sarysius (4.5.12), yra

1=21757y = Z1 7375 = ZoZisZg = L1 2o ZisJig = Z1ZigZinZog = ZinZis Lo Zs.
Todél, pavyzdziui, vertindami parametra (;, faktiskai vertiname parametra

B1 + Baa + B35 + Pase + Baas + Bi23s + Si2345-

Viso eksperimenty plano 2 padalijimas j replikas gali bati reikalingas ir
tada, kai visy eksperimenty negalime atlikti per pakankamai trumpa laika ir
galbut negalime uztikrinti identisky eksperimento atlikimo salygy. Tada eks-
perimentas 2™ atliekamas dalimis, padalijant ji j blokus (replikas). Supran-
tama, padalijimas j blokus turéty buti atliekamas taip, kad trukdantysis fakto-
rius (blokas) neiSkreipty ty parametry, kuriuos laikome reik§mingais, jvertiniy.
Pavyzdziui, jeigu visi eksperimentai, kai kovarianté Z; = —1 pateks i viena
bloka, o visi eksperimentai, kai Z; = +1, — ] kita, tai parametro 5y jvertinys
bus igkreiptas, jeigu skirtingy bloky eksperimentai atlikti skirtingomis salygomis
(faktoriaus A; jtaka yra sumaiSyta su tarpblokiniu efektu).

Panagrinékime konkre¢ius pavyzdzius. Tarkime, kad, pavyzdZziui, vienu metu
galime atlikti tik 8 faktorinio plano 2* = 16 eksperimentus. Tegu pirmosios rep-
likos generuojantis kontrastas yra

WLy ZisZy = 1.

Tada pirmaja replika sudaro eksperimentai, kuriy kodai {(1), ab, ac, ad, be, bd, cd,
abed}, o antraja — likusieji eksperimentai {a, b, ¢, d, abc, abd, acd, bed}. Replikos
gaunamos dauginant pagal pirmiau jvestos simbolinés sandaugos taisykles kin-
tamyjy Z; kombinacijas, atitinkancias eksperimenty kodus, ir i viena replika
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itraukiant tuos eksperimentus, kuriems gautos sandaugos turi lyginj daugikliy
skai¢iy, o i kita — nelyginj.

Tarkime, kad sgveikos po tris faktorius yra lygios 0. Tada, atlikus trifaktore
visy n = 16 eksperimenty analize, galima sudaryti kvadraty sumas SSy4,,7 =
1,...,4, apibudinancias atskiry faktoriy jtaka, kvadraty sumas SS4,4,, ¢ # J,
apibudinancias dviejy faktoriy jtaka; laisvés laipsniy skai¢ius lygis 1. Kvadraty
suma SS4, 4,45 + 554, 454, + 554,454, galima panaudoti dispersijai vertinti;
laisvés laipsniy skaic¢ius 3. O kvadraty suma SSy4, 4,454, yra sumaiSyta su
tarpblokiniu efektu ir jos naudoti be papildomos analizés dispersijai vertinti
nerekomenduojama.

Jeigu i§ n = 2* = 16 eksperimenty vienu metu galime atlikti tik 4 eksperi-
mentus, tai visus eksperimentus teks padalyti j 4 replikas. Tada su tarpblokiniu
efektu bus sumaisytos trys saveikos. Tegu pirmosios replikos generuojantys kon-
trastai yra

I ZoZis =1, ZoZs3Zy=1.

I pirmaja replika jtraukiame tuos eksperimentus, kuriems atitinkamos kintamuyjy
kombinacijos, padaugintos i§ kontrasty duoda lygines sandaugas. Gauname
replika {(1), bc, acd, abd}. Kitos replikos gaunamos, kai atitinkamos sandaugos
yra lyginé ir nelyginé; nelyginé ir lyginé; nelyginé ir nelyginé: {ab, ac, bed, d};
{a, abe, cd, bd}; {b, ¢, abed, ad}.

Tarkime, kad saveikos po tris ir keturis faktorius yra lygios 0. Tada, atlikus
trifaktore visy n = 16 eksperimenty analize, galima sudaryti kvadraty sumas
SSa;,i=1,...,4, apibudinancias atskiry faktoriy jtaka, kvadraty sumas SSa, 4;,
i # j, apibudinan¢ias dviejy faktoriy jtaka (iSskyrus A; ir A, saveika, kuri
sumaiSyta su tarpblokiniu efektu, nes ZlZngZngZ4 = Z1Z4 = 1); laisveés
laipsniy skaicius lygus 1. Kvadraty suma SSa, 4,4, + 554,454, + 554, 42454,
galima panaudoti dispersijai vertinti; laisvés laipsniy skaic¢ius 3. O kvadraty
sumos SSa,4,, SS4, 4,45, SS4,444, yra sumaiSytos su tarpblokiniu efektu ir
ju naudoti be papildomos analizés dispersijai vertinti nerekomenduojama.

4.6. Pratimai

4.1. Tegu Y;; = p; +71X¢(j1) +'ngZ.(]2) +eiy,i=1,..,1,j=1,...,J,0a.d. {e;;} nepri-
klausomi ir normalieji e;; ~ N(O, 0?). a) Raskite parametry 1 ir 72 maziausiyjy kvadraty
jvertinius 41 ir 42. b) Raskite jvertiniy 41 ir 42 kovariacijy matrica. Kokiomis salygomis
ivertiniai 41 ir 42 nekoreliuoti?

4.2. Tegu Yijk = Hij + 'Yinijk + €ijk>s = 1, ...7I,j = 17 ceey J,k‘ = 17 ...,K, o a.d. {eijk}
nepriklausomi ir normalieji e;j, ~ N(0, 0?). a) Raskite kriterijy hipotezei H : vi; = v tikrinti.
b) Tardami, kad hipotezé H teisinga, sudarykite parametro « pasikliovimo intervala.

4.3. Tegu Y"ij =K + oy + 67;3' + ’“/X,L]k + €ijks i = 1, ...,],j = 1, weey J,k = 1, ...,K, o a.d.
{ei;r} nepriklausomi ir normalieji e;;z ~ N(0, a?); >ai =0, Zj Bij =0,i=1,...,1. a)
Raskite kriterijy hipotezei H : v = 0 tikrinti. b) Raskite kriterijy hipotezei H4 : a; = 0,7 =
1,..., I, tikrinti.

4.4. Tegu Yy = p +viX; + e, i =1,2,5 =1,...,J, o a.d. {e;;} nepriklausomi ir
normalieji e;; ~ N(O,O’Q). Remdamiesi kovariacine analize Raskite kriterijy hipotezei H :
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1 = 72 tikrinti. Isitikinkite, kad gautasis kriterijus yra ekvivalentus dviejy regresijos tiesiy
lygiagretumo kriterijui.

4.5. Lenteléje pateiktos bandeliy, iskepty i§ 100 (g) teslos, apimtis Y priklausomai nuo 17
milty risiy ir nuo juose esancio bromistinio kalio kiekio X (g), kai X =0,1,2,3,4 (zr. [14]).

X X
4 0 1 2 3 4 4 0 1 2 3 4

Aqp | 950 | 1075 | 1055 | 975 | 880 | Aio | 885 | 1000 | 1015 960 895
Az | 890 980 955 865 | 825 | Aq1 | 895 935 965 950 920
Az | 830 850 820 770 | 735 | A2 | 685 835 870 875 880
Ay | TT0 815 765 725 | 700 | Ai3 | 615 665 650 680 660
As | 860 | 1040 | 1065 | 975 | 945 | A4 | 885 910 890 835 785
Ag | 835 960 985 915 | 845 | A5 | 985 | 1075 | 1070 | 1015 | 1005
A7 | 795 900 905 880 | 785 | Ay | 710 750 740 725 720
Ag | 800 860 870 850 | 850 | A7 | 785 845 865 825 820
Ag | 750 940 1000 | 960 | 960

a) Atlikite vienfaktore dispersine analize neatsizvelgdami | kintamajj X. b) Atlikite ko-
variacine analize, tare, kad X yra kiekybinis kintamasis, ir pasirinkdami antrojo ir tre¢iojo
laipsnio polinomus kintamojo X atzvilgiu.

4.6. Lenteléje pateikti duomenys, gauti atlikus eksperimentg pagal keturfaktorés dis-
persinés analizés pilna kryZminés klasifikacijos schema. Registruojamas tam tikro maisto
produkto drégnumas priklausomai nuo druskos riasies (faktorius A), druskos kiekio (faktorius
B), riigsties lygio (faktorius C) ir dviejy skirtingy priemaisy (faktorius D) [14].

A1 Az As
By By B3 | Bl By B3| Bt By B3
Cq D1 8 17 22 7 26 34 10 24 39
C1 Do 5 11 16 3 17 32 5 14 33
Co D1 8 13 20 10 24 34 9 24 36
Co Do 4 10 15 5 19 29 4 16 34

a) Atlikite keturfaktore dispersine analize, kai trijy ir keturiy faktoriy saveikos nereik§min-
gos. b) Atlikite kovariacine analize tare, kad faktorius B kiekybinis (B1 = 1, Ba = 2, B3 = 3).

4.7. Lenteléje pateikti duomenys apie krakmolo plévelés tvirtuma Y priklausomai nuo
krakmolo tipo (faktorius A); Ay — i§ kvie¢iy; A — i8 ryziy; Az — i8§ kukurazy; A4 — i§ bulviy;
As — 1§ saldziyjy bulviy) ir nuo plévelés storio X [14].



4.6. Pratimai

189

A, Az As Ay A

Y X Y X Y X Y X Y X
263,7 50 | 556,7 7,0 | 731,0 8,0 | 983,3 13,0 | 837,01 94
130,8 3,5 | 552,5 6,7 | 710,0 7,3 | 958,8 13,3 | 901,2 10,6
382,9 4,7 | 397,55 56 | 604,7 7,2 | 7478 10,7 | 5957 9,0
302,5 4,3 | 532,3 8,1 | 508,38 6,1 | 866,0 12,2 | 510,0 7,6
2133 3.8 | 587,8 87 | 3930 64 | 8108 116

132,1 3,0 | 520,9 8,3 | 4160 6,4 | 9500 9,7

2020 4,2 | 574,3 84 | 4000 6,9 | 12820 108

3155 4,5 | 5050 7,3 | 3356 5,8 | 1233,8 10,1

262,4 4,3 | 604,6 8,5 | 3064 53 | 1660,0 12,7

3144 4,1 | 5225 7,8 | 4260 6,7 | 7460 9.8

310,8 55 | 555,0 8,0 | 3825 58 | 650,0 10,0

280,8 4,8 | 561,1 84 | 340,8 5,7 | 9925 138

331,7 4,8 436,7 6,1 | 896,5 13,3

672,5 8,0 3333 62 | 8739 124

496,0 7.4 382,3 6,3 | 9244 12,2

31,9 5,2 397,7 6,0 | 1050,0 14,1

276,7 4,7 619,1 6,8 | 973,3 13,7

325,7 54 857,3 7,9

310,8 54 592,5 7,2

288,0 5,4

260,3 4,9

a) Atlikti kintamojo Y vienfaktore dispersine analize priklausomai nuo faktoriaus A; b)
Atlikite kintamojo Y regresine analize neatsizvelgdami j faktoriy A. c) Atlikite kovariacine
analize ir palyginkite gautus rezultatus.

4.8. Lenteléje pateiktas trejy mety (faktorius A) kvie¢iy derlingumas Y Sesiose skirtin-
gose Anglijos Zemés tkio stotyse (faktorius B). Kartu uZregistruotas augalo aukstis varpy
atsiradimo metu (kintamasis X1 ) ir vidutinis augaly i§ vieno kelmelio skaiius (kintamasis Z)

[14].
Metai Kintamasis By Bo B3 By Bs Bg
1933 Y 19,0 | 22,2 | 35,3 | 32,8 | 25,3 | 35,8
X 256 | 25,4 | 30,8 | 33,0 | 28,5 | 28,0

Z 14,9 13,3 4,6 14,7 12,8 7,5

1934 Y 32,4 | 32,2 | 43,7 | 35,7 | 28,3 | 35,2
X 254 | 28,3 | 35,3 | 324 | 25,9 | 24,2

Z 7,2 9,5 6,8 9,7 9,2 7,5

1935 Y 26,2 | 34,7 | 40,0 | 29,6 | 20,6 | 47,2
X 27,2 | 34,4 | 32,5 | 27,5 | 23,7 | 32,9

Z 18,6 | 22,2 10,0 17,6 14,4 7,9

a) Atlikite dvifaktore dispersine analize neatsizvelgdami j kintamuosius X ir Z. b) Atlikite
kovariacine analize atsizvelgdami j kovariantes X ir Z. ¢) 1934 metais stoties Bs apylinkéje
uzregistruotas vidutinis augaly aukstis X = 27 ir augaly i§ vieno kriimelio skai¢ius Z = 10.

Gaukite taskinj numatomo derliaus jvertj.

4.9. Lyginami keturi vaistai (faktorius A), mazinantys kraujo spaudima. Registruojamas
kraujo spaudimas po gydymo Y. Kartu uZregistruotas kraujo spaudimas prie§ gydyma X [1].
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X Y X Y

Ay | 194 | 157 | Az | 172 | 136
162 | 136 196 | 182
183 | 145 158 | 134
180 | 153

Ag | 164 | 124 | Ay | 158 | 124
184 | 123 165 | 124
173 | 143 186 | 132
170 | 136 182 | 133

a) Atlikite dispersine analize, neatsizvelgiant j kintamajj X.
b) Atlikite vienfaktore vieno kintamojo kovariacing analize.
c¢) Palyginkite a) ir b) gautus rezultatus.

4.10.

Lenteléje pateikta 30 kiauliy svorio prieaugis Y priklausomai nuo fermos (fakto-

rius A), maitinimo tipo (faktorius B), lyties (faktorius C). Eksperimentas suplanuotas pagal
trifaktorés dispersinés analizés kryZzminés klasifikacijos schemg su vienu stebéjimu langelyje.
Daroma prielaida, kad svorio prieaugis gali priklausyti nuo tolydzios kovariantés — pradinio
svorio X, kurio reik§més taip pat pateiktos lenteléje [12].

A B C X Y A B C X Y

A1 | By | C1 | 48 9,94 As | Bs | C1 | 33 7,63
Ay | Bo | C1 | 48 | 10,00 | As | B; | C1 | 35 9,32
A1 | Bs | C1 | 48 9,75 As | By | C1 | 41 9,34
Ay | Bg | C2 | 48 9,11 As | Ba | Co | 46 8,43
A1 | B | Co | 39 8,51 As | Bs | Co | 42 8,90
Ay By Co 38 9,562 As By Co 41 9,32
Az | By | C1 | 32 9,24 A4 | Bs | C1 | 50 | 10,37
As | Bs | C1 | 28 8,66 A4 | By | Co | 48 | 10,56
Az | By | C1 | 32 9,48 Ay | By | C1 | 46 9,68
As | Bs | Co | 37 8,50 A4 | By | C1 | 46 | 10,98
As | By | Co | 35 8,21 Ay | Ba | Co | 40 8,36
A | By | Co | 38 9,95 A4 | Bs | Co | 42 9,51
As | Ba | C1 | 37 9,67 As | By | Co | 40 9,20
As | By | C1 | 32 8,82 As | Bs | Co | 40 8,76
As | Bs | C1 | 30 8,57 As | By | Co | 43 | 10,42

a) Tare, kad néra faktoriy saveikos, atlikite stebéjimy trifaktore dispersine analize.
b) Atlikite trifaktore analize eliminuodami kintamojo X jtaka.
c¢) Palyginkite a) ir b) punktuose gautus rezultatus.

4.11.

schema.

4.12.

schema.

4.13.

schema.

4.14.

schema.

4.15.

schema.

4.16.

schema.

Pasirinke naujus parametrus perkelkite 3.10 pratimo duomenis j regresinés analizés

Pasirinke naujus parametrus perkelkite 3.16 pratimo duomenis j regresinés analizés

Pasirinke naujus parametrus perkelkite 3.26 pratimo duomenis j regresinés analizés

Pasirinke naujus parametrus perkelkite 3.31 pratimo duomenis j regresinés analizés

Pasirinke naujus parametrus perkelkite 3.39 pratimo duomenis j regresinés analizés

Pasirinke naujus parametrus perkelkite 3.45 pratimo duomenis j regresinés analizés
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4.17. Pasirinke naujus parametrus perkelkite 3.47 pratimo duomenis j regresinés analizés
schema.

4.18. Atliktas visas dvifaktorés dispersinés analizés planas 22. Pasirinke naujus paramet-
rus, perkelkite dispersinés analizés modelj j regresinés analizés schema. Patikrinkite, kad gau-
tojo modelio plano matrica turi ortogonalius stulpelius ir sutampa su 4.5.1 lenteléje pateikta
plano matrica. Gaukite dispersinés analizés kvadraty sumy iSraiSkas regresijos koeficienty
jvertiniais.

4.19. Atliktas visas trifaktorés dispersinés analizés planas 23. Pasirinke naujus parametrus
perkelkite dispersinés analizés modelj j regresinés analizés schema. Patikrinkite, kad gautojo
modelio plano matrica turi ortogonalius stulpelius ir sutampa su 4.5.2 lenteléje pateikta plano
matrica. Gaukite dispersinés analizés kvadraty sumy israigkas regresijos koeficienty jvertiniais.

4.20. Faktoriniame eksperimente 22 su trimis stebéjimais langelyje gauti rezultatai pateikti
lenteléje eksperimentus Zymint kodiniu pavidalu.

Kodas (1) a b ab
Y 0; 2; 114 6, 2]|-1;, -3 1/|-1;, -3; -7

Ivertinkite Y tiesinés regresijos parametrus kintamuyjy Z; ir Z» atzvilgiu. Priéme nor-
malumo prielaida, patikrinkite regresijos koeficienty lygybés 0 hipotezes.

4.21. Tiriamos galingumo sanaudos Y pjaustant metala keraminiu instrumentu priklau-
somai nuo instrumento tipo (kintamasis X1), réziklio briaunelés kampo (kintamasis Xo) ir
nuo pjovimo tipo (kintamasis X3). Atliktas visas faktorinis eksperimentas 23. Rezultatai
(salyginiais vienetais), eksperimentus Zymint kodiniu pavidalu, pateikti lenteléje [7].

Kodas | (1) | a b | ab c bc | ac | abe
Y 2 -5 | 15 13 | -12 | -2 | -17 -7

a) Ivertinkite Y tiesinés regresijos parametrus kintamyjy Z1, Zs2, Z3 atZzvilgiu. Priéme nor-
malumo prielaida, patikrinkite $iy parametry lygybés 0 hipotezes. b) Papildomai jvertinkite
regresijos koeficientus j3;; prie sandaugy Z;Z;, i # j. Patikrinkite Siy koeficienty lygybés 0
hipotezes.

4.22. Lenteléje pateikti tam tikro cheminio eksperimento duomenys. Atliktas visas fak-
torinis eksperimentas 23 su dviem stebéjimais langelyje.

Kodas (1) a b ab c be ac abc
Y 1595 | 1573 | 1835 | 1700 | 1745 | 1838 | 2184 | 1717
1578 1592 1823 1815 1689 1614 | 1538 1806

Atlikite duomeny analize.

4.23. Lenteléje pateikti tam tikro faktorinio eksperimento 24 su dviem stebéjimais lange-
lyje.

Kodas (1) a b ab c be ac abc
Y 1985 | 1595 | 1765 | 1835 | 1694 | 1806 | 2243 | 1614
1592 | 2067 | 1700 | 1823 | 1712 | 1758 | 1745 | 1838
Kodas d ad bd abd cd bed acd abed
Y 2156 | 1578 | 1923 | 1863 | 2184 | 1957 | 1745 | 1917
2032 | 1733 | 2007 | 1910 | 1921 | 1717 | 1818 | 1922

a) Atlikite duomeny analize, tare, kad regresijos koeficientai prie trijy ir keturiy kovarian¢iy
sandaugy lygis 0. b) Priéme normalumo prielaida, patikrinkite regresijos koeficienty lygybés
0 hipotezes. c) Raskite tolesnio nepriklausomo Y stebéjimo prognozés intervala, jeigu Zinoma,
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kad jis bus atliktas taske z = (21, ..., z4) T, kurio koordinatés tenkina salyga

sz +szzj2- = p2.
i

i#]

4.24. Atliekamas visas faktorinis eksperimentas 32, kai kiekviena kovarianté Z; (jeigu
reikia atlikus transformavima) jgyja reik§mes —1;0;+1, t.y. eksperimentas atliktas kvadrato
vir§inése, centre ir krastiniy vidurio taskuose. Patikrinkite, kad regresijos lygties

Y = Bo + B1Z1j + BaZ2j + BuaUT; + Ba2Us; + Br2UT;Us;+

+B211Zo;UTj + ProaZa;Usy +ej, UR =235 —Z%., i=1,2 j=1,..,9.

plano matrica turi ortogonalius stulpelius. Raskite regresijos parametry jvertinius ir jy disper-
sijas. Tardami, kad a.d. {e;} yra nepriklausomi ir normalieji e; ~ N(0, 02), raskite kriterijus
regresijos koeficienty lygybés 0 hipotezéms tikrinti.

4.25 (4.24 tesinys.) Norint jvertinti regresijos koeficientus prie kovarianéiy sandaugy
ir kvadraty, eksperimentas 22 atliktas kvadrato virsiinése papildomas stebéjimais keturiuose
ta¥kuose (+a,0),(0,+a). Norint jvertinti dispersija, eksperimenta du kartus pakartojame
eksperimento centre, t.y. taske (0,0). Parinkite a taip, kad 4.24 pratimo regresijos lygties
plano matrica turéty ortogonalius stulpelius.

4.26 (4.25 tesinys.) Apibendrinkite 4.25 pratima 3 kovarian¢iy atveju.

4.27. Lenteléje pateiktos jégos Y, reikalingos nustumti gaminj nuo konvejerio juostos
priklausomai nuo temperatiros (kovarianté X1) ir nuo drégnumo (kovarianté Xo). Eksperi-
mentas atliktas pagal visa faktorinio eksperimento 32 plang su dviem stebéjimais langelyje.
Pateikiamos lentelés pirmoje eilutéje yra transformuotos kovariantés X; reik§més, o pirma-
jame stulpelyje — kovariantés Xo reik&més.

1 1 0 0 | +1  +1
1 0,8 2,8 1,5; 32| 25 4.2
0 | 1,0; 1.6 | 16; 18 | 1,8 1,0
+1 [ 2,0 22|15 08 25 4,0

Ivertinkite 4.24 pratime pateiktos regresijos lygties parametrus. Priéme normalumo
prielaida patikrinkite regresijos koeficienty lygybés 0 hipotezes.

4.28. Tarkime, kad vienu metu galime atlikti tik keturis 4.22 pratimo eksperimentus.
Sudalinkite eksperimentus j dvi replikas su tarpblokiniu efektu sumaiSydami a) visy trijy
faktoriy saveika; b) faktoriy A; ir A3 saveika.

4.29. Atlikite 4.23 pratimo duomeny analize suskaide eksperimentus j 4 blokus po 4
eksperimentus. Su tarpblokiniu efektu sumaiSykite saveikas A; X Az X A4, A1 X Az X A4,
A1 X AQ.

4.30. Atlikite viso faktorinio eksperimento 2° suskaidyma j du blokus po 16 stebéjimy su
tarpblokiniu efektu sumaiSydami a) saveika A; x Az X Az; b) saveika A1 X Az x As.

4.31. Atlikite viso faktorinio eksperimento 25 suskaidymga j 4 blokus po 8 stebéjimus su
tarpblokiniu efektu sumaiSydami jvairius saveiky rinkinius.

4.32. Tarkime, kad 4.22 pratimo salygomis galima atlikti tik vieng pusine replika.
Parinke replika atlikite duomeny analize ir aptarkite rezultatus.

4.33. Tarkime, kad 4.23 pratimo salygomis galima atlikti tik viena ketvirtine replika.
Parinke replika atlikite duomeny analize ir aptarkite rezultatus.
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4.7. Atsakymai ir nurodymai

4.1. Pazymékime Ro, = 3, 3,(Yij — Vi)(X[) = X[7), r = 1,2 Rrs = ¥, 5,(X7 —
Xfr))(ij> - Xl(s)), r,s = 1,2. Tada a) 41 = (Ro1R22 — Ro2R12)/A, 42 = (Ro2Ri1 —
R01R12)/A, A = R11Ro2 — R%Q; b) Vi = UQI(J — I)RQQ/A, VAe = 0'2](J — l)Rll/A,
Cov (’Ayl,;yg) = 70’21(;] — l)Rlz/A; ’Ayl ir ’Ayg nekoreliuoti, kai R12 = 0. 4.2. a) Ran-
dame Ryy(i,7) = 35 (Yije — ¥i5.)?, Rea(i,) = X3 (Xije — Xij.)?, Rya(i,5) = Zp(Yige —
Vij)(Xijie = Xiz.); SSp(i,4) = Ryy(i,4) — R3.(6,5)/Rea(i,5), SSg = 32, 32; SSE(i, )
02X§J<K_2)~ Kai hipotezé H teisinga, tai 4 = Ryz/Ree; SSpr = Ryy — R2,/Raz, Ryy =
i Ryy(4,9), Rea = 32,37 Raa(i,§), Rye = 32, 20, Rya(i,7); hipotezé H atmetama
reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai (SSgpg —SSg)(IJ(K—2))/(SSE(IJ—-1)) > Fo(IJ—
1, 1J(K —2)). b) Kai H teisinga, tai a.d. vRax(¥—7)/\/SSea/IJK — 1J —1) ~ S(IJK —
IJ —1). 4.8. Randame Ryy = >, 30, 34 (Yijk — Yij.)?, Rax = >0, 205 2op(Xije — Xi5.)%,
Ryz =3, Zj Sk (Yije—Yij.)(Xiji—Xi5.); 4 = Rya/Raa, SSE = Ryy—YRya ~ 0°X7 jpc 17 _1-
a) Hipotezé H atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai YRpe (IJK—I1J—1)/SSE >
Fo(1,IJK — IJ —1). b) Randame Ryy = Ryy + JKY,(Yi.. — Y..)%, Row = Raax +
JK Y, (Xi. — X.)% Rys = Rya + JK Y, (Ys.. = YV..)(Xi.. — X...), SSpn = Ryy — YRyaz;
hipotezé H4 atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai (SSgg —SSg)(IJK —1J —
1)/((I =1)SSg) > Fo(I —1,IJK — IJ —1). 4.4. Remdamiesi kovariacine analize randame
SSp = TilRyy — (R)?/Real, By = T,(¥iy = ¥2)% By = 5,(Viy — Vi) (X; = X)),
i=1,2, Reo = ¥,(X; — X)2% SSpn = Ry + RS — (RS + RY)?/(2Rax. Hipotesé
atmetama reik§mingumo lygmens o kriterijumi, kai F' = (SSgyg — SSg)2(J —1)/SSg =
R — RP22(J — 1)/(2R0eSSE) > Fa(1,2(J — 1)). Tikrinant dviejy regresijos tiesiy ly-
giagretumo hipoteze remiamés statistika 7' = (91 — 42)vRaz/+/25Sg/(2(J — 1)). Nesunku

patikrinti, kad F' = T?2. 4.5. a) Kadangi statistikos reiksmé F4 = 14, 6, tai hipotezé atmetama

2

kriterijumi su gana auk$tu reik§mingumo lygmeniu. b) Imant antro laipsnio polinoma gau-
name, kad kovarianté ir jos kvadratas yra reik§mingi, nes statistiky reik§més atitinkamai yra
48,83 ir 53,75. Imant treCio laipsnio polinoma gauname, kad kovarianté, jos kvadratas ir
tre€ias laipsnis yra reik8mingi, nes statistiky reik8més atitinkamai yra 35,23, 17,89 ir 8,87.
Kadangi statistikos reik§mé yra 28,78, tai hipotezé apie faktoriaus jtakos nebuvima atmetama
su gana aukstu reik§mingumo lygmeniu. 4.6. a) Atlikus dispersine analize gauta, kad fak-
torius C' (Fo = 1,17; atitinkama P reikdmé yra 0,2947) ir faktoriy saveikos su faktoriumi C
(Fac =1,35, Fgc = 1,09, Fop = 1,17; atitinkamos P reik§més yra 0, 2878; 0, 3609; 0, 2947)
nereik§mingos. Atlikus dispersine analize nejtraukiant faktoriaus C ir saveiky su faktori-
umi C gautos tokios statistiky realizacijos: Fuy = 124,60, Fp = 728,98, Fp = 118,78,
Fap = 41,75, todél hipotezés atmetamos su gana aukstu reik§mingumo lygmeniu. Gauta,
kad Fap = 0,87, Fgp = 3,09, atitinkamos P reik§més 0, 4348, 0,0657. b) Atlikus analize, kai
eliminuota kovariantés B jtaka, gauta: faktoriy A ir C, A ir D, C ir D saveikos nereik§mingos
(statistiky reik§meés yra 0,17; 0,11; 0,15; atitinkamos P reik§més 0,8469; 0,8933; 0,7059).
Faktoriy A ir D jtakos nebuvimo hipotezés atmetamos su gana aukstu reik§mingumo lygme-
niu. Faktorius C nereik§mingas (statistikos reik¥mé 0, 15, atitinkama P reik§meé 0, 7059). 4.7.
a) Kadangi F4 = 43,67, tai hipotezé atmetama kriterijumi su gana aukstu reik§mingumo
lygmeniu. b) Bo = —127,17, B = 90,827. Hipotezé H : B; = 0 atmetama kriteri-
jumi su gana aukstu reik§mingumo lygmeniu, nes statistikos reik§mé yra 16,27. c) Statis-
tikos (4.2.18) reiksmé 3,43; regresijos koeficienty lygybeés hipotezés neatmetame kriterijumi
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su reik§mingumo lygmeniu o < 0,0134. Tikrinant hipoteze H 4, eliminavus kintamojo X
jtaka, statistikos (4.2.6) reik§mé yra 3,65; hipotezé atmetama kriterijumi su reik§mingumo
lygmeniu o > 0,0098. 4.8. a) Fq = 2,72, Fg = 5,50; P reik§meés 0,1139, 0,0108. b)
Eliminavus kintamuyjy X ir Z jtaka, gaunama F4 = 13,96, Fp = 5,96; P reik§més 0, 0025,
0,0137. Hipotezé, kad kovarianté X nereik$minga (statistikos reik§mé 57, 58) atmetama kri-
terijumi su gana aukStu reikSmingumo lygmeniu. Hipotezé, kad kovarianté Z nereikSminga
(statistikos reik§meé 8,30) atmetama kriterijumi su reik§mingumo lygmeniu « > 0,0205.
c) 29,6. 4.9. a) Fqa = 2,46; P reik§mé 0,1173. b) Statistikos (4.2.18) reiksmé 2,56;
regresijos koeficienty lygybés hipotezés neatmetame kriterijumi su reik§mingumo lygmeniu
a < 0,1376. Tikrinant hipoteze H 4, eliminavus kintamojo X jtaka, statistikos (4.2.6)
reik§mé yra 2,88; hipotezé atmetama kriterijumi su reik§mingumo lygmeniu o > 0,0896.
4.10. a) Fyu = 3,08, Fg = 2,88, Fc = 1,13; P reikdmés 0,0373, 0,0773, 0,3001. b)
Fyu = 2,58, Fg = 5,08, Fo = 5,63; P reikimés 0,0667, 0,0159, 0,0273. Hipotezé, kad ko-
varianté X nereik8minga (statistikos reiksmeé 16,53) atmetama kriterijumi su reik§mingumo
lygmeniu a > 0,0006. 4.18. SSa, = 482, SSa, = 462, SSp = ¥, Y2 — 4(82 + B2).
4.19. 5S4, =862, = 1,2,3; SSp = 3, Y2 — 83, 82, 4.20. fo = 1/12;81 = —1/12,
B2 = —29/12; 62 = s2 = 6,75. Statistikos, kurios esant teisingoms hipotezéms H; : 8; = 0
turi FiSerio skirstinius su 1 ir 9 laisvés laipsniais jgijo reikSmes 0,012; 0,012, 10,383; atmesti
parametry SBo ir f1 lygybés 0 hipotezes néra pagrindo; hipotezé Hs : 2 = 0 atmetama,
kai kriterijaus reik§mingumo lygmuo virsija 0,01. 4.21. a) fo = —13/8, B1 = —19/8,
Bo = 51/8, B3 = —63/8, 6 = s = 2,318. Statistikos, kurios esant teisingoms hipotezéms
H; : B; = 0 turi FiSerio skirstinius su 1 ir 4 laisvés laipsniais, jgijo reik§mes 3,930; 8,395; 60,488;
92,302; atitinkamos P-reiksmés yra 0,118; 0,044; 0,0015; 0,0007. b) Bi2 = 5/8, B35 = —1/8,
Bos = —11/8, 6 = s = 1,768; atmesti hipotezes néra pagrindo. 4.22. By = 1727,63,
B1 = 13, By = 40,875, B3 = 38,75, 6 = s = 167,138. Hipotezés H; : B; = 0,5 = 1,2,3,
neatmetamos. 312 = —22, /3’13 = 31,875, 323 = —63,5, 6 = s = 165, 564; atmesti hipotezes
H;j : Bij = 0,4 # j = 1,2,3, néra pagrindo. 4.23. a) Parametry jverciai: Bo = 1848, 59,
B1 = —20,7188, B2 = —13,9063, B3 = 0,8438, B4 = 50,3438; B12 = 26,2813, B13 = 26,5313,
Bra = —67,4688, Bas = —19,4063, 24 = 16,9688, B34 = —2, 1563, & = 169, 803. b) Hipotezé
Hy : Bp = 0 atmetama; hipotezé Hia : S14 = 0 atmetama, kai kriterijaus reikSmingumo lyg-
muo virdija 0,0355; kitos hipotezés neatmetamos. c) Prognozés intervalas su pasikliovimo
lygmeniu Q = 1 — a yra Y & 6t,/5(21)y/(33 4+ p2)/32. 4.25. a = VV10—2. 4.26.
a = 2/v2—1. 4.27. Parametry jverfiai: fy = 2,0444, B; = 0,4667, B2 = —0,1667,
Bi1 = 0,4667, B2z = 0,8667, B12 = 0,1361, Ba11 = 0,650, B2z = 0,625, 52 = s* = 0,8066.
Hipotezé Hy : Bo = 0 atmetama: P-reikimé pv = 2 x 106, Hipotezei Has : f22 = 0 P-
reik§mé pv = 0,082; atmesti kitas hipotezes néra pagrindo. 4.28. Abiem atvejais pirmoji
replika ((1), ab, ac, bc).



5 skyrius

Apibendrintieji tiesiniail
modeliai

Pirmesniuose skyreliuose tariama, kad imties Y = (Y1,...,Y,,)T narys Y; turi
tokia struktiirg

Y: = 6o + f1z1i + oo + BinTomi + €4,

¢ia B = (Bo,B1; -+ Bm)T yranezinomy parametry vektorius, &; = (1,21, ..., Tymi) L

— kovarianéiy vektoriaus & = (zq, 21, ..., o), o = 1 Zinoma i-oji reikimé, e =
(e1,€2,...,e,)T — paklaidy vektorius. Tariama, kad paklaidy vektoriaus koordi-
natés nepriklausomi normalieji a.d. e; ~ N(0,02) (kartu Y; ~ N(8" x;,02)).

Imties Y nariy normalumo prielaida ne visada priimtina. Pavyzdziui, Y; gali
buti diskretieji a. d. ir jy skirstiniais reikéty imti kuriuos nors diskreciuosius mo-
delius (Puasono, binominj ir kt.). I§gyvenamumo analizéje, kai Y; reiskia i-ojo
individo gyvenimo trukme, a.d. Y; igyja neneigiamas reiksmes ir jy skirstiniais
reikéty imti tikimybinius modelius intervale (0,00) (pavyzdZiui, eksponentinj,
gama, Veibulo ir kt.).

Apibendrintyjy tiesiniy modeliy aptarima galima rasti [15], [6]. Jy taikomuo-
sius aspektus ir duomeny analize populiariais matematinés statistikos TPP (Zr.
[4], III dalis; [5]).

Siame skyriuje trumpai aptarsime apibendrintyjy tiesiniy modeliy sudarymo
ir analizés metodus apsiribodami vienparametriais eksponentinio tipo skirsti-
niais.

5.1. Vienparametriy eksponentinio tipo skirstiniy
tiesiniai modeliai

Eksponentinio tipo skirstiniy Seimy apibrézimas ir jy savybés pateiktos I dalies

4.3 skyrelyje. Tariama, kad a.d. Y skirstinys priklauso vienparametrei kano-

ninio pavidalo eksponentinio tipo skirstiniy Seimai, jeigu jo tankis o-baigtinio
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mato p atzvilgiu yra toks:
f(x|0) = h(z)eT@P-BO)  gecoCR, (5.1.1)

¢ia h(z) nepriklauso nuo 6, T(Y) — pakankamoji statistika. Pirmosios dalies
4.3.2 teoremoje jrodyta, kad

EoT(Y)=B(9), V,T(Y)=B(). (5.1.2)

Tegu imties Y = (Y1, ..., ¥,,)T nariai yra n. a. d., turintys (5.1.1) skirstinj, kai
parametrai yra 64, ...,60,. Tikétinumo funkcija

L(0y, ..., 0,) = [ [{n(Y3)e" 0= B0}, (5.1.3)
i=1

Tai prisotintas modelis, kai nezinomy parametry 61, ..., 0, skaic¢ius lygus imties
didumui n.

Apibendrintasis tiesinis modelis. Tarkime, kad kartu su a.d. Y; gaunama
kovariané¢iy vektoriaus @ = (zg, 21, ..., ¥m)7, o = 1 reikdmeé z; = (20, 21, .-,
Tmi)T, i =1,...,n. Parametry skai¢ius sumaZinamas nuo n iki m+1 < n imant
kovarianc¢iy vektoriaus tiesinius darinius [)’Ta:i = Boxo; + B1x1i + - + BT,
¢ia B = (Bo, B1, ..., Bm) T naujas nezinomy parametry vektorius. Nauji paramet-
rai jvedami prilyginant salyginio vidurkio p; = E(T(Y)|x;) funkcija tiesiniam
dariniui 8~ x;:

g(pi) = B x;. (5.1.4)

Funkcija g vadinama jungties funkcija. Tariama, kad funkcija g turi diferen-
cijuojama atvirkstine
97 (B ®) = . (5.1.5)

Jungties funkcija vadinama kanonine, jeigu u; = g~ (8" x;) = B(B ), t.y.
parametras 0; = 37 x;. Taciau kartais tenka funkcija g parinkti kitokio pavidalo.
Natiiralu ja parinkti taip, kad g~ (87 a;) priklausyty vidurkio u = B(6),0 € ©
kitimo sriciai, kad ir kokia bty tiesinio darinio 87 @ reiksme 87 x;.

Parametry jvertiniai. Imties

(Ylvwl)a ceey (Ynawn)

tikétinumo funkcija
n
L(B) = [ [{n(vi)e" 0= B0y, (5.1.6)
i=1

C¢ia remiantis (5.1.2) ir (5.1.5)
0; = B_l(g_l(ﬁTwi))~

Kanonineés funkcijos atveju 6; = 87 ;.
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Logtikétinumo funkcija

n

I =InL(B) =Y _[T(Y:)0; — B(6:) + In(h(Y;))]. (5.1.7)

i=1
Diferencijuojant pagal 8; gaunama informanciy vektoriaus j-oji koordinaté

. n . 02 .
b= aﬂj =D i (9() ), j=0,1,..,m. (5.1.8)
i=1 1

Kai jungtis kanoniné, tai g(,ui)B(Qi) =1, t.y. (5.1.8) lygybéje vardiklis lygus 1
Prilygine informanéiy vektoriaus koordinates nuliui, gauname lygciy sistema,

[j=0, j=0,1,..,m, (5.1.9)

parametro B = (Bo, B1, .., Bm) T DT jvertiniui B = (BO, Bi, ..., Bm)T rasti. Turint
B, galima jvertinti salyginj vidurkj p(x) = g~ (B x) arba kitas tiesinio darinio
BTz funkcijas.

Randame Fiserio informacinés matricos I(8) = [Ljs](m+1)x(m+1) elementus

E(T(Y;) — B(6:))?
Ijs =E ljls = TjiLsq -
(B) = Blll) = 2 asvn = o OB
1 T
= ijx GGIEBEY =X"W(B)X, (5.1.10)
e o1 Tm1
X = )
Ton - Tmn

o W () — diagonalioji matrica su diagonaliniais elementais

1 1
G()PB01)" " [9(un) P B(0n)

Kai jungtis kanoniné, tai matricos W (3) diagonaliniai elementai yra BB x), ...,
B (,BTa:n).

Jeigu jvykdytos I dalies 4.5.4 teoremos salygos, tai DT jvertinys yra pagristasis
ir asimptotiskai (n — oco) normalusis

VB —B) % Z ~ Nyt (0,57(8)). (5.1.11)

da i~ H(B) = lim, 00 I(8)/n.

Remiantis jvertinio B asimptotiniu normalumu, naudojant FiSerio informa-
cinés matricos jvertinj I (,@), galima rasti parametry fSy,..., B, ar ju tiesiniy
dariniy asimptotinius pasikliovimo intervalus.
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Hipoteziy tikrinimas. Kovariantés x; reikSmingumo hipotezés H; : B; = 0
asimptotinj tikrinimo kriterijy sudarome remdamiesi jvertinio 3; asimptotiniu
normalumu. Jei hipotezé H; teisinga, tai remiantis (5.1.11) statistika

VB /\eii(B) % Z ~ N(0, 1), (5.1.12)

da ¢;;(B) yra matricos i~ 1(3) = [st(;é)](m+1)><(m+1) diagonalinis elementas.
Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

ValBil/A/¢ij(B) > zajes G =0,1,...m.
Tikrindami visy kovarianéiy reik§mingumo hipoteze
Hy, m:Br=..=PBm=0,

naudojame tikétinumy santykio kriterijy. Tikétinumuy santykis

_ maxg,—.—p,—0 L(B) _ exp{3,[T(V;)d — B(O)]}
A= maxg L(3) B exp{d>_,[T(Y;) ); — B(éi) }’ (5.1.13)

“ . ~T N
ia 0; = B~Y(¢g7 (B «;)) yra DT jvertiniai, kai 3 gaunamas i3 lyg¢iy sistemos
5.1.9); 6 — DT jvertinys, kai modelis nusakomas vieninteliu parametru 6:

~~ X

0=B"YT), T= XR:T(YZ-). (5.1.14)

S|

Jeigu ivykdytos I dalies 4.5.4 teoremos salygos, tai, remiantis I dalies 4.5.4
skyreliu, gauname, kad kai hipotezé Hq __,, teisinga, asimptotiskai (n — o)

Dp=—2InA = Qi[T(Yi)(éi —0) — (B(6;) — B(6))] % x2,. (5.1.15)

Hipotezé atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens « kriterijumi kai
Dr > x2(m). (5.1.16)

Tikrindami kovarianc¢iy x;,, ..., z;, jtakos nebuvimo hipoteze H;, . ; : 5, =
... = B;, = 0 vél naudojame tikétinumy santykio kriterijy. Pazymékime Dg%m)
ir Dgn*l) statistika Dpg atitinkamai modeliui su visais parametrais Sy, ..., Bm
ir modeliui be parametry 3;,,...,5;,. Kai H;, . ; teisinga, statistikos Dgn) —
D%m_l) skirstinys aproksimuojamas x? skirstiniu su m — (m — 1) = [ laisvés
laipsniy. Hipotezé H;, . ; atmetama asimptotiniu reik§mingumo lygmens o
kriterijumi, kai
DY — pimTh S 52 ). (5.1.17)
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Determinacijos koeficiento analogas. Aptarsime, kaip galima apibrézti deter-
minacijos koeficiento R? ir kvadraty sumy (pilnosios SS7, liekamyjy paklaidy
SSg ir regresijos SSR), nagrinéty 3.3.8 skyrelyje, analogus. Turime tris vienas
i kita jdétus modelius. Pirmas placiausias (prisotintas) modelis (5.1.3), kai
nezinomy parametry 6y, ..., 0, skaicius lygus imties didumui n. Antras, siau-
resnis uz pirmg regresijos modelis, kai nezinomy parametry fy, ..., 8, skaicius
m + 1 < n. Pagaliau trecias dar siauresnis modelis, kai imties Y7, ..., Y,, nariai
vienodai pasiskirste ir priklauso nuo vienintelio parametro 6.

Sudarykime tikétinumy santykj palygindami pirmg ir treciag modelius

maxg, —...—g,—0 L(01,....05) exp{>_,[T(Y;)0 — B(9)]}

Az = maxe, g L(01, . 00) = exp{>, [T (V)0 — B} (5.1.18)

¢ia 0 yra DT jvertinys (5.1.14); 01, ...,0, yra DT jvertiniai prisotintame modelyje
(5.1.3): o
0; = B~HT(Y;)), i=1,2,..,n.

Jeigu trecias modelis teisingas ir n didelis, tai statistikos
Dr =—2InAi3 =2 [T(Y:)(0; — 0) — (B(6;) — B(D))]
i=1

skirstinys artimas x? skirstiniui su n — 1 laisvés laipsniu. Statistika Dz yra
tiesinés regresijos pilnosios kvadraty sumos SS7 analogas.

Tikétinumy santykis lyginant antra ir tre¢ia modelius sudarytas (5.1.13).
Gautoji statistika Dp (5.1.14) yra tiesinés regresijos kvadraty sumos SSg analo-
gas.

Sudare tikétinumy santykj pirmam ir antram modeliui palyginti, gausime
tiesinés regresijos kvadraty sumos SSg analoga

Dp = Dy — Dg.

Determinacijos koeficiento analoga R? apibréziame analogiskai kaip skyrelyje
3.3.8 D D

RP="E_1_ZE 5.1.19

Dy D, ( )

Jeigu regresijos modelis teisingas, tai Dg ~ Dp ir R? jgyja reikimes arti

vieneto. Jeigu regresijos néra, tai Dp ~ Dr ir R? jgyja mazas reikimes. Taigi

R? yra regresijos modelio tinkamumo matas. Kitus regresijos kokybés matus

galima rasti, pavyzdziui, [13].

5.2. Apibendrintyjy tiesiniy modeliy pavyzdziai
5.2.1. Puasoniné regresija
Atsitiktinio dydzio Y ~ P(A) skirstinys nusakomas tikimybémis

POy =k = Mo = Lok g
{ - ‘}7k!e 7]6!6 ) T My Ly Ay e
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Reparametrizave, t.y. imdami 6§ = In A, matome, kad Puasono skirstinys pri-
klauso kanoninio pavidalo vienparametriy ekponentinio tipo skirstiniy Seimai.
Tankis (skai¢iuojanciojo mato atzvilgiu) yra

1
Flo) = —e=" o=m\ y=012..
y.

Nagrinésime bendresnj modelj, kai Y ~ P(At), o t > 0 zinomas. PavyzdZziui,
jeigu Y yra puasoninio srauto jvykiy ilgio ¢ intervale skaicius, kai srauto inten-
syvumas pastovus ir lygus A (jvykiy/laiko vienete), tai a.d. Y ~ P(At).

Imties Y = (Y1, ..., Y,)? su nepriklausomomis koordinatémis, kai Y; ~ P(\t;),
A; > 0 — nezinomi parametrai, o ¢; > 0 Zinomi, tikétinumo funkcija

L(O1, s 0) = [[(R(Y2)e¥: %= PO, (5.2.1)
=1
tYi
hY) =3 Gi=InX B0, = tic".

Tai prisotintas modelis, kai nezinomy 61, ..., 0, parametry skaicius lygus imties
didumui n.

Jeigu kartu su Y; gaunama kovarianciy vektoriaus @ = (zo, 1, ..., Tm ), To = 1
reiksmeé x; = (zos, 214, -, xmi)T, tai parametry skai¢ius sumazinamas iki m+1 <
n imant tiesinius darinius B~ x; = Boxo; + ... + BmTm;. Naturalu parinkti
kanonine jungties funkcija, kai 6; kei¢iamas tiesiniu dariniu 87 ;. Tada

pi =g (B x;) = B(B @) = t;e? T, (5.2.2)

g(,ui) = lnui — lnti, 91 = ﬂTa:i.

Lyg¢iy sistema (5.1.9) parametro 8 = (3o, 81, ..., Bm)? DT jvertiniui rasti
turi tokj pavidala:

l] — Zx]z[)/z _ tie,GTmi] — O’ ] = O7 1’ ey M. (523)
i=1

Figerio informaciné matrica (5.1.10) yra
1(8) =X"W(B)X,
kai W () yra diagonalioji matrica su diagonaliniais elementais
i = B(ﬁTmZ) = tieﬁTm'i, 1=1,2,...,n.

Tikrinant hipoteze¢ Hy, . n, : 81 = ... = B, = 0 tikétinumy santykio kriteri-
jumi (5.1.16), parametro 6 jvertinys modelyje su vienu parametru yra

6= ln(zn:Yi/i:ti) =In A\
=1 =1
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5.2.1 pavyzdys. Tiriama bakterijy augimo priklausomybé nuo aplinkos salygy. Paruo§ia-
mos Petri 1ékStelés su jvairios sudéties maitinamosiomis terpémis, kuriose paséjamos bakterijy
kultaros. Prabégus laikui ¢ uzfiksuojamas bakterijy kolonijy skai¢ius Y. Nataralu i-ojo
eksperimento rezultata Y; apraSyti Puasono skirstiniu su parametru \;, kuris priklauso nuo
kovarianciy vektoriaus @;, apibtidinan¢io maitinamosios terpés sudétj, oro temperatiira, drég-
numg ir kt. Sio pavyzdzio imciai (Y1, 1), ..., (Yn,®n) analizuoti taikytina puasoniné regre-
sija.

5.2.2. Gama regresija

Atsitiktinio dydzio Y ~ G(8,7n), turin¢io gama skirstinj su neZinomu parametru
0 > 0 ir zinomu n > 0, skirstinys priklauso kanoninio pavidalo vienparametriy
ekponentinio tipo skirstiniy Seimai. Tankis (Lebego mato atzvilgiu) yra

T rtev0 — p(y)T@0-B0)

F010) = £

y" !
I'(n)
Tarkime, kad imties Y = (Y1, ...,Y,,)? su nepriklausomomis koordinatémis
narys Y; turi gama skirstinj G(6;,7;), kai §; > 0 — neZinomi parametrai, o 7; > 0
zinomi. Tikétinumo funkcija

L1, ..., 0) = [[(n(¥7))e2=:(TOD0=B00), (5.2.4)
=1
mel

Tai prisotintas modelis, kai nezinomy 61, ..., §,, parametry skaicius lygus imties
didumui n.

Jeigu kartu su Y; gaunama kovarianciy vektoriaus @ = (xo, 1, ..., Tm ), To = 1
reikdmé x; = (7o, Z14, ..., Trmi) | , tai parametry skaic¢ius sumazinamas iki m-+1 <
n imant tiesinius darinius ﬁTa:i = Boxoi+---+Pmxmi. Parinkti kanonine jungties
funkcija, kai 6; kei¢iamas tiesiniu dariniu B, negalima, nes In 6; neapibréztas,
kai 87 x; < 0. Kadangi vidurkis EY; = #; /0; > 0, tai naujus parametrus galima
jitraukti keic¢iant 1/6; neneigiamu reiskiniu B Ti Tada gauname

— T
pi =g (BTw) = —mie? T,

T N
9(ps) =W(—pi/n;), 0 = e P T,

Lygtiy sistema (5.1.9) parametro B = (8o, 81, ..., Bm)? DT jvertiniui rasti
turi tokj pavidala:

= (~2u[T(YV)e P ® 4 p]) =0, j=0,1,..,m. (5.2.5)

i=1
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Figerio informaciné matrica (5.1.10) yra
1(8) = X"WX,

kai diagonalioji matrica W nuo parametro (3 nepriklauso. Jos diagonaliniai
elementai yra 7y, ..., 7.

Tikrinant hipoteze Hi,  , : 81 = ... = B = 0 tikétinumy santykio kriteri-
jumi (5.1.16), parametro 6 jvertinys modelyje su vienu parametru yra

5.2.2 pavyzdys. Keltas kelia per upe, kai ant jo uzvaziuoja 5 automobiliai. Tarkime, kad
automobiliy srautas yra puasoninis ir, kol sukomplektuojamas i-asis reisas, srauto intensyvu-
mas 0; yra pastovus. Tada laikas Y; nuo (i — 1)-ojo iki i-0jo kelto i§vykimo turi gama skirstinj
G(0;,5) su parametrais 6; > 0 ir n; = 5. Tiriant Y skirstinio priklausomybe nuo kovariantiy:
paros laikas, savaités diena, kalendorinis laikas, oro salygos ir kt., taikytina gama regresija.

5.2.1 pastaba. Jeigu 7); yra sveikasis skai¢ius, tai Y; ~ G(6;,7;) (Erlango
skirstinys) yra suma Y; = Y;; + ... + Yj,,, vienodai pasiskirs¢iusiy n.a.d. Y;; ~
£(0;), turinciy eksponentinj skirstinj su parametru ;. Todél §iuo atveju gama re-
gresija faktiSkai yra eksponentinio skirstinio regresija remiantis imtimi (Y;;, x;),
j=1,..,n,1=1,..,n, kai imties didumas N = n; + ... + n,. Kovariantés
reik§meé x; kartojasi 7; karty. Nesunku patikrinti, kad parametrams Sy, ..., Bm
vertinti pakanka zinoti sumas Yi,...,Y,,.

5.2.3. Neigiamoji binominé regresija
Atsitiktinio dydzio Y ~ B~ (k,p) su nezinomu parametru 0 < p < 1 ir Zinomu

parametru k skirstinys nusakomas tikimybémis

_ _ F(k +m) m, k __ F(k +m) mIn(l—p)+klin _

Reparametrizavus, t.y. imant 6 = In(1 — p), matoma, kad neigiamasis bino-
minis skirstinys priklauso kanoninio pavidalo vienparametriy ekponentinio tipo
skirstiniy Seimai. Tankis (skai¢iuojanc¢iojo mato atzvilgiu) yra

F(yl6) = h(y)e PO, y=0,1,2,..,

'k +y)
) = )
L'(k)y!
Imties Y = (Y7, ..., Y,,)? su nepriklausomomis koordinatémis, kai Y; ~ B~ (k;,
p;), 0 < p; < 1 — neZinomi parametrai, o k; > 0 Zinomi, tikétinumo funkcija

B(#) = —kIn(1 —¢%), 6 =1In(1 —p).

L(py,.spn) = [ [ B(Y3)eXiV0 =B g, = In(1—p;),  B(6;) = ki In(1—e).
=1

(5.2.6)
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Tai prisotintas modelis, kai nezinomy parametry 61, ...,0, skai¢ius lygus
imties didumui n.

Jeigu kartu su Y; gaunama kovarianciy vektoriaus @ = (zo, 1, ..., Tm), To = 1
reikdmé x; = (7o, T14, .., Tmi) . , tai parametry skaicius sumaZinamas iki m-+1 <
n imant tiesinius darinius BT z; = Boxoi + ... + BmTmi. Parinkti kanonine
jungties funkcija, kai 6; keic¢iamas tiesiniu dariniu 87 «;, negalima, nes In(1—e%)
neapibréztas, kai 87 x; > 1. Kadangi vidurkis
ke ki(1—pi)

E01}/1:B(97,): 1 — ebs = i >O>
%

tai naujus parametrus galima jvesti kei¢iant (1 — p;)/p; neneigiamu reigkiniu
eB"®i Tada gauname

T
pi=g (B ai) = ke T,

g(pi) = In(pi/ki), 0;=1In

Lyg¢iy sistema (5.1.9) parametro 3 = (B0, 81, ..., Bm)? DT jvertiniui rasti
turi tokj pavidala:

n Y k‘ ela x, '
Zx]l 1+ eﬁw = 07 J = 0) 17 sy T (527)

Figerio informaciné matrica (5.1.10) yra
1(B) =X"W(B)X,

kai diagonaliosios matricos W(3) diagonaliniai elementai yra

eBTIL',v
k’im, 221,2,...771.
Tikrinant hipoteze Hy,  n, : 81 = ... = B = 0 tikétinumy santykio kriteri-

jumi (5.1.16), parametro 6 jvertinys modelyje su vienu parametru yra

n

é:i ki) Y Yi=Fk/Y.

i=1

5.2.3 pavyzdys. Atliekant iStisine produkcijos kontrole nuo konvejerio juostos imamas
kiekvienas [l-asis gaminys ir nustatoma, ar jis geras ar defektinis. Ciklas uzbaigiamas, kai
bus surasta k defektiniy gaminiy. AtsiZzvelgiant | gery gaminiy skai¢iy Y i§ patikrintyjy pri-
imami tam tikri sprendimai. Pavyzdziui, sprendimas tikrinti ir reguliuoti technologinj procesa
(Y igijo maZza reikdme), arba silpninti kontrole padidinant ! (Y jgijo didele reiksme). Jeigu
tarsime, kad i-ojo ciklo metu defektinio gaminio pasirodymo tikimybé p; yra pastovi ir defek-
tiniai gaminiai pasirodo nepriklausomai vienas nuo kito (Bernulio eksperimenty schema), tai

i-0jo ciklo metu rasty gery gaminiy skai¢ius Y; turi neigiamajj binominj skirstinj B~ (k, p;).
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Jeigu reikia iStirti Y skirstinio priklausomybe nuo kovarianéiy vektoriaus @ (tecnologinio pro-
ceso charakteristikos, Zaliavy parametrai ir kt.), tai imties (Y1, 1), ..., (Yn, ®n) analize reikéty
atlikti naudojant neigiamaja binomine regresija.

5.2.2 pastaba. Jeigu k; yra sveikasis skaiius, tai Y; ~ B~ (k;,p;) (Paskalio
skirstinys) yra suma Y; = Y;; + ... + Y}, vienodai pasiskirs¢iusiy n.a.d. Yj; ~
B~ (1, p;). Atsitiktinis dydis Z;; = Y;;+1 turi geometrinj skirstinj su parametru
p;- Todél siuo atveju neigiamojo skirstinio regresija faktiskai yra geometrinio
skirstinio regresija remiantis imtimi (Y;;, «;),j = 1,..., ki, = 1,...,n, kai imties
didumas N = k;+...+k,. Kovariantés x reik§mé x; kartojasi k; karty. Nesunku
patikrinti, kad parametrams fy, ..., B, vertinti pakanka Zinoti sumas Y7, ...,Y,.

5.2.4. Binominé regresija

Atsitiktinio dydzio Y ~ B(k,p) su neZzinomu parametru 0 < p < 1 ir Zinomu
Bernulio eksperimenty skai¢iumi k skirstinys nusakomas tikimybémis

P{Y =m|p} = Cpm(1—-p)F—™ = C,’C”emln(p/(lfp)Hk1“(1*’7), m=0,1,2,..., k.

Reparametrizavus, t.y. imant 6 = In(p/(1 — p)), matome, kad binomi-
nis skirstinys priklauso kanoninio pavidalo vienparametriy ekponentinio tipo
skirstiniy Seimai. Tankis (skai¢iuojanc¢iojo mato atzvilgiu) yra

f(yl0) = h(y)e??= B0y =0,1,2,..,k,

hy)=CY, B(6) = —kin(l+¢"), 6=In- P .

Kadangi Y ~ B(k,p) yra suma Y = Z7 + ... + Z vienodai pasiskirs¢iusiy
n.a.d. Z; ~ B(1,p;), turin¢iy Bernulio skirstinius, tai, sudarant modelj, gali-
ma apsiriboti Bernulio skirstiniais. Siy skirstiniy regresijos modelis vadinamas
logistine regresija. Dél §io modelio aktualumo ir dazno taikymo praktikoje, jis
detaliai aptariamas tolesniame skyrelyje. Pla¢iau apie logistine regresija zr. [§],

[9].

5.3. Logistiné regresija

5.3.1. Logistinés regresijos modelis

Tarkime, kad atsitiktinio jvykio A tikimybé gali priklausyti nuo nepriklauso-
my kintamyjy (kovarianéiy) 1, ..., ,,. Pavyzdziui, tikimybé gimti neisnesiotam
kudikiui gali priklausyti nuo motinos svorio, ligy, rukymo ir kt.

Apibrézkime atsitiktinj dydj Y, kuris jgyja reik§me 1, kai jvykis A jvyksta ir
igyja reiksme 0, kai jvykis A nejvyksta. Taigi galime sakyti, kad eksperimento
metu stebimos a.d. Y reik§més. Pazymékime & = (xq, 1, ..., )’ kovarianéiy
vektoriy, papildyta koordinate zg = 1. Remiantis kovarianciy vektoriumi x
reikia prognozuoti a.d. Y, jgyjantj tik dvi reik§mes O ir 1.



5.3. Logistiné regresija 205

Remiantis 3.1 skyreliu, optimali prognozé yra a.d. Y regresija vektoriaus x
atzvilgiu, t.y. Y salyginis vidurkis, kai & fiksuotas:

m(x) = E(Y|z) =P{Y = 1|z} = P{A|z}.
Tiesinéje regresijoje salyginis vidurkis E(Y|x) apraSomas tiesine x funkcija

p(x), priklausandia nuo nezinomo parametro 3:

w(x) =B x = o+ ia1 + ... + BinTim.

Nagrinéjamu atveju su bet kuria kovariantés x reikSme salyginio vidurkio
E(Y|x) reiksmé priklauso intervalui [0, 1]. Todél modelis

m(x) = Bo + Biz1 + ... + B (5.3.1)

turi trikumy: jverting parametrus 8 = (B, ..., Bm), galime gauti 7(x) jverti,
nepriklausantj intervalui [0, 1].
Sis truikumas paSalinamas, nagrinéjant kitokj modelj.

Logistinés regresijos modelis:
()

1—n(x)

Funkcijos logit(x) apibrézimo sritis yra R, taciau su bet kuriais 8 ir  funkcija
m(x) igyja reikSmes i§ intervalo (0, 1). Kai p(x) — oo, tai m(x) — 1, o kai
pu(x) — —oo, tai () — 0. I8 modelio isplaukia, kad jvykio A salyginé tikimybe
zinant x apibréziama formule

logit(x) = 1n = Bo+ B121 + oo + B = Bl = (). (5.3.2)

ePotpBizit.. +BmTm eﬁTm

T)=1 T ePotBioittBmim 14+ BT’

(5.3.3)
o priesingo jvykio A tikimybé Zinant x yra

1

5.3.2. Regresiniy parametry interpretavimas
Sudarykime santykj

_Plle) c@) g
P{Alz} 1—mn(z) ’

v(z)

kurj vadiname jvykio {Y = 1} galimybés santykiu arba Sansu, kai X = =.
Sansas rodo, kiek karty didesné tikimybé jvykti jvykiui A, palyginti su prieSingo
jvykio A pasirodymo tikimybe, kai kovarianciy vektorius X jgijo reik§me .
Pavyzdziui, jeigu v(x) = 4, tai reiskia, kad ivykio A pasirodymo tikimybeés ir
jvykio A pasirodymo tikimybés santykis yra 4:1, t.y. m(x) = 0,8 (biitent Sia
prasme savoka ,8ansas” vartoja lazyby tarpininkai).
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Imkime dvi skirtingas kovariantés X reikimes (! ir (®) ir sudarykime
Sansy santykj

2@®) _ w@®)/(1 = @) _ grae_grgm

(W) w(@®)/(1 - w(x) ’

kuris parodo, kiek karty pasikeicia jvykio A Sansas, kai kovariaciy vektorius X
pakinta nuo () iki (?). Regresiniy parametry interpretacija tiesiogiai susijusi
su Sansy santykiu.

Tarkime, kad j-oji kovarianté yra tolydzioji. Imkime du kovarianc¢iy vek-
torius M) ir 2(®, kuriy visos koordinatés, isskyrus j-aja, yra vienodos, o
m§2) = xél) + 1.

Pagal (5.1.2) formule

n(x®)/(1 - m(z?)
m(@M)/(1 = m(zW)

. 2 .
_ elagzt(:rl ..... x;.> ..... T )—logit(zy,..., T Ton) _ B’Bj. (534)

Taigi parametras e’ parodo, kiek karty pasikeicia juykio A Sansas, kai j-oji
kovarianté padidéja vienetu, kitoms kovariantéms nepakitus; parametras € yra
Sansy santykis.

Jei j-oji kovarianté nominali, tai, norint, kad modelio parametrai turéty
prasme, 8i kovarianteé koduojama lygiai taip pat kaip tiesinés regresijos atveju.

Tarkime, kad j-oji kovarianté nominali (pavyzdziui, ligos stadija, lytis) ir
igyja k skirtingy reikdmiy. Tada vietoje 5;x; (5.1.2) modelyje imamas narys

T
Bjz; = Bz + Bjzxje + -+ Bjk-1%jk-1;

¢ia
T = (xj17"'7xj,k—1)T7 /8: (ﬁjla"'aﬁj,k‘—l)Tv
S 1, jeix; jgyja l-aja reiksme (I =2,...,k);
71 0, kitais atvejais,
Taigi pirmaja kovariantés reiksme atitinka vektoriaus x; = (2j1,...,%;5-1)7
reiksmeé (0,0,...,0)T, o (I + 1)-aja reiksme (I = 1,...,k — 1) atitinka §io vekto-
riaus reikmé (0,...,1,...0)T, &a vienetas yra l-oje pozicijoje.

Gauname modelj:
k—1
i=1
Tuo atveju j-aja kovariante atitinkantis narys jgyja tokias reikSmes:

3T, — Bji, jei j-oji kovarianté jgyja (I + 1)-aja reikSme (I=1,...,k — 1);
7Tl 0, jei j-oji kovarianté jgyja nuline reikime.

Jei, pavyzdziui, z; yra ligos stadija, jgyjanti 4 reikdmes, o jvykis A yra isgy-
venimas praéjus metams po operacijos, tai modelyje (5.1.2) imti narj §;2; su
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x;, igyjanciu reikSmes 1, 2, 3 ir 4, biity neteisinga, nes toks modelis reikstuy,
kad jau i8 karto darome prielaida, kad antros ir pirmos stadiju pacienty is-
gyvenimo Sansy santykis lygus trecios ir antros stadijos pacienty bei ketvirtos ir
trecios stadijos pacienty i§gyvenimo Sansy santykiui. Regresinés analizés tikslas
yra butent nustatyti, kaip priklauso iSgyvenimo Sansas nuo ligos stadijos. Siuo
atveju vietoje nario 8;x; imamas narys 31,1 + Bj2%j2 + B43%;3, Tj1, Tj2 ir T;3
igyja reikSme 1 atitinkamai antros, trecios ir ketvirtos stadijos pacientams.
Panagrinékime koeficienty ir modelio interpretacija po kodavimo. Imkime
du kovariané¢iy vektorius ") ir £(+1) kuriems visos kovariantés, isskyrus j-
aja nominalig kovariante, yra vienodos, o j-osios kovariantés reik§mé pirmajam
vektoriui yra pirmoji, o antrajam (I + 1)-oji. I§ (5.2.2) formulés isplaukia, kad

(@) /(1 = m (D)

— ; (I4+1)y _ : 1)y — B
@) (1= (@D Levitl@ ) —legit(@ ™) = ™. (5.36)

Taigi parametras €' parodo objekty, kuriy j-oji kovarianté jgyja l-gjg reiksme,
bei objekty, kuriy j-oji kovarianté jgyja nuline reik§me, Sansy santyki kitoms
kovariantéms nepakitus. PavyzdZziui, jei x; yra ligos stadija, jigyjanti 4 reikSmes,
tai B;1 parodo antros ir pirmos stadijiy pacienty iSgyvenimo Sansy santykj, o §;2
trecios ir pirmos stadijy pacienty i§gyvenimo Sansy santykj.

Jei tas pats kovariantés x; reik§més pokytis rodo skirtingg Sansy santykj,
kai yra jvairios fiksuotos kity kovarianc¢iy reikSmés, turime x; ir 8iy kovarianciy
saveika. Tada (5.1.2) modelis modifikuojamas. PavyzdZziui, kai yra dvi tolydzio-
sios kovariantés (m = 2), naudojamas modelis

logit(x) = Bo + fra1 + Baxa + f3r122, (5.3.7)

kai yra trys kovariantés:

logit(x) = Bo + fra1 + Boxa + P33 + Bax1w2 + Psx123 + Peroxs + Broizaws.
(5.3.8)
Kai m = 2 gauname

7T(.ZE1 + la 172)/(1 B 77(1‘1 + 17562) _ elogit(w1+1,12)flogit(x1,Iz) — eﬁ1+53r2_
7T({L‘1, (EQ)/(]. — 7T({L‘1, xg))

(5.3.9)
Taigi Sansy santykis, padidéjus pirmajai kovariantei vienetu, priklauso nuo antro-
sios kovariantés reik§mes xy ir lygus ef1+/sez2,
Jei x; yra tolydzioji kovarianté, o z2 yra nominali kovariante, jgyjanti ke-
turias reikSmes, tai naudojamas modelis

logit(x) = o+ L1214 P21221+B22x22+ P33+ B12101 021+ F122X1 22+ F123%1T23.
Tada
logit(z1+1, xo1, Ta2, Ta3)—logit(x1, Ta1, Taz, T23) = F1+P121221+F122T 22+ F123T23.

Taigi S8ansy santykis, padidéjus pirmajai kovariantei vienetu, priklauso nuo antro-
sios kovariantés reikdmés o ir lygus eft, efrtfizi efithize jp ofithizs i
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atitinkamai yra pirmoji, antroji, trecioji ir ketvirtoji nominalios kovariantés
reikSme.

Ir atvirksciai, jei pirmoji kovarianté fiksuota, o antroji pakei¢ia nuline reik3me
pirmaja, tai

lOgit(.Tl, 1a 0) 0) - logit(‘xh Oa 07 0) = 621 + 612111‘1-

Taigi Sansy santykis e#21 512171 priklauso nuo pirmosios kovariantés reiksmiy.

Jei, pavyzdziui, x; yra paciento amzius, xo — ligos stadija, jgyjanti 4 reikSmes,
o jvykis A — iSgyvenimas praéjus metams po operacijos, tai naudotume (5.2.5)
modelj, jei pereinant nuo vienos prie kitos stadijos Sansy santykis priklausyty
nuo pacienty amziaus, pavyzdziui, penkiadeSimtmeciy ir septyniasdeSimtmeciy
bei trecios ir pirmos stadijy ligoniy Sansy santykis gali biiti skirtingas.

5.3.3. Regresiniy parametry vertinimas

Tarkime, kad neZinomam regresijos parametrui 3 (kartu tikimybei 7(x) ) ver-
tinti atliekama n nepriklausomy eksperimenty; i-asis eksperimentas atlickamas,
kai kovariantés @ reikime () = (250, ..., Tim)?, zio =1,i=1,...,n.

Kiekvieno eksperimento metu stebimas atsitiktinis dydis

v 1, jeii-ojo eksperimento metu jvyksta A;
*7 1 0, prieSingu atveju.

Taigi turime imtj
(Y1, W), .., (Y, ™), (5.3.10)

kuri néra paprastoji, nes a.v. (V;, ()7 néra vienodai pasiskirste. Atsitiktiniai
dydziai Y; turi salyginius Bernulio skirstinius:

(Vi) ~ B(L,n(@)), i=1,..,n.

Tikétinumo funkcija yra
L(B) = [[Im(@)) [1 — m(z)]' 7, (5.3.11)
jos logaritmas

t(B) = Z[Yi In7(z®) + (1 -Y;)In(1 — n(xD))]

i=1

- w(x® ,
= Z[Y In 1_(7@2)) +1In (1 —7w(z®)))

n
= Zsz(ﬁO + Brxi + ...+ ﬁmxim) —In (1 4 eﬁ0+ﬁlzil+»--+ﬁm,zim)]’
=1
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o informandiy vektoriaus £(8) = (£o(8),41(8), ..., lm(B))T koordinates

éj(ﬂ)— &BJ Z i —n(@®)], j=0,..,m.

Didziausiojo tikétinumo jvertinys 3 tenkina lygéiy sistema

Suradus jvertinj B, galima jvertinti jvykio A salygine tikimybe 7(z), Sansy
santykius e’

ar kitas parametro 3 funkcijas.

5.3.1 pavyzdys. Atliktas skausma maZinanciy vaisty poveikio pagyvenusiems Zmonéms,
besiskundZziantiems neuralgija, tyrimas(Zr. [13]). Priklausomas kintamasis Y: skundési pa-
cientas skausmais po gydymo kurso (Y = 0) ar nesiskundé (Y = 1); kovarianté X; — gydymo
tipas (A, B arba placebas P); kovarianté X9 — paciento lytis; kovarianté X3 — paciento amzius;
kovarianté X4 — laikas, kurj pacientas jauté skausmus iki gydymo kurso pradzios. Duomenys
pateikti 5.3.1 lenteléje.

5.3.1 lentelé. Statistiniai duomenys

7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15
Y; 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0
X4 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0
X12i 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0
Xo1; 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0
X3 68 74 67 66 67 77 71 72 76 71 63 69 66 62 64
X 1 16 30 26 28 16 12 50 9 17 27 18 12 42 1
7 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Y 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1
X114 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
X12i 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1
Xo1; 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0

X3 59 64 70 69 78 8 69 75 T7r 79 70 69 65 70 67

X 29 30 28 1 1 1 42 30 29 20 12 12 14 1 23
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X3 65 60 78 75 67 72 70 75 65 68 68 67 70 65 67

X 29 26 15 21 11 27 13 6 7 27 11 17 22 15 1

7 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

Y; 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
X114 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1
X12i 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0
Xo1; 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1

X3 64 74 72 70 66 76 78 77T 69 66 67 72 74 80 69

X 17 4 25 1 19 25 12 1 24 4 10 11 1 21 3
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Kadangi kovarianté X; yra nominali ir jgyja tris reikSmes, tai ji lenteléje koduota remiantis
5.2 skyreliu (placebas — (0, 0), metodas A — (1, 0), metodas B — (0, 1)); kovarianté X taip
pat nominali, jgyja dvi reik§mes, todél ji taip pat koduota (moteris — 1, vyras — 0).
Remdamiesi logistinés regresijos modeliu (5.1.2)

logit(X) = Bo + B11X11 + L12X12 + P21 Xo1 + B3X3 + LaXa = nu(X)

pagal 5.2.1 lentelés duomenis jvertinsime nezinomus parametrus Bo, 811, f12, 821, 583, Ba. Lver-
¢iams rasti naudosime SAS programy paketa. Detaliau apie SAS procediros LOGISTIC
galimybes zr. [11], p. 347. Knygoje minétos procediiros galimybés iliustruojamos batent siuo
pavyzdZziu. Lenteléje 5.3.2 pateikta dalis LOGISTIC proceduros skai¢iavimo rezultaty.

5.3.2 lentelé. Parametry jverciai

Parametras Tvertis Paklaida | x?2 statistika | P-reiksmé | Sansy santykis
Bo 15,5744 | 6,5912 5,5828 0,0181
B11 3,1817 1,0161 9,8049 0,0017 24,087
B12 3,7085 1,1407 10,5700 0,0011 40,794
B21 1,8322 0,7963 5,2946 0,0214 6,248
B3 -0,2621 0,0970 7,2977 0,0069 0,769
B 0,00586 | 0,0330 0,0315 0,8591 1,006

Parametry jverciai pateikti antrajame stulpelyje. Paskutiniame stulpelyje pateikti §ansy
santykio jverciai. Siuos ivercius galima interpretuoti taip: didéjant amziui Sansas nesiskysti
skausmais po gydymo mazéja (Sansy santykio jvertis 0,769); o pereinant nuo placebo prie
gydymo biido B Sansas nesiskysti skausmais gerokai padidéja (Sansy santykio jvertis 40,794)
ir pan.

Tarkime, reikia jvertinti jvykio {Y = 1} tikimybe m(x), kai kovarianciy vektorius X jgijo
reikime & = (1;(1, 0);1;70;5)7, t.y. taikytas gydymo biidas A 70 mety moteriai, kuri
skundési skausmais 5 metus iki gydymo pradzios. Naudodamiesi 5.3.2 lentele gauname

() = B @ = 15,5744 + 3,1817 x 1+ 1,8322 x 1 — 0,2621 x 70 + 0,00586 x 5 = 2, 2706.

#(x) = A ®) /(1 + A ®)) = 0,9064.

5.3.4. Regresiniy parametry jvertiniy savybés

Ieskokime FiSerio informacinés matricos

0%InL
1(8) = [Lis(@)ims1yxmin D1s(8) = —F (85%@) |

Naudojant logistinés regresijos modelj i§vestiné

92 n L(B)

LD S @)1~ 7(@) (L =0,
s i=1

néra atsitiktine, taigi

I(8) = X"V(B)X;

T10 e T1m

Tno - T;pm
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m(xMW)(1 —r(z™)) .. 0
V(B) = 0 0
0 e w(@™)(1 - 7(2™))

Remiantis DT jvertiniy savybémis (zr. 1 dalis, 3.5.15 pavyzdys), galima tvir-
tinti, kad kai n dideli, gana bendromis salygomis jvertinio 8 skirstinys gali buti
aproksimuotas normaliuoju:

V(B —8) "5 U ~ Npia(0,i7(8)), (5.3.12)
Cia

i(8) = lm ~I1(8).

n—o00 N,

Tariama, kad §i riba egzistuoja, o matricos #(3) rangas lygus m + 1. Matricos
i~ (B) elementus zymésime o,(3).

Jei € = (g, ..., z,,)T fiksuotas kovarian¢iy vektorius, tai pagal delta metoda
ivertinio 7 (x) skirstinys taip pat aproksimuojamas normaliuoju:

Vi(i(@) — m(x) 25 U ~ N0, 0% g)); (5.3.13)
¢ia
o2 <67r(w)>T (g) (%(@)T _ izm: 877(:1:)0_ 9 or(x)
#(T) 616 1x (m+1) 3ﬁ (m+1)x1 — = aﬁl ls 855

Dispersijos U?T(m) pagristas jvertinys

62y = 72 (x)(1 - #(z))’2z" i (B)z. (5.3.15)

5.4.1 pavyzdys (5.3.1 pavyzdZio tesinys). 5.3.1 pratimo salygomis rasime Figerio informa-
cinés matricos i(8) = I(B)/n atvirkstinés i~1(8) jvertj i~1(8) = [015(8)]6xs. Naudodami
§ia matrica rasime regresijos parametry, Sansy santykiy ir tikimybés 7(a) jvertiniy dispersijy
jver¢ius.
Naudodamiesi 5.3.1 pavyzdyje surastais regresijos parametry jveréiais gauname
43,4483 2,0018 3,8851 0,3464 —0,6322 —0,0521
R 2,0018 1,0325 0,7278 0,3245 —0,0386 0,0009
i71(B) 3,8851 0,7278 1,3012 0,3261 —0,0658 —0,0028
n 0, 3464 0, 3245 0, 3261 0,6340 —0,0123 0,0019
—0,6322 —0,038 —0,0658 —0,0123  0,0094  0,0005
—0,0521 0,0009 —0,0028 0,0019 0,0005 0,0011

Uls(:é)

n
L 6x6

Tegu 3; yra kuris nors regresijos parametras. Tada jvertinio Bj dispersijos pagristas jver-
tinys yra gautos matricos diagonalinis elementas

V(B;) = 0;;(B)/n.
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Atliekant skai¢iavimus SAS procediira LOGISTIC S§ie jvertiniai pateikiami automatiskai. Pa-
gal 5.3.1 pratimo duomenis 5.3.2 lentelés tre¢iajame stulpelyje ,Paklaidos® yra pateikti kvad-

ratiniy nuokrypiy jverciai, t.y. 1/0;; (B)/n.

Remiantis delta metodu, Sansy santykio P

” jvertinio ePi pagristas dispersijos jvertinys yra
V(ePi) = 25V (3)) = i 5(B) /n.

Tikimybés w(x) jvertinio 7 () dispersijos pagristas jvertinys randamas pagal (5.4.4) for-
mule. Pavyzdziui, imdami 5.3.1 pavyzdzio kovarianéiy vektoriy, gauname tokia dispersijos
jvertinio realizacija

62y = 7 (@) (1 — #(x))*=" i~ (B)z = 0,3067.

T

5.3.5. Tikétinumy santykiai ir determinacijos koeficientas

Aptarsime, kokios logistinés regresijos savokos yra determinacijos koeficiento
R?, kvadraty sumy (pilnosios SSr, liekamyjy paklaidy SSg ir regresijos SSg)
savoky, nagrinéty skyrelyje 3.3.8, ekvivalentai?

Pazymeékime

. | Bz

Y = 7%(1'(1)) =T
1 +e,6 (i)
stebétos reiksmeés Y; prognoze.

Tiesinéje regresijoje atveju prognozuojamos reik§meés buvo apibréztos for-
mule V; = ,@Ta:(i). Prognozé gera, jei stebétos reikSmés Y; ir prognozuo-
jamos reikSmes Y; artimos; Y; ir Y; artuma apibudina likutiné kvadraty suma
SSp = S)(V; — Y;)2. Kai paklaidy skirstinys normalusis, SSg/o? turi chi
kvadrato skirstinj su n — m — 1 laisvés laipsniy.

Logistinéje regresijoje nagrinékime tris vieng j kita jdétus modelius.

1) Placiausias modelis gaunamas, kai funkcija 7(x) neZinoma ir norima
jvertinti tikimybes

P{Y; = 1|29} = 7(z?) = p;.

Vertinama n nezinomy parametry pi,...,p,. Jlurime prisotintg modelj, nes
parametry skai¢ius sutampa su imties didumu n.
Tikétinumo funkcija

n
Lo(p) = Lo(p1,-pn) = [ [ P (1 = p)* ™"
=1

maksimizuojama taske p = (p1, ..., Py ); ¢ia p; = Y;.

Jei Y; = 1, tai tikétinumo funkcijos i-asis daugiklis yra p;, taigi i-asis
Lo(p1, ..., pn) daugiklis yra p; = Y; = 1; jel ¥; = 0, tai tikétinumo funkcijos i-asis
daugiklis yra 1 — p;, taigi i-asis Lo(p1, ..., Pn) daugiklis yra 1 —p, =1-Y; = 1.
Gavome, kad tikétinumo funkcijos maksimumas

Lo(p) = 1.
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2) Nagrinékime (siauresnj) logistinés regresijos modelj (5.1.2), kai yra
m + 1 < n nezinomy parametry Sy, ..., B,. DidZziausiojo tikétinumo funkcija

L) = [[n(=?)¥ (1 — m(x)) Y

maksimizuojama taske 3 ir jos maksimumas yra

L) = [[7(1-¥%)' < Lo(h).

3) Dar siauresnis modelis gaunamas, kai apskritai néra regresijos. Siuo atveju

} B0
Bi=..=Bm=0 ir 7w(x®)= Toeh =7 const.
Turime vieng nezinomga parametra .
Tikétinumo funkcija
n
Li(m) = Hﬂ'y"(l —m)lY
i=1

maksimizuojama taske # =Y = L1 3 y; ir

L) = [[V" 0= 7)"7 < 1(B) < Lo().

Nagrinékime viena j kita idéty modeliy tikétinumy santykius. Imkime pirmajj
ir antraji modelius, turin¢ius n ir m + 1 neZinomy parametry. Jei n didelis ir
galioja logistinés regresijos modelis, tai (zr. I d. 4.5.4 skyrelj) a.d.

L(B3)
Lo(p)

skirstinys aproksimuojamas chi kvadrato skirstiniu su n —m — 1 laisvés laipsniy.
Dpg yra kvadraty sumos SSg, nagrinéjamos tiesinéje regresijoje, analogas lo-
gistinéje regresijoje. Jo skirstinys aproksimuojamas tuo paciu désniu, kaip ir
kvadraty suma SSEg.

Imame pirmajj ir treciajj modelius, turin¢ius n ir 1 nezinomus parametrus.
Atsitiktinio dydzio

Dg=-2In = —2InL(B3)

~
>

Dy =—2In L1 = —2In L (%)

désnis artimas chi kvadrato désniui su n — 1 laisvés laipsniy, jei teisingas trecias
modelis (t.y. néra regresijos: 1 = ... = 8, = 0) ir kai n didelis.
Taigi kvadraty sumos SS7 ekvivalentas logistinéje regresijoje yra Dyp.
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Imame antrajj ir treciajj modelius, turin¢ius m+1 ir 1 nezinomus parametrus.
Atsitiktinio dydzio
I (7
D= 21 (0

L(B)
skirstinys artimas chi kvadrato skirstiniui su m laisvés laipsniy, jei f; = ... =
Bm = 0 ir n didelis.
Atsitiktinis dydis Dg yra kvadraty sumos SSg ekvivalentas.
Reikia pazymeéti, kad teisinga lygybé

Dy = Dp + Dg. (5.3.16)

Determinacijos koeficientu vadinamas a. d.
RP=1-"2==2"=. (5.3.17)

Jei regresinis modelis prognozuoja idealiai, t.y. Y; = Y;, tai Dg = 0 ir
R? = 1. I tikryjy, kai V; = 0, tai L(3) iSraiskoje i-asis daugiklis yra 1 — Y;
o kai Y; = 1, tai Sioje iSraiskoje i-asis daugiklis yra Y;. Taigi, kai Y; = Y;, tai
L(B) israiskoje visi daugikliai lygis 1 ir todél Dy = —21In L(3) = 0.

Jei prognozé vienoda su visais i: Y, = Y, tai logistinés regresijos modelis
prognozei netinkamas. Tuo atveju L(3) = Ly (#), todél Dg = 0 ir R2 = 0.

Taigi analogiskai kaip ir tiesinéje regresijoje, determinacijos koeficientas yra
prognozés kokybés matas.

5.5.1 pastaba. SAS priocedira LOGISTIC apskaiciuoja kitaip apibréZzto de-
terminacijos koeficiento

R? = [1— (L(7)/L(8))*")/1L = (L(7))*/"]

reiksme. Sis koeficientas taip pat lygus 1, kai prognozé tiksli (L(ﬁ) =1), ir
lygus 0, kai ¥; = ¥ (L(B) = L(7)).

5.3.6. Regresijos parametry lygybés nuliui
hipoteziy tikrinimas

Nagrinékime hipoteze
Ho:ﬂlz...:ﬁm:O.

Si hipotezé reiskia, kad regresijos néra ir Zinant @ tikimybés m(z) prognozé
nepageréja. Hipotezé Hy gali buti uZraSyta ekvivalen¢ia forma Hy : w(x) = 7 =
const.

Kai teisinga hipotezé Hy, a.d. Dpg skirstinys aproksimuojamas chi kvadrato
skirstiniu su m laisvés laipsniy. Hipotezé H, atmetama reik§mingumo lygmens
« kriterijumi, jei

Dr > x2(m).
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Nagrinékime hipoteze
Ho:ﬂjli...:ﬂjlio (1§]1<<]l§m,l<m)

PaZymékime D%m) ir Dg%mfl) statistiky Dg atitinkamai modeliui (5.1.2) su visais
Bos orvs B it be Bj,, ..., B, Kai Hy teisinga, atsitiktinio dydzio DY — D{"~%
skirstinys aproksimuojamae chi kvadrato skirstiniu su k = m — (m — k) laisvés
laipsniy (zr. I d. 4.5.4 skyrelj).

Hipotezé Hjy atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, jei
, —k
D = D™ > 2 k).

Sis kriterijus gali bati naudojamas kovarianéiy saveikos nebuvimo hipotezéms
tikrinti. Pavyzdziui, (5.2.5) modelyje §i hipotezé ekvivalenti hipotezei Hy : 84 =
Bs = Pg = Br = 0. Kriterijaus statistikos Dg) - Dg’) skirstinys aproksimuoja-
mas chi kvadrato désniu su k = 4 laisvés laipsniais.

Hipotezé

H;:p5;=0(=1,..,m)

taip pat gali bati tikrinama naudojant FiSerio informacinés matricos jvertinj.
Jei n yra didelis, tai a. d. \/H(BJ — ;) désnis aproksimuojamas normaliuoju
désniu ]\7(07 0jj (ﬁ))
Statistikos

B,
W, = va—i_
! ntj(ﬁ)

skirstinys aproksimuojamas N (0, 1) désniu, kai n didelis. Hipotezé Hy : §; =0
atmetama asimptotiniu reikimingumo lygmens « kriterijumi, jei |W;| > z, /2.

5.6.1 pavyzdys (5.3.1 pavyzdzio tesinys). 5.3.1 pratimo salygomis patikrinsime hipoteze
Hp : fp1 = ... = Bm = 0 dél a.d. Y prognozavimo remiantis kovarianc¢iy vektoriumi X
prasmingumo, taip pat atskiry regresijos parametry reik§mingumo hipotezes. ApskaiCiuosime
determinacijos koeficienty R? ir R?2 reiksmes.

Naudodamiesi 5.3.1 pavyzdyje gautu jver¢iu B, randame

n O

. Y; S
—In(L(B)) = — ;[Y I 73+ In(1 V)] = 24,3678,

T 4 o1
~In(L(%)) = =n[¥ In -—— +1In(1 = V)] = 40, 7516.

Tada statistikos Dp realizacija yra
Dgr = 2(In L(B) — In(L(%))) = 32,7675,

o asimptotiné P-reikimé pva = P{x% > 32,7675} = 4,2 -10~°. Hipotezé Hp atmetama su
aukstu reikdmingumo lygmeniu. Darome iSvada, kad kintamojo Y prognozavimas remiantis
kovarianciy vektoriumi X yra prasmingas.
_ Prognozés kokybés matai, t.y. determinacijos koeficientai, jgijo reikimes R? = 0,4020,
R? = 0,5664.

Tikrinsime gydymo, t.y. kovariantés X; reikSmingumo, hipoteze. Tuo tikslu reikia
patikrinti hipoteze Hi1,12 : f11 = P12 = 0. Be Dr = Dg}), papildomai apskai¢iuojame
Dpr, analoga D?{2 modelyje, kuriame praleista kovarianté X1, t.y. S11 = S12 = 0. Gauname
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statistikos DY, fD%_z realizacija 12,5310 ir asimptoting P-reikime pv, = P{x3 > 12,5310} =
0,0019. Darome i§vada, kad gydymas yra reik§minga kovarianté prognozuojant kintamajj Y.

Tegu B; yra kuris nors regresijos parametras. Parametro (; reikSmingumo hipoteze
Hj; : B; = 0 tikriname remdamiesi statistikos W; aproksimacija normaliuoju skirstiniu,
arba statistikos sz aproksimacija x? skirstiniu su vienu laisvés laipsniu. Tarkime, w72. yra

statistikos Wj2 realizacija. Tada hipotezé H; atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens

o kriterijumi, kai pva = P{x] > w?} < a. Atliekant analizg SAS programa LOGIS-
TIC automatiskai patikrinamos visy regresijos parametry lygybés nuliui, atskiry kovarianciy
reik§mingumo ir atskiry regresijos parametry reikSmingumo hipotezés. Pateikiamos statistiky
realizacijos ir joms atitinkanc¢ios asimptotinés P-reik§més. Pavyzdziui, 5.3.2 lentelés stulpe-
lyje ,,x? statistika® pateiktos realizacijos wj2., o prieSpaskutiniame stulpelyje Sias realizacijas
atitinkanc¢ios asimptotinés P-reik§més. Matome, kad visi parametrai statistiSkai reik§mingi,
i§skyrus parametra (4. Tai galima aiSkinti tuo, kad kovarianté X4 yra gana subjektyvi ir
maZai informatyvi (2r. kovariantés X4 realizacijy sklaida 5.3.1 lenteléje).

Tokioje situacijoje nattiralu kovariante X4 praleisti ir nagrinéti logistinés regresijos modelj
be 8ios kovariantés. Analizés rezultatai i§ esmés nesiskiria. Vietoje 5.3.2 lentelés gauname
tokia lentele

5.6.1 lentelé. Parametry jverciai

Parametras Ivertis Paklaida | x? statistika | P-reikmé | Sansy santykis
Bo 15,8669 6,4056 6,1357 0,0132
B11 3,1790 1,0135 9,8375 0,0017 24,022
B2 3,7284 1,1339 10,8006 0,0010 41,528
B21 1,8235 0,7920 5,3013 0,0213 6,194
B3 -0,2650 0,0959 7,6314 0,0057 0,767

Matome, kad Siame modelyje visi regresijos koeficientai statistigkai reik§mingai skiriasi
nuo nulio. Determinacijos koeficienty jverciai R? = 0, 4016, R? = 0, 5660. Fiderio atvirkstinés
matricos I~1(83) jvertis siame modelyje

41,0316  2,0248  3,7419  0,4158  —0,6095
i~1(B) 2,0248 1,0273  0,7228  0,3176  —0,0387 {% (B)}
=| 3,7419  0,7228 1,2857  0,3226  —0,0643 | = | =L
n 0,4158 0, 3176 0, 3226 0,6272 —0,0128 o 55

-0,6095 —0,0387 —0,0643 —0,0128 0,0092

5.3.7. Ivykio A tikimybés ir regresiniy parametry
pasikliovimo intervalai

Remiantis 5.4 skyrelyje pateiktomis aproksimacijomis, tiesinio regresijos koefi-
cienty darinio ¢’ 3 asimptotinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo
Q=1-2aqa,yra

(cT'B = za\/cTi  (B)e/n; T B+ zar/cTi  (B)e/n). (5.3.18)
Taigi funkcijos
lOgit.’B = ,LL(:B) = 50 + ﬁlxl + ...+ ﬂml'm = mTﬁa

kai kovarianciy vektorius X jgijo reikSme x, asimptotinis pasikliovimo intervalas
yra

(ule): ilx)) = (wTB aJaTi T By /n; 2B za\/xTz'*(B)m/n) |

(5.3.19)
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Tare, kad ¢ = (0, ...,0, 1,0, ...,0)T, kai 1 yra j-oje pozicijoje, gauname regre-
sijos parametro 3; asimptotinj pasikliovimo intervala

35 8) = (B = safou Bl by +safosB)in). (G320

Koeficienty §; ir S8ansy santykiy rySys suteikia galimybe sudaryti pasikliovi-
mo intervalus Sansy santykiams. Pasikliovimo intervaly réziai Sansy santykiams
(5.2.1), (5.2.3) ir (5.2.6) yra atitinkamai

exp{fB; & za\/0j;((B))/Vn},  exp{Bji %+ za\/01(B)/v/n}

exp{f1 + fsza £ 24 \/011(3) + 229013(8) + 23033(8) /Vn}.

Tikimybé P{Y = 1|z} = 7n(x) yra monotoniskai didéjanti u(x) funkcija.
Todél tikimybés pasikliovimo intervalas gaunamas tiesiai i§ intervalo (5.7.2):

el (®) efi(@)
(z(x); 7(x)) = ( ) . (5.3.21)

ir

11 et@ 11 ei@)

5.7.1 pavyzdys (5.8.1 pavyzdzio tesinys). 5.3.1 pavyzdzio salygomis rasime regresijos
parametry, Sansy santykiy ir tikimybés 7(x), kai X = x = (1;(1, 0);1;70)7, asimptotinius
pasikliovimo lygmens Q = 0,95 pasikliovimo intervalus (naudojame model] be kovariantés
X4).

Regresijos parametry ir §ansy santykiy pasikliovimo intervalai pateikti 5.7.1 lenteléje.

5.7.1 lentelé. Pasikliovimo intervalai

Parametras | Pasikliovimo intervalai | Sansy santykiai
Bo 3,3122 28,4216
B11 1,1924 5,1655 3,295 175,121
B12 1,5040 5,9487 4,500 383,262
B21 0,2713 3,3758 1,312 29,248
B3 -0,4529 -0,0770 0,636 0,926

Remiantis (5.7.4) tikimybés m(x) asimptotinis pasikliovimo intervalas yra

(z(x); 7(x)) = (0,6506; 0,9824).

5.3.8. Klasifikavimo uZdaviniai

Objektus klasifikuoti j tam tikras grupes reikia daugelyje praktiniy situacijy.
Pavyzdziui, gamintojas, remdamasis gaminio, jo mazgy ir technologinio pro-
ceso charakteristiky matavimais, stengiasi suklasifikuoti gaminius j tokius, kurie
bus reklamuoti garantiniu laikotarpiu, ir kurie nebus reklamuoti. Chirurgas,
remdamasis savo patirtimi ir paciento simptomy matavimais, bando suklasi-
fikuoti pacientus j tokius, kuriems chirurginis gydymas bus sékmingas, ir tokius,
kuriems jis bus nesékmingas. Automobiliy pardavéjas bando atskirti tokius
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automobilius, kurie bus parduoti per metus priklausomai nuo gamybos Salies,
gamybos mety, kilometrazo, pardavimo kainos ir pan.

Detaliau klasifikavimo uZzdaviniai nagrinéjami 4 vadovélio dalyje. Kadangi
klasifikavimo taisyklé daznai kuriama remiantis logistine regresija, trumpai tokie
uzdaviniai aptariami Siame skyrelyje.

Tarkime, kad objektas priklauso pirmai grupei, jeigu ji atitinkantis a.d. Y
igijo reikSme 1, ir objektas priklauso nulinei grupei, jeigu a.d. Y jgijo reikSme
0. Tegu a.d. 7 jgyja reik8me 1, jeigu, remiantis klasifikavimo taisykle, ob-
jekta priskiriame pirmai grupei, ir reikSme 0, jeigu objekta priskiriame nulinei
grupei. Klasifikavimo taisyklés (klasifikatoriaus) tiksluma galima apibudinti
tikimybémis

a; =P{n=1dlY =4}, 4,j;=0,1, (5.3.22)
jas suraSykime j lentele.

5.8.1 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés
n=1|n=0]>

1 11 Qo1 1
0 10 a0 1

Y
Y

Sioje lenteléje a1 ir agp yra teisingy sprendimy tikimybes, o ajg ir ag; —
klaidingy. Klasifikavimo taisyklé tuo geresné, kuo didesnés tikimybés a1 ir aig
ir kuo mazesnés tikimybeés ayg ir ap;-

Praktiniu poziuriu kur kas svarbesnés yra aposteriorinés klasifikavimo tik-
slumo tikimybés
QW5

B =P{Y =jln=1i} = 1,7 =0, 1; (5.3.23)

QWi + Qiowo’
tiaw, = P{Y = 1},ws = P{Y = 0}, w1 + wo = 1, yra apriorinés klasiy
tikimybeés. Tikimybeés (5.3.23) apibtidina gauty po klasifikavimo grupiy uZters-
tuma kitos grupés elementais.

PavyzdZziui, tegu gaminys yra geras, jei Y = 1, ir defektinis, jei Y = 0.
Atliekama, i8leidziamoji produkcijos kontrolé, po kurios vartotojui siun¢iami tik
gerais pripazinti gaminiai (n = 1). Vartotoja visy pirma domina, kokia jo gautos
produkcijos dalj sudaro defektiniai gaminiai (tikimybé 5y = P{Y =0|n = 1}),
o ne kaip daznai kontrolés metu defektinis gaminys pripaZjstamas geru (tikimybeé
a1p = P{n = 1|Y = 0}). PavyzdZiui, jeigu wy = 1, tai kad ir kokia maza buty
tikimybé a9, vartotojui pateks vien defektiniai gaminiai (kitokiy ir nebuvo).
Taigi tikimybés fy; mazuma nelemia vien a;9 mazumas, bet tai priklauso ir
nuo tikimybiy wi, wp.

Tarkime, kad teisingas logistinés regresijos modelis

BT

Tada objekta, kurio kovarianc¢iy vektorius X jgijo reik§me x, naturalu priskirti
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pirmai grupei (Y = 1), jeigu jvykio {Y = 1} Sansas

CP{Y =1z} g
V@%_Fﬁiimﬁ_da > 1.

Nelygybé v(x) > 1 ekvivalenti nelygybéms

BT >1, Blz>m1=0.

l\D\»—t

m(x) >

Klasifikavimo taisykle galima suformuluoti taip:
— objektas, kurio X = @, priskiriamas pirmai grupei, jei m(z) > 1/2;
— objektas, kurio X = @, priskiriamas nulinei grupei, jei 7(x) < 1/2.

5.8.1 pastaba. AtsiZvelgiant j praktinius poreikius, klasifikavimo taisyklés
slenkstj galima keisti. Pavyzdziui, gali buti pageidaujama, kad i pirma grupe
patekty objektai, kuriy jvykio {Y = 1} Sansas ne maZesnis uz 4, t.y. =(x) > 0, 8.
Tada bendresniu atveju klasifikavimo taisykle galima suformuluoti taip:

— objektas, kurio X = @, priskiriamas pirmai grupei, jei 7(x) > z;

— objektas, kurio X = , priskiriamas nulinei grupei, jei 7(x) < z.

Suprantama, tokiu atveju 5.8.1 lentelés tikimybés priklausys nuo slenkséio
z, 0<z< 1.

Tarkime, kad logistinés regresijos modelio (5.8.2) parametras (3 neZinomas ir
buvo jvertintas naudojantis imtimi (5.3.1). Tada, remdamiesi parametro jverciu
B, galime suformuluoti jvertinty klasifikavimo taisykle:

— objektas, kurio X = x, priskiriamas pirmai grupei, jei 7(x) > z;

— objektas, kurio X = @, priskiriamas nulinei grupei, jei 7(x) < z.

Pritaikykime 8ia taisykle imties (5.3.1) elementams klasifikuoti. Tegu n; yra
imties elementy, kuriy Y = 1, skaifius (pazymékime C iy elementy indeksy
aibe), o mg yra imties elementy, kuriy Y = 0, skaicius (pazymeékime Cy §iy
elementy indeksy aibe); n; 4+ ng = n. Naudodami jvercius 7(x(*)) gausime

Vir(z) = > 1py(F ,Vou(2) = Y 1o (F(@), Vi (2) + Vor(2) = na,
i€Cy ieCq

Vio(z Z 1 (7 (2™)), Voo(z Z Lo,z (7 (" 7)), Vio(2) +Voo(2) = no,
1€Cs 1€Cs

imties elementy suskaidyma j keturias aibes.

5.8.2 lentelé. Imties elementy klasifikacija

n=1 n=0 >

Y=1 Vu(z) V(n(z) ny
Y=0 ‘/10(2) Voo(Z) no
> [ Vii(z) +Vio(z) | Vou(2) +Voo(z) | n

Cia V11(2), Voo(z) skaiciai objekty, kurie buvo suskirstyti j grupes teisingai,
0 Vio(2), Vo1(2) — neteisingai. Remdamiesi $iais skaiiais gauname 5.8.1 lentelés
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tikimybiy o;;(z) jvercius

dij(2) = , 1,j=0, L (5.3.25)

Jeigu objektai j imtj parenkami nepriklausomai vienas nuo kito ir atsitikti-
nai i§ visos tokiy objekty populiacijos, tai apriorines klasiy tikimybes galima
jvertinti santykiniais dazniais

ng

Wwo=—, W1 =—.
n n

Tada aposterioriniy klasifikavimo tikslumo tikimybiy jverciai

. . Vij(z) nj
Bii(z) = duij (2)w; _ n_n
o Qi (2)an + Gio(z)oo  Yildm 4 Viol) g
Vij o
(2) ij=0, 1. (5.3.26)

T Va(2) + Vio(2)’

5.8.2 pastaba. Klasifikavimo tikslumo vertinimas remiantis imtimi (5.3.1) néra
visai korektiskas. Klasifikavimo taisyklei rasti naudojami tie patys stebéjimai,
kurie naudojami ir klasifikavimo tikslumui vertinti. Jeigu imtis pakankamai
didelé, rekomenduojama suskaidyti ja i dvi dalis. Viena i§ jy naudojame klasi-
fikatoriui kurti (t.y. parametrui 3 vertinti), o kita (testiné aibé) jo tikslumui
vertinti.

Atliekant duomeny analize SAS procedura LOGISTIC ir nurodzius norima
slenkséiy z rinkinj, yra pateikiama klasifikavimo lentelé. Joje duodami skaiciai
V11(2), Voo(2), Vio(2), Vo1(z); dalis teisingai suklasifikuoty imties elementy
(Vi1(2) + Voo(2))/n (procentais); jvertis dq1(z) (stulpelio pavadinimas Sensi-
tivity); jvertis Goo(z) (Specificity); (5.8.5) jverdiai fio(z) (False POS), Bo1(2)
(False NEG). Pageidaujant nubraizoma vadinamoji ROC kreivé, kurioje pavaiz-
duojama Gq1(z) priklausomybé nuo 1 — égo(z), kai z perbéga intervala [0, 1].
Klasifikavimas tuo geresnis, kuo staigiau kreivé auga nuo 0 iki 1.

5.8.1 pavyzdys. (5.3.1 pavyzdZio tesinys). 5.3.1 pavyzdzio salygomis atliksime imties (5.3.1)
klasifikavima j dvi grupes remdamiesi logistinés regresijos modeliu be kovariantés X4.

Naudodami SAS procediirg LOGISTIC gauname klasifikavimo lentele. Pateikiame dalj
lentelés, kai slenkstis z = 0,4; 0,5; 0,6.

5.8.3 lentelé. Klasifikavimo lentelé.

z | Vii(z)  Voo(z) Vio(z)  Voi(z) | d11(2) | &oo(z) | Bio(z) | Boi(z)
0,4 32 16 9 3 91,4 64,0 22,0 15,8
05 | 30 19 6 5 85,7 76,0 16,7 20,8
0,6 | 27 20 5 8 77,1 80,0 15,6 28,6
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5.4. Pratimai

5.1. Firmoje uzregistruoti klienty telefono skambuéiy skai¢iai per kiekviena i§ 7 darbo valandy
(kovarianté X1 ) kiekvienai i§ 5 savaités darbo dieny (kovarianté X2). Toks pat eksperimentas
pakartotas kitg savaite. Skambudiy skai¢iaus Yk, i =1,...,7, j = 1,...,5, k = 1, 2 stebiniai
pateikti lenteléje.

2y
Z1i 2 1 0 1 2 by
3 | 30 44 | 30 36 | 26 30 | 31 3L | 18 43 | 325
2 |29 34|31 36|22 35|18 30|25 31| 291
1|28 41|22 24|23 26|21 2|2 28| 268
0 |23 24|19 24|23 31|20 25|21 31| 241
1 |3 30|32 40|26 33| 2 34| 2 36| 313
2 |30 38|28 40|36 37|23 25|20 24| 301
3 |34 39|24 41|25 34|21 26|25 41| 310
> 454 427 107 366 395 2049

Lenteléje pateiktos centruotos kovarianciy reikSmés Z1; = X1 — 4,4 = 1,...,7; Zaj =
Xoj —3,5=1,..,5.

Tarkime, kad skambuciy srautas yra puasoninis su pastoviu intensyvumu valandos bégyje,
Loy Yiji ~ P(Xij)-

Atlikite imties

(Y111, Z11, Z21), (Y112, Z11, Z21), -, (Y771, Z17, Z27), Y772, Z17, Z27)

puasonine regresine analize. I§ paskutinio lentelés stulpelio matyti, kad skambuciy skaiciaus
kitimas dienos bégyje néra tiesinis, todél Y,z priklausomybei nuo kovarianciy apibadinti nau-
dokite tokj modelj (7r. (5.2.2)):

pij = EYi = B(ﬁTZij) — eﬁTZij — 650+51Z1i+ﬂ22%i+/@322]‘7

i=1,..,7, j=1,..,5, k=1, 2.

a) Raskite parametro 8 = (8o, 81, 82,83)T DT jvertj B ir kovariacinés matricos V(ﬁ)
ivertj V([B)

b) Patikrinkite hipotezes H; : 8; =0,j =1,2,3.

c) Raskite tretios savaités darbo dienos pirmos ir ketvirtos valandos vidutinio skambuciy
skaiGiaus taskinius ir intervalinius (Q = 0, 95) jverius.

5.2 (5.1 pratimo tesinys). Atlikite 5.1 pratimo uzduotis a), b), ¢) tardami, kad teisingas
normaliosios teorijos tiesinis regresijos modelis:
Yk = ao + 1215 + aaZ3; + asZa; + e,
¢ia e;;1, nepriklausomi normalieji a.d. e;j, ~ N (O, o?). Palyginkite 5.1 ir 5.2 pratimy atsaky-

mus.

5.3 (5.1 pratimo tesinys). Atlikite 5.1 pratimo stebiniy dispersija stabilizuojancia trans-
formacija Ujjr = \/4Yijr — 1. Kai \j; didelis, a.d. Uy skirstinys aproksimuojamas norma-
liuoju su vienetine dispersija. Atlikite 5.1 pratimo uzduotis a), b), ¢) tardami, kad teisingas
tiesinis regresijos modelis:

Uik =70 + M1 Z1i + 7223 + V3 %21 + €ijk,

ia e;j, nepriklausomi normalieji a.d. ejj; ~ N(0, 1). Palyginkite 5.1, 5.2 ir 5.3 pratimy
atsakymus.

5.4. Tiriant gaminiy patikimuma i§ 4 jmoniy (kovarianté X) pagamintos produkcijos
atsitiktinai atrinkta ir i8bandyta po 20 gaminiy. Gaminiy darbo laiko iki gedimo Y;; stebiniai
pateikti lenteléje.



222 5 SKYRIUS. APIBENDRINTIEJI TIESINIAI MODELIAT

Imoné Yij
1 65,10 | 74,80 | 25,11 | 69,89 | 28,73 | 13,27 | 49,60 | 26,96 | 30,03 | 16,46
11 7,98 | 31,27 | 29,81 | 51,75 | 18,61 7,07 | 13,60 | 27,30 5,66 | 17,50

111 27,17 | 13,64 | 10,66 | 15,59 | 26,56 | 17,76 | 26,11 | 13,32 | 14,40 | 20,80
v 15,55 | 30,47 | 14,16 | 24,02 | 9,09 | 13,82 | 18,68 | 16,73 | 19,69 | 21,54

Imoné Y;

J
i 38,72 | 59,69 | 80,03 | 86,27 | 19,77 | 37,36 | 36,30 | 37,98 | 60,31 | 51,45
I 19,99 | 53,88 | 21,94 | 32,27 | 32,34 | 7,28 | 17,87 | 7,42 | 17,17 | 11,66
I | 20,82 | 30,93 | 29,28 | 15,57 | 35,78 | 33,10 | 32,44 | 15,84 | 17,11 | 16,04
IV | 27,46 | 42,90 | 11,62 | 13,66 | 11,54 | 16,33 | 18,75 | 13,14 | 36,04 | 24,92

Tarkime, kad gaminio darbo laikas Yj; turi gama skirstinj Y;; ~ G();, 3). Kadangi
kovarianté X nominali, tai ja koduokime keisdami vektoriumi Z = (Z1, Z2, Z3)T, kuris jgyja
reiksmes (1, 0, 0)T, (0, 1, 0)T, (0, 0, 1)T ir (0, 0, 0)T atitinkamai pirmajai, antrajai,
tre¢iajai ir ketvirtajai jmonei.

Atlikite imties

(Y11, Z11), .., (Y20,4, Z20,4)

gama regresine analize. Priklausomybei nuo kovariantés X apibudinti naudokite tokj modelj:

wj =EYi; =3eP0t8i j=1,23; ps=EYiq =3, i=1,..20.

a) Raskite parametro 8 = (Bo, 81, 82,83)T DT jvertj B ir kovariacinés matricos V(3)
jvertj V(3).
b) Patikrinkite hipotezes H; : 8; =0, j = 1,2, 3 ir hipoteze Ha3 : 82 = f3.

c) Raskite tre€ios jmonés pagaminto gaminio darbo laiko vidurkio tagkinj ir intervalinj
(Q = 0,95) jvertius.

5.5. Turime 24 studenty jskaitos duomenis. Priklausomas kintamasis Y = 1, jeigu stu-
dentas gavo jskaita, ir Y = 0 — jeigu negavo. Kiek valandy studentas dirbo pratyby metu,
rodo kintamasis X2. Ar studentas pries pat sesija ko nors klausé déstytojo, rodo kintamasis
X1 (X1 = 1, jeigu klausé, ir X1 = 0, jeigu neklausé). Duomenys pateikti lenteléje (]4],11
dalis).

a) [vertinkite logistinés regresijos parametrus.
b) Ivertinkite kovarianiy X; ir X9 Sansy santykius.
c) Ivertinkite tikimybe gauti jskaita, kai X9 = 20, X1 = 0 ir kai Xo = 20, X; = 1.

d) Sudarykite klasifikacine lentele, kai objektas priskiriamas tai klasei, kurios tikimybés
ivertis didesnis.

5.6. Gimdymo namuose surinkti duomenys apie gimdyvés amziy X1, rukyma (X2 =1 —
riko, X2 = 0 — neriiko), hipertonija X3 (X3 =1 — serga, X3 = 0 — neserga), moters svorj X4
ir naujagimio svor] Z. Naujagimis sveria nepakankamai, jeigu jo svoris nesiekia 2500 g ([4], IT
dalis).
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X1 | X2 | X3 X4 Z X1 | Xo | X3 X4 Z

24 0 0 64,0 1703 | 29 0 0 75,0 | 2922
21 1 1 82,5 1792 | 26 1 0 84,0 | 2922
21 0 0 100,0 | 1930 17 0 0 56,5 | 2922
19 0 0 51,0 2084 | 35 1 0 60,5 | 2950
24 0 0 69,0 2102 | 33 1 0 54,5 | 3035
17 1 0 55,0 2227 | 21 1 0 92,5 | 3044
18 0 0 74,0 2284 19 0 0 94,5 | 3064
15 0 0 57,5 2383 | 21 0 0 80,0 | 3064
17 0 0 60,0 2440 19 0 0 57,5 | 3177
20 0 0 52,5 2452 | 28 0 0 70,0 | 3236
14 1 0 50,5 2468 16 1 0 67,5 | 3376
14 0 0 50,0 2497 | 22 0 0 65,5 | 3462
21 1 1 65,0 2497 | 32 0 0 85,0 | 3475
33 0 0 77,5 2553 19 0 0 52,5 | 3574
32 0 0 60,5 2837 | 24 0 0 55,0 | 3730
28 0 0 83,5 2879 | 25 0 1 60,0 | 3985

a) Tarkime Y = 1, jeigu naujagimio svoris mazesnis uz 2500 g, ir Y = 0 — prieSingu atveju.
Ivertinkite logistinés regresijos parametrus prognozuodami kintamajj Y pagal X1, X2, X3, X4.

b) Patikrinkite hipotezes dél regresijos parametry reik§mingumo.

5.7. Ar galima pagal pajamas (kintamasis X1 ) ir darbo prestiziskumo indeksa (kintamasis
Xo) atpazinti, kad respondentas turi aukstajj iSsilavinima (Y = 1 — jeigu turi ir Y = 0 — jeigu
neturi)? Duomenys pateikti lenteléje ([4], IT dalis).

X1 | 3670 | 1923 | 3067 | 3811 | 3494 | 2012 | 1637 | 1265 | 2722
Xo 60 65 70 105 70 55 55 35 105
Y 1 0 1 1 1 0 0 0 0
X1 | 4050 | 1501 | 3340 | 3193 | 3125 | 4050 | 3458 | 2219 | 3781
Xo 135 50 65 60 95 115 95 95 90
Y 1 0 1 1 0 1 0 0 1
X1 | 2736 | 2568 | 3408 | 3298 | 3043 | 3536 | 3780 | 3798
X 85 135 110 60 95 80 94 78
Y 0 0 0 1 1 1 1 1

Atlikite duomeny logistine regresija.

5.8. Lenteléje pateikti dviejy futbolo lygy (kintamasis Z) duomenys: atstumas iki varty
(X), bandymy jmusti jvartj skai¢ius (N), sékmiy (jvykiy) skaicius (M) [2].

Lyga | Atstumas | Sékmiy skai¢ius | Bandymy skai¢ius
Z X M N
0 14,5 68 7
0 24,5 74 95
0 34,5 61 113
0 44,5 38 138
0 52,0 2 38
1 14,5 62 67
1 24,5 49 70
1 34,5 43 79
1 44,5 25 82
1 52,0 7 24

a) Nagrinédami lygas atskirai, parinkite logistinés regresijos modelj, kuriame kovarianté
yra atstumas.

b) Parinkite logistinés regresijos modelj, kuriame kovariantés yra atstumas ir lyga.
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5.5. Atsakymai ir nurodymai

5.1. a) fBo = 3,2975, 81 = 0,0023, B2 = 0,0188, B3 = —0,0437;

1,198 0  —0,168 0,021

oo _ s 0 0115 0 0

V(B) = leij(B)laxa =10 0,168 0 0,040 0
0,021 0 0 0,245

b) Tikrinant hipotezes H; : 8; = 0,5 = 1, 2, 3, statistiky (5.1.12) kvadratai AigijoAreiksmes
0,05, 8,89, 7,81; atitinkamos P reiksmés 0,8299, 0,0029, 0,0052. ¢) iz = ePo—361+962 —
31,80; juz = o = 27,04; (p, ,; fin3) = (28,86; 35,04); (1,5 fias) = (25,27; 28,94). Nu-
rodymas. TaZkinis jvertis fi;; = e Oij 9M = ﬁ Z;j. Tiesinio darinio 6;; = ﬁTZZ'j pasiklio-
vimo lygmens @Q pasikliovimo intervala gauname naudodami statistikos ( —0i5)/ \ 4 i)

V(O i) = ZT (,B)Z”, aproksimacijg standartiniu normaliuoju skirstiniu:

(0,;,0i5) = sz\/V )0+ zpr\/V(8; -Q)/2.

Tada p, . = =i, jij; = e%i. 5.2. a) &g = 27,043, &1 = 0,0714, 42 = 0,5571, 43 = —1,279,
62 =52 =8Sg/(n—4) = 37,891;

1,2630 0 —0,1804 0

o 0 0,1353 0 0

V@)= _j 104 0 0,0451 0
0 0 0 0,2707

b) Tikrinant hipotezes H; : o = 0,5 = 1, 2, 3, statistikos (3.3.16) jgijo reikdmes 0,19, 2,62,
-2,46; atitinkamos P reikimés 0,8466, 0,0108, 0,0166. c) ji13 = do—3d1+942 = 31,84; 43 =
do = 27,04; (p, 5 A13) = (28,45; 35,24); (p,,; fas) = (24,80; 29,29). 5.3. a) 40 = 10,31,
41 = 0,0141, 42 = 0,0998, 43 = —0,2409, 62 = s2 = SSg/(n — 4) = 1,295;

0,04317 0 —0,00617 0

N 0 0,00463 0 0

V) = —0,00617 0 0,00154 0
0 0 0 0,00925

b) Tikrinant hipotezes H; : v; = 0,5 = 1, 2, 3, statistikos (3.3.16) jgijo reikimes 0,21,
2,54, -2,50; atitinkamos P reiksmés 0,8362, 0,0134, 0,0147. c) ji1z = 31,14; iz = 26,57;
(1yg 13) = (27,77 34,T5); (5 fiaa) = (24,45; 28,73). 5.4 a) Bo = 1,897, B =
0,8193, B2 = 0,0773, B3 = 0,0788; V (Bo) = 1/60, V(B;) = 1/30, j = 1, 2, 3; Cov (b0, B;) =
~1/60, j = 1, 2, 3, Cov(B;,B;) = 1/60, j # | = 1, 2, 3. b) Tikrinant hipoteze
H : B1 = B2 = B3 =0, tikétinumy santykio statistika
Dp = —120 (81n2+ In(Ty To T3 Ty /T*)),

Galy=372,Yi, j=1,2,3,4 T =Ty +To+T5+T4 = 907, 83+432,27+432,92+400, 11 =
2173, 13, jgijo rekSme 29,77; P reik8meé pv = P{xg > 8,53} =1,54x 10~6. Tikrinant hipotezes
Hj; : B; = 0 statistikos 305;2. igijo reikSmes 20,14, 0,179, 0,186; atitinkamos P reiksmés
7,20x1076, 0,6720, 0,6660. Tikrinant hipoteze Ho3 : 2 = B3 parametro § = 32— (3 jvertinio
6 dispersija V@ = V(B2 — fB3) = 1/30; statistika 3062 = 6,8 x 10~5; P reikimé 0,9934. c)
fis = Ts/20 = 21,65; (us; 713) = (6T3/x2 5(120); 6T3/X3 g75(120)) = (17,07; 28,37). 5.5.
a) ﬁAO = —12,371, 31 = 1,459, 32 = 0,590; Tikrinant hipotezes H; : 5; = 0,57 = 1, 2,
statistiky W; kvadratai jgijo reikSmes 1,125, 4,978; atitinkamos P reik8més 0,2889, 0,0257.
b) exp(B1) = 4,302, exp(B2) = 1,803. ¢) 7(X2 = 20, X; = 0) = 0,3593, (X2 =
20, X1 = 1) = 0,7070. d) V11(0,5) =9, V01(0,5) = Vi0(0,5) = 4, V0o(0,5) = 7. 5.6. a)
Bo = 6,549, B1 = —0,303, B2 = —0,327; B3 = 1,741; B4 = —0,009. b) Tikrinant hipotezes
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Hj;:pB; =0,5 =1, 2,3, 4, statistiky W} kvadratai jgijo reikSmes 4,987, 0,082, 1,372, 0,071;
atitinkamos P reik§més 0,0255, 0,7742, 0,2415, 0,7899. 5.7. 50 = —1,721, ﬁl = 0,00117,
B2 = —0,0199. Tikrinant hlpotezes H; : B =0,57 =1,2, statlstlku W; kvadratai jgijo
reiksmes 3,211, 0,921; atitinkamos P reik§meés 0,0731, 0,3372. 5.8. a) Kai Z = 0, gauta Bo =
3,95, B = —0,112; exp(Bl) = 0, 894; tikrinant hipoteze H; : 81 = 0, statistikos W; kvadratas
igijo reik8me 102,6, todél hlpoteze atmetama kriterijumi su gana aukstu reiksmingumo. Kai
Z = 0, gauta Bo = 3,33, B1 = —0,091; exp(B1) = 0,913; tikrinant hipoteze Hy : 81 = 0,
statistikos Wy kvadratas igijo reik8me 58,8, todél hipotezé atmetama kriterijumi su gana
aukstu reik§mingumo. b) 8o = 3,63, 1 = —0, 103 (atstumas), G2 = 0,1036 (lyga); Tikrinant
hipoteze H; : p1 = 0, statistikos W7 kvadratas jgijo reiksme 161,6, todél hipotezé atmetama
kriterijumi su gana aukétu reik§mingumo. Tikrinant hipoteze Ha : B2 = 0, statistikos Wap
kvadratas jgijo reik§me 0,372, atitinkama P reik§mé 0,5419.



6 skyrius

1 Priedas. Tiesines algebros
elementai

Nagrinéjant tiesinius modelius yra patogu naudoti vektorinius ir matricinius Zymenis. Tai
gerokai supaprastina formules ir padeda geriau suvokti déstoma medziaga. Reikalingos mate-
matinéje statistikoje tiesinés algebros Zinios yra susistemintos knygoje [12], joje yra ir kom-
paktigki pateikiamy fakty jrodymai. Siame priede pateikiama tiesinés algebros fakty, kuriais
remiamasi Sioje knygoje.

6.1. Vektoriai

1P.1 apibrézimas. Dimensijos k vektoriumi (vektoriumi stulpeliu) @ vadinsime stulpelj,
kurio elementai x1, ..., zx yra realds skai¢iai, t.y. vektoriy traktuosime kaip k-matés Euklido
erdvés R* elementa. Transponuota vektoriy (vektoriy eilute) zymésime 7 = (z1, ..., zy).

1. Vektoriy sudétis. Vienodos dimensijos vektoriy €7 = (z1,...,zx) ir ¥ = (y1,..., yx)
suma yra vektorius (z + y)T = (z1 + y1,...,%x + Yx), kurio elementai gaunami sudedant

atitinkamus démeny elementus. Sumos operacija tenkina komutatyvumo

rt+ty=y+<x (6.1.1)
ir distributyvumo
(x+y)+z=x+ (y+2) (6.1.2)
désnius. Egzistuoja nulinis 07 = (0, ...,0) ir atvirkstinis (—2)” = (—=1,..., —x}) vektoriai,
kad
z+0=z, x4+ (—=x)=0. (6.1.3)
2. Daugyba i3 skaliaro. Vektoriaus T = (x1,...,x;) sandauga i§ skaliaro ¢ € R supran-
tamas vektorius (cxe)T = (cz1, ..., cx), kuris gaunamas padauginant i§ ¢ visas vektoriaus «

koordinates. Sis veiksmas tenkina distributyvumo désnius
clxt+y)=cx+cy, (c1+c2)z=ciz+cox, (6.1.4)

ir asociatyvumo désnj

ci(cax) = (crc2). (6.1.5)
1P.2 apibrézimas. Dimensijos k vektoriy, kuriems apibréztos sudéties ir daugybos is skaliaro
operacijos, visuma vadinama tiesine k-mate Euklido erdve REF.
1P.3 apibrézimas. Erdvés RF poaibis M, uzdaras sudéties ir daugybos i§ skaliaro operacijy
atzvilgiu, t.y. jei ¢,y € M, tai ce + dy € M su visais ¢,d € R, vadinamas tiesiniu
erdvés RF poerdviu. Suprantama, kad kiekvienas tiesinis poerdvis yra tiesiné vektoriné erdvé.
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Pavyzdziui, aibé, susidedanti iS nulinio vektoriaus 0, arba visy vektoriy aibé yra tiesiniai
poerdviai. Imdami visus galimus aibés S = {@1, ..., &m } vektoriy tiesinius darinius

c1x1 + ... + Cm@®Tm, C1,--cm ER,

gausime tiesinj poerdvj M(S), generuoty vektoriy aibés S.
1P.4 apibrézimas. Tariame, kad vektoriai @1, ..., ©y yra tiesiskai priklausomi, jei egzistuoja
skaliarai c1, ...,cm € R, ne visi lygts 0, kad bity patenkinta salyga

ci®l + ... + cmxm = 0. (6.1.6)

Jeigu tokiy skaliary neegzistuoja, sakoma, kad vektoriai @1, ..., &y yra tiesiskai nepriklau-
somi. I8 8io apibréZimo igplaukia tokios igvados: 1) Nulinis vektorius sudaro aibe tiesigkai
priklausomy vektoriy.

2) Kiekviena vektoriy aibé, kuriai priklauso nulinis vektorius 0, yra tiesiskai priklausomy
vektoriy aibé.

3) Aibé nenuliniy vektoriy @1, ..., @m yra tiesiSkai priklausoma tada ir tik tada, kai kuris
nors vektorius yra tiesinis kity vektoriy darinys.
1P.5 apibréZzimas. Tiesinés vektorinés erdvés M poaibis, kuris generuoja tiesine erdve M,
vadinamas tiesinés vektorinés erdvés M baze.

1) Kiekviena vektoriné erdvé turi baze.

2) Jeigu a1, ..., am ir b1, ..., by yra dvi tos pacios erdvés bazés, tai m = r.

3) Kiekvienas erdvés M vektorius vieninteliu biidu iSreiskiamas jos baze. Pavyzdziui,
k-matés erdvés RF elementai e; = (1, 0,...,0)7, e2 = (0, 1,...,007, ...,ex, = (0, 0,...,1)7,
sudaro baze, nes jie yra tiesiskai nepriklausomi ir kiekvienas vektorius = (1, ..., )7 € RF
isrei§kiamas Siais vektoriais:

T =1x1€1 + ...+ TK€EL.

Vektoriy skaliariné sandauga. Dviejy vienodos dimensijos vektoriy @ = (1, ..., xk)T ir
Y= (y1,...,yr)T skaliarine sandauga vadinama suma
k
2ly=yTe= E TjYj. (6.1.7)
j=1

Skaliariné sandauga tenkina tokias salygas. 1) 2T« = 0 tada ir tik tada, kai = = 0.
2) Patenkintos salygos

c@Ty) = (cxDy, (@+y)Tz=aTz+y72 (6.1.8)
3) Tenkinama Kosi ir Svarco nelygybé

xTy)? < @) (y"y). (6.1.9)

Teigiama kvadratiné gaknis i§ sandaugos

[lz]] = +VaTz. (6.1.10)

x vadinama vektoriaus & norma arba ilgiu

Ji tenkina trikampio nelygybe

lle —yll + lly — 2[| = [|lz — z||. (6.1.11)
Vektoriai « ir y yra ortogonalis, jeigu skaliariné sandauga
x2ly=yTz =0 (6.1.12)
Kampas tarp dviejy nenuliniy vektoriy 6 apibréziamas lygybe
cosf = &
lleel] - [lyll
Nenuliniai poromis ortogonalis vektoriai 1, ..., m yra tiesiSkai nepriklausomi. Ortogonalis

vektoriai, generuojantys tiesing erdve M, vadinami ortogonalia erdvés M baze, o jei jie turi
vienetinius ilgius, — ortonormuota baze. Tiesinés erdvés ortonormuota bazé visada egzistuoja.
Pavyzdziui, vektoriai e; = (1, 0,...,0)T, ea = (0, 1,...,0)T, ...,ex = (0, 0,...,1)T sudaro
erdvés R¥ ortonormuota baze.
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6.2. Matricos ir determinantai

Matrica A yra staliakampé lentelé uzpildyta realiais skaiciais. Kiekviena matricos elementa
a;; numeruosime dviem indeksais: indeksas ¢ nurodo eilutés, o indeksas j stulpelio, kuriy
sankirtoje yra elementas a;;, numerius. Zymésime A = [@ij]mxn, ¢ia m yra eiluciy skaicius, o
n — stulpeliy skai¢ius. Matricos A stulpeliai yra dimensijos m vektoriai, o eilutés — dimensijos
n transponuoti vektoriai. Matricy sudétis. Dviejy vienodos dimensijos (m X n) matricy A =
[aij]mxn it B = [bjj]mxn suma yra matrica A+B = [a;;+b;;]mxn, kurios elementai gaunami
sudedant atitinkamus matricy A ir B elementus. Sis veiksmas tenkina komutatyvumo ir
distributyvumo savybes

A+B=B+A, A+(B+C)=(A+B)+C.

Daugyba i35 skaliaro. Matricos A = [a;;]mxn sandauga i§ skaliaro ¢ € R suprantama kaip
matrica, kurios kiekvienas elementas padaugintas i§ skaliaro c:

cA = [caijlmxn-
Akivaizdu, kad tenkinamos salygos
(c+d)A=cA+dA, c¢(A+ B)=cA+cB.

Matricy sandauga. Matricy A = [ajj]lmxn it B = [bij]nxr sandauga AB apibréita tik
tada, kai matricos A stulpeliy skai¢ius sutampa su matricos B eiluéiy skai¢iumi. Daugybos
rezultatas yra matrica AB = [cj;j]mxr, kurios elementas ¢;; gaunamas imant matricos A
i-osios eilutés ir matricos B j-ojo stulpelio skaliarine sandauga:

n
cij = Y aishsj, i=1,.,m, j=1,..,m (6.2.1)
s=1

Matricos AB eiludiy skai¢ius sutampa su matricos A eiluc¢iy skai¢iumi, o stulpeliy skaicius
lygus matricos B stulpeliy skai¢iui. PavyzdZziui, sandauga Az, kai A = [a;;]kxn yra matrica,
ox = (x1,...,x,)T — vektorius, yra k-matis vektorius. Kai @ = (x1, ..., ;)T yra vektorius, tai
Tz yra skaliaras (skaliariné sandauga), o C = zzT yra matrica C = [c;;]pxk, kai ¢;j = ;5.

Matricy daugyba netenkina komutatyvumo désnio, nes, pavyzdziui, sandauga AB gali
bati apibrézta, o sandauga B A — neapibrézta.
Asociatyvumo ir distributyvumo désniai yra tenkinami

ABC = (AB)C = A(BC), A(B+C)=AB+ BC,
(A+ B)(C + D) = A(C + D) + B(C + D),

jeigu matricy dimensijos yra tokios, kad visi daugybos veiksmai yra apibrézti.

Nuliné ir vienetiné matricos. Nuliné matrica 0 yra tokia, kurios visi elementai lygus
0. Dimensijos (m x m) kvadratiné matrica vadinama vienetine, jeigu jos visi diagonaliniai
elementai lygis 1, o visi kiti elementai lygts 0. Zymésime I =1I,,. Akivaizdu, kad

A+0=A, AI=IA=A. (6.2.2)

Transponuota matrica. Matrica AT, kuri gaunama i§ matricos A pakeitus jos eilutes stulpe-
liais ir, atvirksciai, vadiname transponuota matrica, t.y.

A = [aij]lmxn, AT = [ajilnxm.
Transponavimo operacija tenkina salygas
(AB)T = BTAT, (ABC)=cCTBT AT, .. (6.2.3)

Maitricos pédsakas. Kvadratinés matricos A = [a;j]mxm diagonaliniy elementy suma vadi-
nama matricos pédsaku. Zymésime

m
TT‘(A) = Z ajj-.
j=1



6.2. Matricos ir determinantai 229

Pédsakas tenkina salygas
Tr(A+ B)=Tr(A)+Tr(B), Tr(AB)=Tr(BA). (6.2.4)

Blokinés matricos. Kartais matrica A yra patogu suskaidyti j blokus

B C

a-(5 2.
Transponavimo operacija galima atlikti taip:
BT DT
AT = ( or ET ) .

Blokiniy matricy daugyba atliekama pagal jprastines matricy daugybos taisykles

B C G\ _( BG+CH

D E H )=\ bG+EH )’
B C G J\_( BG+CH BJ+CL
D E H L ) \ DG+EH DJ+EL )’

jeigu tik visi daugybos veiksmai yra apibrézti. Matricos rangas. Matrica A = [aij]mxn Su-
daro n dimensijos m vektoriy (matricos stulpeliai), arba m dimensijos n transponuoty vektoriy
(matricos eilutés). TiesiSkai nepriklausomy stulpeliy (arba eilu¢iy) skaitius vadinamas matri-
cos rangu. Zymésime Rang(A). Matricos rangas turi tokias savybes

Rang(A) = Rang(AT A), Rang(A) < min(m, n) (6.2.5)

Rang(AB) < min(Rang(A), Rang(B)), Rang(A + B) < Rang(A) + Rang(B).
Jeigu matrica A = [a;j]nxn yra idempotentiné, t.y. AA = A, tai
Rang(A) + Rang(I — A) = n. (6.2.6)

Atvirkstiné matrica. Kvadratiné matrica A = [aij]nxn vadinama neissigimusia, jeigu jos
rangas lygus n. Tokiu atveju egzistuoja vienintelé matrica A~! = [a*],,xn, vadinama atvirks-
tine matricai A, kad patenkintos salygos

AA T =A"1A=1T. (6.2.7)
Jeigu A, B, C vienodos dimensijos neiS§sigimusios matricos, tai
(AB)"'=B7'A"!, (ABCo)'=c'Bta7l, ATy l=@aHT. (6.2.8)

Kvadratiné matrica A vadinama ortogonalia, jeigu AAT = I. Tokiu atveju atvirkitiné

matrica sutampa su transponuota AT = A~ ir
A'A=ATA=4AT =1 (6.2.9)

Determinantas. Kvadratinés matricos A = [a;j]mxm determinantas yra jos elementy a;
skaliariné funkcija:

|A| = Z *(a1i, 024y -Ami,, )5
sumavimas atliekamas pagal visus skirtingus skai¢iy (1,2, ...,m) kélinius (41,42, ...,im); san-
dauga imama su teigiamu zenklu, jei kélinys gaunamas perstatant aibés (1,2, ...,m) elementus
lyginj skai¢iy karty ir su neigiamu Zenklu, jei — nelyginj skaiciy karty.
Pazymékime A;; elemento a;; algebrinj papildinj. Jis lygus sandaugai (—1)**J i§ deter-
minanto matricos, gaunamos iSbraukus i-aja eilute ir j-ajj stulpelj. Tada

m

|A|=> ariAy;, Kkiekvienam r=1,..,m; (6.2.10)
i=1
m

|A|=> " ariApi, kickvienam i=1,..,m. (6.2.11)
r=1

Pateikiame dar keleta savybiy.
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1) |A] = 0 tada ir tik tada, kai Rang(A) # m.

2) Jeigu |A| # 0, tai A~ = (A;;/|A)T.

3) Jei A diagonaliné (nenuliniai elementai gali bati tik ant pagrindinés diagonalés) ar
trikampé (matricos elementai j kaire arba ] desine nuo pagrindinés diagonalés lygts nuliui)
matrica, tai |A| lygus diagonaliniy elementy sandaugai.

4) Jei A ir B vienodos dimensijos kvadratinés matricos, tai

|AB| = |A||B. (6.2.12)
5) Jeigu blokinéje matricoje
B C
a=(5 %)
determinantas |B| # 0, tai
|A| = |B||[E - DB™!C]|. (6.2.13)
Tiesinés lygciy sistemos. Tiesine m lyg¢iy sistema kintamuyjy z1, ..., zm atzvilgiu ma-
tricine forma galima uzraSyti taip:

Az = b, (6.2.14)
¢la A = [ajj]lmxm Zinomy koeficienty matrica, bT = (b1,...,bm) laisvasis narys, o 7 =
(z1,...,xm) nezinomas vektorius. Arba ekvivalen&ia forma

r1a1 + ... + Tmam = b, (6~2~15)

fia a1, ..., am yra matricos A stulpeliai. 1) Homogeniné lyg¢iy sistema (b = 0) turi nenulinj
sprendinj tada ir tik tada, kai vektoriai ai,...an, yra tiesiSkai priklausomi.

2) Nehomogeniné lygciy sistema (b # 0) turi sprendinj tada ir tik tada, kai vektorius b
gali bati iSreikStas tiesiniu vektoriy a1, ..., am dariniu. Bendras Sios sistemos sprendinys yra
kurio nors jos sprendinio ir bendrojo homogeninés sistemos sprendinio suma.

3) Nehomogeniné lyg¢iy sistema turi vienintelj sprendinj, kai vektoriai ai,...,am yra
tiesiskai nepriklausomi, t.y. kai Rang(A) = m. Sprendinys turi tokj pavidala

x=A"tb. (6.2.16)

Siuo atveju homogeniné lygéiy sistema turi tik trivialy sprendinj = 0.



7 skyrius

2 priedas. Atsitiktiniai
vektorial

7.1. Atsitiktinio vektoriaus skirstinys

Tarkime turime tikimybine erdve (Q2, F, P).
2P.1 apibré%imas. Realig vinareik§me k-mate funkcija X = X(w) = (X1 (w), ..., Xg(w))T,
apibrézta aibéje Q ir tokia, kad su visais = (z1, ..., Ik)T € RF

{w: X1i(w) <z1,..., Xp(w) <z} €F

vadiname k-maciu atsitiktiniu vektoriumi (a.v.). 1) Bet koks a.v. vienareik§migkai nusakomas
jo pasiskirstymo funkcijos

F(x)=F(z1,...,21) = P{X1 <21, ..., Xp <z}, (7.1.1)
apibréztos su visais @ = (z1,...,25)7 € R*. 2) Jeigu a.v. X igyjamy reik§miy aibé yra
baigtiné arba skaiti, tai tokio a.v. skirstinys vadinamas diskreciuoju. Jo skirstinys visiSkai
nusakomas igvardijant galimas reikdmes a1, 22, ... € R¥ ir jy jgijimo tikimybes

pi={X=wm}, i=12.; > pi=1 (7.1.2)
i
3) Absoliuciai tolydaus a.v. X skirstinys visikai nusakomas jo tankio funkcija
ak
f(@) = f(z1, ..., 2) = s——F5—F(z1, ..., 2x). (7.1.3)
o0x1...0x)

4) Bet kokio a.v. X skirstinj vienareik§miskai nusako jo charakteristiné funkcija

ex(t) = px (t1, . tg) = Be®' X = Bl X1t 4t Xp) (7.1.4)

nusakyta su visais t = (1, ..., ;)7 € RF. Pateiksime keleta charakteristinés funkcijos savybiy.
a) A.v. Y = a+ BX (a fiksuotas dimensijos k vektorius, B fiksuota dimensijos k kvadratiné
matrica) charakteristiné funkcija

T
ey (t) = e *ox(t" Bi,...t" By), (7.1.5)

¢ia B, ..., By yra matricos B stulpeliai.
b) Nepriklausomy a.v. Xq, ..., X, sumos Sy, = X1 +... + X, charakteristiné funkcija lygi
démeny charakteristiniy funkcijy sandaugai

s, () =[] ex; @) (7.1.6)
j=1

231
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c) Remiantis charakteristinés funkcijos apibréZzimu jrodoma Kramero ir Voldo teorema.
A.v. X tikimybinis skirstinys nusakytas tada ir tik tada, kai nusakyti skirstiniai vienmaciy
a.d.

Y =LTX = L1 X1+ ...+ Lp X},

su visais vektoriais L = (L1, ..., L;)T € RF.

7.2. Marginalieji ir salyginiai skirstiniai

Nagrinésime (k4 s)-matj absoliu¢iai tolydyjj a.v. X = (YT, 21T = (v1,..., Y&, Z1, ..., Zs)T.
Vektoriy X, Y ir Z pasiskirstymo funkcijas Zymésime F(y, z2) = F(y1, ..., Yk, 21, -, 25 ), G(y) =
G(yi,...,yk) ir H(z) = H(z1, ..., 2s), 0 tankiy funkcijas f(y, z), g(y) ir h(2).

Marginalieji skirstiniai. Vektoriaus, sudaryto i§ bet kuriy pradinio vektoriaus koordinaciy,
skirstinys vadinamas marginaliuoju skirstiniu pradinio vektoriaus atzvilgiu. Pavyzdziui, a.v.
Y skirstinys vadinamas marginaliuoju jungtinio vektoriaus X = (YT, ZT)T atzvilgiu.

1) Vektoriaus Y pasiskirstymo funkcija gaunama i§ a. v. X pasiskirstymo funkcijos jragant
+o0 vietoje argumenty, atitinkanc¢iy likusias pradinio vektoriaus koordinates

G(y) = G(yl) ’yk) = F(y17 s Yk 00, ., +OO> (721)

2) Marginaliojo skirstinio tankis gaunamas integruojant:

o) = [ Fw2)= (7.2.2)
RS
3) A.v. Y charakteristiné funkcija
Oy () = oy (t1, o ty) = Be't' ¥ = Bei(1Yit i Yi)
gaunama i§ jungtinio vektoriaus X = (Y7, ZT)T charakteristinés funkcijos
sy T T
ox(t,0) = px (t1, ..., ty, 01, ..., 05) = Be't Y67 2)
jra8ant vietoje 0 nulinj vektoriy 0:

Py (1) = px(t,0) = px (t1, .1k, 0, ..., 0). (7.2.3)

Sqlyginiai skirstiniai. Tarkime,kad a.v. Z = z yra fiksuotas. Jeigu h(z) # 0, tai a.v. Y
salyginio skirstinio tankis
fly, =)

h(z)
Turédami a.v. Y salyginj tankj, kai Z = =z fiksuotas, ir besalyginj a.v. Z tankj, galima
atstatyti a.v. Y besalyginj tankj:

9(ylz) = (7.2.4)

o) = [ awlmh(z)d= (7.2.5)

Si formulé apibendrina pilnosios tikimybés formule. Analogiskai apibendrinamos ir Bejeso
formulés (wl2)h(z)
9(ylz)h(z

h(zly) = —————— (7.2.6)

Jrs 9(y|z)h(2)dz
Nepriklausoms vektoriai. Jeigu kiekvieno i§ dviejy vektoriy salyginiai skirstiniai esant fiksuo-
toms kito vektoriaus reik§méms, nepriklauso nuo fiksuotyjy reikSmiy ir sutampa su besaly-
giniais skirstiniais, tai tokie vektoriai vadinami nepriklausomais.
Suformuluosime keleta nepriklausomumo kriterijy. Atsitiktiniai vektoriai Y ir Z nepri-
klausomi tada ir tik tada, kai
1) pasiskirstymo funkcija F(y, z) yra lygi marginaliyjy pasiskirstymo funkcijy sandaugai

F(y,z) = G(y)H(z), yeR" zeR (7.2.7)
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2) tankio funkcija f(y, z) yra lygi marginaliyjy tankio funkcijy sandaugai
f(y,2) =g(y)h(z), yeRF, zeR’; (7.2.8)

3) charakteristiné funkcija ¢x (¢,0) yra lygi marginaliyjy charakteristiniy funkcijy san-
daugai
ox(t,0) = oy (t)pz(0), teRF 6cRS. (7.2.9)

Analogiskai formuluojami ir didesnio skai¢iaus atsitiktiniy vektoriy nepriklausomumo kri-
terijai.

7.3. Atsitiktinio vektoriaus momentai

1) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1i,..., X3)T widurkis yra vektorius, sudarytas i jo
koordinagiy vidurkiy

E(X) = (BX1, .. EXp)T = (1, i) = o (7.3.1)

2) Atsitiktinio vektoriaus Y salyginis vidurkis, kai kitas vektorius Z = z yra fiksuotas,
t.y. vidurkis apibréztas remiantis salyginiu tankiu (7.2.4)

uz) =E(Y|Z=2)= [ otwlz)ay
vadinamas a.v. Y regresija a.v. Z atZvilgiu. 3) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X3)T

antryjy miSriyjy centriniy momenty matrica vadinama kovariacijy matrica

V(X) =3 = [o35]kxk (7.3.2)

Ti5 = Cov (Xi,Xj) = E[(X, - EXZ)(XJ - EXJ)} = E(XZX]) — EXZ'EXJ',
0y = Cov (X;, X;) =VX;, i,j=1,..,k
arba, trumpiau,
V(X) = E[(X - E(X))(X - E(X))"] = E(XX") - E(X)(E(X))".
Naudojant kovariacijas sudaroma koreliacijos koeficienty matrica

O'ij
V05
3) Tarkime A = [a;j]mxk yra matrica su pastoviais koeficientais, o X = (X1, Xp)T

k-matis vektorius. Tada Y = AX yra m-matis atsitiktinis vektorius. Vektoriaus Y pirmieji
momentai

R = [pijlexk: pij = i,j=1,...,k. (7.3.3)

E(Y)=Ap, V(Y)=ASA" = [yilmxm- (7.3.4)
Jeigu B = [b;j],x 1 yra kita matrica su pastoviais koeficientais, tai
Cov (AX,BX) = AYXB = [ij]lmxn-

Kvadratinés formos
Q=XxTAXx
vidurkis
EQ=Tr(AZ) + uTAp. (7.3.5)

4) Tarkime X1,..., X, yra vienodai pasiskirste nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai, kuriy
E(X;) = p ir V(X;) = 3. Tada centruotos ir normuotos sumos

_ 1 &
Sn—%;(xj—ﬂ)



234 7 SKYRIUS. 2 PRIEDAS. ATSITIKTINIAI VEKTORIAT

pirmieji momentai
E(S,) =0, V(8,) =% (7.3.6)
Remiantis charakteristiniy funkcijy savybe (9.1.6), Kramero ir Voldo teorema ir vienmate
centrine ribine teorema (CRT) gauname, pavyzdZziui, tokj paprasCiausia daugiamatés CRT
variantg. Jeigu |X| > 0ir n — oo, tai

5, %Y ~NL0,8), §5,57'5, %2 (7.3.7)

Jeigu ¥ yra rango r < k idempotentiné matrica, tai

5,275, 3 2. (7.3.8)

7.4. Daugiamatis normalusis skirstinys

Atsitiktinio normaliojo vektoriaus X = (X1, ..., X5, )T skirstinys visiskai nusakomas jo vidurkiy
vektoriumi E(X) = p = (p1, ..., n) 7T ir kovariacijy matrica V(Y) = £ = [05;]nxn. Sutrum-
pintai Zymima X ~ Np(u, 3). Charakteristiné funkcija

2T, 14T
ex(t) = px(t1, ... ty) = et Ho2EZE (7.4.1)
Remiantis charakteristinés funkcijos iSraiska (7.4.1) ir savybémis (7.1.5), (7.1.6), (7.2.3),

(7.2.4) gaunamos tokios i§vados:
1) Jeigu a fiksuotas k-matis vektorius, o0 B = [b;]kxr fiksuota matrica, tai

Y = a+ BX ~ Ni(a + Bu, BEBT).
2) Tegu X1, ..., X}, yra nepriklausomi a.v. ir X; ~ Ny (p;,3;), 0 c1, ..., ¢, — konstantos. Tada

k k
Y:c1X1 ++cka ~ Nn chll’j7zcj2'2.7 . (742)
j=1 j=1

3) Vektoriaus X', sudaryto i§ k skirtingy vektoriaus X ~ Np(p,X) koordinaciy, skirstinys
yra k-matis normalusis.

4) Vektoriai X ir X sudaryti is skirtingy a.v. X ~ Nyn(u,X) koordinaciy, yra
nepriklausomi tada ir tik tada, kai Cov (X)) X)) = 0. Vektoriaus X ~ Np(u,X) vi-
sos koordinatés nepriklausomos tarpusavyje tada ir tik tada, kai matrica 3 yra diagonalioji.
Tarkime, kad kovariaciné matrica X3 neissigimusi, t.y. |X| # 0. Tada egzistuoja a.v. X ~
Ny (p, X) tankio funkcija

_n 1 _
J@ln,B) = rE) 7 exp{—5 (@ — ) = @ - W)} (7.4.3)
Kvadratiné forma

Q=X-p's"" (X -p)~x*n) (7.4.4)
turi x? skirstinj su n laisvés laipsniy. Jeigu vietoje vidurkio p jradysime kitg vektoriy v, tai
Q=X-v)I=1 X -v)~ x%(n;6) (7.4.5)

turi necentrinj x? skirstinj su n laisvés laipsniy ir necentriSkumo parametru
b=(u—-v) T2 Y u—-v). (7.4.6)

Tegu X ~ Np(p, ), 0 XM ir X@) yra k-matis ir (n — k)-matis vektoriai, sudaryti is
skirtingy vektoriaus X koordinadiy. Pazymékime p) = E(X(1), p®@ = E(X®), =, =
V(XW), Ty = V(XP), B15 = Cov (XD, X?)) = =T, Tada salyginis X(? skirstinys,
kai X fiksuotas yra (n — k)-matis normalusis su parametrais

E(X(2)|X(1> — w(l)) — H(Q) + 2212;11(w(1) _ “(1))’
VXD XD = gy = 555 — 29,2 510, (7.4.7)
Taigi bet kurios normaliojo vektoriaus koordinatés regresija kity koordinaciy atzvilgiu yra
tiesiné funkcija.
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