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Pratarm
e

Matematin
e statistika � mokslas apie informacijos rinkim¡, sisteminim¡, ana-
lizavim¡ ir analiz
es rezultatu� interpretavim¡. Sunku nurodyti toki¡ mokslo ar
praktin
es veiklos sriti�, kurioje nebu	tu� taikomi tikimybiu� teorijos ir matematin
es
statistikos metodai.

Iki ²iol pasigendama lietuvi²ko pakankamos apimties matematin
es statistikos
vadov
elio, kuriame bu	tu� ne tik pateikta daug matematin
es statistikos faktu�,
bet ir duodami ju� i�rodymai. Populiariame V. �ekanavi£iaus ir G. Murausko
vadov
elyje [7] akcentuojami taikomieji matematin
es statistikos aspektai. Be to,
jis skirtas nematematiniu� specialybiu� studentams. Prof J. Kubiliaus vadov
elyje
[11] d
estoma tikimybiu� teorija, o matematin
es statistikos medºiagos maºoka.
J. Kruopio vadov
elis [10] sudarytas kaip ºinynas � jame pateikiama gana daug
matematin
es statistikos faktu�, ta£iau be ju� i�rodymo. I² pastaruoju metu i²leistu�
vadov
eliu� uºsienio kalbomis rekomenduojame [3], [6], [8], [9], [16], [17], [18].
Kad gal
etu� naudotis vadov
eliu, studentas tur
etu� bu	ti i²klaus¦s universitetiniu�
programu� apimties bendruosius matematikos kursus ir vadov
elio [11] apimties
tikimybiu� teorijos kurs¡. Kai kurie daºniau naudojami tikimybiu� teorijos ir
tiesin
es algebros faktai pateikiami prieduose.

Vadov
elis skiriamas Lietuvos auk²tu�ju� mokyklu� bakalauro ir magistro studiju�
studentams, kurie specializuojasi matematin
es statistikos ir jos taikymu� srityje.
Pateikiama medºiaga apima daug nusistov
ejusiu� matematin
es statistikos faktu�
ir naudojamu� metodu�. Manome, kad jaunasis specialistas, perprat¦s vadov
elyje
pateikiamas bazines matematin
es statistikos ºinias, sugeb
es savaranki²kai gilin-
tis i� ²i¡ sriti� ir s
ekmingai vykdyti mokslinius tyrimus arba pritaikyti i�gytas ºinias
ir geb
ejimus spr¦sdamas i�vairiose mokslo ar praktin
es veiklos srityse kylan£ias
problemas. I² dalies vadov
eliu gal
es naudotis ir kitu� matematin
es pakraipos
specialybiu� studentai.

Visa apimtimi vadov
elio medºiaga gal
etu� bu	ti d
estoma keturiu� semestru�
kurse ir yra suskaidyta i� 4 dalis. Pirmojoje dalyje nagrin
ejami parametriniai
statistiniai modeliai, antrojoje � svarbu	s taikomuoju aspektu tiesiniai modeliai
(dispersin
e ir regresin
e analiz
e). Tre£ioji dalis skiriama neparametriniams, o
ketvirtoji � daugiama£iams statistiniams modeliams nagrin
eti.

D
estydami medºiag¡ steng
em
es, kad pagrindiniai pateikiami faktai bu	tu� i�ro-
domi, ta£iau vengiant nereikalingo formalizavimo. Pateikiama daug iliustraciniu�
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pavyzdºiu� ir pratimu� savaranki²kam darbui.

Vadov
elis parengtas remiantis paskaitomis, skaitytomis Vilniaus universiteto
Matematikos ir informatikos fakulteto statistikos studiju� programos studen-
tams. Jau daug metu� ²ios studiju� programos studentai gal
ejo naudotis vadov
elio
rankra²£iu, ir ju� pastabos ir siu	lymai prisid
ejo, kad pateikiama medºiaga bu	tu�
lengviau suvokiama ir perprantama.

Autoriai d
ekoja vadov
elio recenzentams prof. Algimantui Bikeliui ir prof.
K¦stu£iui Du£inskui uº vertingus patarimus ir pastabas. Taip pat nuo²irdi
pad
eka kolegoms � Vilniaus universiteto Matematin
es statistikos katedros dar-
buotojams prof. V. Kazakevi£iui, doc. P. Vaitkui, doc. R. Eidukevi£iui, su
kuriais buvo reguliariai aptariama vadov
elio medºiaga, o ypa£ kolegei doc. R.
Levulienei, kuri i�d
ejo daug darbo spr¦dama pateikiamus pavyzdºius ir pratimus
bei sukurdama reikalingas programas.

Skaitytojams bu	sime d
ekingi uº pastabas ir komentarus, kuriuos pra²ome
siu�sti elektroniniu pa²tu <vilijandas.bagdonavicius@mif.vu.lt> arba
<julius.kruopis@mif.vu.lt>.

Autoriai
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Pirmosios dalies pratarm
e

Pirmojoje vadov
elio dalyje matematin
es statistikos uºdaviniai sprendºiami re-
miantis parametriniais statistiniais modeliais. Tariama, kad imties skirstinys yra
ºinomo pavidalo, ta£iau priklauso nuo baigtinio matavimo neºinomo parametro.
Tod
el matematin
es statistikos uºdaviniai gali bu	ti suformuluoti ²iu� neºinomu�
parametru� terminais. Tradici²kai matematin
e statistika pradedama d
estyti nuo
parametriniu� modeliu�. Tokiu� modeliu� analiz
e yra paprastesn
e ir studentu� leng-
viau perprantama. Didesn
e dalis ²ios vadov
elio dalies medºiagos atspausdinta
knygoje [2].

Pirmajame skyriuje pateikiamos pagrindin
es s¡vokos, apibr
eºiamas statisti-
nis modelis, suformuluojami pagrindiniai matematin
es statistikos uºdaviniai.

Antrajame skyriuje apibr
eºiami statistinio modelio teoriniu� charakteristiku�
(pasiskirstymo funkcijos, tankio, momentu�, kvantiliu�) empiriniai analogai ir nag-
rin
ejamos ju� savyb
es.

Tre£iajame skyriuje randami neºinomu� parametru� ta²kiniai ir intervaliniai
i�vertiniai. Pateikiama i�vertiniu� klasi�kacija. Remiantis pakankamu�ju� ir pilnu�ju�
statistiku� s¡vokomis iliustruojamas optimaliu� (NMD) i�vertiniu� radimas. Ta£iau
tokie i�vertiniai egzistuoja palyginti retai. Skyrelyje 3.5 pateikiami bendresni
momentu� ir didºiausiojo tik
etinumo (DT) metodai i�vertiniams rasti. Daugiau-
sia ²iame skyriuje aptariamas DT metodas ir juo remiantis gautu� i�vertiniu�
savyb
es. Skyrelyje 3.7 pateikiami daºniausiai naudojamu� skirstiniu� ta²kiniai
ir intervaliniai parametru� i�vertiniai.

Ketvirtasis skyrius skirtas parametriniu� hipoteziu� d
el neºinomu� parametru�
reik²miu� tikrinimo kriterijams kurti. Apibr
eºiami tolygiai galingiausieji (TG)
ir tolygiai galingiausieji nepaslinktieji (TGN) kriterijai. Sukurti TG arba TGN
kriterijai kai kurioms hipotez
ems eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimu� atveju.
Bendresniu atveju taikytinas 4.6 skyrelyje pateiktas tik
etinumu� santykio kriteri-
jus. Skyrelyje 4.7 pateikta parametriniu� hipoteziu� tikrinimo kriteriju� pavyzdºiu�
daºniausiai naudojamu� skirstiniu� atveju.

D
estoma medºiaga iliustruojama konkre£iais pavyzdºiais. Kiekvieno skyrelio
pabaigoje pateikiama pratimu� savaranki²kam darbui.

Knygos skyriai skirstomi i� skyrelius. Kiekviename skyrelyje teoremos, api-
br
eºimai, pavyzdºiai, formul
es numeruojamos trimis indeksais: skyriaus, skyre-
lio ir eil
es numeriu skyrelyje.

Autoriai
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Trumpiniai ir ºymenys

A. d. � atsitiktinis dydis;
n. a. d. � nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai;
a. v. � atsitiktinis vektorius;
n. a. v. � nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai;
TG � tolygiai galingiausias (kriterijus);
TGN � tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus);
DT � didºiausiojo tik
etinumo (funkcija, metodas, i�vertinys);
ASE � asimptotinis santykinis efektyvumas (i�vertiniu�, kriteriju�);
X, Y, Z, ... � atsitiktiniai dydºiai;
X, Y , Z, ... � atsitiktiniai vektoriai;
XT � transponuotas vektorius, t. y. vektorius � eilut
e;
αk � pradinis k-osios eil
es momentas;
µk � centrinis k-osios eil
es momentas;
γ1 � asimetrijos koe�cientas;
γ2 � eksceso koe�cientas;
x(P ) � P -asis kvantilis;
xP � P -oji kritin
e reik²m
e;
Σ = [σij ]k×k � kovariaciju� matrica;
ρ = [ρij ]k×k � koreliacijos koe�cientu� matrica;
P{A} � i�vykio A tikimyb
e;
P{A|B} � i�vykio A s¡lygin
e tikimyb
e;
Pθ{A}, P{A|θ} � tikimyb
e, priklausanti nuo parametro θ;
Fθ(x), F (x; θ), F (x|θ) � pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro
θ (analogi²kai tankio funkcijai);
EX � a. d. X vidurkis;
V X � a. d. X dispersija;
Eθ(X), E(X|θ), V θ(X), V (X|θ) � a. d. X vidurkis ar dispersija, priklau-
santys nuo parametro θ;
E(X) � a. v. X vidurkiu� vektorius;
V (X) � a. v. X kovariaciju� matrica;
Cov (X, Y ) � a. d. X ir Y kovariacija;
Cov (X, Y ) � a. v. X ir Y kovariaciju� matrica;
B(n, p) � binominis skirstinys su parametrais n ir p;
B−(n, p) � neigiamasis binominis skirstinys su parametrais n ir p;
P(λ) � Puasono skirstinys su parametru λ;
H(N, M, n) � hipergeometrinis skirstinys su parametrais N , M ir n;
N(0, 1) � standartinis normalusis skirstinys;
N(µ, σ2) � normalusis skirstinys su parametrais µ ir σ2;
LN(µ, σ) � lognormalusis skirstinys su parametrais µ ir σ;
K(µ, σ) � Ko²i skirstinys su parametrais µ ir σ;
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12 Trumpiniai ir ºymenys

E(λ) � eksponentinis skirstinys su parametru λ;
E(α, λ) � paslinktasis eksponentinis skirstinys su parametrais α ir λ;
G(λ, η) � gama skirstinys su parametrais λ ir η;
W (θ, ν) � Veibulo skirstinys su parametrais θ ir ν;
Pa(α, θ) � Pareto skirstinys su parametrais α ir θ;
Be(γ, η) � beta skirstinys su parametrais γ ir η;
U(α, β) � tolygusis skirstinys intervale (α, β);
χ2(n) � chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu�;
χ2(n; δ) � necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necent-
ri²kumo parametru δ;
S(n) � Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu�;
S(n; δ) � necentrinis Stjudento skirstinys su n laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo
parametru δ;
F (m, n) � Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu�;
F (m, n; δ) � necentrinis Fi²erio skirstinys su m ir n laisv
es laipsniu� ir necent-
ri²kumo parametru δ;
zα � standartinio normaliojo skirstinio α kritin
e reik²m
e;
tα(n) � Stjudento skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
χ2
α(n) � chi kvadrato skirstinio su n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
Fα(m, n) � Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e;
Pk(n, π) � k-matis polinominis skirstinys su parametrais n ir π = (π1, ..., πk)T ,
π1 + ...+ πk = 1;
Hk(N,M , n) � k-matis hipergeometrinis skirstinys su parametrais N , M =
(M1, ...,Mk)T ir n;
Nk(µ, Σ) � k-matis normalusis skirstinys su vidurkiu� vektoriumi µ ir kovariaciju�
matrica Σ;
X ∼ N(µ, σ2) � a. d. X, pasiskirst¦s pagal normalu�ji� d
esni� su parametrais µ
ir σ2 (analogi²kai kitu� skirstiniu� atveju);

Xn
P→ X � konvergavimas pagal tikimyb¦ (n→∞);

Xn
b.t.→ X � konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n→∞);

Xn
kv.v.→ X � konvergavimas pagal kvadratini� vidurki� (n→∞);

Xn
d→ X, Fn(x)

d→ F (x) � konvergavimas pagal pasiskirstym¡ (silpnasis; n→
∞);

Xn
d→ X ∼ N(µ, σ2) � a. d. Xn asimptoti²kai (n → ∞) turi normalu�ji�

skirstini� su parametrais µ ir σ2;
Xn ∼ Yn � a. d. Xn ir Yn asimptoti²kai (n→∞) ekvivalentu	s (Xn−Yn

P→ 0);
||x||�kai x = (x1, ..., xk)T yra vektorius, rei²kia atstum¡ (xTx)1/2 = (

∑
i x

2
i )

1/2;
||A|| � kai A = [aij ] yra matrica, rei²kia (

∑
i

∑
j a

2
ij)

1/2;
A > B (A ≥ B) � kai A ir B yra vienodos dimensijos kvadratin
es matricos,
rei²kia, kad matrica A−B yra teigiamai (neneigiamai) apibr
eºta.



1 skyrius

Matematin
es statistikos

objektas

Matematin
e statistika nagrin
eja eksperimentu� planavimo, duomenu� rinkimo,
sisteminimo, analiz
es ir interpretavimo metodus. Jos tikslas � rasti optimalias
sprendimu� pri
emimo taisykles esant neapibr
eºtumo situacijai, t. y. kai steb
ejimu�
duomenys yra atsitiktiniu� dydºiu�, vektoriu� ar procesu� realizacijos.

1.1. Statistiniai duomenys. Imtis

Statistiniai duomenys gaunami i² aplinkos, matuojant kokios nors objektu� aib
es
(populiacijos) elementu� i�vairiu� poºymiu� skaitines reik²mes.

Daug matuojamu� charakteristiku�, susijusiu� su i�vairiomis populiacijomis, apra-
²omos atsitiktiniais dydºiais. Pavyzdºiui, ºmoniu�, kuriems atliekama tam tikra
operacija, gyvenimo trukm
e, tam tikro tipo dirvoºemiu� derlingumas, defektiniu�
gaminiu� gamyklos produkcijoje kiekis ir kita.

Prakti²kai tikimybiniai ²iu� dydºiu� skirstiniai (t. y. ju� reik²miu� pasiskirsty-
mas visoje populiacijoje) neºinomi, bet daºnai, remiantis pirmiau sukauptu�
eksperimentu� duomenimis ar �zine tu� dydºiu� prasme, tariama, kad ²ie skirs-
tiniai i² dalies ºinomi, pavyzdºiui, priklauso konkre£iu� skirstiniu� (eksponentiniu�,
normaliu�ju�, Puasono) ²eimai, kurios parametrai neºinomi.

Norint daugiau suºinoti apie skirstinius, matuojamos populiacijos objektu�
poºymiu�, turin£iu� ²i� skirstini�, reik²m
es. Daºniausiai visos populiacijos nei�ma-
noma i²tirti, tod
el i² jos imama tik dalis objektu�. Atkreipsime d
emesi�, kad,
parinkus populiacijos objekt¡, prie² matavim¡ tiriamos charakteristikos reik²m
e
neºinoma, tod
el j¡ galima interpretuoti kaip atsitiktinio dydºio realizacij¡.

Papras£iausiais atvejais atliekama n eksperimentu� ir matuojamos (nebu	tinai
tiesiogiai) nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� (n. v. p.) atsitiktiniu� dydºiu�
X1, . . . , Xn i�gytos reik²m
es x1, . . . , xn. Pavyzdºiui, jei tiriamos didel
es televizo-
riu� populiacijos funkcionavimo trukm
es charakteristikos, stebima n gaminiu� ir

13
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matuojamos ju� funkcionavimo trukmiu� reik²m
es x1, . . . , xn, kurios gali bu	ti in-
terpretuojamos kaip n nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu�
X1, . . . , Xn realizacijos.

Kitas pavyzdys: atliekama n gaminiu� technin
e kontrol
e. Jei gaminys neten-
kina tam tikru� s¡lygu�, sakoma, kad jis defektinis. Tarkime, kad a. d. Xi lygus 1,
jei i-asis gaminys defektinis, ir lygus 0, jei ne. Galima sakyti, kad kontrol
es metu
nustatytos atsitiktiniu� dydºiu� X1, . . . , Xn reik²m
es x1, . . . , xn. �io eksperimento
metu neatliekami tiesioginiai a. d. Xi reik²miu� matavimai.

1.1.1 apibr
eºimas. Vienodai pasiskirs£iusiu� nepriklausomu� atsitiktiniu� dy-
dºiu� vektorius

X = (X1, . . . , Xn)T

vadinamas paprast¡ja imtimi, o jo per eksperiment¡ i�gytoji reik²m
e

x = (x1, . . . , xn)T

vadinama paprastosios imties realizacija. Realizacijos elementas xi vadinamas
a. d. Xi stebiniu. Taigi imties realizacij¡ sudaro stebiniu� vektorius.

Kai atliekami sud
etingesni eksperimentai, gali bu	ti stebimi nevienodai pa-
siskirst¦ ir galbu	t priklausomi atsitiktiniai dydºiai.

1.1.1 pavyzdys. Stebima n padangu� skirtingomis s¡lygomis, kurias apibu	dina tam tikru�
kintamu�ju� (kovarian£iu�) vektorius. Tie kintamieji gali bu	ti: pagaminimo data, eksploatavimo
s¡lygos, sunkveºimio svoris, kelio kokyb
e, meteorologin
es s¡lygos ir pan., aptarnavimo ir re-
monto taisykl
es.

Padangu� darbo trukm
es X1, . . . , Xn yra nevienodai pasiskirs£iusios (sud
etingesn
emis s¡-

lygomis naudojamu� padangu� darbo trukm
e turi tendencij¡ i�gyti maºesnes reik²mes). Taigi

stebimos atsitiktinio vektoriaus su nevienodai pasiskirs£iusiomis koordinat
emis realizacijos.

1.1.2 pavyzdys. Turime baigtin¦ N objektu�, i² kuriu�M turi savyb¦ A, aib¦. Atsitiktinai

negr¡ºindami imame n objektu�. Tarkime, kad Xi = 1, jei i-asis objektas turi savyb¦ A,

Xi = 0, jei ne. Tada atsitiktinio vektoriaus X = (X1, . . . , Xn)T koordinat
es yra priklausomi

atsitiktiniai dydºiai, nes i�vykio {Xi = 1} tikimyb
e priklauso nuo a. d. X1, . . . , Xi−1 i�gytu�

reik²miu�.

1.1.2 apibr
eºimas. Atsitiktinis vektorius X = (X1, . . . , Xn)T vadinamas
imtimi, o jo per eksperiment¡ i�gyta reik²m
e x = (x1, . . . , xn)T � imties realiza-
cija (stebiniu� vektorius).

Daºnai populiacijos objektai apibu	dinami poºymiu� vektoriumi X = (X1,
..., Xk)T . Jeigu atliekame n eksperimentu�, kuriu� metu matuojamos a. v. X

reik²m
es, tai gauname atsitiktiniu� vektoriu� X1, ...,Xn realizacijas x1, ...,xn.

1.1.3 apibr
eºimas. Jungtinis vektorius (XT
1 , ...,X

T
n )T vadinamas atsitik-

tinio vektoriaus X imtimi, kurios didumas lygus n. Kai atsitiktiniai vektoriai
X1, ...,Xn yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦ kaip ir stebimasis a. v. X,
imtis vadinama paprast¡ja atsitiktinio vektoriaus X imtimi.

Galima nagrin
eti ir dar bendresnes imtis, kai stebimos atsitiktiniu� procesu�
realizacijos.
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1.2. Statistiniu� duomenu� sisteminimas

Didelius nesusistemintus pradiniu� duomenu� masyvus paprastai sunku inter-
pretuoti, tod
el pradiniame etape jie daºnai redukuojami, pateikiant vaizdºias
charakteristikas, ju� lenteles, gra�kus. Gali bu	ti pateikiamos i�vairiu� nagrin
ejamo
poºymio reik²miu� daºniu� lentel
es, stebiniu� pad
eties, sklaidos charakteristikos,
stulpeliu�, skritulin
es, sta£iakamp
es diagramos ir kt. Visa tai nagrin
eja apra²o-
moji statistika. Apra²omojoje statistikoje daromos i²vados tiktai apie turimos
imties realizacijos reik²miu� pasiskirstym¡, bet nedaromos i²vados apie vis¡ pop-
uliacij¡.

Skirtingai nuo apra²omosios statistikos, matematin
e statistika nagrin
eja duo-
menu� statistin
es analiz
es metodus, kai daromos i²vados apie visos populiacijos
tiriamu� charakteristiku� reik²miu� pasiskirstym¡.

�iame vadov
elyje nagrin
ejami matematin
es statistikos metodai. Apra²o-
mosios statistikos elementu� galima rasti V. �ekanavi£iaus ir G. Murausko [7]
vadov
elyje.

1.3. Statistinis modelis

Statistin
es i²vados apie populiacijos charakteristiku� pasiskirstym¡ daromos na-
udojantis imties X = (X1, . . . , Xn)T realizacija x = (x1, . . . , xn)T .

Tarkime, kad a. v. X apibr
eºtas tikimybin
eje erdv
eje (Ω,F ,P). Tada a. v. X
ma£iojoje erdv
eje (Rn,Bn) indukuoja tikimybini� mat¡ PX (ºr. [11], p. 83�84).
Tai, kad a. v. X skirstinys n
era visi²kai ºinomas, apibu	dinsime taip: tikimybinis
matasPX priklauso nuo parametro θ, apie kuri� ºinoma tik tiek, kad jis priklauso
aibei Θ. Gauname tikimybiniu� erdviu� ²eim¡ (Rn,Bn,PX(.|θ)),θ ∈ Θ, kurioje
tikimybinis matas apibr
eºtas visoms aib
ems B ∈ Bn:

PX(B|θ) = P{ω : X(ω) ∈ B|θ}, θ ∈ Θ; (1.3.1)

£ia tikimyb
e yra i�vykio {X ∈ B}, kai ºinoma �ksuota parametro θ reik²m
e i²
aib
es Θ. D
el trumpumo tikimybiniu� skirstiniu� ²eim¡ (1.3.1) daºnai ºym
esime
P = {Pθ, θ ∈ Θ} arba X ∼ Pθ, θ ∈ Θ.

Atsitiktinio vektoriausX tikimybini� skirstini� nusako jo pasiskirstymo funkcija
(ºr. [11], p. 83�84), kuri taip pat priklauso nuo neºinomo parametro θ; ºym
esime
Fθ(x) arba F (x|θ), θ ∈ Θ, x ∈ Rn.

1.3.1 apibr
eºimas. Imties skirstiniu� ²eima P = {Pθ,θ ∈ Θ} vadinama
statistiniu modeliu. �ym
esime

X ∼ Pθ, θ ∈ Θ arba X ∼ Fθ, θ ∈ Θ. (1.3.2)

Statistinis modelis nusako, kokios skirstiniu� klas
es imties duomenis numatoma
analizuoti. Pavyzdºiui, tiriant gaminiu� patikimum¡, darbo laiko skirstini� galima
modeliuoti tik nuo vieno parametro priklausan£iu eksponentiniu skirstiniu, bet
galima modeliuoti ir platesne klase Veibulo skirstiniu�, priklausan£iu� nuo dvieju�
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parametru�. Uºdavini� galima spr¦sti ir imant visus tolydºiuosius skirstinius,
sukoncentruotus intervale (0,∞).

Ar pasirinktas statistinis modelis tinka realiems duomenims, daºnai tenka
tikrinti naudojantis imties realizacija. Jei maºai tik
etina, kad imtis gali i�gyti
reik²m¦ i² artimos gautai realizacijai aplinkos, tai t¡ modeli� tenka koreguoti.
Ir, atvirk²£iai, jei duomenys neprie²tarauja modeliui, tai i²vados apie tiriamu�
poºymiu� reik²miu� pasiskirstym¡ populiacijoje daromos naudojantis tuo modeliu.

Jei tikimybiniu� matu� ²eima P = {Pθ,θ ∈ Θ} absoliu£iai tolydi σ-baigtinio
mato µ atºvilgiu, t. y. egzistuoja jos tankis f(x|θ), tenkinantis s¡lyg¡

Pθ(B) = PX(B|θ) =

∫
B

f(x|θ)dµ(x)

su visais B ∈ Bn, tai ²iuo atveju tikimybini� modeli� ºym
esime

X ∼ fθ, θ ∈ Θ. (1.3.3)

Priminsime, jeigu a. v. X skirstinys yra absoliu£iai tolydus, tai ji� visai nusako
tikimybinio tankio funkcija (Lebego mato atºvilgiu). Kai a. v. X diskretusis,
tai ji� visai nusako galimu� reik²miu� i�gijimo tikimyb
es. �ias tikimybes galime
interpretuoti kaip a. v. X skirstinio tanki� skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu ([11],
p. 89�93).

Jeigu imtis X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji, tai atsitiktinio vektoriaus X
koordinat
es yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai. Tada
a. v. X tikimybinis modelis yra n nepriklausomu� eksperimentu� modelis. Tik-
sliau, tikimybin
e erdv
e (Rn,Bn,PX(.|θ)) yra atsitiktiniu� dydºiu� X1, ..., Xn

indukuotu� tikimybiniu� erdviu� (R,B,PX1(.|θ)), ..., (R,B,PXn(.|θ)) tiesiogin
e san-
dauga. Taigi statistini� modeli� visi²kai nusako atskiros a. v. X koordinat
es
skirstinys. Atsitiktinio vektoriaus X pasiskirstymo funkcija ar tankis visai nu-
sakomi atskiros koordinat
es pasiskirstymo funkcija ar tankiu (ºr. [11], p. 100�
104). �iuo atveju statistini� modeli� ºym
esime

Xi ∼ Pθ, θ ∈ Θ arba Xi ∼ Fθ, θ ∈ Θ, arba Xi ∼ fθ, θ ∈ Θ,
(1.3.4)

£ia Pθ, Fθ ar fθ yra vieno imties nario indukuotas tikimybinis skirstinys, pa-
siskirstymo funkcija ar tankis.

1.3.1 pavyzdys. Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼
N(µ, σ2),−∞ < µ < ∞, σ > 0. Kadangi a. v. X koordinat
es yra nepriklausomi normalieji
a. d., tai X skirstinys (statistinis modelis) yra n-matis normalusis skirstinys Nn(µ, Σ), kurio
vidurkiu� vektorius µ = (µ, ..., µ)T ir kovariaciju� matrica Σ = σ2I. Ai²ku, kad a. v. X skirstini�
visi²kai nusako jo vienos koordinat
es skirstinys. Tod
el statistini� modeli� galima nusakyti nuro-
dant vienos koordinat
es skirstini�: Xi ∼ N(µ, σ2), −∞ < µ <∞, σ > 0.

1.3.2 pavyzdys. Tegu n kartu� realizuojami Bernulio eksperimentai, kuriuose i�vykio A
i�vykimo tikimyb
e lygi p, 0 < p < 1. Paºym
ekime Xi a. d., kuris i�gyja reik²m¦ 1, jeigu i-
ajame eksperimente i�vyko A, ir reik²m¦ 0 � prie²ingu atveju. Tada imties X = (X1, ..., Xn)T

skirstinys yra diskretusis ir ji� visi²kai nusako galimu� reik²miu� i�gijimo tikimyb
es. Galimu�
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reik²miu� sritis X = {(x1, ..., xn)T : xi = 0, 1, i = 1, ..., n} ∈ Rn, susideda i² 2n ta²ku�, o ju�
i�gijimo tikimyb
es yra

P{X = x|p} = px1+...+xn (1− p)n−(x1+...+xn), x ∈ X , 0 < p < 1.

Ai²ku, kad a. v. X skirstini� visi²kai nusako vienos koordinat
es XXi skirstinys. Tod
el statistini�
modeli� galima apibr
eºti nurodant vienos koordinat
es skirstini�: Xi ∼ B(1, p), 0 < p < 1.

1.3.3 pavyzdys. Tarkime, atrankinei kontrolei pateko N dydºio gaminiu� partija, ku-
rios defektiniu� gaminiu� skai£ius M yra neºinomas. Atsitiktinai negr¡ºinant paimama n < N
gaminiu� ir nustatoma, kurie i² ju� yra defektiniai. Tegu a. d. Xi i�gyja reik²m¦ 1, jeigu i-
asis patikrintas gaminys yra defektinis, ir reik²m¦ 0 � prie²ingu atveju. Gautosios imties
X = (X1, ..., Xn)T skirstinys yra diskretusis, galimos jo reik²m
es x = (x1, ..., xn)T taip pat
priklauso aibei X , apibr
eºtai 1.3.2 pavyzdyje. Atskiros koordinat
es skirstinys taip pat binomi-
nis B(1, p), p = M/N . Ta£iau, skirtingai nuo 1.3.2 pavyzdºio, a. d. X1, ..., Xn yra priklausomi
(imtis n
era paprastoji).Tod
el, norint nusakyti statistini� modeli�, nepakanka nurodyti atskiros
koordinat
es skirstini�.

Atsitiktinio vektoriausX tikimybinis skirstinys (statistinis modelis) nusakomas tikimyb
emis

P{X = x|M} = P{X1 = x1, ..., Xn = xn|M} =
M [m](N −M)[n−m]

N [n]
,

kiekviename ta²ke (x1, ..., xn)T ∈ X , kuriame yra m vienetu� ir n−m nuliu�, max(0, N −M −
n) ≤ m ≤ min(M,n); k[l] = k(k − 1)...(k − l + 1); likusiuose aib
es X ta²kuose tikimyb
e lygi

nuliui. Neºinomo parametro M kitimo sritis yra aib
e {0, 1, ..., N}.

1.3.1 pastaba. Jei galime rasti tokias skirtingas θ reik²mes θ1 6= θ2, kad
Pθ1 = Pθ2 , t. y. esant bet kuriai teigiamo mato aibeiB ∈ B tikimyb
esPθ1(B) =
Pθ2

(B) sutampa, tai gali kilti keblumu� vertinant parametr¡ θ. Tod
el toliau
nagrin
esime tiktai identi�kuojamus modelius, t. y. kai skirtingas parametro θ
reik²mes atitinka skirtingi imties skirstiniai.

1.4. Parametriniai ir neparametriniai statistiniai

modeliai

1.4.1 apibr
eºimas. Statistinis modelis P = {Pθ,θ ∈ Θ} vadinamas para-
metriniu, jei parametras θ yra baigtiniamatis:

θ = (θ1, . . . , θm)T ∈ Θ ⊂ Rm.

Pavyzdºiui, kai imtis paprastoji, P gali bu	ti normaliu�ju�, eksponentiniu�, Pua-
sono skirstiniu� ²eima: Xi ∼ N(µ, σ2), µ ∈ R, σ > 0; Xi ∼ E(θ), θ > 0;
Xi ∼ P(λ), λ > 0.

1.4.2 apibr
eºimas. Statistinis modelis P = {Pθ,θ ∈ Θ} vadinamas semi-
parametriniu, jei parametras θ turi baigtinio ir begalinio matavimo kompo-
nentes.

Pavyzdºiui, tiriant gyvenimo trukm
es priklausomyb¦ nuo vienamat
es kova-
riant
es z, galima taikyti Kokso modeli�, tarus, kad imties X (kuri n
era papras-
toji) skirstinys apibr
eºiamas nepriklausomu� gyvenimo trukmiu�Xi pasiskirstymo
funkcijomis

Fi(x, β) = 1− {1− F0(x)}exp{βzi};
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£ia F0 yra neºinoma bazin
e pasiskirstymo funkcija (begalinio matavimo kom-
ponent
e), β � neºinomas vienamatis parametras ir zi � i-ojo stebimo objekto
ºinoma kovariant
es reik²m
e. �iuo atveju parametras yra θ = (β, F0(x)), β ∈
R, F0 ∈ F0; £ia F0 yra tam tikra pasiskirstymo funkciju� (pvz., absoliu£iai
tolydºiu�) aib
e. Ai²ku, kad parametro θ antrosios komponent
es negalime apra²yti
baigtiniama£iu parametru, priklausan£iu kokiam nors baigtin
es dimensijos N
erdv
es RN poaibiui.

1.4.3 apibr
eºimas. Statistinis modelis P = {Pθ,θ ∈ Θ} vadinamas
neparametriniu, jei parametras θ yra begalinio matavimo ir neturi baigtinio
matavimo komponen£iu�.

Pavyzdºiui, P gali bu	ti visu� galimu� skirstiniu� ²eima arba skirstiniu� su toly-
dºia arba simetrine pasiskirstymo funkcija ²eima.

Parametriniai, neparametriniai ir semiparametriniai statistiniai modeliai nag-
rin
ejami atitinkamuose matematin
es statistikos skyriuose.

1.5. Pagrindiniai matematin
es statistikos uºdavi-

niai

Turint statistini� modeli� P = {Pθ,θ ∈ Θ} ir ºinant imties X realizacij¡ x,
daromi tam tikri sprendimai apie nevisi²kai ºinom¡ X skirstini�. Kiekviena
sprendimu� pri
emimo taisykl
e yra Bn-ma£ioji funkcija, kurios kitimo sritis su-
tampa su galimu� sprendimu� aibe D.

1.5.1 apibr
eºimas. Bet kuri (Rn, Bn)-ma£ioji funkcij¡ T = T (X) =
T (X1, ..., Xn), priklausanti tik nuo imties X, vadinama statistika. Konkretaus
eksperimento statistikos T i�gyta reik²m
e t = T (x) = T (x1, ..., xn) vadinama
statistikos realizacija arba stebiniu.

Taigi kiekviena sprendimu� pri
emimo taisykl
e δ(X) yra statistika, kurios
kitimo sritis yra galimu� sprendimu� aib
e D.

Nor
edami palyginti i�vairias sprendimu� pri
emimo taisykles, i�vedame nuostoliu�
funkcij¡ L(θ, d) ≥ 0,θ ∈ Θ, d ∈ D. Funkcijos L reik²m
e ta²ke (θ, d) interpre-
tuojama kaip nuostoliai, kuriu� atsiranda tada, kai priimamas sprendimas d ∈ D,
o tikroji parametro reik²m
e yra θ. Pavyzdºiui, vienama£io parametro θ ta²kinio
vertinimo atveju daºnai naudojama nuostoliu� funkcija L(θ, d) = (d − θ)2. Kuo
labiau nutolusi¡ nuo θ reik²m¦ d i�gyja i�vertinys T = T (X), tuo daugiau ap-
sirinkama, t. y. tuo didesni nuostoliai. Ta£iau toks lyginimas paprastai nebu	na
vienareik²mis: vienoms imties realizacijoms gali bu	ti geresn
e viena taisykl
e, o ki-
toms � kita. Tod
el matematin
eje statistikoje i�prasta ie²koti tokios taisykl
es, kuri
daug kartu� taikoma analogi²kiems stebiniu� rinkiniams, minimizuotu� vidutinius
nuostolius. Kitaip tariant, ie²koma taisykl
es, kuri su visais θ ∈ Θ minimizuotu�
vidurki� � vadinam¡j¡ rizikos funkcij¡:

R(θ, δ) = EθL(θ, δ(X)) =

∫
Rn

L(θ, δ(x))Pθ(dx). (1.5.1)
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Matome, kad matematin
es statistikos uºdavini� lemia trejetas

(P, D, L),

kuri� sudaro skirstiniu� ²eima P, sprendimu� d aib
e D ir nuostoliu� funkcija L.
Prielaidos apie ²iuos tris elementus suskirsto matematin¦ statistik¡ i� dalis, ku-
rioms reikia savitu� sprendimo metodu�.

Atsiºvelgiant i� skirstiniu� ²eim¡ P, pirmiau buvo i²skirti parametriniai, semi-
parametriniai ir neparametriniai statistiniai modeliai. Jeigu stebimas atsitik-
tinis vektorius ar procesas, tai atitinkamos matematin
es statistikos dalys vadi-
namos daugiamate ar procesu� statistika.

Kalbant apie sprendimu� aib¦ D, daºniausiai nagrin
ejami tokie pagrindiniai
matematin
es statistikos uºdaviniu� tipai:

1. Formuluojama prielaida (hipotez
e), kad imties X skirstinys priklauso
siauresnei skirstiniu� aibei P0 = {Pθ,θ ∈ Θ0 ⊂ Θ} ⊂ P. Taigi sprendimu�
aib
e D = {d0, d1} susideda i² dvieju� elementu�: sprendimas d0, kad prielaida
teisinga, ir sprendimas d1, kad prielaida klaidinga. Tai statistiniu� hipoteziu�
tikrinimo uºdavinys. Suformuluot¡ prielaid¡ vadiname hipoteze, o teigini�, kad
X skirstinys priklauso ²eimai P \ P0, � alternatyvi¡ja hipoteze, arba trumpiau
� alternatyva.

Pavyzdºiui, jei nagrin
ejamas statistinis modelis Xi ∼ P = {N(µ, σ2), µ ∈
R, σ > 0} ir tikrinama hipotez
e Xi ∼ P0 = {N(1, σ2), σ > 0} ⊂ P, tai viena i²
galimu� sprendimo pri
emimo taisykliu� yra tokia: hipotez
e atmetama (sprendimas
d1), jei

|
√
n(X̄ − 1)/s |> cn;

£ia X̄ =
∑n
i=1Xi/n, s2 =

∑n
i=1(Xi− X̄)2/(n−1), s =

√
s2, o cn yra konstanta,

nepriklausanti nuo neºinomu� parametru�. Prie²ingu atveju hipotez
e priimama
(sprendimas d0). Tai natu	ralu, nes EµX̄ = µ, taigi esant teisingai hipotezei X̄
stebiniai i²sisklaid¦ apie vienet¡. Tod
el hipotez¦ reik
etu� atmesti, jei skirtumas
| X̄−1 | i�gyja didel¦ reik²m¦. Dalyba i² s reikalinga norint pa²alinti matuojamu�
dydºiu� sklaidos i�tak¡.

Bendresniu atveju ²eima P suskaidoma i� k nesikertan£iu� poaibiu� P1,P2, ...,
Pk. Sprendimu� aib
e D susideda i² k elementu� d1, ..., dk; £ia di parodo, kad
imtiesX skirstinys priklauso aibei Pi ⊂ P, i = 1, 2, ..., k. Tai daugelio sprendimu�
pri
emimo, arba klasi�kavimo, uºdavinys.

2. Reikia padaryti i²vad¡ apie neºinomo parametro θ arba neºinomo para-
metro funkcijos γ = γ(θ),θ ∈ Θ tikr¡j¡ reik²m¦ (kuri yra neºinoma). Sprendimu�
aib
e D sutampa su parametro θ ar funkcijos γ reik²miu� sritimi.

�is uºdavinys paprastai sprendºiamas parenkant toki¡ Bn-ma£i¡j¡ imties X
funkcij¡ (statistik¡)

T = T (X) = T (X1, · · · , Xn),

kurios stebiniai susikoncentrav¦ apie θ arba γ, o tu� stebiniu� sritis priklauso
galimu� sprendimu� aibei D.
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Tai ta²kiniu� i�vertiniu� radimo uºdavinys.

Pavyzdºiui, jei nagrin
ejamas statistinis modelis Xi ∼ P(λ), λ > 0 (t. y.
imama Puasono skirstiniu� ²eima) ir turima paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T ,
tai ta²kiniu parametro λ i�vertiniu galima imti statistik¡ T = X̄, nes EλX̄ = λ,
taigi T stebiniai i²sibarst¦ apie λ. Statistikos T stebiniai priklauso sprendimu�
aibei D = (0,∞).

Jei nagrin
ejamas neparametrinis modelis Xi ∼ PF , F ∈ F , £ia F yra visu�
pasiskirstymo funkciju� ²eima, tai ta²kiniu parametro F (pasiskirstymo funkcijos)
i�vertiniu natu	ralu imti statistik¡ T = T (X, y), y ∈ R, apibr
eºiam¡ lygybe

T (X, y) =
1

n

n∑
i=1

1(−∞, y](Xi),

£ia 1A(x) yra aib
es A indikatorius, nes EF (T (X, y)) = F (y) su visais y. Statis-
tikos T reik²m
es priklauso sprendimu� aibei D = F .

3. Ie²koma atsitiktin
e sritis E(X) ⊂ Θ, kuri esant visiems θ ∈ Θ uºdengia
neºinom¡ parametro θ reik²m¦ su tikimybe, ne maºesne uº Q, £ia Q yra artima
1 tikimyb
e:

Pθ{θ ∈ E(X)} ≥ Q, ∀ θ ∈ Θ.

Sprendimu� aib¦ sudaro parametro θ reik²miu� aib
es Θ poaibiai. Tai pasikliovimo
sri£iu� sudarymo uºdavinys.

Pasikliovimo srities ribas nusako tinkamai parinktu� statistiku� reik²m
es. Pa-
vyzdºiui, jei nagrin
ejamas statistinis modelis Xi ∼ P = {N(µ, σ2), µ ∈ R,
σ > 0}, tai vidurkio µ pasikliovimo sritis (²iuo atveju intervalas) gali bu	ti
apibr
eºiama ²itaip:

E(X) = (X̄ − s√
n
c(Q), X̄ +

s√
n
c(Q));

£ia c(Q) yra konstanta, nepriklausanti nuo neºinomu� parametru�, bet priklau-
santi nuoQ, o s � pirmiau apibr
eºta statistika. �io atsitiktinio intervalo reik²m
es
yra intervalai, kurie priklauso sprendimu� aibei D, susidedan£iai i² erv
es R
poaibiu�.

Suformuluoti uºdaviniai nagrin
ejami atitinkamuose matematin
es statistikos
skyriuose � �Statistiniu� hipoteziu� tikrinimas�, �Ta²kiniai i�vertiniai�, �Intervaliniai
i�vertiniai� ir pan. Pabr
e²ime, kad ²ie uºdaviniai gali bu	ti sprendºiami, kai statis-
tinis modelis yra parametrinis, semiparametrinis ar neparametrinis.

1.6. Pratimai

1.1. Yra dvi nepriklausomos paprastosios a. d. X ∼ B(1, p) imtys, kuriu� didumai yra
n1 ir n2. Tegu vieneto pasirodymu� skai£iai ²iose imtyse yra X1 ir X2. Sudarykite jungtin
es
imties X = (X1, X2)T statistini� modeli�. Raskite statistikos

T =
X1

n1
−
X2

n2
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vidurki� ir dispersij¡.

1.2. Objektu�, turin£iu� savyb¦ A, dalys k populiacijose atitinkamai yra π1, ..., πk.
a) Atsitiktinai parenkama populiacija ir i² jos atsitiktinai imama gr¡ºinant didumo n

imtis.
b) Atsitiktinai parenkama populiacija ir i² jos atsitiktinai imamas gr¡ºinant vienas ele-

mentas. Procedu	ra kartojama n kartu�.
Sudarykite ²iu� eksperimentu� statistinius modelius. Raskite statistikos X/n vidurki� ir

dispersij¡, kai X yra skai£ius imties objektu�, turin£iu� savyb¦ A.

1.3. (1.2 t¦sinys). I² kiekvienos populiacijos atsitiktinai imama gr¡ºinant didumo n imtis.
Sudarykite ²io eksperimento statistini� modeli�. Raskite statistikos X/n vidurki� ir dispersij¡,
kai X yra jungtin
es nk didumo imties objektu�, turin£iu� savyb¦ A, skai£ius.

1.4. I² populiacijos, kurioje poºymi� A turin£iu� objektu� dalis lygi π, atsitiktinai imama
gr¡ºinant didumo n1 imtis. I² tos imties atsitiktinai imama gr¡ºinant didumo n2 imtis.
Sudarykite ²io eksperimento statistini� modeli�.

1.5. (1.4 t¦sinys). Tar¦, kad eksperimento metu uºregistruojami tik skai£iai X1 ir X2

pirmosios ir antrosios imties objektu�, turin£iu� savyb¦A, sudarykite imties (X1, X2)T statistini�
modeli�. Raskite statistikos X1/n1 −X2/n2 vidurki� ir dispersij¡.

1.6. I²spr¦skite 1.4. ir 1.5. pratimus, kai imtys imamos atsitiktinai ir negr¡ºinant
(populiacij¡ sudaro N elementu�, n2 < n1 < N).

1.7. Atrankinei kontrolei pateko N dydºio gaminiu� partija ir kurioje yra neºinomas
skai£ius M defektiniu� gaminiu�. Atsitiktinai imama negr¡ºinant n gaminiu� ir nustatomas
defektiniu� skai£ius X i² ju�. Sudarykite imties X statistini� modeli�.

1.8. (1.7 t¦sinys). Tegu partija pripaºi�stama gera, kai X ≤ c. Kaip priklauso partijos
pri
emimo tikimyb
e nuo ²ios partijos defektiniu� gaminiu� skai£iaus M?

1.9. (1.7 t¦sinys). Tegu taikoma tokia atrankin
es kontrol
es taisykl
e: partija pripaºi�stama
gera, kai X ≤ c, partija i²brokuojama, kai X ≥ c + d. Kai c < X < c + d, atsitiktinai
imama negr¡ºinant papildoma didumo n′ imtis ir nustatomas defektiniu� gaminiu� ²ioje imtyje
skai£ius X′. �iuo atveju partija brokuojama, kai X + X′ > k. Sudarykite imties (X, X′)T

statistini� modeli�. Kaip priklauso partijos pri
emimo tikimyb
e nuo ²ios partijos defektiniu�
gaminiu� skai£iaus M?

1.10. Atrankinei kontrolei pateko N dydºio gaminiu� partija ir kurioje yra neºinomi
skai£iai defektiniu� gaminiu�: M1 � neremontuotinu� ir M2 � turin£iu� pataisomus defektus.
Likusieji N − M1 − M2 gaminiai yra geri. Atsitiktinai imama negr¡ºinant n gaminiu� ir
i² ju� randami skai£iai X1 ir X2 neremontuotinu� gaminiu� ir turin£iu� pataisomus defektus.
Sudarykite imties (X1, X2)T statistini� modeli�.

1.11. (1.10 t¦sinys). Tegu partija priimama, kai X1 ≤ c1, X2 ≤ c2. Kaip priklauso
partijos pri
emimo tikimyb
e nuo parametru� M1 ir M2? Raskite ²i¡ tikimyb¦, kai partija
priimama, jei X1 +X2 ≤ c.

1.12. Aib¦ sudaro N objektu�, kurie apibu	dinami tam tikru poºymiu y, t. y. aib
e ON =
{y1, ..., yN} sudaryta i² poºymio y reik²miu�. Atsitiktinai imame negr¡ºinant n ≤ N objektu�.
Tegu a. v. X = (X1, ..., Xn)T koordinat
e Xi lygi i-ojo parinkto objekto poºymio y reik²mei.
a) I�rodykite, kad a. v. X koordinat
es yra priklausomi a. d. ir imtis n
era paprastoji; sudarykite
imties X statistini� modeli�. b) Raskite a. d. Y = X1 + ...+Xn vidurki� ir dispersij¡. c) Raskite
a. d. Y tikimybini� skirstini�, kai yi, i = 1, ..., N , i�gyja tik dvi reik²mes: 0 arba 1.

1.13. (1.12 t¦sinys). I²spr¦skite 12 pratim¡ tuo atveju, kai objektai imami atsitiktinai
gr¡ºinant.

1.14. Tegu X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra dvi paprastosios imtys, gautos
stebint nepriklausomus a. d. X ∼ P(λ1) ir Y ∼ P(λ2). Sudarykite jungtin
es didumo m + n
imties statistini� modeli�. Kaip pasikeistu� ²is modelis, jeigu bu	tu� ºinoma, kad λ1 = λ2?

1.15. Tegu X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra dvi paprastosios imtys, gautos
stebint nepriklausomus a. d. X ∼ N(µ1, σ2

1) ir Y ∼ N(µ2, σ2
2). Sudarykite jungtin
es didumo

m+n imties statistini� modeli�, jeigu ºinoma, kad: a) µ1 = µ2; b) σ1 = σ2; c) jokios informacijos
apie parametrus n
era.
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1.16. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, yra paprastoji atsitiktin
e a. v. (X,Y )T , turin£io

dvimati� normalu�ji� skirstini�, imtis. Sudarykite imties statistini� modeli�. Kaip pasikeistu� statis-
tinis modelis, jeigu bu	tu� ºinoma, kad marginalieji atsitiktiniu� dydºiu�X ir Y skirstiniai vienodi?

1.17. Imties X = (X1, ..., Xn)T elementai Xi ∼ N(µ, σ2), i = 1, ..., n. Koreliacijos
koe�cientas ρ(Xi, Xj) = ρ, kai |i− j| = 1, ir ρ(Xi, Xj) = 0, kai |i− j| > 1. Sudarykite imties
X statistini� modeli�.

1.18. Stebint didumo n gaminiu� partij¡, nustatomi ju� gedimo momentai X1, ..., Xn.
Sudarykite imties X = (X1, ..., Xn)T statistini� modeli�, jeigu ºinoma, kad gaminiai sugenda
nepriklausomai vienas nuo kito, o ju� gedimu� intensyvumo funkcija λ(t) ≡ λ.

1.19. (1.18 t¦sinys). Sudarykite imties statistini� modeli� tuo atveju, kai gaminiai stebimi
�ksuot¡ laik¡ t.

1.20. Tegu Xi = (Xi1, ..., Xini )
T , i = 1, ...,m, yra paprastosios atsitiktin
es imtys,

gautos stebint absoliu£iai tolydºius n. a. d. X1, ..., Xm. Sudarykite jungtin
es imties X =
(XT1 , ...,X

T
m)T statistini� modeli�, kai ºinoma, kad: a) a. d. X1, ..., Xm skirstiniai gali skirtis tik

poslinkio parametru; b) gali skirtis tik mastelio parametru; c) gali skirtis poslinkio ir mastelio
parametrais; d) jokios papildomos informacijos n
era.

1.21. Imties X = (X1, ..., Xn)T nariai yra nepriklausomi absoliu£iai tolydu	s atsitiktiniai
dydºiai. Sudarykite imties X statistini� modeli�. Kaip pasikeistu� statistinis modelis, jeigu imtis
bu	tu� paprastoji?

1.22. Paprastoji atsitiktin
e imtis (X1i, ..., Xki)
T , i = 1, ..., n, gauta stebint a. v. (X1, ...,

Xk)T . Sudarykite imties statistini� modeli�, jeigu ºinoma, kad a. d. X1, ..., Xk marginalieji
skirstiniai yra vienodi.

1.23. Atsitiktin
es imties X = (X1, ..., Xn)T elementai yra absoliu£iai tolydu	s n. a. d.,
kuriu� mediana lygi β (β � neºinomas parametras). Sudarykite imties X statistini� modeli�.

1.24. Atsitiktin
es imties X = (X1, ..., Xn)T elementai yra absoliu£iai tolydu	s a. d. su
baigtiniu vidurkiu µ (µ � neºinomas parametras). Sudarykite imties X statistini� modeli�.

1.25. Ta²kas tolygiai juda tiese. Laiko momentais t1, ..., tn uºregistruojamas ta²ko nueitas
kelias X1, ..., Xn. Tarkime, kad matavimo rezultatai tarpusavyje nepriklausomi, matavimo
paklaidos neturi sistemin
es dedamosios, o atsitiktin
e dedamoji pasiskirs£iusi pagal normalu�ji�
d
esni� N(0, σ2). Sudarykite imties X = (X1, ..., Xn)T statistini� modeli�.

1.26. (1.25 t¦sinys). Sudarykite statistini� modeli� tuo atveju, kai ºinoma, kad X0 = 0.

1.27. Sveriant t¡ pati� ku	n¡ n kartu�, gauti sv
erimo rezultatai X1, ..., Xn. Tegu jie tar-
pusavyje nepriklausomi. Pirmu�ju� k sv
erimu� sistemin
e paklaida 0, o likusiu�ju� � µ. Atsitiktin
es
visu� sv
erimu� paklaidu� dedamosios turi normaliuosius skirstinius N(0, σ2). Sudarykite imties
X = (X1, ..., Xn)T statistini� modeli�.

ATSAKYMAI IR NURODYMAI

1.1. Imties (X1, X2)T skirstinys yra diskretusis, nusakomas tikimyb
emis P{X1 =

m1, X2 = m2} = Cm1
n1 C

m2
n2 p

m1+m2 (1−p)(n1+n2−m1−m2), m1 = 0, 1, ..., n1, m2 = 0, 1, ..., n2,

0 < p < 1; ET = 0, V T = p(1−p)(n1+n2)/(n1n2). 1.2. a) ImtiesX = (X1, ..., Xn)T tikimy-

binis modelis nusakomas tikimyb
emis P{Xi = ji, i = 1, ..., n, ji = 0, 1} = 1
k

∑k
r=1(πr)

∑
i ji

(1 − πr)n−
∑
i ji , 0 < πj < 1, j = 1, ..., k; E(X/n) = 1

k

∑k
r=1 πr = π̄, V (X/n) =

1
kn

∑k
r=1 πr(1− πr)/n; b) P{X1 = j1, ..., Xn = jn} = (π̄)

∑
i ji (1− π̄)n−

∑
i ji , , ji = 0, 1;

E(X/n) = π̄, V (X/n) = π̄(1 − π̄)/n. 1.3. Jungtin
es imties X = (XT1 , ...,X
T
n )T tikimybinis

modelis nusakomas tikimyb
emis P{X1 = x1, ...,Xn = xn} = P{X1 = x1}...P{Xn = xn};
P{Xi = xi} = P{Xi1 = j1, ..., Xin = jn, j1, ..., jn = 0, 1} = π

∑
i ji

i (1 − πi)
n−

∑
i ji ;

E(X/n) =
∑k
r=1 πr, V (X/n) = 1

n

∑k
r=1 πr(1−πr). 1.4. Jungtin
es imtiesX = (X11, ..., X1n1 ,

X21, ..., X2n2 )T tikimybinis skirstinys nusakomas tikimyb
emis P{X1i = ji, X2l = kl; i =

1, ..., n1, l = 1, ..., n2; ji, kl = 0, 1} = π
∑
i ji (1−π)n−

∑
i ji (

∑
i ji/n)

∑
l kl (1−

∑
i ji/n)n1−

∑
l kl ,

0 < π < 1. 1.5. A. v. (X1, X2)T skirstinys nusakomas tikimyb
emis P{X1 = m1, X2 =
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m2} = Cm1
n1 π

m1 (1 − π)n1−m1Cm2
n2 (m1/n1)m2 (1 − m1/n1)n2−m2 , m1 = 0, ..., n1, m2 =

0, ..., n2, 0 < π < 1; E(X1/n1−X2/n2) = 0, V (X1/n1−X2/n2) = (n1−1)π(1−π)/(n1n2).

1.6. Tarkime, populiacijos objektu�, turin£iu� savyb¦ A, skai£ius yraM ir π = M/N . Tada a. d.

X1 skirstinys yra hipergeometrinis X1 ∼ H(N,M,n1), o a. d. X2 s¡lyginis skirstinys, esant

s¡lygai, kad a. d. X1 i�gijo reik²m¦ m, taip pat hipergeometrinis (X1|X = m) ∼ H(n1,m, n2);

E(X1/n1 − X2/n2) = 0, V (X1/n1 − X2/n2) = π(1 − π)N(n1 − n2)/(n1n2(N − 1)).

1.7. A. d. X skirstinys yra hipergeometrinis X ∼ H(N,M,n). 1.8. Partijos pri
emimo

tikimyb
e P{X ≤ c|M} =
∑c
m=0 h(m|N, M, n) = H(c|N, M, n); £ia h(m|N, M, n) =

CmMC
n−m
N−M/C

n
N . 1.9. Atsitiktinio dydºio X skirstinys yra hipergeometrinis X ∼ H(N,M,n),

o a. d. X′ s¡lyginis skirstinys, kai X = m, taip pat hipergeometrinis (X′|X = m) ∼
H(N − n, M − m, n′). Partijos pri
emimo tikimyb
e P{X ≤ c|M} + P{c < X < c +

d, X + X′ ≤ k|M} = H(c|N,M,n) +
∑c+d−1
m=c+1

∑k−m
j=0 h(m|N,M,n)h(j|N − n,M −m,n′).

1.10. Atsitiktinio vektoriaus (X1, X2)T tikimybinis skirstinys yra dvimatis hipergeometrinis

(X1, X2)T ∼ H(N,M1,M2, n). 1.11. Partijos pri
emimo tikimyb
e P{X1 ≤ c1, X2 ≤ c2} =∑c1
m1=0

∑c2
m2=0 C

m1
M1

Cm2
M2

Cn−m1−m2
N−M1−M2

/CnN =
∑c1
m1=0

∑c2
m2=0 h(m1, m2|N, M1, M2, n).

Antruoju atveju partijos pri
emimo tikimyb
e yra
∑c
m1=0

∑c−m1
m2=0 h(m1, m2|N, M1, M2, n).

1.12. a) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xn)T koordinat
es priklausomos: koordinat
e Xi
negali i�gyti reik²m
es yj , jei kuri nors kita koordinat
e jau i�gijo ²i¡ reik²m¦. A. v. X galimos

reik²m
es yra visi galimi skirtingi rinkiniai (yi1 , yi2 , ..., yin )T , i1 6= i2 6= · · · 6= in, i² aib
es

{y1, ..., yN}; ju� i�gijimo tikimyb
es visos vienodos ir lygios 1/CnN ; b) EY = n
N

∑N
i=1 yi =

nȳ, V Y = n(N − n)s2y/(N − 1), s2y = 1
N

∑N
i=1(yi − ȳ)2. c) Tarkime, vienetu� skai£ius

aib
eje ON lygus M . Tada Y ∼ H(N, M, n). 1.13. a) Atsitiktinio vektoriaus X =

(X1, ..., Xn)T koordinat
es yra nepriklausomos; a. v. X reik²m
es yra visi galimi rinkiniai

(yi1 , yi2 , ..., yin )T , kuriu� kiekviena koordinat
e nepriklausomai nuo kitu� gali i�gyti reik²mes

y1, ..., yN su tikimyb
emis 1/N , t. y. kiekvieno rinkinio tikimyb
e yra 1/Nn; b) EY = nȳ, V Y =

ns2y : c) Jeigu vienetu� skai£ius aib
eje yra M , tai Y ∼ B(n, p), p = M/N . 1.14. Jungtin
es

imties (XT , Y T )T tikimybinis skirstinys nusakomas tikimyb
emis P{X1 = k1, ..., Xm =

km, Y1 = l1, ..., Yn = ln} = λk1+...+km
1 e−mλ1λl1+...+ln

2 e−nλ2/(k1!...km!l1!...ln!), 0 <

λ1, λ2 <∞, kj , li = 0, 1, · · · . Jeigu λ1 = λ2 = λ, tai ²i tikimyb
e yra λk1+...+km+l1+...+ln

e−(m+n)λ/(k1!...km!l1!...ln!). 1.15. c) Jungtin
es imties (X1, ..., Xm, Y1, ..., Yn)T tikimy-

binio tankio funkcija yra
∏m
i=1 ϕ(xi|µ1, σ1)

∏n
j=1 ϕ(yj |µ2, σ2), −∞ < µ1, µ2 < ∞, 0 <

σ1, σ2 < ∞; £ia ϕ(z|µ, σ) � normaliojo skirstinio N(µ, σ) tankio funkcija. Atveju a)

reikia i�ra²yti µ1 = µ2 = µ, o atveju b) σ1 = σ2 = σ. 1.16. Imties tankio funkcija yra∏n
i=1 ϕ(xi, yi|µ, Σ), µ = (µ1, µ2)T ,−∞ < µ1, µ2 < ∞, Σ = [σij ]2×2, 0 < σ11, σ22 <

∞, σ12 = σ21 = ρ
√
σ11σ22,−1 < ρ < 1; o ϕ(x, y|µ, Σ) � dvima£io normaliojo skirstinio

N2(µ, Σ) tankio funkcija. 1.17. Atsitiktinio vektoriaus X skirstinys yra n-matis normalusis

Nn(µ, Σ), kurio vidurkiu� vektorius µ = (µ, ..., µ)T , −∞ < µ < ∞; kovariacin
es matri-

cos Σ = [σij ]n×n elementai ant pagrindin
es i�striºain
es yra σ2, 0 < σ < ∞; elementai ant

i�striºainiu�, gretimu� pagrindinei, yra ρσ2, −1 < ρ < 1, o visi kiti elementai lygu	s 0. 1.18.

Atsitiktinio vektoriaus X tikimybinio tankio funkcija yra λn exp{−λ(x1 + ...+ xn)}, 0 < λ <

∞, 0 < x1, ..., xn < ∞. 1.19. Stebime nepriklausomas poras (Yi = Xi ∧ t, δi = 1(0,t](Xi));

P{Yi ≤ x, δi = 1} = P{Xi ≤ x,Xi ≤ t} = 1 − exp{−λ(x ∧ t)}, P{Yi ≤ x, δi = 0} = P{t ≤
x,Xi > t} = exp{−λt}1(t,∞)(x). 1.20. Jungtin
es imties X pasiskirstymo funkcija F prik-

lauso absoliu£iai tolydºiu� (n1 + ...+nm)-ma£iu� pasiskirstymo funkciju� aibei F : a) F yra aib
e

pasiskirstymo funkciju�
∏m
j=1

∏nj
i=1 F (xij − µj), −∞ < µ1, ..., µm < ∞; b) F yra aib
e pa-

siskirstymo funkciju�
∏m
j=1

∏nj
i=1 F (xij/σj), 0 < σ1, ..., σm <∞; c) F yra aib
e pasiskirstymo
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funkciju�
∏m
j=1

∏nj
i=1 F ((xij − µj)/σj), −∞ < µ1, ..., µm < ∞, 0 < σ1, ..., σm < ∞; d) F

yra aib
e pasiskirstymo funkciju�
∏m
j=1

∏nj
i=1 Fj(xij); £ia F, Fj � vienmat
es absoliu£iai toly-

dºios pasiskirstymo funkcijos. 1.21. Imties X pasiskirstymo funkcija F priklauso absoliu£iai

tolydºiu� n-ma£iu� pasiskirstymo funkciju� aibei F pavidalo
∏n
i=1 Fi(xi); £ia F1, ..., Fn � vien-

mat
es absoliu£iai tolydºios pasiskirstymo funkcijos. Jeigu imtis paprastoji, tai pasiskirstymo

funkcijos F1, ..., Fn vienodos. 1.22. Imties X pasiskirstymo funkcija F priklauso absoli-

u£iai tolydºiu� n-ma£iu� pasiskirstymo funkciju� aibei F = {F (x1, ..., xn) : F (x,∞, ...,∞) =

F (∞, x, ...,∞) = ... = F (∞,∞, ..., x),−∞ < x <∞}. 1.23. Imties X pasiskirstymo funkcija

F priklauso absoliu£iai tolydºiu� n-ma£iu� pasiskirstymo funkciju� aibei F = {
∏n
i=1 Fi(xi) :

F−1
i (1/2) = β, i = 1, ..., n}; £ia F1, ..., Fn � vienmat
es absoliu£iai tolydºios pasiskirstymo

funkcijos. 1.24. Imties X pasiskirstymo funkcija F priklauso absoliu£iai tolydºiu� n-ma£iu� pa-

siskirstymo funkciju� aibei F = {F (x) = F (x1, ..., xn) :
∫
Rn xjdF (x) = µ, j = 1, ..., n, −∞ <

µ < ∞}. 1.25. Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xn)T tikimybinio tankio funkcija yra

(
√

2πσ)−n exp{− 1
2σ2

∑n
i−1(xti−x0−vti)2}, −∞ < x0, xt1 , ..., xtn <∞, v > 0. 1.26. I� 1.25

pratimo tankio formul¦ reikia i�ra²yti x0 = 0. 1.27. A. v. X = (X1, ..., Xn)T tikimybinio

tankio funkcija yra (
√

2πσ)−n exp{− 1
2σ2

∑k
i−1(xi)

2} exp{− 1
2σ2

∑n
i=k+1(xi − µ)2}, −∞ <

x1, ..., xn <∞, −∞ < µ <∞, σ > 0.



2 skyrius

Empirin
es charakteristikos

Min
ejome, kad matematin
es statistikos tikslas yra daryti sprendimus apie tiriamu�
poºymiu� pasiskirstym¡ populiacijoje, tinkamai parinkus statistini� modeli� ir statis-
tinius duomenis � imties realizacij¡. Priminsime, kad poºymio pasiskirstym¡
vienareik²mi²kai nusako jo pasiskirstymo funkcija F , tankis f (kai stebimas dy-
dis absoliu£iai tolydus), galimu� reik²miu� xi i�gijimo tikimyb
es pi (kai stebimas
dydis diskretusis). Be to, daºnai naudojamos skirstinio skaitin
es charakteris-
tikos: vidurkis, dispersija, auk²tesniu�ju� eiliu� pradiniai ir centriniai momentai,
asimetrijos ir eksceso koe�cientai, kvantiliai. Kiekvienoje konkre£ioje situacijoje
pasiskirstymo charakteristikos turi savo interpretacij¡. Pavyzdºiui, tam tikros
mark
es televizoriu� veikimo trukm
es pasiskirstymo funkcijos reik²m
es parodo
tikimyb¦ sugesti per tam tikr¡ laik¡, vidurkis parodo vidutin¦ veikimo trukm¦
ir pan.

Natu	ralu sudaryti ir nagrin
eti min
etu�ju� charakteristiku� empirinius, t. y. gau-
tus naudojantis imtimi, analogus. Ai²ku, jie yra imties X funkcijos (statistikos).

Paºym
esime, kad i²vardytosios skirstinio charakteristikos gaunamos pagal
tam tikras taisykles i² pasiskirstymo funkcijos F . Tod
el pradiniame etape
ie²koma funkcijos F empirinio analogo F̂ . Tada kitos empirin
es charakteris-
tikos gali bu	ti sudarytos i² funkcijos F̂ pagal tas pa£ias taisykles, pagal kurias
buvo gautos i²vardytosios teorin
es charakteristikos, naudojant funkcij¡ F . Jeigu
funkcijos F̂ ir F artimos, tai ir kitos empirin
es charakteristikos tur
etu� bu	ti ar-
timos ju� teoriniams analogams.

2.1. Empirin
e pasiskirstymo funkcija

Tarkime, turime paprast¡j¡ imti� X = (X1, ..., Xn)T , kurios narioXi pasiskirsty-
mo funkcija yra F (x) = P{Xi ≤ x}. Turint X realizacij¡ x = (x1, ..., xn)T ir
ºinant, kad stebiniai xi yra nepriklausomu�, vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu�
dydºiu� realizacijos, kiekvienam stebiniui xi galima priskirti t¡ pa£i¡ tikimybin¦
mas¦ 1/n ir nagrin
eti gauto diskre£iojo skirstinio

25
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xi x1 x2 ... xn
pi

1
n

1
n ... 1

n

pasiskirstymo funkcij¡

Fn(x) =
dn(x)

n
=

1

n

n∑
i=1

1(−∞, x](xi), x ∈ R;

£ia dn(x) yra skai£ius xi, tenkinan£iu� s¡lyg¡ xi ≤ x, o

1A(x) =

{
1, jei x ∈ A,
0 kitais atvejais,

yra aib
es A indikatorius.

Paºym
ekime Dn(x) =
n∑
i=1

1(−∞, x](Xi) skai£iu� a. d. Xi, tenkinan£iu� s¡lyg¡

Xi ≤ x. Su bet kuriuo x a. d. Dn(x) turi binomini� skirstini� B(n, p), kurio
parametrai n ir p = F (x), o dn(x) yra ²io atsitiktinio dydºio realizacija.

Atsitiktin
es funkcijos

F̂n(x) =
Dn(x)

n
=

1

n

n∑
i=1

1(−∞, x](Xi), x ∈ R (2.1.1)

realizacijos yra pasiskirstymo funkcijos Fn(x).

2.1.1 apibr
eºimas. Atsitiktin
e funkcija F̂n(x) vadinama empirine pasiskirs-
tymo funkcija, o pasiskirstymo funkcija Fn(x) � empirin
es pasiskirstymo funkci-
jos realizacija.

Parodysime, kad su visais �ksuotais x empirin
es pasiskirstymo funkcijos
F̂n(x) realizaciju� vidurkis yra F (x). Maºa to, atstumas tarp beveik visu� realizaciju�
ir F (x) konverguoja i� nuli�, jei n→∞.

Paºym
ekime a ∧ b = min(a, b).

2.1.1 teorema. Su visais �ksuotais x ir y

E
(
F̂n(x)

)
= F (x), V

(
F̂n(x)

)
=

1

n
F (x)(1− F (x)),

Cov
(
F̂n(x), F̂n(y)

)
=

1

n
(F (x ∧ y)− F (x)F (y)) . (2.1.2)

P
{
F̂n(x)→ F (x), kai n→∞

}
= 1. (2.1.3)

I�rodymas. Su bet kuriuo x a. d. Dn(x) turi binomini� skirstini� B(n, F (x)), taigi

E
(
F̂n(x)

)
=

1

n
E (Dn(x)) = F (x),

V
(
F̂n(x)

)
=

1

n2
V (Dn(x)) =

1

n
F (x)(1− F (x)).
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Su visais i 6= j a. d. Xi ir Xj nepriklausomi, tod
el

Cov
(
1(−∞, x](Xi), 1(−∞, x](Xj)

)
= 0.

Jei i = j, tai

Cov
(
1(−∞, x](Xi), 1(−∞, y](Xi)

)
= E

(
1(−∞, x∧y](Xi)

)
−

−E
(
1(−∞, x](Xi)

)
E
(
1(−∞, y](Xi)

)
= F (x ∧ y)− F (x)F (y),

tod
el

Cov
(
F̂n(x), F̂n(y)

)
=

1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov
(
1(−∞, x](Xi), 1(−∞, y](Xj)

)
=

=
1

n
(F (x ∧ y)− F (x)F (y)) .

Baigdami paºym
esime, kad (2.1.3) konvergavimas i²plaukia i² stipriojo didºiu�ju�
skai£iu� d
esnio ([11], p. 159), nes su bet kuriuo x a. d. 1(−∞, x](Xi) yra neprik-
lausomi vienodai pasiskirst¦ ir ju� vidurkiai yra F (x). N

2.1.2 teorema. (Glivenkos ir Kantelio). Jei F yra bet kuri pasiskirstymo
funkcija, tai

supx∈R | F̂n(x)− F (x) |b.v.→ 0, kai n→∞. (2.1.4)

I�rodymas. Kadangi

F̂n(x−0) =
1

n

n∑
i=1

1(−∞, x)(Xi), EF̂n(x−0) = P{Xi < x} = F (x−0), (2.1.5)

tai i² stipriojo didºiu�ju� skai£iu� d
esnio i²plaukia, kad su bet kuriuo �ksuotu x

P
{
F̂n(x− 0)→ F (x− 0), kai n→∞

}
= 1. (2.1.6)

Fiksuokime ε > 0. Galima rasti tokius ta²kus −∞ = x0 < x1 < ... <
xN−1 < xN = +∞, kad F (xk+1 − 0) − F (xk) < ε. Fiksuokime elementaru�ji�
i�vyki� ω ir nagrin
ekime realizacij¡ Fn(·) = F̂n(·, ω). Funkcijos Fn ir F nemaº
eja,
taigi su bet kuriuo x ∈ [xk, xk+1)

Fn(x)− F (x) ≤ Fn(xk+1 − 0)− F (xk) ≤ Fn(xk+1 − 0)− F (xk+1 − 0) + ε,

Fn(x)− F (x) ≥ Fn(xk)− F (xk+1 − 0) ≥ Fn(xk)− F (xk)− ε. (2.1.7)

I² ²iu� nelygybiu� gaunama, kad su bet kuriuo ω

supx∈R | F̂n(x, ω)− F (x) |≤
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≤ max
0≤k≤N

max
(
| F̂n(xk, ω)− F (xk) |, | F̂n(xk − 0, ω)− F (xk − 0) |

)
+ ε.

(2.1.8)
Nagrin
ekime i�vyki� A =

⋂N
k=0

(
Ak
⋂
A−k
)
; £ia

Ak = {ω : F̂n(xk, ω)→ F (xk), kai n→∞},

A−k = {ω : F̂n(xk − 0, ω)→ F (xk − 0), kai n→∞}.

Paºym
ekime Ā i�vyki�, prie²ing¡ i�vykiui A. I² (2.1.3) ir (2.1.6) formuliu� i²plaukia
P{Ak} = 1, P{A−k } = 1. Taigi P{A} = 1, nes

P(Ā) = P

{
N⋃
k=0

(
Āk
⋃
Ā−k

)}
≤

N∑
k=0

(P{Āk}+P{Ā−k }) = 0.

I² ribos apibr
eºimo ir (2.1.8) nelygyb
es gauname:

1 = P{A}

= P{F̂n(xk)→ F (xk), F̂n(xk − 0)→ F (xk − 0), kai n→∞,∀k = 0, . . . , N}

≤ P{∃m : ∀n ≥ m, ∀k | F̂n(xk)− F (xk) |< ε, | F̂n(xk − 0)− F (xk − 0) |< ε}

≤ P{∃m : ∀n ≥ m supx∈R | F̂n(x)− F (x) |< 2ε}

= P{supx∈R | F̂n(x)− F (x) |→ 0, kai n→∞}.

I² £ia gaunamas teoremos teiginys. N

2.1.1 pastaba. Analogi²kai i�rodoma, kad esant bet kuriai pasiskirstymo funkci-
jai F ,

supx∈R | F̂n(x− 0)− F (x− 0) |b.v.→ 0, kai n→∞. (2.1.9)

I² i�rodytu� teoremu� matyti, kad empirin
e pasiskirstymo funkcija F̂n yra geras
pasiskirstymo funkcijos F i�vertinys. Ta²kinio i�vertinio s¡vok¡ ir jo gerumo
apibr
eºimus nagrin
esime tolesniuose skyriuose.

2.1.3 teorema. Su bet kuriuo �ksuotu x
√
n(F̂n(x)− F (x))

d→ Yx ∼ N (0, F (x)(1− F (x))) . (2.1.10)

I�rodymas. Teoremos rezultatas i²plaukia i² centrin
es ribin
es teoremos ([11],
p. 215), nes 1(−∞, x](Xi) yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu�
vidurkiai yra F (x) ir dispersijos � F (x)(1− F (x)). N

Jei n didelis, tai i² teoremos i²plaukia

F̂n(x) ' Zx,n ∼ N
(
F (x),

F (x)(1− F (x))

n

)
.

Galima i�rodyti dar stipresni� teigini� (ºr. [11], p. 335).
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2.1.4 teorema. (Kolmogorovo). Jei pasiskirstymo funkcija F tolydi, tai su bet
kuriuo y > 0

P{
√
nsupx∈R | F̂n(x)− F (x) |≤ y} → K(y) =

∞∑
i=−∞

(−1)ie−2i2y2 , kai n→∞.

(2.1.11)

�i teorema praver£ia ie²kant pasiskirstymo funkcijos F pasikliautinu�ju� sri£iu� ir
tikrinant hipotezes apie F skirstini�. FunkcijaK(y) yra tabuliuota ([5], 6.1 lent.).

2.1.1 pavyzdys. Imties didumo radimas. Koks tur
etu� bu	ti paprastosios imties didumas
n, kad empirin
es pasiskirstymo funkcijos F̂n(x) maksimalus nuokrypis nuo tolydºiosios teorin
es
pasiskirstymo funkcijos nevir²ytu� 0,05 su tikimybe, ne maºesne uº 0,95?

Turime

P{supx∈R | F̂n(x)−F (x) |≤ 0, 05} ≥ 0, 95⇔ P{
√
nsupx∈R | F̂n(x)−F (x) |≤ 0, 05

√
n} ≥ 0, 95.

Taikydami Kolmogorovo aproksimacij¡ gauname

K(0, 05
√
n) ≥ 0, 95 ⇔ 0, 05

√
n ≥ 1, 3581 ⇔ n ≥ 738.

2.2. Pozicin
es statistikos. Empiriniai kvantiliai

Tarkime, kad turime imti� X = (X1, ..., Xn)T . Bet kuriai X realizacijai x =
(x1, ..., xn)T galima sudaryti vektoriu� x(n) = (x(1), ..., x(n))

T, surikiavus ste-
binius xi nemaº
ejimo tvarka:

x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n).

Taigi x(1) = min(x1, ..., xn),. . . , x(n) = max(x1, ..., xn).
Paºym
ekime X(k) a. d., kuris i�gyja reik²m¦ x(k), kai imtiesX realizacija i�gyja

reik²m¦ x.
Tada imtis X apibr
eºia atsitiktiniu� dydºiu�

X(1) ≤ ... ≤ X(n),

vadinamu�ju� poziciniu� statistiku�, sek¡. �i seka vadinama variacine eilute.
Atsitiktinis dydis X(i) vadinamas i-¡ja pozicine statistika.
Pozicin
es statistikos X(1) ir X(n) (daºnai ir ju� stebiniai x(1) ir x(n)) vadi-

namos imties ekstremaliosiomis reik²m
emis.
Poziciniu� statistiku� interpretacija vaizdºiausia, kai X1, . . . , Xn yra gyvenimo

trukm
es. Tada Xi yra i-ojo individo gyvenimo trukm
e, o X(i) yra i-oji pagal
didum¡ gyvenimo trukm
e.

Paºym
ekime X(n) = (X(1), ..., X(n))
T poziciniu� statistiku� vektoriu�. Tada

x(n) = (x(1), ..., x(n))
T yra jo realizacija.

Empirin
e pasiskirstymo funkcija (ºr. (2.1.1)) gali bu	ti uºra²yta naudojantis
X(n):

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1(−∞, x](X(i)), (2.2.1)
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nes skai£ius tu� Xi, kurie tenkina nelygyb¦ Xi ≤ x, lygus skai£iui X(i), tenkinan-
£iu� nelygyb¦ X(i) ≤ x.

Reikia paºym
eti, kad x(1), . . . , x(n) yra surikiuoti pagal didum¡ empirin
es
pasiskirstymo funkcijos F̂n realizacijos Fn ²uoliu� ta²kai. Tarp ²iu� ta²ku� funkcija
Fn pastovi. Jei visi x(i) skirtingi, tai ²uoliu� didumai lygu	s 1/n:

Fn(x) =


0, jei x < x(1),
i
n , jei x(i) ≤ x < x(i+1), i = 1, . . . , n− 1,
1, jei x ≥ x(n).

Jei keliu� gretimu� poziciniu� statistiku� realizacijos sutampa, ²uoliukai didesni.
Pavyzdºiui, jei x(2) < x(3) = x(4) = x(5) < x(6), tai ²uoliukas ta²ke x(3) lygus
3/n.

Remiantis pozicin
emis statistikomis sudaromi kvantiliu� empiriniai analogai.

2.2.1 apibr
eºimas. Empiriniu kvantiliu vadinamas p-ojo kvantilio x(p) =
inf{x : F (x) ≥ p}, 0 < p < 1, empirinis analogas

x̂(p) = sup{x : F̂n(x) ≤ p} =

{
X(np), jei np ∈ N,
X([np]+1), kitais atvejais; (2.2.2)

£ia [np] yra skai£iaus np sveikoji dalis.
Pozicin
es statistikos yra svarbios ne tik vertinant teorinius kvantilius, bet ir

kuriant kai kuriuos neparametrinius kriterijus.

2.3. Poziciniu� statistiku� skirstiniai

Pozicin
es statistikos yra priklausomi ir skirtingai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai.
Ie²kosime ju� skirstinio. Ji� svarbu ºinoti patikimumo teorijoje, nes patikimumo
eksperimentu� laikas ribotas ir stebimi ne visi gedimai, o tik pirmieji i² ju�.

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint tolydu�ji�
atsitiktini� dydi� X, kurio pasiskirstymo funkcija yra F (x) ir tikimybinis tankis
f(x). Priminsime, kad tokiu atveju a. d. Y = F (X) turi tolygu�ji� skirstini�
Y ∼ U(0, 1) ([11], p. 334). �is s¡ry²is naudojamas ie²kant poziciniu� statistiku�
skirstiniu�. Tod
el papildomai nagrin
esime ir a. d.

Y(1) = F (X(1)), . . . , Y(n) = F (X(n)), (2.3.1)

kurie yra pozicin
es statistikos, gautos stebint a. d. Y ∼ U(0, 1). Ju� skirstinys
nepriklauso nuo F (x).

2.3.1 teorema. Atsitiktinio vektoriaus Y (n) = (Y(1), ..., Y(n))
T tankio funkcija

yra

fY (n)(y(1), ..., y(n)) =

{
n!, jei (y(1), ..., y(n)) ∈ Q1n,
0, kitais atvejais;

(2.3.2)

£ia
Q1n = {(y(1), ..., y(n)) : 0 ≤ y(1) ≤ · · · ≤ y(n) ≤ 1}.
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I�rodymas. Atsitiktinis vektorius Y = (Y1, ..., Yn)T tolygiai pasiskirst¦s viene-
tiniame n-mat
es erdv
es kube; £ia Yi = F (Xi), i = 1, ..., n. Jo tankio funkcija

fY (y1, ..., yn) =

{
1, jei (y1, ..., yn) ∈ Q0n,
0, kitais atvejais; (2.3.3)

£ia
Q0n = {(y1, ..., yn) : 0 ≤ yi ≤ 1, i = 1, ..., n}.

Ai²ku, kad P{Y (n) ∈ Q1n} = 1, t. y. atsitiktinio vektoriaus Y (n) tikimybin
e
mas
e sukoncentruota aib
eje Q1n. Vektoriaus (1, . . . , n) k
eliniu� aib¦ paºym
ekime
J . Tada su bet kuria Borelio aibe B ⊂ Q1n,

P{Y (n) ∈ B} =
∑

(k1,...,kn)∈J

P{Yk1 , . . . , Ykn} ∈ B) =

= n!P{Y ∈ B} = n!

∫
B

fY (y)dy.

I² £ia gaunama (2.3.2) formul
e. N

2.3.2 teorema. Tarkime, kad 1 ≤ k1 < · · · < kr ≤ n. Atsitiktinio vektoriaus
(Y(k1), Y(k2), ... , Y(kr))

T tankis yra

fY(k1),...,Y(kr)
(y1, . . . , yr) =

n!

(k1 − 1)!(k2 − k1 − 1)! . . . (kr − kr−1 − 1)!(n− kr)!

yk1−1
1 (y2 − y1)k2−k1−1 . . . (yr − yr−1)kr−kr−1−1(1− yr)n−kr (2.3.4)

sukoncentruotas aib
eje Q1r = {(y1, ..., yr) : 0 ≤ y1 ≤ · · · ≤ yr ≤ 1}.

I�rodymas. I�rodysime matematin
es indukcijos metodu. Kai r = n, teorema
teisinga remiantis (2.3.2) formule. Jei teiginys teisingas, kai turime r + 1 a. d.,
tai imant r a. d. tikimybinis tankis

fY(k1),...,Y(kr)
(y1, . . . , yr) =

n!

(k1 − 1)!(k2 − k1 − 1)! . . . (kr+1 − kr − 1)!(n− kr+1)!

yk1−1
1 . . . (yr − yr−1)kr−kr−1−1

∫ 1

yr

(yr+1 − yr)kr+1−kr−1(1− yr+1)n−kr+1dyr+1.

Atlikime kintamu�ju� keitim¡: u = (yr+1 − yr)/(1 − yr). Tada lygyb
es de²in
eje
esantis integralas lygus

(1− yr)n−kr
∫ 1

0

ukr+1−kr−1(1− u)n−kr+1du

= (1− yr)n−kr
(kr+1 − kr − 1)!(n− kr+1)!

(n− kr)!
.

Teorema i�rodyta. N
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2.3.1 i²vada. Pozicin
e statistika Y(k) turi beta skirstini� Be(k, n − k + 1),
kurio tankio funkcija

fY(k)
(y) =

n!

(k − 1)!(n− k)!
yk−1(1− y)n−k, 0 ≤ y ≤ 1.

2.3.2 i²vada. Ekstremaliu� reik²miu� vektoriaus (Y(1), Y(n))
T tankio funkcija

fY(i),Y(n)
(y1, y2) = n(n− 1)(y2 − y1)n−2, 0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ 1,

o imties plotis Y(n) − Y(1) turi beta skirstini� Be(n− 1, 2), kurio tankio funkcija
yra

n(n− 1)

2
yn−2(1− y), 0 ≤ y ≤ 1.

2.3.3 teorema. Tarkime, kad 1 ≤ k1 < · · · < kr ≤ n. Atsitiktinio vektoriaus
(X(k1), X(k2), ... , X(kr)) tankis yra

fX(k1),...,X(kr)
(x1, . . . , xr) =

n!

(k1 − 1)!(k2 − k1 − 1)! . . . (kr − kr−1 − 1)!(n− kr)!

F k1−1(x1)(F (x2)− F (x1))k2−k1−1 . . . (F (xr)− F (xr−1))kr−kr−1−1×

(1− F (xr))
n−kr f(x1), ..., f(xr), (2.3.5)

sukoncentruotas aib
eje Qr = {(x1, ..., xr) : −∞ < x1 ≤ · · · ≤ xr < +∞}.

I�rodymas. Tankio (2.3.5) i²rai²ka gaunama i² tankio (2.3.4) formul
es, panau-
dojus (2.3.1) transformacij¡. Pakeitimo jakobianas

|J | =
∣∣∣∣D(y1, ..., yr)

D(x1, ..., xr)

∣∣∣∣ = f(x1)f(x2)...f(xr).

N

2.3.3 i²vada. Atsitiktinio vektoriaus (X(1), ..., X(n)) tankio funkcija yra

f(x1, ..., xn) =

{
n!f(x1), ..., f(xn), jei (x1, ..., xn) ∈ Qn,
0 kitais atvejais. (2.3.6)

2.3.4 i²vada. k-osios pozicin
es statistikos X(k) tankio funkcija yra

n!

(k − 1)!(n− k)!
(F (x))k−1(1− F (x))n−kf(x), −∞ < x < +∞. (2.3.7)

2.3.5 i²vada. Ekstremaliu� reik²miu� vektoriaus (X(1), X(n))
T tankio funkcija

n(n− 1)(F (x2)− F (x1))n−2f(x1)f(x2), −∞ ≤ x1 ≤ x2 ≤ ∞.
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2.3.1 pavyzdys. Pozicin
es statistikos nuokrypio tikimyb
e. Tegu paprastoji didumo
n = 50 imtis gauta stebint a. d., kurio tankio funkcija f(x|µ) = 2e−2(x−µ), x > µ. Rasime
tikimyb¦, kad X(1) − µ ≤ 0, 05.

Remiantis 2.3.4 i²vada statistikos X(1) tankio funkcija yra

f1(x) = 2ne−2n(x−µ), x > µ.

Randame

P{X(1) − µ ≤ 0, 05} =

∫ µ+0,05

µ
f1(x)dx = 1− e−2n0,05 = 1− e−5 ≈ 0, 9933.

2.4. Poziciniu� statistiku� asimptotin
es savyb
es

2.4.1 teorema. Jei egzistuoja tolydi atvirk²tin
e funkcija F−1, tai

x̂(p)
P→ x(p), kai n→∞.

I�rodymas. Empirinis kvantilis x̂(p) = X(k); £ia k = [np] + δ, δ = 0, kai
np yra sveikasis skai£ius, ir δ = 1 � prie²ingu atveju. Abiem atvejais k/n =
p+ O(1/n)→ p, kai n→∞.

Atsitiktinis dydis Y(k) = F (X(k)) ∼ Be(k, n− k + 1), tod
el

E(Y(k)) =
k

n+ 1
→ p, V (Y(k)) =

k(n− k + 1)

(n+ 1)2(n+ 2)
→ 0.

Remiantis �eby²ovo nelygybe ([11], p. 144), su kiekvienu ε > 0

P{|Y(k) −E(Y(k))| > ε} ≤
V (Y(k))

ε2
→ 0, n→∞.

Taigi Y(k) −E(Y(k))
P→ 0 ir

Y(k) = Y(k) −E(Y(k)) + E(Y(k))
P→ p.

Remdamiesi a. d. seku� konvergavimo faktu: jei Xn
P→ X, o h(x) yra tolydºioji

funkcija, tai h(Xn)
P→ h(X) ([15], 2c skyrelis) ir paºym
ej¦, kadX(k) = F−1(Y(k))

yra tolydºioji funkcija, gauname teoremos teigini�. N

2.4.2 teorema. Jei pasiskirstymo funkcija F tolydºiai diferencijuojama ta²ko
x(p) aplinkoje ir f(x(p)) > 0, tai

√
n(x̂(p)− x(p))

d→ N

(
0,
p(1− p)
f2(x(p))

)
, kai n→∞. (2.4.1)
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I�rodymas. I² pradºiu� nagrin
ejame atsitiktini� dydi� Y(k). Kadangi k = [np] + δn
(δn = 0 arba δn = 1), tai k = np+ εn, 0 ≤ εn ≤ 1. Paºym
ekime

Zk =
√
n(Y(k) − p)/

√
pq, q = 1− p.

Tada Y(k) = p+ Zk
√
pq/n, tod
el, remiantis 2.3.1 i²vada a. d. Zk tankis

gk(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!

(
p+ x

√
pq

n

)k−1(
q − x

√
pq

n

)n−k√
pq

n
.

Reikia paºym
eti, kad k− 1 = np− 1 + εn, n− k = nq − εn. Logaritmuodami ir
taikydami Stirlingo formul¦

ln(n!) = (n+ 1/2) lnn− n+ ln(
√

2π) + O(1/n),

gauname

ln gk(x) = lnn!−ln(np−1+εn)!−ln(nq−εn)!+(np−1+εn)(ln p+ln(1+x
√
q/pn))

+(nq − εn)(ln q + ln(1− x
√
p/qn)) + (ln p+ ln q − lnn)/2

= (n+1/2) lnn−n+ln(
√

2π)−(np−1/2+εn) ln(np−1+εn)+np−1+εn−ln
√

2π

−(nq−εn+1/2) ln(nq−εn)+nq−εn−ln
√

2π+(np−1+εn)(ln p+ln(1+x
√
q/pn))

+(nq − εn)(ln q + ln(1− x
√
p/qn) + (ln p+ ln q − lnn)/2 + O(1/n).

Skleidºiame logaritmus pagal Teiloro formul¦ ir apsiribojame pirmaisiais na-
riais:

ln gk(x) = (n+ 1/2) lnn− (np− 1/2 + εn)(lnn+ ln p+ ln(1 + (εn − 1)/np)

−(nq − εn + 1/2)(lnn+ ln q + ln(1− εn/nq))− ln
√

2π + (np− 1 + εn)(ln p

+x
√
q/pn−qx2/2pn)+(nq−εn)(ln q−x

√
p/qn−px2/2qn)+(ln p+ln q−lnn)/2

−1 + O(1/
√
n) = lnn · 0 + ln p · 0 + ln q · 0− (np− 1/2 + εn)(εn − 1)/np

−(nq − εn + 1/2)(−εn/nq))− ln
√

2π + (np− 1 + εn)(x
√
q/pn− qx2/2pn)

−(nq − εn)(x
√
p/qn+ px2/2qn) + O(1/

√
n) = − ln

√
2π − x2/2 + O(1/

√
n).

Taigi tolygiai visuose baigtiniuose x kitimo intervaluose

gk(x)→ ϕ(x) =
1√
2π

exp{−x2/2}, (2.4.2)

t. y. Zk
d→ Z ∼ N(0, 1), arba

√
n(Y(k) − p)

d→ Y ∼ N(0, pq). Pritaik¦ delta
metod¡ (ºr. po teoremos i�rodymo), gauname

√
n(X(k) − x(p))

d→ V ∼ N(0, pq/f2(x(p))). (2.4.3)
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N

Delta metodas. 1. Tarkime Tn, n = 1, 2, ... yra tokia a. d. seka, kad

Tn
P→ θ,

√
n(Tn − θ)

d→ Y ∼ N(0, σ2(θ)),

o g(θ) yra vieno kintamojo funkcija turinti tolydºi¡ i²vestin¦ g′(θ) 6= 0. Tada

√
n(g(Tn)− g(θ)) d→ Z ∼ N(0, [g′(θ)σ(θ)]2).

2. Tarkime Tn = (T1n, ..., Tkn)T , n = 1, 2, ... yra tokia k-ma£iu� a. v. seka, kad

Tn
P→ θ = (θ1, ..., θk)T ,

√
n(Tn − θ)

d→ Y ∼ Nk(0,Σ(θ)).

Tegu g(θ) = (g1(θ), ..., gr(θ))T yra r-mat
e funkcija, kurios visos koordinat
es turi tolydºias
dalines i²vestines:

gij(θ) =
∂gi(θ)

∂θj
, i = 1, ..., r, j = 1, ..., k.

Paºym
ekime G = G(θ) matric¡ [gij(θ)]r×k. Tada a. v. g(Tn) = (g1(Tn), ..., gr(Tn))T seka
yra asimptoti²kai normalioji:

√
n(g(Tn)− g(θ))

d→ Z ∼ Nr(0,G(θ)Σ(θ)GT (θ)).

Analogi²kai i�rodoma kita teorema.

2.4.3 teorema. Tegu pasiskirstymo funkcija F (x) tolydºiai diferencijuojama
ta²ku� x(p1) ir x(p2) aplinkose (0 < p1 < p2 < 1) ir f(x(p1)) > 0, f(x(p2)) > 0.
Tada

√
n(x̂(p1)− x(p1), x̂(p2)− x(p2))T

d→ Y ∼ N(0, Σ); (2.4.4)

kovariacin
es matricos Σ diagonalieji elementai yra p1(1−p1)/f2(x(p1)) ir p2(1−
p2)/f2(x(p2)), o kovariacija yra p1(1− p2)/[f(x(p1))f(x(p2))].

2.4.1 pavyzdys. Normaliojo skirstinio empirin
es medianos asimptotinis skirstinys.

Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2). �io skirs-
tinio vidurkis sutampa su mediana µ = EX = x(1/2). Imkime x̂(1/2) = X([n/2]+1). Tada,
remiantis (2.4.1) formule,

√
n(x̂(1/2)− µ)

d→ Y ∼ N
(

0,
πσ2

2

)
. (2.4.5)

2.4.2 pavyzdys. Ko²i skirstinio empirin
es medianos ir empiriniu� kvartiliu� skirtumo

asimptotinis skirstinys. Tarkime, kad paprastoji imtis gauta stebint a. d., turinti� Ko²i skirstini�
K(µ, σ), kurio tankis

f(x;µ, σ) =
1

π

σ

σ2 + (x− µ)2
.

�io skirstinio vidurkis neegzistuoja, o parametras µ yra mediana µ = x(1/2). Imkime x̂(1/2) =
X([n/2]+1). Tada gauname, kad

√
n(x̂(1/2)− µ)

d→ Y ∼ N
(

0,
π2σ2

4

)
. (2.4.6)

Kadangi x(1/4) = µ − σ, x(3/4) = µ + σ, x(3/4) − x(1/4) = 2σ, tai pasirinkus σ̂ =
(x̂(3/4)− x̂(1/4))/2, i² (2.4.4) s¡ry²io i²plaukia

√
n(σ̂ − σ)

d→ Y ∼ N
(

0,
π2σ2

4

)
. (2.4.7)
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2.4.3 pavyzdys. Imties didumo radimas. Koks tur
etu� bu	ti paprastosios imties, gautos
stebint a. d. X ∼ K(µ, 1), didumas n, kad empirin
es medianos nuokrypis nuo parametro µ
absoliu£iu didumu nevir²ytu� 0,1 su tikimybe, ne maºesne uº 0,95?

Taikydami normali¡j¡ aproksimacij¡, gauname

P{|x̂(1/2)− µ| ≤ 0, 1} = P{
√
n|x̂(1/2)− µ| ≤ 0, 1

√
n} ≈

2Φ(0, 2
√
n/π)− 1 ≥ 0, 95.

I² £ia randame
0, 2
√
n

π
≥ z0,025 ⇔ n ≥

π21, 962

0, 04
⇔ n ≥ 948.

2.5. Empiriniai momentai

2.5.1. Empirinio momento s¡voka

Atsitiktinio dydºio X, kurio pasiskirstymo funkcija F (x), k-asis pradinis mo-
mentas αk ir k-asis centrinis momentas µk apibr
eºiami lygyb
emis

αk = E(Xk) =

+∞∫
−∞

xkdF (x) ir µk = E(X − α1)k =

+∞∫
−∞

(x− α1)kdF (x).

(2.5.1)
Empiriniai momentai gaunami ²iose lygyb
ese pasiskirstymo funkcij¡ F pakei-

tus empirine pasiskirstymo funkcija F̂n.

2.5.1 apibr
eºimas. Atsitiktiniai dydºiai

ak =

+∞∫
−∞

xkdF̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

Xk
i

ir

mk =

+∞∫
−∞

(x− a1)kdF̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

(Xi − a1)k (2.5.2)

atitinkamai vadinami k-uoju pradiniu ir k-uoju centriniu empiriniais momen-
tais.

I² Niutono binomo formul
es gaunama

mk =

k∑
i=0

(−1)iCika
i
1ak−i.

Pirmasis pradinis empirinis momentas a1 = X̄ vadinamas empiriniu vidurkiu :

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi. (2.5.3)



2.5. Empiriniai momentai 37

Antrasis empirinis centrinis momentas m2 vadinamas empirine dispersija :

m2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2 = a2 − a2

1. (2.5.4)

Empiriniai asimetrijos ir eksceso koe�cientai yra skirstinio F asimetrijos ir
eksceso koe�cientu� γ1 = µ3/µ

3/2
2 , γ2 = µ4/µ

2
2 − 3 empiriniai analogai:

g1 =
m3

m
3/2
2

, g2 =
m4

m2
2

− 3. (2.5.5)

Priminsime, kad jei γ1 = 0, γ1 > 0 arba γ1 < 0, tai tikimybinis tankis (toly-
dusis skirstinys) ir tikimybiu� diagrama (diskretusis skirstinys) yra atitinkamai
simetriniai, turi de²ini¡j¡ asimetrij¡ arba kairi¡ja asimetrij¡.

Standartinio normaliojo skirstinio γ1 = γ2 = 0. Jei γ2 > 0 (γ2 < 0), tai
tankio gra�kas, palyginti su standartinio normaliojo skirstinio tankiu, atitinka-
mai smailesnis arba plok²tesnis.

Tikimybinio tankio empiriniai analogai nagrin
ejami 2.6 skyrelyje. Empiriniu�
tankio analogu� realizaciju� formos ir atitinkamu� empiriniu� koe�cientu� g1 ir g2

reik²miu� ry²ys atitinka tikimybinio tankio ir koe�cientu� γ1 ir γ2 reik²miu� ry²ius.
Turint atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., Xm)T paprast¡j¡ imti�

X1 = (X11, . . . , X1m)T , . . . ,Xn = (Xn1, . . . , Xnm)T ,

galima nagrin
eti vidurkiu� vektoriaus

µ = (µ1, . . . , µm)T = E(Xi) = (E(Xi1), . . . ,E(Xim))T ,

kovariacin
es matricos

Σ = [σkl]m×m = [Cov(Xik, Xil)]m×m

ir koreliacin
es matricos

ρ = [ρkl]m×m =

[
Cov(Xik, Xil)

{V (Xik)V (Xil)}1/2

]
m×m

empirinius analogus.
Empirinis vidurkiu� vektorius

X̄ = (X̄1, . . . , X̄m)T ,

empirin
e kovariacin
e matrica

S = [skl]m×m ,

empirin
e koreliacin
e matrica

r = [rkl]m×m .
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�iose formul
ese empiriniai vidurkiai

X̄k =
1

n

n∑
i=1

Xik,

empirin
es kovariacijos

skl =
1

n

n∑
i=1

(Xik − X̄k)(Xil − X̄l), k, l = 1, . . . ,m,

o empiriniai koreliacijos koe�cientai

rkl =
skl

{skksll}1/2
;

£ia

skk =
1

n

n∑
i=1

(Xik − X̄k)2.

Kaip ir nagrin
edami empirin¦ pasiskirstymo funkcij¡, parodysime, kad tam
tikromis s¡lygomis beveik visos empiriniu� momentu� realizacijos konverguoja i�
atitinkamus visos populiacijos momentus, kai n→∞.

2.5.2. Empiriniu� momentu� skirstiniai

Nor
edami i²tirti, kaip teoriniai momentai aproksimuojami empiriniais momen-
tais, turime i²nagrin
eti ju� savybes. Empiriniai momentai yra atsitiktiniai dy-
dºiai, tod
el ju� savybes galime nusakyti tik tikimybi²kai, t. y. nurodydami ju�
pasiskirstymo funkcijas ar tankius, ju� skaitines charakteristikas ir pan.

Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X,
kurio pasiskirstymo funkcija yra F (x). Tada statistikos T = T (X) pasiskirstymo
funkcija yra

G(t) = P{T ≤ t} =

∫
Et

dF (n)(x);

£ia Et = {x = (x1, ..., xn)T : T (x1, ..., xn) ≤ t} ⊂ Rn, o

F (n)(x) = F (x1) · · ·F (xn).

Taigi teori²kai uºdavinys d
el bet kurios statistikos (taip pat empiriniu� momen-
tu�) skirstinio i²spr¦stas. Ta£iau gana retai funkcij¡ G(t) pavyksta uºra²yti nau-
dojant ºinomas funkcijas.

I²imtis � aritmetinis vidurkis X̄, nes daugelis prakti²kai naudojamu� skirsti-
niu� turi ²i¡ savyb¦: pagal t¡ pati� d
esni� vienodai pasiskirs£iusiu� n. a. d. sumos
skirstinys yra to paties tipo kaip ir d
emenu� (ºr. 1.P.3 lentel¦). Atsitiktinio
dydºio X̄ arba sumos nX̄, gautu� pagal paprast¡j¡ imti�, skirstini� paprasta rasti
naudojant charakteristines funkcijas:

ϕX̄(t) = [ϕX1
(t/n)]n, ϕnX̄(t) = [ϕX1

(t)]n. (2.5.6)
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Pavyzdºiui, (ºr. 1.P.1 ir 1.P.2 lenteles):

kai X1 ∼ N(µ, σ2), tai ϕX1
(t) = eiµt−t

2σ2/2 ir X̄ ∼ N(µ,
σ2

n
);

kai X1 ∼ K(µ, σ), tai ϕX1(t) = eiµt−|t|σ ir X̄ ∼ K(µ, σ);

kai X1 ∼ G(λ, η), tai ϕX1
(t) =

(
λ

λ− it

)η
ir nX̄ ∼ G(λ, nη);

(2.5.7)
kai X1 ∼ B(k, p), tai ϕX1

(t) = (q + peit)k ir nX̄ ∼ B(nk, p);

kai X1 ∼ P(λ), tai ϕX1
(t) = exp{−λ(1− eit) ir nX̄ ∼ P(nλ).

Daºnai naudojamas normalusis skirstinys (vienmatis ar daugiamatis), tod
el
²iuo atveju yra detaliai i²nagrin
eti empiriniu� momentu� ir kitu� statistiku� skirs-
tiniai, sudarytos atitinkamos lentel
es arba i�trauktos paprogram
es i� matematin
es
statistikos TPP. Suformuluosime kelet¡ teiginiu�, kai yra vienmatis normalusis
skirstinys.

2.5.1 teorema. Tarkime, kad turime paprast¡j¡ imti� X = (X1, ..., Xn)T , Xi ∼
N(µ, σ2). Tada a. d.

X̄ =
1

n

n∑
j=1

Xj , s2 =
1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − X̄)2

nepriklausomi ir ju� skirstiniai yra tokie:

√
n
X̄ − µ
σ

∼ N(0, 1),
(n− 1)s2

σ2
∼ χ2(n− 1),

√
n
X̄ − µ
s
∼ S(n− 1).

(2.5.8)

I�rodymas. Atsitiktiniai dydºiai X̄ ir Xj − X̄ yra normalieji. Jeigu ²iu� dydºiu�
kovariacija lygi nuliui, tai jie yra nepriklausomi. Gauname

Cov (X̄, Xj − X̄) = Cov (X̄, Xj)−Cov (X̄, X̄) =
σ2

n
− σ2

n
= 0.

Kadangi X̄ nepriklauso nuo visu� skirtumu� Xj−X̄, j = 1, ..., n, o s2 sudary-
tas tik i² tokiu� skirtumu�, tai X̄ ir s2 nepriklausomi.

Pirmasis (2.5.8) tvirtinimas tiesiogiai i²plaukia i² (2.5.7) s¡ry²iu�. Nor
edami
i�rodyti antr¡ji� tvirtinim¡, naudodamiesi ortonormuota matrica B = (bij)n×n,
t. y. tenkinan£ia lygyb¦ BTB = BBT = I, £ia I � vienetin
e matrica, atlikime
transformacij¡ Y = BX. Tada gauname:

E(Y ) = Bµ, µ = (µ, ..., µ)T , V (Y ) = σ2BIBT = σ2I.

Taigi a. v. Y = (Y1, ..., Yn)T koordinat
es yra nepriklausomi normalieji a. d.,
kuriu� dispersijos σ2 vienodos. Parinkime matricosB pirm¡j¡ eilut¦ (1/

√
n, ..., 1/

√
n),
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o likusias � bet kokias, kad tik jos bu	tu� ortogonalios tarpusavyje ir su pirm¡ja
eilute. Tada:

Y1 =
√
nX̄, E(Y1) =

√
nµ, E(Yi) = (bi1, . . . , bin)(µ, ..., µ)T = 0, i = 2, . . . n.

Kai transformacija ortonormuotoji, tai

(Y −Bµ)T (Y −Bµ) = (X− µ)TBTB(X− µ) = (X− µ)T (X− µ).

I�stat¦ Y1 ir E(Yi) i²rai²kas i� ²i¡ lygyb¦, gauname

n∑
j=1

(Xj − µ)2 = n(X̄ − µ)2 + Y 2
2 + · · ·+ Y 2

n .

Kairiosios ²ios lygyb
es pus
es skliaustuose prid
ej¦ ir at
em¦ X̄ , gauname

n∑
j=1

(Xj − X̄)2 + n(X̄ − µ)2 = n(X̄ − µ)2 + Y 2
2 + · · ·+ Y 2

n .

Suprastin¦ ir padalij¦ i² σ2, i�sitikiname, kad

s2(n− 1)

σ2
=

1

σ2

n∑
j=1

(Xj − X̄)2 =

(
Y2

σ

)2

+ · · ·+
(
Yn
σ

)2

∼ χ2(n− 1).

Tre£i¡ji� (2.5.8) tvirtinim¡ gauname i² dvieju� pirmu�ju� pasinaudoj¦ X̄ ir s2

nepriklausomumu ir Stjudento skirstinio apibr
eºimu: jei a. d. Z ∼ N(0, 1) ir
χ2
n yra nepriklausomi, tai santykis Z/

√
χ2
n/n ∼ S(n) turi Stjudento skirstini� su

n laisv
es laipsniu�.
N

2.5.1 pastaba. Jeigu parametras µ ºinomas, tai dispersijos σ2 empirinis
analogas yra

s2
0 =

1

n

n∑
j=1

(Xj − µ)2. (2.5.9)

Akivaizdu, kad s2
0n/σ

2 ∼ χ2(n).

2.5.3. Empiriniu� momentu� savyb
es

Tikslius empiriniu� momentu� skirstinius ne visada pasiseka rasti, tad tenka apsiri-
boti ju� skaitin
emis charakteristikomis ir apytiksliais (asimptotiniais) skirstiniais,
kai imties didumas n→∞.

Nagrin
esime paprast¡j¡ imti� X = (X1, ..., Xn)T , gaut¡ stebint a. d. X. Tar-
sime, kad a. d. X teoriniai momentai (pradiniai � αk = EXk, α1 = µ = EX;
centriniai � µk = E(X − µ)k, µ2 = σ2 = V X), kurie bus aptinkami tolesn
ese
formul
ese, egzistuoja.
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1. Empirinis vidurkis. Nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai X1, ..., Xn, kaip ir
stebimasis a. d. X, yra vienodai pasiskirst¦, tod
el

EX̄ = µ, V X̄ =
σ2

n
, E(X̄ − µ)3 =

µ3

n2
,

E(X̄ − µ)4 =
3σ4

n2
+
µ4 − 3σ4

n3
. (2.5.10)

Taigi X̄ dispersija ir eksceso koe�cientas yra n kartu�, o asimetrijos koe�cientas �√
n kartu� maºesni uº stebimo atsitiktinio dydºioX atitinkamas charakteristikas.
Taikydami sustiprint¡ didºiu�ju� skai£iu� d
esni� ir centrin¦ ribin¦ teorem¡ ([11],

p. 159, p. 215), gauname

X̄
b.v.→ µ,

√
n
X̄ − µ
σ

d→ Z ∼ N(0, 1), kai n→∞. (2.5.11)

2. Auk²tesniu�ju� eiliu� pradiniai empiriniai momentai. Kadangi

ak =
1

n

n∑
j=1

Xk
j , k = 2, 3, ...,

i²rei²kiama vienodai pasiskirs£iusiu� nepriklausomu� a. d. Xk
j suma, tai analogi²kai

gauname:

Eak = αk, V ak =
α2k − α2

k

n
, Cov (ak, al) =

αk+l − αkαl
n

(2.5.12)

ir
ak

b.v.→ αk,
√
n

ak − αk√
α2k − α2

k

d→ Z ∼ N(0, 1), kai n→∞. (2.5.13)

Panagrin
ekime atsitiktini� vektoriu�

a = (a1, a2, ..., ak)T =
1

n

n∑
i=1

Yi, (2.5.14)

kuris i²rei²kiamas vienodai pasiskirs£iusiu� n. a. v. Yi = (Xi, X
2
i , ..., X

k
i )T suma.

D
emens vidurkis α = (α1, α2, ..., αk)T ir kovariacin
e matrica Σ = [αi+j −
αiαj ]k×k. Remdamiesi daugiamate CRT ([15], 2c skyrelis), gauname

√
n(a−α)

d→ Z ∼ Nk(0, Σ), kai n→∞. (2.5.15)

3. Empirin
e dispersija. Nagrin
eti empirin¦ dispersij¡

m2 =
1

n

n∑
j=1

(Xj − X̄)2 = a2 − X̄2 (2.5.16)

arba statistik¡

s2 =
1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − X̄)2, (2.5.17)

kaip ir kitus auk²tesn
es eil
es centrinius momentus, yra sud
etingiau, nes (2.5.16)
ir (2.5.17) formul
ese sumu� d
emenys yra priklausomi.
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2.5.2 teorema. Jei egzistuoja σ2 = V Xi, tai

Em2 =
n− 1

n
σ2, Es2 = σ2. (2.5.18)

Be to, jei egzistuoja α4 = EX4
i , tai

Vm2 =
µ4 − σ4

n
− 2(µ4 − 2σ4)

n2
+
µ4 − 3σ4

n3
. (2.5.19)

I�rodymas. Atkreipiame d
emesi�, kad a. d. m2 (kaip ir kitu� empiriniu� centriniu�
momentu�) skirstinys nepriklauso nuo vidurkio EX = µ (prid
ejus prie visu� Xj

konstant¡, prie X̄ prisideda ta pati konstanta). Tod
el nagrin
edami centrinius
empirinius momentus ir nesiaurindami prasm
es galime tarti, kad EX = µ = 0,
EXk = αk = µk.

Gauname

Em2 = Ea2 −E(X̄2) = σ2 − σ2

n
=
n− 1

n
σ2. (2.5.20)

Tada
Es2 =

n

n− 1
Em2 = σ2.

Atsitiktinio dydºio m2 dispersija

Vm2 = Em2
2 − (Em2)2 = E(a2 − X̄2)2 − (n− 1)2σ4/n2. (2.5.21)

Tada (primename, kad EXi = 0, i = 1, 2, ..., n)

Ea2
2 =

1

n2
E(
∑
j

X2
j )2 =

µ4 + (n− 1)σ4

n
,

E(a2X̄
2) =

1

n3
E(
∑
j

X2
j (
∑
i

X2
i +

∑
i 6=k

XiXk)) =
µ4 + (n− 1)σ4

n2
,

EX̄4 =
1

n4
E(
∑
j

X2
j +

∑
i 6=k

XiXk)2 =
1

n4
E(
∑
j

X4
j +

∑
j 6=l

X2
jX

2
l

+2
∑
j

X2
j

∑
i6=k

XiXk +
∑
i 6=k

XiXk

∑
i′ 6=k′

Xi′Xk′) =
µ4 + 3(n− 1)σ4

n3
.

I�stat¦ i� (2.5.21) i²rai²k¡ ir sutrauk¦ pana²ius narius, gauname (2.5.19) lygyb¦.
N

2.5.1 i²vada. Jei tenkinamos teoremos s¡lygos, tai

Vm2 =
µ4 − σ4

n
+O

(
1

n2

)
. (2.5.22)
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2.5.3 teorema. Jei egzistuoja α4 = EX4
i , tai:

m2
b.v→ σ2, s2 b.v→ σ2,

√
n(m2−σ2)

d→ Y ∼ N(0, µ4−σ4),
√
n(s2−σ2)

d→ Y.
(2.5.23)

I�rodymas. Ie²kant m2 ribu�, pakanka pasinaudoti s¡ry²iu m2 = a2 − X̄2, stip-
riuoju didºiu�ju� skai£iu� d
esniu, daugiamate CRT ir delta metodu (ºr. 2.4 skyreli�
ir [15] 2c skyreli�).N

4. Auk²tesniu�ju� eiliu� centriniai empiriniai momentai. Kaip ir empirin
es
dispersijos atveju, auk²tesniu�ju� eiliu� momentai

mk =
1

n

n∑
j=1

(Xj − X̄)k, k ≥ 3, (2.5.24)

yra paslinktieji atitinkamu� teoriniu� momentu� i�vertiniai. Pavyzdºiui:

Em3 =
(n− 1)(n− 2)

n2
µ3 = µ3 +O(

1

n
),

Em4 =
(n− 1)(n2 − 3n+ 3)

n3
µ4 +

3(n− 1)(2n− 3)

n3
σ4 = µ4 +O(

1

n
). (2.5.25)

Esant dideliems k, centriniu� empiriniu� momentu� skaitiniu� charakteristiku� i²rai²-
kos gana grem
ezdi²kos, tod
el natu	ralu apsiriboti pagrindin
emis ju� dalimis, tari-
ant, kad imties didumas n→∞.

2.5.4 teorema. Jei egzistuoja momentas α2k, tai:

mk
b.v.→ µk,

√
n(mk−µk)

d→ Zk ∼ N
(
0, µ2k − 2kµk−1µk+1 − µ2

k + k2µ2µ
2
k−1

)
.

(2.5.26)

I�rodymas. Pradiniu� empiriniu� momentu� konvergavimas beveik visur i�rodytas,
tod
el

mk =

k∑
i=0

(−1)iCika
i
1ak−i

b.v.→
k∑
i=0

(−1)iCikα
i
1αk−i = µk.

Kadangi µk = E(Xi − α1)k, tai Yi = Xi − α1 pradiniai momentai sutampa
su Xi tos pa£ios eil
es centriniais momentais. Be to, mk = 1

n

∑n
i=1(Xi − X̄)k

= 1
n

∑n
i=1(Yi − Ȳ )k. Tod
el galime tarti, kad i²rai²koje

mk =

k∑
j=0

(−1)k−jCjka
k−j
1 aj

a. d. aj yra atsitiktiniu� dydºiu� Yi pradiniai empiriniai momentai. Taigi α1 = 0.
Pasinaudoj¦ daugiamate CRT ir delta metodu (ºr. 2.4 skyreli� ir [15] 2c skyreli�),
gauname √

n(mk − αk)
d→ V ∼ N(0, b2k);
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£ia b2k = ψTΣψ, o ψ = (ψ1, ..., ψk)T yra vektorius, kurio j-oji koordinat
e
ψj yra funkcijos mk dalin
e i²vestin
e pagal aj ta²ke α = (α1, ..., αk)T , Σ =
[αi+j − αiαj ]k×k. Tada:

ψ1 = −kαk−1, ψ2 = ψ3 = · · · = ψk−1 = 0, ψk = 1;

b2k = ψTΣψ = ψ2
1α2 + 2ψ1ψkαk+1 + ψ2

k(α2k − α2
k) =

= α2k − α2
k − 2kαk−1αk+1 + k2α2

k−1α2.

Belieka paskutin
eje i²rai²koje pakeisti dydºiu� Yi pradinius momentus dydºiu� Xi

centriniais momentais. N

Analogi²kai galime gauti ir daugiamat¦ CRT imdami vektorius, sudarytus i²
keleto centriniu� momentu�.

4. Empiriniu� momentu� funkcijos. Empiriniai momentai yra simetrin
es steb
e-
jimu� X1, X2, ..., Xn polinominio tipo funkcijos. Ta£iau naudojamos ir sud
etin-
gesn
es funkcijos. Pavyzdºiui, empirinis asimetrijos koe�cientas yra trupmena,
kurios skaitiklyje yra tre£iojo laipsnio polinomas, o vardiklyje � kvadratin
e ²ak-
nis i² ²e²tojo laipsnio polinomo.

Tarkime, H(ak1 , ..., akr ) yra pradiniu� empiriniu� momentu� ak1 ,..., akr , k1 <
k2 < · · · < kr (tai nesiaurina prasm
es, nes centrinius momentus galime i²reik²ti
pradiniais) funkcija. Jeigu egzistuoja α2kr = E(X2kr ), tai pagal daugiamat¦
CRT

√
n
(
(ak1 , ..., akr )

T − (αk1 , ..., αkr )
T
) d→ Vr ∼ N(0, Σ), (2.5.27)

£ia Σ = [αki+kj − αkiαkj ]k×k.

2.5.5 teorema. Tarkime, egzistuoja momentas α2kr , o funkcija H turi toly-
dºias dalines i²vestines ta²ko (αk1 , ..., αkr ) aplinkoje. Tada empiriniu� momentu�
funkcijos H skirstinys, kai n→∞, konverguoja i� normalu�ji� skirstini�:

√
n(H(ak1 , ..., akr )−H(αk1 , ..., αkr ))

d→ Y ∼ N(0, B2
r ); (2.5.28)

£ia

B2
r = ψTΣψ, ψ = (ψ1, ..., ψr)

T , ψj =
∂H

∂akj

∣∣∣(αk1 ,...,αkr ) , j = 1, 2, ..., r.

I�rodymas. Pakanka pritaikyti daugiamat¦ CRT ir delta metod¡ (ºr. 2.4 skyreli�
ir [15] 2c skyreli�). N

2.5.2 pastaba. Teorema pritaikoma ir tuo atveju, kai funkcija H yra vek-
torin
e.

2.5.3 pastaba. Funkcijos H argumentai patys gali bu	ti empiriniu� momentu�
funkcijos (pavyzdºiui, centriniai empiriniai momentai, empiriniai asimetrijos ar
eksceso koe�cientai, empirinis koreliacijos koe�cientas ir kt.). Teorema pri-
taikoma, jeigu H turi tolydºias dalines i²vestines, o vektoriui, sudarytam i²
argumentu�, galioja daugiamat
e CRT.
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2.5.4 pastaba. Centruojan£ios ir normuojan£ios konstantosH0 irB2
r nebu	ti-

nai sutampa su H vidurkiu ir dispersija ar ju� pagrindin
emis dalimis. Kad tuo
i�sitikintume, pakanka panagrin
eti pavyzdi�.

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ...Xn)T gauta stebint a. d. X ∼
B(1, p). Tada:

EX̄ = p, V X̄ =
p (1− p)

n
,
√
n(X̄ − p) d→ Y ∼ N(0, p (1− p)).

Nagrin
ekime statistik¡ H(X̄) = 1/X̄. Funkcija H(p) = 1/p yra tolydi ir turi
tolydºias i²vestines ta²ko p, 0 < p < 1, aplinkoje, ψ = H ′(p) = −1/p2, σ11 =
α2 − α2

1 = p (1− p), B2
1 = p (1− p)/p4 = (1− p)/p3. Tod
el

√
n

(
1

X̄
− 1

p

)
d→ V ∼ N

(
0,

1− p
p3

)
.

Akivaizdu, kad funkcija H neturi jokiu� momentu�, nes P{X̄ = 0} = (1−p)n > 0.

Keleto daºniau naudojamu� empiriniu� charakteristiku� vidurkiai, dispersijos
ir kovariacijos (arba ju� pagrindin
es dalys) pateiktos 1.27�1.28 pratimuose (ºr.
taip pat [2], [10]). �iuose pratimuose i²skirtas svarbiausias normalusis skirstinys.
Tokiu� charakteristiku� prireikia nagrin
ejant empiriniu� momentu� funkcijas ir for-
muluojant CRT.

2.5.1 pavyzdys.Empiriniu� asimetrijos ir eksceso koe�cientu� nuokrypiu� nuo teoriniu�

tikimyb
es. Tegu turime didumo n = 100 imti�, gaut¡ stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2). Rasime
tikimybes, kad empiriniai asimetrijos ir eksceso koe�cientai skiriasi nuo teoriniu� absoliu£iu
didumu ne daugiau kaip 0,5.

Taikydami normali¡j¡ aproksimacij¡ (pirmu�ju� momentu� i²rai²kos pateiktos 2.27 pratime),
gauname

P{|g1| ≤ 0, 5} ≈ 2Φ(0, 5
√

(n+ 1)(n+ 3)/(6(n− 1)))− 1 = 0, 9636,

P{|g2| ≤ 0, 5} ≈ Φ((0, 5 + 6/(n+ 1))/
√
V (g2))− Φ((−0, 5 + 6/(n+ 1))/

√
V (g2)) =

Φ(1, 2301)− Φ(−0, 9689) = 0, 7244.

2.6. Empiriniai tikimybinio tankio analogai

2.6.1. Diskretieji skirstiniai: stulpeliu� diagrama

Diskre£iojo atsitiktinio dydºio, kurio galimos reik²m
es yra b1, b2, . . . , skirstinys
vienareik²mi²kai nusakomas tikimyb
emis pi = P{X = bi}. Jei imties X =
(X1, . . . , Xn)T realizacija yra x = (x1, . . . , xn)T , tai tikimybes pi galima aproksi-
muoti daºniais di/n; £ia di yra skai£ius xj , lygiu� bi. �ie daºniai yra realizacijos
atsitiktiniu� dydºiu�

p̂i = Di/n =
1

n

n∑
j=1

1{bi}(Xj);

£ia Di yra skai£ius a. d. Xj , lygiu� bi. Atsitiktinis dydis Di turi binomini� skirstini�
B(n, pi), taigi

E(p̂i) = pi, V (p̂i) =
1

n
pi(1− pi).
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I² stipriojo didºiu�ju� skai£iu� d
esnio ir centrin
es ribin
es teoremos i²plaukia, kad

p̂i
b.v.→ pi,

√
n(p̂i − pi)

d→ N (0, pi(1− pi)) .

Diskre£iojo a. d. skirstini� gerai iliustruoja stulpeliu� diagrama: auk²£io (di/n)
(ar di) stulpeliai vir² ta²ku� bi.

2.6.1 pavyzdys. Lentel
eje pateikiami stebiniai, gauti n = 50 kartu� modeliuojant Pua-
sono atsitiktini� dydi� X ∼ P(3) (mi � skai£ius imties reik²miu�, lygiu� i, i = 0, 1, . . .).

2.6.1 lentel
e. A. d. X ∼ P(3) imties realizacija
i 0 1 2 3 4 5 6 >6 Σ
mi 1 7 11 14 4 5 5 3 50

Stulpeliu� diagrama, sudaryta remiantis ²ios lentel
es stebiniais (tamsu	s stulpeliai), pavaiz-

duota 2.6.1 pav. Kad palyginti pavaizduotos tikimyb
es pi = P{X = i}, i = 0, 1, 2, . . .

(²viesu	s stulpeliai).

2.6.1 pav. Stulpeliu� diagrama

2.6.2. Tolydieji skirstiniai: histograma

Tolydºiojo skirstinio tankis f(x) daug vaizdºiau parodo skirstinio savybes negu
pasiskirstymo funkcija F (x).

Turint imties realizacij¡, tankis f gali bu	ti aproksimuotas tokiu bu	du. Atsitik-
tiniu� dydºiu� Xi realizaciju� reik²miu� sritis X yra padalijama i� ilgio h intervalus
(ai−1, ai]: X =

⋃
i(ai−1, ai]. Jei h = ai − ai−1 yra maºas, tai su bet kuriuo

x ∈ (ai−1, ai]
F (ai)− F (ai−1) ≈ f(x)h,

taigi tankio reik²m
e f(x) nedaug skiriasi nuo

fn(x) =
1

h
(Fn(ai)− Fn(ai−1)) =

1

nh

n∑
j=1

1(ai−1,ai](xj) =
ni
nh

; (2.6.1)

£ia Fn yra empirin
es pasiskirstymo funkcijos realizacija, o ni � skai£ius tu� xj ,
kurie priklauso intervalui (ai−1, ai].

2.6.1 apibr
eºimas. Funkcijos fn(x) gra�kas (ir pati funkcija) vadinamas
histograma.
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Jei n �ksuotas, ypa£ svarbu parinkti h. Jei h labai maºas, tai intervaluose
(ai−1, ai] daºniausiai nebus xj arba bus tik vienas i² xj . Pirmu atveju ap-
skritai nebu	tu� stulpelio vir² intervalo, o antruoju � labai auk²tas stulpelis (ºr.
3.6.2 pav., a)). I² tokio gra�ko nieko negalima pasakyti apie tankio pavidal¡.
Atvirk²£iai, jei h didelis, tai gaunami du ar trys platu	s stulpeliai (ºr. 3.6.2 pav.,
c)). Tai taip pat n
era vaizdu.

2.6.2 pavyzdys. Lentel
eje pateikiami stebiniai, gauti n = 50 kartu� modeliuojant atsitiktini�
dydi� X ∼ N(1, 1). Stebiniai sugrupuoti i� h = 0, 2 ilgio intervalus (xi yra i-ojo intervalo
vidurys, mi � skai£ius stebiniu�, patekusiu� i� i-¡ji� interval¡).

2.6.2 lentel
e. A. d. X ∼ N(1, 1) imties realizacija
xi -1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
mi 1 1 1 0 5 4 1 2 4 5 4 5

xi 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 3,2 3,4
mi 1 6 3 2 0 1 1 1 0 1 1

Remiantis ²iais stebiniais, sudaryta histograma pavaizduota 2.6.2 paveiksle: a) � kai

grupavimo intervalo ilgis h yra labai maºas, b) � kai h = 0, 8; c) � kai h = 1, 6. Kad palyginti

pavaizduota stebimo atsitiktinio dydºio tankio funkcija. Matome, kad atveju b) grupavimo

intervalo ilgis parinktas geriau.

2.6.2 pav. Histogramu� pavyzdºiai

Funkcija fn yra realizacija atsitiktin
es funkcijos f̂n, su visais i ir visais x ∈
(ai−1, ai], apibr
eºtos lygybe

f̂n(x) =
1

nh

n∑
j=1

1(ai−1,ai](Xj) =
Ni
nh

; (2.6.2)
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£ia Ni yra a. d. � imties nariu� Xj , priklausan£iu� intervalui (ai−1, ai], skai£ius.
Atsitiktin
e funkcija f̂n vadinama empiriniu tankiu.

Jei h yra maºas ir nh didelis, tai su bet kuriuo x beveik visos f̂n(x) real-
izacijos fn(x) artimos f(x).

2.6.1 teorema. Bet kuriame tankio f tolydumo ta²ke x

f̂n(x)
b.v.→ f(x), kai nh→∞, h→ 0. (2.6.3)

I�rodymas. Kadangi intervalu� kra²tai gali priklausyti nuo n, tai juos ºym
esime
(ai−1,n, ai,n]. Reikia paºym
eti, kad bet kuriame �ksuotame tankio f tolydumo
ta²ke x ∈ (ai−1,n, ai,n]

| E
(
f̂n(x)

)
− f(x) |=| 1

h
(F (ai,n)− F (ai−1,n))− f(x) |

=| 1

h

∫ ain

ai−1,n

f(u)du− f(x) |≤ supy:|x−y|≤h|f(x)− f(y)| → 0, kai h→ 0.

(2.6.4)
Turime

| f̂n(x)− f(x) |≤| f̂n(x)−E
(
f̂n(x)

)
| + | E

(
f̂n(x)

)
− f(x) |, (2.6.5)

f̂n(x)−E
(
f̂n(x)

)
=

1

n

n∑
j=1

(Yj −E(Yj)), Yj =
1

hn
1(ai−1,n,ai,n](Xj).

Atsitiktiniai dydºiai Yj yra nepriklausomi, ju� vidurkiai

E(Yj) =
1

h
(F (ai,n)− F (ai−1,n)),

ir dispersijos

V (Yj) =
1

h2
(F (ai,n)− F (ai−1,n))(1− F (ai,n) + F (ai−1,n)).

Gauname

V (Yj)

n
≤ 1

nh2

∫ ain

ai−1,n

f(y)dy ≤ 1

nh
supy∈(ai−1,n,ai,n]f(y)→ 0, nh→∞, h→ 0.

Taigi Yj yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, kuriu� V (Yj)/n → 0. I² ²io
rezultato ir stipriojo didºiu�ju� skai£iu� d
esnio i²plaukia, kad su bet kuriuo �ksuotu
x

f̂n(x)−E
(
f̂n(x)

)
b.v.→ 0, kai h→ 0, nh→∞. (2.6.6)

I² (2.6.5) nelygyb
es ir (2.6.4) bei (2.6.6) konvergavimu� gaunamas teoremos rezul-
tatas. N
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2.6.3. Tolydieji skirstiniai: branduolinis i�vertinys

Histograma yra laiptin
e funkcija. Kartais ji suglodinama. Paai²kinsime suglodi-
nimo id
ej¡.

Mat
eme, kad, naudojantis imties realizacija x = (x1, . . . , xn)T , pasiskirstymo
funkcija F aproksimuojama kita pasiskirstymo funkcija Fn tokiu bu	du: kiek-
vienam stebiniui xi priskiriama tikimybin
e mas
e 1/n. �ia Fn yra diskre£iojo
skirstinio (ºr. 2.3.1 skyreli�) pasiskirstymo funkcija.

Jei ºinoma, kad skirstinys yra tolydus, pasiskirstymo funkcij¡ F galima
priartinti, naudojantis tolydºiojo skirstinio pasiskirstymo funkcija, i²sklaidant
tikimybin¦ mas¦ 1/n aplink xi pagal koki� nors d
esni�.

Tarkime, kad K(x) yra unimodalus tikimybinis tankis, i�gyjantis maksimum¡
nuliniame ta²ke. Jis vadinamas branduoliu. Su bet kuriuo h > 0 ir bet kuriuo i
funkcija

f∗in(x) =
1

h
K

(
x− xi
h

)
yra unimodalus tankis, kurio maksimumas i�gyjamas ta²ke xi. I²sklaidome tikimy-
bin¦ mas¦ 1/n aplink xi pagal skirstini�, apibr
eºt¡ tankiu f∗in. Taigi intervalas
(−∞, x] i² ²ios mas
es gauna dali�

1

n

∫ x

−∞
f∗in(u)du =

1

n
G

(
x− xi
h

)
;

£ia G(x) =
∫ x
−∞K(u)du. Tada visiems ta²kams priskiriama tikimybin
e mas
e 1,

i²d
estyta pagal skirstini� su pasiskirstymo funkcija ir tankiu:

F ∗n(x) =
1

n

n∑
i=1

G

(
x− xi
h

)
, f∗n(x) =

1

n

n∑
i=1

1

h
K

(
x− xi
h

)
.

Pasiskirstymo funkcija F ∗n ir tikimybinis tankis f∗n yra atsitiktiniu� funkciju�

F̂ ∗n(x) =
1

n

n∑
i=1

G

(
x−Xi

h

)
(2.6.7)

ir

f̂∗n(x) =
1

n

n∑
i=1

1

h
K

(
x−Xi

h

)
. (2.6.8)

realizacijos.
Reikia pasakyti, jei G(u) = 1[0,∞)(u), tai

F̂ ∗n(x) =
1

n

n∑
i=1

1[0,∞)(
x−Xi

h
) =

1

n

n∑
i=1

1(−∞, x](Xi) = F̂n(x)

sutampa su empirine pasiskirstymo funkcija.

2.6.2 apibr
eºimas. Atsitiktinis funkcija, apibr
eºta (2.6.8) lygybe, vadi-
nama tankio f branduoliniu i�vertiniu.
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Jei n �ksuotas ir h yra maºas, tai tankis f∗n turi auk²tus pikus ta²kuose
xi (tikimyb
es mas
e sukoncentruota trumpuose intervaluose aplink xi). Jei h
didelis, tankis f∗n plok²£ias. Geriausiu� rezultatu� gaunama esant tarpin
ems h
reik²m
ems.

Parodysime, kad jei h maºas ir nh didelis, tai f̂∗n artimas f . Atstumas tarp
f̂ = f̂∗n ir f daºnai apibr
eºiamas taip:

d(f̂ , f) =

∫ ∞
−∞

E
(
f̂(x)− f(x)

)2

dx.

2.6.2 teorema. Tarkime, kad funkcija f du kartus tolydºiai diferencijuojama
ir ∫ ∞

−∞
| f ′′(x) |2 dx <∞,

∫ ∞
−∞

yK(y) = 0,∫ ∞
−∞

y2K(y) <∞,
∫ ∞
−∞

K2(y)dy <∞.

Tada egzistuoja tokia konstanta C > 0, kad su maºais h > 0

d(f̂ , f) ≤ C
(

1

nh
+ h4

)
.

I�rodymas. Turime

d(f̂ , f) =

∫ ∞
−∞

V
(
f̂(x)

)
dx+

∫ ∞
−∞

(
Ef̂(x)− f(x)

)2

dx. (2.6.9)

Atsitiktiniai dydºiai Xi yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¦, tod
el

V
(
f̂(x)

)
=

1

nh2
V

(
K

(
x−X1

h

))
≤ 1

nh2
E

(
K2

(
x−X1

h

))

=
1

nh2

∫ ∞
−∞

K2

(
x− u
h

)
f(u)du =

1

nh

∫ ∞
−∞

K2(y)f(x− hy)dy (2.6.10)

ir pirmasis (2.6.9) lygyb
es narys yra

1

nh

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

K2(y)f(x− hy)dy

)
dx

=
1

nh

∫ ∞
−∞

K2(y)

(∫ ∞
−∞

f(x− hy)dx

)
dy =

1

nh

∫ ∞
−∞

K2(y)dy ≤ C1

nh
, (2.6.11)

£ia C1 > 0 yra konstanta.
I² s¡lygos

∫∞
−∞ yK(y) = 0 ir Teiloro formul
es su Laplaso formos liekamuoju

nariu

f(x+ a)− f(x) = af ′(x) + a2

∫ 1

0

f ′′(x+ av)(1− v)dv
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i²plaukia (imant a = −hy)

E{f̂(x)} − f(x) =

∫ ∞
−∞

1

h
K

(
x− u
h

)
f(u)du− f(x)

=

∫ ∞
−∞

K(y){f(x−hy)− f(x)}dy = h2

∫ ∞
−∞

∫ 1

0

y2K(y)f ′′(x−hyv)(1− v)dvdy

= h2E{Y 2f ′′(x− hY V )(1− V )} = h2E(Y Z),

£ia Y tankis yra K(y), o V turi tolygu�ji� skirstini� intervale [0, 1], Y ir V neprik-
lausomi a. d., Z = Y f ′′(x− hY V )(1− V ). Remiantis Ko²i ir �varco nelygybe

{E(Y Z)}2 ≤ E(Y 2)E(Z2)

turime (
Ef̂(x)− f(x)

)2

≤ h4

∫ ∞
−∞

v2K(v)dv

∫ ∞
−∞

∫ 1

0

y2K(y){f ′′(x− hyv)}2(1− v)2dvdy.

Integruodami x atºvilgiu, gauname∫ ∞
−∞

(
Ef̂(x)− f(x)

)2

≤ h4

∫ ∞
−∞

v2K(v)dv×

×
∫ ∞
−∞

y2K(y)dy

∫ 1

0

(1− v)2dv

∫ ∞
−∞
{f ′′(x− hyv)}2dx ≤ C2h

4, (2.6.12)

nes paskutinis integralas yra
∫∞
−∞{f

′′(x)}2dx. I² (2.6.9)�(2.6.12) formuliu� gau-
namas teoremos teiginys.

N
2.6.1 i²vada. Jei h ∼ n−1/5, tai d(f̂ , f) = O(n−4/5).

2.6.1 pastaba. Galima i�rodyti bendresn¦ teorem¡, kuri tvirtina, kad jei
f yra m kartu� tolydºiai diferencijuojama ir

∫∞
−∞ | f

(m)(x) |2 dx < ∞, tai
egzistuoja tokia konstanta C > 0, kad su maºais h > 0

d(f̂ , f) ≤ C
(

1

nh
+ h2m

)
.

Taigi, jei h ∼ n−1/(2m+1), tai d(f̂ , f) = O(n−2m/(2m+1)).

Labai svarbu parinkti h, o branduolys K nedaug kei£ia i�vertinio f̂ kokyb¦.
Daºniausiai naudojamas Jepane£nikovo branduolys, sukoncentruotas intervale
[−1, 1] (tuo atveju 1

hK
(
x−xi
h

)
sukoncentruotas intervale [xi − h, xi + h]):

K(x) = 0, 75(1− x2)1[−1,1](x).

Taip pat naudojamas branduolys K(x), sutampantis su standartinio nor-
maliojo skirstinio tankiu.
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2.6.3 pavyzdys. Pasinaudosime 2.6.2 pavyzdºio duomenimis ir imdami branduoliu stan-

dartinio normaliojo skirstinio tanki�, sudarysime branduolini� tankio i�verti�. Gautieji i�ver£iai

pavaizduoti 2.6.3 paveiksle: a) � kai h = 0, 05 b) � kai h = 0, 25 ir c) � kai h = 1. Kad

palyginti tuose pa£iuose paveiksluose yra pateikti stebimo atsitiktinio dydºio tankio gra�kai.

Matome, kad b) atveju parametras h parinktas geriau.

2.6.3 pav. Branduoliniai tankio i�ver£iai

2.7. Pratimai

2.1 skyrelis

2.1. Lentel
eje pateikiamos n = 100 gaminiu� tam tikro parametro pamatuotos reik²m
es (di-
dumo n imties realizacija).

24 41 30 37 25 32 28 35 28 51
36 26 43 25 27 39 21 45 39 25
29 43 66 25 24 56 29 31 41 41
36 57 36 48 25 36 48 24 48 22
40 7 31 24 32 53 33 46 22 33
25 37 34 32 41 36 19 32 25 19
19 37 20 21 48 44 35 19 44 34
29 48 38 43 48 35 42 37 35 36
58 45 34 40 37 21 41 11 41 27
50 24 37 39 33 45 39 43 21 34

a) Sugrupuokite tuos stebinius ilgio h = 10 intervalais prad
edami nuo 0.
b) Nubraiºykite empirin
es pasiskirstymo funkcijos realizacijos gra�k¡ ir histogram¡; paly-

ginkite jas su normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija ir tankiu (vietoje neºinomu� parametru�
imkite ju� empirinius analogus).
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2.2. Sumodeliuokite a. d. X paprast¡j¡ n = 50 didumo imti� ir palyginkite empirin¦
pasiskirstymo funkcij¡ ir histogram¡ su teorine pasiskirstymo funkcija ir tankiu tokiais atvejais:

a) X ∼ N(3, 4);
b) X ∼ LN(3, 2);
c) X ∼ E(2);
d) X ∼ K(0, 1).

2.2�2.3 skyreliai

2.3. Variacin
e eilut
e X(1), ..., X(n) gauta stebint a. d., kurio tankio funkcija

f(x|µ, σ) =
1

σ
exp{−

x− µ
σ
}, x > µ.

Raskite statistikos

T =
X(1) − µ

W
, (W =

1

n− 1

n∑
i=2

(X(i) −X(1)))

tikimybini� tanki�.

2.4. Variacin
e eilut
e X(1), ..., X(n) gauta stebint tolydu�ji� a. d. X, kurio pasiskirstymo
funkcija yra F (x). I�rodykite, kad a. d.

Yi =

(
F (X(i))

F (X(i+1))

)i
, i = 1, 2, ..., n− 1,

yra nepriklausomi ir vienodai pasikirst¦ pagal U(0, 1).

2.5. Tegu X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra dvi paprastosios nepriklausomos
atsitiktin
es imtys, gautos stebint tolygu�ji� a. d. U(0, 1). Raskite tu� im£iu� maksimaliu� reik²miu�
santykio X(m)/Y(n) tikimybini� skirstini�.

2.6. Imtis, kurios didumas n = 2k + 1, gauta stebint a. d. X ∼ U(0, 1). I�rodykite, kad
empirin
es medianos dispersija lygi 1/4(2k + 3).

2.7. Variacin
e eilut
eX(1), ..., X(n) gauta stebint tolydu�ji� a. d., kurio pasiskirstymo funkcija
yra F (x). Raskite a. d. F (X(k1)) ir F (X(k2)) kovariaciju� matric¡.

2.8. Variacin
e eilut
eX(1), ..., X(n) gauta stebint tolydu�ji� a. d., kurio pasiskirstymo funkcija
yra F (x). I�rodykite, kad imties plo£io Wn = X(n) −X(1) vidurkis yra

EWn =

∫ ∞
−∞

(1− Fn(x)− (1− F (x))n)dx,

jeigu pasiskirstymo funkcija F (x) tenkina s¡lyg¡ x[1−Fn(x)−(1−F (x)n)]→ 0, kai x→ ±∞.

2.9. Raskite kra²tiniu� poziciniu� statistiku� pirmuosius momentus, kai stebimo a. d. skirstinys
yra eksponentinis.

2.10. X̃ yra empirin
e mediana paprastosios n didumo imties, gautos stebint tolydu�ji� a. d.,
kurio pasiskirstymo funkcija yra F (x). I�rodykite, kad asimptoti²kai (n→∞)

2
√
n(F (X̃)− 1/2)

d→ Z ∼ N(0, 1).

2.11. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� skirstinys yra
eksponentinis su parametru λ, o X(1) < . . . < X(n) yra pozicin
es statistikos ir

Y1 = nX(1),
Y2 = (n− 1)(X(2) −X(1)),
Y3 = (n− 2)(X(3) −X(2)),

...
...

...
Yn = X(n) −X(n−1).

I�rodykite, kad Y1, . . . , Yn yra nepriklausomi a. d., turintys eksponentini� skirstini�.
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2.12. Yra k nepriklausomu� paprastu�ju� n didumo im£iu�, gautu� stebint a. d. Xi ∼ U(0, 1).
Tegu i-osios imties maksimali reik²m
e yra Xi

(n)
ir V = X1

(n)
...Xk

(n)
. Raskite a. d. V tikimybiu�

pasiskirstymo d
esni�.

2.13. Tarkime X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ E(a, θ),
kurio tankis

f(x|a, θ) =
1

θ
exp{−

x− a
θ
}, a ∈ R, θ > 0, x > a.

I�rodykite, kad:
a) maºiausios pozicin
es statistikos X(1) skirstinys yra E(a, θ/n);

b) 2
∑n
i=1(Xi −X(1))/θ turi chi kvadrato skirstini� χ2(2n− 2).

2.14. (2.13. t¦sinys). I�rodykite, kad:
a)
∑n
i=1(Xi −X(1)) ir X(1) yra nepriklausomi bet kokiems (a, θ);

b) Zi = (X(n)−X(i))/(X(n)−X(n−1)), i = 1, . . . , n−2, nepriklauso nuoX(1) ir
∑n
i=1(Xi−

X(1)).

2.15. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra a. d. X ∼ G(λ, η) paprastoji atsitiktin
e imtis.
I�rodykite, kad

∑n
i=1Xi ir

∑n
i=1[lnXi − lnX(1)] yra nepriklausomi.

2.16. Sakykime X = (X1, . . . , Xn)T yra a. d. X ∼ U(a, b), −∞ < a < b < ∞,
paprastoji atsitiktin
e imtis. I�rodykite, kad (X(i) −X(1))/(X(n) −X(1)), i = 2, . . . , n− 2, yra
nepriklausomi nuo X(1) ir X(n).

2.4 skyrelis

2.17. Raskite asimptotinius (n → ∞) maksimalios ir minimalios poziciniu� statistiku�
skirstinius, kai paprastoji imtis gauta stebint eksponenti�, gama ir normalu�ji� skirstinius.

2.18. I�rodykite, kad eksponentinio skirstinio empirin
es medianos X̃, gautos i² 2n + 1
didumo imties, asimptotinis (n→∞) skirstinys yra normalusis:

√
2n+ 1(X̃ −

ln 2

λ
)
d→ Y ∼ N(0,

1

λ2
).

2.5 skyrelis

2.19. Ekspertu� grup
e vertino kino kadru�, nu�lmuotu� dvieju� tipu� kino juostomis, kokyb¦.
Gauti ²ie rezultatai:

I tipo kino juosta II tipo kino juosta
i ni X̄i s2i i ni X̄i s2i
1 20 25 6 1 10 21 6
2 10 23 5 2 10 18 25
3 10 21 4 3 10 17 5
4 10 18 4 4 9 17 5
5 10 22 9

�ia ni yra i-osios imties didumas, X̄i � empirinis vidurkis, s2i � nepaslinktasis dispersijos
i�vertis. Raskite jungtiniu� I ir II tipo kino juostu� im£iu� empirinius vidurkius ir nepaslinktuosius
dispersiju� i�ver£ius.

2.20. Yra k nepriklausomu� a. d. X ∼ N(µ, σ2) im£iu�, kuriu� didumai � n1, ..., nk. Tegu
X̄i ir s2i yra i-osios imties empirinis vidurkis ir nepaslinktasis dispersijos i�vertinys. I�rodykite,
kad funkcijos

U =

k∑
i=1

(ni − 1)
s2i
σ2
i

, V =
k∑
i=1

ni
(X̄i − X̄)2

σ2
i

,

W = n
(X̄ − µ)2

σ2
, (X̄ =

∑
i niX̄i

n
, n =

∑
i

ni)

yra n. a. d., turintys χ2 skirstinius.

2.21. Paprastosios imtys X = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Ym)T gautos stebint n. a. d.
X ir Y su vienodomis dispersijomis σ2. Raskite statistikos Z̄ − X̄ vidurki� ir dispersij¡, kai
Z̄ = (mȲ + nX̄)/(m+ n).
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2.22. Sakykim, (X1i, ..., Xki)
T , i = 1, ..., n, yra imtis a. v., kurio vidurkiu� vektorius

µ = (µ1, ..., µk)T ir kovariaciju� matrica Σ = [σij ]k×k. I�rodykite, kad (X̄1, ..., X̄k)T pagal
tikimyb¦ konverguoja i� µ, kai n→∞.

2.23. Tarkim, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji n didumo imtis. I�rodykite, kad asimp-
toti²kai (n→∞):

a)
√
n(2
√
X̄ − 2

√
λ)

d→ Z ∼ N(0, 1),
kai stebimo a. d. skirstinys yra Puasono P(λ);

b)
√
n(arcsin(2X̄ − 1)− arcsin(2p− 1))

d→ Z ∼ N(0, 1),
kai stebimo a. d. skirstinys yra binominis B(1, p);

c)
√

3n(ln(2X̄)− ln θ)
d→ Z ∼ N(0, 1),

kai stebimo a. d. skirstinys yra tolygusis U(0, θ).

2.24. Tegu r yra empirinis koreliacijos koe�cientas, gautas stebint dvimati� normalu�ji� a. v.
I�rodykite, kad asimptoti²kai (n→∞)

√
n

1

2

(
ln

1 + r

1− r
− ln

1 + ρ

1− ρ

)
d→ Z ∼ N(0, 1).

2.25. Sakykim, X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis, α4 = EX4
i < ∞.

Lai X̄ = n−1
∑n
i=1 Xi, s

2 = (n − 1)−1
∑n
i=1(Xi − X̄)2). Raskite s¡lyg¡, kad X̄ ir s2 bu	tu�

nekoreliuoti.

2.26. Tarkime, kad (Xi, Yi)
T , i = 1, . . . , n, yra vienodai pasiskirst¦ n. a. v., o r =

s12/
√
s20s02 yra empirinis koreliacijos koe�cientas.

a) Tegu E|Xi|4 < ∞ ir E|Yi|4 < ∞. I�rodykite, kad
√
n[r − ρ]

d→ N(0, c2); £ia ρ yra a. d.
X1 ir Y1 koreliacijos koe�cientas, o c � konstanta.

b) Tegu X1 ∼ N(µ1, σ2
1) ir Y1 ∼ N(µ2, σ2

2) yra nepriklausomi. I�rodykite, kad r tankio
funkcija

f(t) =
√
π

Γ(n−2
2

)

Γ(n−1
2

)
(1− t2)(n−4)/2, −1 < t < 1.

2.27. Tarkim, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji didumo n imtis. I�rodykite, kad
a) jeigu egzistuoja µ4 = E(Xi −EXi)

4, tai

Es = σ +O(1/n), V s =
µ4 − σ4

4nσ2
+O(1/n3/2),

o kai skirstinys normalusis

Es = σMn−1, V s = σ2(1−M2
n−1), Mn =

√
2

n

Γ((n+ 1)/2)

Γ(n/2)
;

b) jeigu egzistuoja µ6 = E(Xi −EXi)
6, tai

Eg1 = γ1 +O(1/n), V g1 =
4µ6σ4 − 12µ5µ3σ2 + 9µ4µ2

3 + 35µ2
3σ

4

4nσ10

+
9σ4 − 6µ4

nσ4
+O(1/n3/2),

o kai skirstinys normalusis

Eg1 = 0, V g1 =
6(n− 1)

(n+ 1)(n+ 3)
;

c) jeigu egzistuoja µ8 = E(Xi −EXi)
8, tai

Eg2 = γ2 +O(1/n), V g2 =
µ8σ4 − 4µ6µ4σ2 + 4µ3

4 + 16µ4µ2
3σ

2

nσ12

+
16µ2

3σ
2 − µ2

4 − 8µ5µ3

nσ8
+O(1/n3/2),
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o kai skirstinys normalusis

Eg2 = −
6

n+ 1
, V g2 =

24n(n− 2)(n− 3)

(n+ 1)2(n+ 3)(n+ 5)
;

d) jeigu egzistuoja µ6 = E(Xi −EXi)
6, tai Cov (X̄, s2) = (n− 1)µ3/n2, o kai skirstinys

normalusis kovariacija lygi 0;
e) jeigu egzistuoja µ2k+2l = E(Xi −EXi)

2k+2l, tai

Cov (mk,ml) = (µk+l − kµk−1µl+1 − lµl−1µk+1 − µkµl + klµk−1µl−1σ
2)/n+O(1/n2),

kai skirstinys normalusis Cov (mk,ml) = (((k+ l−1)!!− (k−1)!!(l−1)!!)σk+l)/n+O(1/n2),
kai k, l � lyginiai; Cov (mk,ml) = (((k+l−1)!!−k!!l!!)σk+l)/n+O(1/n2), kai k, l � nelyginiai;
Cov (mk,ml) = O(1/n2), kitais atvejais.

2.28. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, 2, ..., n, yra didumo n paprastoji imtis, gauta stebint a. v.

(X,Y )T . I�rodykite, kad
a) jeigu egzistuoja µ22 = E[(X −EX)2(Y −EY )2], tai

Em11 =
n− 1

n
µ11, Vm11 =

µ22 − µ2
11

n
+O(1/n2);

b) Er = ρ+O(1/n),

V r =
ρ2

4n

(
µ40

µ2
20

+
µ04

µ2
02

+
2µ22

µ20µ02
+

4µ22

µ2
11

−
4µ31

µ11µ20
−

4µ13

µ11µ02

)
+O(1/n3/2),

o kai skirstinys normalusis

Er = ρ(1−
1− ρ2

2n
) +O(1/n2), V r =

(1− ρ2)2

n
+O(1/n3/2);

c) jeigu egzistuoja µ66 = E[(X −EX)6(Y −EY )6], tai

Cov (m20,m11) =
µ31 − µ20µ11

n
+O(1/n2), Cov (m20,m02) =

µ22 − µ20µ02

n
+O(1/n2);

o kai skirstinys normalusis

Cov (m20,m11) =
2ρσ3

1σ2

n
+O(1/n2), Cov (m20,m02) =

2ρ2σ2
1σ

2
2

n
+O(1/n2).

2.6 skyrelis

2.29. I² 5 gaminiu� X gaminiu� yra defektiniai. Pa
emus 70 im£iu� po 5 gaminius, gautos
²itokios dydºio X reik²m
es xi, i = 0, 1, ..., 5 (ni � skai£ius im£iu�, kuriose X i�gijo reik²m¦ xi):

xi 0 1 2 3 4 5
ni 55 12 3 0 0 0

Gautus stebinius interpretuokime kaip n = 70 binominio skirstinio B(5, p) realizaciju�.
Nubraiºykite stulpeliu� diagram¡ ir palyginkite j¡ su binominiu skirstiniu (vietoje neºinomos
tikimyb
es imkite defektiniu� gaminiu� pasitaikymo santykini� daºni�).

2.30. L¡steliu�, veikiamu� Rentgeno spinduliais, kei£iasi kai kurios chromosomos. Lentel
eje
pateikiami 4 skirtingu� bandymu� seriju� duomenys (i � pasikeitusiu� chromosomu� skai£ius, nik
� k-ojo eksperimento l¡steliu�, turin£iu� i poky£iu�, skai£ius).

k i 0 1 2 ≥ 3
∑
i nik

1 ni1 280 75 12 1 368
2 ni2 593 143 20 3 759
3 ni3 639 141 13 0 793
4 ni4 359 109 13 1 482

Nubraiºykite stulpeliu� diagramas ir palyginkite su Puasono skirstiniais (parametro λ i�verti�
imkite imties reik²miu� aritmetini� vidurki�).
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2.31. Lentel
eje pateikiami duomenys apie 647 moteru�, gaminusiu� sviedinius, skirstini�
pagal per 5 savaites su jomis atsitikusiu� nelaimingu� i�vykiu� skai£iu� (i � nelaimingu� i�vykiu�
skai£ius):

i 0 1 2 3 4 5 Σ
ni 447 132 42 21 3 2 647

Nubraiºykite stulpeliu� diagram¡ ir palyginkite j¡ su P(λ) irB−(η, p) tikimybiniu� skirstiniu�

daugiakampiais (parametro λ i�verti� imkite X̄; parametru� η ir p i�ver£ius raskite i² lyg£iu� sis-

temos ηq/p = X̄, ηq/p2 = s2).

Atsakymai ir nurodymai

2.3. nT ∼ F (2, 2n − 2). Nurodymas. Atlikite transformacij¡ Z1 = X(1) − µ,Z2 =
X(2) − X(1), ..., Zn = X(n) − X(n−1) ir i�rodykite, kad Z1, ..., Zn yra nepriklausomi a. d.:
Z1 ∼ E(n/σ), Zi ∼ E(n− i+1)/σ), i = 2, ..., n. Taigi W/σ ∼ χ2(2n−2)/(2n−2) nepriklauso
nuo (X(1) − µ)/σ ∼ χ2(2)/2. 2.4. Nurodymas. Atsitiktinis vektorius (Z(1), ..., Z(n))

T =

(F (X(1)), ..., F (X(n)))
T yra variacin
e eilut
e, gauta stebint a. d. Z ∼ U(0, 1); jos tankio

funkcija yra n! srityje 0 < z1 < ... < zn < 1. Atliekame transformacij¡ Yi = (Z(i)/Z(i+1))
i, i =

1, ..., n − 1, Yn = Z(n). Pakeitimo jakobianas J = yn−1
n /(n − 1)!. Taigi a. v. (Y1, ..., Yn)T

tankio funkcija yra nyn−1
n srityje 0 < y1, ..., yn < 1. Integruodami pagal yn, gauname, kad

a. v. (Y1, ..., Yn−1)T tankis lygus 1 srityje 0 < y1, ..., yn−1 < 1. 2.5. Atsitiktinio dydºio
X(m)/Y(n) tankio funkcija f(t) = mntm−1/(m + n), kai 0 < t ≤ 1, ir f(t) = mn/[(m +

n)tn+1], kai 0 < t < ∞. 2.6. Nurodymas. Empirin
e mediana Xk+1 ∼ Be(k + 1, k + 1).
2.7. V (F (Xki )) = ki(n − ki + 1)/[(n + 1)2(n + 2)], i = 1, 2; Cov (F (Xk1 , F (Xk2 ))) =
k1(n − k2 + 1)/[(n + 1)2(n + 2)]. 2.8. Nurodymas. E(Wn) = n(n − 1)

∫∞
−∞

∫ x
−∞ y[F (y) −

F (x)]n−2dF (x)dF (y) - n(n − 1)
∫∞
−∞

∫∞
y x[F (y) − F (x)]n−2dF (y)dF (x) = −

∫∞
−∞ xd[1 −

Fn(x)− (1− F (x))n]. 2.9. EX(1) = 1/nλ, EX(n) = 1
λ

∑n
k=1 C

k
n(−1)k−1/k. 2.10. Nurody-

mas. F (X̃) yra a. d. Y ∼ U(0, 1) paprastosios n didumo imties empirin
e mediana. 2.12.
− lnV ∼ G(n, k). Nurodymas. − lnXj

(n)
∼ E(n), j = 1, ..., k. 2.15. Nurodymas. Atsitiktinio

vektoriaus (X(1), ..., X(n))
T tankis yra n!(λnη/(Γ(η))n)xη−1

1 ...xη−1
n exp{−λ(x1 + ... + xn)}

srityje 0 < x1 < x2 < ... < xn < ∞. Atliekame transformacij¡ s = x1 + ... + xn, yi =
lnxi − lnx1, i = 2, ..., n. Atvirk²tin
e transformacija yra x1 = s/(1 + ey2 + ... + eyn ), xi =
seyi/(1 + ey1 + ...+ eyn ), i = 2, ..., n. Pakeitimo jakobianas

J =

[
D(s, y2, ..., yn)

D(x1, x2, ..., xn)

]−1

=
x1x2...xn

x1 + ...+ xn
=

sn−1e1+y2+...+yn

(1 + ey2 + ...+ eyn )n
.

I�stat¦ i� tankio formul¦ matome, kad jis lygus funkcijos, priklausan£ios tik nuo s, ir funkci-

jos, priklausan£ios nuo y2, ..., yn, sandaugai. Taigi a. d. X1 + ... + Xn,ir a. v.(lnX(2) −
lnX(1), ..., lnX(n) − lnX(1))

T yra nepriklausomi. 2.16. Nurodymas. Atsitiktinio vektori-

aus (X(1), ..., X(n))
T tankio funkcija yra n!/(b− a)n srityje a < x1 < ... < xn < b. Atliekame

transformacij¡ y1 = x1, yi = (xi − x1)/(xn − x1), i = 2, ..., n − 1, yn = xn. Pakeitimo

jakobianas J = (yn − y1)n−2. Po pakeitimo gauname tanki� n!(yn − y1)n−2/(b − a)n srityje

a < y1 < yn < b, 0 < y2 < y3 < ... < yn−1 < 1. Integruodami pagal y1, yn gauname

tanki� lygu� (n − 2)! srityje 0 < y2 < y3 < ... < yn−1 < 1. Tai tankis variacin
es eilut
es,

gautos pagal paprast¡j¡ a. d. Y ∼ U(0, 1) imti�, kurios didumas n − 2. 2.17. Nurodymas.

Tegu (Y(1), ..., Y(n))
T yra variacin
e eilut
e, sudaryta pagal paprast¡j¡ a. d. Y ∼ U(0, 1) n

didumo imti�. Tada nY(1)
d→ Z ∼ E(1) ir n(1 − Y(n))

d→ Z ∼ E(1), kai n → ∞. Jeigu

a. d. X pasiskirstymo funkcija F (x) absoliu£iai tolydi, tai ekstremaliu� reik²miu� X(1) ir

X(n) asimptotinius skirstinius galime gauti naudodami s¡ry²ius nF (X(1))
d→ Z ∼ E(1) ir

n(1 − F (X(1)))
d→ Z ∼ E(1). 2.18. Nurodymas. Eksponentinio skirstinio E(λ) mediana yra



58 2 SKYRIUS. EMPIRIN 
ES CHARAKTERISTIKOS

(ln 2)/λ. 2.19. X̄I = 22, 3333, s2I = 5, 6727; X̄II = 18, 2821, s2II = 10, 4000. 2.20. Nurody-

mas. �r. 2.5.1 teorem¡. 2.21. EZ̄ = m(EYi−EXj)/(m+n), V Z̄ = σ2m/[n(m+n)]. 2.23.

Nurodymas. Pritaikykite delta metod¡ (ºr. 1.4.7 skyreli�). 2.24. Nurodymas. Pritaikykite

delta metod¡ (ºr. 1.4.7 skyreli�). 2.25. Momentas µ3 = E(X −EX)3 = 0. 2.26. Nurodymas.

b) ºr. [15], 3d skyreli� arba ²io vadov
elio 4 dalies 4.1 skyreli�.



3 skyrius

Parametru� i�vertiniai

3.1. Ta²kiniai i�vertiniai ir ju� klasi�kavimas

Tarkime, kad X = (X1, . . . , Xn)T yra didumo n imtis ir a. v. X tikimybinis
skirstinys priklauso parametrinei ²eimai (ºr. 1.3; 1.4 skyrelius)

X ∼ Pθ, θ ∈ Θ ⊂ Rm, m ≤ n. (3.1.1)

Greta parametro θ nagrin
esime ir parametro θ vienareik²mes funkcijas γ :
Θ→ G ⊂ Rk.

Ie²kosime imties X funkciju� γ̂(X) (statistiku�), kuriu� realizacijos γ̂(x) bu	tu�
artimos tikrajai γ reik²mei.

Pavyzdºiui, turint paprast¡j¡ imti� X = (X1, . . . , Xn)T , Xi ∼ N(µ, σ2), gal-
ima daryti i²vadas apie vidurkio µ, dispersijos σ2 ar kokios nors ju� funkcijos
reik²mes.

Toliau vienodai ºymima funkcija γ : Θ→ G ir jos reik²m
e γ.

3.1.1 apibr
eºimas. Parametro γ = γ(θ) ta²kiniu i�vertiniu vadinama
statistika γ̂ = γ̂(X), i�gyjanti reik²mes parametro γ kitimo srityje G. Imdami
imties realizacij¡ x, gausime ta²kinio i�vertinio realizacij¡ (stebini�) γ̂(x), kuri
vadinama ta²kiniu i�ver£iu.

3.1.1 pastaba. Siekiant supaprastinti ºymenis, i�vertinys (arba kitokia
statistika) ir jo realizacija daºnai bus ºymima tuo pa£iu simboliu, jeigu i² kon-
teksto ai²ku, ar kalbama apie atsitiktini� dydi�, ar apie jo i�gyt¡j¡ reik²m¦ ( real-
izacij¡).

I² visu� galimu� i�vertiniu� reikia rasti optimalesni�. Nagrin
ekime neneigiam¡
skaliarin¦ nuostoliu� funkcij¡ L(γ̂,γ) ≥ 0, apibr
eºt¡ srityje G × G, toki¡, kad
L(u, v) = 0 tada ir tik tada, kai u = v. Funkcijos L reik²m¦ L(γ̂(x),γ(θ)) ≥ 0
interpretuojame kaip nuostolius, kuriu� atsiranda, kai i�vertinio realizacija yra
γ̂(x), o tikroji parametro reik²m
e lygi γ. Nuostoliu� funkcij¡ L(γ̂(x),γ) apibr
e²ime
kaip atstum¡ tarp tikrosios parametro γ reik²m
es ir to parametro i�ver£io γ̂(x)

59
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arba kaip neneigiam¡ atstumo funkcij¡. Vidutiniai nuostoliai, gaunami taikant
i�vertini� γ̂, vadinami rizikos funkcija:

Rθ(γ̂, γ) = Eθ[L(γ̂(X), γ(θ))]. (3.1.2)

Kai parametras γ = γ(θ) ∈ G ⊂ R vienmatis, daºniausiai naudojamasi
nuostoliu� funkcijomis:

L(γ̂(x), γ) = (γ̂(x)− γ)2, L(γ̂(x), γ) = |γ̂(x)− γ|.

Imant pirm¡ji� i² ²iu� atstumu�, gaunama kvadratin
e rizikos funkcija

Rθ(γ̂, γ) = Eθ(γ̂ − γ)2 = V θ(γ̂) + (Eθ(γ̂)− γ)2, (3.1.3)

kuri daugeliui tikimybiniu� d
esniu� yra paprasta ir lengvai skai£iuojama.

Ie²koma tokiu� i�vertiniu� γ̂, kurie minimizuotu� rizik¡ Rθ(γ̂, γ) su visais θ ∈ Θ,
t. y. nesvarbu, kad ir kokia bu	tu� tikroji parametro θ (ir γ) reik²m
e. Jie vadinami
tolygiai minimalios rizikos i�vertiniais.

3.1.2 pastaba. Tolygiai minimalios rizikos i�vertinio n
era visu� i�vertiniu�
klas
eje, jei vertinamo parametro γ = γ(θ) reik²miu� aib
e susideda bent i² dvieju�
ta²ku�.

I² tikru�ju�, tarkime, kad γ̂ yra toks parametro γ i�vertinys. Jei tikroji parametro
θ reik²m
e yra θ1 ir imamas i�vertinys γ∗ = γ(θ1), tada Rθ1

(γ∗, γ(θ1)) = 0.
Tuo labiau Rθ1(γ̂, γ(θ1)) = 0. Bet jei tikroji θ reik²m
e yra θ2, tai gauname
Rθ2(γ̂, γ(θ2) = 0. Taigi Rθ(γ̂, γ(θ)) = 0 su visais θ ∈ Θ. I² £ia i²plaukia
γ̂ = γ(θ) b.v. Pθ. Gavome, kad i�vertinys γ̂ nepriklauso nuo X. Ta£iau γ̂ yra
statistika, tod
el neturi priklausyti nuo θ. Taigi γ(θ) = const. Tada parametro
reik²miu� sritis susideda i² vieno ta²ko. Tai prie²tarauja prielaidai.

Tad i�vertiniu� klas¦ tenka apriboti ir ie²koti tolygiai minimalios rizikos i�vertiniu�
siauresn
ese klas
ese.

3.1.2 apibr
eºimas. Parametro γ = γ(θ) i�vertinys γ̂ vadinamas parametro
γ minimalios kvadratin
es rizikos i�vertiniu klas
eje Kγ , jei su visais θ ∈ Θ
kvadratin
e rizika Eθ(γ̂ − γ)2 yra minimali toje klas
eje.

3.1.3 pastaba. �odºiai �su visais� yra svarbu	s, nes i�vertiniai, kurie turi
minimali¡ kvadratin¦ rizik¡ tik su kai kuriomis θ reik²m
emis, nenaudingi.

I² tikru�ju�, nagrin
ekime Puasono skirstini� P(θ). Imkime parametro θ i�vertini�
θ̂ = 1. Ai²ku, kadR1(θ̂, 1) = E1(1−1)2 = 0 minimali visu� i�ver£iu� klas
eje. Ta£iau
²is i�vertinys geras tik tada, kai tikroji neºinoma parametro reik²m
e artima 1.
Bet tikroji reik²m
e neºinoma ir jei ji lygi, pavyzdºiui, 100, tai su tikimybe 1
i�vertinys bus nutol¦s nuo tikrosios reik²m
es per 99, taigi jis bus labai blogas.
�is i�vertinys i�gyja t¡ pa£i¡ reik²m¦ su bet kuria imties X realizacija x, taigi jis
nei²naudoja informacijos, kuri¡ suteikia x.

Apibendrinsime minimalios kvadratin
es rizikos i�vertinio s¡vok¡, kai para-
metras daugiamatis γ = γ(θ) = (γ1(θ), . . . , γk(θ))T .
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Tarkime, γ̂ = (γ̂1, . . . , γ̂k)T yra parametro γ i�vertinys, o c = (c1, . . . , ck)T ∈
∈ Rk yra bet koks vektorius. Tiesin
es funkcijos

∑k
i=1 ciγi yra vienma£iai para-

metrai. Ju� i�vertiniais galima imti atitinkamas tiesines funkcijas
∑k
i=1 ciγ̂i ir

nagrin
eti kvadratines rizikas

Rθ(

k∑
i=1

ciγ̂i,

k∑
i=1

ciγi) = Eθ

(
k∑
i=1

ciγ̂i −
k∑
i=1

ciγi

)2

=

=

k∑
i=1

k∑
j=1

cicjEθ{(γ̂i − γi)(γ̂j − γj)} = cTEθ{(γ̂ − γ)(γ̂ − γ)T }c. (3.1.4)

3.1.3 apibr
eºimas. Parametro γ i�vertinys γ̂ vadinamas minimalios kvad-
ratin
es rizikos i�vertiniu to parametro i�vertiniu� klas
eje Kγ , jei su visais θ ∈ Θ
ir c ∈ Rk (3.1.4) kvadratin
es rizikos yra minimalios toje i�vertiniu� klas
eje.

3.1.4 pastaba. Jei γ̂ yra minimalios kvadratin
es rizikos i�vertinys klas
eje
Kγ , tai imant c = (0, . . . , 1, . . . , 0)T , £ia 1 yra i-oje pozicijoje, gaunama, kad su
visais i ir θ ∈ Θ

Eθ(γ̂i − γi(θ))2 ≤ Eθ(γ∗i − γi(θ))2,

taigi γ̂i yra minimalios kvadratin
es rizikos parametru� γi i�vertiniai.

3.1.5 pastaba. Jei γ̂ yra minimalios rizikos i�vertinys klas
eje Kγ , tai i²
(3.1.4) formul
es i²plaukia, kad su bet kuriuo i�vertiniu γ∗ ∈ Kγ ir su visais
θ ∈ Θ

Eθ{(γ̂ − γ(θ))(γ̂ − γ(θ))T } ≤ Eθ{(γ∗ − γ(θ))(γ∗ − γ(θ))T }; (3.1.5)

primename, kad ºymime A < B (A ≤ B), jei matrica B − A teigiamai
(neneigiamai) apibr
eºta.

Pakankamai plati i�vertiniu� klas
e, kurioje daºnai galima rasti minimalios
kvadratin
es rizikos i�vertini�, yra nepaslinktu�ju� i�vertiniu� klas
e.

3.1.4 apibr
eºimas. Parametro γ i�vertinys γ̂ vadinamas nepaslinktuoju, jei
su visais θ ∈ Θ

Eθ(γ̂) = γ = γ(θ). (3.1.6)

Jei i�vertinys γ̂ paslinktasis, tai skirtumas bγ̂(θ) = Eθ(γ̂) − γ(θ) vadinamas to
i�vertinio poslinkiu.

Pavyzdºiui, 2.2.3 skyrelyje nagrin
eti vidurkio ir pradiniu� momentu� empiriniai
analogai yra atitinkamu� teoriniu� charakteristiku� nepaslinktieji i�vertiniai.

Jeigu vienma£io parametro γ i�vertinys γ̂ yra nepaslinktasis, tai (3.1.3) rizikos
funkcija sutampa su jo dispersija.

Tarkime, kad Kγ yra nepaslinktu�ju� parametro γ i�vertiniu� klas
e.
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3.1.5 apibr
eºimas. Vienma£io parametro γ i�vertini� γ̂ vadiname nepaslink-
tuoju minimalios dispersijos (NMD) i�vertiniu, jeigu jis tenkina (3.1.6) lygyb¦
ir

inf
γ̃∈Kγ

V θ(γ̃) = V θ(γ̂), ∀ θ ∈ Θ. (3.1.7)

3.1.6 pastaba. Tarkime γ̂1, ..., γ̂N yra nepriklausomi parametro γ i�vertiniai,
Eγ̂i = γ + b, V γ̂i = σ2. Imkime i�vertini� γ̄ = (γ̂1 + ... + γ̂N )/N . Tada Eγ̄ =
= γ + b, V γ̄ = σ2/N . Jei i�vertiniai γ̂i nepaslinktieji (b = 0), tai i�vertinys γ̄
taip pat nepaslinktasis, be to, jo dispersija N kartu� maºesn
e. Taigi, did
ejant
N , i�vertinio γ̄ realizacijos vis labiau telksis apie tikr¡j¡ parametro reik²m¦.

Jeigu i�vertiniai γ̂i turi poslinki� b 6= 0, tai, did
ejant N , dispersija taip pat
art
eja prie nulio. Ta£iau poslinkis nesumaº
eja ir i�vertinio γ̄ reik²m
es telkiasi
apie parametro reik²m¦, kuri nukrypusi nuo tikrosios per b.

3.1.7 pastaba. Nepaslinktieji i�vertiniai gali neegzistuoti.

3.1.1 pavyzdys. Nepaslinktasis i�vertinys neegzistuoja Puasono skirstinio atveju, kai

parametras yra γ = 1/λ. Tegu a. d. X turi Puasono skirstini�: X ∼ P(λ) ir γ = γ(λ) = 1/λ.
Jeigu γ̂ = γ̂(X) yra nepaslinktasis i�vertinys, tai su visais λ > 0 turi galioti tapatyb
e

Eλγ̂ =
∞∑
k=0

γ̂(k)
λk

k!
e−λ ≡

1

λ
=⇒

∞∑
k=0

λγ̂(k)
λk

k!
≡ eλ =

∞∑
k=0

λk

k!
.

Tapatyb
e su visais λ > 0 gali bu	ti teisinga tik tada, kai λγ̂(k) = 1, k = 0, 1, .... To negali

bu	ti, nes γ̂ nepriklauso nuo λ. Tod
el parametro 1/λ nepaslinktasis i�vertinys neegzistuoja.

3.1.8 pastaba. Galima situacija, kai paslinktojo i�vertinio kvadratin
e rizika
maºesn
e uº nepaslinktojo minimalios dispersijos i�vertinio kvadratin¦ rizik¡ (dis-
persij¡).

3.1.2 pavyzdys. Normaliojo skirstinio dispersijos paslinktojo i�vertinio kvadratin
e rizika

maºesn
e uº nepaslinktojo minimalios dispersijos i�vertinio kvadratin¦ rizik¡. Tarkime, kad
Xi ∼ N(µ, σ2). �inome (ºr. 2.5.3 skyreli�), kad dispersijos σ2 nepaslinktasis i�vertinys yra

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,

o i�vertinys

m2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

yra paslinktasis.
Tolesniuose skyreliuose parodysime, kad s2 yra minimalios dispersijos nepaslinktasis i�vertinys.

Kadangi (n− 1)s2/σ2 ∼ χ2(n− 1), tai:

E(s2) = σ2, V (s2) =
2

n− 1
σ4, E(m2) =

n− 1

n
σ2, V (m2) =

2(n− 1)σ4

n2
.

Palyginame kvadratines rizikas:

E(s2 − σ2)2 = V (s2) =
2

n− 1
σ4 > E(m2 − σ2)2 =

= V (m2) + E(m2 − σ2)2 =
2n− 1

n2
σ4.

Paslinktojo i�vertiniom2 kvadratin
e rizika yra maºesn
e uº minimalios dispersijos nepaslinktojo
i�vertinio s2 kvadratin¦ rizik¡.
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Nors daugeliu atveju� i�vertiniu� nepaslinktumas pageidautinas, ta£iau i² pa-
teiktu� pavyzdºiu� matome, kad ²io reikalavimo nereik
etu� absoliutinti.

Tolesniuose skyreliuose nagrin
esime minimalios dispersijos i�vertiniu� radimo
i�vairiems statistiniams modeliams metodus.

Jei parametras γ = γ(θ) = (γ1(θ), . . . , γk(θ))T yra daugiamatis ir γ̂ = (γ̂1,
. . . ,γ̂k)T nepaslinktasis γ i�vertinys, tai (3.1.4) rizikos funkcija yra

Rθ(

k∑
i=1

ciγ̂i,

k∑
i=1

ciγi) = cTV θ(γ̂)c; (3.1.8)

£ia
V θ(γ̂) = [σij(θ)]k×k, σij(θ) = Covθ(γ̂i, γ̂j)

yra i�vertinio γ̂ kovariacin
e matrica. Remiantis (3.1.5) nelygybe, parametro γ
nepaslinktasis i�vertinys γ̂ turi minimali¡ rizik¡ nepaslinktu�ju� i�vertiniu� klas
eje
Kγ , jei su visais i�vertiniais γ̃ ∈ Kγ ir visais θ ∈ Θ

V θ(γ̂) ≤ V θ(γ̃). (3.1.9)

I² ²ios lygyb
es i²plaukia (ºr. 3.1.3 pastab¡), kad su visais i ir θ ∈ Θ

V θ(γ̂i) ≤ V θ(γ̃i). (3.1.10)

Pageidautina i�ver£io savyb
e yra ta, kad ²io i�ver£io realizacijos art
etu� prie
tikrosios neºinomo parametro reik²m
es, jei imtis neapr
eºtai did
eja. Nor
edami
nurodyti, kad parametro γ i�vertiniai priklauso nuo imties X = (X1, ..., Xn)T

didumo n, kartais juos ºym
esime su indeksu n: γ̂ = γ̂n = (γ̂n1, ..., γ̂nk)T .

3.1.6 apibr
eºimas. Parametro γ = γ(θ) ta²kiniu� i�vertiniu� seka {γ̂n} va-
dinama pagri�st¡ja, jei su visais θ ∈ Θ

γ̂n
P→ γ(θ), kai n→∞, (3.1.11)

t. y. su visais ε > 0 ir θ ∈ Θ

Pθ{|| γ̂n − γ(θ) ||≥ ε} → 0, kai n→∞.

�i seka vadinama grieºtai pagri�st¡ja, jei su visais θ ∈ Θ

γ̂n
b.v.→ γ(θ), kai n→∞,

t. y. su visais θ ∈ Θ

Pθ{|| γ̂n − γ(θ) ||→ 0, n→∞} = 1. (3.1.12)

Kiekviena grieºtai pagri�sta seka yra pagri�stoji.
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3.1.1 teorema. Seka {γ̂n} yra pagri�stoji (grieºtai pagri�sta) tada ir tiktai tada,
kai visos sekos {γ̂ni} (i = 1, . . . , k) yra pagri�stosios (grieºtai pagri�stos).

I�rodymas. Teoremos rezultatas gaunamas i² nelygybiu�

|| γ̂n − γ ||=

(
k∑
i=1

(γ̂ni − γi)2

)1/2

≤
√
k max

1≤i≤k
| γ̂ni − γi |≤

√
k || γ̂n − γ || .

N
D
el trumpumo daºnai indekso θ prie tikimyb
es ir vidurkio simboliu� ner-

a²ysime.

3.1.2 teorema. Jei parametras γ yra vienmatis, E(γ̂n) = γ ir V (γ̂n)→ 0, tai

γ̂n
P→ γ, kai n→∞.

I�rodymas Teoremos rezultatas gaunamas i² �eby²ovo nelygyb
es:

P(| γ̂n − γ |≥ ε) ≤
V (γ̂n)

ε2
→ 0, ∀ε > 0, n→∞.

N

3.1.1 i²vada. Jei parametras γ = (γ1, . . . , γk)T yra daugiamatis, E(γ̂n) = γ

ir V (γ̂ni)→ 0, tai γ̂n
P→ γ, kai n→∞.

Suformuluosime teorem¡, i² kurios paai²k
eja, kad tolydºioji parametru� pagri�s-
tu�ju� i�vertiniu� funkcija yra pagri�stasis tos pa£ios tu� parametru� funkcijos i�vertinys.

3.1.3 teorema. Jei θ̂n
P→ θ ir γ : Θ→ R yra tolydºioji funkcija ta²ke θ, tai

γ(θ̂n)
P→ γ(θ). (3.1.13)

Jei θ̂n
b.v.→ θ, tai

γ(θ̂n)
b.v.→ γ(θ). (3.1.14)

I�rodymas. Tarkime, kad θ̂n
P→ θ. I² funkcijos γ tolydumo ta²ke θ gauname,

kad su visais ε > 0 egzistuoja toks δ = δ(ε) > 0, kad

| γ(t)− γ(θ) |< ε, kai || t− θ ||< δ.

Tod
el
P{| γ(θ̂n)− γ(θ) |≥ ε} ≤ P

{
|| θ̂n − θ ||≥ δ

}
→ 0.

Vadinasi γ(θ̂n)
P→ γ(θ).
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Tarkime, kad θ̂n
b.v.→ θ. Funkcija γ tolydi ta²ke θ, tod
el su bet kuriuo

elementariuoju i�vykiu ω i² konvergavimo θ̂n(ω) → θ i²plaukia konvergavimas
γ(θ̂n(ω))→ γ(θ). Kadangi

P{ω : γ(θ̂n(ω))→ γ(θ)} ≥ P{ω : θ̂n(ω)→ θ} = 1,

tai i² £ia i²plaukia γ(θ̂n)
b.v.→ γ(θ).

N

3.2. Pakankamosios statistikos

Ie²kant parametru� i�vertiniu�, kartais pavyksta rasti vien¡ ar kelias statistikas,
kurios suteikia tiek pat informacijos apie neºinomus parametrus kaip ir visa
imtis. Tada i�vertiniu galima imti ²iu� statistiku� funkcijas.

Tarkime, kad tikimybiniu� matu� ²eima P = {Pθ,θ ∈ Θ ⊂ Rm} absoliu£iai
tolydi σ-baigtinio mato µ atºvilgiu ir jos tankis yra f(x,θ).

3.2.1 apibr
eºimas. Statistika

T = T (X), T : Rn → Rk, (3.2.1)

vadinama pakankam¡ja parametro θ (arba ²eimos P) statistika, jei s¡lyginis
X skirstinys, kai T �ksuotas, nepriklauso nuo θ, t. y. visoms Borelio aib
ems
B ∈ Bn tikimyb
e

Pθ{X ∈ B | T = t} (3.2.2)

nepriklauso nuo θ.

Teiginys, kadX s¡lyginis skirstinys, ºinant T , nepriklauso nuo θ, rei²kia, kad
T suteikia imties X turim¡ informacij¡ apie neºinom¡ parametr¡ θ. Tai galima
paai²kinti taip. Paºym
ekime At = {x : T (x) = t} aib¦ galimu� imties realizaciju�
reik²miu�, su kuriomis pakankamoji statistika i�gyja reik²m¦ t. Pagal apibr
eºim¡
imties X skirstinys aib
eje At nepriklauso nuo θ, tod
el, ºinant T realizacij¡ t,
imties X realizacija nebegali suteikti jokios papildomos informacijos apie θ.

Pati imtis X yra pakankamoji statistika, bet, jei tai i�manoma, ie²koma
minimalios dimensijos pakankamoji statistika, kuri leidºia labiausiai redukuoti
duomenis ir daryti i²vadas apie neºinomus parametrus, naudojantis tik ²ios
statistikos realizacijomis. Pakankamosios statistikos T dimensija k tenkina nely-
gyb¦ m ≤ k ≤ n. Gana daºnai minimalios dimensijos pakankamosios statistikos
dimensija sutampa su parametru� vektoriaus θ dimensija m.

3.2.1 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro pakankamoji statistika. Tarkime, kad
X1, ..., Xn yra paprastoji atsitiktin
e imtis, gauta stebint a. d. X, kurio skirstinys priklauso
Puasono d
esniu� ²eimai P = {P(λ), λ > 0}. Randame s¡lygini� a. v. X = (X1, ..., Xn)T

skirstini�, kai Sn = X1 + · · ·+Xn = N :

P{X1 = m1, ..., Xn = mn|Sn = N} =
P{X1 = m1}...P{Xn = mn}

P{Sn = N}
=
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=
N !

m1!...mn!

(
1

n

)N
, 0 ≤ mi ≤ N, m1 + ...+mn = N.

Matome, kad ²is s¡lyginis skirstinys yra polinominis ir nepriklauso nuo λ. Taigi Sn yra

pakankamoji parametro λ (arba ²eimos P ) statistika.

Ie²koti pakankamu�ju� statistiku� naudojantis tiesiog ju� apibr
eºimu paprastai
bu	na sud
etinga, tod
el joms rasti daºniau naudojamas faktorizacijos kriterijus.

Prakti²kai ie²kant pakankamu�ju� statistiku� prireiks tik
etinumo funkcijos s¡-
vokos.

3.2.2 apibr
eºimas. Atsitiktin
e funkcija

L(θ) = LX(θ) = f(X;θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm, (3.2.3)

vadinama imties X tik
etinumo funkcija.

Tik
etinumo funkcija gaunama vietoje argumento x i� tanko f(x;θ) i²rai²k¡
i�sta£ius atsitiktini� vektoriu� (imti�) X. Indeksas X daºnai nera²omas.

3.2.1 teorema. (Neimano ir Fi²erio faktorizacijos kriterijus). Statistika T =
T (X) yra pakankama parametro θ statistika tada ir tiktai tada, kai tik
etinumo
funkcija LX(θ) gali bu	ti faktorizuojama ²itaip:

LX(θ) = q(T ;θ)W (X); (3.2.4)

£ia pirmas daugiklis priklauso nuo T ir θ, o antrasis � tiktai nuo X.

I�rodymas. Teorem¡ i�rodysime dviem atvejais: kai X skirstinys diskretusis
ir kai ²is skirstinys yra absoliu£iai tolydus, o statistika T pakankamai �glodi�.
Bendru atveju i�rodym¡ galima rasti knygoje [12].

1. Diskretusis atvejis. a) Tarkime, kad statistika T : Rn → Rk yra tokia, kad
tenkinama (3.2.4) lygyb
e. I�vykis {X = x} implikuoja i�vyki� {T (X) = T (x)},
tod
el, jei t ∈ Rk, T (x) 6= t, tai

Pθ{X = x | T (X) = t} ≤ Pθ{T (X) = T (x) | T (X) = t} = 0. (3.2.5)

Jei t ∈ Rk, T (x) = t, tai i² (3.2.4) formul
es i²plaukia, kad

Pθ{X = x|T (X) = t} = Pθ{X = x|T (X) = T (x)}

=
Pθ{X = x,T (X) = T (x)}

Pθ{T (X) = T (x)}
=

Pθ{X = x}
Pθ{T (X) = T (x)}

=
f{x,θ}∑

y:T (y)=T (x)

f{y,θ}

=
q{T (x),θ}W (x)∑

y:T (y)=T (x)

q{T (x),θ}W (y)
=

W (x)∑
y:T (y)=T (x)

W (y)
.

Gavome, kad su visais t ∈ Rk s¡lygin
e tikimyb
e Pθ{X = x|T (X) = t} neprik-
lauso nuo θ. Taigi T yra pakankamoji statistika.
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b) Atvirk²£iai, jei Pθ{X = x|T (X) = t} nepriklauso nuo θ, tai W (x) =
Pθ{X = x|T (X) = T (x)} nepriklauso nuo θ. Tada

f(x;θ) = Pθ{X = x} = Pθ{X = x,T (X) = T (x)} =

= Pθ{X = x|T (X) = T (x)}Pθ{T (X) = T (x)} = W (x) q(T (x);θ).

2. Tolydusis atvejis. Tarkime, kad statistika

T = (T1(X), . . . , Tk(X))T , T : Rn → Rk, m ≤ k ≤ n,

tenkina (3.2.4) lygyb¦.
Jei k < n, tarsime, kad statistika T yra tokia, jog atvaizdi� T : Rn → Rk

galima papildyti iki glodaus atvaizdºio T̃ : Rn → Rn, t. y. rasti kit¡ statistik¡

T ∗ = (Tk+1(X), . . . , Tn(X))T , T ∗ : Rn → Rn−k,

toki¡, kad funkcijos Ti(x), i = 1, . . . , n, bu	tu� tolydºiai diferencijuojamos aib
eje
Rn, o atvaizdis

T̃ = (T1, . . . , Tn)T : Rn → Rn

bu	tu� bijekcija ir su visais x ∈ Rn jakobianas

J(x) = det[∂Ti(x)/∂xj ]n×n 6= 0

nevirstu� nuliu. Statistikos T̃ (X) tankis

fT̃ (X)(y | θ) = fX(x | θ) | J−1(x) |;

£ia x tenkina lygyb¦ y = T̃ (x). Statistikos T (X) tankis yra

fT (X)(y1 | θ) =

∫
Rn−m

fT̃ (X)(y | θ)dy2 =

∫
Rn−m

fX(x | θ) | J−1(x) | dy2;

(3.2.6)
£ia y1 ir y2 yra vektoriaus y atitinkamai m pirmu�ju� ir n − m paskutiniu�
koordina£iu� vektoriai.

I² atsitiktinio vektoriaus T̃ (X) s¡lyginio tankio, ºinant T (X) = y1, apibr
eºimo
i²plaukia

fT̃ (X)|T (X)=y1
(y | θ) =

fT̃ (X)(y | θ)

fT (X)(y1 | θ)
=
fX(x | θ) | J−1(x) |

fT (X)(y1 | θ)
. (3.2.7)

a) Jei teisinga (3.2.4) lygyb
e, tai i² (3.2.6) ir (3.2.7) lygybiu� gaunama

fT̃ (X)|T (X)=y1
(y | θ) =

q(y1;θ)W (x) | J−1(x) |∫
Rn−k

q(y1;θ)W (x) | J−1(x) | dy2

=
W (x) | J−1(x) |∫

Rn−m
W (x) | J−1(x) | dy2

.
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Taigi s¡lyginis T̃ (X) (ir tuo pa£iu ir X) skirstinys, ºinant T (X), nepriklauso
nuo parametro θ.

b) Jei X s¡lyginis skirstinys, ºinant T (X) = y1, nepriklauso nuo θ, tai
s¡lyginis T̃ (X) skirstinys, ºinant T (X) = y1, taip pat nepriklauso nuo θ. I²
(3.2.7) i²plaukia, kad

fX(x | θ) = fT̃ (X)|T (X)=y1
(y | θ) | J(x) | fT (X)(y1 | θ). (3.2.8)

Paskutin
eje lygyb
eje pa
em¦ y1 = T (x), gauname, kad pirmi du daugikliai ²ios
lygyb
es de²in
eje priklauso tiktai nuo x. Ju� sandaug¡ paºym
ekime W (x). Tre£i-
asis daugiklis yra T (x) ir θ funkcija. Paºym
ekime ²i¡ funkcij¡ q. Tada

f(x,θ) = q(T (x),θ)W (x).

N
3.2.2 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro pakankamosios statistikos radimas nau-

dojant faktorizacijos kriteriju�. Kaip ir 3.2.1 pavyzdyje, tegu paprastoji imtisX = (X1, ..., Xn)T

gauta stebint Puasono a. d. X ∼ P(λ). Tik
etinumo funkcija

L(λ) =

n∏
j=1

λXj

Xj !
e−λ =

(
λSne−nλ

) 1

X1!...Xn!

faktorizuojama i� dvieju� daugikliu� sandaug¡. Pirmasis daugiklis priklauso tik nuo sumos Sn =

X1 + ...+Xn ir nuo λ, o antrasis daugiklis nuo λ nepriklauso. Taigi, remiantis faktorizacijos

kriterijumi, Sn yra pakankamoji statistika.

Atkreipsime d
emesi�, kad (3.2.4) lygybe pakankamoji statistika nusakoma ne-
vienareik²mi²kai. Akivaizdu, kad a. v. (X1, ..., Xn)T arba a. v. (X(1), ..., X(n))

T

yra bet kurios ²eimos pakankamoji statistika. Jos dimensija sutampa su imties
tu	riu n. Tokios pakankamos statistikos vadinamos trivialiosiomis. Pirmesniame
pavyzdyje statistikos T 1 = (X1, ..., Xn)T , T 2 = (X1 +X2, X3, ..., Xn)T , ..., Tn =
X1 + ... + Xn yra pakankamosios. Paskutin
e i² ju� turi maºiausi¡ dimensij¡ ir
labiausiai redukuoja imti�.

I�rodysime teorem¡, tvirtinan£i¡, kad nepaslinktu�ju� i�vertiniu� klas
eje mini-
malios kvadratin
es rizikos i�vertiniai yra pakankamu�ju� statistiku� funkcijos.

3.2.2 teorema. (Rao, Blekvelo ir Kolmogorovo). Tarkime, kad γ̂ yra nepaslink-
tasis parametro γ = γ(θ) i�vertinys ir T = T (X) pakankamoji ²eimos {Pθ,θ ∈
Θ} statistika. Tada s¡lyginis vidurkis γ̂ = Eθ(γ̃ | T ) yra toks nepaslinktasis
parametro γ i�vertinys, kad

V θ(γ̂) ≤ V θ(γ̃). (3.2.9)

I�rodymas. I² pradºiu� tarkime, kad parametras γ vienmatis. I�vertinys γ̃ neprik-
lauso nuo θ. I² s¡lyginio vidurkio savybiu� i²plaukia, kad γ̂ yra T funkcija, taigi
ir X funkcija. Vadinasi, γ̂ yra i�vertinys. I² s¡lyginio vidurkio s¡vybiu� ([11], p.
123�132) i²plaukia

E(γ̂) = E{E(γ̃ | T )} = E(γ̃) = γ,
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tod
el γ̂ yra nepaslinktasis i�vertinys. Nagrin
ejamu� i�vertiniu� skirtumo dispersija

V (γ̂ − γ̃) = E(γ̂ − γ − (γ̃ − γ))2 = V (γ̂)− 2E((γ̂ − γ)(γ̃ − γ)) + V (γ̃).

I² s¡lyginio vidurkio s¡vybiu� gauname

E((γ̂ − γ)(γ̃ − γ)) = E{E[((γ̂ − γ)(γ̃ − γ)) | T ]} =

= E{(γ̂ − γ)E[(γ̃ − γ) | T ]} = E(γ̂ − γ)2 = V (γ̂).

Tod
el
0 ≤ V (γ̃ − γ̂) = V (γ̃)− V (γ̂).

Tai ir reik
ejo i�rodyti.

Tarkime, kad γ = (γ1, . . . , γk)T daugiamatis ir γ̂ = E(γ̃ | T ). Imkime
vektoriu� c = (c1, . . . , ck)T ∈ Rk. Tada cT γ̂ =

∑k
i=1 ciγ̂i yra nepaslinktasis

vienma£io parametro cTγ i�vertinys. Tod
el su visais c ir θ ∈ Θ

cTV (γ̂)c = V
(
cT γ̂

)
≤ V

(
cT γ̃

)
= cTV (γ̃)c.

I² £ia gaunamas teoremos teiginys.
N
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I² Rao, Blekvelo ir Kolmogorovo teoremos matyti, kad bet kuriam nepaslinkta-
jam i�vertiniui galima rasti kit¡ nepaslinkt¡ji� i�vertini�, kuris yra tik pakankamo-
sios statistikos funkcija ir kurio kvadratin
e rizika yra ne didesn
e uº pirmojo.
Parodysime, kad labai daºnai nepaslinktasis i�vertinys, kuris yra pakankamosios
statistikos funkcija, yra vienintelis. Tuo atveju ²is i�vertinys turi minimali¡ rizik¡
visu� nepaslinktu�ju� i�ver£iu� klas
eje.

Tarkime, kad turime statistini� modeli� X ∼ Pθ, θ ∈ Θ ⊂ Rm.

3.3.1 apibr
eºimas. Pakankamoji statistika T = T (X) : Rn → Rk vadi-
nama piln¡ja, jei su bet kuria ma£i¡ja funkcija ϕ : Rk → R i² lygyb
es

Eθ(ϕ(T )) = 0 su visais θ ∈ Θ

i²plaukia ϕ(T ) = 0 su tikimybe 1. Be to, jei funkcija ϕ(T ) apr
eºta, tai statistika
T vadinama apr
eºtai pilna.

I² apibr
eºimo i²plaukia, jei ϕ : Rk → R yra ma£ioji funkcija ir Eθ(ϕ(T )) =
= 0 su visais θ ∈ Θ, tai ϕ(T ) = 0 su tikimybe 1.

3.3.1 teorema. Jei egzistuoja parametro γ nepaslinktasis i�vertinys γ̃ ir T =
T (X) yra pilnoji pakankamoji statistika, tai s¡lyginis vidurkis γ̂ = E(γ̃ | T )
yra parametro γ minimalios rizikos nepaslinktasis i�vertinys.

Jis vienintelis su tikimybe 1, t. y., jei γ∗ yra kitas minimalios rizikos nepaslink-
tasis i�vertinys, tai Pθ{γ∗ = γ̂} = 1 su visais θ ∈ Θ.
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I�rodymas. I�vertinys γ̂ = Eθ(γ̃ | T ) = ϕ(T ) yra T funkcija ir Eθϕ(T ) =
γ(θ) su visais θ ∈ Θ. Remiantis Rao, Blekvelo ir Kolmogorovo teorema, uºtenka
parodyti, kad γ̂ yra minimalios dispersijos i�vertinys visu� nepaslinktu�ju� i�vertiniu�,
kurie yra T funkcijos, klas
eje.

Tarkime, kad γ∗ = ψ(T ) yra kitas nepaslinktasis i�vertinys, t. y. Eθψ(T ) =
γ(θ) su visais θ ∈ Θ. Tada Eθ(ϕ(T )−ψ(T )) = 0 su visais θ ∈ Θ.

Pakankamoji statistika T yra pilnoji, tod
el

Pθ(ϕ(T )−ψ(T ) = 0) = 1 su visais θ ∈ Θ.

Gavome, kad visos pakankamosios statistikos funkcijos, kurios yra nepaslinktieji
i�vertiniai, su tikimybe 1 sutampa, tod
el turi t¡ pa£i¡ dispersij¡. Remiantis 3.2.2
teorema, γ̂ turi minimali¡ dispersij¡.

N

3.3.1 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro pakankamosios statistikos pilnumas.

Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ P(λ), 0 < λ < ∞.
I�sitikinsime, kad pakankamoji statistika Sn = X1 + ...+Xn ∼ P(nλ) yra pilnoji. Vidurkis

Eλϕ(Sn) =
∞∑
k=0

ϕ(k)
(nλ)k

k!
e−nλ ≡ 0, 0 < λ <∞.

�i s¡lyga ekvivalenti s¡lygai
∞∑
k=0

ϕ(k)
nkλk

k!
≡ 0, 0 < λ <∞.

Laipsnin
es eilut
es suma su visais λ > 0 lygi nuliui tik tada, kai koe�cientai prie visu� λ laipsniu�

lygu	s 0, t. y. ϕ(0) = ϕ(1) = · · · = 0. Puasono skirstinys sukoncentruotas sveikuose neneigia-

muose ta²kuose, tod
el Pλ{ϕ(Sn) = 0} = 1. Statistika Sn ne tik pakankamoji, bet ir pilnoji.

Taigi galima nurodyti du bu	dus, rasti NMD i�vertinius, kai egzistuoja pilnoji
ir pakankamoji statistika T .

Pirmas bu	das. Galima rasti bet koki� nepaslinkt¡ji� i�vertini� γ̃ ir ji� patikslinti
remiantis 3.2.2 teorema, t. y. rasti

E(γ̃|T ) = γ̂(T ). (3.3.1)

3.3.2 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro NMD i�vertinys. Tegu v
el paprastoji
imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ P(λ), λ > 0. Reikia rasti parametro λ
NMD i�vertini�. Imkime i�vertini� λ̃ = X1, kuris yra nepaslinktasis: EλX1 = λ. Ji� sudarant
panaudotas tik pirmasis steb
ejimas. Nesunku patikrinti, kad a. d. X1 s¡lyginis skirstinys, kai
pakankamoji statistika Sn �ksuota ir lygi N , yra binominis B(N, 1/n). Tod
el

λ̂ = E(X1|Sn) = Sn
1

n
= X̄

yra parametro λ NMD i�vertinys.

3.3.3 pavyzdys. Normaliojo skirstinio vidurkio funkcijos NMD i�vertinys. Tegu papras-
toji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2), µ ∈ R, σ ºinomas. Reikia
rasti parametro µ funkcijos γ = γ(µ) = Φ((y−µ)/σ), t. y. atsitiktinio dydºio X pasiskirstymo
funkcijos ta²ke y, NMD i�vertini�.

Imkime i�vertini�
γ̃ = 1(−∞,y](X1),
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kuris yra nepaslinktasis:

Eµγ̃ = Eµ(1(−∞,y](X1)) = Pµ{X1 ≤ y} = Φ

(
y − µ
σ

)
.

Atsitiktinis vektorius (X1, X̄)T turi dvimati� normalu�ji� skirstini� su vidurkiu� vektoriumi
(µ, µ)T ir kovariacine matrica Σ = [σij ]2×2, σ11 = σ2, σ12 = σ21 = σ22 = σ2/n. Taigi
a. d. X1 s¡lyginis skirstinys, kai X̄ �ksuotas, yra normalusis N(X̄, σ2(n − 1)/n). Randame
parametro γ NMD i�vertini�

γ̂ = E(γ̃|X̄) = P{X1 ≤ y|X̄} = Φ

(
y − X̄
σ

√
n

n− 1

)
.

Antras bu	das. Galima i²spr¦sti h atºvilgiu funkcin¦ lygti�

Eθh(T ) ≡ γ(θ), θ ∈ Θ. (3.3.2)

Tada NMD i�vertinys yra γ̂ = h(T ).

3.3.4 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro funkcijos NMD i�vertinys. Tegu papras-
toji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ P(λ), λ > 0. Reikia rasti tikimyb
es
P{X = 2|λ}, t. y. parametro λ funkcijos γ(λ) = λ2e−λ/2! NMD i�vertini�.

I² 3.2.2 ir 3.3.1 teoremu� i²plaukia, kad bet kuri statistikos Sn funkcija h(Sn) yra savo
vidurkio Eλh(Sn) NMD i�vertinys. Taigi tereikia atºvilgiu h i²spr¦sti funkcin¦ lygti� (3.3.2)

Eλh(Sn) =

∞∑
k=1

h(k)
(nλ)k

k!
e−nλ ≡

λ2

2!
e−λ = γ(λ).

Padaugin¦ abi tapatyb
es puses i² enλ ir i²skleid¦ eilute, gauname tapatyb¦

∞∑
k=0

h(k)
(nλ)k

k!
≡
λ2

2!

∞∑
j=0

((n− 1)λ)j

j!
.

Matome, kad h(0) = h(1) = 0. Sulygin¦ koe�cientus prie λk, k ≥ 2, randame

h(k)
nk

k!
=

(n− 1)k−2

(k − 2)!
, h(k) = C2

k(
1

n
)2(1−

1

n
)k−2, k = 2, 3, ...

Taigi parametro γ = γ(λ) NMD i�vertinys γ̂ yra toks: γ̂ = 0, kai Sn = 0; 1;

γ̂ = C2
Sn

(1/n)2(1− 1/n)Sn−2,

kai Sn ≥ 2. Matome, kad Puasono skirstinio tikimyb
e P{X = 2|λ} vertinama binomine
tikimybe P{Y = 2}, kai Y ∼ B(Sn, 1/n).

3.3.5 pavyzdys. Tolygiojo skirstinio parametro funkcijos NMD i�vertinys. Tegu papras-
toji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ U(0, θ), θ > 0. Reikia rasti NMD
i�vertinius parametro θ funkciju� a) γ1 = θm, m > 0 � �ksuotas skai£ius; b) γ2 = eθ.

3.3.9 pavyzdyje i�rodyta, kad parametro θ pilnoji ir pakankamoji statistika yra X(n), jos
tankio funkcija

fn(x|θ) =
n

θn
xn−1, 0 < x < θ.

Taigi atveju a) reikia rasti toki¡ funkcij¡ h(X(n)), kuri tenkintu� funkcin¦ lygti�

Eθ(h(X(n))) =
n

θn

∫ θ

0
h(x)xn−1dx ≡ θm, 0 < θ <∞.

Jeigu parinksime h(x) = xm(n+m)/n, tai

Eθ(h(X(n))) =
n+m

θn

∫ θ

0
xn+m−1dx ≡ θm.
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Taigi parametro γ1 = θm NMD i�vertinys yra

γ̂1 = Xm
(n)

n+m

n
.

Atveju b) h atºvilgiu reikia spr¦sti toki¡ lygti�:

Eθ(h(X(n))) =
n

θn

∫ θ

0
h(x)xn−1dx ≡ eθ, 0 < θ <∞.

I²bandykime funkcij¡ exp{X(n)}. Integruodami dalimis gauname

EeX(n) =
n

θn

∫ θ

0
exxn−1dx = eθ −

1

θn

∫ θ

0
exxndx = eθ −Eθ(X(n) exp{X(n)}/n).

Taigi parametro γ2 = eθ NMD i�vertinys yra

γ̂2 = exp{X(n)}+X(n) exp{X(n)}/n.

Tikrinti pakankamosios statistikos pilnum¡ remiantis apibr
eºimu kartais gana
sud
etinga. Suformuluosime s¡lygas, kuriomis gana svarbiu� praktikoje tikimy-
biniu� skirstiniu� pakankamosios statistikos yra pilnosios.

3.3.2 apibr
eºimas. Sakoma, kad a. v. X skirstinys priklauso k-parametri-
nei eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai, jeigu to skirstinio tankis σ-baigtinio
mato µ atºvilgiu yra

f(x;θ) = h(x) exp{ηT (θ) T (x)− b(θ)}, x ∈ Rn, (3.3.3)

£ia

θ = (θ1, ..., θk)T ∈ Θ ⊂ Rk, η = η(θ) = (η1(θ), ..., ηk(θ))T : Θ→ G,

b : Θ→ R, T = T (x) = (T1(x), . . . , Tk(x))T : Rn → Rk,

yra ma£iosios funkcijos, o h(x) : Rn → [0,∞) ma£ioji neneigiama µ-beveik visur
funkcija.

3.3.1 pastaba. I² apibr
eºimo i²plaukia, kad jei X = (X1, ..., Xn)T yra
paprastoji imtis, o a. d. Xi tikimybinis tankis (mato µi atºvilgiu) priklauso
eksponentinei skirstiniu� ²eimai su funkcijomis h(xi), η(θ), T (xi), b(θ), tai
imties X tikimybinis tankis (mato µ = µ1× · · · ×µn atºvilgiu) priklauso ekspo-
nentinei skirstiniu� ²eimai su funkcijomis h(x) =

∏n
i=1 h(xi), η(θ), T (n)(x) =∑n

i=1 T (xi), nb(θ).

Jei funkcija η = η(θ) : Θ→ G ⊂ Rk yra bijekcija, tai, atlikus reparametrizaci-
j¡, modelis pertvarkomas i� vadinam¡j¡ kanonin¦ form¡

f̃(x;η) = h(x) exp{ηT T (x)−B(η)}, x ∈ Rn. (3.3.4)

Funkcija f̃(x;η) ≥ 0 yra tikimybinis tankis, jei
∫
Rn f̃(x;η)µ(dx) = 1. Tai

ekvivalentu tokiai s¡lygai:

B(η) = ln

∫
Rn

h(x) exp{ηT T (x)}µ(dx). (3.3.5)
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Integralas de²iniojoje pus
eje teigiamas su visais η ∈ Rk, nes funkcija h teigiama
µ-b.v. Taigi ²ios ²eimos parametru� reik²miu� sritis yra

G = {η : B(η) ∈ R} = {η :

∫
Rn

h(x) exp{ηT T (x)}µ(dx) <∞)}. (3.3.6)

3.3.6 pavyzdys. Puasono skirstinys priklauso eksponentinei skirstiniu� ²eimai. Tarkime,
X ∼ P(λ), λ > 0. Tada

f(x;λ) =
λk

x!
e−λ =

1

x!
ex lnλ−λ, x = 0, 1, ..., 0 < λ <∞.

Tai eksponentin
e skirstiniu� ²eima, kai T (x) = x, η(λ) = lnλ, b(λ) = λ, h(x) = 1/x!.
Reparametrizavus skirstini� (imant η = lnλ),

f̃(x; η) = h(x) exη−eη , x = 0, 1, ..., η ∈ R.

Tai eksponentin
e kanonin
es formos skirstiniu� ²eima, kai T (x) = x, B(η) = eη .

3.3.7 pavyzdys. Binominis skirstinys priklauso eksponentinei skirstiniu� ²eimai. Tarkime,
X ∼ B(m, p), p ∈ (0, 1). Tada

f(x; p) = Cxm px(1− p)m−x =

= Cxm exp{x ln
p

1− p
+m ln(1− p)}, x = 0, 1...,m, p ∈ (0, 1).

Tai eksponentin
e skirstiniu� ²eima, kai T (x) = x, η(p) = ln p
1−p , b(p) = −m ln(1 − p), h(x) =

Cxm.
Reparametrizavus skirstini� (imant η = ln p

1−p ),

f̃(x; η) = h(x) eηx−m ln(1+eη), x = 0, 1, ...,m, η ∈ R.

Tai eksponentin
e kanonin
es formos skirstiniu� ²eima, kai T (x) = x, B(η) = m ln(1 + eη)

3.3.8 pavyzdys. Normalusis skirstinys priklauso eksponentinei skirstiniu� ²eimai. Tarkime,
X ∼ N(µ, σ2), µ ∈ R, σ ∈ (0,∞). Tada

f(x;µ, σ2) =
1
√

2π
exp

{
−
x2

2σ2
+
µx

σ2
−

µ2

2σ2
− lnσ

}
, x ∈ R.

tai eksponentin
e skirstiniu� ²eima, kai

T (x) = (T1(x), T2(x))T = (x2, x)T , η(µ, σ2) = (−1/2σ2, µ/σ2)T ,

b(µ, σ2) = µ2/2σ2 + lnσ, h(x) = 1/
√

2π.

Reparametrizavus skirstini� (imant η = (η1, η2)T = (−1/(2σ2), µ/σ2)T ,

f̃(x;η) = h(x) exp

{
ηTT + η2

2/4η1 −
1

2
ln(−2η1)

}
, x ∈ R, η ∈ (0,∞)×R.

Tai eksponentin
e kanonin
es formos skirstiniu� ²eima, kai T (x) = (x2, x)T , B(η) = = −η2
2/4η1+

1
2

ln(−2η1).

3.3.2 pastaba. Eksponentinei ²eimai priklauso binominis, neigiamasis bino-
minis, Puasono, eksponentinis, normalusis, gama, beta ir kt. skirstiniai. Skirs-
tinio, kuris nepriklauso eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai, pavyzdys gali bu	ti Ko²i
skirstinys.

3.3.3 pastaba. Pabr
e²ime, kad eksponentinis skirstinys yra tik vienas i²
vienmat
es eksponentin
es skirstiniu� ²eimos pavyzdºiu�.
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Kad uºra²ai bu	tu� paprastesni, i�vesime kelet¡ papildomu� ºym
ejimu�. Tegu
ϕ = ϕ(x, θ) : Rn × Θ → R, yra imties realizacijos x = (x1, . . . , xn)T ir
neºinomo parametro θ = (θ1, . . . , θm)T ∈ Θ ma£ioji funkcija. �ios funkcijos
i²vestines pagal θ ºym
esime

ϕ̇(x,θ) =

(
∂

∂θ1
ϕ(x,θ), . . . ,

∂

∂θm
ϕ(x,θ)

)T
, ϕ̈(x,θ) =

[
∂2ϕ(x,θ)

∂θl∂θs

]
m×m

,

o i²vestines pagal x ºym
esime

ϕ′(x,θ) =

(
∂

∂x1
ϕ(x,θ), . . . ,

∂

∂xn
ϕ(x,θ)

)T
, ϕ′′(x,θ) =

[
∂2ϕ(x,θ)

∂xi∂xj

]
n×n

.

Jei ϕ = (ϕ1, . . . , ϕk)T : Θ→ Rk yra vektorin
e parametro θ = (θ1, . . . , θm)T

funkcija, tai jos i²vestin¦ ta²ke θ ºym
esime

ϕ̇(θ) =

[
∂ϕi(θ)

∂θj

]
m×k

.

3.3.2 teorema. Tarkime, kad a. v. X tikimybinis tankis σ-baigtinio mato µ
atºvilgiu priklauso kanonin
es formos (3.3.4) eksponentinei skirstiniu� ²eimai.
Tada:

1) aib
e G yra i²kila;
2) funkcija B(η) yra i²kila aib
eje G;
3) jei aib
e G turi bent vien¡ vidini� ta²k¡ η0, tai egzistuoja tokia nulinio

ta²ko aplinka Uε(0), kad su visais t ∈ Uε(0) statistikos T momentu� generuojanti
funkcija Mη0

(t) = Eη0
et
TT (X) yra pavidalo

Mη0
(t) = eB(η0+t)−B(η0).

Be to, aplinkoje Uε(η0) egzistuoja i²vestin
es Ḃ(η) ir B̈(η) ir galioja lygyb
es:

Eη(T (X)) = Ḃ(η), V η(T (X)) = B̈(η).

I�rodymas. 1) Tarkime, kad η1,η2 ∈ G, o α ∈ [0, 1]. I² aib
es G (3.3.6)
apibr
eºimo i²plaukia, kad B(η1), B(η2) ∈ R. Kadangi α + (1 − α) = 1, tai,
pritaik¦ Hiolderio nelygyb¦, gauname∫

Rn

h(x) exp{αηT1 T (x) + (1− α)ηT2 T (x)}µ(dx)

≤
(∫

Rn

h(x) exp{(ηT1 T (x)}µ(dx)

)α (∫
Rn

h(x) exp{(ηT2 T (x)}µ(dx)

)1−α

= eαB(η1) e(1−α)B(η2) <∞. (3.3.7)
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Tod
el integralas kairiojoje nelygyb
es pus
eje baigtinis ir αη1 + (1 − α)η2 ∈ G.
Taigi aib
e G yra i²kila.

2) Logaritmuodami abi pirmos (3.3.7) nelygyb
es puses ir prisimin¦ (3.3.5)
s¡lyg¡, gauname

B(αη1 + (1− α)η2) ≤ αB(η1) + (1− α)B(η2). (3.3.8)

Taigi funkcija B(η) yra i²kila aib
eje G.

3) Ta²kas η0 yra vidinis aib
es G ta²kas, tod
el egzistuoja jo aplinka Uε(η0) ⊂
G. Remiantis (3.3.5) s¡lyga, su visais t ∈ Uε(0) statistikos T (X) momentu�
generuojanti funkcija yra

Mη0
(t) = Eη0

et
TT (X) =

∫
Rn

h(x) exp{(t+ η0)T T (x)−B(η0)}µ(dx) =

= eB(t+η0)−B(η0) <∞,

nes t+ η0 ∈ Uε(η0) ⊂ G. Taigi B(t+ η0) ∈ R.
Pritaikome momentu� generuojan£ios funkcijos savyb¦: jeigu nulinis ta²kas

yra vidinis jos apibr
eºimo srities ta²kas, tai nulio aplinkoje ²i funkcija yra be
galo daug kartu� diferencijuojama, visi a. v. T (X) momentai yra baigtiniai ir su
bet kokiais i1 + · · ·+ ik = p

Eη0
(T i11 . . . T ikk ) =

∂pMη0
(t)

∂ti11 . . . ∂tikk
|t=0.

Atskiru atveju

Eη0
(T (X)) = M ′η0

(0), V η0
(T (X)) = M ′′η0

(0)−M
′

η0
(0)(M ′)Tη0

(0).

Tada
M
′

η0
(t) = Mη0

(t)Ḃ(t+ η0), M
′′

η0
(t) =

= Mη0
(t)Ḃ(T + η0)ḂT (T + η0) +Mη0

(t)B̈(T + η0),

Kadangi Mη0
(0) = 1, tai M

′

η0
(0) = Ḃ(η0), M

′′

η0
(0) − M

′

η0
(0)(M ′)Tη0

(0) =

B̈(η0).
T¡ pati� buvo galima pakartoti su bet kuriuo η ∈ Uε(η0), imant generuo-

jan£i¡ funkcij¡ Mη(t), apibr
eºt¡ ta²ko η aplinkoje Uδ(η) ⊂ Uε(η0). Taigi su
visais η ∈ Uε(η0) galioja lygyb
es Eη(T (X)) = Ḃ(η), V η(T (X)) = B̈(η).

N

3.3.4 pastaba. Toliau daºnai naudosim
es tokia reguliariu� tikimybiniu� tankiu�
savybe: su visais η ∈ Uε(η0) ir integruojama Borelio funkcija g(x) galima dife-
rencijuoti po integralu� ºenklais:∫

Rn

ḟ(x,η)dµ(x) =
∂

∂η

∫
Rn

f(x,η)dµ(x) = 0, (3.3.9)
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∫
Rn

f̈(x,η)dµ(x) =
∂

∂η

∫
Rn

ḟ(x,η)dµ(x) = 0. (3.3.10)

∫
Rn

g(x)ḟ(x,η)dµ(x) =
∂

∂η

∫
Rn

g(x)f(x;η)µ(dx). (3.3.11)

Eksponentin
e ²eima turi ²i¡ savyb¦, nes remiantis (3.3.2) teoremos paskutiniu
teiginiu (tanki� f̃ ºym
esime f)∫
Rn

ḟ(x,η)dµ(x) =

∫
Rn

(T (x)− Ḃ(η))f(x,η)dµ(x) = Eη(T (X))− Ḃ(η) = 0,

∫
Rn

f̈(x,η)dµ(x) =

∫
Rn

{(T (x)− Ḃ(η))(T (x)− Ḃ(η))T − B̈(η)}f(x,η)dµ(x)

= V η(T (X))− B̈(η) = 0.

Kalbant apie (3.3.11) lygyb¦, tuo atveju, kai g neneigiama, vietoje mato µ
galima imti mat¡ ν, apibr
eºiam¡ lygybe ν(dx) = g(x)µ(dx). Tada (3.3.11)
virsta (3.3.9) lygybe. Jei g nebu	tinai neneigiama, ji uºra²oma kaip skirtumas
g = g+ − g−; £ia g+(x) = max(g(x), 0) ≥ 0, g−(x) = max(−g(x), 0) ≥ 0. Jei
(3.3.11) lygyb
e galioja funkcijoms g+ ir g−, tai galioja ir funkcijai g.

3.3.5 pastaba. Tarkime X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta ste-
bint a. d. X, kurio tankis yra apibr
eºtas (3.3.3) lygybe. Po reparametrizacijos
²is tankis suvedamas i� kanonin¦ (3.3.4) form¡. Remiantis faktorizacijos kriteri-
jumi, abiem atvejais statistika

T = T (X) =

 n∑
j=1

T1(Xj), · · · ,
n∑
j=1

Tk(Xj)

T

yra pakankamoji. Jei ji pilnoji, kai yra vienas i² ²iu� modeliu�, tai ji pilnoji ir kai
yra kitas modelis.

3.3.6 pastaba. Statistikos T skirstinio tankis mato, nepriklausan£io nuo
neºinomu� parametru�, atºvilgiu taip pat yra kanoninio eksponentinio tipo:

g(t;η) = h̃(t) exp{ηT t−B(η)}, t ∈ Rk, η ∈ G ⊂ Rk. (3.3.12)

I�rodysime diskre£iuoju atveju:

Pη{T (X) = t} =
∑

x:T (x)=t

f̃(x;η) =
∑

x:T (x)=t

h(x) exp{ηT T (x)−B(η)}

= exp{ηT t−B(η)}
∑

x:T (x)=t

h(x) = h̃(t) exp{ηT t−B(η)};

£ia h̃(t) =
∑
x:T (x)=t h(x).
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3.3.3 teorema. Jeigu aib
e G turi bent vien¡ vidini� ta²k¡, tai statistika T , ku-
rios tankis mato ν atºvilgiu yra (3.3.12) pavidalo, yra pilnoji.

I�rodymas. Tegu funkcija ϕ(t) tokia, kad

Eηϕ(T ) =

∫
ϕ(t)g(t,η)dν(t) ≡ 0, η ∈ G.

Tarkime, kad η0 yra vidinis aib
es G ta²kas. Tada egzistuoja η0 aplinka B(η0) ⊂
G. Uºra²¦ ϕ(t) = ϕ+(t)− ϕ−(t), ∀η ∈ B(η0) gauname∫

Rk

eη
T tϕ+(t)dν(t) =

∫
eη

T tϕ−(t)dν(t); (3.3.13)

£ia dυ(t) = h̃(t)dν(t). Atskiru atveju, kai η = η0, gauname∫
Rk

eη
T
0 tϕ+(t)dυ(t) =

∫
eη

T
0 tϕ−(t)dυ(t) = c ≥ 0.

Jei c = 0, tai ϕ(t) = ϕ+(t) = ϕ−(t) = 0 b. v. pagal mat¡ ν. Jei c > 0, tai
g+(t) = c−1eη

T
0 tϕ+(t) ir g−(t) = c−1eη

T
0 tϕ−(t) yra tankiai υ atºvilgiu. I�stat¦

ϕ+ ir ϕ− i²rai²kas i� (3.3.13) lygyb¦, gauname: ∀η ∈ B(η0)∫
Rk

e(η−η0)T tg+(t)dυ(t) =

∫
e(η−η0)T tg−(t)dυ(t).

Taigi momentu� generuojan£ios funkcijos nulio aplinkoje sutampa, nes η − η0 ∈
B(0). Tada g+(t) = g−(t) b. v. ν atºvilgiu, tod
el ir ϕ+(t) = ϕ−(t) b. v. mato
ν atºvilgiu, i² £ia i²plaukia ϕ(t) = 0 b. v. ν atºvilgiu. Vadinasi, pakankamoji
statistika T yra pilnoji.

N

3.3.1 i²vada. I² 3.3.3 � 3.3.5 pavyzdºiu� gaunama, kad Puasono ir bino-
miniam skirstiniams statistika T =

∑n
i=1Xi (arba jai ekvivalenti statistika X̄),

o normaliajam skirstiniui dvimat
e statistika T = (
∑n
i=1Xi,

∑n
i=1X

2
i )T (arba

jai ekvivalenti statistika (X̄, s2)T ) yra ne tik pakankamosios, bet ir pilnosios.

Kadangi Eλ(X̄) = λ (Puasono skirstinys) ir Ep(X̄) = p (binominis skirstinys),
tai X̄ yra Puasono ir binominio skirstiniu� vidurkiu� NMD i�vertinys. Kadangi
Eµ,σ2(X̄) = µ, Eµ,σ2(s2) = σ2 (normalusis skirstinys), tai (X̄, s2)T yra para-
metro (µ, σ2)T nepaslinktasis minimalios kvadratin
es rizikos i�vertinys.

3.3.9 pavyzdys. Tolygiojo skirstinio U(0, θ), nepriklausan£io eksponentinei ²eimai, pil-

noji pakankamoji statistika. Tarkime, kad turime paprast¡j¡ imti� X, Xi ∼ U(0, θ), θ > 0.
Tik
etinumo funkcija

L(θ) =
1

θn

n∏
j=1

1(0,θ)(Xj) =
1

θn
1(0,θ)(X(n)),

taigi pozicin
e statistika X(n) = max1≤i≤nXi yra pakankamoji. Tegu pagal 3.3.1 apibr
eºim¡

Eθ(ϕ(X(n))) =
n

θn

∫ θ

0
ϕ(x)xn−1dx = 0 su visais θ ∈ Θ = (0,∞).
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Intervalai (0, θ), θ > 0 generuoja vis¡ intervalo (0,∞) Borelio poaibiu� σ algebr¡ B(0,∞),
tod
el visoms aib
ems B ∈ B(0,∞) ∫

B
ϕ(x)xn−1dx = 0.

I² £ia i²plaukia ϕ(x)xn−1 = 0, tod
el ir ϕ(x) = 0 b. v. pagal Lebego mat¡. Taigi X(n) yra
pilnoji pakankamoji statistika. Kadangi

EX(n) =
n

θn

∫ θ

0
xndx =

n

n+ 1
θ,

tai i�vertinys θ̂ = n+1
n
X(n) yra nepaslinktasis. Statistika X(n) yra pilnoji, tod
el θ̂ yra ir NMD

i�vertinys.

3.4. Rao ir Kramerio nelygyb
e. Efektyvieji i�ver-

tiniai

3.4.1. Rao ir Kramerio nelygyb
e

Tarkime, kad nagrin
ejamas statistinis modelis X ∼ f(x;θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm,
t. y. tariama, kad tikimybiniai matai Pθ absoliu£iai tolydu	s σ-baigtinio mato µ
atºvilgiu.

Tegu parametro γ(θ) = (γ1(θ), . . . , γk(θ))T i�vertinys γ̂ = (γ̂1, . . . , γ̂k)T yra
nepaslinktasis, t. y. Eθγ̂ = γ(θ), ir su visais θ ∈ Θ egzistuoja kovariacin
e
matrica Σ = V θ(γ̂).

Ie²kosime kiekvieno i�vertinio γ̂i dispersijos apatinio r
eºio ir bendru atveju �
bet kurios ²iu� i�vertiniu� tiesin
es funkcijos

∑m
i=1 ciγ̂i, ci ∈ R dispersijos apatinio

r
eºio.
I² pradºiu� suformuluosime tam tikras reguliarumo s¡lygas, kurias turi tenk-

inti nagrin
ejami tankiai.

Rao ir Kramerio s¡lygos:

a) aib
e Θ atvira ir sritis Xn = {x : f(x,θ) > 0} nepriklauso nuo θ;
b) su visais θ ∈ Θ egzistuoja i²vestin
e γ̇(θ);
c) su visais θ ∈ Θ egzistuoja i²vestin
e ḟ(x,θ) ir galima diferencijuoti po

integralo ºenklu: ∫
Xn

ḟ(x,θ)dµ(x) =
∂

∂θ

∫
Xn

f(x,θ)dµ(x) = 0, (3.4.1)

∫
Xn

γ̂(x)ḟ(x,θ) dµ(x) =
∂

∂θ

∫
Xn

γ̂(x)f(x,θ)dµ(x) = γ̇(θ). (3.4.2)

Paºym
ekime `(θ) tik
etinumo funkcijos (3.2.3) logaritm¡:

`(θ) = `X(θ) = lnLX(θ) = lnL(θ).
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�io atsitiktinio dydºio realizacijos yra imties tankio logaritmo ln f(x,θ), x ∈
Rn, reik²m
es.

3.4.1 apibr
eºimas. Atsitiktinis vektorius

˙̀(θ) =

(
∂

∂θ1
`(θ), . . . ,

∂

∂θm
`(θ)

)T
(3.4.3)

vadinamas informan£iu� vektoriumi.

I² (3.4.1) lygyb
es i²plaukia

Eθ{ ˙̀(θ)} =

∫
Rn

∂ ln f(x,θ)

∂θ
f(x,θ)dµ(x) = 0.

3.4.2 apibr
eºimas. Matrica

I(θ) = Eθ

(
˙̀(θ) ˙̀T (θ)

)
=

[
Eθ

(
∂`(θ)

∂θl

∂`(θ)

∂θs

)]
m×m

=: [Ils(θ)]m×m (3.4.4)

vadinama imties Fi²erio informacine matrica.

Jei θ vienmatis, θ ∈ Θ ⊂ R, tai I(θ) = Eθ
˙̀2(θ).

3.4.1 teorema. (Rao ir Kramerio nelygyb
e). Tarkime, kad γ̂ = γ̂(X) yra
nepaslinktasis parametro γ(θ) i�vertinys su kovariacine matrica Vθ(γ̂). Jei Fi²e-
rio informacin
e matrica I(θ) teigiamai apibr
eºta su visais θ ∈ Θ ⊂ Rm ir
tenkinamos Rao ir Kramerio s¡lygos, tai su visais θ ∈ Θ

V θ(γ̂) ≥ γ̇T (θ) I−1(θ) γ̇(θ). (3.4.5)

Nelygyb
e virsta lygybe tada ir tik tada, kai µ-beveik tikrai

γ̂ − γ(θ) = γ̇T (θ) I−1(θ) ˙̀(θ). (3.4.6)

3.4.1 pastaba. Primename, kad simbolinis uºra²as A ≥ B, kai A ir B
yra vienodos dimensijos kvadratin
es matricos, rei²kia, kad matrica A −B yra
neneigiamai apibr
eºta.

I�rodymas. Lygybes (3.4.1) ir (3.4.2) galima uºra²yti taip:

E( ˙̀) = 0, E( ˙̀γ̂T ) = γ̇.

Vektoriaus γ̂ − γ − γ̇T I−1 ˙̀ kovariacin
e matrica yra:

0 ≤ E
{
γ̂ − γ − γ̇T I−1 ˙̀

}{
γ̂ − γ − γ̇T I−1 ˙̀

}T
= V (γ̂)−E

{
(γ̂ − γ) ˙̀T

}
I−1γ̇
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−γ̇T I−1E
{

˙̀(γ̂ − γ)T
}

+ γ̇T I−1 E
{

˙̀ ˙̀T
}
I−1 γ̇

= V (γ̂)− γ̇T I−1 γ̇.

Nelygyb
e virsta lygybe tada ir tik tada, kai beveik visur

γ̂ − γ = γ̇T I−1 ˙̀. (3.4.7)

N

3.4.1 i²vada. Jeigu m = k = 1, t. y. θ ∈ Θ ⊂ R, γ(θ) ∈ G ⊂ R, tai i²
(3.4.5) nelygyb
es gauname

V θ(γ̂) ≥ (γ̇(θ))2

I(θ)
, (3.4.8)

o jeigu γ(θ) = θ, tai

V θ(θ̂) ≥
1

I(θ)
. (3.4.9)

3.4.2 i²vada. Parametrin
es funkcijos γ = γ(θ) i-osios komponent
es nepaslink-
tojo i�vertinio γ̂i dispersija tenkina nelygyb¦

V (γ̂i) ≥ γ̇Ti I−1γ̇i =
∑
r

∑
s

Irs
∂γi
∂θr

∂γi
∂θs

; (3.4.10)

£ia Irs yra matricos I−1 elementai, t. y. I−1 = [Irs]m×m. Jeigu γi(θ) = θi, tai

V (θ̂i) ≥ Iii. (3.4.11)

Taigi, kai θ daugiamatis, parametro θi nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersijos ne
maºesn
es uº Iii, jei visi kiti parametrai θj , j 6= i, neºinomi. Jeigu visi kiti para-
metrai ºinomi, tai i² (3.4.9)nelygyb
es gauname, kad parametro θi nepaslinktu�ju�
i�vertiniu� dispersijos ne maºesn
es uº 1/Iii. Galima patikrinti, kad Iii ≥ 1/Iii
(ºr. 3.85 pratim¡). Tai natu	ralu, nes parametras θi, kai kiti parametrai ºinomi,
tur
etu� bu	ti vertinamas tiksliau.

3.4.3 i²vada. I�vertinio γ̂ apibendrint¡ja dispersija vadinamas determinan-
tas |V θ(γ̂)| . I² (3.4.5) nelygyb
es i²plaukia

|V (γ̂)| ≥ |γ̇T I−1γ̇|, (3.4.12)

o kai γi(θ) = θi, i = 1, ...,m, tai

|V (θ̂)| ≥ |I−1|. (3.4.13)

3.4.4 i²vada. Jeigu θ ir γ = γ(θ) yra vienma£iai, tai i² (3.4.7) formul
es
i²plaukia, kad nepaslinktojo i�ver£io γ̂ dispersija lygi apatinei Rao ir Kramerio
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nelygyb
es ribai tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia funkcija C(θ), kad galioja
lygyb
e

˙̀(θ) = C(θ)(γ̂(X)− γ(θ)). (3.4.14)

Tada dispersija yra
V γ̂ =| γ̇(θ)/C(θ) |, (3.4.15)

taigi dispersija gali bu	ti rasta neskai£iuojant informacijos kiekio.

3.4.1 pavyzdys. Eksponentinio skirstinio vidurkio i�vertinys. Tarkime, paprastoji imtis
X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d., turinti� eksponentini� skirstini�: Xi ∼ E(1/θ). Tada

L(θ) =
1

θn
e−nX̄/θ, `(θ) = −n ln θ −

n

θ
X̄, ˙̀(θ) =

n

θ2
(X̄ − θ).

Kadangi EX̄ = θ, tai X̄ yra nepaslinktasis parametro θ i�vertinys. Funkcija ˙̀(θ) yra (3.4.14)
pavidalo, C(θ) = n/θ2, tod
el X̄ yra NMD i�vertinys ir jo dispersija θ2/n.

3.4.2 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro i�vertinys. Tegu paprastoji imtis X =
(X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ P(λ). Tada

˙̀(λ) =
n

λ
(X̄ − λ).

Taigi X̄ yra parametro λ NMD i�vertinys ir jo minimali dispersijos reik²m
e yra λ/n.

3.4.3 pavyzdys. Binominio skirstinio parametro i�vertinys. Tarkime, kad paprastoji
imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ B(1, p). Tada

˙̀(p) =
n

p(1− p)
(X̄ − p).

Tod
el X̄ yra parametro p NMD i�vertinys ir jo minimali dispersijos reik²m
e yra p(1− p)/n.

3.4.5 i²vada. Jeigu θ ir γ = γ(θ) yra vienma£iai, tai nepaslinktojo i�vertinio
γ̂ dispersija lygi apatinei Rao ir Kramerio nelygyb
es ribai tada ir tik tada, kai
tik
etinumo funkcija yra pavidalo

LX(θ) = h(X) exp{η(θ)γ̂(X)− b(θ)}. (3.4.16)

Taigi γ̂ = γ̂(X) yra pakankamoji statistika ir jos skirstinys priklauso vienparametri-
nei eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai.

I² tikru�ju�, integruodami (3.4.14) lygyb
es abi puses gauname, kad ji ekvi-
valenti lygybei

lnL = γ̂(X)

∫
C(θ)dθ −

∫
C(θ)γ(θ)dθ +D(X),

tod
el L yra (3.4.16) pavidalo.

3.4.4 pavyzdys.Rao ir Kramero nelygyb
e gali ir negalioti, jeigu nei²pildytos Rao ir

Kramero s¡lygos. Tarkime, paprastoji imtis X1, ..., Xn gauta stebint a. d. X ∼ U(0, θ).
Pozicin
es statistikos X(n) tankio funkcija yra

fn(x) = n
xn−1

θn
, 0 < x < θ.

Randame

E(X(n)) =
n

θn

∫ θ

0
xndx =

n

n+ 1
θ.
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Taigi θ̃ = (n+ 1)X(n)/n yra nepaslinktasis parametro θ i�vertinys. Randame dispersij¡

V (θ̃|θ) =
(n+ 1)2

n2

n

θn

∫ θ

0
xn+1dx− θ2 =

θ2

n(n+ 2)
= O(

1

n2
),

kai n→∞. Rao ir Kramerio nelygyb
es de²inioji pus
e yra 1/(ni(θ)) = O(1/n). Akivaizdu, kad

kai n pakankamai dideli, Rao ir Kramerio nelygyb
e negalioja. Prieºastis ta, kad nei²pildyta

s¡lyga a) (sritis {x : f(x|θ) > 0} priklauso nuo θ).

3.4.2. Informacijos kiekio savyb
es

Paprastosios imties X = (X1, ..., Xn)T informacijos apie parametr¡ θ kieki�
IX(θ) trumpai ºym
esime I(θ), o vieno steb
ejimo informacijos kieki� i(θ).

Informacijos kiekio savyb
es:

1. Tegu X1, ..., Xn yra nepriklausomi a. d., kuriu� tankiai σ-baigtinio mato µ
atºvilgiu yra fi(x;θ), i = 1, ..., n, θ ∈ Θ ⊂ Rm. Jeigu Ii(θ) yra atsitiktinio dy-
dºio Xi informacijos apie parametr¡ θ kiekis, o I(θ) � vektoriaus (X1, ..., Xn)T

informacijos kiekis, tai

I(θ) = I1(θ) + I2(θ) + ...+ In(θ).

Kai imtis paprastoji
I(θ) = nI1(θ). (3.4.17)

I�rodymas. �ym
ekime lj(θ) = ln fj(Xj ,θ). Tada teisingos lygyb
es

I(θ) = E

n∑
j=1

lj(θ)(

n∑
j=1

lj(θ))T =
∑
i 6=j

E(li(θ)lTj (θ)) +

n∑
i=1

E(li(θ)lTi (θ))

=
∑
i 6=j

E(li(θ))E(lTj (θ)) +

n∑
i=1

Ii(θ) =

n∑
i=1

Ii(θ),

nes E(li(θ)) = 0.
N

2. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra didumo n imtis, kurios tankis mato µ atºvil-
giu yra f(x; θ), o T = T (X) statistika, kurios tankis ψ(t; θ) mato ν atºvilgiu
taip pat tenkina Rao ir Kramerio s¡lygas. Tada

IT (θ) ≤ IX(θ).

Jeigu T pakankamoji statistika, tai nelygyb
e virsta lygybe, t. y., pereinant nuo
X prie pakankamosios statistikos T , informacijos kiekis nesumaº
eja.

I�rodymas. Parodysime, kad

Eθ

(
ḟ(X, θ)

f(X, θ)
|T = t

)
=
ψ̇(t, θ)

ψ(t, θ)
. (3.4.18)
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Imkime bet koki¡ ma£i¡j¡ aib¦ A statistikos T kitimo srityje ir paºym
ekime
Ã = {x : T (x) ∈ A}. Tada

Eθ

(
ḟ(X, θ)

f(X, θ)
1A(T (X))

)
=

∫
Ã

ḟ(x, θ)

f(x, θ)
f(x, θ)dµ(x)

=
∂

∂θ

∫
Ã

f(x, θ)dµ(x) =
∂

∂θ
Pθ{X ∈ Ã} =

∂

∂θ
Pθ{T ∈ A}

=
∂

∂θ

∫
A

ψ(t, θ)dν(t) =

∫
A

ψ̇(t, θ)

ψ(t, θ)
ψ(t, θ)dν(t) = Eθ

(
ψ̇(T (X), θ)

ψ(T (X), θ)
1A(T (X))

)
.

Tai ir i�rodo (3.4.18) lygyb¦. I² £ia, remiantis s¡lyginio vidurkio savyb
emis,

Eθ

(
ḟ

f

ψ̇

ψ

)
= Eθ

{
ψ̇(T , θ)

ψ(T , θ)
Eθ

(
ḟ

f
|T

)}
= Eθ

(
ψ̇

ψ

)2

= IT (θ).

Tod
el

Eθ

(
ḟ

f
− ψ̇

ψ

)2

= Eθ

(
ḟ

f

)2

+ Eθ

(
ψ̇

ψ

)2

− 2Eθ

(
ḟ

f

ψ̇

ψ

)
= IX + IT − 2IT = IX − IT ≥ 0.

Nelygyb
e virsta lygybe, kai µ beveik visur ḟ/f = ψ̇/ψ. I² £ia ln f(X, θ) =
lnψ(T , θ) +H(X), tod
el

f(X, θ) = ψ(T , θ)h(X).

Remiantis faktorizacijos kriterijumi, T yra pakankamoji statistika.
N

3. Jei tenkinamos a) ir b) Rao ir Kramerio s¡lygos, egzistuoja funkcijos
f(x,θ) antrosios eil
es i²vestin
es pagal θ ir∫

Rn

f̈(x,θ)dµ(x) =
∂2

∂θ2

∫
Rn

f(x,θ)dµ(x) = 0,

tai

IX(θ) = −Eθ
῭(θ) =

[
−Eθ

(
∂2`(θ)

∂θl∂θs

)]
m×m

. (3.4.19)

I�rodymas. Kadangi ˙̀ = ḟ/f , tai

0 =

∫
Rn

f̈(x,θ)dµ(x) =

∫
Rn

∂

∂θ

(
˙̀(x,θ)f(x,θ)

)
dµ(x) =

=

∫
Rn

῭(x,θ)f(x,θ)dµ(x) +

∫
Rn

˙̀(x,θ) ˙̀T (x,θ)f(x,θ)dµ(x) =

= Eθ
῭(X,θ) + Eθ

(
˙̀(X,θ) ˙̀T (X,θ)

)
.

I² £ia gaunamas ie²komasis rezultatas.
N
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3.4.3. Efektyvieji i�vertiniai

Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis, gauta stebint a. d.
X, kurio tankis f(x, θ) atºvilgiu σ baigtinio mato µ priklauso nuo vienma£io
parametro θ ∈ Θ ⊂ R. Tada funkcijos γ = γ(θ) ∈ G ⊂ R nepaslinktojo
i�vertinio γ̂ dispersija, kai galioja suformuluotos reguliarumo s¡lygos, tenkina
Rao ir Kramerio nelygyb¦

V θ(γ̂) ≥ [γ′(θ)]2

I(θ)
. (3.4.20)

3.4.3 apibr
eºimas. I�vertinys γ̂ vadinamas efektyviuoju, jeigu jo dispersija
lygi (3.4.20) nelygyb
es de²in
eje esan£iam rei²kiniui. Nepaslinktojo i�vertinio γ̃
efektyvumu e = e(γ̃) vadinamas (3.4.20) nelygyb
es de²in
eje esan£io rei²kinio ir
i�vertinio dispersijos santykis:

e =
[γ′(θ)]2

I(θ)V θ(γ̃)
≤ 1. (3.4.21)

Jeigu i�vertinys γ̂ efektyvus, tai jo efektyvumas e = 1.
3.4.2 pastaba. Toks efektyvumo apibr
eºimas turi tru	kumu�: jei egzistuoja

efektyvusis parametro γ = γ(θ) ∈ G ⊂ R i�vertinys γ̂, tai i² visu� funkciju� γ∗ =
h(γ(θ)), £ia h yra diferencijuojama aib
eje G funkcija, tiktai tiesin
es funkcijos
γ∗ = aγ + b, a, b ∈ R, turi efektyviuosius i�vertinius.

Pavyzdºiui, jei egzistuoja efektyvusis parametro γ i�vertinys, tai neegzistuoja
efektyvieji ln γ, eγ ir kt. parametru� i�vertiniai.

I�rodymas. Remiantis 2.4.1 teorema, i�vertinys γ̂ tenkina lygyb¦

γ̂(X) = γ(θ) + γ̇T (θ) I−1(θ) ˙̀(X,θ).

Tarkime, kad γ̂∗n yra efektyvusis parametro γ∗ = h(γ(θ)) i�vertinys. Kaip ir
i�vertinio γ̂ atveju,

γ̂∗n(X) = h(γ(θ))+h′(γ(θ))γ̇T (θ) I−1(θ) ˙̀(X,θ) = h(γ(θ))+h′(γ(θ))(γ̂(X)−γ(θ)).

Kairiojoje nelygyb
es pus
eje esantis rei²kinys nepriklauso nuo θ, tod
el egzistuoja
tokios konstantos a, b ∈ R, kad

h′(γ(θ)) = a, h(γ(θ))− aγ(θ) = b.

I² £ia h(γ(θ)) = aγ(θ) + b.
N

Taigi, efektyvumas priklauso nuo vertinamos parametro θ funkcijos pavidalo.
To paties modelio vienu� parametro θ funkciju� efektyvusis i�vertinys egzistuoja,
o kitu� � ne.

3.4.5 pavyzdys. Puasono skirstinys: efektyvusis parametro γ(λ) = λ2 i�vertinys neegzis-

tuoja. Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis, gauta stebint a. d.
X ∼ P(λ). Nagrin
edami 3.4.2 pavyzdi� i�sitikinome, kad parametro λ NMD i�vertinio λ̂ = X̄
dispersija λ/n sutampa su (3.4.20) nelygyb
es de²in
eje esan£iu rei²kiniu ir ²is i�vertinys yra
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efektyvusis. Nagrin
ekime funkcij¡ γ(λ) = λ2. Tada (3.4.20) nelygyb
es de²in
eje rei²kinys lygus
γ̇2(λ) · λ/n = 4λ3/n. �io modelio Sn = X1 + · · · + Xn ∼ P(nλ) yra pilnoji ir pakankamoji
statistika, tod
el parametro λ2 NMD i�vertinys yra:

λ̂2 = X̄2 −
X̄

n
, Eλ(λ̂2) = λ2, V λ(λ̂2) =

4λ3

n
+

2λ2

n2
.

Matome, kad V λλ̂
2 yra didesn
e uº 4λ3/n ir efektyvumas e < 1.

3.4.3 pastaba. Kaip matoma i² ²io pavyzdºio, gali atsitikti, kad surasto
NMD i�vertinio dispersija yra didesn
e uº Rao ir Kramerio nelygyb
eje nurodom¡
rib¡, t. y. ²i nelygyb
e n
era absoliu£iai tiksli.

3.4.4 pastaba. I² 3.4.5 i²vados ir 3.4.2 pastabos i²plaukia, kad net kai
parametras vienmatis, efektyvieji i�vertiniai gana reti. Jie egzistuoja tik ekspo-
nentiniu� d
esniu� ²eimoms ir net tuo atveju parametrai, turintys efektyviuosius
i�vertinius, yra beveik vieninteliai (jie yra tiesin
es vienas kito funkcijos). Kita
vertus, matysime, kad ribiniu atveju, kai imties didumas n → ∞, labai pla£iai
modeliu� klasei galima rasti i�vertinius, kurie "asimptoti²kai efektyvu	s". Jei θ̂ yra
asimptoti²kai efektyvus kurio nors modelio parametro θ i�vertinys, tai daugumai
parametru� λ = λ(θ) i�vertiniai λ̂ = λ(θ̂) taip pat yra asimptoti²kai efektyvu	s.

Yra gauta ir kitokiu� i�vertinio dispersijos ribu� i² apa£ios, kurios kartais patiks-
lina Rao ir Kramerio nelygyb¦. Mat
eme, kad Rao ir Kramerio nelygyb
e virsta
lygybe, kai γ̂ − γ tiesi²kai i²rei²kiama informan£iu� vektoriumi ˙̀(θ) (ºr. (3.4.6)
lygyb¦). Jeigu tokios lygyb
es n
era, tai kartais γ̂ − γ galima tiesi²kai i²reik²ti
pirmosios ir auk²tesniu�ju� eiliu� i²vestin
emis. Tai leidºia gauti tikslesnes i�vertiniu�
kovariaciniu� matricu� ribas i² apa£ios. Suformuluosime bendriausi¡ tokio tipo
rezultat¡ (ºr. [4]).

Tarkime, kad nagrin
ejamas statistinis modelis X ∼ f(x;θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm,
t. y. tariama, kad tikimybiniai matai Pθ absoliu£iai tolydu	s σ-baigtinio mato µ
atºvilgiu. Tegu parametro γ(θ) = (γ1(θ), . . . , γk(θ))T i�vertinys γ̂ yra nepaslink-
tasis ir su visais θ ∈ Θ egzistuoja kovariacin
e matrica V θ(γ̂).

3.4.2 teorema. (Bol²evo). Tarkime, kad:
1) aib
e Θ atvira ir sritis Xn = {x : f(x,θ) > 0} nepriklauso nuo θ;
2) su visais θ ∈ Θ egzistuoja tankio f(x,θ) dalin
es i²vestin
es iki s-osios eil
es

imtinai ir galima diferencijuoti po integralo ºenklu, t. y.∫
∂i1+···+im

∂θi11 · · · ∂θ
im
m

f(x,θ)dµ(x) = 0, 1 ≤ i1 + · · ·+ im ≤ s;

be to, tegu Y = (Y1, ...YN )T yra N -matis atsitiktinis vektorius, kurio koordi-
nat
es yra bet kurie a. d.

1

f

∂i1+···+im

∂θi11 · · · ∂θ
im
m

f(X,θ), θ ∈ Θ, 1 ≤ i1 + · · ·+ im ≤ s,

ir su visais θ ∈ Θ egzistuoja teigiamai apibr
eºta kovariaciju� matrica J =
Eθ(YYT );
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3) su visais θ ∈ Θ ir j = 1, . . . , k egzistuoja funkciju� γj(θ) dalin
es i²vestin
es
iki s-osios eil
es imtinai ir galima diferencijuoti po integralo ºenklu, t. y.∫

γ̂j(x)
∂i1+···+im

∂θi11 · · · ∂
im
m

f(x,θ)dµ(x) =
∂i1+···+im

∂θi11 · · · ∂θ
im
m

γj(θ).

Tada su visais θ ∈ Θ
V θ(γ̂) ≥ ΓTJ−1Γ; (3.4.22)

£ia Γ = [Γij ]N×k matrica, kurios j-asis stulpelis susideda i² daliniu� i²vestiniu�

∂i1+···+im

∂θi11 · · · ∂θ
im
m

γj(θ), 1 ≤ i1 + · · ·+ im ≤ s,

i²d
estytu� ta pa£ia tvarka kaip ir vektoriaus Y koordinat
es. Nelygyb
e virsta
lygybe tada ir tik tada, kai

γ̂ − γ = ΓTJ−1Y .

I�rodymas. Su visais z ∈ Rk nagrin
ekime vienmati� a. d.

Z = [(γ̂ − γ)− ΓTJ−1Y ]Tz.

Remiantis 2) ir 3) prielaidomis, E(γ̂ − γ)Y T = ΓT . Tada

0 ≤ EZ2 = zT (V (γ̂)− 2ΓTJ−1Γ + ΓTJ−1JJ−1Γ)z = zT (V (γ̂)− ΓTJ−1Γ)z.

I² £ia gaunamos (3.4.22) nelygyb
es.
N

3.4.5 pastaba. Jeigu s = 1, tai Y = (Y1, . . . , Ym)T = ˙̀(θ), Γ = γ̇(θ).
Tod
el i² (3.4.22) gauname Rao ir Kramerio (3.4.5) nelygyb¦.

3.4.6 pastaba. Nelygyb
es (3.4.22) de²in
eje pus
eje esantis rei²kinys neprik-
lauso nuo to, kuria tvarka sura²ytos Y koordinat
es.

3.4.7 pastaba. Atmetus vektoriaus Y kuri¡ nors koordinat¦ ir i²braukus
atitinkam¡ matricos Γ stulpeli�, naujai gautos matricos Γ0 ir J0 tenkina nelygyb¦

ΓTJ−1Γ ≥ ΓT0 J−1
0 Γ0.

Tod
el, didinant dimensij¡ N , (3.4.22) nelygyb
es de²in
eje rei²kinys gali tik pa-
did
eti (ºr. [4]).

3.4.6 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro λ2 efektyvusis pagal Bol²ev¡ NMD

i�vertinys. Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint Puasono a. d. Xi ∼ P(λ).
Reikia i�vertinti vektorin¦ funkcij¡ γ(λ) = (γ1, γ2)T = (λ, λ2)T . Turime

f(X,γ) = λSe−nλ
n∏
i=1

1

Xi!
, S =

n∑
i=1

Xi ∼ P(nλ).

Parinkime tokias a. v. Y = (Y1, Y2)T koordinates:

Y1 =
1

f

∂f

∂λ
=
S − nλ
λ

, Y2 =
1

f

∂2f

∂λ2
=

(
S

λ

)2

−
S

λ

(
2n+

1

λ

)
+ n2.
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Tada

J =

(
V λY1 Cov (Y1, Y2)
Cov (Y1, Y2) V λY2

)
=

(
n
λ

0

0 2n2

λ2

)
,

Γ =

(
∂γ1
∂λ

∂γ2
∂λ

∂2γ1
∂λ2

∂2γ2
∂λ2

)
=

(
1 2λ
0 2

)
.

Sudaugin¦ matricas, gauname

ΓTJ−1Γ =

(
λ
n

2λ2

n
2λ2

n
4λ3

n
+ 2λ2

n2

)
.

Matome, kad abieju� NMD i�vertiniu� λ̂ = X̄ ir λ̂2 = X̄2−X̄/n dispersijos sutampa su patikslin-

tos (3.4.22) nelygyb
es nurodytomis ribomis. Jeigu apibr
eºdami i�vertiniu� efektyvum¡ imtume

patikslintas (3.4.22) ribas, tai ²iu� abieju� i�vertiniu� efektyvumas bu	tu� lygus 1.

3.4.4. Asimptoti²kai efektyvieji i�vertiniai

Tarkime, kad nagrin
ejamas statistinis modelis X ∼ f(x;θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm,
t. y. X skirstinys absoliu£iai tolydus σ-baigtinio mato µ atºvilgiu. Nagrin
esime
parametro γ(θ) = (γ1(θ), . . . , γk(θ))T i�vertinius.

Parod
eme, kad efektyvieji i�vertiniai (kai Rao ir Kramerio nelygyb
e virsta
lygybe) egzistuoja gana retai. Efektyviu�ju� i�vertiniu� klas
e kur kas platesn
e, jeigu
efektyvumas nusakomas kaip asimptotin
e savyb
e, kai imties didumas n→∞.

Jeigu tenkinamos Rao ir Kramerio teoremos s¡lygos, tai nelygyb
eje nurodoma
riba yra eil
es 1/n (kai s¡lygos netenkinamos, gali egzistuoti i�vertiniai, kuriu� dis-
persijos maº
eja grei£iu 1/n1+δ, δ > 0; ºr., pvz., 100 pratim¡). Kaip mat
eme na-
grin
etame pavyzdyje, Rao ir Kramerio nelygyb
es pataisos, pateikiamos Bol²evo
teoremoje (jeigu ju� reikia), yra auk²tesn
es eil
es nykstamas dydis, palyginti su
pagrindinio nario eile 1/n. Tod
el asimptoti²kai jos neturi reik²m
es.

�inome, kad i�vertis efektyvusis, jei jo kovariacin
e matrica pasiekia apatin¦
Rao ir Kramerio nelygyb
es rib¡. Reguliariomis s¡lygomis statistinio modelio
nepaslinktasis i�vertinys γ̂ efektyvusis tada ir tik tada, kai

γ̂ − γ(θ) = γ̇T (θ) I−1(θ) ˙̀(θ). (3.4.23)

Kai imtis paprastoji I−1(θ) = i−1(θ)/n ir de²iniojoje (3.4.23) lygyb
es pus
eje yra
B(θ) ˙̀(θ)/n; £ia B(θ) = γ̇T (θ)i−1(θ) nepriklauso nuo n ir X. Bendru atveju,

jei I(θ)/n
P−→ i(θ), tai de²iniojoje lygyb
es pus
eje yra (B(θ) + oP (1)) ˙̀(θ)/n.

I² £ia i²plaukia asimptotinio efektyvumo apibr
eºimas.

3.4.4 apibr
eºimas (Rao). I�vertiniu� seka γ̂ = γ̂n vadinama asimptoti²kai
efektyvi¡ja, jeigu egzistuoja tokia matrica B(θ), kad su visais θ ∈ Θ

√
n

(
γ̂n − γ(θ)−B(θ)

1

n
˙̀(θ)

)
P→ 0, n→∞. (3.4.24)

Net turint labai bendr¡ (nebu	tinai paprastosios imties) modeli�, tenkinanti� s¡lyg¡
I(θ)/n→ i(θ), apibr
eºime vietoje matricos B(θ) bu	tu� galima naudoti γ̇T (θ)
i−1(θ), bet kartais matrica B(θ) randama neskai£iuojant i−1(θ).
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3.4.8 pastaba. Jeigu imtis X = (X1, . . . , Xn)T paprastoji ir Eθ ˙̀(θ) =
0, i(θ) > 0, tai asimptoti²kai efektyviu�ju� i�vertiniu� seka γ̂n yra asimptoti²kai
normalioji:

√
n(γ̂n − γ(θ))

d→ Y ∼ Nk(0, B(θ) i(θ)BT (θ)). (3.4.25)

Jei B(θ) = γ̇(θ) i−1(θ), gauname

√
n(γ̂n − γ(θ))

d→ Y ∼ Nk(0, γ̇T (θ) i−1(θ) γ̇(θ)). (3.4.26)

I�rodymas. Atsitiktinis vektorius
√
n(γ̂n−γ(θ)) asimptoti²kai (kai n→∞)

turi t¡ pati� skirstini� kaip ir atsitiktinis vektorius B(θ) 1
n

˙̀
n(θ)
√
n . Ta£iau

˙̀
n(θ) yra vienodai pasiskirs£iusiu� nepriklausomu� atsitiktiniu� vektoriu� su nulini-
ais vidurkiais ir kovariacin
emis matricomis i(θ) suma. Remiantis CRT, atsitik-

tinis vektorius ˙̀
n/
√
n

d→ Z ∼ Nm(0, i(θ)), tod
el

√
n(γ̂n − γ(θ))

d→ B(θ)Y ∼ Nk(0, B(θ) i(θ)BT (θ)).

N

3.4.9 pastaba. Jeigu i�vertiniai γ̃ ir γ̂ asimptoti²kai efektyvieji pagal Rao,
tai jie asimptoti²kai ekvivalentu	s, t. y. su visais θ ∈ Θ

√
n(γ̃n − γ̂n)

P→ 0, n→∞.

3.4.7 pavyzdys.Puasono skirstinio parametro λ2 asimptoti²kai efektyvusis i�vertinys.

Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis i² Puasono skirstinio su parametru λ. Imkime
parametro λ2 i�vertini� λ̂2 = X̄2. Parodysime, kad ²is i�vertinys asimptoti²kai efektyvusis pagal
Rao. �inome, kad ˙̀(λ) = n(X̄−λ)/λ. Asimptoti²kai efektyvusis i�vertinys turi tenkinti lygyb¦

√
n

(
X̄2 − λ2 −B(λ)

X̄ − λ
λ

)
=
√
n(X̄ − λ)(X̄ + λ−

B(λ)

λ
)
P→ 0, n→∞. (3.4.27)

Pirmasis daugiklis
√
n(X̄ − λ)

P→ Y ∼ N(0, λ). Antrasis daugiklis pagal tikimyb¦ art
eja prie

0, jeigu B(λ) = 2λ2. Taigi (3.4.27) lygyb
e tenkinama ir i�vertinys λ̂2 = X̄2 asimptoti²kai

efektyvusis pagal Rao.

3.4.5. Asimptotinis i�vertiniu� palyginimas

Tarkime, yra dvi vienma£io parametro γ = γ(θ) pagristu�ju�, nepaslinktu�ju� ir
asimptoti²kai normaliu�ju� i�vertiniu� sekos γ̂1n ir γ̂2n.

3.4.5 apibr
eºimas. Riba

E21 = lim
n→∞

V (γ̂1n)

V (γ̂2n)
(3.4.28)
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vadinama i�vertinio γ̂2n asimptotiniu santykiniu efektyvumu (ASE) i�vertinio γ̂1n

atºvilgiu.

Tarkime, kad egzistuoja toks r > 0, kad

nrV (γ̂1n)→ a1, nrV (γ̂2n)→ a2, n→∞.

Tada E21 = a1
a2

ir, kai im£iu� didumai n1 ir n2 auga, i�ver£iu� dispersijos apytikriai

lygios, jei n1 = n2

(
a1
a2

)1/r

= n2E
1/r
21 .

Taigi E21 ≈ n1/n2. Pavyzdºiui, jei E21 = 0, 5, tai i�vertiniu� γ̂1n1
ir γ̂2n2

tikslumas apytikriai vienodas, imant n2 = 2n1. Taigi, norint pasiekti t¡ pati�
tikslum¡, antrajam i�vertiniui reikia tur
eti du kartus daugiau stebiniu�.

3.4.10 pastaba. Jeigu i�vertiniai yra paslinktieji, tai de²in
eje (3.4.28) ly-
gyb
es pus
eje lyginame kvadratin
es rizikos funkcijas.

3.4.8 pavyzdys. Empirin
es medianos, kaip normaliojo skirstinio vidurkio i�vertinio,

asimptotinis efektyvumas empirinio vidurkio atºvilgiu. Vertindami normaliojo skirstinio vidurki�

3.3.4 ir 3.3.5 skyreliuose, gavome, kad empirinio vidurkio X̄ dispersija yra σ2/n, o empirin
es

medianos X̃ asimptotin
e dispersija � πσ2/2n. Taigi i�vertinio X̃ ASE, palyginti su X̄, yra

2/π ≈ 0, 64. Vadinasi, norint pasiekti t¡ pati� tikslum¡ ir turint i�ver£ius X̄ ir X̃, reikia,

pavyzdºiui, im£iu�, kuriu� didumas atitinkamai yra 640 ir 1000.

3.5. I�vertiniu� radimo metodai

Parametru� i�vertiniu� radimo metodus, kai egzistuoja pilnosios ir pakankamo-
sios statistikos, aptar
eme 3.4.3 skyrelyje. Ta£iau tokios statistikos egzistuoja ne
visada. Be to, s¡lyginiu� vidurkiu� skai£iavimas pakankamu�ju� statistiku� atºvilgiu
kartais bu	na gana sud
etingas. Panagrin
esime i�vertiniu� radimo metodus, kuriuos
galima pritaikyti bendresniems modeliams.

3.5.1. Momentu� metodas

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X, kurio
pasiskirstymo funkcija yra F (x,θ), θ = (θ1, ..., θm)T ∈ Θ ⊂ Rm, ir egzistuoja
momentai

αs = αs(θ) =

∫ ∞
−∞

xsdF (x,θ), s = 1, 2, ...,m.

�inome (ºr. 3.3.4 ir 3.3.5 skyrelius), kad empirin
e pasiskirstymo funkcija F̂n(x)
ir jos pagrindu sudaryti empiriniai momentai

as =

∫ ∞
−∞

xsdF̂n(x) =
1

n

n∑
j=1

Xs
j , s = 1, 2, ...,m,

yra nepaslinktieji ir pagri�stieji pasiskirstymo funkcijos F (x,θ) ir teoriniu� mo-
mentu� αs i�vertiniai. Tod
el parametro θ = (θ1, ..., θm)T i�vertiniu� ie²kosime i²
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lyg£iu� sistemos
αs(θ1, ..., θm) = as, s = 1, 2, ...,m, (3.5.1)

kurioje teoriniai momentai prilyginami atitinkamiems empiriniams momentams.
Jei α = (α1, . . . , αm) : Θ→ Rs yra bijekcija, tai gautoji sistema i²sprendºia-

ma parametru� atºvilgiu ir gaunami momentu� metodo i�vertiniai

θ̃s = θ̃s(a1, a2, ..., am), , s = 1, 2, ...,m, (3.5.2)

kurie yra empiriniu� momentu� a1, a2, ..., am funkcijos.

Tokiu� funkciju� savyb
es aptartos 3.3.5 skyrelyje. Pavyzdºiui, jei gautosios
funkcijos yra tolydºios ir ta²ko (α1, ..., αm) aplinkoje turi tolydºias dalines i²vesti-
nes savo argumentu� atºvilgiu, tai gautieji i�vertiniai θ̃ = (θ̃1, . . . , θ̃m)T yra pagri�s-
tieji ir asimptoti²kai normalieji:

√
n(θ̃ − θ)

d→ Y ∼ Nm
(
0,B(α) Σ (B(α))T

)
; (3.5.3)

£ia

B(α) = [Bij(α)]m×m, Bij(α) =

[
∂θ̃i(a1, ..., am)

∂aj

]
a=α

, Σ = [αi+j−αiαj ]m×m.

3.5.1 pastaba. Jau 3.4.3 skyrelyje i�rod
eme, kad NMD i�vertiniai turi bu	ti
pakankamu�ju� statistiku� funkcijos. Jos, suprantama, nebu	tinai turi sutapti su
empiriniais momentais. Tod
el momentu� metodu rasti i�vertiniai daºnai nebu	na
asimptoti²kai efektyvieji, t. y. ju� asimptotin
e dispersija gali bu	ti didesn
e negu
i�vertiniu�, gautu� tikslesniais metodais. Nepaisant to, ²is metodas gana daºnai
naudojamas, nes palyginti paprasta skai£iuoti. Be to, momentu� metodu gautus
i�vertinius galima panaudoti kaip pradinius artinius ie²kant i�vertiniu� tikslesniais
metodais.

3.5.2 pastaba. Vietoje pradiniu� momentu� kartais patogiau naudoti cent-
rinius momentus ir spr¦sti lyg£iu� sistem¡

α1(θ1, ..., θm) = a1, µs(θ1, ..., θm) = ms, s = 2, ...,m. (3.5.4)

3.5.3 pastaba. Jeigu stebimu� a. d. momentai neegzistuoja, tai vietoje
empiriniu� momentu� galima naudotis kitokiomis empirin
emis charakteristikomis.
Pavyzdºiui, Ko²i skirstinio parametru� i�vertinius galima gauti prilyginus empir-
in¦ median¡ ir tarpkvartilini� ploti� atitinkamiems teoriniams analogams (ºr. 3.3.4
skyreli�).

3.5.1 pavyzdys. Normaliojo skirstinio parametru� i�vertiniai, gauti momentu� metodu.

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2). Kadangi
parametrai µ ir σ2 yra a. d. X vidurkis ir dispersija, tai i² karto gauname

µ̃ = X̄ =
1

n

n∑
j=1

Xj , σ̃2 = m2 =
1

n

n∑
j=1

(Xj − X̄)2.
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3.5.2 pavyzdys.Beta skirstinio parametru� i�vertiniai, gauti momentu� metodu. Tegu pa-
prastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ Be(γ, η). Parametrams vertinti
turime lyg£iu� sistem¡ {

EX = γ
γ+η

= X̄

V X = γη
(γ+η)2(γ+η+1)

= s2.

I²sprend¦ gauname parametru� γ ir η i�vertinius

γ̃ = X̄δ, η̃ = (1− X̄)δ, δ =
X̄(1− X̄)

s2
− 1.

I�vertiniai yra empiriniu� momentu� X̄ ir s2 funkcijos. Paºym
esime, kad egzistuoja parametro
(γ, η)T pakankamoji statistika T = (

∏n
j=1 Xj ,

∏n
j=1(1−Xj))T ir NMD i�vertiniu� pagal 3.3.2

poskyrio teorem¡ reik
etu� ie²koti funkciju� nuo pakankamosios statistikos T klas
eje.

3.5.2. Didºiausiojo tik
etinumo metodas

Tarkime, kad nagrin
ejamas statistinis modelis X ∼ f(x;θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm, t. y.
X skirstinys absoliu£iai tolydus σ-baigtinio mato µ atºvilgiu.

Funkcija L(θ) = LX(θ) = f(X;θ) vadinama tik
etinumo funkcija, nes jos
reik²m
e f(x,θ) parodo, kiek tik
etina, jog imtis i�gis reik²m¦ x (diskre£iu atveju)
arba reik²m¦ i² x maºos aplinkos V (x) (tolydºiu atveju), kai tikroji parametro
reik²m
e yra θ:

f(x,θ) = Pθ(X = x) arba f(x,θ) ≈ Pθ(X ∈ V (x))

µ(V (x))
.

Taigi labiausiai tik
etinos θ reik²m
es yra tos, kurios maksimizuoja tik
etinumo
funkcij¡.

Turint imties realizacij¡ x ir norint i�vertinti tikr¡j¡ parametro θ reik²m¦,
ie²koma tos θ reik²m
es, kuri bu	tent ir maksimizuoja tikimyb¦, kad imtis i�gis
reik²m¦ x arba reik²m¦ i² x maºos aplinkos.

3.5.1 apibr
eºimas. Statistika θ̂ = θ̂n = θ̂(X) vadinama parametro θ
didºiausiojo tik
etinumo (DT) i�vertiniu, jei µ-b.v.

L(θ̂n) = supθ∈ΘL(θ). (3.5.5)

3.5.4 pastaba. Jei T = T (X) yra pakankamoji statistika, tai i² faktor-
izacijos kriterijaus LX(θ) = g(T (X),θ) h(X) i²plaukia, kad DT i�vertinys yra T
funkcija, nes θ atºvilgiu funkcija L i�gyja maksimum¡ tame pa£iame ta²ke, kaip
ir funkcija g(T (X),θ).

3.5.5 pastaba. Didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai turi invarianti²kumo savy-
b¦: jei λ = λ(θ), o λ : Θ→ Rm yra bijekcija, tai vietoje modelio X ∼ Pθ,θ ∈
Θ gauname jam ekvivalentu� kitaip parametrizuot¡ modeli� X ∼ P ∗λ,λ ∈ λ(Θ)

ir nauj¡ tik
etinimo funkcij¡ L∗X(λ) = LX(θ(λ)), maksimizuojam¡ ta²ke λ̂n =

λ(θ̂n); £ia θ(λ) yra atvirk²tin
e funkcijai λ(θ).

Tuo atveju, kai λ : Θ → Rk, k ≤ m, yra ma£ioji funkcija, atvaizduojanti
aib¦ Θ i� maºesnio matavimo erdv¦, statistika λ̂n = λ(θ̂n) vadinama parametro
λ = λ(θ) didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniu.
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Paprastai DT i�vertinio ie²koma maksimizuojant θ atºvilgiu funkcij¡

`(θ) = `X(θ) = lnLX(θ),

nes ji pasiekia maksimum¡ tame pa£iame ta²ke kaip ir L, o lnL pavidalas daº-
niausiai yra paprastesnis.

Jei funkcija `(θ) turi maksimum¡ ir diferencijuojama θ atºvilgiu, tai DT
i�vertiniai tenkina tik
etinumo lygtis

˙̀(θ) = 0; (3.5.6)

£ia

˙̀(θ) =

(
∂

∂θ1
`(θ), . . . ,

∂

∂θm
`(θ)

)T
yra informan£iu� vektorius.

3.5.3 pavyzdys. Normaliojo skirstinio DT i�vertiniai. Tegu paprastoji atsitiktin
e imtis
X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. Xi ∼ N(µ, σ2). Tik
etinumo funkcija

L(µ, σ2) =
1

σn(2π)n/2
exp{−

1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2},

jos logaritmas

`(µ, σ2) = −
n

2
lnσ2 −

n

2
ln(2π)−

1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2.

Informant
es yra:

˙̀
µ(µ, σ2) =

1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ),

˙̀
σ2 (µ, σ2) = −

n

2σ2
+

1

2σ4

n∑
i=1

(Xi − µ)2.

I² £ia µ ir σ2 DT i�vertiniai

µ̂ = X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, σ̂2 = m2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

sutampa su momentu� metodu gautais i�vertiniais. I�vertinys (X̄, m2) maksimizuoja tik
etinumo
funkcij¡, nes

`(X̄, m2)− `(µ, σ2) = −
n

2
−
n

2
ln
m2

σ2
+

1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2

= −
n

2
−
n

2
ln
m2

σ2
+
n

2

m2

σ2
+

n

2σ2
(X̄ − µ)2 ≥

n

2
(x− lnx− 1), x =

m2

σ2
.

Funkcija f(x) = x− lnx−1 neneigiama intervale (0,∞), nes f ′(x) = (x−1)/x, f ′′(x) = 1/x2,
tod
el jos minimumo ta²kas ²iame intervale yra x = 1, o f(1) = 0. Taigi `(X̄, m2)− `(µ, σ2) ≥
0.

Fiksavus p ∈ (0, 1) p kvantilis yra x(p) = µ + σz(p) pavidalo; £ia z(p) yra standartinio
normalaus skirstinio p kvantilis. Jo DT i�vertinys

x̂(p) = X̄ +
√
m2z(p).

3.5.4 pavyzdys. Eksponentin
es skirstiniu� ²eimos DT i�vertiniai. Tarkime, kad imties X
skirstinys priklauso eksponentinei skirstiniu� ²eimai (uºra²ytai kanonine forma po reparametriza-
vimo):

f(x;θ) = h(x) exp{θT T (x)−B(θ)}, x ∈ R.
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Tada
`(θ) = lnh(X) + θT T (X)−B(θ), ˙̀(θ) = T (X)− Ḃ(θ),

῭(θ) = −B̈(θ), I(θ) = B̈(θ).

DT i�vertiniai tenkina lygtis
Ḃ(θ) = T (X).

�inome, kad EθT (X) = Ḃ(θ). Taigi DT i�vertiniai sutampa su momentu� i�vertiniais, jei vietoje

imties X imama jai ekvivalenti imtis T (primename, kad T yra pakankamoji statistika).

Tik
etinumo funkcijos forma priklauso ir nuo imties struktu	ros.

3.5.5 pavyzdys. Paprastosios imties tik
etinumo funkcija. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T

yra paprastoji imtis, Xi ∼ f(x,θ),θ ∈ Θ ⊂ Rm. Tada

L(θ) = LX(θ) =
n∏
i=1

f(Xi,θ),

`(θ) =
n∑
i=1

`i(θ), `i(θ) = ln f(Xi,θ), ˙̀(θ) =
n∑
i=1

˙̀
i(θ). (3.5.7)

3.5.6 pavyzdys. Grupuoti duomenys. Tarkime, kad Zn = (Zn1, . . . , ZnN )T yra atsi-
tiktinis vektorius, turintis polinomini� skirstini� PN (n,p(θ)); £ia p(θ) = (p1(θ), . . . , pN (θ))T ,
θ ∈ Θ ⊂ Rm.

Pavyzdºiui, jei nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu�Xi ∼ F (x,θ), θ ∈
Θ ⊂ Rm, i = 1, . . . , n, reik²miu� sritis R padalijama i� N intervalu� I1, . . . , IN , tai Znj
gali bu	ti interpretuojami kaip atsitiktiniu� dydºiu� Xi, patenkan£iu� i� intervalus Ij , skai£iai:
Znj =

∑n
i=1 1Ij (Xi), ir pi(θ) = Pθ{Xi ∈ Ij}. Taigi

Pθ{Zn1 = k1, . . . , ZnN = kN} =
n!

k1! . . . kN !
pk11 (θ)pk22 (θ) . . . p

kN
N (θ).

Tarkime, kad stebimi tik Znj . Tada tik
etinumo funkcija yra

L(θ) =
n!

Zn1! . . . ZnN !
pZn1

1 (θ)pZn2
2 (θ) . . . p

ZnN
N (θ).

3.5.7 pavyzdys. Pirmojo tipo cenzu	ravimas. Fiksuojamas eksperimento laikas t ir ste-
bima n objektu�. Ju� funkcionavimo trukm
es T1, . . . , Tn yra vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi
absoliu£iai tolydu	s atsitiktiniai dydºiai, pasiskirstymo funkcija yra F (t,θ),θ ∈ Θ ⊂ Rm, ir
tankis Lebego mato atºvilgiu yra f(t,θ). Atsitiktinio dydºio Ti reik²m
e ti stebima tiktai tada,
jei ti ≤ t. Paºym
ekime

Xi = min(Ti, t), δi = 1(0, t](Ti).

Turime imti�
(X1, δ1), . . . , (Xn, δn),

kurioje Xi = Ti, δi = 1, jei i-asis objektas sugenda momentu Ti ≤ t, ir Xi = t, δi = 0, jei
i-asis objektas nemir²ta iki momento t. Atsitiktiniai vektoriai (Xi, δi) nepriklausomi vienodai
pasiskirst¦, tod
el ie²kokime (X1, δ1) d
esnio. Turime

FX1,δ1 (x, 1;θ) = Pθ{X1 ≤ x, δ1 = 1} = Pθ{T1 ≤ x, T1 ≤ t}

= FT1
(min(x, t)) =

∫ x

0
f(u,θ)1(0, t](u)du =

∫ x

0
f1(u,θ)(1− F (u,θ))0d(u ∧ t),

FX1,δ1 (x, 0;θ) = Pθ{X1 ≤ x, δ1 = 0} = Pθ(t ≤ x, T1 > t)

= 1(0, x](t)(1− F (t,θ)) =

∫ x

0
f0(u,θ)(1− F (u,θ))1d1(0, u](t).

Nagrin
ekime mat¡ µ erv
eje (R+ × {0, 1},B+ × E): £ia B+ intervalo [0,∞) Borelio σ-algebra,
E aib
es {0, 1} visu� poaibiu� sistema. Gauname

µ([0, u]× {1}) = u ∧ t, µ([0, u]× {0}) = 1(0, u](t).
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Tada

FX1,δ1 (x, k;θ) =

∫ x

0
fk(u,θ)[1− F (t,θ)]1−kµ(du, k)

ir (X1, δ1) tankis µ atºvilgiu yra

pX1,δ1 (x1, k1;θ) = fk1 (x1,θ)[1− F (t,θ)]1−k1 .

Taigi tik
etinumo funkcija yra

L(X1, δ1, . . . , Xn, δn;θ) =

n∏
i=1

fδi (Xi,θ)[1− F (t,θ)]1−δi . (3.5.8)

Didºiausiojo tik
etinumo lyg£iu� sistema paprastai per daug sud
etinga, kad j¡
bu	tu� galima i²spr¦sti i²reik²tiniu pavidalu. Daºniausiai (3.5.6) lyg£iu� sistema
sprendºiama artutiniais iteraciniais metodais.

I²skleiskime funkcij¡ ˙̀(θ) Teiloro eilute tikrosios parametro reik²m
es θ0

aplinkoje ir apsiribokime tiesiniais nariais:

˙̀(θ)− ˙̀(θ0) ≈ ῭(θ0)(θ − θ0).

Jei θ̂ yra DT i�vertinys, tai ˙̀(θ̂) = 0, tod
el

θ̂ − θ0 ≈ −῭−1(θ0) ˙̀(θ0). (3.5.9)

Taigi, ie²kant DT i�vertinio, imamas pradinis artinys θ̂0 ir kitas artinys apibr
e-
ºiamas lygybe

θ̂1 = θ̂0 − ῭−1(θ̂0) ˙̀(θ̂0).

Tada θ̂1 imamas kaip pradinis artinys, v
el kartojama apra²yta procedu	ra ir t. t.
Iteracin
e procedu	ra

θ̂i = θ̂i−1 − ῭−1(θ̂i−1) ˙̀(θ̂i−1), i = 1, 2, · · · . (3.5.10)

Procesas baigiamas, kai sprendinys stabilizuojamas ir pataisos δi = θ̂i − θ̂i−1

pasidaro maºos.

3.5.6 pastaba. Jeigu (3.5.6) lygties sprendinys θ̂n yra pagri�stas parametro
θ i�vertinys, tai, remiantis (3.5.9) lygtimi, galima daryti i²vad¡, kad tam tikromis
reguliarumo s¡lygomis a. v.

√
n(θ̂n − θ0) ir −

√
n῭−1(θ0) ˙̀(θ0) = −(῭(θ0)/n)−1 1√

n
˙̀(θ0)

asimptotiniai skirstiniai tur
etu� bu	ti vienodi. Jeigu imtis X = (X1, ..., Xn)T

yra paprastoji, tai a. v. ˙̀(θ0) yra suma vienodai pasiskirs£iusiu� nepriklausomu�
a. v., kuriu� vidurkiai lygu	s nuliui o kovariacin
es matricos i(θ) = I(θ)/n. Tod
el,
prisiminus CRT,

1√
n

˙̀(θ0)
d→ Y ∼ Nm(0, i(θ0)).
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I² didºiu�ju� skai£iu� d
esnio i²plaukia

1

n
῭(θ0) =

1

n

n∑
i=1

῭
1(θ0, Xi)

P→ −i(θ0),

nes ῭(θ0) yra n. v. p. atsitiktiniu� matricu� su vidurkiais −i(θ0) suma. Tod
el

−
√
n῭−1(θ0) ˙̀(θ0)

d→ Y ∼ Nm(0, i−1(θ0)).

I� toki� pati� skirstini� tur
etu� art
eti ir
√
n(θ̂n − θ0) skirstinys. Kitaip sakant, kai

yra tam tikros reguliarumo s¡lygos, DT i�vertiniai tur
etu� bu	ti asimptoti²kai nor-
malieji ir efektyvieji. Tolesniame skyrelyje nurodomos pakankamos asimptotinio
normalumo ir efektyvumo s¡lygos.

Reikia paºym
eti, kad kai kuriuose matematikos ar matematin
es statistikos
TPP yra programos vieno ar keliu� argumentu� funkciju� ekstremumo ta²kams
rasti. �ias programas galima naudoti ir ie²kant DT funkcijos ar jos logarit-
mo maksimumo ta²ku�. Tada nereikia ie²koti i²vestiniu� ˙̀(θ) ir spr¦sti (3.5.6)
lyg£iu� sistemos. Trump¡ tokiu� SAS programu� paketo apra²ym¡ ir ju� taikymo
pavyzdºius galime rasti [13] knygoje (p. 119�120).

3.5.8 pavyzdys.Momentu� ir DT metodu� i�vertiniu� palyginimas. Atliksime vieno konkre-
taus modelio skaitini� momentu� ir DT metodu� i�vertiniu� tikslumo palyginim¡.

Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis a. d. X ∼ U(0, θ). Reikia rasti, kokio didumo tur
etu�
bu	ti imtis, kad parametro θ i�vertinio santykin
es paklaidos modulis nevir²ytu� 0,05 su tikimybe,
ne maºesne uº 0,95.

1. Momentu� metodas. A. d. X pirmieji momentai yra E(X|θ) = θ/2, V (X|θ) = θ2/12.

Momentu� metodu gauname i�vertini� θ̂ = 2X̄; E(θ̂|θ) = θ, V (θ̂|θ) = θ2/3n. Taikydami normal-
i¡j¡ aproksimacij¡ gauname

P{|
θ̂ − θ
θ
| < 0, 05} ≈ 2Φ(0, 05

√
3n)− 1 ≥ 0, 95 ⇔

0, 05
√

3n > z0,025 ⇔ n ≥ 513.

2. DT metodas. DT funkcija L(θ) = 1/θn, kai θ > X(n); L(θ) = 0, kai θ ≤ X(n).
Taigi DT i�vertinys yra pozicin
e statistika X(n). �is i�vertinys yra paslinktasis. Poslinki� galima
atitaisyti imant i�vertini� θ̃ = (n+1)X(n)/n (ºr 3.4.4 pavyzdi�). �io i�vertinio vidurkis E(θ̃|θ) = θ,

o dispersija V (θ̃|θ) = θ2/(n(n+ 2)). Imties didumui rasti gauname nelygyb¦

P{|
θ̂ − θ
θ
| < 0, 05} = P{0, 95nθ/(n+ 1) < X(n) < 1, 05nθ/(n+ 1)} =(

n

n+ 1

)n
(1, 05n − 0, 95n) > 0, 95 ⇔ n ≥ 22.

Matome, kad naudojant DT metod¡ imtis gali bu	ti 23,3 karto maºesn
e. Suprantama, kad
kitiems skirstiniams, kai i²pildytos Rao ir Kramero reguliarumo s¡lygos, skirtumas tarp ²iu�
dvieju� metodu� i�vertiniu� n
era toks didrlis.

3.5.3. Didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniu� asimptotin
es sa-
vyb
es

I�rodysime, kad gana bendromis s¡lygomis didºiausiojo tik
etinumo i�vertiniai yra
pagri�stieji ir asimptoti²kai efektyvieji.
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Tarkime, kad turime imti�

X = (XT
1 , . . . ,X

T
n )T ;

£ia X1, . . . ,Xn yra nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai, Xi ∼ pi(xi,θ),θ ∈
Θ ⊂ Rm, £ia pi(xi,θ) yra ri-ma£io vektoriaus Xi tankis σ-baigtinio mato µ
atºvilgiu, f(x,θ) =

∏n
i=1 pi(xi,θ).

Tik
etinumo funkcija L(θ) ir jos logaritmas yra

L(θ) =

n∏
i=1

pi(Xi,θ), `(θ) = lnL(θ).

Mat
eme, kad pakankamai bendromis s¡lygomis Fi²erio informacin
e matrica

I(θ) = Eθ( ˙̀T (θ) ˙̀(θ)) = −Eθ ῭(θ).

Jei X1, . . . ,Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ vienodos dimensijos r
atsitiktiniai vektoriai (kai r = 1, gauname vienma£io a. d. paprast¡j¡ imti�), tai

pi = p, I(θ) = ni(θ),

£ia
i(θ) = −Eθ ῭

1(θ), `1(θ) = `1(θ,X1) = ln p(X1,θ).

3.5..1 lema. Su visais θ ∈ Θ

Eθ0
`(θ) ≤ Eθ0

`(θ0).

Lygyb
e teisinga tada ir tik tada, kai f(x,θ) = f(x,θ0) b. v.

I�rodymas. Naudosim
es nelygybe

lnx ≤ 2(
√
x− 1), x ≥ 0.

Tada

Eθ0(`(θ)− `(θ0)) = Eθ0 ln
f(X,θ)

f(X,θ0)
≤ 2Eθ0

(√
f(X,θ)

f(X,θ0)
− 1

)

=

∫
(2
√
f(x,θ)f(x,θ0)− f(x,θ)− f(x,θ0))µ(dx)

= −
∫

(
√
f(x,θ)−

√
f(x,θ0))2µ(dx) ≤ 0.

N
I² pradºiu� panagrin
esime vienma£io parametro DT i�vertinio asimptotines

savybes, kai imtis paprastoji. Min
ejome, kad nagrin
ejame tik identi�kuojamus
modelius.
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3.5.1 teorema. Tarkime, kad aib
e Θ atvira ir `(θ) diferencijuojama tikrosios
parametro θ reik²m
es θ0 aplinkoje. Tada egzistuoja tokia a. d. seka {θ̂n}, kad

P{ ˙̀(θ̂n) = 0} → 1, θ̂n
P→ θ0. (3.5.11)

I�rodymas. Imkime δ > 0. Remiantis stipriuoju didºiu�ju� skai£iu� d
esniu ir 3.5.1
lema,

1

n
(`(θ0 ± δ)− `(θ0))

b.t.→ Eθ0`1(θ0 ± δ)−Eθ0`1(θ0) < 0.

Tod
el su beveik visais elementariais i�vykiais ω egzistuoja teigiami skai£iai N(ω),
kad

`(θ0 − δ)− `(θ0) < 0, `(θ0 + δ)− `(θ0) < 0, kai n > N(ω).

Taigi

Pθ0 {`(θ0 − δ)− `(θ0) < 0, `(θ0 + δ)− `(θ0) < 0} → 1, kai n→∞.
(3.5.12)

Kai δ pakankamai maºas, tai funkcija `(θ) diferencijuojama pagal θ intervale
[θ0 − δ, θ0 + δ], tod
el i² nelygybiu� `(θ0 − δ) − `(θ0) < 0, `(θ0 + δ) − `(θ0) < 0

i²plaukia, kad egzistuoja toks θ̂ :| θ̂−θ0 |< δ, kad ˙̀(θ̂) = 0. Taigi su visais δ > 0

hn(δ) = P{∃ θ̂ ∈ (θ0 − δ, θ0 + δ) : ˙̀(θ̂) = 0} → 1, kai n→∞.

Imant δ = δn ↓ 0,

hn(δn) = P{∃ θ̂n ∈ (θ0 − δn, θ0 + δn) : ˙̀(θ̂n) = 0} → 1.

Tiems elementariems i�vykiams, su kuriais lygtis ˙̀(θ̂n) = 0 ²aknu� neturi, apibr
e-
ºiame θ̂n = 0. Tada seka {θ̂n} turi savybes:

P{ ˙̀(θ̂n) = 0} → 1, θ̂n
P→ θ0. (3.5.13)

3.5.7 pastaba. Apskritai kalbant, teoremoje gauta atsitiktiniu� dydºiu� seka
θ̂n priklauso nuo θ0, taigi formaliai ji gali ir nebu	ti i�vertiniu� seka. Ta£iau nau-
dojantis teorema galima sudaryti pagri�st¡j¡ i�vertiniu� sek¡, tenkinan£i¡ (3.5.11)
s¡ry²i�. Pirma, jei su kiekvienu n egzistuoja vienintelis lygties ˙̀(θ) = 0 sprendinys
θ̃n, tai θ̃n = θ̂n ir yra ie²komoji seka. Antra, jei sprendiniu� skai£ius dides-
nis uº vienet¡, bet egzistuoja pagri�stu�ju� i�vertiniu� seka θ̄n

P→ θ0 (pvz., momentu�
metodu gauti i�vertiniai), tai imama sprendiniu� seka θ̃n, artimiausia θ̄n. Kadangi

| θ̃n − θ̄n |≤| θ̂n − θ̄n |
P→ 0, tai θ̃n − θ̄n

P→ 0, kartu θ̃n
P→ θ0.

3.5.2 teorema. Tarkime, kad i�vertiniu� seka yra tokia, kad ˙̀(θ̂n) = 0, θ̂n
P→ θ0,

ir:
1) aib
e Θ atvira;
2) beveik su visais y ∈ R parametro θ tikrosios reik²m
es θ0 aplinkoje Vρ =

{θ :| θ − θ0 |< ρ} egzistuoja tolydºios i²vestin
es ṗ(y, θ), p̈(y, θ);
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3) aplinkoje Vρ galima du kartus diferencijuoti po integralo ºenklu, t. y.∫
R

ṗ(y, θ)dy =
∂

∂θ

∫
R

p(y, θ)dy = 0,

∫
R

p̈(y, θ)dy =
∂

∂θ

∫
R

ṗ(y, θ)dy = 0;

4) Fi²erio informacin
e matrica teigiama ta²ke θ0, t. y. I(θ0) = ni(θ0) > 0;
5) egzistuoja tokios neneigiamos funkcijos h ir b, kad beveik su visais y ∈ R

ir visais θ ∈ Vρ

| ῭
1(y, θ)− ῭

1(y, θ0) |≤ h(y) b(θ), Eθ0{h(X1)} <∞, b(θ0) = 0,

ir funkcija b tolydi ta²ke θ0.
Tada √

n(θ̂n − θ0)
d→ Z ∼ N(0, i−1(θ0)). (3.5.14)

3.5.8 pastaba. S¡lyga 5) tenkinama su b(θ) = |θ − θ0|, jei aplinkoje Vρ
egzistuoja

...
` 1(y, θ) ir beveik su visais y ∈ R ir visais θ ∈ Vρ

|
...
` 1(y, θ) |≤ h(y), Eθ0{h(X1)} <∞.

I² lygybiu� ṗ = ˙̀p ir p̈ = ῭p+ ˙̀2p i²plaukia, kad 3) s¡lygos ekvivalen£ios s¡lygoms

Eθ( ˙̀
1) = 0, Eθ( ˙̀2

1) = −Eθ(῭
1)

su visais θ ∈ Vρ.

I�rodymas. Integruodami rei²kinius kairiojoje ir de²iniojoje lygyb
es

∂

∂t
˙̀(θ0 + t(θ̂n − θ0)) = ῭(θ0 + t(θ̂n − θ0))(θ̂n − θ0)

pus
ese pagal t intervale [0, 1], gauname

− ˙̀(θ0) =

∫ 1

0

῭(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt (θ̂n − θ0). (3.5.15)

Parodysime, kad integralas asimptoti²kai ekvivalentus ῭(θ0). I² 5) s¡lygos i²-
plaukia

1

n
|
∫ 1

0

῭(θ0 + t(θ̂n− θ0))dt− ῭(θ0) |≤ 1

n

n∑
i=1

∫ 1

0

| ῭
i(θ0 + t(θ̂n− θ0))− ῭

i(θ0) | dt

≤ 1

n

n∑
i=1

h(Xi)

∫ 1

0

b(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt. (3.5.16)
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Pirmasis daugiklis de²in
eje yra nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� baigtinio
vidurkio atsitiktiniu� dydºiu� empirinis vidurkis, tod
el i² didºiu�ju� skai£iu� d
esnio
i²plaukia

1

n

n∑
i=1

h(Xi)
P→ Eθ0h(X1) <∞. (3.5.17)

Parodysime, kad antrasis daugiklis konverguoja pagal tikimyb¦ i� 0. I² funkcijos
b tolydumo ta²ke θ0 ir s¡lygos b(θ0) = 0 gaunama, kad su visais ε > 0 egzistuoja
toks ∆ = ∆(ε), kad b(θ) < ε, jei | θ − θ0 |< ∆. Taigi su visais t ∈ [0, 1]

| θ̂n − θ0 |< ∆⇒| θ0 + t(θ̂n − θ0)− θ0 |=| t(θ̂n − θ0) |< ∆⇒

⇒ b(θ0 + t(θ̂n − θ0)) < ε ⇒
∫ 1

0

b(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt < ε.

Vadinasi,

Pθ0

{∫ 1

0

b(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt ≥ ε
}
≤ Pθ0{| θ̂n − θ0 |≥ ∆} → 0, (3.5.18)

nes i�vertis θ̂n pagri�stasis. I² (3.5.16)�(3.5.18) formuliu� gauname

1

n

∫ 1

0

῭(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt =
1

n
῭(θ0) + oP (1) = −i(θ0) + oP (1). (3.5.19)

I² lygybiu� (3.5.15) ir (3.5.19) i²plaukia

1√
n

˙̀(θ0) = (i(θ0) + oP (1)))
√
n(θ̂n − θ0). (3.5.20)

Atsitiktinis dydis ˙̀(θ0,X) =
∑n
i=1

˙̀
1(θ0, Xi) yra suma vienodai pasiskirs£iusiu�

nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu�, kuriu� vidurkiai nuliniai ir dispersijos i(θ0).
Remiantis CRT,

1√
n

˙̀(θ0)
d→ Y ∼ N(0, i(θ0)). (3.5.21)

Remdamiesi (3.5.20), (3.5.21) lygyb
emis ir a. d. seku� konvergavimo faktais ([15],
2c skyrelis), gauname

√
n(θ̂n − θ0) = (i(θ0) + oP (1))

−1 1√
n

˙̀(θ0)
d→ i−1(θ0)Y ∼ N(0, i−1(θ0)).

(3.5.22)
Pasinaudoj¦ (3.5.22) lygybe, gauname ir i�ver£iu� θ̂ asimptotini� efektyvum¡:

√
n[θ̂n − θ0 − i−1(θ0)

1

n
˙̀(θ0)] =

1√
n

˙̀(θ0)
[
(i(θ0) + oP (1))

−1 − i−1(θ0)
]
P→ 0.

N
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3.5.9 pavyzdys. Vienparametrio Ko²i skirstinio parametro DT i�vertinio asimptotinis

normalumas ir efektyvumas. Tegu paprastoji atsitiktin
e imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta ste-
bint a. d. Xi ∼ K(µ, 1). Turime modeli�

p(x, µ) =
1

π

1

1 + (x− µ)2
, x ∈ R, µ ∈ R.

�is skirstinys nepriklauso eksponentinei ²eimai, taigi baigtiniams n efektyvusis µ i�vertinys
neegzistuoja. Parodysime, kad DT i�vertinys yra asimptoti²kai efektyvus. Gauname

˙̀(µ) =
∂ lnL

∂µ
=

n∑
i=1

2(Xi − µ)

1 + (Xi − µ)2
.

Lygties ˙̀(µ) = 0 sprendini� µ̂ galime rasti iteraciju� metodu. Antroji i²vestin
e ir Fi²erio infor-
macija

῭(µ) = 2

n∑
i=1

(
1

1 + (Xi − µ)2
−

2

(1 + (Xi − µ)2)2

)
,

i(µ) = −Eµ

(
2

1 + (Xi − µ)2
−

4

(1 + (Xi − µ)2)2

)
= −

4

π

∫ ∞
0

y2 − 1

(1 + y2)2
dy =

| keitimas y = tg z| = −
4

π

∫ π/2

0
cos4 z(tg2 z − 1)dz =

1

π

∫ π/2

0
(1 + 2 cos 2z + cos 4z)dz = 1/2.

Kadangi µ yra mediana, tai egzistuoja jos pagri�stas i�vertinys � empirin
e mediana. Remiantis
3.5.8 pastaba, egzistuoja pagri�stoji lygties ˙̀(µ) = 0 sprendiniu� seka.

Patikrinsime visas teoremos prielaidas:

1) parametro reik²miu� aib
e R atvira;
2) su visais x ∈ R i²vestin
es

ṗ(x, µ) =
2

π

x− µ
(1 + (x− µ)2)2

, p̈(x, µ) =
2

π

3(x− µ)2 − 1

(1 + (x− µ)2)3

tolydºios pagal µ visoje ²io parametro reik²miu� srityje R;
3) ∫ ∞

−∞
ṗ(x, µ)dx =

2

π

∫ ∞
−∞

y

(1 + y2)2
dy = 0,∫ ∞

−∞
p̈(x, µ)dx =

4

π

∫ ∞
0

3y2 − 1

(1 + y2)3
dy = 0.

4) i(µ) = 0, 5 > 0;
5)

...
` 1(x, µ) =

4(x− µ)

(1 + (x− µ)2)2
−

16(x− µ)

(1 + (x− µ)2)3
,

taigi

|
...
` 1(x, µ) |≤

4 | x− µ |
(1 + (x− µ)2)2

(
1 +

4

1 + (x− µ)2

)
≤

20 | x− µ |
(1 + (x− µ)2)2

≤
20 | x− µ |

1 + (x− µ)2
≤ 10.

Remiantis 3.5.7 pastaba, s¡lyga 5) tenkinama.
Taigi visos 3.5.2 teoremos prielaidos teisingos ir i�vertinys µ̂ asimptoti²kai efektyvusis ir

normalusis: √
n(µ̂− µ)

d→ Z ∼ N(0, 2).

Kaip min
eta, kitas galimas i�vertinys yra empirin
e mediana X̃. Jos asimptotin
e dispersija
(ºr. 2.4 skyreli�) yra π2/4. Taigi X̃ ASE, palyginti su DT i�vertiniu µ̂, yra E21 = 8/π2.

Pereikime prie daugiama£io parametro. Primename, kad kvadratin
es matri-

cos A = (aij)n×n norma vadinamas skai£ius || A ||= (
n∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij)

1/2. Taigi tokiu�

matricu� sumos norma || A1 + . . . An ||≤|| A1 || + · · ·+ || An ||.
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3.5.3 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai vektoriai X1, . . . ,Xn yra nepriklau-
somi vienodai pasiskirst¦ vienodos dimensijos r, Xi ∼ p(x,θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm,
ir:

1) aib
e Θ atvira;
2) beveik su visais y ∈ Rr parametro θ tikrosios reik²m
es θ0 aplinkoje

Vρ = {θ : ||θ − θ0|| ≤ ρ} egzistuoja tolydºios i²vestin
es

ṗ(y,θ) = (
∂

∂θ1
p(y,θ), . . . ,

∂

∂θm
p(y,θ))T ,

p̈(y,θ) =

[
∂2

∂θi∂θj
p(y,θ)

]
m×m

;

3) aplinkoje Vρ galima du kartus diferencijuoti po integralo ºenklu, t. y.∫
Rr

ṗ(y,θ)µ(dy) =
∂

∂θ

∫
Rr

p(y,θ)µ(dy) = 0,

∫
Rr

p̈(y,θ)µ(dy) =
∂

∂θ

∫
Rr

ṗ(y,θ)µ(dy) = 0;

4) Fi²erio informacin
e matrica teigiamai apibr
eºta ta²ke θ0, t. y. I(θ0) =
ni(θ0) > 0;

5) egzistuoja tokios neneigiamos funkcijos h ir b, kad beveik su visais y ∈ Rr

ir visais θ ∈ Vρ

|| ῭
1(y,θ)− ῭

1(y,θ0) ||≤ h(y) b(θ), Eθ0
{h(X1)} <∞, b(θ0) = 0,

o funkcija b tolydi ta²ke θ0.
Tada egzistuoja tokia a. d. seka {θ̂n}, kad

P( ˙̀(θ̂n) = 0)→ 1, θ̂n
P→ θ0 (3.5.23)

ir √
n(θ̂n − θ0)

d→ Z ∼ Nm(0, i−1(θ0)). (3.5.24)

3.5.9 pastaba. Kai b(θ) =|| θ − θ0 ||, tai teoremos 5) s¡lyga tenkinama,
jei aplinkoje Vρ egzistuoja funkcijos `1(y,θ) tre£iosios eil
es dalin
es i²vestin
es ir
beveik su visais y ∈ R ir visais θ ∈ Vρ

| ∂3

∂θi∂θj∂θk
`1(y,θ) |≤ h(y), Eθ0{h(X1)} <∞, i, j, k = 1, . . . ,m.

Be to, i² lygybiu� ṗ = ˙̀p ir p̈ = ῭p+ ˙̀ ˙̀T p i²plaukia, kad 3) s¡lygos ekvivalen£ios
s¡lygoms

Eθ( ˙̀) = 0, Eθ( ˙̀ ˙̀T ) = −Eθ(῭)

su visais θ ∈ Vρ.
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Teoremos i�rodymas. 1) Pagri�stumas. Imkime sek¡ cn = nν , 0 < ν < 1/2
ir θ0 aplink¡

Bn(θ0) = {θ : (θ − θ0)T i(θ0)(θ − θ0) ≤ δ2
n}, δn = cn/

√
n. (3.5.25)

Pagal 4) s¡lyg¡ matrica i(θ0) teigiamai apibr
eºta, tod
el

k = inf
θ:||θ−θ0||=ρ

(θ − θ0)T i(θ0)(θ − θ0) > 0.

I² £ia i²plaukia, kad egzistuoja toks N = N(ρ) > 0, kad c2n/n < k ir Bn(θ0) ⊂
Vρ, kai n > N .

Taigi su dideliais n teoremos s¡lygos Bn(θ0) aplinkoje yra tenkinamos. �ios
aplinkos kra²tas yra elipsoidas Cδn = {θ : (θ − θ0)T i(θ0)(θ − θ0) = δ2

n}.
Parodysime, kad

Pθ0

{
supθ∈Cδn `(θ)− `(θ0) < 0

}
→ 1, kai n→∞. (3.5.26)

D
el bet kurio θ ∈ Cδn uºra²ykime Teiloro formul¦:

`(θ)− `(θ0) = ˙̀(θ0)T (θ − θ0) +
1

2
(θ − θ0)T ῭(θ∗)(θ − θ0), (3.5.27)

£ia θ∗ = θ∗(X,θ) yra ta²kas ant atkarpos tarp θ ir θ0.
I² pradºiu� parodysime, kad tolygiai aib
eje Cδn

1

n
῭(θ∗) =

1

n
῭(θ0) + oP (1), (3.5.28)

t. y. 1
n sup{θ∈Cδn}(

῭(θ∗) − ῭(θ0))
P→ 0. Tai matyti i² 5) s¡lygos ir normos ||A||

savybiu�:

Eθ0 ||
1

n
῭(θ∗)− 1

n
῭(θ0) ||≤ Eθ0 || ῭

1(θ∗)− ῭
1(θ0) ||

≤ supθ∈Bn(θ0)b(θ) Eθ0
h(X1)→ b(θ0)Eθ0

h(X1) = 0.

Remiantis didºiu�ju� skai£iu� d
esniu

1

n
῭(θ0) =

1

n

n∑
i=1

῭
1(θ0,Xi)

P→ −i(θ0), (3.5.29)

nes ῭(θ0) � suma n. v. p. atsitiktiniu� vektoriu�, kuriu� vidurkiai yra −i(θ0). I² ²io
konvergavimo ir (3.5.28) lygyb
es gauname

1

n
῭(θ∗) = −i(θ0) + oP (1). (3.5.30)

Tada, remiantis (3.5.27) formule, tolygiai aib
eje Cδn

`(θ)− `(θ0) = ˙̀T (θ0)(θ − θ0)− n

2
(θ − θ0)T i(θ0)(θ − θ0) + oP (1)
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= ˙̀T (θ0)(θ − θ0)− c2n
2

+ oP (1), (3.5.31)

Taigi

Pθ0{supθ∈Cδn `(θ)−`(θ0) < 0} ≥ Pθ0{supθ∈Cδn
˙̀(θ0)T (θ−θ0)+ | oP (1) |< c2n

2
}

≥ Pθ0{supθ∈Cδn
˙̀(θ0)T (θ − θ0) <

c2n
4
, | oP (1) |< c2n

4
}

≥ 1−Pθ0

{
supθ∈Cδn

˙̀(θ0)T (θ − θ0) ≥ c2n
4

}
−Pθ0

{
| oP (1) |≥ c2n

4

}
. (3.5.32)

Kadangi su visais a ∈ Rm

supµ∈Rm,||µ||=1a
Tµ =|| a ||,

tai

supθ∈Cδn
˙̀(θ0)T (θ − θ0) = cnsupθ∈Cδn

˙̀(θ0)T I−1/2(θ0)I1/2(θ0)(θ − θ0)/cn

≤ cnsupµ∈Rm,||µ||=1
˙̀(θ0)T I−1/2(θ0)µ = cn || ˙̀(θ0)T I−1/2(θ0) || . (3.5.33)

Prisiminus �eby²ovo nelygyb¦,

Pθ0

{
|| ˙̀(θ0)T I−1/2(θ0) ||≥ cn/4

}
≤ (4/cn)2Eθ0(|| ˙̀(θ0)T I−1/2(θ0) ||2)

= (4/cn)2 Eθ0
˙̀(θ0)T I−1(θ0) ˙̀(θ0)

= (4/cn)2
m∑
i=1

m∑
j=1

IijI
ij = (4/cn)2m; (3.5.34)

£ia Iij ir Iij yra matricu� I(θ0) ir I−1(θ0) elementai.
Imkime δ > 0. Egzistuoja toks M = M(δ) > N > 0, kad su visais n > M

m(4/cn)2 < δ/2 ir kartu

Pθ0

{
|| ˙̀(θ0)T I

−1/2
θ0

||≥ cn/4
}
< δ/2. (3.5.35)

Pθ0

{
| oP (1) |≥ c2n

4

}
< δ/2. (3.5.36)

I² (3.5.32), (3.5.33), (3.5.35) ir (3.5.36) formuliu� i²plaukia (3.5.26) konvergavi-
mas.

I² nelygyb
es supθ∈Cδn `(θ) − `(θ0) < 0 gauname, kad tolydºiai diferen-
cijuojama aib
eje Vρ ⊃ Bn(θ0) funkcija `(θ) ant srities Bn(θ0) kra²to Cδn
i�gyja reik²mes, maºesnes uº reik²m¦ ta²ke θ0 ∈ Bn(θ0), tod
el egzistuoja toks
θ̂n ∈ Bn(θ0), kad ˙̀(θ̂n) = 0. Taigi

P{∃ θ̂n : ˙̀(θ̂n) = 0, || θ̂n − θ0 ||< δn} → 1 =⇒ θ̂n
P→ θ0.
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2) I�vertiniu� θ̂n asimptotinis normalumas. Integruodami rei²kinius kairiojoje
ir de²iniojoje lygyb
es

∂

∂t
˙̀(θ0 + t(θ̂n − θ0)) = ῭(θ0 + t(θ̂n − θ0))(θ̂n − θ0)

pus
ese pagal t intervale [0, 1], gauname

− ˙̀(θ0) =

∫ 1

0

῭(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt (θ̂n − θ0). (3.5.37)

Parodysime, kad integralas asimptoti²kai ekvivalentus ῭(θ0). I² 5) s¡lygos i²-
plaukia

1

n
||
∫ 1

0

῭(θ0+t(θ̂n−θ0))dt−῭(θ0) ||≤ 1

n

n∑
i=1

∫ 1

0

|| ῭
i(θ0+t(θ̂n−θ0))−῭

i(θ0) || dt ≤

≤ 1

n

n∑
i=1

h(Xi)

∫ 1

0

b(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt. (3.5.38)

Pirmas daugiklis nelygyb
es de²in
eje yra nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu�
baigtinio vidurkio atsitiktiniu� dydºiu� empirinis vidurkis. Tod
el, remiantis didºiu�ju�
skai£iu� d
esniu,

1

n

n∑
i=1

h(Xi)
P→ Eθ0

h(X1) <∞. (3.5.39)

Parodysime, kad antrasis daugiklis konverguoja pagal tikimyb¦ i� 0. I² funkcijos
b tolydumo ta²ke θ0 ir s¡lygos b(θ0) = 0 gauname, kad su visais ε > 0 egzistuoja
toks ∆ = ∆(ε), kad b(θ) < ε, jei | θ − θ0 |< ∆. Su visais t ∈ [0, 1]

| θ̂n−θ0 |< ∆ ⇒ b(θ0 +t(θ̂n−θ0)) < ε ⇒
∫ 1

0

b(θ0 +t(θ̂n−θ0))dt < ε.

Taigi

Pθ0

{∫ 1

0

b(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt ≥ ε
}
≤ Pθ0

{|| θ̂n − θ0 ||≥ ∆} → 0, (3.5.40)

nes i�vertinys θ̂n pagri�stas. I² (3.5.39) ir (3.5.40) konvergavimu� ir nelygyb
es
(3.5.38) gauname, kad

1

n

∫ 1

0

῭(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt =
1

n
῭(θ0) + oP (1) = −i(θ0) + oP (1). (3.5.41)

Pasinaudojus (3.5.37) ir (3.5.41)lygyb
emis,

1√
n

˙̀(θ0) = (i(θ0) + oP (1)))
√
n(θ̂n − θ0). (3.5.42)



3.5. I�vertiniu� radimo metodai 105

Atsitiktinis vektorius ˙̀(θ0) =
∑n
i=1

˙̀
i(θ0,Xi) yra suma v. p. n. vektoriu�, kuriu�

vidurkiai nuliniai ir kovariacin
e matrica yra i(θ0). Remdamiesi CRT,

1√
n

˙̀(θ0)
d→ Y ∼ Nm(0, i(θ0)). (3.5.43)

I² £ia, (3.5.42) lygyb
es ir a. d. seku� konvergavimo savybiu� ([15], 2c skyrelis)
i²plaukia

√
n(θ̂n − θ0) = (i(θ0) + oP (1))

−1 1√
n

˙̀(θ0)
d→ i−1(θ0)Y ∼ Nm(0, i−1(θ0)).

(3.5.44)
Pasinaudoj¦ (3.5.44) lygybe, gauname ir i�ver£iu� θ̂n asimptotini� efektyvum¡:

√
n[θ̂n − θ0 − i−1(θ0)

1

n
˙̀(θ0)] =

1√
n

˙̀(θ0)
[
(i(θ0) + oP (1))

−1 − i−1(θ0)
]
P→ 0.

N

3.5.10 pastaba. Ir daugiama£iam parametrui galioja 3.5.8 pastaba.
3.5.1 i²vada. Jei tenkinamos teoremos s¡lygos, tai

−(θ̂n − θ0)T ῭(θ̂n)(θ̂n − θ0)
d→ χ2

m. (3.5.45)

I�rodymas. Pasinaudoj¦ (3.5.44) lygybe, gauname

(θ̂n − θ0)Tni(θ0)(θ̂n − θ0)
d→ χ2

m. (3.5.46)

I² teoremos 5) s¡lygos gauname

Eθ0 ||
1

n
(῭(θ̂n)− ῭(θ0)) ||≤ Eθ0 || ῭

1(θ̂n)− ῭
1(θ0) ||≤ Eθ0h(X1) b(θ̂n)→ 0,

tod
el
1

n
῭(θ̂n) = ῭

1(θ0) + oP (1) = −i(θ0) + oP (1). (3.5.47)

Vadinasi, i²vada teisinga.

3.5.2 i²vada. Jei tenkinamos teoremos s¡lygos, tai

˙̀T (θ0)i−1(θ0) ˙̀(θ0)
d→ χ2

m, − ˙̀T (θ0)῭−1(θ0) ˙̀(θ0)
d→ χ2

m,

− ˙̀T (θ0)῭−1(θ̂n) ˙̀(θ0)
d→ χ2

m. (3.5.48)

I�rodymas. Konvergavimas i²plaukia i² (3.5.43) ir (3.5.47) formuliu�.

3.5.3 i²vada. Jei egzistuoja funkcijos γ : Θ → G ⊂ Rk tolydºios dalin
es
pirmosios eil
es i²vestin
es, tenkinamos teoremos s¡lygos ir γ̂n = γ(θ̂n), tai

√
n(γ̂n − γ0)

d→ Z ∼ Nk(0, γ̇T (θ0)i−1(θ0)γ̇(θ0)),
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£ia γ0 yra tikroji parametro γ reik²m
e, ir

γ̇(θ0) =

[
∂γi(θ0)

∂θj

]
m×k

.

I�rodymas. Rezultatas i²plaukia i² delta metodo (ºr 2.4 skyrelis).

3.5.4 i²vada. Jei tenkinamos 3.5.3 i²vados s¡lygos, tai

−(γ̂n − γ0)T
{
γ̇T (θ̂n)῭−1(θ̂n)γ̇(θ̂n)

}−1

(γ̂n − γ0)
d→ χ2

k.

I�rodymas. I² 3.5.3 i²vados gauname, kad

√
n(γ̂n − γ0)T

{
γ̇T (θ0)i−1(θ0)γ̇(θ0)

}−1√
n(γ̂n − γ0)

d→ χ2
k. (3.5.49)

Funkcija γ̇ tolydi, tod
el

γ̇(θ̂n) = γ̇(θ0) + oP (1). (3.5.50)

Be to, i−1(θ0) = −῭(θ̂n)/n+ oP (1). Taigi i²vada teisinga.

3.5.5 i²vada. Jei tenkinamos teoremos s¡lygos ir 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ m,
tai

(θ̂j1 − θj10, . . . , θ̂jk − θjk0)TA−1
j1...jk

(θ̂j1 − θj10, . . . , θ̂jk − θjk0)
d→ χ2

k; (3.5.51)

£ia Aj1...jk yra matricos −῭−1(θ̂n) dalin
e matrica, sudaryta i² elementu�, esan£iu�
(j1, . . . , jk)-u�ju� eilu£iu� ir (j1, . . . , jk)-u�ju� stulpeliu� sankirtoje.

I�rodymas. I² tikru�ju�, imkime γ(θ) = (γ1(θ), . . . , γk(θ))T = (θj1 , . . . , θjk)T .
Tada ∂γi(θ0)/∂θl = 1, jei l = ji, ir ∂γi(θ0)/∂θl = 0 � kitais atvejais. Taigi

−γ̇T (θ̂n)῭−1(θ̂n)γ̇(θ̂n) = Aj1...jk .

3.5.10 pavyzdys. Veibulo skirstinio parametru� DT i�vertiniu� asimptotinis normalumas

ir efektyvumas. Tegu paprastoji atsitiktin
e imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. Xi ∼
W (σ, ν). Turime statistini� modeli�

p(x;θ) =
ν

σν
xν−1 exp {−(x/σ)ν} , x ≥ 0, θT = (σ, ν) ∈ (0,∞)× (0,∞).

Rasime parametro θ DT i�vertini�. Tik
etinumo funkcija

L(θ) =
( ν
σ

)n n∏
i=1

(Xi/σ)ν−1 exp{−
n∑
i=1

(Xi/σ)ν},

jos logaritmas

`(θ) = n(ln ν − lnσ) + (ν − 1)

n∑
i=1

(lnXi − lnσ)−
n∑
i=1

(Xi/σ)ν .

Tada

˙̀
σ(θ) = −

nν

σ
+
ν

σ

n∑
i=1

(Xi/σ)ν ,
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˙̀
ν(θ) =

n

ν
+

n∑
i=1

(lnXi − lnσ)−
n∑
i=1

(Xi/σ)ν(lnXi − lnσ).

I² £ia gauname DT i�vertinius:

σ̂ =

(
1

n

n∑
i=1

X ν̂
i

)1/ν̂

,

o ν̂ tenkina lygti�
1

ν̂
+

1

n

n∑
i=1

lnXi −
n∑
i=1

X ν̂
i lnXi
n∑
i=1

X ν̂
i

= 0.

Antrosios eil
es dalin
es i²vestin
es yra:

῭
σ2 (θ) =

nν

σ2
−
ν(ν + 1)

σ2

n∑
i=1

(Xi/σ)ν ,

῭
σν(θ) =

1

σ

n∑
i=1

((Xi/σ)ν − 1) +
1

σ

n∑
i=1

(Xi/σ)ν ln(Xi/σ)ν ,

῭
ν2 (θ) = −

n

ν2
−

1

ν2

n∑
i=1

(Xi/σ)ν ln2(Xi/σ)ν .

Paºym
ekime Yi = (Xi/σ)ν . Atsitiktinis dydis Yi turi standartini� eksponentini� skirstini�, kurio
tankis yra e−y intervale (0,∞) ir EYi = 1. Jei tenkinamos teoremos prielaidos, tai matricos
i(θ) = [ikl(θ)]2×2 elementai yra tokie:

i11(θ) = −E῭
1σ2 (θ) = −E{

ν

σ2
−
ν(ν + 1)

σ2
Yi} =

ν2

σ2
,

i12(θ) = −E῭
1σν(θ) = −E{

1

σ
(Yi − 1) +

1

σ
Yi lnYi} = −

1

σ

∫ ∞
0

y ln ye−ydy = −
Γ′(2)

σ
,

i22(θ) = −E῭
1ν2 (θ) = −E{−

1

ν2
−

1

ν2
Yi ln2 Yi} =

1

ν2
(1 + Γ′′(2)).

Parametru� σ ir ν momentu� metodo i�vertiniai randami i² lyg£iu�

g1(σ, ν) = X̄, g2(σ, ν) = X̄2 + a2
2;

£ia
g1(σ, ν) = σΓ(1 +

1

ν
), g2(σ, ν) = σ2Γ(1 +

2

ν
).

Funkcijos gi tolydºiai diferencijuojamos aib
eje (0,∞)× (0,∞). Jakobianas

J(σ, ν) = (g1)′σ(g2)′ν − (g2)′σ(g1)′ν =
2σ2

ν2
[Γ′(1 + β)Γ(1 + 2β)− Γ′(1 + 2β)Γ(1 + β)];

£ia β = 1/ν. Parodysime, kad J(σ, ν) 6= 0 su visais σ, ν > 0.
Tarkime, atvirk²£iai, kad J(σ, ν) = 0 su kokiu nors ν > 0. Tada su kokiu nors β > 0

Γ′(1 + β)

Γ(1 + β)
=

Γ′(1 + 2β)

Γ(1 + 2β)
.

Paºym
ekime ψ(u) = Γ′(u)/Γ(u). I² prielaidos ψ(1 + β) = ψ(1 + 2β) i²plaukia, kad egzistuoja
toks u ∈ (1 + β, 1 + 2β), su kuriuo

ψ′(u) =
Γ′′(u)Γ(u)− (Γ′(u))2

Γ2(u)
= 0.

Tai ekvivalentu lygybei

1

Γ(u)

∫ ∞
0

xu−1 ln2 xe−xdx−
(

1

Γ(u)

∫ ∞
0

xu−1 lnxe−xdx

)2

= 0.
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Kairiojoje lygyb
es pus
eje yra teigiama a. d. lnX dispersija (£ia X ∼ G(1, u)). Gavome
prie²tar¡, tod
el prielaida apie jakobiano lygyb¦ nuliui buvo neteisinga.

Remiantis atvirk²tin
es funkcijos teorema, egzistuoja tokios tolydºiai diferencijuojamos
funkcijos h1 ir h2, kad momentu� i�vertiniai yra pavidalo σ̃ = h1(X̄, a2), ν̃ = h2(X̄, a2). Em-
piriniai momentai yra pagri�stieji teoriniu� momentu� i�vertiniai, tod
el ir σ̃ bei ν̃ yra pagri�stieji
parametru� σ ir µ i�vertiniai.

Patikrinsime visas 3.5.3 teoremos prielaidas.

1) parametro reik²miu� aib
e Θ = (0,∞)× (0,∞) atvira.
2) su visais x ∈ R i²vestin
es ṗ = ˙̀

1p ir p̈ = ῭
1p + ˙̀

1
˙̀T
1 p tolydºios pagal θ visoje ²io

parametro reik²miu� srityje R.
3) turint omenyje 3.5.9 pastab¡, reikia i�rodyti, kad Eθ( ˙̀

1) = 0, Eθ( ˙̀
1

˙̀T
1 ) = −Eθ(῭

1).
Informan£iu� vidurkiai

E ˙̀
1σ = −

ν

σ
+
ν

σ
EYi = 0,

E ˙̀
1ν =

1

ν
+

1

ν
E(lnYi)−

1

ν
E(Yi lnYi) =

1

ν
(1 +

∫ ∞
0

(1− y) ln ye−ydy)

=
1

ν
(1 +

∫ ∞
0

ln y d(ye−y)) =
1

ν
(1−

∫ ∞
0

e−ydy) = 0.

Reikia parodyti, kad E( ˙̀
1

˙̀T
1 ) = −E῭

1. Vidurki� −E῭
1 = i(θ) jau radome. Informan£iu�

kovariacijos

E( ˙̀2
1σ) =

ν2

σ2
E(−1 + Y1)2 =

ν2

σ2
V (Y1) =

ν2

σ2
= −E(῭

1σ2 (θ)).

E( ˙̀
1σ

˙̀
1ν) =

1

σ
E{(−1 + Y 2

1 )(1 + lnY1 − Y1 lnY1) =
1

σ

∫ ∞
0

(−1 + 2y − y2) ln y e−ydy

=
1

σ
(−
∫ ∞

0
ln y e−ydy +

∫ ∞
0

ln y d(y2e−y)dy) = −
1

σ

∫ ∞
0

(ln y + 1) e−ydy

=
1

σ

∫ ∞
0

e−yd(y ln y) = −
∫ ∞

0
y ln y e−ydy = −E(῭

1σν(θ)).

E( ˙̀2
1ν) =

1

ν2
E(1 + lnY1 − Y1 lnY1)2 =

1

ν2

∫ ∞
0

((1− 2y + y2) ln2 y + (2− 2y) ln y) e−ydy

=
1

ν2

∫ ∞
0

((1− 2y + y2) ln2 y e−ydy + (1− y)y e−yd ln2 y) = −E(῭
1ν2 (θ)).

4) matrica i(θ) teigiamai apibr
eºta su visomis θ reik²m
emis, nes

det i(θ) = i11(θ)i22(θ)− i212(θ) = E{1 + Yi ln2 Yi} − (E{Yi lnYi})2.

Pasinaudojus Ko²i nelygybe,

(E{Yi lnYi})2 = (E{
√
Yi
√
Yi lnYi})2 ≤ E{Yi}E{Yi ln2 Yi} < E{1 + Yi ln2 Yi}.

5) visos informant
es `1(x,θ) tre£iosios eil
es i²vestin
es yra tokio pavidalo

4∑
j=0

Cj(θ)xν lnj−1 x,

kad bet kurioje pakankamai maºoje ta²ko θ0 ∈ Θ aplinkoje Bε(θ0) funkcijos Cj tolygiai
apr
eºtos konstanta, sakykime, K. Jei ν1 ir ν2 yra parametro µ reik²miu� atitinkamai in�mumas
ir supremumas, kai parametras θ kinta aplinkoje Bε(θ0), tai

|
4∑
j=0

Cj(θ)xν lnj−1 x |≤ K h(x);

£ia h(x) =
∑4
j=0(xν1 + xν2 ) | lnj−1 x |. Ai²ku, kad Eθ0h(X1) <∞.

Vadinasi, 5) s¡lyga tenkinama.
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I² teoremos i²plaukia, kad DT i�vertinys asimptoti²kai efektyvusis ir
√
n(θ̂n − θ0)

d→ Z ∼ N2(0, i−1(θ0)).

3.5.11 pavyzdys. Eksponentin
es skirstiniu� ²eimos DT i�vertiniai. Tarkime, kad imtis
X = (XT1 , ...,X

T
n )T gauta stebint vienodai pasiskirs£iusius atsitiktinius r-ma£ius vektorius

Xi. Kiekvieno vektoriaus skirstinys priklauso k-matei eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai, kuriu�
tikimybinis tankis σ-baigtinio mato µ atºvilgiu yra

f(x;θ) = h(x) exp{θT T (x)−B(θ)}, x ∈ Rp, θ ∈ Θ ⊂ Rm, (3.5.52)

£ia Θ atvira erdv
es Rm aib
e. Rasime parametro θ DT i�vertini�. Tik
etinumo funkcija turi
pavidal¡:

L(θ) =

n∏
i=1

h(Xi) exp{θT T (n)(X)− nB(θ)};

£ia

T (n)(X) =

n∑
i=1

T (Xi).

Tik
etinumo funkcijos logaritmas

`(θ) =

n∑
i=1

lnh(Xi) + θT T (n)(X)− nB(θ)

ir informan£iu� vektorius
˙̀(θ) = T (n)(X)− nḂ(θ).

I² £ia gauname, kad DT i�vertiniai tenkina lygtis

Ḃ(θ̂n) =
1

n
T (n)(X).

Antrosios eil
es i²vestiniu� matrica
῭(θ) = −nB̈(θ).

Matrica B̈(θ) yra neigiamai apibr
eºta, nes remiantis 3.3.2 teorema B(θ) yra i²kila funkcija.
Taigi DT lyg£iu� sistema turi vieninteli� sprendini�, tod
el lieka patikrinti 3.5.3 teoremos prielaidas.

1) parametro reik²miu� aib
e Θ atvira.
Prielaidos 2) ir 3) i²plaukia i² 3.3.2. teoremos.
4) matricos i(θ) = −B̈(θ) teigiamas apr
eºtumas i²plaukia i² matricos B̈(θ) neigiamo

apibr
eºtumo.
5) matrica ῭

1(y,θ) = B̈(θ) nepriklauso nuo y,

|| ῭
1(y,θ)− ῭

1(y,θ0) ||=|| B̈(θ)− B̈(θ0) ||= b(θ)

yra tolydi funkcija ir b(θ0) = 0.
Vadinasi, DT i�vertinys asimptoti²kai efektyvus ir

√
n(θ̂n − θ0)

d→ Z ∼ Nm(0, i−1(θ0));

£ia i(θ) = −B̈(θ).

3.5.12 pavyzdys. Beta skirstinio parametru� DT i�vertiniu� asimptotinis normalumas ir

efektyvumas. Tegu paprastoji atsitiktin
e imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼
B(γ, η). Turime statistini� modeli�

p(x;θ) =
1

B(γ, η)
xγ−1(1− x)η−1, 0 < x < 1, θT = (γ, η) ∈ (0,∞)× (0,∞).

I² analiz
es kurso ºinoma, kad Oilerio beta funkcija B = B(γ, η) turi tolydºias bet kurios eil
es
dalines i²vestines pagal abu argumentus:

Brs = Brs(γ, η) =
∂r+s

∂rγ∂sη
B(γ, η) =

∫ 1

0
lnr x lns(1− x)xγ−1(1− x)η−1dx.
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Rasime parametro θ DT i�vertini�. Tik
etinumo funkcija yra

L(θ) =
1

Bn(γ, η)

n∏
i=1

Xγ−1
i (1−Xi)η−1,

jos logaritmas

`(θ) = (γ − 1)

n∑
i=1

lnXi + (η − 1)

n∑
i=1

ln(1−Xi)− n lnB(γ, η)

ir informan£iu� vektorius

˙̀(θ) = (

n∑
i=1

lnXi − n
B01

B
,

n∑
i=1

ln(1−Xi)− n
B10

B
)T .

I² £ia gauname, kad DT i�vertiniai tenkina lygtis:

B01(γ, η)

B(γ, η)
=

1

n

n∑
i=1

lnXi,
B10(γ, η)

B(γ, η)
=

1

n

n∑
i=1

ln(1−Xi).

Antrosios eil
es daliniu� i²vestiniu� matrica

῭(θ) = −
n

B2

(
B20B −B2

10, B11B −B10B01

B11B −B10B01, B02B −B2
01

)
.

Parametru� γ ir η momentu� i�vertiniai (ºr. 3.5.2 pavyzdi�)

γ̃ = X̄, η̃ = (1− X̄)δ, δ = 1−
X̄(1− X̄)

s2

yra pagri�sti kaip tolydºios empiriniu� momentu� funkcijos.

Patikrinsime visas 3.5.3 teoremos prielaidas:

1) parametro reik²miu� aib
e Θ = (0,∞)× (0,∞) atvira.
2) su visais x ∈ R i²vestin
es ṗ = ˙̀

1p ir p̈ = ῭
1p + ˙̀

1
˙̀T
1 p tolydºios pagal θ visoje ²io

parametro reik²miu� srityje R.
3) turint omenyje 3.5.9 pastab¡, reikia i�rodyti, kad Eθ( ˙̀

1) = 0, Eθ( ˙̀
1

˙̀T
1 ) = −Eθ(῭

1).
Informan£iu� vidurkiai

E ˙̀
1σ = (E lnXi −

B01

B
,E ln(1−Xi)−

B10

B
)T = (0, 0)T ,

Vidurkius E῭
1 jau radome. Kadangi

˙̀
1

˙̀T
1 =

(
(lnXi − B01

B
)2, (lnXi − B01

B
)(ln(1−Xi)− B10

B
)

(lnXi − B01
B

)(ln(1−Xi)− B10
B

), (ln(1−Xi)− B10
B

)2

)
,

tai informan£iu� kovariacin
e matrica Eθ( ˙̀
1

˙̀T
1 ) = −Eθ(῭

1).
4) matrica i(θ) yra a. v. (lnX1, ln(1 −X1)) kovariacin
e matrica. Atsitiktinio vektoriaus

komponent
es n
era tiesin
es viena kitos funkcijos. Ju� koreliacijos koe�ciento kvadratas nelygus
1, taigi matrica i(θ) teigiamai apibr
eºta su visomis θ reik²m
emis.

5) matrica ῭
1(y,θ) nepriklauso nuo y,

|| ῭
1(y,θ)− ῭

1(y,θ0) ||=|| i(θ)− i(θ0) ||= b(θ)

yra tolydi funkcija ir b(θ0) = 0.
I² teoremos i²plaukia, kad DT i�vertinys asimptoti²kai efektyvus ir

√
n(θ̂n − θ0)

d→ Z ∼ N2(0, i−1(θ0));

£ia i(θ) = −῭(θ)/n, kuri¡ jau apskai£iavome.
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3.5.13 pavyzdys. Polinominio skirstinio parametro DT i�vertiniu� asimptotinis nor-

malumas.

Tarkime, imties X = (XT1 , ...,X
T
n )T nariai yra k-ma£iai a. v.

Xi = (Xi1, . . . , Xik)T ∼ Pk(1, π), π = (π1, ..., πk)T , 0 < πi < 1,

k∑
j=1

πj = 1.

Tik
etinumo funkcija

L(π) =

n∏
i=1

π
Xi1
1 . . . π

Xik
k = πU1

1 . . . π
Uk
k ; (3.5.53)

£ia Uj =
∑n
i=1 Xij , j = 1, . . . , k. Pakankamoji statistika yra

U = (U1, ..., Uk)T ∼ Pk(n, π).

Parametro π reik²miu� sritis D = {(π1, ..., πk) : 0 < πi < 1,
∑k
j=1 πi = 1, } ⊂ Rk neturi n
e

vieno vidinio ta²ko, taigi tiesiogiai 3.5.3 teoremos taikyti negalime. I² s¡ry²io
∑k
j=1 πj = 1

matyti, kad polinominis modelis Pk(1, π) priklauso nuo (k−1)-ma£io parametro, pavyzdºiui,
nuo (π1, ..., πk−1)T (analogi²kai binominiam modeliui, kuri� nagrin
ejame kaip vieno parametro
modeli�). Tada parametro reik²miu� sritis G = (0, 1)k−1 ⊂ Rk yra atviras kubas.

Tik
etinumo funkcijos logaritmas

`(π1, ..., πk−1) =

k−1∑
j=1

Ui lnπj + Uk ln(1−
k−1∑
j=1

πj),

tod
el
˙̀
j =

Uj

πj
−

Uk

1−
∑k−1
j=1 πj

=
Uj

πj
−
Uk

πk
.

I² £ia su visais j, l = 1, . . . k
Ujπl = Ulπj .

Susumav¦ rei²kinius abiejose lygyb
es pus
ese pagal l ir pasinaudoj¦ s¡ry²iais
∑k
j=1 πj = 1,∑k

j=1 Uj = n, gauname Uj = nπj , tod
el DT i�vertiniai

π̂i =
Ui

n
, i = 1, 2, ..., k

(kartu i�vertinamas πk = 1−
∑k
j=1 πj).

Remiantis 3.3.3 teorema, i�vertinio (π̂1, ..., π̂k−1)T ribinis skirstinys yra (k− 1)-matis nor-
malusis. I²spr¦sime bendresni� uºdavini� ir rasime viso vektoriaus π i�vertinio π̂ = (π̂1, ..., π̂k)T

ribini� skirstini�, kuriuo naudosim
es statistiniu� hipoteziu� tikrinimo uºdaviniams spr¦sti.
Atsitiktinis vektorius U = (U1, ..., Uk)T yra suma vienodai pasiskirs£iusiu� n. a. v. Xi,

kuriu� vidurkiu� vektorius π ir kovariacin
e matrica D = [dij ]k×k; dii = πi(1 − πi), dij =
−πiπj , i 6= j. Tod
el galioja daugiamat
e CRT:

√
n(π̂ − π) =

1
√
n

(U − nπ)
d→ Z ∼ Nk(0, D).

3.5.14 pavyzdys. Vertinimas i² grupuotu�ju� duomenu�. Tarkime, kad paprastosios imties
X = (X1, ..., Xn)T nariai Xi, kuriu� pasiskirstymo funkcija F (x,θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm, nestebimi.
Mus domina tiktai skai£iai U1, ..., Uk (k > m+ 1) , U1 + · · ·+ Uk = n, tu� imties nariu�, kurie
patenka i� nesikertan£ius intervalus

(a0, a1], (a1, a2], ..., (ak−1, ak), a0 = −∞, ak =∞.

Paºym
ekime
πj(θ) = Pθ{Xi ∈ (aj−1, aj ]} (3.5.54)
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bet kurio i² a. d. Xi patekimo i� j-¡ji� interval¡ tikimyb¦, π1(θ) + · · · + πk(θ) = 1. Taigi
gauname grupuotu�ju� duomenu� imti�

U = (U1, ..., Uk)T , (3.5.55)

kuri n
era paprastoji.
Tarkime, kad πj(θ) ∈ (0, 1) su visais j ir θ. Paºym
ekime π = π(θ) = (π1(θ), ..., πk(θ))T .
Atsitiktinio vektoriaus U skirstinys polinominis Pk(n,π), tod
el tik
etinumo funkcija

LU (π) =
n!

U1! . . . Uk!
πU1

1 (θ) . . . π
Uk
k (θ). (3.5.56)

Jos logaritmas

`(π) = cn +
k∑
j=1

Uj vj(θ),

£ia vj(θ) = lnπj(θ), o cn nepriklauso nuo θ,

˙̀(π) =
k∑
j=1

Uj v̇j(θ), ῭(π) =
k∑
j=1

Uj v̈j(θ), I(θ) = −n
k∑
j=1

πj(θ) v̈j(θ),

nes EUj = nπj(θ). DT i�vertinys θ̂n yra lyg£iu� sistemos

k∑
j=1

Uj v̇j(θ) = 0 (3.5.57)

sprendinys.
Nor
edami pritaikyti 3.5.3 teorem¡, paºym
esime, kad a. v. U yra nepriklausomu� a. v.

suma:

U =

n∑
i=1

V i, V i = (Vi1, . . . , Vik)T ;

£ia Vij yra vieno a. d. Xi patekimu� i� interval¡ (aj−1, aj ] skai£ius (0 arba 1).
Atsitiktiniai vektoriai V i turi polinomini� skirstini� Pk(1,π). Jeigu vietoje vektoriaus U

steb
etume visus vektorius V 1,. . . , V n, tai gautume imti�, sudaryt¡ i² k-ma£iu� a. v. Tokia ir
nagrin
ejama 3.5.3 teoremoje. Bet ²ios imties DT i�vertiniai lygiai tie patys kaip ir imties U ,
nes tik
etinumo funkcija

LV (π) =

n∏
i=1

π
Vi1
1 (θ) . . . π

Vik
k (θ) = πU1

1 (θ) . . . π
Uk
k (θ) (3.5.58)

skiriasi nuo LU (π) tiktai nepriklausan£iu nuo θ daugikliu.
Jei pradinis modelis Xi ∼ F (x,θ) yra toks, kad modelis V i ∼ Pk(1,π(θ)) tenkina 3.5.3

teoremos s¡lygas, tai
√
n(θ̂n − θ0)

d→ Z ∼ Nm(0, i−1(θ0));

£ia i(θ) = I(θ)/n = −
∑k
j=1 πj(θ) v̈j(θ).

Apibendrinsime teorem¡, kai vektoriai Xi nebu	tinai vienodai pasiskirst¦.
Tarkime, X1, . . . , Xn yra n. a. v., Xi ∼ pi(xi,θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm, £ia pi(xi,θ)
yra ri-ma£io (ri ≤ r) vektoriaus Xi tankis σ-baigtinio mato µ atºvilgiu.

3.5.4 teorema. Tarkime, kad:
1) aib
e Θ atvira;
2) su visais i ir xi ∈ Rri tankis pi(xi,θ) du kartus tolydºiai diferencijuojamas

pagal θ aplinkoje Vρ = {θ :|| θ − θ0 ||< ρ};
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3) aplinkoje Vρ galima du kartus diferencijuoti θ atºvilgiu po integralu� ºenk-
lais, t. y. ∫

Rri

ṗi(xi,θ)dxi =
∂

∂θ

∫
Rri

pi(xi,θ)dxi = 0,∫
Rri

p̈i(xi,θ)dxi =
∂

∂θ

∫
Rri

ṗi(xi,θ)dxi = 0;

4) egzistuoja teigiamai apibr
eºta ribin
e matrica limn→∞
1
nIX(θ0) = i(θ0);

5) egzistuoja tokios neneigiamos funkcijos hi ir b, kad beveik su visais xi ∈
Rri ir visais θ ∈ Vρ

|| ῭
i(xi,θ)− ῭

i(xi,θ0) ||≤ hi(xi) b(θ), Eθ0{supihi(Xi)} <∞, b(θ0) = 0,

o funkcija b tolydi ta²ke θ0.
6) egzistuoja toks δ > 0, kad

lim
n→∞

1

n1+δ

n∑
i=1

Eθ0
|| ῭

i(Xi,θ0) ||1+δ= 0.

Tada egzistuoja tokia atsitiktiniu� dydºiu� seka {θ̂n}, kad

P{ ˙̀(θ̂n) = 0} → 1, θ̂n
P→ θ0. (3.5.59)

7) Be to, jei

Eθ0
supi || ˙̀

i(Xi,θ0) ||2+δ<∞,

tai √
n(θ̂n − θ0)

d→ Z ∼ Nm(0, i−1(θ0)). (3.5.60)

I�rodymas. Imkime θ0 aplink¡ Bn(θ0), apibr
eºt¡ (3.5.25) formule, ir jos
kra²t¡ Cδn . Kaip ir i�rodant 3.5.3, i² 4) s¡lygos gaunama, kad Bn(θ0) ⊂ Vρ, jei
n didelis.

Su bet kuriuo θ ∈ Cδn uºra²ykime (3.5.27) skleidini�. I² 5) s¡lygos i²plaukia

Eθ0
|| 1

n
(῭(θ∗)− ῭(θ0)) ||

≤ 1

n

n∑
i=1

Eθ0
|| ῭

i(Xi,θ
∗)− ῭

i(Xi,θ0) ||≤ Eθ0
supihi(Xi) supθ∈Bn(θ0)b(θ)→ 0,

tod
el
1

n
[῭(θ∗)− ῭(θ0)]

P→ 0. (3.5.61)

I² 6) s¡lygos ir didºiu�ju� skai£iu� d
esnio gaunama

− 1

n
(῭(θ0)− IX(θ0)) = − 1

n

n∑
i=1

{῭i(Xi,θ0)−Eθ0
῭
i(Xi,θ0)} P→ 0.
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I² ²io ir (3.5.61) konvergavimo gauname

− 1

n
῭(θ∗) =

1

n
IX(θ0) + oP (1).

Tolesnis pagri�stumo i�rodymas toks pat kaip 3.5.3 teoremos.
I�rodysime asimptotini� normalum¡. Uºra²ykime (3.5.37) lygyb¦. Parodysime,

kad integralas asimptoti²kai ekvivalentus ῭(θ0):

1

n
||
∫ 1

0

῭(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt− ῭(θ0) ||

≤ 1

n

n∑
i=1

∫ 1

0

|| ῭
i(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt− ῭

i(θ0) || dt

≤ supihi(Xi)

∫ 1

0

b(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt.

Naudojantis 5) s¡lyga, Eθ0
{supihi(Xi)} < ∞. Taip pat, kaip 3.5.3 teoremoje,

i�rodoma, kad ∫ 1

0

b(θ0 + t(θ̂n − θ0))dt
P→ 0.

Taigi
1√
n

˙̀(θ0) =

(
1

n
IX(θ0) + op(1)

)√
n(θ̂n − θ0). (3.5.62)

Paºym
ekime Y i = ˙̀
i(Xi,θ0). Imkime a ∈ Rm\0. Tada

aT ˙̀(θ0) =

n∑
i=1

aTY i, E(aTY i) = 0, V θ0(aT ˙̀(θ0)) = aT IX(θ0)a.

Remiantis centrine ribine teorema,

aT ˙̀(θ0)

(aT IX(θ0)a)1/2

d→ Z ∼ N(0, 1), (3.5.63)

jei tenkinama Liapunovo s¡lyga [11]∑n
i=1 E | aTY i |2+δ

(aT IX(θ0)a)1+δ/2
→ 0.

I² nelygyb
es
E | aTY i |2+δ≤|| a ||2+δ E supi || Y i ||2+δ

i²plaukia, kad∑n
i=1 E | aTY i |2+δ

(aT IX(θ0)a)1+δ/2
≤ n−δ/2 || a ||2+δ

(aT 1
nIX(θ0)a)1+δ/2

E supi || Y i ||2+δ→ 0,
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nes, remiantis 7) s¡lyga, vidurkis de²in
eje baigtinis. Matrica i(θ0) teigiamai
apibr
eºta, taigi

aT
1

n
IX(θ0)a→ aT i(θ0)a > 0.

I² (3.5.63) konvergavimo gaunama, kad su visais a ∈ Rm\0

1√
n
aT ˙̀(θ0)

d→ Y ∼ N(0,aT i(θ0)a),

ir tod
el

1√
n

˙̀(θ0)
d→ Y ∼ Nm(0, i(θ0)),

1√
n

(
1

n
IX(θ0)

)−1

˙̀(θ0)
d→ Z ∼ Nm(0, i−1(θ0)).

I² (3.5.62) lygyb
es gauname

√
n(θ̂n − θ0) =

1√
n

(
1

n
IX(θ0) + oP (1)

)−1

˙̀(θ0)
d→ Z ∼ Nm(0, i−1(θ0)).

Teorema i�rodyta.
N

Jei tenkinamos teoremos s¡lygos, gaunamos i²vados, analogi²kos 3.5.1�3.5.5
i²vadoms.

3.5.15 pavyzdys. Logistin
e regresija. Tarkime, kad stebimas i�vykis A, kurio i�vykimo
tikimyb
e priklauso nuo nepriklausomu� kintamu�ju� (kovarian£iu�) x1, ..., xm reik²miu�. Apibr
eº-
kime atsitiktini� dydi� Y , i�gyjanti� reik²mes 0 ir 1, toki�, kad Y = 1 tada ir tik tada, kai i�vyksta
i�vykis A. Nagrin
ekime tikimyb¦

π(x) = P{Y = 1|x} = P{A|x},

t. y. i�vykio A s¡lygin¦ tikimyb¦, ºinodami, kad kovariant
es reik²m
e yra x.
Logistin
es regresijos modelis apibr
eºiamas taip:

ln
π(x)

1− π(x)
= β0 + β1x1 + ...+ βmxm = βTx. (3.5.64)

Vertinant neºinomus regresijos parametrus β, atliekama n nepriklausomu� eksperimentu�, i²
kuriu� i-asis eksperimentas atliekamas, kai kovarian£iu� vektorius x(i) = (xi0, ..., xim)T , xi0 =
1.

Kiekvieno eksperimento metu stebimas atsitiktinis dydis

Yi =

{
1, jei i-ojo eksperimento metu i�vyksta A,
0 prie²ingu atveju.

Atsitiktiniai dydºiai Y1, , ..., Yn yra nevienodai pasiskirst¦ ir turi s¡lyginius Bernulio skirstinius

(Yi|x(i)) ∼ B(1, πi(β)), πi(β) = π(x(i), β) = π(x(i)).

Tik
etinumo funkcija yra

L(β) =

n∏
i=1

[πi(β)]Yi [1− πi(β)]1−Yi . (3.5.65)

Jos logaritmas

`(β) =

n∑
i=1

(Yi ln
πi(β)

1− πi(β)
+ ln (1− πi(β)) =

n∑
i=1

(Yiβ
Tx(i) − ln (1 + eβ

Tx(i)
)),
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informan£iu� vektorius

˙̀(β) =

n∑
i=1

x(i)[Yi − πi(β)].

Fi²erio informacin
e matrica
I(β) = XTV (β)X;

£ia

X =

 x10 ... x1m

... ... ...
xn0 ... xnm

 , V (β) =

 π1(β)(1− π1(β)) ... 0
0 ... 0
0 ... πn(β)(1− πn(β))

 .

Patikrinsime visas 3.5.4 teoremos prielaidas.

1) parametro β reik²miu� aib
e Rm+1 atvira.
2) su visais y ∈ {0; 1} funkcijos

pi(y,β) =
eyβ

Tx(i)

1 + eβ
Tx(i)

turi tolydºias pirmosios ir antrosios eiliu� i²vestines pagal parametr¡ β visoje ²io parametro
reik²miu� srityje Rm+1.

3) remiantis 3.5.9 pastaba, reikia i�rodyti, kad Eβ( ˙̀
i) = 0, Eβ( ˙̀

i
˙̀T
i ) = −Eβ(῭

i). Taigi

Eβ ˙̀
i = Eβ(x(i))T (Yi − πi(β)) = 0,

Eβ( ˙̀
i
˙̀T
i ) = x(i)(x(i))T πi(β)(1− πi(β))Eβ(Yi − πi(β))2

= x(i)(x(i))T πi(β)(1− πi(β)) = −Eβ(῭
i).

4) imant tiesi²kai nepriklausomus kovarian£iu� vektorius x(1), . . . , x(n) matricos
I(β) = XTV (β)X rangas yra m + 1. Teoremos prielaida teisinga, jei egzistuoja to paties
rango riba i(β) = limn→∞

1
n
I(β). Pavyzdºiui, jei m = 1, o kovariant
e yra dichotomin
e, t. y.

x(i) = (1, 1)T , i = 1, . . . , n1, x(i) = (1, 0)T , i = n1, . . . , n1 + n2 = n, tai

πi(β) =
eβ0+β1

1 + eβ0+β1
, i = 1, . . . , n1, πi(β) =

eβ0

1 + eβ0
, i = n1 + 1, . . . , n.

Jei n1/n→ l1 ∈ [0, 1], n2/n→ l2 ∈ [0, 1], tai

i(β) =|| ikl ||, i11(β) = l1
eβ0+β1

(1 + eβ0+β1 )2
+ l2

eβ0

(1 + eβ0 )2
,

i12(β) = i21(β) = i22(β) = l1
eβ0+β1

(1 + eβ0+β1 )2
,

det i(β) = l1l2
eβ0eβ0+β1

(1 + eβ0 )2(1 + eβ0+β1 )2
.

Taigi ²iuo atveju 4) s¡lyga tenkinama, jei l1 6= 0, 1, t. y. objektu�, stebimu�, kai kovariant
es
reik²m
e lygi 1, proporcija turi art
eti i� skai£iu� i² intervalo (0, 1). Prakti²kai teorem¡ galima
taikyti ir dideliems n, jei objektu�, stebimu� esant vienai kovariant
es reik²mei, skai£ius nedomi-
nuoja tarp visu� steb
ejimu�.
5)

|| ῭
i(yi,β)− ῭

i(yi,β0) ||≤ b(β) = I(β)− I(β0)→ 0.

6) s¡lyga tenkinama, jei

lim
n→∞

1

n1+δ

n∑
i=1

|| x(i)(x(i))T ||1+δ π1+δ
i (β)(1− πi(β))1+δ = 0.

Pavyzdºiui, jei m = 1, o kovariant
e yra dichotomin
e, tai ²i s¡lyga uºra²oma

1

nδ

[
n1

n

(
2eβ0+β1

(1 + eβ0+β1 )2

)1+δ

+
n2

n

(
eβ0

(1 + eβ0 )2

)1+δ
]
→ 0, kai n→∞.
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Ji akivaizdºiai teisinga.
7) s¡lyga uºra²oma

Eβ0
supi || ˙̀

i(Yi,β0) ||2+δ= Eβ0
supi || x(i) ||2+δ |Yi − πi(β)|2+δ <∞.

Pavyzdºiui, jei m = 1, o kovariant
e yra dichotomin
e, tai ²i s¡lyga akivaizdºiai teisinga, nes
tada

Eβ0
supi || x(i) ||2+δ |Yi − πi(β)|2+δ ≤ 21+δ/2[Eβ0

|Y1 −Eβ0
(Y1)|2+δ + · · ·

+Eβ0
|Yn −Eβ0

(Yn)|2+δ] <∞.

I² teoremos i²plaukia, kad DT i�vertinys asimptoti²kai efektyvusis ir β̂ skirstinys aproksimuo-
jamas normaliuoju d
esniu:

β̂ ' Z ∼ Nm+1(β, I−1(β)). (3.5.66)

3.5.4. Tik
etinumu� santykio asimptotin
es savyb
es

Tarkime, kad turime imti�

X = (XT
1 , . . . ,X

T
n )T ,

X1, . . . ,Xn yra n. a. v., Xi ∼ fi(xi,θ),θ ∈ Θ ⊂ Rm, £ia fi(xi,θ) yra ri-ma£io
vektoriaus Xi tankis σ-baigtinio mato µ atºvilgiu.

�iame skyrelyje gautais rezultatais naudosim
es sudarydami statistiniu� hipote-
ziu� tikrinimo kriterijus.

Tikrinant paprast¡j¡ hipotez¦ H : θ = θ0, naudinga tokia teorema.

3.5.5 teorema. Jei tenkinamos 3.5.3 arba 3.5.4 teoremu� s¡lygos, tai

−2 ln
L(θ0)

L(θ̂n)

d→ χ2(m). (3.5.67)

I�rodymas. Uºra²ome Teiloro formul¦:

`(θ0)− `(θ̂n) = ˙̀(θn)(θ0 − θ̂n) +
1

2
(θ̂n − θ0)T ῭(θ∗)(θ̂n − θ0)

=
1

2

√
n(θ̂n − θ0)T

1

n
῭(θ∗)

√
n(θ̂n − θ0),

£ia θ∗ yra ta²kas atkarpos, jungian£ios θ̂n ir θ0. Tada

|| θ∗ − θ0 ||≤|| θ̂n − θ0 ||
P→ 0,

taigi θ∗ P→ θ0.
Kaip ir 3.5.3 (arba 3.5.4) teoremos i�rodyme,

1

n
῭(θ∗)− 1

n
῭(θ0)

P→ 0. (3.5.68)

Taigi
1

n
῭(θ∗) =

1

n
῭(θ0) + oP (1) = −i(θ0) + oP (1).
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ir

−2(`(θ0)− `(θ̂n)) =
√
n(θ̂n − θ0)T i(θ0)

√
n(θ̂n − θ0) + oP (1). (3.5.69)

I² konvergavimo
√
n(θ̂n − θ0)

d→ Z ∼ Nm(0, i−1(θ0))

i²plaukia, kad
−2(`(θ0)− `(θ̂n))

d→ ZT i(θ0)Z ∼ χ2(m).

Teorema i�rodyta.
N

Teorem¡ galima pritaikyti, pavyzdºiui, tikrinant hipotez¦

H0 : µ = µ0, σ2 = σ2
0 ,

jei turima paprastoji imtis i² normaliojo skirstinio Xi ∼ N(µ, σ2), i = 1, ..., n.
Daºnai tikrinamos sud
etingesn
es hipotez
es.

3.5.16 pavyzdys. Hipotez
e d
el dalies daugiama£io parametro komponen£iu� reik²miu�:

H : (θj1 , . . . , θjk ) = (θj10, . . . , θjk0), 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ m;

£ia θj10, . . . , θjk0 ºinomi skai£iai.
Pavyzdºiui, jei nagrin
ejamas tiesin
es regresijos modelis, kuriame kintamojo Y vidurkis

uºra²omas kovarian£iu� x1, . . . , xm tiesine funkcija

E(Y ) = β0 + β1x1 + · · ·+ βmxm,

£ia koe�cientai β0, β1, . . . , βm neºinomi, tai galima tikrinti hipotez¦, kad kai kurios i² kovarian-
£iu� nedaro i�takos priklausomo kintamojo vidurkiui, t. y. kad kai kurie i² neºinomu� koe�cientu�
lygu	s nuliui: H0 : (βj1 , . . . , βjk ) = (0, . . . , 0).

Tarus, kad Xi ∼ N(µ, σ2), galima tikrinti hipotez¦ H1 : µ = µ0.

3.5.17 pavyzdys. Daugiama£io parametro komponen£iu� lygyb
es hipotez
e:

H : θ1 = θ2.

Pavyzdºiui, tarkime, kad Xi = (X1i, X2i)
T yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. v. su

nepriklausomomis komponent
emis, X1i ∼ N(µ1, σ2
1), X2i ∼ N(µ2, σ2

2).
Galima tikrinti vidurkiu� arba dispersiju� lygyb
es hipotezes:

H1 : µ1 = µ2; H2 : σ1 = σ2.

3.5.18 pavyzdys. Skirstinio normalumo hipotez
e. Tarkime, kad Vj yra skai£iai papras-
tosios imties X1, . . . , Xn elementu�, patenkan£iu� i� nesikertan£ius intervalus Ij = [aj−1, aj),
−∞ = a0 < a1 < · · · < am = ∞. Remiantis imtimi V1, . . . , Vm, tikrinama hipotez
e
H : Xi ∼ N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0, kad atsitiktiniu� dydºiu� Xi skirstiniai yra normalieji.

Atsitiktinio vektoriaus (V1, . . . , Vm)T skirstinys yra polinominis:

(V1, . . . , Vm) ∼ Pm(n, θ1, . . . , θm−1, 1− θ1 − · · · − θm−1),

θj = F (aj)− F (aj−1) (j = 1, . . . ,m− 1).

Hipotez
e H gali bu	ti teisinga tik tuo atveju, jei teisinga hipotez
e

H0 : θi = Φ

(
ai − µ
σ

)
− Φ

(
ai−1 − µ

σ

)
, (µ, σ) ∈ R×R+, (i = 1, . . . ,m); (3.5.70)

£ia Φ(x) yra standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija.
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Tarkime, kad parametro θ dimensija yra m. Reikia paºym
eti, kad visos
pavyzdºiuose apra²ytos hipotez
es gali bu	ti uºra²omos ²itaip

H : θ = ϕ(λ), λ ∈ G; (3.5.71)

£ia ϕ : G→ Θ atvaizduoja maºesn
es uº m dimensijos sriti� G i� sriti� Θ.
I² tikro, kai hipotez
e H : (θj1 , . . . , θjk) = (θj10, . . . , θjk0) (ºr. 3.5.14 pavyzdi�)

teisinga, yra tik m − k neºinomu� parametru� θs1 , . . . , θsm−k ; £ia s1, . . . sm−k �
indeksai, papildantys {j1, . . . jk} iki (1, . . . ,m).

Paºym
ekime λ = (θs1 , . . . , θsm−k)T , ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm)T ,

ϕi(λ) = θi0, kai i = j1, . . . , jk, ϕi(λ) = θi, kai i = s1, . . . , sm−k.

Tada hipotez
e H uºra²oma (3.5.71) forma.
Kai hipotez
e H : θ1 = θ2 (ºr. 3.5.15 pavyzdi�) teisinga, yra m− 1 neºinomas

parametras θ2, . . . , θm. Paºym
ekime λ = (θ2, . . . , θm)T , ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm),

ϕ1(λ) = θ2, ϕj(λ) = θj , kai j = 2, . . . ,m.

Tada hipotez
e H uºra²oma (3.5.71) pavidalu.
Kai hipotez
eH0, kuri apibr
eºiama 3.5.70 forma, teisinga, yra tik du neºinomi

parametrai µ ir σ. Paºym
ekime λ = (µ, σ)T , ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm)T ,

ϕj(λ) = Φ

(
aj − µ
σ

)
− Φ

(
aj−1 − µ

σ

)
, j = 1, . . . ,m.

Tada hipotez
e H uºra²oma (3.5.71) pavidalu.

�ioms hipotez
ems tikrinti naudinga tokia teorema.

3.5.6 teorema. Tarkime, kad tenkinamos 3.5.3 ar 3.5.4 teoremos s¡lygos, X ∼
f(x,θ),θ ∈ Θ ⊂ Rm, ir

Θ0 = {θ : θ = ϕ(λ), λ ∈ G}, G ⊂ Rm−k, k < m;

£ia ϕ : G→ Θ yra tolydºiai diferencijuojamas atvaizdis. Jei θ0 ∈ Θ0, tai

R = −2 ln
supθ∈Θ0

L(θ)

supθ∈ΘL(θ)

d→ χ2(k), n→∞.

I�rodymas. Teisingos lygyb
es

supθ∈Θ0
L(θ) = supλ∈GL(ϕ(λ)) = supλ∈GL

∗(λ);

£ia L∗(λ) = L(ϕ(λ)). Atsitiktinis dydis L∗(λ) yra statistinio modelio

Xi ∼ f∗(x,λ), λ ∈ G, (3.5.72)

£ia f∗(x,λ) = f(x, ϕ(λ)), tik
etinumo funkcija.
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I² (3.5.62) lygyb
es i²plaukia, kad

√
n(θ̂n − θ0) = i−1(θ0)

1√
n

˙̀(θ0) + oP (1). (3.5.73)

I² £ia ir (3.5.69) lygyb
es gauname

2(`(θ̂n)− `(θ0)) =
√
n(θ̂n − θ0)T i(θ0)

√
n(θ̂n − θ0) + oP (1)

=
1√
n

˙̀(θ0)i−1(θ0)i(θ0)i−1(θ0)
1√
n

˙̀(θ0) + oP (1)

=
1√
n

˙̀(θ0)i−1(θ0)
1√
n

˙̀(θ0) + oP (1). (3.5.74)

Analogi²kai paºym
ej¦ λ̃n (3.5.72) modelio parametro λ DT i�verti� ir `∗ = lnL∗,
gauname

2(`∗(λ̃n)− `∗(λ0)) =
1√
n

( ˙̀∗(λ0))T (i∗(λ0))−1 1√
n

˙̀∗(λ0) + oP (1). (3.5.75)

Informan£iu� vektorius

˙̀∗(λ) =
∂`∗(λ)

λ
=
∂`(ϕ(λ))

∂λ
= AT (λ) ˙̀(ϕ(λ));

£ia A(λ) = ϕ̇(λ). Ta²ke λ0 : θ0 = ϕ(λ0)

˙̀∗(λ0) = AT (λ0) ˙̀(θ0). (3.5.76)

I² (3.5.74)�(3.5.76) lygybiu� i²plaukia

2(`(θ̂n)− `∗(λ̃n)) =
1√
n

˙̀T (θ0){i−1(θ0)

−A(λ0)(i∗)−1(λ0)AT (λ0)} 1√
n

˙̀(θ0) + oP (1).

Fi²erio informacin
es matricos i∗ reik²m
e ta²ke λ0 lygi

i∗(λ0) = Eλ0

˙̀∗(λ0)( ˙̀∗)T (λ0) = AT (λ0)Eθ0

˙̀(θ0) ˙̀T (θ0)A(λ0)

= AT (λ0)i(θ0)A(λ0). (3.5.77)

I² konvergavimo
1√
n

˙̀(θ0)
d→ Z ∼ N(0, i(θ0)) (3.5.78)

gaunamaa, kad

2(`(X, θ̂n)− `∗(X, λ̃n))
d→ ZT {i−1 −A(i∗)−1AT }Z. (3.5.79)
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Ribinis atsitiktinis dydis yra normaliu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� kvadratin
e forma.
Pasinaudosime tikimybiu� teorijos rezultatu, kad jei Y ∼ N(0,Σ) ir BΣB = B,
tr(BΣ) = k, tai Y TBY ∼ χ2

k. Nagrin
ejamu atveju

(i−1 −A(i∗)−1AT )i(i−1 −A(i∗)−1AT ) = i−1 −A(i∗)−1AT −A(i∗)−1AT

+A(i∗)−1AT iA(i∗)−1AT = i−1 −A(i∗)−1AT ,

nes, remiantis (3.5.77) lygybe, AT iA = i∗. Paºym
ekime Ek vienetin¦ k × k
matric¡. Rangas

tr((i−1 −A(i∗)−1AT )i) = tr(Em −A(i∗)−1AT i) =

= m− tr((i∗)−1AT iA) = m− tr(Em−k) = k.

I² £ia gaunamas teoremos rezultatas.
N

3.5.6 i²vada Jei tenkinamos teoremos s¡lygos, tai

− ˙̀T (θ̃n)῭−1(θ̃n) ˙̀(θ̃n)
d→ χ2

k, (3.5.80)

£ia θ̃n = ϕ(λ̃n). Taigi θ̃n yra i�vertinys, maksimizuojantis tik
etinumo funkcij¡
LX(θn) pagal θ aib
eje Θ0:

LX(θ̃n) = supθ∈Θ0
LX(θ) = supλ∈GLX(ϕ(λ)).

I�rodymas. Kadangi ϕ(λ̃n)
P→ ϕ(λ0) = θ0, tai

1√
n

˙̀(ϕ(λ̃n)) =
1√
n

˙̀(θ0) + oP (1), (3.5.81)

n῭−1(ϕ(λ̃n)) = −i−1(θ0) + oP (1). (3.5.82)

I² ²iu� lygybiu�, s¡lygos ˙̀∗(λ̃n) = 0 ir (3.5.79) konvergavimo gaunama, kad

˙̀T (θ̃n)῭−1(θ̃n) ˙̀(θ̃n) = ˙̀T (ϕ(λ̃n))῭−1
n (ϕ(λ̃n)) ˙̀(ϕ(λ̃n))

= − 1√
n

˙̀T (ϕ(λ̃n))i−1(ϕ(λ̃n))
1√
n

˙̀(ϕ(λ̃n))− 1√
n

( ˙̀∗)T (λ̃n)(i∗)−1(λ̃n)
1√
n

˙̀∗(λ̃n)

+oP (1) = − 1√
n

˙̀T (ϕ(λ̃n)){i−1(ϕ(λ̃n))−AT (λ̃n)(i∗)−1(λ̃n)A(λ̃n)} 1√
n

˙̀(ϕ(λ̃n))

+oP (1) = − 1√
n

˙̀T (θ0){i−1(θ0)−A(λ0)(i∗)−1(λ0)AT (λ0)} 1√
n

˙̀(θ0) + oP (1)

d→ ZT {i−1 −A(i∗)−1AT }Z.

Teoremoje i�rodyta, kad ribinis atsitiktinis dydis ZT {I−1
1 −A(i∗)−1AT }Z ∼ χ2

k

N
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3.5.11 pastaba. Panagrin
esime svarbu� (3.5.80) konvergavimo atveji�, kai
θ̃n randamas i² s¡lygos

LX(θ̃) = sup
θ:θ(1)=θ

(1)
0
LX(θ);

£ia θ(1) = (θj1 , . . . , θjk)T , o {j1, . . . jk} yra indeksu� aib
es {1, . . .m} poaibis,
1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ m (ºr. 3.5.14 pavyzdi�). Paºym
ej¦ Aj1...jk(θ̃n) dalin¦
−῭−1(θ̃n) matric¡, esan£i¡ (j1, . . . , jk)-u�ju� eilu£iu� ir (j1, . . . , jk)-u�ju� stulpeliu�
sankirtoje, gauname

( ˙̀
j1(θ̃n), . . . , ˙̀

jk(θ̃n))TAj1...jk(θ̃n)( ˙̀
j1(θ̃n), . . . , ˙̀

jk(θ̃n))
d→ χ2

k

I�rodymas. Paºym
ekime s1, . . . sm−k indeksus, papildan£ius {j1, . . . jk} iki
(1, . . . ,m). �iuo atveju λ = θ(2) = (θs1 , . . . , θsm−k)T , ϕi(λ) = θi0, kai i =
j1, . . . , jk, ϕi(λ) = θi, kai i = s1, . . . , sm−k. Tada

˙̀
i(θ) =

∂

∂θi
`(θ) (i = 1 . . . ,m), ˙̀∗

i (λ) =
∂

∂θi
`(θ

(1)
0 ,θ(2)) (i = s1, . . . , sn−k).

Kadangi θ̃n = (θ
(1)
0 , θ̃

(2)
) ir su visais i = s1, . . . , sn−k

˙̀
i(θ̃n) = ˙̀∗

i (θ̃
(2)

) = 0,

tai

˙̀T (θ̃n)῭−1
n (θ̃n) ˙̀(θ̃n) = ( ˙̀

j1(θ̃n), . . . , ˙̀
jk(θ̃n))TAj1...jk(θ̃n)( ˙̀

j1(θ̃n), . . . , ˙̀
jk(θ̃n)).
(3.5.83)

I² £ia gaunamas ie²komas rezultatas.
N

3.6. Intervaliniai parametru� i�vertiniai

3.6.1. Pasikliovimo sritys ir intervalai

Tarkime, kad turime imti� X = (X1, ..., Xn)T , X ∼ Pθ, θ ∈ Θ ⊂ Rm ir spren-
dºiame parametro θ funkcijos γ = γ(θ) ∈ G ⊂ Rk vertinimo uºdavini�.

3.6.1 apibr
eºimas. Parametro γ pasikliovimo lygmens Q pasikliovimo
sritimi vadinama atsitiktin
e aib
e C = C(X), priklausanti nuo imties X, ku-
rios reik²m
es C(x) yra aib
es G Borelio poaibiai, tokia, kad su visais θ ∈ Θ

Pθ{γ ∈ C(X)} ≥ Q. (3.6.1)

Daºniausiai naudojamos artimos 1 Q reik²m
es 0, 9; 0, 95, 0, 99 ir pan.

3.6.1 pastaba. Atsitiktin
e sritis C(X), apibr
eºta imtimi X, su didele
tikimybe padengia tikr¡j¡ parametro γ reik²m¦. Prakti²kai pasikliovimo sriti�
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galima paai²kinti taip. I�sivaizduokime hipotetin¦ situacij¡, kad, nagrin
edami
vien¡ modeli�, turime labai daug im£iu� X1 = (X11, . . . , X1n)T , . . . ,XN = (XN1,
. . . , XNn)T ir pagal kiekvien¡ i² ju� sudarome pasikliovimo sriti� C(Xi), i =
1, ..., N , pasirink¦ pasikliovimo lygmeni� Q = 0, 95. Tada pasikliovimo sri£iu�
realizaciju� C(x1), . . . , C(xN ), uºdengian£iu� tikr¡j¡ parametro reik²m¦ γ, dalis
art
es prie skai£iaus, ne maºesnio uº 0, 95, kai N → ∞. Taigi klaida daroma
(realizacija C(xi) nedengia tikrosios reik²m
es) maºiau negu 5 procentu� atveju�.

Konkre£i¡ sriti�C(x) galime interpretuoti tiktai kaip atsitiktin
es sritiesC(X),
dengian£ios tikr¡j¡ parametro γ reik²m¦ su tikimybe, ne maºesne uº Q, real-
izacij¡. Taigi galima tik
etis, kad neatsitiktin
e sritis C(x) uºdengs parametr¡ γ,
nes ne maºiau kaip 100Q procentu� C(X) realizaciju� ji� padengia.

Kai γ vienmatis, pasikliovimo sritis daºniausiai yra intervalas (γ, γ̄); £ia
γ = γ(X), γ̄ = γ̄(X) yra statistikos γ ≤ γ̄, kuriu� reik²m
es yra aib
eje G ⊂ R.

3.6.2 apibr
eºimas. Parametro γ = γ(θ) ∈ G ⊂ R pasikliovimo lyg-
mens Q pasikliovimo intervalu, vadinamas toks atsitiktinis intervalas (γ, γ̄) =
(γ(X), γ̄(X)), kad su visais θ ∈ Θ

Pθ{γ(θ) ∈ (γ(X), γ̄(X))} ≥ Q. (3.6.2)

Statistikos γ ir γ̄ vadinamos pasikliovimo intervalo apatiniu ir vir²utiniu
pasikliovimo r
eºiais. Kartais tikslinga nagrin
eti vienpusius pasikliovimo inter-
valus (−∞, γ̄) arba (γ, ∞).

3.6.3 apibr
eºimas. Statistika γ (γ̄) vadinama parametro γ lygmens Q1

(Q2)apatiniu (vir²utiniu) pasikliovimo r
eºiu, jei su visais θ ∈ Θ

Pθ{γ < γ} ≥ Q1 (Pθ{γ < γ̄} ≥ Q2). (3.6.3)

Intervalas (−∞, γ̄) vadinamas apatiniu, o (γ, ∞) � vir²utiniu pasikliovimo
intervalu.

3.6.2 pastaba. Jeigu γ ir γ̄ yra apatinis ir vir²utinis pasikliovimo r
eºiai,
kai pasikliovimo lygmenys yra Q1 ir Q2, tai (γ, γ̄) yra pasikliovimo intervalas,
kai pasikliovimo lygmuo Q = Q1 + Q2 − 1. Daºniausiai naudojami simetriniai
intervalai, kai Q1 = Q2. Tada Q = 2Q1 − 1.

Taigi sudarant pasikliovimo interval¡, kurio pasikliovimo lygmuo Q = 1−α,
reikia imti apatini� ir vir²utini� pasikliovimo r
eºius, kai pasikliovimo lygmuo (1 +
Q)/2 = 1− α/2.

3.6.2. Pasikliovimo sri£iu� (intervalu�) klasi�kavimas

Kai yra tas pats imties didumas ir pasikliovimo lygmuo, galima sudaryti daug
pasikliovimo sri£iu�. Tod
el reikia kriteriju�, kuriais remdamiesi i² ²iu� sri£iu� gal
e-
tume i²skirti tam tikru poºiu	riu geresnes sritis.

3.6.4 apibr
eºimas. Parametro θ pasikliovimo lygmens Q pasikliovimo
sritis C(X), vadinama nepaslinkt¡ja, jei

Pθ{θ1 ∈ C(X)} ≤ Q, ∀ θ, θ1 ∈ Θ; (3.6.4)



124 3 SKYRIUS. PARAMETRU� I�VERTINIAI

£ia θ tikroji parametro reik²m
e, o θ1 � bet kuris aib
es Θ ta²kas, nelygus θ.

3.6.5 apibr
eºimas. Parametro θ pasikliovimo lygmens Q pasikliovimo
sritis C(X), vadinama tolygiai tiksliausia, jeigu su bet kuria kita to paties pa-
sikliovimo lygmens sritimi C̃(X) yra teisinga nelygyb
e

Pθ{θ1 ∈ C(X)} ≤ Pθ{θ1 ∈ C̃(X)}, ∀ θ, θ1 ∈ Θ, (3.6.5)

t. y. tikimyb
e, kad bet kuri¡ netikr¡ parametro reik²m¦ uºdengs sritis C, yra
ne didesn
e nei kad tikimyb
e, kad t¡ parametro reik²m¦ uºdengs bet kuri kita to
paties pasikliovimo lygmens sritis C̃(X).

3.6.3 pastaba. �ie klasi�kavimo kriterijai glaudºiai susij¦ su tais, kuriais
remdamiesi klasi�kuojame parametriniu� hipoteziu� tikrinimo taisykles. Para-
metriniu� hipoteziu� tikrinimo ir pasikliovimo sri£iu� sudarymo uºdaviniu� s¡sajos
nagrin
ejamos 4.5.5 skyrelyje.

3.6.3. Bol²evo metodas pasikliovimo r
eºiams sudaryti

Tarkime, kad imtis X = (X1, ...Xn)T , X ∼ Pθ, θ ∈ Θ ⊂ Rm, o γ = γ(θ) ∈
G ⊂ R yra vienamatis parametras.

Pateiksime L.N.Bol²evo pasiu	lyt¡ [4] apibendrint¡ji� pasikliovimo r
eºiu� suda-
rymo metod¡.

Tegu T yra vienmat
e statistika, kurios pasiskirstymo funkcija F (t, γ) yra
absoliu£iai tolydi ir priklauso tik nuo parametro γ. Tada atsitiktinis dydis
Y = F (T, γ), kuris gaunamas i�ra²ant absoliu£iai tolydu�ji� atsitiktini� dydi� i� jo
pasiskirstymo funkcij¡, turi tolygu�ji� skirstini� Y ∼ U(0, 1), t. y. su bet kuriuo
y ∈ (0, 1)

I(y, γ) = P{F (T, γ) ≤ y} = y, γ ∈ G. (3.6.6)

Fiksuokime statistik¡ T ir nagrin
ekime F (T, γ) kaip parametro γ ∈ G
funkcij¡. Tarkime, kad F (T, γ) yra tolydi ir monotoni²kai maº
ejanti γ atºvilgiu.
Tada i²sprend¦ γ atºvilgiu lygtis

F (T, γ) = Q1, F (T, γ) = 1−Q2, (3.6.7)

gauname ²aknis

γ = γ(T ) = F−1
T (Q1), γ = γ(T ) = F−1

T (1−Q2), (3.6.8)

kurias galime traktuoti kaip parametro γ apatini� ir vir²utini� pasikliovimo r
eºius,
nes

P{γ(T ) ≤ γ|γ} = Q1, P{γ(T ) ≤ γ|γ} = 1−Q2. (3.6.9)

3.6.1 pavyzdys. Eksponentinio skirstinio parametro pasikliovimo r
eºiai. Tarkime, a. d. X
turi eksponentini� skirstini� X ∼ E(1/θ), 0 < θ <∞. Jo pasiskirstymo funkcija yra F (x, θ) =
1 − exp{−x/θ}. Tod
el atsitiktinis dydis Y = 1 − exp{−X/θ} ∼ U(0, 1). I²sprend¦ (3.6.7)
nelygybes, gauname parametro θ apatini� ir vir²utini� pasikliovimo r
eºius:

θ = θ(X) = −X ln(1−Q1), θ = θ(X) = −X lnQ2.
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Kad nagrin
ejam¡ metod¡ bu	tu� galima naudotiti platesnei skirstiniu� klasei,
i² pradºiu� suformuluosime pagalbini� rezultat¡ apie bet kokio atsitiktinio dydºio
T pasiskirstymo funkcij¡ F (t) = P{T ≤ t}. �is rezultatas yra (3.6.6) lygyb
es
apibendrinimas.

3.6.1 lema. Su bet kuriuo z ∈ [0, 1]

P{F (T ) ≤ z} ≤ z ≤ P{F (T − 0) < z}. (3.6.10)

Jeigu T yra absoliu£iai tolydus, tai

P{F (T ) ≤ z} = z, 0 ≤ z ≤ 1.

I�rodymas. I² pradºiu� parodysime, kad

P{F (T ) ≤ z} ≤ z, 0 ≤ z ≤ 1. (3.6.11)

Jei z = 1, tai P{F (T ) ≤ 1} ≤ 1. Fiksuokime z ∈ [0, 1) ir nagrin
ekime i�vairius
atvejus.

1) Lygties F (y) = z sprendinys egzistuoja. Paºym
ekime

y0 = sup{y : F (y) = z}.

Jei F (y0) = z, tai

P{F (T ) ≤ z} = P{F (T ) ≤ F (y0)} ≤ P{T ≤ y0} = F (y0) = z.

Jei F (y0) > z, tai

P{F (T ) ≤ z} ≤ P{F (T ) < F (y0)} ≤ P{T < y0} = F (y0 − 0) ≤ z.

2) Lygties F (y) = z sprendinys neegzistuoja. Bet tada egzistuoja toks y,
kad

F (y − 0) < z ir F (y) > z.

I² £ia i²plaukia

P{F (T ) ≤ z} ≤ P{F (T ) < F (y)} ≤ P{T < y} = F (y0 − 0) < z.

Taigi (3.6.10) nelygyb
e i�rodyta.
I�rodysime antr¡j¡ i² (3.6.9) nelygybiu�:

z ≤ P{F (T − 0) < z}, 0 ≤ z ≤ 1. (3.6.12)

Nagrin
ekime statistik¡ −T . Jos pasiskirstymo funkcija yra

F−(y) = P{−T ≤ y} = P{T ≥ −y} = 1− F (−y − 0).

Pritaikysime (3.6.10) nelygyb¦ pakeit¦ atitinkamai T, z, F i� −T, 1− z, F−:

P{F−(−T ) ≤ 1− z} ≤ 1− z =⇒ P{F (T − 0) ≥ z} ≤ 1− z
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=⇒ P{F (T − 0) < z} ≥ z, 0 ≤ z ≤ 1.

Jeigu F tolydi, tai F (t − 0) = F (t) ir i² (3.6.9) nelygybiu� i²plaukia, kad
P{F (T ) ≤ z} = z su visais z ∈ [0 1].

Lema i�rodyta.
N

3.6.1 teorema. (Bol²evo [4]). Tarkime, kad:
a) aib
e G atvira;
b) egzistuoja ma£ioji funkcija T = T (X, γ), priklausanti nuo imtiesX ir nuo

neºinomo parametro γ, kad su visais θ ir t ∈ R a. d. T pasiskirstymo funkcija

F (t, γ) = Pθ{T (X, γ) ≤ t}

priklauso tik nuo parametro γ;
c) su bet kuriuo �ksuotu x, x ∈ Rn, funkcijos

Ii(γ, x) = F (T (x, γ)− 0, γ), Is(γ, x) = F (T (x, γ), γ)

yra monotoni²kai maº
ejan£ios ir tolydºios pagal γ.
Tada
1) statistika

γ = γ(X) =

{
sup{γ : Ii(γ, X) ≥ Q1}, jei supremumas egzistuoja,
inf G, jei supremumas neegzistuoja,

(3.6.13)

yra parametro γ apatinis pasikliovimo r
eºis, kai pasikliovimo lygmuo yra Q1.
2) statistika

γ̄ = γ̄(X) =

{
inf{γ : Is(γ, X) ≤ 1−Q2}, jei in�mumas egzistuoja,
supG, jei in�mumas neegzistuoja,

(3.6.14)
yra parametro γ vir²utinis pasikliovimo r
eºis, kai pasikliovimo lygmuo yra Q2.

I�rodymas. 1) Paºym
ekime Q = Q1, o D = D(X) � i�vyki�

D = {egzistuoja γ toks, kad Ii(γ, X) ≥ Q}.

Tada turime

P{γ < γ} = P{{γ < γ} ∩D}+P{{γ < γ} ∩ D̄}

= P{{{supγ∗ : Ii(γ
∗, X) ≥ Q} < γ} ∩D}+P{{inf G < γ} ∩ D̄}

= P{{Ii(γ, X) < Q} ∩D}+P{D̄} ≥ P{{Ii(γ, X) < Q} ∩D}

+P{{Ii(γ, X) < Q} ∩ D̄} = P{Ii(γ, X) < Q} = P{F (T − 0, γ) < Q}.

Pritaik¦ (3.6.10) nelygyb¦, gauname

P{F (T − 0, γ) < Q} ≥ Q.
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2) I�rodoma analogi²kai.
N

3.6.1 i²vada. Jei tenkinamos teoremos s¡lygos ir x yra tokia X reik²m
e,
kad funkcijos Ii(γ, x) ir Is(γ, x) grieºtai maº
eja pagal γ, tai γ(x) ir γ̄(x) yra
lyg£iu�

Ii(γ(x), x) = Q1, Is(γ̄(x), x) = 1−Q2 (3.6.15)

²aknys.

3.6.2 i²vada. Jeigu tenkinamos teoremos a) ir b) s¡lygos, o s¡lygoje c)
nurodytos funkcijos Ii(γ, x) ir Is(γ, x) yra did
ejan£ios pagal γ, tai (3.6.13) ir
(3.6.14) apatini� ir vir²utini� r
eºius reikia sukeisti vietomis.

3.6.3 i²vada. Jeigu teoremoje nagrin
ejamo a. d. T (X, γ) skirstinys yra
absoliu£iai tolydusis, nepriklauso nuo neºinomo parametro γ ir pasiskirstymo
funkcija F (t) grieºtai did
eja, tai Ii(γ, X) = Is(γ, X) = F (T (X, γ)).

Taigi, jei T (X, γ) yra tolydi ir grieºtai maº
ejanti pagal γ, tai remiantis 4.6.1
i²vada γ ir γ̄ tenkina lygtis

T (X, γ) = t(Q1), T (X, γ̄) = t(1−Q2); (3.6.16)

£ia t(P ) yra a. d. T (X, γ) P kvantilis.
Jeigu T (X, γ) yra tolydi ir grieºtai did
ejanti pagal γ, tai γ ir γ̄ tenkina

lygtis
T (X, γ) = t(1−Q1), T (X, γ̄) = t(Q2). (3.6.17)

3.6.4 pastaba. Jei θ vienamatis ir egzistuoja vienmat
e pakankama statis-
tika T (kurios skirstinys priklauso tiktai nuo γ), tai ji gali bu	ti naudojama kaip
statistika, apibr
eºta Bol²evo teoremoje.

3.6.5 pastaba. Jei θ vienamatis ir pasiskirstymo funkcija F (x; θ) yra tolydi
ir grieºtai did
eja (maº
eja) pagal θ, tai egzistuoja 3.6.3 i²vadoje min
etas a. d.
T (X, θ), kurio skirstinys nepriklauso nuo neºinomo parametro. Pavyzdºiui,
galima naudoti statistik¡

T (X; θ) = −2

n∑
i=1

ln (1− F (Xi; θ)),

Kadangi 1−F (Xi; θ) turi tolygu�ji� skirstini� U(0; 1), tai −2 ln (1−F (Xi; θ)) ∼ χ2
2,

i = 1, . . . , n, ir T (X; θ) ∼ χ2(2n).

3.6.6 pastaba. Jei turime paprast¡j¡ imti� X i² skirstinio, priklausan£io
tiktai nuo mastelio ir postu	mio parametru�, t. y.

Xi ∼ f(x, µ, σ) =
1

σ
f

(
x− µ
σ

)
, x ∈ R, θ = (µ, σ)T ∈ R× (0,∞),

£ia f ºinoma, o θ̂ = (µ̂, σ̂)T yra parametro θ DT i�vertinys, tai a. d. T1(X, σ) =
σ̂/σ ir T2(X, σ) = (µ̂ − µ)/σ̂ ir bet kokios funkcijos T = g(T1, T2) skirstiniai
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nepriklauso nuo neºinomu� parametru�. Tai gali bu	ti panaudota parametru� µ
ir σ bei kai kuriu� ju� funkciju�, pavyzdºiui, p kvantilio x(p) = σF−1(p) + µ,
pasikliovimo intervalams rasti; £ia F (x) =

∫ x
−∞ f(u)du.

I² tikru�ju� tik
etinumo funkcija

L(θ) =
1

σn

n∏
i=1

f

(
Xi − µ
σ

)
,

jos logaritmas

`(θ) = −n lnσ +

n∑
i=1

g

(
Xi − µ
σ

)
;

£ia g = ln f . Informant
es

˙̀
µ(θ) = − 1

σ

n∑
i=1

g′
(
Xi − µ
σ

)
,

˙̀
σ(θ) = −n

σ
− 1

σ2

n∑
i=1

Xi g
′
(
Xi − µ
σ

)
. (3.6.18)

Paºym
ekime Yi = (Xi − µ)/σ. Atsitiktiniu� dydºiu� Yi ∼ f(x) skirstiniai neprik-
lauso nuo neºinomu� parametru�. Kadangi Xi = σYi + µ ir (Xi − µ̂)/σ̂ =
Yi/T1 − T2, tai i² (3.6.18) lygyb
es ir DT i�vertiniu� apibr
eºimo i²plaukia, kad
a. d. T1 ir T2 tenkina lygtis

n∑
i=1

g′ (Yi/T1 − T2) = 0,

n∑
i=1

Yig
′ (Yi/T1 − T2) + nT1 = 0. (3.6.19)

Tod
el ju� skirstiniai nepriklauso nuo neºinomu� parametru�. Paºym
ekime x̂(p) =
σ̂F−1(p) + µ̂ kvantilio x(p) = σF−1(p) + µ i�vertini�. Statistikos

Tp =
x̂(p)− x(p)

σ̂
= T2 + (1− 1/T1)F−1(p) (3.6.20)

skirstinys taip pat nepriklauso nuo neºinomu� parametru�. Taigi parametru� µ, σ,
x(p) pasikliovimo intervalams rasti galima pasinaudoti 3.6.3 i²vadoje nurodytu
metodu.

Reikia paºym
eti, kad kai kuriu� skirstiniu� atveju statistiku� T1, T2 ir Tp kvan-
tilius pavyksta rasti tiktai artutiniais metodais. Imtis Y1, . . . , Yn generuojama
i² skirstinio, kurio tikimybinis tankis yra f(x) (jis nepriklauso nuo neºinomu�
parametru�). Tada, pasinaudojus (3.6.18) lygtimis, (3.6.19) ir (3.6.20) lygyb
emis,
generuojamos statistiku� T1, T2 ir Tp realizacijos.

3.6.7 pastaba. Jeigu h(γ) yra tolydi ir did
ejanti parametro γ funkcija, tai
jos pasikliovimo r
eºiai yra

h = h(γ), h̄ = h(γ̄), (3.6.21)
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o jeigu h maº
ejanti, tai
h = h(γ̄), h̄ = h(γ). (3.6.22)

I² tikru�ju�, i�vykis {γ < γ} ekvivalentus i�vykiui {h(γ) < h(γ)}, jeigu funkcija h
did
ejanti; jeigu funkcija maº
ejanti, tai nelygyb
es pasikeis prie²ingomis. Atkreip-
sime d
emesi�, kad tai skiriasi nuo ta²kiniu� i�vertiniu�: jeigu γ̂ yra nepaslinktasis
ta²kinis γ i�vertinys, tai h(γ̂) daºniausiai nebus h(γ) nepaslinktasis i�vertinys.

3.6.8 pastaba. Kuriant daugiama£io parametro γ = γ(θ) ∈ G ⊂ Rk

pasikliovimo sritis, metod¡ galima modi�kuoti.
Tarkime, kad pasisek
e parinkti toki� ma£iu�ju� funkciju� rinkini� T1(X, γ), ...,

Tr(X, γ), kurio r-matis skirstinys nepriklauso nuo neºinomo parametro. Tada
imant bet kuri¡ ma£i¡j¡ aib¦ B ⊂ Rr, d
el kurios

P{(T1, ..., Tr) ∈ B} ≥ Q, (3.6.23)

egzistuoja tokia aib
e

Ck = {γ : (T1(X, γ), · · · , Tr(X, γ)) ∈ B} ⊂ G, (3.6.24)

kuri¡ galima traktuoti kaip parametro γ pasikliovimo lygmens Q pasikliovimo
sriti�.

3.6.2 pavyzdys. Normaliojo skirstinio vidurkio pasikliovimo r
eºiai. Tegu X = (X1, ...,
Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, 1), −∞ < µ < ∞. Pilnosios ir pakankamosios
statistikos T = X̄ pasiskirstymo funkcija F (x|µ, 1/n) = Φ((x − µ)

√
n) su kiekvienu x ∈ R

monotoni²kai maº
eja pagal µ. Pagal (3.6.7) pasikliovimo r
eºiai µ ir µ gaunami sprendºiant
lygtis

F (X̄|µ,
1

n
) = Q1, F (X̄|µ,

1

n
) = 1−Q2,

i² kuriu� gauname

µ = X̄ − z1−Q1

1
√
n
, µ = X̄ + z1−Q2

1
√
n
.

Pasikliovimo r
eºiams rasti buvo galima pasinaudoti 3.6.3 i²vada. Funkcijos
√
n(X̄ − µ) ∼

N(0, 1) skirstinys absoliu£iai tolydusis, nepriklauso nuo neºinomo parametro ir ²i funkcija
monotoni²kai maº
ejanti pagal µ, tod
el pasikliovimo r
eºius galima rasti pagal (3.6.16) formules,
t. y. sprendºiant lygtis

√
n(X̄ − µ) = z1−Q1

,
√
n(X̄ − µ) = zQ2

= −z1−Q2
.

3.6.3 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro pasikliovimo r
eºiai. Tegu paprastoji
imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint Puasono a. d. X ∼ ∼ P(λ), λ > 0. Pakankamosios
statistikos T = X1 + · · ·+Xn ∼ P(nλ) pasiskirstymo funkcija (ºr. 2.5.2 skyreli�) yra

F (k, λ) =

k∑
j=1

(nλ)j

j!
e−nλ = P{χ2

2k+2 > 2nλ} = P(2nλ, 2k + 2);

£ia
P(x, n) = P{χ2

n ≥ x}.
Be to,

F (k − 0, λ) =

k−1∑
j=1

(nλ)j

j!
e−nλ = P(2nλ, 2k), (k = 1, 2, ...),

FT (k − 0, λ) = 0, jei k = 0.
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Bol²evo teoremoje minimos funkcijos Ii ir Is yra tokios:

Ii(λ, X) =

{
P(2nλ, 2T ), jei T > 0,
0, jei T = 0;

Is(λ, X) = P(2nλ, 2T + 2).

�ios funkcijos yra grieºtai maº
ejan£ios pagal λ, jei T > 0. Remiantis Bol²evo teorema,
parametro λ pasikliovimo r
eºiai randami i² lyg£iu�

P(2nλ, 2T ) = Q1, P(2nλ̄, 2T + 2) = 1−Q2.

Taigi

λ =
1

2n
χ2
Q1

(2T ), λ̄ =
1

2n
χ2

1−Q2
(2T + 2). (3.6.25)

Jeigu T = 0, tai Ii(λ, X) = 0, t. y. n
era tokio λ, kad Ii(λ, X) ≥ Q1. Tada i² Bol²evo
teoremos i²plaukia λ = infλ>0 λ =0.

Jeigu Q1 = Q2, tai (λ, λ̄) yra parametro λ pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo

lygmuo yra Q = 2Q1 − 1.

3.6.4. Asimptotiniai pasikliovimo intervalai

Palyginti retai statistiku� skirstinius pavyksta i²reik²ti ºinomomis funkcijomis.
Daºnai kur kas lengviau apskai£iuoti ju� asimptotinius skirstinius, kai imties
didumas n → ∞. Neºinodami funkcijos T (X, θ) skirstinio, negalime rasti
kvantiliu� t(Q) ir pasikliovimo intervalo (θ, θ̄). Ta£iau pasinaudoj¦ asimptotiniu
funkcijos T (X, θ) skirstiniu galime rasti apytiksli� pasikliovimo interval¡.

Visu� pirma aptarsime vienma£io parametro atveji�.

1. Tarkime, kad turime paprast¡j¡ imti�

X = (X1, . . . , Xn)T , Xi ∼ f(x;θ), θ = (θ1, . . . , θm)T ∈ Θ ⊂ Rm.

Jei egzistuoja funkcijos γ : Θ → G ⊂ R tolydºios pirmosios eil
es dalin
es
i²vestin
es, tenkinamos 3.5.3 (arba 3.5.4) teoremos prielaidos, γ̂n = γ(θ̂) yra
parametro γ = γ(θ) DT i�vertinys, tai, remiantis (3.5.3) (ar analogi²ka) i²vada,

√
n(γ̂n − γ)

d→ Y ∼ N(0, σ2
γ); (3.6.26)

£ia σ2
γ = γ̇T (θ)i−1(θ)γ̇(θ), o i(θ) yra a. d. X1 Fi²erio informacin
e matrica.

Parametro σ2
γ pagri�stasis i�vertinys yra

σ̂2
γ = −nγ̇T (θ̂)῭−1(θ̂)γ̇(θ̂),

taigi √
n(γ̂n − γ)/σ̂γ

d→ Z ∼ N(0, 1). (3.6.27)

Atsitiktinio dydºio (γ̂n−γ)/σ̂γ skirstinys aproksimuojamas standartiniu norma-
liuoju skirstiniu. Jei n yra didelis, ²is a. d. maº
eja pagal γ. Taigi i² 3.6.3 i²vados
i²plaukia, kad apytiksliai apatinis Q1 ir vir²utinis Q2 parametro γ pasikliovimo
r
eºiai tenkina lygtis (ºr. (3.6.16) formules)

√
n(γ̂n − γ)/σ̂γ = z1−Q1

,
√
n(γ̂n − γ)/σ̂γ = zQ2

.
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I² £ia gauname

γ = γ̂n −
σ̂γ√
n
z1−Q1 , γ = γ̂n +

σ̂γ√
n
z1−Q2 ; (3.6.28)

£ia zP yra standartinio normaliojo skirstinio P -oji kritin
e reik²m
e.
Intervalas (

γ̂n −
σ̂γ√
n
zα, γ̂n +

σ̂γ√
n
zα

)
(3.6.29)

yra parametro γ aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo
Q = 1− 2α.

Kai ie²koma parametro θ atskiros koordinat
es γ = θi pasikliovimo intervalo,
γ̇(θ) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T ; £ia vienetas yra i-ojoje pozicijoje. Tod
el visose
formul
ese imame σ̂2

γ = Îii; £ia Îii yra matricos Î = −n῭−1(θ̂) i-asis i�striºain
es
elementas.

2. Kitas asimptotiniu� intervalu� sudarymo bu	das grindºiamas (3.6.26) rezul-
tatu. Ta£iau, uºuot paketus σ2

γ jos pagri�stuoju i�vertiniu, γ atºvilgiu sprendºiama
nelygyb
e

n
(γ̂n − γ)2

σ2
γ

< z2
α.

Jeigu ²ios nelygyb
es sprendinys yra intervalas (a(γ̂n); b(γ̂n)), tai lygmens Q =
1− 2α asimptotinis pasikliovimo intervalas yra

(γ; γ) = (a(γ̂n); b(γ̂n)). (3.6.30)

3. Tre£ias asimptotinio pasikliovimo intervalo radimo bu	das taip pat grin-
dºiamas (3.6.26) rezultatu. Ta£iau, uºuot ribin¦ dispersij¡ σ2

γ pakeitus jos
pagri�stuoju i�vertiniu, ie²koma tokia monotonin
e dispersij¡ stabilizuojanti trans-
formacija λ = λ(γ), kad parametro λ DT i�vertinio λ̂ = λ(γ̂) ribin
e dispersija
bu	tu� lygi 1. Tada kuriant parametro λ, o d
el transformacijos monotini²kumo ir
γ, asimptotini� pasikliovimo interval¡ nereikia vertinti ribin
es dispersijos.

Tai galima padaryti, jei a. d. sekos
√
n(γ̂n − γ) ribin
e dispersija priklauso

tiktai nuo parametro γ:

√
n(γ̂n − γ)

d→ Y ∼ N(0, σ2(γ)). (3.6.31)

Tada √
n(λ̂n − λ)

d→ V ∼ N(0, λ̇2(γ)σ2(γ)). (3.6.32)

Ribin
e dispersija lygi 1, jei λ̇2(γ)σ2(γ) = 1. Integruodami gauname, kad dis-
persij¡ stabilizuojanti transformacija yra pavidalo

λ(γ) =

∫
dγ

σ(γ)
. (3.6.33)
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Kadangi a. d.
√
n(λ̂n−λ) skirstinys aproksimuojamas standartiniu normaliuoju

skirstiniu, tai lygiai taip pat kaip ir pirmu atveju intervalas

(λ, λ̄) =

(
λ̂n − zα

1√
n
, λ̂n + zα

1√
n

)
yra parametro λ pasikliovimo lygmens Q = 1− 2α aproksimacinis pasikliovimo
intervalas.

Jei funkcija λ = λ(γ) did
eja, tai jos atvirk²tin¦ funkcij¡ paºym
ej¦ ϕ, gau-
name, kad

(γ, γ̄) = (ϕ(λ), ϕ(λ̄)) (3.6.34)

yra parametro γ pasikliovimo lygmens Q = 1− 2α aproksimacinis pasikliovimo
intervalas.

3.6.4 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro asimptotiniai intervalai. Per 10 darbo
dienu�, kuriu� trukm
e 7 valandos, �rmoje uºregistruoti tokie klientu� telefono skambu£iu� skai£iai:
25; 30; 18; 39; 14; 21; 27; 40; 28; 16. Tarkime, kad skambu£iu� srautas yra puasoninis su inten-
syvumu λ(skambu£iu�/per valand¡). Rasime parametro λ lygmens Q = 0, 95 asimptotinius
pasikliovimo intervalus.

Gautus steb
ejimus traktuosime kaip didumo n = 10 paprastosios imties, gautos stebint
a. d. X ∼ P(Λ), Λ = kλ, k = 7, realizacij¡. Parametro λ = Λ/k DT i�vertinys yra λ̂ =

Λ̂/k = Sn/(nk); £ia Sn = X1 + ...+Xn. Vieno steb
ejimo informacijos apie Puasono skirstinio
parametr¡ kiekis yra 1/Λ. Taigi σ2

λ = (1/k)Λ(1/k) = λ/k. Gauname (3.6.26) konvergavim¡
√
n(γ̂n − γ)

d→ Y ∼ N(0, λ/k)

ir pasikliovimo intervalo (3.6.29) realizacij¡

(λ̂(1− zα/
√
nk); λ̂(1 + zα/

√
nk)) = (2, 822; 4, 549).

Spr¦sdami nelygyb¦
nk(λ̂− λ)2/λ2 < z2

α

gauname pasikliovimo intervalo (3.6.30) realizacij¡

(λ̂/(1 + zα/
√
nk); λ̂/(1− zα/

√
nk)) = (2, 986; 4, 814).

Dispersij¡ stabilizuojanti transformacija yra 2
√
λ̂. Gauname pasikliovimo intervalo (3.6.34)

realizacij¡
((λ̂− zα/(2

√
nk))2; (λ̂+ zα/(2

√
nk))2) = (3, 613; 4, 557).

�is pavyzdys yra iliustracinis, norint parodyti (3.6.29), (3.6.30), (3.6.34) formuliu� taikym¡.
Tikslus Puasono pasikliovimo intervalas pateiktas 3.6.3 pavyzdyje. Gauname tikslaus

reik²mingumo lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo intervalo realizacij¡

(λ;λ) = (
1

2nk
χ2

0,975(570);
1

2nk
χ2

0,025(572)) = (3, 612; 4, 573).

Matome, kad aproksimacinis intervalas, gautas taikant dispersij¡ stabilizuojan£i¡ trans-

formacij¡, yra kur kas artimesnis tiksliam intervalui.

3.6.9 pastaba. Pirmasis bu	das apibendrinamas daugiama£io parametro
atvejui: jei γ̂n = γ(θ̂n) yra k-ma£io parametro γ = γ(θ) DT i�vertinys ir
tenkinamos 3.5.4 i²vados s¡lygos, tai

H = −(γ̂n − γ)T
{
γ̇T (θ̂n)῭−1(θ̂n)γ̇(θ̂n)

}−1

(γ̂n − γ)
d→ χ2

k.

Taigi aib
e
C(X) = {γ : H < χ2

1−Q(k)} (3.6.35)

yra apytiksl
e pasikliovimo lygmens Q parametro γ pasikliovimo sritis.
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3.7. Parametru� i�vertiniu� pavyzdºiai

Pateiksime daºniausiai taikomu� skirstiniu� parametru� ta²kinius ir intervalinius
i�vertinius.

3.7.1. Vienamatis normalusis skirstinys

Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2),
−∞ < µ <∞, σ > 0. Statistika (X̄, s2)T , £ia

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,

yra pilnoji ir pakankamoji (ºr. 3.4.3 skyreli�). Kadangi EµX̄ = µ, Eσ2s2 = σ2,
tai (X̄, s2)T yra parametro (µ, σ2)T NMD i�vertinys, turintis ²ias savybes (ºr.
2.5.2 skyreli�):

√
n
X̄ − µ
σ

∼ N(0, 1),
s2(n− 1)

σ2
∼ χ2(n− 1),

√
n
X̄ − µ
s
∼ S(n− 1). (3.7.1)

Pasinaudoj¦ 3.6.3 i²vada, gauname parametru� µ ir σ pasikliovimo intervalus:

(µ, µ) = (X̄ − tα(n− 1)
s√
n
, X̄ + tα(n− 1)

s√
n

),

(σ2, σ2) =

(
s2(n− 1)

χ2
1−α(n− 1)

,
s2(n− 1)

χ2
α(n− 1)

)
, (3.7.2)

kai pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α.
3.7.1 pastaba. Jeigu dispersija σ2 ºinoma, tai parametro µ NMD i�vertinys

yra X̄. Pasinaudoj¦ pirm¡ja (3.7.1) lygybe, gauname parametro µ pasikliovimo
interval¡

(µ, µ) = (X̄ − zα
σ√
n
, X̄ + zα

σ√
n

). (3.7.3)

3.7.2 pastaba. Jeigu vidurkis µ ºinomas, tai parametro σ2 NMD i�vertinys
yra

s2
0 =

1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2,
s2

0n

σ2
∼ χ2(n). (3.7.4)

Palygin¦ ²ias ir (3.7.1) formules, matome, kad parametro σ2 pasikliovimo
intervalas skirsis nuo (3.7.2) tik tuo, kad s2 reikia pakeisti i� s2

0, o vietoje n− 1
i�ra²yti n.

3.7.3 pastaba. Vidutinio kvadratinio nuokrypio σ pasikliovimo intervalas
(ºr. 3.6.7 pastab¡) yra

(σ, σ) = (
√
σ2,

√
σ2). (3.7.5)
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Ta²kiniai parametro σ i�vertiniai s arba s0 yra paslinktieji. Nepaslinktuosius
(ir NMD) i�vertinius gauname i�ved¦ pataisas

σ̂ =
s

Mn−1
, σ̂ =

s0

Mn
;

£ia

Mν =

√
2

ν

Γ((ν + 1)/2)

Γ(ν/2)
.

3.7.1 pavyzdys. Normaliojo skirstinio parametru� ta²kiniai ir intervaliniai i�ver£iai. Pa-
matuota 25 atsitiktinai atrinktu� Panev
eºio gamyklos "Ekranas" kineskopu� vieno spindulio
srov
es stiprumas X:

6,31; 6,43; 6,46; 6,39; 6,30; 6,49; 6,32; 6,25; 6,29; 6,43; 6,62; 6,43; 6,41; 6,22; 6,38; 6,22;
6,37; 6,27; 6,18; 6,26; 6,20; 6,41; 6,20; 6,25; 6,25

Tardami, kad buvo steb
etas normalusis a. d., rasime parametru� µ, σ2, σ ta²kiniu� ir inter-
valiniu� (Q = 0, 95) i�vertiniu� realizacijas.

Parametru� NMD ta²kiniu� i�vertiniu� realizacijos yra

µ̂ = X̄ = 6, 3336; σ̂2 = s2 = 0, 0120; σ̂ = s/M24 = 0, 1107.

Pagal (3.7.3), pasinaudoj¦ 2 priedo 2.P.4 lentele, gauname

(µ;µ) = (6, 3336− 2, 0639
√

0, 0120/5; 6, 3336 + 2, 0639
√

0, 0120/5) = (6, 2884; 6, 3788).

Remdamiesi (3.7.2) ir pasinaudoj¦ 2 priedo 2.P.3 lentele, gauname

(σ2;σ2) =

(
24 · 0, 0120

39, 364
;

24 · 0, 0120

12, 401

)
= (0, 0073; 0, 0232);

(σ;σ) = (
√
σ2;
√
σ2) = (0, 0855; 0, 1524).

3.7.2. Dvieju� normaliu�ju� im£iu� uºdaviniai

Tarkime, X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra paprastosios imtys, gautos
stebint n. a. d. X ∼ N(µ1, σ

2
1) ir Y ∼ N(µ2, σ

2
2); −∞ < µ1, µ2 < +∞, 0 <

σ1, σ2 < +∞. Atsitiktinio vektoriaus (XT , Y T )T skirstinys priklauso ketur-
parametrei eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai su piln¡ja ir pakankam¡ja statistika
T = (

∑
iXi,

∑
i Yi,

∑
iX

2
i ,
∑
i Y

2
i )T . Tod
el bet kurios T funkcijos yra savo

vidurkio NMD i�vertiniai. Pavyzdºiui, parametru� µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 NMD i�vertiniai

yra

µ̂1 = X̄ =
1

m

m∑
i=1

Xi, µ̂2 = Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi;

σ̂2
1 = s2

1 =
1

m− 1

m∑
i=1

(Xi − X̄)2, σ̂2
2 = s2

2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2.

Parametru� µ1, µ2, σ1, σ2 pasikliovimo intervalai randami naudojant 3.7.1 sky-
relio formules.

Aptarsime kitu� parametru� i�vertinius.
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1. Tegu σ2
1 = σ2

2 = σ2, 0 < σ <∞. Tada parametro σ2 NMD i�vertinys yra

σ̂2 = s2 =
(m− 1)s2

1 + (n− 1)s2
2

m+ n− 2
,
s2(m+ n− 2)

σ2
∼ χ2(m+ n− 2). (3.7.6)

Palygin¦ su (3.7.1) formul
emis sudarome parametro σ2 pasikliovimo interval¡,
analogi²k¡ (3.7.2) intervalui (tereikia pakeisti n−1 i� m+n−2 ir naudoti i�vertini�
(3.7.6)).

2. Parametro θ = µ1 − µ2 ta²kinis NMD i�vertinys yra

θ̂ = X̄ − Ȳ ∼ N
(
θ,

σ2
1

m
+
σ2

2

n

)
;

X̄ − Ȳ − θ√
σ2

1/m+ σ2
2/n
∼ N(0, 1). (3.7.7)

Jeigu dispersijos σ2
1 ir σ2

2 bu	tu� ºinomos, tai gal
etume sudaryti parametro θ
pasikliovimo interval¡, analogi²k¡ (3.7.3) intervalui:(

X̄ − Ȳ − zα/2

√
σ2

1

m
+
σ2

2

n
, X̄ − Ȳ + zα/2

√
σ2

1

m
+
σ2

2

n

)
.

Jeigu yra ºinomas dispersiju� santykis k = σ2
1/σ

2
2 , tai parametro θ pasik-

liovimo interval¡ gauname remdamiesi tuo, kad a. d.

X̄ − Ȳ − θ√
s2

1(m− 1) + ks2
2(n− 1)

√
kmn(m+ n− 2)

kn+m
∼ S(m+ n− 2)

yra pasiskirst¦s pagal Stjudento d
esni� su m+n−2 laisv
es laipsniu�. Pasikliovimo
intervalo, kai pasikliovimo lygmenuo Q = 1− 2α, r
eºiai yra

θ = θ̂ − tα(m+ n− 2)σθ̂, θ = θ̂ + tα(m+ n− 2)σθ̂,

σθ̂ =

(
(s2

1(m− 1) + ks2
2(n− 1))(kn+m)

kmn(m+ n− 2)

)1/2

. (3.7.8)

Jeigu neºinomas ir dispersiju� santykis, tai statistikos T ir parametro θ funkcija,
kurios skirstinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru�, neegzistuoja. Tod
el ²iuo
atveju tenka apsiriboti apytiksliais pasikliovimo intervalais.

3. Parametro β = σ2
1/σ

2
2 pasikliovimo interval¡ randame, remdamiesi tuo,

kad funkcija
βs2

2

s2
1

∼ F (n− 1, m− 1)

yra monotonin
e β atºvilgiu, o jos skirstinys nepriklauso nuo neºinomu� parametru�.
Remdamiesi 3.6.3 i²vada, gauname pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lyg-
muo Q = 1− 2α, r
eºius

β =
s2

1

s2
2

F1−α(n− 1, m− 1), β =
s2

1

s2
2

Fα(n− 1, m− 1); (3.7.9)
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£ia Fα(m, n) � Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e.

3.7.2 pavyzdys. (3.7.1 pavyzdºio t¦sinys). Dvieju� normaliu�ju� skirstiniu� palygini-

mas. Buvo pamatuotas tas pats parametras kaip ir 3.7.1 pavyzdyje, 15 atsitiktinai atrinktu�
kineskopu�, pagamintu� kitu laikotarpiu:

6,11; 6,22; 6,20; 6,35; 6,30; 6,25; 6,36; 6,16; 6,14; 6,07; 6,29; 6,44; 6,39; 6,28; 6,33.

Tar¦, kad ²ios dvi imtys gautos stebint nepriklausomus normaliuosius a. d., rasime para-
metru� β = σ2

1/σ
2
2 ir θ = µ1 − µ2 ta²kiniu� ir intervaliniu� i�vertiniu� realizacijas.

Pagal ²io pratimo duomenis gauname parametru� µ2 ir σ2
2 i�ver£ius

µ̂2 = Ȳ = 6, 2593, σ̂2
2 = s22 = 0, 0117.

Parametru� µ1 ir σ2
1 i�ver£iai surasti 3.7.1 pavyzdyje: µ̂1 = 6, 3336; s21 = 0, 0120.

Parametro β ta²kinis i�vertis β̂ = s21/s
2
2 = 1, 0256. Naudodami 2 priedo 2.P.5 lentel¦

gauname pasikliovimo lygmens Q = 0, 9 parametro β pasikliovimo interval¡ (3.7.9):

β =
s21
s22
F0,95(14, 24) =

s21
s22

1

F0,05(24, 14)
= 0, 4815; β =

s21
s22
F0,05(14, 24) = 1, 3465.

Kadangi ²is intervalas uºdengia 1, tai tarsime, kad dispersijos σ2
1 ir σ2

2 yra vienodos. Tada
parametro θ pasikliovimo lygmens Q = 0, 9 pasikliovimo interval¡ randame pagal (3.7.8):

σθ̂ = 0, 0924; θ = X̄ − Ȳ − σθ̂t0,05(38) = −0, 0815, θ = X̄ − Ȳ + σθ̂t0,05(38) = 0, 2650.

3.7.3. Dvimatis normalusis skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, gauta stebint dvimati� a. v.

(X, Y )T ∼ N2(µ, Σ), µ = (µ1, µ2)T , −∞ < µ1, µ2 < +∞; Σ =
[σij ]2×2, σ11 = σ2

1 , σ22 = σ2
2 , σ12 = σ21 = %σ1σ2, 0 < σ1, σ2 < +∞, −1 < % <

1.
Atsitiktinio vektoriaus (X, Y )T skirstinys priklauso penkiu� parametru� µ1, µ2,

σ2
1 , σ

2
2 , % eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai. Pilnoji ir pakankamoji statistika yra

T = (
∑
iXi,

∑
i Yi,

∑
iX

2
i ,
∑
i Y

2
i ,

∑
iXiYi)

T . Kiekviena T funkcija yra
savojo vidurkio NMD i�vertinys. Taigi parametru� µ1, µ2, σ

2
1 , σ

2
2 ta²kiniai ir

intervaliniai i�vertiniai randami analogi²kai kaip ir stebint vienmati� normalu�ji�
a. d.

Koreliacijos koe�ciento % ta²kiniu i�vertiniu paprastai imamas jo empirinis
analogas

%̂ = r =

∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑

i(Xi − X̄)2
∑
i(Yi − Ȳ )2

. (3.7.10)

Statistikos r tankio funkcija pateikta ²io vadov
elio IV dalies 4.1 skyrelyje.
Statistikos r pasiskirstymo funkcija F (x, %) yra monotoni²kai did
ejanti pagal %,
tod
el, remiantis Bol²evo teorema, pasikliovimo intervalo (%, %), kai pasikliovimo
lygmuo Q = 1− 2α, r
eºiai randami i² lyg£iu�

F (r, %) = 1− α, F (r, %) = α. (3.7.11)

I²spr¦sti (3.7.11) lygtis % ir % atºvilgiu gana sunku, tod
el daºniau naudo-
jami apytiksliai pasikliovimo intervalai. Statistika r asimptoti²kai (n → ∞)
pasiskirs£iusi pagal normalu�ji� d
esni� (ºr. 2.28 pratim¡)

√
n
r − %
1− %2

d→ Z ∼ N(0, 1),
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ta£iau konvergavimas i� normalu�ji� skirstini� gana l
etas, ypa£ kai % artimas ±1
ir r skirstinys yra labai asimetri²kas. Tod
el rekomenduojama taikyti Fi²erio
pasiu	lyt¡ aproksimacij¡, pagal kuri¡ atliekama dispersij¡ stabilizuojanti trans-
formacija (ºr. 3.6.4 skyreli�)

V = V (r) =
1

2
ln

1 + r

1− r
(3.7.12)

ir gaunamas konvergavimas

√
n− 3 (V (r)− V (%))

d→ Z ∼ N(0, 1).

Pritaik¦ ²i¡ aproksimacij¡ ir pasinaudoj¦ 3.6.7 pastaba, gauname apytiksli�
pasikliovimo interval¡, kurio r
eºiai yra

% =
e2V1 − 1

e2V1 + 1
, % =

e2V2 − 1

e2V2 + 1
, (3.7.13)

V1 =
1

2
ln

1 + r

1− r
− zα

1√
n− 3

, V2 =
1

2
ln

1 + r

1− r
+ zα

1√
n− 3

.

3.7.4 pastaba. Jeigu paprastoji imtis gauta stebint a. v. X = (X1, ..., Xn)T

∼ Nk(µ, Σ), k > 2, tai koordina£iu� Xi irXj koreliacijos koe�ciento i�vertinys
rij priklauso tik nuo koordina£iu� Xi ir Xj steb
ejimu�. Tod
el i�vertinio rij savyb
es
analogi²kos gautoms dvima£io normaliojo skirstinio atveju.

Parametro θ = µ1−µ2 ta²kinis NMD i�vertinys yra θ̂ = X̄− Ȳ . Pasikliovimo
interval¡ galima sudaryti remiantis tuo, kad Z = X − Y ∼ N(θ, σ2), σ2 =
σ2

1 + σ2
2 + 2ρσ1σ2. I�vertin¦ dispersij¡

σ̂2 = s2
Z =

1

n− 1

n∑
i=1

(Zi − Z̄)2

gauname lygmens Q = 1− α pasikliovimo interval¡

(θ; θ) = (θ̂ − tα/2(n− 1)
sZ√
n

; θ̂ + tα/2(n− 1)
sZ√
n

).

3.7.3 pavyzdys. (3.7.1 pavyzdºio t¦sinys). Dvima£io normaliojo skirstinio parametru�

i�ver£iai. Buvo pamatuota tu� pa£iu� 25 kineskopu�, kaip ir 3.7.1 pavyzdyje, kito spindulio srov
es
stiprumas Y :

6,46; 6,31; 6,37; 6,29; 6,25; 6,38; 6,23; 6,20; 6,26; 6,26; 6,58; 6,57; 6,31; 6,24; 6,20; 6,14;
6,25; 6,24; 6,02; 6,27; 6,21; 6,36; 6,15; 6,29; 6,12.

Sujung¦ ²iu� pratimu� duomenis ir tar¦, kad buvo steb
etas dvimatis normalusis vektorius
(X,Y )T , rasime parametru� θ, ρ ta²kiniu� ir intervaliniu� (Q = 0, 95) i�vertiniu� realizacijas. Ran-
dame

θ̂ = X̄ − Ȳ = Z̄ = 6, 3336− 6, 2734 = 0, 0552.

Imdami skirtumus Zi = Xi − Yi, i = 1, ..., 25 i�vertiname dispersij¡

σ̂2 = s2Z =
1

n− 1

n∑
i=1

(Zi − Z̄)2 = 0, 007034, sZ = 0, 0839.
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ir gauname pasikliovimo interval¡

(θ; θ) = (0, 0552− 2, 0639 · 0, 0839/5; 0, 0552 + 2, 0639 · 0, 0839/5) = (0, 0206; 0, 0898).

Pagal turimus duomenis parametro ρ ta²kinio i�vertinio (3.7.10) realizacija yra
r = 0, 7590. Apskai£iuojame

V1 =
1

2
ln

1 + r

1− r
− zα

1
√
n− 3

= 0, 5760, V2 =
1

2
ln

1 + r

1− r
+ zα

1
√
n− 3

= 1, 4117

ir, naudodami Fi²erio aproksimacij¡, gauname apytiksli� pasikliovimo interval¡ (3.7.13)

(ρ; ρ) = (0, 5197; 0, 8879).

3.7.4. Skirstiniai, susij¦ su normaliuoju skirstiniu

1. Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X,
kurio skirstinys yra lognormalusis, t. y. X ∼ LN(µ, σ),−∞ < µ < +∞, σ > 0.

Kadangi Y = (Y1, ..., Yn)T , Yi = lnXi yra paprastoji imtis, gauta stebint
a. d. Y ∼ N(µ, σ2), tai, vertinant parametrus µ, σ2 ar ju� funkcijas, naudojami
3.7.1 skyrelio metodai, jeigu prie² skai£iavimus atliekama transformacija Yi =
lnXi, i = 1, ..., n.

2. Tarkime, X = (Xi, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X,
turinti� pusiau normalu�ji� skirstini�, kurio parametras σ > 0 (ºr. 1.P.2 lentel¦).
Parametro σ2 NMD i�vertinys yra

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i ,

σ̂2n

σ2
∼ χ2(n). (3.7.14)

Pasikliovimo interval¡ gauname analogi²k¡ (3.7.2) intervalui.

3. Tarkime, X = (Xi, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X,
turinti� Rel
ejaus skirstini�, kurio parametras σ > 0 (ºr. 1.P.2 lentel¦). Parametro
σ2 NMD i�vertinys

σ̂2 =
1

2n

n∑
i=1

X2
i ,

2nσ̂2

σ2
∼ χ2(2n). (3.7.15)

Pasikliovimo interval¡ gauname analogi²kai (3.7.2) intervalui.

3.7.4 pavyzdys. Rel
ejaus skirstinio parametro ta²kinis ir intervalinis i�ver£iai. �audant
i� taikini� yra i²matuotas atstumas nuo pataikymo vietos iki taikinio centro. Atlikus 20 ²u	viu�,
gauti tokie rezultatai:

3,56; 0,61; 1,88; 1,02; 2,03; 1,69; 0,57; 3,02; 4,11; 3,62; 1,27; 2,15; 1,91; 3,99; 2,78; 2,60;
2,41; 2,60; 2,31; 2,21.

Tardami, kad turimi duomenys yra paprastosios imties, gautos stebint a. d. turinti� Rel
ejaus
skirstini�, realizacija, rasime parametro σ2 ta²kinio ir intervalinio (Q = 0, 95) i�vertinio realiza-
cijas.

Randame

σ̂2 =
1

2n

n∑
i=1

X2
i =

127, 1196

40
= 3, 1780.
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Pasinaudoj¦ 2 priedo 2.P.3 lentele gauname pasikliovimo intervalo r
eºius:

σ2 =
40σ̂2

59, 342
= 2, 142, σ2 =

40σ̂2

24, 433
= 5, 203.

4. Tarkime, X = (Xi, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X,
turinti�Maksvelo skirstini�, kurio parametras σ > 0 (ºr. 1.P.2 lentel¦). Parametro
σ2 NMD i�vertinys yra

σ̂2 =
1

3n

n∑
i=1

X2
i ,

3nσ̂2

σ2
∼ χ2(3n). (3.7.16)

Pasikliovimo interval¡ gauname analogi²kai (3.7.2) intervalui.

5. Tarkime, X = (Xi, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X,
turinti� Ko²i skirstini�, kurio parametrai −∞ < µ < +∞, σ > 0 (ºr. 1.P.2
lentel¦). Net pirmasis ²io skirstinio momentas neegzistuoja. Parametras µ yra
skirstinio mediana, σ � mastelio parametras.

Parametro µ ta²kiniu i�vertiniu imkime empirin¦ median¡ µ̂ = x̂0,5 = X([n/2]+1).
Asimptoti²kai (n→∞) ²is i�vertinys yra normalusis (ºr. 3.3.4 skyreli�):

√
n(x̂0,5 − µ)

d→ Y ∼ N(0, π2σ2/4). (3.7.17)

Parametro σ i�vertinys

σ̂ = (x̂0,25 − x̂0,75)/2,

asimptoti²kai (n→∞) yra normalusis (ºr. 3.3.4 skyreli�):

√
n(σ̂ − σ)

d→ Y ∼ N(0, π2σ2/4). (3.7.18)

Jeigu parametrus µ ir σ vertintume DT metodu, tai gautieji i�vertiniai µ̃
ir σ̃ bu	tu� asimptoti²kai normalieji ir efektyvieji. I�vertiniu� µ̃ ir σ̃ asimptotin
es
dispersijos lygios 2σ2/n (ºr. 3.5.9 pavyzdi�). Taigi i�vertiniu� µ̂ ir σ̂ ASE, palyginti
su DT i�vertiniais µ̃ ir σ̃, yra 8/π2 ≈ 0, 81. Tai yra naudojant DT metod¡, reikia
apie 19 procentu� maºiau stebiniu� tam pa£iam tikslumui pasiekti. DT i�vertinius
galima rasti iteraciju� metodu (ºr. 3.5.2 skyreli�). Pirmuoju artiniu galime imti
(3.7.17) ir (3.7.18) i�vertinius.

Apytikslius parametru� pasikliovimo intervalus galima rasti naudojantis ta²ki-
niu� i�vertiniu� asimptotiniais skirstiniais.

3.7.5 pavyzdys. Ko²i skirstinio parametro i�ver£iai. Stebint a. d X ∼ K(µ, 1) gauta
tokia didumo n = 21 paprastosios imties realizacija:

13,30; 1,78; -2,15; 6,88; 4,42; 3,51; 12,00; 4,64; 6,73; 4,98; 4,55; 7,23; 5,51; 3,22; 3,18; 5,40;
14,23; 5,42; 4,17; 4,00; 8,29.

Rasime parametro µ ta²kini� ir intervalini� (Q = 0, 95) i�ver£ius.
Momentu� metodu (ºr. 3.5.3 pastab¡) parametro µ ta²kinis i�vertinys yra empirin
e mediana

x̂(1/2). Pagal turimus duomenis ²io i�vertinio realizacija yra µ̂ = X(11) = 4, 98. Apytiksli�
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pasikliovimo interval¡ gauname aproksimuodami normaliuoju skirstiniu su dispersija π2/(4n).
Apytikslio pasikliovimo intervalo r
eºiai:

µ = µ̂− πz0,025/(2
√
n) = 4, 3082, µ = µ̂+ πz0,025/(2

√
n) = 5, 6518.

Remiantis DT metodu (ºr. 3.5.9 pavyzdi�), parametro µ i�ver£iui rasti reikia spr¦sti lygti�

n∑
i=1

Xi − µ
1 + (Xi − µ)2

= 0.

I²sprend¦ gauname ta²kini� i�verti� µ̃ = 4, 7535. Apytiksli� pasikliovimo interval¡ gauname
aproksimuodami normaliuoju skirstiniu su dispersija 2/n. Apytikslio pasikliovimo intervalo
r
eºiai:

µ = µ̃− z0,025

√
2/n = 4, 1486, µ = µ̃+ z0,025

√
2/n = 5, 3584.

3.7.5. Puasono skirstinys

1. Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼
P(λ), 0 < λ <∞. Parametro λ pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = nX̄ =
X1 + · · · + Xn ∼ P(nλ), tod
el X̄ yra parametro λ NMD i�vertinys (ºr. 3.2.1 ir
3.3.1 pavyzdºius).

Parametro λ pasikliovimo intervalas (λ, λ), kai pasikliovimo lygmuo Q =
1− 2α, surastas 3.6.1 pavyzdyje:

λ =
1

2n
χ2

1−α(2T ), λ =
1

2n
χ2
α(2T + 2) (3.7.19)

ir λ = 0, kai T = 0.

2. Tarkime, X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra dvi paprastosios
imtys, gautos stebint n. a. d. X ∼ P(λ1) ir Y ∼ P(λ2), 0 < λ1, λ2 < ∞.
Statistika T = (T1, T2)T , T1 = X1 + ...+Xm ∼ P(mλ1), T2 = Y1 + ...+ Yn ∼
P(nλ2), yra pilnoji ir pakankamoji parametro (λ1, λ2)T statistika. Santykio
β = λ1/λ2 pasikliovimo intervalas randamas remiantis tuo, kad a. d. T1, kai
suma T1 + T2 �ksuota, turi binomini� skirstini� (ºr. 4.4.2 skyreli�):

(T1|T1 + T2 = N) ∼ B(N, p), p =
mλ1

mλ1 + nλ2
.

Surad¦ parametro p pasikliovimo interval¡ (p, p) (ºr. 3.7.6 skyreli�), randame
ir parametro β pasikliovimo interval¡, kurio r
eºiai yra

β =
n

m

p

1− p
, β =

n

m

p

1− p
. (3.7.20)

3.7.6 pavyzdys. Puasono skirstiniu� parametru� i�ver£iai. Mieste per savait¦ i�vyko 15
autoavariju�. Kitais metais tame pa£iame mieste per keturias savaites buvo uºregistruotos 45
autoavarijos. Tardami, kad avariju� skai£iai per dien¡ yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦
a. d., turintys Puasono skirstinius su parametru λ1 pirmuoju laikotarpiu ir parametru λ2

antruoju laikotarpiu, rasime parametru� λ1, λ2, β = λ1/λ2 ta²kinius ir intervalinius (Q = 0, 95)
i�ver£ius.
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Kadangi imties elementu� suma yra pilnoji ir pakankamoji statistika, tai, darant i²vadas
apie parametrus, individualu	s avariju� skai£iai kiekvien¡ dien¡ n
era reikalingi, o pakanka tur
eti
tik pirmojo ir antrojo laikotarpio sumas S1 ir S2.

Parametru� λ1 ir λ2 NMD i�vertiniu� realizacijos yra λ̂1 = S1/7 = 15/7 = 2, 143 ir λ̂2 =
S2/28 = 45/28 = 1, 607. Parametro β nepaslinktasis i�vertinys neegzistuoja (ºr. 3.1.1 pavyzdi�).
Jeigu parametro β i�vertiniu imsime β̂ = nS1/(m(S2 + 1)), tai Eβ̂ = β(1 − e−28λ2 ) ≈ β.
I�vertinio realizacija β̂ = 60/46 = 1, 304.

Parametru� λ1 ir λ2 pasikliovimo intervalus gauname pagal (3.7.19) pasinaudoj¦ 2 priedo
2.P.3 lentele:

λ1 =
1

14
χ2

0,975(30) = 1, 1994; λ1 =
1

14
χ2

0,025(32) = 3, 5343;

λ2 =
1

56
χ2

0,975(90) = 1, 1772; λ2 =
1

56
χ2

0,025(92) = 2, 1505.

Parametro β pasikliovimo interval¡ randame pagal (3.7.20). Tikimyb
es p = 7λ1/(7λ1 +
28λ2) pasikliovimo intervalas yra (p; p) = (0, 147; 0, 379) (ºr.,pvz., [10], VIII lentel
e). Tada

β =
28

7

p

1− p
= 0, 689; β =

28

7

p

1− p
= 2, 441.

3.7.6. Binominis skirstinys

Tarkime, kad turime imti� X = (X1, . . . , Xn)T, kurioje koordinat
es yra neprik-
lausomos ir Xi ∼ B(mi, p), i = 1, ..., n, 0 < p < 1.

Statistika T = X1 + · · · + Xn ∼ B(m, p), m = m1 + ... + mn yra pilnoji
ir pakankamoji. Statistikos T pasiskirstymo funkcija i²rei²kiama beta skirstinio
tankio integralu:

FT (k; p) =

k∑
i=0

Cimp
i(1− p)m−i = I1−p(m− k, k + 1)

=
Γ(m+ 1)

Γ(m− k)Γ(k + 1)

∫ 1−p

0

xm−k−1(1− x)kdx, k = 0, 1, ...,m− 1,

FT (k; p) = 1, kai k = m;

FT (k − 0; p) =

k−1∑
i=0

Cimp
i(1− p)m−i = I1−p(m− k + 1, k), k = 1, 2, ...,m,

FT (k − 0; p) = 0, jei k = 0.

Funkcijos Ii ir Is yra tokios:

Ii(p;X) =

{
I1−p(m− T + 1, T ), jei T = 1, . . . ,m,
0, jei T = 0,

Is(p;X) =

{
I1−p(m− T, T + 1), jei T = 0, . . . ,m− 1,
1, jei T = m.
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Statistika Is(p;X) grieºtai maº
eja pagal p, jei T < m, o statistika Ii(p;X) grieº-
tai maº
eja pagal p, jei T > 0. Taigi parametro p apatinis (1−α1) pasikliovimo
r
eºis p ir vir²utinis (1− α2) pasikliovimo r
eºis p randami i² lyg£iu�:

I1−p(m− T + 1, T ) = 1− α1, jei k = 1, 2, ...,m,

p = infp∈(0,1)p = 0, jei T = 0,

I1−p(m− T, T + 1) = α2, jei T = 0, . . . ,m− 1,

ir
p = supp∈(0,1)p = 1, jei T = m.

Taigi

p =

{
1− βα1

(m− T + 1, T ), jei T = 1, . . . ,m
0, jei T = 0,

p =

{
1− β1−α2(m− T, T + 1), jei T = 0, . . . ,m− 1
1, jei T = m;

(3.7.21)

£ia βα(a, b) yra beta skirstinio su parametrais a ir b lygmens α kritin
e reik²m
e.
Intervalas (p, p) yra parametro p lygmens (1 − α1 − α2)-pasikliovimo inter-

valas.
3.7.5 pastaba. Jeigu n kartu� realizuojami Bernulio eksperimentai, t. y.

turime paprast¡j¡ imti� X = (X1, ..., Xn)T , gaut¡ stebint a. d. X ∼ B(1, p), tai
pateikiamose formul
ese m reikia pakeisti imties didumu n.

3.7.7 pavyzdys. Binominio skirstinio tikimyb
es ta²kinis ir intervalinis i�ver£iai. Atliekant
produkcijos kontrol¦ tam tikru kartotinumu atsitiktinai atrenkamos partijos po 5 gaminius ir
uº�ksuojamas defektiniu� gaminiu� skai£ius X. I² 100 patikrintu� partiju� 75 partijose defektiniu�
gaminiu� nerasta; 22 partijose buvo po 1 defektini�; 2 partijose rasta po 2 defektinius ir 1
partijoje rasta 3 defektiniai gaminiai.

Tarkime, kad defektinio gaminio pagaminimo tikimyb
e p yra pastovi, o gero ar defek-
tinio gaminio pasirodymas nepriklauso nuo kitu� gaminiu� gerumo ar defekti²kumo (Bernulio
schema). Rasime tikimyb
es p ta²kini� ir intervalini� i�ver£ius.

Tikimyb
es p NMD i�vertinys yra i�vykio pasirodymo santykinis daºnis p̂ = Sn/n; £ia Sn yra
defektiniu� gaminiu� skai£ius, n bendras patikrintu� gaminiu� skai£ius. �io i�vertinio realizacija

p̂ =
0 · 75 + 1 · 22 + 2 · 2 + 3 · 1

500
=

29

500
= 0, 058.

Intervalini� i�verti� gauname pagal (3.7.21);

p = 1− β0,025(472; 29) = 0, 0392; p = β0,975(471; 30) = 0, 0822.

Beta skirstinio kritines reik²mes galime rasti kompiuteriu netgi nenaudodami specialiu� mate-
matin
es statistikos programu� paketu�. Pavyzdºiui, naudojant visuotinai paplitusi¡ programu�
sistem¡ EXCEL, pakanka aktyvinti funkcij¡ "BETAINV".

Jeigu n
era galimyb
es pasinaudoti kompiuteriu, tai apytikslius pasikliovimo intervalus gal-
ime rasti naudodami kokias nors aproksimacijas. Pavyzdºiui, naudodami Muavro�Laplaso
CRT gausime toki� apytiksli� pasikliovimo interval¡

p ≈ p̂− z0,025

√
p̂(1− p̂)/n = 0, 0375; p ≈ p̂+ z0,025

√
p̂(1− p̂)/n = 0, 0785.

Jeigu i² anksto ºinome, kad tikimyb
e p tur
etu� bu	ti maºa, tai galima naudoti aproksimacij¡
Puasono skirstiniu. Gauname toki� interval¡:

p ≈
1

2n
χ2

0,975(58) = 0, 0388; p ≈
1

2n
χ2

0,025(60) = 0, 0833.

Matome, kad ²iame pavyzdyje aproksimacija Puasono skirstiniu leidºia gauti tikslesn¦ pasik-

liovimo intervalo aproksimacij¡. Kelet¡ kitokiu� tikslesniu� tikimyb
es pasikliovimo intervalu�

aproksimaciju� galima rasti [5], [10].
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3.7.7. Paskalio skirstinys

Tarkime, kad turime imti� X = (X1, . . . , Xn)T, kurioje koordinat
es yra neprik-
lausomos ir Xi ∼ B−(mi, p), i = 1, ..., n, 0 < p < 1. Sveikieji teigiamieji
skai£iai mi, i = 1, ..., n, yra ºinomi.

Statistika T = X1 + · · · + Xn ∼ B−(m, p), m = m1 + · · · + mn, yra pilnoji
ir pakankamoji.

DT ir momentu� metodais gauname t¡ pati� i�vertini�

p̂ =
m

m+ T
,

kuris yra paslinktasis. Asimptoti²kai, kai m → ∞, ²is i�vertinys yra normalusis
kaip ir nepasliktasis i�vertinys

p̃ =
m− 1

m− 1 + T
, Ep(p̃) = p, (3.7.22)

√
m(p̃− p) d→ Y ∼ N(0, p2(1− p)).

Statistikos T pasiskirstymo funkcija i²rei²kiama beta skirstinio tankio integ-
ralu:

FT (k; p) =

k∑
i=0

Cm−1
m+i−1p

m(1− p)i = Ip(m, k + 1) =

Γ(m+ k + 1)

Γ(m)Γ(k + 1)

∫ p

0

xm−1(1− x)kdx, k = 0, 1, ...,

FT (k − 0; p) =

k∑
i=0

Cm−1
m+i−1p

m(1− p)i = Ip(m, k), k = 1, 2, ...,

FT (0− 0; p) = 0.

Bol²evo teoremoje apibr
eºtos funkcijos yra

Ii(p;X) =

{
Ip(m,T ), jei T = 1, 2, ...,
0, jei T = 0,

Is(p;X) = Ip(m,T + 1), kai T = 0, 1, ....

Reikia paºym
eti, kad funkcija Is(p;X) yra grieºtai did
ejanti pagal p, jei T ≥ 0,
Ii(p;X) yra grieºtai did
ejanti pagal p, jei T ≥ 1. Taigi simetrinio parametro p
pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α, r
eºiai yra

p = β1−α(m,T + 1), T ≥ 0,

p =

{
βα(m,T ), jei T ≥ 1,
0, jei T = 0.

(3.7.23)

3.7.6 pastaba. Jeigu turime paprast¡j¡ imti� Y = (Y1, ..., Yn)T , gaut¡ ste-
bint geometrini� a. d. su parametru 0 < p < 1, tai a. d. Xi = Yi − 1 ∼ B−(1, p).
Taigi pirmesn
ese formul
ese statistika T = (Y1 − 1) + · · ·+ (Yn − 1), o m reikia
pakeisti imties didumu n.
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3.7.8. Neigiamasis binominis skirstinys

Tarkime, paprastoji imtisX = (X1, . . . , Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ B−(k, p),
0 < k < ∞, 0 < p < 1. Skirtingai nuo Paskalio skirstinio, ²iuo atveju daºnai
bu	na neºinomi abu parametrai k ir p. �ia k > 0 nebu	tinai sveikasis skai£ius.

Momentu� metodu gauname gana paprast¡ lyg£iu� sistem¡, i² kurios randame
i�vertinius

p̂ =
X̄

s2
, k̂ =

X̄2

(s2 − X̄)
, (3.7.24)

£ia X̄ ir s2 empiriniai vidurkio ir dispersijos analogai.
Remiantis 2.5.5 teorema ²ie i�vertiniai asimptoti²kai (n → ∞) nepaslinktieji

ir normalieji
√
n(θ̂ − θ)

d→ Z ∼ N2(0, Σ), θ = (p, k)T ,

£ia Σ = [σij ]2×2; σ11 = [p2(1 − p) + 2(1 + k)]/k, σ22 = 2k(1 + k)/(1 − p)2,
σ12 = σ21 = 2p(1 + k)/(1− p).

DT metodu gauname sud
etingesn¦ lyg£iu� sistem¡{
k̃ − p̃(k̃ + X̄) = 0,

ln p̃+ Z̄ = 0;
(3.7.25)

£ia

Z̄ =
1

n

n∑
i=1

Zi, Zi =
∂

∂k̃
ln

Γ(k̃ +Xi)

Γ(k̃)
.

DT lyg£iu� sistem¡ galima i²spr¦sti artutiniais metodais. Pradinis artinys
gali bu	ti apibr
eºtas, pavyzdºiui, (3.7.24) formul
emis.

DT i�vertinio θ̃ = (k̃, p̃)T asimptotini� (n→∞) skirstini� gauname remdamiesi
3.5.3 teorema. Patikrinsime, ar tenkinamos teoremos s¡lygos.

1) ir 2) s¡lygos akivaizdºiai tenkinamos.
3) tik
etinumo funkcijos logaritmas (ºym
esime X = X1)

`1 = `1(θ) = ln Γ(k +X)− ln Γ(k) +X ln q + k ln p,

˙̀
1p = −X

q
+
k

p
, E( ˙̀

1p|k, p) = 0,

˙̀
1k =

Γ′(k +X)

Γ(k +X)
− Γ′(k)

Γ(k)
+ ln p.

Gauname

E

(
Γ′(k +X)

Γ(k +X)
|k, p

)
=

∞∑
m=0

Γ′(k +m)

Γ(k +m)

Γ(k +m)

Γ(k)m!
qmpk

=
pk

Γ(k)

∫ ∞
0

xk−1e−x lnx

∞∑
m=0

xm
qm

m!
dx
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=
pk

Γ(k)

∫ ∞
0

xk−1e−xp lnxdx =
1

Γ(k)

∫ ∞
0

tk−1e−t(ln t− ln p)dt

=
Γ′(k)

Γ(k)
− ln p⇒ E( ˙̀

1k|k, p) = 0.

Randame antr¡sias i²vestines:

῭
1p2 = −X

q2
− k

p2
, i11 = −E῭

1p2 =
k

qp2
= E ˙̀2

1p,

῭
1k2 =

Γ′′(k +X)

Γ(k +X)
−
(

Γ′(k +X)

Γ(k +X)

)2

− Γ′′(k)

Γ(k)
+

(
Γ′(k)

Γ(k)

)2

.

Kadangi

E

(
Γ′′(k +X)

Γ(k +X)

)
=

Γ′′(k)

Γ(k)
− 2

Γ′(k)

Γ(k)
ln p+ (ln p)2,

tai

i22 = −E῭
1k2 = E

(
Γ′(k +X)

Γ(k +X)

)2

−
(

Γ′(k)

Γ(k)
+ ln p

)2

= V

(
Γ′(k +X)

Γ(k +X)

)
= E( ˙̀

1k)2,

῭
1pk =

1

p
, i12 = −1

p
= E( ˙̀

1p
˙̀
1k).

4) informacin
e matrica
i(θ) = [irs]2×2

teigiamai apibr
eºta, nes tai kovariacin
e matrica a. v. (−X/q), Γ′(k+X)/Γ(k+
X)T , kurio koordinat
es n
era tiesi²kai i²rei²kiamos viena per kit¡.

5) i�vertiname i² vir²aus tre£iosios eil
es i²vestines:

|
...
` 1p3 | = |

2X

q3
+

2k

p3
| ≤ (

2

q3
+

2k

p3
)(1 +X),

...
` 1p2k =

2

p3
;

...
` 1pk2 = 0;

...
` 1k3 = (ln Γ(k +X))′′′k − (ln Γ(k))′′′k

= (ln k + · · ·+ ln(k +X − 1))′′′k ≤
2

k3
X.

Visais atvejais ²ios i²vestin
es yra parametro θ funkciju�, kurios apr
eºtos ta²ko
θ0 aplinkoje, ir funkciju� nuo X, kuriu� vidurkis baigtinis, sandaugos.

Taigi pasinaudoj¦ 3.5.3 teorema gauname, kad DT i�vertinys asimptoti²kai
efektyvusis ir

√
n(θ̃ − θ0)

d→ Y ∼ N2(0, i−1(θ0)). (3.7.26)
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3.7.9. Logaritminis skirstinys

Tegu paprastoji imtis X = (Xi, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X, kurio skirstinys
yra logaritminis (ºr. 1.P.1 lentel¦) ir priklauso nuo parametro 0 < p < 1.
Parametro p pakankamoji statistika yra T = X1 + · · · + Xn. Momentu� ir DT
metodais gaunami ta²kiniai i�vertiniai p̂ sutampa. Jie yra lygties

−1− p
p ln p

= X̄

sprendinys p atºvilgiu. Tas i�vertinys asimptoti²kai (n → ∞) efektyvusis ir
normalusis:

√
n(p̂− p) d→ Y ∼ N

(
0, −qp

2 ln2 p

q + ln p

)
. (3.7.27)

I² £ia galima gauti apytiksli� pasikliovimo interval¡.

3.7.10. Hipergeometrinis skirstinys

Turime didumo N gaminiu� partij¡, kurioje yra neºinomas skai£iusM defektiniu�
gaminiu�. Atsitiktinai negr¡ºinant imama n gaminiu�. Tegu Xi i�gyja reik²m¦
1, jeigu i-ame bandyme pateks defektinis gaminys, ir reik²m¦ 0 � prie²ingu
atveju. Imties X = (X1, ..., Xn)T elementai yra priklausomi, tod
el imtis n
era
paprastoji. Partijos didumas N ir imties didumas n paprastai yra ºinomi, o
defektiniu� gaminiu� skai£ius M, M = 0, 1, ..., N yra neºinomas parametras.

Parametro M pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = X1 + · · · + Xn ∼
H(N,M,n).

Parametro p = M/N NMD i�vertinys yra

p̂ = X̄ =
T

n
; E(p̂|M) = p, V (p̂|M) =

N − n
n(N − 1)

p(1− p). (3.7.28)

Kartais prireikia i�vertinti dispersij¡ V (p̂|M). Nesunku patikrinti, kad i�vertinys

V̂ (p̂|M) =
N − n
N(n− 1)

p̂(1− p̂)

tenkina lygyb¦
E(V̂ (p̂|M)) = V (p̂|M).

Statistikos T pasiskirstymo funkcija

F (k, M) =

k∑
i=0

CiMC
n−i
N−M

CnN
=

k∑
i=0

h(i|N,M,n) = H(k|N,M,n),

F (k − 0 M) = H(k − 1|N,M,n),

yra monotoni²kai maº
ejanti pagal M .
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Parametro M apatinis (1 − α) lygmens pasikliovimo r
eºis M apibr
eºiamas
kaip didºiausias sveikasis skai£ius, tenkinantis nelygyb¦

F (T − 1, M) ≥ 1− α, (3.7.29)

o vir²utinis (1 − α) lygmens pasikliovimo r
eºis M yra maºiausias sveikasis
skai£ius, tenkinantis nelygyb¦

F (T, M) ≤ α. (3.7.30)

3.7.8 pavyzdys. Hipergeometrinio skirstinio parametro i�ver£iai. I� atrankin¦ kontrol¦
pateko didumoN = 300 gaminiu� partija, kurioje yra neºinomas skai£iusM defektiniu� gaminiu�.
Kontrol
es metu atsitiktinai, negr¡ºinant atrinkta ir patikrinta n = 50 gaminiu� ir tarp ju�
surasta 6 defektiniai gaminiai. Rasime parametroM ta²kini� ir intervalini� (Q = 0, 95) i�ver£ius.

Parametro M NMD i�vertinys M̂ = NX/n; £ia X yra a. d., ºymintis defektiniu� gaminiu�
skai£iu� tarp atrinktu�ju�. �iame pavyzdyje i�vertinio M̂ realizacija yra M̂ = 300 · 6/50 = 36.

Pasikliovimo intervalo r
eºiams rasti reikia i²spr¦sti (3.7.29) ir (3.7.30) nelygybes. Gau-
name

H(5|300, M, 50) ≥ 0, 95 ⇔ M ≤ 13, H(6|300, M, 50) ≤ 0, 05 ⇔ M ≥ 58.

Taigi pasikliovimo intervalo r
eºiai yra M = 13, M = 58.

3.7.11. Gama skirstinys

1. I² pradºiu� nagrin
esime gama skirstini�, priklausanti� nuo vieno neºinomo
parametro. Tarkime, imties X = (X1, ..., Xn)T koordinat
es yra n. a. d. ir Xi ∼
G(λ, ηi), i = 1, ..., n, 0 < λ <∞. Parametrai η1, ..., ηn yra ºinomi.

Parametro λ pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = X1 + · · · + Xn ∼
G(λ, η), η = η1 + · · ·+ ηn. Parametro λ NMD i�vertinys yra

λ̂ =
η − 1

T
, Eλ(λ̂) = λ, V λ(λ̂) =

λ2

η − 2
. (3.7.31)

Ie²kodami pasikliovimo intervalo, remiam
es tuo, kad a. d. (ºr. 1.P.3 lentel¦)

Y = 2λT ∼ χ2(2η).

Gauname pasikliovimo interval¡, kai pasikliovimo lygmuo Q = 1−2α, r
eºius

λ =
χ2

1−α(2η)

2T
, λ =

χ2
α(2η)

2T
. (3.7.32)

3.7.7 pastaba. Parametras η daºnai bu	na ºinomas, kai turime eksponentini�
skirstini� (η = 1) arba Erlango skirstini� (η � sveikasis teigiamasis skai£ius).
Primename, kad, turint kokiu� nors i�vykiu� (signalu�, gedimo momentu� ir pan.)
puasonini� sraut¡, atstumas tarp dvieju� gretimu� ta²ku� yra eksponentinis a. d., o
atstumas tarp k gretimu� ta²ku� (k � nepriklausomu� eksponentiniu� a. d. suma)
yra Erlango skirstinys, kurio antrasis parametras η = k.
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3.7.8 pastaba. Kartais eksponentinis arba Erlango skirstinys apibr
eºiamas
naudojant parametr¡ θ = 1/λ. Suprantama, kad θ pasikliovimo intervalas tiesio-
giai gaunamas i² (3.7.32) formuliu�:

θ =
1

λ
, θ =

1

λ
. (3.7.33)

Parametro θ NMD i�vertinys yra

θ̂ =
T

η
, V θ(θ̂) =

θ2

η
.

3.7.9 pavyzdys. Eksponentinio skirstinio parametro ta²kinis ir intervalinis i�ver£iai.

Atliekant patikimumo bandymus buvo i²bandyta 50 gaminiu� ir uºregistruotas ju� darbo laikas
iki gedimo:

4,14; 0,58; 11,08; 1,13; 1,26; 5,35; 1,84; 0,26; 4,36; 0,65; 11,45; 1,46; 8,58; 3,46; 5,03; 1,51;
1,31; 14,99; 9,29; 3,22; 4,39; 29,70; 4,35; 8,20; 1,77; 5,07; 0,01; 1,17; 13,73; 4,30; 0,53; 2,70;
5,64; 2,78; 1,95; 13,30; 2,49; 2,40; 3,85; 3,12; 12,75; 0,61; 1,57; 6,06; 1,44; 0,32; 3,71; 2,13;
5,37; 8,88.

Tar¦, kad steb
ejimai yra paprastosios imties, gautos stebint a. d. X ∼ E(λ) turinti�
eksponentini� skirstini�, realizacija, rasime parametro λ ta²kini� ir intervalini� (Q = 0, 9) i�ver£ius.

Parametro λ NMD i�vertinys pagal (3.7.31) yra λ̂ = (n − 1)/T, T =
∑n
i=1Xi. Gauname

jo realizacij¡ λ̂ = 49/245, 24 = 0, 1998.
Pasikliovimo interval¡ gauname pagal (3.7.32), pasinaudoj¦ 2 priedo 3.P.3 lentele

λ =
χ2

0,975(100)

2T
=

74, 222

490, 48
= 0, 1513, λ =

χ2
0,025(100)

2T
=

129, 561

490, 48
= 0, 2642.

2. Bendresniu atveju abu gama skirstinio parametrai yra neºinomi. Tarkime,
paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ G(λ, η), 0 <
λ, η < ∞. Parametro θ = (λ, η)T pilnoji ir pakankamoji statistika yra T =
= (T1, T2)T = (

∑
iXi,

∏
iXi)

T .
Momentu� metodu gauname i�vertinius

λ̂ =
X̄

s2
, η̂ =

X̄2

s2
. (3.7.34)

Remiantis 2.5.5 teorema ²ie i�vertiniai asimptoti²kai (n → ∞) nepaslinktieji ir
normalieji √

n(θ̂ − θ)
d→ Z ∼ N2(0, Σ),

£ia Σ = [σij ]2×2; σ11 = λ2(3 + 2η)/η, σ22 = 2η(1 + η), σ12 = σ21 = 2λ(1 + η).
DT metodu ta²kinius i�vertinius randame i² lyg£iu� sistemos{

nη̃ − λ̃T1 = 0,

n ln λ̃− n(ln Γ(η̃))′ + lnT2 = 0.

�ie i�vertiniai (remiantis 3.5.3 teorema) asimptoti²kai (n→∞) efektyvieji ir
normalieji √

n(θ̃ − θ)
d→ Y ∼ N2(0, G); (3.7.35)

£ia G = [gij ]2×2; g11 = aλ2/(aη− 1), g22 = η/(aη− 1), g12 = g21 = λ/(aη− 1),
a = (ln Γ(η))′′.
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3.7.12. Beta skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ Be(γ, η),
0 < γ, η < ∞. Skirstinys priklauso dviparametriu� eksponentiniu� skirstiniu�
²eimai. Pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (T1, T2)T = (

∏
iXi,

∏
i(1 −

Xi))
T .
Momentu� metodu randame parametru� ta²kinius i�vertinius (ºr. 3.5.2 pavyzdi�):

γ̂ = X̄

(
X̄(1− X̄)

s2
− 1

)
, η̂ = (1− X̄)

(
X̄(1− X̄)

s2
− 1

)
. (3.7.36)

DT metodu i�vertiniui θ̃ = (γ̃, η̃)T rasti turime γ ir η atºvilgiu lyg£iu� sistem¡{
nB10(γ, η) = B(γ, η) lnT1,
nB01(γ, η) = B(γ, η) lnT2.

(3.7.37)

D
el trumpumo beta funkcija paºym
eta B = B(γ, η) = B00(γ, η) ir

Brs = Brs(γ, η) =
∂r+s

∂γr∂ηs
B(γ, η), r, s = 0, 1, · · · .

Pritaik¦ 3.5.3 teorem¡ (ºr. 3.5.9 pavyzdi�), gauname, kad i�vertinys θ̃ =
(γ̃, η̃)T asimptoti²kai efektyvusis ir normalusis, t. y.

√
n(θ̃ − θ)

d→ Y ∼ N2(0, i−1(γ, η)),

o informacin
es matricos i = [irs]2×2 elementai yra

i11 =
B20B −B2

10

B2
, i22 =

B02B −B2
01

B2
,

i12 = i21 =
B11B −B10B01

B2
.

3.7.13. Ekstremaliu�ju� reik²miu� skirstiniai

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X, ku-
rio skirstinys priklauso ekstremaliu�ju� reik²miu� skirstiniu� aibei su parametrais
−∞ < µ < +∞, 0 < σ < +∞ (ºr. 1.P.2 lentel¦).

1. Minimaliu�ju� reik²miu� skirstinys. Egzistuoja tik triviali pakankama statis-
tika, tod
el sumaºinti imties dimensij¡ neprarandant informacijos negalima.

Momentu� i²rai²kos gana paprastos. A. d. Z = (X−µ)/σ pradiniai momentai
yra

αk = EZk =

∫ ∞
0

(lnx)ke−xdx = Γ(k)(1), k = 1, 2, ...,

£ia Γ(k)(1) yra gama funkcijos k-oji i²vestin
e ta²ke 1. Tur
edami ²iuos momentus,
jais galime i²reik²ti ir centrinius a. d. Z momentus µk = E(Z −EZ)k:

µ2 = α2 − α2
1 = Γ(2)(1)− [Γ(1)(1)]2, α1 = Γ(1)(1) = −γ,
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µ3 = Γ(3)(1)− 3Γ(2)(1)Γ(1)(1) + 2(Γ(1)(1))3,

µ4 = Γ(4)(1)− 4Γ(3)(1)Γ(1)(1) + 6Γ(2)(1)(Γ(1)(1))2 − 3(Γ(1)(1))4.

Apytiksl
es momentu� reik²m
es:

α1 = −γ ≈ −0, 5772, µ2 =
π2

6
≈ 1, 6449, µ3 ≈ −2, 4041, µ4 ≈ 14, 6114.

A. d. X pirmieji momentai yra

EX = µ− γσ ≈ µ− 0, 5772σ, E(X − µ)2 = σ2π
2

6
≈ 1, 6449σ2.

Randame parametru� µ ir σ i�vertinius momentu� metodu:

µ̂ = X̄ + γσ̂ ≈ X̄ − 0, 5772σ̂, σ̂ =

√
6

π
s ≈ 0, 7797s. (3.7.38)

Remdamiesi 2.5.5 teorema, gauname, kad ²ie i�vertiniai asimptoti²kai nepaslink-
tieji ir normalieji.

√
n(µ̂, σ̂)

d→ Y ∼ N2(0, Σ).

Kovariacin
es matricos Σ = [σij ]2×2 elementai yra tokie:

σ11 = σ2

(
µ2 +

3γ2(µ4 − µ2
2)

2π2µ2
− γ
√

6µ3

π
√
µ2

)
≈ 1, 168σ2,

σ22 = σ2 3(µ4 − µ2
2)

2π2µ2
≈ 1, 1σ2,

σ12 = σ21 = σ2

(
−3γ(µ4 − µ2

2)

2π2µ2
+

√
6µ3

2π
√
µ2

)
≈ −0, 096σ2.

Ie²kant parametro θ = (µ, σ)T DT i�vertinio θ̃ = (µ̃, σ̃)T , reikia µ ir σ
atºvilgiu spr¦sti lyg£iu� sistem¡{

1
n

∑
i exp{Xi−µσ } = 1,

1
n

∑
i
Xi−µ
σ (1 + exp{Xi−µσ }) = 1.

(3.7.39)

J¡ galima i²spr¦sti iteraciju� metodu, pradiniu artiniu pasirinkus, pavyzdºiui,
(3.7.38) i�vertinius.

DT i�vertiniu� savybes galime gauti pasinaudoj¦ 3.5.3 teorema. Patikrinsime,
ar tenkinamos ²ios teoremos s¡lygos.

1) ir 2) s¡lygos akivaizdºiai tenkinamos.
3) Vieno imties nario tik
etinumo funkcijos logaritmas yra

`1(θ) = `1(µ, σ) = − lnσ +
X − µ
σ

− exp{X − µ
σ
}.
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Randame informantes:

˙̀
1µ = − 1

σ
+

1

σ
exp{X − µ

σ
},

˙̀
1σ = − 1

σ
− X − µ

σ2
(1− exp{X − µ

σ
}),

E(exp{X − µ
σ
}) =

1

σ

∫ +∞

−∞
exp{x− µ

σ
} exp{x− µ

σ
− exp{x− µ

σ
}}dx

=

∫ ∞
0

te−tdt = 1,

E(
X − µ
σ

(1− exp{X − µ
σ
})) =

∫ ∞
0

(1− t) ln t e−tdt

= [Γ(x)− Γ(x+ 1)]′x=1 = [(1− x)Γ(x)]′x=1 = −Γ(1) = −1.

Taigi
E( ˙̀

1µ|µ, σ) = 0, E( ˙̀
1σ|µ, σ) = 0.

Randame antr¡sias i²vestines:

῭
1µ2 = − 1

σ2
exp{X − µ

σ
}, i11 = −E(῭

1µ2) =
1

σ2
,

῭
1σ2 =

1

σ2
(1 + 2

X − µ
σ

− exp{X − µ
σ
}(2X − µ

σ
+ (

X − µ
σ

)2)),

i22 = −E(῭
1σ2) = − 1

σ2

∫ ∞
0

(1 + 2 ln t− t(2 ln t+ ln2 t))e−tdt

=
1

σ2
(1 + 2Γ′(1) + Γ′′(1)),

῭
1µσ =

1

σ2
(1− exp{X − µ

σ
}(1 +

X − µ
σ

)),

i12 = −E(῭
1µσ) = − 1

σ2

∫ ∞
0

(1− t(1 + ln t))e−tdt

=
1

σ2
(1 + Γ′(1)).

Lieka patikrinti, ar E( ˙̀
1

˙̀T
1 ) = −E(῭

1):

E( ˙̀
1µ)2 =

1

σ2

∫ ∞
0

(1− t)2e−tdt =
1

σ2
,

E( ˙̀
1σ)2 =

1

σ2

∫ ∞
0

(1 + (1− t) ln t(2 + (1− t) ln t))e−tdt

=
1

σ2
(1 + 2Γ′(1) + Γ′′(1)),
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E( ˙̀
1µ

˙̀
1σ) =

1

σ2

∫ ∞
0

(1− t)(1 + (1− t) ln t)e−tdt

=
1

σ2
(1 + Γ′(1)).

4) Informacin
e matrica i(θ) = [irs]2×2 teigiamai apibr
eºta, nes tai ko-
variacin
e matrica a. v. (exp{Y }, Y (1−exp{Y })), kurio koordinat
es n
era tiesi²kai
susijusios; £ia Y = (X − µ)/σ.

5) Visos tre£iosios eil
es funkcijos `1 i²vestin
es yra tokio pavidalo:

1

σ3
h(X) =

1

σ3
(c1 + c2Y + c3Y

2)(1 + c4eY );

£ia ci, i = 1, ..., 4 � konstantos. Parametro θ funkcija 1/σ3 ta²ko θ0 aplinkoje
apr
eºta, o funkcija |h(X)| � integruojama.

Taigi visos 3.5.3 teoremos s¡lygos tenkinamos, o DT i�vertinys θ̃ = (µ̃, σ̃)T

yra asimptoti²kai efektyvusis ir normalusis:

√
n(θ̃ − θ)

d→ Z ∼ N2(0, i−1(θ)). (3.7.40)

Pasinaudoj¦ momentu� reik²m
emis, gauname DT i�vertiniu� asimptotin
es ma-
tricos i−1(θ) = [γij ]2×2 elementu� apytiksles reik²mes:

γ11 ∼ 1, 109σ2, γ22 ∼ 0, 608σ2, γ12 = γ21 ∼ −0, 257σ2.

2. Maksimaliu�ju� reik²miu� skirstinys
Kadangi ²is skirstinys yra pirmiau nagrin
eto skirstinio veidrodinis atspindys

(ºr. 1.P.2 lentel¦), tai i�ver£ius randame analogi²kai. Momentu� metodu gauname

µ̂ = X̄ + γσ̂, σ̂ =
s
√

6

π
. (3.7.41)

Pritaik¦ DT metod¡, sudarome toki¡ lyg£iu� sistem¡:{
1
n

∑
i exp{−Xi−µσ } = 1,

1
n

∑
i
Xi−µ
σ (1− exp{−Xi−µσ }) = 1.

(3.7.42)

Asimptotiniu� skirstiniu� kovariaciniu� matricu� elementai lieka tokie patys, tik
kovariacijos ºenkl¡ reikia pakeisti prie²ingu.

3.7.14. Veibulo skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ W (σ, ν),
kurio tankis

f(x, σ, ν) =
ν

σν
xν−1 exp{−(

x

σ
)ν}, x > 0, 0 < ν, σ <∞.

Nagrin
ekime a. d. Y = lnX, kurio tankis

g(y, σ, ν) = ν exp{ν(y − lnσ)− exp{ν(y − lnσ)}}, y ∈ R
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sutampa su minimaliu�ju� reik²miu� skirstinio tankiu, parametrus µ ir σ pakeitus
i� lnσ ir 1/ν. Tada i² (3.7.38) formuliu� gauname i�vertinius

σ̂ = exp{Ȳ + γs

√
6

π
}, ν̂ =

π

s
√

6
; (3.7.43)

£ia Ȳ ir s2 yra empiriniai vidurkio ir dispersijos analogai, gauti pagal imti� Y =
(Y1, ..., Yn)T .

�iuos i�vertinius galima panaudoti kaip pradini� artini�, ie²kant i�vertiniu� DT
metodu. DT metodo taikymas Veibulo skirstiniui detaliai i²nagrin
etas 3.5.8
pavyzdyje. Buvo gauta, kad DT i�vertiniai σ̃, ν̃ tenkina lyg£iu� sistem¡{

σ̃ = ( 1
n

∑
iX

ν̃
i )1/ν̃ ,

1
ν̃ + 1

n

∑
i lnXi −

∑
i
X ν̃i lnXi∑

iX
ν̃
i

= 0.
(3.7.44)

Asimptoti²kai DT i�vertinys θ̃ = (σ̃, ν̃)T yra efektyvusis ir normalusis, t. y.

√
n(θ̃ − θ0)

d→ Z ∼ N2(0, i−1(θ0)), (3.7.45)

o informacin
es matricos i = [irs]2×2 elementai yra tokie:

i11 =
ν2

σ2
, i22 =

1 + Γ′′(2)

ν2
, i12 = i21 = −Γ′(2)

σ
.

3.7.15. Eksponentinis skirstinys

1. Pirmojo tipo cenzu	ravimas. Fiksuojame eksperimento laik¡ t ir ste-
bime n objektu�. Tegu ju� gyvavimo trukm
es T1, ..., Tn yra absoliu£iai tolydu	s
vienodai pasiskirst¦ n. a. d. su pasiskirstymo funkcija F (t, λ), λ ∈ (0,∞) ir
tankiu f(t, λ). Atsitiktinio dydºio Ti reik²m
e ti stebima tik tada, kai ti ≤ t.
Paºym
ekime

Xi = min(Ti, t), δi = 1(0,t](Ti).

Tada turime imti� (X1, δ1), ..., (Xn, δn). Pavyzdyje 3.5.7 gavome ²ios imties
tik
etinumo funkcij¡

L(λ) =

n∏
i=1

fδi(Xi, λ)[1− F (Xi, λ)]1−δi .

Jeigu a. d. Ti ∼ E(λ) turi eksponentini� skirstini�, tai tik
etinumo funkcija

L(λ) = λDe−λS , D =

n∑
i=1

δi, S =

n∑
i=1

Xi.

Gauname

`(λ) = D lnλ− λS, ˙̀(λ) =
D

λ
− S
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ir parametro λ DT i�vertinys yra

λ̂ =
D

S
.

Kadangi informacijos apie parametr¡ λ kiekis yra−῭(λ) = D/λ2, tai i�vertinio
λ̂ dispersij¡ galima i�vertinti dydºiu λ̂2/D. Gauname parametro θ apytiksli� lyg-
mens 1− 2α pasikliovimo interval¡

λ = λ̂(1− zα√
D

), λ = λ̂(1 +
zα√
D

). (3.7.46)

3.7.10 pavyzdys. (3.7.9 pavyzdºio t¦sinys) Eksponentinio skirstinio parametro ta²kinis

ir intervalinis i�ver£iai. Tarkime, kad 3.7.9 pavyzdºio s¡lygomis gaminiai buvo stebimi inter-
vale [0, 8], o nesugedusiu� ²iame intervale gaminiu� gedimu� momentai nebuvo ºinomi. Rasime
parametro λ ta²kini� ir intervalini� (Q = 0, 95) i�ver£ius.

Gauname

D = 39, S =
∑
Xi≤8

Xi + (n−D) · 8 = 191, 29, λ̂ =
D

S
= 0, 2039.

Pasikliovimo interval¡ randame pagal (3.7.46)

λ = λ̂(1− z0,025/
√
D) = 0, 1399, λ = λ̂(1 + z0,025/

√
D) = 0, 2679.

2. Antrojo tipo cenzu	ravimas. Tarkime, kad gaminiu� steb
ejimo trukm
e n
era
�ksuota. Steb
ejimai atliekami tol, kol bus sulaukta r gedimo momentu�, t. y.
stebimos variacin
es eilut
es T(1) ≤ · · · ≤ T(n) pirmosios r poziciniu� statistiku�
X = (T(1), T(2), ..., T(r))

T .
Ie²kosime parametro λ ir patikimumo funkcijos

S(x, λ) = Pλ{T > x}

pasikliovimo intervalu�.

I�rodysime, kad statistika

T =
r∑

k=1

X(k) + (n− r)X(r)

turi gama skirstini� G(λ, r). I² 3.3.4 skyrelio ºinome, kad a. v. X = (T(1), T(2), ...,
T(r))

T tankis yra

f(x1, . . . , xr) =
n!

(n− r)!
λr exp

{
−λ

(
r∑
i=1

xi + (n− r)xr

)}
.

Reikia paºym
eti, kad

T = nT(1)+(n−1)(T(2)−T(1))+· · ·+(n−r+1)(T(r)−T(r−1)) = Z1+Z2+· · ·+Zr;
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£ia Zi = (n − i + 1)(X(i) − X(i−1)), X(0) = 0. Atliekame kintamu�ju� keitim¡:
zi = (n− i+ 1)(xi − xi−1), i = 1, . . . , r. Pakeitimo jakobianas

J =

∣∣∣∣ ∂zi∂xj

∣∣∣∣−1

r×r
=

(n− r)!
n!

.

Atsitiktinio vektoriaus Z = (Z1, . . . , Zr)
T tankis yra

g(z1, . . . , zr) = λr exp{−λ
r∑
i=1

zi} =

n∏
i=1

λe−λzi .

Taigi a. d. Z1, . . . , Zr yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d. Zi ∼ E(λ), ir T = Z1 +
. . . Zr ∼ G(λ, r).

Kadangi 2Tλ ∼ χ2(2r), tai i² £ia gauname parametro λ pasikliovimo inter-
valo, kai pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α, r
eºius:

λ =
χ2

1−α(2r)

2T
, λ =

χ2
α(2r)

2T
. (3.7.47)

Patikimumo funkcija S(x;λ) = e−xλ maº
eja pagal λ, tod
el

S(x) = e−xλ S(x) = e−xλ. (3.7.48)

3.7.11 pavyzdys. (3.7.9 pavyzdºio t¦sinys) Eksponentinio skirstinio parametro ta²kinis

ir intervalinis i�ver£iai. Tarkime, kad 3.7.9 pavyzdºio s¡lygomis gaminiai buvo stebimi tol, kol
suges 40 gaminiu�. Rasime parametro λ ir S(5) ta²kini� ir intervalini� (Q = 0, 95) i�ver£ius.

Gauname

r = 40, X(40) = 8, 58, T =

r∑
i=1

X(i) +X(40)(n− r) = 197, 89, λ̂ =
r

T
= 0, 2021.

Pasikliovimo intervalus randame pagal (3.7.47) ir (3.7.48) naudodami 2 priedo 2.P.3 lentel¦

λ =
χ2

1−α(2r)

2T
=
χ2

0,975(80)

2 · 197, 89
= 0, 1444, λ =

χ2
α(2r)

2T
=
χ2

0,025(80)

2 · 197, 89
= 0, 2694;

S(5) = e−5λ = 0, 2600, S(5) = e−5λ = 0, 4858.

3.7.16. Mizeso atsitiktiniu� kampu� skirstinys

Atsitiktiniu� kampu� (arba juos atitinkan£iu� ta²ku� ant apskritimo ar sferos) steb
e-
jimu� aptinkami daugelyje praktikos sri£iu�. Pavyzdºiui, geologijoje tiriant i�vairiu�
pavir²iu� ar liniju� orientacij¡; meteorologijoje apra²ant v
ejo kryp£iu� pasiskirstym¡;
biologijoje tiriant pauk²£iu� orientavim¡si migracijos metu; geogra�joje tiriant
ºem
es dreb
ejimo epicentru� i²sid
estym¡; laiko eilut
es ekonomikoje ar medicinoje,
kai stebimas periodinis rei²kinys ir ºinomas jo periodas; astronomijoje tiriant
dangaus ku	nu� i²sid
estym¡ ir kt.

Gana i²samu� ²ios svarbios matematin
es statistikos srities taikymu� aptarim¡
ir pla£i¡ bibliogra�j¡ galima rasti knygoje [14]. (Rekomenduojame naudotis kny-
gos vertimu i� rusu� kalb¡, nes, redaguojant vertim¡ (redaktorius L.N.Bol²evas),
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i²taisytos originalo klaidos ir padaryta daug patobulinimu�). �ioje monogra�joje
i²d
estyti tikimybiniu� modeliu�, apra²an£iu� atsitiktini� ta²ku� i²sid
estym¡ ant apsk-
ritimo, ku	rimo pagrindai, taip pat tokiu� modeliu� statistin
e analiz
e iliustruojama
konkre£iais pavyzdºiais. Atsitiktiniu� kampu� tikimybiniai modeliai ir ju� taiky-
mas turi savit¡ speci�k¡, palyginti su tikimybiniais modeliais ties
eje. Kampu�
traktavimas skaitin
emis reik²m
emis ties
eje priveda prie paradoksu�. Pavyzdºiui,
jeigu ties
eje atid
esime maºo kampo ϕ◦ ir kampo (360 − ϕ)◦ reik²mes, tai ju�
aritmetinis vidurkis bus 180◦. O pasitelkus geometrin¦ interpretacij¡ darosi
akivaizdu, kad aritmetinis vidurkis tur
etu� bu	ti kampas 0◦.

Pamin
esime kelet¡ faktu� apie atsitiktiniu� kampu� tikimybinius modelius. At-
sitiktinio kampo tolydusis skirstinys irgi nusakomas vadinam¡ja �tankio funkcija�
f(x), ta£iau jos apibr
eºimas i² esm
es skiriasi nuo tankio apibr
eºimo ties
eje. At-
sitiktinio kampo tankio funkcija neneigiama, f(x) ≥ 0, periodin
e su periodu 2π,
t. y. f(x+ 2π) = f(x), su visais x ∈ R, ir tenkina s¡lyg¡∫ 2π

0

f(x)dx = 1.

Charakteristin¦ funkcij¡ ψ pakanka apibr
eºti tik sveikaskaitiniam argumentui
t = 0, 1, ...

ψ(t) = ψϕ(t) = Eeitϕ =

∫ 2π

0

eitxf(x)dx = αt + iβt,

αt = E cos(tϕ) =

∫ 2π

0

cos(tx)f(x)dx, βt = E sin(tϕ) =

∫ 2π

0

sin(tx)f(x)dx.

(3.7.49)
Taigi, nagrin
ejant skirstinius ant apskritimo, natu	ralu naudoti trigonomet-

rinius momentus αt, βt, t = 0, 1, 2, ..., kurie, skirtingai nuo skirstiniu� ant ties
es,
visada vienareik²mi²kai nusako charakteristin¦ funkcij¡ ψ(t). Charakteristin
e
funkcija ψ(t) tenkina i�prastines charakteristiniu� funkciju� savybes: |ψ(t)| ≤
1, ψ(0) = 1; jeigu ν �ksuotas kampas, tai

ψϕ−ν(t) = Eeit(ϕ−ν) = e−itνψϕ(t) = αt(ν) + iβt(ν),

αt(ν) = E cos[t(ϕ− ν)] = αt cos(tν) + βt sin(tν),

βt(ν) = E sin[t(ϕ− ν)] = −αt sin(tν) + βt cos(tν).

Momentai αt(ν), βt(ν) vadinami eil
es t trigonometriniais momentais krypties
ν atºvilgiu. Galioja charakteristin
es funkcijos vienaties, tolydumo ir atvertimo
teoremos. Jeigu tankis f(x) turi baigtini� skai£iu� maksimumu� ir minimumu� bei
baigtini� skai£iu� tru	kiu�, tai atvertimo formul
e tankiui yra

f(x) =
1

2π
{1 + 2

∞∑
t=1

[αt cos(tx) + βt sin(tx)]}.
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Teisingas nepriklausomumo kriterijus: atsitiktiniu� kampu� vektoriaus (ϕ1, ...,
ϕn)T koordinat
es nepriklausomos tada ir tik tada, kai jo daugiamat
e charakte-
ristin
e funkcija lygi koordina£iu� skirstiniu� charakteristiniu� funkciju� sandaugai:

ψ(ϕ1,...,ϕn)(t1, ..., tn) =

n∏
j=1

ψϕj (tj).

Jeigu kampai ϕ1, ..., ϕn yra nepriklausomi, tai ju� sumos ϕ = ϕ1 + ... + ϕn
charakteristin
e funkcija lygi d
emenu� charakteristiniu� funkciju� sandaugai

ψϕ(t) =

n∏
j=1

ψϕj (t). (3.7.50)

Sakome, kad atsitiktinis kampas ϕ turi tolygu�ji� skirstini�, jeigu jo tankio
funkcija

f(x) =
1

2π
, x ∈ R.

Jo charakteristin
e funkcija

ψ(t) =

{
1, kai t = 0,
0, kai t 6= 0.

(3.7.51)

Remdamiesi charakteristiniu� funkciju� vienaties teorema ir formul
emis (3.7.50),
(3.7.51) gauname tokias i²vadas. Jeigu ϕ1, ..., ϕn yra atsitiktiniai nepriklausomi
kampai, turintys tolygu�ji� skirstini�, tai suma ϕ = ϕ1 + ... + ϕn taip pat turi
tolygu�ji� skirstini�. Jeigu atsitiktiniai kampai ϕ1, ϕ2 yra nepriklausomi ir ϕ1 turi
tolygu�ji� skirstini�, tai suma ϕ1 + ϕ2 taip pat turi tolygu�ji� skirstini�. Apskri-
tai kalbant, gana bendromis s¡lygomis nepriklausomu� atsitiktiniu� kampu� suma
turi asimptotini� tolygu�ji� skirstini�. �ios i²vados gerokai skiriasi nuo tu�, kurias
gautume analogi²komis s¡lygomis nagrin
edami skirstinius ties
eje.

Vienas i² daºniausiai naudojamu� apra²ant atsitiktini� kamp¡ skirstiniu�,yra
vadinamasis Mizeso skirstinys M(µ, θ), priklausantis nuo dvieju� parametru� 0 <
µ < 2π, θ > 0. Parametras µ tam tikra prasme apibu	dina skirstinio centr¡,
o parametras 1/θ � sklaid¡ (vidurkio ir dispersijos ties
eje analogai). Mizeso
skirstinys, nagrin
ejant atsitiktinius kampus, vaidina maºdaug t¡ pati� vaidmeni�,
kaip normalusis skirstinys nagrin
ejant skirstinius ties
eje (ºr. [14]).

Mizeso skirstinio tankio funkcija

f(x|µ, θ) =
1

2πI0(θ)
eθ cos(x−µ), θ ≥ 0, 0 < µ < 2π, (3.7.52)

£ia normuojanti konstanta

I0(θ) =
1

2π

∫ 2π

0

eθ cos xdx =

∞∑
j=0

1

(j!)2

(
θ

2

)2j
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yra modi�kuotoji pirmojo tipo ir nulin
es eil
es Beselio funkcija (ºr.[1]).

Tarkime, ϕ1, ..., ϕn yra paprastoji imtis, gauta stebint atsitiktini� kamp¡
ϕ ∼M(µ, θ). Rasime parametru� µ ir θ ta²kinius i�vertinius. Tik
etinumo funkcija

L =
1

[2πI0(θ)]n
exp{θ

n∑
j=1

cos(ϕj − µ)},

o logtik
etinumo funkcija

` = −n ln(2π)− n ln I0(θ) + θ

n∑
j=1

cos(ϕj − µ).

Prilyginame i²vestines nuliui

˙̀
θ = −n[ln I0(θ)]′ +

n∑
j=1

cos(ϕj − µ) = 0, ˙̀
µ = θ

n∑
j=1

sin(ϕj − µ) = 0.

I² antrosios lygties randame

n∑
j=1

sin(ϕj − µ) = cosµ

n∑
j=1

sinϕj − sinµ

n∑
j=1

cosϕj = S cosµ− C sinµ = 0,

kad parametro µ DT i�vertinys tenkina s¡lygas

cos µ̂ =
C

R
, sin µ̂ =

S

R
, R =

√
C2 + S2, µ̂ = arctg

S

C
.

Parametro θ i�vertinys θ̂ randamas i² lygties

A(θ̂) = R̄, A(θ) =
I ′0(θ)

I0(θ)
, R̄ =

√
C̄2 + S̄2,

o C̄ ir S̄ yra empiriniai trigonometriniai momentai

C̄ =
1

n

n∑
j=1

cosϕj , S̄ =
1

n

n∑
j=1

sinϕj .

Knygoje [14] pateikiamos funkcijos A−1(x) lentel
es. Naudodamiesi tokiomis
lentel
emis (arba kompiuteriu) randame i�vertini� θ̂ = A−1(R̄).

Kadangi pirmieji trigonometriniai momentai yra

α1(µ) = A(θ) cosµ, β1(µ) = A(θ) sinµ,

tai, prilygin¦ juos empiriniams momentams C̄ ir S̄, matome, kad momentu� ir
DT i�vertiniai sutampa.

Rasime DT i�vertiniu� µ̂ ir θ̂ asimptotinius (n → ∞) skirstinius remdamiesi
3.5.3 teorema. Patikrinsime, ar tenkinamos teoremos s¡lygos.



3.7. Parametru� i�vertiniu� pavyzdºiai 159

1) ir 2) s¡lygos akivaizdºiai tenkinamos.
Vieno imties nario tik
etinumo funkcijos logaritmas

`1(µ, θ) = − ln(2π)− ln I0(θ) + θ cos(ϕ− µ).

Randame informantes

˙̀
1µ = θ sin(ϕ− µ), ˙̀

1θ = −A(θ) + cos(ϕ− µ), A(θ) = I ′0(θ)/I0(θ);

E( ˙̀
1µ) =

θ

2πI0(θ)

∫ 2π

0

sin(x− µ)eθ cos(x−µ)dx = 0, E( ˙̀
1θ) = −A(θ) +A(θ) = 0.

Randame antr¡sias i²vestines

῭
1µµ = −θ cos(ϕ− µ), i11 = −E(῭

1µµ) = θA(θ);

῭
1µθ = sin(ϕ− µ), i12 = −E(῭

1µθ) = 0;

῭
1θθ = −A′(θ), i22 = −E(῭

1θθ) = A′(θ) =
I ′′0 (θ)

I0(θ)
−A2(θ).

Pasinaudokime modi�kuotu�ju� Beselio funkciju� ir ju� i²vestiniu� savyb
emis.
Modi�kuotoji eil
es p Beselio funkcija Ip(θ) uºra²oma eilute (ºr. [1])

Ip(θ) =

∞∑
j=1

1

j!(j + p)!

(
θ

2

)2j+p

, p = 0, 1, 2, ...

Tiesiogiai i�sitikiname, kad

I ′0(θ) = I1(θ), I ′′0 (θ) = I ′1(θ), [θI1(θ)]′ = I1(θ) + θI ′1(θ) = θI0(θ);

I ′1(θ) = I ′′0 (θ) =
θI0(θ)− I ′0(θ)

θ
.

Taigi

i22 =
θI0(θ)− I ′0(θ)

θI0(θ)
−A2(θ) = 1−A2(θ)−A(θ)/θ.

Lieka patikrinti, ar E( ˙̀
1

˙̀T
1 ) = −E(῭

1). Gauname

E( ˙̀
1µ)2 = θ2E sin2(ϕ− µ) = θ2

[
1− I ′′0 (θ)

I0(θ)

]

= θ2

[
1− θI0(θ)− I0(θ)

θI0(θ)

]
= θA(θ) = i11;

E( ˙̀
1µ l̇1θ) = θE[sin(ϕ− µ)(−A(θ) + cos(ϕ− µ))] = 0 = i12;

E( ˙̀
1θ)

2 = E(−A(θ) + cos(ϕ− µ))2 = A2(θ)− 2A2(θ) + I ′′0 (θ)/I0(θ) = i22.

4) informacin
e matrica teigiamai apibr
eºta, nes i12 = i21 = 0, o i11 > 0, i22 >
0.
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5) visos funkcijos l1 tre£ios eil
es i²vestin
es apr
eºtos.
Taigi visos 3.5.3 teoremos s¡lygos i²pildytos ir a. v. (µ̂, θ̂)T asimptoti²kai turi

dvimati� normalu�ji� skirstini� su nekoreliuotomis koordinat
emis:

√
n(µ̂− µ)

d→ Y ∼ N(0, 1/(θA(θ)));

√
n(θ̂ − θ) d→ Z ∼ N(0, 1/[1−A2(θ)−A(θ)/θ]).

Remdamiesi ²iomis aproksimacijomis ir skyrelyje 3.5.4 apra²yta metodika,
gauname pasikliovimo lygmens Q = 1− 2P aproksimacinius pasikliovimo inter-
valus

(µ; µ̄) =
(
µ̂− zP /

√
nθ̂R̄; µ̂+ zP /

√
nθ̂R̄

)
;

(θ; θ̄) =

(
θ̂ − zP /

√
n(1− R̄2 − R̄/θ̂); θ̂ + zP /

√
n(1− R̄2 − R̄/θ̂)

)
.

3.7.12 pavyzdys. Mizeso skirstinio parametru� i�ver£iai. Lentel
eje pateikti tu� horizonto
ta²ku�, kuriuos steb
etojas uº�ksavo paskutini� kart¡ matydamas paleist¡ anti� (prapuolimo kam-
pas), azimutai. Eksperimento metu paleista n = 714 an£iu�. Eksperimentas atliktas Anglijoje
Glo£esterio grafyst
eje (ºr. [14]).

Kampas Daºnis Kampas Daºnis Kampas Daºnis
10◦ 40 130◦ 3 250◦ 24
30◦ 22 150◦ 1 270◦ 58
50◦ 20 170◦ 6 290◦ 136
70◦ 9 190◦ 3 310◦ 138
90◦ 6 210◦ 11 330◦ 143
110◦ 23 230◦ 22 350◦ 69

Duomenys sugrupuoti i� 20◦ ilgio intervalus. Lentel
eje nurodytas vidurinis i-ojo intervalo
kampas ϕ◦i ir steb
ejimu�, patekusiu� i� i-t¡ji� interval¡, daºnis ni, i = 1, ..., 18. Tar¦, kad duome-
nis galime traktuoti kaip paprastosios imties, gautos stebint a. d. ϕ ∼ M(µ, θ), realizacij¡,
rasime parametru� µ ir θ ta²kinius i�ver£ius ir pasikliovimo lygmens Q = 0, 95 aproksimacinius
pasikliovimo intervalus.

Apskai£iuojame

C̄ =
1

n

18∑
i=1

ni cosϕi = 0, 4998, S̄ =
1

n

18∑
i=1

ni sinϕi = −0, 5176;

R̄ = 0, 7195, µ̂ = 308, 89◦, θ̂ = 2, 077.

Aproksimaciniai pasikliovimo intervalai yra tokie:

(µ; µ̄) = (305, 35◦; 312, 33◦), (θ; θ̄) = (1, 964; 2, 190).

3.7.17. Aproksimaciniu� pasikliovimo intervalu� pavyzdºiai

Pateiksime kelet¡ iliustraciju�, kaip galima sudaryti parametru� apytikslius (ap-
roksimacinius) pasikliovimo intervalus remiantis ta²kiniu� i�vertiniu� asimptotini-
ais skirstiniais.
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1. Normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcijos ir kvantilio pasik-

liovimo intervalai. Tarkime, paprastoji imtisX = (X1, ..., Xn)T gauta stebint
a. d. X ∼ N(µ, σ2). Ie²kosime kritiniu� reik²miu�

xP = µ+ σzP , zP = Φ−1(1− P )

ir pasiskirstymo funkcijos

F (x) = F (x;µ, σ) = Φ(
x− µ
σ

)

pasikliovimo intervalu�.
Parametru� µ ir σ DT i�vertiniai yra empirinis vidurkis X̄ ir empirin
e dispersija

m2 (ºr. 3.5.2 skyreli�). Remiantis 3.5.3 teorema, asimptotinis i�vertinio (X̄, m2)
skirstinys yra dvimatis normalusis su nekoreliuotomis koordinat
emis

√
n(X̄ − µ)

d→ Y ∼ N(0, σ2),
√
n(m2 − σ2)

d→ Z ∼ N(0, 2σ4). (3.7.53)

Nagrin
ejamu� charakteristiku� DT i�vertiniai yra

x̂P = X̄ + zP
√
m2, F̂ (x;µ, σ) = Φ

(
x− X̄
√
m2

)
.

Pakeit¦ (3.7.49) dispersijas ju� i�vertiniais ir paºym
ej¦, kad

∂xP
∂µ

= 1,
∂xP
∂σ2

=
zP
2σ
,

gauname i�vertinio x̂P asimptotin
es dispersijos i�vertini�

σ̂2
x̂P =

m2

n
+

(
zP

2
√
m2

)2
2m2

2

n
=
m2

n

(
1 +

z2
P

2

)
.

Parametro xP aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lyg-
muo Q = 1− 2α, yra

x̂P − zασ̂x̂P , x̂P + zασ̂x̂P (3.7.54)

Analogi²kai gauname

∂F

∂µ
= − 1

σ
ϕ

(
x− µ
σ

)
,
∂F

∂σ2
= −x− µ

2σ3
ϕ

(
x− µ
σ

)
,

σ̂2
F̂

=
1

n

(
1 +

x− X̄
2m2

)
ϕ2

(
x− X̄
√
m2

)
,

F = F̂ (x)− zασ̂F̂ , F = F̂ (x) + zασ̂F̂ . (3.7.55)

3.7.13 pavyzdys. Normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcijos, kvantilio, asimetrijos

ir eksceso koe�cientu� pasikliovimo intervalai. Tarkime, kad pagal didumo n = 100 paprast¡j¡
imti�, gaut¡ stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2), apskai£iuotos empiriniu� charakteristiku� realizacijos:
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X̄ = 1, 28; s2 = 4; g1 = −0, 25; g2 = 0, 1. Sudarysime parametru� x(0, 9), F (0), γ1, γ2

pasikliovimo lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo intervalus.
Parametru� x(0, 9) ir F (0) ta²kiniai i�ver£iai yra

x̂(0, 1) = X̄ + sz(0, 9) = 3, 8432; F̂ (0) = Φ(−1, 28/2) = 0, 2611.

Asimptotiniu� dispersiju� i�ver£iai

σ̂2
x̂(0,9) = 4(1 + z2(0, 9)/2)/n = 0, 0728; σ̂2

F̂ (0)
= (1 + 1, 282/8)ϕ2(0, 64)/n = 0, 00127.

Gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

x(0, 9) = x̂(0, 9)− z0,025σ̂x̂(0,9) = 3, 3144, x(0, 9) = x̂(0, 9) + z0,025σ̂x̂(0,9) = 4, 3720;

F (0) = F̂ (0)− z0,025σ̂F̂ (0) = 0, 1913, F (0) = F̂ (0) + z0,025σ̂F̂ (0) = 0, 3309.

Statistiku� g1 ir g2 pirmu�ju� momentu� i²rai²kos pateiktos 2.27 pratime. Naudodami ²ias
i²rai²kas gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

γ
1

= g1 − z0,025

√
V g1 = −0, 7184, γ1 = g1 + z0,025

√
V g1 = 0, 2184;

γ
2

= g2−6/(n+1)−z0,025

√
V g2 = −0, 8507, γ2 = g2−6/(n+1)+z0,025

√
V g2 = 0, 9319.

2. Veibulo skirstinio kvantilio pasikliovimo intervalas. Tarkime, kad
paprastosios X = (X1, ..., Xn)T imties elementas Xi ∼ W (θ, ν), t. y. Xi turi
Veibulo skirstini�, kurio pasiskirstymo funkcija

F (x; θ, ν) = 1− exp
{
−
(x
θ

)ν}
, x ≥ 0.

Ie²kosime ²io d
esnio p kvantilio

t(p) = θ (− ln(1− p))1/ν

pasikliovimo intervalo.
Jei gaminiu� fukcionavimo trukm
e pasiskirs£iusi pagal Veibulo d
esni�, tai t(p)

yra momentas, iki kurio didel
es gaminiu� populiacijos dalis p sugenda.
Paºym
ekime up = − ln(1− p). I²vestin
es

∂t(p)

∂θ
= u1/µ

p ,
∂t(p)

∂ν
= − θ

ν2
u1/ν
p lnup,

taigi

σ̂2
t̂(p)

= u2/ν̂
p

(
Î11 − 2Î12 θ̂

ν̂2
lnup + Î22 θ̂

2

ν̂4
ln2 up

)
;

£ia Îij yra matricos Î
−1

n elementai. Pagal 3.5.8 pavyzdi� informacin
es matricos
I pagri�stojo i�vertinio În = [Îij ]2×2 elementai

Î11 = n
ν̂2

θ̂2
, Î22 = n

1 + Γ′′(2)

ν̂2
, Î12 = Î21 = n

Γ′(2)

σ̂
.

Intervalas (
t̂(p)− σ̂t̂(p) z1−α/2, t̂(p) + σ̂t̂(p) z1−α/2

)
(3.7.56)
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yra parametro t(p) aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lyg-
muo Q = 1− 2α.

3.7.14 pavyzdys. Veibulo skirstinio parametru� ir kvantilio pasikliovimo intervalai.

Tarkime, kad gaminio darbo laikas apra²omas Veibulo skirstiniu su parametrais θ ir ν. Pagal
paprast¡j¡ imti�, gaut¡ i²bandºius 100 gaminiu�, surastos parametru� DT i�vertiniu� (ºr. lyg£iu�
sistem¡ (3.7.44)) realizacijos θ̂ = 0, 198 ir ν̂ = 2, 15. Rasime parametru� θ, ν ir kvantilio t(0, 9)
pasikliovimo lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo intervalus.

Parametru� θ ir ν i�vertiniu� vidutinius kvadratinius nuokrypius i�vertinkime taip:

σ̂θ̂ = 1/

√
Î11 = θ̂/(ν̂

√
n) = 0, 0092, σ̂ν̂ = 1/

√
Î22 = ν̂/

√
n(1 + Γ′′(2)) = 0, 1592.

Gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

θ = θ̂ − z0,025σ̂θ̂ = 0, 0568, θ = θ̂ + z0,025σ̂θ̂ = 0, 3392;

ν = ν̂ − z0,025σ̂ν̂ = 1, 8380, ν = ν̂ + z0,025σ̂ν̂ = 2, 4620.

Parametro t(0, 9) ta²kinio i�vertinio realizacija yra t̂(0, 9) = θ̂(− ln 0, 1)1/ν̂ = 0, 2918.

Vertinant dispersij¡ reikia rasti Fi²erio informacin
es matricos atvirk²tin¦. Gauname Î
11

=

0, 0094/n, Î
22

= 2, 8104/n, Î
12

= −0, 0509/n. Tada σ̂t̂(0,9) = 0, 0172 ir pasikliovimo inter-
valas

t(0, 9) = t̂(0, 9)− z0,025σ̂t̂(0,9) = 0, 2580, t(0, 9) = t̂(0, 9) + z0,025σ̂t̂(0,9) = 0, 3427.

3. Asimetrijos koe�ciento asimptotinis pasikliovimo intervalas. At-
sitiktinio dydºio X asimetrijos koe�cientas γ1 = µ3/µ

3/2
2 , o jo empirinis analo-

gas γ̂1 = g1 = m3/m
3/2
2 . Ie²kosime g1 asimptotinio d
esnio. Remiantis 2.5.5

teorema,
√
n(m3 − µ3)

d→ V ∼ N
(
0, µ6 − 6µ2µ4 − µ2

3 + 9µ3
2

)
ir m3/2

2
P→ µ

3/2
2 . Taigi

√
n(g1 − γ1)

d→ U ∼ N
(

0,
µ6 − 6µ2µ4 − µ2

3 + 9µ3
2

µ3
2

)
.

Remdamiesi empiriniais momentais, gauname statistikos g1 dispersijos i�vertini�

σ̂2
g1 =

1

n

m6 − 6m4m2 −m2
3 + 9m3

2

m3
2

.

Taigi parametro γ1 aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo
lygmuo Q = 1− 2α, yra

γ
1

= g1 − zασ̂g1 , γ1 = g1 + zασ̂g1 . (3.7.57)

4. Koreliacijos koe�ciento pasikliovimo intervalas. Dvieju� a. d. X ir
Y koreliacijos koe�cientas

ρ = ρ(X, Y ) =
Cov (X, Y )√
V XV Y

=
µ11√
µ20µ02

. (3.7.58)
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Jo empirinis analogas r pagal didumo n paprast¡j¡ imti� (Xi, Yi)
T , i =

1, 2, ..., n, gaunamas (3.7.58) i²rai²koje pakeitus teorinius momentus ju� empirini-
ais analogais:

ρ̂ = r =
m11√
m20m02

=

∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑

i(Xi − X̄)2
∑
i(Yi − Ȳ )2

. (3.7.59)

Remiantis 3.5.5 teorema, r asimptoti²kai (n → ∞) nepaslinktasis ir turi
normalu�ji� skirstini�, kurio asimptotin
e dispersija randama pagal (3.5.28) formul¦.
Asimptotin
es dispersijos i²rai²ka pateikta 2.28 pratime.

Reikia paºym
eti, kad r skirstinys nepriklauso nuo vidurkiu� EX = α10, EY =
α01 ir nuo dispersiju� V X = µ20, V Y = µ02. I² tikru�ju�, jeigu vietoje Xi

ir Yi imsime (Xi − α10)/
√
µ20 ir (Yi − α01)/

√
µ02, tai r reik²m
e nepasikeis.

Tod
el 1.P.4 lentel
eje asimptotin
es dispersijos i²rai²k¡ galima suprastinti, i�ra²ius
α10 = α01 = 0, µ20 = µ02 = 1. Tada

σ2
r ∼

ρ2

n

(
µ22 − µ11(µ31 + µ13)

µ2
11

+
µ40 + µ04 + 2µ22

4

)
. (3.7.60)

Gauname parametro ρ asimptotinio pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo
lygmuo Q = 1− 2α, r
eºius:

ρ = r − zασ̂r, ρ = r + zασ̂r, (3.7.61)

£ia σ̂r rei²kia, kad (3.7.60) formul
es neºinomi parametrai µij pakeisti ju� em-
piriniais analogais mij , i, j = 1, ..., 4.

Kai skirstinys dvimatis normalusis (primename, kad galima tarti, jog vidur-
kiai lygu	s 0, o dispersijos lygios 1), gauname µ11 = ρ, µ22 = 1 + 2ρ2, µ31 =
µ13 = 3ρ, µ40 = µ04 = 3. Tod
el (3.7.60) i²rai²ka tampa paprastesn
e

σ2
r ∼

1

n
(1− ρ2)2 (3.7.62)

ir asimptotinio pasikliovimo intervalo r
eºiai yra

ρ = r − zα
1− r2

√
n

, ρ = r + zα
1− r2

√
n

. (3.7.63)

Jeigu n n
era labai didelis, tai ²is intervalas gali bu	ti netikslus, ypa£ jeigu
tikroji parametro ρ reik²m
e artima ±1. Tokiu atveju statistikos r skirstinys turi
didel¦ asimetrij¡, o aproksimuojamas simetriniu normaliuoju skirstiniu.

Tikslinga parinkti statistikos r dispersij¡ stabilizuojan£i¡ transformacij¡ V =
V (r) taip, kad funkcijos V (r) asimptotin
e dispersija nuo ρ nepriklausytu� ir bu	tu�,
pavyzdºiui, 1. Pagal (3.7.62) funkcija V (ρ) parenkama taip

V (ρ) =

∫
dρ

1− ρ2
=

1

2
ln

1 + ρ

1− ρ
.

Atlikus ²i¡ transformacij¡, gaunamas ρ pasikliovimo intervalas pateiktas 3.7.3
poskyryje.
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3.8. Pratimai

3.1 skyrelis

3.1. Kokio didumo turi bu	ti a. d. X ∼ N(µ, 4) imtis, kad parametro µ i�vertinio µ̂ = X̄
absoliu£ioji paklaida bu	tu� ne didesn
e uº 0,1 su tikimybe, ne maºesne kaip 0,99 ?

3.2. Kokio didumo turi bu	ti normaliojo a. d. imtis, kad dispersijos σ2 i�vertinio σ̂2 = s2

santykin
es paklaidos modulis bu	tu� ne didesnis uº 0,1 su tikimybe, ne maºesne kaip 0,99 ?

3.3. Kokio didumo turi bu	ti a. d. X ∼ G(1/λ, 5) imtis, kad parametro λ i�vertinio
λ̂ = X̄/5 santykin
es paklaidos modulis bu	tu� ne didesnis uº 0,1 su tikimybe, ne maºesne kaip
0,99 ?

3.4. Ju	ros gylis matuojamas prietaisu, kurio sistemin
e paklaida 0, o atsitiktin
e paklaida
pasiskirs£iusi pagal normalu�ji� d
esni� su vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu σ = 25 m. Kiek kartu�
reikia nepriklausomai matuoti ju	ros gyli�, kad matavimo paklaida bu	tu� ne didesn
e kaip 15 m
su tikimybe, ne maºesne uº 0,99 ?

3.5. Parametro θ i�vertinio θ̂n = Tn = Tn(X1, ..., Xn) poslinkis yra

ETn − θ =

∞∑
i=1

ai

ni
= O(

1

n
), n→∞.

I�rodykite, kad statistikos T ′n = nTn − (n − 1)T̄n−1 poslinkis yra O(1/n2); statistikos T ′′n =
[n2T ′n− (n− 1)T̄ ′n−1]/[n2− (n− 1)2] poslinkis yra O(1/n3) ir t. t. �ia T̄n−1 yra aritmetinis
vidurkis statistiku� Tn−1, apskai£iuotu� pagal visus didumo n− 1 imties poaibius.

3.6. X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso Veibulo
skirstiniu� ²eimai P = {f(x|ρ), 0 < ρ <∞}; £ia tankio funkcija yra

f(x|ρ) = αραxα−1e−(ρx)α , 0 < x <∞,

o α > 1 � ºinoma konstanta. I�rodykite, kad funkcijos γ(ρ) = ρr nepaslinktasis i�vertinys, kai
n > r/α, yra

γ̂ =

(
n∑
i=1

Xα
i

)−r/α
(n− 1)!

Γ(n− r/α)
.

3.7. Tegu θ̄ = θ̄(X) yra nepaslinktasis θ i�vertinys. I�rodykite, kad bet kuris nepaslinktasis
θ i�vertinys θ̃ yra tokio pavidalo: θ̃ = θ̄ − U(X); £ia U(X) tenkina s¡lyg¡ EU(X) ≡ 0.

3.8. Tegu X diskretusis a. d., kurio skirstinys nusakytas tikimyb
emis:

P{X = −1} = p, P{X = k} = (1− p)2pk, k = 0, 1, 2, . . . ,

£ia p ∈ (0, 1) yra neºinomas parametras.
a) I�rodykite, kad statistika U(X) tenkina s¡lyg¡ EU(X) ≡ 0 tada ir tik tada, kai U(k) = ak

su visais k = −1, 0, 1, 2, . . . ir tam tikru a.
b) I�rodykite, kad parametro θ = (1− p)2 NMD i�vertinys yra

T0(X) =

{
1, kai X = 0,
0, kai X 6= 0.

c) I�rodykite, kad

T1(X) =

{
1, kai X = −1,
0, kai X 6= −1

yra nepaslinktasis p i�vertinys, o NMD i�vertinys neegzistuoja.

3.9. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(0, θ), 0 <
θ < ∞. Raskite θ i�vertinio cX(n) poslinki� ir dispersij¡; £ia c � ºinoma teigiama konstanta.
Raskite c toki�, kad cX(n) bu	tu� nepaslinktasis θ i�vertinys.

3.10. Tarkime, X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio
skirstinys priklauso ²eimai P = {Pθ, θ ∈ {θ1, ..., θk}} su �ksuotu natu	raliuoju skai£iumi
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k. Tegu Tn(X) yra θ i�vertinys, i�gyjantis reik²mes i² aib
es {θ1, . . . , θk}. I�rodykite, kad Tn(X)
yra pagri�stasis tada ir tik tada, kai Pθ(Tn(X) = θ)→ 1, n→∞.

3.11. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(θ− 1/2, θ+
1/2), θ ∈ R yra neºinomas. I�rodykite, kad θ̄ = (X(1) + X(n))/2 yra stipriai pagri�stas θ

i�vertinys, t. y.
√
n(θ̄ − θ) b.t.→ 0, kai n→∞.

3.12. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji a. d. X ∼ B(1, p) imtis. Tarkime, statistika
T i�gyja reik²m¦ 0, jei daugiau negu pus
e visu� Xi yra 0; i�gyja reik²m¦ 1, jeigu daugiau negu
pus
e visu� Xi yra 1; i�gyja reik²m¦ 1/2, jeigu lygiai pus
e visu� Xi yra 0. I�rodykite, kad statistika
T n
era pagri�stasis tikimyb
es p i�vertinys.

3.13. Tegu g1, g2, . . . yra tokios tolydºiosios, apibr
eºtos intervale (a, b) ⊂ R, funkcijos,
kad gn(x) → g(x) tolygiai pagal x bet kuriame intervale, priklausan£iame (a, b). Tegu Tn
yra pagri�stasis θ ∈ (a, b) i�vertinys. I�rodykite, kad gn(Tn) yra pagri�stasis parametro ϑ = g(θ)
i�vertinys.

3.14. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio vidurkis
µ ∈ R ir dispersija σ2 > 0 neºinomi. Be to, g(µ) = 0, kai µ 6= 0, ir g(0) = 1. Nurodykite
pagri�st¡ji� ϑ = g(µ) i�vertini�.

3.15. 1 skyriaus 1.12 pratimo s¡lygomis i�rodykite, kad a. d. Y P→ µ, µ = y1 + ... + yN ,
kai n→ N bet kuriam �ksuotam N . Ar Y i²liks pagri�stasis, kai imtis imama gr¡ºinant?

3.16. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2),
−∞ < µ < ∞, σ > 0. I�rodykite, kad aritmetinis vidurkis X̄ ir empirin
e mediana x̂(0, 5) yra
vidurkio µ pagri�stieji i�vertiniai.

3.17. Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ K(µ, σ),
−∞ < µ < ∞, σ > 0. I�rodykite, kad aritmetinis vidurkis X̄ n
era pagri�stasis, o empirin
e
mediana x̂(0, 5) yra pagri�stasis parametro µ i�vertinys.

3.18. Tegu X ir Y yra nepaslinktieji atitinkamai parametru� θ ir θ2 i�vertiniai. Raskite
a. d. X dispersijos V X nepaslikt¡ji� i�vertini�.

3.19. Tegu X ir Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, vienodai pasiskirst¦ pagal
N(µ, σ2). Ar |X −Y | ir |X −Y |2 yra nepaslinktieji parametru� σ ir σ2 i�vertiniai? Raskite ²iu�
i�vertiniu� poslinkius.

3.20. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(−θ, θ), 0 <
θ < ∞. I² kokios konstantos reikia padauginti statistik¡ T = X(n) − X(1), kad gautume
nepaslinkt¡ji� parametro θ i�vertini�? Kokia gautojo i�vertinio dispersija?

3.21. Atsitiktinis dydis X turi geometrini� skirstini� su parametru p. Raskite parametro
ln p nepaslinkt¡ji� i�vertini�.

3.22. Tegu nepriklausomi a. d. X ∼ P(λ1) ir Y ∼ P(λ2). Raskite s¡lygini� X skirstini�, kai
suma X +Y �ksuota. Remdamiesi gautu rezultatu, sudarykite parametro θ = λ1/λ2 i�vertini�.

3.23. Atlikus n = 50 Bernulio eksperimentu�, kai A i�vykimo tikimyb
e yra p, i�vykis A i�vyko
12 kartu�. Raskite parametru� q + p3, pq, p12q38, q50, p49 nepaslinktu�ju� i�vertiniu� realizacijas.

3.24. Atliekant Bernulio eksperimentus, A pirm¡ji� kart¡ i�vyko per 14 bandym¡. Raskite
parametro p ln p nepaslinktojo i�vertinio realizacij¡; £ia p yra i�vykio A pasirodymo tikimyb
e
per atskir¡ bandym¡.

3.2 � 3.3 skyreliai

3.25. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, 1),−∞ < µ < ∞.
I�rodykite, kad X̄ yra pilnoji ir pakankamoji parametro µ statistika.

3.26. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ E(λ, µ), 0 < λ <
∞, −∞ < µ <∞. I�rodykite, kad T = (X(1), X(2) + ...+X(n))

T yra pakankamoji parametro
(λ, µ)T statistika.

3.27. I�rodykite, kad T = X1+...+Xn yra pilnoji ir pakankamoji ²eimos P = {B(1, p), 0 <
p < 1} statistika, kaiX = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
binominiu� skirstiniu� ²eimai P.
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3.28. (3.27 t¦sinys). Aptarkite klas¦ γ(p) funkciju�, turin£iu� NMD i�vertinius. I�rodykite,
kad nepaslinktasis funkcijos γ(p) = 1/p i�vertinys neegzistuoja.

3.29. (3.27 t¦sinys). Raskite parametru� p, pq, p2, Cknp
kqn−k NMD i�vertinius.

3.30. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
Puasono skirstiniu� ²eimai P = {P(λ), 0 < λ < ∞}. I�rodykite, kad T = X1 + ... + Xn yra
pilnoji ir pakankamoji ²eimos P statistika.

3.31. (3.30 t¦sinys). Raskite klas¦ funkciju� γ(λ), kuriu� NMD i�vertinys egzistuoja. Rask-
ite parametru� λ, λ2, λ(1− λ), e−λ NMD i�vertinius.

3.32. (3.30 t¦sinys). Raskite tikimyb
es γ(λ) = (cλ)me−cλ/m! NMD i�vertini�; £ia 0 < c ≤
n ir m � sveikasis neneigiamas skai£ius ºinomi.

3.33. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2), −∞ < µ <
∞, 0 < σ < ∞. I�rodykite, kad T = (X̄, s2)T yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ =
(µ, σ2)T statistika.

3.34. (3.33 t¦sinys). I�rodykite, kad parametru� µ ir σ NMD i�vertiniai yra µ̂ = X̄ ir
σ̂2 = s2.

3.35. (3.33 t¦sinys). Imkite parametru� µ ir σ2 i�vertinius aX̄ ir bs2. Kokie tur
etu� bu	ti a
ir b, kad tie i�vertiniai bu	tu� geresni uº nepaslinktuosius X̄ ir s2, kai minimizuojama kvadratin
e
nuostoliu� funkcija?

3.36. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
tolygiu�ju� skirstiniu� ²eimai: a) P1 = {U(0, θ), 0 < θ < ∞}; b) P2 = {U(θ1, θ2), 0 < θ1 <
θ2 <∞}; c) P3 = {U(θ, 3θ), 0 < θ <∞}. I�rodykite: a) T1 = X(n) yra pilnoji ir pakankamoji
²eimos P1 statistika; b) T 2 = (X(1), X(n))

T � pilnoji ir pakankamoji ²eimos P2 statistika; c)
T 2 = (X(1), X(n))

T � pakankamoji ²eimos P3 statistika, ta£iau ji n
era pilnoji.

3.37. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, 2, ..., n, yra dvima£io normaliojo vektoriaus (X, Y )T ∼

N2(µ, Σ) su nekoreliuotomis koordinat
emis imtis. I�rodykite: a) T = (
∑
iXi,

∑
i Yi,

∑
iX

2
i ,∑

i Y
2
i )T yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ statistika, kai θ = {(µ1, µ2, σ1, σ2)T :

−∞ < µ1, µ2 <∞, 0 < σ1, σ2 <∞}; b) T = (
∑
iXi,

∑
i Yi,

∑
i(X

2
i + Y 2

i ))T � pilnoji ir
pakankamoji parametro θ statistika, kai θ = {(µ1, µ2, σ1, σ2)T : −∞ < µ1, µ2 < ∞, 0 <
σ1 = σ2 < ∞}; c) T = (

∑
iXi,

∑
i Yi

∑
iX

2
i ,
∑
i Y

2
i )T � pakankamoji parametro θ

statistika, kai θ = {(µ1, µ2, σ1, σ2)T : −∞ < µ1 = µ2 < ∞, 0 < σ1, σ2 < ∞}, ta£iau ji
n
era pilnoji.

3.38. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ W (η, σ), 0 < η < ∞, 0 <
σ < ∞, turin£io Veibulo skirstini�. I�rodykite, kad: a) kai η neºinomas, egzistuoja tik triviali
pakankamoji statistika; b) kai η ºinomas, T =

∑
iX

η
i yra parametro σ pakankamoji statistika.

3.39. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
²eimai P = {f(x; λ, η, µ), 0 < λ, η <∞, −∞ < µ <∞}; £ia tankio funkcija

f(x; λ, η, µ) =
λη

Γ(η)
xη−1e−λ(x−µ), x ≥ µ.

Raskite pakankam¡j¡ statistik¡: a) parametro η, kai µ ir λ ºinomi; b) parametro λ, kai µ ir η
ºinomi; c) parametru� η ir λ, kai µ ºinomas; d) parametro µ, kai λ ºinomas, o η = 1.

3.40. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
Laplaso skirstiniu� ²eimai, kuriu� tankis

f(x; λ) =
λ

2
e−λ|x|, 0 < λ <∞, x ∈ R.

Kaip sumodeliuoti imti�, ekvivalen£i¡ turimai, kai ºinoma statistikos T =
∑
i |Xi| reik²m
e?

3.41. Remiantis geometri²kai pasiskirs£iusio a. d. X paprast¡ja imtimi, apskai£iuota
statistikos T =

∑
iXi reik²m
e. Nurodykite, kaip sumodeliuoti imti�, ekvivalen£i¡ turimai.

3.42. Tegu Y1, ...Yn yra n. a. d. ir Yi ∼ N(α + βxi, σ2); £ia x1, ..., xn � ºinomos
konstantos, −∞ < α, β < ∞, 0 < σ < ∞ � neºinomi parametrai. I�rodykite, kad T =
(
∑
i Yi,

∑
i Yixi,

∑
i Y

2
i ) yra pilnoji ir pakankamoji parametro θ = (α, β, σ)T statistika.
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3.43. Tarkime, n kartu� atliekami kampu� matavimai ir k-ojo matavimo metu kampo didu-
mas yra kϕ, k = 1, 2, ..., n. Sistemin
es matavimu� paklaidos lygios 0, o atsitiktin
es paklaidos
sumuojamos, t. y. k-ojo matavimo atsitiktin
e paklaida yra Z1 + ... + Zk; £ia Z1, ..., Zn yra
vienodai pasiskirst¦ nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai ir Zi ∼ N(0, σ2). Raskite parametru�
ϕ ir σ2 NMD i�vertinius.

3.44. Tarkime, kad Xij = µ+ai+ eij ir {ai, eij}, i = 1, ..., I, j = 1, ..., J yra n. a. d. sis-
tema; £ia ai ∼ N(0, β2), eij ∼ N(0, σ2),−∞ < µ <∞, 0 < β, σ <∞ yra neºinomi parame-
trai. I�rodykite, kad T = (X̄.., SSA, SSE)T yra pakankamoji parametro θ = (µ, β, σ)T

statistika; £ia

X̄.. =
1

IJ

I∑
i=1

J∑
j=1

Xij , SSA =

I∑
i=1

J∑
j=1

(Xij − X̄i.)2,

X̄i. =
1

J

J∑
j=1

Xij , SSE =
I∑
i=1

(X̄i. − X̄..)2.

3.45. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, yra paprastoji imtis dvima£io a. v. (X, Y )T , kurio

skirstinys priklauso dvima£iu� normaliu�ju� skirstiniu� ²eimai N2(µ, Σ); µ = (µ1, µ2)T , −∞ <
µ1, µ2 <∞, Σ = [σij ]2×2, 0 < σii = σ2

i <∞, i = 1, 2, σ12 = ρσ1σ2, |ρ| < 1. I�rodykite, kad
T = (

∑
iXi,

∑
i Yi,

∑
iXiYi,

∑
iX

2
i ,
∑
i Y

2
i )T yra pilnoji ir pakankamoji statistika.

3.46. Atsitiktinio dydºio X skirstinys priklauso ²eimai P = {f(x; θ), 0 < θ < ∞}; £ia
tankis f(x; θ) = 2(θ − x)/θ2, kai 0 < x < θ, ir lygus 0, kai x i�gyja kitas reik²mes. Raskite
²eimos P netriviali¡ pakankam¡j¡ statistik¡ pagal a. d. X didumo n paprast¡j¡ imti�.

3.47. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2), −∞ < µ <
∞, 0 < σ < ∞. I�rodykite, kad funkcijos Φ((c − µ)/σ), kuri nusako i� kair¦ nuo �ksuotos
konstantos c esan£i¡ generalin
es visumos dali�, NMD i�vertinys yra

Φ̂

(
c− µ
σ

)
=

1
√
π

Γ((n− 1)/2)

Γ((n− 2)/2)

∫ T

−1
(1− x2)(n−4)/2dx;

£ia T = (c− X̄)/s.
Raskite min
etos tikimyb
es i�vertini�, kai parametras σ yra ºinomas.

3.48. (3.47 t¦sinys). Raskite tankio funkcijos reik²m
es f(x|µ, σ) = ϕ((x−µ)/σ)/σ NMD
i�vertini�.

3.49. Tegu X yra diskretusis a. d., kurio galimos reik²m
es yra 0, 1, 2, ..., o tikimyb
es
pr(θ) = P{X = r|θ}, θ ∈ Θ ⊂ R. Paºym
ekime Vr imties reik²miu�, lygiu� r, skai£iu�, o T �
parametro θ pakankam¡j¡ statistik¡. I�rodykite, kad E((Vr/n)|T ) yra funkcijos pr(θ) NMD
i�vertinys, ir raskite tikimyb
es P{X = 0|θ} NMD i�vertini�, kai yra Puasono ir neigiamasis
binominis skirstinys.

3.50. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
²eimai P = {p(i|θ), θ ∈ Θ ⊂ R}; £ia p(i|θ) = P{X = i|θ} = aiθ

i/f(θ), i = c, c + 1, ...
I�rodykite: a) T = X1 + ...+Xn yra pilnoji ir pakankamoji ²eimos P statistika, o jos skirstinys
yra nusakomas tokio pavidalo tikimyb
emis P{T = k|θ} = bkθ

k/(f(θ))n, k = nc, nc + 1, ...;
b) parametro θr NMD i�vertinys yra Ur(T ) = (bT−r)/bT , kai T ≥ nc + r, ir Ur(T ) = 0, kai
T < nc+ r; c) i�vertinio Ur(T ) dispersijos NMD i�vertinys yra (Ur(T ))2 − U2r(T ).

Taip pasiskirst¦ daugelis diskre£iu�ju� a. d., kuriu� galimu� reik²miu� skai£ius yra begalinis
(Puasono, geometrinis ir pan., i�skaitant ir nupjautinius i² kair
es).

3.51. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ U(0, θ), 0 < θ < ∞.
Raskite parametro θ NMD i�vertini�. Palyginkite jo dispersij¡ su nepaslinktojo i�vertinio θ̂ = 2X̄
dispersija.

3.52. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(θ1, θ2),
−∞ < θ1 < θ2 <∞. Raskite parametru� θ1, θ2, (θ1 + θ2)/2, θ2 − θ1 NMD i�vertinius.

3.53. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio tankio
funkcija

f(x; θ) = θ(1 + x)−(θ+1), x > 0;

£ia θ > 0 neºinomas parametras.
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a) I�rodykite, kad T =
∑n
i=1 ln (1 +Xi) yra pakankamoji θ statistika.

b) Raskite T vidurki� ir dispersij¡.

3.54. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ E(λ) λ > 0,
turin£io eksponentini� skirstini� su parametru λ. Pasirink¦ t > 0, apibr
eºkime g(λ) = Pλ{Xi >
t}.

a) I�rodykite, kad T = X1 + . . .+Xn nepriklauso nuo X1/T .
b) Raskite parametro g(λ) NMD i�vertini�.

3.55. I�rodykite: jei T yra pakankamoji statistika ir T = h(S), £ia h yra ma£ioji funkcija,
S � kita statistika, tai S taip pat yra pakankamoji statistika.

3.56. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d., kurio skirstinys
priklauso ²eimai P = {Pθ , θ ∈ Θ}. Raskite parametro θ pakankam¡j¡ statistik¡, kai Pθ yra:

a) Puasono skirstinys P(λ), λ ∈ (0,∞);
b) neigiamas binominis skirstinys B−(n, p) su ºinomu n, p ∈ (0, 1);
c) eksponentinis skirstinys E(θ), θ ∈ (0,∞);
d) gama skirstinys G(λ, η), θT = (λ, η) ∈ (0,∞)× (0,∞);
e) beta skirstinys Be(γ, η), θT = (γ, η) ∈ (0, ∞)× (0, ∞);
f) lognormalusis skirstinys LN(µ, σ), θT = (µ, σ) ∈ R× (0,∞);
g) Veibulo skirstinys W (α, θ), kai ºinomas α > 0, o θ ∈ (0,∞).

3.57. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ E(a, θ); £ia
a ∈ R, θ > 0. Raskite parametro (a, θ)T pakankam¡j¡ statistik¡.

3.58. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio skirstinys
yra Pareto ir tankis

f(x|a, θ) = θaθ/xθ+1, 0 < a, θ <∞, a < x <∞.
Raskite parametro (a, θ)T pakankam¡j¡ statistik¡.

3.59. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(a, b), 0 <
a < b < ∞. I�rodykite, kad X(1) yra pakankamoji statistika, kai b ºinomas, ir X(n) yra
pakankamoji statistika, kai a ºinomas.

3.60. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio skirstinys
priklauso visu� absoliu£iai tolydºiu�ju� skirstiniu� ²eimai P. I�rodykite, kad variacin
e eilut
e (X(1), ...,

X(n))
T yra ²eimos P pakankamoji statistika.

3.61. I�rodykite, kad P = {Pθ : θ ∈ Θ} yra eksponentin
e ²eima. Uºra²ykite jos kanonini�
pavidal¡ ir natu	rali¡j¡ parametru� erdv¦, kai Pθ yra:

a) Puasono skirstinys P(λ), λ ∈ Θ = (0,∞);
b) neigiamas binominis skirstinys B−(n, p) su �ksuotu n ir p ∈ Θ = (0, 1);
c) eksponentinis skirstinys E(a, θ) su �ksuotu a ir θ ∈ Θ = (0,∞);
d) gama skirstinys G(λ, η), θT = (λ, η) ∈ Θ = (0,∞)× (0,∞);
e) beta skirstinys Be(γ, η), θT = (γ, η) ∈ Θ = (0, 1)× (0, 1);
f) Veibulo skirstinys W (α, θ) su �ksuotu α > 0 ir θ ∈ Θ = (0,∞).

3.62. I�rodykite, kad eksponentiniu� skirstiniu� ²eima E(a, θ) su dviem neºinomais parame-
trais a ir θ n
era eksponentin
e ²eima.

3.63. I�rodykite, kad neigiamu� binominiu� skirstiniu� ²eima B−(n, p) su dviem neºinomais
parametrais p ir n n
era eksponentin
e ²eima.

3.64. I�rodykite, kad Ko²i skirstiniu� ²eima K(µ, σ) su dviem neºinomais parametrais µ ir
σ n
era eksponentin
e ²eima.

3.65. I�rodykite, kad Veibulo skirstiniu� ²eima W (α, θ) su dviem neºinomais parametrais
α ir θ n
era eksponentin
e ²eima.

3.66. I�rodykite, kad k-ma£iu� normaliu�ju� skirstiniu� ²eima Nk(µ, Σ) yra eksponentin
e
²eima. Uºra²ykite jos kanonini� pavidal¡.

3.67. Raskite gama skirstinio G(λ, η) momentu� generuojan£i¡j¡ funkcij¡.

3.68. Diskre£iojo a. d. X skirstinys nusakomas tikimyb
emis

P{X = k} = γ(k)
θk

c(θ)
, k = 0, 1, 2, . . . ;
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I�rodykite, kad ²ie skirstiniai, kai θ > 0, sudaro eksponentin¦ ²eim¡, ir raskite X momentu�
generuojan£i¡j¡ funkcij¡.

3.69. Tegu X yra a. d., kurio skirstinys priklauso ²eimai P = {Pθ : θ ∈ Θ} ir fθ yra Pθ
tankio funkcija σ-baigtinio mato ν atºvilgiu, o A yra i�vykis, kurio Pθ{A} > 0. Nagrin
ejama
nupjautiniu� skirstiniu� ²eima, PA = {fθI{A}/Pθ{A}, θ ∈ Θ}. I�rodykite, kad:

a) jeigu T (X) yra pakankamoji ²eimos P statistika, tai ji pakankamoji ir ²eimos PA
statistika;

b) jeigu T (X) yra pilnoji ir pakankamoji ²eimos P statistika, tai ji pilnoji ir pakankamoji
ir ²eimos PA statistika.

3.70. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio tankis

f(x|θ) = c(θ) exp{−θx}, 0 < x < θ, θ > 0.

Raskite parametro θ piln¡j¡ ir pakankam¡j¡ statistik¡.

3.71. TeguX = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(θ, θ+1), 0 <
θ <∞. I�rodykite, kad pakankamoji statistika (X(1), X(n))

T n
era pilnoji.

3.72. Tegu ψ(x), x ∈ R, yra tokia teigiama Borelio funkcija, kad bet kuriems a ir b,
−∞ < a < b <∞,

∫ b
a ψ(x)dx <∞. Tegu θ = (a, b)T . Apibr
eºkime tankio funkcij¡

f(x|a, b) =
ψ(x)∫ b

a ψ(x)dx
, a < x < b.

I�rodykite, kad (X(1), X(n))
T yra ²eimos P = {f(x|θ), θ ∈ Θ} pilnoji ir pakankamoji statis-

tika.

3.73. Tegu X yra diskretusis a. d., kurio skirstinys nusakytas tikimyb
emis

P{X = k|θ} =

{
θ, k = 0,
(1− θ)2θk−1, k = 1, 2, . . . ,

£ia θ ∈ (0, 1). I�rodykite, kad X n
era pilnoji, ta£iau yra apr
eºtai pilnoji.

3.74. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2),
0 < µ < ∞, 0 < σ < ∞. Vertinamas parametras ϑ = µ2. Apskai£iuokite ϑ i�vertinio X̄2

poslinki� ir dispersij¡. Raskite ϑ NMD i�vertini� ir palyginkite jo dispersij¡ su i�vertinio X̄2

dispersija.

3.75. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ B(1, p), 0 <
p < 1. Raskite NMD i�vertinius parametru�:

a) pm, m ≤ n;
b) P{X1 + . . .+Xm = k}, 0 ≤ k ≤ m ≤ n; k, m neneigiami sveikieji skai£iai;
c) P{X1 + . . .+Xn−1 > Xn}.
3.76. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ P(λ), 0 < λ <

∞. Raskite parametro γ = exp(−tλ), t > 0, NMD i�vertini�.

3.77. Tegu X = (X1, . . . , Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra paprastosios atsitiktin
es imtys,
gautos stebint n. a. d. X ∼ N(µx, σ2

x) ir Y ∼ N(µy , σ2
y).

a) Raskite parametru� µx − µy ir (σx/σy)r, r > 0 NMD i�vertinius, kai µx ∈ R, µy ∈ R,
σx > 0 ir σy > 0.

b) Raskite σ2
x ir (µx − µy)/σx NMD i�vertinius, kai µx ∈ R, µy ∈ R, σx = σy > 0.

c) Raskite µx NMD i�vertini�, kai µx = µy ∈ R, σx > 0, σy > 0 ir σ2
x/σ

2
y = γ yra ºinomas.

d) I�rodykite, kad µx NMD i�vertinys neegzistuoja, kai µx = µy ∈ R, σx > 0, σy > 0.
e) Raskite P{X1 6 Y1} NMD i�vertini�, kai µx = µy ∈ R, σx > 0, σy > 0.
f) Atlikite e) punkt¡, kai σx = σy .

3.78. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(θ1−θ2, θ1 +
θ2), 0 < θ1, θ2 <∞. Raskite parametru� θ1, θ2 NMD i�vertinius.

3.79. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ E(a, 1/θ), a ∈
R, 0 < θ <∞.

a) Raskite a NMD i�vertini�, kai θ ºinomas.
b) Raskite θ NMD i�vertini�, kai a ºinomas.
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c) Raskite a ir θ NMD i�vertinius.
d) Raskite P{X1 ≥ t} ir d

dt
P{X1 ≥ t} NMD i�vertinius, kai θ ºinomas, o t > a �ksuotas.

3.80. Tegu X = (X1, . . . , Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra paprastosios atsitiktin
es imtys,
gautos stebint n. a. d. X ∼ E(ax, θx) ir Y ∼ E(ay , θy); £ia θx, θy > 0 ir ax, ay ∈ R.

a) Raskite ax − ay ir θx/θy NMD i�vertinius.
b) Raskite θx ir (ax − ay)/θx NMD i�vertinius, kai θx = θy yra neºinomas.
c) I�rodykite, kad ax NMD i�vertinys neegzistuoja, kai ax = ay yra neºinomas.

3.81. Tegu X yra a. d., turintis neigiam¡ binomini� skirstini� B−(n, p) su neºinomu p ∈
(0, 1) ir ºinomu n. Raskite NMD i�vertinius parametru�: a) pm, qm, m ≤ n; b) V X; c) ln p.

3.82. Tegu X yra a. d., kurio tankio funkcija

f(x|θ) = (1− θ) +
θ

2
√
x
, 0 < x < 1, 0 < θ < 1.

I�rodykite, kad parametro θ NMD i�vertinys neegzistuoja.

3.83. Tegu X yra diskretusis a. d., kurio skirstinys nusakytas tikimyb
emis P{X = −1} =
2p(1− p) ir P{X = k} = pk(1− p)3−k, k = 0, 1, 2, 3, p ∈ (0, 1).

a) Ar egzistuoja parametro p NMD i�vertinys?
b) Ar egzistuoja parametro p(1− p) NMD i�vertinys?

3.84. Bernulio eksperimentuose A i�vykimo tikimyb
e lygi p, o jam prie²ingo i�vykio Ā �
q = 1− p. Tegu X yra bandymu� skai£ius, jei eksperimentai t¦siami tol, kol pirm¡ kart¡ gau-
nama seka, susidedanti i² dvieju� vienodu� raidºiu� � A arba Ā. Ar ²iame modelyje i�vertinamas
neºinomas parametras p, 0 < p < 1? Raskite parametro θ = pq, 0 < θ < 1/4 DT i�vertini�.

3.4 skyrelis

3.85. Tarkime, imties X skirstinys priklauso nuo parametro θ = (θ1, ..., θk)T , k > 1, ir
Fi²erio informacin
e matrica I = [Iij ]k×k nei²sigimusi. Paºym
ekime I−1 = [Iij ]k×k matricos
I atvirk²tin¦ matric¡. I�rodykite, kad teisinga nelygyb
e Iii ≥ 1/Iii.

3.86. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys prik-
lauso binominiu� skirstiniu� ²eimai P = {B(1, p), 0 < p < 1}. Raskite funkciju� p, pq, p2

nepaslinktu�ju� i�vertiniu� dispersiju� ribas remdamiesi Rao ir Kramerio nelygybe.

3.87. (3.86 t¦sinys). Raskite tikslesn¦ funkcijos p2 nepaslinktojo i�vertinio dispersijos
rib¡, remdamiesi patikslinta Rao ir Kramerio nelygybe.

3.88. (3.86 t¦sinys). Apskai£iuokite funkciju� p, pq, p2 NMD i�vertiniu� dispersijas ir
palyginkite jas su gautomis 3.86 ir 3.87 pratimuose ribomis.

3.89. TeguX = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso Pua-
sono skirstiniu� ²eimai P = {P(λ), 0 < λ < ∞}. Raskite funkciju� λ, λ2, e−λ nepaslinktu�ju�
i�vertiniu� dispersiju� ribas pagal Rao ir Kramerio nelygyb¦.

3.90. (3.89 t¦sinys). Raskite tikslesn¦ funkcijos λ2 nepaslinktojo i�vertinio dispersijos
rib¡, remdamiesi patikslinta Rao ir Kramerio nelygybe.

3.91. (3.89 t¦sinys). Apskai£iuokite funkciju� λ, λ2, e−λ NMD i�vertiniu� dispersijas ir
palyginkite jas su gautomis 3.89 ir 3.90 pratimuose ribomis.

3.92. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
normaliu�ju� skirstiniu� ²eimai P = {N(µ, σ2), −∞ < µ < ∞, 0 < σ < ∞}. Uºra²ykite Rao
ir Kramerio nelygyb¦ vektorin
es funkcijos θ = (µ, σ2)T nepaslinktojo i�vertinio kovariaciju�
matricai.

3.93. (3.92 t¦sinys). Uºra²ykite patikslint¡ Rao ir Kramerio nelygyb¦ vektorin
es funkci-
jos θ = (µ, σ2)T nepaslinktojo i�vertinio dispersijai. Parinkite nelygyb¦ taip, kad ji taptu�
lygybe, kai i�vertinys yra (X̄, s2)T .

3.94.(3.92 t¦sinys). Raskite P -osios kritin
es reik²m
es xP = σzP + µ NMD i�vertini� ir jo
dispersij¡.

3.95. Atsitiktinio dydºio X skirstinys priklauso ekstremaliu�ju� skirstiniu� ²eimai. Tankio
funkcija

f(x|θ) = exp{−(x− θ)− exp{−(x− θ)}}, −∞ < θ <∞.
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Pagal didumo n paprast¡j¡ imti� raskite parametro θ ir parametro α = exp{−θ} Fi²erio infor-
macijos kieki�.

3.96. Tarkime, kad X1, . . . , Xn n. a. d. Tegu Xi tankio funkcija

fi(x;β) =
1

βti
exp(−x/(βti)), x > 0;

£ia t1, . . . , tn � ºinomos konstantos.
a) I�rodykite, kad

β̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi/ti

yra nepaslinktasis β i�vertinys.
b) Apskai£iuokite nepaslinktojo β i�vertinio dispersijos rib¡ Rao ir Kramerio nelygyb
eje.

Ar i�vertinio, nurodyto a) punkte, dispersija pasiekia ²i¡ rib¡?

3.97. Tegu X skirstinys priklauso ²eimai P = {Pθ , θ ∈ Θ}. Raskite Fi²erio informacij¡
I(θ) pagal didumo n paprast¡j¡ i�mti�, kai Pθ yra:

a) N(µ, σ2) skirstinys, θ = µ ∈ R;
(b) N(µ, σ2) skirstinys, θ = σ2 > 0;
(c) N(µ, σ2) skirstinys, θ = σ > 0;
(d) N(σ, σ2) skirstinys, θ = σ > 0;
(e) N(µ, σ2) skirstinys, θ = (µ, σ2)T ;
(f) neigiamas binominis skirstinys B−(k, p), θ = p ∈ (0, 1);
(g) gama skirstinys G(α, γ), θT = (α, γ) ∈ (0,∞)× (0,∞);
(h) beta skirstinys B(α, β), θT = (α, β) ∈ (0, ∞)× (0, ∞).

3.98. (3.97 t¦sinys). Raskite θ funkcij¡, kurios informacijos kiekis nepriklauso nuo θ, kai
Pθ yra:

a) Puasono skirstinys P(θ), θ > 0;
b) binominis skirstinys B(n, p), θ = p ∈ (0, 1);
c) gama skirstinys G(θ, γ), θ > 0.

3.99. (3.97 t¦sinys). Raskite Fi²erio informacijos matric¡, kai Pθ yra:
a) Ko²i skirstinys K(µ, σ), µ ∈ R, σ > 0;
b) ekstremaliu� reik²miu� skirstinys, kurio parametrai µ ∈ R, θ > 0;
c) logistinis skirstinys LG(µ, σ), kurio parametrai µ ∈ R, σ > 0;
d) Fr(x−µσ ), £ia Fr yra Stjudento skirstinio su ºinomu laisv
es laipsniu� skai£iumi r pa-

siskirstymo funkcija, µ ∈ R, σ > 0.

3.100. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(0, θ) su
θ > 0.

a) I�rodykite, kad Rao ir Kramerio teoremos s¡lygos netenkinamos.
b) I�rodykite, kad parametro θ NMD i�vertinio dispersija yra eil
es O(1/n2), n→∞ (reikia

paºym
eti, kad reguliariu atveju, kai Rao ir Kramerio nelygyb
e galioja, dispersijos riba Rao ir
Kramerio nelygyb
eje yra eil
es O(1/n)).

3.101. Tegu X yra a. d., turintis ekstremaliu� reik²miu� skirstini� su parametrais µ = 0 ir
θ > 0. Raskite nurodytu� parametru� NMD i�vertinius ir kiekvienu atveju nustatykite, ar NMD
i�vertinio dispersija pasiekia Rao ir Kramerio nelygyb
eje nurodyt¡ rib¡: a) ϑ = θ; b) ϑ = θr,
£ia r > 1; c) ϑ = (1 + θ)−1.

3.102. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ B(1, p), 0 <
p < 1. I�rodykite, kad:

a) p(1− p) NMD i�vertinys yra Tn = nX̄(1− X̄)/(n− 1);
b) V (Tn) nepasiekia Rao ir Kramerio nelygyb
eje nurodytos ribos;
c) asimptoti²kai, kai (n→∞), V Tn pasiekia Rao ir Kramerio nelygyb
es rib¡.

3.103. TeguX = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2), −∞ <
µ <∞, σ � ºinomas.

a) Raskite ϑ = etµ NMD i�vertini�, kai �ksuotuas t 6= 0.
b) Nustatykite, ar a) punkte rasto i�vertinio dispersija pasiekia Rao ir Kramerio nelygyb
eje

nurodyt¡ rib¡.
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c) I�rodykite, kad asimptoti²kai (n→∞) tenkinama Rao ir Kramerio nelygyb
e.

3.104. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ N(µ, 1), µ ∈
R. Tegu ϑ = P{X1 ≤ c}, £ia c � �ksuota konstanta. Nagrin
ejami tokie ϑ i�vertiniai: T1n =

F̂n(c), £ia F̂n yra empirin
e pasiskirstymo funkcija, ir T2n = Φ(c− X̄), £ia Φ yra standartinio
normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija. Raskite i�vertinio T1n ASE T2n atºvilgiu.

3.105. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ N(0, σ2),
£ia σ > 0 neºinomas. Vertinama ϑ = σ. Raskite i�vertinio

√
π/2

∑n
i=1 |Xi|/n ASE i�vertinio

(
∑n
i=1X

2
i /n)1/2 atºvilgiu.

3.106. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio EX = µ,
V X = 1 ir EX4 <∞. Tegu T1n = n−1

∑n
i=1 X

2
i −1 ir T2n = X̄2−n−1 yra ϑ = µ2 i�vertiniai.

a) Raskite ivertinio T1n ASE atºvilgiu i�vertinio T2n.
b) I�rodykite, kad ASE ≤ 1, jeigu Xi − µ pasiskirstymo funkcija yra simetrin
e 0 atºvilgiu.
c) Raskite skirstini�, kurio ASE > 1.

3.107. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ B(1, p),
0 < p < 1. Vertinamas parametras p. Tegu a ir b yra teigiamos konstantos. Raskite i�vertinio
(a+ nX̄)/(a+ b+ n) ASE i�vertinio X̄ atºvilgiu.

3.108. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ U(0, θ), 0 <
θ <∞. Nagrin
ejami tokie θ i�ver£iai: T1n = (n+ 1)X(n)/n ir T2n = X(n). Raskite poslinkius
bTjn (θ), j = 1, 2 ir i�vertinio T1n ASE i�vertinio T2n atºvilgiu.

3.109. TeguX = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ K(µ, 1), −∞ <
µ < ∞. Ar egzistuoja parametro µ nepaslinktasis i�vertinys, kad Rao ir Kramerio nelygyb
e
virstu� lygybe?

3.110. TeguX = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2), −∞ <
µ < ∞, σ > 0. Raskite informacijos kieki� ir parametro σ nepaslinktojo i�vertinio dispersijos
rib¡ Rao ir Kramerio nelygyb
eje.

3.111. (3.110 t¦sinys). Dispersijos i�vertiniu imkime nX̄2 ir s2 (tariame, kad µ = 0).
Koks i�vertinio nX̄2 efektyvumas i�vertinio s2 atºvilgiu.

3.112. Vertinant atsitiktinio dydºio X ∼ N(µ, σ2) parametr¡ µ, gautos trys paprastosios
atsitiktin
es nepriklausomos imtys, i² kuriu� gauti i�ver£iai: X̄1 = 17, 24 (didumo n1 = 5 imtis);
X̄2 = 16, 81 (didumo n2 = 10 imtis); X̄3 = 17, 22 (didumo n3 = 100 imtis). Raskite parametro
µ NMD i�vertinio realizacijos reik²m¦ naudodamiesi visais matavimais.

3.5 skyrelis

3.113. Momentu� metodu raskite parametru� α ir β i�vertinius pagal didumo n paprast¡j¡
atsitiktin¦ imti� a. d. X, kurio skirstinys yra N(0, 1) su tikimybe β ir N(α, 1) su tikimybe
1− β.

3.114. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
²eimai P = U(θ1, θ2), −∞ < θ1 < θ2 <∞}. Raskite parametru� µ = (θ1+θ2)/2 ir σ = θ2−θ1
NMD i�vertinius. Palyginkite ju� dispersijas su momentu� metodo i�vertiniu� dispersijomis.

3.115. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra a. d. X paprastoji imtis. Raskite parametru� DT
i�vertinius ir palyginkite juos su tu� pa£iu� parametru� NMD i�vertiniais, kai a. d. X skirstinys
priklauso a) normaliu�ju� skirstiniu� ²eimai P = {N(µ, σ2), −∞ < µ < ∞, σ > 0}; b) gama
skirstiniu� ²eimai P = {G(λ, η), 0 < λ < ∞}, η > 0 � ºinoma konstanta; c) tolygiu�ju�
skirstiniu� ²eimai P = {U(0, θ), 0 < θ <∞}.

3.116. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
²eimai P = {p(x|θ), 0 < θ <∞}; £ia

p(i|θ) = P{X = i|θ} =
aiθ

i

f(θ)
, i = 0, 1, 2, . . . .

I�rodykite, kad parametro θ DT i�vertinys randamas i² lygties

θf ′(θ)/f(θ) = X̄,

kuri sutampa su lygtimi, gaunama θ i�vertinio ie²kant momentu� metodu.



174 3 SKYRIUS. PARAMETRU� I�VERTINIAI

3.117. (3.116 t¦sinys). Uºra²ykite lygtis, i² kuriu� randami DT parametru� i�vertiniai,
kai skirstinys yra Puasono, binominis B(1, p), logaritminis, taip pat nupjautinis Puasono
(praleista reik²m
e 0).

3.118. (3.116 t¦sinys). Palyginkite binominio ir Puasono skirstiniu� parametru� p2 ir λ2

DT ir NMD i�vertiniu� kvadratin
es rizikos funkcijas.

3.119. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
tolygiu�ju� skirstiniu� ²eimai: a) P1 = {U(θ, 2θ), 0 < θ < ∞}; b) P2 = {U(θ − 1/2, θ +

1/2), −∞ < θ < ∞}. I�rodykite, kad ²eimos P1 parametro θ DT i�vertinys yra θ̂ = X(1),
o ²eimos P2 parametro θ DT i�vertinys n
era vienareik²mis, � jis gali bu	ti bet kuri statistika,
i�gyjanti reik²mes i² intervalo (X(n) − 1/2, X(1) + 1/2).

3.120. (3.119 t¦sinys). Palyginkite DT i�vertiniu� dispersijas su i�vertiniu�, gautu� momentu�
metodu, dispersijomis.

3.121. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
Laplaso skirstiniu� ²eimai P = {f(x|θ), −∞ < θ <∞}; £ia f(x|θ) = exp{−|x− θ|/2}, −∞ <
x <∞. I�rodykite, kad parametro DT i�vertinys yra empirin
e mediana x̂0,5 ir

√
n(x̂0.5 − θ)

d→ Z ∼ N(0, 4), n→∞.
3.122. TeguX = (X1i, ..., Xki)

T , i = 1, ..., n, yra paprastoji imtis a. v. X = (X1, ..., Xk)T ,
kurio skirstinys priklauso polinominiu� skirstiniu� ²eimai P = {Pk = (1, π)}; £ia π = (π1, ..., πk)T

yra k-ma£iai vektoriai, kuriu� 0 < πi < 1, π1 + π2 + ...+ πk = 1. Raskite parametru� π1, ..., πk
DT i�vertinius, ju� dispersijas ir kovariacijas.

3.123. (3.122 t¦sinys). Raskite parametro α DT i�vertini�, kai k = 3, π1 = (1+α)/2, π2 =
π3 = (1− α)/4, ir i�vertinio asimptotini� (n→∞) skirstini�.

3.124. (3.122 t¦sinys). Dvieju� berniuku�, dvieju� mergai£iu� ir mi²riu� dvynuku�, kai pirmasis
gim
e berniukas ir pirmoji gim
e mergait
e, tikimyb
es atitinkamai yra π1 = p2, π2 = (1− p)2 =
q2, π3 = α(1− p2 − q2) ir π4 = (1−α)(1− p2 − q2). Raskite parametru� p ir α DT i�vertinius.

3.125. Realizuojant n = 8000 kartu� nepriklausomus eksperimentus, kuriu� metu gali
i�vykti vienas i² triju� nesutaikomu� i�vykiu� A, B ir C su tikimyb
emis 1/2 − 2α, 1/2 + α ir α,
0 ≤ α ≤ 1/4, uºregistruoti ²iu� i�vykiu� daºniai: 2 014, 5 012 ir 974. Raskite parametro α
didºiausiojo tik
etinumo i�verti�.

3.126. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, yra imtis a. v. (X, Y )T , kurio skirstinys priklauso

dvima£iu� normaliu�ju� skirstiniu� ²eimai P = N2(µ, Σ); £ia µ = (µ1, µ2)T ,−∞ < µ1, µ2 <
∞, Σ = [σij ], σ11 = σ2

1 , σ22 = σ2
2 , σ12 = σ21 = ρσ1σ2, 0 < σ1, σ2 < ∞, |ρ| < 1.

Raskite parametru� DT i�vertinius. Apskai£iuokite matricos, atvirk²tin
es informacinei matricai,
elementus.

3.127. Asimptoti²kai (n → ∞) palyginkite dispersijas ekstremaliu�ju� reik²miu� skirstinio
parametru� i�vertiniu�, gautu� pagal didumo n paprast¡j¡ imti� DT ir momentu� metodais.

3.128. Asimptoti²kai (n→∞) palyginkite dispersijas gama skirstinio parametru� i�vertiniu�,
gautu� pagal didumo n paprast¡j¡ imti� DT ir momentu� metodais.

3.129. Asimptoti²kai (n → ∞) palyginkite dispersijas neigiamojo binominio skirstinio
parametru� i�vertiniu�, gautu� pagal didumo n paprast¡j¡ imti� DT ir momentu� metodais.

3.130. Asimptoti²kai (n→∞) palyginkite dispersijas Ko²i skirstinio parametru� i�vertiniu�,
gautu� pagal didumo n paprast¡j¡ imti�: a) DT metodu, b) grindºiamu� statistikomis x̂0,5, x̂0,25,
x̂0,75.

3.131. Tegu Tn yra pagri�stasis ir asimptoti²kai normalusis parametro θ i�vertinys, t. y.
√
n(Tn − θ)

d→ X ∼ N(0, σ2(θ)), n→∞.
I�rodykite, kad i�vertinys

T ′n =

{
αTn, kai kai|Tn| ≤ n−1/4,

Tn, kai Tn > n−1/4,

taip pat asimptoti²kai (n→∞) normalusis ir dispersija lygi α2σ2(θ), kai θ = 0, ir σ2(θ), kai
θ 6= 0. Taigi i�vertinio T ′n dispersija gali bu	ti maºesn
e uº Tn dispersij¡, kai θ = 0, ir lygi Tn
dispersijai, kai θ 6= 0.
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3.132. I�vertinkite imties (ºr. 2 skyriaus 2.1 pratim¡) vidurki� ir dispersij¡, tardami, kad
buvo stebimas normalusis a. d.

3.133. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ N(0, σ2),
σ > 0.

a) I�rodykite, kad E(|Xi|) = σ
√

2/π.
b) Naudodamiesi a) punkte gautu rezultatu, momentu� metodu raskite σ i�vertini� σ̂n. Ras-

kite
√
n(σ̂n − σ) asimptotini� skirstini�.

c) Kitas momentu� metodu gautas σ i�vertinys yra

σ̃n =

(
1

n

n∑
i=1

X2
i

)1/2

.

Raskite
√
n(σ̃n − σ) asimptotini� skirstini� ir palyginkite ji� su b) punkto rezultatu.

3.134. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ E(µ, 1),
µ ∈ R.

a) I�rodykite, kad X(1) = min(X1, . . . , Xn) yra pakankamoji µ statistika.

b) I�rodykite, kad X(1)
P→ µ, kai n→∞.

3.135. TeguX1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� tankio funkcija

f(x; θ1, θ2) =

{
a(θ1, θ2)h(x), kai θ1 6 x 6 θ2,
0 kitais atvejais;

£ia h(x) > 0 � ºinoma tolydºioji funkcija, apibr
eºta realiu�ju� skai£iu� ties
eje.
a) I�rodykite, kad θ1 ir θ2 DT i�vertiniai yra atitinkamai X(1) ir X(n).

3.136. Tegu (X1, Y1)T , . . . , (Xn, Yn)T yra nepriklausomos vienodai pasiskirs£iusios norma-
liu�ju� a. d. poros; £ia Xi ir Yi � nepriklausomi N(µi, σ

2) a. d.
a) Raskite parametru� µ1, . . . , µn ir σ2 DT i�vertinius.
b) I�rodykite, kad parametro σ2 DT i�vertinys n
era pagri�stasis. Ar ²is rezultatas prie²ta-

rauja teorijai apie DT i�vertiniu� pagri�stum¡? Kod
el?
c) stebimi tik Z1, . . . , Zn; £ia Zi = Xi − Yi. Raskite σ2 DT i�vertini�, gaut¡ naudojant

Z1, . . . , Zn, ir i�rodykite, kad jis yra suderintasis.

3.137. TeguX1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn yra nepriklausomi a. d., turintys eksponentinius skirs-
tinius. Tegu Xi tankio funkcija

fi(x) = λiθ exp(−λiθx), x > 0,

o Yi tankio funkcija
gi(x) = λi exp(−λix), x > 0;

£ia λ1, . . . , λn ir θ yra neºinomi parametrai.
a) I�rodykite, kad parametro θ DT i�vertinys tenkina lygti�

n

θ̂
− 2

n∑
i=1

Ri

1 + θ̂Ri
= 0;

£ia Ri = Xi/Yi.
b) I�rodykite, kad Ri tankio funkcija yra

fR(x; θ) = θ(1 + θx)−2, x > 0,

o θ DT i�vertinys, gautas naudojant R1, . . . , Rn, sutampa su pateikiamu a) punkte.
c) Tegu θ̂n yra DT i�vertinys, nurodytas b) punkte. Raskite

√
n(θ̂n − θ) ribini� skirstini�.

d) Lentel
eje pateikiami (Xi, Yi), i = 1, . . . , n duomenys. Apskai£iuokite θ DT i�verti�
artutiniu metodu. Parinkite tinkam¡ pradini� artini� ir pagri�skite pasirinkim¡.

xi yi xi yi xi yi xi yi
0,7 3,8 20,2 2,8 1,1 2,8 15,2 8,8
11,3 4,6 0,3 1,9 1,9 3,2 0,2 7,6
2,1 2,1 0,9 1,4 0,5 8,5 0,7 1,3
30,7 5,6 0,7 0,4 0,8 14,5 0,4 2,2
4,6 10,3 2,3 0,9 1,2 14,4 2,3 4,0
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e) Pateikite DT i�ver£io, gauto d) punkte, standartin
es paklaidos i�verti�.

3.138. TeguX1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ neneigiami a. d. ir gedimu�
intensyvumo funkcija

λ(x) =

{
λ1, kai x 6 x0,
λ2, kai x > x0;

£ia λ1 ir λ2 yra neºinomi parametrai, o x0 � ºinoma konstanta.
a) I�rodykite, kad Xi tankio funkcija

f(x;λ1, λ2) =

{
λ1 exp(−λ1x), kai x 6 x0,
λ2 exp(−λ2(x− x0)− λ1x0), kai x > x0.

b) Raskite parametru� λ1 ir λ2 i�vertinius ir ju� ribini� bendr¡ skirstini�.

3.139. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio skirstinys
priklauso ²eimai P = {Pθ , θ ∈ Θ}. Momentu� metodu raskite parametru� i�vertinius, kai Pθ
yra:

a) gama skirstinys G(α, γ), θ = (α, γ)T , α > 0, γ > 0;
(b) eksponentinis skirstinys E(a, θ), θ = (a, γ)T , a ∈ R, θ > 0;
(c) beta skirstinys Be(α, β), θ = (α, β)T , α > 0, β > 0;
(d) lognormalusis skirstinys LN(µ, σ), θ = (µ, σ)T , µ ∈ R, σ > 0;
(e) tolygusis skirstinys U

(
θ − 1

2
, θ + 1

2

)
, θ ∈ R;

(f) neigiamas binominis skirstinys B−(n, p), θ = (p, n)T , p ∈ (0, 1), n = 1, 2, . . .;
(g) logaritminis skirstinys, kurio parametras θ = p ∈ (0, 1);
(h) chi kvadrato skirstinys χ2(k), θ = k, k = 1, 2, . . . .

3.140. Tegu X yra imtis i² skirstinio, kurio tankio funkcija yra fθ , o T (X) � pakankamoji
θ statistika. I�rodykite: jeigu egzistuoja DT i�vertinys, tai jis yra T funkcija.

3.141. TeguX1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� tankio funkcija
yra fθ σ baigtinio mato ν atºvilgiu. Raskite parametro θ DT i�vertini� tokiais atvejais:

a) fθ(x) = 1/θ, kai x = 1, 2, ..., θ, θ yra sveikasis skai£ius tarp 1 ir θ0;
b) fθ(x) = e−(x−θ), θ < x <∞, θ > 0;
c) fθ(x) = θ(1− x)θ−1, 0 < x <∞, θ > 1;
d) fθ(x) = θ

1−θx
(2θ−1)/(1−θ), 0 < x <∞, θ ∈

(
1
2
, 1
)
;

e) fθ(x) = 2−1e−|x−θ|, x ∈ R, θ > 0;
f) fθ(x) = θx−2, θ < x <∞, θ > 0;
g) fθ(x) yra tankio funkcija skirstinio N(θ, θ2), θ ∈ R;
h) fθ(x) yra tankio funkcija eksponentinio skirstinio E(µ, σ), θT = (µ, σ) ∈ R× (0,∞);
i) fθ(x) yra tankio funkcija lognormalaus skirstinio LN(µ, σ), θT = (µ, σ) ∈ R× (0,∞);
j) fθ(x) = 1, x ∈ (0, 1), kai θ = 0, ir fθ(x) = (2

√
x)−1, x ∈ (0, 1), kai θ = 1;

k) fθ(x) = β−ααxα−1, 0 < x < β, α > 0, β > 0;
l) fθ(x) = Cxθ p

x(1− p)θ−x, x = 0, 1, . . . , θ, θ = 1, 2, . . .; £ia p ∈ (0, 1) yra ºinomas.

3.142. Tegu (Y1, Z1)T , . . . , (Yn, Zn)T yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. v., kuriu�
tankio funkcija

f(y, z|λ, µ) = λ−1µ−1e−y/λe−z/µ, 0 < y, z <∞,
£ia λ > 0 ir µ > 0.

a) Raskite (λ, µ)T DT i�vertini�.
b) Stebima tik Xi = min(Yi, Zi) ir ∆i = 1, kai Xi = Yi, ir ∆i = 0, kai Xi = Zi. Raskite

(λ, µ)T DT i�vertini�.
c) Raskite i�vertiniu� asimptotinius skirstinius.

3.143. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ diskretieji a. d., kuriu�
skirstinys nusakytas tikimyb
emis

P{X1 = x} = [x!(1− e−θ)]−1θxe−θ, x = 1, 2, ...;

£ia θ > 0. I�rodykite, kad tik
etinumo lygtis turi vienintel¦ ²akni�, kai x̄ > 1. Ar ²i ²aknis yra θ
DT i�vertinys?
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3.144. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ E(a, θ),
parametrai a ir θ neºinomi. Raskite parametru� a ir θ DT i�vertiniu� ASE ju� NMD i�vertiniu�
atºvilgiu.

3.145. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, kurio skirstinys
yra Pareto su parametrais a ir θ.

a) Raskite (a, θ) DT i�vertini�.
b) Raskite parametro a DT i�vertinio ASE NMD i�vertinio atºvilgiu.

3.146. Tegu X1, . . . ,Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ k-ma£iai a. v., turintys
Nk(µ,Σ) skirstini� su neºinomais µ ir Σ. Raskite µ ir Σ DT i�vertinius ir ju� asimptotinius
skirstinius.

3.147. TeguX1, . . . ,Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ dvima£iai normalieji a. v.,
kuriu� vidurkiu� vektorius nulinis, neºinomos kovariaciju� matricos i�striºain
es elementai yra σ2

1
ir σ2

2 , o ne i�striºain
es elementai yra σ1σ2ρ. Tegu θ = (σ2
1 , σ

2
2 , ρ)T . Raskite Fi²erio informacin¦

matric¡ In(θ) ir θ DT i�vertinio asimptotini� skirstini�.

3.148. TeguX1, . . . , Xn ir Y1, . . . , Yn yra nepriklausomi a. d., turintys atitinkamaiN(µ, σ2)
ir N(µ, τ2) skirstinius su neºinomu θ = (µ, σ2, τ2)T . Raskite θ DT i�vertini� ir i�rodykite, kad
jis asimptoti²kai efektyvusis.

3.6 skyrelis

3.149. Bandant sportini� l
ektuv¡, gautos ²ios jo maksimalaus grei£io (m/s) reik²m
es:
422,2; 418,7; 425,6; 420,3; 425,8; 423,1; 431,5; 428,2; 438,3; 434,0; 411,3; 417,2; 413,5; 441,3;
423,0. Tar¦, kad buvo stebimas normalusis a. d., raskite vidurkio ir vidutinio kvadratinio
nuokrypio ta²kinius ir intervalinius (Q = 0.95) i�ver£ius.

3.150. Lentel
eje pateikti skai£iai mi tokiu� vienodo ploto (0,25 kv. km) pietin
es Londono
dalies rajonu�, i� kuriuos Antrojo pasaulinio karo metu pataik
e po i l 
ektuvu� � sviediniu�.

i 0 1 2 3 4 5 Σ
mi 229 211 93 35 7 1 576

Tar¦, kad buvo stebimas Puasono a. d., raskite parametro λ ta²kini� ir intervalini� (Q =
0, 95) i�ver£ius.

3.151. Laikas nuo uºsakymo pateikimo iki jo gavimo (pristatymo laikas) yra pasiskirst¦s
pagal gama skirstini� G(λ, η). Lentel
eje pateikiamos atsitiktinai parinktu� uºsakymu� pris-
tatymo laikas.

(i � eil
es numeris, Xi � laikas).

i Xi i Xi i Xi i Xi
1 10 6 7 11 10 16 7
2 10 7 11 12 6 17 6
3 6 8 12 13 13 18 16
4 11 9 12 14 8 19 9
5 8 10 6 15 12 20 5

1) Raskite parametru� λ ir η i�ver£ius.
2) Tar¦, kad parametro η reik²m
e lygi 10, DT metodu raskite parametro λ i�verti�. Paly-

ginkite ji� su NMD i�ver£iu. Sudarykite parametro λ pasikliovimo interval¡ (Q = 0, 95).

3.152. Kiekvienomis i² 100 vienodu� stakliu� gaminami I ir II ru	²ies gaminiai. Tikrinant
produkcijos kokyb¦, atsitiktinai paimta po 10 gaminiu�, pagamintu� skirtingomis stakl
emis, ir
nustatytas II ru	²ies gaminiu� skai£ius. Bandymo rezultatai pateikiami lentel
eje (mi � skai£ius
im£iu�, kuriose rasta po i II ru	²ies gaminiu�).

i 0 1 2 3 4 5 Σ
mi 1 10 27 36 25 1 100

Tar¦, kad buvo stebimas binominis a. d., raskite parametro p NMD i�verti� ir pasikliovimo
interval¡ (Q = 0, 95).
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3.153. Sumodeliuokite didumo n = 100 imti�, gaut¡ stebint normalu�ji� a. d. X ∼ N(0, 4).
Raskite ta²kinius ir intervalinius parametru� i�ver£ius ir palyginkite juos su tikrosiomis parametru�
reik²m
emis. Raskite tikimybes, kad tokio pat didumo im£iu� i�vertiniai skirsis nuo tikru�ju�
reik²miu� daugiau negu gautieji i�ver£iai.

3.154. Bandant kiekvien¡ i² 10 prietaisu�, nebuvo rasta n
e vieno defektinio prietaiso.
Raskite tikimyb
es, kad prietaisas yra defektinis, pasikliovimo interval¡, kai pasikliovimo lyg-
menys yra 0,8; 0,9; 0,99 ir defektiniu� prietaisu� skai£iaus skirstinys yra binominis.

3.155. Nustatant 200 elektros lempu£iu� degimo laik¡ T , gauti stebiniai, kurie pateikiami
lentel
eje.

Nr. Intervalas Daºnis Nr. Intervalas Daºnis
1 0�300 53 7 1800�2100 9
2 300�600 41 8 2100�2400 7
3 600�900 31 9 2400�2700 5
4 900�1200 22 10 2700�3000 3
5 1200�1500 16 11 3000�∞ 2
6 1500�1800 12

Tar¦, kad a. d. T skirstinys yra eksponentinis, raskite parametro λ ta²kini� ir asimptotini�
intervalini� i�ver£ius (Q = 0, 99).

3.156. Raskite parametro λ pasikliovimo intervalus, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95,
naudodamiesi 4 imtimis (ºr. 2 skyriaus 2.28 pratim¡) ir tardami, kad buvo stebimi Puasono
a. d. Ar tik
etina, kad tose imtyse parametras λ vienodas ?

3.157. Nagrin
ejant normaliojo a. d. didumo n = 100 imti�, gauti tokie vidurkio pasik-
liovimo intervalo r
eºiai: µ = 1, 25, µ = 2, 05. Koks to intervalo pasikliovimo lygmuo, jei
σ2 = 4 ?

3.158. Kokio didumo turi bu	ti atsitiktinio dydºio X ∼ N(µ, 1) imtis, kad parametro µ
pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95, ilgis bu	tu� ne didesnis kaip 0,1 ?

3.159. Pataikymo i� taikini� vienu ²u	viu tikimyb
e lygi p. Taikinys numu²amas pataikius 3
kartus. Raskite tikimyb
es p pasikliovimo interval¡, kurio pasikliovimo lygmuo Q = 0, 95, kai
ºinoma, kad taikini� pavyko numu²ti 12-uoju ²u	viu.

3.160. To paties ku	no 5 nepriklausomi sv
erimo rezultatai yra tokie: 4,12; 3,92; 4,55; 4,04;
4,35. Nurodykite 6-ojo nepriklausomo sv
erimo rezultato prognoz
es interval¡, kai pasikliovimo
lygmuo Q = 0, 95.

3.161. TeguX1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� tankio funkcija

f(x; θ) =
1

π

1

1 + (x− θ)2
.

a) Tegu X1, . . . , Xn empirin
e mediana yra θ̂n. I�rodykite, kad
√
n(θ̂n − θ)

d→ N(0, σ2).
Raskite σ2 reik²m¦ ir panaudoj¦ ²i� rezultat¡ sudarykite parametro θ asimptotini� pasikliovimo
interval¡ su pasikliovimo lygmeniu Q.

b) Raskite θ asimptotini� pasikliovimo interval¡ su pasikliovimo lygmeniu Q naudodami
DT i�vertini�.

c) Kuris i² ²iu� pasikliovimo intervalu� siauresnis?

3.162. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ E(a, 1/θ), kai
a ∈ R ir θ > 0 neºinomi.

a) Naudodamiesi statistika T1(X) =
∑n
i=1(Xi−X(1)), sudarykite θ pasikliovimo interval¡,

kai pasikliovimo lygmuo yra Q = 1− α, ir raskite vidutini� intervalo ilgi�.
b) Naudodamiesi statistikomis T1(X) ir T2(X) = X(1) sudarykite a pasikliautin¡ji� inter-

val¡, kai pasikliovimo lygmuo yra 1− α, ir raskite vidutini� intervalo ilgi�.
c) Sudarykite parametro θ = (a, θ)T pasikliovimo sriti�, kai pasikliovimo lygmuo 1− α.
3.163. Tegu X yra imtis, o statistika T (X) turi skirstini�, priklausanti� tik nuo poslinkio

parametro θ, θ ∈ R. Naudodamiesi statistika T (X), sudarykite θ pasikliovimo interval¡,
kai pasikliovimo lygmuo yra 1 − α, ir raskite vidutini� intervalo ilgi�. I�rodykite: jeigu T (X)
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pasiskirstymo funkcija yra tolydi, tai visada galima rasti θ pasikliovimo interval¡, kai pasik-
liovimo lygmuo yra 1− α, α ∈ (0, 1).

3.164. Tegu X = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X ∼ P(λ), λ > 0.
a) I�rodykite, kad

√
n(X̄ − λ)/

√
λ skirstinys asimptoti²kai (n→∞) nepriklauso nuo neºi-

nomo parametro. Naudodamiesi ²iuo faktu, raskite aproksimacini� pasikliovimo interval¡, kai
pasikliovimo lygmuo 1− α.

b) I�rodykite, kad
√
n(X̄ − λ)/

√
X̄ asimptoti²kai (n → ∞) nepriklauso nuo neºinomo

parametro. Naudodamiesi ²iuo faktu, sudarykite aproksimacini� pasikliovimo interval¡, kai
pasikliovimo lygmuo 1− α.

3.165. Tegu Xi1, . . . , Xini , i = 1, 2, yra dvi nepriklausomos imtys nepriklausomu� vie-
nodai pasiskirs£iusiu� a. d., kuriu� skirstiniai yra N(µi, σ

2
i ), i = 1, 2; £ia visi parametrai neºi-

nomi. I�rodykite, kad funkcija (X̄1·−X̄2·−µ1+µ2)/
√
n−1

1 s21 + n−1
2 s22 asimptoti²kai (n1, n2 →

∞, n1/n2 → c ∈ (0,∞)) nepriklauso nuo neºinomu� parametru�. Naudodamiesi ²iuo faktu,
raskite aproksimacini� parametro µ1−µ2 pasikliovimo interval¡, kai pasikliovimo lygmuo 1−α.

3.166. Tegu Y1, . . . , Yn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d. su baigtiniais µy =
EY1, σ2

y = V (Y1), α3 = EY 3
1 ir α4 = EY 4

1 . Raskite funkcij¡, kurios skirstinys asimptoti²kai
(n → ∞) nepriklausytu� nuo neºinomu� parametru�, ir sudarykite parametro θ = (µy , σ2

y)T

aproksimacin¦ pasikliovimo sriti�.

3.167. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X ∼ LN(µ, σ).
a) I�rodykite, kad θ = EX = exp{µ+ σ2/2}, γ = V X = exp{2µ+ σ2}(exp{σ2} − 1).
b) I�rodykite, kad parametru� θ ir γ DT i�vertiniai yra

θ̂ = exp{Ȳ +m2/2}, γ̂ = exp{2Ȳ +m2}(exp{m2} − 1),

£ia

Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi, m2 =
1

n

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2, Yi = lnXi, i = 1, ..., n.

c) I�rodykite, kad

Eθ̂ = θ exp{−(n− 1)σ2/(2n)}(n/(n− σ2))(n−1)/2 = θ +O(1/n2), n→∞;

V θ̂ = exp{2µ+ σ2/n}[exp{σ2/n}(n/(n− 2σ2))(n−1)/2 − (n/(n− σ2))n−1] =

θ2σ2/n+O(1/n2).

3.168. (3.167 pratimo t¦sinys). Tarkime, pagal didumo n = 100 imti� gauti i�ver£iai
Ȳ = 1, 45, m2 = 4, 21.

a) Apskai£iuokite parametru� θ ir γ DT i�ver£ius.
b) Raskite parametro θ asimptotini� pasikliovimo interval¡ (Q = 0, 95).

3.169. Pas
ejus kultu	r¡ Petri l
ek²tel
eje po tam tikro laiko registruojamas bakteriju� skai£ius
Y = X1 + X2 + ... + XN ; £ia N � koloniju� skai£ius, Xi � bakteriju� skai£ius i-oje koloni-
joje. Tarkime, kad X1, X2, ... yra vienodai pasiskirst¦ n. a. d., turintys Puasono skirstini� su
parametru θ, o N nepriklausantis nuo X1, X2, ... a. d., turintis Puasono skirstini� su parametru
λ. Momentu� metodu raskite parametru� λ ir θ i�vertinius.

3.170. (3.169 pratimo t¦sinys). Tarkime, pagal didumo n = 20 imti�, gaut¡ stebint a. d.
Y , apskai£iuoti nepaslinktieji vidurkio µ = EY ir dispersijos σ2 = V Y i�ver£iai µ̂ = Ȳ = 50 ir
σ̂2 = s2 =

∑n
i=1(Yi − Ȳ )2/(n− 1) = 360.

a) Apskai£iuokite parametru� θ ir λ momentu� metodo i�ver£ius.
b) Raskite vidurkio µ = λθ asimptotini� pasikliovimo interval¡ naudodami aproksimacij¡

√
n
µ̂− µ
s

d→ Z ∼ N(0, 1)

ir aproksimacij¡
√
n

µ̂− µ√
µ(1 + θ̂)

d→ Z ∼ N(0, 1).
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c) Imdami Q = 0, 95 raskite punkte b) gautu� intervalu� realizacijas.

3.171. Pagal tris didumo n1 = 20, n2 = 50, n3 = 30 imtis, gautas stebint n. a. d. X ∼
N(µ1, σ2), Y ∼ N(µ2, σ2), Z ∼ N(µ3, σ2), apskai£iuotos NMD i�vertiniu� realizacijos µ̂1 =
X̄ = 2, 12, s2x = 2, 84, µ̂2 = Ȳ = 1, 09, s2y = 3, 91, µ̂3 = Z̄ = 3, 14, s2z = 2, 53.

a) Raskite parametro σ2 NMD i�verti� naudodami visus duomenis; raskite parametro σ
lygmens Q = 0, 99 pasikliovimo interval¡.

b) Raskite parametro θ = µ1 + µ2 − µ3 NMD i�verti�; sudarykite parametro θ lygmens
Q = 0, 95 pasikliovimo interval¡.

3.172. Krakmolo kiekis bulv
ese nustatomas dviem bu	dais. Norint palyginti tuos bu	dus,
buvo paimta 16 bulviu� ir kiekvienos i² ju� krakmolo kiekis nustatytas abiem bu	dais. Gauti
stebiniai (krakmolingumas procentais) sura²yti lentel
eje (Xi � krakmolingumas tiriant i-¡j¡
bulv¦ pirmu bu	du; Yi � antru bu	du).

i Xi Yi i Xi Yi
1 21,7 21,5 9 14,0 13,9
2 18,7 18,7 10 17,2 17,0
3 18,3 18,3 11 21,7 21,4
4 17,5 17,4 12 18,6 18,6
5 18,5 18,3 13 17,9 18,0
6 15,6 15,4 14 17,7 17,6
7 17,0 16,7 15 18,3 18,5
8 16,6 16,9 16 15,6 15,5

Pri
em¦ normalumo prielaid¡, palyginkite ²iuos du krakmolingumo nustatymo metodus:
a) raskite parametro θ = EX − EY lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo interval¡ remdamiesi
(3.7.8) formule; b) raskite parametro θ lygmens Q = 0, 95 pasikliovimo interval¡ remdamiesi
3.7.2 skyrelio formule; c) paai²kinkite, kod
el gaunami tokie skirtingi rezultatai; d) raskite
koreliacijos koe�ciento ρ ta²kini� ir intervalini� (Q = 0, 95) i�ver£ius.

3.173. Per pirm¡ dien¡ skaitiklis uºregistravo 20 026 puasoninio srauto impulsus, o per
antr¡ � 19 580. Raskite intensyvumu� santykio θ = λ1/λ2 pasikliovimo interval¡ (Q = 0, 99).

3.174. Dviejose nepriklausomose Bernulio bandymu� schemose atlikus n1 = n2 = 5000
bandymu� i�vykis A i�vyko 2 602 ir 2 398 kartus. Tegu i�vykio A pasirodymo tikimyb
e pirmoje
bandymu� schemoje yra p1, o antrojoje � p2. Raskite parametro θ = p1 − p2 asimptotini�
pasikliovimo interval¡ (Q = 0, 99). Ar yra pagrindo teigti, kad i�vykio A pasirodymo tikimyb
es
abiejose schemose yra vienodos?

3.175. Tarkime, kad daugialypis integralas, kurio tikroji reik²m
e yra 0,3, buvo skai£iuoja-
mas Monte � Karlo metodu. Kiek reikia atlikti nepriklausomu� modeliavimu� N , kad gautosios
reik²m
es absoliuti santykin
e paklaida su tikimybe, ne maºesne uº 0,99, nevir²ytu� a) 0,2; b)
0,1?

3.176. Lentel
eje pateikti prapuolimo kampai 209 pa²to balandºiu�, kai atliekant bandym¡
buvo bandoma paveikti ju� �vidini� laikrodi�� (ºr. [14]).

Kryptis Daºnis Kryptis Daºnis
0◦− 26 180◦− 14
30◦− 22 210◦− 11
60◦− 26 240◦− 12
90◦− 30 270◦− 5
120◦− 29 300◦− 5
150◦− 18 330◦− 11

Duomenys sugrupuoti i� 30◦ ilgio intervalus. Lentel
eje nurodyti kampai ϕi, atitinkantys i-
ojo intervalo pradºi¡, ir patekusiu� i� i-¡ji� interval¡ daºniai ni, i = 1, ...12. Tardami, kad turimus
duomenis galima traktuoti kaip paprastosios imties, gautos stebint atsitiktini� kamp¡ ϕ ∼
M(µ, θ), realizacij¡, raskite parametru� µ, θ ta²kinius i�ver£ius ir sudarykite aproksimacinius
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intervalus su pasikliovimo lygmeniu Q = 0, 95.
3.177. Lentel
eje pateikti duomenys apie uºregistruotus susirgimo leukemija atvejus An-

glijoje per 1946 � 1960 metu� laikotarpi� sugrupuoti m
enesiniais intervalais (ºr.[14]).

M
enuo Susirgo M
enuo Susirgo M
enuo Susirgo
Sausis 39 Geguº
e 38 Rugs
ejis 37
Vasaris 37 Birºelis 59 Spalis 47
Kovas 29 Liepa 50 Lapkritis 34

Balandis 45 Rugpju	tis 54 Gruodis 37

Paverskite duomenis kampu� steb
ejimais sutapatindami metu� interval¡ su intervalu (0, 2π],

t. y. sausis atitinka sektoriu� nuo 0◦ iki 30◦; vasaris � sektoriu� nuo 30◦ iki 60◦ ir t. t. Tar-

dami, kad buvo stebimas atsitiktinis kampas ϕ ∼ M(µ, θ) a) raskite ta²kinius parametru�

(µ, θ) i�ver£ius; b) sudarykite pasikliovimo lygmens Q = 0, 95 aproksimacinius pasikliovimo

intervalus.

ATSAKYMAI IR NURODYMAI

3.1 skyrelis

3.1. n ≥ 2654. 3.2. n ≥ 1330. 3.3. n ≥ 133. 3.4. n ≥ 16. 3.6. Nurodymas. Atsitiktinis
dydis Xα

i ∼ E(ρα). 3.9. E(cX(n)) = cnθ/(n + 1), V (cX(n)) = c2nθ2/[(n + 1)2(n + 2)];
c = (n + 1)/n. 3.11. Nurodymas. Atsitiktinio dydºio θ̄ dispersija V θ̄ = O(1/n2). 3.14.
ϑ̂ = 1, kai |X̄| ≤ cn, ir ϑ̂ = 0, kai |X̄| > cn; £ia cn = 1/nα, 0 < α < 1/2. 3.15. Nei²liks.
3.18. X2 − Y. 3.19. E|X − Y | = 2σ/

√
π, E|X − Y |2 = 2σ2. 3.20. Reikia padauginti i²

konstantos (n + 1)/[2(n − 1)]. Gauto i�vertinio dispersija yra 4θ2(n + 1)/[(n − 1)2(n + 2)].
3.21. Parametro ln p NMD i�vertinys yra h(X) = −(1 + 1/2 + ... + 1/(X − 1)), kai X > 1,

h(X) = 0, kai X = 1. 3.22. (X|X + Y = N) ∼ B(N, p), p = λ1/(λ1 + λ2); θ̂ = X/Y . 3.23.
38/50 + 12 · 11 · 10/(50 · 49 · 48); 12 · 38/(49 · 50); 12! 38!/50!; 0; 0. 3.24. −1/13.

3.2�3.3 skyreliai

3.28. Funkcija γ(p) turi bu	ti ne auk²tesnio kaip n-ojo laipsnio polinomas p atºvilgiu.
3.29. p̂ = T/n; p̂2 = T (T − 1)/[n(n − 1)]; p̂q = T (n − T )/[n(n − 1)]; tegu θ = Cknp

kqn−k,
tada θ̂ = 1, kai T = k, ir θ̂ = 0, kai T 6= k. 3.31. λ̂ = T/n; λ̂2 = T (T − 1)/n2; ˆλ(1− λ) =

T (n − T + 1)/n2; ˆe−λ = ((n − 1)/n)T . 3.32. γ̂(λ) = 0, kai T < m, γ̂(λ) = CmT (c/n)m(1 −
c/n)T−m, kai T ≥ m. 3.35. Konstanta a neegzistuoja; konstanta b tenkina nelygybes
(n − 3)/(n − 1) < b < 1. 3.39. a)

∑
i lnXi; b)

∑
iXi; c) (

∑
i lnXi,

∑
iXi); d) X(1).

3.40. Nurodymas. A. d. |Xi| ∼ E(λ), o a. v. (|X1|, ..., |Xn|)T s¡lyginis skirstinys, kai T = t,
yra toks pat kaip paprastosios n didumo imties, gautos stebint a. d. Y ∼ U(0, t). 3.41.
Nurodymas. Kai T = t yra �ksuotas, a. v. (X1, ..., Xn)T s¡lyginis skirstinys nusakomas
tikimyb
emis P{X1 = m1, ..., Xn = mn|X1 + ... + Xn = t} = 1/Cn−1

t−1 , t ≥ n, mi ≥
1, i = 1, ..., n, m1 + ... + mn = t. 3.43. Tegu gautoji imtis yra (X1, ..., Xn)T . Tada
NMD i�vertiniai yra ϕ̂ = Xn/n, σ̂2 =

∑n
i=1(Xi − Xi−1 − ϕ̂)2/(n − 1), X0 = 0. Nurody-

mas. Xi − Xi−1 ∼ N(0, σ2), i = 1, 2, ..., n. 3.46. Neegzistuoja. 3.47. Kai σ ºinomas, tai
Φ̂((c − µ)/σ) = Φ((c − X̄)/(σ

√
(n− 1)n)). Nurodymas. Imkite nepaslinkt¡ji� i�vertini� Φ̃ = 1,

kai X1 < c, ir Φ̃ = 0, kai X1 ≥ c. Raskite Φ̃ vidurki� pakankamosios statistikos (X̄, s2) arba
X̄ atºvilgiu. 3.48. f̂(x|µ, σ) =

√
n/πΓ((n − 1)/2)/((n − 1)Γ((n − 2)/2)sn−3)[s2 − n(X̄ −

c)2/(n − 1)2](n−4)/2, kai |c − X̄| ≤ (n − 1)s/
√
n, ir f̂ = 0, kai |c − X̄| > (n − 1)s/

√
n, n>2.

Nurodymas. Remkit
es tuo, kad (X1, ..., Xr)T , 1 ≤ r ≤ n s¡lyginis skirstinio tankis, kai �k-
suota pakankamoji statistika, yra a. v. (X1, ..., Xn)T tankio nepaslinktasis i�vertinys. 3.49.
p̂0(θ) = ((n − 1)/n)T , kai skirstinys Puasono; p̂0(θ) = 1, kai T = 0, ir p̂0(θ) = 0, kai T > 0
ir skirstinys neigiamasis binominis (imties didumas n = 1). 3.50. Nurodymas. I�rodydami
statistikos pakankamum¡ ir pilnum¡ remkit
es 3.3.3 teorema. Parametro θr NMD i�vertinys
Ur(T ) gaunamas i² lygties

∑
k Ur(k)bkθ

k/[f(θ)]n ≡ θr ≡ θr
∑
k bk−rθ

k−r/[f(θ)]n. Ie²ko-
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dami i�vertinio Ur(T ) dispersijos NMD i�vertinio remkit
es 3.18 pratimu. 3.51. NMD i�vertinys
yra θ̃ = [(n + 1)/n]X(n); jo dispersija V θ̃ = θ2/[n(n + 2)]. I�vertinio θ̂ = 2X̄X dispersija

V θ̂ = θ2/3n. 3.52. θ̂1 = (nX(1)−X(n))/(n−1); θ̂2 = (nX(n)−X(1))/(n−1); (θ̂1 + θ̂2)/2 =

(X(1) + X(n))/2; (θ̂2 − θ̂1 = (n + 1)(X(n) − X(1))/(n − 1). 3.53. ET = n/θ, V T = n/θ2.
3.54. b) ĝ(λ) = [(T − t)/T ]n−1, kai T > t, ir ĝ(λ) = 0, kai T ≤ t. Nurodymas. Suvidurkinkite
nepaslinkt¡ji� i�vertini� I(t,∞)(X1) pakankamosios statistikos atºvilgiu naudodamiesi a) rezul-
tatu. 3.56. a), b), c) T = X1 + ...+Xn; d) (

∑
iXi,

∏
iXi)

T ; e) (
∏
iXi,

∏
i(1−Xi)); f)

(
∑
i lnXi,

∑
i ln2Xi)

T ; g) (
∏
i lnXi,

∑
iX

α
i ). 3.57. (X(1), X̄)T . 3.58. (

∏
iXi, X(1))

T .
3.61. Tankio kanonin
e forma yra f(x|η) = h(x) exp{ηTT (x) − B(η)}. a) h(x) = 1/x!, η =
lnλ, T (x) = x, B(η) = eη ;−∞ < η < ∞, x = 0, 1, ...; b) h(x) = Cn−1

n+x−1, η =
ln(1 − p), T (x) = x, B(η) = − ln(1 − eη), −∞ < η < 0, x = 0, 1, ...; c) h(x) =
I(a,∞)(x), η = −θ, T (x) = x, B(η) = ηa − ln(−η), −∞ < η < 0, 0 < x < ∞; d) h(x) =

1/x, η = (η1, η2)T = (−λ, η)T , T (x) = (x, lnx)T , B(η) = ln Γ(η2) − η2 ln(−η1), −∞ <
η1 < 0, 0 < η2 < ∞, x > 0; e) h(x) = 1/[x(1 − x)], η = (η1, η2)T = (γ, η)T , T (x) =
(lnx, ln(1 − x))T , B(η) = ln[Γ(η1)Γ(η2)/Γ(η1 + η2)], 0 < η1, η2 < ∞, 0 < x < 1; f)
h(x) = αxα−1, η = −1/θα, T (x) = xα, B(η) = ln(−1/η), −∞ < η < 0, 0 < x < ∞.
3.66. Tankio funkcij¡ f(x|µ, Σ) = (

√
2π)−k/

√
|Σ| exp{(−1/2)(x − µ)TΣ−1(x − µ)} gal-

ima perra²yti f(x|µ, Σ) = (
√

2π)−k exp{(−1/2)
∑
i σ
iix2

i−
∑
i>j σ

ijxixj+
∑
i xi

∑
j µjσ

ij−
−(1/2)

∑
i

∑
j µiσ

ijµj−(1/2) ln |Σ|}; £ia Σ−1 = [σij ]k×k. Gauname (k(k+1)/2)-mati� ekspo-
nentinio tipo skirstini�. Kanonin
es formos parametrai yra η = (−σii/2, i = 1, ..., k; −σij , i >
j, i, j = 1, ..., k;

∑
j µjσ

ij , i = 1, ..., k)T , T = (x2
i , i = 1, ..., k; xixj , i > j, i, j = 1, ..., k; xi,

i = 1, ..., k)T , B(η) = (1/2)
∑
i

∑
j µiσ

ijµj + (1/2) ln |Σ|. 3.67. M(t) = (1− t/λ)−η , t < λ.
3.68. c(etθ)/c(θ). 3.70. X1 + ... + Xn. Nurodymas. Remkit
es 3.69 pratimu. 3.71.
Vidurkis Eθ(X(n) − X(1) − (n − 1)/(n + 1)) ≡ 0, 0 < θ < ∞, nors ²i funkcija n
era tapa£iai
lygi 0. 3.73. Nurodymas. Lygti� Eθ(ψ(X)) ≡ 0, 0 < θ < 1, galima perra²yti taip:∑∞
i=0(ψ(i) − 2ψ(i + 1) + ψ(i + 2))θi ≡ 0, ψ(1) = 0. Statistika X n
era pilnoji, nes bet

kurios tiesin
es funkcijos ϕc(X) = c(X − 1), c ∈ R, vidurkis tapa£iai lygus nuliui, nors ²i
funkcija, kai c 6= 0, n
era tapa£iai lygi nuliui. Jei ϕ(1) = 0, tai i² tapatyb
es gauname,
kad ϕ(k) = −(k − 1)ϕ(0), k = 1, 2, .... Jei ϕ(0) 6= 0, tai ϕ(k) neapr
eºta. Taigi tik tuo
atveju, kai ϕ(0) = 0, gauname, kad ϕ(k) = 0, k = 0, 1, 2, .... Statistika X yra apr
eºtai
pilnoji. 3.74. E(X̄2) = µ2 + σ2/n, V (X̄2) = (2σ2/n)(2µ2 + σ2/n). NMD i�vertinys
ϑ̂ = X̄2−s2/n, s2 � nepaslinktasis dispersijos i�vertinys. V (ϑ̂) = (2σ2/n)(2µ2 +σ2/[n(n−1)]);
V X̄2 > V (ϑ̂). 3.75. Paºym
ekime T = X1 + ... + Xn. Tada: a) p̂m = 0, kai T < m, ir
p̂m = T (T −1)...(T −m+ 1)/[n(n−1)...(n−m+ 1)], kai T ≥ m; b) vertinamas parametras
θ = Ckmp

kqm−k; NMD i�vertinys θ̂ = CkmC
T−k
n−m/C

T
n , kai k ≤ T ≤ n −m + k, ir θ̂ = 0, kai

T < k, T > n − m + k; c) vertinamas parametras θ = 1 − qn−1 − (n − 1)p2qn−2; NMD
i�vertinys: θ̂ = 0, kai T = 0; θ̂ = (n−1)/n, kai T = 1; θ̂ = (n−2)/n, kai T = 2; θ̂ = 1, kai T > 2.
3.76. Tegu T = X1 + ...+Xn. Tada γ̂ = [(n− t)/n]T . 3.77. Tegu X̄, Ȳ , s2x, s

2
y � parametru�

µx, µy , σ2
x, σ

2
y NMD i�vertiniai. Tada: a) X̄ − Ȳ , (sx/sy)r/(E(F

(r/2)
m−1,n−1)), £ia Fm−1,n−1 �

a. d., turintis Fi²erio skirstini� sum−1 ir n−1 laisv
es laipsniu�; b) σ̂2
x = s2 = [s2x(m−1)+s2y(n−

1)]/(m+n−2), θ = (µx−µy)/σx, θ̂ = [(X̄− Ȳ )/s][Γ(ν/2)/Γ((ν−1)/2)]
√

2/ν, ν = m+n−2;
c) [mX̄/

√
γ + nȲ ]/(m + n); d) pakankamoji statistika (X̄, Ȳ , s2x, s

2
y)T n
era pilnoji; e)

0,5; f) 0,5. 3.78. θ̂1 = (X(1) + X(n))/2; θ̂2 = (X(n) − X(1))(n + 1)/(2(n − 1)). 3.79. a)

â = X(1) − θ/n; b) θ̂ = X̄ − a; c) â = (nX(1) − X̄)/(n − 1), θ̂ = n(X̄ − X(1))/(n − 1);
d) tegu η = P{X1 > t} = exp{−(t − a)/θ}, tada η̂ = ((n − 1)/n) exp{−(t − X(1))/θ}; γ =
d
dt
P{X1 > t}, γ̂ = −η̂/θ. 3.80. Paºym
ekime Sx =

∑
i(X(i) −X(1)), Sy =

∑
i(Y(i) − Y(1)).

Tada: a) θ = ax − ay , θ̂ = X(1) − Y(1) − Sx/(m(m − 1)) + Sy/(n(n − 1)); γ = θx/θy ,

γ̂ = Sx(n− 2)/(Sy(m− 1)); b) θ̂x = (Sx +Sy)/(m+n− 2); η = (ax − ay)/θx, η̂ = (X(1) −
Y(1))(m+n−3)/(Sx+Sy)−(n−m)/(mn); c) pakankamoji statistika (X(1), Y(1), Sx, Sy)T

n
era pilnoji. 3.81. a) p̂m = (n−1)(n−2)...(n−m)/[(n+X−1)(n+X−2)...(n+X−m)], ˆqm =

X(X−1)...(X−m+1)/[(n+X−1)(n+X−2)...(n+X−m)]; b) ˆV X = X(n+X)/[n(n+1)];
c) ˆln p = −

∑∞
m=1

ˆqm/m}. 3.83. Neegzistuoja. 3.84. Tik
etinumo funkcija L = (pq)(X−3)/2,
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kai X = 2k−1, k = 2, 3, ..., ir L = (pq)(X−2)/2(1−2pq), kai X = 2k, k = 1, 2, .... Ji priklauso
tik nuo parametro θ = pq. Jeigu nagrin
ejame modeli� su neºinomu parametru p, tai mode-
lis n
era identi�kuojamas (ºr. 1.3.1 pastab¡). Nagrin
ekime modeli� su neºinomu parametru
θ = pq. Parametro θ DT i�vertinys θ̃ = 1/4, kai X = 2k − 1, ir θ̃ = (X − 2)/(2X), kai
X = 2k, k = 1, 2... Ta£iau ²is i�vertinys patenka i� parametru� kitimo sriti� tik tada, kai X < 4.
Kitais atvejais tik
etinumo funkcija parametru� kitimo srityje i�gyja maksimum¡ kra²tiniame
ta²ke θ̃ = 1/4.

3.4 skyrelis

3.85. Nurodymas. Pasinaudokite tokiu algebros faktu. Tegu A ir D � kvadratin
es
matricos ir |A| 6= 0. Tada determinantas

A B = |A||D −CA−1B|.
C D

3.86. V p̂ ≥ pq/n; V (p̂q) ≥ pq(q − p)2/n; V (p̂2) ≥ 4p3q/n. 3.87. V (p̂2) ≥ 4p3q/(n −
1) + 2p2q(q − 2p)/[n(n − 1)]. 3.88. Tegu T = X1 + ... + Xn. Tada p̂ = T/n, V p̂ = pq/n;
p̂2 = T (T − 1)/[n(n − 1)], V (p̂2) = 4p3q/(n − 1) + 2p2q(q − 2p)/[n(n − 1)]; p̂q = T (n −
T )/[n(n − 1)], V (p̂q) = pq(1 − 4pq)/(n − 1) − pq(1 − 6pq)/[n(n − 1)]. 3.89. V λ̂ ≥ λ/n;
V (λ̂2) ≥ 4λ3/n; V ( ˆe−λ) ≥ λe−2λ/n. 3.90. V (λ̂2) ≥ 4λ3/n + 2λ2/n2. 3.91. λ̂ =

X̄, V λ̂ = λ/n; λ̂2 = X̄2 − X̄/n, V (λ̂2) = 4λ3/n + 2λ2/n2; ˆe−λ = [(n − 1)/n]nX̄ ,
V ( ˆe−λ) = = e−2λ(eλ/n − 1). 3.92. V ((µ̂, σ̂2)T ) ≥ I−1 = [ikl]2×2, i11 = σ2/n, i22 =
2σ4/n, i12 = i21 = 0. 3.93. Nurodymas. Raskite Bol²evo nelygyb¦ nepaslinktojo parametro
(µ, µ2, σ, σ2)T i�vertinio kovariacinei matricai (ºr. [4]). I² gautosios nelygyb
es V µ̂ ≥
σ2/n = V X̄; V σ̂2 ≥ 2σ4/(n − 1) = V s2. 3.94. x̂P = X̄ + zP s/Mn−1; V (x̂P ) =

σ2/n + z2
P σ

2(1 − M2
n−1)/M2

n−1, Mn =
√

2/(n− 1)Γ(n/2)/Γ((n − 1)/2). (ºr. 2.27 pra-

tim¡). 3.95. I(θ) = n; I(e−θ) = ne2θ. 3.96. a) E(β̂) = β; b) V β̂ = β2/n; kadangi
I(β) = n/β2, tai i�vertinio β̂ dispersija pasiekia Rao�Kramero nelygyb
eje nurodyt¡ rib¡.
3.97. a) n/σ2; b) n/(2σ4); c) 2n/σ2; d) 3n/σ2; e) I(θ) = [ikl]2×2, i11 = n/σ2, i22 =
n/(2σ4), i12 = i21 = 0; f) nk/(qp2); g) ºr. 3.7.11 skyreli�; h) ºr. 3.7.12 skyreli�. 3.98.
a) 2
√
λ; b) arcsin (2p− 1); c)

√
γ ln θ. 3.99. a) I(µ, σ) = [ikl]2×2; i11 = i22 = 2σ2;

i12 = i21 = 0; b) I(µ, θ) = [ikl]2×2; i11 = 1/θ2, i12 = i21 = (1 + Γ′(1))/θ2; i22 =
(1 + 2Γ′(1) + Γ′′(1))/θ2; c) i11 = n/(3θ2), i12 = i21 = −µ/(3θ3), i22 = 1/θ2 + 2µ/θ3 +
µ2/(3θ4); d) i11 = (r + 1)

√
r + 4/(σ2(r + 3)

√
r); i22 = (1 + i11/σ2)/σ2, i12 = i21 = i11/σ.

3.101. a) ϑ̂ = −X/Γ′(1); V ϑ̂ = θ2(Γ′′(1) − Γ′2(1))/Γ′2(1) ≥ I−1(θ) = θ2(2 + 2Γ′(1) +

Γ′′(1)); b) ϑ̂ = (−1)rXr/Γ(r)(1); V (ϑ̂) = θ2r(Γ(2r)(1)−[Γ(r)(1)]2)/[Γ(r)(1)]2) ≥ I−1(θr) =

θ2rr2/(1 + 2Γ′(1) + Γ′′(1)); c) ϑ = (1 + θ)−1 =
∑∞
r=0(−1)rθr; ϑ̂ =

∑
r X

r/Γ(r)(1);
V ϑ̂ =

∑
k

∑
l(−1)k+lθk+lΓ(k+l)(1)/(Γ(k)(1)Γ(l)(1))− (1+θ)−2 ≥ I−1(ϑ) = θ2/((1+θ)4[2+

2Γ′(1) + γ′′(1)]). 3.102. c) V Tn skiriasi nuo I−1(p2) nariu, kurio eil
e O(1/n2), n→∞ (ºr.
3.86�3.88 pratimus). 3.103. a) ϑ̂ = exp{tX̄− t2σ2/2n}; V ϑ̂ = exp{2tµ}(exp{t2σ2/n}−1) ≥
I−1(ϑ) = exp{2tµ}σ2t2/n; V ϑ̂−I−1(ϑ) = O(1/n2). 3.104. V (T1n) = Φ(c−µ)(1−Φ(c−µ)/n;
V (T2n) = [Φ′(c− µ)]2/n+O(1/n

√
n); ASE = [Φ′(c− µ)]2/(Φ(c− µ)(1− Φ(c− µ)). 3.105.

ASE = 1/(π−2). 3.106. a) ASE = 4µ2/(4µ2+µ4−1+4µ3µ); b) ASE ≤ 1, kai µ3 = 0; c)
pvz., a. d. X tankio funkcija f(x) = kx2I(0, a)(x), a > 0. 3.107. ASE = 1. 3.108. bT1n

= 0,
bT2n = −θ/(n + 1); ASE = 1. 3.109. Neegzistuoja. 3.110. I(σ) = 2(n − 1)/σ2, V σ̂ ≥
σ2/2(n− 1). 3.111. ASE = 2/3. 3.112. 17,185.

3.5 skyrelis

3.113. α̂ = (a2−1)/X̄, β̂ = 1−X̄2/(a2−1). 3.114. NMD i�vertiniai yra (X(1) +X(n))/2

ir (n+1)(X(n)−X(1))/(n−1), o ju� dispersijos � (θ2−θ1)2/(2(n+1)(n+2)) ir 2(θ2−θ1)2/((n−
1)(n+2)). Momentu� metodu gauti i�vertiniai yra X̄ ir 2

√
3s, o ju� dispersijos � (θ2−θ1)2/(12n)

ir (θ2 − θ1)2/(60n) + O(1/n
√
n). 3.115. a) DT i�vertiniai yra X̄ ir m2, o NMD i�vertiniai �

X̄ ir s2; b) DT i�vertinys yra nη/S, S = X1 + ... + Xn, o NMD i�vertinys yra (nη − 1)/S;
c) DT i�vertinys yra X(n), o NMD i�vertinys � (n + 1)X(n)/n. 3.117. λ̂ = X̄; p̂ = X̄;
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−q/(p ln p) = X̄; λ̂(1 − exp{−λ̂}/(1 − exp{−λ̂}) = X̄. 3.118. DT i�vertiniai yra λ̂2 = X̄2 ir
p̂2 = X̄2, o ju� kvadratin
es rizikos funkcijos E(λ̂2−λ2)2 = 4λ3/n+5λ2/n2+λ/n3; E(p̂2−p2)2 =
4p3q/n− p2q(11p− 7)/n2 + pq(1− 6pq)/n3. NMD i�vertinius ir ju� dispersijas ºr. 3.88 ir 3.91
pratimus. 3.120. a) DT i�vertinys θ̂ = X(1) yra paslinktasis; E(θ̂) = θ(n+ 2)/(n+ 1); imant
nepaslinkt¡ji� i�vertini� θ̃ = X(1)(n+1)/(n+2), gauname V θ̃ = nθ2/(n+2)3; momentu� metodo

i�vertinys θ̂ = 2X̄/3, V θ̂ = θ2/(27n); b) V ((X(n) + X(1))/2) = nθ2/((n + 1)2(n + 2));

momentu� metodo i�vertinys θ̂ = X̄ ir V θ̂ = θ2/(12n). Reikia paºym
eti, kad ²iame pratime DT
i�vertiniai yra eil
es O(1/n2), kai n→∞, o momentu� metodu gauti i�vertiniai yra eil
es O(1/n).
3.122. Nurodymas. �r. 3.5.4 pavyzdi�. 3.123. α̂ = (V1−V2−V3)/n; Vj =

∑
iXji, j = 1, 2, 3;

√
n(α̂ − α)

d→ Y ∼ N(0, (1 − α2)). 3.124. α̂ = (V3/(V3 + V4); p̂ = (2V1 + V3 + V4)/(2n).
3.125. α̂ = 0, 1235. 3.126. µ̂1 = X̄, µ̂2 = Ȳ ; ˆσ11 =

∑
i(Xi − X̄)2/n, ˆσ22 =

∑
i(Yi − Ȳ )2/n,

ˆσ12 = ˆσ21 =
∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )/n. Parametro θ = (µ1, µ2, σ2

1 , σ
2
2 , ρ)T informacin
es

matricos atvirk²tin
es I−1(θ) = [ikl]5×5 elementai yra i11 = σ2
1/n, i

22 = σ2
2/n, i

12 = i21 =
ρσ1σ2/n; i33 = 2σ4

1/n, i
44 = 2σ4

2/n, i
34 = i43 = 2ρ2σ2

1σ
2
2/n; i

55 = (1 − ρ2)2/n, i35 =
i53 = ρ(1 − ρ2)σ2

1/n, i
45 = i54 = ρ(1 − ρ2)σ2

2/n; i
kl = 0, kai k = 1, 2, o l = 3, 4, 5.

3.127. Nurodymas. �r. 3.7.13 skyreli�. 3.128. Nurodymas. �r. 3.7.11 skyreli�. 3.129.
Nurodymas. �r. 3.7.8 skyreli�. 3.130. Nurodymas. �r. 3.7.4 skyreli�. 3.132. µ̂ = X̄ = 34, 75,

σ̂2 = s2 = 111, 56. 3.133. b) σ̂ =
√
π/2

∑
i |Xi|/n,

√
n(σ̂ − σ)

d→ Y ∼ N(0, (π − 2)σ2/2);

c)
√
n(σ̂ − σ)

d→ Y ∼ N(0, σ2/2). 3.136. a)µ̂j = (Xj + Yj)/2, j = 1, 2, ..., n, σ̂2 =∑
i(Xi − Yi)2/(4n); b) E(σ̂2) = σ2/2. Parametro dimensija n + 1 priklauso nuo n, tod
el

teorema apie ribines DT i�vertiniu� savybes netaikytina; c) σ̂2 =
∑
i(Xi−Yi)2/(2n); σ̂2 P→ σ2,

nes E(σ̂2) = σ2, V (σ̂2) = σ4/(2n). 3.137. c)
√
n(θ̂n−θ)

d→ Z ∼ N(0, 3θ2); d) θ̂ = 2, 0102;
kadangi E(Ri) neegzistuoja, tai pradini� artini� θ̂0 galima parinkti, pvz., naudojant empirin¦
median¡ θ̂0 = 1/x̂0,5; e) σ̂θ̂ =

√
3θ̂/
√
n = 0, 7785. 3.138. λ̂1 = K/(S1 + (n − K)x0),

λ̂2 = (n − K)/S2; S1 =
∑K
i=1 X(i), S2 =

∑n
i=K+1(X(i) − x0); K � gedimu�, maºesniu� uº

x0, skai£ius;
√
n(λ̂1 − λ1)

d→ Y ∼ N(0, λ2
1(1 − p)),

√
n(λ̂2 − λ2)

d→ Y ∼ N(0, λ2
2/p), p =

exp{−λ1x0}; Cov (λ̂1, λ̂2) → 0, kai n → ∞. 3.139. a) α̂ = X̄/m2, γ̂ = X̄2/m2; b)
θ̂ = 1/

√
m2, â = X̄ +

√
m2; c) α̂ = X̄(1− X̄(1− X̄)/m2), β̂ = (1− X̄)(1− X̄(1− X̄)/m2);

d) µ̂ = Ȳ , σ̂ =
√
m2, m2 = (1/n)

∑
i(Yi − Ȳ ), Yi = lnXi, i = 1, ..., n; e) θ̂ = X̄; f)

p̂ = X̄/m2, n̂ = X̄2/(m2 − X̄); g) −q̂/p̂ ln p̂ = X̄; h) k̂ = X̄. 3.141. a) θ̂ = X(1);

b) θ̂ = X(1); c) θ̂ = n/
∑
j ln(1 − Xj); d) θ̂ = n/(n −

∑
j lnXj), 1/2 < θ̂ < 1; e)

θ̂ = x̂1/2; f) θ̂ = X(1); g) θ̂ = (
√
X̄2 + 4a2 − X̄)/2; h) µ̂ = X(1), σ̂ = n/

∑
i(Xi −X(1));

i) µ̂ = (1/n)
∑
j lnXj = Ȳ , σ̂ = [

∑
j(lnXj) − Ȳ )2/n]1/2; j) θ̂ = 0, kai 2n

∏
j

√
Xj > 1, ir

θ̂ = 1 prie²ingu atveju; k) β̂ = X(n), α̂ = n/(n ln β̂ −
∑
j lnXj); l) θ̂ = X(n), n>1. 3.142.

a) λ̂ = Ȳ , µ̂ = Z̄; b) λ̂ = S/m, µ̂ = S/(n−m); S = X1 + ...+Xn, m � skai£ius atveju�, kai

∆i = 1; λ̂ ir µ̂ asimptoti²kai nekoreliuoti ir normalieji:
√
n(λ̂ − λ)

d→ Y ∼ N(0, λ(λ + µ)),
√
n(µ̂ − µ)

d→ Z ∼ N(0, µ(λ + µ)). 3.143. Taip. 3.144. ASE = 1. 3.145. α̂ = X(1), θ̂ =

n/S, S =
∑
j(lnXj − lnX(1)); NMD i�vertiniai α̂ = X(1)(1− S/n), θ̂ = (n− 1)/S; ASE = 1.

3.146. µ̂ = X̄ ∼ Nk(µ, Σ/n), Σ̂ =
∑
j(Xj − X̄)(Xj − X̄)T /n = S/n; paºym
ekime θ =

(σij , i ≤ j) vektoriu�, sudaryt¡ i² skirtingu� kovariacin
es matricos Σ elementu�, o θ̂ DT i�vertiniu�

(t. y. atitinkamu� matricos S/n elementu�) vektoriu�. Tada
√
n(θ̂−θ)

d→ Z ∼ Nk(k−1)/2(0, Γ);
£ia kovariacin
es matricos Γ = [γijrs]k(k−1)/2×k(k−1)/2 elementai yra γiiii = 2σ2

ii, γiijj =

2σ2
ij , γiiij = 2σiiσij , i 6= j, γijrs = (σirσjs + σisσjr), i 6= j 6= r 6= s. 3.147. Nurodymas.

�r. 3.126 pratim¡. 3.148. σ̂2 =
∑
j(Xj − µ̂)2/n, τ̂2 =

∑
j(Yj − µ̂)2/n, o i�vertis µ̂ randamas

i² lygties µ̂ = [X̄
∑
j(Yj − µ̂)2 + Ȳ

∑
j(Xj − µ̂)2]/[

∑
j(Yj − µ̂)2 +

∑
j(Xj − µ̂)2]; ²ie i�ver£iai

asimptoti²kai nekoreliuoti ir normalieji:
√
n(σ̂2−σ2)

d→ Z ∼ N(0, 2σ4),
√
n(τ̂2− τ2)

d→ Y ∼
N(0, 2τ4),

√
n(µ̂− µ)

d→ V ∼ N(0, σ2τ2/(σ2 + τ2)).
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3.6 skyrelis

3.149. µ̂ = X̄ = 424, 933, σ̂ = s = 8, 598; (µ, µ̄) = (420, 172; 429, 695), (σ, ; σ̄) =

(6, 295; 13, 560). 3.150. λ̂ = X̄ = 0, 9288; (λ; λ̄) = (0, 850; 1, 009). 3.151. 1) Momentu�

metodu gauname i�ver£ius λ̂ = 1, 073, η̂ = 9, 928; 2) DT i�vertis λ̂ = η/X̄ paslinktasis; NMD

i�vertis λ̂ = (nη − 1)/(nX̄) = 1, 076; (λ; λ̄) = (0, 936; 1, 236). 3.152. p̂ = 0, 277; (p; p̄) =

(0, 2495; 0, 3059). 3.154. (p; p̄) = (0, 000; 0, 226), (0, 000; 0, 283), (0, 000; 0, 445). 3.155.

λ̂ = 0, 00114; (λ; λ̄) = (0, 00096; 0, 00137). 3.156. 1) (λ; λ̄) = (0, 226; 0, 336); 2) (λ; λ̄) =

(0, 218; 0, 291); 3) (λ; λ̄) = (0, 180; 0, 245); 4) (λ; λ̄) = (0, 241; 0, 338). Tik
etina. 3.157.

Q = 2Φ(2)−1 ≈ 0, 9544. 3.158. n ≥ 1537. 3.159.p̂ = 0, 182, (p; p̄) = (0, 055; 0, 518). 3.160.

(3, 428; 4, 964). 3.161. (a) σ2 = π2/4; (θ; θ̄) ≈ (x̂0,5 − zα/2π/(2
√
n); x̂0,5 + zα/2π/(2

√
n));

b) DT i�vertinys θ̂n asimptoti²kai normalusis:
√
n(θ̂n − θ)

d→ Z ∼ N(0, 2); (θ; θ̄) ≈
(x̂0,5−zα/2

√
2/n; x̂0,5+zα/2

√
2/n); c) antrasis. 3.162. a) (θ; θ̄) = (2T1(X)/χ2

α/2
(2n−2);

2T1(X)/χ2
1−α/2(2n − 2)); E(θ̄ − θ) = 2θ(n − 1)[1/χ2

1−α/2(2n − 2) − 1/χ2
α/2

(2n − 2)] ≈
2θ
√
n− 1/(n − 1 − z2

α/2
); b) (a; ā) = (T2(X) − T1(X)F1−α/2(2, 2n − 2)/n(n − 1); T2(X) −

T1(X)Fα/2(2, 2n − 2)/n(n − 1)); E(ā − a) = (2θ/n)(F1−α/2(2, 2n − 2) + Fα/2(2, 2n − 2)).

3.163. Tegu T = T (X) pasiskirstymo funkcija F (x + θ) tolydi. Tada (θ; θ̄) = (F−1(α/2) −
T (X); F−1(1−α/2)−T (X)). Intervalo ilgis yra F−1(1−α/2)−F−1(α/2). 3.164. a) (λ; λ̄) ≈
(X̄+ z2

α/2
/(2n)−

√
X̄z2

α/2
/n+ z4

α/2
/(4n4); X̄+ z2

α/2
/(2n) +

√
X̄z2

α/2
/n+ z4

α/2
/(4n2)); b)

(λ; λ̄) ≈ (X̄ − zα/2
√
X̄/n; X̄ + zα/2

√
X̄/n). 3.165. Tegu θ = µ1 − µ2. Tada (θ; θ̄) ≈

(X̄1 − X̄2 − zα/2
√
s21/n1 + s22/n2; X̄1 − X̄2 + zα/2

√
s21/n1 + s22/n2). 3.166. C(Y1, ..., Yn) ≈

{(µy , σ2
y) : n[(Ȳ − µy)2/s2 + (s2 − σ2

y)/(m4 − s4)] < χ2
α(2)}. 3.168. a) θ̂ = 34, 988,

γ̂ = 81230, 195. b) Naudojant aproksimacij¡
√
n(θ̂ − θ)/(θ√m2)

d→ Z ∼ N(0. 1), gauname

pasikliovimo interval¡ (θ; θ̄) = (θ̂/(1 + zα
√
m2/n); θ̂/(1 − zα

√
m2/n), α = (1 − Q)/2; pa-

gal turimus duomenis randame realizacij¡ (θ; θ̄) = (24, 953; 58, 524). 3.169. θ̂ = (s2 −
Ȳ )/Ȳ , λ̂ = Ȳ 2/(s2 − Ȳ ). 3.170. a) θ̂ = 6, 2, λ̂ = 8, 0645. b) Pagal pirm¡j¡ aproksi-

macij¡ gauname interval¡ (µ; µ̄) = (µ̂ − zαs/
√
n; µ̂ + zαs/

√
n), o pagal antr¡j¡ � interval¡

(µ; µ̄) = (µ̂ + (1 + θ̄)z2
α)/(2n) −

√
µ̂(1 + θ̂)z2

α/n+ (1 + θ̂)2z4
α/(4n); µ̂ + (1 + θ̄z2

α)/(2n) +√
µ̂(1 + θ̂)z2

α/n+ (1 + θ̂)2z4
α/(4n), α = (1−Q)/2. c) Pagal turimus duomenis gauname in-

tervalus (41, 685; 58, 315), (42, 347; 59, 036). 3.171. a) σ̂2 = s2 = [s2x(n1 − 1) + s2y(n2 − 1) +

s2z(n3−1)]/ν, ν = n1 +n2 +n3−3; s2ν/σ2 ∼ χ2(ν). Remdamiesi turimais duomenimis, gau-

name realizacijas s2 = 3, 288, (σ; σ̄) = (
√
s2ν/χ2

0,005(ν);
√
s2ν/χ2

0,005(ν)) = (1, 528; 2, 217).

b) θ̂ = X̄ + Ȳ + Z̄ ∼ N(θ, σ2(1/n1 + 1/n2 + 1/n3)). Remdamiesi turimais duomenimis gau-

name realizacijas θ̂ = 0, 070, (θ; θ̄) = (−1, 087; 1, 227). 3.172. a) θ̂ = 0, 075, s2x = 3, 9686,

s2y = 3, 8783; (θ; θ̄) = (−1, 355; 1, 505). Kadangi nulis yra per viduri� ²io intervalo, tai darytina

i²vada, kad a. d. X ir Y vidurkiai nesiskiria. b) s2z =
∑
i(Xi−Yi−(X̄−Ȳ ))2/(n−1) = 0, 02867;

(θ; θ̄) = (−0, 015; 0, 165). Intervalas trumpesnis, o nulis yra ²io intervalo kra²te. Tod
el i²vada

d
el a. d. X ir Y vidurkiu� lygyb
es kelia abejoniu�. c) Pagal prasm¦ a. d. X ir Y tur
etu� bu	ti

priklausomi (jei bulv
e turi daugiau krakmolo, tai abu metodai tur
etu� duoti didesnes reik²mes

ir, atvirk²£iai). Tod
el lentel
es duomenis reik
etu� traktuoti kaip dvima£io a. v. (X,Y )T re-

alizacijas. Taikytina skyrelio 3.7.2 metodika, o formul¦ (3.7.8) taikyti yra nekorekti²ka. d)

Ta²kinis koreliacijos koe�ciento i�vertis ρ̂ = r = 0, 9964. Remdamiesi (3.7.13) gauname pasik-

liovimo interval¡ (ρ; ρ̄) = (0, 9894; 0, 9988). A. d. X ir Y yra stipriai priklausomi. 3.173.

(θ; θ̄ = (0, 9966; 1, 0497). 3.174. θ̂ = 0, 0408; (θ; θ̄) = (0, 0151; 0, 0665); yra pagrindo tvir-

tinti, kad p1 > p2. 3.175. Taikydami normali¡j¡ aproksimacij¡ gauname: a) N ≥ 388; b)
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N ≥ 1549. 3.176. Randame C̄ = −0, 0345, S̄ = 0, 3222, R̄ = 0, 3240; µ̂ = 96, 1605◦, θ̂ =

0, 6854. Pasikliovimo intervalai: (µ; µ̂) = (79, 6766◦; 112, 6444◦); (θ; θ̂) = (0, 4768; 0, 8940).

3.177. a) Ĉ = −0, 0954, Ŝ = −0, 0316, R̂ = 0, 1005; µ̂ = 198, 34◦, θ̂ = 0, 2021. b)

(µ; µ̂) = (163, 31◦; 233, 37◦); (θ; θ̂) = (0, 0779; 0, 3263).



4 skyrius

Parametriniu� hipoteziu�

tikrinimas

4.1. Statistiniai kriterijai ir ju� klasi�kavimas

4.1.1. Kriteriju� apibr
eºimas ir ju� klasi�kavimas

�iame skyriuje nagrin
esime parametriniu� statistiniu� hipoteziu�, t. y. teiginiu� apie
statistinio modelio parametru� reik²mes, pri
emimo taisykles (kriterijus).

Tarkime, kad X = (X1, ..., Xn)T yra imtis, kurios skirstinys priklauso ²eimai
P = {Pθ, θ ∈ Θ ⊂ Rm}.

4.1.1 apibr
eºimas. Teiginys, kad a. v. X skirstinys priklauso ²eimai PH =
{Pθ,θ ∈ ΘH}, ΘH ⊂ Θ , vadinamas parametrine hipoteze. Trumpai ºymima
H : θ ∈ ΘH . Hipotez
e H̄ : θ ∈ ΘH̄ = Θ \ΘH vadinama alternatyvi¡ja, arba
trumpiau � alternatyva (hipotezei H).

4.1.2 apibr
eºimas. Jeigu aibei ΘH arba ΘH̄ priklauso vienas ta²kas,
tai atitinkama hipotez
e ar alternatyva vadinama paprast¡ja, prie²ingu atveju
� sud
etine.

4.1.1 pavyzdys. Paprastoji ir sud
etin
es hipotez
es, kai yra normalusis skirstinys. Tar-
kime, turime modeli�

Xi ∼ N(µ, σ2), θ = (µ, σ2)T ∈ Θ = R× (0,∞) ⊂ R2.

Hipotez
e H1 : µ = 3, σ2 = 1, kuri uºra²oma H1 : θ ∈ ΘH1
= {(3, 1)} ⊂ Θ, yra paprastoji,

nes aib
e ΘH1 susideda i² vieno ta²ko.
Hipotez
e H2 : µ = 3, kuri uºra²oma H2 : θ ∈ ΘH2

= {θ = (µ, σ2)T : θ ∈ {3}× (0,∞)} ⊂
Θ yra sud
etin
e.

Hipotez
e H3 : µ ≤ 3, kuri uºra²oma H3 : θ ∈ ΘH3 = {θ = (µ, σ2)T : θ ∈ (−∞, 3] ×
(0,∞)} ⊂ Θ, taip pat yra sud
etin
e.

Turint imties realizacij¡, atsiºvelgiant i� jos reik²m¦, priimamas vienas i²
dvieju� sprendimu�: dH � hipotez
e H teisinga ir dH̄ � hipotez
e H klaidinga. Svar-

187
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biausias statistinis uºdavinys ²ioje situacijoje: parinkti optimali¡ sprendimo
pri
emimo taisykl¦.

4.1.3 apibr
eºimas. Sprendimo pri
emimo taisykl
e, kai hipotez
e atmetama,
imties realizacijai x patekus i� imties galimu� reik²miu� aib
es Xn poaibi� K, o pri-
imama jai patekus i� sriti� A = Xn\K, vadinama nerandomizuotu statistiniu kri-
terijumi. Poaibis K vadinamas kritine sritimi, A � hipotez
es pri
emimo sritimi,
o funkcija

ϕ(x) =

{
1, kai x ∈ K,
0, kai x ∈ A,

vadinama kriterijaus funkcija.

Taigi hipotez
e atmetama, kai kriterijaus funkcija i�gyja reik²m¦ 1, o pri-
imama, kai i�gyja reik²m¦ 0.

4.1.2 pavyzdys. Hipotez
e apie binominio skirstinio parametr¡. Tarkime, kad n kartu�
atliekami Bernulio eksperimentai, kuriu� metu tikrinama, ar gaminys atitinka kokyb
es reikala-
vimus. Reikia patikrinti hipotez¦, kad defektiniu� gaminiu� dalis visu� gaminiu� populiacijoje p
nevir²ija 5%, t. y. modelyje Xi ∼ B(1, p) reikia patikrinti statistin¦ hipotez¦ H : p ≤ 0, 05, kai
alternatyva yra H̄ : p > 0, 05. Bu	tu� natu	ralu priimti hipotez¦ H, jei rastu� defektiniu� gaminiu�

skai£ius
n∑
i=1

Xi maºas, ir j¡ atmesti, jei tas skai£ius didelis. Taigi, tinkamai parinkus skai£iu�

c ∈ {1, . . . , n}, kritin
e sritis tur
etu� bu	ti K = {x = (x1, . . . , xn)T :
n∑
i=1

xi > c}, o hipotez
es

pri
emimo sritis A = {x :
n∑
i=1

xi ≤ c}. Kriterijaus funkcija

ϕ(x) =


1, kai

n∑
i=1

xi > c,

0, kai
n∑
i=1

xi ≤ c.

Kyla klausimas, ar tokia kritin
es srities forma optimali, o jei taip, kaip parinkti skai£iu� c?

Norint i²spr¦sti pavyzdyje min
etus uºdavinius, reikia apibendrinti statistinio
kriterijaus s¡vok¡. Tariama, kad, turint imties realizacij¡ x, sprendimas apie
hipotez
es pri
emim¡ daromas atlikus randomizavim¡, t. y. papildom¡ eksperi-
ment¡, kurio metu i�vykio pasirodymo tikimyb
e lygi ϕ(x), 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1. Tada,
jeigu i�vykis i�vyksta, tai hipotez
e H atmetama, prie²ingu atveju � priimama.
Paprastai randomizavimas reikalingas tiktai kritin
es srities pasienio ta²kuose.

4.1.4 apibr
eºimas. Sprendimo pri
emimo taisykl
e, kai im£iai X i�gijus
reik²m¦ x hipotez
e atmetama su tikimybe ϕ(x) ir priimama su tikimybe 1 −
ϕ(x), vadinama randomizuotu statistiniu kriterijumi. Funkcija ϕ vadinama
(randomizuoto) kriterijaus funkcija.

Jeigu funkcija ϕ(x) kiekviename ta²ke x i�gyja tik reik²m¦ 1 arba 0, tai krite-
rijus tampa nerandomizuotas.

Nagrin
ekime i�vyki� B = {Hipotez
e atmetama}. Tada s¡lygin
e tikimyb
e
Pθ{B | X = x} = ϕ(x), tod
el pagal pilnosios tikimyb
es formul¦ gauname,
kad hipotez
e atmetama su tikimybe

β(θ) = Pθ{B} =

∫
Xn

ϕ(x)dFX(x,θ) = Eθϕ(X).
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4.1.5 apibr
eºimas. Hipotez
es atmetimo tikimyb
e

β(θ) = Eθϕ(X), θ ∈ Θ, (4.1.1)

vadinama kriterijaus galios funkcija, arba trumpiau � kriterijaus galia.

Reikia paºym
eti, kad nerandomizuoto kriterijaus galios funkcija

β(θ) = Pθ{X ∈ K}.

Naudodami statistini� kriteriju� galime padaryti tokias klaidas:

1. Galime atmesti hipotez¦ H : θ ∈ ΘH tada, kai ji teisinga. Tokia klaida
vadinama pirmosios ru	²ies klaida. Jeigu tikroji parametro reik²m
e yra θ ir
θ ∈ ΘH , tai ²ios klaidos tikimyb
e yra β(θ).

2. Galime pasirinkti hipotez¦ H : θ ∈ ΘH tada, kai ji klaidinga. Tokia
klaida vadinama antrosios ru	²ies klaida. Jeigu tikroji parametro reik²m
e yra θ
ir θ ∈ ΘH̄ , tai ²ios klaidos tikimyb
e yra 1− β(θ).

Didinant kritin¦ sriti� K pirmosios ru	²ies klaidos tikimyb
e β(θ) = Pθ{X ∈
K},θ ∈ ΘH , did
eja, bet tada antrosios ru	²ies klaidos tikimyb
e 1 − β(θ), θ ∈
ΘH̄ , maº
eja. Nerasime srities, kuri minimizuotu� abieju� ru	²iu� klaidas. Norint
palyginti i�vairius kriterijus, parenkamas artimas nuliui skai£ius α (paprastai
imama 0,1; 0,05; 0,01 ir pan.) ir nagrin
ejami tik tokie kriterijai, kurie tenkina
s¡lyg¡

sup
θ∈ΘH

β(θ) ≤ α.

4.1.6 apibr
eºimas. Kriterijus, tenkinantis s¡lyg¡

sup
θ∈ΘH

β(θ) = α, (4.1.2)

vadinamas reik²mingumo lygmens α kriterijumi, arba lygmens α kriterijumi.

4.1.7 apibr
eºimas. Reik²mingumo lygmens α kriterijus ϕ vadinamas toly-
giai galingiausiu (TG), o kai alternatyva paprastoji � tiesiog galingiausiu, jeigu
jis maksimizuoja kriterijaus gali¡ β(θ) su visais θ ∈ ΘH̄ reik²mingumo lygmens
α kriteriju� aib
eje.

Tolygiai galingiausieji kriterijai ne visada egzistuoja.

4.1.8 apibr
eºimas. Reik²mingumo lygmens α kriterijus ϕ, vadinamas
nepaslinktuoju, jeigu

β(θ) ≥ α, ∀ θ ∈ ΘH̄. (4.1.3)

4.1.9 apibr
eºimas. Reik²mingumo lygmens α kriterijus ϕ vadinamas toly-
giai galingiausiu nepaslinktuoju (TGN), jeigu jis maksimizuoja kriterijaus gali¡
β(θ) su visais θ ∈ ΘH̄ nepaslinktu�ju� reik²mingumo lygmens α kriteriju� aib
eje.

4.1.10 apibr
eºimas. Kriterijus ϕ vadinamas pagri�stuoju, jeigu su visais
θ ∈ ΘH̄

β(θ)→ 1, kai n→∞. (4.1.4)
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4.1.2. P reik²m
e

Remiantis TG ar TGN kriteriju� apibr
eºimais, galima daryti i²vad¡, kad i� kri-
tin¦ sriti� K reikia i�traukti tokias imties X = (X1, ..., Xn)T realizacijas x =
(x1, ..., xn)T , kurios, kai hipotez
e teisinga, i�gyjamos kuo re£iau, o kai teisinga
alternatyva � kuo daºniau. Paprastai tai atliekama parenkant toki¡ statistik¡
T = T (X), kad jos skirstinys,kai hipotez
e teisinga, kuo labiau skirtu�si nuo
skirstinio, kai alternatyva teisinga.

Jeigu kriterijus grindºiamas vienamate statistika T = T (X), tai jo kritin
e
sritis daºniausiai turi vien¡ i² tokiu� triju� pavidalu�

1) K1 = {x : T (x) ≥ c1}; 2) K2 = {x : T (x) ≤ c2};

3) K3 = {x : T (x) ≥ d1 arba T (x) ≤ d2}. (4.1.5)

Nagrin
ejant reik²mingumo lygmens α hipotez
es H : θ ∈ ΘH tikrinimo krite-
rijus, konstantos c1, c2, d1, d2 tur
etu� tenkinti s¡lygas

1) α = sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ c1}; 2) α = sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≤ c2};

3)
α

2
= sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ d1} = sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≤ d2}. (4.1.6)

Panagrin
esime paprast¡ pavyzdi�.

4.1.3 pavyzdys. Tarkime, kad gamyba vyko stabiliai, ir per ilg¡ laikotarpi� nustatyta, jog
pagamintu� gaminiu� aib
eje tam tikro parametro X skirstinys gali bu	ti apra²ytas normaliuo-
ju skirstiniu N(µ0, σ2). Norint patikrinti, ar technologinis procesas nei²siderino, atsitiktinai
atrinkta n gaminiu� ir pamatuotos parametro X reik²m
es x1, ..., xn. Vektoriu� x = (x1, ..., xn)T

galima interpretuoti kaip paprastosios imties X = (X1, ..., Xn)T , gautos stebint a. d. X ∼
N(µ, σ2), realizacij¡.

Tegu ºinoma, kad dispersija σ2 nepakito. Tarkime, kad vidurkio µ sumaº
ejimas nepa-
blogina produkcijos kokyb
es, o jo padid
ejimas yra nepageidautinas. Tada natu	ralu tikrinti
hipotez¦ H1 : µ ≤ µ0, kai alternatyva yra H̄1 : µ > µ0 (de²inin
e alternatyva).

Remiantis 3 skyriumi ºinoma, kad aritmetinis vidurkis X̄ yra parametro µ NMD i�vertinys.
Taigi X̄ yra sukaup¦s vis¡ informacij¡ apie neºinom¡ parametr¡ µ. Natu	ralu kriteriju� hipotezei
H tikrinti gri�sti statistika X̄. Jeigu hipotez
e H teisinga ir tikroji vidurkio reik²m
e yra µ ≤ µ0,
tai X̄ ∼ N(µ, σ2/n). Jeigu teisinga kuri nors alternatyvioji hipotez
e H̄′1 : µ = µ′, µ′ > µ0,
tai X̄ ∼ N(µ′, σ2/n), t. y. skirstinys bus pasislink¦s i� de²in¦. Taigi kritin
e sritis K1 tur
etu�
bu	ti tokio pavidalo:

K1 = {x : x̄ ≥ c1}.

Remiantis (4.2.1) konstanta c1 turi bu	ti surasta i² s¡lygos

sup
µ≤µ0

Pµ{X̄ ≥ c1} = Pµ0{X̄ ≥ c1} = Pµ0{
√
n
X̄ − µ0

σ
≥ c′1} = α.

Taigi supremumas pasiekiamas kra²tiniame ta²ke µ0. Kai teisinga paprastoji hipotez
e H0 :
µ = µ0, statistika Z =

√
n(X̄ − µ0)/σ ∼ N(0, 1), o kai teisinga alternatyvioji hipotez
e H̄′1,

tai Z ∼ N(
√
n(µ′ − µ0)/σ, 1), t. y. Z skirstinio vidurkis pasislink¦s i� de²in¦ (ºr. 4.1.1 pav.).

Jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo yra α, tai konstanta c′1 = zα; £ia zα yra standartinio
normaliojo skirstinio lygmens α kritin
e reik²m
e.
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4.1.1 pav. Statistikos Z skirstiniai

Gauname kriteriju�: hipotez
e H atmetama bet kurios alternatyvos H̄′1 naudai, kai teisinga
nelygyb
e

Z =
√
n
X̄ − µ0

σ
≥ zα. (4.1.7)

Kitaip tariant, hipotez
e H atmetama, jeigu statistikos Z realizacija z tenkina nelygyb¦
z ≥ zα (ºr. 4.1.1 pav. a)); hipotez
e H neatmetama, kai Z realizacija z tenkina prie²ing¡
nelygyb¦ z < zα (ºr 4.1.1 pav. b)).

Paºym
esime, kad kriteriju� galima suformuluoti kitu bu	du. Apskai£iuokime tikimyb¦

pv = P{Z ≥ z|µ = µ0} = 1− Φ(z),

kad statistika Z bus ne maºesn
e uº gaut¡j¡ realizacij¡ z, kai hipotez
e H0 yra teisinga. Jeigu
pv ≤ α (4.1.1 pav. a), uºbru	k²niuotas plotas), tai rei²kia, kad realizacija z pateko i� kritin¦
sriti�, ir hipotez
e H atmetama; jeigu pv > α (4.1.1 pav. b), uºbru	k²niuotas plotas), tai rei²kia,
kad realizacija z nepateko i� kritin¦ sriti� ir hipotez
e H neatmetama.

Kriteriju� formuluot
es tikimybiu� pv (P reik²miu�) terminais turi savu� prana²umu�, ypa£ skai-
£iavimus atliekant kompiuteriu. Pirma, nereikia i� kompiuterio atminti� i�vesti reik²mingumo
lygmens α. �iame pavyzdyje kompiuteris pateiktu� apskai£iuot¡j¡ statistikos Z realizacij¡ z
ir jai atitinkan£i¡ P reik²m¦ pv. Galutinis sprendimas d
el hipotez
es pri
emimo ar atmetimo
paliekamas tyr
ejo nuoºiu	rai. Antra, P reik²m
es pv didumas suteikia papildom¡ informacij¡.
Jeigu pv daug kartu� maºesn
e uº α, tai bu	tume labiau link¦ atmesti hipotez¦ H (t. y. hipotez
e
bu	tu� atmesta ir kai yra kur kas maºesnis reik²mingumo lygmuo). Jeigu pv ≈ α, tai hipotez
es
pri
emimas ar atmetimas kelia abejoniu� ir tyr
ejas gali nuspr¦sti, pavyzdºiui, atlikti papildomus
tyrimus.

Jeigu tartume, kad vidurkio µ padid
ejimas nepablogina produkcijos kokyb
es, tai tikrin-
tume hipotez¦ H2 : µ ≥ µ0, kai alternatyva yra H̄2 : µ < µ0 (kairin
e alternatyva). Sampro-
taudami analogi²kai gautume, kad ²iuo atveju kriterijus atrodo taip: hipotez
e H atmetama,
kai teisinga nelygyb
e

Z =
√
n
X̄ − µ0

σ
≤ −zα, (4.1.8)

arba P reik²miu� terminais, kai

pv = P{Z ≤ z|µ = µ0} = Φ(z) ≤ α.

Jeigu yra nepageidaujamas ir vidurkio µ sumaº
ejimas, ir jo padid
ejimas, tai tikrintume
hipotez¦ H0 : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄3 : µ 6= µ0 (dvipus
e alternatyva). Samprotaudami
pana²iai gautume, kad ²iuo atveju kriterijus atrodo taip: hipotez
e H atmetama, kai teisingos
nelygyb
es

Z ≤ −zα/2, arba Z ≥ zα/2, (4.1.9)

arba P reik²miu� terminais, kai

pv = 2 min(P{Z ≤ z|µ = µ0},P{Z ≥ z|µ = µ0})

= 2 min(Φ(z), 1− Φ(z)) ≤ α.
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Tolesniuose skyreliuose bus i�rodyta, kad kriterijai (4.1.7), (4.1.8) yra tolygiai galingiausieji

(TG), o kriterijus (4.1.9) � tolygiai galingiausias nepaslinktasis (TGN).

Gri�ºtame prie P reik²m
es apibr
eºimo bendru atveju. Tarkime, kad kriterijus
hipotezei H : θ ∈ ΘH tikrinti turi vien¡ i² triju� (4.1.5) pavidalu�, o konstantos
c1, c2, d1, d2 tenkina (4.1.6) s¡lygas. Paºym
ekime t = T (x) statistikos T reali-
zacij¡, kuri ºinoma, jei ºinoma imties X realizacija x.

Apibr
eºkime P reik²mes tokio tipo kritin
ems sritims lygyb
emis:

1) pv = sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ t}; 2) pv = sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≤ t};

3) pv = 2 min( sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ t}, sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≤ t}). (4.1.10)

4.1.1 pastaba. Daºniausiai

sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ t} = Pθ0
{T ≥ t}, sup

θ∈ΘH

Pθ{T ≤ t} = Pθ0
{T ≤ t},

£ia θ0 yra aibiu� ΘH ir ΘH̄ uºdariniu� sankirta (ºr. 4.1.3 pavyzdi�).

4.1.1 teorema. Tarkime, kad kriterijaus kritin
e sritis turi vien¡ i² triju� (4.1.5)
pavidalu�. Eksperimente, kuriame statistika T i�gijo reik²m¦ t, hipotez
e H at-
metama reik²mingumo lygmens α kriterijumi tada ir tik tada, kai pv ≤ α.

I�rodymas. Remdamiesi (4.1.5), (4.1.6) ir pv apibr
eºimais (4.1.10) gauname

1)t ≥ c1 ⇔ pv = sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ t} ≤ sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ c1} = α;

2)t ≤ c2 ⇔ pv = sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≤ t} ≤ sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≤ c2} = α;

3)t ≤ d1 arba t ≥ d2 ⇔ sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≤ t} ≤ sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≤ d1} = α/2 arba

sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ t} ≤ sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ d2} = α/2⇔

pv = 2 min( sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≥ t}, sup
θ∈ΘH

Pθ{T ≤ t}) ≤ α.

N

4.2. Paprastosios parametrin
es hipotez
es tikrini-

mas

Tarkime, kad sritis ΘH susideda i² vienintelio ta²ko θ0, t. y. tikrinama papras-
toji hipotez
e H : θ = θ0.
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4.2.1. Paprastosios alternatyvos atvejis

Jeigu ne tik hipotez
e H, bet ir alternatyva H̄ yra paprastoji, pavyzdºiui, H̄ :
θ = θ1, tai visada egzistuoja galingiausias kriterijus hipotezeiH, kai alternatyva
yra H̄, tikrinti. Ji� randame naudodamiesi fundamentali¡ja Neimano ir Pirsono
lema.

4.2.1 teorema. (Neimano ir Pirsono lema). Tarkime, kad turime statistini�
modeli� X ∼ Pθ, θ ∈ {0, 1}, apimanti� tik du skirstinius P0 ir P1, kuriu� tankiai
to paties σ-baigtinio mato µ atºvilgiu yra f0 ir f1. Jei tikrinama hipotez
e
H : θ = 0, kai alternatyva H̄ : θ = 1, tai:

1) Su bet kuriuo α ∈ (0, 1) egzistuoja galingiausias lygmens α kriterijus,
kuris tenkina s¡lyg¡

E0ϕ(X) = α (4.2.1)

ir kurio pavidalas yra

ϕ(x) =

 1, kai f1(x) > cf0(x),
γ, kai f1(x) = cf0(x),
0, kai f1(x) < cf0(x);

(4.2.2)

£ia c ≥ 0, γ ∈ [0, 1].
2) Jeigu ϕ∗ yra kitas galingiausias α lygmens kriterijus, tai aib
eje {x :

f1(x) 6= cf0(x)} jis beveik visur mato µ prasme sutampa su ϕ.

I�rodymas. 1) Ie²kosime tokiu� konstantu� c ir γ, kad (4.2.2) pavidalo krite-
rijus tenkintu� (4.2.1) lygyb¦. Nagrin
ekime pasiskirstymo funkcij¡

F (c) = P0

{
f1(X)

f0(X)
≤ c
}
, c ≥ 0.

Atsitiktinis dydis f1(X)/f0(X) beveik visur baigtinis, kai teisinga hipotez
e H,
nes P0{f0(X) > 0} = 1. Pasiskirstymo funkcija F tolydi i² de²in
es, tod
el (4.2.1)
lygyb
e teisinga tada ir tik tada, kai

E0ϕ(X) = P0{f1(X) > cf0(X)}+ γP0{f1(X) = cf0(X)} = α. (4.2.3)

Jei egzistuoja toks c0, kad F (c0) = 1 − α, tai, pa
em¦ c = c0, γ = 0, i² (4.2.3)
gauname (4.2.1) lygyb¦. Prie²ingu atveju egzistuoja toks c0, kad

F (c0 − 0) ≤ 1− α < F (c0). (4.2.4)

Tada imame c = c0, o γ randame i² (4.2.1) lygties remdamiesi (4.2.3) i²rai²ka:

γ =
F (c0)− (1− α)

F (c0)− F (c0 − 0)
.

I² (4.2.4) nelygybiu� i²plaukia, kad γ ∈ [0, 1]. Taigi radome (4.2.2) pavidalo
kriteriju�, tenkinanti� (4.2.1) lygyb¦.
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Imkime kit¡ kriteriju� ϕ∗, tenkinanti� s¡lyg¡ E0ϕ
∗(X) ≤ α. Tegu S+ ir S− yra

tokios x reik²miu� sritys, kuriose ϕ(x)− ϕ∗(x) > 0 ir ϕ(x)− ϕ∗(x) < 0. Jeigu
x ∈ S+, tai ϕ(x) > 0, tod
el ir f1(x) ≥ cf0(x); atvirk²£iai, jeigu x ∈ S−, tai
ϕ(x) < 1, tod
el f1(x) ≤ cf0(x). Tada∫

(ϕ− ϕ∗)(f1 − cf0)dµ =

∫
S+

⋃
S−

(ϕ− ϕ∗)(f1 − cf0)dµ ≥ 0,

i² £ia

E1ϕ−E1ϕ
∗ =

∫
(ϕ− ϕ∗)f1dµ ≥ c

∫
(ϕ− ϕ∗)f0dµ ≥ 0.

Taigi kriterijus ϕ yra ne maºiau galingas kaip ϕ∗.
2) Tarkime, kad ϕ∗ yra kitas galingiausias kriterijus, kurio reik²mingumo

lygmuo yra α. Tegu

S = {x : ϕ(x) 6= ϕ∗(x), f1(x) 6= c0f0(x))} = (S+∪S−)∩{x : f1(x) 6= c0f0(x))}.

Tarkime, kad µ(S) > 0. Kadangi aib
eje S sandauga (ϕ− ϕ∗)(f1 − cf0) yra
teigiama, α = E0ϕ(X) ≥ E0ϕ

∗(X), tai

E1ϕ(X)−E1ϕ
∗(X) ≥ E1ϕ(X)− cE0ϕ(X)−E1ϕ

∗(X) + cE0ϕ
∗(X)

=

∫
S

(ϕ− ϕ∗)(f1 − cf0)dµ > 0,

t. y. kriterijus ϕ yra galingesnis uº ϕ∗. Gautoji prie²tara rodo, kad µ(S) = 0.
Tada

µ{x : ϕ(x) = ϕ∗(x), f1(x) 6= c0f0(x)}

= µ{x : f1(x) 6= c0f0(x)} − µ{S} = µ{x : f1(x) 6= c0f0(x)}.

Taigi ϕ(x) = ϕ∗(x) b. v. aib
eje {x : f1(x) 6= c0f0(x)}.
N

4.2.1 i²vada. Tegu β = β(1) yra galingiausio Neimano�Pirsono kriterijaus,
kai reik²mingumo lygmuo α = β(0) ∈ (0, 1), galia. Tada β > α, jei P0 6= P1.

I�rodymas. Kadangi kriterijus ϕ(x) ≡ α turi reik²mingumo lygmeni� α ir
gali¡ α, tai β ≥ α. Tarkime, kad α = β < 1. Tada kriterijus ϕ(x) ≡ α yra
galingiausias (4.2.2) pavidalo ir jis niekur nei�gyja reik²miu� 1 ir 0. Taigi
α = E0ϕ(X) = αP0{f1(X) = cf0(X)}. I² £ia i²plaukia lygyb
e P0{f1(X) =
cf0(X)} = 1, tod
el µ{f1(X) = cf0(X)} = 1. Vadinasi, f1 = f0 µ-b. v. ir
P0 = P1.

4.2.1 pastaba. Gautas rezultatas intuityviai akivaizdus. Juk turint imties
realizacij¡ x, tikimybiniu� tankiu� reik²m
es f0(x) ir f1(x) proporcingos tikimy-
b
ems, kad imtisX i�gis reik²m¦ x (diskre£iuoju atveju) arba reik²m¦ i² x aplinkos
(tolydºiuoju atveju), kai teisinga atitinkamai hipotez
e H : X ∼ f0 arba alter-
natyva H̄ : X ∼ f1. Taigi hipotez¦ reik
etu� atmesti su tomis reik²m
emis, su
kuriomis santykis f1(x)/f0(x) didelis, ir priimti su tomis reik²m
emis, kur jis
maºas.
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4.2.2 pastaba. I² teoremos i²plaukia, kad galingiausias kriterijus apibr
e-
ºiamas vienareik²mi²kai visur, i²skyrus galbu	t ta²kus, kuriuose f1(x) = cf0(x).
�iuose kritin
es srities kra²to ta²kuose kritin
e funkcija ϕ gali bu	ti parinkta lygi
konstantai.

4.2.3 pastaba. Jei aib
es {x : f1(x) = cf0(x)} turi µ mat¡, lygu� 0 su bet
kuriuo c ≥ 0, tai kriterijus nerandomizuotas. Apskritai randomizacija kritin
es
srities kra²to ta²kuose reikalinga tik tam, kad kriterijaus reik²mingumo lygmuo
bu	tu� tiksliai lygus α. Daºnai tikslingiau i�traukti aib¦ {x : f1(x) = cf0(x)} i�
pri
emimo sriti�, t. y. ²iek tiek sumaºinti pirmosios ru	²ies ir padidinti antrosios
ru	²ies klaid¡ ir taip apibr
eºti nerandomizuot¡ kriteriju�.

4.2.1 pavyzdys. Paprastosios hipotez
es apie normaliojo skirstinio vidurkio reik²m¦

tikrinimas. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼
N(µ, σ2). Tegu σ yra ºinomas, o vidurkis µ gali i�gyti tik dvi reik²mes: µ0 ir µ1 > µ0. Tikrinant
hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄ : µ = µ1, galingiausias kriterijus ϕ i�gis reik²m¦ 1,
kai

f1(X)

f0(X)
=

( 1√
2πσ

)n exp{− 1
2σ2

∑n
j=1(Xj − µ1)2}

( 1√
2πσ

)n exp{− 1
2σ2

∑n
j=1(Xj − µ0)2}

> c.

�i nelygyb
e yra ekvivalenti nelygybei

X > c′.

Konstant¡ c′ reikia rasti i² s¡lygos

Pµ0{X > c′} = α ⇐⇒ Pµ0{
√
n
X − µ0

σ
> c′′} = α.

Atsitiktinis dydis Z =
√
n(X − µ0)/σ turi standartini� normalu�ji� skirstini�, tod
el konstanta c′′

lygi standartinio normaliojo skirstinio kritinei reik²mei zα. Turime galingiausio kriterijaus
kritin¦ sriti�:

K = {X : Z =
√
n
X − µ0

σ
> zα}. (4.2.5)

Akivaizdu, kad ²iame pavyzdyje galingiausias kriterijus yra nerandomizuotas.
Paºym
ekime z statistikos Z realizacij¡. Tada kriteriju� galime suformuluoti P reik²miu�

terminais: hipotez
e atmetama reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai

pv = Pµ0{Z ≥ z} = 1− Φ(z) ≤ α.

4.2.2 pavyzdys. Paprastosios hipotez
es apie binominio skirstinio tikimyb
es reik²m¦

tikrinimas. Tarkime, kad n kartu� atliekami Bernulio eksperimentai, t.y. X = (X1, · · · , Xn)T ,
Xi ∼ B(1, p). Taigi

f(X, p) = pS(1− p)n−S , S = X1 + · · ·+Xn.

Tikriname hipotez¦ H : p = p0, kai alternatyva yra H̄ : p = p1, 0 < p0 < p1 < 1. Santykis

λ(X) =
f(X, p1)

f(X, p0)
=

(
p1(1− p0)

p0(1− p1)

)S (1− p1

1− p0

)n
.

Galingiausias kriterijus

ϕ(X) =

 1, kai λ(X) > c,
γ, kai λ(X) = c,
0, kai λ(X) < c,

=

 1, kai S > m,
γ, kai S = m,
0, kai S < m,

nes λ yra monotoni²kai did
ejanti pagal S.
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Konstantos m ir γ randamos i² s¡lygos

α = E0ϕ(X) = Pp0{S > m}+ γPp0{S = m} =

=

n∑
k=m+1

Cknp
k
0(1− p0)n−k + γCmn p

m
0 (1− p0)n−m.

Suma de²in
eje pus
eje yra diskre£ioji m atºvilgiu, tod
el, imant γ = 0, daºniausiai neegzis-
tuos toks m, kad ²i suma bu	tu� lygi α. Matome, kad daugumai α reik²miu� kriterijus bus
randomizuotas. Prakti²kai vietoje tokio kriterijaus naudojamas nerandomizuotas kriterijus,
gaunamas i�traukiant ta²k¡ S = m i� pri
emimo sriti� ir taip truputi� sumaºinant pirmosios ru	²ies
klaid¡ ir gali¡.

Tiksliau ie²kome tokio didºiausio skai£iaus m, kad
m∑
k=0

Cknp
k
0(1− p0)n−k ≤ α,

m+1∑
k=0

Cknp
k
0(1− p0)n−k > α.

Tada hipotez
e atmetama, kai S ≥ m+ 1. �io kriterijaus reik²mingumo lygmuo

α′ =

m∑
k=0

Cknp
k
0(1− p0)n−k = I1−p0 (n−m,m+ 1) ≤ α;

£ia Ix(γ, η) yra beta skirstinio su parametrais γ ir η pasiskirstymo funkcijos reik²m
e ta²ke x.
Tegu s yra statistikos S stebinys. Tada P reik²miu� terminais kriterijus formuluojamas

taip: hipotez
e atmetama, kai teisinga nelygyb
e

pv = Pp0{S ≥ s} = I1−p0 (n− s− 1, s) ≤ α.

4.2.4 pastaba. Remiantis Neimano ir Pirsono lema, kartais galima tiesio-
giai sudaryti TG kriteriju� tikrinant paprast¡j¡ hipotez¦, kai alternatyva yra
sud
etin
e.

Tarkime, kad tikriname paprast¡j¡ hipotez¦ H : θ = θ0, kai sud
etin
e al-
ternatyva yra H̄ : θ ∈ ΘH̄ . Parenkame paprast¡j¡ alternatyv¡ H̄ ′ : θ = θ′ i²
alternatyvu� klas
es ΘH̄ . Remdamiesi Neimano ir Pirsono lema randame galin-
giausi¡ kriteriju� paprastai hipotezei H : θ = θ0, kai paprastoji alternatyva yra
H̄ ′ : θ = θ′, tikrinti. Jeigu gautasis kriterijus nepriklauso nuo parinktos alter-
natyvos, t. y. bet kuriai alternatyvai i² aib
es ΘH̄ kriterijus yra tas pats, tai
darome i²vad¡, kad rastasis kriterijus yra TG tikrinant hipotez¦ H : θ = θ0, kai
alternatyva yra sud
etin
e H̄ : θ ∈ ΘH̄ .

Pirmajame pavyzdyje (4.2.5) kriterijus nepriklauso nuo alternatyvos µ1,
tod
el ²is kriterijus yra TG tikrinant hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva
H̄ : µ > µ0 yra sud
etin
e. Analogi²kai antrame pavyzdyje surastas kriterijus yra
TG tikrinant hipotez¦ H :p = p0, kai sud
etin
e alternatyva yra H̄ : p > p0.

Toliau reik
es apibendrintosios Neimano ir Pirsono lemos, kurioje konstruo-
jamas kriterijus, maksimizuojantis tam tikr¡ funkcional¡, kai yra daugiau negu
vienas apribojimas.

4.2.2 teorema. (Apibendrintoji Neimano ir Pirsono lema). Tegu f1, ..., fm,
fm+1 � realiosios funkcijos, apibr
eºtos erdv
eje Rn ir integruojamos σ-baigtinio
mato µ atºvilgiu. Tarkime, kad konstantoms α1, ..., αm egzistuoja Borelio funkci-
jos ϕ, tokios, kad ∫

ϕfidµ = αi, i = 1, ...,m. (4.2.6)
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Visu� tokiu� funkciju� ϕ aib¦ paºym
ekime Φ.
1. Aib
eje Φ egzistuoja elementas, maksimizuojantis∫

ϕfm+1dµ. (4.2.7)

2. Jei egzistuoja tokios konstantos c1, ..., cm , kad

ϕ(x) =

{
1, kai fm+1(x) >

∑m
i=1 cifi(x),

0, kai fm+1(x) <
∑m
i=1 cifi(x),

(4.2.8)

tai ϕ maksimizuoja (4.2.7) integral¡.
3. Jeigu elementas ϕ ∈ Φ tenkina (4.2.8), kai konstantos c1, ..., cm ≥ 0, tai jis

maksimizuoja (4.2.7) integral¡ platesn
eje klas
eje funkciju�, tenkinan£iu� s¡lygas∫
ϕfidµ ≤ αi, i = 1, ...,m. (4.2.9)

4. Ta²ku� su koordinat
emis

(

∫
ϕf1dµ, ...,

∫
ϕfmdµ), ϕ ∈ Φ,

aib
e M yra i²kila ir uºdara. Jeigu (α1, ..., αm) yra vidinis M ta²kas, tai egzis-
tuoja konstantos c1, ..., cm ir kriterijus ϕ, tenkinantis (4.2.6) ir (4.2.8) lygybes,
o bu	tina s¡lyga, kad elementas i² Φ maksimizuotu� (4.2.7) integral¡, yra ta, kad
(4.2.8) lygyb
e bu	tu� teisinga µ-beveik visur.

I�rodymas. Remiantis Lagranºo neapibr
eºtu�ju� daugikliu� metodu reikia rasti
bes¡lygini� maksimum¡ funkcionalo

∫
ϕfm+1dµ−

m∑
i=1

ci

∫
ϕfidµ =

∫
ϕ(fm+1 −

m∑
i=1

cifi)dµ→ max
ϕ

.

�is integralas bus maksimalus, jeigu pointegralinis rei²kinys bus maksimalus
kiekviename ta²ke, t. y. jeigu ϕ bus parinktas (4.2.8) pavidalo.

Vis¡ teoremos i�rodym¡ galima rasti knygoje [12].

4.2.2 i²vada. Tegu f1, ..., fm, fm+1 yra tankiai mato µ atºvilgiu ir 0 <
α < 1. Tada egzistuoja kriterijus ϕ toks, kad Ei(ϕ(X)) = α, i = 1, ...,m, ir
Em+1(ϕ(X)) > α, i²skyrus atveji�, kai µ-beveik visur fm+1 =

∑m
i=1 cifi.

4.3. Skirstiniai, priklausantys nuo vieno parametro

4.3.1. Vienpus
es alternatyvos

Paprastosios hipotez
es H, kai alternatyva H̄ yra paprastoji, tikrinimo uºdavinys
yra i�domus teoriniu poºiu	riu. Praktiniuose uºdaviniuose tenka nagrin
eti skirs-
tiniu� ²eimas, priklausan£ias nuo vieno ar keleto tolydºiu� parametru�, tod
el tiek
hipotez
es, tiek alternatyvos yra sud
etin
es.
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I² pradºiu� nagrin
esime atveji�, kai tikimybiniu� skirstiniu� ²eima P = {Pθ, θ ∈
Θ}, Θ ⊂ R, apra²anti imties X = (X1, · · · , Xn)T skirstini�, priklauso nuo vien-
ma£io parametro θ. Tarkime, tikriname vienpus¦ sud
etin¦ hipotez¦ H1 : θ ≤ θ0,
kai sud
etin
e vienpus
e alternatyva yra H̄1 : θ > θ0.

Bendru atveju paprastosios hipotez
es H : θ = θ0, kai parinkta paprastoji al-
ternatyva yra H̄ ′ : θ = θ′ > θ0, tikrinimo galingiausias kriterijus gali priklausyti
nuo parinktos alternatyvos θ′, tod
el jis nebus tolygiai galingiausias. Ta£iau kai
tikimybiniai skirstiniai Pθ tenkina tam tikras s¡lygas, tai TG kriterijai egzis-
tuoja.

Tarkime, kad egzistuoja imties X tikimybinis tankis f(x, θ), θ ∈ Θ ⊂ R,
σ-baigtinio mato µ atºvilgiu.

4.3.1 apibr
eºimas. Sakome, kad skirstiniu� ²eima f(x, θ), θ ∈ Θ ⊂ R turi
monotonini� tik
etinumu� santyki� statistikos T : Rn → R atºvilgiu, jei su bet ku-
riomis skirtingomis parametro θ reik²m
emis θ1 6= θ2 santykis f(x, θ2)/f(x, θ1)
yra monotonin
e T (x) funkcija.

4.3.1 teorema. Tegu θ yra vienmatis parametras ir bet kokioms skirtingoms
parametro θ reik²m
ems θ1 < θ2 santykis f(x, θ2)/f(x, θ1) yra nemaº
ejanti T =
T (x) funkcija. Tada

1) Tikrinant hipotez¦ H1 : θ ≤ θ0, kai alternatyva yra H̄1 : θ > θ0, egzistuoja
lygmens α TG kriterijus, kurio pavidalas

ϕ(x) =

 1, kai T (x) > c,
γ, kai T (x) = c,
0, kai T (x) < c;

(4.3.1)

£ia c ir γ parenkami i² s¡lygos

β(θ0) = Eθ0(ϕ(X)) = α. (4.3.2)

2) �io kriterijaus galios funkcija

β(θ) = Eθ(ϕ(X))

yra did
ejanti visuose ta²kuose, kuriuose 0 < β(θ) < 1.
3) Su bet kuriuo θ′ kriterijus ϕ yra tolygiai galingiausias, kai reik²mingumo

lygmuo α′ = β(θ′), hipotezeiH ′1 : θ ≤ θ′, kai alternatyva yra H̄ ′1 : θ > θ′, tikrinti.
4) Su visais θ < θ0 (4.3.1) kriterijus minimizuoja β(θ), t. y. pirmos ru	²ies

klaidos tikimyb¦, visu� kriteriju�, tenkinan£iu� (4.3.2) s¡lyg¡, klas
eje.

I�rodymas. 1)�2) Nagrin
ekime paprast¡j¡ hipotez¦H0 : θ = θ0 ir paprast¡j¡
alternatyv¡ H̄0 : θ = θ1 > θ0. Remiantis 4.2.1 teorema, egzistuoja galingiausias
hipotez
es H0 tikrinimo kriterijus, kuris tenkina s¡lyg¡ Eθ0ϕ(X) = α ir kurio
pavidalas yra

ϕ(x) =

 1, kai f(x, θ1) > c′f(x, θ0),
γ, kai f(x, θ1) = c′f(x, θ0),
0, kai f(x, θ1) < c′f(x, θ0).

(4.3.3)
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I² monotoninio tik
etinumu� santykio apibr
eºimo i²plaukia, kad ²i¡ kriterijaus
funkcij¡ galima uºra²yti (4.3.1) pavidalu. Gautas kriterijus yra TG hipotezei
H0 : θ = θ0, kai sud
etingoji alternatyva yra H̄ : θ > θ0, tikrinti, nes nepriklauso
nuo parinktos θ1 reik²m
es. Norint parodyti, kad kriterijus yra TG ir hipotezei
H : θ ≤ θ0, esant tai pa£iai alternatyvai, tikrinti, belieka i�sitikinti, kad β(θ) ≤ α
su visomis θ < θ0.

Tarkime, kad θ′ < θ′′. Paºym
ekime α′ = β(θ′). I�rodydami Neimano�Pirsono
teorem¡, i�sitikinome, kad kriterijus, kurio pavidalas yra (4.3.3) ir kuris tenkina
s¡lyg¡ Eθ′ϕ(X) = α′, yra galingiausias hipotezei H ′ : θ = θ′, kai alternatyva
yra H̄ ′ : θ = θ′′, tikrinti. Remiantis 4.2.1 i²vada, β(θ′) = α′ < β′ = β(θ′′). Taigi
parod
eme, kad 2), kartu ir 1), teiginiai teisingi, nes i² funkcijos β(θ) mono-
toni²kumo i²plaukia, kad β(θ) < α su visais θ < θ0.

3) Jau i�sitikinome, kad ϕ yra galingiausias hipotez
es H ′ : θ = θ′, kai al-
ternatyva yra H̄ ′ : θ = θ′′, tikrinimo kriterijus. Bet i�rodymo pradºioje kaip
tik parod
eme, kad jei (4.3.3) pavidalo kriterijus turi ²i¡ savyb¦, tai jis yra TG
ir sud
etingosios vienpus
es hipotez
es, kai alternatyva yra sud
etingoji vienpus
e,
atveju. Tereikia α, θ0 ir θ1 pakeisti i� α′, θ′ ir θ′′.

4) Tvirtinimas i²plaukia i² to, kad kriterijus, minimizuojantis gali¡ tikrinant
paprast¡j¡ hipotez¦, kai alternatyva yra paprastoji, gaunamas pakeitus (4.2.2)
formul
eje nelygybes prie²ingomis.

N

Analogi²kai gauname, kad α lygmens TG kriterijus hipotezei H2 : θ ≥ θ0, kai
alternatyva yra H̄2 : θ < θ0, tikrinti yra

ϕ(x) =

 1, kai T (x) < c,
γ, kai T (x) = c,
0, kai T (x) > c,

(4.3.4)

o konstantos c ir γ randamos i² s¡lygos

Eθ0(ϕ(X)) = α. (4.3.5)

4.3.1 pastaba. Jeigu 4.3.1 teoremos s¡lygoje santykis f(x, θ2)/f(x, θ1),
kai θ1 < θ2 yra nedid
ejanti T = T (x) funkcija, tai formul
ese (4.3.1) ir (4.3.4)
nelygybes reikia pakeisti prie²ingomis.

4.3.2 pastaba. Tarkime, kad imties X = (X1, ..., Xn)T skirstinio tankis
σ baigtinio mato atºvilgiu priklauso vienparametriu� eksponentiniu� skirstiniu�
²eimai:

f(x, θ) = eη(θ)T (x)−b(θ)h(x); (4.3.6)

£ia η(θ) � yra monotonin
e funkcija. Akivaizdu, kad ²i ²eima turi monotonini�
tik
etinumu� santyki�, tod
el, remiantis 4.3.1 teorema ir jos i²vada, α lygmens TG
kriterijus hipotezei H1 : θ ≤ θ0, kai alternatyva yra H̄1 : θ > θ0, tikrinti
turi (4.3.1) pavidal¡, jei funkcija η(θ) yra did
ejanti. Nelygybes reikia pakeisti
prie²ingomis, kai η(θ) yra maº
ejanti.
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Vienparametriams eksponentiniams d
esniams priklauso, pavyzdºiui, binomi-
nis skirstinys B(1, p); neigiamasis binominis skirstinys B−(1, p); logaritminis
skirstinys; normalusis skirstinys N(µ, σ2), kai vienas i² parametru� yra ºinomas;
eksponentinis skirstinys E(λ); gama skirstinys G(λ, η), kai vienas i² parametru�
yra ºinomas; beta skirstinys Be(γ, η), kai vienas i² parametru� yra ºinomas, ir
kt.

4.3.3 pastaba. Monotonini� tik
etinumu� santyki� turi ir keletas skirstiniu�,
kurie nepriklauso eksponentiniu� d
esniu� ²eimai. Pavyzdºiui, tolygusis skirstinys
U(0, θ); tolygusis skirstinys U(θ, θ + 1); logistinis skirstinys LG(θ, c), kai c
ºinomas; hipergeometrinis skirstinys H(N, M, n), kai N ir n ºinomi, ir kt.

Skirstinio, kuris neturi monotoninio tik
etinumu� santykio, pavyzdys gali bu	ti
Ko²i skirstinys K(µ, σ).

4.3.2. Dvipus
es alternatyvos

Hipotezei H : θ = θ0 tikrinti, kai alternatyva dvipus
e H̄ : θ 6= θ0, TG kriteri-
jus paprastai neegzistuoja. Pavyzdºiui, teoremos 4.3.1 s¡lygomis tikrinant pa-
prast¡j¡ hipotez¦ H : θ = θ0, kai paprastoji alternatyva yra H̄ ′ : θ = θ′, θ′ > θ0

galingiausias kriterijus turi (4.3.1) pavidal¡, o kai alternatyva yra H ′′ : θ =
θ′′, θ′′ < θ0, tai galingiausias kriterijus yra (4.3.4) pavidalo. Neegzistuoja
vieno kriterijaus, kuris bu	tu� galingiausias su bet kuria paprast¡ja alternatyva i²
alternatyvu� klas
es H̄ : θ 6= θ0. Jeigu dvipus
es alternatyvos atveju naudotume
kriteriju� (4.3.1), tai jo galios funkcija bus maºesn
e uº α su visais θ < θ0 t. y.
tokios alternatyvos bus atmetamos dar re£iau negu pati hipotez
e. Kitaip ta-
riant, kriterijus (4.3.1) yra paslinktasis. TG kriterijus hipotezei H : θ = θ0, kai
alternatyva yra H̄ : θ 6= θ0, tikrinti tur
etu� su visais θ 6= θ0 i�gyti reik²mes, ne
maºesnes uº α, nes jis turi bu	ti ne maºiau galingas negu kriterijus ϕ(x) ≡ α.

Kai visu� kriteriju� klas
eje TG neegzistuoja, kriteriju� klas
e siaurinama, kad i�
j¡ nepatektu� tokie kriterijai, kurie esant kai kurioms alternatyvos reik²m
ems j¡
atmeta su maºesne tikimybe negu pa£i¡ hipotez¦.

Vienas i² tokiu� natu	raliu� aib
es susiaurinimu� yra reikalavimas, kad kriterijus
bu	tu� nepaslinktasis.

Remiantis 4.1.8 apibr
eºimu α lygmens kriterijus hipotezei H : θ = θ0, kai
alternatyva yra H̄ : θ 6= θ0, tikrinti su galios funkcija β(θ) yra nepaslinktasis, jei

β(θ) ≥ α, ∀ θ 6= θ0. (4.3.7)

TG kriterijai, jeigu jie egzistuoja, yra nepaslinktieji, nes ju� galia negali bu	ti
maºesn
e uº nepaslinktojo kriterijaus ϕ(x) ≡ α gali¡.

Jeigu β(θ) yra tolydºioji θ funkcija, tai i² nepaslinktumo i²plaukia, kad

β(θ0) = α. (4.3.8)

4.3.1 lema. Jeigu bet kokio α lygmens kriterijaus hipotezei H : θ = θ0, kai
alternatyva yra H̄ : θ 6= θ0, tikrinti galios funkcija tolydºioji, tai TG kriterijus
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ϕ0, tenkinantis s¡lyg¡ β(θ0) = α, yra ir tolygiai galingiausias nepaslinktasis
(TGN) kriterijus.

I�rodymas. Klasei kriteriju�, tenkinan£iu� (4.3.7) s¡lyg¡, priklauso tie, kurie
tenkina (4.3.8) s¡lyg¡, tod
el TG kriterijus ϕ0 yra tolygiai galingesnis uº bet kuri�
nepaslinkt¡ji� kriteriju�. Kita vertus, jis pats yra nepaslinktasis, nes tolygiai ne
maºiau galingas kaip kriterijus ϕ(x) ≡ α. N

4.3.2 teorema. Tarkime, kad imties X = (X1, ..., Xn)T skirstinys priklauso
²eimai vienparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu�, kuriu� tankis kanonine forma
yra

f(x, θ) = eθT (x)−B(θ)h(x). (4.3.9)

Egzistuoja α lygmens TGN kriterijus hipotezei H : θ = θ0, kai alternatyva yra
H̄ : θ 6= θ0, tikrinti, kuris nusakomas lygyb
emis

ϕ(x) =

 1, kai T (x) < c1 arba T (x) > c2,
γi, kai T (x) = ci, i = 1, 2,

0, kai c1 < T (x) < c2.
(4.3.10)

Konstantos ci, γi, i = 1, 2, randamos i² s¡lygu�

Eθ0(ϕ(X)) = α, (4.3.11)

Eθ0(T (X)ϕ(X)) = αEθ0(T (X)). (4.3.12)

I�rodymas. I² pradºiu� i�rodysime, kad bet kuris nepaslinktasis kriterijus turi
tenkinti (4.3.11) ir (4.3.12) s¡lygas. Prisiminus 3.3.4 pastab¡, funkcija

β(θ) = Eθϕ(X) =

∫
Rn

ϕ(x)f(x, θ)µ(dx)

yra diferencijuojama ir diferencijuoti galima po integralo ºenklu. I² funkcijos
β(θ) tolydumo ir kriterijaus nepaslinktumo i²plaukia (4.3.11) lygyb
e. Kadangi
θ0 yra funkcijos β(θ) minimumo ta²kas, tai β̇(θ0) = 0. Diferencijuodami po
integralo ºenklu, gauname

0 = β̇(θ0) =

∫
Rn

ϕ(x)ḟ(x, θ0)µ(dx) =

∫
Rn

ϕ(x)(T (x)− Ḃ(θ0))f(x, θ0)µ(dx)

= Eθ0(T (X)ϕ(X))− Ḃ(θ) Eθ0ϕ(X). (4.3.13)

Remiantis 3.3.2 teorema, Ḃ(θ0) = Eθ0(T (X)), tod
el i² (4.3.13) lygyb
es i²plaukia
(4.3.12) s¡lyga.

Spr¦sdami funkcionalo

Eθ′(ϕ(X)) =

∫
Rn

ϕ(x)f(x, θ′)µ(dx), θ′ 6= θ0,
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maksimizavimo ϕ atºvilgiu uºdavini�, kai yra (4.3.11) ir (4.3.12) apribojimai,
pritaikysime 4.2.2 teorem¡, kai m = 2, f1(x) = f(x, θ0), α1 = α, f2(x) =
= T (x)f(x, θ0), α2 = αEθ0T (X), f3(x) = f(x, θ′).

Remiantis ²ia teorema, egzistuoja konstantos k1 ir k2, kad funkcional¡ mak-
simizuojanti funkcija yra

ϕ(x) =

{
1, kai f(x, θ′) > (k1 + k2T (x))f(x, θ0),
0, kai f(x, θ′) < (k1 + k2T (x))f(x, θ0),

(4.3.14)

o aib
eje {x : f(x, θ′) = (k1 + k2T (x))f(x, θ0)} funkcija ϕ(x) parenkama taip,
kad bu	tu� tenkinamos (4.3.11) ir (4.3.12) s¡lygos.

Kadangi
f(x, θ′)/f(x, θ0) = e(θ′−θ0)T (x),

tai ϕ(x) = 1, kai
e(θ′−θ0)T (x) > k1 + k2T (x). (4.3.15)

Rodiklin
e funkcija exp{(θ′− θ0)t} ir tiesin
e funkcija k1 + k2t kertasi ne daugiau
kaip dviejuose ta²kuose. Jei jos kertasi dviejuose ta²kuose, tai (4.3.15) nelygyb
e
ekvivalenti nelygyb
ems T (x) < c1 arba T (x) > c2. Jei jos kertasi viename ta²ke,
tai (4.3.15) nelygyb
e ekvivalenti kuriai nors vienai i² nelygybiu� T (x) < c arba
T (x) > c. Bet kriteriju�, tenkinan£iu� (4.3.11) s¡lyg¡, galios funkcija monotonin
e.
Tod
el toks kriterijus negali bu	ti nepaslinktasis. Taigi ²is variantas negalimas. Jei
funkcijos nesikerta, tai (4.3.15) nelygyb
e visada tenkinama. Bet tada ϕ(x) ≡ 1,
taigi netenkinama (4.3.11) s¡lyga, nes imame α < 1.

Vadinasi, galingiausias kriterijus, tenkinantis (4.3.11) ir (4.3.12) s¡lygas, yra
(4.3.10) pavidalo. Jo i²rai²ka nepriklauso nuo θ′ 6= θ0.

Palygin¦ su kriterijumi φ(t) ≡ α, i�sitikiname, kad jis yra nepaslinktasis. Jis
taip pat yra TGN, nes kriterijai, tenkinantys (4.3.11) ir (4.3.12) s¡lygas, apima
visu� nepaslinktu�ju� kriteriju� klas¦.

N

4.3.4 pastaba. Kriterijaus paie²k¡ galima supaprastinti, jeigu T skirstinys,
kai θ = θ0, yra simetrinis kurio nors ta²ko a atºvilgiu:

Pθ0{T < a− u} = Pθ0{T > a+ u}, u ∈ R.

Kai kriterijus yra simetrinis ta²ko a atºvilgiu,

Eθ0 [T (X)ϕ(X)] = Eθ0 [(T (X)− a)ϕ(X)] + aEθ0(ϕ(X)) = aα = αEθ0T (X).

Taigi s¡lyga (4.3.12) visada tenkinama. Tuo atveju galima imti γ2 = γ1, o c2
� simetrini� a atºvilgiu, t. y. c2 = 2a − c1. Konstantas c1 ir γ1 galima rasti i²
s¡lygos

Eθ0ϕ(X)/2 = Pθ0{T < c1}+ γ1Pθ0{T = c1} =
α

2
. (4.3.16)

4.3.1 pavyzdys. Hipotez
es apie normaliojo skirstinio vidurkio reik²m¦, kai alternatyva

dvipus
e, tikrinimas. Tarkime, kad imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2),
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σ � ºinomas. �is skirstinys priklauso vienparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai su
pakankam¡ja statistika T = X̄ ∼ N(µ, σ2/n). Tikrinant hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva
yra H̄ : µ 6= µ0, TGN kriterijaus kritin
e sritis nusakoma taip:

K = {X̄ : X̄ < c1 arba X̄ > c2}.

Kadangi, kai µ = µ0, a. d. X̄ skirstinys yra simetrinis µ0 atºvilgiu, tai konstantos c1 ir c2
randamos i² (4.3.16) s¡lygos. Per
ej¦ prie standartinio normaliojo skirstinio, gauname TGN
kriterijaus kritin¦ sriti�

K = {X̄ : |Z| =
√
n
|X̄ − µ0|

σ
> zα/2}; (4.3.17)

£ia zP � standartinio normaliojo skirstinio P -oji kritin
e reik²m
e.
Tegu z yra statistikos Z realizacija. Tada kriteriju� galime suformuluoti P reik²miu� termi-

nais: hipotez
e atmetama, kai

pv = 2 min(Φ(z), 1− Φ(z)) = 2(1− Φ(|z|)) < α.

4.3.2 pavyzdys. Hipotez
es apie binominio skirstinio tikimyb
es reik²m¦, kai alternatyva

yra dvipus
e, tikrinimas. Tarkime, kad imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼
B(1, p). �is skirstinys priklauso vienparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai su
pakankam¡ja statistika T (X) = X1 + · · ·+Xn ∼ B(n, p). Tikrinant hipotez¦ H : p = p0, kai
alternatyva yra H̄ : p 6= p0, TGN kriterijaus kritin
e sritis nusakoma taip:

ϕ(X) =

 1, kai T (X) < m1 arba T (X) > m2,
γi, kai T (X) = mi, i = 1, 2,

0, kai m1 < T (X) < m2.

Konstantas mi, γi, i = 1, 2 randame i² (4.3.11) ir (4.3.12) s¡lygu�. S¡lyg¡ (4.3.11) galima
uºra²yti taip:

1− α = Ep0 (1− ϕ(x)) =

m2−1∑
k=m1+1

Cknp
k
0q
n−k
0 +

2∑
i=1

(1− γi)Cmin p
mi
0 q

n−mi
0 , q0 = 1− p0.

(4.3.18)
Pasinaudojus lygyb
emis

αEp0T (X) = nαp0,

Ep0T (X)ϕ(X) = Ep0T (X)−Ep0T (X)(1− ϕ(X)) = np0 −Ep0T (X)(1− ϕ(X)),

(4.3.12) s¡lyga uºra²oma taip

nαp0 = np0 −Ep0T (X)(1− ϕ(X)) = np0 −
m2−1∑
k=m1+1

kCknp
k
0q
n−k
0

+

2∑
i=1

mi(1− γi)Cmin p
mi
0 q

n−mi
0 .

Dabar, pasinaudoj¦ tapatybe

kCknp
k
0q
n−k
0 = np0C

k−1
n−1p

k−1
0 qn−k0 ,

suvedame i� toki� pavidal¡

m2−1∑
k=m1+1

Ck−1
n−1p

k−1
0 qn−k0 +

2∑
i=1

(1− γi)Cmi−1
n−1 p

mi−1
0 q

n−mi
0 = 1− α. (4.3.19)

Min
ejome, kad daºniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gaunami ²iek tiek sumaºinus
reik²mingumo lygmeni�. Tada nereikia spr¦sti lyg£iu� sistemos (4.3.18), (4.3.19) ir kriterijus
formuluojamas papras£iau.

Tegu m1 ir m2 yra sveikieji skai£iai, gaunami i² s¡lygu�

m1 = max{k : Pp0{T (X) ≤ k} ≤ α/2} = max{k :
k∑

m=0

Cmn p
m
0 q

n−m
0 ≤ α/2},
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m2 = min{k : Pp0{T (X) ≥ k} ≤ α/2} = min{k :

n∑
m=k

Cmn p
m
0 q

n−m
0 ≤ α/2}.

Tada hipotez
e H atmetama, kai teisingos nelygyb
es

T (X) ≤ m1 arba T (X) ≥ m2. (4.3.20)

Faktinis tokio kriterijaus reik²mingumo lygmuo

α′ =

m1∑
m=0

Cmn p
m
0 q

n−m
0 +

n∑
m=m2

Cmn p
m
0 q

n−m
0 = I1−p0 (n−m1,m1+1)+Ip0 (m2, n−m2+1) ≤ α.

Tegu t yra statistikos T stebinys. Tada P reik²miu� terminais kriterijus (4.3.20) formulu-
ojamas taip: hipotez
e H atmetama, kai

pv = 2 min(Pp0{T ≤ t},Pp0{T ≥ t}) = 2 min(I1−p0 (n− t, t+ 1), Ip0 (t, n− t+ 1)) ≤ α.
(4.3.21)

Jeigu n pakankamai didelis, o p0 n
era artimas 0 arba 1, tai esant teisingai hipotezei a. d.
(T − np0)/

√
np0q0 skirstini� galima aproksimuoti standartiniu normaliuoju skirstiniu. Tada

gauname asimptotini� kriteriju�: hipotez
e H atmetama, kai

|T (x)− np0|√
np0q0

> zα/2.

�i� kriteriju� galime uºra²yti asimptotiniu� P reik²miu� terminais: hipotez
e atmetama, kai

pva = 2

(
1− Φ

(
|t− np0|√
np0q0

))
≤ α.

Kitas kriteriju� formulavimo bu	das susij¦s su hipoteziu� tikrinimo ir pasikliovimo intervalu�

sudarymo uºdaviniu� s¡ry²iais, kuriuos nagrin
esime 4.5 skyrelyje.

4.4. Hipotez
es apie daugiaparametriu� skirstiniu�

parametrus

Yra daug prakti²kai svarbiu� uºdaviniu�, kai tenka tikrinti tokias sud
etines hi-
potezes: formuluojami tvirtinimai apie vien¡ parametr¡, o pats stebimo a. d.
skirstinys priklauso ir nuo kitu� parametru�. Juos vadiname trukdan£iaisiais.
Tokiu atveju kartais egzistuoja TGN kriterijai, kurie sudaromi kaip s¡lyginiai,
kai yra �ksuota pakankamoji statistika. Tada kriterijai gaunami pana²iai kaip
ir vienparametriu� skirstiniu� ²eimoms.

4.4.1. Pana²umas ir pilnumas

Hipotez
ems apie daugiaparametriu� eksponentiniu� skirstiniu� ²eimu� parametrus
tikrinti ie²kosime TG kriteriju� pana²iu�ju� kriteriju� klas
eje, kuri truputi� platesn
e
uº TGN kriteriju� klas¦.

Tarkime, kad tikrinama skirstiniu� ²eimos P = {Pθ,θ ∈ Θ} hipotez
e H : θ ∈
ΘH , kai alternatyva yra H̄ : θ ∈ ΘH̄ = Θ \ΘH . Paºym
ekime ω aibiu� ΘH ir
ΘH̄ pasienio ta²ku� aib¦, t. y. aibiu� ΘH ir ΘH̄ uºdariniu� sankirt¡.

4.4.1 apibr
eºimas. Kriterijai ϕ, tenkinantys s¡lyg¡

β(θ) = Eθϕ(X) = α, ∀ θ ∈ ω,
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vadinami pana²iaisiais ω atºvilgiu.

Kaip ir 4.3.1 lemoje, jeigu visu� TGN kriteriju� galios funkcijos β(θ) yra toly-
dºios, tai jie yra pana²ieji.

I�vesime dar vien¡ truputi� siauresn¦ uº pana²iu�ju� kriteriju� klas¦.
Tegu T yra pakankamoji ²eimos P = {Pθ,θ ∈ ω} statistika ir PT =

{PTθ ,θ ∈ ω} yra statistikos T skirstiniu� ²eima.

4.4.2 apibr
eºimas. Kriterijai ϕ, tenkinantys s¡lyg¡

Eθ(ϕ(X)|T ) = α b.v. PTθ , ∀ θ ∈ ω, (4.4.1)

vadinami Neimano struktu	ros kriterijais pakankamosios statistikos T atºvilgiu.
Neimano struktu	ros kriterijai yra pana²ieji, nes

Eθ(ϕ(X)) = Eθ[E(ϕ(X)|T )] = α, ∀ θ ∈ ω.

Tarp Neimano struktu	ros kriteriju� daºnai galima rasti TG sprendºiant optimiza-
vimo uºdavini� kiekviename pavir²iuje T = t. Toks kriterijus yra TG tarp
pana²iu�ju� (kartu ir tarp nepaslinktu�ju�) kriteriju�, jeigu jie visi yra Neimano
struktu	ros.

Neimano struktu	ros kriteriju� egzistavimas glaudºiai susij¦s su pilnumo s¡-
voka.

4.4.1 teorema. Tegu X yra atsitiktin
e imtis, kurios skirstinys priklauso ²eimai
P = {Pθ, θ ∈ ω}, o T yra pakankamoji statistika, kurios skirstinys priklauso
²eimai PT = {PTθ , θ ∈ ω}. Visi pana²ieji kriterijai yra Neimano struktu	ros
tada ir tik tada, kai ²eima PT yra apr
eºtai pilna.

I�rodymas. Pakankamumas. Tarkime, kad ²eima PT yra apr
eºtai pilna:
jeigu apr
eºta ma£ioji funkcij h(t) tenkina s¡lyg¡

Eθh(T ) = 0, ∀ θ ∈ ω,

tai h(t) = 0 beveik visur PTθ , ∀ θ ∈ ω atºvilgiu.
Tegu ϕ(X) yra pana²usis ω atºvilgiu kriterijus. Tada

Eθϕ(X)− α = 0, ∀ θ ∈ ω.

Be to, jeigu ψ(t) = Eθ(ϕ(X) | T = t) − α, tai i² s¡lyginio vidurkio savybiu�
i²plaukia

Eθ(ψ(T )) = 0, ∀ θ ∈ ω.

I² £ia gauname, kad ψ(t) = 0 ir Eθ(ϕ(X)|T ) = α b.v. Pθ, ∀ θ ∈ ω. Taigi
pana²usis kriterijus ϕ yra Neimano struktu	ros.

Bu	tinumas. Tarkime, kad visi pana²ieji kriterijai yra Neimano struktu	ros,
bet ²eima PT n
era apr
eºtai pilna. Tada atsiras tokia funkcija f , kad |f | ≤ M ,
£ia M � konstanta, ir Eθ(f(T )) = 0, ∀ PTθ ∈ PT , o f(T ) 6= 0 su teigiama
tikimybe bent vienam skirstiniui PTθ .
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Paºym
ekime ϕ(T ) = cf(T ) + α, c = min(α, 1 − α)/M . Tada ϕ yra
pana²usis kriterijus, nes 0 ≤ ϕ(t) ≤ 1 ir Eθϕ(T ) = α, ∀ PTθ ∈ PT . Ta£iau ϕ
n
era Neimano struktu	ros, nes ϕ(T ) 6= α su teigiama tikimybe bent jau vienam
PTθ ∈ PT . Taigi, padar¦ prielaid¡, kad ²eima PT n
era apr
eºtai pilna, rastume
pana²u�ji� kriteriju�, kuris n
era Neimano struktu	ros. To negali bu	ti. Prielaida
buvo neteisinga.

N

4.4.2. Daugiaparametriu� eksponentinio tipo ²eimu� TGN
kriterijai

Tarkime, kad imties X skirstinio Pθ,ϑ tankis σ-baigtinio mato µ atºvilgiu yra

exp{θU(x) + ϑTT (x)−B(θ,ϑ)}; (4.4.2)

£ia θ � vienmatis, o ϑ = (ϑ1, ..., ϑk)T � k-matis parametrai, (θ, ϑ) ∈ Θ ⊂ Rk+1.
Tokia tikimybiniu� skirstiniu� ²eima vadinama (k + 1)-parametre eksponentinio
tipo skirstiniu� ²eima.

Nagrin
esime hipoteziu� Hi, kai alternatyvos yra H̄i, i = 1, 2, 3, tikrinimo
uºdavinius. �ia

H1 : θ ≤ θ0, kai H̄1 : θ > θ0; H2 : θ ≥ θ0, kai H̄2 : θ < θ0;

H3 : θ = θ0, kai H̄3 : θ 6= θ0.

Tarsime, kad ta²kas (θ0,ϑ0) yra parametru� (θ, ϑ) kitimo srities Θ (remiantis
3.3.2 teorema, ji yra i²kila) vidinis ta²kas.

Pakankamoji statistika (U,T ) turi (k+1)-parametri� eksponetinio tipo skirstini�,
kurio tankis σ-baigtinio mato ν atºvigiu yra

exp{θu+ ϑT t−B(θ,ϑ)}, (4.4.3)

o s¡lyginis U skirstinys, kai T = t �ksuotas, yra vienparametris eksponentinio
tipo ir jo tankis σ-baigtinio mato νt atºvilgiu yra

exp{θu− g(θ)}. (4.4.4)

1. Remiantis 4.2.1 teorema, eksponentinio tipo skirstiniu� (4.4.4) ²eimai egzis-
tuoja TG lygmens α hipotez
es H1, kai alternatyva yra H̄1, tikrinimo kriterijus

ϕ1(u, t) =

 1, kai u > c0(t),
γ0(t), kai u = c0(t),

0, kai u < c0(t);
(4.4.5)

£ia su visais t konstantos c0(t) ir γ0(t) randamos i² s¡lygos

Eθ0(ϕ1(U, T )|T = t) = α. (4.4.6)
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2. Egzistuoja TG lygmens α kriterijus ϕ2 hipotezei H2, kai alternatyva
yra H̄2, tikrinti, apibr
eºtas (4.4.5) ir (4.4.6) s¡lygomis, kuriose nelygybes reikia
pakeisti prie²ingomis.

3. Remiantis 4.2.2 teorema, s¡lyginiam skirstiniui (4.4.4) egzistuoja TGN
lygmens α kriterijus hipotezei H3, kai alternatyva yra H̄3, tikrinti, nusakomas
nelygyb
emis

ϕ3(u, t) =

 1, kai u < c1(t) arba u > c2(t),
γi(t), kai u = ci(t), i = 1, 2,

0, kai c1(t) < u < c2(t);
(4.4.7)

£ia konstantos ci(t), γi(t), i = 1, 2, randamos i² s¡lygu�

Eθ0(ϕ3(U,T )|T = t) = α, Eθ0 [Uϕ3(U, T )|T = t] = αEθ0(U |T = t). (4.4.8)

Kriterijai, apibr
eºiami (4.4.5)�(4.4.8) formul
emis, yra s¡lyginiai pavir²iuose
T = t. Interpretuokime juos kaip bes¡lyginius, priklausan£ius nuo statistikos
(U, T ), t. y. kaip kriterijus pradiniuose hipoteziu� H1�H3 tikrinimo uºdaviniu-
ose.

4.4.2 teorema. Kriterijai (4.4.5)�(4.4.8) hipotez
ems Hi, kai alternatyvos yra
H̄i, i = 1, 2, 3, (4.4.4) modelyje tikrinti yra TGN kriterijai toms pa£ioms hipo-
tez
ems (4.4.3) modelyje tikrinti.

I�rodymas. Statistika T yra pakankamoji parametro ϑ statistika kiekvienam
�ksuotam θ. Tod
el T yra (4.4.3) skirstiniu� ²eimos, apibr
eºtos aib
eje

ω0 = {(θ,ϑ) : (θ,ϑ) ∈ Θ, θ = θ0},

pakankamoji statistika.
Su visais (θ,ϑ) ∈ ω0 statistikos T skirstinys yra k-parametris eksponentinio

tipo, kurio tankis σ-baigtinio mato ν0 atºvigiu yra

exp{ϑT t−B(θ0,ϑ)}. (4.4.9)

Kadangi Θ yra i²kila (k+ 1)-mat
e aib
e, kurios vidinis ta²kas yra (θ0,ϑ0), tai ω0

yra i²kila k-mat
e aib
e, kurios vidinis ta²kas yra ϑ0. Remiantis 3.3.3 teorema,
statistika T yra pilnoji (4.4.9) ²eimos su parametru� erdve ω0 statistika. Tod
el
pana²ieji kriterijai yra Neimano struktu	ros ir

Eθ0(ϕ(U, T )|T = t) = α, (θ, ϑ) ∈ ω0.

1. Nagrin
ekime hipotez¦ H1. Kriterijaus ϕ1 yra pana²usis, nes imdami (4.4.6)
lygyb
es rei²kiniu� abiejose pus
ese vidurkius, turime

Eθ0,ϑϕ1(U,T ) = α su visais ϑ.

Jis ir nepaslinktasis. Jei i�rodysime, kad ϕ1 yra visu� pana²iu�ju� ω0 atºvilgiu
kriteriju� klas
es TG, tai jis tuo labiau bus nepaslinktu�ju� kriteriju� klas
es TG.
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Panagrin
ekime bes¡lygin¦ kriterijaus ϕ1 gali¡: su visais T

β(θ, ϑ) = Eθ, ϑϕ1(U, T ) = Eθ, ϑ(Eθ(ϕ1(U, T ) | T ). (4.4.10)

Su visomis alternatyvomis θ > θ0 ir su bet kuriuo T = t kriterijus ϕ1 mak-
simizuoja s¡lygin¦ kriteriju�, tenkinan£iu� (4.4.6) s¡lyg¡, gali¡, tod
el jis maksimi-
zuoja s¡lygin¦ visu� pana²iu�ju� kriteriju� klas
es gali¡. Kartu jis maksimizuoja ir
bes¡lygin¦ visu� pana²iu�ju� kriteriju� klas
es gali¡.

2. Hipotez
es H2 atveju i�rodymas analogi²kas.
3. Kriterijaus ϕ3 pana²umas i²plaukia i² pirmosios (4.4.8) lygyb
es lygiai taip

pat kaip kriterijaus ϕ1 pana²umas gaunamas i² (4.4.6). Suvidurkin¦ rei²kinius
abiejose antrosios (4.4.8) lygyb
es pus
ese, gauname, kad kriterijus ϕ3 tenkina ir
toki¡ s¡lyg¡:

Eθ0,ϑ(Uϕ3(U,T )) = αEθ0U

su visais ϑ.
Bes¡lygin
e kriterijaus galia nagrin
ejama lygiai taip pat kaip ϕ1 atveju, tod
el

gauname, kad jis su visais θ 6= θ0 maksimizuoja bes¡lygin¦ visu� pana²iu�ju�, kartu
ir nepaslinktu�ju� kriteriju� klas
es gali¡.

Galima parodyti, kad (4.4.5) ir (4.4.7) formul
ese ci(t) ir γi(t) yra Borelio
funkcijos (ºr.[12]).

N

4.4.1 pastaba. Kriterijai ϕ1 ir ϕ2 lieka TGN ir tuo atveju, kai hipotezes
H1 : θ ≤ θ0 ir H2 : θ ≥ θ0 pakei£iame hipoteze H : θ = θ0.

4.4.1 pavyzdys. Dvieju� Puasono skirstiniu� parametru� lygyb
es hipotez
es TGN kriterijus.

Tarkime, kad turime dvi nepriklausomas paprast¡sias Puasono imtis X = (X1, ..., Xm)T ir
Y = (Y1, ..., Yn)n, Xi ∼ P(λ1), Yi ∼ P(λ2). Reikia patikrinti hipotez¦ H : k = λ2/λ1 = 1,
kai alternatyva yra H̄ : k 6= 1. Jungtin
es imties tik
etinumo funkcija

L(λ1, λ2) =
λ
∑m
i=1Xi

1

X1! . . . Xm!
e−λ1

∑m
i=1Xi

λ
∑n
i=1 Yi

2

Y1! . . . Yn!
e−λ2

∑n
i=1 Yi .

Pakankamoji statistika yra dvimat
e: (S1, S2); £ia S1 =
∑m
i=1Xi ∼ P(mλ1) ir S2 =

∑n
i=1 Yi ∼

P(nλ2) yra n. a. d. Atsitiktinio vektoriaus (S1, S2) tankis skai£iuojan£io mato atºvilgiu yra
eksponentinio tipo:

f(s1, s2;λ1, λ2) =
λs11

s1!
e−λ1s1

λs22

s2!
e−λ2s2 =

=
1

s1!s2!
exp{s1 lnλ1 + s2 lnλ2 − nλ1 − nλ2}.

Norint pritaikyti teoremos rezultatus, reikia modeli� uºra²yti kanonine forma, kad dominan£io
parametro k = λ2/λ1 monotonin
e funkcija bu	tu� padauginta i² pakankamosios statistikos kom-
ponent
es. Nagrin
ejamu atveju tai pavyksta padaryti:

f(s1, s2;λ1, λ2) =
1

s1!s2!
exp{s1 ln

λ2

λ1
+ (s1 + s2) lnλ1 −mλ1 − nλ2

=
1

s1!s2!
exp{θs1 + ϑ(s1 + s2)−B(θ, ϑ)}.

Taigi turime dviparametr¦ eksponentinio tipo kanonin
es formos skirstiniu� ²eim¡ su parametru
θ = ln(λ2/λ1), trukdan£iu parametru ϑ = lnλ1 ir pakankam¡ja statistika (U, T ), U =
S1, T = S1 + S2. Hipotez
e H : k = 1, kai alternatyva yra H̄ : k 6= 1, uºra²oma ekvivalen£ia
forma: H : θ = 0 ir H̄ : θ 6= 0.
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Statistikos U = S1 s¡lyginis skirstinys su s¡lyga T = S1 +S2 yra binominis B(T, p), p =
mλ1/(mλ1 + nλ2). Tada hipotez
e ir alternatyva yra

H : p =
m

m+ n
, H̄ : p 6=

m

m+ n
.

Taigi s¡lyginiai kriterijai sudaromi analogi²kai vienparametriam eksponentinio tipo skirstiniui
(²iuo atveju binominiam) apie tikimyb
es p reik²mes. Interpretuodami s¡lyginius kriterijus
kaip bes¡lyginius, gauname hipotez
es H : k = λ2/λ1 = 1 tikrinimo kriterijus.

Sudarant kriteriju�, reikia tur
eti omenyje, kad Bernulio eksperimentu� skai£ius lygus S1+S2,
o teigiamo i�vykio i�vykimu� skai£ius yra S1.

4.4.2 pastaba. Pateiktas s¡lyginiu� kriteriju� sudarymo metodas yra nepato-
gus normaliesiems ir kai kuriems kitiems tolydiesiems skirstiniams. �iuo atveju
naudojamas kitas metodas: jeigu egzistuoja statistika V = h(U,T ), kurios
skirstinys nepriklauso nuo T , kai θ = θ0, tai kriterijus hipotez
ems H1, H2, H3

tikrinti kartais galima suformuluoti tiesiogiai statistikos V terminais.

4.4.3 teorema. Tegu X skirstinys priklauso (4.4.2) ²eimai ir statistikos V =
h(U,T ) skirstinys, kai T = t, nepriklauso nuo t, kai θ = θ0. Tada:

1) Jeigu funkcija v = h(u, t) did
eja pagal u, tai

ϕ1(v) =

 1, kai v > c0,
γ0, kai v = c0,
0, kai v < c0,

(4.4.11)

£ia c0 ir γ0 nepriklauso nuo t ir randami i² s¡lygos

Eθ0ϕ1(V ) = α, (4.4.12)

yra α lygmens TGN kriterijus hipotezei H1 : θ ≤ θ0, kai alternatyva yra H̄1 :
θ > θ0, tikrinti. Tikrinant hipotez¦ H2 : θ ≥ θ0, (4.4.11) nelygyb
es kei£iamos
prie²ingomis.

2) Jeigu funkcija h yra tiesin
e pagal u, t. y. h(u, t) = a(t)u+ b(t), a(t) > 0,
tai kriterijus

ϕ3(v) =

 1, kai v < c1, arba v > c2,
γi, kai v = ci, i = 1, 2,

0, kai c1 < v < c2,
(4.4.13)

£ia konstantos c1, γ1, c2, γ2 nepriklauso nuo t ir randamos i² s¡lygu�

Eθ0ϕ3(V ) = α, Eθ0(V ϕ3(V )) = αEθ0(V ), (4.4.14)

yra α lygmens TGN kriterijus hipotezei H3 : θ = θ0, kai alternatyva H̄3 : θ 6= θ0,
tikrinti.

I�rodymas. 1) S¡lyginio (4.4.5) kriterijaus funkcijos c0(t) ir γ0(t) randamos
i² (4.4.6) s¡lygos, kuri¡ galima uºra²yti taip

Pθ0{U > c0(t)|T = t}+ γ0(t) Pθ0{U = c0(t)|T = t} = α. (4.4.15)
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Jei T = t, tai nelygyb
e U > c0(t) ekvivalenti nelygybei V = h(U, T ) >
h(c0(t), t), kuri¡ galima uºra²yti V > c(t), £ia c(t) = h(c0(t), t). Taigi (4.4.15)
s¡lyg¡ galima uºra²yti

Pθ0{V > c(t)|T = t}+ γ0(t)Pθ0{V = c(t)|T = t} = α. (4.4.16)

Kadangi V skirstinys nepriklauso nuo T , kai θ = θ0, tai c(t) ir γ0(t) gali-
ma parinkti nepriklausomus nuo t, (4.4.6) kriteriju� uºra²yti pavidalu (4.4.11)
(v
el naudojant paºym
ejim¡ ϕ, nors argumentas yra kitas), o (4.4.16) lygyb¦ �
(4.4.12) pqavidalu. Taigi 1) pirmas teiginys i�rodytas.

2) Analogi²kai kaip 1) teiginio atveju i�rodoma, kad (4.4.7) kriteriju� galima
uºra²yti pavidalu (4.4.13), £ia konstantos ci(t), γi(t), i = 1, 2 kol kas dar prik-
lauso nuo t.

Toliau dvi skirtingas kriterijaus formas ºym
esime skirtingai, nes argumentai
skirtingi: ϕ∗3(v), kai kriterijus yra (4.4.13) pavidalo ir ϕ3(u, t), kai kriterijus
yra (4.4.7) pavidalo. Kadangi V = h(U,T ) = a(T )U + b(T ), tai naudodamiesi
s¡lyginio vidurkio savyb
emis ir pirm¡ja (4.4.8) lygybe, gauname:

Eθ0ϕ
∗
3(V ) = Eθ0,ϑϕ

∗
3(V ) = Eθ0,ϑ{Eθ0,ϑ{ϕ3(U,T ) | T }} = α.

Analogi²kai, naudodamiesi s¡lyginio vidurkio savyb
emis ir (4.4.8) antr¡ja ly-
gybe, gauname

Eθ0(V ϕ∗3(V )) = Eθ0,ϑ{Eθ0,ϑ{[a(T )U + b(T )]ϕ3(U,T ) | T }}

= Eθ0,ϑ{a(T )Eθ0,ϑ{Uϕ3(U,T ) | T }+ b(T )Eθ0,ϑ{ϕ3(U,T ) | T }}

= Eθ0,ϑ{a(T )αEθ0,ϑ{U | T }+ b(T )α | T }}

= αEθ0,ϑ{Eθ0,ϑ{a(T )U + b(T ) | T }} = αEθ0V.

Taigi gavome (4.4.14) lygybes. Statistikos V skirstinys, ºinant T = t, neprik-
lauso nuo t, kai θ = θ0, tod
el konstantos ci(t), γi(t), i = 1, 2, kurios randamos
i² ²iu� lygybiu�, taip pat nepriklauso nuo t.

N

4.4.3 pastaba. Statistiku� V = h(U, T ) skirstinio, ºinant T = t, nepriklau-
somumui nuo t tikrinti, kartu funkcijos V = h(U, T ) pavidalui parinkti naudinga
tokia teorema.

4.4.4 teorema. Tegu P yra eksponetinio tipo skirstiniu� ²eima, gaunama i²
(4.4.2), kai θ �ksuotas. Tada statistikos V = h(U, T ) skirstinys, ºinant T = t,
nepriklauso nuo t, jeigu V skirstinys nepriklauso nuo ϑ.

I�rodymas. Kadangi V skirstinys nepriklauso nuo ϑ, tai visoms Borelio
aib
ems A tikimyb
e p = Pϑ(V ∈ A) nepriklauso nuo ϑ. Statistika T yra pakan-
kamoji ²eimos P statistika, tod
el

f(t) = Eϑ(1A(V ) | T = t)} − p
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yra tiktai t funkcija ir nepriklauso nuo ϑ. Tada

Eϑf(T ) = Eϑ{Eϑ(1A(V ) | T = t)} − p = Eϑ1A(V )−Pϑ(V ∈ A) = 0.

I² ²eimos pilnumo i²plaukia, kad Pϑ(V ∈ A | T = t) − p = Eϑ(1A(V ) | T =
t)− p = 0. Taigi a. d. V s¡lyginis skirstinys, ºinant T = t, nepriklauso nuo t.

N
4.4.2 pavyzdys. TGN kriterijai hipotez
ems apie normaliojo skirstinio dispersijos reik²-

mes tikrinti. Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T , gauta stebint normalu�ji� a. d. X ∼
N(µ, σ2). Atsitiktinio vektoriaus X skirstinio tankis

(2πσ2)−n/2 exp{−
nµ2

2σ2
} exp{−

1

2σ2

n∑
i=1

X2
i +

nµ

σ2
X̄} (4.4.17)

priklauso dviparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu� (4.4.2) ²eimai, kai θ = −1/2σ2, trukdan-
tysis parametras ϑ = nµ/σ2, U =

∑
X2
i , T = X̄. Tod
el egzistuoja TGN kriterijai hipotez
ems

H1, H2, H3 apie parametr¡ θ arba (tai ekvivalentu) apie parametr¡ σ2 tikrinti.
Statistika V = h(U, T ) = U−nT 2 =

∑
X2
i −nX̄2 =

∑
(Xi−X̄)2 yra tiesin
e U atºvilgiu,

o jos skirstinys, kai σ �ksuotas, nepriklauso nuo ϑ. Taigi jis nepriklauso ir nuo T = X̄. Tod
el
TGN kriterijus galime sudaryti remdamiesi (4.4.11)�(4.4.14) formul
emis.

Pavyzdºiui, tikrinant hipotez¦ H1 : σ2 ≤ σ2
0 (arba σ2 = σ2

0), kai alternatyva yra H̄1 :
σ2 > σ2

0 , α lygmens TGN kriterijaus kritin
e sritis yra

V > c0;

£ia konstanta c0 ie²koma i² s¡lygos

Pσ0 (V > c0) = α.

Pasinaudoj¦ tuo, kad a. d. V/σ2
0 =

∑
i(Xi − X̄)2/σ2

0 ∼ χ2(n − 1), kai σ2 = σ2
0 , gauname

c0 = σ2
0χ

2
α(n−1); £ia χ2

α(ν) yra chi kvadrato skirstinio su ν laisv
es laipsniais α kritin
e reik²m
e.
Taigi TGN kriterijus yra toks: hipotez
e H1 atmetama, kai

V

σ2
0

=

∑
i(Xi − X̄)2

σ2
0

> χ2
α(n− 1). (4.4.18)

Tegu v yra statistikos V stebinys. Tada kriteriju� (4.4.18) galima suformuluoti P reik²miu�
terminais: hipotez
e H1 atmetama, kai teisinga nelygyb
e

pv = Pσ2
0

{
V

σ2
0

>
v

σ2
0

}
= P

{
χ2
n−1 >

v

σ2
0

}
≤ α.

Analogi²kai, tikrinant hipotez¦ H2 : σ2 ≥ σ2
0 (arba σ2 = σ2

0), kai alternatyva yra H̄2 :
σ2 < σ2

0 , lygmens α TGN kriterijus nusakomas nelygybe

V

σ2
0

=

∑
i(Xi − X̄)2

σ2
0

< χ2
1−α(n− 1),

arba P reik²miu� terminais nelygybe

pv = P

{
χ2
n−1 <

v

σ2
0

}
≤ α.

Tikrinant hipotez¦ H3 : σ2 = σ2
0 , kai alternatyva H̄3 : σ2 6= σ2

0 yra dvipus
e, α lygmens
TGN kriterijumi apibr
eºiama hipotez
es H3 pri
emimo sritis yra

c1 < V < c2, (4.4.19)

o konstantos, randamos i² s¡lygu�

Eσ2
0
ϕ(V ) = Pσ2

0
(V < c1) +Pσ2

0
(V > c2) = α, Eσ2

0
(V ϕ(V )) = αEσ2

0
V.
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Paºym
ekime c∗i = ci/σ
2
0 . Tada Pσ2

0
(V < c1) = P{χ2

n−1 < c∗1}, Eσ2
0
V = (n− 1)ασ2

0 ,

Eσ2
0
(V ϕ(V )) = Eσ2

0
(1{V <c1}V ) + Eσ2

0
(1{V >c2}V ),

Eσ2
0
(1{V <c1}V ) = σ2

0

∫ c∗1

0
xf(x|n− 1)dx =

∫ c∗1

0
x

x
n−1
2
−1

2
n−1
2 Γ(n−1

2
)
e−

x
2 dx

= (n− 1)σ2
0

∫ c∗1

0
f(x|n+ 1)dx = (n− 1)σ2

0P{χ2
n+1 < c∗1}.

Taigi konstantos c∗i randamos i² lyg£iu� sistemos{
P{c∗1 < χ2

n−1 < c∗2} = 1− α,
P{c∗1 < χ2

n+1 < c∗2} = 1− α. (4.4.20)

Vadinasi, TGN kriterijumi hipotez
e H3 priimama, kai

c∗1 <

∑
i(Xi − X̄)2

σ2
0

< c∗2, (4.4.21)

o konstantos randamos i² (4.4.20) s¡lygu�.

4.4.3 pavyzdys. Simetrinis kriterijus hipotezei apie normaliojo skirstinio dispersijos

reik²m¦ tikrinti. Atkreipsime d
emesi�, kad, uºuot naudojus kriteriju�, kurio pri
emimo sri-
tis nusakoma (4.4.21) formule, daºniau renkamasi paslinkt¡ji�, ta£iau papras£iau surandam¡
simetrini� kriteriju�, kai konstantu� c∗i ie²koma tik i² pirmosios (4.4.20) s¡lygos, ir reikalaujama,

kad i�vykiu�
∑

(Xi−X̄)2

σ2
0

< c∗1 ir
∑

(Xi−X̄)2

σ2
0

> c∗2 tikimyb
es, kai σ2 = σ2
0 , sutaptu�. Tada α

lygmens kriterijaus hipotez
es pri
emimo sritis yra

χ2
1−α/2(n− 1) <

∑
i(Xi − X̄)2

σ2
0

< χ2
α/2(n− 1) (4.4.22)

arba P reik²miu� terminais hipotez
e atmetama, kai

P{χ2
n−1 < v/σ2

0} ≤ α/2, arba P{χ2
n−1 > v/σ2

0} ≤ α/2,

£ia v yra statistikos V stebinys. I²vardintu�ju� kriteriju� galia i²rei²kiama chi kvadrato skirstinio
pasiskirstymo funkcija. Pavyzdºiui, (4.4.18) kriterijaus galia yra

β(µ, σ2) = Pµ,σ2{
∑
i(Xi − X̄)2

σ2
0

> χ2
α(n− 1)} = Pµ,σ2{

∑
i(Xi − X̄)2

σ2
>
σ2

0

σ2
χ2
α(n− 1)}

= P{χ2
n−1 >

σ2
0

σ2
χ2
α(n− 1)}. (4.4.23)

Galios funkcija did
eja pagal σ intervale (0,∞), limσ↓0 β(µ, σ2) = 0, β(µ, σ2
0) = α,

limσ→∞ β(µ, σ2) = 1. Taigi kuo didesn
e tikroji σ reik²m
e, tuo didesne tikimybe atmetama
hipotez
e H : σ ≤ σ0. Jei σ reik²m
e labai artima 0, tai hipotez
e beveik niekada neatmetama,
ir, atvirk²£iai, jei ji labai didel
e, tai hipotez
e beveik visada atmetama. Jei σ = σ0, tai hipotez
e
atmetama su tikimybe α.

4.4.4 pavyzdys. TGN kriterijai hipotez
ems apie normaliojo skirstinio vidurkio reik²mes

tikrinti. Tarkime, kad turime 4.4.2 pavyzdºio duomenis. Nagrin
et¡ metod¡ pritaikysime
hipotez
ems H1 : µ ≤ µ0, H2 : µ ≥ µ0, H3 : µ = µ0 apie vidurkio reik²mes tikrinti. Pereidami
prie atsitiktiniu� dydºiu� Xi − µ0, i = 1, ..., n, nesiaurindami prasm
es galime tarti, kad µ0 = 0.
Tankio (4.4.17) formul
eje paºym
ekime θ = nµ/σ2, trukdanti�ji� parametr¡ imkime ϑ = −1/2σ2,
U = X̄, T =

∑
X2
i . Tada, remiantis 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotez
ems

θ ≤ 0, θ ≥ 0, θ = 0, kurios ekvivalen£ios hipotez
ems H1, H2, H3 apie parametr¡ µ, tikrinti.
Kai µ = 0, statistikos

V = h(U, T ) =

√
n(n− 1)U
√
T − nU2

=

√
nX̄

s
∼ S(n− 1),
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s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,

skirstinys (Stjudento skirstinys su n − 1 laisv
es laipsniu�) nepriklauso nuo ϑ ir monotoninis
pagal U , tod
el, remiantis 4.4.3 teorema, α lygmens TGN kriterijus hipotezei H1 : µ ≤ 0
tikrinti, kai alternatyva yra H̄1 : µ > 0, nusakomas kritine sritimi:

t(X) = V =
√
n
X̄

s
> tα(n− 1), (4.4.24)

£ia tα(ν) � Stjudento skirstinio su ν laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e.
Analogi²kai, tikrinant hipotez¦ H2, lygmens α TGN kriterijaus kritin
e sritis yra

t(X) < −tα(n− 1). (4.4.25)

Kai µ 6= 0, statistika t(X) =
√
nX̄/s turi necentrini� Stjudento skirstini� su n − 1 laisv
es

laipsniu� ir necentri²kumo parametras δ =
√
nµ/σ, nes

√
nX̄/σ ∼ N(δ, 1), o

s/σ =
√
χ2
n−1/(n− 1). Tod
el kriterijaus galios funkcija

β(µ, σ2) = Pµ,σ2{t(X) > tα(n− 1)} = P{tδ,n−1 > tα(n− 1)}.

Necentrinio Stjudento skirstinio pasiskirstymo funkcija maº
eja nuo 1 iki 0, kai necentri²kumo
parametras δ kinta nuo 0 iki ∞. Taigi su bet kuriuo �ksuotu σ ir n galia did
eja nuo 0 iki 1,
kai parametras µ perb
ega interval¡ (0,∞), β(0, σ2) = α.

Jei µ 6= 0 �ksuotas, tai, did
ejant dispersijai σ2, galia maº
eja ir art
eja prie reik²mingumo
lygmens α, kai σ →∞. Taigi kriterijus neskiria hipotez
es nuo alternatyvos. Tai suprantama,
pasteb
ejus, kad skirstiniai N(0, σ2) ir N(µ, σ2) prakti²kai neatskiriami, jeigu σ pakankamai
didelis.

Pereiname prie hipotez
es H3 : µ = 0, kai alternatyva H3 : µ 6= 0 yra dvipus
e, tikrinimo.
Kadangi statistikos

W =
U
√
T

=
X̄√∑
X2
i

=

∑n
i=1(Xi/σ)

n
√∑n

i=1(Xi/σ)2

skirstinys, kai µ = 0, nepriklauso nuo ϑ = σ2 ir ji tiesin
e U atºvilgiu, tai, remiantis (4.4.13),
TGN kriterijaus hipotez
es pri
emimo sritis yra

c1 < W < c2. (4.4.26)

Kadangi W skirstinys, kai µ = 0, yra simetrinis 0 atºvilgiu, tai E0W = 0. Tod
el, naudojantis
(4.4.14) formul
emis, konstantos c1 ir c2 randamos i² s¡lygu�:

P0{W < c1}+P0{W > c2} = α, E0{W1(−∞, c1)(W ) + 1(c2,∞)(W )} = 0.

I² paskutin
es s¡lygos i²plaukia (ºymime fW (x, µ) a. d. W tanki� Lebego mato atºvilgiu)∫ c1

−∞
xfW (x, 0)dx = −

∫ ∞
c2

xfW (x, 0)dx =

∫ −c2
−∞

xfW (x, 0)dx,

tod
el c1 = −c2 = −c, o konstanta c randama i² s¡lygos

P0(W > c) =
α

2
.

Vadinasi, TGN kriterijaus kritin
e sritis yra |W | > c.
Statistikos W ir t(X) susietos lygybe

t(X) =
W
√
n(n− 1)

√
1− nW 2

,

i² kurios matome, kad |t| yra did
ejanti |W | funkcija. Tod
el α lygmens kriterijaus kritin¦ sriti�
|W | > c galima perra²yti taip:

|t(X)| > tα/2(n− 1). (4.4.27)
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Kriterijai hipotez
ems H1 : µ ≤ µ0, H2 : µ ≥ µ0, H3 : µ = µ0 tikrinti gaunami i²
nagrin
etu�, a. d. Xi pakeitus Xi − µ0, t. y. (4.4.24), (4.4.25) ir (4.4.27) nelygyb
ese imant

t(X) =
√
n
X̄ − µ0

s
. (4.4.28)

Tegu t yra statistikos
√
n(X̄ − µ0)/s stebinys. Tada P reik²miu� terminais hipotez
es

H1, H2, H3 atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = 1− F (t|n− 1) < α, pv = F (t|n− 1) < α, pv = 2(1− F (|t||n− 1)) < α,

£ia F (t|n− 1) yra Stjudento skirstinio su (n− 1) laisv
es laipsniu pasiskirstymo funkcija.

4.5. Parametriniu� hipoteziu� kriterijai ir pasiklio-

vimo sritys

Parametriniu� hipoteziu� kriteriju� ir pasikliovimo sri£iu� ar intervalu� radimo uº-
daviniai yra glaudºiai susij¦. Ju� klasi�kavimas, pateikiamas 3.6.2 ir 4.5.1 skyre-
liuose, nusakomas tais pa£iais terminais. Statistiniu� kriteriju� ir pasikliovimo
sri£iu� s¡ry²i� apibu	dina tokia teorema.

4.5.1 teorema. Tarkime, kad turime statistini� modeli� X ∼ Pθ,θ ∈ Θ ⊂ Rm.
1. Tegu ϕθ0

(x), θ0 ∈ Θ yra α lygmens kriterijus hipotezei Hθ0
: θ = θ0, kai

alternatyva yra H̄, tikrinti. Paºym
ekime

A(θ0) = {X : ϕθ0(X) 6= 1}

hipotez
es Hθ0
�pri
emimo sriti�� ( nerandomizuotu�ju� kriteriju� atveju sritis A(θ0)

yra pri
emimo sritis). Apibr
eºkime atsitiktin¦ aib¦

C(X) = {θ : X ∈ A(θ)} ⊂ Θ. (4.5.1)

Tada C(X) yra parametro θ pasikliovimo sritis, kai pasikliovimo lygmuo Q =
1− α.

2. Tegu C(X) yra parametro θ pasikliovimo sritis ir pasikliovimo lygmuo
Q = 1− α. Tada su bet kuriuo �ksuotu θ0 ∈ Θ

ϕθ0
(x) = 1− 1C(x)(θ0) (4.5.2)

yra α lygmens kriterijus hipotezei H : θ = θ0 tikrinti. Kai kriterijus neran-
domizuotas, A(θ0) = {X : θ0 ∈ C(X)} yra ²io kriterijaus hipotez
es pri
emimo
sritis.

3. Jeigu ϕθ0
(x) yra nepaslinktasis hipotez
es H : θ = θ0 tikrinimo kriterijus,

tai C(X) � nepaslinktoji pasikliovimo sritis. Atvirk²£iai, jei C(X) yra nepaslink-
toji pasikliovimo sritis, tai kriterijus ϕθ0(X) = 1−1A(θ0)(X) yra nepaslinktasis.

4. Jeigu tikrinant hipotez¦ Hθ0
: θ = θ0 kriterijus ϕθ0

(x), kurio hipotez
es
pri
emimo sritis C(X), galingesnis uº kriteriju� ϕ̃θ0

(x), kurio hipotez
es pri
emimo
sritis C̃(X), tai pasikliovimo sritis C(X) yra tikslesn
e uº pasikliovimo sriti� C̃(X).
Teisingas ir atvirk²£ias teiginys.
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I�rodymas. 1. Nagrin
ekime aib¦ C(X), apibr
eºt¡ (4.5.1) lygybe. Su visais
θ0 ∈ Θ

Pθ0
{θ0 ∈ C(X)} = Pθ0

{X ∈ A(θ)} = 1−Pθ0
{ϕθ0

(X) = 1} =

= 1−
∫

{x:ϕθ0
(x)=1}

ϕθ0
(x)Pθ0

(dx) ≥ 1−Eθ0
ϕθ0

(X) ≥ 1− α.

2. Nagrin
ekime kriteriju� ϕθ0
(X), apibr
eºt¡ (4.5.2) lygybe. Su visais θ0 ∈ Θ

Eθ0
ϕθ0

(X) = 1−Pθ0
{θ0 ∈ C(X)} ≤ α.

3. Reikia i�rodyti, kad

Eθϕθ0
(X) ≥ α ⇐⇒ Pθ{θ0 ∈ C(X)} ≤ 1− α

su visais θ 6= θ0. I�rodoma analogi²kai, tikimyb
es ir vidurkio indeksuose θ0

pakeitus θ.
4. Reikia i�rodyti, kad

Eθϕθ0(X) ≥ Eθϕ̃θ0(X) ⇐⇒ Pθ{θ0 ∈ C(X)} ≤ Pθ{θ0 ∈ C̃(X)}

su θ 6= θ. Tinka ta pati pastaba kaip ir 3 punkte.
N

4.5.1 pastaba. Min
ejome, kad prakti²kai randomizacija n
era atliekama.
Jeigu neegzistuoja nerandomizuotas α lygmens kriterijus, tai parenkamas neran-
domizuotas kriterijus, kurio reik²mingumo lygmuo α′ < α yra kuo artimesnis α.
Tada, remiantis tokiais kriterijais, sudarytos pasikliovimo srities C(X) pasik-
liovimo lygmuo Q′ = 1− α′ > Q = 1− α.

4.5.2 pastaba. Jeigu parametras θ yra vienmatis arba, kai yra daugiamatis
parametras, bet intervalinis i�vertinys sudaromas atskirai θ koordinatei (liku-
sios koordinat
es yra trukdantieji parametrai), tai pasikliovimo sritys paprastai
tampa vienpusiais arba dvipusiais pasikliovimo intervalais.

4.5.1 pavyzdys. Normaliojo skirstinio dispersijos pasikliovimo intervalas ir hipotez
es

apie dispersijos reik²m¦ tikrinimo kriterijus. Tikrindami hipotez¦ H : σ2 = σ2
0 pagal didumo

n paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint a.d. X ∼ N(µ, σ2), gavome (4.4.22) kriteriju�, kurio reik²min-
gumo lygmuo yra α ir hipotez
es pri
emimo sritis

χ2
1−α/2(n− 1) <

(n− 1) s2

σ2
0

< χ2
α/2(n− 1).

Remdamiesi 4.5.1 teorema, i² £ia randame parametro σ2 pasikliovimo interval¡

σ2 =
(n− 1) s2

χ2
α/2

(n− 1)
< σ2 <

(n− 1) s2

χ2
1−α/2(n− 1)

= σ̄2,

kai pasikliovimo lygmuo Q = 1− α.

4.5.2 pavyzdys. Binominio skirstinio parametro pasikliovimo intervalas ir hipotez
es

apie ²io parametro reik²m¦ tikrinimo kriterijus. Stebint a. d. X ∼ B(1, p) pagal didumo n
paprast¡j¡ imti� 3.7.6 skyrelyje sudarytas parametro p pasikliovimo intervalas

p = X1−α/2(T, n− T + 1) < p < Xα/2(T + 1, n− T ) = p̄;
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£ia T = X1 + · · ·+Xn, o Xα(γ, η) yra beta skirstinio su parametrais γ ir η lygmens α kritin
e
reik²m
e. Remdamiesi 4.5.1 teorema, gauname hipotez
es H : p = p0 tikrinimo kriteriju�: H
atmetame, kai

p0 < p arba p0 > p̄.

4.6. Parametriniu� hipoteziu� tikrinimas, kai imtys

didel
es

4.6.1. Tik
etinumu� santykio kriterijaus s¡voka

I²nagrin
ejome TG ir TGN kriteriju� sudarymo metodus hipotez
ems apie ekspo-
nentinio tipo skirstiniu� parametru� reik²mes tikrinti. �ie metodai remiasi Nei-
mano ir Pirsono lema ir jos apibendrinimais. TG ir TGN kriterijai gaunami ir
kai kuriu� neeksponentinio tipo, pavyzdºiui, tolygiu�ju� skirstiniu� atveju. Vis d
elto
daugumai skirstiniu� ²eimu� tokie kriterijai neegzistuoja. Net kai yra eksponen-
tinio tipo ²eimos TG ir TGN kriterijai egzistuoja tik kai kurioms i²skirtin
ems
hipotez
ems.

Kaip ir atliekant parametru� vertinim¡, yra metodu�, kuriais gaunami tam
tikra prasme optimalu	s kriterijai asimptotiniu atveju, kai imties didumas n →
∞. Daºnai esant ir baigtin
ems imtims jais gaunami tie patys kriterijai, kuri-
uos gavome naudodamiesi Neimano ir Pirsono lema. �ie metodai remiasi DT
i�vertiniais, ²iu� i�vertiniu� ir tik
etinumu� santykio asimptotin
emis savyb
emis.

Tarkime, kad imties X skirstinio tankis σ-baigtinio mato µ atºvilgiu yra
f(x,θ), θ ∈ Θ ⊂ Rm ir jo tik
etinumo funkcija

L(θ) = LX(θ) = f(X,θ). (4.6.1)

Norime patikrinti hipotez¦H : θ ∈ Θ0, kai alternatyva yra H̄ : θ ∈ Θ1, Θ0∪
Θ1 = Θ. Tik
etinumu� santykis yra

Λ =
supθ∈Θ0

L(θ)

supθ∈Θ L(θ)
=
L(θ̃)

L(θ̂)
; (4.6.2)

£ia θ̂ � parametro θ didºiausiojo tik
etinumo i�vertinys, o θ̃ � parametro θ di-
dºiausiojo tik
etinumo i�vertinys, rastas, kai θ ∈ Θ0.

Tik
etinumu� santykis i�gyja reik²mes i² intervalo [0, 1], nes s¡lyginis maksimu-
mas yra ne didesnis uº globalu�ji� maksimum¡. DT i�vertiniu� reik²m
es susitelkia
apie tikr¡j¡ parametro reik²m¦. Kai hipotez
e H teisinga, tai abieju� i�vertiniu� θ̂
ir θ̃ reik²m
es susitelkia apie t¡ pa£i¡ reik²m¦. Tod
el s¡lyginis ir globalusis mak-
simumai tur
etu� bu	ti artimi. Vadinasi, (4.6.2) trupmenos reik²m
es tur
etu� bu	ti
artimos 1. Jeigu hipotez
eH neteisinga, tai tikroji parametro reik²m
e, arti kurios
ir tur
etu� bu	ti globalusis maksimumas, nepriklauso sri£iai Θ0. Taigi s¡lyginio
maksimumo reik²m
e tur
etu� bu	ti maºesn
e. Hipotez
es H tikrinimo kriterijaus
kritin
e sritis tur
etu� bu	ti

Λ < cα; (4.6.3)
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£ia cα yra didºiausia konstanta (priklausanti nuo reik²mingumo lygmens α),
tenkinanti s¡lyg¡

cα : Pθ{Λ < cα} ≤ α, ∀ θ ∈ Θ0. (4.6.4)

4.6.1 apibr
eºimas. Statistinis α lygmens kriterijus, apibr
eºiamas (4.6.3)
ir (4.6.4) formul
emis, vadinamas tik
etinumu� santykio kriterijumi.

4.6.1 pavyzdys. Tik
etinumu� santykio kriterijus hipotezei apie normaliojo skirstinio

vidurkio reik²m¦ tikrinti. Tegu imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2).
Tikriname hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄ : µ 6= µ0. Taigi aib
e Θ yra pusplok²-
tum
e Θ = {(µ, σ) : −∞ < µ <∞, σ > 0}, o aib
e Θ0 � pusties
e Θ0 = {µ = µ0, σ > 0}.

Tik
etinumo funkcija

L(µ, σ2) = (2πσ2)−n/2 exp{−
1

2σ2

n∑
j=1

(Xj − µ)2},

o DT i�vertiniai yra

µ̂ = X̄, σ̂2 =
1

n

n∑
j=1

(Xj − X̄)2 =
(n− 1)

n
s2.

Bes¡lyginis L maksimumas

L(µ̂, σ̂2) = (2πσ̂2)−n/2 exp{−
n

2
}.

Kai hipotez
e H teisinga, neºinomo parametro σ2 DT i�vertinys ir s¡lyginis maksimumas yra

σ̃2 =
1

n

n∑
j=1

(Xj − µ0)2, L(µ0, σ̃
2) = (2πσ̃2)−n/2 exp{−

n

2
}.

Taigi tik
etinumu� santykis

Λ =

[
σ̂2

σ̃2

]n/2
=

[
σ̂2

σ̂2 + (X̄ − µ0)2

]n/2
, arba Λ2/n =

1

1 + t2/(n− 1)
;

£ia t = t(X) yra Stjudento (4.4.28) statistika. Kadangi Λ yra monotoni²kai maº
ejanti |t|
atºvilgiu, tai kritin
e (4.6.3) sritis yra ekvivalenti sri£iai

|t| > tα/2(n− 1).

Matome, kad ²iame pavyzdyje tik
etinumu� santykio kriterijus sutampa su
TGN kriterijumi, gautu 4.4.2 skyrelyje.

Analogi²kai ²iam pavyzdºiui, kai egzistuoja TG ar TGN kriterijai, tai tik
e-
tinumu� santykio kriterijus daºniausiai sutampa su jais. Ta£iau ne visada statis-
tikos Λ skirstini� galima suvesti prie ºinomo ir rasti (4.6.3) kritin¦ sriti�. Tokiais
atvejais taikomi apytiksliai kriterijai, gaunami aproksimuojant Λ skirstini�, kai
imtis pakankamai didel
e. Tik
etinumu� santykio asimptotik¡ nagrin
ejome 3.5.4
skyrelyje.

4.6.2. Asimptotiniai tik
etinumu� santykio, Valdo ir infor-
mantinis kriterijai

1. Paprastoji hipotez
e

Nagrin
esime paprast¡j¡ parametrin¦ hipotez¦

H : θ = θ0, θ0 = (θ10, ...,θm0)T .
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�iuo atveju Θ0 = {θ0} susideda i² vieno ta²ko, tod
el DT funkcijos maksimumo
ta²kas aib
eje Θ0 yra θ̃ = θ0.

Remiantis 3.5.4 teorema, kai hipotez
e H teisinga ir modelis tenkina gana
bendras reguliarumo s¡lygas,

RTS = RTS(X,θ0) = −2 ln Λ(θ0) = −2 ln
L(θ0)

L(θ̂n)

d→ χ2
m. (4.6.5)

Taigi asimptotinio tik
etinumu� santykio kriterijaus, kai reik²mingumo lygmuo α,
kritin
e sritis apibr
eºiama lygybe

KTS = {X : RTS(X,θ0) > χ2
α(m)}; (4.6.6)

£ia χ2
α(m) � chi kvadrato skirstinio su m laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e.

Remiantis 3.5.1 i²vada, kai teisinga hipotez
e H ir i²pildytos tos pa£ios s¡ly-
gos,

RV = RV (X,θ0) = −(θ̂n − θ0)T ῭(θ0)(θ̂n − θ0)
d→ χ2

m. (4.6.7)

Vietoje −῭(θ0) galima ra²yti −῭(θ̂n) arba I(θ0), I(θ̂n), nes nuo to ribinis d
esnis
nepakinta.

Taigi asimptotinio Valdo kriterijaus, kai reik²mingumo lygmuo α, kritin
e
sritis apibr
eºiama lygybe

KV = {X : RV (X,θ0) > χ2
α(m)}. (4.6.8)

Remiantis 3.5.2 i²vada, kai teisinga hipotez
e H, statistika

RI = RI(X,θ0) = − ˙̀T (θ0)῭−1(θ0) ˙̀(θ0)
d→ χ2

m (4.6.9)

Vietoje −῭(θ0) galima ra²yti −῭(θ̂n) arba I(θ0), I(θ̂n), nes nuo to ribinis d
esnis
nepakinta.

Taigi asimptotinio informantinio kriterijaus, kai reik²mingumo lygmuo α,
kritin
e sritis apibr
eºiama lygybe

KI = {X : RI(X,θ0) > χ2
α(m)}. (4.6.10)

4.6.1 pastaba. Informantinei (4.6.9) statistikai apskai£iuoti nereikia paramet-
ro θ DT i�vertinio θ̂n.

4.6.2 pastaba. Galima parodyti, kad, imant alternatyvu� sek¡ H̄n : θn =
θ0 + h/

√
n, ribinis visu� statistiku� d
esnis yra necentrinis chi kvadrato d
esnis su

m laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo parametru hT i(θ0)h. Tai i²plaukia i² to,
kad esant teisingai H̄n,

√
n(θ̂n − θ0) =

√
n(θ̂n − θn) + h

d→ Nm(h, i−1(θ0)).

Fiksuotam θ paºym
ekime h =
√
n(θ − θ0). Tada, kai n dideli, apytiksl
e galios

funkcijos turi i²rai²ka
β(θ) ≈ P{χ2

δ,m > χ2
α(m)}; (4.6.11)
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£ia
δ = hT i(θ0)h = n(θ − θ0)T i(θ0)(θ − θ0).

4.6.2 pavyzdys. Asimptotiniai tik
etinumu� santykio, Valdo ir informantinis kriterijai

hipotezei apie Ko²i skirstinio pad
eties parametro reik²m¦ tikrinti. Tarkime, kad paprastoji
imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ K(µ, 1). Tankis ir tik
etinumo funkcija yra

f(x, µ) =
1

π

1

1 + (x− µ)2
, L(µ) =

1

πn

n∏
i=1

1

1 + (Xi − µ)2
.

Reikia patikrinti hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄ : µ 6= µ0.
I² 3.5.7 pavyzdºio ºinome, kad parametro µ DT i�vertinys µ̂n tenkina lygti� ˙̀(µ) = 0, o

funkcijos `(µ) = lnL(µ), ˙̀(µ) Fi²erio informacija I(µ) yra tokia

`(µ) = −n lnπ −
n∑
i=1

ln(1 + (Xi − µ)2), ˙̀(µ) =

n∑
i=1

2(Xi − µ)

1 + (Xi − µ)2
, I(µ) =

n

2
.

Tik
etinumu� santykio statistika

RTS = −2(`(µ0))− `(µ̂n)) = 2

n∑
i=1

ln
1 + (Xi − µ0)2

1 + (Xi − µ̂n)2
,

Valdo ir informantin
e statistika yra

RV =
n

2
(µ̂n − µ0)2, RI =

2

n
˙̀2(µ0).

Kai n dideli, visu� ju� apytikslieji skirstiniai yra χ2(1). Hipotez
e atmetama, kai bet kuri i² ²iu�
statistiku� vir²ija χ2

α(1).
Kriterijaus galia aproksimuojama (ºr. (4.6.11))

β(θ) ≈ P{χ2
δ,1 > χ2

α(1)};

£ia
δ =

n

2
(µ− µ0)2.

2. Sud
etin
es hipotez
es

Nagrin
ekime sud
etin¦ hipotez¦

H : θ ∈ Θ0; Θ0 = {θ : θ = ϕ(λ),λ ∈ G}, G ⊂ Rm−k, k < m,

£ia ϕ : G→ Θ yra tolydºiai diferencijuojamas atvaizdis.
Jau 3.5.4 skyrelyje suºinojome, kad dauguma hipoteziu�, kuriu� gali i²kilti

praktiniuose uºdaviniuose, gali bu	ti uºra²ytos tokiu pavidalu. Pavyzdºiui, taip
gali bu	ti uºra²ytos hipotez
es:

H1 : (θj1 , . . . , θjk) = (θj10, . . . , θjk0), H2 : θj1 = · · · = θjk , (4.6.12)

1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ m.
Remiantis 3.5.6 teorema, kai hipotez
e H teisinga ir modelis tenkina gana

bendras reguliarumo s¡lygas,

RTS = −2 ln

sup
θ∈Θ0

L(θ)

sup
θ∈Θ

L(θ)
= −2 ln

L(θ̃n)

L(θ̂n)

d→ χ2(k). (4.6.13)
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Primename, kad θ̂n yra parametro θ didºiausiojo tik
etinumo i�vertinys, o θ̃n yra
parametro θ didºiausiojo tik
etinumo i�vertinys, rastas, kai θ ∈ Θ0.

Taigi tik
etinumu� santykio kriterijaus, kai reik²mingumo lygmuo α, kritin
e
sritis apibr
eºiama taip:

KTS = {X : RTS(X) > χ2
α(k)}. (4.6.14)

Kai yra hipotez
e H1 : (θj1 , . . . , θjk) = (θj10, . . . , θjk0), sritis G yra (m−k)-mat
e
(ºr. 3.5.4 skyreli�). Tai akivaizdu, nes kai hipotez
e teisinga, liekam−k neºinomu�
parametru�. Taigi ribin
es chi kvadrato statistikos laisv
es laipsniu� skai£ius lygus
k. Hipotez
es H2 : θj1 = · · · = θjk atveju sritis G yra (m − k + 1)-mat
e, nes
kai hipotez
e teisinga, lieka m − k + 1 neºinomu� parametru�. Taigi ribin
es chi
kvadrato statistikos laisv
es laipsniu� skai£ius k − 1. Hipotez
es θ1 = θ2 atveju
laisv
es laipsniu� skai£ius lygus 1.

Remdamiesi 3.5.5 i²vada, kai tikrinama hipotez
e H1 : (θj1 , . . . , θjk) = (θj10,
. . . , θjk0), gauname:

RV = (θ̂j1 − θj10, . . . , θ̂jk − θjk0)A−1
j1...jk

(θ̃n)(θ̂j1 − θj10, . . . , θ̂jk − θjk0)T
d→ χ2

k;
(4.6.15)

£ia Aj1...jk(θ̃n) yra matricos −῭−1(θ̃n) dalin
e matrica, esanti (j1, . . . , jk)-u�ju�
eilu£iu� ir (j1, . . . , jk)-u�ju� stulpeliu� sankirtoje. Vietoje −῭(θ̃n) galima imti ir
I(θ̃n), nuo to ribinis d
esnis nepakinta.

Taigi asimptotinio Valdo kriterijaus, kai reik²mingumo lygmuo α, kritin
e
sritis ²iai hipotezei tikrinti apibr
eºiama lygybe

KV = {X : RV (X) > χ2
α(k)}, (4.6.16)

Remiantis 3.5.6 i²vada, kai hipotez
eH teisinga ir i²pidytos tos pa£ios s¡lygos,

RI = − ˙̀T (θ̃n)῭−1(θ̃n) ˙̀(θ̃n)
d→ χ2

k. (4.6.17)

Vietoje −῭(θ̃n) galima imti ir I(θ̃n), nes nuo to ribinis d
esnis nepakinta.
Taigi asimptotinio informantinio kriterijaus, kai reik²mingumo lygmuo α,

kritin
e sritis apibr
eºiama lygybe

KI = {X : RI(X) > χ2
α(k)}. (4.6.18)

Remiantis 3.5.11 pastaba, kai tikrinama hipotez
e H1 : (θj1 , . . . , θjk) = (θj10, . . . ,
θjk0), statistika RI uºra²oma taip:

RI = ( ˙̀
j1(θ̃n), . . . , ˙̀

jk(θ̃n))Aj1...jk(θ̃n)( ˙̀
j1(θ̃n), . . . , ˙̀

jk(θ̃n))T ,

£ia ˙̀
i yra i-oji vektoriaus ˙̀ komponent
e.

4.6.3 pastaba. Visi nurodyti kriterijai yra asimptotiniai ir naudotini tik kai
n dideli. Daugelio konkre£iu� hipoteziu� kriterijus pavyksta modi�kuoti, i�vedant
papildom¡ daugikli� taip, kad modi�kuotos statistikos konvergavimo greitis i�
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ribini� chi kvadrato skirstini� bu	tu� didesnis ir i²vados bu	tu� tikslesn
es. Tai daºniau-
siai padaroma ²itaip: jei pavyksta tik
etinumu� santykio statistikos vidurki� (kuris,
kai n baigtinis, daºniausiai nesutampa su chi kvadrato su k laisv
es laipsniu�
vidurkiu k) uºra²yti

Eθ0RTS = k(1 +
a

n
+ O(

1

n2
)), n→∞,

£ia a � konstanta, tai, apibr
eºus W = (1− a/n)RTS , gaunama

Eθ0W = k + O(
1

n2
),

t. y. statistikos W vidurkis maºiau skiriasi nuo a. d. χ2
k vidurkio. Statistikos W

konvergavimo i� ribini� d
esni� greitis paprastai didesnis uº statistikos RTS .
Galima aproksimuoti dar tiksliau, naudojantis i²rai²ka

Eθ0(RTS) = k(1 +
a

n
+

b

n2
+ O(

1

n3
))

ir imant statistik¡ W1 = (RTS − ak
n )(1− b

n2 ). Tada

Eθ0W1 = k + O(
1

n3
).

4.6.3 pavyzdys. Tik
etinumu� santykio, Valdo ir Bartleto kriterijai keliu� normaliu�ju�

im£iu� dispersiju� lygybei tikrinti. Tarkime, turime nepriklausomu� atitinkamai didumu� n1, ..., nk
im£iu�,

Xi = (Xi1, ..., Xini )
T , i = 1, ..., k,

gautu� stebint nepriklausomus normaliuosius a. d. Xi ∼ N(µi, σ
2
i ), i = 1, ..., k; bendras

steb
ejimu� skai£ius n = n1 + · · ·+ nk.
Tikriname sud
etin¦ hipotez¦

H : σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k,

kai uºdedama k − 1 apribojimu� parametrams σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k = σ2; £ia σ2 � bendra

neºinoma dispersijos reik²m
e.
Tik
etinumo funkcija

L(µ1, . . . , µk, σ
2
1 , . . . , σ

2
k) =

1

(2π)n/2
∏k
i=1 σ

ni
i

exp

−
k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − µi)2

2σ2
i

 ,

jos logaritmas

` = −
1

2

k∑
i=1

ni lnσ2
i − (n/2) ln(2π)−

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − µi)2

2σ2
i

ir informantinio vektoriaus komponent
es

˙̀
µi =

1

σ2
i

ni∑
j=1

(Xij − µi) =
ni

σ2
i

(X̄i − µi), ˙̀
σ2
i

= −
ni

2σ2
i

+
1

2σ4
i

ni∑
j=1

(Xij − µi)2.

Parametru� i�vertiniai be apribojimu�

µ̂i = X̄i =
1

ni

ni∑
j=1

Xij , σ̂2
i =

1

ni

ni∑
j=1

(Xij − X̄i)2,
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o bes¡lyginis didºiausio tik
etinumo funkcijos maksimumas

L(µ̂1, . . . , µ̂k, σ̂
2
1 , . . . , σ̂

2
k) = (2π)−n/2

k∏
i=1

(σ̂2
i )−ni/2 exp{−

n

2
}.

Kai hipotez
e H teisinga, tik
etinumo funkcijoje visi σ2
i pakei£iami i� σ2. Gauname i�vertinius

µ̃i = µ̂i, σ̃2 =
k∑
i=1

niσ̂
2
i /n

ir s¡lygini� didºiausio tik
etinumo funkcijos maksimum¡

L(µ̃1, . . . , µ̃k, σ̃
2, . . . , σ̃2) = (2π)−n/2(σ̃2)−n/2 exp{−

n

2
}.

Tik
etinumu� santykis

Λ =
L(µ̃1, . . . , µ̃k, σ̃

2, . . . , σ̃2)

L(µ̂1, . . . , µ̂k, σ̂
2
1 , . . . , σ̂

2
k)

=

m∏
i=1

(
σ̂2
i

σ̃2

)ni/2
.

Taigi tik
etinumu� santykio kriterijaus statistika

RTS = −2 ln Λ = n ln σ̃2 −
k∑
i=1

ni ln σ̂2
i =

k∑
i=1

ni ln
σ̃2

σ̂2
i

.

Jeigu ni dideli, tai hipotez
e atmetama apytiksliu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, jei
RTS > χ2

α(k − 1).
Rasime informantinio kriterijaus statistik¡. Gauname

˙̀
µi (µ̃i, σ̃

2) =
ni

σ̃2
(X̄i − µ̃i) = 0, (4.6.19)

˙̀
σ2
i
(µ̃i, σ̃

2) = −
ni

2σ̃2
+

1

2σ̃4

ni∑
j=1

(Xij − µ̃i)2 =
ni

2σ̃4
(σ̂2
i − σ̃2).

Dauguma funkcijos `(µ1, . . . , µk, σ
2
1 , . . . , σ

2
k) antrosios eil
es mi²riu�ju� i²vestiniu� lygios nuliui.

Nenulin
es yra tiktai

῭
µ2
i

= −
ni

σ2
i

, ῭
µiσ

2
i

= −
ni

σ4
i

(X̄i − µi), ῭
(σ2
i )2 =

ni

2σ4
i

−
1

σ6
i

ni∑
j=1

(Xij − µi)2.

Informacin
e matrica diagonali, nes

−E῭
µ2
i

=
ni

σ2
i

, −E῭
µiσ

2
i

= 0, −E῭
(σ2
i )2 =

ni

2σ4
i

.

Matrica I−1(µ̃i, σ̃
2) diagonali, jos i�striºain
es elementai yra

σ̃2

n1
, . . . ,

σ̃2

nk
,

2σ̃4

n1
, . . . ,

2σ̃4

nk
.

Remiantis (4.6.19), informan£iu� vektoriaus pirmosios k komponent
es lygios nuliui. Taigi in-
formantinio kriterijaus (4.6.17) statistika (naudojama informacin
e matrica, nes ji paprasta)
yra

RI =
k∑
i=1

(
ni

2σ̃4
(σ̂2
i − σ̃2))2 2σ̃4

ni
=

1

2

k∑
i=1

ni(
σ̂2
i

σ̃2
− 1)2.

Jeigu ni dideli, tai hipotez
e atmetama apytiksliu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, jei
RI > χ2

α(k − 1).
Modi�kuosime statistik¡ RTS =

∑k
i=1 ni ln(σ̂2

i /σ̃
2), atsiºvelgdami i� 4.6.3 pastab¡. �i-

nome, kad dispersijos σ2 didºiausio tik
etinumo i�vertis σ̂2 yra paslinktasis. Nepaslinkt¡ji�
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i�vertini� s2 gauname i�ved¦ patais¡ s2 = nσ̂2/(n − 1). Tod
el Bartletas pasiu	l
e i² dalies mo-
di�kuoti statistik¡ RTS , i�ra²ant joje nepaslinktuosius dispersiju� i�vertinius ir pakei£iant ni i�
νi = ni − 1, o n i� ν = n− k. Taigi

R̃TS = ν ln s2 −
k∑
i=1

νi ln s2i .

Kai ni →∞ ir hipotez
e teisinga, statistikos R̃TS ir RTS asimptoti²kai turi t¡ pati� chi kvadrato
skirstini� su k − 1 laisv
es laipsniu.

Apskai£iuokime statistikos R̃TS vidurki�. Kai hipotez
e H teisinga, tai kiekviena statistika
(νis

2
i )/2σ

2 turi gama skirstini� G(1, νi/2), o statistika (νs2)/2σ2 � gama skirstini� G(1, ν/2).
Jeigu turime a. d. X ∼ G(1, p), tai

E(ln(aX)) =
1

Γ(p)

∫ ∞
0

ln(ax)e−xxp−1dx = ln a+
d

dp
ln Γ(p).

Pritaik¦ gama funkcijos logaritmo skleidini� (ºr. [1]), tur
esime

E(ln(aX)) = ln a+ ln p−
1

2p
−

1

12p2
+ O(

1

p3
)

ir

ER̃TS = ν{ln
2σ2

ν
+ ln

ν

2
−

1

ν
−

1

3ν2
+ O(

1

ν3
)}

−
k∑
j=1

νj{ln
2σ2

νj
+ ln

νj

2
−

1

νj
−

1

3ν2
j

+ O(
1

ν3
j

)}

= −ν{
1

ν
+

1

3ν2
+ O(

1

ν3
)}+

k∑
j=1

νj{
1

νj
+

1

3ν2
j

+ O(
1

ν3
j

)}

= k − 1 +
1

3
(
m∑
j=1

1

ν2
j

−
1

ν2
) + O(min

1

ν3
j

).

Imame statistik¡

W1 = R̃TS(1−
1

3(k − 1)
(
k∑
j=1

1

ν2
j

−
1

ν2
)).

Kai hipotez
e teisinga, tai

EW1 = k − 1 + O(min
1

ν3
j

).

Jei n n
era labai didelis, statistikosW1 skirstinys tiksliau aproksimuojamas χ2(k−1) skirstiniu.

4.6.3. Asimptotin
e kriteriju� galia. Asimptotinis santyki-
nis efektyvumas

I² dvieju� kriteriju�, kuriu� reik²mingumo lygmuo tas pats, tikslesnis tas, kurio
galia tolygiai didesn
e. Ta£iau daºnai pasitaiko, kad su vienomis alternatyvomis
vieno kriterijaus galia didesn
e uº kito, o su kitomis alternatyvomis, atvirk²£iai.
Suprantama, kad informacija apie kriterijaus gali¡ reikalinga, kad kiekvienu
konkre£iu atveju bu	tu� galima pasirinkti tinkamesni� kriteriju�. Ta£iau rasti kri-
terijaus gali¡ daºnai sud
etinga. Tod
el natu	ralu ie²koti skaitiniu� charakteristiku�,
kurios apibu	dintu� kriteriju� tinkamum¡ ir leistu� papras£iau juos palyginti tar-
pusavyje. Ai²ku, tos charakteristikos tur
etu� bu	ti asimptotin
es, kai imties didu-
mas auga.
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Kai imties didumas neapr
eºtai auga, pagri�stojo (prakti²kai tik tokie ir taiko-
mi) kriterijaus galia art
eja prie 1 kiekvienai alternatyvoje nusakytai parametro
reik²mei. Tod
el kriteriju� negalima apibu	dinti ju� galios riba. Ta£iau, kad ir kokia
didel
e bu	tu� imtis, atsiras alternatyviu� parametru� reik²miu� (galbu	t labai artimu�
hipotez
eje nusakomoms reik²m
ems), su kuriomis kriterijaus galia bus maºesn
e
uº vienet¡. Taigi reik
etu� tirti kriterijaus galios kitim¡ hipotez
eje nurodytos
parametro reik²m
es aplinkoje, t. y. kitim¡, kai imties didumas n → ∞, o
parametro reik²m
e art
eja prie hipotetin
es.

4.6.4 pavyzdys. Empirine mediana ir empiriniu vidurkiu gri�stu� kriteriju� hipotezei apie

vidurkio reik²mes tikrinti pagri�stumas ir asimptotin
es galios funkcijos. Tegu paprastoji imtis
X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(θ, σ2). Tikriname hipotez¦ H : θ ≤ θ0, kai
alternatyva yra H̄ : θ > θ0. TG kriterijus nerandomizuotas. Hipotez
e atmetama, kai

√
n(X̄ − θ0)

s
> tα(n− 1).

Kai parametro reik²m
e θ > θ0 �ksuota ir n→∞,
√
n(X̄ − θ0)

s
=

√
n(X̄ − θ)

s
+

√
n(θ − θ0)

s

P→∞,

nes s P→ σ,
√
n(θ − θ0) → ∞,

√
n(X̄ − θ)/s d→ Y ∼ N(0, 1). Be to, tα(n − 1) → zα. Taigi

kriterijaus galia

β(θ) = Pθ{
√
n(X̄ − θ0)

s
> tα(n− 1)} → 1.

Nagrin
ekime kit¡ (asimptotini�) kriteriju�, gaut¡ remiantis empirine mediana X̃. �inome, kad
√
n(X̃ − θ0)

s
√
π/2

d→ Y ∼ N(0, 1).

Nerandomizuotas asimptotinis reik²mingumo lygmens α kriterijus atmeta hipotez¦, jei
√
n(X̃ − θ0)

s
√
π/2

> zα.

Ta²ke θ0 ²io kriterijaus galia β̃(θ0) → α. Visi²kai analogi²kai, kaip ir pirmojo kriterijaus, su
kiekvienu �ksuotu θ > θ0 galia β̃(θ)→ 1.

Abu kriterijai pagri�sti. Kuris i² ju� geresnis? Norint juos palyginti, vietoje �ksuotos
alternatyvos θ > θ0 nagrin
ekime art
ejan£iu� alternatyvu� sek¡

Hn : θn = θ0 +
h
√
n
, h ≥ 0.

Tada √
n(X̄ − θ0)

s
=

√
n(X̄ − θn)

s
+
h

s

d→ Y ∼ N(h/σ, 1). (4.6.20)

Kriterijaus galia
β(θn)→ Pθ(Y > zα) = 1− Φ(zα − h/σ).

Antrojo kriterijaus galia
β̃(θn)→ 1− Φ(zα −

√
2/π h/σ).

Turime limβ(θn) > lim β̃(θn) su visais h > 0. Vadinasi, pirmasis TG kriterijus asimptoti²kai

yra tolygiai galingesnis uº antr¡ji�.

Apibendrindami tarkime, kad α lygmens kriterijus hipotezei θ ≤ θ0, kai
alternatyva yra θ > θ0, sudaromas naudojantis statistika Tn ir kritin
e sritis yra

√
n(Tn − µ(θ0))

σ(θ0)
> cn,α. (4.6.21)
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Tegu Hn : θ = θn = θ0 + h√
n
yra art
ejan£iu� alternatyvu� seka ir

√
n(Tn − µ(θn))

σ(θn)

d→ Y ∼ N(0, 1). (4.6.22)

Daºnai µ(θ) = EθTn, σ2(θ) = V θTn, bet nebu	tinai. K¡ tik 4.6.4 pavyzdyje
nagrin
eto pirmojo kriterijaus atveju imame Tn = X̄/s. Tada i² (4.6.20) formul
es
i²plaukia, kad

√
n

(
X̄ − θn

s
− θn − θ0

σ

)
=
√
n

(
X̄ − θn

s

)
− h

σ

d→ Y ∼ N(0, 1).

�iuo atveju µ(θ) = (θ − θ0)/σ, σ(θ) = 1.

4.6.1 teorema. Tarkime, kad su visais h ≥ 0 teisinga (4.6.22) formul
e. Be to,
funkcija µ diferencijuojama, o funkcija σ tolydi ta²ke θ0. Tada, kai yra art
ejan£iu�
alternatyvu� seka, kriterijaus, nusakomo (4.6.21) kritine sritimi, galios funkcijos
riba

lim
n→∞

βn(θn) = 1− Φ

(
zα − h

µ̇(θ0)

σ(θ0)

)
.

I�rodymas. Ribinis reik²mingumo lygmuo yra α, tod
el cn,α → zα. Be to,√
n(µ(θn)− µ(θ0))→ µ̇(θ0)h. Tada

βn(θn) = Pθn{
√
n(Tn − µ(θ0))

σ(θ0)
> cn,α}

= Pθn{
√
n(Tn − µ(θn))

σ(θn)
>
cn,ασ(θ0)

σ(θn)
−
√
n(µ(θn)− µ(θ0))

σ(θn)
} →

→ 1− Φ

(
zα − h

µ̇(θ0)

σ(θ0)

)
.

N

4.6.4 pastaba. Fiksuotam θ imkime h =
√
n(θ−θ0). Kai n dideli, apytiksl
e

galios funkcijos i²rai²ka yra

βn(θ) ≈ 1− Φ

(
zα −

√
n(θ − θ0)

µ̇(θ0)

σ(θ0)

)
. (4.6.23)

4.6.5 pastaba. Tik
etinumu� santykio, Valdo ir informantinio asimptotiniu�
kriteriju� galios funkciju� ribos, kai yra art
ejan£ios alternatyvos, uºra²omos ne
normaliojo, o necentrinio chi kvadrato skirstinio terminais.

Tarkime, kad turime kelis (4.6.21) pavidalo kriterijus. Ju� asimptotini� efek-
tyvum¡ galima gauti, palyginus asimptotines galios funkcijas. I�vesime asimp-
totinio santykinio efektyvumo s¡vok¡, kuri taip pat vartojama asimptotiniam
kriteriju� efektyvumui palyginti.
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Tarkime, kad turime parametro θ reik²miu� sek¡ θm ↓ θ0, kai n → ∞. Fik-
suokime reik²mingumo lygmeni� α ∈ (0, 1) ir γ ∈ (α, 1). Kiekvienam kriterijui
ie²kome tokio maºiausio imties didumo nm, kad kriterijaus galia tenkintu� s¡lyg¡:

βnm(θ0) ≤ α, βnm(θm) ≥ γ. (4.6.24)

Tarkime, kad turime du kriterijus, kuriems ²iomis formul
emis apibr
eºtos im£iu�
didumu� sekos yra n1m ir n2m.

4.6.2 apibr
eºimas. Jei egzistuoja riba

E12 = lim
m→∞

n2m

n1m
,

tai ji vadinama pirmojo kriterijaus asimptotiniu santykiniu efektyvumu (ASE)
antrojo atºvilgiu.

�i s¡voka ypa£ prasminga, kai riba nepriklauso nuo α,γ ir sekos θm parinkimo.
Tada E12 parodo dideliu� im£iu� didumu�, reikalingu� uºtikrinti t¡ pa£i¡ lyginamu�
kriteriju� gali¡, santyki�. Pateiksime gana bendras s¡lygas, kuriomis taip yra.

4.6.2 teorema. Tarkime, kad imties X tankis f(x, θ,ϑ) σ-baigtinio mato µ
atºvilgiu yra toks, kad∫

Rn

| f(x, θ,ϑ)− f(x, θ0,ϑ) | µ(dx)→ 0, kai θ ↓ θ0,

su visais n. Statistikos T1n ir T2n apibr
eºia (4.6.21) kritines sritis ir su bet kuria
seka θn ↓ θ0 teisinga (4.6.22) formul
e, o funkcijos µi(θ) ir σi(θ) tenkina 4.6.1
teoremos s¡lygas ir µ̇i(θ0) 6= 0. Tada asimptotinis santykinis efektyvumas E12

nepriklauso nuo α, γ ir sekos θm parinkimo ir

E12 = lim
m→∞

n2m

n1m
=

(
µ̇1(θ0)/σ1(θ0)

µ̇2(θ0)/σ2(θ0)

)2

.

I�rodymas. Pirmiausia parodysime, kad nim → ∞, kai m → ∞. Kriteriju�
galios tenkina (4.6.23) s¡lyg¡, tod
el kiekvieno i² ju� galios funkcija βnm(θ) (kol
kas indekso i nera²ome) tenkina nelygyb¦

βnm(θ0) + 1− βnm(θm) ≤ α+ 1− γ < 1. (4.6.25)

Jei Kn yra kritin
e sritis, tai

βnm(θ0) + 1− βnm(θm) = 1 +

∫
Kn

(f(x, θ0,ϑ)− f(x, θm,ϑ))µ(dx)

≥ 1 +

∫
f(x,θ0,ϑ)−f(x,θm,ϑ)<0

(f(x, θ0,ϑ)− f(x, θm,ϑ))µ(dx)
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= 1+

∫
f(x,θ0,ϑ)+f(x,θm,ϑ)<0

| f(x, θm,ϑ)−f(x, θ0,ϑ) | µ(dx)→ 1, kai m→∞.

Tod
el, pa
em¦ bet koki� baigtini� c > 0, gauname

min
nm≤c

(βnm(θ0) + 1− βnm(θm))→ 1, kai m→∞.

I² £ia i²plaukia, kad jei (4.6.24) nelygyb
es tenkinamos su visais θm, tai nm →∞.
Kadangi ribinis kriterijaus statistikos d
esnis yra normalusis, o nm apibr
eºiami

kaip minimalu	s steb
ejimu� skai£iai, kuriems uºtikrinamas reik²mingumo lygmuo
α ir galingumas, ne maºesnis kaip γ, tai cn,α → zα, o βnm(θm)→ γ. Tod
el

βnm(θm) = Pθm{
√
nm(Tnm − µ(θ0))

σ(θ0)
) > cnm,α}

= Pθm{
√
nm(Tnm − µ(θm))

σ(θm)
>
cnm,ασ(θ0)

σ(θm)
−
√
nm(µ(θm)− µ(θ0))

σ(θm)
}

= Pθm{
√
nm(Tnm − µ(θm))

σ(θm)
> zα + o(1)−

√
nm(θm − θ0)µ̇(θ0)

σ(θ0)
(1 + o(1))} →

→ γ = 1− Φ(zγ), kai m→∞.

Tada
√
nm(θm − θ0)µ̇(θ0)

σ(θ0)
→ zα − zγ ⇐⇒ nm(θm − θ0)2 →

(
(zα − zγ)σ(θ0)

µ̇(θ0)

)2

.

I² £ia gaunamas teoremos teiginys.
N

4.6.5 pavyzdys. Empirine mediana gri�sto kriterijaus asimptotinis santykinis efek-

tyvumas empiriniu vidurkiu gri�sto kriterijaus atºvilgiu. Nagrin
eto 5.6.4 pavyzdºio kriteriju�,
grindºiamu� empiriniu vidurkiu ir empirine mediana, µ1(θ) = (θ − θ0)/σ, σ1(θ) = 1, µ2(θ) =

(θ − θ0)/
√
π/2σ, σ2(θ) = 1, taigi µ̇1(θ0)/σ1(θ0) = 1, µ̇2(θ0)/σ2(θ0) =

√
2/π. Vadinasi,

E12 = (
√
π/2)2 > 1.

Taigi pirmasis kriterijus efektyvesnis. Kai imtys didel
es, vietoje X̄ imant empirin¦ median¡
X̃ reik
es apie π/2 ≈ 1, 57 karto didesn
es imties, kad i²vadu� tikslumas bu	tu� toks pat.

4.6.6 pastaba. Jei pirmosios i²vestin
es µ̇(θ0) = 0, tai ASE apibr
eºim¡
reikia keisti naudojant maºiausios eil
es nenulines i²vestines.

4.6.7 pastaba. Kelet¡ kitokiu� kriteriju� palyginimo rodikliu� galima rasti
knygoje [15], 7a.7 skyrelyje.

4.7. Parametriniu� hipoteziu� tikrinimo pavyzdºiai

Remdamiesi tuo, kas i²d
estyta, pateiksime daºniausiai naudojamu� modeliu� para-
metriniu� hipoteziu� tikrinimo pavyzdºiu�.
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I² pradºiu� detaliau aptarsime parametriniu� hipoteziu� apie normaliojo skirs-
tinio parametru� reik²mes tikrinimo kriterijus. Normalusis skirstinys svarbus
ne tik tod
el, kad juo daºnai apra²omi stebimu� a. d. skirstiniai, bet ir d
el to,
kad daugelio statistiku�, kuriais grindºiami kriterijai, skirstiniai aproksimuojami
normaliuoju skirstiniu.

4.7.1. Vienmatis normalusis skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint normalu�ji� a. d. X ∼
N(µ, σ2), −∞ < µ < +∞, σ > 0.

1. Hipoteziu� apie vidurkio reik²mes tikrinimas

a) Dispersijos reik²m
e ºinoma. Tegu parametru� kitimo sritis yra −∞ < µ <
+∞, σ = σ0. Tikrinkime hipotez¦ H1 : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄1 : µ >
µ0. Kadangi skirstinys priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniu�
²eimai, T = X̄ yra pakankamoji statistika, tai egzistuoja (4.3.1) pavidalo TG
kriterijus (ºr. 4.2.4 pastab¡). Reik²mingumo lygmens α kriterijaus kritin
e sritis

K1 = {X : Z =
√
n
X̄ − µ0

σ0
> zα}. (4.7.1)

Kriterijaus galia

β1(µ) = Pµ{
√
n
X̄ − µ0

σ0
> zα} = Pµ{

√
n
X̄ − µ
σ0

> zα − λ}

= Φ(λ− zα), λ =
√
n
µ− µ0

σ0
. (4.7.2)

Kriterijaus galios funkcija β1(µ), argumentu imant λ, pavaizduota 4.7.1
paveiksle (α = 0, 05)

Tarkime, z yra statistikos Z realizacija. Tada P reik²miu� terminais kriterijus
(4.7.1) formuluojamas taip: hipotez
e H atmetama lygmens α kriterijumi, kai

pv = Pµ0
{Z > z} = 1− Φ(z) < α.

4.7.1 pav. Galios funkciju� pavyzdºiai
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Kaip ir 4.2.1 pavyzdyje i�sitikiname, kad, tikrinant hipotez¦ H2 : µ = µ0, kai
alternatyva yra H̄2 : µ < µ0, TG kriterijaus kritin
e sritis yra

K2 = {X : Z =
√
n
X̄ − µ0

σ0
< −zα}, (4.7.3)

arba P reik²miu� terminais, hipotez
e atmetama, kai

pv = Φ(z) < α.

�io kriterijaus galia

β2(µ) = Pµ{
√
n
X̄ − µ0

σ0
< −zα} = Φ(−λ− zα) (4.7.4)

monotoni²kai art
eja prie 1, kai µ− µ0 → −∞ (ºr. 4.7.1 pav.).
Palygin¦ (4.7.2) ir (4.7.4) kriteriju� galias, matome, kad funkcija β2(µ) simet-

rin
e funkcijai β1(µ) ta²ko µ = µ0 (arba λ = 0) atºvilgiu.
Tikrinant hipotez¦ H3 : µ = µ0, kai alternatyva H̄3 : µ 6= µ0 yra dvipus
e,

tolygiai galingiausias kriterijus neegzistuoja. Jeigu ²iai alternatyvai taikytume
(4.7.2) kriteriju�, tai galios funkcija β1(µ), apibr
eºta visiems −∞ < µ < ∞ ,
bu	tu� maºesn
e uº reik²mingumo lygmeni�, kai µ < µ0 (ºr. 4.7.1 pav. bru	k²nin
e
linija), t. y. kriterijus, kurio kritin
e sritis (4.7.1), bu	tu� paslinktasis. Apsiribojus
nepaslinktaisiais kriterijais, TGN kriterijus pateiktas 4.3.1 pavyzdyje. Jo kritin
e
sritis

K3 = {X : |Z| =
√
n
|X̄ − µ0|

σ0
> zα/2}, (4.7.5)

o galios funkcija
β3(µ) = Φ(−λ− zα/2) + Φ(λ− zα/2) (4.7.6)

art
eja prie 1, kai |µ − µ0| → ∞ (arba |λ| → ∞). TGN kriterijaus (4.7.5) galia
β3(µ), suprantama, yra maºesn
e uº TG kriteriju� gali¡ β1(µ) arba β2(µ) srityse,
kuriose ²ios funkcijos apibr
eºtos. Tai matyti i² 4.7.1 paveikslo.

Kriterijus (4.7.5) P reik²miu� terminais formuluojamas taip: hipotez
e at-
metama, kai

pv = 2 min(Φ(z), 1− Φ(z)) = 2(1− Φ(|z|)) < α.

4.7.1 pastaba. Remiantis 4.5.3 skyrelio rezultatais galima tvirtinti, kad
(4.7.1) ir (4.7.3) kriterijai yra TG ir sud
etin
ems hipotez
ems H1 : µ ≤ µ0 arba
H2 : µ ≥ µ0 tikrinti, kai alternatyvos atitinkamai yra H̄1 : µ > µ0 arba H̄2 :
µ < µ0.

4.7.2 pastaba. Pagal 4.5 skyrelio medºiag¡, (4.7.1), (4.7.3) ir (4.7.5) krite-
rijus galima perra²yti pasikliovimo intervalu� terminais. Bu	tent patekti i� kritin¦
sriti� K1 yra ekvivalentu nelygybei µ0 < µ, o patekti i� K2 � nelygybei µ0 >
µ; £ia µ ir µ yra parametro µ pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lygmuo
Q = 1 − 2α, vir²utinis ir apatinis r
eºiai. Patekti i� kritin¦ sriti� K3 ekvivalentu
nelygyb
ems µ0 < µ arba µ0 > µ, kai intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− α.
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4.7.1 pavyzdys.Hipotez
es apie normaliojo skirstinio vidurkio reik²mes tikrinimas. Tar-
kime, pagal didumo n = 50 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint a. d. X ∼ N(µ, 4), surasta empirinio
vidurkio realizacija X̄ = 1, 51. Reikia patikrinti hipotez¦ H : µ ≤ 1, kai alternatyva yra
H̄1 : µ > 1, o kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05.

Remdamiesi (4.7.1) randame statistikos Z realizacij¡

z =
√
n
X̄ − 1

σ
= 1, 803

ir palyginame j¡ su kritine reik²me z0,05 = 1, 645. Kadangi Z realizacija z didesn
e uº 1,645,
tai hipotez
e H atmetama.

Kriteriju� galime suformuluoti P reik²miu� terminais. Randame P reik²m¦ pv = 1−Φ(z) =
1− Φ(1, 803) = 0, 0357. Kadangi P reik²m
e maºesn
e uº reik²mingumo lygmeni� α = 0, 05, tai
hipotez
e atmetama.

Remiantis 4.5 skyreliu, kriteriju� galima suformuluoti pasikliovimo intervalu� terminais.
Randame parametro µ pasikliovimo lygmens Q = 1− 2α = 0, 9 pasikliovimo interval¡

(µ; µ) = (X̄ − zα
σ
√
n

; X̄ + zα
σ
√
n

) = (1, 045; 1, 975).

Kadangi µ0 = 1 < µ = 1, 045, t. y. pasikliovimo intervalas pasislink¦s i� de²in¦ nuo hipotetin
es

reik²m
es µ0 = 1, tai hipotez
e H atmetama.

4.7.3 pastaba. Atkreipkime d
emesi� i� (4.7.2), (4.7.4) ir (4.7.6) formules �
galia priklauso ne tik nuo alternatyvios parametro reik²m
es, bet ir nuo imties
didumo n. Jeigu kriterijus pagri�stasis, tai su kiekviena alternatyvia parametro
reik²me jo galia art
eja prie 1, kai n → ∞. Kriterijaus (4.7.1) galios priklau-
somyb
e nuo imties didumo n gra�²kai pavaizduota 4.7.2 paveiksle.

4.7.2 pav. Kriterijaus galios priklausomyb
e nuo imties didumo

Remiantis kriterijaus galios priklausomybe nuo imties didumo, galima taip
planuoti eksperiment¡, t. y. parinkti toki� imties didum¡ n, kad tas kriterijus
tur
etu� reikiam¡ gali¡. Tuo i�sitikinsime panagrin
ej¦ toki� pavyzdi�.

4.7.2 pavyzdys. Imties didumo parinkimas. Remdamiesi (4.7.1) kriterijumi tikriname
hipotez¦ H1 : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄1 : µ > µ0. I² galios pavidalo matome, kad jei
skirtumas µ−µ0 yra maºas, tai prireiks labai didelio n, kad neteisinga hipotez
e bu	tu� atmesta.
Prakti²kai tokio klaidingo sprendimo pasekm
es gali bu	ti nedidel
es, palyginti su pasekm
emis,
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kai H1 priimama tikrajai µ reik²mei daug skiriantis nuo µ0. Sakykime, reikia parinkti toki�
imties didum¡ n, kad tikimyb
e, jog hipotez
e H1 bus priimta, kai tikroji parametro reik²m
e µ
yra intervale [µ1,∞), bu	tu� ne didesn
e uº α′. Tada, ie²kant imties didumo, n atºvilgiu reikia
i²spr¦sti nelygyb¦ (ºr. 4.7.2 pav., bru	k²nin
e linija)

β1(µ1) = Φ(
√
n
µ1 − µ0

σ0
− zα) ≥ 1− α′.

I² £ia gauname, kad imties didumas n tenkina nelygyb¦

n ≥
σ2

0

(µ1 − µ0)2
(zα′ + zα)2. (4.7.7)

Matome, kad imties didumas tiesiog proporcingas dispersijai ir atvirk²£iai proporcingas ats-

tumo µ1 − µ0 kvadratui.

4.7.3 pavyzdys. (4.7.1 pavyzdºio t¦sinys). Imties didumo radimas. Tarkime, kad 4.7.1
pavyzdºio s¡lygomis reikia rasti toki� imties didum¡, kad tikimyb
e atmesti hipotez¦ H : µ ≤ 1
bu	tu� ne maºesn
e uº 0,99, kai tikroji parametro µ reik²m
e tenkina nelygyb¦ µ ≥ 1, 5.

Remiantis (4.7.7) imties didumas n turi tenkinti nelygyb¦

n ≥
σ2

0

(µ1 − µ0)2
(zα + zα′ )

2 =
4

0, 52
(z0,05 + z0,01)2 = 252, 33.

Taigi imties didumas turi bu	ti ne maºesnis uº 253.

b) Dispersijos σ2 reik²m
e neºinoma. �iuo atveju stebimo a. d. skirstinys
priklauso dviparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Tikrinama hipo-
tez
e d
el vieno parametro reik²miu�, o kitas parametras yra trukdantysis. Tod
el
reikia remtis 4.5.4 skyrelio medºiaga.

Hipoteziu� d
el vidurkio µ reik²miu� tikrinimo kriteriju� sudarymas detaliai i²-
nagrin
etas 4.4.4 pavyzdyje.

Tikrinant hipotez¦ H1 : µ = µ0 (arba µ ≤ µ0 ), kai alternatyva yra H̄1 :
µ > µ0, hipotez¦ H2 : µ = µ0 (arba µ ≥ µ0), kai alternatyva yra H̄2 : µ < µ0,
hipotez¦ H3 : µ = µ0, kai alternatyva H̄3 : µ 6= µ0 yra dvipus
e, egzistuoja TGN
kriterijai, kuriu� kritin
es sritys atitinkamai

K1 = {X :
√
n
X̄ − µ0

s
> tα(n− 1)},

K2 = {X :
√
n
X̄ − µ0

s
< −tα(n− 1)}, (4.7.8)

K3 = {X :
√
n
|X̄ − µ0|

s
> tα/2(n− 1)}.

Jeigu tikroji parametro reik²m
e yra µ 6= µ0, tai a. d.

√
n
X̄ − µ0

s
=

√
n X̄−µσ +

√
nµ−µ0

σ√
s2

σ2

=
Z + λ√

1
n−1χ

2
n−1

= tn−1;λ
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yra trupmena, kurios skaitiklyje Z + λ ∼ N(λ, 1), o vardiklyje po²aknyje ne-
priklausantis nuo skaitiklio a. d. χ2

n−1 padalytas i² savo laisv
es laipsniu�. Tokio
santykio skirstinys vadinamas necentriniu Stjudento skirstiniu su n − 1 laisv
es
laipsniu� ir necentri²kumo parametru λ =

√
n(µ− µ0)/σ. Taigi (4.7.8) kriteriju�

galia i²rei²kiama necentrinio Stjudento skirstinio pasiskirstymo funkcija. Kai
µ = µ0, tai necentri²kumo parametras 0 ir kriterijaus galia lygi α.

Kai λ→∞ hipotez
esH1 atveju, λ→ −∞ hipotez
esH2 atveju arba |λ| → ∞
hipotez
es H3 atveju, tai kriterijaus galia art
eja prie 1.

Pavyzdyje 4.4.4 buvo pasteb
eta, kad kai n ir µ �ksuoti, o dispersija σ2 did
eja,
kriterijaus galia art
eja prie reik²mingumo lygmens, nes necentri²kumo parame-
tras λ→ 0.

Paºym
ekime t statistikos T =
√
n(X̄ − µ0)/s realizacij¡ ir tegu F (x|ν)

yra Stjudento skirstinio su ν laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada
P reik²miu� terminais kriterijai (4.7.8) formuluojami taip: hipotez
es H1, H2, H3

atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = 1− F (t|n− 1) ≤ α, pv = F (t|n− 1) ≤ α,

pv = 2 min(1− F (t|n− 1), F (t|n− 1)) = 2(1− F (|t||n− 1)) ≤ α.
4.7.4 pavyzdys.(Hipotez
es apie vidurkio reik²m¦ tikrinimas. Imties didumo parinki-

mas) Tarkime, kad 4.7.1 pavyzdyje dispersija σ2 neºinoma, o jos NMD i�vertis s2 = 4. a)
Patikrinsime hipotez¦ H : µ ≤ 1, kai alternatyva yra H̄1 : µ > 1, o kriterijaus reik²mingumo
lygmuo α = 0, 05. b) Rasime toki� imties didum¡, kad hipotez
e H bu	tu� atmesta su tikimybe,
ne maºesne uº 0,99, kai tikroji parametro µ reik²m
e tenkina nelygyb¦ (µ− 1)/σ ≥ 0, 25.

a) Remdamiesi (4.7.8) randame statistikos T realizacij¡

t =
√
n
X̄ − 1

s
= 1, 803

ir palyginame j¡ su kritine reik²me t0,05(49) = 1, 6766. Kadangi T realizacija didesn
e uº
1,6766, tai hipotez
e H atmetama. Randame P reik²m¦ pv = 1 − F (1, 803|49) = 0, 0388.
Kadangi P reik²m
e pv = 0, 0388 yra maºesn
e uº reik²mingumo lygmeni� α = 0, 05, tai hipotez
e
atmetama.

b) Imties didumui rasti turime nelygyb¦

P{tn−1;λ > tα(n− 1)} ≥ 0, 99, λ =
√
n(µ− µ0)/σ =

√
n/4.

Tegu F (x|ν;λ) = P{tν;λ ≤ x} yra necentrinio Stjudento skirstinio su ν laisv
es laipsniais ir
necentri²kumo parametru λ pasiskirstymo funkcija. Tada reikia rasti maºiausi¡ji� sveik¡ skai£iu�
n, tekinanti� nelygyb¦

1− F (tα(n− 1)|n− 1;
√
n/4) ≤ 0, 01.

Naudodami SAS arba SPSS paketus randame, kad 1−F (t0,05(252)|252;
√

253/4) = 0, 01015 >

0, 01, o 1−F (t0,05(253)|253;
√

254/4) = 0, 00993 < 0, 01. Taigi imties didumas n turi tenkinti
nelygyb¦ n ≥ 254.

Kai n
era galimyb
es pasinaudoti kompiuteriu, apytiksliai reikaling¡ imties didum¡ galima
rasti naudojant normali¡j¡ aproksimacij¡. Turime

P{tn−1;λ > tα(n− 1)} = P{U > 0}, U = Z + λ− tα(n− 1)
√
χ2
n−1/(n− 1);

EU ≈ λ− tα(n− 1), V U ≈ 1 +
t2α(n− 1)

2(n− 1)
.

Apytiksliam imties didumui rasti turime nelygyb¦

P{U > 0} ≈ 1− Φ((tα(n− 1)− λ)/
√

1 + t2α(n− 1)/(2(n− 1))) ≥ 0, 99.
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I² £ia gauname, kad imties didumas n tenkina nelygyb¦

n ≥ 16
[
t0,05(n− 1) + t0,01(n− 1)

√
1 + t20,05(n− 1)/(2(n− 1))

]2
⇔ n ≥ 254.

Taigi aproksimacija normaliuoju skirstiniu ²iame pavyzdyje yra gana tiksli.

2. Hipoteziu� apie dispersijos reik²mes tikrinimas

a) Vidurkio µ reik²m
e yra ºinoma ir lygi µ0.

Imties X = (X1, ..., Xn)T skirstinys priklauso vienparametriu� eksponentinio
tipo skirstiniu� ²eimai (4.3.6), o tankis

f(x, θ) = h(x) exp{η(θ)T (x)− b(θ)};

£ia

η(θ) = − 1

2σ2
, T (x) =

∑
i

(xi − µ0)2, b(θ) = lnσ, h(x) = (
√

2π)−n.

Tod
el, remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG kriterijus hipotezei H1 : σ2 =
σ2

0 (arba σ2 ≤ σ2
0), kai alternatyva yra H̄1 : σ2 > σ2

0 , tikrinti. Jo kritin
e sritis

K1 = {X :
T (X)

σ2
0

> χ2
α(n)}. (4.7.9)

Egzistuoja TG kriterijus hipotezei H2 : σ2 = σ2
0 (arba σ2 ≥ σ2

0), kai alter-
natyva yra H̄2 : σ2 < σ2

0 , tikrinti. Kritin
e sritis

K2 = {X :
T (X)

σ2
0

< χ2
1−α(n)}. (4.7.10)

Paºym
ekime y statistikos Y = T (X)/σ2
0 realizacij¡ ir tegu F (x|ν) yra χ2

skirstinio su ν laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reik²miu� termi-
nais kriterijai (4.7.9),(4.7.10) formuluojami taip: hipotez
es H1, H2 atmetamos,
kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = 1− F (y|n− 1) ≤ α, pv = F (y|n− 1) ≤ α.

Tikrinant hipotez¦ H3 : σ2 = σ2
0 , kai alternatyva H̄3 : σ2 6= σ2

0 yra dvipus
e,
TG kriterijus neegzistuoja. Ta£iau, naudojantis 4.3.2 teorema, galima rasti
TGN kriteriju�, kurio kritin
e sritis

K3 = {X :
T (X)

σ2
0

< c1 arba
T (X)

σ2
0

> c2}; (4.7.11)

£ia konstantos c1 ir c2 randamos i² lyg£iu� sistemos (ºr. 4.4.2 pavyzdi�){
P{c1 < χ2

n < c2} = 1− α,
P{c1 < χ2

n+2 < c2} = 1− α.
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Kriteriju�, apibr
eºtu� (4.7.9), (4.7.10) ir (4.7.11) formul
emis, galios funkcijos
β1(σ2), β2(σ2) ir β3(σ2) i²rei²kiamos χ2 skirstinio pasiskirstymo funkcija

β1(σ2) = Pσ2{T (X)

σ2
0

> χ2
α(n)} = P{χ2

n >
σ2

0

σ2
χ2
α(n)},

β2(σ2) = P{χ2
n <

σ2
0

σ2
χ2

1−α(n)}, (4.7.12)

β3(σ2) = 1−P{σ
2
0

σ2
c1 < χ2

n <
σ2

0

σ2
c2}.

4.7.4 pastaba. Daºnai vietoje (4.7.11) kriterijaus taikomas paslinktasis,
ta£iau papras£iau randamas simetrinis kriterijus, kurio kritin
e sritis

K̃3 = {X :
T (X)

σ2
0

< χ2
1−α/2(n), arba

T (X)

σ2
0

> χ2
α/2(n)}. (4.7.13)

P reik²miu� terminais kriterijus formuluojamas taip: hipotez
e H3 atmetama,
kai teisinga nelygyb
e

pv = 2 min(1− F (y|n− 1), F (y|n− 1)) ≤ α.

�is kriterijus yra paslinktasis. Kai n dideli (4.7.11) ir (4.7.13) kriterijai maºai
kuo skiriasi. Palyginti 4.7.3 paveiksle pavaizduoti ²iu� kriteriju� galios funkciju�
β3(σ2) ir β̃3(σ2) gra�kai, kai imties didumas n = 10 ir n = 30, o argumentu
imamas santykis λ = σ2

0/σ
2, reik²mingumo lygmuo (α = 0, 05).

4.7.3 pav. TGN ir paslinktojo kriteriju� galios funkcijos

b) Vidurkio reik²m
e neºinoma. Imties skirstinys priklauso dviparametrei
eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Tikrinamos hipotez
es d
el vieno parametro
reik²miu�, o kitas parametras yra trukdantysis.
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TGN kriterijai pateikiami 4.4.2 pavyzdyje. Ju� kritin
es sritys nuo apibr
eºtu�
(4.7.9), (4.7.10), (4.7.11) ir (4.7.13) formul
emis skiriasi tik tuo, kad vietoje krite-
rijaus statistikos

∑
i(Xi − µ0)2 yra

∑
i(Xi − X̄)2, o imties didumas n pakeistas

n− 1.

4.7.5 pavyzdys. Imties didumo radimas. Tarkime, didumo n paprastoji imtis gauta
stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2). Tikrinama hipotez
e H : σ2 ≤ σ2

0 , kai alternatyva yra H̄1 :
σ2 > σ2

0 , o kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05. Reikia rasti toki� imties didum¡, kad
hipotez
e H bu	tu� atmetama su tikimybe, ne maºesne uº 0,9, kai tikroji parametro σ2 reik²m
e
tenkina nelygyb¦ σ2 ≥ 1, 5σ2

0 .
Remdamiesi (4.7.12) formul
eje pateikta galios funkcijos i²rai²ka, imties didumui rasti

turime nelygyb¦

β1(σ2) = P{χ2
n−1 >

2

3
χ2
α(n− 1)} ≥ 0, 9 ⇔ n ≥ 105.

Apytiksliai imties didum¡ galime rasti naudodami a. d. χ2
n aproksimavim¡ normaliuoju

skirstiniu. Imties didumui rasti turime nelygyb¦

β1(σ2) ≈ 1− Φ

(
2χ2
α(n− 1)/3− (n− 1)√

2(n− 1)

)
≥ 0, 9 ⇔ n ≥ 102, 8.

Taigi imties didumas turi bu	ti ne maºesnis uº 103. Aproksimacijos paklaida palyginti ne-

didel
e.

4.7.2. Dvieju� normaliu�ju� im£iu� parametru� palyginimo hipo-
tez
es

Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Ym)T yra nepriklausomos imtys,
gautos stebint n. a. d. X ∼ N(µ1, σ

2
1) ir Y ∼ N(µ2, σ

2
2). Jungtin
es imties

(XT ,Y T )T tankis

f(X,Y ;θ) = C exp{− 1

2σ2
1

∑
i

X2
i +

µ1

σ2
1

∑
i

Xi−
1

2σ2
2

∑
i

Y 2
i +

µ2

σ2
2

∑
i

Yi− b(θ)}

(4.7.14)
priklauso keturparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai, parametras θ =
= (µ1, µ2, σ1, σ2)T ,−∞ < µ1, µ2 <∞, 0 < σ1, σ2 <∞, C = (2π)−(m+n)/2.

1. Vidurkiu� palyginimo hipotez
es. Sakykime, reikia patikrinti hipotezes
H1 : µ1 − µ2 ≤ β0 (arba µ1 − µ2 = β0), H2 : µ1 − µ2 ≥ β0 (arba µ1 − µ2 = β0)
ir H3 : µ1 − µ2 = β0, kai alternatyvos atitinkamai yra H1 : µ1 − µ2 > β0,
H2 : µ1 − µ2 < β0 ir H3 : µ1 − µ2 6= β0. Skirsime kelet¡ atveju�.

a) Dispersiju� σ2
1 ir σ2

2 reik²m
es yra ºinomos ir lygios atitinkamai σ2
10 ir σ2

20.
Tada (4.7.14) tankis priklauso tik nuo dvieju� parametru� µ1 ir µ2. Pertvarkykime
ji� taip, kad i²siskirtu� parametras µ1 − µ2 − β0 ir tankis i�gytu� (4.4.2) pavidal¡:

f(X,Y ; θ, ϑ) = exp{θU(X,Y ) + ϑT (X,Y )−B(θ, ϑ)},

θ =
(µ1 − µ2 − β0)mn

mσ2
10 + nσ2

20

, ϑ =
nσ2

20(µ1 − β0) +mσ2
10µ2

mσ2
10 + nσ2

20

,

U = U(X,Y ) = X̄ − Ȳ , T = T (X,Y ) =
n

σ2
10

X̄ +
m

σ2
20

Ȳ .
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Kadangi statistikos

Z =
(X̄ − Ȳ − β0)

√
mn√

mσ2
10 + nσ2

20

skirstinys, kai µ1−µ2 = β0, yra N(0, 1) ir nepriklauso nuo ϑ, tai jis nepriklauso
ir nuo T (ºr. 4.4.4 teorem¡). Remiantis 4.4.3 teorema, egzistuoja TGN kriterijai
d
el parametro θ (kartu d
el skirtumo µ1 − µ2) reik²miu�, kai yra vienpus
es ar
dvipus
e alternatyvos. Kadangi Z yra monotoni²kai did
ejanti ir tiesin
e pagal U ,
tai nagrin
ejamu� hipoteziu� tikrinimo kriteriju� kritin
es sritys yra

K1 = {(X,Y ) : Z > zα}, K2 = {(X,Y ) : Z < −zα},

K3 = {(X,Y ) : |Z| > zα/2}. (4.7.15)

Kriteriju� galios funkcijos i²rei²kiamos standartinio normaliojo skirstinio pa-
siskirstymo funkcija Φ(x) (ºr. (4.7.2), (4.7.4) ir (4.7.6) formules).

Paºym
ekime z statistikos Z realizacij¡. Tada P reik²miu� terminais kriterijai
(4.7.15) formuluojami taip: hipotez
es H1, H2, H3 atmetamos, kai atitinkamai
teisingos nelygyb
es

pv = 1− Φ(z) ≤ α, pv = Φ(z) ≤ α,

pv = 2 min(1− Φ(z),Φ(z)) = 2(1− Φ(|z|)) ≤ α.
b) Dispersiju� reik²m
es neºinomos, ta£iau ºinoma, kad jos vienodos σ2

1 = σ2
2 =

σ2. Tankis, apibr
eºiamas (4.7.14) lygybe, priklauso nuo triju� parametru� � µ1, µ2

ir σ2. Pertvarkykime (4.7.14) tanki� taip, kad i²siskirtu� dominantis parametras
µ1 − µ2 − β0:

f(X,Y ; θ, ϑ) = exp{θU + ϑ1T1 + ϑ2T2 −B(θ, ϑ1, ϑ2)},

U = X̄ − Ȳ , T1 = nX̄ +mȲ , T2 =
∑
i

X2
i +

∑
i

Y 2
i ,

θ =
(µ1 − µ2 − β0)mn

(m+ n)σ2
, ϑ1 =

n(µ1 − β0) +mµ2

(m+ n)σ2
, ϑ2 = − 1

2σ2
.

Nagrin
ekime statistik¡

V = V (U, T1, T2) =
X̄ − Ȳ − β0√∑

i(Xi − X̄)2 +
∑
i(Yi − Ȳ )2

=
U − β0√

T2 − 1
m+nT

2
1 − mn

m+nU
2
.

Funkcija V yra monotoni²kai did
ejanti pagal U . Be to, jos skirstinys, kai
θ = 0, nepriklauso nuo parametru� µ1, µ2, σ (kartu nuo T1, T2; ºr. 4.4.4 teorem¡).
Tuo i�sitikinti galima paºym
ejus, kad V reik²m
e nepakinta, kai Xi pakei£iama i�
(Xi − µ1)/σ ir Yi pakei£iama i� (Yi − µ2)/σ.

Remiantis 4.4.3 teorema, egzistuoja TGN kriterijus hipotezei H1 : θ ≤ 0
(arba µ1 − µ2 ≤ β0), kai alternatyva yra H1 : θ > 0, tikrinti. Jo kritin
e sritis
yra V ≥ c1, arba ekvivalen£ia forma

T ≥ c′1, (4.7.16)
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T = V

√
mn(m+ n− 2)

m+ n
=

X̄ − Ȳ − β0√
s2

1(n− 1) + s2
2(m− 1)

√
mn(m+ n− 2)

m+ n
;

£ia s2
1 ir s2

2 yra nepasliktieji dispersijos σ2 i�vertiniai, sudaryti pagal imti� X ir
imti� Y . Kadangi statistikos T skirstinys, kai µ1 − µ2 = β0, yra Stjudento su
m+ n− 2 laisv
es laipsniu�, tai hipotez
es H1 TGN kriterijaus kritin
e sritis yra

K1 = {(X,Y ) : T > tα(m+ n− 2)}. (4.7.17)

Analogi²kai tikrinant hipotez¦ H2 : µ1 − µ2 ≥ β0 (arba µ1 − µ2 = β0), kai
alternatyva yra H2 : µ1 − µ2 < β0, TGN kriterijaus kritin
e sritis yra

K2 = {(X,Y ) : T < −tα(m+ n− 2)}. (4.7.18)

Tikrinant hipotez¦H3 : θ = 0 (arba µ1−µ2 = β0), kai alternatyvaH3 : θ 6= 0
yra dvipus
e, tiesiogiai pritaikyti 4.4.3 teoremos negalima, nes V n
era tiesin
e U
funkcija. Tod
el, kaip ir 4.4.4 pavyzdyje, imame funkcij¡

W =
X̄ − Ȳ − β0√∑

iX
2
i +

∑
i Y

2
i − 1

m+n (
∑
iXi +

∑
i Yi)

2
=

U√
T2 − 1

m+nT
2
1

,

kuri tiesi²kai priklauso nuo U . Kadangi W ir V susieti lygybe

V =
W√

1− mn
m+nW

2
,

taiW skirstinys, kai θ = 0, taip pat nepriklauso nuo T1, T2. Be to,W skirstinys,
kai θ = 0, yra simetrinis ta²ko θ = 0 atºvilgiu, tod
el, remiantis 4.4.3 teorema,
TGN kriterijaus kritin
e sritis yra

|W | > c.

Funkcija |V | yra monotoni²kai did
ejanti pagal W . Tod
el ²i¡ kritin¦ sriti�
galima perra²yti |V | (kartu ir |T |) terminais. Gauname kritin¦ sriti�

K3 = {(X,Y ) : |T | > tα/2(m+ n− 2)}. (4.7.19)

Kaip ir 4.7.1 skyrelyje, (4.7.17), (4.7.18) ir (4.7.19) kriteriju� galia i²rei²kiama
necentrinio Stjudento skirstinio su m + n − 2 laisv
es laipsniu� ir necentri²kumo
parametru

δ =
(µ1 − µ2 − β0)

√
mn

σ
√
m+ n

pasiskirstymo funkcija.

Paºym
ekime t statistikos T realizacij¡ ir tegu F (x|ν) yra Stjudento skirs-
tinio su ν laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reik²miu� terminais
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kriterijai (4.7.17), (4.7.18), (4.7.19) formuluojami taip: hipotez
es H1, H2, H3

atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = 1− F (t|m+ n− 2) ≤ α, pv = F (t|m+ n− 2) ≤ α,

pv = 2 min(1− F (t|m+ n− 2), F (t|m+ n− 2)) = 2(1− F (|t||m+ n− 2)) ≤ α.

c) Dispersijos σ2
1 ir σ2

2 neºinomos. �eimos (4.7.14), kai visi keturi parametrai
µ1, µ2, σ1, σ2 neºinomi, pakankamoji statistika T = (

∑
iXi,

∑
i Yi,

∑
iX

2
i ,
∑
i Y

2
i )

yra pilnoji. Ta£iau, jeigu tartume, kad teisinga hipotez
e H : µ1 − µ2 = β0,
tai liktu� trys parametrai σ2

1 , σ
2
2 , µ = µ2 = µ1 − β0, o pakankamoji statistika

bu	tu� keturmat
e. Gauta tikimybiniu� skirstiniu� ²eima n
era pilnoji. Kad tuo
i�sitikintume, pakanka imti funkcij¡ X̄ − Ȳ − β0, kurios vidurkis tapa£iai lygus
0, o pati funkcija n
era lygi 0. Taigi dvieju� nepriklausomu� normaliu�ju� im£iu�
vidurkiu� palyginimo hipotez
ems tikrinti, kai abi dispersijos neºinomos (Berenso
ir Fi²erio problema), 4.5.4 skyrelio metodika netinka. I�rodyta, kad reguliariu�ju�
funkciju� klas
eje neegzistuoja priklausanti nuo X̄, Ȳ , s2

1, s
2
2 ir µ1−µ2 funkcija, ku-

rios skirstinys nuo neºinomu�ju� parametru� nepriklausytu�. Taigi tikslu	s vidurkiu�
palyginimo hipoteziu� tikrinimo kriterijai neegzistuoja. Tenka apsiriboti apytiks-
liais pasikliovimo intervalais arba naudoti kitoki¡ statistik¡, prarandant dali�
informacijos (ºr. 4.7.3 skyreli�).

Jeigu imtys pakankamai didel
es, tai apytikslius kriterijus galime sudaryti
remdamiesi tuo, kad asimptoti²kai, kai m→∞, n→∞, statistika

Zmn =
(X̄ − Ȳ − β0)

√
mn√

ms2
1 + ns2

2

d→ Z ∼ N(0, 1).

Asimptotiniai hipoteziu�H1, H2, H3 tikrinimo kriterijai formuluojami taip: hipo-
tez
es atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

Zmn ≥ zα, Zmn ≤ −zα, |Zmn| ≥ zα/2, (4.7.20)

arba, paºym
ejus zmn statistikos Zmn realizacij¡, asimptotiniu� P reik²miu� pva
terminais, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pva = 1− Φ(zmn) ≤ α, pva = Φ(zmn) ≤ α, pva = 2(1− Φ(|zmn|)) ≤ α.

Kai imtys n
era didel
es, tai stengiamasi modi�kuoti statistik¡ Zmn taip, kad
jos kritiniu� reik²miu� priklausomumas nuo neºinomu� parametru� σ1 ir σ2 tur
etu�
maº¡ i�tak¡ i²vadu� tikslumui. Viena i² tokiu� modi�kaciju� yra vadinamasis Vel²o
santykis

Zmn
V (c, ν1, ν2, α)

, c =
ms2

1

ms2
1 + ns2

2

, ν1 = n− 1, ν2 = m− 1.

Funkcija V = V (c, ν1, ν2, α) parenkama taip, kad visiems teigiamiems σ1, σ2

galiotu� apytiksl
e lygyb
e

P{Zmn > V (c, ν1, ν2, α)|σ1, σ2} ≈ α.



4.7. Parametriniu� hipoteziu� tikrinimo pavyzdºiai 239

Tada, tikrinant hipotez¦ H : µ1 − µ2 = β0, kai yra vienpus
es ar dvipus
e alter-
natyva, kritin
es sritys yra

K1 = {(X,Y ) : Zmn > V (c, ν1, ν2, α)},

K2 = {(X,Y ) : Zmn < −V (c, ν1, ν2, α)}, (4.7.21)

K3 = {(X,Y ) : |Zmn| > V (c, ν1, ν2, α/2)}.
Funkcijos V reik²miu� lenteles galima rasti knygoje [5]. Be to, atliekant skai-

£iavimus matematin
es statistikos programu� paketais, tokia statistikos Zmn mo-
di�kacija yra numatyta. Pavyzdºiui, atliekant skai£iavimus su SAS paketu [13],
reikia nurodyti, ar turima informacijos apie dispersiju� lygyb¦. Jeigu nurodoma,
kad dispersijos vienodos, tai naudojami (4.7.17), (4.7.18) ir (4.7.19) kriterijai.
Jeigu nurodoma, kad dispersijos neºinomos, tai naudojamas modi�kuotas kri-
terijus.

2. Dispersiju� palyginimo hipotez
es. Sakykime, reikia patikrinti hi-
potezes H1 : σ2

1 ≤ kσ2
2 (arba σ2

1 = kσ2
2), H2 : σ2

1 ≥ kσ2
2 (arba σ2

1 = kσ2
2),

H3 : σ2
1 = kσ2

2 , kai alternatyvos atitinkamai yra H̄1 : σ2
1 > kσ2

2 , H̄2 : σ2
1 < kσ2

2 ,
H̄3 : σ2

1 6= kσ2
2 .

Skirstiniu� (5.7.14) tanki� pertvarkykime taip:

f(X,Y ; θ, ϑ) = exp{θU + ϑ1T1 + ϑ2T2 + ϑ3T3 −B(θ, ϑ)},

θ = − 1

2σ2
2

+
k

2kσ2
1

, ϑ1 = − 1

2σ2
1

, ϑ2 =
nµ1

σ2
1

, ϑ3 =
nµ2

σ2
2

,

U =
∑
i

Y 2
i , T1 =

∑
i

X2
i + k

∑
i

Y 2
i , T2 = X̄, T3 = Ȳ .

Nagrin
ekime ²iu� statistiku� funkcij¡

F =
(m− 1)

∑
i(Xi − X̄)2

k(n− 1)
∑
i(Yi − Ȳ )2

=
s2

1

ks2
2

=
(m− 1)(T1 − kU − nT 2

2 )

k(n− 1)(U − nT 2
3 )

,

kuri monotonin
e pagal U . Jos skirstinys, kai θ = 0 (t. y. σ2
1 = kσ2

2), yra
Fi²erio skirstinys su n − 1 ir m − 1 laisv
es laipsniu�. Taigi F skirstinys, kai
θ = 0, nepriklauso nuo parametru� ϑ1, ϑ2, ϑ3, o kartu nuo statistiku� T1, T2, T3 (ºr.
4.4.4 teorem¡). Remiantis 4.4.3 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotez
ems
H1 : θ ≤ 0 ir H2 : θ ≥ 0 (jos ekvivalen£ios hipotez
ems H1 : σ2

1 ≤ kσ2
2 ir

H2 : σ2
1 ≥ kσ2

2), kai alternatyvos yra vienpus
es, tikrinti. Ju� kritin
es sritys yra

K1 = {(X,Y ) : F > Fα(n− 1,m− 1)},

K2 = {(X,Y ) : F < F1−α(n− 1,m− 1)}; (4.7.22)

£ia Fα(ν1, ν2) yra Fi²erio skirstinio su ν1 ir ν2 laisv
es laipsniu� α kritin
e reik²m
e.
Paºym
ekime f statistikos F realizacij¡. Tada P reik²miu� terminais kriter-

ijai (4.7.22) formuluojami taip: hipotez
es H1, H2 atmetamos, kai atitinkamai
teisingos nelygyb
es

pv = 1−P{Fn−1,m−1 ≥ f} ≤ α, pv = P{Fn−1,m−1 ≤ f} ≤ α.
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Kriteriju� (4.7.22) galia i²rei²kiama Fi²erio skirstinio pasiskirstymo funkcija,
kai jos argumentas priklauso nuo dispersiju� santykio λ = σ2

1/σ
2
2 :

β1(λ) = P{Fn−1,m−1 >
k

λ
Fα(n− 1,m− 1)}, λ > k,

β2(λ) = P{Fn−1,m−1 <
k

λ
F1−α(n− 1,m− 1)}, λ < k. (4.7.23)

Tikrinant hipotez¦ H3 : θ = 0 (arba H3 : σ2
1 = kσ2

2), kai alternatyva H̄3 : θ 6=
0 yra dvipus
e, tiesiogiai pritaikyti 4.4.3 teoremos negalima, nes F n
era tiesin
e
U funkcija. Apibr
eºkime statistik¡ W lygybe

W =
(n− 1)F

m− 1 + (n− 1)F
=

T1 − kU − nT 2
2

(T1 − nT 2
2 − knT 2

3 )
.

StatistikaW yra tiesin
e pagal U . Kadangi ji i²rei²kiama per F , tai jos skirstinys,
kai θ = 0, taip pat nepriklauso nuo T1, T2, T3. Remiantis 4.4.3 teorema, hipotez
e
H3 atmetama, kai

W < c′1 arba W > c′2.

Funkcija W yra monotoni²kai did
ejanti pagal F , kai 0 < F < ∞. Tod
el
kritin¦ sriti� galime perra²yti statistikos F terminais:

F < c1, arba F > c2. (4.7.24)

Konstantos c1 ir c2 randamos i² s¡lygu�

E(ϕ(F )|σ2
1 = kσ2

2) = P{Fn−1,m−1 < c1}+P{Fn−1,m−1 > c2} = α,

E(Fϕ(F )|σ2
1 = kσ2

2) = αE(F |σ2
1 = kσ2

2).

Tada

E(F |σ2
1 = kσ2

2) = E(Fn−1,m−1) =
m− 1

m− 3
,

E(Fϕ(F )|σ2
1 = kσ2

2) =
m− 1

m− 3
[P{Fn+1,m−3 < c1}+P{Fn+1,m−3 > c2}].

Lyg£iu� sistema parametrams c1 ir c2 rasti gali bu	ti uºra²yta taip:{
P{c1 < Fn−1,m−1 < c2} = 1− α,
P{c1 < Fn+1,m−3 < c2} = 1− α.

4.7.5 pastaba. Prakti²kai vietoje (4.7.24) TGN kriterijaus daºnai naudoja-
mas paslinktasis, ta£iau papras£iau randamas simetrinis kriterijus, kurio kritin
e
sritis

K̃3 = {(X,Y ) : F < F1−α/2(n− 1,m− 1), arba F > Fα/2(n− 1,m− 1)},
(4.7.25)
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P reik²miu� terminais kriterijus formuluojamas taip: hipotez
e H3 atmetama, kai
teisinga nelygyb
e

pv = 2 min(1−P{Fn−1,m−1 ≤ f},P{Fn−1,m−1 ≥ f}) ≤ α.

4.7.6 pavyzdys.Dvieju� normaliu�ju� skirstiniu� parametru� palyginimo hipotez
es. Tarkime,
pagal didumo n1 = 20 ir n2 = 25 nepriklausomas paprast¡sias imtis, gautas stebint a. d. X ∼
N(µ1, σ2

1) ir Y ∼ N(µ2, σ2
2), apskai£iuotos parametru� NMD i�vertiniu� realizacijos: X̄ = 10, 98;

Ȳ = 9, 65; s21 = 4, 25; s22 = 6, 32. Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijais patikrinsime
hipotezes a) H : σ2

1 = σ2
2 , kai alternatyva yra H̄3 : σ2

1 6= σ2
2 ; b) H : µ1 = µ2, kai alternatyva

yra H̄1 : µ1 > µ2.
a) Remiantis (4.7.25) hipotez
e H atmetama, kai

F =
s21
s22

< F1−α/2(19, 24) = 0, 4078, arba F > Fα/2(19, 24) = 2, 3451.

Kadangi statistika F i�gijo reik²m¦ 4,25/6,32 = 0,6725, tai hipotez
e neatmetama.
Kriteriju� formuluojant P reik²miu� terminais, hipotez
e atmetama, kai

pv = 2 min(P{F19;24 < 0, 6725}, 1−P{F19;24 > 0, 6725}) = 0, 3808 yra maºesn
e uº reik²min-
gumo lygmeni� 0,05. Hipotez
e neatmetama.

Remiantis 4.5 skyreliu, kriteriju� galima suformuluoti pasikliovimo intervalu� terminais.
Kadangi intervalas

(s21/(s
2
2Fα/2(19, 24)), s21/(s

2
2F1−α/2(19, 24))) = (0, 2867, 1, 6491)

uºdengia 1, tai hipotez
e neatmetama.
b) Kadangi p. a) gavome, kad dispersiju� lygyb
es hipotez
e neatmetama, tai toliau tarsime,

kad dispersijos yra vienodos.
Remiantis (4.7.16) hipotez
e atmetama, kai teisinga nelygyb
e

T > t0,05(n1 + n2 − 2) = 1, 68.

Statistika T i�gijo reik²m¦ 1,907, tai hipotez
e d
el vidurkiu� lygyb
es atmetama.

Analogi²kai p. a) kriteriju� galima suformuluoti P reik²miu� arba pasikliovimo intervalu�

terminais. Randame pv = 1− F (1, 907|43) = 0, 0316. Kadangi P reik²m
e pv yra maºesn
e uº

reik²mingumo lygmeni� α = 0, 05, tai hipotez
e atmetama.

4.7.3. Dvimatis normalusis skirstinys

Tarkime (Xi, Yi)
T , i = 1, 2, ..., n, yra paprastoji imtis a. v. (X,Y )T , kurio

skirstinys priklauso dvima£iu� normaliu�ju� skirstiniu� ²eimai
{N2(µ,Σ),µ = (µ1, µ2)T ,−∞ < µ1, µ2 < ∞; Σ = [σij ]2×2, σ11 = σ2

1 , σ22 =
σ2

2 , σ12 = σ21 = ρσ1σ2; 0 < σ1, σ2 <∞,−1 < ρ < 1}.
Kadangi parametru� µ1, σ

2
1 i�vertiniai priklauso tik nuo imtiesX = (X1, ..., Xn)T ,

o µ2, σ
2
2 � tik nuo imties Y = (Y1, ..., Yn)T , tai hipoteziu� d
el tu� parametru�

reik²miu� tikrinimo kriterijai sutampa su analogi²kais hipoteziu� d
el vienma£io
normaliojo skirstinio parametru� reik²miu� tikrinimo kriterijais.

1. Nepriklausomumo hipotez
es tikrinimas. Kaip ºinome, normaliojo skirs-
tinio atveju a. d. X ir Y nepriklausomi tada ir tik tada, kai koreliacijos koe�-
cientas ρ = 0. Taigi a. d. X ir Y nepriklausomumo hipotez
e tampa parametrine
hipoteze H : ρ = 0, kai yra vienpus
es ar dvipus
e alternatyva.
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Hipoteziu� d
el koreliacijos koe�ciento reik²miu� tikrinimo kriterijai paprastai
grindºiami empiriniu koreliacijos koe�cientu

ρ̂ = r =
s12

s1s2
=

∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑

i(Xi − X̄)2
∑
i(Yi − Ȳ )2

. (4.7.26)

Statistikos r skirstinys nepriklauso nuo parametru� µ1, µ2, σ
2
1 , σ

2
2 , o priklauso tik

nuo ρ. Tankio funkcija f(x, ρ) yra tokio pavidalo [ºr. [5], arba ²io vadov
elio IV
dali�]:

f(x, ρ) =
2n−3

πΓ(n− 2)
(1− ρ2)

n−1
2 (1− r2)

n−4
2

∞∑
j=0

Γ2

(
n+ j − 1

2

)
(2rρ)j

j!
.

(4.7.27)
Kai ρ = 0, tankis yra

f(x, 0) =
1√
π

Γ(n−1
2 )

Γ(n−2
2 )

(1− r2)
n−4
2 . (4.7.28)

�ia pasinaudojome ºinoma dvigubo argumento gama funkcijos i²rai²ka

Γ(2m) = Γ(m)Γ(m+
1

2
)22m−1 1√

π
.

Atlikime toki¡ a. d. r transformacij¡:

U =
√
n− 2

r√
1− r2

. (4.7.29)

Tada naudodamiesi (4.7.28) tankio formule, gauname a. d. U tanki�

g(u) =
1√

(n− 2)π

Γ(n−1
2 )

Γ(n−2
2 )

(1 +
u2

n− 2
)−(n−1)/2. (4.7.30)

I�sitikiname, kad tai Stjudento a. d. su n − 2 laisv
es laipsniu� tankis (ºr.
1.P.2 lentel¦). Taigi, sudarant kriterijus hipotezei H : ρ = 0, tikrinti galima
pasinaudoti ºinomu Stjudento skirstiniu.

Tikrinant hipotez¦ H1 : ρ ≤ 0 (arba ρ = 0), kai alternatyva H̄1 : ρ > 0,
hipotez¦ H2 : ρ ≥ 0 (arba ρ = 0), kai alternatyva H̄2 : ρ < 0, hipotez¦ H3 : ρ =
0, kai alternatyva H̄3 : ρ 6= 0, kriteriju� kritin
es sritys atitinkamai yra

K1 = {r : U > tα(n− 2)}, K2 = {r : U < −tα(n− 2)},

K3 = {r : |U | > tα/2(n− 2)}. (4.7.31)

�iu� kriteriju� galios funkcijos gaunamos integruojant (4.7.27) tanki� kritin
ese
srityse:

βi(ρ) =

∫
Ki

f(x, ρ)dx, i = 1, 2, 3. (4.7.32)
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Paºym
ekime u statistikos U realizacij¡ ir tegu S(x|ν) yra Stjudento skirstinio
su ν laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reik²miu� terminais kriteri-
jai (4.7.31) formuluojami taip: hipotez
es H1, H2, H3 atmetamos, kai atitinkamai
teisingos nelygyb
es

pv = 1− S(t|n− 2) ≤ α, pv = S(t|n− 2) ≤ α,

pv = 2 min(1− S(t|n− 2), S(t|n− 2)) = 2(1− S(|t||n− 2)) ≤ α.
4.7.7 pavyzdys.Nepriklausomumo hipotez
es tikrinimas. Tegu pagal didumo n = 50 pa-
prast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint dvimati� normalu�ji� a. v. (X,Y )T , gauta empirinio koreliacijos
koe�ciento realizacija r = 0, 25. Reikia patikrinti hipotez¦ H : ρ = 0, kai alternatyva yra
H̄3 : ρ 6= 0, o kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05.

Statistika U i² (4.7.29) i�gijo reik²m¦ u = 1, 7891. Kadangi t0,025(48) = 2, 0106, tai

hipotez
e H neatmetama. Randame pv = 2(1−S(1, 7891|48)) = 0, 0798. Kadangi pv = 0, 0798

vir²ija reik²mingumo lygmeni� α = 0, 05, tai hipotez
e neatmetama.

2. Hipoteziu� apie koreliacijos koe�ciento reik²mes tikrinimas. Tikrinant
hipotezes H1 : ρ ≤ ρ0, H2 : ρ ≥ ρ0 arba H3 : ρ = ρ0, kai ju� alternatyvos
atitinkamai yra H̄1 : ρ > ρ0, H̄2 : ρ < ρ0 arba H̄3 : ρ 6= ρ0, tenka naudoti
(4.7.27) tankio i²rai²k¡. Paºym
ekime F (x|ρ) = Pρ{r ≤ x} atsitiktinio dydºio
r pasiskirstymo funkcij¡, kai koreliacijos koe�cientas yra ρ. Kriterijus galima
suformuluoti, naudojant P reik²mes. Tada hipotez
es H1, H2, H3 atitinkamai
atmetamos, kai

pv = 1−F (r|ρ0) < α, pv = F (r|ρ0) < α, pv = 2 min(F (r|ρ0), 1−F (r|ρ0)) < α.
(4.7.33)

�iose nelygyb
ese r yra empirinio koreliacijos koe�ciento realizacija.
Daºniausiai naudojami apytikslieji kriterijai, kurie grindºiami statistikos r

Fi²erio transformacija

Z = Z(r) =
1

2
ln

1 + r

1− r
ir a. d. Z asimptotiniu (n→∞) normalumu

Vn(ρ0) =
√
n− 3

(
1

2
ln

1 + r

1− r
− 1

2
ln

1 + ρ0

1− ρ0

)
d→ Y ∼ N(0, 1),

kai tikroji parametro reik²m
e yra ρ0. Apytikslieji kriterijai gaunami lyginant
Vn(ρ0) su standartinio normaliojo skirstinio kritin
emis reik²m
emis. Gauname
tokias apytiksliu� kriteriju� kritines sritis

Vn(ρ0) > zα, Vn(ρ0) < −zα, |Vn(ρ0)| > zα/2. (4.7.34)

Paºym
ekime v statistikos Vn(ρ0) realizacij¡. Tada kriterijus (4.7.34) gali-
ma suformuluoti asimptotiniu� P reik²miu� pva terminais: hipotez
es H1, H2, H3

atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pva = 1− Φ(v) ≤ α, pva = Φ(v) ≤ α,

pva = 2 min(1− Φ(v),Φ(v)) = 2(1− Φ(|v|)) ≤ α.
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Kriteriju� galia apytiksliai i²rei²kiama standartinio normaliojo skirstinio pasiskirs-
tymo funkcija Φ(x).

4.7.8 pavyzdys. (3.7.3 pavyzdºio t¦sinys). Hipotez
es apie koreliacijos koe�ciento

reik²m¦ tikrinimas. Tariant, kad turima paprastoji didumo n = 25 imtis, gauta stebint
dvimati� normalu�ji� vektoriu�, 3.7.3 pratime buvo apskai£iuota empirinio koreliacijos koe�ciento
realizacija r = 0, 7590. a) Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi patikrinsime hipotez¦
H : ρ = 0, 85, kai alternatyva yra H̄2 : ρ < 0, 85. b) Rasime toki� imties didum¡, kad hipotez
e
H bu	tu� atmetama su tikimybe, ne maºesne uº 0,99, kai tikroji parametro ρ reik²m
e tenkina
nelygyb¦ ρ ≤ 0, 8.

a) Remiantis Fi²erio aproksimacija pagal (4.7.34), hipotez
e H atmetama, kai

Vn(ρ0) < −zα = −1, 96.

Kadangi statistikos Vn(ρ0) i�gijo reik²m¦ V25(0, 85) = −1, 230, tai hipotez
e H neatmetama.
Randame pva = Φ(−1, 230) = 0, 109 > 0, 05; hipotez
e neatmetama b) Imties didumui rasti
turime nelygyb¦

P{
√
n− 3(Z(r)− Z(ρ0)) < −zα|ρ = 0, 8} =

P{
√
n− 3(Z(r)− Z(0, 8)) < −zα +

√
n− 3(Z(ρ0)− Z(0, 8))|ρ = 0, 8} ≈

Φ(−zα +
√
n− 3(Z(ρ0)− Z(0, 8))) ≥ 0, 99.

I² £ia gauname

−zα +
√
n− 3(Z(ρ0)− Z(0, 8)) ≥ z0,01 ⇔ n ≥ 3 +

(z0,05 + z0,01)2

(Z(0, 85)− Z(0, 8))2
= 60, 96.

Imties didumas turi bu	ti ne maºesnis uº 61.

3. Vidurkiu� palyginimo hipotez
es tikrinimas. Sakykime, reikia patikrinti
hipotezes H1 : µ1 − µ2 ≤ β0 (arba µ1 − µ2 = β0), H2 : µ1 − µ2 ≥ β0 (arba
µ1 − µ2 = β0), H3 : µ1 − µ2 = β0, kai ju� alternatyvos atitinkamai yra H̄1 :
µ1 − µ2 > β0, H̄2 : µ1 − µ2 < β0, H̄3 : µ1 − µ2 = β0.

Kartais ²ios hipotez
es tikrinamos neteisingai taikant i�prastini� Stjudento krite-
riju�, apibr
eºiam¡ (4.7.17), (4.7.18), (4.7.19) formul
emis, kuris neatsiºvelgia i� a. d.
X ir Y priklausomyb¦ (ºr. 4.45, 4.46 pratimus).

Paºym
ekime Zi = Xi − Yi, i = 1, 2, ..., n. Tada Z = (Z1, ..., Zn)T yra
paprastoji imtis a. d. Z ∼ N(µ, σ2), µ = µ1 − µ2, σ

2 = V Z = σ2
1 − 2ρσ1σ2 +

σ2
2 . Vietoje hipoteziu� H1, H2, H3 galime tikrinti analogi²kas hipotezes d
el

normaliojo skirstinio vidurkio µ reik²miu� naudodamiesi imtimi (Z1, ..., Zn)T ,
kai dispersija σ2 yra neºinoma (ºr. 4.7.1 skyreli�).

4.7.9 pavyzdys.(3.7.3 pavyzdºio t¦sinys). Priklausomu� im£iu� Stjudento kriterijus. 3.7.3
pavyzdºio s¡lygomis tikrinsime hipotez¦ H : µ1 = µ2, kad dvieju� spinduliu� srov
es stiprumo
vidurkiai yra vienodi. Tegu alternatyva yra H̄3 : µ1 6= µ2, o kriterijaus reik²mingumo lygmuo
α = 0, 05.

Sudarome skirtumus Zi = Xi−Yi, i = 1, ..., 25. Statistiku� Z̄ ir s2Z =
∑
i(Zi− Z̄)2/(n−1)

realizacijos surastos 3.7.3 pavyzdyje, Z̄ = 0, 0552, sZ = 0, 0839. Randame statistikos T
realizacij¡:

t =
√
n
Z̄ − 0

sZ
= 5

0, 0552

0, 0839
= 3, 2896.

Kadangi modulis |t| vir²ija kritin¦ reik²m¦ tα/2(n − 1) = t0,025(24) = 2, 0639, tai hipotez
e
atmetama. Naudodami kriteriju� P reik²miu� terminais, randame pv = 2(1 − F (|t||n − 1));
£ia F (x|ν) yra Stjudento skirstinio su ν laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija. Kadangi
pv = 0, 0031 < 0, 05, tai hipotez¦ atmetame.

Jeigu ²iame pavyzdyje neatsiºvelgdami i� im£iu� priklausomum¡ bu	tume naudoj¦ (4.7.19)
kriteriju�, tai dispersiju� σ2

1 ir σ2
2 NMD i�vertiniu� realizacijos yra s21 = 0, 0120 ir s22 = 0, 0162, o
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statistikos T i² (4.7.16) realizacija yra

T =
√
n

X̄ − Ȳ√
s21 + s22

= 5
0, 0552

0, 1679
= 1, 6435.

Kadangi realizacija |T | yra maºesn
e uº kritin¦ reik²m¦ tα/2(2n − 2) = t0,025(48) = 2, 0106,
tai hipotez
e neatmetama.

�is pavyzdys rodo, kad, neteisingai taikydami Stjudento kriteriju� (neatsiºvelgdami i� im£iu�

priklausomum¡), galime gauti klaidingas i²vadas.

4.7.4. Skirstiniai, susij¦ su normaliuoju skirstiniu

1. Lognormalusis skirstinys. Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji
imtis, gauta stebint a. d. X, turinti� lognormalu�ji� skirstini� X ∼ LN(µ, σ), −∞ <
µ <∞, σ > 0.

Kadangi Y = (Y1, ..., Yn)T , Yi = lnXi, yra paprastoji imtis a. d. Y ∼
N(µ, σ2), tai tikrinant hipotezes apie parametru� µ ir σ2 reik²mes, taikomi 4.7.1
skyrelyje i²d
estyti metodai. Tik i² pradºiu� reikia atlikti steb
ejimu� X1, ..., Xn

transformacij¡ Yi = lnXi, i = 1, 2, ..., n.

2. Pusiau normalusis skirstinys. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji
imtis, gauta stebint pusiau normalu�ji� a. d. (ºr. 1.P.2 lentel¦) su parametru
0 < σ <∞. Imties X tankis

f(X, σ) = (2/π)n/2 exp{η(σ)T (X)−B(σ)},

£ia
η(σ) = − 1

2σ2
, T (X) =

∑
i

X2
i , B(σ) = n lnσ

yra (4.3.6) pavidalo. Remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG kriterijai hipote-
z
ems H1 : σ ≤ σ0 (arba σ = σ0), H2 : σ ≥ σ0 (arba σ = σ0), kai alternatyvos
yra H̄1 : σ > σ0, H̄2 : σ < σ0, tikrinti. Kadangi T (X)/σ2

0 ∼ χ2(n), kai σ = σ0,
tai ²iu� kriteriju� kritin
es sritys atitinkamai yra

K1 = {X :
T (X)

σ2
0

> χ2
α(n)}, K2 = {X :

T (X)

σ2
0

< χ2
1−α(n)}. (4.7.35)

Paºym
ekime y statistikos Y = T (X)/σ2
0 realizacij¡ ir tegu F (x|ν) yra χ2

skirstinio su ν laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reik²miu� ter-
minais kriterijai (4.7.35) formuluojami taip: hipotez
es H1, H2 atmetamos, kai
atitinkamai teisingos nelygyb
es

pv = 1− F (y|n) ≤ α, pv = F (y|n) ≤ α.

Tikrinant hipotez¦ H3 : σ = σ0, kai yra dvipus
e alternatyva H̄3 : σ 6= σ0,
egzistuoja TGN kriterijus, kurio kritin
e sritis

K3 = {X :
T (X)

σ2
0

< c1 arba
T (X)

σ2
0

> c2}; (4.7.36)
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£ia konstantos c1 ir c2 randamos i² lyg£iu� sistemos (plg. 4.7.1 skyreli�){
P{c1 < χ2

n < c2} = 1− α,
P{c1 < χ2

n+2 < c2} = 1− α.

4.7.6 pastaba. Min
ejome, kad vietoje (4.7.36) kriterijaus daºniau naudoja-
mas paslinktasis, ta£iau papras£iau apskai£iuojamas simetrinis kriterijus, kurio
kritin
e sritis

K̃3 = {X :
T (X)

σ2
0

< χ2
1−α/2(n) arba

T (X)

σ2
0

> χ2
α/2(n)}. (4.7.37)

�is kriterijus P reik²miu� terminais formuluojamas taip: hipotez
e H3 at-
metama, kai

pv = 2 min(1− F (y|n), F (y|n)) ≤ α.
3. Rel
ejaus skirstinys. Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta ste-

bint a. d., turinti� Rel
ejaus skirstini� (ºr. 1.P.2 lentel¦) su parametru 0 < σ <∞.
Imties X tankis

f(X, σ) = (
∏
i

Xi) exp{η(σ)T (X)−B(σ)},

£ia
η(σ) = − 1

2σ2
, T (X) =

∑
i

X2
i , B(σ) = 2n lnσ,

yra 4.3.6 pavidalo. Kadangi T (X)/σ2
0 ∼ χ2(2n), kai σ = σ0, tai hipoteziu�

H1, H2, H3 tikrinimo kriterijai yra apibr
eºti (4.7.35), (4.7.36) ir (4.7.37) formul
e-
mis, tik jose vietoje n reikia i�ra²yti 2n.

4.7.10 pavyzdys. (3.7.4 pavyzdºio t¦sinys). Hipotez
es apie Rel
ejaus skirstinio parametro

reik²mes tikrinimas. Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi 3.7.4 pavyzdºio s¡lygomis
patikrinsime hipotez¦ H : σ2 ≤ 2, kai alternatyva yra H̄1 : σ2 > 2.

Remdamiesi (4.7.35) randame

20∑
i=1

X2
i /σ

2
0 =

127, 1196

2
= 63, 5598.

Kadangi ²i realizacija vir²ija kritin¦ reik²m¦ χ2
α(2n) = χ2

0,05(40) = 55, 758, tai hipotez
e at-

metama. Randame pv = 1− F (63, 5598|40) = 0, 0103. Taigi hipotez
e atmetama ir naudojant

kriteriju� formuluojam¡ P reik²miu� terminais.

4. Maksvelo skirstinys. Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta
stebint a. d., turinti� Maksvelo skirstini� (ºr. 1.P.2 lentel¦) su parametru 0 < σ <
∞. Imties X tankis

f(X, σ) = (2/π)n/2(
∏
i

X2
i ) exp{η(σ)T (X)−B(σ)},

£ia
η(σ) = − 1

2σ2
, T (X) =

∑
i

X2
i , B(σ) = 2n lnσ,
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yra 4.3.6 pavidalo. Kadangi T (X)/σ2
0 ∼ χ2(3n), kai σ = σ0, tai hipoteziu�

H1, H2,
H3 tikrinimo kriterijai yra apibr
eºti (4.7.35), (4.7.36) ir (4.7.37) formul
emis, tik
jose vietoje n reikia i�ra²yti 3n.

5. Ko²i skirstinys. Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta
stebint a. d. X ∼ K(µ, σ) turinti� Ko²i skirstini� su parametrais −∞ < µ <
∞, 0 < σ <∞, kurio tankis

f(x;µ, σ) =
1

π

σ

σ2 + (x− µ)2
.

Egzistuoja tik triviali ²io skirstinio pakankamoji statistika X = (X1, ..., Xn)T .
Tankis nepriklauso eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai ir neturi monotoninio tik
eti-
numo santykio, tod
el TG ir TGN kriteriju� sudarymo metodika, apra²yta 4.5.2�
4.5.4 skyreliuose, nepritaikoma. Tenka apsiriboti apytiksliais asimptotiniais kri-
terijais, tarus, kad imties didumas n → ∞. Kadangi vieno steb
ejimo informa-
cijos apie parametrus µ ir σ kiekiai yra i(µ) = 1/2σ2, i(σ) = 1/2σ2 (ºr. 3.5.7
pavyzdi�), tai DT i�vertiniai µ̂ ir σ̂ asimptoti²kai (n→∞) yra normalieji:

Un(µ) =
√
n(µ̂− µ)

d→ Y ∼ N(0, 2σ2),

Vn(σ) =
√
n(σ̂ − σ)

d→ Y ∼ N(0, 2σ2). (4.7.38)

Remdamiesi ²iomis aproksimacijomis, galime sudaryti apytikslius kriterijus
hipotezei H : µ = µ0, esant alternatyvoms H̄1 : µ > µ0, H̄2 : µ < µ0, H̄3 : µ 6=
µ0, tikrinti. Ju� kritin
es sritys yra

K1 = {X :
Un(µ0)√

2σ̂
> zα},

K2 = {X :
Un(µ0)√

2σ̂
< −zα}, (4.7.39)

K3 = {X :
|Un(µ0)|√

2σ̂
> zα/2}.

Pastaroji kritin
e sritis sutampa su Valdo asimptotinio kriterijaus kritine
sritimi

K̃3 = {X :
U2
n(µ0)

2σ̂2
> χ2

α(1)}.

Paºym
ejus t statistikos Un(µ0)/
√

2σ̂ realizacij¡, kriterijus (4.7.39) galima
suformuluoti asimptotiniu� P reik²miu� pva terminais: hipotez
e H atmetama
alternatyvu� H̄1, H̄2, H̄3 naudai, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

pva = 1− Φ(t) ≤ α, pva = Φ(t) ≤ α, pva = 2(1− Φ(|t|)) ≤ α.

Analogi²kai, (4.7.39) formul
ese vietoje Un(µ0) i�ra²¦ Vn(σ0), gauname apytiks-
lius kriterijus hipotez
ems d
el parametro σ reik²miu� tikrinti.
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4.7.11 pavyzdys. (3.7.5 pavyzdºio t¦sinys). Hipotez
es apie Ko²i skirstinio parametro

reik²mes tikrinimas. Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi 3.7.5 pavyzdºio s¡lygomis
patikrinsime hipotez¦ H : µ ≤ 4, kai alternatyva yra H̄1 : µ > 4.

Parametro µ DT i�vertinio realizacija surasta 3.7.5 pavyzdyje µ̂ = 4, 7535. Remiantis
(4.7.39) hipotez
e atmetama apytiksliu kriterijumi, kai

Un(µ0)/
√

2 =
√
n(µ̂− µ0)/

√
2 =

√
10, 5(4, 7535− 4) = 2, 4416

vir²ija kritin¦ reik²m¦ z0,05 = 1, 96. Hipotez
e atmetama. Asimptotin
e P reik²m
e pva =

1− Φ(2, 4416) = 0, 0073.

4.7.5. Gama skirstinys

1. I² pradºiu� nagrin
ekime gama skirstini�, priklausanti� nuo vieno parametro
λ. Tarkime, imties X = (X1, ..., Xn)T koordinat
es yra n. a. d. ir Xi ∼ G(λ, ηi),
i = 1, 2, ..., n, 0 < λ <∞. Parametrai η1, ..., ηn yra ºinomi, η = η1 + · · ·+ ηn.

Imties X tankio funkcija

f(X, λ) = exp{η(λ)T −B(λ)}h(X),

£ia
η(λ) = −λ, T =

∑
i

Xi, B(λ) = −η lnλ,

yra (4.3.6) pavidalo. Remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG kriterijai hipote-
z
ems H1 : λ ≤ λ0 (arba λ = λ0) ir H2 : λ ≥ λ0 (arba H1 : λ = λ0) tikrinti,
esant vienpus
ems alternatyvoms H̄1 : λ > λ0 ir H̄2 : λ < λ0. Kadangi statistika
V = 2λ0T ∼ χ2(2η), kai λ = λ0, tai kritin
es sritys yra tokios:

K1 = {X : 2λ0T < χ2
1−α(2η)}, K2 = {X : 2λ0T > χ2

α(2η)}. (4.7.40)

Paºym
ekime t statistikos T realizacij¡ ir tegu F (x|ν) yra χ2 skirstinio su
ν laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijus (4.7.40) galima su-
formuluoti P reik²miu� terminais: hipotez
es H1, H2 atmetamos, kai atitinkamai
teisingos nelygyb
es

pv = F (2λ0t|2η) ≤ α, pv = 1− F (2λ0t|2η) ≤ α.

Tikrinant hipotez¦ H3 : λ = λ0, kai alternatyva H̄3 : λ 6= λ0 yra dvipus
e,
egzistuoja TGN kriterijus, kurio kritin
e sritis

K3 = {X : 2λ0T < c1 arba 2λ0T > c2}, (4.7.41)

£ia konstantos c1 ir c2 randamos i² s¡lygu�

Eλ0
(ϕ(V )) = α, Eλ0

(V ϕ(V )) = αEλ0
(V ).

Tada
Eλ0(V ) = E(χ2

2η) = 2η,

Eλ0
(V ϕ(V )) =

1

2ηΓ(η)

(∫ c1

0

xxη−1e−x/2dx +

∫ ∞
c2

xxη−1e−x/2dx

)
=
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= 2η(1−P{c1 < χ2
2η+2 < c2}).

Taigi s¡lygas konstantoms c1 ir c2 rasti galima uºra²yti tokia lyg£iu� sistema:{
P{c1 < χ2

2η < c2} = 1− α,
P{c1 < χ2

2η+2 < c2} = 1− α.

Kaip ir pirmiau, vietoje (4.7.41) kriterijaus galima taikyti paslinkt¡ji�, ta£iau
papras£iau randam¡ simetrini� kriteriju�, kurio kritin
e sritis

K̃3 = {2λ0T < χ2
1−α/2(2η) arba 2λ0T > χ2

α/2(2η)}, (4.7.42)

arba P reik²miu� terminais hipotez
e H3 atmetama, kai

pv = 2 min(F (2λ0t|2η), 1− F (2λ0t|2η)) ≤ α.

4.7.7 pastaba. Jeigu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint
eksponentini� a. d. X ∼ E(λ), tai gauname atveji�, kai η1 = · · · = ηn = 1. Taigi
kriteriju� (4.7.40), (4.7.41), (4.7.42) formul
ese tereik
etu� η pakeisti imties didumu
n.

4.7.12 pavyzdys. (3.7.9 pavyzdºio t¦sinys). Hipotez
es apie eksponentinio skirstinio

parametro reik²mes tikrinimas. Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi 3.7.9 pavyzdºio
s¡lygomis patikrinsime hipotez¦ H : λ ≥ 0, 25, kai alternatyva yra H̄2 : λ < 0, 25.

Parametro λ DT i�vertinio realizacija, surasta 3.7.9 pavyzdyje, λ̂ = 0, 1998. Remiantis
(4.7.40) hipotez
e atmetama, kai

2λ0T = 2λ0(n− 1)/λ̂ = 2 · 0, 25 · 49/0, 1998 = 122, 62

vir²ija kritin¦ reik²m¦ χ2
α(2n) = χ2

0,05(100) = 124, 342. Hipotez
e neatmetama. P reik²m
e
pv = P{χ2

100 > 122, 62} = 0, 0619.

2. Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼
G(λ, η), kai parametras λ yra ºinomas, 0 < η <∞. Imties tankis

f(X, η) = exp{ηT − b(η)}h(X),

£ia
T =

∑
i

lnXi, B(η) = −nη ln η + n ln Γ(η)

taip pat priklauso vienparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu� (4.3.6) ²eimai.
Tod
el egzistuoja TG kriterijai hipotez
ems d
el η reik²miu�, kai yra vienpus
es
alternatyvos, ir TGN kriterijai, kai yra dvipus
es alternatyvos, tikrinti, i²rei²kia-
mi statistikos T terminais. Ta£iau statistikos T skirstinys gana sud
etingas, jo
kvantiliu� reik²miu� skai£iavimas n
era numatytas daugumos matematin
es statis-
tikos TPP. Tod
el prakti²kai tenka naudotis apytiksliais kriterijais, grindºia-
mais parametro η i�vertinio asimptotiniu normalumu, kai imties didumas n →
∞. Momentu� ir DT i�vertiniu� asimptotin
es savyb
es nagrin
etos 3.7.11 skyrelyje.
Naudodamiesi asimptotiniu normalumu, kriterijus suformuluojame analogi²kai,
pavyzdºiui, (4.7.39) formul
ems.
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4.7.6. Beta skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ Be(γ, η),
0 < γ, η <∞.

Galima i�sitikinti, kad kai ºinomas vienas i² parametru� γ arba η, imties X
tankis priklauso vienparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu� (4.3.6) ²eimai.
Tod
el, remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG (vienpus
ems alternatyvoms) arba
TGN (dvipus
ems alternatyvoms) kriterijai, grindºiami pakankamosiomis statis-
tikomis T1 =

∑
i lnXi (parametrui γ) arba T2 =

∑
i ln(1−Xi) (parametrui η).

Ta£iau, kaip ir ankstesniame skyrelyje, statistiku� T1 ir T2 skirstiniai nei²rei²ki-
ami ºinomais skirstiniais. Tod
el tenka apsiriboti apytiksliais kriterijais, grindºia-
mais i�vertiniu� γ̂ ir η̂ asimptotiniu (n→∞) normalumu (ºr. 3.7.12 skyreli�).

4.7.7. Puasono skirstinys

Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X ∼
P(λ), 0 < λ <∞. Imties tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu)

f(X, λ) = exp{η(λ)T −B(λ)}h(X),

£ia
η(λ) = lnλ, T =

∑
i

Xi, B(λ) = nλ,

priklauso vienparametriu� eksponentinio tipo skirstiniu� (4.3.6) ²eimai.
Remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG kriterijus hipotezei H1 : λ ≤ λ0

(arba λ = λ0), kai alternatyva yra H̄1 : λ > λ0, tikrinti. Kriterijus nusakomas
taip:

ϕ(T ) =

 1, kai T > k,
γ, kai T = k,
0, kai T < k,

£ia konstantos k ir γ randamos i² s¡lygos

Eλ0(ϕ(T )) = Pλ0{T > k}+ γPλ0{T = k} = α.

Kadangi statistika T ∼ P(nλ0), kai λ = λ0, tai ²i s¡lyga rei²kia, kad

∞∑
m=k+1

(nλ0)m

m!
e−nλ0 + γ

(nλ0)k

k!
e−nλ0 = α. (4.7.43)

Statistikos T skirstinys yra diskretusis, tod
el daugumai λ0 reik²miu� TG
kriterijus bus randomizuotas, t. y. γ 6= 0; 1. Tikimybiu� suma nuo k + 1 iki
∞ gali bu	ti dar maºesn
e uº α, ta£iau i�traukus tikimyb¦ ta²ke k jau vir²ija α.
Tod
el, norint, kad reik²mingumo lygmuo bu	tu� tiksliai lygus α, tektu� i�traukti γ
dydºio ta²ko k "dali�" ir taip papildyti reik²mingumo lygmeni� iki α.

Min
ejome, paprastai nereikalaujama, kad reik²mingumo lygmuo bu	tu� tik-
sliai lygus α. Tod
el daºniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gaunami ²iek
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tiek sumaºinus reik²mingumo lygmeni�. Tiksliau, parenkamas toks maºiausias
sveikasis skai£ius k′, kad

Pλ0
(T ≥ k′) =

∞∑
m=k′

(nλ0)m

m!
e−nλ0 = 1−P{χ2

2k′ > 2nλ0} ≤ α.

Tada kriterijaus kritin
e sritis

K1 = {X : T ≥ k′}. (4.7.44)

Paºym
ekime t statistikos T realizacij¡ ir tegu F (x|ν) yra χ2 skirstinio su
ν laisv
es laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijus (4.7.44) P reik²miu�
terminais formuluojamas taip: hipotez
e H1 atmetama, kai teisinga nelygyb
e

pv = Pλ0
{T ≥ t} = 1− F (2nλ0|2t) ≤ α. (4.7.45)

Pagaliau kritin¦ sriti� K1 galima uºra²yti parametro λ pasikliovimo intervalo
terminais:

K1 = {X : λ0 < λ =
1

2n
χ2

1−α(2T )}; (4.7.46)

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α.
Analogi²kai sudarome TG kriteriju� hipotezei H2 : λ ≥ λ0 (arba λ = λ0),

kai alternatyva yra H̄2 : λ < λ0, tikrinti. Atsiºvelgus i� ankstesnes pastabas,
kriterijaus kritin¦ sriti� galima uºra²yti trimis ekvivalen£iais pavidalais. Tegu k′′

� didºiausias sveikasis skai£ius, kuriam

Pλ0
(T ≤ k′′) = P{χ2

2k′′+2 > 2nλ0} ≤ α.

Tada kriterijaus kritin
e sritis

K2 = {X : T ≤ k′′} ⇔ pv = F (2nλ0|2t+ 2) ≤ α⇔

⇔ {X : λ0 > λ =
1

2n
χ2
α(2T + 2)}; (4.7.47)

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α.
Jei tikrinama hipotez
e H3 : λ = λ0, esant dvipusei alternatyvai λ 6= λ0, tai,

remiantis 4.3.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijus

ϕ(T ) =

 1, kai T < c1, arba T > c2
γ, kai T = ci, i = 1, 2,

0, kai c1 < T < c2.
(4.7.48)

Konstantos c1, c2, γ1, γ2 randamos i² s¡lygu�

Eλ0
(ϕ(T )) = α, Eλ0

(Tϕ(T )) = αEλ0
(T ).

Kadangi

Eλ0
(T ) = nλ0, Eλ0

(T1[a, b](T )) = nλ0Pλ0
{a− 1 ≤ T ≤ b− 1},
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tai lygtis konstantoms rasti galime perra²yti taip:

c2−1∑
k=c1+1

(nλ0)k

k!
e−nλ0 +

2∑
i=1

(1− γi)
(nλ0)ci

ci!
e−nλ0 = 1− α,

c2−2∑
k=c1

(nλ0)k

k!
e−nλ0 +

2∑
i=1

(1− γi)
(nλ0)ci−1

(ci − 1)!
e−nλ0 = 1− α.

Kaip ir vienpusiu� alternatyvu� atveju, daºniausiai nereikalaujama, kad krite-
rijaus reik²mingumo lygmuo bu	tu� tiksliai lygus α. Be to, kaip ir ankstesniuose
skyreliuose, vietoje (4.7.47) TGN kriterijaus daºnai naudojamos paslinktasis,
ta£iau papras£iau randamas simetrinis kriterijus. Atsiºvelg¦ i� ²ias pastabas, vie-
toje (4.7.47) kriterijaus gauname nerandomizuot¡ kriteriju�, kurio kritin
e sritis
gali bu	ti uºra²yta trimis ekvivalen£iais pavidalais, analogi²kai (4.7.47) formulei.

Tegu k′′ ir k′ yra tokie didºiausias ir maºiausias sveikieji skai£iai, kad

Pλ0
{T ≤ k′′} ≤ α

2
, Pλ0

{T ≥ k′} ≤ α

2
.

Tada kriterijaus kritin
e sritis yra

K3 = {X : T ≤ k′′ arba T ≥ k′} ⇔

⇔ pv = 2 min(1− F (2nλ0|2t), F (2nλ0|2t+ 2)) ≤ α⇔

⇔ {X : λ0 < λ =
1

2n
χ2

1−α/2(2T ), λ0 > λ =
1

2n
χ2
α/2(2T + 2)}, (4.7.49)

pastarojo intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− α.

4.7.8 pastaba. Jeigu statistika T i�gyja reik²m¦ 0, tai (4.7.45) ir (4.7.46)
formul
ese reikia imti F (2nλ0|0) = 1.

4.7.13 pavyzdys. Hipotez
es apie Puasono skirstinio parametro reik²mes tikrinimas.

Tarkime, pagal didumo n = 40 paprast¡j¡ imti�, gaut¡ stebint a. d. X ∼ P(λ), surasta
parametro λ NMD i�vertinio realizacija λ̂ = 2, 0. Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi
patikrinsime hipotez¦ H : λ ≥ 2, 5, kai alternatyva yra H̄2 : λ < 2, 5.

Kai hipotez
e H teisinga ir λ = λ0 = 2, 5, tai a. d. T =
∑
iXi turi Puasono skirstini� su

parametru nλ0 = 100. Kadangi P{T ≤ 83|λ = λ0} = 0, 0463 < 0, 05, o P{T ≤ 84|λ = λ0} =
0, 0575 > 0, 05, tai reik²mingumo lygmens TG kriterijus yra toks: hipotez
e H atmetama, kai
T ≤ 83, atmetama su tikimybe γ = 0, 327, kai T = 84, ir priimama kitais atvejais. Kadangi
²iame pavyzdyje statistikos T realizacija yra T = λ̂n = 80, tai hipotez
e H atmetama.

Daºniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gaunami ²iek tiek sumaºinus reik²mingumo
lygmeni�. �iame pavyzdyje nerandomizuotu kriterijumi hipotez
e H bu	tu� atmetama, kai T ≤
83. Kriterijaus reik²mingumo lygmuo α′ = 0, 0463 < 0, 05.

Kriteriju� galima suformuluoti P reik²miu� terminais: hipotez
e atmetama, kai P reik²m
e
pv = P{T ≤ 80|λ = λ0} = 0, 0226 yra maºesn
e uº reik²mingumo lygmeni� α = 0, 05. Hipotez
e
atmetama.

Pagaliau kriteriju� galime suformuluoti pasikliovimo intervalo terminais. Randame para-
metro λ pasikliovimo lygmens Q = 1− 2α = 0, 9 pasikliovimo interval¡

(λ; λ) = (
1

2n
χ2

1−α(2T );
1

2n
χ2
α(2T + 2)) = (

1

80
χ2

0,95(160);
1

80
χ2
α(162)) = (1, 6470; 2, 4088).

Kadangi λ < 2, 5, t. y. pasikliovimo intervalas pasislink¦s i� kair¦ nuo hipotetin
es reik²m
es
λ0 = 2, 5, tai hipotez¦ atmetame.
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4.7.8. Binominis skirstinys

Tarkime, X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d.
X ∼ B(1, p), 0 < p < 1. Imties tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu) yra

f(X, p) = exp{θT (X)−B(θ)},

£ia

θ = ln
p

1− p
, T = T (X) = X1 + · · ·+Xn, B(θ) = −n ln(1− p),

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniu� (4.3.6) ²eimai. Tod
el
egzistuoja TG kriterijai hipotezei d
el p reik²m
es tikrinti, kai alternatyvos vien-
pus
es, ir TGN kriterijus � kai alternatyva dvipus
e. �iu� kriteriju� sudarymas
detaliai aptartas 4.2.2 ir 4.3.2 pavyzdºiuose.

Tikrinant hipotez¦ H1 : p ≤ p0 (arba p = p0), kai alternatyva yra H̄1 : p >
p0, TG kriterijus yra

ϕ(T ) =

 1, kai T > m,
γ, kai T = m,
0, kai T < m;

(4.7.50)

£ia konstantos m ir γ randamos i² s¡lygos

Ep0(ϕ(T )) =

n∑
k=m+1

Cknp
k
0(1− p0)n−k + γCmn p

m
0 (1− p0)n−m = α.

Analogi²kai, tikrinant hipotez¦ H2 : p ≥ p0 (arba p = p0), kai alternatyva
yra H̄2 : p < p0, TG kriterijus yra

ϕ(T ) =

 1, kai T < m,
γ, kai T = m,
0, kai T > m;

(4.7.51)

£ia konstantos m ir γ randamos i² s¡lygos

Ep0(ϕ(T )) =

m−1∑
k=0

Cknp
k
0(1− p0)n−k + γCmn p

m
0 (1− p0)n−m = α.

Tikrinant hipotez¦ H3 : p = p0, kai alternatyva dvipus
e, egzistuoja TGN
kriterijus (ºr. 4.3.2 pavyzdi�)

ϕ(T ) =

 1, kai T < m1 arba T > m2,
γi, kai T = mi, i = 1, 2,

0, kai m1 < T < m2;
(4.7.52)

£ia konstantos m1, m2, γ1, γ2 randamos i² lyg£iu� sistemos (q0 = 1− p0){ ∑m2−1
k=m1+1 C

k
np

k
0q
n−k
0 +

∑2
i=0(1− γi)Cmin pmi0 qn−mi0 = 1− α,∑m2−1

k=m1+1 C
k−1
n−1p

k−1
0 qn−k0 +

∑2
i=0(1− γi)Cmi−1

n−1 pmi−1
0 qn−mi0 = 1− α.
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Nereikalaujant, kad reik²mingumo lygmuo bu	tu� tiksliai lygus α, t. y. i�trau-
kiant ta²kus T = mi i� pri
emimo sriti�, vietoje (4.7.50) nerandomizuot¡ kriteriju�
galima suformuluoti taip. Tegu m′ yra maºiausias sveikasis skai£ius, kuriam
Pp0{T ≥ m′} ≤ α. Nerandomizuotas kriterijus (analogi²kai Puasono skirstiniui)
gali bu	ti uºra²yta tokiais trimis ekvivalen£iais pavidalais:

K1 = {X : T ≥ m′} ⇔ pv = Ip0(t, n− t+ 1) ≤ α⇔

⇔ {X : p0 ≤ p = X1−α(T, n− T + 1)}; (4.7.53)

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α, o t yra statistikos T realizacija.
Paºym
ej¦ m′′ didºiausi¡ji� sveik¡ji� skai£iu�, kuris tenkina nelygyb¦ Pp0{T ≤

m′′} ≤ α, vietoje (4.7.51) kriterijaus gauname nerandomizuot¡ kriteriju�, kuris
taip pat gali bu	ti uºra²ytas trimis ekvivalen£iais pavidalais

K2 = {X : T ≤ m′′} ⇔ pv = 1− Ip0(t+ 1, n− t) ≤ α⇔

⇔ {X : p0 > p = X1−α(T + 1, n− T )}; (4.7.54)

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− 2α.
Paºym
ekime m′′ didºiausi¡ sveik¡ji� skai£iu�, kuriam Pp0{T ≤ m′′} ≤ α/2,

o m′� maºiausi¡ji� sveik¡ji� skai£iu�, kuriam Pp0{T ≥ m′} ≤ α/2. Tada vietoje
(4.7.52) kriterijaus gauname nerandomizuot¡ paslinkt¡ji�, ta£iau lengviau ran-
dam¡ kriteriju�:

K3 = {X : T ≤ m′′ arba T ≥ m′} ⇔

⇔ pv = 2 min(Ip0(t, n− t+ 1), Ip0(t+ 1, n− t)) ≤ α⇔

⇔ {X : p0 < p = X1−α/2(T, n− T + 1) arba p0 > p = Xα/2(T + 1, n− T )};
(4.7.55)

£ia intervalo pasikliovimo lygmuo Q = 1− α. �iose lygyb
ese Xα(γ, η) yra beta
skirstinio su parametrais γ ir η eil
es α kritin
e reik²m
e.

4.7.14 pavyzdys. Atrankin
es kontrol
es plano parinkimas. Atliekant i²leidºiam¡j¡ pro-
dukcijos kontrol¦, i² pagamintos per vien¡ par¡ produkcijos atsitiktinai atrenkama n gaminiu�
ir nustatomas defektiniu� gaminiu� skai£ius X. Jeigu X ≤ d, tai produkcija pateikiama vartoto-
jui uº normali¡ kain¡. Jeigu X > d, tai produkcijos kaina sumaºinama. Gamintojas i�sitikin¦s,
kad defektiniu� gaminiu� dalis nevir²ija 0,02 (priimtinas defektingumo lygis), ir pageidauja, kad
produkcija bu	tu� pateikta uº normali¡ kain¡ su tikimybe, ne maºesne uº 0,9, jeigu defektingu-
mas nevir²ija 0,02. Vartotojas reikalauja, kad produkcijos kaina bu	tu� sumaºinta su tikimybe,
ne maºesne uº 0,95, kai defektiniu� gaminiu� dalis ne maºesn
e uº 0,06 (nepriimtinas defek-
tingumas ). Reikia pasiu	lyti atrankin
es kontrol
es plan¡, kuris tenkintu� gamintojo ir vartotojo
pageidavimus, o tikrinamu� gaminiu� skai£ius n bu	tu� minimalus.

Tarkime, kad defektiniai gaminiai pasirodo nepriklausomai vienas nuo kito su pastovia
tikimybe p. Tada a. d. X skirstinys yra binominis X ∼ B(n, p). Tikrinama hipotez
e H1 :
p ≤ p0 = 0, 02, kai alternatyva yra H̄1 : p > 0, 02. Kontrol
es plano charakteristikos n ir d turi
tenkinti nelygybes

P{X ≤ d|p = p0} =
d∑

m=0

Cmn p
m
0 (1− p0)n−m = I1−p0 (n− d, d+ 1) ≥ 0, 9,

P{X ≤ d|p = p1 = 0, 06} =
d∑

m=0

Cmn p
m
1 (1− p1)n−m = I1−p1 (n− d, d+ 1) ≤ 0, 05.
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Kadangi n ir d yra sveikieji skai£iai, tai ²ias nelygybes galima i²spr¦sti naudojant kompiuteri�
tiesiog perrinkimo bu	du. Kad bu	tu� sumaºinta charakteristiku� n ir d kitimo sritis, i² pradºiu�
galima rasti ju� apytiksles reik²mes naudojant, pavyzdºiui, Muavro ir Laplaso CRT. Gauname
nelygybes

Φ

(
d− np0√
np0(1− p0)

)
≥ 0, 9, Φ

(
d− np1√
np1(1− p1)

)
≤ 0, 05 ⇔

d− np0√
np0(1− p0)

≥ z0,1,
d− np1√
np1(1− p1)

≤ −z0,05.

I²sprend¦ ²ias nelygybes gauname n ≥ 203, d ≈ 6, 6.

Galutini� atsakym¡ gauname naudodami kompiuteri� (pavyzdºiui, EXCEL programu� sis-

temoje suaktyvin¦ funkcij¡ �BINOMDIST�). Randame, kad minimalus tikrinamu� gaminiu�

skai£ius n = 195, o pri
emimo skai£ius d = 6. Naudojant ²i� kontrol
es plan¡ P{X ≤ 6|p =

0, 02} = 0, 9016 > 0, 9, P{X > 6|p = 0, 06} = 0, 9510 > 0, 95, t. y. gamintojo ir vartotojo

reikalavimai tenkinami.

4.7.9. Dvieju� Puasono skirstiniu� parametru� palyginimo hi-
potez
es

Sakykime, paprastosios imtys X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T gau-
tos stebint nepriklausomus a. d. X ∼ P(λ1) ir Y ∼ P(λ2), 0 < λ1, λ2 < ∞.
Jungtin
es imties tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu) priklauso dviparametriu�
eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Ji� galime pertvarkyti taip (ºr. 4.4.1
pavyzdi�):

f(X,Y , λ1λ2) = exp{θU + ϑT −B(θ, ϑ)}h(X,Y ),

θ = ln
λ2

λ1
, ϑ = lnλ1, U =

∑
i

Xi, T =
∑
i

Xi +
∑
i

Yi,

B(θ, ϑ) = mλ1 + nλ2.

Remiantis 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotez
ems d
el θ (kartu
ir d
el santykio λ2/λ1) reik²miu� tikrinti. Jie sudaromi kaip s¡lyginiai pavir²iuose
T = t. Kadangi s¡lyginis U skirstinys, kai T = t, λ1/λ2 = c0, yra binominis
B(t,mc0/(mc0 + n)), tai kriterijus hipotezei H : λ1/λ2 = c0 tikrinti sudarome
kaip ir ankstesniame skyrelyje, kur tikimyb
es p hipotetine reik²me reikia laikyti
p0 = mc0/(mc0 +n). Tikrinant hipotez¦ reikia tarti, kad Bernulio eksperimentu�
skai£ius t, o teigiamu� i�vykiu� skai£ius � U .

4.7.15 pavyzdys. Per pirm¡j¡ ir antr¡j¡ valand¡ i� komutatoriu� buvo kreiptasi atitinka-
mai 15 ir 13 kartu�. Kit¡ dien¡ per 5 valandas buvo kreiptasi 45 kartus. Tarus, kad i²kvietimu�
skai£iai pasiskirst¦ pagal Puasono d
esni� su parametru λ (vidutinis i²kvietimu� skai£ius per
valand¡), reikia patikrinti, ar i²kvietimu� intensyvumas nepakito (reik²mingumo lygmuo α =
0, 05).

Turime dvi n. a. d. X ir Y , pasiskirs£iusiu� pagal Puasono d
esni� su parametrais λ1 ir λ2,
imtis, kuriu� didumai m = 2 ir n = 1. Reikia patikrinti hipotez¦ H3 : λ1/λ2 = 1/5, kai
alternatyva H̄3 : λ1/λ2 6= 1/5. Vietoje ²ios hipotez
es tikriname hipotez¦ H′3 : p = p0 =
2/7, kai alternatyva yra H̄′3 : p 6= 2/7, o bandymu� skai£ius yra a. d. T = X1 + X2 +
Y , jo realizacija t = 73; teigiamo i�vykio i�vykimu� skai£iaus U = X1 + X2 realizacija u =
28. Pritaik¦ (4.7.55) formul¦, randame tikimyb
es pasikliovimo interval¡, kurio pasikliovimo
lygmuo Q = 0, 95. Gauname (p, p) = (0, 272, 0, 505). Kadangi p0 = 0, 286 patenka i� ²i�
interval¡, tai darome i²vad¡, kad turimi steb
ejimai suformuluotai hipotezei neprie²tarauja.
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Naudojant kriteriju� P reik²miu� terminais, randame pv = 2 min(I5/7(45, 29), I2/7(28, 46)) =
2 min(0, 9736, 0, 0454) = 0, 0908 > 0, 05. Hipotez
e neatmetama.

4.7.10. Dvieju� binominiu� skirstiniu� parametru� palyginimo
hipotez
es

Sakykime, paprastosios imtys X = (X1, ..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T gautos
stebint nepriklausomus a. d. X ∼ B(1, p1) ir Y ∼ B(1, p2), 0 < p1, p2 < 1.
Jungtin
es imties tankis (skai£iuojan£iojo mato atºvilgiu) priklauso dviparametriu�
eksponentinio tipo skirstiniu� ²eimai. Ji� galime pertvarkyti taip:

f(X,Y , |p1, p2) = exp{θU + ϑT −B(θ, ϑ)},

θ = ln

(
p1(1− p2)

(1− p1)p2

)
, ϑ = ln

p2

1− p2
, U =

∑
i

Xi, T =
∑
i

Xi +
∑
i

Yi,

Remiantis 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotez
ems d
el θ reik²miu�
tikrinti. Jie sudaromi kaip s¡lyginiai pavir²iuose T = t. Hipotez
e H : θ = 0 yra
ekvivalenti hipotezei H ′ : p1 = p2. Nesunkiai patikriname, kad kai tikimyb
es
vienodos p1 = p2, a. d. U s¡lyginis skirstinys, kai T = t, yra hipergeometrinis
H(n+m, n, t).

Vadinasi, hipotez
e H1 : p1 ≤ p2 (arba p1 = p2), kai alternatyva yra H̄1 :
p1 > p2, kaip ir ankstesniuose skyreliuose taikant nerandomizuot¡ kriteriju�,
yra atmetama, kai U ≥ k′; £ia k′ yra maºiausias sveikasis skai£ius, tenkinantis
nelygyb¦

1−H(k′ − 1|n+m, n, t) =

min(n,t)∑
i=k′

CinC
t−i
m

Ctn+m

≤ α.

Norint i�sitikinti, kad U pateko i� kritin¦ sriti�, galima apskai£iuoti P reik²m¦,
t. y. hipotez¦ atmesti, kai

1−H(u− 1|n+m, n, t) ≤ α; (4.7.56)

£ia u yra statistikos U realizacija.
Analogi²kai tikrinant hipotez¦ H2 : p1 ≥ p2 (arba p1 = p2), kai alternatyva

yra H̄2 : p1 < p2, kritin
e sritis gali bu	ti uºra²yta taip:

pv = H(u|n+m, n, t) ≤ α. (4.7.57)

Hipotez
e H3 : p1 = p2, kai alternatyva H̄3 : p1 6= p2 yra dvipus
e, atmetama,
kai teisinga (4.7.56) arba (4.7.57) nelygyb
es, kuriose α pakeista i� α/2.

Asimptoti²kai, kai m,n→∞, hipergeometrini� skirstini� galime aproksimuoti
normaliuoju

Z =
U − np̂√
np̂q̂ m

m+n−1

d→ Y ∼ N(0, 1), p̂ =
T

n+m
, q̂ = 1− p̂.
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Tada, pavyzdºiui, pasirink¦ hipotez¦ H2, gautume kritin¦ sriti�

K2 = {(X,Y ) : Z < −zα}. (4.7.58)

�iek tiek tikslesni� kriteriju� gautume i�ved¦ diskretumo patais¡:

K̃2 = {(X,Y ) : Z < −zα −
√
n+m− 1

2
√
mnp̂q̂

}. (4.7.59)

4.7.16 pavyzdys. Vienos brigados 20 darbininku� buvo paskiepyti nuo gripo, per 6
m
enesius i² ju� susirgo 6 darbininkai. Tos pa£ios brigados 5 darbininkai skiepytis atsisak
e, 4
i² ju� susirgo gripu per t¡ pati� 6 m
enesiu� laikotarpi�. Ar galima daryti i²vad¡ apie teigiam¡
prie²gripinio serumo poveiki� (ºr. [5])?

Tarkime, p1 ir p2 yra tikimyb
es, kad susirgs pirmosios ir antrosios grup
es darbininkai.
Reikia patikrinti hipotez¦ H1 : p1 = p2, kai alternatyva yra H̄1 : p1 < p2. Parinkime
reik²mingumo lygmeni� α = 0, 05. Tada n + m = 25, t = 6 + 4 = 10, u = 6, n = 20.
Naudojantis (4.7.56) kriterijumi, hipotez¦ reikia atmesti, jeigu suma

pv = H(u|n+m, n, t) =

u∑
i=max(0,t−m)

CinC
t−i
m

Ctn+m

≤ 0, 05.

Tada (kadangi t−m = 5, tai suma turi tik du d
emenis)

pv = H(6|25, 10, 20) =
C5

20C
5
5

C10
25

+
C6

20C
4
5

C10
25

= 0, 064,

taigi i²keltosios hipotez
es neatmetame.
Jeigu taikytume apytiksli� (4.7.58) kriteriju� (to nereik
etu� daryti, nes m = 5 yra maºas), tai

hipotez¦ reik
etu� atmesti, nes Z i�gyja reik²m¦ −2, o −z0,05 = −1, 64. Jeigu taikytume (4.7.59)
kriteriju� su diskretumo pataisa, tai gautume t¡ pa£i¡ i²vad¡, kaip ir taikydami (4.7.57), nes
rei²kinys de²iniojoje (4.7.59) nelygyb
es pus
eje lygus -2,14. Matome, kad Jeitso diskretumo
pataisos i�taka gali bu	ti gana didel
e.

4.7.11. Nepriklausomumo tikrinimas pagal 2× 2 lentel¦

Tarkime, imtyje yra N objektu�, kurie gali tur
eti A ir B savybes. Steb
ejimo
rezultatai sura²yti lentel
eje

A Ā Σ
B X X ′ n
B̄ Y Y ′ N − n
Σ m N −m N

�ia X yra skai£ius objektu�, turin£iu� savybes A ir B, X ′ � turin£iu� savyb¦
B ir neturin£iu� savyb
es A, n = X + X ′ � turin£iu� savyb¦ B (neatsiºvelgiant i�
A) ir t. t.

Atsitiktinio vektoriaus (X,X ′, Y, Y ′)T skirstinys yra polinominis:

P{X = x,X ′ = x′, Y = y, Y ′ = y′} =
N !

x!x′!y!y′!
pxABp

x′

ĀBp
y
AB̄
py
′

ĀB̄

= h(x, x′, y, y′) exp{θU + ϑ1T1 + ϑ1T2 −B(θ, ϑ1, ϑ2)},

θ = ln
pABpĀB̄
pĀBpAB̄

, ϑ1 = ln
pĀB
pAB̄

, ϑ2 = ln
pAB̄
pĀB̄

,



258 4 SKYRIUS. PARAMETRINIU� HIPOTEZIU� TIKRINIMAS

U = x, T1 = x+ x′, T2 = x+ y.

Matome, kad tik
etinumo funkcija yra (4.4.2) pavidalo. Tod
el, remiantis 4.4.2
teorema, egzistuoja TGN kriterijai tikrinti hipotez
ems d
el parametro θ reik²miu�.

Sakykime, reikia patikrinti poºymiu� A ir B nepriklausomumo hipotez¦, t. y.
H : pAB = pApB . Akivaizdu, kad ²i hipotez
e ekvivalenti hipotezei H ′ : θ = 0.

Sudarydami hipotez
es H ′ tikrinimo kriteriju�, turime nagrin
eti X s¡lygini�
skirstini�, kai yra �ksuoti X + X ′ = t1 ir X + Y = t2, o θ = 0. Gauname, kad
²is skirstinys yra hipergeometrinis H(N, t1, t2):

P{X = x|X +X ′ = t1, X + Y = t2, θ = 0} =
Cxt1C

t2−x
N−t1

Ct2N
. (4.7.60)

Taigi nepriklausomumo hipotez
es pagal 2× 2 lentel¦ tikrinimo kriterijai gali
bu	ti sudaryti kaip ir 4.7.10 skyrelyje.

4.7.12. Mizeso atsitiktiniu� kampu� skirstinys.

Apie atsitiktiniu� kampu� (arba ta²ku� ant apskritimo) skirstinius ºr. 3.7.15 skyreli�.
Atsitiktinio kampo ϕ Mizeso skirstinio M(µ, θ) tankio funkcija

f(x|µ, θ) =
1

2πI0(θ)
eθ cos(x−µ), θ > 0 0 ≤ µ < 2π.

Tegu ϕ1, ϕ2, ..., ϕn yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. ϕ ∼ M(µ, θ).
Tik
etinumo funkcija

L = [2πI0(θ)]−n exp{θ
n∑
j−1

cos(ϕj−µ)} = [2πI0(θ)]−n exp{nθ[C̄ cosµ+S̄ sinµ]},

C̄ =
1

n

n∑
j=1

cosϕj , S̄ =
1

n

n∑
j=1

sinϕj .

Remdamiesi faktorizacijos kriterijumi darome i²vad¡, kad vektorius (C̄, S̄)T yra
parametro (µ, θ)T pakankamoji statistika. Skyrelyje 3.7.15 radome parametru�
DT i�vertinius:

µ̂ = arctg
S̄

C̄
, θ̂ = A−1(R̄), R̄ =

√
C̄2 + S̄2, A(θ) = [ln I0(θ)]′.

Tik
etinumo funkcijos maksimumas

max
µ,θ

L = [2πI0(θ̂)]−n exp{nθ̂R̄}.

1. Skirstinio tolygumo hipotez
e. Pirmasis klausimas, kuris kyla nagrin
ejant
atsitiktinius kampus: ar stebimasis kampas n
era tolygiai pasiskirst¦s ir tankis
f(x) ≡ 1/2π. Kadangi Mizeso skirstinys art
eja i� tolygu�ji� skirstini�, kai θ → 0, tai
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tolygumo hipotez
e virsta parametrineH0 : θ = 0, kai alternatyva yraH1 : θ > 0.
Tik
etinumu� santykio statistika

Λ = [I0(θ̂)]ne−nθ̂R̄

yra monotoni²kai maº
ejanti R̄ atºvilgiu, tod
el kritin
e sritis

Λ < Λ1−α

yra ekvivalenti kritinei sri£iai (Rel
ejaus kriterijus)

R̄ > rα; (4.7.61)

£ia rα yra statistikos R̄ lygmens α kritin
e reik²m
e:

P{R̄ > rα|H0} = α.

Knygoje [14] yra pateikta statistikos R̄ tankio funkcija, kai teisinga hipotez
e
ir kai teisinga alternatyva i² klas
es θ > 0 bei kritiniu� reik²miu� rα lentel
es.
Statistikos R = nR̄ tankio funkcija

g(r|θ) = [I0(θ)]−nI0(θr)hn(r), 0 < r < n,

hn(r) = r

∫ ∞
0

uJ0(ru)Jn0 (u)du;

£ia J0(x) yra standartin
e nulin
es eil
es Beselio funkcija:

J0(x) =

∞∑
j=1

(−1)j

(j!)2

(x
2

)2j

.

Kai θ = 0, tereikia i�ra²yti I0(θ) = I0(rθ) = 1.
Kadangi esant teisingai hipotezei nC̄ yra suma vienodai pasikirs£iusiu� a. d.

cosϕj , turin£iu� nulini� vidurki� ir dispesij¡ 1/2, o nS̄ yra suma vienodai pasiskirs-
£iusiu� a. d. sinϕj su tokiais pa£iais momentais, be to, cosϕj ir sinϕj nekoreli-
uoti, tai remiantis CRT galima tvirtinti, kad ²ios statistikos asimptoti²kai nor-
malios. Taigi, statistika 2nR̄2 asimptoti²kai turi χ2 skirstini� su dviem laisv
es
laipsniais. Tod
el prie dideliu� n vietoje Rel
ejaus kriterijaus galime naudoti
paprastesni� asimptotini� kriteriju�: hipotez
e H0 atmetama, kai teisinga nelygyb
e

2nR̄2 > χ2
α(2). (4.7.62)

Grupuotieji duomenys. Prakti²kai stebint atsitiktinius kampus duomenys
daºniausiai bu	na sugrupuoti i� sektorius. Tarkime j-asis sektorius sudaro inter-
valo [0, 2π) dali� πj0, π10 + ... + πk0 = 1. Atsitiktinis vektorius (V1, ..., Vk)T ,
V1 + ...+ Vk = n, kuriame Vj rei²kia kampu�, patekusiu� i� j-¡ji� sektoriu�, skai£iu�,
turi polinomini� skirstini� Pk(n, (π1, ..., πk)); £ia πj tikimyb
e kampui patekti i�
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j-¡ji� sektoriu�. Vietoje kampu� skirstinio tolygumo hipotez
es H0 tikrinkime pa-
prast¡j¡ parametrin¦ hipotez¦ H ′0 : π1 = π10, ..., πk = πk0, kad patekimo i�
sektorius tikimyb
es proporcingos ju� didumams.

Tik
etinumu� santykio statistika

Λ =
πV1

10 · ... · π
Vk
k0

maxπ1,...,πk(πV1
1 · ... · π

Vk
k )

=

k∏
j=1

(
πj0
π̂j

)Vj
.

Parametru� π1, ..., πk DT i�vertiniai surasti 3.5.13 pavyzdyje: π̂j = Vj/n, j =
1, ..., k. Remdamiesi 3.5.5 teorema gauname, kad asimptoti²kai (n→∞) statis-
tika −2 ln Λ turi χ2 skirstini� su k − 1 laisv
es laipsniu� (yra k − 1 parametras.)
Taigi parametrin
e hipotez
e H ′0 atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens
α kriterijumi, kai

U = −2 ln Λ = 2

k∑
j=1

Vj ln

(
Vj
nπj0

)
> χ2

α(k − 1). (4.7.63)

Arba, paºym
ejus u statistikos U realizacij¡, kriterijus i²rei²kiamas asimptotiniu�
P reik²miu� terminais: hipotez
e atmetama, kai

pva = P{χ2
k−1 > u} < α.

Atmetus hipotez¦ H ′0 natu	ralu atmesti ir hipotez¦ H0.

2. Hipotez
es d
el parametru� µ ir θ reik²miu�. Kriterijus d
el parametru� reik²miu�
galima rasti knygoje [14]. Kadangi jie gana sud
etingi, apsiribosime asimpto-
tiniais kriterijais, grindºiamais 3.7.15 skyrelyje gautomis DT i�vertiniu� µ̂ ir θ̂
skirstiniu� aproksimacijomis.

Tikrindami hipotez¦ H : µ = µ0, kai alternatyvos yra H1 : µ > µ0 , H2 :
µ < µ0 arba dvipus
e H3 : µ 6= µ0, remsim
es tuo, kad, kai teisinga hipotez
e H ir
n→∞, statistika

U =
√
nθ̂R̄(µ̂− µ0)

d→ Z ∼ N(0, 1).

Hipotez
e H atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi, kai
yra alternatyvos H1, H2, H3, jeigu teisingos nelygyb
es atitinkamai

U > zα U < −zα, |U | > zα/2. (4.7.64)

Arba, paºym
ejus u statistikos U realizacij¡, kriterijai asimptotiniu� P reik²miu�
terminais formuluojami taip: hipotez
e atmetama, kai atitinkamai

pva = 1− Φ(u) < α, pva = Φ(u) < α, pva = 2(1− Φ(|u|)) < α.

Tikrindami hipotez¦ H : θ = θ0, kai alternatyvos yra H1 : θ > θ0 , H2 : θ < θ0

arba dvipus
e H3 : θ 6= θ0, remsim
es tuo, kad esant teisingai hipotezei H ir
n→∞, statistika

V =

√
n[1− R̄2 − R̄/θ̂](θ̂ − θ0)

d→ Z ∼ N(0, 1).
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Hipotez
e H atmetama asimptotiniu reik²mingumo lygmens α kriterijumi esant
alternatyvoms H1, H2, H3, kai atitinkamai teisingos nelygyb
es

V > zα V < −zα, |V | > zα/2. (4.7.65)

Arba, paºym
ejus v statistikos V realizacij¡, kriterijai asimptotiniu� P reik²miu�
terminais formuluojami taip: hipotez
e atmetama, kai atitinkamai

pva = 1− Φ(v) < α, pva = Φ(v) < α, pva = 2(1− Φ(|v|)) < α.

4.7.17 pavyzdys. (3.7.12 pavyzdºio t¦sinys). 3.7.12 pratimo s¡lygomis patikrinkime
hipotez¦, kad prapuolimo kampas yra pasiskirst¦s tolygiai.

Metus pirm¡ ºvilgsni� i� duomenu� lentel¦, akivaizdu, kad prielaida d
el kampo tolygaus
pasiskirstymo tur
etu� bu	ti atmesta.

T¡ patvirtina ir skai£iavimai. Statistika 2nR̄2, kuri esant teisingai hipotezei asimptoti²kai
turi χ2 skirstini� su 2 laisv
es laipsniais, i�gijo reik²m¦ 739,25, o statistika −2 ln Λ, kuri esant
teisingai hipotezei asimptoti²kai turi χ2 skirstini� su 17 laisv
es laipsniu�, i�gijo reik²m¦ 909,66.

Taigi ²iems duomenims apra²yti tur
etu� bu	ti parinktas kitoks modelis. Ar tokiu modeliu

gal
etu� bu	ti Mizeso skirstinys aptarsime tre£ioje vadov
elio dalyje.

4.8. Pratimai

4.2. skyrelis

4.1. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso ²eimai
P = {f(x; θ), θ = θ0, θ = θ1}; £ia tankio funkcija f(x; θ) = θ exp{−θx}, x > 0. Raskite galin-
giausi¡ hipotez
es H : θ = θ0, kai alternatyva yra H̄ : θ = θ1, tikrinimo kriteriju� (reik²mingumo
lygmuo lygus α). Apskai£iuokite rastojo kriterijaus gali¡.

4.2. Tegu X yra atsitiktinis dydis, kurio skirstinys priklauso Ko²i skirstiniu� ²eimai P =
{f(x; θ), θ = 0, θ = 1}; £ia

f(x; θ) =
1

π

1

1 + (x− θ)2
, −∞ < x <∞.

Raskite galingiausi¡ kriteriju� hipotezei H : θ = 0, kai alternatyva H̄ : θ = 1, tikrinti. Imties
didumas n = 1.

4.3. Raskite galingiausi¡ kriteriju� hipotezei H, kad a. d. X yra pasiskirst¦s pagal stan-
dartini� normalu�ji� skirstini� N(0, 1), esant alternatyvai H̄, kad a. d. X skirstinys yra:
a) Laplaso, kurio tankis

1

2
e−|x|, −∞ < x <∞;

b) tolygus intervale (−δ, δ), tikrinti. Imties didumas lygus 1.

4.4. Paprastosios imties realizacija yra -0,260; -0,114; -0,325; 0,196; -0,174. Sudarykite
galingiausi¡ji� kriteriju� hipotezeiH: stebimo a. d. skirstinys yra normalusis N(0, 0, 025), esant
alternatyvai H̄ : stebimo a. d. skirstinys yra tolygusis U(−0, 5, 0, 5), tikrinti. Ar atmetama
hipotez
e H pagal turim¡ realizacij¡, jei reik²mingumo lygmuo α = 0, 1?

4.5. Pagal paprast¡j¡ didumo n imti� raskite galingiausi¡ji� kriteriju� hipotezei H: stebimo
a. d. skirstinys N(0, 1), esant alternatyvai H̄: stebimo a. d. skirstinys yra N(1, 1), tikrinti.
Koks tur
etu� bu	ti maºiausias imties didumas n, kad abieju� ru	²iu� klaidu� tikimyb
es nevir²ytu�
0,01?

4.6. Paprastosios n = 5 didumo atsitiktinio dydºio X ∼ N(µ, σ2) imties realizacija
yra 3,02; 2,96; 3,06; 3,07; 2,98. Raskite galingiausi¡ji� kriteriju� hipotezei H : σ2 = 0, 0036, kai
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alternatyva yra H̄ : σ2 < 0, 0036, tikrinti. Ar atmetama hipotez
e H pagal turim¡ imties
realizacij¡, jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 1?

4.7. Yra n = 1 didumo imtis atsitiktinio dydºio X ∼ P(λ), turin£io Puasono skirstini�.
Tikrinama hipotez
e H : λ = λ0, kai alternatyva H̄ : λ = λ1. Raskite galingiausiojo kriterijaus
gali¡, kai λ0 = 0, 1, λ1 = 0, 2; λ0 = 1, λ1 = 2; λ0 = 10, λ1 = 20; λ0 = 0, 1, λ1 = 0, 4, o
kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 1.

4.8. Imties X skirstinys priklauso ²eimai P = {f(x, θ), θ = 1, 2}. Tikrinama paprastoji
hipotez
e H : θ = 1, esant paprastajai alternatyvai H̄ : θ = 2. Tegu η i�gyja reik²m¦ 1, jeigu
priimta hipotez
e H, reik²m¦ 2, jeigu priimta alternatyva H̄, ir reik²m¦ 0, jeigu atsisakoma
sprendimo, kuri i² hipoteziu� teisinga. Paºym
ekime

ϕi(x) = P{η = i|X = x}, i = 1, 2, 0;

0 ≤ ϕi(x) ≤ 1; ϕ1(x) + ϕ2(x) + ϕ0(x) ≡ 1.

Pirmosios ir antrosios ru	²ies klaidu� tikimyb
es yra

α12 = P{η = 1|θ = 2} = E(ϕ1(X)|θ = 2), α21 = P{η = 2|θ = 1} = E(ϕ2(X)|θ = 1).

Raskite kriteriju� (t. y. raskite funkcijas ϕi(X), i = 1, 2, 0), tenkinanti� s¡lygas
α12 ≤ α, α21 ≤ β ir minimizuojanti� tikimybes

α02 = P{η = 0|θ = 2} = E(ϕ0(X)|θ = 2), α01 = P{η = 0|θ = 1} = E(ϕ0(X)|θ = 1).

4.9. (4.8 t¦sinys). Tegu apriorin
es hipoteziu� H ir H̄ tikimyb
es yra ω1 ir ω2 (ω1 +ω2 = 1)
ir β21 ir β12 � aposteriorin
es tikimyb
es:

β21 = P{θ = 2|η = 1} =
α12ω2

α12ω2 + (1− α01 − α21)ω1
,

β12 = P{θ = 1|η = 2} =
α21ω1

α21ω1 + (1− α02 − α12)ω2
.

Raskite kriteriju�, tenkinanti� s¡lygas β21 ≤ b2, β12 ≤ b1 ir minimizuojanti� tikimybes
α01, α02.

4.10. Tegu H0 ir H1 yra paprastosios hipotez
es ir reik²mingumo lygmuo α ∈ (0, 1).
Be to, ϕ∗ yra tolygiai galingiausias α lygmens kriterijus hipotezei H0, kai alternatyva yra
H1, tikrinti, o kriterijaus galia β < 1, kai H1 teisinga. I�rodykite, kad 1 − ϕ∗ yra tolygiai
galingiausias 1− β lygmens kriterijus hipotezei H1, kai alternatyva yra H0, tikrinti.

4.11. Tegu X yra vienetin
e imtis i² skirstinio, kurio tankio funkcija lygi fθ(x). Raskite
galingiausi¡ lygmens α ∈ (0, 1/2) kriteriju� hipotezei H0 : θ = θ0, kai alternatyva yra H1 : θ =
θ1, tikrinti tokiais atvejais:

a) fθ(x) = 2θ−2(θ − x), 0 < x < θ, θ0 < θ1;
b) fθ(x) = 2[θx+ (1− θ)(1− x)], 0 < x < 1, 0 6 θ1 < θ0 6 1;
c) fθ0 (x) = 4xI(0, 1/2)(x) + 4(1− x)I(1/2, 1)(x) ir fθ1 (x) = I(0, 1)(x).

4.12. Tegu X1, . . . , Xn nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� tankio funkcija
fθ(x). Raskite galingiausi¡ lygmens α kriteriju� hipotezei H0 : θ = θ0, kai alternatyva yra
H1 : θ = θ1, tikrinti tokiais atvejais:

a) fθ(x) = e−(x−θ), θ < x <∞, θ0 < θ1;
b) fθ(x) = θx−2, θ < x <∞, θ0 6= θ1.

4.13. Imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint binomini� a. d. B(1, p). Sudarykite kriteriju�

hipotezei H : p = 0, kai alternatyva yra H̄ : p = 0, 01, tikrinti. Raskite maºiausi¡ji� imties

didum¡ n, kad pirmosios ir antrosios ru	²ies klaidu� tikimyb
es nevir²ytu� 0,01.

4.3. skyrelis

4.14. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
tolygiu�ju� skirstiniu� ²eimai P = {U(0, θ), 0 < θ < ∞}. Raskite TG kriterijus hipotezei
H : θ = θ0, esant vienpus
ems ir dvipusei alternatyvoms, tikrinti.



4.8. Pratimai 263

4.15. TeguX = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
eksponentiniu� skirstiniu� ²eimai P = {f(x, µ, σ),−∞ < µ <∞, 0 < σ <∞}; £ia tankis

f(x; µ, σ) = σe−σ(x−µ), µ < x <∞.

Raskite TG kriteriju� hipotez
ems
a) H : σ = σ0, kai µ ºinomas;
b) H : µ = µ0, kai σ ºinomas,

esant vienpus
ems alternatyvoms, tikrinti.

4.16. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
Bernulio skirstiniu� ²eimai P = {B(1, p), 0 < p < 1}. Reikia patikrinti hipotez¦ H : p ≤
p0, kai alternatyva yra H̄ : p > p0. Raskite TG kriterijaus galios β(p) reik²mes ta²kuose
p = 0, 3, 0, 4, 0, 5, 0, 6, kai n = 6, p0 = 0, 25 ir kriterijaus reik²mingumo lygmuo α =
0, 05; 0, 1; 0, 2. Naudodami nerandomizuot¡ kriteriju� raskite minimalu� imties didum¡ n, kad
kriterijaus galia β(p) tenkintu� nelygyb¦ β(p) ≥ 0, 9, kai p ≥ p1, ir: a) p0 = 0, 2, p1 = 0, 4; b)
p0 = 0, 02, p1 = 0, 04, o kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 1.

4.17. Eksperimentais nustatyta, kad gamykla pagamina vidutini²kai 5 procentus defektin-
gos produkcijos. I² 50 atsitiktinai paimtu� gaminiu� 6 gaminiai buvo su defektais. Patikrinkite
prielaid¡, kad gaminiu� su defektais procentas padid
ejo. Kriterijaus reik²mingumo lygmuo
α = 0, 05.

4.18. S
eklu� pirk
ejas ir pardav
ejas susitar
e, kad s
eklu� partijos kain¡ nustatys po bandymo.
I² partijos buvo paimta 250 s
eklu� ir pas
eta. Tegu X yra i² 250 s
eklu� i²augusiu� augalu�
turin£iu� tam tikru� savybiu� skai£ius. Jeigu X ≤ 25, tai s
eklu� partijos kaina normali; prie²ingu
atveju s
eklu� partijos kaina sumaºinama. Kiek procentu� s
eklu� turi tur
eti min
etas savybes, kad
tikimyb
e, jog partijos kaina bus normali, bu	tu� lygi (apytiksliai) 0,95?

4.19. Parduodama elektros lempu£iu� partija (N = 10000). Pirk
ejas reikalauja atrankin
es
kontrol
es, kuri¡ atliekant lempu£iu� partija bu	tu� atmesta su tikimybe 0,95, jeigu joje lempu£iu�
su defektais yra 10 procentu�. Pardav
ejas i�sitikin¦s, kad lempu£iu� su defektais procentas ne
didesnis uº 5. Jis nori, kad kiekvien¡ kart¡, kai lempu£iu� su defektais yra 5 procentai, partija
bu	tu� priimama su tikimybe 0,9. Pasiu	lykite kriteriju�, kuris tenkintu� ir pirk
ej¡, ir pardav
ej¡.

4.20. Gaminant tam tikr¡ chemikal¡, pageidautina, kad vartojamo vandens tu	rio vienete
bu	tu� vidutini²kai ne daugiau kaipm0 bakteriju�. Nuo per didel
es ju� koncentracijos apsisaugoma
taip: imama n vienodo tu	rio V vandens pavyzdºiu�, kiekvieno i² tu� pavyzdºiu� vanduo supilamas
i� kolb¡ su maitinam¡ja terpe. Jeigu pavyzdºio vanduo uºter²tas (t. y. jame yra nors viena
bakterija), tai bakteriju� kolonija pl
esis ir buv¦s skaidrus tirpalas susidrums.

Vanduo laikomas pakankamai ²variu ir vartojamas gamyboje, jeigu kolbu� su susidrums-
tusiu vandeniu skai£ius X ne didesnis uº skai£iu� t. Prie²ingu atveju vanduo valomas.

Tegu:
a) m0 = 1, V = 1, n = 10, t = 3;
b) m0 = 1, V = 2, n = 8, t = 2.
Suformuluokite uºdavini� hipotez
es tikrinimo terminais ir apskai£iuokite pirmosios ru	²ies

klaidos tikimyb¦.
Nurodymas. Vandens tu	ri�, i² kurio imami pavyzdºiai, laikykite daug kartu� didesni� uº

pavyzdºio tu	ri�. Tiksliau kalbant, bakteriju� skai£iaus pasiskirstym¡ tu	ryje V aproksimuokite
Puasono skirstiniu.

4.21. Psichologas nori nustatyti, ar pel
es atmintis pasikei£ia pa²alinus tam tikr¡ smegenu�
dali�. I² pradºiu� jis i�pratino 6 peles neklystamai rasti labirinte vieninteli� keli¡ prie maisto.
Paskui pa²alino smegenu� dali�. Galima tarti, kad neturinti atminties pel
e teising¡ keli¡ ras su
tikimybe, lygia 0,2. Psichologas teigia, kad pel
e atminties neturi, jei teising¡ keli¡ randa ne
daugiau kaip 2 pel
es i² 6 peliu�. Koks ²io kriterijaus reik²mingumo lygmuo? Apskai£iuokite
kriterijaus gali¡, kai p = 0, 4, 0, 6, 0, 8, 1, 0.

4.22. Nustatyta, kad gamyklos produkcijoje vidutini²kai yra 5 procentai broko. Per
pamain¡ pagaminama 500 gaminiu�. Atliekant kontrol¦ nustatomas per pamain¡ pagamintu�
defektiniu� gaminiu� skai£ius X. Jeigu X i�gyja didel¦ reik²m¦, tai daroma i²vada, kad gamybos
procesas sutriko. a) Nurodykite rib¡, kuri¡ defektiniu� gaminiu� skai£ius vir²ija su tikimybe,
ne didesne uº 0,01, kai defektinio gaminio pagaminimo tikimyb
e lygi 0,05. Apskai£iuokite
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tikimyb¦, kad t¡ rib¡ vir²ys defektiniu� gaminiu� skai£ius, kai defektinio gaminio pagaminimo
tikimyb
e lygi 0,08; 0,10; 0,12. b) Nurodykite kontrolin¦ rib¡ ir min
etas tikimybes, jei tikrinama
tik 50 atsitiktinai paimtu� gaminiu�.

4.23. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., kuriu� tankio funkcija
fθ(x), θ ∈ Θ ⊂ R. Raskite tolygiai galingiausi¡ α lygmens kriteriju� hipotezei H0 : θ 6 θ0, kai
alternatyva yra H1 : θ > θ0, tikrinti tokiais atvejais:

a) fθ(x) = θ−1e−x/θ, 0 < x <∞, θ > 0;
b) fθ(x) = θxθ−1, 0 < x < 1, θ > 0;
c) fθ yra N(1, θ) skirstinio tankio funkcija;
d) fθ(x) = θ−ccxc−1e−(x/θ)c , 0 < x <∞, θ > 0; £ia c > 0 � ºinomas.

4.24. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., turintys tolygu�ji�
skirstini� U(θ, θ + 1), θ ∈ R. Tegu n > 2.

a) Raskite bendr¡ X(1) ir X(n) skirstini�.
b) Tegu tikrinant hipotez¦ H : θ = θ0 taikomas toks kriterijus: hipotez
e H priimama, kai

X(n) − 1 < θ0 < X(1). Koks ²io kriterijaus reik²mingumo lygmuo?
c) Raskite p. b) pateikto kriterijaus gali¡, kai θ > θ0.
d) Raskite imties didum¡, kad p. b) apibr
eºtas kriterijus atmestu� hipotez¦ H su tikimybe,

ne maºesne uº 0,99, jei tikroji parametro θ reik²m
e tenkina nelygyb¦ θ ≥ θ0 + 0, 1.

4.25. TeguX = (X1, . . . , Xn)T yra paprastoji atsitiktin
e imtis a. d. X, turin£io diskretu�ji�
tolygu�ji� skirstini�, sukoncentruot¡ ta²kuose 0, 1, ..., θ, kai neºinomas θ = 1, 2, ...

a) Tegu tikrinama hipotez
e H0 : θ 6 θ0, kai alternatyva yra H1 : θ > θ0. I�rodykite, kad

ϕ∗(X) =

{
1, X(n) > θ0,
α, X(n) 6 θ0

yra α lygmens TG kriterijus.
b) Tegu tikrinama hipotez
e H0 : θ = θ0, kai alternatyva yra H1 : θ 6= θ0. I�rodykite, kad

ϕ∗(X) =

{
1, X(n) > θ0 arbaX(n) 6 θ0α1/n,
0, prie²ingu atveju

yra α lygmens TG kriterijus.
c) I�rodykite, kad a) ir b) punktai i²lieka teisingi, diskretu�ji� tolygu�ji� skirstini� pakeitus

tolygiuoju skirstiniu U(0, θ), θ > 0.

4.26. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ Bernulio a. d. B(1, p).
Raskite α lygmens TGN kriteriju� hipotezei H0 : p = p0, kai alternatyva yra H1 : p 6= p0,
tikrinti, kai

a) n = 10, α = 0, 1 ir p0 = 0, 2;
b) n = 10, α = 0, 05 ir p0 = 0, 4.

4.27. Tegu X yra a. d., turintis geometrini� skirstini�. Raskite α lygmens TGN kriteriju�
hipotezei H0 : p = p0, kai alternatyva yra H1 : p 6= p0, tikrinti.

4.28. I�rodykite, kad ²ios ²eimos turi monotonini� tik
etinumo santyki�:
a) Laplaso skirstiniu� ²eima {L(µ, θ)}, kai θ ºinomas;
b) paslinktu�ju� eksponentiniu� skirstiniu� ²eima {E(θ, c)}, kai c ºinomas;
c) logistiniu� skirstiniu� ²eima {LG(θ, c)}, kai c ºinomas;
d) tolygiu�ju� skirstiniu� ²eima {U(θ, θ + 1)};
e) hipergeometriniu� skirstiniu� ²eima {H(N,M,n)}, kai n ir N ºinomi.

4.29. I�rodykite, kad ²eima {fθ : θ ∈ R}, kai fθ(x) = c(θ)h(x), a(θ) < x < b(θ)
turi monotonini� tik
etinumo santyki�; £ia h(x) yra pagal Lebego mat¡ integruojama teigiama
funkcija, a(θ < b(θ) yra nemaº
ejan£ios θ funkcijos.

4.30. Tegu X turi vienparametri� eksponentinio tipo skirstini�. I�rodykite, kad TG kriteri-
jus, kai alternatyvos dvipus
es, neegzistuoja.

4.31. Paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, kµ), µ > 0, k
� ºinoma teigiama konstanta. Sudarykite kriteriju� hipotezei H : µ = µ0, kai alternatyva yra
H̄ : µ > µ0, tikrinti. Tar¦, kad n didelis, raskite apytiksles kritin
es srities ir galios funkcijos
i²rai²kas.
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4.32. (4.31 t¦sinys.) Tar¦, kad ºinomas tik vidurkis X̄, raskite TG kriteriju� hipotezei
H : µ = µ0, kai alternatyva yra H̄ : µ > µ0, tikrinti, grindºiam¡ statistika X̄. Raskite
kriterijaus galios funkcij¡.

4.33. Atsitiktinis dydis X i�gyja sveik¡sias neneigiamas reik²mes ir jo pasiskirstymo
funkcija

F (x) = P{X ≤ x} = 1− βx, 0 < β < 1, x = 0, 1, 2, ...

Raskite kriteriju� hipotezei H : β = β0, kai alternatyva yra H̄ : β > β0, tikrinti.

4.4 � 4.5 skyreliai

4.34. Remiantis didumo n imtimi, tikrinama hipotez
eH : µ = 0 apie normaliojo skirstinio
vidurkio reik²m¦, esant alternatyvai H̄1 : µ > 0 arba alternatyvai H̄3 : µ 6= 0, kai σ neºinomas.
I�rodykite, kad kriterijaus galia yra did
ejanti µ/σ funkcija, kai alternatyva yra H̄1, ir did
ejanti
|µ|/σ funkcija, kai alternatyva yra H̄3.

4.35. (4.34 t¦sinys). I�rodykite, kad kriterijus, kurio reik²mingumo lygmuo yra α ir kurio
galia, esant visoms alternatyvoms {(µ, σ) : µ > µ1 > 0}, yra ne maºesn
e uº β, β > α,
neegzistuoja.

4.36. (4.34 t¦sinys). Kai alternatyva yra H̄1, Stjudento kriterijaus gali¡ palyginkite su
atitinkamo kriterijaus, kai σ ºinomas, galia, jei n = 5; 10; 15 ir µ/σ = 0, 8; 1, 0; 1, 2 (kriteriju�
reik²mingumo lygmuo α = 0, 05).

4.37. Tegu X1, X2, ..., Xn yra nepriklausomi normalieji atsitiktiniai dydºiai
Xi ∼ N(µi, σ

2), i = 1, ..., s ir Xi ∼ N(0, σ2), i = s + 1, ..., n; £ia −∞ < µi < ∞, i =
1, ..., s; 0 < σ < ∞. Raskite TGN kriterijus hipotezei H : µ1 = µ0

1, esant vienpus
ems ir
dvipusei alternatyvoms, tikrinti.

4.38. Tegu X1 ir X2 yra nepriklausomi a. d., turintys Puasono skirstinius P(λ1) ir P(λ2).
a) Raskite α lygmens TGN kriteriju� hipotezei H0 : λ1 > λ2, kai alternatyva yra H1 : λ1 <

λ2, tikrinti.
b) Apskai£iuokite punkte a) gauto kriterijaus gali¡, kai α = 0, 1, (λ1, λ2) = (0, 1, 0, 2);

(1, 2); (10, 20); (0, 1, 0, 4).

4.39. Tegu (X1, ..., Xn) yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X ∼ N(µ, σ2). a)
tikrinama hipotez
e H : µ ≤ µ0, kai alternatyva yra H̄ : µ 6= µ0; b) tikrinama hipotez
e
H : σ2 ≥ σ2

0 , kai alternatyva yra H̄ : σ2 < σ2
0 . Suformuluokite lygmens α TG kriterijus P

reik²miu� ir pasikliovimo intervalu� terminais.

4.40. Pagal didumo n paprast¡j¡ imti� (X1, ..., Xn), gaut¡ stebint a. d. X ∼ G(λ, η),
kai parametras η ºinomas, tikrinama hipotez
e H : λ ≤ λ0, kai alternatyva yra H̄ : λ > λ0.
Suformuluokite lygmens α TG kriterijus P reik²miu� ir pasikliovimo intervalu� terminais.

4.41. TeguX1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., turintys gama skirstini�
G(θ, γ) su neºinomais θ ir γ.

a) I�rodykite, kad tikrinant hipotez¦ H0 : γ ≤ γ0, kai alternatyva yra H1 : γ > γ0, TGN
kriterijus atmeta H0, kai

∏n
i=1Xi > g(X̄); £ia g tam tikra reali funkcija.

b) I�rodykite, kad tikrinant hipotez¦ H0 : θ 6 θ0, kai alternatyva yra H1 : θ > θ0, TGN
kriterijus atmeta H0, kai X̄ > h

(∏n
i=1Xi

)
; £ia h tam tikra reali funkcija.

4.42. Tegu X1 = X11, . . . , X1n1 ir X2 = X21, . . . , X2n2 yra dvi nepriklausomos imtys
vienodai pasiskirs£iusiu� n. a. d., turin£iu� atitinkamai gama skirstinius Γ(θ1, γ1) ir Γ(θ2, γ2).

Tegu γ1 ir γ2 ºinomi. I�rodykite, kad, tikrinant hipotez¦ H0 : θ1 6 θ2, kai alternatyva
yra H1 : θ1 > θ2, ir hipotez¦ H0 : θ1 = θ2, kai alternatyva H1 : θ1 6= θ2, egzistuoja TGN
kriterijai, kuriu� statistiku� skirstiniai i²rei²kiami beta skirstiniais.

4.43. Tegu Xi = β0 + β1ti + εi; £ia ti yra �ksuotos konstantos (ne visos vienodos), εi
yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., turintys normalu�ji� skirstini� N(0, σ2), β0, β1 ir σ2

yra neºinomi parametrai. Raskite α lygmens TGN kriteriju� hipotez
ems tikrinti:
a) H0 : β0 6 θ0, kai alternatyva H1 : β0 > θ0;
b) H0 : β0 = θ0, kai alternatyva H1 : β0 6= θ0;
c) H0 : β1 6 θ0, kai alternatyva H1 : β1 > θ0;
d) H0 : β1 = θ0, kai alternatyva H1 : β1 6= θ0.
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4.44. Tegu (Xi, Yi)
T , i = 1, ..., n, yra paprastoji atsitiktin
e imtis dvima£io normaliojo

a. v. (X, Y )T ∼ N2(µ,Σ), µ = (µ1, µ2)T , −∞ < µ1, µ2 < ∞, Σ = [σij ]2×2, σ11 =
σ2

1 , σ22 = σ2
2 , σ12 = σ21 = ρσ1σ2, 0 < σ1, σ2 <∞, −1 < ρ < 1 .

Be to, S11 =
∑
i(Xi − X̄)2, S22 =

∑
i(Yi − Ȳ )2 ir S12 =

∑
i(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ).

a) I�rodykite, kad TGN kriterijus hipotezei H0 : σ2/σ1 = ∆0, kai alternatyva yra H1 :
σ2/σ1 6= ∆0, tikrinti atmeta H0, kai

R = |∆2
0S11 − S22|/

√
(∆2

0S11 + S22)2 − 4∆2
0S

2
12 > c.

b) Raskite R i² a) punkto skirstini�, kai σ2/σ1 = ∆0.
c) Tegu σ1 = σ2. I�rodykite, kad TGN kriterijus hipotezei H0 : µ1 = µ2, kai alternatyva

yra H1 : µ1 6= µ2, tikrinti atmeta H0, kai

V = |X̄2 − X̄1|/
√
S2

1 + S2
2 − 2S12 > c.

d) Raskite punkto c) a. d. V skirstini�, kai µ1 = µ2.

4.45. Tegu X1, . . . , Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¦ a. d., turintys paslinkt¡ji�
eksponentini� skirstini� E(a, θ) su neºinomais a ir θ.

a) I�rodykite, kad tikrinant H0 : θ = 1, kai alternatyva yra H1 : θ 6= 1, α lygmens TGN
kriterijus atmeta H0, kai V < c1 arba V > c2; £ia V = 2

∑n
i=1(Xi −X(1))2n(X̄ −X(1)), o ci

apibr
eºti taip: ∫ c2

c1

f(x|2n− 2)dx =

∫ c2

c1

f(x|2n)dx = 1− α,

f(x|ν) yra chi kvadrato skirstinio su ν laisv
es laipsniu� tankio funkcija.
b) I�rodykite, kad, tikrinant hipotez¦ H0 : a = 0, kai alternatyva yra H1 : a 6= 0, lygmens

α TGN kriterijus atmeta H0, kai X(1) < 0 arba 2nX(1)/V > c(n − 1); £ia c randamas i²
lygties

(n− 1)

∫ c

0
(1 + v)−ndv = 1− α.

4.6. skyrelis

4.46. Tegu Xi1, ..., Xini , i = 1, ..., k, ni ≥ 2, yra k paprastu�ju� nepriklausomu� im£iu�
eksponentiniu� a. d. X1, ..., Xk, kuriu� tikimybiniai tankiai yra

1

σi
exp{−

x− θi
σi
}, θi < x <∞, i = 1, ..., k;

£ia 0 < σi <∞, −∞ < θi < +∞, i = 1, ..., k.
Rasti tik
etinumu� santyki�, kai tikrinama hipotez
e: a) H1 : θ1 = θ2 = ... = θk; b) H2 :

σ1 = ... = σk; c) H3 : θ1 = ... = θk, kai visi σi yra lygu	s.

4.47. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a. d. X ∼ N(µ, σ2), −∞ < µ <
+∞, 0 < σ < +∞. I�rodykite, kad: a) tik
etinumu� santykio kriterijus hipotezei H : µ = µ0

tikrinti yra ekvivalentus Stjudento kriterijui; b) tik
etinumu� santykio kriterijus hipotezei H :
σ2 = σ2

0 tikrinti yra ekvivalentus χ2 kriterijui.

4.48. Tegu (X1i, ..., Xki)
T , i = 1, ..., n, yra imtis vektoriaus (X1, ..., Xk)T , kurio skirstinys

priklauso polinominiu� skirstiniu� ²eimai {Pk(1, π)}; £ia π = (π1, ..., πk)T yra k-matis vekto-
rius, kurio koordinat
es tenkina s¡lygas 0 < πi < 1, π1+...+πk = 1. I�rodykite, kad tik
etinumu�
santykis hipotezei H : π1 = π0

1 , ..., πk = π0
k tikrinti yra

Λ =

(
k∏
i=1

(
π0
i

π̂i

)π̂i)n
;

£ia π̂i = Vi/n, Vi = Xi1 + ...+Xin, i = 1, ..., k.

4.49. (4.48 t¦sinys). I�rodykite, kad statistiku� −2 ln Λ ir
∑
i(Vi − nπ0

i )2/nπ0
i skirstiniai,

kai hipotez
e H yra teisinga, silpnai konverguoja i� χ2 skirstini� su k − 1 laisv
es laipsniu�.

4.50. Tegu X = (X1, ..., Xn)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra nepriklausomos paprastosios a. d.
X ∼ N(µ1, σ2

1) ir Y ∼ N(µ2, σ2
2) imtys. I�rodykite, kad: a) tik
etinumu� santykio kriterijus
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hipotezei H : µ1 = µ2, kai alternatyva yra H̄ : µ1 6= µ2, tikrinti, kai σ2
1 = σ2

2 , yra ekvivalentus
Stjudento kriterijui; b) tik
etinumu� santykio kriterijus hipotezei H : σ2

1 = σ2
2 , kai alternatyva

yra H̄ : σ2
1 6= σ2

2 , tikrinti ekvivalentus Fi²erio kriterijui.

4.51. Tegu (Xi1, ..., Xini )
T , i = 1, ..., k, yra k paprastu�ju� nepriklausomu� im£iu�, gautu�

stebint normaliuosius a. d. Xi ∼ N(µi, σ
2
i ). I�rodykite, kad tik
etinumu� santykio kriterijus

hipotezei H : µ1 = ... = µk tikrinti, kai σ2
1 = ... = σ2

k, yra ekvivalentus kriterijui, grindºiamam
statistika

F =
(n− k)

∑k
i=1 ni(X̄i. − X̄)2

k
∑k
i=1

∑ni
j=1(Xij − X̄i.)2

,

kurios skirstinys, kai H teisinga, yra Fi²erio F (k, n− k), n = n1 + ...+ nk,

X̄i. =
1

ni

ni∑
j−1

Xij , X̄ =
1

n

k∑
i=1

niX̄i..

4.52. Tegu (X1, ..., Xn1 )T ir (Y1, ..., Yn2 )T yra paprastosios nepriklausomos imtys a. d.
X ∼ B(1, p1), 0 < p1 < 1, ir Y ∼ B(1, p2), 0 < p2 < 1. Raskite tik
etinumu� santyki� Λ

hipotezei H : p1 = p2 tikrinti ir i�rodykite, kad −2 ln Λ
d→ χ2(1), kai n1, n2 → ∞, ir H yra

teisinga.

4.53. Apibendrinkite 4.52 pratim¡ ir jo sprendim¡ tuo atveju, kai im£iu� skai£ius didesnis
uº 2.

4.54. Tegu (X1, ..., Xn1 )T ir (Y1, ..., Yn2 )T yra paprastosios nepriklausomos imtys a. d.
X ∼ P(λ1), 0 < λ1 <∞, ir Y ∼ P(λ2), 0 < λ2 <∞. Raskite tik
etinumu� santyki� Λ hipotezei

H : λ1 = λ2 tikrinti ir i�rodykite, kad −2 ln Λ
d→ χ2(1), kai n1, n2 →∞, ir H yra teisinga.

4.55. Apibendrinkite 4.54 pratim¡ tuo atveju, kai im£iu� skai£ius didesnis uº 2.

4.56. Tegu (X1, ..., Xn1 )T ir (Y1, ..., Yn2 )T yra paprastosios nepriklausomos imtys a. d.
X ir Y , turin£iu� eksponentinius skirstinius X ∼ E(1/θ1) ir Y ∼ E(1/θ2), 0 < θ1, θ2 < ∞.
Raskite statistikos X̄/Ȳ skirstini�. I�rodykite, kad tik
etinumu� santykio hopotezei H : θ1 = θ2
tikrinti statistikos yra X̄/Ȳ funkcijos. Raskite kriteriju� gali¡.

4.57. Atlikta 500 nepriklausomu� steb
ejimu� ir jie sugrupuoti i� intervalus; mi steb
ejimu�,
patekusiu� i� atitinkam¡ interval¡, skai£ius.

Intervalas mi
(−∞, −3/2) 2
[−3/2, −1/2) 78
[−1/2, 1/2) 339

(1/2, ∞) 81

Ar neprie²tarauja ²ie duomenys prielaidai, kad buvo sugrupuota paprastosios atsitiktinio
dydºio X ∼ N(0, 1/4) imties realizacija?

4.58. Lentel
eje i² 2 000 atsitiktiniu� skai£iu� skaitmuo 0 aptinkamas 160 kartu�, skaitmuo 3
� 247 kartus, skaitmuo 6 � 191 kart¡, o likusieji skaitmenys � 1 402 kartus. Ar neprie²tarauja
²ie duomenys prielaidai, kad skaitmenys 0,1,...,9 pasitaiko vienodomis tikimyb
emis 1/10 ?

4.59. Tarp 2 020 ²eimu�, turin£iu� du vaikus, uºregistruota 527 ²eimos, kuriose abu vaikai
berniukai; 476 ²eimos, kur abu vaikai mergait
es, o likusiose 1 017 ²eimu� � vienas berniukas
ir viena mergait
e. Patikrinkite prielaid¡ apie berniuko ir mergait
es gimimo tikimybiu� lygyb¦.
Patikrinkite prielaid¡, kad berniuku� skai£ius X ²eimose, turin£iose du vaikus, yra binominis
X ∼ B(2, p).

4.60. Atlikus 200 nepriklausomu� bandymu�, i�vykiai A, B ir C pasirod
e atitinkamai 49, 93 ir
58 kartus. Patikrinkite hipotez¦, pagal kuri¡ P{A} = P{C} = p, P{B} = 1−2p, 0 < p < 1/2.

4.61. Atlikus 8 000 nepriklausomu� bandymu�, i�vykiai A, B ir C i�vyko atitinkamai 2 018,

5 012 ir 970 kartu�. Patikrinkite hipotez¦, pagal kuri¡ P{A} = 1/2 − 2p, P{B} = 1/2 + p,

P{C} = p, 0 < p < 1/4.
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4.7. skyrelis

4.62. Tikrinama hipotez
e H : µ = 1, kai alternatyva yra H̄ : µ 6= 1, remiantis a.
d. X ∼ N(µ, 4) paprast¡ja imtimi. Kokio didumo turi bu	ti imtis, kad hipotez
e H bu	tu�
atmetama su tikimybe 0,05, kai ji teisinga, ir priimama, kai tikroji parametro reik²m
e tenkina
nelygyb¦ |µ− 1| ≥ 1 su tikimybe, ne didesne kaip 0,01?

4.63. Remiantis n = 50 didumo normaliojo skirstinio N(0, σ2) imtimi, tikrinama hipotez
e
H : σ2 = σ2

0 , kai alternatyva yra H̄ : σ2 > σ2
0 . Kokia tikimyb
e, kad ta hipotez
e bus atmesta,

jei tikroji parametro reik²m
e σ2 tenkina nelygyb¦ σ2 > 1, 5σ2
0 , o kriterijaus reik²mingumo

lygmuo α = 0, 05? Kokio didumo turi bu	ti imtis, kad ta tikimyb
e bu	tu� ne maºesn
e uº 0,95?

4.64. Tegu hipotezei H : σ2 = σ2
0 , kai alternatyva yra H̄ : σ2 6= σ2

0 , tikrinti taikomas
TGN (4.7.11) kriterijus ir paslinktasis (4.7.13) kriterijus. Raskite, kokio didumo turi bu	ti
imtys, kad kriteriju� galios funkcijos bu	tu� ne maºesn
es uº 0,9, kai σ2 ≥ 2σ2

0 ir σ2 ≤ σ2
0/2, o

kriteriju� reik²mingumo lygmuo yra 0,05.

4.65. Lentel
eje pateikti duomenys apie dviejose fermose vienodo amºiaus kiauliu� svorio
prieaugi� per tam tikr¡ laik¡. Pirmoje fermoje pamatuota n1 = 16 kiauliu� svorio prieaugis
Xi, i = 1, ..., 16; antroje fermoje n2 = 15 kiauliu� svorio prieaugis Yi, i = 1, ..., 15. Reikia
patikrinti hipotez¦, kad vidutinis svorio priaugis nesiskiria, kai alternatyva yra, jog pirmoje
fermoje vidutinis svorio priaugis yra didesnis.

I ferma II ferma
i Xi i Xi i Yi i Yi
1 109,95 9 108,86 1 81,45 9 85,63
2 103,54 10 98,69 2 94,63 10 90,92
3 104,58 11 97,51 3 73,70 11 95,58
4 114,43 12 100,48 4 87,36 12 71,52
5 90,92 13 96,76 5 89,12 13 108,85
6 104,59 14 102,77 6 96,69 14 87,36
7 103,85 15 100,47 7 83,93 15 99,48
8 88,23 16 99,48 8 86,49

Nurodymas. I² lentel
es matyti, kad a. d. skirstiniai asimetri²ki. Tod
el reik
etu� atlikti stebi-
mojo dydºio transformacij¡, kad naujo a. d. skirstinys bu	tu� patenkinamai apra²omas norma-
liuoju skirstiniu, paskui remtis Stjudento kriterijumi. Nesunku i�sitikinti, kad nagrin
ejamame
pavyzdyje steb
ejimu� logaritmai tiksliau apra²omi normaliuoju skirstiniu. Kitaip sakant, ste-
bimasis a. d. tiksliau apra²omas lognormaliuoju skirstiniu.

4.66. Uºregistruota 100 metu� duomenys apie vidutin¦ liepos m
enesio temperatu	r¡. Re-
miantis ²iais duomenimis, gauta X̄ = 16, 482, s = 1, 6145. Naudojant ²io laikotarpio 30
pirmu�ju� metu� duomenis, gauti i�ver£iai X̄1 = 16, 893, s1 = 1, 5904, o pagal paskutiniu�ju� 30
metu� duomenis � i�ver£iai X̄2 = 15, 963, s2 = 1, 6531. Patikrinkite hipotezes, kad ²iu� dvieju�
laikotarpiu� vidutin
e temperatu	ra nesiskiria nuo vidurinio laikotarpio vidutin
es temperatu	ros,
tar¦, kad vidutin¦ temperatu	r¡ galima apra²yti normaliuoju skirstiniu.

4.67. Pagal dvi nepriklausomas n1 = n2 = 50 imtis, gautas stebint n. a. d. X ∼ N(µ1, 1)
ir Y ∼ N(µ2, 1), gauti i�ver£iai X̄ = 0, 103 ir Ȳ = 0, 368. Sudarykite TG kriteriju� hipotezei
H : µ1 = µ2, kai alternatyva yra H̄ : µ1 < µ2, tikrinti. Ar ²i hipotez
e atmetama pagal turimas
realizacijas, jeigu kriterijaus reik²mingumo lygmuo α = 0, 05?

4.68. Yra dvi nepriklausomos paprastosios vienodo didumo n imtys, gautos stebint neprik-
lausomus normaliuosius a. d., ir, remiantis Fi²erio kriterijumi, tikrinama hipotez
eH : σ2

1 = σ2
2 ,

kai alternatyva yra H̄ : σ2
1/σ

2
2 > 1. Raskite toki� imties didum¡ n, kad kriterijaus galia bu	tu�

ne maºesn
e uº 0,9, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo yra α = 0, 05 ir σ2
1/σ

2
2 = 1, 5; 2; 3.

4.69. Dviejose laboratorijose buvo matuojamas sieros dyzeliniame kure kiekis pagal iden-
ti²kus pavyzdºius, kuriuose sieros kiekis buvo 0,870. Atlikus 8 nepriklausomus matavimus, pir-
moje laboratorijoje gauti tokie rezultatai: 0,869; 0,874; 0,867; 0,875; 0,870; 0,869; 0,864; 0,872.
Kitoje laboratorijoje atlikus 10 matavimu�, gauti tokie rezultatai: 0,865; 0,870; 0,866; 0,871;
0,868; 0,870; 0,871; 0,870; 0,869; 0,874. Tar¦, kad matavimo paklaidos turi normaliu-
osius skirstinius, patikrinkite dispersiju� lygyb
es hipotez¦. Tar¦, kad dispersijos vienodos,
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patikrinkite laboratoriju� paklaidu� vidurkiu� vienodumo hipotez¦.

4.70. Tikrinama hipotez
e, kad impulso atpaºinimo paklaidos dispersija nepriklauso nuo
jo intensyvumo. Buvo atlikti du nepriklausomi eksperimentai. Impulsas, kurio intensyvumas
10 s¡lyginiu� vienetu�, buvo i�vertintas taip: 9, 9, 8, 10, 12, 12, 13, 10, 10; impulsas, kurio
intensyvumas 20 s¡lyginiu� vienetu�, � taip: 15, 16, 17, 23, 22, 20, 21, 24, 27. Ar ²ie duomenys
neprie²tarauja i²keltajai hipotezei (tarkite, kad buvo stebimi nepriklausomi normalieji a. d.)?

4.71. (2.19 pratimo t¦sinys). 2.19 pratimo s¡lygomis pri
em¦ normalumo prielaid¡
patikrinkite hipotez¦, kad I ir II tipo juostu� kokyb
es rodiklio vidurkiai nesiskiria.

4.72. (3.171 pratimo t¦sinys). 3.171 pratimo s¡lygomis a) patikrinkite triju� dispersiju�
lygyb
es hipotez¦ H : σ2

x = σ2
y = σ2

z ; b) patikrinkite hipotez¦ H : θ = 0.

4.73. Tikrinant keturias didumo n1 = 20, n2 = 38, n3 = 25, n4 = 50 lempu£iu� partijas,
gautos ju� darbo laiko iki gedimo vidutin
es reik²m
es T̄1 = 154, 3, T̄2 = 165, 1, T̄3 = 159, 0,
T̄4 = 175, 5. Tardami, kad i-osios partijos lemput
es darbo laikas iki gedimo turi eksponentini�
skirstini� E(1/λ), patikrinkite hipotez¦ H : λ1 = λ2 = λ3 = λ4.

4.74. Tiriant specialios s
ejamosios efektyvum¡, 10 sklypeliu� buvo s
ejama paprasta s
e-
jam¡ja ir 10 sklypeliu� � specialia s
ejam¡ja, paskui buvo lyginamas derlingumas. Dvide²imt
vienodo ploto sklypeliu� buvo taip sugrupuoti poromis, kad bu	tu� greta vienas kito. Metant
monet¡ buvo pasirenkama, kuriame i² dvieju� sklypeliu� s
eti specialia s
ejam¡ja. Rezultatai
pateikti lentel
eje.

Eil. Nr. Speciali Paprasta Eil. Nr. Speciali Paprasta
1 8,0 5,6 6 7,7 6,1
2 8,4 7,4 7 7,7 6,6
3 8,0 7,3 8 5,6 6,0
4 6,4 6,4 9 5,6 5,5
5 8.6 7,5 10 6,2 5,5

Patikrinkite hipotez¦, kad abieju� s
ejamu�ju� efektyvumas vienodas: a) taikydami dvieju�
im£iu� Stjudento kriteriju� (4.7.15); b) taikydami Stjudento kriteriju� atitinkamu� sklypeliu� derlin-
gumu� skirtumams (ºr. 4.7.9 pvz.); c) paai²kinkite, kod
el gaunamos skirtingos i²vados.

4.75. (4.74 t¦sinys). I�vertinkite koreliacijos koe�cient¡ ir patikrinkite koreliacijos koe�-
ciento lygyb
es 0 hipotez¦.

4.76 (3.172. pratimo t¦sinys). 3.172 pratimo s¡lygomis patikrinkite prielaid¡, kad a. d.
X ir Y vidurkiai nesiskiria.

4.77. Lentel
eje nurodyta 10 pacientu�, vartojusiu� migdomuosius vaistus A ir B, papildomo
miego trukm
e X ir Y (valandomis).

i Xi Yi i Xi Yi
1 1,9 0,7 6 4,4 3,4
2 0,8 -1,6 7 5,5 2,7
3 1,1 -0,2 8 1,6 0,8
4 0,1 -1,2 9 4,6 0,0
5 -0,1 -0,1 10 3,4 2,0

Patikrinkite hipotez¦, kad vaistu� poveikis vienodas, tar¦, kad buvo stebimas normalusis
atsitiktinis vektorius.

4.78. (3.151 pratimo t¦sinys). 3.151 pratimo s¡lygomis tar¦, kad parametras η = 10,
patikrinkite hipotez¦ H : λ ≤ 1, kai alternatyva yra H̄ : λ > 1.

4.79. (3.155 pratimo t¦sinys). 3.155 pratimo s¡lygomis tar¦, kad parametras η = 10
patikrinkite hipotez¦ H : λ = λ0 = 0, 001, kai alternatyva yra H̄ : λ 6= 0, 0001. (α = 0, 01).

4.80. (3.150 pratimo t¦sinys). 3.150 pratimo s¡lygomis rei²mingumo lygmens α = 0, 05
kriterijumi patikrinkite hipotez¦ H : λ = λ0 = 1, kai alternatyva yra H̄ : λ 6= 1.

4.81. Tegu X1, X2, ..., X7 yra �rmoje uºregistruotu� klientu� skambu£iu� skai£iai per 7
savait
es dienas. Tar¦, kad a. d. X1, ..., X7 yra nepriklausomi ir turi Puasono skirstinius
Xi ∼ P(λi), a) patikrinkite hipotez¦ H : λ1 = ... = λ7 remdamiesi a. d. X1, ..., X7 realizacija:
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52; 65; 60; 71; 75; 43; 40. b) Matome, kad savaitgalyje skambu£iu� skai£ius yra maºesnis.
Patikrinkite hipotez¦ H : λ1 = ... = λ5, kad skambu£iu� intensyvumas darbo dienomis yra
vienodas.

4.82. (2.29 pratimo t¦sinys). 2.29 pratimo s¡lygomis patikrinkite hipotez¦, kad defektiniu�
gaminiu� dalis nevir²ija 0,03.

4.83. (3.152 pratimo t¦sinys). 3.152 pratimo s¡lygomis patikrinkite hipotez¦, kad II
ru	²ies gaminiu� dalis nevir²ija 0,25.

4.84. (2.30 pratimo t¦sinys). 2.30 pratimo s¡lygomis tar¦, kad j-oje bandymu� serijoje
stebimas Puasono a. d. Xj ∼ P(λj), patikrinkite hipotez¦ H : λ1 = λ2 = λ3 = λ4.

4.85. Per pirm¡ valand¡ skaitiklis uºregistravo 150 tam tikru� kosminiu� daleliu�, per
tolesnes dvi valandas � 250 daleliu�. Patikrinkite hipotez¦, kad daleliu� srauto intensyvumas
nepakito.

4.86. Du nepriklausomi a. d., pasiskirst¦ pagal Puasono d
esni�, i�gijo atitinkamai reik²mes
75 ir 200. Patikrinkite hipotez¦ H : λ1 = λ2/2 , kai alternatyva H̄ : λ1 < λ2/2.

4.87. Per pirm¡j¡ dien¡ skaitiklis uºregistravo 20 026 puasoninio srauto impulsus, o per
antr¡j¡ dien¡ � 19 580 impulsu�. Ar yra pagrindo teigti, kad impulsu� srauto intensyvumas
sumaº
ejo?

4.88. Ar galima teigti, kad dviejose nepriklausomose Bernulio bandymu� schemose i�vykio
A tikimyb
e vienoda, jeigu atlikus n1 = n2 = 5000 bandymu� i�vykis A i�vyko 2 602 ir 2 398
kartus?

4.89. Patikrinus 5 vienodo didumo n = 200 gaminiu� partijas, jose buvo surasta atitinka-
mai 15; 10; 6; 12; 4 defektiniai gaminiai. Tegu defektiniu� gaminiu� skai£ius j-oje partijoje turi
binomini� skirstini� B(n, pi), i = 1, ..., 5. Patikrinkite hipotez¦ H : p1 = ... = p5.

4.90. (3.176 pratimo t¦sinys). 3.176 pratimo s¡lygomis patikrinkite hipotez¦, kad pra-
puolimo kampas turi tolygu�ji� pasiskirstym¡.

4.91. (3.177 pratimo t¦sinys). 3.177 pratimo s¡lygomis patikrinkite hipotez¦, kad susir-
gimai leukemija tolygiai pasiskirst¦ per metus.

4.92. Lentel
eje pateikta sm
elio gru	deliu� orientacija plok²tumoje (ºr. [14]).

Kampas Kiekis Kampas Kiekis Kampas Kiekis
0◦− 244 60◦− 326 120◦− 322
10◦− 262 70◦− 340 130◦− 295
20◦− 246 80◦− 371 140◦− 230
30◦− 290 90◦− 401 150◦− 256
40◦− 284 100◦− 382 160◦− 263
50◦− 314 110◦− 332 170◦− 281

Kampai sugrupuoti i� ilgio 10◦ intervalus (nurodoma grupavimo intervalo pradºia). Gre-
timuose stulpeliuose nurodomi sm
elio gru	deliu�, kuriu� orientacija patenka i� atitinkamus inter-
valus, skai£iai.

Padvigubin¦ kampus, perveskite duomenis i� interval¡ [0◦ − 360◦]. Patikrinkite kampu�

skirstinio tolygumo hipotez¦.

Atsakymai ir nurodymai

4.2 skyrelis

4.1. Jeigu θ1 > θ0, tai H atmetama, kai Sn = X1 + ... + Xn < χ2
1−α(2n)/(2θ0);

kriterijaus galia β(θ1) = P{χ2
2n < (θ1/θ0)χ2

α(2n)}; jeigu θ1 < θ0, tai H atmetame, kai
Sn > χ2

α(2n)/(2θ0); kriterijaus galia β(θ1) = P{χ2
2n > (θ1/θ0)χ2

α(2n)}. 4.2. Tegu kriter-
ijaus reik²mingumo lygmuo α tenkina nelygyb¦ α < 1/2 − arctg(1/2)/π ≈ 0, 396. Hipotez
e
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atmetama, kai x1 < X < x2; x1 = [c−
√
c− (c− 1)2]/(c−1), x2 = [c+

√
c− (c− 1)2]/(c−1);

konstanta c randama i² s¡lygos (arctg(x2) − arctg(x1))/π = α. 4.3. a) Hipotez
e atmetama,
kai |X| > zα/2, jeigu α < 0, 0455; hipotez
es atmetimo sritis: |X| < x1 arba |X| > x2,
x1 = 1−

√
1 + c, x2 = 1+

√
1 + c; konstanta c randama i² s¡lygos α = 2[1−Φ(x2)]+2Φ(x1)−1,

jeigu α > 0, 0455. b) Hipotez
e atmetama, kai δ − c < |X| < δ; konstanta c randama
i² s¡lygos 2[Φ(δ) − Φ(δ − c)] = α; jeigu toks c < δ neegzistuoja, tai H atmetama, kai
|X| < δ. 4.4. Hipotez
e atmetama. Nurodymas. Imties X = (X1, ..., X5)T tankis, kai teisinga
hipotez
e yra ϕ(x) = (1/

√
2πσ)5 exp{−(x2

1 + ... + x2
5)/(2σ2)}; esant teisingai alternatyvai

skirstinys yra tolygus vienetiniame penkiama£iame kube −1/2 < x1, ..., x5 < 1/2. Remi-
antis Neimano�Pirsono lema, H priimama, kai max(|X1|, ..., |X5|) > 1/2, arba kai a. v. X
patenka i� penkiamat¦ sfer¡ su centru koordina£iu� pradºioje: X2

1 + ... + X2
5 < r2. Tikimyb
e

P{max(|X1|, ..., |X5|) > 1/2} = 1−(2Φ(1/0, 316)−1)5 = 0, 0077. I² s¡lygos P{X2
1 +...+X2

5 <
r2} = P{χ2

5 < r2/0, 025} = 0, 9 − 0, 0077 = 0, 8923 randame r2 = 0, 2258, t. y. penkiamat
e
sfera patenka i� kubo vidu�. Kadangi X2

1 + ... + X2
5 = 0, 2549, tai H atmetama. 4.5. n ≥ 22.

4.6. Neatmetama. 4.7. 0,1856; 0,3306; 0,9117; 0,3333. 4.8. Neatsiºvelgiant i� randomi-
zacij¡, kriterijus yra toks: ϕ1(x) = 1, kai f1(x) > c1f2(x); ϕ2(x) = 1, kai f2(x) > c2f1(x);
ϕ0(x) = 1− ϕ1(x)− ϕ(x). Konstanta c1 randama i² s¡lygos α12 = α, o konstanta c2 � i² s¡-
lygos α21 = β, jeigu sprendiniai c1 ir c2 tenkina s¡lyg¡ c1c2 > 1. Prie²ingu atveju sprendinys
neegzistuoja (tokiu atveju galima minimizuoti, pvz., sum¡ α01 + α10). 4.9. Sprendinys yra
tokio pat pavidalo kaip ir 8 pratime. Konstantos c1, c2 randamos i² s¡lygu� β12 = b1, β21 = b2,
jei tik c1c2 > 1. 4.11. a) H0 atmetame, kai X > θ0(1 −

√
α); b) H0 atmetame, kai

X < [−(1 − θ0) +
√

(1− θ0)2 + α(2θ0 − 1)]/(2θ0 − 1) ir θ0 6= 1/2; atmetama, kai X < α,
jeigu θ0 = 1/2; c) hipotez
e atmetama, kai X <

√
α/2 arba kai X > 1−

√
α/2. 4.12. a) H0

atmetama, kai X(1) > θ0 − (lnα)/n; b) hipotez¦ atmetame, kai X(1) > θ0α−1/n, esant al-
ternatyvai θ1 > θ0; hipotez¦ atmetame su tikimybe 1, kai X(1) < θ0, ir atmetame su tikimybe
α, kaiX(1) ≥ θ0, esant alternatyvai θ1 < θ0. 4.13. Remiantis TG kriterijumi H atmetama su
tikimybe 1, kai S = X1 + ...+Xn ≥ 1, ir atmetama su tikimybe α = 0, 01, kai S = 0. Abieju�
ru	²iu� klaidos nevir²ija 0,01, kai n ≥ 458.

4.3 skyrelis

4.14. Kriterijaus funkcija ϕ(X) = 1, kai X(n) > θ0, ir ϕ(X) = α, kai X(n) ≤ θ0,
esant alternatyvai θ > θ0; kriterijaus funkcija ϕ(X) = 1, kai X(n) < θ0α1/n ir ϕ(X) = 0
kitais atvejais, esant alternatyvai θ < θ0; kriterijaus funkcija ϕ(X) = 1, kai X(n) > θ0

arba X(n) < θ0α1/n, ir ϕ(X) = 0 kitais atvejais, esant dvipusei alternatyvai. 4.15. a) kai
alternatyva yra H̄ : σ > σ0, tai H atmetame, kai T =

∑
i(Xi − µ) < χ2

1−α(2n)/(2σ0); jeigu
alternatyva yra H̄ : σ < σ0, tai H atmetame, kai T > χ2

α(2n); b) Jeigu alternatyva yra
H̄ : µ > µ0, tai kriterijaus funkcija ϕ(X) = 1, kai X(1) ≥ µ0 − (lnα)/(σn), ir ϕ(X) = 0 kitais
atvejais; jeigu alternatyva yra µ < µ0, tai kriterijaus funkcija ϕ(X) = 1, kai X(1) < µ0, ir
ϕ(X) = α, kaiX(1) ≥ µ0. 4.16. 0,0879; 0,2052; 0,3731; 0,5703, kai α = 0, 05; 0,1581; 0,3101;
0,4917; 0,6752, kai α = 0, 1; 0,2891; 0,4877; 0,6804; 0,8350, kai α = 0, 2. Imties didumas: a)
n ≥ 39; b) n ≥ 471. 4.17. Prielaida atmetama. 4.18. p ≈ 7, 39(%). 4.19. Reikia tikrinti
po n = 251 lemput¦; partij¡ atmetame, kai defektiniu� lempu£iu� skai£ius m ≥ 18. 4.20. a)
Remdamiesi Bernulio schema, tikriname hipotez¦ H : p = p0 su alternatyva H̄ : p > p0: a)
n = 10, p0 = e−1, kritin
e sritis apibr
eºta nelygybe X ≥ 4; b) n = 8, p0 = e−2, kritin
e sritis
� X ≥ 3. b) Reik²mingumo lygmuo: a) 0,5344; b) 0,0820. 4.21. Reik²mingumo lygmuo
0,0989; kriterijaus galia: 0,4557; 0,8208; 0,9830; 1,000. 4.22. a) k = 37; 0,6527; 0,9726;
0,9995; b) k = 6; 0,0906; 0,2207; 0,3922. 4.23. H0 atmetame, kai: a) S = X1 + ...+Xn >
θ0χ2

α(2n)/2; b) S = −(lnX1 + ...+ lnXn) < χ2
1−α(2n)/(2θ0); c)

∑
i(Xi − 1)2 > θ0χ2

α(n);
d) S = Xc

1 + ... + Xc
n > θc0χ

2
α(2n)/2. 4.24. a) (X(1), X(n)) ∼ f(x, y) = n(n − 1)(y −

x)n−2, θ < x < y < θ + 1. b) 0. c) β(θ) = 1− (1− (θ − θ0))n, kai θ0 ≤ θ ≤ θ0 + 1; β(θ) = 1,
kai θ > θ0 + 1. d) n ≥ 44. 4.26. H0 atmetame, kai S = X1 + ... + X10 ≥ 5; atmetame su
tikimybe γ1 = 0, 4657, kai S = 0; atmetame su tikimybe γ2 = 0, 1954, kai S = 4; b) H0

atmetame, kai S = 0; 8; 9; 10; atmetame su tikimybe γ1 = 0, 4702, kai S = 1; atmetame
su tikimybe γ2 = 0, 2992, kai S = 7. 4.27. Hipotez¦ H0 atmetame, kai X < k1 arba X > k2;
atmetame su tikimybe γi, kaiX = ki, i = 1, 2; konstantos k1, k2, γ1, γ2 randamos i² lyg£iu�
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sistemos: p0[
∑k2−1
k=k1+1 q

k−1
0 + (1− γ1)qk10 + (1− γ2)qk20 ] = 1− α, p2[

∑k2−1
k=k1+1 kq

k−1
0 + (1−

γ1)k1q
k1−1
0 +(1−γ2)k2q

k2−1
0 ] = 1−α. 4.31. TG kriterijus atmeta H, kai a2 =

∑
iX

2
i /n > c;

konstanta c randama i² s¡lygos P{a2 > c|µ0} = α. Kadangi E(a2|µ) = µ2 + kµ ir V (a2|µ) =

2kµ2(k+2µ), tai esant dideliems n konstanta c ≈ µ2
0+kµ0+µ0zα

√
2k(k + 2µ0)/n; kriterijaus

galia β(µ) ≈ 1−Φ(
√
n(c−µ2 − kµ)/(µ

√
2k(k + 2µ)), µ > µ0. 4.32. Tai atskiras 33 pratimo

atvejis, kai imties didumas lygus 1, o vietoje k imama k/n, t. y. 33 pratimo atsakymuose
reikia i�ra²yti X̄2 vietoje a2 ir k/n vietoje k. 4.33. H atmetame, kai X > c, £ia c yra
maºiausias sveikasis skai£ius, tenkinantis nelygyb¦ p = βc0 ≤ α, ir atmetame su tikimybe
γ = (α− p)/(βc−1

0 (1− β0)), kai X = c.

4.4�4.5 skyreliai

4.36. Jeigu σ ºinoma, tai kriterijaus galia lygi 0,5573; 0,7228; 0,8505, kai n = 5;
0,8119; 0,9354; 0,9842, kai n = 10; 0,9270; 0,9871; 0,9987, kai n = 15. Jeigu σ neºi-
noma, tai kriterijaus galia lygi 0,5869; 0,7280; 0,8393, kai n = 5; 0,8077; 0,9275; 0,9795, kai
n = 10; 0,9216; 0,9844; 0,9961, kai n = 15. 4.37. Nurodymas. Santykis (X1 − µ1)/

√
σ̂2

turi Stjudento skirstini� S(n − s), kai H teisinga; £ia σ̂2 =
∑n
j=s+1 X

2
j /(n − s). 4.38. a)

H0 atmetame, kai X1 < k, ir atmetame su tikimybe γ, kai X1 = k; £ia k � maºiausias
sveikasis skai£ius, kuriam galioja nelygyb
e

∑k−1
m=0 C

m
N /2

N = p ≤ α; γ = (α − p)/(CkN/2
N ),

N = X1 + X2; b) β =
∑k−1
m=0 C

m
N 2N−m/3N + γCkN2N−k/3N pirmaisiais trimis atvejais ir

β =
∑k−1
m=0 C

m
N 4N−m/5N + γCkN4N−k/5N paskutiniu atveju. 4.39. a) Hipotez
e atmetama,

kai pv = 2(1−F (|t||n−1)) < α; £ia t yra statistikos T =
√
n(X̄−µ0)/s realizacija, o F (t|ν) yra

Stjudento skirstinio su ν laisv
es laipsniu� pasiskirstymo funkcija; pasikliovimo intervalu� termi-
nais hipotez
e atmetama, kai µ0 < µ arba kai µ0 > µ̄; £ia (µ, µ̄) yra parametro µ pasikliovimo
intervalas su pasikliovimo lygmeniu Q = 1 − α. b) Hipotez
e atmetama, kai pv = P{χ2

n−1 <

y2} < α; £ia y2 yra statistikos s2(n − 1)/σ2
0 realizacija; pasikliovimo intervalu� terminais

hipotez
e atmetama, kai σ̄2 < σ2
0 ; £ia (σ2, σ̄2) yra parametro σ2 pasikliovimo intervalas su

pasikliovimo lygmeniu Q = 1−2α. 4.40. Hipotez
e atmetama, kai pv = P{χ2
2nν < 2λ0t} < α;

£ia t yra statistikos T = X1 + ... + Xn realizacija; pasikliovimo intervalu� terminais hipotez
e
atmetama, kai λ0 < λ; £ia (λ, λ̄) yra parametro λ pasikliovimo intervalas su pasikliovimo
lygmeniu Q = 1− 2α. 4.42. Nurodymas. Paºym
ekime Si =

∑ni
j=1Xij , i = 1, 2. Tik
etinumo

funkcija L = h(X1,X2) exp{−θS1 − ϑ(S1 + S2) − B(θ, ϑ)}, θ = θ1 − θ2, ϑ = θ2; kadangi
esant teisingai hipotezei H : θ1 = θ2 (arba θ = 0), statistika S1/(S1 + S2) ∼ Be(n1γ1, n2γ2),
tai TGN kriterijus galime suformuluoti naudodami beta skirstini�. 4.43. Paºym
ekime β̂1 =∑
iXi(ti − t̄)/

∑
i(ti − t̄)2, β̂0 = X̄ − t̄β̂1, σ̂2 = s2 =

∑
i(Xi − β̂0 − β̂1ti)

2/(n − 2). Tada:
a) H0 atmetame, kai (β̂0 − θ0)/(sc) > tα(n − 2), c2 = 1/n + t̄2/

∑
i(ti − t̄)2; b) H0 at-

metame, kai |β̂0 − θ0|/(sc) > tα/2(n− 2); c) H0 atmetame, kai (β̂1 − θ0)/(sd) > tα(n− 2),

d2 = 1/
∑
i(ti− t̄)2; (d) H0 atmetame, kai |β̂1−θ0|/(sd) > tα/2(n−2). 4.44. a) Nurodymas.

Atlikime transformacij¡ Ui = ∆0Xi + Yi, Zi = Xi − Yi/∆0, i = 1, ..., n. Tada hipotez
e H0 :
σ2/σ1 = ∆0 yra ekvivalenti hipotezei, kad koreliacijos koe�cientas ρ = ρ(Ui, Zi) = 0. Statis-
tika R yra empirinio koreliacijos koe�ciento, apskai£iuoto pagal imti� (Ui, Zi)

T , i = 1, ..., n,
modulis; b) (n − 2)R2/(1 − R2) ∼ F (1, n − 2); c) Nurodymas. Atlikime transformacij¡

Ui = Xi + Yi, Zi = Xi − Yi, i = 1, ..., n. Tada statistika V = |Z̄|/
√∑

i(Zi − Z̄)2; d)

(n− 1)V 2 ∼ F (1, n− 1).

4.6 skyrelis

4.46. Paºym
ekime n = n1 + ... + nk, Xi(1) = min(Xi1, ..., Xini ), X(1) = min(X1(1), ...,

Xk(1)). Tada: a) Tik
etinumu� santykis Λ =
∏k
i=1(σ̂i/σ̃i)

ni , σ̂i =
∑ni
j=1(Xij − Xi(1))/ni,

σ̃i =
∑ni
j=1(Xij − X(1))/ni; b) Λ =

∏k
i=1(σ̂i/σ̂)ni , σ̂ =

∑k
i=1 niσ̂i/n; c) Λ = (σ̂/σ̃)n,

σ̃ =
∑k
i=1 niσ̃i/n. 4.51. Tik
etinumu� santykis Λ = [1/(1+kF/(n−k))]n/2. 4.52. Tik
etinumu�

santykis Λ = p̂S1 (1− p̂)n1−S1 p̂S2 (1− p̂)n2−S2/[p̂S1
1 (1− p̂1)n1−S1 p̂S2

2 (1− p̂2)n2−S2 ]; S1 =
X1 + ...+Xn1 , S2 = Y1 + ...+Yn2 , p̂1 = S1/n1, p̂2 = S2/n2, p̂ = (S1 +S2)/(n1 +n2). 4.53.
Λ = p̂S(1−p̂)n−S/(

∏k
i=1 p̂

Si
i (1−p̂i)ni−Si ), S = S1+...+Sk, n = n1+...+nk, p̂ = S/n, p̂i =
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Si/ni, i = 1, 2, ..., k; −2 ln Λ
d→ χ2

k−1, kai ni → ∞, i = 1, 2, ..., k, ir hipotez
e H : p1 = p2 =

... = pk yra teisinga. 4.54. Tik
etinumu� santykis Λ = (λ̂S1+S2/(λ̂S1
1 λ̂S2

2 )) exp{n1λ̂1 +n2λ̂2−
(n1 + n2)λ̂}; S1 = X1 + ... + Xn1 , S2 = Y1 + ... + Yn2 , λ̂1 = S1/n1, λ̂2 = S2/n2, λ̂ =

(S1 + S2)/(n1 + n2). 4.55. Λ = λ̂S/(
∏k
i=1 λ̂

Si
i ), S = S1 + ... + Sk, n = n1 + ... +

nk, λ̂ = S/n, λ̂i = Si/ni, i = 1, 2, ..., k; −2 ln Λ
d→ χ2

k−1, kai ni → ∞, i = 1, 2, ..., k,
ir hipotez
e H : λ1 = λ2 = ... = λk yra teisinga. 4.56. A. d. X̄/Ȳ = (θ1/θ2)F2n1,2n2 ;
£ia Fm,n � a. d., turintis Fi²erio skirstini� su m ir n laisv
es laipsniu�. Tik
etinumu� santykis
Λ = (nn1

1 nn2
2 /(n1 +n2)n1+n2 )(1 +n1X̄/(n2Ȳ ))n1+n2 (n2Ȳ )n1/ /(n1X̄)n1 . Tegu alternatyva

yra H̄ : θ1 > θ2. Tada hipotez
e H atmetama, kai X̄/Ȳ > Fα(2n1, 2n2), o kriterijaus galia
β(θ2) = P{F2n1,2n2 > (θ2/θ1)Fα(2n1, 2n2)}, θ2 < θ1. 4.57. Nurodymas. Pasinaudokime
tuo, kad a. d. V =

∑
i(mi − np0

i )
2/(np0

i ) apytiksliai turi χ2 skirstini� su 3 laisv
es laipsniais;
£ia p0

i � tikimyb
e, kad a. d. X ∼ N(0, 1/4) i�gijo reik²m¦ i² i-ojo intervalo: p0
1 = 0, 00135; p0

2 =
0, 1573; p0

3 = 0, 6827; p0
4 = 0, 15865. Atsitiktinis dydis V i�gijo reik²m¦ 2,6578. Asimptotin
e P -

reik²m
e pva = P{χ2
3 > 2, 6578} = 0, 4474. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. 4.58. Analogi²kai

kaip ir 4.57 pratime gauname, kad a. d. V , kuris apytiksliai turi χ2 skirstini� su 3 laisv
es
laipsniais, i�gijo reik²m¦ 19,453. Asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2

3 > 19, 453} = 0, 00022.
Hipotez¦ atmetame. 4.59. Atsitiktinis dydis V , kuris apytiksliai turi χ2 skirstini� su 2 laisv
es
laipsniais, i�gijo reik²m¦ 5,3446. Asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2

2 > 5, 3446} = 0, 0691.
Hipotez¦ atmetame, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0691. Tikrindami hipotez¦
H : X ∼ B(2, p), apskai£iuojame statistikos V̂ = (m0−np̂2)2/(np̂2)+(m1−n2p̂q̂)2/(n2p̂q̂)+
(m2 − nq̂2)2/(nq̂2), kuri apytiksliai turi χ2 skirstini� su 1 laisv
es laipsniu, reik²m¦; £ia p̂ yra
tikimyb
es p DT i�vertinys. Gauname p̂ = = (1017 + 1054)/4040 = 0, 5126; V̂ = 0, 2317.
Asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2

1 > 0, 2317} = 0, 6303. Atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.
4.60. Parametro p DT i�vertis p̂ = 0, 2675. Analogi²kai kaip 4.59 pratime statistikos V̂ ,
kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi χ2 skirstini� su 1 laisv
es laipsniu, reik²m
e yra
V̂ = 0, 757. Asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2

1 > 0, 757} = 0, 3843. Tod
el atmesti hipotez¦
n
era pagrindo. 4.61. Parametro p DT i�vertis p̂ = 0, 1232. Analogi²kai kaip 4.59 pratime
statistikos V̂ , kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi χ2 skirstini� su 1 laisv
es laipsniu,
reik²m
e lygi 0, 444. Tod
el atmesti hipotez¦ n
era pagrindo.

4.7 skyrelis

4.62. n ≥ 74. 4.63. 0,6737; n ≥ 133. 4.64. Taikant TGN kriteriju� n ≥ 45,
taikant simetrini� kriteriju� n ≥ 47. 4.65. Pereiname prie logaritmu�. Kadangi atmesti
dispersiju� lygyb
es hipotez¦ n
era pagrindo, tai taikome kriteriju� (4.7.17). Statistikos T rea-
lizacija t = 4, 2745; P reik²m
e pv = 9, 45 × 10−5. Hipotez
e atmetama. 4.66. Pagal
turimus duomenis randame vidurinio laikotarpio vidurkio ir kvadratinio nuokrypio i�ver£ius
X̄0 = 16, 563, s0 = 1, 5362 ir taikome Stjudento dvieju� im£iu� kriteriju�. Lygindami pirm¡ ir
vidurini� laikotarpius, gauname statistikos T realizacij¡ 0,8761, o lyginant vidurini� ir paskutini�
laikotarpius statistikos T realizacija yra -1,5652; atitinkamos P reik²m
es esant dvipusei alter-
natyvai yra 0,3841 ir 0,1222. Atmesti hipotezes n
era pagrindo. 4.67. Neatmetama. 4.68.
n ≥ 211; n ≥ 74; n ≥ 31. 4.69. Dispersiju� lygyb
es hipotez
e neatmetama, nes a. d., tu-
rintis Fi²erio skirstini� F (7, 9), i�gijo reik²m¦ 1,9584; sisteminiu� paklaidu� vienodumo hipotez
e
neatmetama, nes a. d., turintis Stjudento skirstini� S(16), i�gijo reik²m¦ 0,4099. 4.70. Tikri-
name hipotez¦ H : σ2

1 = σ2
2 , kai alternatyva yra H̄ : σ2

1 < σ2
2 . Statistika F = s21/s

2
2,

kuri esant teisingai hipotezei turi Fi²erio skirstini� ν1 = 10, ν2 = 10 laisv
es laipsniu� i�gijo
reik²m¦ 0,1783. P reik²m
e pv = P{F10;10 < 0, 1783} = 0, 0059. Hipotez¦ atmetame, kai
α ≥ 0, 0059. 4.71. Statistika T , turinti Stjudento skirstini� su 97 laisv
es laipsniais, i�gijo
reik²m¦ 5,7568. P reik²m
e pv = 2P{|t97| > 5, 7568} = 2× 10−7. Hipotez
e atmetama. 4.72.
a) Tik
etinumu� santykio statistika R̃TS (ºr. 4.63 pvz.) i�gijo reik²m¦ 1,8931; asimptotin
e P
reik²m
e pv = P{χ2

2 > 1, 8931} = 0, 3881; atmesti hipotez¦ n
era pagrindo. b) Hipotez
e neat-
metama. 4.73. Tik
etinumu� santykio statistika i�gijo reik²m¦ 0,3086; atmesti hipotez¦ n
era
pagrindo. 4.74. a) Statistika Z i�gijo reik²m¦ 1,882. Tegu F (x|ν) yra Stjudento skirstinio su
ν laisv
es laipsniu� pasiskirstymo funkcija. Tada P -reik²m
e pv = 2[1− F (1, 882|18)] = 0, 0761.
Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi hipotez
e neatmetama. b) Statistika T i�gijo
reik²m¦ 3,2143. P reik²m
e pv = 2[1 − F (3, 2143|8)] = 0, 0106; hipotez¦ atmetame, kai kri-
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terijaus reik²mingumo lygmuo α vir²ija 0,0106. c) Pagal prasm¦ a. d.X ir Y yra teigiamai
priklausomi (jei gretimu� sklypeliu� ºem
e derlingesn
e, tai abu a. d. X ir Y tur
es tendencij¡
i�gyti didesnes reik²mes ir, atvirk²£iai). Tod
el lentel
es duomenis reikia traktuoti kaip 10 dvi-
ma£io a. v. (X,Y )T realizaciju�. Reikia taikyti 4.7.3 skyrelio metodik¡, o kriteriju� (4.7.15)
taikyti yra nekorekti²ka. 4.75. Koreliacijos koe�ciento i�vertis ρ̂ = r = 0, 7055. Statistika
U i² (4.7.29) i�gijo reik²m¦ 2,8157. Jeigu hipotez
es H : ρ = 0 alternatyva yra H̄ : ρ > 0,
tai P reik²m
e pv = 1 − F (2, 8157|8) = 0, 0113; nepriklausomumo hipotez
e H : ρ = 0 at-
metama, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo α ≥ 0, 0113. 4.76. Statistika T i�gijo reik²m¦
1,7718. Jeigu alternatyva yra H̄ : θ >0, tai P reik²m
e pv = 1 − F (1, 7718|15) = 0, 0484.
Hipotez
e H : θ = 0 atmetama, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo α ≥ 0, 0484. 4.77.
Tikriname hipotez¦ d
el a. d. X ir Y vidurkiu� lygyb
es. Statistika T i�gijo reik²m¦ 4,1212.
Jeigu alternatyva dvipus
e, tai P reik²m
e pv = 2[1 − F (4, 1212|9) = 0, 0026. Hipotez
e
H : θ = 0 atmetama, kai kriterijaus reik²mingumo lygmuo α ≥ 0, 0026. 4.78. Statis-
tika T = X1 + ... + Xn i�gijo reik²m¦ t = 185. P reik²m
e pv = P{χ2

400 < 2t} = 01435.
Hipotez¦ atmesti n
era pagrindo. 4.79. Hipotez
e neatmetama. 3.155 pratimo atsakyme suras-
tas pasikliovimo intervalas uºdengia hipotetin¦ reik²m¦ λ0. 4.80. Hipotez
e neatmetama.
3.155 pratimo atsakyme surastas pasikliovimo intervalas uºdengia hipotetin¦ reik²m¦ λ0.
4.81. a) Tik
etinumu� santykio statistika RTS i�gijo reik²m¦ 19,3386; asimptotin
e P reik²m
e
pva = P{χ2

6 > 19, 3386} = 0, 0036. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo
vir²ija 0,0036. b) Tik
etinumu� santykio statistika RTS i�gijo reik²m¦ 5,1783; asimptotin
e P
reik²m
e pva = P{χ2

4 > 5, 1783} = 0, 2695. Hipotez
e neatmetama. 4.82. Defektiniu� gaminiu�
skai£ius 18; nerandomizuoto kriterijaus P reik²m
e pv = P{S ≥ 18}; £ia S ∼ B(350; 0, 03);
randame pv = 0, 0201. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija
0,0201. 4.83. Antros ru	²ies gaminiu� skai£ius 277; nerandomizuoto kriterijaus P reik²m
e
pv = P{S ≥ 277}; £ia S ∼ B(1000; 0, 25); randame pv = 0, 0275. Hipotez
e atmetama, jei
kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0275. 4.84. Tik
etinumu� santykio statistika RTS
i�gijo reik²m¦ 8,7064; asimptotin
e P -reik²m
e pva = P{χ2

3 > 8, 7064} = 0, 0335. Hipotez
e
atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0335. 4.85. Tikrinama hipotez
e
H : λ1 = λ2. Jei alternatyva yra H̄ : λ1 > λ2, tai P reik²m
e pv = P{S ≥ 150}; £ia
S ∼ B(400; 1/3). Randame pv = 0, 0442. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo
lygmuo vir²ija 0,0442. 4.86. P reik²m
e pv = P{S 6 75}; £ia S ∼ B(275; 1/3). Ran-
dame pv = 0, 0181. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0181.
4.87. Tikrinama hipotez
e H : λ1 = λ2. Jei alternatyva yra H̄ : λ1 > λ2, tai P reik²m
e
pv = P{S ≥ 20026}; £ia S ∼ B(39606; 1/2). Randame pv = 0, 0123. Hipotez
e atmetama, jei
kriterijaus reik²mingumo lygmuo vir²ija 0,0123. 4.88. Statistika

√
n(p̂1 − p̂2)/

√
p̂1q̂1 + p̂2q̂2,

kuri esant teisingai hipotezei asimptoti²kai turi standartini� normlu�ji� skirstini�, i�gijo reik²m¦
4,0834; asimptotin
e P reik²m
e pva = 2(1 − Φ(4, 0834)) = 4, 44 × 10−5. Hipotez
e atmetama.
4.89. Tik
etinumu� santykio statistika RTS i�gijo reik²m¦ 9,3113; asimptotin
e P reik²m
e
pva = P{χ2

4 > 9, 3113} = 0, 0538. Hipotez
e atmetama, jei kriterijaus reik²mingumo lyg-
muo vir²ija 0,0538. 4.90. Statistika 2nR̄2 i�gijo reik²m¦ 43,888; asimptotin
e P reik²m
e
pva = P{χ2

2 > 43, 888} = 2, 9 · 10−10; statistika −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 55,099; asimptotin
e
P reik²m
e pva = P{χ2

11 > 55, 099} = 7, 4 · 10−8. Hipotez
e atmetama. 4.91. Statistika 2nR̄2

i�gijo reik²m¦ 10,2248; asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2
2 > 10, 2248} = 0, 006; statistika

−2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 20,0797; asimptotin
e P reik²m
e pva = P{χ2
11 > 20, 0797} = 0, 0443.

Reik²mingumo lygmens α = 0, 05 kriterijumi hipotez
e atmetama. 4.92. Hipotez
e atmetama,
nes statistika 2nR̄2 i�gijo reik²m¦ 112,8, o statistika −2 ln Λ i�gijo reik²m¦ 137,9.
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1 priedas. Pagalbin
es lentel
es

1.P.1 lentel
e. Pateikiama pagrindiniu� ºiniu� apie daºnai naudojamus diskre£iuosius
tikimybinius skirstinius.

1.P.2 lentel
e. Pateikiama pagrindiniu� ºiniu� apie daºnai naudojamus absoliu£iai tolydºi-
uosius skirstinius.

Naudojami trumpiniai: nat. sk. � natu	ralusis skai£ius; sv. nen. sk. � sveikasis neneigia-
mas skai£ius; bru	k²nys parodo, kad funkcija neturi paprastos i²rai²kos.

1.P.3 lentel
e. Pateikiama ºiniu� apie tikimybiniu� skirstiniu� s¡ry²ius.
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1
priedas.

P
agalbin


es
lentel
es

1.P.1 lentel
e. Diskretieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai P{X = k} Vidurkis Dispersija Generuojan£ioji
funkcija

Binominis 0 < p < 1, Cknp
k(1− p)n−k ,

np np(1− p) (1− p+ ps)n
n-nat.sk. k = 0, ..., n

Geometrinis 0 < p < 1
p(1− p)k−1, 1

p
q
p2

ps
1−qsk = 1, 2, ...

Paskalio 0 < p < 1, Ckn+k−1p
n(1− p)k n(1−p)

p
n(1−p)
p2

(
p

1−qs

)n
n-nat.sk. k = 0, 1, ...

Neigiamasis 0 < p < 1, Γ(n+k)
k!Γ(n)

pn(1− p)k n(1−p)
p

n(1−p)
p2

(
p

1−qs

)n
binominis n > 0 k = 0, 1, ...

Apibendrinta- γ, η > 0, Ckn
Γ(γ+η)Γ(k+γ)Γ(n−k+η)

Γ(η)Γ(γ)Γ(n+γ+η) n γ
γ+η n

γη(γ+η+n)

(γ+η)2(γ+η+1)
�

binominis n � nat.sk. k = 0, 1, ..., n

Hipergeomet- N,M,n�nat.sk.
CkMCn−k

N−M
Cn
N

, k ≤ min(n, M) nM
N

np(1− p) (N−n)
(N−1) �

rinis M ≤ N, n ≤ N max(0, n−N +m) ≤ k p = M/N

Neigiamasis N,M,n�nat.sk.
Cn−1
n+k−1

CM−n
N−n−k

Ck
N

n(N−M)
M+1

ºr. (2.25) �
hipergeometr. M ≤ N, n ≤ N k = 0, 1, ..., N −M

Pojos b, r, c > 0 ºr. (2.27) nb
b+r

nbr(b+r+nc)

(b+r)2(b+r+c)
�

Puasono λ > 0
λk

k!
e−λ,

λ λ e−λ(1−s)
k = 0, 1, 2, ...

Sud
etingasis t > 0, � λtψ′(1) λt(ψ′(1) + ψ′′(1)) e−λt(1−ψ(s))
Puasono λ > 0

Logaritminis 0 < p < 1 − 1
ln p

qk

k
, k = 1, 2, ... − q

p ln p
− q
p2 ln p

(1 + q
ln p

)
ln(1−sq)

ln p

Polinominis 0 < πi < 1, n -nat.sk. n!
m1!...mk!

πm1
1 ...π

mk
k nπ

σii = nπi(1− πi), (π1s1 + ...+

π1 + ...+ πk = 1 0 ≤ mi ≤ n, mi + ...+mk = n σij = −nπiπj ,i 6= j +πksk)n

Daugiamatis N,M1, ...,Mk, n- C
m1
M1

...C
mk
Mk

Cn
N

n
N
M

σii = npi(1− pi)(N − n)/(N − 1), �
hipergeometr. -nat.sk;

∑
iMi = N σij = npipj(N − n)/(N − 1), i 6= j
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1.P.2 lentel
e. Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija Charakteristin
e
funkcija

Normalusis −∞ < µ <∞, 1√
2πσ

exp{− (x−µ)2

2σ2 } µ σ2 exp{iµt− t2σ2

2
}

0 < σ <∞ −∞ < x <∞
Pusiau

0 < σ <∞ 2√
2πσ

exp{− x2

2σ2 }, x > 0 σ
√

2
π

σ2(1− 2
π

) 2e−
t2σ2

2 Φ(itσ)}normalusis

Rel
ejaus 0 < σ <∞ x
σ2 exp{− x2

2σ2 }, x > 0 σ
√
π
2

σ2(2− π
2

) �

Maksvelo 0 < σ <∞
√

2
π
x2

σ3 exp{− x2

2σ2 }, x > 0 2
√

2
π

3π−8
π

�

Lognorma- −∞ < µ <∞ 1√
2πσx

exp{− (ln x−µ)2

2σ2 }
eµ+σ2

2 e2µ+σ(eσ
2 − 1) �

lusis 0 < σ <∞ x > 0

Ko²i −∞ < µ <∞ 1
π

σ
σ2+(x−µ)2 neegzistuoja neegzistuoja eiµt−σ|t|

0 < σ <∞ −∞ < x <∞

Chi kvadrato n � nat.sk. 1
2n/2Γ(n/2)

x
n
2
−1e−

x
2 , x > 0 n 2n 1

(1−2it)n/2

Necentrinis n � nat.sk. ºr. (3.18) n+ δ 2(n+ 2δ) exp{it
√
δ−t2/2}

(1−2it)(n−1)/2chi kvadrato δ > 0

Stjudento n � nat.sk.
Γ((n+1)/2)√
nπΓ(n/2)

(
1 + x2

n

)−n+1
2

0, n
n−2

, �
−∞ < x <∞ n > 1 n > 2

Necentrinis n � nat.sk. ºr. (3.23) µMn, Mn =
√
n
2
× n

n−2
+ �

Stjudento −∞ < µ <∞ ×Γ((n−1)/2)
Γ(n/2)

, n > 1 +µ2( n
n−2

−M2
n), n > 2

Fi²erio m � nat.sk. Γ((m+n)/2)
Γ(m/2)Γ(n/2)

m
m
2 n

n
2 × nm

n−2
, 2n2(n+m−2)

m(n−2)2(n−4)
, �

n � nat.sk. ×x
m
2
−1(n+mx)−

m+n
2 n > 2 n > 4

Necentrinis m, n � nat.sk. ºr. (3.27)
n(m+δ)
n−2

, 2n2( m+2δ
(n−2)(n−4)

+ �
Fi²erio δ > 0 n > 2 +

2(m+δ)2

(n−2)2(n−4)
), n>4
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1.P.2 lentel
es t¦sinys. Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija Charakteristin
e
funkcija

Gama λ > 0, η > 0 λη

Γ(η)
xη−1e−λx, x > 0 η

λ
η
λ2

(
λ

λ−it

)η
Eksponentinis λ > 0 λe−λx, x > 0 1

λ
1
λ2

λ
λ−it

Paslinktasis λ > 0, λe−λ(x−µ),
µ+ 1

λ
1
λ2 eiµt λ

λ−iteksponentinis −∞ < µ <∞ µ < x <∞

Laplaso −∞ < µ <∞ λ
2
e−λ|x−µ|,

µ 2
λ2 eitµ λ2

λ2+t20 < λ <∞ −∞ < x <∞

Logistinis θ > 0, 1
θ

exp{−(x−µ)/θ}
1+exp{−(x−µ)/θ} , µ θ2π2

3

eiµtΓ(1 + itθ)×
−∞ < µ <∞ −∞ < x <∞ ×Γ(1− itθ)

Pareto θ > 0, α > 0 θαθ

xθ+1 , α < x <∞ θα2

θ−1
, θ > 1 θα2

(θ−1)2(θ−2)
, θ > 2 �

Eksponentiniu� 0 < θ1, θ2 <∞, p1
θ1

exp{− x
θ1
}+

θ1p1 + θ2p2

p1θ2
1 + p2θ2

2+
p1

1−itθ1
+ p2

1−itθ2skirstiniu� 0 < p1 < 1, + p2
θ2

exp{− x
θ2
}, +p1p2(θ1 − θ2)2

mi²inys p2 = 1− p1 0 < x <∞

Loglogistinis θ > 0, ν > 0

ν
θ

(
x
θ

)ν−1× θΓ(1 + 1/ν)× θ2(Γ(1 + 2/ν)Γ(1−
�×(1 + (x/θ)ν)−2 ×Γ(1− 1/ν) −2/ν)− Γ2(1 + 1/ν)×

0 < x <∞ ×Γ2(1− 1/ν)

Veibulo η > 0 η
σ

(
x
σ

)η−1
exp{−( x

σ
)η}

σΓ( 1+η
η

) σ2
(

Γ( 2+η
η

)− Γ2( 1+η
η

)
)

�
σ > 0 0 < x <∞

Apibendrin- θ > 0, η
σγ

x
σ

[1 + ( x
σ

)η ](1−γ/γ)×
� � �tasis Veibulo σ > 0, × exp{(1− (1 + x

σ
)η)1/γ},

γ > 0 0 < x <∞
Maksimaliu�ju� −∞ < µ <∞, 1

σ
exp{−x−µ

σ
− e−

x−µ
σ } µ− γσ, (πσ)2

6
�

reik²miu� 0 < σ <∞ −∞ < x <∞ γ = Γ′(1)

Minimaliu�ju� −∞ < µ <∞, 1
σ

exp{x−µ
σ
− e

x−µ
σ } µ+ γσ, (πσ)2

6
�

reik²miu� 0 < σ <∞ −∞ < x <∞ γ = 0.5772156...
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1.P.2 lentel
es t¦sinys. Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija Charakteristin
e
funkcija

Beta γ > 0, Γ(γ+η)
Γ(γ)Γ(η)

xγ−1(1− x)η−1, γ
γ+η

γη
(γ+η)2(γ+η+1) �

η > 0 0 < x < 1

Tolygusis ∞ < µ0 < µ1 <∞ 1
µ1−µ0

, µ0 < x < µ1
µ1+µ0

2
(µ1−µ0)2

12
eitµ1−eitµ0
it(µ1−µ0)

k-matis µ = (µ1, ..., µk)T , 1

(
√

2π)k
√
|Σ|

exp{− 1
2
×

µ Σ
ei(t

Tµ)−tTΣt/2,

normalusis Σ = [σij ]k×k ×(x− µ)TΣ−1(x− µ)} t ∈ Rk
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1.P.3 lentel
e Tikimybiniu� skirstiniu� s¡ry²iai

Atsitiktinis dydis Funkcija Funkcijos skirstinys

X ∼ N(µ, σ2) Y = X−µ
σ

Y ∼ N(0, 1)

X ∼ N(0, 1) Y = X2 Y ∼ χ2(1); Y ∼ F (1, ∞)

Xi ∼ N(0, 1), i = 1, ..., n Y = X2
1 + ...+X2

n Y ∼ χ2(n)

Z ∼ N(0, 1), Xi ∼ N(0, 1) Y = Z√
(X2

1+...+X2
n)/n

Y ∼ S(n)
i = 1, ..., n

Zi ∼ N(0, 1), i = 1, ...,m,
Y =

(Z2
1+...+Z2

m)/m

(X2
1+...+X2

n)/n
Y ∼ F (m, n)

Xj ∼ N(0, 1), j = 1, ..., n

X1 ∼ G(λ, η1),
Y = X1

X1+X2
Y ∼ Be(η1, η2)

X2 ∼ G(λ, η2)

X ∼ G(λ, η) Y = 2λX Y ∼ χ2(2η)

X1 ∼ χ2(n1),
Y = X1

X1+X2
Y ∼ Be(n1

2
, n2

2
)

X2 ∼ χ2(n2)

X1 ∼ G(λ, η1),
Y = η2X1

η1X2
Y ∼ F (2η1, 2η2)

X2 ∼ G(λ, η2)

X ∼ F (m, n) Y = mX
n+mX

Y ∼ Be(m
2
, n

2
)

X ∼ S(n) Y = X2 Y ∼ F (1, n)

X ∼ U(0, 1) Y = − lnX
λ

Y ∼ E(λ)

X ∼ S(n) Y = n
n+X2 Y ∼ Be(n

2
, 1

2
)

Xi ∼ N(µi, σ
2
i ),

Y = c1X1 + ...+ cnXn
Y ∼ N(µ, σ),

i = 1, ..., n µ =
∑
i ciµi, σ

2 =
∑
i c

2
i σ

2
i

Xi ∼ χ2(ni), Y = X1 + ...+Xk
Y ∼ χ2(n),

i = 1, ..., k n = n1 + ...+ nk

Xi ∼ P(λi), Y = X1 + ...+Xn
Y ∼ P(λ),

i = 1, ..., n λ = λ1 + ...+ λn

Xi ∼ B(ni, p), Y = X1 + ...+Xk
Y ∼ B(n, p),

i = 1, ..., k n = n1 + ...+ nk

Xi ∼ B−(ni, p), Y = X1 + ...+Xk − k + 1
Y ∼ B−(n, p),

i = 1, ..., k n = n1 + ...+ nk − k + 1

Xi ∼ E(λ),
Y = X1 + ...+Xn Y ∼ G(λ, n),

i = 1, ..., n

Xi ∼ G(λ, ηi), Y = X1 + ...+Xn
Y ∼ G(λ, η),

i = 1, ..., n η = η1 + ...+ ηn

Xi ∼ K(µi, σi), Y = X1 + ...+Xn
Y ∼ K(µ, σ),

i = 1, ..., n µ =
∑
µi, σ =

∑
i σi

Xi ∼ K(µ, σ),
Y = X̄ = X1+...+Xn

n
Y ∼ K(µ, σ),

i = 1, ..., n

Pastaba. Bet kurios funkcijos i²rai²koje a. d. laikomi nepriklausomais.
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2 priedas. Matematin
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2.P.1 lentel
e. Nurodytos funkcijos Φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ exp{− t

2

2
}dt reik²m
es, kai x =

0, 00 (0, 01) 4(0,1)4, 9. D
el kompakti²kumo devynetai, esantys po kablelio, nera²omi, o tik
nurodomas ju� skai£ius. Pavyzdºiui, Φ(3, 76) = 0, 9415 = 0, 999915. Kadangi skirstinysN(0, 1)
simetrinis ta²ko x = 0 atºvilgiu, tai Φ(−x) = 1− Φ(x).

2.P.2 lentel
e. Pateikiamos standartinio normaliojo skirstinio N(0, 1) P -osios kritin
es
reik²m
es zP (abscisiu� a²ies ta²kai, tenkinantys lygti� Φ(zP ) = 1− P , t. y. zP = Φ−1(1− P )),
kai P = 0, 0010(0, 0001)0, 003(0, 001)0,10 (0, 01)0, 49. Jeigu Q > 0, 5, tai i² pasiskirstymo
simetrijos gauname, kad zQ = −z1−Q.

2.P.3 lentel
e. Pateikiamos χ2(n) skirstinio P -osios kritin
es reik²m
es χ2
P (n), t. y. abscisiu�

a²ies ta²kai, tenkinantys lygti� ∫ ∞
χ2
P

(n)
f(x; n)dx = P ;

£ia f(x; n) � skirstinio χ2(n) tikimybinio tankio funkcija. Argumentu� reik²m
es yra ²ios:
n =1(1)20(2)40(5)90(10)100; P = 0, 0005, 0, 0001, 0, 01, 0, 025, 0, 05, 0,10, 0, 20, 0, 80, 0, 90,
0, 95, 0, 975, 0, 99, 0, 995, 0, 999, 0, 9995.

2.P.4 lentel
e. Pateikiamos Stjudento skirstinio S(n) P -osios kritin
es reik²m
es tP =
tP (n), t. y. lygties

P{Tn > x} =

∫ ∞
tP

f(x|n)dx = P

sprendiniai; £ia f(x|n) � Stjudento skirstinio su n laisv
es laipsniu� tikimybinio tankio funkcija.
Argumentu� reik²m
es yra ²ios: n =1(1)20(2)30(4)50(10)100(100)500; P = 0, 0005, 0, 001,
0, 0025, 0, 005, 0, 01, 0, 025, 0, 05, 0,1, 0, 25. Paskutin
eje eilut
eje (n = ∞) yra standartinio
normaliojo skirstinio kritin
es reik²m
es zP . Naudojantis 2.P.4 lentele, reikia prisiminti, kad d
el
simetrijos tP (n) = −t1−P (n).

2.P.5 lentel
e. Pateikiamos Fi²erio skirstinio F (m, n) P -osios kritin
es reik²m
es, kai
P = 0, 05, t. y. lygties ∫ ∞

FP (m,n)
f(x|m,n)dx = 0, 05

sprendiniai; £ia f(x|m,n) � Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� tikimybinio tankio
funkcija. Argumentu� reik²m
es yra ²ios: m = 1(1)10; 12; 15; 20; 24; 30; 40; 60; 120; ∞;
n = 1(1)30(10)80; 100; 150; 200; 500; ∞. Kai n = ∞, tai FP (m,n) = χ2

P (m)/m, ºr. 2.P.3
lentel¦. Pasinaudojus lygybe FP (m, n)F1−P (n, m) = 1, i² 2.P.2 lentel
es galima rasti Fi²erio
skirstinio kritines reik²mes, kai P = 0, 95.
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2.P.1 lentel
e. Standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcijos reik²m
es

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879

0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389

1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319

1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767

2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0.9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936

2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986

3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1 0, 9303 0, 9306 0, 9310 0, 9313 0, 9316 0, 9318 0, 9321 0, 9324 0, 9326 0, 9329
3,2 0, 9331 0, 9334 0, 9336 0, 9338 0, 9340 0, 9342 0, 9344 0, 9346 0, 9348 0, 9350
3,3 0, 9352 0, 9353 0, 9355 0, 9357 0, 9358 0, 9360 0, 9361 0, 9362 0, 9364 0, 9365
3,4 0, 9366 0, 9368 0, 9369 0, 9370 0, 9371 0, 9372 0, 9373 0, 9374 0, 9375 0, 9376

3,5 0, 9377 0, 9378 0, 9378 0, 9379 0, 9380 0, 9381 0, 9381 0, 9382 0, 9383 0, 9383
3,6 0, 9384 0, 9385 0, 9385 0, 9386 0, 9386 0, 9387 0, 9387 0, 9388 0, 9388 0, 9389
3,7 0, 9389 0, 9390 0, 9400 0, 9404 0, 9408 0, 9412 0, 9415 0, 9418 0, 9422 0, 9425
3,8 0, 9428 0, 9431 0, 9433 0, 9436 0, 9438 0, 9441 0, 9443 0, 9446 0, 9448 0, 9450
3,9 0, 9452 0, 9454 0, 9456 0, 9458 0, 9459 0, 9461 0, 9463 0, 9464 0, 9466 0, 9467
4,0 0, 9468 0, 9479 0, 9487 0, 9515 0, 9546 0, 9566 0, 9579 0, 9587 0, 9621 0, 9652
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2.P.2 lentel
e. Standartinio normaliojo skirstinio P�osios kritin
es reik²m
es

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,001 3,0902 3,0618 3,0357 3,0115 2,9889 2,9677 2,9478 2,9291 2,9112 2,8943
0,002 2,8782 2,8627 2,8480 2,8338 2,8202 2,8070 2,7943 2,7822 2,7703 2,7589
0,003 2,7478 2,7370 2,7266 2,7164 2,7065 2,6968 2,6874 2,6783 2,6693 2,6606
0,004 2,6521 2,6437 2,6356 2,6276 2,6197 2,6121 2,6045 2,5972 2,5899 2,5828
0,005 2,5758 2,5690 2,5622 2,5556 2,5491 2,5427 2,5364 2,5302 2,5241 2,5181

0,006 2,5121 2,5063 2,5006 2,4949 2,4893 2,4838 2,4783 2,4730 2,4677 2,4624
0,007 2,4573 2,4522 2,4471 2,4422 2,4372 2,4324 2,4276 2,4228 2,4181 2,4135
0,008 2,4089 2,4044 2,3999 2,3955 2,3911 2,3867 2,3824 2,3781 2,3739 2,3698
0,009 2,3656 2,3615 2,3575 2,3535 2,3495 2,3455 2,3416 2,3378 2,3339 2,3301
0,010 2,3263 2,3226 2,3189 2,3152 2,3116 2,3080 2,3044 2,3009 2,2973 2,2938

0,011 2,2904 2,2869 2,2835 2,2801 2,2768 2,2734 2,2701 2,2668 2,2636 2,2603
0,012 2,2571 2,2539 2,2508 2,2476 2,2445 2,2414 2,2383 2,2353 2,2322 2,2292
0,013 2,2262 2,2232 2,2203 2,2173 2,2144 2,2115 2,2086 2,2058 2,2029 2,2001
0,014 2,1973 2,1945 2,1917 2,1890 2,1862 2,1835 2,1808 2,1781 2,1754 2,1727
0,015 2,1701 2,1675 2,1648 2,1622 2,1596 2,1571 2,1545 2,1520 2,1494 2,1469

0,016 2,1444 2,1419 2,1394 2,1370 2,1345 2,1321 2,1297 2,1272 2,1248 2,1225
0,017 2,1201 2,1177 2,1154 2,1130 2,1107 2,1084 2,1061 2,1038 2,1015 2,0992
0,018 2,0969 2,0947 2,0924 2,0902 2,0880 2,0858 2,0836 2,0814 2,0792 2,0770
0,019 2,0749 2,0727 2,0706 2,0684 2,0663 2,0642 2,0621 2,0600 2,0579 2,0558
0,020 2,0537 2,0517 2,0496 2,0476 2,0456 2,0435 2,0415 2,0395 2,0375 2,0355

0,021 2,0335 2,0315 2,0296 2,0276 2,0257 2,0237 2,0218 2,0198 2,0179 2,0160
0,022 2,0141 2,0122 2,0103 2,0084 2,0065 2,0047 2,0028 2,0009 1,9991 1,9972
0,023 1,9954 1,9936 1,9917 1,9899 1,9881 1,9863 1,9845 1,9827 1,9809 1,9791
0,024 1,9774 1,9756 1,9738 1,9721 1,9703 1,9686 1,9669 1,9651 1,9634 1,9617
0,025 1,9600 1,9583 1,9566 1,9549 1,9532 1,9515 1,9498 1,9481 1,9465 1,9448

0,026 1,9431 1,9415 1,9398 1,9382 1,9366 1,9349 1,9333 1,9317 1,9301 1,9284
0,027 1,9268 1,9252 1,9236 1,9220 1,9205 1,9189 1,9173 1,9157 1,9142 1,9126
0,028 1,9110 1,9095 1,9079 1,9064 1,9048 1,9033 1,9018 1,9003 1,8987 1,8972
0,029 1,8957 1,8942 1,8927 1,8912 1,8897 1,8882 1,8867 1,8852 1,8837 1,8823
0,03 1,8808 1,8663 1,8522 1,8384 1,8250 1,8119 1,7991 1,7866 1,7744 1,7624

0,04 1,7507 1,7392 1,7279 1,7169 1,7060 1,6954 1,6849 1,6747 1,6646 1,6546
0,05 1,6449 1,6352 1,6258 1,6164 1,6072 1,5982 1,5893 1,5805 1,5718 1,5632
0,06 1,5548 1,5464 1,5382 1,5301 1,5220 1,5141 1,5063 1,4985 1,4909 1,4833
0,07 1,4758 1,4684 1,4611 1,4538 1,4466 1,4395 1,4325 1,4255 1,4187 1,4118
0,08 1,4051 1,3984 1,3917 1,3852 1,3787 1,3722 1,3658 1,3595 1,3532 1,3469

0,09 1,3408 1,3346 1,3285 1,3225 1,3165 1,3106 1,3047 1,2988 1,2930 1,2873
0,1 1,2816 1,2265 1,1750 1,1264 1,0803 1,0364 0,9945 0,9542 0,9154 0,8779
0,2 0,8416 0,8064 0,7722 0,7388 0,7063 0,6745 0,6433 0,6128 0,5828 0,5534
0,3 0,5224 0,4959 0,4677 0,4399 0,4125 0,3853 0,3585 0,3319 0,3055 0,2793
0,4 0,2533 0,2275 0,2019 0,1764 0,1510 0,1257 0,1004 0,0753 0,0502 0,0251



284 2 Priedas. Matematin
es statistikos lentel
es

2.P.3 lentel
e. Chi kvadrato skirstinio P�osios kritin
es reik²m
es
n�P 0,9995 0,999 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,80

1 0, 06393 0, 05157 0, 04393 0, 03157 0, 03982 0,00393 0,0158 0,0642
2 0,00100 0,00200 0,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211 0,446
3 0,0153 0,0243 0,0717 0,115 0,216 0,352 0,584 1,005
4 0,0639 0,0908 0,207 0,297 0,484 0,711 1,064 1,649
5 0,158 0,210 0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 2,343

6 0,299 0,381 0,676 0,872 1,237 1,635 2,204 3,070
7 0,485 0,598 0,989 1,239 1,690 2,167 2,833 3,822
8 0,710 0,857 1,344 1,646 2,180 2,733 3,490 4,594
9 0,972 1,152 1,535 2,088 2,700 3,325 4,168 5,380
10 1,265 1,479 2,156 2,558 3,247 3,940 4,865 6,179

11 1,587 1,834 2,603 3,053 3,816 4,575 5,578 6,989
12 1,934 2,214 3,074 3,571 4,404 5,226 6,304 7,807
13 2,305 2,617 3,565 4,107 5,009 5,892 7,042 8,634
14 2,697 3,041 4,075 4,660 5,629 6,571 7,790 9,467
15 3,108 3,483 4,601 5,229 6,262 7,261 8,547 10,307

16 3,536 3,942 5,142 5,812 6,908 7,962 9,312 11,152
17 3,980 4,416 5,697 6,408 7,564 8,672 10,085 12,002
18 4,439 4,905 6,265 7,015 8,231 9,390 10,865 12,857
19 4,912 5,406 6,844 7,633 8,907 10,117 11,651 13,716
20 5,398 5,921 7,434 8,260 9,591 10,851 12,443 14,578

22 6,404 6,983 8,643 9,542 10,982 12,338 14,041 16,314
24 7,453 8,085 9,886 10,856 12,401 13,848 15,659 18,062
26 8,538 9,222 11,160 12,198 13,844 15,379 17,292 19,820
28 9,656 10,391 12,461 13,565 15,308 16,928 18,939 21,588
30 10,804 11,588 13,787 14,953 16,791 18,493 20,599 23,364

32 11,979 12,811 15,134 16,362 18,291 20,072 22,271 25,148
34 13,179 14,057 16,501 17,789 19,806 21,664 23,952 26,938
36 14,401 15,324 17,887 19,233 21,336 23,269 25,643 28,735
38 15,644 16,611 19,289 20,691 22,878 24,884 27,343 30,537
40 16,906 17,916 20,707 22,164 24,433 26,509 29,051 32,345

45 20,137 21,251 24,311 25,901 28,366 30,612 33,350 36,884
50 23,461 24,674 27,991 29,707 32,357 34,764 37,689 41,449
55 26,866 28,173 31,735 33,570 36,398 38,958 42,060 46,036
60 30,340 31,738 35,534 37,485 40,482 43,188 46,459 50,641
65 33,877 35,362 39,383 41,444 44,603 47,450 50,883 55,262

70 37,467 39,036 43,275 45,442 48,758 51,739 55,329 59,898
75 41,107 42,757 47,206 49,475 52,942 56,054 59,795 64,547
80 44,791 46,520 51,172 53,540 57,153 60,391 64,278 69,207
85 48,515 50,320 55,170 57,634 61,389 64,749 68,777 73,878
90 52,276 54,155 59,196 61,754 65,647 69,126 73,291 78,558
100 59,896 61,918 67,328 70,065 74,222 77,929 82,358 87,945



2 Priedas. Matematin
es statistikos lentel
es 285

2.P.3 lentel
es t¦sinys. Chi kvadrato skirstinio P�osios kritin
es reik²m
es

0,20 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005 P�n
1,642 2,706 3,841 5,024 6,635 7,879 10,828 12,116 1
3,219 4,605 5,991 7,378 9,210 10,597 13,816 15,202 2
4,642 6,251 7,815 9,348 11,345 12,838 16,266 17,730 3
5,989 7,779 9,488 11,143 13,277 14,860 18,467 19,997 4
7,289 9,236 11,070 12,833 15,086 16,750 20,515 22,105 5

8,558 10,645 12,592 14,449 16,812 18,548 22,458 24,103 6
9,803 12,017 14,067 16,013 18,475 20,278 24,322 26,018 7
11,030 13,362 15,507 17,535 20,090 21,955 26,124 27,868 8
12,242 14,684 16,919 19,023 21,666 23,589 27,877 29,666 9
13,442 15,987 18,307 20,483 23,209 25,188 29,588 31,420 10

14,631 17,275 19,675 21,920 24,725 26,757 31,264 33,137 11
15,812 18,549 21,026 23,337 26,217 28,300 32,909 34,821 12
16,985 19,812 22,362 24,736 27,688 29,819 34,528 36,478 13
18,151 21,064 23,685 26,119 29,141 31,319 36,123 38,109 14
19,311 22,307 24,996 27,488 30,578 32,801 37,697 39,719 15

20,465 23,542 26,296 28,845 32,000 34,267 39,252 41,308 16
21,615 24,769 27,587 30,191 33,409 35,718 40,790 42,879 17
22,760 25,989 28,869 31,526 34,805 37,156 42,312 44,434 18
23,900 27,204 30,144 32,852 36,191 38,582 43,820 45,973 19
25,038 28,412 31,410 34,170 37,566 39,997 45,315 47,498 20

27,301 30,813 33,924 36,781 40,289 42,796 48,268 50,511 22
29,553 33,196 36,415 39,364 42,980 45,559 51,179 53,479 24
31,795 35,563 38,885 41,923 45,642 48,290 54,052 56,407 26
34,027 37,916 41,337 44,461 48,278 50,993 56,892 59,300 28
36,250 40,256 43,773 46,979 50,892 53,672 59,703 62,162 30

38,466 42,585 46,194 49,480 53,486 56,328 62,487 64,995 32
40,676 44,903 48,602 51,966 56,061 58,964 65,247 67,803 34
42,879 47,212 50,998 54,437 58,619 61,581 67,985 70,588 36
45,076 49,513 53,384 56,896 61,162 64,181 70,703 73,351 38
47,269 51,805 55,758 59,342 63,691 66,766 73,402 76,095 40

52,729 57,505 61,656 65,410 69,957 73,166 80,077 82,876 45
58,164 63,167 67,505 71,420 76,154 79,490 86,661 89,561 50
63,577 68,796 73,311 77,380 82,292 85,749 93,168 96,163 55
68,972 74,397 79,082 83,298 88,379 91,952 99,607 102,695 60
74,351 79,973 84,821 89,177 94,422 98,105 105,988 109,164 65

79,715 85,527 90,531 95,023 100,425 104,215 112,317 115,578 70
85,066 91,061 96,217 100,839 106,393 110,286 118,599 121,942 75
90,405 96,578 101,879 106,629 112,329 116,321 124,839 128,261 80
101,054 107,565 113,145 118,136 124,116 128,299 137,208 140,782 90
106,364 113,038 118,752 123,858 129,973 134,247 143,344 146,990 95
111,667 118,498 124,342 129,561 135,807 140,169 149,449 153,167 100



286 2 Priedas. Matematin
es statistikos lentel
es

2.P.4 lentel
e. Stjudento skirstinio P�osios kritin
es reik²m
es

n�P 0,25 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0025 0,001 0,0005
1 1,0000 3,0777 6,3138 12,7062 31,8205 63,6567 127,321 318,309 636,619
2 0,8165 1,8856 2,9200 4,3027 6,9646 9,9248 14,0890 22,3271 31,5991
3 0,7649 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8409 7,4533 10,2145 12,9240
4 0,7407 1,5332 2,1318 2,7764 3,7469 4,6041 5,5976 7,1732 8,6103
5 0,7267 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321 4,7733 5,8934 6,8688

6 0,7176 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 4,3168 5,2076 5,9588
7 0,7111 1,4149 1,8946 2,3646 2,9980 3,4995 4,0293 4,7853 5,4079
8 0,7064 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 3,8325 4,5008 5,0413
9 0,7027 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 3,6897 4,2968 4,7809
10 0,6998 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693 3,5814 4,1437 4,5869

11 0,6974 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 3,4966 4,0247 4,4370
12 0,6955 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 3,4284 3,9296 4,3178
13 0,6938 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 3,3725 3,8520 4,2208
14 0,6924 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768 3,3257 3,7874 4,1405
15 0,6912 1,3406 1,7531 2,1314 2,6025 2,9467 3,2860 3,7328 4,0728

16 0,6901 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208 3,2520 3,6862 4,0150
17 0,6892 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982 3,2224 3,6458 3,9651
18 0,6884 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,1966 3,6105 3,9216
19 0,6876 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609 3,1737 3,5794 3,8834
20 0,6870 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,1534 3,5518 3,8495

22 0,6858 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188 3,1188 3,5050 3,7921
24 0,6848 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922 2,7969 3,0905 3,4668 3,7454
26 0,6840 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,0669 3,4350 3,7066
28 0,6834 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633 3,0469 3,4082 3,6739
30 0,6828 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,0298 3,3852 3,6460

34 0,6818 1,3070 1,6909 2,0322 2,4411 2,7284 3,0020 3,3479 3,6007
38 0,6810 1,3042 1,6860 2,0244 2,4286 2,7116 2,9803 3,3190 3,5657
42 0,6804 1,3020 1,6820 2,0181 2,4185 2,6981 2,9630 3,2960 3,5377
46 0,6799 1,3002 1,6787 2,0129 2,4102 2,6870 2,9488 3,2771 3,5150
50 0,6794 1,2987 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778 2,9370 3,2614 3,4960

60 0,6786 1,2958 1,6706 2,0003 2,3901 2,6603 2,9146 3,2317 3,4602
70 0,6780 1,2938 1,6669 1,9944 2,3808 2,6479 2,8987 3,2108 3,4350
80 0,6776 1,2922 1,6641 1,9901 2,3739 2,6387 2,8870 3,1953 3,4163
90 0,6772 1,2910 1,6620 1,9867 2,3685 2,6316 2,8779 3,1833 3,4019
100 0,6770 1,2901 1,6602 1,9840 2,3642 2,6259 2,8707 3,1737 3,3905

200 0,6757 1,2858 1,6525 1,9719 2,3451 2,6006 2,8385 3,1315 3,3398
300 0,6753 1,2844 1,6499 1,9679 2,3388 2,5923 2,8279 3,1176 3,3233
400 0,6751 1,2837 1,6487 1,9659 2,3357 2,5882 2,8227 3,1107 3,3150
500 0,6750 1,2832 1,6479 1,9647 2,3338 2,5857 2,8195 3,1066 3,3101
∞ 0,6745 1,2816 1,6449 1,9600 2,3263 2,5758 2,8070 3,0902 3,2905



2 Priedas. Matematin
es statistikos lentel
es 287

2.P.5 lentel
e. Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� P�osios kritin
es reik²m
es

n�m 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,88 240,54
2 18,513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371 19,385
3 10,128 9,5521 9,2766 9,1172 9,0135 8,9406 8,8867 8,8452 8,8123
4 7,7086 6,9443 6,5914 6,3882 6,2561 6,1631 6,0942 6,0410 5,9988
5 6,6079 5,7861 5,4095 5,1922 5,0503 4,9503 4,8759 4,8183 4,7725

6 5,9874 5,1433 4,7571 4,5337 4,3874 4,2839 4,2067 4,1468 4,0990
7 5,5914 4,7374 4,3468 4,1203 3,9715 3,8660 3,7870 3,7257 3,6767
8 5,3177 4,4590 4,0662 3,8379 3,6875 3,5806 3,5005 3,4381 3,3881
9 5,1174 4,2565 3,8625 3,6331 3,4817 3,3738 3,2927 3,2296 3,1789
10 4,9646 4,1028 3,7083 3,4780 3,3258 3,2172 3,1355 3,0717 3,0204

11 4,8443 3,9823 3,5874 3,3567 3,2039 3,0946 3,0123 2,9480 2,8962
12 4,7472 3,8853 3,4903 3,2592 3,1059 2,9961 2,9134 2,8486 2,7964
13 4,6672 3,8056 3,4105 3,1791 3,0254 2,9153 2,8321 2,7669 2,7144
14 4,6001 3,7389 3,3439 3,1122 2,9582 2,8477 2,7642 2,6987 2,6458
15 4,5431 3,6823 3,2874 3,0556 2,9013 2,7905 2,7066 2,6408 2,5876

16 4,4940 3,6337 3,2389 3,0069 2,8524 2,7413 2,6572 2,5911 2,5377
17 4,4513 3,5915 3,1968 2,9647 2,8100 2,6987 2,6143 2,5480 2,4943
18 4,4139 3,5546 3,1599 2,9277 2,7729 2,6613 2,5767 2,5102 2,4563
19 4,3807 3,5219 3,1274 2,8951 2,7401 2,6283 2,5435 2,4768 2,4227
20 4,3512 3,4928 3,0984 2,8661 2,7109 2,5990 2,5140 2,4471 2,3928

21 4,3248 3,4668 3,0725 2,8401 2,6848 2,5727 2,4876 2,4205 2,3660
22 4,3009 3,4434 3,0491 2,8167 2,6613 2,5491 2,4638 2,3965 2,3419
23 4,2793 3,4221 3,0280 2,7955 2,6400 2,5277 2,4422 2,3748 2,3201
24 4,2597 3,4028 3,0088 2,7763 2,6207 2,5082 2,4226 2,3551 2,3002
25 4,2417 3,3852 2,9912 2,7587 2,6030 2,4904 2,4047 2,3371 2,2821

26 4,2252 3,3690 2,9752 2,7426 2,5868 2,4741 2,3883 2,3205 2,2655
27 4,2100 3,3541 2,9604 2,7278 2,5719 2,4591 2,3732 2,3053 2,2501
28 4,1960 3,3404 2,9467 2,7141 2,5581 2,4453 2,3593 2,2913 2,2360
29 4,1830 3,3277 2,9340 2,7014 2,5454 2,4324 2,3463 2,2783 2,2229
30 4,1709 3,3158 2,9223 2,6896 2,5336 2,4205 2,3343 2,2662 2,2107

40 4,0847 3,2317 2,8387 2,6060 2,4495 2,3359 2,2490 2,1802 2,1240
50 4,0343 3,1826 2,7900 2,5572 2,4004 2,2864 2,1992 2,1299 2,0734
60 4,0012 3,1504 2,7581 2,5252 2,3683 2,2541 2,1665 2,0970 2,0401
70 3,9778 3,1277 2,7355 2,5027 2,3456 2,2312 2,1435 2,0737 2,0166
80 3,9604 3,1108 2,7188 2,4859 2,3287 2,2142 2,1263 2,0564 1,9991

100 3,9361 3,0873 2,6955 2,4626 2,3053 2,1906 2,1025 2,0323 1,9748
150 3,9042 3,0564 2,6649 2,4320 2,2745 2,1595 2,0711 2,0006 1,9428
200 3,8884 3,0411 2,6498 2,4168 2,2592 2,1441 2,0556 1,9849 1,9269
500 3,8601 3,0138 2,6227 2,3898 2,2320 2,1167 2,0279 1,9569 1,8986
∞ 3,8415 2,9957 2,6049 2,3719 2,2141 2,0986 2,0096 1,9384 1,8799



288 2 Priedas. Matematin
es statistikos lentel
es

2.P.5 lentel
e. Fi²erio skirstinio su m ir n laisv
es laipsniu� P�osios kritin
es reik²m
es

n�m 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ∞
1 241,88 243,91 245,95 248,01 249,05 250,09 251 14 252,20 253,25 254,31
2 19,396 19,413 19,429 19,446 19,454 19,462 19,471 19,479 19,487 19,496
3 8,7855 8,7446 8,7029 8,6602 8,6385 8,6166 8,5944 8,5720 8,5494 8,5265
4 5,9644 5,9117 5,8578 5,8025 5,7744 5,7459 5,7170 5,6877 5,6581 5,6281
5 4,7351 4,6777 4,6188 4,5581 4,5272 4,4957 4,4638 4,4314 4,3985 4,3650

6 4,0600 3,9999 3,9381 3,8742 3,8415 3,8082 3,7743 3,7398 3,7047 3,6689
7 3,6365 3,5747 3,5108 3,4445 3,4105 3,3758 3,3404 3,3043 3,2674 3,2298
8 3,3472 3,2839 3,2184 3,1503 3,1152 3,0794 3,0428 3,0053 2,9669 2,9276
9 3,1373 3,0729 3,0061 2,9365 2,9005 2,8637 2,8259 2,7872 2,7475 2,7067
10 2,9782 2,9130 2,8450 2,7740 2,7372 2,6996 2,6609 2,6211 2,5801 2,5379

11 2,8536 2,7876 2,7186 2,6464 2,6090 2,5705 2,5309 2,4901 2,4480 2,4045
12 2,7534 2,6866 2,6169 2,5436 2,5055 2,4663 2,4259 2,3842 2,3410 2,2962
13 2,6710 2,6037 2,5331 2,4589 2,4202 2,3803 2,3392 2,2966 2,2524 2,2064
14 2,6022 2,5342 2,4630 2,3879 2,3487 2,3082 2,2664 2,2230 2,1778 2,1307
15 2,5437 2,4753 2,4034 2,3275 2,2878 2,2468 2,2043 2,1601 2,1141 2,0658

16 2,4935 2,4247 2,3522 2,2756 2,2354 2,1938 2,1507 2,1058 2,0589 2,0096
17 2,4499 2,3807 2,3077 2,2304 2,1898 2,1477 2,1040 2,0584 2,0107 1,9604
18 2,4117 2,3421 2,2686 2,1906 2,1497 2,1071 2,0629 2,0166 1,9681 1,9168
19 2,3779 2,3080 2,2341 2,1555 2,1141 2,0712 2,0264 1,9795 1,9302 1,8780
20 2,3479 2,2776 2,2033 2,1242 2,0825 2,0391 1,9938 1,9464 1,8963 1,8432

21 2,3210 2,2504 2,1757 2,0960 2,0540 2,0102 1,9645 1,9165 1,8657 1,8117
22 2,2967 2,2258 2,1508 2,0707 2,0283 1,9842 1,9380 1,8894 1,8380 1,7831
23 2,2747 2,2036 2,1282 2,0476 2,0050 1,9605 1,9139 1,8648 1,8128 1,7570
24 2,2547 2,1834 2,1077 2,0267 1,9838 1,9390 1,8920 1,8424 1,7896 1,7330
25 2,2365 2,1649 2,0889 2,0075 1,9643 1,9192 1,8718 1,8217 1,7684 1,7110

26 2,2197 2,1479 2,0716 1,9898 1,9464 1,9010 1,8533 1,8027 1,7488 1,6906
27 2,2043 2,1323 2,0558 1,9736 1,9299 1,8842 1,8361 1,7851 1,7307 1,6717
28 2,1900 2,1179 2,0411 1,9586 1,9147 1,8687 1,8203 1,7689 1,7138 1,6541
29 2,1768 2,1045 2,0275 1,9446 1,9005 1,8543 1,8055 1,7537 1,6981 1,6377
30 2,1646 2,0921 2,0148 1,9317 1,8874 1,8409 1,7918 1,7396 1,6835 1,6223

40 2,0772 2,0035 1,9245 1,8389 1,7929 1,7444 1,6928 1,6373 1,5766 1,5089
50 2,0261 1,9515 1,8714 1,7841 1,7371 1,6872 1,6337 1,5756 1,5115 1,4383
60 1,9926 1,9174 1,8364 1,7480 1,7001 1,6491 1,5943 1,5343 1,4673 1,3893
70 1,9689 1,8932 1,8117 1,7223 1,6738 1,6220 1,5661 1,5046 1,4351 1,3529
80 1,9512 1,8753 1,7932 1,7032 1,6542 1,6017 1,5449 1,4821 1,4107 1,3247

100 1,9267 1,8503 1,7675 1,6764 1,6267 1,5733 1,5151 1,4504 1,3757 1,2832
150 1,8943 1,8172 1,7335 1,6410 1,5902 1,5354 1,4752 1,4074 1,3275 1,2226
200 1,8783 1,8008 1,7166 1,6233 1,5720 1,5164 1,4551 1,3856 1,3024 1,1885
500 1,8496 1,7716 1,6864 1,5916 1,5392 1,4821 1,4186 1,3455 1,2551 1,1132
∞ 1,8307 1,7522 1,6664 1,5705 1,5173 1,4591 1,3940 1,3180 1,2214 1,0000



Literat	ura 289

Literat	ura

1. Abramowitz M., Stegun I. Handbook of Mathematical Functions. Vertimas i� rusu�
kalb¡.� Maskva: Nauka, 1979.

2. Bagdonavi£ius V., Kruopis J. Matematin
e statistika. Vilnius: TEV, I dalis, 2007.
3. Bickel P.J., Doksum K.A. Mathematical Statistics: Basic Ideas and Selected

Topics. New York: Prentice and Hall, 2001.
4. Bol²ev L. N. Rinktiniai darbai. Tikimybiu� teorija ir matematin
e statistika (rusu�

kalba). Maskva: Nauka, 1983.
5. Bol²ev L. N., Smirnov N. V.Matematin
es statistikos lentel
es (rusu� kalba). Maskva:

Nauka, 1983.
6. Borovkov A.A. Mathematical Statistics. Boca Raton: Chapman and Hall/CRC,

1999.
7. �ekanavi£ius V., Murauskas G. Statistika ir jos taikymai. Vilnius: TEV, I dalis

� 2000. II dalis � 2002.
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