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Pratarme

Matematiné statistika — mokslas apie informacijos rinkima, sisteminima, ana-
lizavimg ir analizés rezultaty interpretavima. Sunku nurodyti tokia mokslo ar
praktinés veiklos sritj, kurioje nebiity taikomi tikimybiy teorijos ir matematinés
statistikos metodai.

Iki 8iol pasigendama lietuvisko pakankamos apimties matematinés statistikos
vadovélio, kuriame bity ne tik pateikta daug matematinés statistikos fakty,
bet ir duodami jy jrodymai. Populiariame V. Cekanaviciaus ir G. Murausko
vadovélyje [7] akcentuojami taikomieji matematinés statistikos aspektai. Be to,
jis skirtas nematematiniy specialybiy studentams. Prof J. Kubiliaus vadovélyje
[11] déstoma tikimybiy teorija, o matematinés statistikos medziagos mazoka.
J. Kruopio vadovélis [10] sudarytas kaip Zinynas — jame pateikiama gana daug
matematinés statistikos fakty, taciau be jy jrodymo. I8 pastaruoju metu isleisty
vadovéliy uzsienio kalbomis rekomenduojame [3], [6], [8], [9], [16], [17], [18].
Kad galéty naudotis vadovéliu, studentas turéty buti isklauses universitetiniy
programy apimties bendruosius matematikos kursus ir vadovélio [11] apimties
tikimybiy teorijos kursa. Kai kurie dazniau naudojami tikimybiy teorijos ir
tiesinés algebros faktai pateikiami prieduose.

Vadovélis skiriamas Lietuvos aukstyjy mokykly bakalauro ir magistro studijy
studentams, kurie specializuojasi matematinés statistikos ir jos taikymy srityje.
Pateikiama medziaga apima daug nusistovéjusiy matematinés statistikos fakty
ir naudojamy metody. Manome, kad jaunasis specialistas, perprates vadovélyje
pateikiamas bazines matematinés statistikos Zinias, sugebés savarankiskai gilin-
tis j Sig sritj ir sékmingai vykdyti mokslinius tyrimus arba pritaikyti igytas zinias
ir gebéjimus spresdamas jvairiose mokslo ar praktinés veiklos srityse kylancias
problemas. IS dalies vadovéliu galés naudotis ir kity matematinés pakraipos
specialybiy studentai.

Visa apimtimi vadovélio medziaga galéty buti déstoma keturiy semestry
kurse ir yra suskaidyta i 4 dalis. Pirmojoje dalyje nagrinéjami parametriniai
statistiniai modeliai, antrojoje — svarbus taikomuoju aspektu tiesiniai modeliai
(dispersiné ir regresiné analizé). Trecioji dalis skiriama neparametriniams, o
ketvirtoji — daugiamaciams statistiniams modeliams nagrinéti.

Déstydami medziagg stengémés, kad pagrindiniai pateikiami faktai buty jro-
domi, tac¢iau vengiant nereikalingo formalizavimo. Pateikiama daug iliustraciniy
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pavyzdziy ir pratimy savarankiSkam darbui.

Vadovélis parengtas remiantis paskaitomis, skaitytomis Vilniaus universiteto
Matematikos ir informatikos fakulteto statistikos studijy programos studen-
tams. Jau daug mety Sios studiju programos studentai galéjo naudotis vadovélio
rankradciu, ir jy pastabos ir siulymai prisidéjo, kad pateikiama medziaga buty
lengviau suvokiama ir perprantama.

Autoriai dékoja vadovélio recenzentams prof. Algimantui Bikeliui ir prof.
Kestuciui Ducinskui uz vertingus patarimus ir pastabas. Taip pat nuoSirdi
padéka kolegoms — Vilniaus universiteto Matematinés statistikos katedros dar-
buotojams prof. V. Kazakevi¢iui, doc. P. Vaitkui, doc. R. Eidukeviciui, su
kuriais buvo reguliariai aptariama vadovélio medziaga, o ypac kolegei doc. R.
Levulienei, kuri jdéjo daug darbo spredama pateikiamus pavyzdzius ir pratimus
bei sukurdama reikalingas programas.

Skaitytojams busime dékingi uz pastabas ir komentarus, kuriuos prasome
siysti elektroniniu pastu <wilijandas.bagdonavicius@mif.vu.lt> arba
<julius.kruopis@mif.vu.lt>.
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Pirmosios dalies pratarme

Pirmojoje vadovélio dalyje matematinés statistikos uzdaviniai sprendziami re-
miantis parametriniais statistiniais modeliais. Tariama, kad imties skirstinys yra
zinomo pavidalo, ta¢iau priklauso nuo baigtinio matavimo nezinomo parametro.
Todél matematinés statistikos uzdaviniai gali buti suformuluoti §iy nezinomy
parametry terminais. Tradicigkai matematiné statistika pradedama déstyti nuo
parametriniy modeliy. Tokiy modeliy analizé yra paprastesné ir studenty leng-
viau perprantama. Didesné dalis Sios vadovélio dalies medziagos atspausdinta
knygoje [2].

Pirmajame skyriuje pateikiamos pagrindinés savokos, apibréziamas statisti-
nis modelis, suformuluojami pagrindiniai matematinés statistikos uzdaviniai.

Antrajame skyriuje apibréziami statistinio modelio teoriniy charakteristiky
(pasiskirstymo funkcijos, tankio, momenty, kvantiliy) empiriniai analogai ir nag-
rinéjamos jy savybeés.

Tre¢iajame skyriuje randami nezinomy parametry tagkiniai ir intervaliniai
ivertiniai. Pateikiama jvertiniy klasifikacija. Remiantis pakankamuyjy ir pilnyjy
statistiky savokomis iliustruojamas optimaliy (NMD) jvertiniy radimas. Ta¢iau
tokie jvertiniai egzistuoja palyginti retai. Skyrelyje 3.5 pateikiami bendresni
momenty ir didziausiojo tikétinumo (DT) metodai jvertiniams rasti. Daugiau-
sia §iame skyriuje aptariamas DT metodas ir juo remiantis gauty jvertiniy
savybés. Skyrelyje 3.7 pateikiami dazniausiai naudojamy skirstiniy tagkiniai
ir intervaliniai parametry jvertiniai.

Ketvirtasis skyrius skirtas parametriniy hipoteziy dél nezinomy parametry
reikSmiy tikrinimo kriterijams kurti. Apibréziami tolygiai galingiausieji (TG)
ir tolygiai galingiausieji nepaslinktieji (TGN) kriterijai. Sukurti TG arba TGN
kriterijai kai kurioms hipotezéms eksponentinio tipo skirstiniy Seimy atveju.
Bendresniu atveju taikytinas 4.6 skyrelyje pateiktas tikétinumy santykio kriteri-
jus. Skyrelyje 4.7 pateikta parametriniy hipoteziy tikrinimo kriteriju pavyzdziy
dazniausiai naudojamy skirstiniy atveju.

Déstoma medziaga iliustruojama konkreciais pavyzdziais. Kiekvieno skyrelio
pabaigoje pateikiama pratimy savarankiskam darbui.

Knygos skyriai skirstomi j skyrelius. Kiekviename skyrelyje teoremos, api-
brézimai, pavyzdziai, formulés numeruojamos trimis indeksais: skyriaus, skyre-
lio ir eilés numeriu skyrelyje.

Autoriai
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Trumpiniai ir Zymenys

A. d. — atsitiktinis dydis;

n. a. d. — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai;
a. v. — atsitiktinis vektorius;
n. a. v. — nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai;

TG — tolygiai galingiausias (kriterijus);

TGN — tolygiai galingiausias nepaslinktasis (kriterijus);

DT — didZiausiojo tikétinumo (funkcija, metodas, jvertinys);

ASE — asimptotinis santykinis efektyvumas (jvertiniy, kriterijuy);

X, Y, Z, ... — atsitiktiniai dydziai;

X, Y, Z,... — atsitiktiniai vektoriai;

XT — transponuotas vektorius, t.y. vektorius — eiluté;

ap, — pradinis k-osios eilés momentas;

L, — centrinis k-osios eilés momentas;

~v1 — asimetrijos koeficientas;

~v9 — eksceso koeficientas;

z(P) — P-asis kvantilis;

xp — P-oji kritiné reiksmé;

3 = [04;]kxx — kovariacijy matrica;

P = [pijlkxk — koreliacijos koeficienty matrica;

P{A} — jvykio A tikimybé;

P{A|B} — jvykio A salyginé tikimybé;

Pyo{A}, P{A|0} — tikimybé, priklausanti nuo parametro 6;

Fy(x), F(x; 6), F(x|0) — pasiskirstymo funkcija, priklausanti nuo parametro

0 (analogiskai tankio funkcijai);

EX — a. d. X vidurkis;

VX —a. d. X dispersija;

Eo(X), E(X]0), Vy(X), V(X]0) — a. d. X vidurkis ar dispersija, priklau-

santys nuo parametro 6;

E(X) — a. v. X vidurkiy vektorius;

V(X) — a. v. X kovariacijy matrica;

Cov (X, Y) —a. d. X ir Y kovariacija;

Cov (X, Y) —a. v. Xir Y kovariacijy matrica;

B(n, p) — binominis skirstinys su parametrais n ir p;

B~ (n, p) — neigiamasis binominis skirstinys su parametrais n ir p;

P(A) — Puasono skirstinys su parametru X;

(N, M, n) — hipergeometrinis skirstinys su parametrais N, M ir n;

(0, 1) — standartinis normalusis skirstinys;

(i, 0%) — normalusis skirstinys su parametrais u ir o?;
(1, o) — lognormalusis skirstinys su parametrais y ir o;

H
N
N
LN
K (u, (f) — Kosi skirstinys su parametrais y ir o;
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12 Trumpiniai ir Zymenys

E(N\) — eksponentinis skirstinys su parametru A;

E(a, A\) — paslinktasis eksponentinis skirstinys su parametrais « ir A;

G(A, n) — gama skirstinys su parametrais A ir 7;

W (6, v) — Veibulo skirstinys su parametrais 0 ir v;

Pa(a, ) — Pareto skirstinys su parametrais « ir 6;

Be(y, n) — beta skirstinys su parametrais v ir 7;

U(a, ) — tolygusis skirstinys intervale («, 3);

x2(n) — chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy;

x%(n; §) — necentrinis chi kvadrato skirstinys su n laisvés laipsniy ir necent-
riskumo parametru J;

S(n) — Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy;

S(n; 0) — necentrinis Stjudento skirstinys su n laisvés laipsniy ir necentriskumo
parametru J;

F(m, n) — Figerio skirstinys su m ir n laisvés laipsniy;

F(m, n; §) — necentrinis FiSerio skirstinys su m ir n laisvés laipsniy ir necent-
riskumo parametru J;

zo — standartinio normaliojo skirstinio a kritiné reikSmeé;

to(n) — Stjudento skirstinio su n laisves laipsniy « kritiné reikmé;

X2 (n) — chi kvadrato skirstinio su n laisvés laipsniy « kritiné reikimé;
F,(m, n) — Figerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy « kritiné reik§mé;
Pr(n, ) — k-matis polinominis skirstinys su parametrais n ir @ = (7y, ..., 7
T+ ... +7m =1

Hi(N, M, n) — k-matis hipergeometrinis skirstinys su parametrais N, M =
(My, ..., Mp)T ir n;

Ni(p, ¥) — k-matis normalusis skirstinys su vidurkiy vektoriumi gy ir kovariacijy
matrica 3;

X ~ N(u, 0?) — a. d. X, pasiskirstes pagal normalyjj désnj su parametrais p
ir 02 (analogigkai kity skirstiniy atveju);

)T

)

Xn g X — konvergavimas pagal tikimybe (n — 00);

Xn Mx konvergavimas su tikimybe 1 arba beveik tikrai (n — c0);

X, = Moo x o konvergavimas pagal kvadratinj vidurkj (n — oco);

X, 4 x , Fn(x) 4 F(x) — konvergavimas pagal pasiskirstyma (silpnasis; n —
00);

X, % X ~ N(u, 02) — a. d. X, asimptotikai (n — oo) turi normaluyjj
skirstinj su parametrais p ir o?;

X, ~Y, —a. d. X, irY, asimptotiskai (n — oco) ekvivalentus (X, —Y, KR 0);
||z|| — kai & = (21, ..., 2x)T yra vektorius, reiskia atstum@ (xTx)1/? = (33, 22)1/?,
[|A|| — kai A = [a;;] yra matrica, reiskia (32,5, a )1/2,

A>B (A>B)—kai Air B yra vienodos dlmensuos kvadratinés matricos,
reigkia, kad matrica A — B yra teigiamai (neneigiamai) apibrézta.

/2.



1 skyrius

Matematines statistikos
objektas

Matematiné statistika nagrinéja eksperimenty planavimo, duomeny rinkimo,
sisteminimo, analizés ir interpretavimo metodus. Jos tikslas — rasti optimalias
sprendimy priémimo taisykles esant neapibréztumo situacijai, t.y. kai stebéjimy
duomenys yra atsitiktiniy dydziy, vektoriy ar procesy realizacijos.

1.1. Statistiniai duomenys. Imtis

Statistiniai duomenys gaunami i§ aplinkos, matuojant kokios nors objekty aibés
(populiacijos) elementy jvairiy poZzymiy skaitines reikSmes.

Daug matuojamy charakteristiky, susijusiy su jvairiomis populiacijomis, apra-
Somos atsitiktiniais dydziais. PavyzdZziui, Zmoniy, kuriems atlieckama tam tikra
operacija, gyvenimo trukmé, tam tikro tipo dirvozemiy derlingumas, defektiniy
gaminiy gamyklos produkcijoje kiekis ir kita.

Praktiskai tikimybiniai §iy dydziy skirstiniai (t.y. juy reikSmiy pasiskirsty-
mas visoje populiacijoje) nezinomi, bet daznai, remiantis pirmiau sukaupty
eksperimenty duomenimis ar fizine ty dydziy prasme, tariama, kad Sie skirs-
tiniai i§ dalies Zinomi, pavyzdZiui, priklauso konkre¢iy skirstiniy (eksponentiniy,
normaliyjy, Puasono) Seimai, kurios parametrai nezinomi.

Norint daugiau suzinoti apie skirstinius, matuojamos populiacijos objekty
pozymiy, turiniy §j skirstinj, reik§més. Dazniausiai visos populiacijos nejma-
noma istirti, todél iS jos imama tik dalis objekty. Atkreipsime démesj, kad,
parinkus populiacijos objekta, prie§ matavima tiriamos charakteristikos reiksmé
nezinoma, todél ja galima interpretuoti kaip atsitiktinio dydzio realizacija.

Paprasciausiais atvejais atliekama n eksperimenty ir matuojamos (nebutinai
tiesiogiai) nepriklausomy vienodai pasiskirséiusiy (n.v.p.) atsitiktiniy dydziy
Xy,..., X, igytos reiksmes z1,...,x,. Pavyzdziui, jei tiriamos didelés televizo-
riy populiacijos funkcionavimo trukmeés charakteristikos, stebima n gaminiy ir

13
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matuojamos jy funkcionavimo trukmiy reikSmés xy, ..., x,, kurios gali biiti in-
terpretuojamos kaip n nepriklausomy vienodai pasiskirséiusiy atsitiktiniy dydziy
X1,..., X, realizacijos.

Kitas pavyzdys: atliekama n gaminiy techniné kontrolé. Jei gaminys neten-
kina tam tikry salygy, sakoma, kad jis defektinis. Tarkime, kad a.d. X; lygus 1,
jei i-asis gaminys defektinis, ir lygus 0, jei ne. Galima sakyti, kad kontrolés metu
nustatytos atsitiktiniy dydziy Xy, ..., X, reikSmés x1, ..., x,. Sio eksperimento
metu neatliekami tiesioginiai a.d. X; reik§miy matavimai.

1.1.1 apibréZimas. Vienodai pasiskirs¢iusiy nepriklausomy atsitiktiniy dy-
dziy vektorius
X = (Xy,...,X,)"

vadinamas paprastgja imtimi, o jo per eksperimenta igytoji reik§mé

T
= (z1,...,2)

vadinama paprastosios imties realizacija. Realizacijos elementas x; vadinamas
a.d. X; stebiniu. Taigi imties realizacija sudaro stebiniy vektorius.

Kai atliekami sudétingesni eksperimentai, gali buti stebimi nevienodai pa-
siskirste ir galbut priklausomi atsitiktiniai dydziai.

1.1.1 pavyzdys. Stebima n padangy skirtingomis salygomis, kurias apibtidina tam tikry
kintamyjy (kovarianciy) vektorius. Tie kintamieji gali baiti: pagaminimo data, eksploatavimo
salygos, sunkvezimio svoris, kelio kokybé, meteorologinés salygos ir pan., aptarnavimo ir re-
monto taisyklés.

Padangy darbo trukmés X1, ..., X, yra nevienodai pasiskirs¢iusios (sudétingesnémis sa-
lygomis naudojamy padangy darbo trukmé turi tendencija jgyti mazesnes reikdmes). Taigi
stebimos atsitiktinio vektoriaus su nevienodai pasiskirs¢iusiomis koordinatémis realizacijos.

1.1.2 pavyzdys. Turime baigtine N objekty, i§ kuriy M turi savybe A, aibe. Atsitiktinai
negrazindami imame n objekty. Tarkime, kad X; = 1, jei i-asis objektas turi savybe A,
X; = 0, jei ne. Tada atsitiktinio vektoriaus X = (X1,..., X»)7 koordinatés yra priklausomi
atsitiktiniai dydZiai, nes jvykio {X; = 1} tikimybé priklauso nuo a.d. Xi,...,X;—1 igyty

reik&miy.

1.1.2 apibrézimas. Atsitiktinis vektorius X = (X1,...,X,,)? vadinamas
imtimi, o jo per eksperimentg jgyta reikdmé x = (z1,...,2,)7 — imties realiza-
cija (stebiniy vektorius).

Daznai populiacijos objektai apibidinami poZzymiy vektoriumi X = (X7,
oy Xi)T. Jeigu atliekame n eksperimenty, kuriy metu matuojamos a.v. X
reikSmes, tai gauname atsitiktiniy vektoriy Xy, ..., X,, realizacijas x1, ..., T,

1.1.3 apibrézimas. Jungtinis vektorius (X7 ,...,X2)” vadinamas atsitik-
tinto vektoriaus X imiims, kurios didumas lygus n. Kai atsitiktiniai vektoriai
X1, ..., X, yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste kaip ir stebimasis a.v. X,
imtis vadinama paprastgja atsitiktinio vektoriaus X imtima.

Galima nagrinéti ir dar bendresnes imtis, kai stebimos atsitiktiniy procesy
realizacijos.
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1.2. Statistiniy duomeny sisteminimas

Didelius nesusistemintus pradiniy duomeniy masyvus paprastai sunku inter-
pretuoti, todeél pradiniame etape jie daznai redukuojami, pateikiant vaizdzias
charakteristikas, ju lenteles, grafikus. Gali buti pateikiamos jvairiy nagrinéjamo
pozymio reik§miy dazniy lentelés, stebiniy padéties, sklaidos charakteristikos,
stulpeliy, skritulinés, staciakampés diagramos ir kt. Visa tai nagrinéja apraso-
moji statistika. ApraSomojoje statistikoje daromos i§vados tiktai apie turimos
imties realizacijos reik§miy pasiskirstyma, bet nedaromos iSvados apie visg pop-
uliacija.

Skirtingai nuo apraSomosios statistikos, matematiné statistika nagrinéja duo-
meny statistinés analizés metodus, kai daromos i§vados apie visos populiacijos
tiriamy charakteristiky reik§miy pasiskirstyma.

Siame vadovélyje nagrinéjami matematinés statistikos metodai. ApraSo-
mosios statistikos elementy galima rasti V. Cekanaviciaus ir G. Murausko [7]
vadovélyje.

1.3. Statistinis modelis

Statistinés iSvados apie populiacijos charakteristiky pasiskirstyma daromos na-

udojantis imties X = (X1,..., X,,)7 realizacija z = (21,...,2,)7.

Tarkime, kad a. v. X apibréztas tikimybinéje erdvéje (2, 7, P). Tadaa.v. X
maciojoje erdvéje (R™, B") indukuoja tikimybinj mata P x (Zr. [11], p. 83-84).
Tai, kad a. v. X skirstinys néra visiskai zinomas, apibudinsime taip: tikimybinis
matas P x priklauso nuo parametro 6, apie kurj zinoma tik tiek, kad jis priklauso
aibei ®. Gauname tikimybiniy erdviy Seima (R", B", P x(.|0)), 8 € O, kurioje
tikimybinis matas apibréztas visoms aibéms B € B™:

Px(B|0) =P{w: X(w) € B|0}, 6c ©; (1.3.1)

Cia tikimybé yra jvykio {X € B}, kai Zinoma fiksuota parametro 0 reiksme i§
aibés ©. Dél trumpumo tikimybiniy skirstiniy Seima (1.3.1) daZznai Zymésime
P ={Py, 0 € ®} arba X ~ Py, 0 € O.

Atsitiktinio vektoriaus X tikimybinj skirstinj nusako jo pasiskirstymo funkcija
(Zr. [11], p. 83-84), kuri taip pat priklauso nuo nezinomo parametro 6; Zymeésime
Fo(x) arba F(x|0), 0 € ©®, x € R".

1.8.1 apibréZimas. Imties skirstiniy Seima P = {Pg,0 € O} vadinama
statistiniu modeliu. Zymésime

X~Py, 60O arba X~ Fy, 6€0O. (1.3.2)

Statistinis modelis nusako, kokios skirstiniy klasés imties duomenis numatoma
analizuoti. Pavyzdziui, tiriant gaminiy patikimuma, darbo laiko skirstinj galima
modeliuoti tik nuo vieno parametro priklausan¢iu eksponentiniu skirstiniu, bet
galima modeliuoti ir platesne klase Veibulo skirstiniy, priklausan¢iy nuo dviejy
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parametry. Uzdavinj galima spresti ir imant visus tolydZziuosius skirstinius,
sukoncentruotus intervale (0, 00).

Ar pasirinktas statistinis modelis tinka realiems duomenims, daZnai tenka
tikrinti naudojantis imties realizacija. Jei mazai tikétina, kad imtis gali jgyti
reikS§me i§ artimos gautai realizacijai aplinkos, tai ta modelj tenka koreguoti.
Ir, atvirksciai, jei duomenys neprieStarauja modeliui, tai iSvados apie tiriamy
pozymiy reikSmiy pasiskirstyma populiacijoje daromos naudojantis tuo modeliu.

Jei tikimybiniy maty Seima P = {Pg,0 € O} absoliudiai tolydi o-baigtinio
mato p atzvilgiu, t.y. egzistuoja jos tankis f(x|0), tenkinantis salyga

Py(B) = Px(B|6) = / f(]8)dp(x)
B

su visais B € B", tai §iuo atveju tikimybinj modelj Zymésime
X ~ fg, 0 € O. (1.3.3)

Priminsime, jeigu a.v. X skirstinys yra absoliuc¢iai tolydus, tai ji visai nusako
tikimybinio tankio funkcija (Lebego mato atzvilgiu). Kai a.v. X diskretusis,
tai jj visai nusako galimy reikSmiy jgijimo tikimybés. Sias tikimybes galime
interpretuoti kaip a.v. X skirstinio tankj skai¢iuojan¢iojo mato atzvilgiu ([11],
p. 89-93).

Jeigu imtis X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji, tai atsitiktinio vektoriaus X
koordinatés yra vienodai pasiskirste nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Tada
a.v. X tikimybinis modelis yra n nepriklausomy eksperimenty modelis. Tik-
sliau, tikimybiné erdve (R™ B" Px(.|0)) yra atsitiktiniy dydziy Xi,..., X,
indukuoty tikimybiniy erdviy (R, B,Px, (.|9)), ..., (R, B,Px, (.|0)) tiesioginé san-
dauga. Taigi statistinj modelj visiskai nusako atskiros a.v. X koordinatés
skirstinys. Atsitiktinio vektoriaus X pasiskirstymo funkcija ar tankis visai nu-
sakomi atskiros koordinatés pasiskirstymo funkcija ar tankiu (zr. [11], p. 100—
104). Siuo atveju statistinj modelj Zzymésime

X, ~Pg, 0O arba X;,~Fyg, 00O, arba X;~ fg, 0€0O,
(1.34)
¢ia Pg, Fy ar fg yra vieno imties nario indukuotas tikimybinis skirstinys, pa-
siskirstymo funkcija ar tankis.

1.3.1 pavyzdys. Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., X»)T gauta stebint a.d. X ~
N(p,02),—0c0 < p < 00,0 > 0. Kadangi a.v. X koordinatés yra nepriklausomi normalieji
a.d., tai X skirstinys (statistinis modelis) yra n-matis normalusis skirstinys Ny (p, X), kurio
vidurkiy vektorius g = (, ..., u)T ir kovariacijy matrica = = o2I. Aigku, kad a.v. X skirstinj
visiSkai nusako jo vienos koordinatés skirstinys. Todél statistinj modelj galima nusakyti nuro-
dant vienos koordinatés skirstinj: X; ~ N(u, 02), —o0o < 1 < 00, o > 0.

1.3.2 pavyzdys. Tegu n karty realizuojami Bernulio eksperimentai, kuriuose jvykio A
ivykimo tikimybé lygi p, 0 < p < 1. Pazymékime X; a.d., kuris jgyja reik8me 1, jeigu -
ajame eksperimente jvyko A, ir reikime 0 — priesingu atveju. Tada imties X = (X1, ..., Xp)T
skirstinys yra diskretusis ir jj visiSkai nusako galimy reik8miy jgijimo tikimybés. Galimy
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reikdmiy sritis X = {(z1,...,2n)7T
igijimo tikimybés yra

P{X = alp} =p" T T (L—p)" ) e X, 0<p <L,

2, =0, 1, i=1,..,n} € R", susideda i§ 2™ tasky, o jy

Aisku, kad a.v. X skirstinj visi§kai nusako vienos koordinatés X; skirstinys. Todél statistinj
modelj galima apibrézti nurodant vienos koordinatés skirstinj: X; ~ B(1, p), 0 <p < 1.

1.3.3 pavyzdys. Tarkime, atrankinei kontrolei pateko N dydzio gaminiy partija, ku-
rios defektiniy gaminiy skai¢ius M yra nezinomas. Atsitiktinai negrazinant paimama n < N
gaminiy ir nustatoma, kurie i§ jy yra defektiniai. Tegu a.d. X; igyja reik§me 1, jeigu i-
asis patikrintas gaminys yra defektinis, ir reik§me 0 — prieSingu atveju. Gautosios imties
X = (X1,..., Xn)7T skirstinys yra diskretusis, galimos jo reikimeés & = (x1,...,x»)T taip pat
priklauso aibei X, apibréztai 1.3.2 pavyzdyje. Atskiros koordinatés skirstinys taip pat binomi-
nis B(1,p),p = M/N. Ta&iau, skirtingai nuo 1.3.2 pavyzdzio, a.d. X1, ..., X, yra priklausomi
(imtis néra paprastoji).Todél, norint nusakyti statistinj modelj, nepakanka nurodyti atskiros
koordinatés skirstinj.

Atsitiktinio vektoriaus X tikimybinis skirstinys (statistinis modelis) nusakomas tikimybémis

MmN — M)n—m]
Nlnl
kiekviename tagke (x1,...,xn)7 € X, kuriame yra m vienety ir n — m nuliy, max(0, N — M —
n) < m < min(M,n); kll = k(k —1)...(k — 1 + 1); likusiuose aibés X tagkuose tikimybé lygi

nuliui. Nezinomo parametro M kitimo sritis yra aibé {0,1,..., N}.

)

P{X = x|M} = P{X; = 21, ..., Xp = an|M} =

1.3.1 pastaba. Jei galime rasti tokias skirtingas 0 reikSmes 6, # 0., kad
Py, = Po,, t.y. esant bet kuriai teigiamo mato aibei B € B tikimybés Py, (B) =
Py, (B) sutampa, tai gali kilti keblumy vertinant parametra 6. Todél toliau
nagrinésime tiktai identifikuojamus modelius, t.y. kai skirtingas parametro 6
reikSmes atitinka skirtingi imties skirstiniai.

1.4. Parametriniai ir neparametriniai statistiniai
modeliai

1.4.1 apibréZimas. Statistinis modelis P = {Py, 0 € ©} vadinamas para-
metriniu, jel parametras 6 yra baigtiniamatis:

0=(,....00,)  €c®CR™

Pavyzdziui, kai imtis paprastoji, P gali buti normaliyjy, eksponentiniy, Pua-
sono skirstiniy Seima: X; ~ N(u,02), u € R, 0 > 0; X; ~ £(0), 0 > 0;
X; ~P(A),A>0.

1.4.2 apibrézimas. Statistinis modelis P = {Pg,0 € ®} vadinamas semi-
parametriniu, jei parametras € turi baigtinio ir begalinio matavimo kompo-
nentes.

Pavyzdziui, tiriant gyvenimo trukmeés priklausomybe nuo vienamatés kova-
riantés z, galima taikyti Kokso modelj, tarus, kad imties X (kuri néra papras-
toji) skirstinys apibréziamas nepriklausomy gyvenimo trukmiy X; pasiskirstymo
funkcijomis

Fz($76) =1- {1 — Fo(.%')}eXp{’ﬁzi};
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¢ia Fp yra nezinoma baziné pasiskirstymo funkcija (begalinio matavimo kom-
ponenté), 5 — neZzinomas vienamatis parametras ir z; — i-ojo stebimo objekto
Zinoma kovariantés reiksmé. Siuo atveju parametras yra 8 = (8, Fy(x)), 8 €
R, Fy € Fy; ¢ia Fo yra tam tikra pasiskirstymo funkcijy (pvz., absoliuciai
tolydziy) aibé. Aisku, kad parametro 6 antrosios komponentés negalime apragyti
baigtiniamaciu parametru, priklausan¢iu kokiam nors baigtinés dimensijos N
erdvés R poaibiui.

1.4.3 apibrézimas. Statistinis modelis P = {Py,0 € O} vadinamas
neparametriniu, jei parametras 6 yra begalinio matavimo ir neturi baigtinio
matavimo komponendciy.

Pavyzdziui, P gali buti visy galimy skirstiniy Seima arba skirstiniy su toly-
dzia arba simetrine pasiskirstymo funkcija Seima.

Parametriniai, neparametriniai ir semiparametriniai statistiniai modeliai nag-
rinéjami atitinkamuose matematinés statistikos skyriuose.

1.5. Pagrindiniai matematinés statistikos uzdayvi-
niai

Turint statistinj modelj P = {Pg,0 € O} ir zinant imties X realizacija =,
daromi tam tikri sprendimai apie nevisiskai zinoma X skirstinj. Kiekviena
sprendimy priémimo taisyklé yra B™-magcioji funkcija, kurios kitimo sritis su-
tampa su galimy sprendimy aibe D.

1.5.1 apibréZimas. Bet kuri (R", B")-macioji funkcija T = T(X) =
T(Xq,...,X,), priklausanti tik nuo imties X, vadinama statistika. Konkretaus
eksperimento statistikos T' jgyta reiksmé ¢t = T'(x) = T'(z1,...,x,) vadinama
statistikos realizacija arba stebiniu.

Taigi kiekviena sprendimy priémimo taisyklée §(X) yra statistika, kurios
kitimo sritis yra galimy sprendimy aibé D.

Norédami palyginti jvairias sprendimy priémimo taisykles, ivedame nuostoliy
funkcija L(6,d) > 0,0 € ©,d € D. Funkcijos L reik§meé taske (0,d) interpre-
tuojama kaip nuostoliai, kuriy atsiranda tada, kai priimamas sprendimas d € D,
o tikroji parametro reik8meé yra 6. Pavyzdziui, vienamacio parametro 6 tagkinio
vertinimo atveju daznai naudojama nuostoliy funkcija L(0,d) = (d — 0)%. Kuo
labiau nutolusia nuo 0 reik§me d igyja jvertinys T = T(X), tuo daugiau ap-
sirinkama, t.y. tuo didesni nuostoliai. Taciau toks lyginimas paprastai nebiina
vienareikSmis: vienoms imties realizacijoms gali biiti geresné viena taisyklé, o ki-
toms — kita. Todél matematinéje statistikoje jprasta ieskoti tokios taisyklés, kuri
daug karty taikoma analogiSkiems stebiniy rinkiniams, minimizuoty vidutinius
nuostolius. Kitaip tariant, ieSkoma taisyklés, kuri su visais 8 € @ minimizuoty
vidurkj — vadinamaja rizikos funkcijg:

R(G,é):EgL(e,é(X)):/ L(8,5(x))Po(dz). (1.5.1)

n
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Matome, kad matematinés statistikos uzdavinj lemia trejetas
(P, D, L),

kurj sudaro skirstiniy Seima P, sprendimy d aibé D ir nuostoliy funkcija L.
Prielaidos apie Siuos tris elementus suskirsto matematine statistika j dalis, ku-
rioms reikia savity sprendimo metody.

Atsizvelgiant j skirstiniy Seima P, pirmiau buvo i$skirti parametriniai, semi-
parametriniai ir neparametriniai statistiniai modeliai. Jeigu stebimas atsitik-
tinis vektorius ar procesas, tai atitinkamos matematinés statistikos dalys vadi-
namos daugiamate ar procesy statistika.

Kalbant apie sprendimy aibe D, dazniausiai nagrinéjami tokie pagrindiniai
matematinés statistikos uzdaviniy tipai:

1. Formuluojama prielaida (hipotezé), kad imties X skirstinys priklauso
siauresnei skirstiniy aibei Py = {Pg,0 € ©g C O} C P. Taigi sprendimy
aibé D = {dy, d1} susideda i§ dviejy elementy: sprendimas dy, kad prielaida
teisinga, ir sprendimas d;, kad prielaida klaidinga. Tai statistiniy hipoteziy
tikrinimo uZdavinys. Suformuluoty prielaidyg vadiname hipoteze, o teiginj, kad
X skirstinys priklauso Seimai P \ Py, — alternatyviaja hipoteze, arba trumpiau
— alternatyva.

Pavyzdziui, jei nagrinéjamas statistinis modelis X; ~ P = {N(u,02),u €
R, > 0} ir tikrinama hipotezé X; ~ Py = {N(1,02),0 > 0} C P, tai viena i3
galimy sprendimo priémimo taisykliy yra tokia: hipotezé atmetama (sprendimas
dl), jei

| V(X —1)/s [> cn;

daX =31 X;/n, 82 =31 (X;—X)?/(n—1),s = V52, 0 ¢, yra konstanta,
nepriklausanti nuo nezinomy parametry. PrieSingu atveju hipotezé priimama
(sprendimas dp). Tai natiiralu, nes E, X = y, taigi esant teisingai hipotezei X
stebiniai iSsisklaide apie vieneta. Todél hipoteze reikéty atmesti, jei skirtumas
| X —1|jgyja didele reikime. Dalyba i§ s reikalinga norint pagalinti matuojamy
dydziy sklaidos jtaka.

Bendresniu atveju Seima P suskaidoma j k nesikertanciy poaibiy Py, P, ...,
Pr. Sprendimy aibé D susideda i k£ elementy d,...,d; Cia d; parodo, kad
imties X skirstinys priklauso aibei P; C P,¢ = 1,2, ..., k. Tai daugelio sprendimy
priémimo, arba klasifikavimo, uzdavinys.

2. Reikia padaryti iSvada apie nezinomo parametro 8 arba nezinomo para-
metro funkcijos v = v(0), 8 € O tikraja reiksme (kuri yra neZinoma). Sprendimy
aibé D sutampa su parametro 8 ar funkcijos v reik8miy sritimi.

Sis uzdavinys paprastai sprendziamas parenkant tokia B"-maciajg imties X
funkcija (statistika)

T=T(X) = T(X1, -, Xp),

kurios stebiniai susikoncentrave apie 8 arba <, o ty stebiniy sritis priklauso
galimy sprendimy aibei D.
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Tai taskiniy jvertiniy radimo uzdavinys.

Pavyzdziui, jei nagrinéjamas statistinis modelis X; ~ P(A),A > 0 (t.y.
imama Puasono skirstiniy eima) ir turima paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)7,
tai tagkiniu parametro A jvertiniu galima imti statistika 7' = X, nes EyxX = A,
taigi T stebiniai iSsibarste apie A. Statistikos 7" stebiniai priklauso sprendimy
aibei D = (0, 00).

Jei nagrinéjamas neparametrinis modelis X; ~ Pp, F € F, ¢ia F yra visy
pasiskirstymo funkcijy Seima, tai tagkiniu parametro F' (pasiskirstymo funkcijos)
ivertiniu naturalu imti statistika 7' = T'(X,y), y € R, apibréziama lygybe

n

1

i=1

¢ia 14(z) yra aibés A indikatorius, nes Ep(T(X,y)) = F(y) su visais y. Statis-
tikos T reik8més priklauso sprendimy aibei D = F.

3. Ieskoma atsitiktiné sritis £(X) C O, kuri esant visiems 6 € © uzdengia
nezinomg parametro 6 reik§me su tikimybe, ne mazesne uz @, ¢ia @ yra artima
1 tikimybé:

Po{l0cE(X)}>Q, YOecO.
Sprendimy aibe sudaro parametro 6 reik§miy aibés © poaibiai. Tai pasikliovimo
sriciy sudarymo uzdavinys.

Pasikliovimo srities ribas nusako tinkamai parinkty statistiky reiksmés. Pa-
vyzdZiui, jei nagrinéjamas statistinis modelis X; ~ P = {N(u,02), u € R,
o > 0}, tai vidurkio p pasikliovimo sritis (Siuo atveju intervalas) gali biti
apibréziama §itaip:

- S - S
EX)=(X - —=c X+ —c ;
(X) = (% = J=el@). X+ 2=c(Q))
¢ia ¢(Q) yra konstanta, nepriklausanti nuo nezinomy parametry, bet priklau-
santi nuo @, o s — pirmiau apibréZta statistika. Sio atsitiktinio intervalo reik§més
yra intervalai, kurie priklauso sprendimy aibei D, susidedanciai i§ ervés R
poaibiy.

Suformuluoti uzdaviniai nagrinéjami atitinkamuose matematineés statistikos
skyriuose —, Statistiniy hipoteziy tikrinimas®, ,,Taskiniai jvertiniai“, ,Intervaliniai
ivertiniai“ ir pan. Pabrésime, kad Sie uzdaviniai gali buti sprendziami, kai statis-
tinis modelis yra parametrinis, semiparametrinis ar neparametrinis.

1.6. Pratimai

1.1. Yra dvi nepriklausomos paprastosios a.d. X ~ B(1,p) imtys, kuriy didumai yra
n1 ir na. Tegu vieneto pasirodymy skaiciai Siose imtyse yra X ir X2. Sudarykite jungtinés
imties X = (X7, X2)T statistinj modelj. Raskite statistikos
X1 X

ni ng

T =
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vidurkj ir dispersija.

1.2. Objekty, turinéiy savybe A, dalys k populiacijose atitinkamai yra 71, ..., 7.

a) Atsitiktinai parenkama populiacija ir i§ jos atsitiktinai imama graZinant didumo n
imtis.

b) Atsitiktinai parenkama populiacija ir i§ jos atsitiktinai imamas grazinant vienas ele-
mentas. Procediira kartojama n karty.

Sudarykite §iy eksperimenty statistinius modelius. Raskite statistikos X/n vidurkj ir
dispersija, kai X yra skai¢ius imties objekty, turin¢iy savybe A.

1.3. (1.2 tesinys). I$ kiekvienos populiacijos atsitiktinai imama grazinant didumo n imtis.
Sudarykite Sio eksperimento statistinj modelj. Raskite statistikos X/n vidurkj ir dispersija,
kai X yra jungtinés nk didumo imties objekty, turinéiy savybe A, skaicius.

1.4. I8 populiacijos, kurioje pozymj A turinéiy objekty dalis lygi m, atsitiktinai imama
grazinant didumo n; imtis. IS tos imties atsitiktinai imama graZinant didumo ng imtis.
Sudarykite §io eksperimento statistinj modelj.

1.5. (1.4 tesinys). Tare, kad eksperimento metu uZregistruojami tik skaitiai X; ir Xo
pirmosios ir antrosios imties objekty, turingiy savybe A, sudarykite imties (X1, X2)7T statistinj
modelj. Raskite statistikos X1/n1 — X2/no vidurkj ir dispersija.

1.6. ISspreskite 1.4. ir 1.5. pratimus, kai imtys imamos atsitiktinai ir negrazinant
(populiacija sudaro N elementy, na < ni < N).

1.7. Atrankinei kontrolei pateko N dydzio gaminiy partija ir kurioje yra nezinomas
skai¢ius M defektiniy gaminiy. Atsitiktinai imama negraZinant n gaminiy ir nustatomas
defektiniy skaiCius X i§ jy. Sudarykite imties X statistinj modelj.

1.8. (1.7 tesinys). Tegu partija pripazistama gera, kai X < c¢. Kaip priklauso partijos
priémimo tikimybé nuo $ios partijos defektiniy gaminiy skai¢iaus M7

1.9. (1.7 tesinys). Tegu taikoma tokia atrankinés kontrolés taisyklé: partija pripaZzjstama
gera, kai X < ¢, partija iSbrokuojama, kai X > ¢+ d. Kai ¢ < X < ¢+ d, atsitiktinai
imama negrazinant papildoma didumo n’ imtis ir nustatomas defektiniy gaminiy §ioje imtyje
skai¢ius X’. Siuo atveju partija brokuojama, kai X + X’ > k. Sudarykite imties (X, X’)T
statistinj modelj. Kaip priklauso partijos priémimo tikimybé nuo Sios partijos defektiniy
gaminiy skai¢iaus M?

1.10. Atrankinei kontrolei pateko N dydzio gaminiy partija ir kurioje yra nezinomi
skai¢iai defektiniy gaminiy: M; — neremontuotiny ir Mg — turinéiy pataisomus defektus.
Likusieji N — M1 — M> gaminiai yra geri. Atsitiktinai imama negraZinant n gaminiy ir
i§ jy randami skai¢iai X; ir X2 neremontuotiny gaminiy ir turinéiy pataisomus defektus.
Sudarykite imties (X1, X2)7 statistinj modelj.

1.11. (1.10 tesinys). Tegu partija prilmama, kai X1 < ¢1,X2 < c2. Kaip priklauso
partijos priémimo tikimybé nuo parametry M; ir M7 Raskite 8ia tikimybe, kai partija
prilmama, jei X1 + X2 < c.

1.12. Aibe sudaro N objekty, kurie apibiidinami tam tikru pozymiu y, t.y. aibé Oy =
{y1,...,yn } sudaryta i§ poZzymio y reik§miy. Atsitiktinai imame negrazinant n < N objekty.
Tegu a.v. X = (X1, ..., Xn)T koordinaté X; lygi i-ojo parinkto objekto pozymio y reikimei.
a) Irodykite, kad a.v. X koordinatés yra priklausomi a.d. ir imtis néra paprastoji; sudarykite
imties X statistinj modelj. b) Raskite a.d. Y = X1 + ... + X, vidurkj ir dispersija. ¢) Raskite
a. d. Y tikimybinj skirstinj, kai y;, ¢ =1, ..., N, igyja tik dvi reik§mes: 0 arba 1.

1.13. (1.12 tesinys). I§spreskite 12 pratima tuo atveju, kai objektai imami atsitiktinai
graZinant.

1.14. Tegu X = (X1,..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., ¥5,)T yra dvi paprastosios imtys, gautos
stebint nepriklausomus a.d. X ~ P(A1) ir Y ~ P(A2). Sudarykite jungtinés didumo m + n
imties statistinj modelj. Kaip pasikeisty §is modelis, jeigu bty zinoma, kad A\; = Aa?

1.15. Tegu X = (X1,..., Xm)T ir Y = (Y1, ..., Y,,)T yra dvi paprastosios imtys, gautos
stebint nepriklausomus a.d. X ~ N(u1, 02) ir Y ~ N(u2, 03). Sudarykite jungtinés didumo
m+n imties statistinj modelj, jeigu Zinoma, kad: a) u1 = po; b) o1 = o2; ¢) jokios informacijos
apie parametrus néra.
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1.16. Tegu (X;, Y;)T,i = 1,...,n, yra paprastoji atsitiktiné a.v. (X,Y)T, turin¢io
dvimatj normalyjj skirstinj, imtis. Sudarykite imties statistinj modelj. Kaip pasikeisty statis-
tinis modelis, jeigu buity Zinoma, kad marginalieji atsitiktiniy dydziy X ir Y skirstiniai vienodi?

1.17. Imties X = (X1,..., Xn)7 elementai X; ~ N(u, 02), i = 1,...,n. Koreliacijos
koeficientas p(X;, X;) = p, kai [i —j| = 1, ir p(X;, X;) = 0, kai |[¢ — j| > 1. Sudarykite imties
X statistinj modelj.

1.18. Stebint didumo n gaminiy partija, nustatomi jy gedimo momentai X1, ..., Xn.
Sudarykite imties X = (X1, ..., Xn)T statistinj modelj, jeigu zinoma, kad gaminiai sugenda
nepriklausomai vienas nuo kito, o jy gedimy intensyvumo funkcija A(t) = A.

1.19. (1.18 tesinys). Sudarykite imties statistinj modelj tuo atveju, kai gaminiai stebimi
fiksuota laika ¢.

1.20. Tegu X; = (X“,.‘.,Xmi)T7 it = 1,...,m, yra paprastosios atsitiktinés imtys,
gautos stebint absoliudiai tolydzius n.a.d. Xi,...,X;,. Sudarykite jungtinés imties X =
(X?7 oy XTYT statistinj model, kai Zinoma, kad: a) a.d. X1, ..., X, skirstiniai gali skirtis tik
poslinkio parametru; b) gali skirtis tik mastelio parametru; ¢) gali skirtis poslinkio ir mastelio
parametrais; d) jokios papildomos informacijos néra.

1.21. Imties X = (X1, ..., X»)T nariai yra nepriklausomi absoliuciai tolydis atsitiktiniai
dydziai. Sudarykite imties X statistinj modelj. Kaip pasikeisty statistinis modelis, jeigu imtis
bity paprastoji?

1.22. Paprastoji atsitiktiné imtis (X14, ..., X;)T, 4 = 1, ..., n, gauta stebint a.v. (X1, ...,
Xk)T. Sudarykite imties statistinj modelj, jeigu zinoma, kad a. d. Xi,..., X marginalieji
skirstiniai yra vienodi.

1.23. Atsitiktinés imties X = (X1,..., Xn)T elementai yra absoliudiai tolydas n.a.d.,
kuriy mediana lygi 8 (8 — neZinomas parametras). Sudarykite imties X statistinj modelj.

1.24. Atsitiktinés imties X = (X1, ...,Xn)T elementai yra absoliu€iai tolydis a.d. su
baigtiniu vidurkiu px (@ — neZinomas parametras). Sudarykite imties X statistinj modelj.

1.25. Tagkas tolygiai juda tiese. Laiko momentais ¢1, ..., t, uzregistruojamas tasko nueitas
kelias X1, ..., Xy, Tarkime, kad matavimo rezultatai tarpusavyje nepriklausomi, matavimo
paklaidos neturi sisteminés dedamosios, o atsitiktiné dedamoji pasiskirs¢iusi pagal normalyjj
désnj N(0, o2). Sudarykite imties X = (X1, ..., X,)7 statistinj modelj.

1.26. (1.25 tesinys). Sudarykite statistinj modelj tuo atveju, kai zinoma, kad Xo = 0.

1.27. Sveriant ta patj kina n karty, gauti svérimo rezultatai Xi,..., X,. Tegu jie tar-
pusavyje nepriklausomi. Pirmuyjy k svérimy sisteminé paklaida 0, o likusiyjy — p. Atsitiktinés
visy svérimy paklaidy dedamosios turi normaliuosius skirstinius N(0,02). Sudarykite imties
X = (X1, ..., Xn)7T statistinj modelj.

ATSAKYMAI IR NURODYMAI

1.1. Imties (X1, Xg)T skirstinys yra diskretusis, nusakomas tikimybémis P{X; =
m1, Xo =ma} = le C:ﬁfpmlﬂLm?(1—p)<”1+"2’m1’m2), m1 =0,1,...,m1,ma =0,1,...,n2,
0<p<1l; ET =0, VT = p(1-p)(n1+n2)/(ninz2). 1.2. a) Imties X = (X1, ..., Xpn)7T tikimy-
binis modelis nusakomas tikimybémis P{X; = j;, i =1,...,n, j; =0, 1} = %Z’::l(m«)zi Ji
(1 —m)Xidi, 0<m <1, j =1,k EX/n=~1t"F mn=n7 V(XM=
Bk (=) /ns b) P{X1 = j1,..., Xp = jn} = () ZiJi(1 - 7)""Xidi, , j; =0, I
E(X/n) = 7, V(X/n) = #(1 — 7)/n. 1.8. Jungtinés imties X = (XT,..., XI)7T tikimybinis
modelis nusakomas tikimybémis P{X; = x1,..., X, = @n} = P{X1 = 1}..P{X,, = &»};
P{X; = z;} = P{Xs1 = j1,..,Xin = jn, ji,-jn = 0, 1} = W?iji(l — )T X Iy
E(X/n)=F_ 7, V(X/n) =2 3F  7.(1-m,). 1.4. Jungtinés imties X = (X11, ..., X1n,,
X21,...,X2,L2)T tikimybinis skirstinys nusakomas tikimybémis P{X1;, = j;, Xoy = ky; @ =
Loyni, L=1,.,n2; ji, ky =0, 1} = w2 Ji (1—m)?~Xa Ji (3, g /m) 2t B (1=3, ji/n)™—Xu ki,
0 <7< 1 1.5. A v. (X, XQ)T skirstinys nusakomas tikimybémis P{X1 = mi, X2 =
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mg} = C:{;Iﬂ'ml(l — W)nl_mlc;g?(ml/nl)MQ(l — ml/nl)nz_mg, mp = 0,...,n1, ma =
0,..,n2, 0 <7 <1; E(X1/n1—X2/n2) =0, V(X1/n1—Xa/n2)=(n1—1)n(l—m)/(nin2).
1.6. Tarkime, populiacijos objekty, turintiy savybe A, skai¢ius yra M ir # = M/N. Tada a.d.
X skirstinys yra hipergeometrinis X1 ~ H(N,M,n1), o a.d. X2 salyginis skirstinys, esant
salygai, kad a.d. X1 jgijo reikdme m, taip pat hipergeometrinis (X1|X = m) ~ H(n1,m,n2);
E(Xi/n1 — Xo/n2) = 0, V(Xi/n1 — X2/n2) = (1 — m)N(n1 — n2)/(nin2(N — 1)).
1.7. A. d. X skirstinys yra hipergeometrinis X ~ H(N,M,n). 1.8. Partijos priémimo
tikimybé P{X < c|M} = >0 _oh(m|N, M, n) = H(c|N, M, n); &a h(m|N, M, n) =
CuCN_/CR. 1.9. Atsitiktinio dydzio X skirstinys yra hipergeometrinis X ~ H(N, M,n),
o a.d. X’ salyginis skirstinys, kai X = m, taip pat hipergeometrinis (X'|X = m) ~
H(N —n, M —m, n'). Partijos priémimo tikimybé P{X < ¢|[M} +P{c < X < c+
d, X + X' < k|M} = H(c|N, M,n) + 30200 STE20 h(m| N, M, n)h(§|IN —n, M —m,n’).
1.10. Atsitiktinio vektoriaus (X1, X2)7T tikimybinis skirstinys yra dvimatis hipergeometrinis
(Xl,XQ)T ~ H(N, My, Ma,n). 1.11. Partijos priémimo tikimybé P{X1 < c¢1, X2 < 2} =
S o S, o CR CR2 CR i 12, /O = S50 o 52, _ohlm1, malN, My, Ma, ).
Antruoju atveju partijos priémimo tikimybé yra 350, _ an;z%) h(mi, ma|N, M1, Ma, n).
1.12. a) Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X» )7 koordinatés priklausomos: koordinaté X;
negali jgyti reikSmés y;, jei kuri nors kita koordinaté jau jgijo 8ia reik¥me. A. v. X galimos
reik§més yra visi galimi skirtingi rinkiniai (yil,yi2,...,yi7L)T,i1 # g # -+ # in, i§ aibeés
{y1,.-,yn}; ju igijimo tikimybés visos vienodos ir lygios 1/C%; b) EY = %Zf\;l Y =
ng, VY =n(N —n)s2/(N - 1), 55 = %z:i\]:l(yZ — 4)2. ¢) Tarkime, vienety skai¢ius
aibéje Oy lygus M. Tada Y ~ H(N, M, n). 1.13. a) Atsitiktinio vektoriaus X =
(X1,...,Xn)T koordinatés yra nepriklausomos; a.v. X reikimés yra visi galimi rinkiniai
(Yiy s Yig> .y ¥i,, )T, kuriy kiekviena koordinaté nepriklausomai nuo kity gali jgyti reikimes
Y1, ..., yn su tikimybémis 1/N, t.y. kiekvieno rinkinio tikimybé yra 1/N™; b) EY =ng, VY =
nsZ: c¢) Jeigu vienety skai¢ius aibéje yra M, tai Y ~ B(n, p), p = M/N. 1.14. Jungtinés
imties (X7, YT)T tikimybinis skirstinys nusakomas tikimybémis P{X; = ki,..., X;m =
Ky Y1 = I,y Yo = lp} = ATothmgmmai \bbe il g =nds /(51 k131001, 0 <
A, A2 < oo, kj, I; =0,1,---. Jeigu A\1 = A2 = A, tai & tikimybe yra Ak1t--thmtlit.+n
e M+ /(gL k1) 1Y), 1.15. ¢) Jungtinés imties (X1,..., Xm, Yi,...,Yn)T tikimy-
binio tankio funkcija yra [/~ o(@:|p1, 01)]_[;7:1 ©(yjlpue, 02), —oo < p1, p2 < 00, 0 <
o1, o2 < oo; Cia ¢p(z|p, o) — normaliojo skirstinio N(u, o) tankio funkcija. Atveju a)
reikia jra8yti pu1 = pe = p, o atveju b) 61 = o2 = o. 1.16. Imties tankio funkcija yra
[Ties e(zis il 2), p= (u1, p2)", —00 < p1, p2 < 00, B = [ojjlax2, 0 < 011, 022 <
00, 012 = 021 = p/011022,—1 < p < 1; 0 ¢(x, y|pu, X) - dvima&io normaliojo skirstinio
Na(p, X) tankio funkcija. 1.17. Atsitiktinio vektoriaus X skirstinys yra n-matis normalusis
Nn(p, ), kurio vidurkiy vektorius g = (u,...,u)T, —oo < p < oo; kovariacinés matri-

2,0 < o < oo; elementai ant

cos 2 = [0ij]nxn elementai ant pagrindinés jstriZainés yra o
jstrizainiy, gretimy pagrindinei, yra po?, —1 < p < 1, o visi kiti elementai lygas 0. 1.18.
Atsitiktinio vektoriaus X tikimybinio tankio funkcija yra A" exp{—A(z1 + ... + Tn)}, 0 < A <
00, 0 < 1,...,Zn < 00. 1.19. Stebime nepriklausomas poras (Y; = X; At, & = 1(g,4(X:));
P{V; <z,0; =1} = P{X; <2,X; <t} =1 —exp{-Az At)}, P{Y; < x,0; =0} = P{t <
x, X; > t} = exp{—At}1(; o0)(x). 1.20. Jungtinés imties X pasiskirstymo funkcija F' prik-
lauso absoliuciai tolydziy (n1 + ...+ nm )-madiy pasiskirstymo funkcijy aibei F: a) F yra aibé
pasiskirstymo funkcijy HT:I H:Zl F(xij — pj), —00 < pi1,..., im < 00; b) F yra aibé pa-
siskirstymo funkeijy 172, H:Zl F(zij/05), 0 < 01,...,0m < o00; c)F yra aibé pasiskirstymo
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funkeijy [T72, H:’;l F((xij — pj)/oj), —00 < i1,y fim < 00, 0 < 01,.c.,0m < 005 d) F
yra aibé pasiskirstymo funkeijy []72, Hgl Fj(z45); ¢ia F, Fj — vienmatés absoliuciai toly-
dzios pasiskirstymo funkcijos. 1.21. Imties X pasiskirstymo funkcija F' priklauso absoliuciai
tolydziy n-maciy pasiskirstymo funkcijy aibei F pavidalo []7; F;(=z;); ¢ia F1,..., Fp, — vien-
matés absoliuciai tolydzios pasiskirstymo funkcijos. Jeigu imtis paprastoji, tai pasiskirstymo
funkcijos F1,..., F, vienodos. 1.22. Imties X pasiskirstymo funkcija F' priklauso absoli-
udiai tolydziy n-maciy pasiskirstymo funkcijy aibei F = {F(z1,...,zn) : F(z,00,...,00) =
F(oo,x,...,00) = ... = F(00,00,...,z),—00 < < co}. 1.23. Imties X pasiskirstymo funkcija
F priklauso absoliuciai tolydziy n-magiy pasiskirstymo funkcijy aibei F = {J[l; Fi(z;) :
Fi_1(1/2) =8, i = 1,..,n}; ¢a Fi,..., F, — vienmatés absoliuciai tolydZios pasiskirstymo
funkcijos. 1.24. Imties X pasiskirstymo funkcija F' priklauso absoliuciai tolydZiy n-maciy pa-
siskirstymo funkcijy aibei F = {F(x) = F(x1,...,2n) : [gn zjdF(®) =p, j=1,..,n, —co0 <
u < oo}. 1.25. Atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X»)T tikimybinio tankio funkcija yra
(V2ra)—™ exp{—ﬁ S (@, —zo—vt;)2}, —00 < T0, T4y, ...y Tt, < 00,v > 0. 1.26. 1 1.25
pratimo tankio formulg reikia jragyti 2o = 0. 1.27. A.v. X = (X1, ..., X,)7T tikimybinio
tankio funkcija yra (v2mo)~™ exp{—ﬁ Z’fﬁl(mly} exp{—ﬁ Y1 (@i — p)?}, —oo <
L1y, Tpn < 00, —00 < p < 00, 0 > 0.



2 skyrius

Empirines charakteristikos

Minéjome, kad matematinés statistikos tikslas yra daryti sprendimus apie tiriamy
pozymiy pasiskirstyma populiacijoje, tinkamai parinkus statistinj modelj ir statis-
tinius duomenis — imties realizacija. Priminsime, kad pozymio pasiskirstyma
vienareikdmiskai nusako jo pasiskirstymo funkcija F', tankis f (kai stebimas dy-
dis absoliuciai tolydus), galimy reikmiy z; jgijimo tikimybés p; (kai stebimas
dydis diskretusis). Be to, daznai naudojamos skirstinio skaitinés charakteris-
tikos: vidurkis, dispersija, auk§tesniyjy eiliy pradiniai ir centriniai momentai,
asimetrijos ir eksceso koeficientai, kvantiliai. Kiekvienoje konkrecioje situacijoje
pasiskirstymo charakteristikos turi savo interpretacija. Pavyzdziui, tam tikros
markeés televizoriy veikimo trukmeés pasiskirstymo funkcijos reik8meés parodo
tikimybe sugesti per tam tikrg laika, vidurkis parodo vidutine veikimo trukme
ir pan.

Natiiralu sudaryti ir nagrinéti minétyjy charakteristiky empirinius, t.y. gau-
tus naudojantis imtimi, analogus. Aisku, jie yra imties X funkcijos (statistikos).

Pazymésime, kad iSvardytosios skirstinio charakteristikos gaunamos pagal
tam tikras taisykles i§ pasiskirstymo funkcijos F. Todél pradiniame etape
ieskoma funkcijos F empirinio analogo F. Tada kitos empirinés charakteris-
tikos gali buti sudarytos i§ funkcijos F pagal tas pacias taisykles, pagal kurias
buvo gautos iSvardytosios teorinés charakteristikos, naudojant funkcija F'. Jeigu
funkcijos FirF artimos, tai ir kitos empirinés charakteristikos turéty buti ar-
timos jy teoriniams analogams.

2.1. Empiriné pasiskirstymo funkcija

Tarkime, turime paprastaja imtj X = (X1, ..., X,,)T, kurios nario X; pasiskirsty-
mo funkcija yra F(z) = P{X; < z}. Turint X realizacija z = (z1,...,2,)7 ir
zinant, kad stebiniai x; yra nepriklausomy, vienodai pasiskirséiusiy atsitiktiniy
dydziy realizacijos, kiekvienam stebiniui z; galima priskirti tg pacia tikimybine
mase 1/n ir nagrinéti gauto diskreciojo skirstinio

25
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iz T i) ire
T T T
Pi | 5 | » n
pasiskirstymo funkcija
do(z) 1 &
Fn = = - 1 —oo, z|\Li)y € R7
(z) - - > oo, alwi), =

Cia d,,(z) yra skaifius x;, tenkinanciy salyga x; < x, o

1, jei zeA,
La(z) = { 0 Kkitais atvejais,
yra aibés A indikatorius.
n
Pazymékime D, () = Y 1(_oo, o(X;) skaiciy a.d. Xj, tenkinanciy salyga
i=1
X; < z. Su bet kuriuo z a.d. D,(z) turi binominj skirstinj B(n,p), kurio

parametrai n ir p = F(z), o d,(z) yra $io atsitiktinio dydZio realizacija.
Atsitiktinés funkcijos

Fo(z) = 22

1 n
= — 1._ X,), R 2.1.1

realizacijos yra pasiskirstymo funkcijos F),(x).

2.1.1 apibrézimas. Atsitiktine funkcija F), () vadinama empirine pasiskirs-
tymo funkcija, o pasiskirstymo funkcija F,(z) — empirinés pasiskirstymo funkci-
jos realizacija.

_ Parodysime, kad su visais fiksuotais z empirinés pasiskirstymo funkcijos
F,(x) realizacijy vidurkis yra F'(x). MaZa to, atstumas tarp beveik visy realizacijy
ir F(z) konverguoja i nulj, jei n — oo.

Pazymékime a A b = min(a, b).

2.1.1 teorema. Su visais fiksuotais x ir y

B(F@) = Fla), V(@) = TF@0 - F),

n

(F(z Ay) = F(x)F(y)).- (2.1.2)

S|

Cov (ﬁ’n(x), Fn(y)) —

P {Fn(x) s F(z), kai n— oo} =1 (2.1.3)

Irodymas. Su bet kuriuo x a.d. D, (z) turi binominj skirstinj B(n, F'(z)), taigi
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Su visais ¢ # j a.d. X; ir X; nepriklausomi, todél
Cov (1(—oo, 2(Xi), 1(—oo, 21(X;)) = 0.
Jei i = 7, tai
Cov (1(—oo, 2](Xi)s L(—oo, 4)(Xi)) = B (L(—oo, any) (Xi)) —
~E (1(co0, 2)(X0)) B (L(—oc, ) (Xi)) = Flz Ay) = F(2)F(y),
todél

An(x)7 Fn(y)> = % Z Z Cov (1(—oo, z] (Xi)7 1(—00, y] (XJ>) =

i=1 j=1

Cov (

(F(z Ny) = F(z)F(y)).-

S|

Baigdami pazymeésime, kad (2.1.3) konvergavimas i8plaukia i3 stipriojo didZiyjy
skai¢iy désnio ([11], p. 159), nes su bet kuriuo z a.d. 1(_«, 2)(X;) yra neprik-
lausomi vienodai pasiskirste ir jy vidurkiai yra F'(x). A

2.1.2 teorema. (Glivenkos ir Kantelio). Jei F yra bet kuri pasiskirstymo
funkcija, tai

sup,cg | Fn(2) — F(z) |30, kai n — oo. (2.1.4)

Irodymas. Kadangi
. 1 & .
Fo(w=0) = — > 1o, (X)), EF,(2-0) =P{X; <z} = F(z-0), (2.15)
=1

tai i8 stipriojo didziyjy skaic¢iy désnio iSplaukia, kad su bet kuriuo fiksuotu z
P{Fn(x—O) — F(x —0), kai n—>oo} =1 (2.1.6)

Fiksuokime £ > 0. Galima rasti tokius taskus —oc0 = zg < 21 < ... <
ry-1 < zny = 00, kad F(xgy1 — 0) — F(z) < e. Fiksuokime elementaryjj

ivykj w ir nagrinékime realizacija F),(-) = F,,(-,w). Funkcijos F), ir F' nemazéja,
taigi su bet kuriuo = € [z, Tiy1)
Fo(z) = F(x) < Fo(@h41 — 0) = F(zp) < Fu(zrer — 0) — F@p41 — 0) + ¢,
F,(z) — F(x) > Fp(zx) — F(zgp41 — 0) > Fp(xg) — F(zg) — e (2.1.7)

I8 8iy nelygybiy gaunama, kad su bet kuriuo w

sup,ep | Fu(e,w) — F(2) [<
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< g — g - — — .
<  Dax max (| F,(z,w) — F(xg) |, | Fn(zr — 0,w) — F(xg —0) \) +e
(2.1.8)
Nagrinékime jvyki A = N, (Ax N4} ); dia
Ap ={w: Ep (2, w) = F(zy), kai n — oo},

A ={w: Ep(zp —0,w) = F(z, — 0), kai n — oo}

Pazymékime A jvykj, priesinga jvykiui A. I§ (2.1.3) ir (2.1.6) formuliy i3plaukia
P{A;} =1, P{A, } = 1. Taigi P{A} =1, nes

N N
P(A) = P { U (& UA,:)} < S (P{AG +P{A}) = 0.
k

-0 =0
I8 ribos apibrézimo ir (2.1.8) nelygybés gauname:
1=P{4}
= P{F,(x1) = F(xy), Fy(x, —0) = F(z —0), kai n — 00,Vk=0,...,N}
<P{3Im: Vn>m, Vk | E,(xx) — F(zi) |< e, | Fo(zr —0) — F(z, —0) |[< e}
<P{3Im:Yn>m sup,cg | Fu(z) — F(z) |< 22}
= P{sup,cr | Fu(z) — F(z) |—= 0, kai n — oo}.
I8 ¢ia gaunamas teoremos teiginys. A

2.1.1 pastaba. Analogiskai jrodoma, kad esant bet kuriai pasiskirstymo funkci-
jai F,

sup,cg | Fn(z —0) — F(z — 0) |3 0, kai n — occ. (2.1.9)

I8 jrodyty teoremy matyti, kad empiriné pasiskirstymo funkcija F, yra geras

pasiskirstymo funkcijos F' jvertinys. Taskinio jvertinio savoka ir jo gerumo
apibrézimus nagrinésime tolesniuose skyriuose.

2.1.3 teorema. Su bet kuriuo fiksuotu x
Vi(Ey(x) = F(2)) % Y, ~ N (0, F(x)(1 - F())). (2.1.10)

Irodymas. Teoremos rezultatas i§plaukia i§ centrinés ribinés teoremos ([11],
p. 215), nes 1(_ ,(X;) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., kuriy
vidurkiai yra F'(z) ir dispersijos — F'(z)(1 — F(x)). A

Jei n didelis, tai i§ teoremos i§plaukia

Ep(@) =~ Zyy ~ N <F(m), IW_FW) .

n

Galima jrodyti dar stipresnj teiginj (7r. [11], p. 335).
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2.1.4 teorema. (Kolmogorovo). Jei pasiskirstymo funkcija F' tolydi, tai su bet
kuriuo y > 0

o0

P{Visup e | Fule) = F@) <y} = K(y) = D7 (1), kai n— oo,

(2.1.11)

Si teorema pravercia ieSkant pasiskirstymo funkcijos F' pasikliautinyjy sriciy ir
tikrinant hipotezes apie F skirstinj. Funkcija K (y) yra tabuliuota ([5], 6.1 lent.).

2.1.1 pavyzdys. Imties didumo radimas. Koks turéty blti paprastosios imties didumas
n, kad empirinés pasiskirstymo funkcijos Fy, () maksimalus nuokrypis nuo tolydziosios teorinés

pasiskirstymo funkcijos nevirgyty 0,05 su tikimybe, ne mazesne uz 0,957
Turime

P{sup,cp | Fn(z)—F(z) |< 0,05} > 0,95 < P{y/nsup,cg | Fn(z)—F(z) |< 0,05v/n} > 0,95.
Taikydami Kolmogorovo aproksimacija gauname
K(0,05v/n) >0,95 < 0,05y/n>1,3581 < n>1738.

2.2. Pozicinés statistikos. Empiriniai kvantiliai

Tarkime, kad turime imtj X = (X1,...,X,,)" . Bet kuriai X realizacijai £ =
(x1,...,2,)T galima sudaryti vektoriy (™ = (:c(l),...,x(n))T, surikiavus ste-
binius x; nemazéjimo tvarka:

1) S T2) < o S Ty

Taigi x(1) = min(z1, ..., Tn),. . -, T(n) = Max(v1, ..., Tp).

PaZymeékime X ) a. d., kuris jgyja reikSme x(y), kai imties X realizacija jgyja
reikSme .

Tada imtis X apibrézia atsitiktiniy dydziy

Xy <o £ Xy,

vadinamuyjy poziciniy statistiky, seka. Si seka vadinama variacine eilute.

Atsitiktinis dydis X ;) vadinamas i-gja pozicine statistika.

Pozicinés statistikos X1y ir X(,,) (daznai ir jy stebiniai x(y) ir x(,)) vadi-
namos imties ekstremaliosiomis reiksmémis.

Poziciniy statistiky interpretacija vaizdziausia, kai X1, ..., X, yra gyvenimo
trukmes. Tada X; yra i-ojo individo gyvenimo trukme, o X(;) yra i-oji pagal
diduma gyvenimo trukmé.

Pazymékime XM = (X(l),...,X(n))T poziciniy statistiky vektoriy. Tada
(") = (T(1), s z(n))T yra jo realizacija.

Empiriné pasiskirstymo funkcija (zr. (2.1.1)) gali buti uZraSyta naudojantis
X (),

. 1
=1
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nes skaicius ty X;, kurie tenkina nelygybe X; < x, lygus skai¢iui X;), tenkinan-
¢iy nelygybe X;) < z.

Reikia pazymeéti, kad x(yy,...,Z(,) yra surikiuoti pagal diduma empirinés
pasiskirstymo funkcijos F, realizacijos F, Suoliy taskai. Tarp iy tasky funkcija
F, pastovi. Jei visi x(;) skirtingi, tai suoliy didumai lygts 1/n:

Q, jei T <Tay,
F.(z) = %, jei i) e <zipy, t=1,...,n—1,

s jei T > T(n)-

—_

Jei keliy gretimy poziciniy statistiky realizacijos sutampa, Suoliukai didesni.
Pavyzdziui, jei T2y < T3) = Ta) = T(5) < T(6), tai Suoliukas taske Z(3) lygus
3/n.

Remiantis pozicinémis statistikomis sudaromi kvantiliy empiriniai analogai.

2.2.1 apibrézimas. Empiriniu kvantiliuv vadinamas p-ojo kvantilio z(p) =
inf{z: F(z) >p}, 0<p<1, empirinis analogas

X(np), jei np € N,

X(inp)+1), kitais atvejais; (222)

Z(p) =sup{z: F,(z) <p}= {

Cia [np| yra skaiClaus np sveikoji dalis.

Pozicinés statistikos yra svarbios ne tik vertinant teorinius kvantilius, bet ir
kuriant kai kuriuos neparametrinius kriterijus.

2.3. Poziciniy statistiky skirstiniai

Pozicinés statistikos yra priklausomi ir skirtingai pasiskirste atsitiktiniai dydziai.
Ieskosime jy skirstinio. Jj svarbu zZinoti patikimumo teorijoje, nes patikimumo
eksperimenty laikas ribotas ir stebimi ne visi gedimai, o tik pirmieji is jy.

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (Xi,..., X,,)7 gauta stebint tolyduyji
atsitiktinj dydj X, kurio pasiskirstymo funkcija yra F'(z) ir tikimybinis tankis
f(z). Priminsime, kad tokiu atveju a.d. Y = F(X) turi tolyguyjj skirstinj
Y ~U(0, 1) ([11], p- 334). Sis sarysis naudojamas ieSkant poziciniy statistiky
skirstiniy. Todél papildomai nagrinésime ir a.d.

Yoy =F(Xq)), - Yy = F(X@)), (2.3.1)

kurie yra pozicinés statistikos, gautos stebint a.d. Y ~ U(0, 1). Ju skirstinys
nepriklauso nuo F'(z).

2.3.1 teorema. Atsitiktinio vektoriaus Y™ = (Y, ...,Y(n))T tankio funkcija
yra

_ n!a JeI (y(l)a >y(n)) € QlTL?
Fyo (Y1), ¥m)) = { 0, kitais atvejais; (2.3.2)

cia
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Irodymas. Atsitiktinis vektorius Y = (Y7, ..., Y,,)? tolygiai pasiskirstes viene-
tiniame n-matés erdveés kube; ¢ia Y; = F(X;),i = 1,...,n. Jo tankio funkcija

_ 1’ -]el (y17 ayn) S Q0n7
Fr (s eym) = { 0, Kkitais atvejais; (2.3.3)

¢ia
Qon ={(y1,-.yn): 0<y; <1, i=1,...,n}.

Aigku, kad P{Y™ € Q,,} = 1, t.y. atsitiktinio vektoriaus ¥ tikimybiné
masé sukoncentruota aibéje Q1,,. Vektoriaus (1,...,n) kéliniy aibe pazymeékime
J. Tada su bet kuria Borelio aibe B C Q1,,

P{Y™eBl= > PV, .. %}€EB) =
(kl,...,kn)EJ

=n!P{Y € B} =n! / fy (y)dy.
B
I§ ¢ia gaunama (2.3.2) formulé. A

2.3.2 teorema. Tarkime, kad 1 < ky < --- < k, < n. Atsitiktinio vektoriaus
Yy, Yika)s s Yii,))? tankis yra

n!
fY(’“l)""’Y(W(yl’ o) = (k1 = Dl ko — k1 — Do (b — kg — D0 — k)

g (2 — ) (Y =y TN (1 (2.3.4)

sukoncentruotas aibéje Q1 = {(y1, ..., ¥r): 0<y; <--- <y, <1}

ko—k1—1

Irodymas. Irodysime matematinés indukcijos metodu. Kai » = n, teorema
teisinga remiantis (2.3.2) formule. Jei teiginys teisingas, kai turime r + 1 a.d.,
tai imant 7 a.d. tikimybinis tankis

n!

Peesyees¥un Wi 0r) = oS e T (s = o = Dl — )]

1
y’fl‘l U (TR TRIRS Lt i / (Y1 — )N — g )Ry
Yr

Atlikime kintamuyjy keitima: v = (yr+1 — yr)/(1 — y). Tada lygybés desinéje
esantis integralas lygus

1
(1 _ yr)n—kr / uk7~+1—k7~—1(1 _ u)n—kr+1du
0

)nfkr (kr+1 —ky — 1)'(71 - kr+1)! '

== (n— ky)!

Teorema jrodyta. A
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2.3.1 i8vada. Poziciné statistika Y(y) turi beta skirstinj Be(k,n — k + 1),
kurio tankio funkcija

n!

fron (y) = myk_l(l —y)"F, 0<y<l

2.3.2 isvada. Ekstremaliy reikmiy vektoriaus (Y1), Y(n))T tankio funkcija

Iy Ve (W1, y2) = n(n — 1)(y2 — y1)" %, 0<y <y <1,

o imties plotis Y{,,) — Y(1) turi beta skirstinj Be(n — 1,2), kurio tankio funkcija
yra
nin —1)

5 y"P1l-y), 0<y<L

2.3.3 teorema. Tarkime, kad 1 < ky < --- < k. < n. Atsitiktinio vektoriaus
(X(kl)a X(kz)v 7X(k7~)) tankis yra

n!
Ll o gy o B Py A 1 pry

FR(g))(F(z2) — Fa)k2=5171 L (F(z,) — F(z,_1))F—kr-171x
(1 - F(xT))n_kr f(xl)’ ey f(-rr)v (235)

sukoncentruotas aibéje Q, = {(x1,....,x,): —oo <z <.+ <z, < 400}

Irodymas. Tankio (2.3.5) iSraiSka gaunama i§ tankio (2.3.4) formulés, panau-
dojus (2.3.1) transformacija. Pakeitimo jakobianas

D(y1, - yr)

uh{D@hwm):fuoﬂm»f@m

A

2.3.3 iSvada. Atsitiktinio vektoriaus (X(y), ..., X(,)) tankio funkcija yra

F@1, o) = { nlf(x1), . flan), jei (21,...,2,) € Qn, (2.3.6)

0 kitais atvejais.
2.3.4 i8vada. k-osios pozicinés statistikos X(;) tankio funkcija yra

e @) A= PP @), —wo<a <o (23)

2.3.5 iSvada. Ekstremaliy reik§miy vektoriaus (X(l),X(n))T tankio funkcija

n(n —1)(F(z2) — F(21))" 2 f(z1) f(x2), —o00 <z1 < 32 < 00.
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2.3.1 pavyzdys. Pozicinés statistikos nuokrypio tikimybé. Tegu paprastoji didumo
n = 50 imtis gauta stebint a.d., kurio tankio funkcija f(x|u) = 2¢~2(==1) g > pu. Rasime
tikimybe, kad X (1) — p < 0,05.
Remiantis 2.3.4 i§vada statistikos X (1) tankio funkcija yra
fi(z) =2me 22— gy

Randame

140,05
P{X) -1 <0,05} = / fi(z)de =1 —e72"005 =1 _ =5 x0,9933.
17

2.4. Poziciniy statistiky asimptotines savybeés
2.4.1 teorema. Jei egzistuoja tolydi atvirkstiné funkcija F~1, tai

Z(p) = x(p), kai n — oo.

Irodymas. Empirinis kvantilis 2(p) = X); ¢la k = [np] + 6, 6 = 0, kai
np yra sveikasis skaiGius, ir § = 1 — prieSingu atveju. Abiem atvejais k/n =
p+0O(1/n) — p, kai n — oc.

Atsitiktinis dydis Y{y = F'(Xx)) ~ Be(k, n —k+ 1), todél

kE(n—k+1)

E(Yw)) = SLE V({¥w) = n+1)2n+2)

n+1
Remiantis Cebysovo nelygybe ([11], p. 144), su kiekvienu ¢ > 0

V({¥w)
52

P{|Y) — E(Yr))| >} < — 0, n— oo.

Taigi Yy — E(Ype)) 5 0 i
P
Yiey =Yy — E(Yw) + E(Yw)) = p.

Remdamiesi a.d. seky konvergavimo faktu: jei X, BXx , 0 h(z) yra tolydzioji
funkcija, tai h(X,) 5 h(X) ([15], 2¢ skyrelis) ir pazyméje, kad X5y = F~ (Vi)
yra tolydzioji funkcija, gauname teoremos teiginj. A

2.4.2 teorema. Jei pasiskirstymo funkcija F tolydzZiai diferencijuojama tasko
x(p) aplinkoje ir f(xz(p)) > 0, tai

Vi) — 2(p) S N (o, m> C kainooco.  (241)
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Irodymas. I8 pradziy nagrinéjame atsitiktinj dydj Y(;). Kadangi k = [np] + 0,
(6, =0 arba §,, = 1), tai k = np+¢,, 0 <&, < 1. Pazymékime

Z =Yy —p)/\P8, a=1-p.

Tada Y3y = p + Zr+/pq/n, todél, remiantis 2.3.1 i3vada a.d. Z; tankis

)= e (rry2) (-oy/E)

Reikia pazymeéti, kad k —1 =np —1+¢,, n — k = ng — &,,. Logaritmuodami ir
taikydami Stirlingo formule

In(n!) = (n+1/2) Inn — n + In(v/27) + O(1/n),
gauname
In gi () = Inn!—In(np—1+¢&,)!—In(ng—e, )4 (np—1+e, ) (In p+In(1+2/q/pn))
+(ng —en)(Ing + In(1 — 2v/p/qn)) + (Inp + Ing — Inn) /2
= (n+1/2) Inn—n+In(v27) — (np—1/24e,) In(np—1+¢,)+np—1+e, —InV2r
—(ng—en+1/2) In(ng—e,)+ng—e, —In vV2r+(np—14e,)(In p+In(142+/q/pn))
+(ng — en)(Ing +In(1 — 2v/p/qn) + (Inp +Ing — Inn)/2 + O(1/n).

Skleidziame logaritmus pagal Teiloro formule ir apsiribojame pirmaisiais na-
riais:

Ingp(z) = (n+1/2)Inn — (np — 1/2 4 e,)(Inn + Inp + In(1 + (e, — 1)/np)
—(ng—en+1/2)(Inn+1Ing+In(l —e,/ng)) —Inv2r + (np — 1+ &,)(Inp
+av/q/pn—qx? /2pn) +(ng—en) (In g—x+/p/qn—px? /2qn) + (In p+Ing—Inn) /2
—1+0(1/vn)=lnn-0+Inp-0+1Ing-0— (np—1/2+¢e,)(en —1)/np
—(ng — e, +1/2)(—2n/nq)) = In V27 + (np — 1 + £,)(z/q/pn — qz* /2pn)
—(ng —ea)(zy/p/qn + pr® /2qn) + O(1/v/n) = =Inv2r —2*/2+ O(1//n).

Taigi tolygiai visuose baigtiniuose x kitimo intervaluose

gk (z) = o(x) = \/127 exp{—x?/2}, (2.4.2)

t.y. Zy 5 Z ~ N(0, 1), arba /n(Yy —p) = Y ~ N(0, pg). Pritaike delta
metoda (Zr. po teoremos jrodymo), gauname

V(X —z(p) 5V ~ N(0, pa/f2(z(p))). (2.4.3)
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Delta metodas. 1. Tarkime T,,,n = 1,2, ... yra tokia a.d. seka, kad

T, 50, va(T,—6) %Y ~ N(0,02(0)),

0 g(0) yra vieno kintamojo funkcija turinti tolydzig iSvestine g’(0) # 0. Tada

d
Vi(g(Tn) = 9(0)) 5 Z ~ N(0,[g'(0)0(0)]?).
2. Tarkime Ty, = (Tin, ..., Ten) T, n = 1,2, ... yra tokia k-maciy a.v. seka, kad

To 5 0=(01,...00)7, Va(Tn—0)%Y ~Ny(0,3(6)).
Tegu g(8) = (g1(0), ..., g-(8))T yra r-maté funkcija, kurios visos koordinatés turi tolydzias
dalines iSvestines:
_ 891’(0)

g”(O) = 50, ) i = 1,...,7‘, ] = 1, ,k
J

Parymékime G = G(0) matrica [gi;(0)]-xx. Tada a.v. g(T) = (g1(Tn), .-, 9r(Tn))T seka
yra asimptotiSkai normalioji:

Vi(g(Tn) — 9(0)) % Z ~ N.(0,G(0)S(6)GT (6)).
Analogiskai jrodoma kita teorema.

2.4.3 teorema. Tegu pasiskirstymo funkcija F(x) tolydZiai diferencijuojama

tasky z(p1) ir x(p2) aplinkose (0 < py < pa < 1) ir f(z(p1)) >0, f(z(p2)) > 0.
Tada

Va(E(p) —2(p1), #(p2) — 2(p2))T S Y ~ N(0, ); (2.4.4)

kovariacinés matricos ¥ diagonalieji elementai yra py(1—p1)/f%(z(p1)) ir p2(1—
p2)/f*(x(p2)), o kovariacija yra pi (1 — p2)/[f (2(p1)) f (x(p2))].

2.4.1 pavyzdys. Normaliojo skirstinio empirinés medianos asimptotinis skirstinys.
Tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., X»)T gauta stebint a.d. X ~ N(u, o2). Sio skirs-
tinio vidurkis sutampa su mediana y = EX = z(1/2). Imkime #(1/2) = X([,/2)41)- Tada,
remiantis (2.4.1) formule,

2

VR@(1/2) —p) 3 Y ~ N (0, %) . (2.4.5)

2.4.2 pavyzdys. Kosi skirstinio empirinés medianos ir empiriniy kvartiliy skirtumo
astmptotinis skirstinys. Tarkime, kad paprastoji imtis gauta stebint a.d., turintj Koi skirstinj
K(u, o), kurio tankis
1 o
T2+ (@—p?

Sio skirstinio vidurkis neegzistuoja, o parametras p yra mediana p = x(1/2). Imkime 2(1/2) =
X([n/21+1)- Tada gauname, kad

flap, o) =

2.2

Vn(@E1)2) —p) S Y ~ N (o, il 4” ) . (2.4.6)

Kadangi z(1/4) = p — o, x(3/4) = p + o, x(3/4) — z(1/4) = 20, tai pasirinkus & =
(2(3/4) — 2(1/4))/2, i§ (2.4.4) sarysio i8plaukia

Vi —o) Sy ~ N (0, ”24"2) ‘ (2.4.7)
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2.4.3 pavyzdys. Imties didumo radimas. Koks turéty buti paprastosios imties, gautos
stebint a.d. X ~ K(u,1), didumas n, kad empirinés medianos nuokrypis nuo parametro p
absoliu¢iu didumu nevir§yty 0,1 su tikimybe, ne mazesne uz 0,957

Taikydami normaliaja aproksimacija, gauname

P{|&(1/2) — ul < 0,1} = P{v/nl&(1/2) — | < 0,1V} ~
28(0,2v/n/m) — 1 > 0,95.

I8 ¢ia randame

0,2 21,962
0,2vn i &n > 948
T

>z sSn >
2 20,025 =004

2.5. Empiriniai momentai

2.5.1. Empirinio momento sgvoka

Atsitiktinio dydzio X, kurio pasiskirstymo funkcija F'(z), k-asis pradinis mo-
mentas oy, ir k-asis centrinis momentas py apibréziami lygybémis

+00 +oo
o = B(XF) = / FdF@) it e = B(X — ay)f = /(m ~ an)tdF(x).

(2.5.1)
Empiriniai momentai gaunami Siose lygybése pasiskirstymo funkcija F' pakei-
tus empirine pasiskirstymo funkcija F,.

2.5.1 apibréZimas. Atsitiktiniai dydZiai

“+oo
. 1 <
= den = — Xk
ak / x () - ; ;
i
oo 1 n
my = / (z —an)*dFy (2) = — > (Xi —a1)* (2.5.2)

oo i=1

atitinkamai vadinami k-uoju pradiniu ir k-uoju centriniu empiriniais momen-
tais.

I§ Niutono binomo formulés gaunama

k
my = Z(—l)iC,ia’iak,i.
i=0

Pirmasis pradinis empirinis momentas a; = X vadinamas empiriniu vidurkiv :

X == (2.5.3)

I |~
I
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Antrasis empirinis centrinis momentas mo vadinamas empirine dispersija :

1 oo L g 5
My = 7Z(Xi —X)?= EZXE - X?=ay —al. (2.5.4)

i=1 i=1

Empiriniai asimetrijos ir eksceso koeficientai yra skirstinio F' asimetrijos ir
eksceso koeficienty v; = pg/ug/27 Y2 = pa/ 13 — 3 empiriniai analogai:

ms my
N =35 GP=—>5-3 (2.5.5)
mg/Q m3

Priminsime, kad jei 77 = 0, y1 > 0 arba ~; < 0, tai tikimybinis tankis (toly-
dusis skirstinys) ir tikimybiy diagrama (diskretusis skirstinys) yra atitinkamai
simetriniai, turi deSiniaja asimetrija arba kairiaja asimetrija.

Standartinio normaliojo skirstinio 73 = 72 = 0. Jei 75 > 0 (12 < 0), tai
tankio grafikas, palyginti su standartinio normaliojo skirstinio tankiu, atitinka-
mai smailesnis arba plokstesnis.

Tikimybinio tankio empiriniai analogai nagrinéjami 2.6 skyrelyje. Empiriniy
tankio analogy realizacijy formos ir atitinkamy empiriniy koeficienty g; ir g2
reik8miy ry8ys atitinka tikimybinio tankio ir koeficienty v, ir s reikSmiy ry8ius.

Turint atsitiktinio vektoriaus X = (X1, ..., X,,)? paprastaja imtj

X=X, X)X = (X X))
galima nagrinéti vidurkiy vektoriaus
p= (1, im)” = EX;) = (B(Xa), .., E(Xim)T,
kovariacinés matricos

3= [O'kl] = [COV(XM, Xi )]

mXxXm mxXm

ir koreliacinés matricos

_ [ ] _ COV(X'ik7X’i )
P PRt = | W (X )V (Xa) Y2 o

empirinius analogus.
Empirinis vidurkiy vektorius

< % T
X=(X1,...,.Xmn)",

empiriné kovariaciné matrica
S =[Skt sem -

empiriné koreliaciné matrica

T = [Tki] psem -
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Siose formulése empiriniai vidurkiai

Xk = %ZXika
=1

empirinés kovariacijos

n

1 _ _
Skl = E;(Xik*Xk)(le*Xl)a kvl:]-,"'7ma

o empiriniai koreliacijos koeficientai

— Skl )
M Lsersu b2

1< o
Skk = — Z(Xik - Xi)?.
i=1
Kaip ir nagrinédami empirine pasiskirstymo funkcija, parodysime, kad tam
tikromis salygomis beveik visos empiriniy momenty realizacijos konverguoja i
atitinkamus visos populiacijos momentus, kai n — oo.

2.5.2. Empiriniy momenty skirstiniai

Norédami istirti, kaip teoriniai momentai aproksimuojami empiriniais momen-
tais, turime i§nagrinéti jy savybes. Empiriniai momentai yra atsitiktiniai dy-
dziai, todél jy savybes galime nusakyti tik tikimybiskai, t.y. nurodydami jy
pasiskirstymo funkcijas ar tankius, jy skaitines charakteristikas ir pan.

Tarkime, X = (Xi,..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X,
kurio pasiskirstymo funkcija yra F(z). Tada statistikos T' = T'(X) pasiskirstymo
funkcija yra

Gty=P{T <t} = [ dF™(x);
E;

dia By = {x = (21, ..,2n)T : T(21,....,2,) <t} CR", 0
F () = F(x1) - F(ay,).

Taigi teoriskai uzdavinys dél bet kurios statistikos (taip pat empiriniy momen-
ty) skirstinio issprestas. Taiau gana retai funkcija G(t) pavyksta uzrasyti nau-
dojant zinomas funkcijas.

[§imtis — aritmetinis vidurkis X, nes daugelis praktikai naudojamuy skirsti-
niy turi Sig savybe: pagal ta patj désnj vienodai pasiskirs¢iusiy n.a.d. sumos
skirstinys yra to paties tipo kaip ir démeny (zr. 1.P.3 lentele). Atsitiktinio
dydzio X arba sumos nX, gauty pagal paprastaja imtj, skirstinj paprasta rasti
naudojant charakteristines funkcijas:

px(t) = lex, (t/n)]" enx(t) =[x, (O] (2.5.6)
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Pavyzdziui, (zr. 1.P.1 ir 1.P.2 lenteles):

kai Xy ~ N(N’a U2)a tai X, (t) = 6i#t7t202/2 ir X~ N(,u7 7)5
n

kai X;~ K(p, o), tai ox, (t) ="M v X ~ K(u, 0);

"
kai X; ~G(\ n), tai @Xl(t):( A ) ir nX ~G(\, nn);

A—it
' ) (2.5.7)
kai X; ~ B(k, p), tai ox,(t)=(¢+pe)* ir nX ~ B(nk, p);
kai X; ~P(\), tai ox,(t) =exp{-A1—¢e") ir nX ~P(n\).
Daznai naudojamas normalusis skirstinys (vienmatis ar daugiamatis), todél
Siuo atveju yra detaliai iSnagrinéti empiriniy momenty ir kity statistiky skirs-
tiniai, sudarytos atitinkamos lentelés arba jtrauktos paprogramés i matematinés

statistikos TPP. Suformuluosime keleta teiginiy, kai yra vienmatis normalusis
skirstinys.

2.5.1 teorema. Tarkime, kad turime paprastaja imtj X = (X1, ..., X,,)T, X; ~
N(u, 0?). Tada a.d.

XZEZX]', SQZni]_Z:(Xj_X)Q

nepriklausomi ir jy skirstiniai yra tokie:

—

X—n (n—1)s?

X _
2 ~x*(n—-1), vn &

vn ~ N(0, 1), ~ S(n —1).

(2.5.8)

g

Irodymas. Atsitiktiniai dydziai X ir X = X yra normalieji. Jeigu $iy dydziy
kovariacija lygi nuliui, tai jie yra nepriklausomi. Gauname

o? o?

=0.

Cov (X, X; — X)=Cov (X, X;)—Cov(X, X)= e

Kadangi X nepriklauso nuo visy skirtumy X; — X, j =1,...,n, o s? sudary-
tas tik i§ tokiy skirtumy, tai X ir s? nepriklausomi.

Pirmasis (2.5.8) tvirtinimas tiesiogiai i§plaukia i§ (2.5.7) sarySiy. Norédami
jrodyti antrajj tvirtinimg, naudodamiesi ortonormuota matrica B = (bi;j)nxn,
t.y. tenkinancia lygybe BTB = BB” =1, ¢a I - vienetiné matrica, atlikime
transformacija Y = BX. Tada gauname:

E(Y)=Bu, p=(4..,p0)°, V(Y)=0?BIB! =1

Taigi a.v. Y = (Y1,...,Y,)T koordinatés yra nepriklausomi normalieji a.d.,
kuriy dispersijos o2 vienodos. Parinkime matricos B pirmaja eilute (1/4/n, ..., 1//n),
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o likusias — bet kokias, kad tik jos biity ortogonalios tarpusavyje ir su pirmaja
eilute. Tada:

Y1 = \/ﬁX, E(}q) = \/ﬁu, E(Y;) = (bila---7bin)(ﬂ7~-~7M)T207 7,22,’17,
Kai transformacija ortonormuotoji, tai
(Y —=Bu)"(Y - Bp) = (X —p)"B"B(X —p) = (X — )" (X — ).

Istate Y7 ir E(Y;) iSraiskas  §ig lygybe, gauname

S =) = (X =) Vi Y

Jj=1

Kairiosios §ios lygybés pusés skliaustuose pridéje ir atéme X , gauname

n

DX =X X —p)?=nX —p)’ +Y5 -+ Y
j=1

Suprastine ir padalije i§ 02, jsitikiname, kad

S2n—1) _ 122()9 X2 (?)2+...+ (’ZL)QNf(n_U.

o2 o

Treciajj (2.5.8) tvirtinima gauname i3 dviejy pirmyjy pasinaudoje X ir s
nepriklausomumu ir Stjudento skirstinio apibrézimu: jei a.d. Z ~ N(0, 1) ir
X2 yra nepriklausomi, tai santykis Z/+/x2/n ~ S(n) turi Stjudento skirstinj su
n laisvés laipsniy.

A
2.5.1 pastaba. Jeigu parametras p Zinomas, tai dispersijos o2 empirinis
analogas yra
1 n
st = - D (X =) (2.5.9)

Akivaizdu, kad s3n/a? ~ x?(n).

2.5.3. Empiriniy momenty savybés

Tikslius empiriniy momenty skirstinius ne visada pasiseka rasti, tad tenka apsiri-
boti ju skaitinémis charakteristikomis ir apytiksliais (asimptotiniais) skirstiniais,
kai imties didumas n — oo.

Nagrinésime paprastaja imtj X = (X1, ..., X,,)7, gauta stebint a.d. X. Tar-
sime, kad a.d. X teoriniai momentai (pradiniai — o, = EX*, a1 = p = EX;
centriniai — p = E(X — p)*, ps = 02 = VX), kurie bus aptinkami tolesnése
formulése, egzistuoja.
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1. Empirinis vidurkis. Nepriklausomi atsitiktiniai dydziai X1, ..., X, kaip ir
stebimasis a.d. X, yra vienodai pasiskirste, todél

_ _ o2 - M3
BX—p VX, B(X-p- L
n n

- 304 4 — 30t
B(X —p)' =~ + “T (2.5.10)
Taigi X dispersija ir eksceso koeficientas yra n karty, o asimetrijos koeficientas —
v/n karty maZzesni uz stebimo atsitiktinio dydzio X atitinkamas charakteristikas.
Taikydami sustiprinta didZziyjy skai¢iy désnj ir centrine ribine teorema ([11],
p. 159, p. 215), gauname

X —p

X" Vn 4 7 ~ N(0, 1), kain — oo. (2.5.11)

2. Aukstesniyjy eiliy pradiniai empiriniai momentai. Kadangi
1 n
_ k _
ap = EZ;XJ., k=23,..,
=

iSreiSkiama vienodai pasiskirscéiusiy nepriklausomy a.d. X ch suma, tai analogiskai
gauname:

2
Qo — Qp

Oyl — O QY
Eay, = a, Vap=—"—"= Cov(ag, @)= ket TREL
n

- (2.5.12)

ir
ae "% ag, V= 4 7 N(0, 1), kain — oo. (2.5.13)
V Qo — Qg
Panagrinékime atsitiktinj vektoriy

a=(ay,ay,..,a;)" =

1

- Y 2.5.14
Ly @
kuris igreigkiamas vienodai pasiskirséiusiy n.a.v. Y; = (X;, X2, ..., Xik)T suma.

Démens vidurkis @ = (a1, a9, ...,a;)7 ir kovariaciné matrica ¥ = [a;4; —
;0| xk- Remdamiesi daugiamate CRT ([15], 2c skyrelis), gauname

Vila—a) % Z ~ Ny(0, ), kain — oo. (2.5.15)

3. Empiriné dispersija. Nagrinéti empirine dispersija
j=1

arba statistika

1 < .
§% = > (X - X)? (2.5.17)
j=1
kaip ir kitus aukstesneés eilés centrinius momentus, yra sudétingiau, nes (2.5.16)
ir (2.5.17) formulése sumy démenys yra priklausomi.
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2.5.2 teorema. Jei egzistuoja o? = VX, tai

1
D252 Es?=o (2.5.18)

Em2 =

Be to, jei egzistuoja ay = EX}, tai

Cpa—ot 2y — 20%) g Haz 304

Vimg (2.5.19)

n? n3

Irodymas. Atkreipiame démesj, kad a.d. mgo (kaip ir kity empiriniy centriniy
momenty) skirstinys nepriklauso nuo vidurkio EX = p (pridéjus prie visy X;
konstanta, prie X prisideda ta pati konstanta). Todél nagrinédami centrinius
empirinius momentus ir nesiaurindami prasmés galime tarti, kad EX = 4 =0,
EXk = 0 = Uk-

Gauname
=9 9 o2 n—1,
Emgs =Ea; —E(X*)=0"— — = ——0°. (2.5.20)
n n
Tada
Es® = 1Em2 = g2,
n—
Atsitiktinio dydzio mso dispersija
Vg = Em3 — (Emy)? = E(az — X?)? — (n — 1)%0/n. (2.5.21)

Tada (primename, kad EX; =0, i=1,2,....,n)

1 pa+ (n—1)o*
2 2\2 __
Ed? = EE(ZX]-) ==,
J
- 1 pa + (n—1)ot
E(ayX?) = ﬁE(Z XSO X7+ XiXy)) = ——,
J i i#k

_ 1 1
4 _ 2 . 2 _ 4 2 v 2
EX® = —n4E( Ej X5+ géleXk) = —n4E( Ej Xi+ %él XX
17K J

+ZZX?ZX1'X1€ —ﬁ-z:XiX;~c Z XoXp) = MB—DUZ}.
J : i#k ik ik n

Istate i (2.5.21) iSraiska ir sutrauke panasius narius, gauname (2.5.19) lygybe.
A

2.5.1 iSvada. Jei tenkinamos teoremos salygos, tai

_ 54 1
Vime=M"% 10 (2> . (2.5.22)
n n
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2.5.3 teorema. Jei egzistuoja ay = EX?, tai:

me 0?2 o2, Vn(ms—o?) Y~ N(0, pa—a'), n(s*—a?) 5 Y.
(2.5.23)

Irodymas. Ieskant m; riby, pakanka pasinaudoti sary&iu my = ap — X2, stip-
riuoju didziyjy skaiiy désniu, daugiamate CRT ir delta metodu (zr. 2.4 skyrelj
ir [15] 2c skyrelj). A

4. Aukstesniyjy eiliy centriniai empiriniai momentai. Kaip ir empirinés
dispersijos atveju, aukStesniyjy eiliy momentai
my = — Z(Xi - X))k k>3, (2.5.24)
j=1

yra paslinktieji atitinkamy teoriniy momenty jvertiniai. PavyzdZziui:

-1 -9 1
Emg = WW = puz +0O(=),
n n
— 2 _ _ —
n n n

Esant dideliems k, centriniy empiriniy momenty skaitiniy charakteristiky israis-
kos gana gremézdiskos, todél naturalu apsiriboti pagrindinémis jy dalimis, tari-
ant, kad imties didumas n — oc.

2.5.4 teorema. Jei egzistuoja momentas ooy, tai:

b.v. d
mg = g, Vn(mg—pe) > Zi ~ N (0, por — 2kpp—1 fier1 — py + K popg_y) -
(2.5.26)

Irodymas. Pradiniy empiriniy momenty konvergavimas beveik visur jrodytas,
todel
k k
my = Z(—l)lc,iallak_i S (=1)'Crajak—; = pg.

i=0 i=0
Kadangi p, = E(X; — o))", tai Y; = X; — o; pradiniai momentai sutampa
su X; tos patios eilés centriniais momentais. Be to, my = + 37" | (X; — X)*
= L5 (Vi — Y)*. Todél galime tarti, kad iSraiskoje

k . .
my =Y (-1 Clai g,
§=0
a.d. a; yra atsitiktiniy dydZziy Y; pradiniai empiriniai momentai. Taigi oy = 0.
Pasinaudoje daugiamate CRT ir delta metodu (zr. 2.4 skyrelj ir [15] 2c¢ skyrelj),
gauname
Vilme — o) 5V ~ N(0, b2);
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dia b = WISap, o p = (P1,...., )T yra vektorius, kurio j-oji koordinaté

¥; yra funkcijos my daliné iSvestiné pagal a; taske a = (011,...,Ozk)T, S —
[itj — ij]pxk. Tada:
1/)1 :71€O[k_17 ¢2:¢3:...:wk_1 :O’ 7;Z}k — 1’

b =" Bp = Plas + 2Pk + YE (o, — af) =
= aigp — ai — 2kap_1opy1 + kJQaﬁ_lag.

Belieka paskutinéje israiskoje pakeisti dydziy Y; pradinius momentus dydziy X;
centriniais momentais. A

Analogiskai galime gauti ir daugiamate CRT imdami vektorius, sudarytus i3
keleto centriniy momenty.

4. Empiriniy momenty funkcijos. Empiriniai momentai yra simetrinés stebé-
jimy X1, X5, ..., X,, polinominio tipo funkcijos. Ta¢iau naudojamos ir sudétin-
gesnés funkcijos. PavyzdZiui, empirinis asimetrijos koeficientas yra trupmena,
kurios skaitiklyje yra treciojo laipsnio polinomas, o vardiklyje — kvadratiné Sak-
nis i SeStojo laipsnio polinomo.

Tarkime, H(ay,,...,ax,) yra pradiniy empiriniy momenty ag, ..., ag,, ki <
ko < --- < k, (tal nesiaurina prasmes, nes centrinius momentus galime isreiksti
pradiniais) funkcija. Jeigu egzistuoja aor, = E(X2*7), tai pagal daugiamate
CRT

Vi (arys ooy @) T = (s oy, )T) 5 Vi~ N(0, 3), (2.5.27)
¢ia 2 = [aki+kj — akiakj]kxk-

2.5.5 teorema. Tarkime, egzistuoja momentas sy, o funkcija H turi toly-
dzias dalines iSvestines tasko (g, , ..., o, ) aplinkoje. Tada empiriniy momenty
funkcijos H skirstinys, kai n — oo, konverguoja j normalyjj skirstinj:

V(H (ag, . a,) — H(og, ... ar.)) 5 Y ~ N(0, B2); (2.5.28)
cia

O0H .
B'r2 = sz"pa ¢ = (¢17"'7¢T)T7 wj = M (kg 5eeesQley) J= 172’ ey T

Irodymas. Pakanka pritaikyti daugiamate CRT ir delta metoda (zr. 2.4 skyrelj
ir [15] 2c skyrelj). A

2.5.2 pastaba. Teorema pritaikoma ir tuo atveju, kai funkcija H yra vek-
torine.

2.5.3 pastaba. Funkcijos H argumentai patys gali biiti empiriniy momenty
funkcijos (pavyzdZziui, centriniai empiriniai momentai, empiriniai asimetrijos ar
eksceso koeficientai, empirinis koreliacijos koeficientas ir kt.). Teorema pri-
taikoma, jeigu H turi tolydzias dalines iSvestines, o vektoriui, sudarytam i3
argumenty, galioja daugiamaté CRT.
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2.5.4 pastaba. Centruojancios ir normuojancios konstantos Hy ir B2 nebiiti-
nai sutampa su H vidurkiu ir dispersija ar jy pagrindinémis dalimis. Kad tuo
isitikintume, pakanka panagrinéti pavyzdj.

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X3,...X,,)? gauta stebint a.d. X ~
B(1, p). Tada:

_ _ 1- _

BX=p, vx=20P k) Ay <N, p(1- )
Nagrinékime statistika H(X) = 1/X. Funkcija H(p) = 1/p yra tolydi ir turi
tolydzias igvestines tasko p, 0 < p < 1, aplinkoje, ¢ = H'(p) = —1/p?, 011 =
az—af =p(l—p), B =p(1—p)/p" = (1 —p)/p’. Todél

11\ 4 1-p
— ) 4van(o —=2).
a(x5) v 5)
Akivaizdu, kad funkcija H neturi jokiy momenty, nes P{X = 0} = (1—-p)" > 0.

Keleto dazniau naudojamy empiriniy charakteristiky vidurkiai, dispersijos
ir kovariacijos (arba jy pagrindinés dalys) pateiktos 1.27-1.28 pratimuose (Zr.
taip pat [2], [10]). Siuose pratimuose iSskirtas svarbiausias normalusis skirstinys.
Tokiy charakteristiky prireikia nagrinéjant empiriniy momenty funkcijas ir for-
muluojant CRT.

2.5.1 pavyzdys.Empiriniy asimetrijos ir eksceso koeficienty nuokrypiy nuo teoriniy
tikimybés. Tegu turime didumo n = 100 imtj, gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?). Rasime
tikimybes, kad empiriniai asimetrijos ir eksceso koeficientai skiriasi nuo teoriniy absoliu¢iu
didumu ne daugiau kaip 0,5.

Taikydami normaliajg aproksimacija (pirmyjy momenty iSraiskos pateiktos 2.27 pratime),
gauname

P{|g1| < 0,5} ~ 20(0,5v/(n + 1)(n + 3)/(6(n — 1))) — 1 = 0, 9636,

P{lg2| 0,5} = ®((0,5+6/(n +1))/V/V(g2)) = ®((=0,5+6/(n + 1))/v/V(92)) =
®(1,2301) — &(—0,9689) = 0, 7244.

2.6. Empiriniai tikimybinio tankio analogai

2.6.1. Diskretieji skirstiniai: stulpeliy diagrama

Diskreciojo atsitiktinio dydzio, kurio galimos reik§més yra by, bo, .. ., skirstinys
vienareik¥migkai nusakomas tikimybémis p;, = P{X = b;}. Jei imties X =
(X1,...,X,)7T realizacijayrax = (z1,...,7,)" , tai tikimybes p; galima aproksi-
muoti dazniais d;/n; ¢ia d; yra skaiGius x;, lygiy b;. Sie dazniai yra realizacijos
atsitiktiniy dydziy

X RS
j=1

¢ia D; yra skaicius a. d. X}, lygiy b;. Atsitiktinis dydis D; turi binominj skirstinj
B(napi)a talgl

E(p:) =pi, V(i)= %Pz‘(l — Pi)-
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I8 stipriojo didziyjy skaic¢iy désnio ir centrinés ribinés teoremos isplaukia, kad

~ b ~ d
pi = pi,  Vn(pi—pi) = N(0,pi(1—pi)).
Diskreciojo a.d. skirstinj gerai iliustruoja stulpeliy diagrama: aukscio (d;/n)
(ar d;) stulpeliai vir§ tagky b;.
2.6.1 pavyzdys. Lenteléje pateikiami stebiniai, gauti n = 50 karty modeliuojant Pua-
sono atsitiktinj dydj X ~ P(3) (m; — skai¢ius imties reik§miy, lygiy ¢, ¢ =0,1,...).

2.6.1 lentelé. A.d. X ~ P(3) imties realizacija
% 0|1 2 3 41516 | >6| X
m; | 1| 7|11 |14 | 4] 5|5 3 50

Stulpeliy diagrama, sudaryta remiantis §ios lentelés stebiniais (tamsis stulpeliai), pavaiz-
duota 2.6.1 pav. Kad palyginti pavaizduotos tikimybés p; = P{X = i}, ¢ = 0,1,2,...
(8viests stulpeliai).

0.3

0,25

0.2 4

0,15

0.1+

0.05

0 1 2

2.6.1 pav. Stulpeliy diagrama

2.6.2. Tolydieji skirstiniai: histograma

Tolydziojo skirstinio tankis f(z) daug vaizdziau parodo skirstinio savybes negu
pasiskirstymo funkcija F'(z).

Turint imties realizacija, tankis f gali bati aproksimuotas tokiu badu. Atsitik-
tiniy dydziy X; realizacijy reik§miy sritis X yra padalijama j ilgio h intervalus
(ai—1,a:): X = U;(ai—1,as]. Jei h = a; — a;— yra mazas, tai su bet kuriuo
S ((11'_1, ai]

F(a;) = F(ai—1) = f(z)h,

taigi tankio reiksmé f(z) nedaug skiriasi nuo

n;

Fulw) = 3 (Falas) = Falai ) = > 1o (o) = 15 (261)
j=1

==

¢ia F), yra empirinés pasiskirstymo funkcijos realizacija, o n; — skai€ius ty x;,
kurie priklauso intervalui (a;—1, a;].

2.6.1 apibrézimas. Funkcijos f,(x) grafikas (ir pati funkcija) vadinamas
histograma.
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Jei n fiksuotas, ypa¢ svarbu parinkti h. Jei h labai mazas, tai intervaluose
(ai—1,a;] dazniausiai nebus x; arba bus tik vienas i§ z;. Pirmu atveju ap-
skritai nebuty stulpelio vir§ intervalo, o antruoju — labai aukstas stulpelis (zr.
3.6.2 pav., a)). I8 tokio grafiko nieko negalima pasakyti apie tankio pavidala.
Atvirksciai, jei h didelis, tai gaunami du ar trys platas stulpeliai (Zr. 3.6.2 pav.,
c)). Tai taip pat néra vaizdu.

2.6.2 pavyzdys. Lenteléje pateikiami stebiniai, gauti n = 50 karty modeliuojant atsitiktinj
dydj X ~ N(1,1). Stebiniai sugrupuoti j h = 0,2 ilgio intervalus (z; yra i-ojo intervalo
vidurys, m; — skaicius stebiniy, patekusiy | i-ajj intervala).

2.6.2 lentelé. A.d. X ~ N(1, 1) imties realizacija
; -0 (-081|-06 | -04)|-0,2|001]02)| 04106 | 0,8 1,0 1,2
m; 1 1 1 0 5 4 1 2 4 5 4 5

z | 14 |16 | 1,8 |20 |22 |24 2628 ]30]32] 34
m; | 1 6 3 2 0 1 1 1 0 1 1

Remiantis $iais stebiniais, sudaryta histograma pavaizduota 2.6.2 paveiksle: a) — kai
grupavimo intervalo ilgis h yra labai mazas, b) — kai h = 0, 8; ¢) — kai h = 1,6. Kad palyginti
pavaizduota stebimo atsitiktinio dydzio tankio funkcija. Matome, kad atveju b) grupavimo
intervalo ilgis parinktas geriau.

) = 40
35
0 — —
- /\
8 m L 25
[ 20
5
4
0
2 ﬂ B 5
0 0 T T
-1 =04 02 08 14 2 26 32 =07 0,1 09 17 25 33
a) b)
70
& LN,
50
40
30
20
: RN
0
-03 13 29 45
c)

2.6.2 pav. Histogramy pavyzdziai

Funkcija f, yra realizacija atsitiktinés funkcijos fn, su visais % ir visais x €
(a;—1, a;], apibréztos lygybe

1 & N;
fﬂ(:’v) = % ; 1(ai_1,ai](Xj) = %; (2.6.2)
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¢ia N; yra a.d. — imties nariy X;, priklausanciy intervalui (a;_1, a;], skaicius.
Atsitiktiné funkcija fn vadinama empiriniu tankiu.

Jei h yra mazas ir nh didelis, tai su bet kuriuo = beveik visos fn (z) real-
izacijos f,(x) artimos f(z).

2.6.1 teorema. Bet kuriame tankio f tolydumo taske x

ful) S f(z), kai nh — o0, h—0. (2.6.3)

Irodymas. Kadangi intervaly krastai gali priklausyti nuo n, tai juos Zzymésime
(@i—1n,ain]. Reikia pazyméti, kad bet kuriame fiksuotame tankio f tolydumo
taske x € (ai,l,n, ai,n]

1B (fu@) ~ 7@) =] ¢ (Flasn) ~ Flai10) - (@) |

=| %/n fw)du — (@) |< supyp_y<plf(@) = f(y)] =0, kai h— 0.
o (2.6.4)
Turime

[ fol@) = @) |<] fa(@) = E (Fa@)) | + | E (ful@)) = f@) . (2:65)

n

Fo) B (£2(0)) = 2 305 ~BOD). Y5 = 1L (X))

j=1
Atsitiktiniai dydziai Y yra nepriklausomi, jy vidurkiai

1
E(F(ai,n) — F(ai-1,n)),

1
V(Yj) = ﬁ(F(az,n) - F(aifl,n))(l - F(ai,n) + F(ai-1n))-
Gauname
V(Y;) 1 Gin 1
TJ < —3 fy)dy < %SUPye(aFl,mai,n]f(y) —0, nh—o0, h—0.

Taigi Y; yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, kuriy V(Y;)/n — 0. I8 8io
rezultato ir stipriojo didziyjy skaic¢iy désnio i§plaukia, kad su bet kuriuo fiksuotu

x

fu(z) —E ( f,,(x)) “%0, kai h—0, nh— oo. (2.6.6)
15 (2.6.5) nelygybés ir (2.6.4) bei (2.6.6) konvergavimy gaunamas teoremos rezul-
tatas. A
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2.6.3. Tolydieji skirstiniai: branduolinis jvertinys

Histograma yra laiptiné funkcija. Kartais ji suglodinama. Paaigkinsime suglodi-
nimo idéja.

Matéme, kad, naudojantis imties realizacija x = (1, ..., 2,)7, pasiskirstymo
funkcija F' aproksimuojama kita pasiskirstymo funkcija F, tokiu budu: kiek-
vienam stebiniui z; priskiriama tikimybiné masé 1/n. Cia F, yra diskreciojo
skirstinio (zr. 2.3.1 skyrelj) pasiskirstymo funkcija.

Jei zinoma, kad skirstinys yra tolydus, pasiskirstymo funkcija F galima
priartinti, naudojantis tolydziojo skirstinio pasiskirstymo funkcija, iSsklaidant
tikimybine mase 1/n aplink z; pagal kokj nors désnj.

Tarkime, kad K (x) yra unimodalus tikimybinis tankis, jgyjantis maksimuma,
nuliniame tagke. Jis vadinamas branduoliu. Su bet kuriuo h > 0 ir bet kuriuo i

funkcija
1 T — x;
* =—-K !

yra unimodalus tankis, kurio maksimumas jgyjamas taske x;. Issklaidome tikimy-
bine mase 1/n aplink x; pagal skirstinj, apibrézta tankiu f7 . Taigi intervalas
(—o0, 2] i8 sios maseés gauna dalj

2 =6 (552);

tia G(z) = [*_ K(u)du. Tada visiems tagkams priskiriama tikimybiné masé 1,
1sdestyta pagal sklrstln; su pasiskirstymo funkcija ir tankiu:

1 & T —x; 1 1 xr — x;
22 (), me=3ne (),

Fr(z) = % f: G (“”” _hX> (2.6.7)

i=1
ir
5 1 &1, (22— X,
“(x) = — -K L. 2.6.
fe =325k () (265)
realizacijos.

Reikia pasakyti, jei G(u) = 1jo, o) (u), tai

1 < €T
= 521[0,0@(

sutampa su empirine pasiskirstymo funkcija.

1 — R
= - 1 _ (X)) =F,
n; ( oo,m]( ) (1’)

2.6.2 apibréZimas. Atsitiktinis funkcija, apibrézta (2.6.8) lygybe, vadi-
nama tankio f branduoliniu jvertiniu.
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Jei n fiksuotas ir h yra mazas, tai tankis f turi aukstus pikus taskuose
x; (tikimybés masé sukoncentruota trumpuose intervaluose aplink ;). Jei h
didelis, tankis f;; ploks¢ias. Geriausiy rezultaty gaunama esant tarpinéms h
reik§meéms.

Parodysime, kad jei h mazas ir nh didelis, tai f,’; artimas f. Atstumas tarp
f = f;{ ir f daznai apibréziamas taip:

aif)= [ B(iw- 1)

— 00

2.6.2 teorema. Tarkime, kad funkcija f du kartus tolydZiai diferencijuojama
ir

[ ir@pa<s [ urm-o
| vrw<x [ K<

Tada egzistuoja tokia konstanta C' > 0, kad su mazais h > 0
atf,fy<c (= +nt
= nh '

Irodymas. Turime
oo

ain = [ V(i) [

o0

(E Fla) - f(as)>2 dz. (2.6.9)

o0

Atsitiktiniai dydziai X; yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste, todél

)= o (552 (o ()

1 /°° e (w;ﬂ Flu)du = % /_O; K2(y)f(x — hy)dy  (2.6.10)

= h2
nh? J_

ir pirmasis (2.6.9) lygybés narys yra

i [ ([ wwise-may)a

K*(y) (/_O; flz - hy)dw> dy = % /_Z K*(y)dy < % (2.6.11)

¢ia C7 > 0 yra konstanta.
Is salygos ffooo yK(y) = 0 ir Teiloro formulés su Laplaso formos lieckamuoju
nariu

1 oo

:% .

f(x+a) — f(z) = af'(z) + a? / £(z + av)(1 — v)dv
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isplaukia (imant a = —hy)

Bl - fo) = [ (" h“)ﬂ@@f@)

— 00

— [ Kwisa-m) - 5 }@—W/ / 7" (@ — hyo)(1 - v)dvdy

=hWE{Y?f"(x - hYV)(1 -V)} = B*E(Y Z),

¢ia Y tankis yra K(y), o V turi tolygujj skirstinj intervale [0, 1], Y ir V' neprik-
lausomi a.d., Z =Y f"(x — hYV)(1 — V). Remiantis Kosi ir Svarco nelygybe

{E(Y2)}? <E(Y*)E(2?)

turime

(Bf@) - f@)’
< h4/ dv/ / W{f" (x — hyv)}2 (1 — v)%dvdy.

Integruodami z atzvilgiu, gauname

/M(Eﬂ@—f@DQSM/mvﬁqux

— 00 — 00

00 1 o)
X /_Oo yzK(y)dy/O (1 —v)%dv /_Oo{f”(x — hyv)}2dx < Cyh*,  (2.6.12)

nes paskutinis integralas yra ffooo{f”(a:)}de. I5 (2.6.9)-(2.6.12) formuliy gau-
namas teoremos teiginys.

A

2.6.1 isvada. Jei h ~ n~1/5 tai d(f7 f) =0(n=*%).

2.6.1 pastaba. Galima jrodyti bendresne teorema, kuri tvirtina, kad jei
f yra m karty tolydziai diferencijuojama ir ffooo | f0(z) |2 dz < oo, tai
egzistuoja tokia konstanta C' > 0, kad su mazais h > 0
df. 1) <C (L 4 n2m
= nh '
Taigi, jei b ~ n~/@m+D) tai d(f, f) = O(n=2m/2m+1)),

Labai svarbu parinkti h, o branduolys K nedaug keicia jvertinio f kokybe.
Dazniausiai naudojamas Jepanecnikovo branduolys, sukoncentruotas intervale
[~1,1] (tuo atveju + K (£5%) sukoncentruotas intervale [x; — h, z; + h]):

K(z) =0,75(1 — 2*)1_y 1)(2).

Taip pat naudojamas branduolys K(z), sutampantis su standartinio nor-
maliojo skirstinio tankiu.
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2.6.3 pavyzdys. Pasinaudosime 2.6.2 pavyzdZzio duomenimis ir imdami branduoliu stan-
dartinio normaliojo skirstinio tankj, sudarysime branduolinj tankio jvertj. Gautieji jverciai
pavaizduoti 2.6.3 paveiksle: a) — kai h = 0,05 b) — kai h = 0,25 ir ¢) — kai h = 1. Kad
palyginti tuose paciuose paveiksluose yra pateikti stebimo atsitiktinio dydzio tankio grafikai.
Matome, kad b) atveju parametras h parinktas geriau.

a7 045
08 0,40
035
0.5
030
04 025
03 020
085
0z
0,0
0,1 005
-2 -1 o 1 2 3 4 -2 -1 o 1 2 3 4
a) h=0,05 b) h=0,25
040
035
030
025
020
085
00
005
o
-2 —1 [ 1 2 3 4
c) h=1

2.6.3 pav. Branduoliniai tankio jver¢iai

2.7. Pratimai

2.1 skyrelis

2.1. Lenteléje pateikiamos n = 100 gaminiy tam tikro parametro pamatuotos reik§meés (di-
dumo n imties realizacija).

24 | 41 | 30 | 37 | 25 | 32 | 28 | 35 | 28 | 51
36 | 26 | 43 | 25 | 27 | 39 | 21 | 45 | 39 | 25
29 | 43 | 66 | 25 | 24 | 56 | 29 | 31 | 41 | 41
36 | 57 | 36 | 48 | 25 | 36 | 48 | 24 | 48 | 22
40 7 31 | 24 | 32 | 53 | 33 | 46 | 22 | 33
25 | 37 | 34 | 32 | 41 | 36 | 19 | 32 | 25 | 19
19 | 37 | 20 | 21 | 48 | 44 | 35 | 19 | 44 | 34
29 | 48 | 38 | 43 | 48 | 35 | 42 | 37 | 35 | 36
58 | 45 | 34 | 40 | 37 | 21 | 41 | 11 | 41 | 27
50 | 24 | 37 | 39 | 33 | 45 | 39 | 43 | 21 | 34

a) Sugrupuokite tuos stebinius ilgio h = 10 intervalais pradédami nuo 0.

b) Nubraizykite empirinés pasiskirstymo funkcijos realizacijos grafika ir histograma; paly-
ginkite jas su normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija ir tankiu (vietoje nezinomy parametry
imkite jy empirinius analogus).
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2.2. Sumodeliuokite a.d. X paprastaja n = 50 didumo imtj ir palyginkite empirine
pasiskirstymo funkcija ir histograma su teorine pasiskirstymo funkcija ir tankiu tokiais atvejais:
a) X ~ N(3, 4);

b) X ~ LN(3, 2);
) X ~ E(2);
d) X ~ K(0, 1).

2.2—-2.3 skyreliai

2.3. Variaciné eiluté X (q),..., X(,) gauta stebint a.d., kurio tankio funkcija

1 T — [
f(@lp, o) = —exp{——+1}, 2> p.
o o
Raskite statistikos

Xy — 1
SR w =

> (X — X))
1=2

n—1

tikimybinj tankj.
2.4. Variaciné eiluté X(y),..., X(,) gauta stebint tolydyjj a.d. X, kurio pasiskirstymo
funkcija yra F(z). Irodykite, kad a.d.

(X)) \'
O QGG RIS
F(X(i+1))

yra nepriklausomi ir vienodai pasikirste pagal U(0, 1).

2.5. Tegu X = (X1,..., Xm)T ir Y = (Y1,..., Y»)T yra dvi paprastosios nepriklausomos
atsitiktinés imtys, gautos stebint tolygyji a.d. U(0, 1). Raskite ty iméiy maksimaliy reikimiy
santykio X(m>/Y(n) tikimybinj skirstinj.

2.6. Lmtis, kurios didumas n = 2k + 1, gauta stebint a.d. X ~ U(0, 1). [rodykite, kad
empirinés medianos dispersija lygi 1/4(2k + 3).

2.7. Variaciné eiluté X(y), ..., X(n) gauta stebint tolydyjj a. d., kurio pasiskirstymo funkcija
yra F(z). Raskite a.d. F(X(z,)) ir F(X(4,)) kovariacijy matrica.

2.8. Variacine eilute X (1), ..., X(,) gauta stebint tolydyjj a. d., kurio pasiskirstymo funkcija
yra F'(z). Irodykite, kad imties plo¢io Wy = X(,,) — X(1) vidurkis yra

EW, — /m (1= F'(2) — (1 — F(z))")d,

jeigu pasiskirstymo funkcija F'(x) tenkina salyga z[1— F"(z) — (1— F(z)™)] — 0, kai z — to0.

2.9. Raskite krastiniy poziciniy statistiky pirmuosius momentus, kai stebimo a. d. skirstinys
yra eksponentinis.

2.10. X yra empiriné mediana paprastosios n didumo imties, gautos stebint tolydyjj a.d.,
kurio pasiskirstymo funkcija yra F(z). Irodykite, kad asimptotigkai (n — o)

2/n(F(X)—1/2) % Z ~ N(0, 1).

2.11. Tegu X1,..., X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., kuriy skirstinys yra
eksponentinis su parametru A, o X1y < ... < X(,) yra pozicinés statistikos ir

Y1 =nX(y,
Y2 = (n = 1)(X(2) — X(1)),
Y3 = (n —2)(X(3) — X(2))s

Yo =X@m) = Xm-1):

Irodykite, kad Y1,...,Ys yra nepriklausomi a.d., turintys eksponentinj skirstinj.
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2.12. Yra k nepriklausomy paprastyjy n didumo im¢iy, gauty stebint a.d. X; ~ U(0, 1).
Tegu i-osios imties maksimali reik§mé yra X?n) irV = X(ln) ...X(’“n). Raskite a.d. V tikimybiy
pasiskirstymo désnj.

2.18. Tarkime X = (X1,...,Xn)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ &(a,6),
kurio tankis 1

r—a
= éexp{fT}, a€ER,0>0,z>a.

f(zla, 6)

Irodykite, kad:

a) maziausios pozicinés statistikos Xy skirstinys yra £(a, 6/n);

b) 2377 1 (X; — X(1))/6 turi chi kvadrato skirstinj x*(2n — 2).

2.14. (2.13. tesinys). Irodykite, kad:

a) > i (Xi — X(1y) ir X(1) yra nepriklausomi bet kokiems (a, 6);

b) Z; = (X () —X(5))/(X(n)=X(n-1)); ¢ = 1,...,n—2, nepriklauso nuo X1y ir 32" | (X;—
X(1y)-

1)

2.15. Tegu X = (Xi,...,Xpn)T yra a.d. X ~ G(\, n) paprastoji atsitiktiné imtis.
Irodykite, kad > 7" | X; ir 337" [In X; — In X(4)] yra nepriklausomi.

2.16. Sakykime X = (X1,...,X,)T yra a.d. X ~ U(a, b), —00o < a < b < oo,

paprastoji atsitiktiné imtis. Irodykite, kad (X(;) — X(1))/(X(n) — X(1)), 1 =2,...,n — 2, yra
nepriklausomi nuo X1y ir X ;).

2.4 skyrelis

2.17. Raskite asimptotinius (n — oo) maksimalios ir minimalios poziciniy statistiky
skirstinius, kai paprastoji imtis gauta stebint eksponentj, gama ir normalyjj skirstinius.
2.18. Irodykite, kad eksponentinio skirstinio empirinés medianos )?7 gautos i§ 2n + 1
didumo imties, asimptotinis (n — oo) skirstinys yra normalusis:
= In2 1
Van F1(X - =) 4y ~ N, )
2.5 skyrelis

2.19. Eksperty grupé vertino kino kadry, nufilmuoty dviejy tipy kino juostomis, kokybe.
Gauti Sie rezultatai:

I tipo kino juosta IT tipo kino juosta
) n; X; s? i n; X; 812
1 20 25 6 1 10 21 6
2 10 23 5 2 10 18 25
3 10 21 4 3 10 17 5
4 10 18 4 4 9 17 5
5 10 | 22 9

Cia n; yra i-osios imties didumas, X; — empirinis vidurkis, 5? — nepaslinktasis dispersijos
jvertis. Raskite jungtiniy I ir IT tipo kino juosty im¢iy empirinius vidurkius ir nepaslinktuosius
dispersijy jvercius.

2.20. Yra k nepriklausomy a.d. X ~ N(u, 02) imé&iy, kuriy didumai — n1, ..., ng. Tegu
X; ir s? yra i-0sios imties empirinis vidurkis ir nepaslinktasis dispersijos jvertinys. [rodykite,
kad funkcijos

k

2 k )2
si (Xi — X)
U= E (ni—l)gz, V:E n; 5 ,

i=1
(K-p? o Timk
W=n o2 , (X = an Zvn:Zni)

yra n.a.d., turintys x2 skirstinius.

2.21. Paprastosios imtys X = (X1,..., X))l ir Y = (Y1,7..‘,Ym)T gautos stebint n.a.d.
X ir Y su vienodomis dispersijomis 2. Raskite statistikos Z — X vidurkj ir dispersija, kai
Z =(mY +nX)/(m+mn).
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2.22. Sakykim, (X1i,..., Xxi)T, @ = 1,...,n, yra imtis a.v., kurio vidurkiy vektorius
p = (p1,...,ux)T ir kovariacijy matrica & = [0ij]kxk- Irodykite, kad (X1, .., Xp)T pagal
tikimybe konverguoja j p, kai n — oo.

2.23. Tarkim, X = (X1,..., X»)T yra paprastoji n didumo imtis. [rodykite, kad asimp-
totigkai (n — o0):

a) VR2VX —2V2) % Z ~ N(0, 1),
kai stebimo a.d. skirstinys yra Puasono P(\);

d

b) Vvn(arcsin(2X — 1) — arcsin(2p — 1)) = Z ~ N(0, 1),
kai stebimo a.d. skirstinys yra binominis B(1, p);
) V3n(In(2X) —1n@) % Z ~ N(0, 1),

kai stebimo a.d. skirstinys yra tolygusis U(0, 6).

2.24. Tegu r yra empirinis koreliacijos koeficientas, gautas stebint dvimatj normalyjj a. v.
Irodykite, kad asimptotiskai (n — oo)
1 < 1+7r 1+p
In —_—

- -1
Vg = "1,

) 4 7~ N(0, 1).

2.25. Sakykim, X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis, a4 :7EX;L < o0.
Lai X =n 130 X, 2= (n—1)7t 37 (X; — X)?). Raskite salyga, kad X ir s? bity
nekoreliuoti.

2.26. Tarkime, kad (X;, Y;)T, i = 1,...,n, yra vienodai pasiskirste n.a.v., o r =
s12/+/820502 yra empirinis koreliacijos koeficientas.

a) Tegu E|X;|* < co ir E|Y;|* < co. Irodykite, kad v/n[r — p] 4 N(0,c?); &ia p yra a.d.
X ir Y7 koreliacijos koeficientas, o ¢ — konstanta.

b) Tegu X1 ~ N(p1,02) ir Y1 ~ N(p2,03) yra nepriklausomi. Irodykite, kad r tankio
funkcija

T n—2
%(1 —H)=N2 0 1<t <.

INE

2.27. Tarkim, X = (X1, ..., Xn)7 yra paprastoji didumo n imtis. Jrodykite, kad

a) jeigu egzistuoja ps = B(X; — EX;)4, tai

_ 4
Es=0+4+0(1/n), Vs= Ha =9 +0(1/n%/?),
4no?

o kai skirstinys normalusis
2T((n+1)/2)
Es=0M,_1, Vs=o02(1—M2_,), M,=,/-———"2".
s=oMn-1, V=0 1) Mn = O TR
b) jeigu egzistuoja ug = E(X; — EX;)%, tai
dpeot — 12psp302 4+ papd + 35u304

Eg1 = o Vg =
g1 =7 +0(U/n), Var o

90% — 6
% +0(1/n3/?),

_l’_
o kai skirstinys normalusis
6(n—1)
Eg =0, Var = ————;
g = i+ 1)(n+3)
¢) jeigu egzistuoja us = E(X; — EX;)8, tai

4 2 3 2 2
80* — dugpqao” + 4 + 16puqpus0
Egs =72 + O(1/n), Vgy="1 K6 L n012u4 M43

N 16p30? — u3 — 8uspus

1/n3/2
- +0(1/n/2),
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o kai skirstinys normalusis
24n(n —2)(n —3)
(m+1)2(n+3)(n+5)

Egs = — Vgs =

n+1’
d) jeigu egzistuoja ug = E(X; — EX;)%, tai Cov (X,s?) = (n — 1)us/n?, o kai skirstinys
normalusis kovariacija lygi 0;
e) jeigu egzistuoja popyo; = E(X; — EX;)2F 12 tai

Cov (Mg, my) = (kg1 — kik—1ti41 — U141 — Bk + Klpg_1p—10%) /n + O(1/n?),

kai skirstinys normalusis Cov (my,m;) = (((k+1— D! — (k— D)1 — 1)) o*T!) /n+0(1/n?),
kai k, | - lyginiai; Cov (myg, m;) = (((k+1—1)!N=ENN) k1) /n+0(1/n2), kai k, | — nelyginiai;
Cov (my, m;) = O(1/n?), kitais atvejais.

2.28. Tegu (X;,Y:)T,i = 1,2,...,n, yra didumo n paprastoji imtis, gauta stebint a.v.
(X,Y)T . Irodykite, kad
a) jeigu egzistuoja ugz = E[(X — EX)2(Y — EY)?], tai

n—1 199 — Y
Emip = ——p11, Vmi = e O(1/n?);
n n
b) Er=p+0O(1/n),
2 2 4 4 4
v " (L;w Lg4+ﬂ+$_ﬂ_&> +0(1/n3),
dn \p5g  HBge  M20M02  BY] MI11M20  M11H02

o kai skirstinys normalusis

_ 52 _ 42)\2 .
B = o1~ ) pomy), ve= TP o),
n n

c) jeigu egzistuoja pes = E[(X — EX)8(Y — EY)9], tai

Cov (m20,m11) — w + O(l/nQ), Cov (mzo,moz) — w + O(l/nQ);

o kai skirstinys normalusis

2p2cr%c72

2 3
£P9102 2 1 O(1/n?).

Cov (mag, m11) = JrO(l/nz)7 Cov (map, mo2) =
2.6 skyrelis

2.29. I§ 5 gaminiy X gaminiy yra defektiniai. Paémus 70 im¢iy po 5 gaminius, gautos
gitokios dydzio X reik§més z;, i = 0,1,...,5 (n; — skaifius im¢ciy, kuriose X jgijo reikdme x;):

T; 0 1 21311415
n;g | 55 | 12 | 3 | 0| 0|0

Gautus stebinius interpretuokime kaip n = 70 binominio skirstinio B(5, p) realizacijy.
Nubraizykite stulpeliy diagrama ir palyginkite ja su binominiu skirstiniu (vietoje neZinomos
tikimybés imkite defektiniy gaminiy pasitaikymo santykinj daznj).

2.30. Lasteliy, veikiamy Rentgeno spinduliais, kei¢iasi kai kurios chromosomos. Lenteléje
pateikiami 4 skirtingy bandymy serijy duomenys (i — pasikeitusiy chromosomy skai¢ius, ngx
— k-ojo eksperimento lasteliy, turin¢iy ¢ poky¢iy, skaicius).

k i 0 i 2 | >3] >, ik
I | mg | 280 | 75 | 12 | 1 368
2 | mggp | 593 | 143 | 20 | 3 759
3 | ngg | 639 | 141 | 13| 0 793
4 | nga | 359 | 109 | 13| 1 482

Nubraizykite stulpeliy diagramas ir palyginkite su Puasono skirstiniais (parametro X jvertj
imkite imties reik§miy aritmetinj vidurkj).
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2.31. Lenteléje pateikiami duomenys apie 647 motery, gaminusiy sviedinius, skirstinj
pagal per 5 savaites su jomis atsitikusiy nelaimingy jvykiy skaiiy (¢ — nelaimingy jvykiy
skaicius):

A 0 1 2 3 4|5 )
n; | 447 | 132 | 42 | 21 | 3 | 2 | 647

Nubraizykite stulpeliy diagrama ir palyginkite ja su P(\) ir B~ (n, p) tikimybiniy skirstiniy
daugiakampiais (parametro X jvertj imkite X; parametry 7 ir p jvercius raskite i§ lygéiy sis-
temos ng/p = X, ng/p? = s2).

Atsakymali ir nurodymai

2.3. nT ~ F(2, 2n — 2). Nurodymas. Atlikite transformacija Z1 = X(1) — u,Z2 =
X)) — Xy, 2Zn = X(n) — X(n—1) Ir jrodykite, kad Zi, ..., Zn yra nepriklausomi a. d.:
Z1 ~E(njo), Zi ~E(m—i+1)/0), i =2,...,n. Taigi W/o ~ x2(2n—2)/(2n — 2) nepriklauso
nuo (X(1) — p)/o ~ x2(2)/2. 2.4. Nurodymas. Atsitiktinis vektorius (Z(l),...,Z(n))T =
(F(X(l)),...,F(X(n)))T yra variaciné eiluté, gauta stebint a.d. Z ~ U(0, 1); jos tankio
funkcija yra n! srityje 0 < z1 < ... < z < 1. Atliekame transformacija Y; = (Z(i)/Z(H_l))i, =
1,.,n—1, Yo = Z(,). Pakeitimo jakobianas J = y:l“l/(n — 1)I. Taigi a.v. (Y1,...,Yn)T
tankio funkcija yra ny? ™! srityje 0 < y1,...,yn < L. Integruodami pagal y,, gauname, kad
a.v. (Y1,..,Y,—1)T tankis lygus 1 srityje 0 < y1,...,yn—1 < 1. 2.5. Atsitiktinio dyd#io
X(m)/Y(n) tankio funkeija f(t) = mnt™ 1/(m +n), kai 0 < t < 1, ir f(t) = mn/[(m +
n)t" 1), kai 0 < t < co. 2.6. Nurodymas. Empiriné mediana Xj 11 ~ Be(k + 1, k+ 1).
2.7. V(F(Xy,) = ki(n — ki + 1)/[(n+ 1)*(n + 2)], i = 1,2; Cov (F(Xy,, F(Xy,))) =
ki(n — k2 + 1)/[(n + 1)*(n + 2)]. 2.8. Nurodymas. E(Wy,) = n(n —1) [ [*__y[F(y) —
F(2)]"72dF (2)dF(y) - n(n — 1) [ [[7 2[F(y) — F(2)]"?dF(y)dF(z) = — [%_ xzd[l —
Fr(z) — (1 — F(z))"]. 2.9. EX(q) = 1/n\, EX(,y = 3+ Y j_y CE(=1)*~1/k. 2.10. Nurody-
mas. F(X) yra a.d. Y ~ U(0, 1) paprastosios n didumo imties empiriné mediana. 2.12.

—InV ~ G(n, k). Nurodymas. —In X{n) ~E&(n), 3=1,.., k. 2.15. Nurodymas. Atsitiktinio

vektoriaus (X(1, ..., X(n))7 tankis yra (A /(T(n))™)2? .zl exp{—A(z1 + ... + zn)}
srityje 0 < 1 < x2 < ... < zp < oo. Atliekame transformacija s = x1 + ... + Tn, y; =
Inz; —Inzy, i = 2,...,n. Atvirkstiné transformacija yra 1 = s/(1 4+ €¥2 + ... + e¥n), x; =
se¥i /(14 e¥1 + ...+ e¥Yn), i = 2,...,n. Pakeitimo jakobianas

J D(8,Y2, -y Yn) _1_ 1Ty ST leltV2tdun
D(x1,%2, ..., Tn) 21+ xn (14 ev2 4 ... +eyn)n’

Istate | tankio formule matome, kad jis lygus funkcijos, priklausanéios tik nuo s, ir funkci-
jos, priklausancios nuo yo,...,yn, sandaugai. Taigi a.d. X1 + ... + Xp,ir a.v.(lnX(2) -
In X(1),...,In X)) —In X(l))T yra nepriklausomi. 2.16. Nurodymas. Atsitiktinio vektori-
aus (X(1), ...,X(n))T tankio funkcija yra n!/(b —a)™ srityje a < 1 < ... < xn < b. Atliekame
transformacija y1 = z1, yi = (i — z1)/(xn — 21), ¢ = 2,....;n — 1, yn = x,. Pakeitimo
jakobianas J = (yn — y1)” 2. Po pakeitimo gauname tankj n!(yn, — y1)"~2/(b — a)™ srityje
a <y <yn <b 0<y2 <ys < ..<yn-1 <1l Integruodami pagal y1, yn gauname
tankj lygy (n — 2)! srityje 0 < y2 < y3 < ... < yn—1 < 1. Tai tankis variacinés eilutés,
gautos pagal paprastaja a.d. Y ~ U(0, 1) imtj, kurios didumas n — 2. 2.17. Nurodymas.
Tegu (Y(l),...,Y(n))T yra variaciné eiluté, sudaryta pagal paprastaja a.d. Y ~ U(0, 1) n
didumo imtj. Tada nY(;) 3 Z ~ €(1) ir n(l — Y(,)) > Z ~ E(1), kai n — oo. Jeigu
a.d. X pasiskirstymo funkcija F(x) absoliu¢iai tolydi, tai ekstremaliy reikimiy X(;y ir
X(n) asimptotinius skirstinius galime gauti naudodami sarySius nF(X(l)) Lz~ E(Q) ir

n(l - F(X)) Lz~ £(1). 2.18. Nurodymas. Eksponentinio skirstinio £(\) mediana yra



58 2 SKYRIUS. EMPIRINES CHARAKTERISTIKOS

(In2)/X. 2.19. X; = 22,3333, s2 =5,6727; X;; = 18,2821, s?; = 10,4000. 2.20. Nurody-
mas. Zr. 2.5.1 teorema. 2.21. EZ = m(EY; — EX;)/(m+n), VZ = 0%m/[n(m+n)]. 2.23.
Nurodymas. Pritaikykite delta metoda (Zr. 1.4.7 skyrelj). 2.24. Nurodymas. Pritaikykite
delta metoda (7r. 1.4.7 skyrelj). 2.25. Momentas u3 = E(X — EX)3 = 0. 2.26. Nurodymas.
b) zr. [15], 3d skyrelj arba §io vadovélio 4 dalies 4.1 skyrelj.



3 skyrius

Parametry jvertiniai

3.1. Taskiniai jvertiniai ir jy klasifikavimas

Tarkime, kad X = (X1,...,X,,)” yra didumo n imtis ir a.v. X tikimybinis
skirstinys priklauso parametrinei Seimai (zr. 1.3; 1.4 skyrelius)

X~Pyg, 8c®CR”, m<n. (3.1.1)

Greta parametro € nagrinésime ir parametro @ vienareikSmes funkcijas = :
® —» G C R~

Teskosime imties X funkeijy 4(X) (statistiky), kuriy realizacijos 4(x) bty
artimos tikrajai v reiksmei.

Pavyzdziui, turint paprastaja imtj X = (X1,...,X,)7, X; ~ N(p, 0?), gal-
ima daryti i§vadas apie vidurkio p, dispersijos o2 ar kokios nors jy funkcijos
reikSmes.

Toliau vienodai zZymima funkcija v : ® — G ir jos reikSme ~.

3.1.1 apibréZimas. Parametro v = ~(0) taskiniu jvertiniu vadinama
statistika ¥ = 4(X), igyjanti reik8mes parametro ~ kitimo srityje G. Imdami
imties realizacija @, gausime tagkinio jvertinio realizacija (stebinj) 4(x), kuri
vadinama taskiniu jverciu.

3.1.1 pastaba. Siekiant supaprastinti Zymenis, jvertinys (arba kitokia
statistika) ir jo realizacija daZnai bus Zymima tuo paciu simboliu, jeigu i§ kon-
teksto aisku, ar kalbama apie atsitiktinj dydj, ar apie jo igytaja reiksme ( real-
izacija).

Is visy galimy jvertiniy reikia rasti optimalesnj. Nagrinékime neneigiama
skaliarine nuostoliy funkcija L(¥,v) > 0, apibréita srityje G x G, tokia, kad
L(u,v) = 0 tada ir tik tada, kai v = v. Funkcijos L reiksme L(%(x),~(0)) > 0
interpretuojame kaip nuostolius, kuriy atsiranda, kai jvertinio realizacija yra
(), o tikroji parametro reik§meé lygi . Nuostoliy funkcija L(%(x),~y) apibrésime
kaip atstuma tarp tikrosios parametro « reik§més ir to parametro jver¢io 4(x)

99
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arba kaip neneigiama atstumo funkcija. Vidutiniai nuostoliai, gaunami taikant
jivertinj 4, vadinami rizikos funkcija:

Ro(¥, v) = Eo[L(¥(X), 7(0))]- (3.1.2)

Kai parametras v = v(0) € G C R vienmatis, daZzniausiai naudojamasi
nuostoliy funkcijomis:

L(3(z), v) = (3(x) =%  L(3(@), 7) = [H(=) =1l
Imant pirmajj i8 8iy atstumy, gaunama kvadratiné rizikos funkcija

Ro(%, 7) =Eo(5 —7)? = Vo(3) + (Ea(3) — )% (3.1.3)
kuri daugeliui tikimybiniy désniy yra paprasta ir lengvai skai¢iuojama.

Teskoma tokiy jvertiniy 4, kurie minimizuoty rizika Re (¥, 7y) su visais 8 € ©,
t.y. nesvarbu, kad ir kokia buty tikroji parametro 0 (ir v) reikmé. Jie vadinami
tolygiai minimalios rizikos jvertiniais.

3.1.2 pastaba. Tolygiai minimalios rizikos jvertinio néra visy jvertiniy
klaséje, jei vertinamo parametro v = v(0) reiksmiy aibé susideda bent i§ dviejy
tasky.

I8 tikryjy, tarkime, kad 4 yra toks parametro y jvertinys. Jei tikroji parametro
0 reiksmé yra 0, ir imamas jvertinys v* = ~(0;), tada Rg, (v*,v(61)) = 0.
Tuo labiau Ry, (%,7(01)) = 0. Bet jei tikroji € reikSmé yra 602, tai gauname
Rg,(¥,7(02) = 0. Taigi Re(%,7(0)) = 0 su visais 8 € ©. I§ ¢a isplaukia
4 = ~(0) b.v. Pg. Gavome, kad jvertinys 4 nepriklauso nuo X. Tafiau 4 yra
statistika, todél neturi priklausyti nuo 6. Taigi v(6) = const. Tada parametro
reik8miy sritis susideda i§ vieno tasko. Tai priestarauja prielaidai.

Tad jvertiniy klase tenka apriboti ir ieSkoti tolygiai minimalios rizikos jvertiniy
siauresnése klasése.

3.1.2 apibrézimas. Parametro v = (0) jvertinys 4 vadinamas parametro
v minimalios kvadratinés rizikos jvertiniu klaséje K., jei su visais 8 € ©
kvadratiné rizika Eg(9 — v)? yra minimali toje klaséje.

3.1.3 pastaba. Zodziai ,su visais“ yra svarbis, nes jvertiniai, kurie turi
minimalig kvadratine rizika tik su kai kuriomis 6 reik§mémis, nenaudingi.

Is tikryjy, nagrinékime Puasono skirstinj P(6). Imkime parametro 6 jvertinj
0 = 1. Aisku, kad Ry (0,1) = E1(1—1)2 = 0 minimali visy jverciy klaséje. Taciau
Sis jvertinys geras tik tada, kai tikroji nezinoma parametro reik§meé artima 1.
Bet tikroji reikSmeé nezinoma ir jei ji lygi, pavyzdziui, 100, tai su tikimybe 1
ivertinys bus nutoles nuo tikrosios reik§més per 99, taigi jis bus labai blogas.
Sis ivertinys jgyja ta pacia reik§me su bet kuria imties X realizacija x, taigi jis
nei$naudoja informacijos, kurig suteikia x.

Apibendrinsime minimalios kvadratinés rizikos jvertinio sgvoka, kai para-
metras daugiamatis v = v(0) = (1(0), ..., v(0))7T.



3.1. Taskiniai jvertiniai ir jy klasifikavimas 61

Tarkime, 4 = (91, ...,9%)7 yra parametro v jvertinys, o ¢ = (c1,...,cx)T €
€ R” yra bet koks vektorius. Tiesinés funkcijos Zle ¢;7y; yra vienmaciai para-
metrai. Jy jvertiniais galima imti atitinkamas tiesines funkcijas Zle ¢y ir
nagrinéti kvadratines rizikas

k k k k 2
Ro(> ci#ir Y civi) = Eg (Z i — Y Ci%‘) =
i=1 i=1 i—1 i=1

k k
=22 ciciBol(h =% = 1)} = ¢ Bo{ (7 = M(F =Tl (3.1.9)

3.1.3 apibréZimas. Parametro -« jvertinys 4 vadinamas minimalios kvad-
ratinés rizikos jvertiniu to parametro jvertiniy klaséje K, jei su visais 8 € ©
ir c € R* (3.1.4) kvadratinés rizikos yra minimalios toje jvertiniy klaséje.

3.1.4 pastaba. Jei 4 yra minimalios kvadratinés rizikos jvertinys klaséje
K+, tai imant ¢ = (0,...,1,...,0)7, ¢a 1 yra i-oje pozicijoje, gaunama, kad su
visais i ir 8 € ©

Eo (% —7:(0))” < Eo(7; —7i(0))%,
taigi 4; yra minimalios kvadratinés rizikos parametry ~; jvertiniai.

3.1.5 pastaba. Jei 4 yra minimalios rizikos jvertinys klaséje K., tai i3
(3.1.4) formulés igplaukia, kad su bet kuriuo jvertiniu v* € K ir su visais
6coO

Eo{(¥ —7(0))(¥ = v(0))"} < Eo{(v* —7(8))(v* —~(6))"};  (3.1.5)

primename, kad zZymime A < B (A < B), jei matrica B — A teigiamai
(neneigiamai) apibrézta.

Pakankamai plati jvertiniy klasé, kurioje daznai galima rasti minimalios
kvadratinés rizikos jvertinj, yra nepaslinktyjy jvertiniy klase.

3.1.4 apibrézimas. Parametro « jvertinys 4 vadinamas nepaslinktuoju, jei
su visais 8 € ©

Eo(¥) =~ =~(0). (3.1.6)

Jei jvertinys 4 paslinktasis, tai skirtumas b4 (6) = Eg(%) — v(0) vadinamas to
jvertinio poslinkiu.

Pavyzdziui, 2.2.3 skyrelyje nagrinéti vidurkio ir pradiniy momenty empiriniai
analogai yra atitinkamy teoriniy charakteristiky nepaslinktieji jvertiniai.

Jeigu vienmagcio parametro 7 jvertinys 4 yra nepaslinktasis, tai (3.1.3) rizikos
funkcija sutampa su jo dispersija.
Tarkime, kad K, yra nepaslinktyjy parametro ~ jvertiniy klase.
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3.1.5 apibréZimas. Vienmacio parametro - jvertinj 4 vadiname nepaslink-
tuoju minimalios dispersijos (NMD) jvertiniu, jeigu jis tenkina (3.1.6) lygybe
ir

inf Vo(3)=Ve(5), V 0 €O, (3.1.7)
FEK,

3.1.6 pastaba. Tarkime 71, ..., 9y yra nepriklausomi parametro -y jvertiniai,
EY; = v +b, V4; = o2, Imkime jvertinj ¥ = (41 + ... + 4n)/N. Tada Ey =
=y +b, V§ = 02/N. Jei jvertiniai 4; nepaslinktieji (b = 0), tai jvertinys 7
taip pat nepaslinktasis, be to, jo dispersija N karty mazesné. Taigi, didéjant
N, ivertinio ¥ realizacijos vis labiau telksis apie tikraja parametro reikSme.

Jeigu ivertiniai 4; turi poslinkj b # 0, tai, didéjant N, dispersija taip pat
artéja prie nulio. Taciau poslinkis nesumazéja ir jvertinio 4 reikSmés telkiasi
apie parametro reik§me, kuri nukrypusi nuo tikrosios per b.

3.1.7 pastaba. Nepaslinktieji jvertiniai gali neegzistuoti.

3.1.1 pavyzdys. Nepaslinktasis jvertinys neegzistuoja Puasono skirstinio atveju, kai
parametras yra v = 1/\. Tegu a.d. X turi Puasono skirstinj: X ~ P(X) ir v = v(X) = 1/A.
Jeigu 4 = 4(X) yra nepaslinktasis jvertinys, tai su visais A > 0 turi galioti tapatybé

Exy=) dk) e =

1 2Nk
= k! A

o0 . )\k _ N
= Z )\’Y(k)ﬁ =e" = o
k=0 k=0

Tapatybé su visais A > 0 gali bati teisinga tik tada, kai My(k) = 1, k£ = 0,1,.... To negali
biti, nes 4 nepriklauso nuo A. Todél parametro 1/ nepaslinktasis jvertinys neegzistuoja.

3.1.8 pastaba. Galima situacija, kai paslinktojo jvertinio kvadratiné rizika
maZesné uz nepaslinktojo minimalios dispersijos jvertinio kvadratine riziks (dis-
persija).

3.1.2 pavyzdys. Normaliojo skirstinio dispersijos paslinktojo jvertinio kvadratiné rizika

maZesné uZ nepaslinktojo mintmalios dispersijos jvertinio kvadrating rizikq. Tarkime, kad
X; ~ N(u,02). Zinome (7r. 2.5.3 skyrelj), kad dispersijos 02 nepaslinktasis jvertinys yra

1 n
> (Xi—X)?,
i=1

n—1

s? =

o jvertinys
n

1 _
ma=—Y» (X;—X)?
yra paslinktasis.
Tolesniuose skyreliuose parodysime, kad s2 yra minimalios dispersijos nepaslinktasis jvertinys.
Kadangi (n — 1)s2/02 ~ x2(n — 1), tai:
2y n—1 5

n—1)o*
E(s?) = o2, V(sQ):nilcr, E(mg) = o V(mg):%.

Palyginame kvadratines rizikas:

2
E(s? - 032 =V(s?) = 104 > E(m2 —02)? =
2n —1

4
) o .

=V (mz2) + E(m2 — 0'2)2 =

n
Paslinktojo jvertinio mo kvadratiné rizika yra mazesné uz minimalios dispersijos nepaslinktojo
jvertinio s? kvadratine rizika.



3.1. Taskiniai jvertiniai ir jy klasifikavimas 63

Nors daugeliu atveju jvertiniy nepaslinktumas pageidautinas, taciau i§ pa-
teikty pavyzdziy matome, kad Sio reikalavimo nereikéty absoliutinti.

Tolesniuose skyreliuose nagrinésime minimalios dispersijos jvertiniy radimo
jvairiems statistiniams modeliams metodus.

Jei parametras v = v(0) = (71(0), ..., v(0))T yra daugiamatis ir 4 = (91,
.. ,3)T nepaslinktasis v jvertinys, tai (3.1.4) rizikos funkcija yra

k k
Ro (Z CiYis Z Civi) = CTV9 (¥)c; (3.1.8)
i=1 i=1

Vo(¥) = [0ij(0)]kxk, 0ij(0) = Cove(Fi,7;)
yra jvertinio 4 kovariaciné matrica. Remiantis (3.1.5) nelygybe, parametro ~
nepaslinktasis jvertinys 4 turi minimalig rizikg nepaslinktyjy jvertiniy klaséje
K+, jei su visais jvertiniais v € K ir visais 8 € ©
Vo(¥) < Va(9). (3.1.9)
15 sios lygybés isplaukia (Zzr. 3.1.3 pastaba), kad su visais i ir 6 € ©

Vo(%) < Vo(3)- (3.1.10)

Pageidautina jvercio savybé yra ta, kad Sio jvercio realizacijos artéty prie
tikrosios nezinomo parametro reik§meés, jei imtis neapréztai didéja. Norédami
nurodyti, kad parametro ~ jvertiniai priklauso nuo imties X = (Xy,..., X,,)T
didumo n, kartais juos Zymésime su indeksu n: 4 =4, = (Yn1s s Ynk) . -

3.1.6 apibréZimas. Parametro v = (@) taskiniy jvertiniy seka {%,,} va-
dinama pagristgja, jei su visais 8 € ©

Y, 5 (0), kai n— oo, (3.1.11)
t.y. suvisaise >0ir 8 € ©®
Po{l|| ¥, —7(0) ||> €} =0, kai n — oo.
Si seka vadinama grieztai pagristgja, jei su visais 0 € ©
ot by ~(0), kai n — oo,
t.y. su visais 8 € ©

Po{ll ¥, =7(0) [|= 0, n — oo} = 1. (3.1.12)

Kiekviena grieztai pagrista seka yra pagristoji.
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3.1.1 teorema. Seka {%, } yra pagristoji (grieztai pagrista) tada ir tiktai tada,
kai visos sekos {4} (i =1,...,k) yra pagristosios (grieZtai pagristos).

Irodymas. Teoremos rezultatas gaunamas is nelygybiy

i=1

X 1/2
P SPRRDVAL S [ sy |< 5l
4 = | (Z(vm %)) <V max | Gni = [ VE[ 50 =7 |

A
Dél trumpumo daznai indekso 6 prie tikimybés ir vidurkio simboliy ner-
asysime.

3.1.2 teorema. Jei parametras v yra vienmatis, E(%,) = v ir V(§,) — 0, tai
'Ayngﬁy, kai n — oo.

Irodymas Teoremos rezultatas gaunamas i§ Ceby§0v0 nelygybeés:

V(3n)
c2

P(| 4 —71]>¢) < -0, Ve>0, n— oo

A

3.1.1 i¥vada. Jei parametras~y = (v1,...,v)? yradaugiamatis, E(%,,) = v
ir V(4ni) — 0, tai 4, £ v, kai n — oo.

Suformuluosime teorema, i§ kurios paaiskéja, kad tolydZioji parametry pagris-
tyjy jvertiniy funkcija yra pagristasis tos pacios ty parametry funkcijos jvertinys.

3.1.3 teorema. Jei 0, Boir v:©® — R yra tolydzioji funkcija taske 8, tai

v(0,) 5 4(0). (3.1.13)
Jei én b%v' 0, tai
v(0,) 5 (). (3.1.14)

Irodymas. Tarkime, kad 0., Lo 15 funkcijos v tolydumo taske 8 gauname,
kad su visais € > 0 egzistuoja toks d = d(g) > 0, kad

[7(#) —(0) |<e, kai [[t—6 <4

Todél ) )
P{|1(8,) = 1(8) [} <P{| 6, - 0125} —0.

Vadinasi v(6,,) R ~(8).
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Tarkime, kad 6, by g Funkcija v tolydi taske 6, todél su bet kuriuo
elementariuoju jvykiu w i§ konvergavimo 0, (w) — 0 iSplaukia konvergavimas
¥(0,(w)) = v(0). Kadangi

P{w:7(0,(w)) = 7(8)} = P{w: 8,(w) = 6} = 1,

b.v

tai i§ cia isplaukia v(6,,) =5 v(6).

3.2. Pakankamosios statistikos

Teskant parametry jvertiniy, kartais pavyksta rasti viena ar kelias statistikas,
kurios suteikia tiek pat informacijos apie nezinomus parametrus kaip ir visa
imtis. Tada jvertiniu galima imti iy statistiky funkcijas.

Tarkime, kad tikimybiniy maty Seima P = {Pp,0 € ® C R™} absoliudiai
tolydi o-baigtinio mato u atzvilgiu ir jos tankis yra f(x, ).

3.2.1 apibrézimas. Statistika
T=T(X), T:R" - RF (3.2.1)

vadinama pakankamgja parametro 6 (arba Seimos P) statistika, jei salyginis
X skirstinys, kai T fiksuotas, nepriklauso nuo 6, t.y. visoms Borelio aibéms
B € B™ tikimybé

Po{XeB|T =t} (3.2.2)

nepriklauso nuo 6.

Teiginys, kad X salyginis skirstinys, zinant T, nepriklauso nuo 6, reiskia, kad
T suteikia imties X turimag informacijg apie nezinomqg parametrg 6. Tai galima
paaiskinti taip. Pazymeékime Ay = {x : T'(x) = t} aibe galimy imties realizacijy
reikSmiy, su kuriomis pakankamoji statistika igyja reiksme ¢. Pagal apibrézima
imties X skirstinys aibéje A; nepriklauso nuo 6, todél, zinant T realizacijy t,
imties X realizacija nebegali suteikti jokios papildomos informacijos apie 6.

Pati imtis X yra pakankamoji statistika, bet, jei tai jmanoma, ieSkoma
minimalios dimensijos pakankamoji statistika, kuri leidZia labiausiai redukuoti
duomenis ir daryti iSvadas apie nezinomus parametrus, naudojantis tik Sios
statistikos realizacijomis. Pakankamosios statistikos T dimensija k tenkina nely-
gybe m < k < n. Gana daznai minimalios dimensijos pakankamosios statistikos
dimensija sutampa su parametry vektoriaus @ dimensija m.

3.2.1 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro pakankamoji statistika. Tarkime, kad
X1, ..., Xy yra paprastoji atsitiktiné imtis, gauta stebint a.d. X, kurio skirstinys priklauso
Puasono désniy Seimai P = {P()\), X > 0}. Randame salyginj a.v. X = (X1,...,Xpn)T
skirstinj, kai Sy, = X1 4+ -+ + X = N:

P{X; =mi1}..P{X, =mn} _

P{Xlzmlyuwxn:mnlsn:N}: P{S —N}
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N! n\Y
=— | = , 0<m; <N, mi+..+mp=N.
mq! !\ n

Matome, kad §is salyginis skirstinys yra polinominis ir nepriklauso nuo A. Taigi S, yra

pakankamoji parametro A (arba Seimos P ) statistika.

Teskoti pakankamuyjy statistiky naudojantis tiesiog jy apibrézimu paprastai
bina sudétinga, todél joms rasti dazniau naudojamas faktorizacijos kriterijus.

Praktiskai ieskant pakankamuyjy statistiky prireiks tikétinumo funkcijos sa-
vokos.

3.2.2 apibrézimas. Atsitiktiné funkcija
L(0)=Lx(0) = f(X;0), 6O CR™, (3.2.3)

vadinama imties X tikétinumo funkcija.
Tikétinumo funkcija gaunama vietoje argumento « j tanko f(x;0) iraiska
istaCius atsitiktinj vektoriy (imtj) X. Indeksas X daZnai nera§omas.

3.2.1 teorema. (Neimano ir FiSerio faktorizacijos kriterijus). Statistika T' =
T(X) yra pakankama parametro 6 statistika tada ir tiktai tada, kai tikétinumo
funkcija Lx (@) gali biti faktorizuojama Sitaip:

Lx(0) = q(T;0) W(X); (3.2.4)
¢ia pirmas daugiklis priklauso nuo T ir 0, o antrasis — tiktai nuo X.
Irodymas. Teorema jrodysime dviem atvejais: kai X skirstinys diskretusis

ir kai §is skirstinys yra absoliuciai tolydus, o statistika T' pakankamai ,glodi“.
Bendru atveju jrodyma galima rasti knygoje [12].

1. Diskretusis atvejis. a) Tarkime, kad statistika T': R™ — R* yra tokia, kad
tenkinama (3.2.4) lygybé. Ivykis {X = x} implikuoja jvykj {T'(X) = T'(x)},
todél, jei t € R*, T'(x) # t, tai

Po{X=2 |T(X)=t} <Po{T(X)=T(x) | T(X) =t} =0. (3.2.5)
Jei t € R¥, T(x) = t, tai i§ (3.2.4) formulés iSplaukia, kad

Po{X = 2[T(X) = t} = Po{X = 2|T(X) = T(x)}

_PyX=aT(X)=T(®)} _ Pe(X=z} _  f{z.6)
PT(X) =T}~ PolfX)=T@)} 5 (0]
_ T@.eW@) W)
T, @O W) S W)

Gavome, kad su visais t € R* salyginé tikimybé Pg{X = x|T(X) = t} neprik-
lauso nuo 6. Taigi T yra pakankamoji statistika.
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b) Atvirksciai, jei Pg{X = «|T'(X) = t} nepriklauso nuo 0, tai W(x) =
Po{X = 2|T(X) = T'(x)} nepriklauso nuo 6. Tada
f@;0) =Po{X =2} =Pp{X =2,T(X)=T(x)} =
=Po{X = 2|T(X) = T(2)} Po{T(X) = T(x)} = W(x)¢(T(x); 6).
2. Tolydusis atvejis. Tarkime, kad statistika
T=(Ty(X),...,To(X)T, T:R"=RF, m<k<n,

tenkina (3.2.4) lygybe.
Jei k < n, tarsime, kad statistika T' yra tokia, jog atvaizdj T': R" — RF
galima papildyti iki glodaus atvaizdzio T : R™ — R", t.y. rasti kitg statistika

T = (Tp1(X),..., T,(X)T, T*: R" - R"F,

tokia, kad funkcijos T;(x), i = 1,...,n, buty tolydZiai diferencijuojamos aibéje
R", o atvaizdis

T=(Ty,....,T,)": R - R"

buty bijekcija ir su visais € R™ jakobianas

J(x) = det[0T;(x) /02 ;]nxn # 0
nevirsty nuliu. Statistikos T'(X) tankis

frx)(w 10) = fx(x|0)| T () |

Gia x tenkina lygybe y = T'(x). Statistikos T'(X) tankis yra

n—m

frxo(ws | 8) = / Frix) @ | 0)dy, = / fx(@|0)| T (@) | dys;

(3.2.6)
Cia y, ir y, yra vektoriaus y atitinkamai m pirmyjy ir n — m paskutiniy
koordinaciy vektoriai.
I atsitiktinio vektoriaus T(X) salyginio tankio, zinant T'(X) = y,, apibrézimo
iSplaukia

. (v10) = fr) (Y 10) _ Ix(@]0) [T (=) |
T(X)|T(X)=y, frx)(y: 1 6) frx)(y,16)

a) Jei teisinga (3.2.4) lygybé, tai i§ (3.2.6) ir (3.2.7) lygybiy gaunama

W@ | T (@) |
Tr0m0-0,W 10 = =0 o @) [T () | dy,
Rn—k
W) | J-\(@) |

[ W) | J (=) | dy,
Rriem

(3.2.7)
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Taigi salyginis T'(X) (ir tuo paciu ir X) skirstinys, Zinant T'(X), nepriklauso
nuo parametro 6.

b) Jei X salyginis skirstinys, zZinant T'(X) = y;, nepriklauso nuo 6, tai
salyginis T'(X) skirstinys, zinant T'(X) = vy, taip pat nepriklauso nuo 6. I§
(3.2.7) isplaukia, kad

fx(x|6)= fT(X)|T(X):y1('!J 10) | J(z) | frex)(y,16). (3.2.8)

Paskutinéje lygybéje paéme y, = T'(x), gauname, kad pirmi du daugikliai Sios
lygybeés desinéje priklauso tiktai nuo @. Jy sandauga pazymékime W (x). Treci-
asis daugiklis yra T'(x) ir 0 funkcija. Pazymékime $ia funkcija ¢. Tada

f(x,0) = q(T(x),0) W(z).
A

3.2.2 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro pakankamosios statistikos radimas nau-
dojant faktorizacijos kriterijy. Kaip ir 3.2.1 pavyzdyje, tegu paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)7
gauta stebint Puasono a.d. X ~ P(X). Tikétinumo funkcija

oA _ 1
L) =TT 5o = (0% ™) 55

Jj=1

faktorizuojama j dviejy daugikliy sandauga. Pirmasis daugiklis priklauso tik nuo sumos S,, =
X1+ ...+ Xy ir nuo A, o antrasis daugiklis nuo A nepriklauso. Taigi, remiantis faktorizacijos
kriterijumi, S,, yra pakankamoji statistika.

Atkreipsime démesj, kad (3.2.4) lygybe pakankamoji statistika nusakoma ne-
vienareik§migkai. Akivaizdu, kad a.v. (X1, ..., X,,)” arba a.v. (X, ...,X(n))T
yra bet kurios Seimos pakankamoji statistika. Jos dimensija sutampa su imties
turiu n. Tokios pakankamos statistikos vadinamos trivialiosiomis. Pirmesniame
pavyzdyje statistikos T; = (X1,..., X,)T, To = (X1 + X2, X3, ..., Xp) T, ..., T, =
X7 + ... + X, yra pakankamosios. Paskutiné i§ jy turi maziausia dimensija ir
labiausiai redukuoja imtj.

Irodysime teorema, tvirtinancia, kad nepaslinktyjy jvertiniy klaséje mini-
malios kvadratinés rizikos jvertiniai yra pakankamuyjy statistiky funkcijos.

3.2.2 teorema. (Rao, Blekvelo ir Kolmogorovo). Tarkime, kad 4 yra nepaslink-
tasis parametro v = ~(0) jvertinys ir T = T(X) pakankamoji Seimos {Pg,0 €
©} statistika. Tada salyginis vidurkis 4 = Eg(4 | T') yra toks nepaslinktasis
parametro -y jvertinys, kad

V(%) < Vo(9). (3.2.9)

Irodymas. I8 pradziy tarkime, kad parametras v vienmatis. [vertinys ¥ neprik-
lauso nuo 6. I8 salyginio vidurkio savybiy i§plaukia, kad 4 yra T funkcija, taigi
ir X funkcija. Vadinasi, 4 yra jvertinys. I8 salyginio vidurkio savybiy ([11], p.
123-132) igplaukia

E(7) =E{E(Y | T)} = E() =,
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todél 4 yra nepaslinktasis jvertinys. Nagrinéjamy jvertiniy skirtumo dispersija
VE =) =EH-7-(G-7)=V({H) - 2E((3 - )E-7) + V().
I8 salyginio vidurkio savybiy gauname
E((5 =77 =) = E{E[((} = =) [ T]} =

=E{(} —E[(F -7 | T} =E(H —7)* = V().
Todél
0<VEH-9)=V(EH) -VEH)
Tai ir reikéjo jrodyti.
Tarkime, kad v = (71,...,7)7 daugiamatis ir 4 = E(¥ | T). Imkime

vektoriy ¢ = (c1,...,cx)T € RF. Tada T4 = Zleci’yi yra nepaslinktasis
vienmadio parametro ¢’ jvertinys. Todél su visais c ir 8 € ©

IVH)e=V (c"4) <V ("F) ="V (H)e.

I35 ¢ia gaunamas teoremos teiginys.

3.3. Statistiky pilnumas. NMD jvertiniy radimas

I8 Rao, Blekvelo ir Kolmogorovo teoremos matyti, kad bet kuriam nepaslinkta-
jam jvertiniui galima rasti kita nepaslinktajj jvertinj, kuris yra tik pakankamo-
sios statistikos funkcija ir kurio kvadratiné rizika yra ne didesné uz pirmojo.
Parodysime, kad labai daznai nepaslinktasis jvertinys, kuris yra pakankamosios
statistikos funkcija, yra vienintelis. Tuo atveju §is jvertinys turi minimalig rizika,
visy nepaslinktyjy jverciy klaséje.

Tarkime, kad turime statistinj modelj X ~ Pg, 6 € ® C R™.

3.3.1 apibrézimas. Pakankamoji statistika T' = T'(X) : R® — RF vadi-
nama pilngja, jei su bet kuria maciaja funkcija ¢ : RF — R i5 lygybés

Eg(p(T)) =0 suvisais €O

isplaukia ¢(T') = 0 su tikimybe 1. Be to, jei funkcija ¢(T') aprézta, tai statistika
T vadinama apréztai pilna.

I§ apibrézimo isplaukia, jei ¢ : R¥ — R yra macioji funkcija ir Eq(o(T)) =
= 0 su visais 6 € O, tai ¢(T) = 0 su tikimybe 1.

3.3.1 teorema. Jei egzistuoja parametro v nepaslinktasis jvertinys v ir T =
T (X) yra pilnoji pakankamoji statistika, tai salyginis vidurkis 4 = E(¥ | T)
yra parametro «y minimalios rizikos nepaslinktasis jvertinys.

Jis vienintelis su tikimybe 1, t. y., jei v* yra kitas minimalios rizikos nepaslink-
tasis jvertinys, tai Po{y* =4} = 1 su visais 0 € O.
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Irodymas. Ivertinys 4 = Eg(¥ | T) = (T') yra T funkcija ir Egp(T) =
~(0) su visais 8 € ©. Remiantis Rao, Blekvelo ir Kolmogorovo teorema, uZtenka
parodyti, kad 4 yra minimalios dispersijos jvertinys visy nepaslinktyjy jvertiniy,
kurie yra T funkcijos, klaséje.

Tarkime, kad v* = ¥ (T) yra kitas nepaslinktasis jvertinys, t.y. Egy(T) =
~(0) su visais 8 € ©. Tada Eg(p(T) — ¢¥(T)) = 0 su visais 0 € ©.

Pakankamoji statistika T' yra pilnoji, todél

Po(p(T) — ¥ (T)=0)=1 su visais 0 € ©.

Gavome, kad visos pakankamosios statistikos funkcijos, kurios yra nepaslinktieji
ivertiniai, su tikimybe 1 sutampa, todél turi ta pacia dispersija. Remiantis 3.2.2
teorema, 4 turi minimalig dispersija.

A

3.3.1 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro pakankamosios statistikos pilnumas.
Tegu paprastoji imtis X = (X1,..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ P(}), 0 < A < oo.
Isitikinsime, kad pakankamoji statistika Sy, = X1 + ... + X5, ~ P(nA) yra pilnoji. Vidurkis

Bp(Sa) = 3 k) )

k=0

e =0, 0<A\<oo.

Si salyga ekvivalenti salygai

> kK
A
E <p(k:)n =0, 0< A< oo
= k!

Laipsninés eilutés suma su visais A > 0 lygi nuliui tik tada, kai koeficientai prie visy A laipsniy
lygts 0, t.y. ¢(0) = (1) = --- = 0. Puasono skirstinys sukoncentruotas sveikuose neneigia-
muose taskuose, todél P{¢(Sn) = 0} = 1. Statistika Sy, ne tik pakankamoji, bet ir pilnoji.

Taigi galima nurodyti du badus, rasti NMD jvertinius, kai egzistuoja pilnoji
ir pakankamoji statistika 7.

Pirmas budas. Galima rasti bet koki nepaslinktajj jvertinj 7 ir ji patikslinti
remiantis 3.2.2 teorema, t.y. rasti

E(®IT) =4(T). (3.3.1)

3.3.2 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro NMD gvertinys. Tegu vél paprastoji
imtis X = (X1,..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ P(X), X > 0. Reikia rasti parametro A
NMD jvertinj. Imkime jvertinj A = X, kuris yra nepaslinktasis: EyX; = A. Jj sudarant
panaudotas tik pirmasis stebéjimas. Nesunku patikrinti, kad a.d. X salyginis skirstinys, kai
pakankamoji statistika Sy, fiksuota ir lygi N, yra binominis B(N, 1/n). Todél

1 _
A=E(X1|Sn)=Sn—=X
n
yra parametro A NMD jvertinys.

3.3.3 pavyzdys. Normaliojo skirstinio vidurkio funkcijos NMD jvertinys. Tegu papras-
toji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ N(u,02), u € R, o Zinomas. Reikia
rasti parametro p funkcijos v = v(u) = ®((y—p) /o), t.y. atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo
funkcijos taske y, NMD jvertinj.

Imkime jvertinj

7= 1(7oo,y] (X1),
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kuris yra nepaslinktasis:
" u( ( oo,y]( 1)) u{ 1 _y} .

Atsitiktinis vektorius (X1, X)7T turi dvimatj normalyjj skirstinj su vidurkiy vektoriumi
(1, u)T ir kovariacine matrica ¥ = [04j]2x2, 011 = 02, 012 = 091 = 092 = 02/n. Taigi
a.d. X salyginis skirstinys, kai X fiksuotas, yra normalusis N(X,o?(n — 1)/n). Randame
parametro v NMD jvertinj

5 =E®{|X) = P{X gyp’(}:q»(y*X L)

o n—1
Antras budas. Galima ispresti h atzvilgiu funkcine lygtj
Eoh(T) =~(0), 6 € 0. (3.3.2)

Tada NMD jvertinys yra 4 = h(T).

3.3.4 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro funkcijos NMD jvertinys. Tegu papras-
toji imtis X = (X1,..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ P()\), A > 0. Reikia rasti tikimybés
P{X = 2|\}, t. y. parametro X funkcijos y()\) = A2e~*/2! NMD jvertinj.

Is 3.2.2 ir 3.3.1 teoremy iSplaukia, kad bet kuri statistikos S, funkcija h(Sy) yra savo
vidurkio E)h(S,) NMD jvertinys. Taigi tereikia atzvilgiu h i§spresti funkcine lygtj (3.3.2)

_ A2
e ”)‘Ege A =q(N).

(nA)*
!

EAh(Sa) = > h(k)
k=1

Padaugine abi tapatybés puses i§ e™*

ir i§skleide eilute, gauname tapatybe
> N A& —1)A)
S iy ((n =127

] 1 !
P k! 2! s 7!

Matome, kad h(0) = h(1) = 0. Sulygine koeficientus prie \¥, k > 2, randame

nkF  (n—1)k-2 1 1. o

h(k)ﬁ_w, h(k):Cﬁ(;)Qg—;) , k=23,

Taigi parametro v = v(A) NMD jvertinys 4 yra toks: 4 = 0, kai S, = 0; 1;
§=0C%,(1/n)*(1 = 1/n)Sn 2,

kai S, > 2. Matome, kad Puasono skirstinio tikimybé P{X = 2|A} vertinama binomine
tikimybe P{Y = 2}, kai Y ~ B(Sn, 1/n).

3.3.5 pavyzdys. Tolygiojo skirstinio parametro funkcijos NMD jvertinys. Tegu papras-
toji imtis X = (X1,..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ U(0,0),0 > 0. Reikia rasti NMD
jvertinius parametro 6 funkcijy a) 1 = 8™, m > 0 — fiksuotas skai¢ius; b) 2 = e?.

3.3.9 pavyzdyje irodyta, kad parametro 6 pilnoji ir pakankamoji statistika yra X(,), jos
tankio funkcija

Fn(z]0) = %xnﬂ, 0<z<0.

Taigi atveju a) reikia rasti tokia funkcija h(X(y)), kuri tenkinty funkcing lygtj

6
Eg(h(X(n))) = i/0 h(z)z" " ldz =60™, 0<6 < oo.

n

Jeigu parinksime h(z) = 2™ (n + m)/n, tai

Eo(h(X()) = "1 /Ox+ P —
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Taigi parametro y; = 6™ NMD jvertinys yra
A= XZZ) T
Atveju b) h atzvilgiu reikia spresti tokia lygti:

0
Eo(h(X(n))) = l/o h(z)z" ldz =, 0< 6 < oo.

n

Isbandykime funkcija exp{X(y)}. Integruodami dalimis gauname
B = 2L /9 SxPldx = ef — S ’ e xPdx = e — Eg(X(n) exp{Xn)}/n).
on 0 on 0
Taigi parametro y2 = e? NMD jvertinys yra,

J2 = exp{X(n)} + X(n) exp{X(n) }/n.

Tikrinti pakankamosios statistikos pilnuma remiantis apibrézimu kartais gana
sudétinga. Suformuluosime salygas, kuriomis gana svarbiy praktikoje tikimy-
biniy skirstiniy pakankamosios statistikos yra pilnosios.

3.3.2 apibrézimas. Sakoma, kad a.v. X skirstinys priklauso k-parametri-
nei eksponentinio tipo skirstiniy Seimai, jeigu to skirstinio tankis o-baigtinio
mato p atzvilgiu yra

f(x;0) = h(zx)exp{n’ () T(x) —b(8)}, =<cR", (3.3.3)

0= (01,...00)" €©®CR", n=n0)=n(0),...n0)":© G,

b:® =R, T=T(x)=(Ti(x),...,Ti(x))" : R" = RF,

yra madiosios funkcijos, o h(z) : R™ — [0, 00) macioji neneigiama p-beveik visur
funkcija.

3.3.1 pastaba. I§ apibrézimo igplaukia, kad jei X = (Xi,...,X,)? yra
paprastoji imtis, o a.d. X; tikimybinis tankis (mato pu; atzvilgiu) priklauso
eksponentinei skirstiniy $eimai su funkcijomis h(z;), n(0), T(z;), b(0), tai
imties X tikimybinis tankis (mato g = p1 X - - - X u,, atzvilgiu) priklauso ekspo-
nentinei skirstiniy Seimai su funkcijomis h(z) = []_, h(z;), n(0), TM (2) =
E?:l T(CL‘Z'), nb(@)

Jei funkcijan = n(0) : ® — G C RF¥ yra bijekcija, tai, atlikus reparametrizaci-
ja, modelis pertvarkomas j vadinamaja kanonine formg

f(m;n) = h(z)exp{n” T(z) — B(n)}, = €R". (3.3.4)

Funkcija f(z;m) > 0 yra tikimybinis tankis, jei [g. f(z;in)pu(de) = 1. Tai
ekvivalentu tokiai salygai:

B(n) = In / hle) exp{n” T()}u(de). (3.3.5)
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Integralas desiniojoje puséje teigiamas su visais n € R¥, nes funkcija h teigiama
p-b.v. Taigi Sios Seimos parametry reikSmiy sritis yra

G~ {n: Bn) €RY={n: | hla)exp(n” T(a)huldz) <)} (33.6)

3.3.6 pavyzdys. Puasono skirstinys priklauso eksponentinei skirstiniy Seimai. Tarkime,
X ~P(A), X>0. Tada

A1 s
flx; \) = e t=—e , x=0,1,..., 0 <\ < co.
x! z!

Tai eksponentiné skirstiniy Seima, kai T'(z) = =, n(A) =1In A, b(A) = A, h(z) = 1/x!.
Reparametrizavus skirstinj (imant n = In \),

fl@in) =h(z) e®*", £=0,1,.., n€R.
Tai eksponentiné kanoninés formos skirstiniy geima, kai T'(z) = =, B(n) = €".

3.3.7 pavyzdys. Binominis skirstinys priklauso eksponentinei skirstiniy Seimai. Tarkime,
X ~ B(m,p), pe€ (0,1). Tada

flz;p) =Ch p"(1—p)" ™" =

=C%, exp{zln d +mln(l—p)}, x=0,1...m, pe(0,1).
p

1—
Tai eksponentiné skirstiniy Seima, kai T(z) = z, n(p) = In ﬁ, b(p) = —mIn(1 — p), h(z) =
o

Reparametrizavus skirstinj (imant n = In lf—p),

f(I, 77) = h(it) eﬁl‘f’fﬂlﬂ(lﬁ*en)’ T = 07 17 ey T, ne R.
Tai eksponentiné kanoninés formos skirstiniy seima, kai T'(z) = =, B(n) = mIn(1 + ")

3.3.8 pavyzdys. Normalusis skirstinys priklauso eksponentinei skirstiniy Seimai. Tarkime,
X ~ N(u,02), pn€R, o€ (0,00). Tada

flasp,0?) =

1
V2r
tai eksponentiné skirstiniy Seima, kai

T(z) = (T1(x), T2(2)" = («*,2)", (p,0?) = (=1/20%, u/0*)T,
b, 0%) = 42 /20% + 1m0, h(z) = 1/Vm,
Reparametrizavus skirstinj (imant 1 = (n1,72)T = (=1/(202), u/02)7T,

. 1
f(z;m) = h(z) exp {nTT +n2/4an; — 5 ln(—2n1)} , z€R, me(0,0)xR.
Tai eksponentiné kanoninés formos skirstiniy geima, kai T'(z) = (22,2)T, B(n) = = —n% /4ni+
1
5 In(—2m).
2

3.3.2 pastaba. Eksponentinei §eimai priklauso binominis, neigiamasis bino-
minis, Puasono, eksponentinis, normalusis, gama, beta ir kt. skirstiniai. Skirs-
tinio, kuris nepriklauso eksponentiniy skirstiniy Seimai, pavyzdys gali buti Kogi
skirstinys.

3.3.3 pastaba. Pabrésime, kad eksponentinis skirstinys yra tik vienas i3
vienmateés eksponentinés skirstiniy Seimos pavyzdziy.
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Kad uzragai bty paprastesni, jvesime keleta papildomy zymeéjimy. Teg
v = p(x, 8) : R" x ® — R, yra imties realizacijos ¢ = (ml,...,xn)T ir
nezinomo parametro 8 = (0y,..., 0,,)7 € © macioji funkcija. Sios funkcijos

iSvestines pagal 8 Zymésime

. N ) T _ [Pe(x.0)
so(m,m—(aalso<w»9>waam9”(w"’>> ’ w(w’e)—[aalaos}mxm’

o i§vestines pagal x Zymeésime

o (2 0 L e [Pe(.0)
O (@.0) = (Grel@ ) 5plm0)) w0 = | S

Jei o = (¢1,...,06)T : ® = RF yra vektoriné parametro 8 = (61, ...,60,,)"
funkcija, tai jos iSvestine taske 6 Zymésime

-],

3.3.2 teorema. Tarkime, kad a.v. X tikimybinis tankis o-baigtinio mato u
atzvilgiu priklauso kanoninés formos (3.3.4) eksponentinei skirstiniy Seimai.
Tada:

1) aibé G yra i8kila;

2) funkcija B(n) yra iskila aibéje G;

3) jei aibé G turi bent viena vidinj taska m,, tai egzistuoja tokia nulinio
tasko aplinka U, (0), kad su visais t € U(0) statistikos T momenty generuojanti
funkcija My, (t) = EnoetTT(X) yra pavidalo

M"I (t) — eB("Io"‘t)_B(no).
0

Be to, aplinkoje U.(ng) egzistuoja isvestinés B(n) ir B(n) ir galioja lygybés:

Irodymas. 1) Tarkime, kad n,,n, € G, 0 € [0,1]. I8 aibés G (3.3.6)
apibrézimo isplaukia, kad B(n;), B(n,) € R. Kadangi a + (1 — ) = 1, tai,
pritaike Hiolderio nelygybe, gauname

[ hi@)esplant T(@) + (1 - anf T(@)}ulda)

< ( - h(z) exp{(n] T(m)}u(dm)) < h(z) exp{(n? T(m)}u(d;p)> )

R”

= e@B(1) ((1=)B(n2) ~ 5 (3.3.7)
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Todél integralas kairiojoje nelygybés puséje baigtinis ir an; + (1 — a)n, € G.
Taigi aibé G yra iskila.

2) Logaritmuodami abi pirmos (3.3.7) nelygybés puses ir prisimine (3.3.5)
salyga, gauname

Blan, + (1 - a)ny) < aB(n,) + (1 — a)B(n,). (3.3.8)
Taigi funkcija B(n) yra iskila aibéje G.

3) Taskas n, yra vidinis aibés G taskas, todél egzistuoja jo aplinka U, (n,) C
G. Remiantis (3.3.5) salyga, su visais t € U(0) statistikos T(X) momenty
generuojanti funkcija yra

T
My, (t) = Ep et T = / h(z) exp{(t +m0)" T(z) — B(no)}p(dz) =
— eB(tJFTlo)*B(no) < 00,

nes t +n, € Us(ny) C G. Taigi B(t+n,) € R.

Pritaikome momenty generuojancios funkcijos savybe: jeigu nulinis tagkas
yra vidinis jos apibrézimo srities taSkas, tai nulio aplinkoje §i funkcija yra be
galo daug karty diferencijuojama, visi a.v. T'(X) momentai yra baigtiniai ir su
bet kokiais i1 +---+ix =p

0P My, (t)

E, (T7' ... T}) = o o =0
..ot

Atskiru atveju

E,,(T(X)) = M, (0), Vi, (T(X)) = M;; (0) — My, (0)(M')7, (0).

Mo Mo

Tada

"

M, (t) = My, () B(t +m,), M, ()=

= My, () B(T + 1) B"(T + mo) + My, (£) B(T + ),

"

Kadangi My, (0) = 1, tai M, (0) = B(n,), M, (0) — M, (0)(M")! (0) =
B(ny).

Ta patj buvo galima pakartoti su bet kurivo n € U.(n,), imant generuo-
jancia funkcija M, (t), apibrézty tasko n aplinkoje Us(n) C U-(n,). Taigi su
visais n € U.(my) galioja lygybés E,(T(X)) = B(n), V,(T(X)) = B(n).

A

3.3.4 pastaba. Toliau daznai naudosimés tokia reguliariy tikimybiniy tankiy
savybe: su visais n € U.(n,) ir integruojama Borelio funkcija g(x) galima dife-
rencijuoti po integraly zenklais:

[ f@minta) - /fwndu (3.3.9)

RTL
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[ f@miu(a) - > [ i@ mdn(a) - (3.3.10)
Rn Rn
[ s@i@minte) = 5 [ g@)s@mu. @)
J J

Eksponentiné Seima turi 8ig savybe, nes remiantis (3.3.2) teoremos paskutiniu
teiginiu (tankj f zZymeésime f)

/ fla,m)dp(e) = /(T(fv) — B(n))f (2, n)du(x) = Ey(T(X)) — B(n) =0,
R" R"

/f x, n)dp(z /{ (m)(T(x) — B(m))" — B(n)}f (2, n)du(=)

— V. (T(X)) - Bln) = 0.
Kalbant apie (3.3.11) lygybe, tuo atveju, kai g neneigiama, vietoje mato p
galima imti mata v, apibréziama lygybe v(dx) = g(x)u(dx). Tada (3.3.11)
virsta (3.3.9) lygybe. Jei g nebitinai neneigiama, ji uzraSoma kaip skirtumas
g=g"—g7; &a g™ (x) = max(g(x),0) > 0, g~ () = max(—g(x),0) > 0. Jei
(3.3.11) lygybeé galioja funkcijoms g* ir g™, tai galioja ir funkcijai g.

3.3.5 pastaba. Tarkime X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta ste-
bint a.d. X, kurio tankis yra apibréztas (3.3.3) lygybe. Po reparametrizacijos
§is tankis suvedamas j kanonine (3.3.4) forma. Remiantis faktorizacijos kriteri-
jumi, abiem atvejais statistika

S T(XG) Y Te(X
j=1 j=1

yra pakankamoji. Jei ji pilnoji, kai yra vienas i§ §iy modeliy, tai ji pilnoji ir kai
yra kitas modelis.

3.3.6 pastaba. Statistikos T skirstinio tankis mato, nepriklausanc¢io nuo
nezinomy parametry, atzvilgiu taip pat yra kanoninio eksponentinio tipo:

g(t;m) = h(t)exp{n” t — B(n)}, teRF, mnegcRL (3.3.12)

Irodysime diskreciuoju atveju:

P {T(X)=t}= > flx;n) Z h(z)exp{n” T(x) — B(n)}

z:T(x)=t z: T (x

=exp{nT t — B(n)} Z t)exp{n” t — B(n)};
x:T(x)=t

Cia h(t) = Zz:T(m):t h(w)
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3.3.3 teorema. Jeigu aibé G turi bent vieng vidinj taska, tai statistika T', ku-
rios tankis mato v atzvilgiu yra (3.3.12) pavidalo, yra pilnoji.

Irodymas. Tegu funkcija ¢(t) tokia, kad

Eqo(T) = [ etlg(tndv(t)=0. ncg.

Tarkime, kad 7, yra vidinis aibés G taskas. Tada egzistuoja n, aplinka B(n,) C
G. Uzrase o(t) = ot (t) — ¢~ (t), Vn € B(n,) gauname

[ et wave) = [ ™o tyavie) (3:313)
Rk

¢ia du(t) = h(t)dv(t). Atskiru atveju, kai n = n,, gauname
/ e"OTtgo+(t)dU(t) = /e”OTtgo_(t)dU(t) =c>0.
Rk

Jei ¢ = 0, tai 7gfa(t) = o (t) = ¢ (¢) :TO b. v. pagal mata v. Jei ¢ > 0, tai
gt (t) = cleMtpt(t) ir g=(t) = ¢ leMotp™(t) yra tankiai v atzvilgiu. Istate
ot ir ¢~ iSraiskas i (3.3.13) lygybe, gauname: Vi € B(n,)

g @ = [ ety @),
R~

Taigi momenty generuojancios funkcijos nulio aplinkoje sutampa, nes n —n, €
B(0). Tada g*(t) = g~ (t) b. v. v atzvilgiu, todél ir T (¢) = ¢~ (t) b.v. mato
v atzvilgiu, i§ ¢ia i8plaukia ¢(t) = 0 b. v. v atZvilgiu. Vadinasi, pakankamoji
statistika T yra pilnoji.

A

3.3.1 isvada. I§ 3.3.3 — 3.3.5 pavyzdziy gaunama, kad Puasono ir bino-
miniam skirstiniams statistika 7' =Y., X, (arba jai ekvivalenti statistika X),
o normaliajam skirstiniui dvimaté statistika T = (31, X;, >, X?)T (arba
jai ekvivalenti statistika (X, s2)7) yra ne tik pakankamosios, bet ir pilnosios.

Kadangi E)(X) = A (Puasono skirstinys) ir E,(X) = p (binominis skirstinys),
tai X yra Puasono ir binominio skirstiniy vidurkiy NMD jvertinys. Kadangi
E,»2(X) = pn, E,,2(s?) = 0 (normalusis skirstinys), tai (X,s*)” yra para-
metro (i, 0?)” nepaslinktasis minimalios kvadratinés rizikos jvertinys.

3.3.9 pavyzdys. Tolygiojo skirstinio U(0, 8), nepriklausancio eksponentinei Seimai, pil-

noji pakankamoji statistika. Tarkime, kad turime paprastaja imtj X, X; ~ U(0,60), 6 > 0.
Tikétinumo funkcija

1 ~ 1
L(9) = on 1_[11(0’9)(Xj) = 071(0,9)()((77.))7
s

taigi pozicine statistika X(,) = maxj<;<n X; yra pakankamoji. Tegu pagal 3.3.1 apibrézima

0
Eo(¢(X(n))) = 9%/0 o(x)z"Ldr =0 su visais 0 € O = (0,00).
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Intervalai (0,6), 6 > 0 generuoja visa intervalo (0, 00) Borelio poaibiy o algebra B(0, o),
todél visoms aibéms B € B(0, c0)

/ @(x)z" " tde = 0.
B

1§ ¢ia igplaukia p(x)z™ ! = 0, todél ir p(x) = 0 b.v. pagal Lebego mata. Taigi X(n) yra
pilnoji pakankamoji statistika. Kadangi

n [ n
EX(n) = 7/ z"dx = 0,
9" 0 n + 1

tai jvertinys 6 = 21 X, yra nepaslinktasis. Statistika X, yra pilnoji, todél § yra ir NMD

jvertinys.

3.4. Rao ir Kramerio nelygybeé. Efektyvieji jver-
tiniai

3.4.1. Rao ir Kramerio nelygybé

Tarkime, kad nagrinéjamas statistinis modelis X ~ f(x;0),0 € © C R™,
t.y. tariama, kad tikimybiniai matai Py absoliu¢iai tolydas o-baigtinio mato u
atzvilgiu.

Tegu parametro v(0) = (11(0),...,7(0))T jvertinys 4 = (31,...,%)7 yra
nepaslinktasis, t.y. Eg¢% = ~(0), ir su visais 0 € © egzistuoja kovariaciné
matrica X = Vg (¥).

Teskosime kiekvieno jvertinio 4; dispersijos apatinio rézio ir bendru atveju —
bet kurios iy jvertiniy tiesinés funkcijos Z:’;l ¥, ¢; € R dispersijos apatinio
rézio.

I8 pradziy suformuluosime tam tikras reguliarumo sglygas, kurias turi tenk-
inti nagrinéjami tankiai.

Rao ir Kramerio salygos:

a) aibé © atvira ir sritis X" = {x : f(x,0) > 0} nepriklauso nuo ;
b) su visais 6 € © egzistuoja idvestiné (0);

c) su visais 8 € O egzistuoja i§vestiné f(x,0) ir galima diferencijuoti po
integralo zenklu:

/ f(a, O)d) = o / f(,0)du(x) =0, (3.4.1)
xn an
. . 0 R .
/ 3(2)f(2.0) du(w) =+ / 4() f (. 8)du(x) = 4(6). (3.4.2)
xn xn

Pazymeékime ¢(6) tikétinumo funkcijos (3.2.3) logaritma:

0(6) = (x(0) = In Lx(0) = In L(6).
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Sio atsitiktinio dydzio realizacijos yra imties tankio logaritmo In f(x,0), x €
R", reiksmes.

3.4.1 apibrézimas. Atsitiktinis vektorius

T
((0) = <8‘Zle(a), . agmzz(o)> (3.4.3)

vadinamas informandiy vektoriumi.
Is (3.4.1) lygybes isplaukia
. Oln f(x,0
Bo(i0)} = [ 2L (o, 0)duta) = 0.
R'n.

3.4.2 apibrézimas. Matrica

1(6) = Eo (é(e)éT(o)):[Ee(aégl’) 3;2‘:)” e [1s(0)] e (3.4.4)

vadinama imties Fiserio informacine matrica.

Jei 6 vienmatis, § € © C R, tai 1(8) = E¢f%(6).

3.4.1 teorema. (Rao ir Kramerio nelygybé). Tarkime, kad 4 = 4(X) yra
nepaslinktasis parametro ~(0) jvertinys su kovariacine matrica Vg(%). Jei Fise-
rio informaciné matrica I(0) teigiamai apibréZta su visais @ € @ C R™ ir
tenkinamos Rao ir Kramerio salygos, tai su visais 6 € ©

Vo(7) =47 (0) I (6)7(6). (3.4.5)
Nelygybé virsta lygybe tada ir tik tada, kai p-beveik tikrai

—~(0) =" (6) I"1(6) £(6). (3.4.6)

3.4.1 pastaba. Primename, kad simbolinis uZzraSas A > B, kai A ir B
yra vienodos dimensijos kvadratinés matricos, reigkia, kad matrica A — B yra
neneigiamai apibrézta.

Irodymas. Lygybes (3.4.1) ir (3.4.2) galima uZra8yti taip:
E(/) =0, E(/4")=4.
Vektoriaus 4 — v — 47 171 ¢ kovariaciné matrica yra:
0<B{5y 75T} 5y -4T1 )

~VE) -B{H-niTp 1y
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ATIE {é(fy - ~,)T} +ATIE {ééT} '
=V(EH) -4TT 5.
Nelygybé virsta lygybe tada ir tik tada, kai beveik visur
y-—y=5"1""4 (3.4.7)
A

3.4.1 iSvada. Jeigum =k =1,t.y. 0 € © C R, v(0) € G C R, tai i§
(3.4.5) nelygybés gauname

V(%) = 10) (3.4.8)
o jeigu v(0) = 0, tai
Vo(6) > %9) (3.4.9)

3.4.2 isvada. Parametrinés funkcijos v = ~(0) i-osios komponentés nepaslink-
tojo jvertinio 9; dispersija tenkina nelygybe

0vi 0
V() >4 =YY e TR (3.4.10)

80, 00,’
¢ia I™ yra matricos I7! elementai, t.y. 17! = [I"%],,xm. Jeigu 7;(0) = 0;, tai
V(6;) > I (3.4.11)
Taigi, kai 6 daugiamatis, parametro 6; nepaslinktyjy jvertiniy dispersijos ne
mazesnés uz I, jei visi kiti parametrai 6;, j # 4, nezinomi. Jeigu visi kiti para-
metrai Zinomi, tai i§ (3.4.9)nelygybés gauname, kad parametro 6; nepaslinktyjy
jvertiniy dispersijos ne mazesnés uz 1/I;. Galima patikrinti, kad I** > 1/I;;

(zr. 3.85 pratima). Tai naturalu, nes parametras 6;, kai kiti parametrai Zinomi,
turéty buti vertinamas tiksliau.

3.4.3 isvada. Ivertinio 4 apibendrintgja dispersija vadinamas determinan-
tas |[Vg(¥)| . I8 (3.4.5) nelygybés isplaukia

V)= AT, (3.4.12)
okaiv;(0)=0;, i=1,...,m, tai

V(6)] > |17} (3.4.13)

3.4.4 isvada. Jeigu 0 ir v = (0) yra vienmaciai, tai i§ (3.4.7) formulés
i8plaukia, kad nepaslinktojo jvercio 4 dispersija lygi apatinei Rao ir Kramerio
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nelygybés ribai tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia funkcija C'(@), kad galioja
lygybé
i(6) = C(0)(3(X) — 1(0)). (3.4.14)
Tada dispersija yra
VA =[4(0)/C0) |, (3.4.15)
taigi dispersija gali buti rasta neskaic¢iuojant informacijos kiekio.
3.4.1 pavyzdys. FEksponentinio skirstinio vidurkio jvertinys. Tarkime, paprastoji imtis

X = (X1, ..., Xn)7T gauta stebint a.d., turintj eksponentinj skirstinj: X; ~ £(1/6). Tada

LO) = e~ "%/ 4(6) = —nIno —

n - . n —
= e 75 )= 5 (X 0.

0

Kadangi EX = 0, tai X yra nepaslinktasis parametro ¢ jvertinys. Funkcija £(6) yra (3.4.14)
pavidalo, C(0) = n/62, todél X yra NMD jvertinys ir jo dispersija 62 /n.

3.4.2 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro jvertinys. Tegu paprastoji imtis X =
(X1,..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ P(\). Tada

i) = (X - ).
A
Taigi X yra parametro A\ NMD jvertinys ir jo minimali dispersijos reik¥mé yra \/n.

3.4.3 pavyzdys. Binominio skirstinio parametro jvertinys. Tarkime, kad paprastoji
imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ B(1,p). Tada

K(P) = m X

Todél X yra parametro p NMD jvertinys ir jo minimali dispersijos reikimé yra p(1 — p)/n.

- D).

3.4.5 isvada. Jeigu 6 ir v = (@) yra vienmadiai, tai nepaslinktojo jvertinio
4 dispersija lygi apatinei Rao ir Kramerio nelygybés ribai tada ir tik tada, kai
tikétinumo funkcija yra pavidalo

Lx(0) = h(X) exp{n(0)7(X) — b(6)}. (3.4.16)

Taigi 4 = 4(X) yra pakankamoji statistika ir jos skirstinys priklauso vienparametri-
nei eksponentiniy skirstiniy Seimai.

I5 tikryjy, integruodami (3.4.14) lygybés abi puses gauname, kad ji ekvi-
valenti lygybei

In L = 4(X) / C(6)d0 — / C(0)7(0)d6 + D(X),

todél L yra (3.4.16) pavidalo.

3.4.4 pavyzdys.Rao wr Kramero nelygybé gali ir negalioti, jeigu neispildytos Rao ir
Kramero sqlygos. Tarkime, paprastoji imtis Xi,..., X, gauta stebint a.d. X ~ U(0,0).
Pozicinés statistikos X(,) tankio funkcija yra

xnfl

fn(zx) =g 0<z<6.

Randame

0
E(X@m)) = i/ z"dx = %9.
0 n
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Taigi 0 = (n + 1) X () /n yra nepaslinktasis parametro ¢ jvertinys. Randame dispersija

~ (n+1)2n/9 11 2 62 1
V(610) = — "ldr — 0% = =0(—),
(616) n2 0" Jo v * n(n + 2) (ng)

kai n — oco. Rao ir Kramerio nelygybés desinioji pusé yra 1/(ni(0)) = O(1/n). Akivaizdu, kad
kai n pakankamai dideli, Rao ir Kramerio nelygybé negalioja. Priezastis ta, kad nei§pildyta
salyga a) (sritis {@ : f(«|0) > 0} priklauso nuo 6).

3.4.2. Informacijos kiekio savybés

Paprastosios imties X = (Xy,...,X,,)7 informacijos apie parametra 6 kiekj
Ix(0) trumpai zymésime I(6), o vieno stebéjimo informacijos kiekj #(0).

Informacijos kiekio savybeés:

1. Tegu X, ..., X,, yra nepriklausomi a. d., kuriy tankiai o-baigtinio mato p
atzvilgiu yra f;(2;60), i =1,...,n, 0 € ® C R™. Jeigu I;(0) yra atsitiktinio dy-
dzio X; informacijos apie parametra @ kiekis, o I(0) — vektoriaus (X1, ..., X,,)T
informacijos kiekis, tai

Kai imtis paprastoji
1(0) = nI1(6). (3.4.17)

Irodymas. Zymékime [;(0) =1n f;(X;,0). Tada teisingos lygybés

16) =B 1(0)(3_1(0) = S BLO) 0) + Y EL(O)I (9))

i#£j
=> EL(0)E(](0) + > I;(0) =) _I:(0),
i#£j i=1 i=1

nes E(1;(0)) = 0.
A

2. Tegu X = (X1, ..., X,,)T yra didumo n imtis, kurios tankis mato p atZvil-
giu yra f(x;0), o T = T(X) statistika, kurios tankis ¢ (¢;6) mato v atzvilgiu
taip pat tenkina Rao ir Kramerio salygas. Tada

I7(0) < Ix(6).

Jeigu T pakankamoji statistika, tai nelygybé virsta lygybe, t.y., pereinant nuo
X prie pakankamosios statistikos T', informacijos kiekis nesumazéja.

Irodymas. Parodysime, kad

B <f(X’9> T = t) _ U(t0) (3.4.18)
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Imkime bet kokia maciaja aibg A statistikos T' kitimo srityje ir pazymekime
A={x:T(x) € A}. Tada

f(X,H) B f(ac,@)
Ey (f(X,Q) lA(T(X))> = /i f(w,@)f(m’o)d“(m)

-2 | t@.0)duta) = Dpyx e Ay = Dpyire )
— 5 [ v = | jg?g;w,mdum R, <W1A<T<X>>>.

P(T(X),0)
Tai ir jrodo (3.4.18) lygybe. I$ ¢ia, remiantis salyginio vidurkio savybémis,

ji o) (Fo\ - ()
e (22) -r {520 (D)) (2) i

AN AN 0\’ fib

B, (f_¢> _Ee(f) +E9(¢) 9, (M)

=Ix+Ir—-2Ir=Ix —Ir > 0.

Nelygybé virsta lygybe, kai p beveik visur f/f = /1. I8 &a In f(X,0) =
Iny(T,0) + H(X), todél

Todél

f(X,0) = (T, 0)h(X).

Remiantis faktorizacijos kriterijumi, T yra pakankamoji statistika.
A

3. Jei tenkinamos a) ir b) Rao ir Kramerio salygos, egzistuoja funkcijos
f(zx, 0) antrosios eilés iSvestinés pagal 0 ir

/fa:@du /fa:@d,u

Ix(0) = —E4l(0) = {—EQ (mﬂ . (3.4.19)

tai

Irodymas. Kadangi ¢ = f/f, tai

0= [ fw.0)u@) = [ 5 (itw.0)1(@.0)) du(a) -
)

Rn
= / i(x,0)f(x,0)du(x) + / U, 0)(T (x,0) f(x,0)du(z) =
R" R™
— Egi(X,0) + Eg ( (X, 0){T(X, 0))

I5 ¢ia gaunamas ieSkomasis rezultatas.
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3.4.3. Efektyvieji jvertiniai

Tarkime, X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis, gauta stebint a.d.
X, kurio tankis f(z,0) atzvilgiu o baigtinio mato u priklauso nuo vienmacio
parametro § € © C R. Tada funkcijos v = v(6) € G C R nepaslinktojo
ivertinio 4 dispersija, kai galioja suformuluotos reguliarumo salygos, tenkina
Rao ir Kramerio nelygybe

Vo(¥) > (3.4.20)

3.4.3 apibrézimas. Ivertinys 4 vadinamas efektyviuoju, jeigu jo dispersija
lygi (3.4.20) nelygybés deSinéje esanciam reiskiniui. Nepaslinktojo jvertinio 4
efektyvumu e = e(y) vadinamas (3.4.20) nelygybés desinéje esancio reiskinio ir
jivertinio dispersijos santykis:

' (0))?
e O)Vo() <1 (3.4.21)
Jeigu jvertinys 4 efektyvus, tai jo efektyvumas e = 1.

3.4.2 pastaba. Toks efektyvumo apibrézimas turi truikumy: jei egzistuoja
efektyvusis parametro v = y(0) € G C R jvertinys 4, tai i§ visy funkcijy v* =
h(~(8)), ¢ia h yra diferencijuojama aibéje G funkcija, tiktai tiesinés funkcijos
¥* =avy+b, a,b € R, turl efektyviuosius jvertinius.

Pavyzdziui, jei egzistuoja efektyvusis parametro «y jvertinys, tai neegzistuoja
efektyvieji In~y,e” ir kt. parametry jvertiniai.

Irodymas. Remiantis 2.4.1 teorema, jvertinys 4 tenkina lygybe
H(X) =7(8) +57(6) I"1(6) (X, ).

Tarkime, kad 4 yra efektyvusis parametro v* = h(y(0)) ivertinys. Kaip ir
ivertinio 4 atveju,

An(X) = h(7(0)+h'(v(8))3"(8) I~ (8) (X, 8) = h(v(8))+1(7(6))(H(X)~(8)).

Kairiojoje nelygybés puséje esantis reiskinys nepriklauso nuo 6, todél egzistuoja
tokios konstantos a,b € R, kad

W(v(0)) =a, h((0)) —ay(6) =b.

I ¢ia h(v(0)) = ay(0) + b.
A

Taigi, efektyvumas priklauso nuo vertinamos parametro 6 funkcijos pavidalo.
To paties modelio vieny parametro 6 funkcijy efektyvusis jvertinys egzistuoja,
o kity — ne.

3.4.5 pavyzdys. Puasono skirstinys: efektyvusis parametro v(\) = \? jvertinys neegzis-
tuoja. Tarkime, X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis, gauta stebint a.d.

dispersija A/n sutampa su (3.4.20) nelygybés desSinéje esan&iu reigkiniu ir 8is jvertinys yra
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efektyvus1s Nagrinékime funkcija v(\) = 2. Tada (3.4.20) nelygybés deginéje reigkinys lygus
A2(N\) - A/n = 473 /n. Sio modelio Sp = X1 4+ -+ Xn ~ P(nA) yra pilnoji ir pakankamoji
statistika, todél parametro A? NMD jvertinys yra:
X 4N 2)2
N=X2_-Z E,A) =), Vv, = =
n n n
Matome, kad V3A2 yra didesné uz 4\3/n ir efektyvumas e < 1.

3.4.3 pastaba. Kaip matoma i§ §io pavyzdzio, gali atsitikti, kad surasto
NMD jvertinio dispersija yra didesné uz Rao ir Kramerio nelygybéje nurodoma
riba, t.y. 8i nelygybé néra absoliuéiai tiksli.

3.4.4 pastaba. IS 3.4.5 i8vados ir 3.4.2 pastabos iSplaukia, kad net kai
parametras vienmatis, efektyvieji jvertiniai gana reti. Jie egzistuoja tik ekspo-
nentiniy désniy Seimoms ir net tuo atveju parametrai, turintys efektyviuosius
jvertinius, yra beveik vieninteliai (jie yra tiesinés vienas kito funkcijos). Kita
vertus, matysime, kad ribiniu atveju, ka:i imties didumas n — oo, labai placiai
modeliy klasei galima rasti jvertinius, kurie "asimptotiskai efektyvus”. Jei 0 yra
asimptotiskai efektyvus kurio nors modelio parametro 6 jvertinys, tai daugumai
parametry A = A(0) jvertiniai A= )\(é) taip pat yra asimptotiskai efektyviis.

Yra gauta ir kitokiy jvertinio dispersijos riby i§ apacios, kurios kartais patiks-
lina Rao ir Kramerio nelygybe. Matéme, kad Rao ir Kramerio nelygybé virsta
lygybe, kai 4 — ~ tiesiskai iSreiskiama informan¢iy vektoriumi £(0) (Zr. (3.4.6)
lygybe). Jeigu tokios lygybés néra, tai kartais 4 — « galima tiesiskai isreiksti
pirmosios ir aukstesniyjy eiliy i§vestinémis. Tai leidzia gauti tikslesnes jvertiniy
kovariaciniy matricy ribas i§ apacios. Suformuluosime bendriausig tokio tipo
rezultaty (zr. [4]).

Tarkime, kad nagrinéjamas statistinis modelis X ~ f(z;0), 0 € © C R™,
t.y. tariama, kad tikimybiniai matai Pg absoliu¢iai tolydus o-baigtinio mato
atzvilgiu. Tegu parametro v(0) = (y1(0), ...,vx(0))? ivertinys 4 yra nepaslink-
tasis ir su visais 6 € © egzistuoja kovariaciné matrica Vg (¥).

3.4.2 teorema. (Bolsevo). Tarkime, kad:
1) aibé © atvira ir sritis X™ = {x : f(x,0) > 0} nepriklauso nuo 6;
2) su visais @ € © egzistuoja tankio f(x,0) dalinés iSvestinés iki s-osios eilés
imtinai ir galima diferencijuoti po integralo Zenklu, t.y.
811+ +im

207 - o0 e f(,0)dpu(x) =0, 1<ii 4 Fip <5

be to, tegu Y = (Y1,..Yn)T yra N-matis atsitiktinis vektorius, kurio koordi-

natés yra bet kurie a. d.
1 §irttim ‘ ‘
?Wf(xvo)a 0O, 1<ir+ - +in<s,
b 00

ir su visais 8 € © egzistuoja teigiamai apibrézta kovariaciju matrica J =
Eo(YYT);
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3) su visais @ € © ir j = 1,. ..,k egzistuoja funkcijy v;(0) dalinés isvestinés
iki s-osios eilés imtinai ir galima diferencijuoti po integralo Zenklu, t.y.

girttim o girttim o
Vi - . 5 9 d e e ) .
[ A5t g 00dnta) = e ,(0)

Tada su visais 6 € ©
Vo(3) > TTJ'T; (3.4.22)
dia I = [I';j] nxx matrica, kurios j-asis stulpelis susideda i3 daliniy iSvestiniy
it Fim
m%‘(e)a 1<ig+---+1ip <,

isdéstyty ta pacia tvarka kaip ir vektoriaus Y koordinatés. Nelygybé virsta
lygybe tada ir tik tada, kai

¥—v=TTJ7'Y.
Irodymas. Su visais z € R* nagrinékime vienmatj a. d.
Z=[%-~) -TT3 'Y 2
Remiantis 2) ir 3) prielaidomis, E(4 —~)Y” =TT, Tada
0<EZ?*=2"(V(#) -2 ' T+ 17313 ')z =27 (V(#) - T7TI ')z,

I8 ¢ia gaunamos (3.4.22) nelygybes.

3.4.5 pastaba. Jeigu s = 1, tai Y = (Y,...,%,,)T = (0), T = 4(0).
Todél i§ (3.4.22) gauname Rao ir Kramerio (3.4.5) nelygybe.

3.4.6 pastaba. Nelygybés (3.4.22) deSinéje puséje esantis reiskinys neprik-
lauso nuo to, kuria tvarka surasytos Y koordinatés.

3.4.7 pastaba. Atmetus vektoriaus Y kurig nors koordinate ir i§braukus
atitinkamga matricos I'" stulpelj, naujai gautos matricos I'y ir J tenkina nelygybe

r’J-'r > 173, 'T,.

Todél, didinant dimensija N, (3.4.22) nelygybés desinéje reiskinys gali tik pa-
dideti (7r. [4]).

3.4.6 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro > efektyvusis pagal Bolsevg NMD
jvertinys. Tegu paprastoji imtis X = (X1,..., X»,)T gauta stebint Puasono a.d. X; ~ P(\).
Reikia jvertinti vektorine funkcija y(A\) = (71, 12)T = (A, A2)T. Turime

n 1 n
_ \S,—nA _ o
F(X,y) =A% HF S—ZXI P(nA).
i=1 =1
Parinkime tokias a.v. Y = (Y1, Y2)” koordinates:

— 2 2
lelgzs n)\, Yg:lﬂ:<§> 7§(2n+l)+n2.
fox A for? A
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Tada

g (Vi Cov(vi,Y2) \_( X 0
- Cov (Yh YQ) ViYs - 0 2% ’

kil 9y2
I‘:(a%\ aéw\):(l 2)\).
Y1 Y2 0 2

2% 2%

Sudaugine matricas, gauname

A 222
rTJ1r< e QJr& >
n n n2
Matome, kad abiejy NMD jvertiniy A=Xirx2=X2 — X /n dispersijos sutampa su patikslin-
tos (3.4.22) nelygybés nurodytomis ribomis. Jeigu apibrézdami jvertiniy efektyvuma imtume
patikslintas (3.4.22) ribas, tai 8iy abiejy jvertiniy efektyvumas bity lygus 1.

3.4.4. Asimptotiskai efektyvieji jvertiniai

Tarkime, kad nagrinéjamas statistinis modelis X ~ f(z;0),0 € © C R™,
t.y. X skirstinys absoliu¢iai tolydus o-baigtinio mato y atzvilgiu. Nagrinésime
parametro v(0) = (71(0), ..., v,(0))T ivertinius.

Parodéme, kad efektyvieji jvertiniai (kai Rao ir Kramerio nelygybé virsta
lygybe) egzistuoja gana retai. Efektyviyjy jvertiniy klasé kur kas platesné, jeigu
efektyvumas nusakomas kaip asimptotiné savybé, kai imties didumas n — oo.

Jeigu tenkinamos Rao ir Kramerio teoremos salygos, tai nelygybéje nurodoma
riba yra eilés 1/n (kai salygos netenkinamos, gali egzistuoti jvertiniai, kuriy dis-
persijos mazéja greiciu 1/n1+5, 0 > 0; Zr., pvz., 100 pratima). Kaip matéme na-
grinétame pavyzdyje, Rao ir Kramerio nelygybés pataisos, pateikiamos Bolsevo
teoremoje (jeigu ju reikia), yra aukStesnés eilés nykstamas dydis, palyginti su
pagrindinio nario eile 1/n. Todél asimptotiskai jos neturi reiksmes.

Zinome, kad jvertis efektyvusis, jei jo kovariaciné matrica pasiekia apatine
Rao ir Kramerio nelygybés riba. Reguliariomis salygomis statistinio modelio
nepaslinktasis jvertinys 4 efektyvusis tada ir tik tada, kai

5 —~4(6) =47 (0) I"1(8) i(6). (3.4.23)
Kai imtis paprastoji I7'(0) =i (0)/nir desiniojoje (3.4.23) lygybés puséje yra
B(6){(0)/n; ¢ia B(8) = 47 (0)i~'(0) nepriklauso nuo n ir X. Bendru atveju,
jei I(8)/n N i(0), tai desiniojoje lygybés puséje yra (B(8) 4+ op(1)) £(0)/n.
Is ¢ia iSplaukia asimptotinio efektyvumo apibrézimas.

3.4.4 apibrézimas (Rao). Ivertiniy seka 4 = 4,, vadinama asimptotiskai
efektyvigja, jeigu egzistuoja tokia matrica B(6), kad su visais 8 € ©

1.
vn <ryn ~7(6) - B(6)- e<9)> L0, n— . (3.4.24)
Net turint labai bendra (nebutinai paprastosios imties) modelj, tenkinantj salyga
I(68)/n— i(0), apibrézime vietoje matricos B() buty galima naudoti 47 ()
i~%(0), bet kartais matrica B(0) randama neskaiciuojant i ().



88 3 SKYRIUS. PARAMETRU JVERTINIAT

3.4.8 pastaba. Jeigu imtis X = (X1,...,X,,)? paprastoji ir Egé(@) =
0, 4(0) > 0, tai asimptotiskai efektyviyjy jvertiniy seka 4, yra asimptotiskai
normalioji:

Vi, —7(8)) % Y ~ N0, B(6)i(6) BY(9)). (3.4.25)

Jei B(6) =+(0)i '(0), gauname
Vi, —(6)) 5 Y ~ N0, 57 (8)i71(8) %(0)). (3.4.26)

Irodymas. Atsitiktinis vektorius /n(%,, —~(0)) asimptotigkai (kai n — oo)
turi ta patj skirstinj kaip ir atsitiktinis vektorius B(O)%én(O)\/ﬁ . Tagiau
én(B) yra vienodai pasiskirs¢iusiy nepriklausomy atsitiktiniy vektoriy su nulini-
ais vidurkiais ir kovariacinémis matricomis ¢(@) suma. Remiantis CRT, atsitik-

tinis vektorius £, /y/n 4 Z~ N (0, i(0)), todél
Vi3, —7(0)) > B(O)Y ~ Ni(0, B(6)i(6) BT(6)).
A

3.4.9 pastaba. Jeigu jvertiniai 4 ir 4 asimptotiskai efektyvieji pagal Rao,
tai jie asimptotiskai ekvivalentus, t.y. su visais § € ©

3.4.7 pavyzdys.Puasono skirstinio parametro A\ asimptotiskai efektyvusis jvertinys.
Tegu X = (X1, ..., X»n)T yra paprastoji imtis i§ Puasono skirstinio su parametru \. Imkime
parametro A2 jvertini A2 = )g 2. Parodysime, kad &is jvertinys asimptotiskai efektyvusis pagal
Rao. Zinome, kad £(\) = n(X —\)/A. Asimptotiskai efektyvusis jvertinys turi tenkinti lygybe

X -
A

) = V(X = A)(X + - @) B0, nooo.  (34.27)

Vn <X2 ;10

Pirmasis daugiklis v/n(X — ) By~ N(0, ). Antrasis daugiklis pagal tikimybe artéja prie
0, jeigu B(X\) = 2)2. Taigi (3.4.27) lygybé tenkinama ir jvertinys A2 = X2 asimptotiskai
efektyvusis pagal Rao.

3.4.5. Asimptotinis jvertiniy palyginimas

Tarkime, yra dvi vienmacio parametro v = ~y(0) pagristyjy, nepaslinktyjy ir
asimptotiskai normaliyjy jvertiniy sekos 41, ir Yo,

3.4.5 apibrézimas. Riba

(3.4.28)
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vadinama jvertinio 4o, asimptotiniu santykiniu efektyvumu (ASE) jvertinio 4,
atzvilgiu.

Tarkime, kad egzistuoja toks r > 0, kad
n'V () = a1, n'V(H,) = a2, n—oo.
Tada Es = Z—; ir, kai im¢iy didumai n; ir no auga, iverciy dispersijos apytikriai

. .. a 1/r 1/r
lygios, jei n1 = nq (i) =noFE5] .

Taigi Fo1 &~ ni/ng. Pavyzdziui, jei Eo; = 0,5, tai jvertiniy 41, ir Jan,
tikslumas apytikriai vienodas, imant no = 2n;. Taigi, norint pasiekti ta patj
tiksluma, antrajam jvertiniui reikia turéti du kartus daugiau stebiniy.

3.4.10 pastaba. Jeigu jvertiniai yra paslinktieji, tai deSinéje (3.4.28) ly-
gybés puséje lyginame kvadratinés rizikos funkcijas.

3.4.8 pavyzdys. FEmpirinés medianos, kaip normaliojo skirstinio vidurkio jvertinio,
asimptotinis efektyvumas empirinio vidurkio atZvilgiu. Vertindami normaliojo skirstinio vidurkj
3.3.4 ir 3.3.5 skyreliuose, gavome, kad empirinio vidurkio X dispersija yra 0'2/71, 0 empirinés
medianos X asimptotiné dispersija — wo2/2n. Taigi jvertinio X ASE, palyginti su X, yra
2/m =~ 0,64. Vadinasi, norint pasiekti ta patj tiksluma ir turint jver&ius X ir X, reikia,
pavyzdziui, im€iy, kuriy didumas atitinkamai yra 640 ir 1000.

3.5. Ivertiniy radimo metodai

Parametry jvertiniy radimo metodus, kai egzistuoja pilnosios ir pakankamo-
sios statistikos, aptaréme 3.4.3 skyrelyje. Taciau tokios statistikos egzistuoja ne
visada. Be to, salyginiy vidurkiy skai¢iavimas pakankamuyjy statistiky atzvilgiu
kartais buna gana sudétingas. Panagrinésime jvertiniy radimo metodus, kuriuos
galima pritaikyti bendresniems modeliams.

3.5.1. Momenty metodas

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)7 gauta stebint a.d. X, kurio
pasiskirstymo funkcija yra F(z,0), 8 = (61,...,0,,)T € ® C R™, ir egzistuoja
momentai

o0

as = ag(0) = / 2*dF(z,0), s=1,2,...,m.

— 00
Zinome (7r. 3.3.4 ir 3.3.5 skyrelius), kad empiriné pasiskirstymo funkcija F}, (z)
ir jos pagrindu sudaryti empiriniai momentai

o0 . 1 n
asz/ deFn(x):gle;, s=1,2,...,m,
]:

— 00

yra nepaslinktieji ir pagristieji pasiskirstymo funkcijos F'(x,0) ir teoriniy mo-
menty oy jvertiniai. Todél parametro 8 = (01, ...,0,,)7 jvertiniy ieskosime is
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lygéiy sistemos
as(01,...,0m) =as, s=1,2,...,m, (3.5.1)

kurioje teoriniai momentai prilyginami atitinkamiems empiriniams momentams.
Jeiao = (aq,...,a,) : © = R® yra bijekcija, tai gautoji sistema igsprendzia-
ma, parametry atzvilgiu ir gaunami momenty metodo jvertiniai

0, = 0,(a1,az,...am), , s=1,2,....,m, (3.5.2)

kurie yra empiriniy momenty a1, as, ..., a,, funkcijos.

Tokiy funkcijy savybés aptartos 3.3.5 skyrelyje. Pavyzdziui, jei gautosios
funkcijos yra tolydzios ir tasko (as, ..., ay, ) aplinkoje turi tolydzias dalines igvesti-

nes savo argumenty atzvilgiu, tai gautieji jvertiniai @ = (61,...,60,,) yra pagris-
tieji ir asimptotiskai normalieji:

V(@ —-6) %Y ~ N, (0,B(a) = (B(a)’); (3.5.3)

6éi A1y .-ey Oy
B(a) = [Bij(a)]mx,n, Bij(a) = [(Z%l)] , 2= [ai+j_aiaj]m><m-
J a=«

3.5.1 pastaba. Jau 3.4.3 skyrelyje jrodéme, kad NMD jvertiniai turi buti
pakankamuyjy statistiky funkcijos. Jos, suprantama, nebutinai turi sutapti su
empiriniais momentais. Todél momenty metodu rasti jvertiniai daznai nebuna
asimptotiskai efektyvieji, t.y. jy asimptotiné dispersija gali buti didesné negu
ivertiniy, gauty tikslesniais metodais. Nepaisant to, §is metodas gana daznai
naudojamas, nes palyginti paprasta skaiciuoti. Be to, momenty metodu gautus
ivertinius galima panaudoti kaip pradinius artinius ieskant jvertiniy tikslesniais
metodais.

3.5.2 pastaba. Vietoje pradiniy momenty kartais patogiau naudoti cent-
rinius momentus ir spresti lygéiy sistema

a1(01,..,0m) = a1, ps(01,...,0,) =ms, s=2,...,m. (3.54)

3.5.3 pastaba. Jeigu stebimy a.d. momentai neegzistuoja, tai vietoje
empiriniy momenty galima naudotis kitokiomis empirinémis charakteristikomis.
Pavyzdziui, Kosi skirstinio parametry jvertinius galima gauti prilyginus empir-
ine mediang ir tarpkvartilinj plotj atitinkamiems teoriniams analogams (7r. 3.3.4
skyrelj).

3.5.1 pavyzdys. Normaliojo skirstinio parametry jvertiniai, gauti momenty metodu.

Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ N (g, 02). Kadangi
parametrai p ir 02 yra a.d. X vidurkis ir dispersija, tai i§ karto gauname

n

N 1 _
i=X==>"X;, 2=ma=-> (X; - X)%
nis nis
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3.5.2 pavyzdys.Beta skirstinio parametry jvertiniai, gauti momenty metodu. Tegu pa-
prastoji imtis X = (X1, ..., X»)T gauta stebint a.d. X ~ Be(y, n). Parametrams vertinti
turime lygciy sistema

{ EX=-1 =X

Y+n n 9
VX =zt =5

I8sprende gauname parametry v ir n jvertinius
X(1-X)

S

Ivertiniai yra empiriniy momenty X ir s? funkcijos. Pazymésime, kad egzistuoja parametro
(7, m)T pakankamoji statistika T' = (5= X5, TT7= (1= X;))T ir NMD jvertiniy pagal 3.3.2
poskyrio teorema reikéty ieskoti funkcijy nuo pakankamosios statistikos T klaséje.

3.5.2. DidzZiausiojo tikétinumo metodas

Tarkime, kad nagrinéjamas statistinis modelis X ~ f(z;80), 0 € © C R™, t.y.
X skirstinys absoliu¢iai tolydus o-baigtinio mato p atzvilgiu.

Funkcija L(60) = Lx(0) = f(X;6) vadinama tikétinumo funkcija, nes jos
reiksmé f(x, @) parodo, kiek tikétina, jog imtis jgis reiksme « (diskreciu atveju)
arba reiksme i§ @ mazos aplinkos V() (tolydziu atveju), kai tikroji parametro
reik§meé yra 6:

PQ(X S V(dﬁ))
p(Vie)

Taigi labiausiai tikétinos € reikSmeés yra tos, kurios maksimizuoja tikétinumo
funkcija.

Turint imties realizacija « ir norint jvertinti tikraja parametro 6 reikSme,
ieskoma tos 6 reik§meés, kuri butent ir maksimizuoja tikimybe, kad imtis jgis
reikSme x arba reik§me i§  mazos aplinkos.

f(x,0) =Pg(X =x) arba f(x,0)~

3.5.1 apibrézimas. Statistika & = 6,, = 6(X) vadinama parametro 0
didZiausiojo tikétinumo (DT) jvertiniu, jei u-b.v.

L(6,,) = supgco L(0). (3.5.5)

3.5.4 pastaba. Jei T = T(X) yra pakankamoji statistika, tai i§ faktor-
izacijos kriterijaus Lx (0) = g(T'(X), 8) h(X) isplaukia, kad DT jvertinys yra T'
funkcija, nes @ atzvilgiu funkcija L jgyja maksimumg tame paciame taske, kaip
ir funkcija ¢(T'(X), 0).

3.5.5 pastaba. Didziausiojo tikétinumo jvertiniai turi invariantiskumo savy-
be: jei A = A(6), 0 A: ® — R™ yra bijekcija, tai vietoje modelio X ~ Py, 0 €
© gauname jam ekvivalenty kitaip parametrizuota modelj X ~ P, A € A(©)
ir nauja tikétinimo funkcija L% (A) = Lx (8())), maksimizuojama taske A, =
A(B,,); dia O(X) yra atvirksting funkcijai A(6).

Tuo atveju, kai A : ® — RF, k < m, yra macioji funkcija, atvaizduojanti
aibe ® | mazesnio matavimo erdve, statistika An = )\(én) vadinama parametro
A = A\(0) didziausiojo tikétinumo jvertiniu.
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Paprastai DT jvertinio ieSkoma maksimizuojant 6 atzvilgiu funkcija
0(0) =Lx(0) =InLx(6),
nes ji pasiekia maksimuma tame paciame taske kaip ir L, o In L pavidalas daz-
niausiai yra paprastesnis.

Jei funkcija ¢(€) turi maksimuma ir diferencijuojama 6 atzvilgiu, tai DT
jvertiniai tenkina tikétinumo lygtis

((6) = 0; (3.5.6)

((0) = ( 8316(9) , ajmﬁ(e))

yra informanciy vektorius.

3.5.3 pavyzdys. Normaliojo skirstinio DT jvertiniai. Tegu paprastoji atsitiktiné imtis
X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a.d. X; ~ N(u, 02). Tikétinumo funkcija

1 1 <
2y _ _
L(p,0%) = @ exp{—5— ;(Xz

jos logaritmas
n

2, _ 1 2 n 1 ) 2
Lp, o )7—§lna —Eln(Qﬂ)—?iE:le—u) .
Informantés yra:

K M, 07) = 2Z(X

) 2
EU2(“’U )= - 20.2 20.4 Z

i=1

1< 1<
p=X=-3 X, &2=m2:;;(xz—
=

sutampa su momenty metodu gautais jvertiniais. [vertinys (X, ma) maksimizuoja tikétinumo
funkcija, nes

. n o n, ms 1 <&
UK, ma) =, 0?) = =% — 2 T2 —2: — )2
2 2 202 “—
n n mo n mso n = 2 m2
=————Ihn—+—-——"FF+—(X— > —(zx—lnz—-1), z=z=—F.
2 2 o2 2 o2 202( 2 _2( ) o2

Funkcija f(z) = z —Inz — 1 neneigiama intervale (0, 00), nes f/'(z) = (x—1)/z, f"(z) = 1/z ,
todél jos minimumo tagkas §iame intervale yra z = 1, o f(1) = 0. Taigi £(X, m2) — (s, 02) >
0.

Fiksavus p € (0,1) p kvantilis yra z(p) = p + oz(p) pavidalo; ¢ia z(p) yra standartinio
normalaus skirstinio p kvantilis. Jo DT jvertinys

&(p) = X + v/maz(p).

3.5.4 pavyzdys. Eksponentinés skirstiniy Seimos DT jvertiniai. Tarkime, kad imties X
skirstinys priklauso eksponentinei skirstiniy Seimai {(uzraSytai kanonine forma po reparametriza-
vimo):

f(x;0) = h(x) exp{6T T(x) — B(6)}, =< R.
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Tada ) )
0(6) = Inh(X) + 67 T(X) - B(O), £(6) = T(X) - B(B),
{0) = —B(), I(0)=DB(9).
DT jvertiniai tenkina lygtis )
B(0) =T (X).
Zinome, kad EgT(X) = B(0). Taigi DT jvertiniai sutampa su momentuy jvertiniais, jei vietoje
imties X imama jai ekvivalenti imtis T' (primename, kad T yra pakankamoji statistika).

Tikétinumo funkcijos forma priklauso ir nuo imties struktiros.

3.5.5 pavyzdys. Paprastosios imties tikétinumo funkcija. Tegu X = (X1,...,Xn)7T
yra paprastoji imtis, X; ~ f(z,0),0 € ® C R™. Tada

n

L(6) =Lx(8) =[] f(X:,0),
i=1
n .
00) =Y £:i(0), €:(6)=1Inf(X;,0), Zz (8). (3.5.7)
i=1
3.5.6 pavyzdys. Grupuoti duomenys. Tarkime, kad Z = (Zn1, -, Znn)T yra atsi-

tiktinis vektorius, turintis polinominj skirstinj Py (n,p(0)); ¢ia p(@ ) (p1 0),....,pn(0)7,
6c®CR™.

Pavyzdziui, jei nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy X; ~ F(z,8), 0 €
® C R™, i = 1,...,n, reikdmiy sritis R padalijama j N intervaly I1,...,In, tai Z,;
gali bati 1nterpretu01am1 kaip atsitiktiniy dydziy X;, patenkanciy j intervalus I;, skaiciai:
Znj =37 11;(X5), ir pi(0) = Pe{X; € I,}. Taigi

n!
ki!...kn!
Tarkime, kad stebimi tik Z,;. Tada tikétinumo funkcija yra

Po{Zui = ki, .., Znn = kn} = Py (0)P52 (8) ... pNY (6).

1
L(0) = ———— p{" (O)pf"(8) ...p XN (0)-
Zn1! o ZpN!

3.5.7 pavyzdys. Pirmojo tipo cenzuravimas. Fiksuojamas eksperimento laikas ¢ ir ste-
bima n objekty. Jy funkcionavimo trukmés 71, ...,7T, yra vienodai pasiskirste nepriklausomi
absoliuciai tolydis atsitiktiniai dydZiai, pasiskirstymo funkcija yra F'(¢,0),0 € ® C R™, ir
tankis Lebego mato atzvilgiu yra f(¢,0). Atsitiktinio dydzio T; reikdmé ¢; stebima tiktai tada,
jei t; <t. Pazymékime

Xi = min(Ti,t), (51 == 1(0, t] (Tl)
Turime imtj
(X17 51)7 ceey (X7L7 5n)7
kurioje X; = T;,6; = 1, jei i-asis objektas sugenda momentu T; < ¢, ir X; = t,0;, = 0, jei
i-asis objektas nemirgta iki momento ¢. Atsitiktiniai vektoriai (X, d;) nepriklausomi vienodai
pasiskirste, todél ieskokime (X1, d1) désnio. Turime

Fx,.5,(2,1;0) =Po{X1 <,01 =1} =Po{T1 <z, T1 <t}

= Fp, (min(z,t)) = /OJC f(u,0)1(g, y(u)du = /Oac fH(u,0)(1 — F(u,0)%d(u At),
Fle(gl (2,0;0) =Pp{X1 <2,61 =0} =Pg(t <z, T1 > t)
=10, ()1 — F(1,0)) = /O " 1O, 0)(1 — F(u, 0)) d1q, ().

Nagrinékime mata p ervéje (R4 x {0,1}, By x &): ¢ia By intervalo [0, 00) Borelio o-algebra,
& aibés {0, 1} visy poaibiy sistema. Gauname

u([0,u] x {1}) =uAt,  p((0,u] x {0}) = (o, (1)
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Tada .
Py (@ ki0) = [ 4w, 0)L = F(t.6)]' Fa(du. )
0
ir (X1, 01) tankis p atzvilgiu yra
PXq,61 (Ilvkl;e) = fkl (Z‘l,e)[l - F(t7 0)]17k1'

Taigi tikétinumo funkcija yra

L(X1,81,...,Xn,0n;0) = ﬁ Fi (X, 0)[1 — F(t,0)] %, (3.5.8)
=1

Didziausiojo tikétinumo lygéiy sistema paprastai per daug sudétinga, kad ja
buty galima iSspresti iSreikstiniu pavidalu. DaZzniausiai (3.5.6) lyggiy sistema
sprendziama artutiniais iteraciniais metodais.

Isskleiskime funkcija £(@) Teiloro eilute tikrosios parametro reiksmés 6
aplinkoje ir apsiribokime tiesiniais nariais:

0(6) — £(8o) ~ £(80)(8 — ).
Jei @ yra DT jvertinys, tai £(0) = 0, todél
é — 00 ~ —Z_l(eo)é(eo). (359)

Taigi, ieskant DT jvertinio, imamas pradinis artinys 90 ir kitas artinys apibre-
ziamas lygybe
0, =6y —£71(0y) L(00).

Tada 6 imamas kaip pradinis artinys, vél kartojama apraSyta procedira ir t.t.
Iteraciné procedura

0; =01 —Y0;_1)0(0;_1), i=1,2,---. (3.5.10)

Procesas baigiamas, kai sprendinys stabilizuojamas ir pataisos §; = 6; — 8;_
pasidaro mazos.

3.5.6 pastaba. Jeigu (3.5.6) lygties sprendinys 0, yra pagristas parametro
6 ivertinys, tai, remiantis (3.5.9) lygtimi, galima daryti iSvada, kad tam tikromis
reguliarumo salygomis a. v.

Vn(@, —60) i —+/nl'(60)£(8,) = —(5(90)/”)_1% ((60)

asimptotiniai skirstiniai turéty biiti vienodi. Jeigu imtis X = (Xi,...,X,)"
yra paprastoji, tai a.v. £(6g) yra suma vienodai pasiskirs¢iusiy nepriklausomy
a. v., kuriy vidurkiai lygis nuliui o kovariacinés matricos 4(0) = I(0)/n. Todél,
prisiminus CRT,

ié(eo) 4 Y ~ N,y (0,i(0))).

B
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6 0 4 gl 6 0y « <7, 1 6 0/

nes ((6,) yra n.v.p. atsitiktiniy matricy su vidurkiais —i(8,) suma. Todél
— /i1 (60) £(80) 5 Y ~ N, (0,i71(69)).

] tokj patj skirstinj turéty artéti ir \/ﬁ(én — 69) skirstinys. Kitaip sakant, kai
yra tam tikros reguliarumo salygos, DT jvertiniai turéty buti asimptotiskai nor-
malieji ir efektyvieji. Tolesniame skyrelyje nurodomos pakankamos asimptotinio
normalumo ir efektyvumo salygos.

Reikia pazymeti, kad kai kuriuose matematikos ar matematineés statistikos
TPP yra programos vieno ar keliy argumenty funkcijy ekstremumo taskams
rasti. Sias programas galima naudoti ir ieSkant DT funkcijos ar jos logarit-
mo maksimumo tasky. Tada nereikia ieskoti iSvestiniy £(6) ir spresti (3.5.6)
lygéiy sistemos. Trumpa tokiy SAS programy paketo apraSyma ir jy taikymo
pavyzdzius galime rasti [13] knygoje (p. 119-120).

3.5.8 pavyzdys.Momenty ir DT metody jvertiniy palyginimas. Atliksime vieno konkre-
taus modelio skaitinj momenty ir DT metody jvertiniy tikslumo palyginima.

Tegu X1, ..., Xy yra paprastoji imtis a.d. X ~ U(0, ). Reikia rasti, kokio didumo turéty
buti imtis, kad parametro 8 jvertinio santykinés paklaidos modulis nevir§yty 0,05 su tikimybe,
ne mazesne uz 0,95.

1. Momenty metodas. A.d. X pirmieji momentai yra E(X|0) = 6/2, V(X|0) = 62/12.
Momenty metodu gauname jvertinj 6 = 2X; E(0]0) = 0, V(|0) = 62 /3n. Taikydami normal-
iaja aproksimacija gauname

-0
P{|—,—1 < 0,05} ~ 20(0, 05v3n) —1>0,95 <«

0,05v3n > 20,025 < n > 513.

2. DT metodas. DT funkcija L(0) = 1/6", kai 0 > X(p); L(0) = 0, kai 6 < X(p,).
Taigi DT jvertinys yra poziciné statistika X ,,). Sis jvertinys yra paslinktasis. Poslinkj galima
atitaisyti imant jvertinj 6 = (n+1)X(p)/n (7r 3.4.4 pavyzdj). Sio jvertinio vidurkis E(0|0) = 6,
o dispersija V(0|0) = 02/(n(n + 2)). Imties didumui rasti gauname nelygybe

H—0
P{|=—,—1 < 0,05} = P{0,95n0/(n + 1) < X(s) < 1,05n0/(n + 1)} =

n
( il) (1,05™ —0,95™) > 0,95 << n > 22.
n

Matome, kad naudojant DT metoda imtis gali bati 23,3 karto mazesné. Suprantama, kad
kitiems skirstiniams, kai iSpildytos Rao ir Kramero reguliarumo salygos, skirtumas tarp Siy
dviejy metody jvertiniy néra toks didrlis.

3.5.3. DidzZiausiojo tikétinumo jvertiniy asimptotinés sa-
vybés

Irodysime, kad gana bendromis salygomis didziausiojo tikétinumo jvertiniai yra
pagristieji ir asimptotiskai efektyvieji.
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Tarkime, kad turime imtj
X=X7,...,.XH7T;

¢ia X1,...,X, yra nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai, X; ~ p;(x;,0),6 €
® C R™, da p;(x;,0) yra ri-macio vektoriaus X, tankis o-baigtinio mato u

atzvilgiu, f(x,0) =[], pi(x;,0).
Tikétinumo funkcija L(0) ir jos logaritmas yra

1(6) = ] pi(X:,0),  £(6) = In L(8).
=1

Matéme, kad pakankamai bendromis salygomis FiSerio informaciné matrica
1(6) = Eo(("(0)((9)) = ~Eol(0).

Jei X4y,...,X,, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste vienodos dimensijos r
atsitiktiniai vektoriai (kai r = 1, gauname vienmadio a.d. paprastaja imtj), tai

pi=p,  1(8)=ni(0),

i(0) = —Eql1(0), 01(0) = £1(0,X1) = Inp(X4,0).
3.5..1 lema. Su visais 6 € ©
Eg,£(0) < Eg,L(0p).
Lygybé teisinga tada ir tik tada, kai f(x,0) = f(x,0p) b.v.
Irodymas. Naudosimés nelygybe
Inz <2(vz—1), x> 0.
Tada

- f(X.8) f(X.6)
Eo, (1(8) —£(80)) = o, In s < 2o, < FX.80) 1)

- / 2V F (@ 0)F(@.8) — f(x.0) — f(,00))u(de)
_ / (VF(@.8) — /7 (.00))u(dz) <.

A
Is pradziy panagrinésime vienmacio parametro DT jvertinio asimptotines
savybes, kai imtis paprastoji. Minéjome, kad nagrinéjame tik identifikuojamus
modelius.
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3.5.1 teorema. Tarkime, kad aibé © atvira ir £(0) diferencijuojama tikrosios
parametro 0 reik§més 0y aplinkoje. Tada egzistuoja tokia a.d. seka {6,}, kad

P{i(6,) =0} =1, 6,5 6. (3.5.11)

Irodymas. Imkime § > 0. Remiantis stipriuoju didziyjy skai¢iy désniu ir 3.5.1
lema,

1
~(U(60 % 8) — (60)) 4 By, 0100 + 6) — Eg,£1(6) < 0.
Todél su beveik visais elementariais jvykiais w egzistuoja teigiami skai¢iai N(w),
kad
(09 — &) —£(0p) <0, £(6g+6) —£(By) <0, kai n>N(w).

Taigi

PQO {6(90 — 5) — 5(90) <0, 5(90 + 5) - 5(90) < O} — 1, kai n — oo.
(3.5.12)
Kai 0 pakankamai mazas, tai funkcija ¢(0) diferencijuojama pagal 6 intervale
[6o — 6,00 + 9], todél i§ nelygybiy £(6y — ) — £(6p) < 0, £(6g + ) — £(6p) < O
isplaukia, kad egzistuoja toks 0 :| § — 6y |< &, kad £(0) = 0. Taigi su visais § > 0

ha(8) =P{30 € (6g — 0,00 +06) : £(§) =0} = 1, kai n — oc.
Imant § =4, | 0,
hn(8,) = P{30, € (6g — 6,,00 + 6,) : £(6,,) =0} — 1.

Tiems elementariems jvykiams, su kuriais lygtis ¢(6,,) = 0 Sakny neturi, apibré-
7iame 60, = 0. Tada seka {60,,} turi savybes:

P{i(6,) =0} =1, 0,5 6. (3.5.13)

3.5.7 pastaba. Apskritai kalbant, teoremoje gauta atsitiktiniy dydziy seka
0, priklauso nuo 6y, taigi formaliai ji gali ir nebuti jvertiniy seka. Taiau nau-
dojantis teorema galima sudaryti pagristaja jvertiniy seka, tenkinandcia (3.5.11)
sary§j. Pirma, jei su kiekvienu n egzistuoja vienintelis lygties /() = 0 sprendinys
9~n, tai 6, = 60, ir yra ieSkomoji seka. Antra, jei sprendiniy skaic¢ius dides-
nis uZ vieneta, bet egzistuoja pagristyjy jvertiniy seka 0, LS 6o (pvz., momenty
metodu gauti jvertiniai), tai imama sprendiniy seka 6,,, artimiausia 6,,. Kadangi
|0, — 0, |<| 6 — 0, |50, tai 6, — 0, 5 0, kartu 6,, 5 6.

3.5.2 teorema. Tarkime, kad jvertiniy seka yra tokia, kad ¢(0,,) = 0, 0,, S Ao,
ir:

1) aibé © atvira;

2) beveik su visais y € R parametro 0 tikrosios reik¥meés 6y aplinkoje V, =

{0:] 0 — 6y |< p} egzistuoja tolydZios isvestinés p(y, 0), p(y, 0);
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3) aplinkoje V, galima du kartus diferencijuoti po integralo Zenklu, t.y.

. )
/ Py, 0)dy = 7/ p(y,0)dy =0,
R 69 R

. 0
/Rp(yﬁ)dy 90 J P(y, 0)dy = 0;

4) FiSerio informaciné matrica teigiama taske 0y, t.y. I(6g) = ni(6y) > 0;
5) egzistuoja tokios neneigiamos funkcijos h ir b, kad beveik su visais y € R
ir visais 0 € V,

| 61(y,0) = L1y, 00) [< h(y) b(0), Egy{h(X1)} < o0, b(6) =0,

ir funkcija b tolydi taske 6.
Tada

Vn(, —90)—>Z N (0,77 (). (3.5.14)

3.5.8 pastaba. Salyga 5) tenkinama su b(f) = |6 — 6|, jei aplinkoje V,
egzistuoja ¢1(y, ) ir beveik su visais y € R ir visais § € V,

| €1(y,0) [< h(y), Eg,{h(X1)} < 0.
I8 lygybiy p = fp irp= Z.ertﬂp isplaukia, kad 3) salygos ekvivalencios salygoms
Eo((1) =0, Eo({7) = —Eg(1)

su visais 6 € V,,.
Irodymas. Integruodami reiskinius kairiojoje ir desiniojoje lygybés

D000+ (6, — 00)) = 00 + 1(6, — 00)) (0~ 0)

pusése pagal ¢ intervale [0, 1], gauname
. 1 .. ~ ~
i) = / (00 + t(6,, — 80))dt (B, — 60). (3.5.15)
0

Parodysime, kad integralas asimptotiskai ekvivalentus E(HO). Is 5) salygos is-
plaukia

f|/ (B0 + (6, — 0p))dt — £(6) |[< — Z/ (00 + (0, — 00)) — £3(00) | dt

l Zn: (Xi) /1 b(0o + (6 — 00))dt. (3.5.16)
ni4 0
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Pirmasis daugiklis desinéje yra nepriklausomy vienodai pasiskirséiusiy baigtinio
vidurkio atsitiktiniy dydziy empirinis vidurkis, todél i§ didziyjy skai¢iy désnio
isplaukia

- Z hX;) 5 B h(X) < 0. (3.5.17)

Parodysime, kad antrasis daugiklis konverguoja pagal tikimybe j 0. I§ funkcijos
b tolydumo taske 6 ir salygos b(6p) = 0 gaunama, kad su visais ¢ > 0 egzistuoja
toks A = A(e), kad b(0) < ¢, jei | @ — 0g |< A. Taigi su visais t € [0, 1]

|0, — 00 |< A =] 0+ (0, — 00) — 00 |=| t(0n — ) |[< A =

1
= b0+ (0, — ) < = / b(0o + t(6, — 00))dt < <.
0

Vadinasi,
1 ~ ~
Py, {/ b0 + (6, — B0))dt > g} <P {0y — 00 |> A} 50, (35.18)
0
nes jvertis 0, pagristasis. I§ (3.5.16)—(3.5.18) formuliy gauname

1t . 1.
- / (00 + t(0, — 09))dt = 56(00) +op(1) = —i(6y) + op(1). (3.5.19)
0
I§ lygybiy (3.5.15) ir (3.5.19) isplaukia

1 . .
ﬁewo) = (i(6o) +op(1))) V(0 — o). (3.5.20)
Atsitiktinis dydis £(6p, X) = 327, £1(fo, X;) yra suma vienodai pasiskirs¢iusiy
nepriklausomy atsitiktiniy dydziy, kuriy vidurkiai nuliniai ir dispersijos #(6p).
Remiantis CRT,

%é(eo) LY~ N(0,i(0)). (3.5.21)

Remdamiesi (3.5.20), (3.5.21) lygybémis ir a. d. seky konvergavimo faktais ([15],
2c¢ skyrelis), gauname

%é(%) ()Y ~ N(0,i"(60).
(3.5.22)

Pasinaudoje (3.5.22) lygybe, gauname ir jverciy 6 asimptotinj efektyvuma:

V(B — 60) = (i(60) +op(1)) "

Vil = 8 =37 0)E00)] = <=0 [(600) +0p(1) ™ =7 (80)] B0

A
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3.5.9 pavyzdys. Vienparametrio Kosi skirstinio parametro DT jvertinio asimptotinis
normalumas ir efektyvumas. Tegu paprastoji atsitiktiné imtis X = (X1, ..., Xp)T gauta ste-
bint a.d. X; ~ K(u, 1). Turime modelj
1 1
T 1+ (z — p)?
Sis skirstinys nepriklauso eksponentinei Seimai, taigi baigtiniams n efektyvusis p jvertinys
neegzistuoja. Parodysime, kad DT jvertinys yra asimptotigkai efektyvus. Gauname

plz,p) = , z€R, peR.

i) = OlnL _Z 2(X; — )

o I+ (X —p)?

Lygties ¢(p) = 0 sprendinj /i galime rasti iteracijy metodu. Antroji i§vestiné ir Fiserio infor-
macija

. n 1 2

o 2 - 4 BN el il S
i(p) = E”(1+(X,¢—u)2 (1+(Xi_ﬂ)2)2)7 TF/O (1+y2)2dy,

4 /2 1 /2
| keitimas y = tg z| = —f/ cos? z(tg? z — 1)dz = f/ (14 2cos2z + cosdz)dz =1/2.
™ Jo ™ Jo

Kadangi p yra mediana, tai egzistuoja jos pagristas jvertinys — empiriné mediana. Remiantis
3.5.8 pastaba, egzistuoja pagristoji lygties £(x) = 0 sprendiniy seka.
Patikrinsime visas teoremos prielaidas:

1) parametro reik§miy aibé R atvira;

2) su visais z € R i§vestinés

2 T—

T (14 (@ —w?)?’
tolydzios pagal p visoje §io parametro reik§miy srityje R;

x—p)?—
s~ 2 B@=w? =1

p(qu) = T (1 + (LL‘ _ u)2)3

3)
0 4 o 3y —1
4) i(u) = 0,5 > 0;
5)
e - AME—w) 16z — p)
£1(z,p) = 1+ (x—p?)? A+ (@—p?)3’
taigi

4|z —p| 4
e 1S et (4 e =)
0]z—p| _ 20|z—p]
B e
Remiantis 3.5.7 pastaba, salyga 5) tenkinama.
Taigi visos 3.5.2 teoremos prielaidos teisingos ir jvertinys [ asimptotiSkai efektyvusis ir
normalusis:

< 10.

V(i —p) 3 Z ~ N0, 2).
Kaip minéta, kitas galimas jvertinys yra empiriné mediana X. Jos asimptotiné dispersija
(7r. 2.4 skyrelj) yra 72 /4. Taigi X ASE, palyginti su DT jvertiniu fi, yra Eo1 = 8/72.

Pereikime prie daugiamacio parametro. Primename, kad kvadratinés matri-

n n
cos A = (@ij)nxn norma vadinamas skaicius || A [|= (> > afj)l/? Taigi tokiy
i=1j=1

matricy sumos norma || A1 + ... A, [|<|[ A1 || +---+ || An |-
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3.5.3 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai vektoriai X1, ..., X,, yra nepriklau-
somi vienodai pasiskirste vienodos dimensijos r, X; ~ p(x,0), 8 € ® C R™,
ir:

1) aibé © atvira;

2) beveik su visais y € R" parametro 0 tikrosios reik§més 6 aplinkoje
V, ={0:116 — 0y|| < p} egzistuoja tolydzios isvestinés

59.0) = (30(y.0).... 5 —p(w.0))".

m

" 0?
0.0) = |G rw0)|

3) aplinkoje V, galima du kartus diferencijuoti po integralo Zenklu, t.y.

| itw6yutdn) = 55 [ oiw.0)utin) =0,

| w0yt = 55 [ itw.0)uti) =0

4) FiSerio informaciné matrica teigiamai apibrézta taske Oy, t.y. I(0y) =
nz(@o) > 0;

5) egzistuoja tokios neneigiamos funkcijos h ir b, kad beveik su visais y € R"
ir visais @ €'V,

1 1(y,0) — €1(y,80) [|< h(y) b(8), Eg {h(X1)} < oo, b(6o)=0,

o funkcija b tolydi taske 6. .
Tada egzistuoja tokia a.d. seka {60, }, kad

P({(6,)=0) =1, 6,5 6, (3.5.23)
B Vi(0, — 00) > Z ~ N, (0,i(60)). (3.5.24)

3.5.9 pastaba. Kai b(0) =|| 6 — 6, ||, tai teoremos 5) salyga tenkinama,
jei aplinkoje V, egzistuoja funkcijos ¢1(y, 6) treciosios eilés dalinés isvestinés ir
beveik su visais y € R ir visais 8 € V,

33
—/ 0)|<h Eg, {h(X ik =1,...,m.
| 69169j89k 1(y7 ) |— (y)? 90{ ( 1)} < OO, Z?]a I 7m
Be to, i§ lygybiy p = fp ir p = fp + €07 p isplaukia, kad 3) salygos ekvivalencios
salygoms

Eo({) =0, Eq({l") = —Eq(/)

su visais 0 € V,.
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Teoremos jrodymas. 1) Pagristumas. Imkime seka ¢, =n", 0 < v < 1/2
ir Oy aplinka

B, (00) ={0: (0 —00)"i(00)(0 —0y) <52}, 6, =cn/Vn. (3.5.25)
Pagal 4) salyga matrica (6y) teigiamai apibrézta, todél

k= inf (0—00)Ti(680)(0 —60) > 0.
0:/10—60]|=p

I5 ¢ia igplaukia, kad egzistuoja toks N = N(p) > 0, kad ¢2 /n < k ir B,(0y) C
V,, kain > N.
Taigi su dideliais n teoremos salygos B, (0o) aplinkoje yra tenkinamos. Sios
aplinkos kragtas yra elipsoidas Cs, = {0 : (0 — 00)Ti(00)(0 — 0y) = 52}.
Parodysime, kad

Po, {supoecénf(e) —U(By) < 0} 1, kai n— oo (3.5.26)
Dél bet kurio 8 € Cs, uzraSykime Teiloro formule:
. 1 _—
(6) — €(8o) = £(80)" (6 — 69) + 5(9 —60)74(6")(6 — 69), (3.5.27)

¢ia 0" = 0" (X, 0) yra tagkas ant atkarpos tarp 0 ir 6.
I§ pradziy parodysime, kad tolygiai aibéje Cs,

Li(6°) = i(60) + op (1), (3.5.28)

t.y. %sup{eecén}(é(e*) — 1(6y)) L 0. Tai matyti i 5) salygos ir normos || A
savybiy:

1. ., 1. .
Eo, [| ~€(67) — —£(00) [|< Ee, || £(87) — £1(60) ||
< SUpgeg, (9,)0(0) Eo,h(X1) — b(00)Eg,h(X1) = 0.
Remiantis didziyjy skai¢iy désniu

1. 1 <X .. P .
—0(0y) = — 0o, X; —2(0 5.2
né( 0) n;&( 0, X;) = —i(0o), (3.5.29)

nes é(Oo) — suma n. v. p. atsitiktiniy vektoriy, kuriy vidurkiai yra —i(6p). I$ $io
konvergavimo ir (3.5.28) lygybés gauname

1. .
EE(O*) = —1(0g) + op(1). (3.5.30)
Tada, remiantis (3.5.27) formule, tolygiai aibéje Cj,

€(6) — £(80) = (7(85)(8 — 8) — (6 — 85)i(60)(8 — 8) +op(1)
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2

= 0T(0,)(0 — 0y) — %" +op(1), (3.5.31)

Taigi

. 2
Po, {5uDpec,, £(0)—£(00) < 0} = Po {supgec, 1(00)7 (0-60)+ | op(1) |< 2}

2
. c
> Po, {subgcc,, ((00)7(0 — 00) < . op(1) |<

}

=~ ‘:Q[\;

O

2 2
Cn n

>1—Py, {supeecéné(BO)T(B —0y) > 4} — Py, {| op(1) |> 4} . (3.5.32)
Kadangi su visais a € R™

SUP e g ||ul|=1@ 1 =] a ||,

tai
suPgec;, £(00)" (0 — 00) = cnsupge, £(00)"T/%(80)I*(8,)(6 — 6y)/cn

< aSUDe e <1 £(00) T 2(B0)pw = ¢ || £(80)"T~/%(80) || . (3.5.33)
Prisiminus Cebyéovo nelygybe,

Po, {Il £(60)"T71/2(80) ||= e /4} < (4/cn) Eoy (1| £(80)"T~1/(89) |I%)
— (4/cn)? Eo, (80) T~ (80){(60)
= (4/cn)? ZZI”I” = (4/cn)?m; (3.5.34)

=1 j=1

¢ia Ij; ir I yra matricy I(0) ir I~"(8p) elementai.
Imkime ¢ > 0. Egzistuoja toks M = M(d) > N > 0, kad su visais n > M
m(4/e,)? < §/2 ir kartu

0, {|| 0(80)" T, ||> e, /4} <6/2. (3.5.35)

Py, { op(1) |> fl} <6/2. (3.5.36)

I5 (3.5.32), (3.5.33), (3.5.35) ir (3.5.36) formuliy igplaukia (3.5.26) konvergavi-
mas.

IS nelygybés supgec, €(0) — £(60) < 0 gauname, kad tolydziai diferen-
cijuojama aibéje V, D B,(0y) funkcija £(0) ant srities B,(6y) krasto Cs,
igyja reik8mes, maZesnes uz reiksme taske 8y € B, (0y), todél egzistuoja toks
6., € B,(6y), kad £(0,,) = 0. Taigi

P{30,:(0,)=0, ||6,—60||<o}>1 = 0,56,
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2) Ivertiniy 0, asimptotinis normalumas. Integruodami reiskinius kairiojoje
ir desiniojoje lygybes

%é(ao - t(0 — 60)) = F(80 + t(B, — 60))(8r — 60)

pusese pagal ¢ intervale [0, 1], gauname
. 1 .. A A~
—£0(6y) = / (00 +t(0,, — O))dt (8,, — 6y). (3.5.37)
0

Parodysime, kad integralas asimptotiskai ekvivalentus £(8,). 1§ 5) salygos is-
plaukia

% i /O U(00+t(0,,—00))dt—1(8,) ||< i;/o || £:(00+t(0,,—00))—(:(80) || dt <

Z h(X / (80 + (8, — 0y))dt. (3.5.38)
Pirmas daugiklis nelygybés desinéje yra nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy
baigtinio vidurkio atsitiktiniy dydZziy empirinis vidurkis. Todél, remiantis didziyjy
skaiCiy désniu,

= Z hX;) 5 Be,h(X,) < oco. (3.5.39)

Parodysime, kad antrasis daugiklis konverguoja pagal tikimybe j 0. I§ funkcijos
b tolydumo taske 6y ir salygos b(6g) = 0 gauname, kad su visais ¢ > 0 egzistuoja
toks A = A(e), kad b(0) < ¢, jei | 0 — 0y |< A. Su visais ¢ € [0, 1]

1
10,00 |< A =  b(@o+tBn—00) <c = / b(Bo+(B,—60))dt < =.
0
Taigi
1 A ~
Po, {/ b(Bo + (B, — B0))dt > g} < Po,{[| 00— 00 ||I> A} -0, (3.5.40)
0

nes jvertinys 6, pagristas. I§ (3.5.39) ir (3.5.40) konvergavimy ir nelygybés
(3.5.38) gauname, kad

1t R 1.
- / (00 + (0, — 0y))dt = EK(OO) +op(l) = —4(6g) +op(1). (3.5.41)
0
Pasinaudojus (3.5.37) ir (3.5.41)lygybémis,

%é(eo) = (i(80) + op(1))) V(6, — 60). (3.5.42)
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Atsitiktinis vektorius 5(00) =3, éi(GO, X;) yra suma v.p.n. vektoriy, kuriy
vidurkiai nuliniai ir kovariaciné matrica yra i(6p). Remdamiesi CRT,
1 d .
ﬁﬁ(%) —Y ~ N,,(0,4(0y)). (3.5.43)
Is cia, (3.5.42) lygybeés ir a.d. seky konvergavimo savybiy ([15], 2c skyrelis)
isplaukia

Vn(0, —60) = (i(80) + op(1)) " %é(eo) 4 i 100)Y ~ Ny (0,5 1(00)).
(3.5.44)

Pasinaudoje (3.5.44) lygybe, gauname ir jverciy 0, asimptotinj efektyvuma:

Vilb = 00— i (00) - i(00)] = —=(00) [(i(00) + 0 (1)~ (00)] B0
A

3.5.10 pastaba. Ir daugiamaciam parametrui galioja 3.5.8 pastaba.
3.5.1 i8§vada. Jei tenkinamos teoremos sglygos, tai

— (01— 00)T1(8,)(8,, — 00) 5 X2, (3.5.45)
Irodymas. Pasinaudoje (3.5.44) lygybe, gauname
(0, — 00)Tni(00)(0, — 00) > \2,. (3.5.46)

I5 teoremos 5) salygos gauname
1 .. " N N ;
Eo, || —(£(682) = £(60)) ||< Eeg, || £1(8n) — £1(60) ||< Eg,1(X1) b(r) — 0,

todél

1. . ]
;E(Gn) ={1(0p) + op(1) = —i(6p) + op(1). (3.5.47)
Vadinasi, iSvada teisinga.

3.5.2 iS§vada. Jei tenkinamos teoremos salygos, tai

T (80)i 1 (80)(B0) % X2, —T(B0)i 1 (80)E(B0) % X2,

—0T(00)0(8,,)0(80) % \2. (3.5.48)
Irodymas. Konvergavimas isplaukia i (3.5.43) ir (3.5.47) formuliy.

3.5.3 isvada. Jei egzistuoja funkcijos v : ® — G C R* tolydzios dalinés
pirmosios eilés i§vestinés, tenkinamos teoremos salygos ir 4,, = y(6.,), tai

VA, —Y0) % Z ~ Nu(0,57 (80)i 1 (80)3(60)),
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¢ia v, yra tikroji parametro v reikSme, ir

Irodymas. Rezultatas isplaukia i§ delta metodo (Zr 2.4 skyrelis).

3.5.4 iSvada. Jei tenkinamos 3.5.3 isvados salygos, tai

A ~ ~ -1
~(n =) {70 00)400) ) (3 =) 5 xE
Irodymas. I 3.5.3 i§vados gauname, kad

Vi = 70)T {37 (008 (00)4(00)} V(A — o) B X3 (3.5.49)
Funkcija ~ tolydi, todeél
¥(6,) = 4(6o) + op(1). (3.5.50)

Be to, i *(00) = —£(0,.)/n + op(1). Taigi isvada teisinga.

3.5.5 iSvada. Jei tenkinamos teoremos salygos ir 1 < j; < -+ < jr < m,
tai

05, — 05,05+ -+ 05, — 05,0)T AT (85 — 010,05 — 0j,0) 5 X3 (3.5.51)

J1---Jk

¢ia Aj, . j, yra matricos —{-1(8,,) daliné matrica, sudaryta i§ elementy, esaniy
(J1,- -+, Jk)-uju eiluciy ir (41, ..., jr)-uju stulpeliy sankirtoje.

Irodymas. I§ tikryjy, imkime v(0) = (v1(0),...,7(0)T = (0,,,...,0;,)T.
Tada 07;(00)/00; = 1, jei | = j;, ir 07;(09)/00; = 0 — kitais atvejais. Taigi

A7 (00)071(80)%(80) = Ajy...j.

3.5.10 pavyzdys. Veibulo skirstinio parametry DT jvertiniy asimptotinis normalumas
ir efektyvumas. Tegu paprastoji atsitiktiné imtis X = (X1, ..., X» )7 gauta stebint a.d. X; ~
W (o, v). Turime statistinj modelj

v
p(x;0) = ;xl’*l exp{—(z/o)"}, x>0, o7 = (o,v) € (0,00) X (0,00).
Rasime parametro € DT jvertinj. Tikétinumo funkcija

)= (4)" TI /oy expl= Y (Xufo))
i=1

i=1

jos logaritmas
n
£0) =n(lnv—Ino) + (v—1)> (InX; —Ino) = Y (Xi/0)".
=1

Tada N
. nvo v
ls(0) = —— + — X;/o)
O) ==+ 7 > o/a)
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— +Z(1nX Ino) Z(Xi/a)”(lnXi —1Ino).

i=1
I8 ¢ia gauname DT jvertinius:
1 1/v
nis
o U tenkina lygtj
1 1< " X?InX;
5+;Zlnxﬁz L—=0.
i=1 i=1 Z XZV

i=1

Antrosios eilés dalinés i§vestinés yra:

ipo)= 18 Dy > (Xifa)”

(Xi/o)" In(X;/0)",

Q=
Mﬁl

ban(0) = = 3 (Xifo)" — 1) +
i=1

=1

i2(0)= -5 - 7122 Xi /o) 2(X, /o).

Pazymékime Y; = (X;/0)". Atsitiktinis dydis Y; turi standartinj eksponentinj skirstinj, kurio
tankis yra e~V intervale (0,00) ir EY; = 1. Jei tenkinamos teoremos prielaidos, tai matricos
1(0) = [ix1(0)]2x2 elementai yra tokie:

v vy v?
11(6) = —El,,2(6) = —E{; St Dy =2
i12(0) = —Ef1,,(0) = —E{ (YV; —1)+ Y InY;} = —% /Oooylnyefydy = _F’£2)7

.. 1
i22(0) = —E{,2(0) = —E{—— — —Y In?v;} = (1 +T17(2)).
Parametry o ir ¥ momenty metodo jvertiniai randaml i§ lygciy

g1(o,v) =X, ga(o,v) = X2 +a%;

1 2
91(0,0) = oT(1+ =), ga(0) =a*T(1+ ).

Funkeijos g; tolydziai diferencijuojamos aibéje (0,00) x (0, 00). Jakobianas

0.2
J(o,v) = (91)0(92), — (92)0(91),, = %[F'(l +B8r(1+28) —TI'1+28)r1+ )]

¢ia B = 1/v. Parodysime, kad J(o,v) # 0 su visais o,v > 0.
Tarkime, atvirks¢iai, kad J(o,v) = 0 su kokiu nors v > 0. Tada su kokiu nors 8 > 0
I’'(14+8)  I'(1+428)
r(1+p8) T@A+28)

Pazymékime ¢ (u) = IV (u)/T'(u). I§ prielaidos (1 + 3) = ¥ (1 + 23) i8plaukia, kad egzistuoja
toks u € (1+ 8,1+ 28), su kuriuo

D7 (u)D (u) — (I (u))?

V() = =0

Tai ekvivalentu lygybei

1 oo L[ ’
J— / 2% 1 1n2 ze %dx — (— / 2% n ze_wdz) =0.
I(u) Jo L(u) Jo
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Kairiojoje lygybés puséje yra teigiama a.d. InX dispersija (¢ia X ~ G(1,u)). Gavome
prieStara, todél prielaida apie jakobiano lygybe nuliui buvo neteisinga.

Remiantis atvirkstinés funkcijos teorema, egzistuoja tokios tolydziai diferencijuojamos
funkcijos hy ir h2, kad momenty jvertiniai yra pavidalo & = h1(X,a2), ¥ = ha(X,az2). Em-
piriniai momentai yra pagrjstieji teoriniy momenty jvertiniai, todél ir & bei ¥ yra pagristieji
parametry o ir p jvertiniai.

Patikrinsime visas 3.5.3 teoremos prielaidas.

1) parametro reikimiy aibé @ = (0, 00) x (0, 00) atvira.

2) su visais * € R iSvestinés p = lip ir p = lip + 61[{1) tolydzios pagal @ visoje Sio
parametro reik§miy srityje R. ) L .

3) turint omenyje 3.5.9 pastaba, reikia jrodyti, kad Eg(¢1) = 0, Eg(fl[{) = —Eg(41).
Informanciy vidurkiai

Ely, = -2+ ZEY; =0,
o ag

, 11 1 1 o0
El6,, = -+ -E(lnY;) - —~E(Y;InY;) = —-(1 +/ (1 —vy)Inye Ydy)
v v v v 0

_ Cnydye ) = 21— [ evdy) =
S [Tmyde) = Sa- [Tevay <o

Reikia parodyti, kad E(Kﬂ?) = —E/;. Vidurkji —E#; = i(0) jau radome. Informandiy
kovariacijos
. V2 V2 l/2 o
E(ff,) = E(-1+Y1)’ = 5 V(Y1) = & = —E({;,2(9)).
o o o

. 1 1 [
E(l1541,) = ;E{(q +YH(A+InY; —YiInY;) = ;/ (—1+2y—yH)Iny e Ydy
0
1 oo oo 1 oo
= 7(—/ Iny efydy—ﬁ—/ Iny d(y2efy)dy) = ——/ (Iny+1)e Ydy
o 0 0 g Jo
1 oo oo .
= */ e Yd(ylny) = —/ ylnye Ydy = —E({15,(0)).
g Jo 0

E(4,)

1 1 o
—E(1l+InY; —Y1ln v1)? = —2/ (1=2y+y?)In?y+ (2 —2y)Iny) e Ydy
v v 0

= 5 [ty ey + (1 )y eI ) = —B(,2(0)).
4) matrica (0) teigiamai apibrézta su visomis 0 reik§mémis, nes
det 4(6) = i11(0)i22(0) — i12(0) = E{1 + YiIn? Yi} — (E{Y; InY;}).
Pasinaudojus Kogi nelygybe,
(B{YiInY;})? = (B{/Y;/Y: nY;})? < B{Y;}E{Y; n*V;} < E{1 + Y; In’ Y;}.

5) visos informantés ¢1 (z, ) tre€iosios eilés iSvestinés yra tokio pavidalo
4
Z C;(@)x” In?
j=0

kad bet kurioje pakankamai mazZoje tasko g € @ aplinkoje Be(6o) funkcijos C; tolygiai
apréztos konstanta, sakykime, K. Jei vy ir vo yra parametro p reik§miy atitinkamai infimumas
ir supremumas, kai parametras 0 kinta aplinkoje B:(6o), tai

4
| Z C; @)z nd =1z |< K h(x);
j=0
dia h(z) = 35 (2"1 +2¥2) [ In? =L 2 |. Aisku, kad Egyh(X1) < oo.
Vadinasi, 5) salyga tenkinama.
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I8 teoremos iSplaukia, kad DT jvertinys asimptoti§kai efektyvusis ir
- d .
Vn(0, — 00) 2 Z ~ N2(0,i71(0p)).

3.5.11 pavyzdys. FEksponentinés skirstiniy Seimos DT jvertiniai. Tarkime, kad imtis
X = (XT,..,XI)T gauta stebint vienodai pasiskirstiusius atsitiktinius r-macius vektorius
X,;. Kiekvieno vektoriaus skirstinys priklauso k-matei eksponentiniy skirstiniy Seimai, kuriy
tikimybinis tankis o-baigtinio mato p atzvilgiu yra

f(x;0) = h(x) exp{0T T(x) — B()}, = cRP, #€c®CR™, (3.5.52)

¢ia © atvira erdvés R™ aibé. Rasime parametro @ DT jvertinj. Tikétinumo funkcija turi
pavidala:

L(6) = f[ h(X;)exp{07 T (X) —nB(0)};
i=1

Tikétinumo funkcijos logaritmas
06) => Imh(X;)+ 6" T"(X) - nB(6)
i=1

ir informanéiy vektorius ) )
i) = T (X) — nB(0).

1§ ¢ia gauname, kad DT jvertiniai tenkina lygtis

N 1

B(6,) = =T (X).

n
Antrosios eilés i§vestiniy matrica . -
£(0) = —nB(0).

Matrica B(0) yra neigiamai apibrézta, nes remiantis 3.3.2 teorema B(8) yra igkila funkcija.
Taigi DT lyg€iy sistema turi vienintelj sprendinj, todél lieka patikrinti 3.5.3 teoremos prielaidas.

1) parametro reik§miy aibé @ atvira.
Prielaidos 2) ir 3) igplaukia i§ 3.3.2. teoremos.
4) matricos i(8) = —B(0) teigiamas apréitumas iSplaukia i§ matricos B(6) neigiamo
apibréztumo. .
5) matrica ¢ (y, @) = B(0) nepriklauso nuo y,
I £1(y, 6) — £1(y, B0) ||=[| B(6) — B(o) ||=b()

yra tolydi funkcija ir 5(69) = 0.
Vadinasi, DT jvertinys asimptotiskai efektyvus ir

\/ﬁ(én — 00) i Z ~ Nm(O,i_l(HO));
gia 1(0) = —B(6).

3.5.12 pavyzdys. Beta skirstinio parametry DT jvertiniy asimptotinis normalumas ir
efektyvumas. Tegu paprastoji atsitiktiné imtis X = (X1,..., X»)7 gauta stebint a.d. X ~
B(~, n). Turime statistinj modelj

2 1 —), 0<az<1, 67 = (v,m) € (0,00) x (0,00).

18 analizés kurso Zinoma, kad Oilerio beta funkcija B = B(~,n) turi tolydZzias bet kurios eilés
dalines isvestines pagal abu argumentus:

ar+s
Ry

1
Brs = Brs(7,n) B(v,n) = / In" zIn*(1 — )27~ (1 — 2)"~ 'da.
0
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Rasime parametro € DT jvertinj. Tikétinumo funkcija yra

L(6) = X7 - X))t
(%77 H
jos logaritmas
£(0) = —1)ZlnX+ -1) Zln 1—-X;)—nlnB(y,n)
ir informandiy vektorius
n n
Bo1 B1o T
= InX; —n— In
(3o —n 3 ) = B
1=1
I ¢ia gauname, kad DT jvertiniai tenkina lygtis:
Boi( % Bio(y,m)
B0, Z In X;, Borm = Z In(1

Antrosios eilés daliniy i§vestiniy matrica

l( B3oB — B%,, B11B — B1gBo1 )

o) = - B11B — B1gBo1, Bo2B— B

Parametry v ir n momenty jvertiniai (Zr. 3.5.2 pavyzdj)
F=X, G=(1-X)3 d=1-

yra pagrijsti kaip tolydzios empiriniy momenty funkcijos.
Patikrinsime visas 3.5.3 teoremos prielaidas:

1) parametro reik§miy aibé ® = (0, 00) x (0, 00) atvira.

2) su visais z € R i§vestinés p = 1p ir p = bip + élélp tolydZzios pagal @ visoje &io
parametro reik8miy srityje R. ) o -

3) turint omenyje 3.5.9 pastaba, reikia jrodyti, kad Eg(¢1) = 0, Eg(fl[{) = —Eg(41).
Informanéiy vidurkiai

Bo1 Bio

Eli, = (ElnX; — ?,Eln(l - X;) — F)T =(0,0)T

Vidurkius Ef; jau radome. Kadangi

jr — ( (nXi— %)27 (In X; — Z84)(In(1 — X;) — 24)
! (In X; — 204y (In(1 - X;) — Ble), (1n(17X)7 Bloy2 ’
tai informanéiy kovariaciné matrica Eg(£147) = —Eg(f1).

4) matrica (@) yra a.v. (In X1,In(1 — X)) kovariaciné matrica. Atsitiktinio vektoriaus
komponentés néra tiesinés viena kitos funkcijos. Jy koreliacijos koeficiento kvadratas nelygus
1, taigi matrica (0) teigiamai apibréita su visomis 6 reikdmémis.

5) matrica ¢1(y, @) nepriklauso nuo y,

1 €1.(y, ) — £1(y, 80) ||=1] i(6) — i(60) ||= b(6)

yra tolydi funkcija ir 5(69) = 0.
Is teoremos iSplaukia, kad DT jvertinys asimptotiskai efektyvus ir

f(e 790) *)Z NQ( (90))

¢ia 4(0) = —£(0) /n, kuria jau apskaitiavome.
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3.5.13 pavyzdys. Polinominio skirstinio parametro DT jvertiniy asimptotinis nor-
malumas.

Tarkime, imties X = (X7T,..., XT)T nariai yra k-magiai a.v.
k

Xi= (X, X)) ~Pe(l, w), m=(m1,om)’, 0<m<1, > m=1
j=1

Tikétinumo funkcija

n
L(w) = H ﬂf(“ .. ﬂ]i(’k = ﬂfl o ﬂgk; (3.5.53)
i=1
Ga U; =31 | Xi5,7=1,..., k. Pakankamoji statistika yra

U= (Ur,....Up)" ~ Py(n, m).

Parametro 7 reikdmiy sritis D = {(m1,...,m;) : 0 < m; <1, 3% L™ = 1,} C R* neturi né

Jj=
vieno vidinio tasko, taigi tiesiogiai 3.5.3 teoremos taikyti negalime. I§ sarysio Z;?:l mp =1
matyti, kad polinominis modelis Py (1, ) priklauso nuo (k — 1)-macio parametro, pavyzdziui,
nuo (1, ...,mx—1)" (analogiskai binominiam modeliui, kurj nagrinéjame kaip vieno parametro
modelj). Tada parametro reik§miy sritis G = (0, 1)’“*1 C RF yra atviras kubas.

Tikétinumo funkcijos logaritmas

k—1 k—1
Z(Trl, ...,ﬂkfl) = Z U; lnﬂ'j + Uy ln(l — Z 7Tj),
j=1 j=1
todél
. Uj U Uj Uy
tj=—- T o~k-1_. . T
T 1= 5 T T Tk
I8 ¢ia su visais j,l=1,...k
Ujmp = Urj.

Susumave reiskinius abiejose lygybés pusése pagal [ ir pasinaudoje sarySiais Z?:l m =1,

>¥_, Uj = n, gauname U; = nr;, todél DT jvertiniai

(kartu jvertinamas 7 =1 — Z?zl ).

Remiantis 3.3.3 teorema, jvertinio (#1,...,7x_1)" ribinis skirstinys yra (k — 1)-matis nor-
malusis. I&spresime bendresnj uzdavinj ir rasime viso vektoriaus 7 jvertinio 7« = (71, ..., 75)7
ribinj skirstinj, kuriuo naudosimeés statistiniy hipoteziy tikrinimo uzdaviniams spresti.

Atsitiktinis vektorius U = (Uq,...,Ux)T yra suma vienodai pasiskirs¢iusiy n.a.v. X;,
kuriy vidurkiy vektorius 7 ir kovariaciné matrica D = [djlipxk; dis = mi(1 — m;), dij =
—m;m;, 1 # j. Todél galioja daugiamaté CRT:

-t

\/E(U —nw) % Z ~ Ni(0, D).

V(& — )

3.5.14 pavyzdys. Vertinimas 5 grupuotyjy duomeny. Tarkime, kad paprastosios imties
X = (X1,..., Xn)T nariai X;, kuriy pasiskirstymo funkcija F(z,0), 8 € ® C R™, nestebimi.
Mus domina tiktai skai¢iai Ui,...,Ug (k> m + 1), U1 + - -- + Ux = n, ty imties nariy, kurie
patenka j nesikertancius intervalus

(a0, ai], (a1, az],...,(ax—1, ax), ag = —o0, aj = oo.

Pazymeékime
ﬂj(e) = PQ{Xi € (ajfl, aj]} (3.5.54)
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bet kurio i§ a.d. X; patekimo j j-ajj intervaly tikimybe, 71(0) + --- + 7 (@) = 1. Taigi
gauname grupuotyjy duomeny imtj

U= (Uy,.., U7, (3.5.55)

kuri néra paprastoji.
Tarkime, kad 7;(8) € (0,1) su visais j ir 8. Pazymékime m = 7(8) = (71(0), ..., 71 (8))7.
Atsitiktinio vektoriaus U skirstinys polinominis Py (n, 7), todél tikétinumo funkcija

n!

— Uy Uy
Ly(w) = U1!...Uk!7r1 (0)...m.%(0). (3.5.56)
Jos logaritmas
k
Um) =cn+ Y Ujv;(6),
j=1

¢la vj(0) =1nm;(0), o ¢, nepriklauso nuo 6,
U(m) =3 U;05(0), Um) =3 U;0;(8), I(6)=-n} m;(6)i;(6),
j=1 Jj=1 Jj=1
nes EU; = nm;(0). DT jvertinys 0., yra lygtiy sistemos

k
> Uj0;(8)=0 (3.5.57)
j=1

sprendinys.
Norédami pritaikyti 3.5.3 teorema, pazymésime, kad a.v. U yra nepriklausomy a.v.

suma:
n

U=> Vi, Vi=i,...,Vir)T;
i=1
Cia Vi yra vieno a.d. X; patekimy j intervala (aj—1, a;] skai€ius (0 arba 1).

Atsitiktiniai vektoriai V; turi polinominj skirstinj Py (1, 7). Jeigu vietoje vektoriaus U
stebétume visus vektorius V'1,..., V,, tai gautume imtj, sudaryta i§ k-maciy a.v. Tokia ir
nagrinéjama 3.5.3 teoremoje. Bet Sios imties DT jvertiniai lygiai tie patys kaip ir imties U,
nes tikétinumo funkcija

Ly(m) =[] (8)...7/*(0) = x{*(8) ... 7" (6) (3.5.58)
i=1

skiriasi nuo Lgy () tiktai nepriklausan¢iu nuo € daugikliu.
Jei pradinis modelis X; ~ F(z,0) yra toks, kad modelis V; ~ Py(1,7(0)) tenkina 3.5.3
teoremos salygas, tai

Vii(0n — 00) % Z ~ N (0,i71(60));
&a i(0) = 1(0)/n = —F_, 7;(8)¥;(0).
Apibendrinsime teoremg, kai vektoriai X; nebutinai vienodai pasiskirste.

Tarkime, X1, ..., X, yra n.a.v., X; ~ p;(x;,0), 8 € ® C R™, ¢ia p;(x;,0)
yra r;-macio (r; < r) vektoriaus X; tankis o-baigtinio mato p atzvilgiu.

3.5.4 teorema. Tarkime, kad:

1) aibé © atvira;

2) su visais i ir ¢; € R"™ tankis p;(x;, 0) du kartus tolydZiai diferencijuojamas
pagal 0 aplinkoje V, = {0 :|| 0 — 6, ||< p};
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3) aplinkoje V, galima du kartus diferencijuoti 6 atzvilgiu po integraly Zenk-
lais, t.y.
/ pi(xi, 0)dz; = 2/ pi(x;, 0)dz; =0,
R 0 Jgri

/rw pi(xi, 0)dx; = é% /Rn pi(x;, 0)dx; = 0;

4) egzistuoja teigiamai apibrézta ribiné matrica lim, o LIx(69) = i(60o);
5) egzistuoja tokios neneigiamos funkcijos h; ir b, kad beveik su visais x; €
R™ ir visais 8 € V,

|| Oi(x:,0) — li(x:,00) ||< hi(z:) b(B), Eg,{sup;h;i(X;)} < oo, b(6) =0,

o funkcija b tolydi taske 6.
6) egzistuoja toks § > 0, kad

li 1
1m ——-
n—oo pltd

ZEGO I (X5, 80) [|'F0=0.

i=1
Tada egzistuoja tokia atsitiktiniy dydZiy seka {9n}, kad
P{{0,) =0} —1, 6,5 0,. (3.5.59)
7) Be to, jei

EeoSUPi || E’L(X’MBO) H2+6< o0,

tai
! V0, — 00) 5 Z ~ N,y(0,i7(80)). (3.5.60)

Irodymas. Imkime 0, aplinka B, (6y), apibrézta (3.5.25) formule, ir jos
krasta Cs,. Kaip ir jrodant 3.5.3, i§ 4) salygos gaunama, kad B,,(6¢) C V), jei
n didelis.

Su bet kuriuo @ € Cs, uzrasykime (3.5.27) skleidinj. I§ 5) salygos isplaukia

B, || - (i67) - 1(60) |

1 <& .. . ..
< > Eo, || £i(X:,0%) — (X, 00) [|< Eg,sup;hi(X) supge, (9,)0(0) = 0,
=1
todél 1
ﬁ[é'(e*) — #(60)] 5 0. (3.5.61)

I5 6) salygos ir didziyjy skai¢iy désnio gaunama

- ([(00) ~ Tx(00)) = = S (74X, 00) ~ B, (X, 00)} 5 0.
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I3 §io ir (3.5.61) konvergavimo gauname

1. 1
——0(0")=—Ix(0 1).
—4(67) = —Ix(8o) +op(1)
Tolesnis pagristumo jrodymas toks pat kaip 3.5.3 teoremos.
Irodysime asimptotinj normaluma. UzraSykime (3.5.37) lygybe. Parodysime,
kad integralas asimptotiskai ekvivalentus £(0g):

S|

1 . A .
I / i(80 + (6, — 80))dt — 1(80) |

n

<1 Z/o | 4(80 + t(8,, — 60))dt — £(6o) || dt

n
=1

1
< sup;hi(X;) / b(8 + (0, — 00))dt.
0

Naudojantis 5) salyga, Eg,{sup,;h:(X;)} < co. Taip pat, kaip 3.5.3 teoremoje,
jrodoma, kad

1
/ b(0o + (0, — 00))dt 5 0.
0
Taigi
L
vn

Pazymeékime Y; = /;(X;, 0). Imkime a € R™\0. Tada

0(8o) = (il"(g") + o,,(1)> (0, — 8). (3.5.62)

a”i(6o) =) a"Y;, E@"Y;)=0, Vg, (a"l(6y)) =a"Ix(6)a.
=1

Remiantis centrine ribine teorema,

_ aTl0) a4,
(@TTx(@g)az 2~ N0, (3.5.63)

jei tenkinama Liapunovo salyga [11]

Z?:l E | a’Y; ‘2+5

0.
(aTIx(00)a) -0/ -

I8 nelygybés
E|a"Y; <l a|** Esup, || Y [P

isplaukia, kad

> i E| ay, Pt —5/2 | a >

E 1Y 2+6—>0
(aTIx(OO)a)1+5/2 - (aT%IX(GO)a)lJré/Z sup; || I )




3.5. Ivertiniy radimo metodai 115

nes, remiantis 7) salyga, vidurkis desinéje baigtinis. Matrica #(6y) teigiamai
apibrézta, taigi

1
a’~Ix(6g)a — a’i(6p)a > 0.
n
Is (3.5.63) konvergavimo gaunama, kad su visais a € R™\0

1 ,
%aTK(OO) LY ~ N(0,ai(0y)a),

ir todél

) % (TILIX(OO))_ 5(00) — 4~ Nm(Oviil(BO))'

1 . .
Z=0(60) LY ~ N,y(0,i(60))
I5 (3.5.62) lygybés gauname

; 1 (1 - _
\/ﬁ(en — 00) = % (’H,IX(HO) + Op(1)> 6(00) ﬁ) Z ~ Nm(O,Z 1(60))

Teorema jrodyta.
A

Jei tenkinamos teoremos salygos, gaunamos i§vados, analogiskos 3.5.1-3.5.5
i§vadoms.

3.5.15 pavyzdys. Logistiné regresija. Tarkime, kad stebimas jvykis A, kurio jvykimo
tikimybé priklauso nuo nepriklausomy kintamuyjy (kovarianc¢iy) z1, ..., zm reikSmiy. Apibréz-
kime atsitiktinj dydj Y, jgyjantj reik8mes O ir 1, tokj, kad Y = 1 tada ir tik tada, kai jvyksta
ivykis A. Nagrinékime tikimybe

m(x) = P{Y = 1|z} = P{A|z},

t.y. ivykio A salygine tikimybe, Zinodami, kad kovariantés reik§mé yra x.
Logistinés regresijos modelis apibréziamas taip:

m(x
In L =Bo+B1x1+ ... + BmTm = ,BTw. (3.5.64)
1—7(x)
Vertinant nezinomus regresijos parametrus 3, atliekama n nepriklausomy eksperimenty, i3
kuriy é-asis eksperimentas atliekamas, kai kovarian&iy vektorius &(?) = (x50, ..., zim)T, zi0 =
1.

Kiekvieno eksperimento metu stebimas atsitiktinis dydis
Y, — { 1, jei. z’:f)jo ekspe.rimento metu jvyksta A,
0 prieSingu atveju.
Atsitiktiniai dydZziai Y7, , ..., Y, yra nevienodai pasiskirste ir turi salyginius Bernulio skirstinius
(Yilz®) ~ B(1,m:(B)), mi(B) = w(x?, B) = m(@?).
Tikétinumo funkcija yra

n

LB) = [[m:@)"i [ —mi(B)] e (3.5.65)

i=1
Jos logaritmas
= mi(8)

6B) =S (Viln — 2 (1 - my(B) = zn:(nﬁ%m (1 4By
i=1 1—mi(B) i=1



116 3 SKYRIUS. PARAMETRU JVERTINIAT

informanéiy vektorius
n
i(B) =3 2y - m(B)].
i—1

Fiserio informaciné matrica

I(8) = X"V (B)X;

T . Tim m(B)(1 —m(B8)) . 0
i e ], V) = 0 0
Tno e Tnm 0 Wn(ﬁ)(l _ﬂ—n(ﬂ))

Patikrinsime visas 3.5.4 teoremos prielaidas.

X =

1) parametro 3 reiksmiy aibé R™+1 atvira.
2) su visais y € {0; 1} funkcijos

BTz
14 BT

turi tolydzias pirmosios ir antrosios eiliy i§vestines pagal parametra B visoje §io parametro
reik§miy srityje R™11. ) o .
3) remiantis 3.5.9 pastaba, reikia jrodyti, kad Eg({;) = 0, Eg({;4T) = —Eg(¢;). Taigi

pi(y,B8) =

Epl; = Bg(x)" (Yi - mi(8)) =0,
Eg(lil]) = 2 (@) 7,(8)(1 — 7:(B) B (Y; — m:(8))°
=2 (@) 'm(8)(1 - mi(8)) = —Eg(4y).
4) imant tiesigkai nepriklausomus kovarianéiy vektorius zM . z(™) matricos

I1(8) = XTV(B)X rangas yra m + 1. Teoremos prielaida teisinga, jei egzistuoja to paties
rango riba ¢(8) = limy— o %I(B). Pavyzdziui, jei m = 1, o kovarianté yra dichotominé, t.y.

z() = 10T i=1,...,n, (D = (1,00T,i =n1,...,n1 +n2 = n, tai
Bo+B1 oBo
m(ﬁ):m, i =1,...,n1, m(,@):m, i=n1+1,...,n.
Jeini/n—1; €[0,1], mno/n—lz €[0,1], tai
ePo+B1 ebo
i(B) =llir I, 12(8) =1 (1 Pothi)2 +l2(1+eﬁo)2’
ePo+B1

i12(B) = i21(B) = i22(B) = llmv

eBoeBo+B1
(1 —+ e50)2(1 + 950+51)2 '
Taigi 8iuo atveju 4) salyga tenkinama, jei 1 # 0, 1, t.y. objekty, stebimy, kai kovariantés
reik§mé lygi 1, proporcija turi artéti j skai¢iy i§ intervalo (0,1). Praktiskai teoremg galima
taikyti ir dideliems n, jei objekty, stebimy esant vienai kovariantés reik§mei, skai¢ius nedomi-
nuoja tarp visy stebéjimy.
5)

det 2(3) = l1l2

| Zi(yi, B) — Li(vi, Bo) [|I< b(B) = I(B) — I(B,) — 0.
6) salyga tenkinama, jei

3 @D @) |1 R @)1 mi(8) 1+ = o.
i=1

lim
n— o0 nl

Pavyzdziui, jei m = 1, o kovarianté yra dichotominé, tai §i salyga uzraSoma

1 [n 2eB0+81 144 no ebo 1+6 0. ki
nd | n (14 eBo+B1)2 +; (14 efo)2 s e
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Ji akivaizdziai teisinga.
7) salyga uZrasoma
Eg,sup; || £:(Yi, o) ||I*T0=Eggsup; || =@ [|>T° |v; — m(B8)[*1° < oo.

Pavyzdziui, jei m = 1, o kovarianté yra dichotominé, tai §i salyga akivaizdziai teisinga, nes
tada

Egysup; || & [P0 |Y; — mi(B)PT° < 2! 702 [Bg Vi — B, (V1)I*F0 + -
+Eg, |V — Eg (Ya)*] < cc.

15 teoremos i¥plaukia, kad DT jvertinys asimptotigkai efektyvusis ir B skirstinys aproksimuo-
jamas normaliuoju désniu: .
B=~Z~ Nui1(8,171(8)). (3.5.66)

3.5.4. Tikétinumy santykio asimptotinés savybés
Tarkime, kad turime imtj
X =(XT,...,XHT,

Xq,..., X, yran.a.v., X; ~ fi(x;,0),0 € ® C R™, &a f;(x;,0) yra r;-macio
vektoriaus X; tankis o-baigtinio mato p atzvilgiu.
Siame skyrelyje gautais rezultatais naudosimés sudarydami statistiniy hipote-
ziy tikrinimo kriterijus.
Tikrinant paprastaja hipoteze H : 8 = 6y, naudinga tokia teorema.
3.5.5 teorema. Jei tenkinamos 3.5.3 arba 3.5.4 teoremuy salygos, tai
L(6
o L00) 4 2 (m). (3.5.67)
L(6)

Irodymas. UZraSome Teiloro formule:

1

0(80) — €(8,) = £(8,)(80 — 8,) + §(én —00)71(67)(8,, — )

- %\/ﬁ(én - OO)T%E(O*)\/ﬁ(én - 90)7

¢ia 0 yra tagkas atkarpos, jungiancios 8,, ir 6. Tada
* A P
16" — 60 ||<|| 6, — 60 || 0,

R
taigi 6 — 0.
Kaip ir 3.5.3 (arba 3.5.4) teoremos jrodyme,

%Z(a*) - %Z(eo) £o. (3.5.68)

Taigi
Li(0°) = ~i(00) + op(1) = ~i(00) + op(1).
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—2(£(80) — £(61)) = V(B — 00)"i(B0)vn(0, — 0) +0p(1).  (3.5.69)

I8 konvergavimo
\/ﬁ(én — 00) i) Z ~ Nm,(Ovi_l(eO))

isplaukia, kad
—2(0(00) — £(0,)) 5 ZTi(00)Z ~ x2(m).

Teorema jrodyta.
Teoremga galima pritaikyti, pavyzdziui, tikrinant hipoteze
HOZM:M(% 022037

jei turima paprastoji imtis i§ normaliojo skirstinio X; ~ N(u,0?), i = 1,...,n.
Daznai tikrinamos sudétingesnés hipotezés.
3.5.16 pavyzdys. Hipotezé dél dalies daugiamacio parametro komponendiy reik§miy:
H:(05,.-.,05,) = (050,---,05,0), 1<g1<-<jrp<my
¢ia 0j,0,...,0;,0 Zinomi skaiciai.
Pavyzdziui, jei nagrinéjamas tiesinés regresijos modelis, kuriame kintamojo Y vidurkis
uzraSomas kovarianéiy z1, ..., tiesine funkcija

E(Y) = 60 + 51731 + -+ Bm$m7

¢ia koeficientai Bo, 51, - . . , Bm nezinomi, tai galima tikrinti hipoteze, kad kai kurios i§ kovarian-
¢iy nedaro jtakos priklausomo kintamojo vidurkiui, t.y. kad kai kurie i§ nezinomy koeficienty
lygiis nuliui: Ho : (8,,...,5;,) = (0,...,0).

Tarus, kad X; ~ N(u,0?), galima tikrinti hipoteze H1 : = po.

3.5.17 pavyzdys. Daugiamadio parametro komponendciy lygybés hipotezé:
H: 601 = 0-.

Pavyzdziui, tarkime, kad X; = (X1;, X2;)T yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.v. su
nepriklausomomis komponentémis, X1; ~ N(p1, a%), Xoi ~ N(u2, U%).
Galima tikrinti vidurkiy arba dispersijy lygybés hipotezes:

Hl;/“:lu,g; H2:0'1=O'2.
3.5.18 pavyzdys. Skirstinio normalumo hipotezé. Tarkime, kad V; yra skaiCiai papras-
tosios imties X1,..., X, elementy, patenkanciy j nesikertancius intervalus I; = [a;_1,a;),
—00 = a9 < a1 < --- < am = oo. Remiantis imtimi Vi,...,Vy,, tikrinama hipotezé

H:X;~ N(u, 02)7 u € R, 02 > 0, kad atsitiktiniy dydziy X; skirstiniai yra normalieji.
Atsitiktinio vektoriaus (V1, ..., Vi,)T skirstinys yra polinominis:

(Vlz"'vvm) Npm(nyglw-wem—l:l -0 —--- *em—l)v
0; = F(aj) — F(aj—1) (j=1,...,m—1).

Hipotezé H gali buti teisinga tik tuo atveju, jei teisinga hipotezé

HD:Oi:<I><ai_M)7<I>(ai71_M>, (1o) ERx Ry, (i=1,...,m); (3.5.70)
g g

Cia ®(x) yra standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija.
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Tarkime, kad parametro 0 dimensija yra m. Reikia pazyméti, kad visos
pavyzdziuose apraSytos hipotezeés gali buti uzrasomos §itaip

H:0=¢p(\), X€G; (3.5.71)

¢ia ¢ : G — O atvaizduoja mazesnés uz m dimensijos sritj G i sritj ©.

I3 tikro, kai hipotezé H : (6;,,...,6;,) = (8j,0,.-.,65.0) (Zr. 3.5.14 pavyzd})
teisinga, yra tik m — k nezinomy parametry 6;,,...,60s _,; ¢ia s1,...Sm—k —
indeksai, papildantys {j1,...jx} iki (1,...,m).

Pazymékime A = (0s,,. .., QS"L%)T, e=(01,...,0m)T

i(A) =00, kai i=j1,... .0k, @i(A)=0; kai i=s1,...,8m—k-

Tada hipotezé H uzraSoma (3.5.71) forma.
Kai hipotezé H : 61 = 05 (zr. 3.5.15 pavyzdj) teisinga, yra m — 1 neZzinomas
parametras 0y, . .., 0,,. Pazymékime X = (0a,...,0,)7, ¢ = (01,...,0m),

P1N) =0y, 9;(N) =6, kai j=2....m.

Tada hipotezé H uZzraSoma (3.5.71) pavidalu.
Kai hipotezé Hy, kuri apibréziama 3.5.70 forma, teisinga, yra tik du nezinomi
parametrai y ir 0. Pazymékime X = (u,0)%, o = (01,...,0m)T

‘Pj(’\):q)<aj_u>—q><aj_l_'u>, j=1,...,m.

g g

3

Tada hipotezé H uzraSoma (3.5.71) pavidalu.

Sioms hipotezéms tikrinti naudinga tokia teorema.

3.5.6 teorema. Tarkime, kad tenkinamos 3.5.3 ar 3.5.4 teoremos salygos, X ~
f(x,0),06 c ® CR™, ir

O={0:0=9p\), AcG}, GCR™* Lk<m
¢ia ¢ : G — O yra tolydziai diferencijuojamas atvaizdis. Jei 8y € Oy, tai

supgee,L(9) 4

R=—-2In S x3(k), n— oo.
supgece L(0) X (k)

Irodymas. Teisingos lygybés
Subpeo, L(0) = supacg L(p(A)) = suprcg L' (A);
¢ia L*(A) = L(p(A)). Atsitiktinis dydis L*(A) yra statistinio modelio
X, ~ f*(z,A), AeG, (3.5.72)

¢ia f*(z,N) = f(z, (X)), tikétinumo funkcija.
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Is (3.5.62) lygybés isplaukia, kad

\/ﬁ(én — 9(]) = i_l(ao)%é(ao) + OP(].). (3573)

I3 ¢ia ir (3.5.69) lygybés gauname

2(6(6,) — £(60)) = /(8 — 00)"i(80)\/1(8,, — Bo) + 0p(1)

= 70057 (00)i(00)i @) Zi(00) + 0p(1)
= %5(90)2'*1(90)%@(00) +op(1). (3.5.74)

Analogiskai pazyméje A, (3.5.72) modelio parametro A DT jvertj ir £* = ln L*,
gauname

207 (An) = (X)) = Ln(é*(Ao))T(i*(Ao))‘l%é*(ko) +op(l).  (3.5.75)

Informanciy vektorius

) _ 0N _ i
= S = S — ATl

dia A(X) = @(X). Taske Ao : 6y = (o)

ey

7*(Xo) = AT(X)0(8y). (3.5.76)

15 (3.5.74)—(3.5.76) lygybiy isplaukia

2(0(0,) — (M) = %éT(e(»{rl(eo)
7A<Ao><z'*>*1<A0>AT<A0>}%E'<00> +op(1).

Fiserio informacinés matricos ¢* reik§me taske g lygi
i*(Xo) = E)\Ué*(ko)(é*)T()\o) = AT(Ao)Eeoé(eo)éT(eo)A(Ao)

= AT (X)i(80)A(Ng). (3.5.77)

I8 konvergavimo
1. .
—=1(60) 4 Z ~ N(0,i(8))) (3.5.78)

gaunamaa, kad

2(0(X,0,) — 1*(X,A,) % Z27{i ' — A(i") AT} Z. (3.5.79)
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Ribinis atsitiktinis dydis yra normaliyjy atsitiktiniy dydziy kvadratiné forma.
Pasinaudosime tikimybiy teorijos rezultatu, kad jei Y ~ N(0,3X) ir BX¥B = B,
tr(BX) = k, tai Y? BY ~ X2. Nagrinéjamu atveju
(7 - A AT - AT AT) =i - A AT - A AT
+A>)TTATIAG) AT =7 - A TTAT

nes, remiantis (3.5.77) lygybe, ATiA = i*. Pazymékime Ej, vienetine k x k
matrica. Rangas

tr((i7 — A@)LAT)) = tr(E,, — A(3*)"1ATE) =
=m —tr((i*) TATIA) = m — tr(Bp_i) = k.

I ¢ia gaunamas teoremos rezultatas.

3.5.6 iSvada Jei tenkinamos teoremos salygos, tai
—T(8,)071(8,)(8,) 5 X, (3.5.80)

a0, = <p(5\n) Taigi 0, yra jvertinys, maksimizuojantis tikétinumo funkcija
Lx(6,) pagal  aibéje O:

Lx(6.) = suppee, Lx (8) = supregLx (p(X)).

Irodymas. Kadangi o(X,,) £ ©(Ao) = B9, tai

—=(e(5) = —Z=i(80) + 0p(D). (3.5.81)
nl= (p(An)) = =i 1(80) + 0p(1). (3.5.82)

I5 &iy lygybiy, salygos £*(A,) = 0 ir (3.5.79) konvergavimo gaunama, kad
. (

__ L iYoo) 5L Tk P10 ) — i (A

= PR () Sl ) = = () (R @) ()= )
Fop(1) = —%é%(w{fl<so<xn>>—AT<in><z*>-1< n>A<Sn>}%é<w<in>>
+op(1) = —%éT(ew{flwo) - A(Ao><z‘*>—1<A0>AT<A0>}%é<oo> +op(1)

4 ZTE - AG) AT Z.

Teoremoje jrodyta, kad ribinis atsitiktinis dydis Z7 {I7' — A(:*)"1AT}Z ~ X3
A
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_ 3.5.11 pastaba. Panagrinésime svarby (3.5.80) konvergavimo atvejj, kai
0,, randamas i3 salygos

Lx(6) = Sup9:9<1):9[()l)LX(0);
dia O = (0;1,---,0;,)T, 0o {j1,...jx} yra indeksy aibés {1,...m} poaibis,
1 <1 < < g <m(zr. 3.5.14 pavyzdj). Pazyméje A;,  ;, (0,) daling
—(~1(0,) matrica, esancia (ji,...,jx)-uju eiluciy ir (ji,...,Jjr)-uju stulpeliy
sankirtoje, gauname

17"

(éjl (én)a ce 7éjk (é"))TAj1~~-jk (é”)(éjl (én)’ s ’éjk (én)) i X%

rodymas. Pazymékime sq,...s,,_; indeksus, papildancius {ji,...jx} iki
J J
(1,...,m). Siuo atveju A = 8@ = (0,,,....0,,. )7, ©s(A) = by, kai i =
Jis-eyJk, pi(A) = 6;, kai i = s1,...,Sm—k. Tada
; 0 ‘ i 9 () p2)y s
2;(0) = 89[(0) (i=1...,m), £(\= 69[(00 ,0) (i =81,y Sn—k).
a5 ) 32 . s
Kadangi 0,, = (6,0 ) ir su visais i = s1,...,Sp—k
(:(8,) = 60" =0,
tai
(T(60,)0,1(8:)0(80) = (3,(80), -, £5,(02)) " Ajy. 51 (02) (4, (Bn), -, £5,(6,)).
(3.5.83)
I8 ¢ia gaunamas ieskomas rezultatas.
A

3.6. Intervaliniai parametry jvertiniai

3.6.1. Pasikliovimo sritys ir intervalai

Tarkime, kad turime imtj X = (X1, ..., X,,)T, X ~ Pg, 8 € ® C R™ ir spren-
dziame parametro 8 funkcijos v = v(0) € G C R* vertinimo uzdavinj.

3.6.1 apibréZimas. Parametro ~ pasikliovimo lygmens @ pasikliovimo
sritimi vadinama atsitiktiné aibé C = C(X), priklausanti nuo imties X, ku-
rios reiksmés C(x) yra aibés G Borelio poaibiai, tokia, kad su visais 8 € ©

Po{y e C(X)} = Q. (3.6.1)

Dazniausiai naudojamos artimos 1 ) reik§més 0,9; 0,95, 0,99 ir pan.

3.6.1 pastaba. Atsitiktiné sritis C(X), apibrézta imtimi X, su didele
tikimybe padengia tikraja parametro - reik§me. Praktiskai pasikliovimo sritj
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galima paaiskinti taip. Isivaizduokime hipotetine situacija, kad, nagrinédami
vieng modelj, turime labai daug iméiy X; = (X11,..., X1,)7, ..., Xy = (Xn1,
ooy, Xnn)T ir pagal kiekvieng i§ jy sudarome pasikliovimo sritji C(X;), i =
1,..., N, pasirinke pasikliovimo lygmenj @ = 0,95. Tada pasikliovimo sri¢iy
realizacijy C(x1),. .., C(xy), uzdengianciy tikraja parametro reiksme ~, dalis
artés prie skai¢iaus, ne mazesnio uz 0,95, kai N — oo. Taigi klaida daroma
(realizacija C(x;) nedengia tikrosios reik§meés) maZziau negu 5 procenty atvejy.

Konkrecig sritj C(x) galime interpretuoti tiktai kaip atsitiktines srities C'(X),
dengiancios tikraja parametro ~ reik§me su tikimybe, ne maZesne uz @, real-
izacija. Taigi galima tikétis, kad neatsitiktiné sritis C'(«) uzdengs parametra, -,
nes ne maziau kaip 100 @ procenty C(X) realizacijy ji padengia.

Kai ~ vienmatis, pasikliovimo sritis dazniausiai yra intervalas (v,7%); Cia
7 =7(X), 7 = ¥(X) yra statistikos v < ¥, kuriy reiksmés yra aibéje G C R.

3.6.2 apibrézimas. Parametro v = 7(0) € G C R pasikliovimo lyg-
mens @ pasikliovimo intervalu, vadinamas toks atsitiktinis intervalas (v,7) =
(7(X),75(X)), kad su visais 8 € ©

Po{7(0) € (7(X),7(X))} = Q. (3.6.2)

Statistikos v ir 4 vadinamos pasikliovimo intervalo apatiniu ir virSutiniu
pasikliovimo réziais. Kartais tikslinga nagrinéti vienpusius pasikliovimo inter-
valus (—o0, %) arba (v, o0).

3.6.3 apibréZimas. Statistika y (y) vadinama parametro vy lygmens Q;
(Q2) apatiniu (virsutiniu) pasikliovimo réZiu, jei su visais 0 € ©

Po{y <7} > Q1 (Po{y <7} >Q2). (3.6.3)

Intervalas (—oco, 7) vadinamas apatiniu, o (y, oo) — wirdutiniu pasikliovimo
intervalu.

3.6.2 pastaba. Jeigu « ir 4 yra apatinis ir virSutinis pasikliovimo reziai,
kai pasikliovimo lygmenys yra Qi ir Qo, tai (v,7) yra pasikliovimo intervalas,
kai pasikliovimo lygmuo Q = Q; + Q2 — 1. Dazniausiai naudojami simetriniai
intervalai, kai Q1 = Q2. Tada QQ = 2Q); — 1.

Taigi sudarant pasikliovimo intervala, kurio pasikliovimo lygmuo @ = 1 —«,
reikia imti apatinj ir vir§utinj pasikliovimo rézius, kai pasikliovimo lygmuo (1 +

Q)/2=1-a/2.

3.6.2. Pasikliovimo sri¢iy (intervaly) klasifikavimas

Kai yra tas pats imties didumas ir pasikliovimo lygmuo, galima sudaryti daug
pasikliovimo sri¢iy. Todél reikia kriterijy, kuriais remdamiesi i3 8iy sri¢iy gale-
tume iSskirti tam tikru pozituriu geresnes sritis.

3.6.4 apibrézimas. Parametro 6 pasikliovimo lygmens @ pasikliovimo
sritis C'(X), vadinama nepaslinktgja, jei

Po{0, € C(X)} <Q, V0, 0, €0; (3.6.4)
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¢ia @ tikroji parametro reik§meé, o 6, — bet kuris aibés ® taskas, nelygus 6.

3.6.5 apibréZimas. Parametro 6 pasikliovimo lygmens @ pasikliovimo
sritis C(X), vadinama tolygiai tiksliausia, jeigu su bet kuria kita to paties pa-
sikliovimo lygmens sritimi C(X) yra teisinga nelygybé

Po{0, € C(X)} <Po{0, € C(X)}, VO, 0, €O, (3.6.5)

t.y. tikimybé, kad bet kurig netikra parametro reik§me uzdengs sritis C, yra
ne didesné nei kad tikimybe, kad ta parametro reik§me uzdengs bet kuri kita to
paties pasikliovimo lygmens sritis C(X).

3.6.3 pastaba. Sie klasifikavimo kriterijai glaudziai susije su tais, kuriais
remdamiesi klasifikuojame parametriniy hipoteziy tikrinimo taisykles. Para-
metriniy hipoteziy tikrinimo ir pasikliovimo sri¢iy sudarymo uzdaviniy sasajos
nagrinéjamos 4.5.5 skyrelyje.

3.6.3. Bolsevo metodas pasikliovimo réziams sudaryti

Tarkime, kad imtis X = (X1,..X,)T, X ~ Py, 0 € ®© C R™, 07 = v(0) €
G C R yra vienamatis parametras.

Pateiksime L. N. BolSevo pasiiilyta [4] apibendrintajj pasikliovimo réziy suda-
rymo metoda.

Tegu T yra vienmaté statistika, kurios pasiskirstymo funkcija F'(t, ) yra
absoliuciai tolydi ir priklauso tik nuo parametro . Tada atsitiktinis dydis
Y = F(T, ), kuris gaunamas jraSant absoliuciai tolydyjj atsitiktinj dydj j jo
pasiskirstymo funkcija, turi tolygyjj skirstinj Y ~ U(0, 1), t. y. su bet kuriuo
ye(0,1)

Iy, ) =P{F(T, v)<y}=y, 7€G. (3.6.6)

Fiksuokime statistika 7' ir nagrinékime F(T, <) kaip parametro v € G
funkcija. Tarkime, kad F(T, +) yra tolydi ir monotonigkai mazéjanti v atzvilgiu.
Tada i8sprende v atzvilgiu lygtis

F(T, ’)/) = Ql, F’(T’7 ’)/) =1- QQ, (367)

gauname Saknis

7 =9(T) = F; 1 (@), 7=7(T) = F;'(1 - Qs), (3.6.8)

kurias galime traktuoti kaip parametro « apatinj ir virSutinj pasikliovimo rézius,
nes
P{y(T) <lv} =Q1, PH(T) <9y} =1-Q2. (3.6.9)

3.6.1 pavyzdys. Eksponentinio skirstinio parametro pasikliovimo réZiai. Tarkime, a.d. X
turi eksponentinj skirstinj X ~ £(1/60), 0 < 6 < co. Jo pasiskirstymo funkcija yra F(z, 0) =
1 — exp{—=x/0}. Todél atsitiktinis dydis Y = 1 — exp{—X/0} ~ U(0, 1). Issprende (3.6.7)
nelygybes, gauname parametro 6 apatinj ir vir§utinj pasikliovimo rézius:

0=0(X)=—-XIn(1-Q1), 0=0(X)=—-XInQa.
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Kad nagrinéjama metoda buty galima naudotiti platesnei skirstiniy klasei,
i§ pradziy suformuluosime pagalbinj rezultatg apie bet kokio atsitiktinio dydzio
T pasiskirstymo funkcija F(t) = P{T < t}. Sis rezultatas yra (3.6.6) lygybés
apibendrinimas.

3.6.1 lema. Su bet kuriuo z € [0, 1]
P{F(T)<z}<z<P{F(T-0) <z} (3.6.10)
Jeigu T yra absoliuciai tolydus, tai
P{FT)<z}=2 0<z<1.
Irodymas. I§ pradziy parodysime, kad
P{F(T)<z}<z 0<z<1. (3.6.11)

Jei z =1, tai P{F(T) < 1} < 1. Fiksuokime z € [0, 1) ir nagrinékime jvairius
atvejus.
1) Lygties F(y) = z sprendinys egzistuoja. Pazymékime

yo =sup{y : F(y) = z}.
Jei F(yo) = z, tai
P{F(T) <z} =P{F(T) < F(yo)} <P{T < yo} = F(yo) = .
Jei F(yo) > z, tai
P{F(T) <z} < P{F(T") < F(yo)} <P{T <yo} = F(yo - 0) < z.

2) Lygties F(y) = z sprendinys neegzistuoja. Bet tada egzistuoja toks y,
kad
Fly—0) <z ir F(y) > z.

I3 ¢ia iSplaukia
P{F(T) < z} < P{F(T) < F(y)} < P{T < y} = Flyo—0) < 2.

Taigi (3.6.10) nelygybé jrodyta.
Irodysime antraja i8 (3.6.9) nelygybiy:

z<P{F(T-0)<z}, 0<z<L (3.6.12)
Nagrinékime statistikag —7'. Jos pasiskirstymo funkcija yra
Fry) =P{-T<y}=P{T>—y}=1-F(-y—0).
Pritaikysime (3.6.10) nelygybe pakeite atitinkamai T, z, F'j =T, 1 —z, F~:

P{F(-T)<1-2}<1-z = P{FT-0)>z}<1-=z
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= P{F(T'-0)<z}>z 0<z<L

Jeigu F tolydi, tai F(t — 0) = F(t) ir i§ (3.6.9) nelygybiy isplaukia, kad
P{F(T) <z} = z su visais z € [0 1].
Lema jrodyta.

3.6.1 teorema. (Bolsevo [4]). Tarkime, kad:

a) aibé G atvira;

b) egzistuoja macioji funkcija T = T(X, =), priklausanti nuo imties X ir nuo
nezinomo parametro 7y, kad su visais @ ir t € R a.d. T pasiskirstymo funkcija

F(t,’y) = PB{T(X> 7) < t}'

priklauso tik nuo parametro -y;
c¢) su bet kuriuo fiksuotu , x € R", funkcijos

Ii(’Yv IL’) = F(T(:L’,’y) - 077)7 IS(’Y; ZII) = F(T(wa7)77)

yra monotoniskai mazéjancios ir tolydZios pagal ~y.
Tada
1) statistika

sup{~ : I;(y, X) > Q1}, jei supremumas egzistuoja,

inf G, jei supremumas neegzistuoja, (3.6.13)

v—v(X)—{

yra parametro -y apatinis pasikliovimo rézis, kai pasikliovimo lygmuo yra Q.
2) statistika

inf{y: I;(y, X) <1-Q2}, jei infimumas egzistuoja,
sup(F, jei infimumas neegzistuoja,

7= = {
(3.6.14)
yra parametro vy virSutinis pasikliovimo rézis, kai pasikliovimo lygmuo yra Q.

Trodymas. 1) Pazymékime Q = Q1, o D = D(X) - jvyki
D = {egzistuoja v toks, kad I;(v, X) > Q}.
Tada turime
P{y <7} =P{{y <1} ND}+P{{y <~}NnD}
=P{{{supy": L,(v*, X) > Q} <7} N D} + P{{inf G < 7} N D}
=P{{Li(y, X) < Q}n D} +P{D} > P{{Li(y, X) < Q}N D}

+P{{L;(v, X) <Q}ND} =P{Li(y, X) <Q} =P{F(T - 0,7) < Q}.

Pritaike (3.6.10) nelygybe, gauname

P{F(T-0,7) <Q}>@Q.
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2) Irodoma analogigkai.
A

3.6.1 iSvada. Jei tenkinamos teoremos salygos ir & yra tokia X reik§meé,
kad funkcijos I; (v, ) ir I,(vy, =) grieztai mazéja pagal v, tai y(x) ir (x) yra
lygéiy

Li(y(x), ) = Q1, L(H(z), ) =1-Q- (3.6.15)
Saknys.

3.6.2 isvada. Jeigu tenkinamos teoremos a) ir b) salygos, o salygoje c)
nurodytos funkcijos I;(y, x) ir Is(y, @) yra didéjancios pagal v, tai (3.6.13) ir
(3.6.14) apatinj ir virSutinj réZius reikia sukeisti vietomis.

3.6.3 isvada. Jeigu teoremoje nagrinégjamo a.d. T(X,v) skirstinys yra
absoliudiai tolydusis, nepriklauso nuo nezinomo parametro « ir pasiskirstymo
funkcija F'(t) grieztai didéja, tai I;(y, X) = Is(y, X) = F(T'(X,7))-

Taigi, jei T(X,~) yra tolydi ir grieztai mazéjanti pagal v, tai remiantis 4.6.1
iSvada v ir 4 tenkina lygtis

T(X, 7) =tQ1), TX,75)=t(1-Q2); (3.6.16)

¢ia t(P) yra a.d. T(X, v) P kvantilis.
Jeigu T(X, ~) yra tolydi ir grieztai didéjanti pagal v, tai v ir 7 tenkina
lygtis B
T(X,7) =t(1-Q1), T(X,7)=1tQ2) (3.6.17)

3.6.4 pastaba. Jei 6 vienamatis ir egzistuoja vienmaté pakankama statis-
tika T (kurios skirstinys priklauso tiktai nuo ), tai ji gali buti naudojama kaip
statistika, apibrézta BolSevo teoremoje.

3.6.5 pastaba. Jei § vienamatis ir pasiskirstymo funkcija F'(z;6) yra tolydi
ir grieztai didéja (maZéja) pagal 6, tai egzistuoja 3.6.3 iSvadoje minétas a.d.
T(X, ), kurio skirstinys nepriklauso nuo nezinomo parametro. PavyzdZiui,
galima naudoti statistika

T(X;0) = —QZn:ln (1-F(Xy0)),

Kadangi 1— F(X;; 0) turi tolyguji skirstinj U(0; 1), tai —21In (1—F(X;;0)) ~ x3,
i=1,...,n,ir T(X;0) ~ x*(2n).

3.6.6 pastaba. Jei turime paprastaja imtj X i§ skirstinio, priklausancio
tiktai nuo mastelio ir postiimio parametry, t.y.

1 _
X flom) =2 (FS1), weR 0= (uo) € Rx (0.9,

¢ia f zinoma, o 8 = yra parametro 6 DT jvertinys, tai a.d. T1(X,0) =

(f1,6)"
/o ir To(X,0) = (i — p)/6 ir bet kokios funkcijos T = ¢(T},Tz) skirstiniai
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nepriklauso nuo nezinomy parametry. Tai gali biiti panaudota parametry u
ir o bei kai kuriy juy funkcijy, pavyzdziui, p kvantilio z(p) = oF~Y(p) + pu,
pasikliovimo intervalams rasti; ¢ia F(z) = [*_ f(u)du.

I8 tikryjy tikétinumo funkcija

jos logaritmas
£(0) = —nl — |;
(6) nna+;g( - )

¢ia g = In f. Informantés

0,(0) = —izn:g’ <XO_/”L>

ég(e)z—ﬁ—iz:xig’ (Xi_“). (3.6.18)

Pazymékime Y; = (X; — p)/o. Atsitiktiniy dydziy Y; ~ f(z) skirstiniai neprik-
lauso nuo nezinomy parametry. Kadangi X; = oY; + p ir (X; — f)/6 =
Y;/Th — T3, tai i§ (3.6.18) lygybés ir DT jvertiniy apibrézimo iSplaukia, kad
a.d. Ty ir Ty tenkina lygtis

n

> g (Vi/Ti—T) =0, Y Yig (Yi/Ty — Tz) + nTy = 0. (3.6.19)

i=1 i=1
Todél juy skirstiniai nepriklauso nuo nezinomy parametry. PaZymékime & (p) =
6F~(p) + fi kvantilio z(p) = o F~!(p) + p jvertinj. Statistikos

T, = M T+ (1= 1/T)F(p) (3.6.20)

skirstinys taip pat nepriklauso nuo nezinomy parametry. Taigi parametry u, o,
x(p) pasikliovimo intervalams rasti galima pasinaudoti 3.6.3 i§vadoje nurodytu
metodu.

Reikia pazymeéti, kad kai kuriy skirstiniy atveju statistiky 74,75 ir T}, kvan-
tilius pavyksta rasti tiktai artutiniais metodais. Imtis Y7,...,Y,, generuojama
i§ skirstinio, kurio tikimybinis tankis yra f(z) (jis nepriklauso nuo neZzinomy
parametry). Tada, pasinaudojus (3.6.18) lygtimis, (3.6.19) ir (3.6.20) lygybémis,
generuojamos statistiky 77,75 ir T}, realizacijos.

3.6.7 pastaba. Jeigu h(y) yra tolydi ir didéjanti parametro v funkcija, tai

jos pasikliovimo réziai yra

h=h(y). h=h@), (3.6.21)
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o jeigu h mazéjanti, tai ~
h=h(), h=h). (3.6.22)

I8 tikryjy, jvykis {y < ~} ekvivalentus jvykiui {h(y) < h(y)}, jeigu funkcija h
didéjanti; jeigu funkcija mazéjanti, tai nelygybés pasikeis priesingomis. Atkreip-
sime démesj, kad tai skiriasi nuo taskiniy jvertiniy: jeigu 4 yra nepaslinktasis
taskinis v jvertinys, tai h(¥) daZniausiai nebus h(v) nepaslinktasis jvertinys.

3.6.8 pastaba. Kuriant daugiamadio parametro v = v(8) € G C R*
pasikliovimo sritis, metoda galima modifikuoti.

Tarkime, kad pasiseké parinkti tokj maciyjy funkcijy rinkinj 77 (X, =), ...,
T-(X, =), kurio r-matis skirstinys nepriklauso nuo nezinomo parametro. Tada
imant bet kuria maciaja aibe B C R", dél kurios

P{(T1,..,T.) € B} > Q, (3.6.23)
egzistuoja tokia aibé
Cr={v: (1 (X, 7v), -, T.(X, v)) € B} C G, (3.6.24)

kurig galima traktuoti kaip parametro ~ pasikliovimo lygmens @ pasikliovimo
srit].

3.6.2 pavyzdys. Normaliojo skirstinio vidurkio pasikliovimo réziai. Tegu X = (X1, ...,
Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u, 1), —0o < p < oo. Pilnosios ir pakankamosios
statistikos T = X pasiskirstymo funkcija F(z|u, 1/n) = ®((x — p)y/n) su kiekvienu z € R
monotoniskai mazéja pagal u. Pagal (3.6.7) pasikliovimo réZiai p ir @ gaunami sprendziant
lygtis

F(X|p, =) =Q1, F(X|a, %)=1*Q2,

S|

i§ kuriy gauname

p=X

T 1
TR u:XJer—Qzﬁ-

Pasikliovimo réZiams rasti buvo galima pasinaudoti 3.6.3 i§vada. Funkcijos /n(X — pu) ~
N (0, 1) skirstinys absoliu¢iai tolydusis, nepriklauso nuo nezinomo parametro ir § funkcija
monotoniskai mazéjanti pagal p, todél pasikliovimo réZius galima rasti pagal (3.6.16) formules,
t.y. sprendziant lygtis

V(X —p) =z21-q,, Vn(X —p) =29, = —21-q,-

3.6.3 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro pasikliovimo réziai. Tegu paprastoji
imtis X = (X1,..., X»)T gauta stebint Puasono a.d. X ~ ~ P(\), A > 0. Pakankamosios
statistikos T'= X1 + - - - + X, ~ P(nA) pasiskirstymo funkcija (zr. 2.5.2 skyrelj) yra

A)J
Fk,A) =Y (",|) e ™ = P{xy10 > 200} = P(2n), 2k +2);

=1
¢ia
P(z,n) = P{Xi >z}

Be to,

k—1 .

)7
F(k—0,)\) = (",|) e ™ = P(2n), 2k), (k=1,2,..),
. 7!
Jj=1

Fr(k—0,A) =0, jei k= 0.
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Bolgevo teoremoje minimos funkcijos I; ir Is yra tokios:

] _ [ P@2nX, 27), jeiT >0,
L, X) = { 0, jei T = 0;
Is(\, X) =P(2nA, 2T+ 2).
Sios funkcijos yra grieztai mazéjancios pagal X, jei T' > 0. Remiantis BolSevo teorema,
parametro A pasikliovimo réziai randami i§ lygciy
P(2nA, 2T) = Q1, P(2nX, 2T +2) =1 — Q2.
Taigi
1 < 1
A= %xél(ZT), A= %ﬁ_% (2T + 2). (3.6.25)
Jeigu T = 0, tai I;(A, X) =0, t. y. néra tokio A, kad I;(A\, X) > Q1. Tada i§ Bolgevo
teoremos iSplaukia A = infyso A =0.

Jeigu Q1 = Qa, tai (A, )\) yra parametro \ pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo
lygmuo yra Q = 2Q; — 1.

3.6.4. Asimptotiniai pasikliovimo intervalai

Palyginti retai statistiky skirstinius pavyksta iSreiksti Zinomomis funkcijomis.
Daznai kur kas lengviau apskaic¢iuoti jy asimptotinius skirstinius, kai imties
didumas n — oo. Nezinodami funkcijos T(X, 6) skirstinio, negalime rasti
kvantiliy #(Q) ir pasikliovimo intervalo (§, #). Taciau pasinaudoje asimptotiniu
funkcijos T(X, 6) skirstiniu galime rasti apytikslj pasikliovimo intervala.

Visy pirma aptarsime vienmacio parametro atvejj.

1. Tarkime, kad turime paprastaja imtj
X =(X1,....,.X)", Xi~ f(2;0),0=(0,...,0,,)" €®CR™.

Jei egzistuoja funkcijos v : ® — G C R tolydZios pirmosios eilés dalines

i§vestinés, tenkinamos 3.5.3 (arba 3.5.4) teoremos prielaidos, 4, = v(0) yra
parametro v = v(6) DT jvertinys, tai, remiantis (3.5.3) (ar analogiska) i§vada,

. d
V(i —=7) =Y ~ N(0,03); (3.6.26)
da o2 = 5T(0)i"1(8)%(0), 0 (@) yra a.d. X; FiSerio informaciné matrica.
Parametro 03 pagristasis jvertinys yra
o5 = —niT(O)11(9)4(8),
taigi
Vi(An —7)/6y %5 Z ~ N(0,1). (3.6.27)

Atsitiktinio dydzio (9, —)/d~ skirstinys aproksimuojamas standartiniu norma-
liuoju skirstiniu. Jei n yra didelis, §is a.d. mazéja pagal . Taigi i§ 3.6.3 i§vados
i8plaukia, kad apytiksliai apatinis @)1 ir virSutinis Q3 parametro v pasikliovimo
réziai tenkina lygtis (Zr. (3.6.16) formules)

\/E(’?n - 1)/6—’7 = 21-Q1> \/ﬁ(ﬁ/n - 7)/67 = 2Q-
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I35 ¢ia gauname

. Gy

_ N g
Y= pAeen 7= + \/—%zl_QQ; (3.6.28)
Cia zp yra standartinio normaliojo skirstinio P-oji kritiné reiksmeé.

Intervalas
R Gy N o
n - sy n (% 3629
<7 VR ) (36.29)

yra parametro v aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lygmuo
Q=1-2a.

Kai ieskoma parametro 6 atskiros koordinatés v = 6; pasikliovimo intervalo,

4(0) = (0,...,0,1,0,...,0)T; ¢a vienetas yra i-ojoje pozicijoje. Todél visose
formulése imame 62 = I%; a I' yra matricos I = —nf~*(9) i-asis jstrizainés
elementas.

2. Kitas asimptotiniy intervaly sudarymo budas grindziamas (3.6.26) rezul-
tatu. Tadiau, uzuot paketus 03/ jos pagristuoju jvertiniu, v atzvilgiu sprendziama
nelygybé

5 A2
ni(ry" 27) < zi
9y
Jeigu Sios nelygybeés sprendinys yra intervalas (a(9,); b(%5)), tai lygmens @Q =
1 — 2« asimptotinis pasikliovimo intervalas yra

(1:7) = (a(5n); b(n))- (3.6.30)

3. Trecias asimptotinio pasikliovimo intervalo radimo budas taip pat grin-
dziamas (3.6.26) rezultatu. Tafiau, uZuot ribine dispersija 03 pakeitus jos
pagristuoju jvertiniu, ieSkoma tokia monotoniné dispersijq stabilizuojanti trans-
formacija A = A\(v), kad parametro A DT jvertinio A= A(¥) ribiné dispersija
buty lygi 1. Tada kuriant parametro A, o dél transformacijos monotiniskumo ir
v, asimptotinj pasikliovimo intervalg nereikia vertinti ribinés dispersijos.

Tai galima padaryti, jei a.d. sekos /n(%, — ) ribiné dispersija priklauso
tiktai nuo parametro :

Vi =) Y ~ N(0,0%()). (3.6.31)

Tada
Vi = N) 5V ~ N0, A2(7)02(7)). (3.6.32)

Ribiné dispersija lygi 1, jei }\2(7)02(7) = 1. Integruodami gauname, kad dis-
persija stabilizuojanti transformacija yra pavidalo

A() = /% (3.6.33)
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Kadangi a. d. \/ﬁ(j\n — ) skirstinys aproksimuojamas standartiniu normaliuoju
skirstiniu, tai lygiai taip pat kaip ir pirmu atveju intervalas

- . 1 . 1
AMA) = — a T = An o —
() ( om TR )
yra parametro A\ pasikliovimo lygmens () = 1 — 2« aproksimacinis pasikliovimo
intervalas.
Jei funkcija A = A(v) didéja, tai jos atvirkstine funkcija paZzyméje ¢, gau-
name, kad

(1,7) = (), ¢()) (3.6.34)

yra parametro «y pasikliovimo lygmens Q = 1 — 2a aproksimacinis pasikliovimo
intervalas.

3.6.4 pavyzdys. Puasono skirstinio parametro asimptotinias intervalai. Per 10 darbo
dieny, kuriy trukmé 7 valandos, firmoje uZregistruoti tokie klienty telefono skambuéiy skaiciai:
25; 30; 18; 39; 14; 21; 27; 40; 28; 16. Tarkime, kad skambuciy srautas yra puasoninis su inten-
syvumu A(skambudiy/per valanda). Rasime parametro A lygmens @ = 0,95 asimptotinius
pasikliovimo intervalus.

Gautus stebéjimus traktuosime kaip didumo n = 10 paprastosios imties, gautos stebint
a.d. X ~ P(A), A = kA, k = 7, realizacija. Parametro A\ = A/k DT jvertinys yra A =
A/k = Sp/(nk); &ia Sp = X1+ ...4+ Xy. Vieno stebéjimo informacijos apie Puasono skirstinio
parametrg kiekis yra 1/A. Taigi 02 = (1/k)A(1/k) = A/k. Gauname (3.6.26) konvergavimg

Viin =) 5 Y ~ N(0,M/k)
ir pasikliovimo intervalo (3.6.29) realizacija
(A1 = 2a/Vnk); A1 + za /Vnk)) = (2,822; 4,549).
Spresdami nelygybe
nk(A —N)32/2% < 22
gauname pasikliovimo intervalo (3.6.30) realizacija

(A (14 za/Vnk); A (1 — za/Vnk)) = (2,986; 4,814).

Dispersija stabilizuojanti transformacija yra 2\/; Gauname pasikliovimo intervalo (3.6.34)
realizacija
(A = 2a/(2Vnk))%; (A + 2a/(2VnK))?) = (3,613; 4,557).
Sis pavyzdys yra iliustracinis, norint parodyti (3.6.29), (3.6.30), (3.6.34) formuliy taikyma.
Tikslus Puasono pasikliovimo intervalas pateiktas 3.6.3 pavyzdyje. Gauname tikslaus
reik§mingumo lygmens @ = 0,95 pasikliovimo intervalo realizacija

_ 1 1
X A) = (7X3,975(570)§ 7)((2),025(572)) = (3,612; 4,573).
2nk 2nk

Matome, kad aproksimacinis intervalas, gautas taikant dispersija stabilizuojancia trans-

formacija, yra kur kas artimesnis tiksliam intervalui.

3.6.9 pastaba. Pirmasis budas apibendrinamas daugiamacio parametro
atvejui: jei 4,, = v(0,) yra k-macio parametro v = ~(0) DT jvertinys ir
tenkinamos 3.5.4 iSvados salygos, tai

. ST A N 1A v h A s d
H ==, =" {57 (0.)F 1 0.)4600)} (3, =) 423
Taigi aibé
C(X)={y:H<xi_gk)} (3.6.35)

yra apytikslé pasikliovimo lygmens @ parametro ~ pasikliovimo sritis.
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3.7. Parametry jvertiniy pavyzdziai

Pateiksime dazniausiai taikomy skirstiniy parametry taskinius ir intervalinius
jvertinius.
3.7.1. Vienamatis normalusis skirstinys

Tegu paprastoji imtis X = (Xll...,Xn)T gauta stebint a.d. X ~ N(u, 02),
—00 < pi < 00, 0 > 0. Statistika (X, s?)7, cia

XZ %iXi’ 82 == nili(Xl_X)27
i=1 i=1

yra pilnoji ir pakankamoji (7zr. 3.4.3 skyrelj). Kadangi E, X = u, E,2s? =02,
tai (X, s2)T yra parametro (u, o) NMD jvertinys, turintis gias savybes (Zr.
2.5.2 skyrelj):

X — 2(n—1 X —

Vae——H" LN, 1), % ~ X3 —1), VP S —1). (3.7.1)
Pasinaudoje 3.6.3 i§vada, gauname parametry yu ir o pasikliovimo intervalus:

(1, 70) = (X —ta(n—1)—=, X +to(n—1)—=)

H? /’L - [ \/ﬁ? @ \/ﬁ )

2 2
s =5 [ s(n—1) s(n—l))

o°, 0°) = , , 3.7.2
@ P =(F 5y vy 372

kai pasikliovimo lygmuo @ = 1 — 2a.

3.7.1 pastaba. Jeigu dispersija 02 Zinoma, tai parametro ;4 NMD jvertinys
yra X. Pasinaudoje pirmaja (3.7.1) lygybe, gauname parametro y pasikliovimo
intervala

_ g = o
) = (X —zo—, X+ 20—). 3.7.3
(1. 7) = (% 200 Xt 20 ) (373
3.7.2 pastaba. Jeigu vidurkis p Zinomas, tai parametro 0> NMD jvertinys
yra
s ¢ > 83 2
s5= - (Xi—w? 5 ~xP(n). (3.7.4)
i=1

Palygine &ias ir (3.7.1) formules, matome, kad parametro o2 pasikliovimo
intervalas skirsis nuo (3.7.2) tik tuo, kad s? reikia pakeisti j s3, o vietoje n — 1
iraSyti n.

3.7.3 pastaba. Vidutinio kvadratinio nuokrypio ¢ pasikliovimo intervalas
(zr. 3.6.7 pastaba) yra

(¢, 7) = (V2 Va2 (3.7.5)



134 3 SKYRIUS. PARAMETRU JVERTINIAT

Taskiniai parametro o jvertiniai s arba sg yra paslinktieji. Nepaslinktuosius
(ir NMD) jvertinius gauname jvede pataisas

a-\:

50
) = o
M1 M,

M, \/’ u+/12/2).

3.7.1 pavyzdys. Normaliojo skirstinio parametry taskiniai ir intervaliniai jverciai. Pa-
matuota 25 atsitiktinai atrinkty Panevézio gamyklos "Ekranas" kineskopy vieno spindulio
srovés stiprumas X:

6,31; 6,43; 6,46; 6,39; 6,30; 6,49; 6,32; 6,25; 6,29; 6,43; 6,62; 6,43; 6,41; 6,22; 6,38; 6,22;
6,37; 6,27; 6,18; 6,26; 6,20; 6,41; 6,20; 6,25; 6,25

Tardami, kad buvo stebétas normalusis a.d., rasime parametry u, o2, o tagkiniy ir inter-
valiniy (Q = 0,95) jvertiniy realizacijas.
Parametry NMD tagkiniy jvertiniy realizacijos yra

a=X=6,3336; 62=s2=0,0120; & =5/May =0,1107.
Pagal (3.7.3), pasinaudoje 2 priedo 2.P.4 lentele, gauname
(1 70) = (6,3336 — 2,0639+/0,0120/5; 6, 3336 + 2,0639+/0,0120/5) = (6, 2884; 6, 3788).
Remdamiesi (3.7.2) ir pasinaudoje 2 priedo 2.P.3 lentele, gauname

2. =5 24-0,0120 24-0,0120
(¢%507) = ;
39, 364 12,401

) = (0,0073;0,0232);

(0:7) = (Va2 V%) = (0,0855;0,1524).

3.7.2. Dviejy normaliyjy im¢iy uzdaviniai

Tarkime, X = (X1,..., X;,)T ir Y = (Y1, ..., ¥,,)T yra paprastosios imtys, gautos
stebint n.a.d. X ~ N(u1, 02)ir Y ~ N(uz, 03); —00 < 1, s < +00, 0 <
o1, 0y < 400. Atsitiktinio vektoriaus (X”, Y'T)7 skirstinys priklauso ketur-
parametrei eksponentiniy skirstiniy Seimai su pilngja ir pakankamaja statistika
T =X, >, :, >, X2, >, Y2, Todél bet kurios T funkcijos yra savo
vidurkio NMD jvertiniai. PavyzdZiui, parametry uy, p2, o2, o3 NMD jvertiniai

yra
fi1 = —mm i o =Y —n_:

G2os?m i(x._X)Q 62— 2= i:(Y—Y)2

! ! mfli=1 ¢ 12 2 nfli=1 ‘ '

Parametry 1, 2, 01, 02 pasikliovimo intervalai randami naudojant 3.7.1 sky-
relio formules.
Aptarsime kity parametry jvertinius.



3.7. Parametry jvertiniy pavyzdZiai 135

1. Tegu 02 = 02 = 02, 0 < 0 < oo. Tada parametro o2 NMD jvertinys yra

o 2_(m—1)5%—|—(n—1)s§ s2(m+n—2) 9
6°=s5"= 2 ) o ~x“(m+n—2). (3.7.6)

Palygine su (3.7.1) formulémis sudarome parametro o2 pasikliovimo intervala,
analogiska (3.7.2) intervalui (tereikia pakeisti n—1} m+n—2 ir naudoti jvertinj
(3.7.6)).

2. Parametro 6 = p1 — po taskinis NMD jvertinys yra
o 2 2
HXYNN(H, ”1+02);

m n
X-Y -0
Vo2/m+o2/n
2

Jeigu dispersijos 02 ir 02 biity zinomos, tai galétume sudaryti parametro 0
pasikliovimo intervala, analogiska (3.7.3) intervalui:

( za/zy/ﬁ+02X Y+za/2\/—+ )

Jeigu yra Zinomas dispersijy santykis k = o7 /03, tai parametro 6 pasik-
liovimo intervala gauname remdamiesi tuo, kad a.d.

~ N(0, 1). (3.7.7)

~Sm+n-—2)

X-Y-0 \/kmn(m—I—n—Z)
V83 (m — 1)+ ksi(n—1) kn +m

yra pasiskirstes pagal Stjudento désnj su m-+n—2 laisvés laipsniy. Pasikliovimo
intervalo, kai pasikliovimo lygmenuo @ = 1 — 2, réziai yra

Q:é—ta(m—l—n—Q)aé, §:é+ta(m+n—2)aé,

s2(m — s3(n — n+m)\"?
Oé:<(1( 1) + ksy(n —1))(kn + )) .

kmn(m +n —2)

(3.7.8)

Jeigu nezinomas ir dispersijy santykis, tai statistikos 7" ir parametro 6 funkcija,
kurios skirstinys nepriklauso nuo nezinomy parametry, neegzistuoja. Todél §iuo
atveju tenka apsiriboti apytiksliais pasikliovimo intervalais.

3. Parametro 3 = o}/03 pasikliovimo intervalg randame, remdamiesi tuo,
kad funkcija

. (n—1, m—1)

yra monotoniné 3 atzvilgiu, o jos skirstinys nepriklauso nuo nezinomy parametry.
Remdamiesi 3.6.3 i§vada, gauname pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lyg-
muo @ = 1 — 2q, rézius

2 2

B = %Fl,a(n—l, m—1), B= %Fa(n—l, m—1); (3.7.9)
2 2
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¢ia F,(m, n) — FiSerio skirstinio su m ir n laisves laipsniy « kritiné reiksmé.

3.7.2 pavyzdys. (8.7.1 pavyzdZio tesinys). Dwiejy normaliyjy skirstiniy palygini-
mas. Buvo pamatuotas tas pats parametras kaip ir 3.7.1 pavyzdyje, 15 atsitiktinai atrinkty
kineskopy, pagaminty kitu laikotarpiu:

6,11; 6,22; 6,20; 6,35; 6,30; 6,25; 6,36; 6,16; 6,14; 6,07; 6,29; 6,44; 6,39; 6,28; 6,33.
Tare, kad Sios dvi imtys gautos stebint nepriklausomus normaliuosius a.d., rasime para-
metry 5 = a%/o% ir 8 = p1 — pe taskiniy ir intervaliniy jvertiniy realizacijas.
Pagal §io pratimo duomenis gauname parametry po ir a% jvercius
fo =Y =6,2593, 63 =s2=0,0117.
Parametry pi ir a% jverciai surasti 3.7.1 pavyzdyje: 11 = 6,3336; s% =0,0120.

Parametro 3 taskinis jvertis 3 = s2/s2 = 1,0256. Naudodami 2 priedo 2.P.5 lentele
gauname pasikliovimo lygmens Q = 0,9 parametro 8 pasikliovimo intervalg (3.7.9):

8= g (14, 24) = 5t L =0,4815; B= T (14, 24) = 1, 3465
=3 0,95 (14, R ; =32 0,05(14, =1, .

Kadangi §is intervalas uzdengia 1, tai tarsime, kad dispersijos 0% ir a% yra vienodos. Tada
parametro 0 pasikliovimo lygmens Q = 0,9 pasikliovimo intervalg randame pagal (3.7.8):

05=0,0924; 0=X—Y —o04t0,05(38) = —0,0815, 6=X —Y +04t0,05(38) =0, 2650.

3.7.3. Dvimatis normalusis skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis (X;, Y;)”, i = 1,...,n, gauta stebint dvimatj a.v.
(X, Y)T ~ Na(p, X2), p = (u, /LQ)Ta —00 < 1, p2 < +oo; XN =
[0ijlax2, 011 = 0%, 090 = 03, 012 = 091 = 00102, 0 < 01, 03 < +o0, —1 < p <
1.

Atsitiktinio vektoriaus (X, Y)T skirstinys priklauso penkiy parametry pi1, pi2,
0%, 03, o eksponentiniy skirstiniy Seimai. Pilnoji ir pakankamoji statistika yra
T =3, Xi, 2,V >, X2 Y, V2 3. X;Y;)T. Kiekviena T funkcija yra
savojo vidurkio NMD jvertinys. Taigi parametry pi, po, o2, o tadkiniai ir
intervaliniai jvertiniai randami analogiskai kaip ir stebint vienmatj normalyji
a.d.

Koreliacijos koeficiento ¢ taSkiniu jvertiniu paprastai imamas jo empirinis
analogas

V(X = X235, - 72
Statistikos r tankio funkcija pateikta 8io vadovélio IV dalies 4.1 skyrelyje.
Statistikos r pasiskirstymo funkcija F'(z, o) yra monotonigkai didéjanti pagal o,

todeél, remiantis BolSevo teorema, pasikliovimo intervalo (o, ©), kai pasikliovimo
lygmuo @ = 1 — 2q, réziai randami i§ lygciuy

F(r,9)=1-a, F(r, ) = . (3.7.11)

(3.7.10)

Isspresti (3.7.11) lygtis ¢ ir o atzvilgiu gana sunku, todél dazniau naudo-
jami apytiksliai pasikliovimo intervalai. Statistika r asimptotiskai (n — o)
pasiskirs¢iusi pagal normalyjj désnj (Zr. 2.28 pratima)

r—0 d
\/ﬁl_g2 4 Z~N(0, 1),
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tac¢iau konvergavimas j normalyjj skirstinj gana létas, ypac kai p artimas +1
ir 7 skirstinys yra labai asimetri§kas. Todél rekomenduojama taikyti FiSerio
pasiulyta aproksimacija, pagal kuria atliekama dispersija stabilizuojanti trans-
formacija (7r. 3.6.4 skyrelj)

1. 1+r

V:V(r)zilnl—r

(3.7.12)
ir gaunamas konvergavimas
n—3(V(r)— V() % Z~N(,1).

Pritaike §ig aproksimacija ir pasinaudoje 3.6.7 pastaba, gauname apytikslj
pasikliovimo intervala, kurio réziai yra

211 V21
Q = ezvl + 1 Q = e2V2 + 17 (3.7.13)
1. 1+7r 1 1. 1+ 1
Vi==1 e 7V:71 (o] :
LS TRy 2T gy TR

3.7.4 pastaba. Jeigu paprastoji imtis gauta stebint a.v. X = (X1, ..., X,,)7
~ Ni(p, ), k > 2, tai koordinaciy X, irX; koreliacijos koeficiento jvertinys
r;; priklauso tik nuo koordinaciy X; ir X; stebéjimy. Todél jvertinio r;; savybeés
analogiskos gautoms dvimacio normaliojo skirstinio atveju.

Pasikliovimo

Parametro 0 = p1 — g taskinis NMD jvertinys yra 6=X-Y.
~ N(8,0?%), 0? =

intervalg galima sudaryti remiantis tuo, kad Z = X — Y
02 4+ 02 4+ 2poy09. Ivertine dispersija

gauname lygmens () = 1 — a pasikliovimo intervaly

il A Sz Sz
0; 0)=(0—tyn—1—; —).
(8 )= (0~ tosoln 1) 7 2

3.7.3 pavyzdys. (3.7.1 pavyzdZio tesinys). Dvimadio normaliojo skirstinio parametry
jverciai. Buvo pamatuota ty paciy 25 kineskopy, kaip ir 3.7.1 pavyzdyje, kito spindulio srovés
stiprumas Y:

é+ta/2(n— 1)

6,46; 6,31; 6,37; 6,29; 6,25; 6,38; 6,23; 6,20; 6,26; 6,26; 6,58; 6,57; 6,31; 6,24; 6,20; 6,14;
6,25; 6,24; 6,02; 6,27; 6,21; 6,36; 6,15; 6,29; 6,12.

Sujunge 8iy pratimy duomenis ir tare, kad buvo stebétas dvimatis normalusis vektorius
(X,Y)T, rasime parametry 0, p taskiniy ir intervaliniy (Q = 0,95) jvertiniy realizacijas. Ran-
dame

§=X—-Y =27 =6,3336—6,2734 = 0,0552.
=1,

Imdami skirtumus Z; = X; — Y;, ¢ ..., 25 jvertiname dispersija

1

n—1

&2 (Z; — Z)? = 0,007034, sz = 0,0839.

— 2 _
=sy; =

s.
I M:
I
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ir gauname pasikliovimo intervalg
(0; 0) = (0,0552 — 2,0639 - 0,0839/5; 0,0552 + 2,0639 - 0,0839/5) = (0,0206; 0,0898).
Pagal turimus duomenis parametro p taskinio jvertinio (3.7.10) realizacija yra
r = 0,7590. Apskaiciuojame
1. 1+r 1 1 1+r 1
Vi=-1 =0,5760, Vo= —1
E Vn—3 ERE R P

ir, naudodami FiSerio aproksimacija, gauname apytikslj pasikliovimo intervala (3.7.13)

(p; ) = (0,5197; 0,8879).

=1,4117

3.7.4. Skirstiniai, susije su normaliuoju skirstiniu

1. Tarkime, X = (X1, ..., X,,)7 yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X,
kurio skirstinys yra lognormalusis, t.y. X ~ LN (u, 0),—00 < p < 400, o > 0.

Kadangi Y = (Y1,...,Y,)T, Y; = In X; yra paprastoji imtis, gauta stebint
a.d. Y ~ N(u, 0?), tai, vertinant parametrus u, o2 ar jy funkcijas, naudojami
3.7.1 skyrelio metodai, jeigu prie§ skai¢iavimus atliekama transformacija Y; =
InX;, i=1,...,n.

2. Tarkime, X = (X;,..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X,
turinti pusiau normalyjj skirsting, kurio parametras o > 0 (7zr. 1.P.2 lentele).
Parametro 02 NMD jvertinys yra

. 1 & &%n
6% = - > X7 —5 ~ x2(n). (3.7.14)
=1

Pasikliovimo intervala gauname analogiska (3.7.2) intervalui.

3. Tarkime, X = (Xj, ..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X,
turintj Reléjaus skirsting, kurio parametras o > 0 (zr. 1.P.2 lentele). Parametro
% NMD jvertinys

n

1 216>
22 _ 2 2
6= o ;:1 X7, 2 X (2n). (3.7.15)

Pasikliovimo intervala gauname analogiskai (3.7.2) intervalui.

3.7.4 pavyzdys. Reléjaus skirstinio parametro taskinis ir intervalinis jvercias. Saudant
i taikinj yra iSmatuotas atstumas nuo pataikymo vietos iki taikinio centro. Atlikus 20 Siviy,
gauti tokie rezultatai:

3,56; 0,61; 1,88; 1,02; 2,03; 1,69; 0,57; 3,02; 4,11; 3,62; 1,27; 2,15; 1,91; 3,99; 2,78; 2,60;
2,41; 2,60; 2,31; 2,21.

Tardami, kad turimi duomenys yra paprastosios imties, gautos stebint a.d. turintj Reléjaus
skirstinj, realizacija, rasime parametro o2 tagkinio ir intervalinio (Q = 0,95) jvertinio realiza-
cijas.

Randame N

1 127,1196
6% = > X} = """ =3,1780.
2n o 40
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Pasinaudoje 2 priedo 2.P.3 lentele gauname pasikliovimo intervalo rézius:

4062 — 4062
o= 200 o g, 2= 00
59,342 24,433

5,203.

4. Tarkime, X = (X;, ..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X,
turintj Maksvelo skirsting, kurio parametras ¢ > 0 (Zr. 1.P.2 lentele). Parametro
o2 NMD jvertinys yra

n

1 3né?
52 — — X2 ~ v2(3n). 3.7.16
o o izgl i oo x“(3n) ( )

Pasikliovimo intervala gauname analogiskai (3.7.2) intervalui.

5. Tarkime, X = (X;,..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X,
turintj Kosi skirsting, kurio parametrai —oo < p < +oo, o > 0 (zr. 1.P.2
lentele). Net pirmasis §io skirstinio momentas neegzistuoja. Parametras p yra
skirstinio mediana, 0 — mastelio parametras.

Parametro  taskiniu jvertiniu imkime empiring mediana i = Zo,5 = X([n/2]41)-
Asimptotiskai (n — oo) §is jvertinys yra normalusis (Zr. 3.3.4 skyrelj):

Vi(dos — 1) 5 Y ~ N(0, 202 /4). (3.7.17)

Parametro o jvertinys

G = (Zo,25 — To,75)/2,

asimptotiskai (n — oo) yra normalusis (Zr. 3.3.4 skyrelj):
V(e — o) 5 Y ~ N(0, 7202/4). (3.7.18)

Jeigu parametrus p ir o vertintume DT metodu, tai gautieji jvertiniai g
ir o bty asimptotiskai normalieji ir efektyvieji. Ivertiniy p ir & asimptotinés
dispersijos lygios 202 /n (7r. 3.5.9 pavyzdj). Taigi jvertiniy /i ir & ASE, palyginti
su DT jvertiniais ji ir &, yra 8/7% =~ 0,81. Tai yra naudojant DT metoda, reikia
apie 19 procenty maZiau stebiniy tam paiam tikslumui pasiekti. DT jvertinius
galima rasti iteracijy metodu (Zr. 3.5.2 skyrelj). Pirmuoju artiniu galime imti
(3.7.17) ir (3.7.18) jvertinius.

Apytikslius parametry pasikliovimo intervalus galima rasti naudojantis taski-
niy jvertiniy asimptotiniais skirstiniais.

3.7.5 pavyzdys. Kogi skirstinio parametro jverdiai. Stebint a.d X ~ K(u, 1) gauta
tokia didumo n = 21 paprastosios imties realizacija:

13,30; 1,78; -2,15; 6,88; 4,42; 3,51; 12,00; 4,64; 6,73; 4,98; 4,55; 7,23; 5,51; 3,22; 3,18; 5,40;
14,23; 5,42; 4,17; 4,00; 8,29.
Rasime parametro p tagkinj ir intervalinj (Q = 0, 95) jvercius.

Momenty metodu (Zr. 3.5.3 pastaba) parametro p taskinis jvertinys yra empiriné mediana
#(1/2). Pagal turimus duomenis Sio jvertinio realizacija yra fi = X(11) = 4,98. Apytikslj
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pasikliovimo intervalg gauname aproksimuodami normaliuoju skirstiniu su dispersija 72 /(4n).
Apytikslio pasikliovimo intervalo réziai:
p= on— 7TZ()7025/(2\/E) =4,3082, p=p+ 71'201025/(2\/’71) = 5,6518.
Remiantis DT metodu (Zr. 3.5.9 pavyzd]), parametro p jver¢iui rasti reikia spresti lygti
1+ (X —p)?
Igsprende gauname taSkinj jvertj @ = 4,7535. Apytikslj pasikliovimo intervala gauname
aproksimuodami normaliuoju skirstiniu su dispersija 2/n. Apytikslio pasikliovimo intervalo
réziai:
M= n— 20,025V 2/n =4,1486, p=p+ 20,025V 2/n = 5,3584.

3.7.5. Puasono skirstinys

1. Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)7 gauta stebint a.d. X ~
P()), 0 < X < co. Parametro \ pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = nX =
X1+ -+ X, ~ P(n)), todél X yra parametro A NMD ijvertinys (7r. 3.2.1 ir
3.3.1 pavyzdzius).

Parametro \ pasikliovimo intervalas (), ), kai pasikliovimo lygmuo Q =
1 — 2q, surastas 3.6.1 pavyzdyje:

1 |
A= —+2_ (2T7), A= —2(2T +2 71
A 2nxl_a( )s ana( +2) (3.7.19)

ir A =0, kai T = 0.

2. Tarkime, X = (X1,..., Xn)T ir Y = (Y1,...,¥,,)T yra dvi paprastosios
imtys, gautos stebint n.a.d. X ~ P(A) ir Y ~ P(A2), 0 < A1, Ay < o0.
Statistika T = (le TQ)T, T1 = Xl + ...+ Xm ~ ’P(m)\l), T2 = Yi + ...+ Yn ~
P(nXy), yra pilnoji ir pakankamoji parametro (\;, \o)” statistika. Santykio
B = A1/Xe pasikliovimo intervalas randamas remiantis tuo, kad a.d. Ti, kai
suma 717 + T fiksuota, turi binominj skirstinj (Zr. 4.4.2 skyrelj):

m/\1

Ty +1T,=N) ~ B(N ==\
(1‘ 1+ 2 ) (ap)a p m>\1+n)\2

Surade parametro p pasikliovimo intervala (p, ) (7r. 3.7.6 skyrelj), randame
ir parametro 3 pasikliovimo intervala, kurio réziai yra

g=_2 F_n_P (3.7.20)
- ml-—p ml—p

3.7.6 pavyzdys. Puasono skirstiniy parametry jverciai. Mieste per savaite jvyko 15
autoavarijy. Kitais metais tame pac¢iame mieste per keturias savaites buvo uZregistruotos 45
autoavarijos. Tardami, kad avarijy skaifiai per dieng yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
a.d., turintys Puasono skirstinius su parametru A; pirmuoju laikotarpiu ir parametru A2
antruoju laikotarpiu, rasime parametry A1, A2, 8 = A1/A2 tagkinius ir intervalinius (Q = 0, 95)
ivercius.
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Kadangi imties elementy suma yra pilnoji ir pakankamoji statistika, tai, darant i§vadas
apie parametrus, individualts avarijy skaiciai kiekvieng diena néra reikalingi, o pakanka turéti
tik pirmojo ir antrojo laikotarpio sumas Sy ir Sa.

Parametry Ay ir A2 NMD jvertiniy realizacijos yra \; = S1/7 = 15/7 = 2,143 ir Ay =
S2/28 = 45/28 = 1,607. Parametro /3 nepaslinktasis jvertinys neegzistuoja (Zr. 3.1.1 pavyzdj).
Jeigu parametro § jvertiniu imsime § = nSi/(m(S2 + 1)), tai EF = B(1 — e282) ~ 4.
Ivertinio realizacija 8 = 60/46 = 1,304.

Parametry A1 ir A2 pasikliovimo intervalus gauname pagal (3.7.19) pasinaudoje 2 priedo
2.P.3 lentele:

1 — 1
A= ﬁxg,ws (30) = 1,1994; X\ = ﬁX(Q),025(32) = 3,5343;

1 — 1
Ay = %x3,975(90) =1,1772; Ao = %X?)’O%(QQ) = 2,1505.

Parametro (3 pasikliovimo intervalg randame pagal (3.7.20). Tikimybés p = 7A1 /(71 +
28)2) pasikliovimo intervalas yra (p; p) = (0,147; 0,379) (zr.,pvz., [10], VIII lentelé). Tada

28 p — 28 p
=2 % —0,68; B=—-"" =2 441.
B 7T1-p A 7T1—-p
3.7.6. Binominis skirstinys
Tarkime, kad turime imtj X = (X1,...,X,,)T, kurioje koordinatés yra neprik-

lausomos ir X; ~ B(m;,p), i =1,...,n, 0 <p < 1.

Statistika T'= X7 + --- + X,, ~ B(m,p), m = my + ... + m,, yra pilnoji
ir pakankamoji. Statistikos 7" pasiskirstymo funkcija isreiskiama beta skirstinio
tankio integralu:

k
Pr(kip) = Cop'(1—p)™ " =L_p(m—k,k+1)
=0

I'(m+1 I-p -
:F(m—(k)r(k)+ 1)/0 2P (1 = a)fdr, k=0,1,..,m 1,

Fr(k;p) =1, kaik = m;

k—1
Pr(k—0;p)=> Chp(1—p)" " =TL_p(m—k+1,k), k=1,2,..,m,
=0

Fr(k—0;p) =0, jei k=0.
Funkcijos I; ir I yra tokios:

ey S hip(m =T +1,T), jeiT=1,...,m,
I’L(p7X) - { 07 Jel T = 0’

{ Li_py(m—-T,T+1), jeiT=0,....,m-—1,
L,

Ii(p; X) = jei T =m.
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Statistika I (p; X) grieztai mazéja pagal p, jei T' < m, o statistika I;(p; X) griez-
tai mazéja pagal p, jei T > 0. Taigi parametro p apatinis (1 — «;) pasikliovimo
rézis p ir virSutinis (1 — az) pasikliovimo rézis p randami i§ lyggiy:
Lopy(m—=T+1,T)=1—-ai, jei k=12,..,m,
p=inf,c0)p=0, jei T =0,
Lsm—T,T+1)=as, jei T=0,... m—1,

ir
P=sup,conpr =1, jei T =m.
Taigi
[ 1=Ba(m=T+1,T), jiT=1,...,m
2= o, jei T =0,
_ [ 1-B1_a(m—-T,T+1), jeiT=0,...,m—1

¢ia fq(a,b) yra beta skirstinio su parametrais a ir b lygmens « kritiné reik§meé.
Intervalas (p,p) yra parametro p lygmens (1 — a; — as)-pasikliovimo inter-
valas. B
3.7.5 pastaba. Jeigu n karty realizuojami Bernulio eksperimentai, t.y.
turime paprastaja imtj X = (X1, ..., X,,)7, gauta stebint a.d. X ~ B(1, p), tai
pateikiamose formulése m reikia pakeisti imties didumu n.

3.7.7 pavyzdys. Binominio skirstinio tikimybés taskinis ir intervalinis jverciai. Atliekant
produkcijos kontrole tam tikru kartotinumu atsitiktinai atrenkamos partijos po 5 gaminius ir
uzfiksuojamas defektiniy gaminiy skaic¢ius X. I§ 100 patikrinty partiju 75 partijose defektiniy
gaminiy nerasta; 22 partijose buvo po 1 defektinj; 2 partijose rasta po 2 defektinius ir 1
partijoje rasta 3 defektiniai gaminiai.

Tarkime, kad defektinio gaminio pagaminimo tikimybé p yra pastovi, o gero ar defek-
tinio gaminio pasirodymas nepriklauso nuo kity gaminiy gerumo ar defektiskumo (Bernulio
schema). Rasime tikimybés p tagkinj ir intervalinj jvercius.

Tikimybés p NMD jvertinys yra jvykio pasirodymo santykinis daznis p = Sy /n; ¢ia S, yra
defektiniy gaminiy skai¢ius, n bendras patikrinty gaminiy skai¢ius. Sio ivertinio realizacija

P 0-75+1-224+2-243-1 _ 29 — 0,058,
500 500
Intervalinj jvertj gauname pagal (3.7.21);
p=1—0,025(472; 29) = 0,0392; P = fo,975(471; 30) = 0, 0822.
Beta skirstinio kritines reik§mes galime rasti kompiuteriu netgi nenaudodami specialiy mate-
matinés statistikos programy pakety. PavyzdZiui, naudojant visuotinai paplitusia programy
sistema EXCEL, pakanka aktyvinti funkcija "BETAINV".

Jeigu néra galimybés pasinaudoti kompiuteriu, tai apytikslius pasikliovimo intervalus gal-
ime rasti naudodami kokias nors aproksimacijas. Pavyzdziui, naudodami Muavro—Laplaso
CRT gausime tokj apytikslj pasikliovimo intervala

p ~ ﬁ — 207025\/ﬁ(1 — ;ﬁ)/n =0, 0375; PR ﬁ + 207025\/]3(1 — ﬁ)/n = 0,0785.

Jeigu i§ anksto zinome, kad tikimybé p turéty buti maza, tai galima naudoti aproksimacija
Puasono skirstiniu. Gauname tokj intervala:

1 5 < = L 5 . a-

P~ -—Xp,075(58) = 0,0388; P~ ——x{,025(60) = 0,0833.
2n 2n

Matome, kad Siame pavyzdyje aproksimacija Puasono skirstiniu leidZia gauti tikslesne pasik-

liovimo intervalo aproksimacija. Keleta kitokiy tikslesniy tikimybés pasikliovimo intervaly

aproksimacijy galima rasti 5], [10].
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3.7.7. Paskalio skirstinys

Tarkime, kad turime imtj X = (X1,...,X,,)7T, kurioje koordinatés yra neprik-
lausomos ir X; ~ B~ (m;, p), i = 1,....n, 0 < p < 1. Sveikieji teigiamieji
skai¢iai m;, ¢ = 1,...,n, yra zinomi.

Statistika T'= X; + -+ + X,, ~ B~ (m,p), m = m1 + - -+ + m,, yra pilnoji
ir pakankamoji.

DT ir momenty metodais gauname tg patj jvertinj

m

m+T’

kuris yra paslinktasis. Asimptotiskai, kai m — oo, §is jvertinys yra normalusis
kaip ir nepasliktasis jvertinys
~ m—1

p= m, Ep(@ =D, (3.7.22)

- d
Vim(p—p) Y ~N(0, p*(1 — p)).
Statistikos T pasiskirstymo funkcija isreiskiama beta skirstinio tankio integ-
ralu:

k
Fr(kip) =Y Cmel pm(1—p)' = L(m, k+1) =
=0

Tim+k+1) [P . -
m/ﬁ (1= afds, k=0.1....

T(k—0;p) = ZC’ H P =p) =1,(m k), k=1,2,...,

Fr(0—0;p) =0.
Bolgevo teoremoje apibréztos funkcijos yra

. — Ip(m7T)a jei T = 1,2,...,
Lip: X) = { 0, jei T =0,
L(p;X) = I,(m,T+1), kai T=0,1,...
Reikia pazymeéti, kad funkcija I5(p; X) yra grieztai didéjanti pagal p, jei T > 0,

I;(p; X) yra grieztai didéjanti pagal p, jei T' > 1. Taigi simetrinio parametro p
pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lygmuo @ = 1 — 2«, réziai yra

Bzﬂl—a(maT+]—)a TZOa

_ | Ba(m,T), jeiT >1,
P { 0, jei T = 0. (3.7.23)

3.7.6 pastaba. Jeigu turime paprastaja imtj Y = (Y1,...,Y,)?, gauta ste-
bint geometrinj a.d. su parametru 0 < p < 1, tai a.d. X; =Y; — 1~ B~ (1, p).
Taigi pirmesnése formulése statistika 7= (Y7 — 1) +--- 4+ (Y, — 1), o m reikia
pakeisti imties didumu n.



144 3 SKYRIUS. PARAMETRU JVERTINIAT

3.7.8. Neigiamasis binominis skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)T gauta stebint a.d. X ~ B~ (k, p),
0 <k < oo, 0<p< 1. Skirtingai nuo Paskalio skirstinio, §iuo atveju daznai
btuna nezinomi abu parametrai k ir p. Cia k > 0 nebitinai sveikasis skaicius.

Momenty metodu gauname gana paprasta lygéiy sistema, i§ kurios randame
jvertinius

(3.7.24)

¢ia X ir s empiriniai vidurkio ir dispersijos analogai.
Remiantis 2.5.5 teorema §ie jvertiniai asimptotiskai (n — co) nepaslinktieji
ir normalieji

Vi@ —6) %z ~No(0, 2), 0= (p, k)7,

da X = [07j]2x2; 011 = [p*(1 = p) + 2(1 + K)]/k, 022 = 2k(1 +k)/(1 — p)?,
o12 =021 =2p(1+k)/(1 —p).
DT metodu gauname sudétingesne lygéiy sistema

k—pk+X)=0,
{ 5470, (3.7.25)

n ~
7 = %Zzi, Z; = ilnw.
e o T

DT lygciy sistema galima iSspresti artutiniais metodais. Pradinis artinys
gali buti apibréztas, pavyzdziui, (3.7.24) formulémis.

DT jvertinio 0= (E, p)T asimptotinj (n — oo) skirstinj gauname remdamiesi
3.5.3 teorema. Patikrinsime, ar tenkinamos teoremos salygos.

1) ir 2) salygos akivaizdZiai tenkinamos.

3) tikétinumo funkcijos logaritmas (zymésime X = X;)

6 =0,0)=InT(k+X)—InT'(k) + XIng+ klnp,

glp = _; + Ea E(Elp‘k7p) = Oa

Dk X) T
b= T x) T T TP

Gauname

I (k4 X) = T(k+m)D(k+m) . .
E<(+|’“’) =2 T(k+m) T(kym! 4
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k o] [e'S)
o p / k—1_—xp _ 1 / k—1_—t
= — " e P lnxdr = —— t" e (Int — Inp)dt
L'(k) Jo I'(k) Jo ( )

_ FF'((:)) ~np = B(lilk,p) = 0.

Randame antrasias iSvestines:

. X k. p k 59
£1p2 = —qu — E7 111 = —E£1p2 = J = E€1p7

Pia = 1;’((:—:-)?)) B <F’(k+X)>2 CI(k) . (F’(k))z.

I'k+ X) (k) (k)
Kadangi
I (k+ X) (k) (k)
(Fet7) = Ty ~ 2y o o
tai

k+X I

1 P
Uipp = =, 12 = > = E(l1plar)-

1
p
4) informaciné matrica

7'(0) == [irs]2><2

teigiamai apibréZta, nes tai kovariaciné matrica a.v. (—=X/q), I"(k+ X)/T'(k +
X)7T, kurio koordinatés néra tiesigkai idreiskiamos viena per kita.
5) jvertiname i$ vir§aus treciosios eilés iSvestines:

2X 2k 2 2k 2
| €1ps| = |q73 + p73| < (qu + F)(1+x), C1p2i = Ig;

.@.Lnkz _ 0; .glkg _ (lnl—‘(/ﬂ—l—X))”/ (1 F(k))//l

2
=(nk+- - +Ink+ X -1))) < ﬁX
Visais atvejais §ios i§vestinés yra parametro 0 funkcijy, kurios apréztos tagko
0, aplinkoje, ir funkcijy nuo X, kuriy vidurkis baigtinis, sandaugos.
Taigi pasinaudoje 3.5.3 teorema gauname, kad DT jvertinys asimptotiskai
efektyvusis ir

V(B — 89) 5 Y ~ Ny (0, i7" (60)). (3.7.26)
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3.7.9. Logaritminis skirstinys

Tegu paprastoji imtis X = (X, ..., X,,)T gauta stebint a.d. X, kurio skirstinys
yra logaritminis (zr. 1.P.1 lentele) ir priklauso nuo parametro 0 < p < 1.
Parametro p pakankamoji statistika yra T'= X7 + --- + X,,. Momenty ir DT
metodais gaunami tagkiniai jvertiniai p sutampa. Jie yra lygties

1— _
_ p:X
plnp

sprendinys p atZzvilgiu. Tas jvertinys asimptotiskai (n — oo) efektyvusis ir
normalusis:

21,2
. d qp*In“p
Vn(p—p) =Y ~N (0, —anp) : (3.7.27)

Is ¢ia galima gauti apytikslj pasikliovimo intervala.

3.7.10. Hipergeometrinis skirstinys

Turime didumo N gaminiy partija, kurioje yra nezinomas skai¢ius M defektiniy
gaminiy. Atsitiktinai negrazinant imama n gaminiy. Tegu X; jgyja reikSme
1, jeigu i-ame bandyme pateks defektinis gaminys, ir reik§me 0 — priefingu
atveju. Imties X = (Xi,..., X,,)7 elementai yra priklausomi, todél imtis néra
paprastoji. Partijos didumas N ir imties didumas n paprastai yra zinomi, o
defektiniy gaminiy skaic¢ius M, M = 0,1,..., N yra nezinomas parametras.

Parametro M pilnoji ir pakankamoji statistika yra T' = X; + --- + X, ~
H(N,M,n).

Parametro p = M /N NMD jvertinys yra

N —n

P WV -1

S|

i E@IM)=p, V(@IM)= p(1 —p). (3.7.28)

Kartais prireikia jvertinti dispersija V' (p| M ). Nesunku patikrinti, kad jvertinys

tenkina lygybe
E(V(p|M)) =V (p|M).

Statistikos 71" pasiskirstymo funkcija

k i On—i k
F(k, M) =Y —*Z7=" =Y h(ilN,M,n) = H(k|N, M,n),
i=0 N i=0
F(k—0 M)=H(k—1|N,M,n),

yra monotoniskai mazéjanti pagal M.
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Parametro M apatinis (1 — «) lygmens pasikliovimo rézis M apibréziamas
kaip didziausias sveikasis skai¢ius, tenkinantis nelygybe

F(T-1, M)>1-a, (3.7.29)
o virSutinis (1 — «) lygmens pasikliovimo rézis M yra maZiausias sveikasis
skaiCius, tenkinantis nelygybe

F(T, M) < a. (3.7.30)

3.7.8 pavyzdys. Hipergeometrinio skirstinio parametro jverciai. | atrankine kontrole
pateko didumo N = 300 gaminiy partija, kurioje yra nezinomas skai¢ius M defektiniy gaminiy.
Kontrolés metu atsitiktinai, negrazinant atrinkta ir patikrinta m = 50 gaminiy ir tarp jy
surasta 6 defektiniai gaminiai. Rasime parametro M tagkinj ir intervalinj (Q = 0, 95) jvertius.

Parametro M NMD jvertinys M= NX/n; ¢a X yra a.d., Zymintis defektiniy gaminiy
skai¢iy tarp atrinktyjy. Siame pavyzdyje jvertinio M realizacija yra M =300 - 6/50 = 36.

Pasikliovimo intervalo réziams rasti reikia iSspresti (3.7.29) ir (3.7.30) nelygybes. Gau-
name

H(5[300, M, 50) > 0,95 <« M <13, H(6|300, M, 50) < 0,05 < M > 58.

Taigi pasikliovimo intervalo réZiai yra M = 13, M = 58.

3.7.11. Gama skirstinys

1. I8 pradziy nagrinésime gama skirstinj, priklausantj nuo vieno nezinomo
parametro. Tarkime, imties X = (X1, ..., X,,)T koordinatés yra n.a.d. ir X; ~
G\, ni), i=1,....,n, 0 < XA < co. Parametrai 7, ..., 7, yra Zinomi.

Parametro A\ pilnoji ir pakankamoji statistika yra T' = X; + --- + X,, ~
G\, ), n=m + -+ n,. Parametro A NMD jvertinys yra

- n—1 N S
A= B Ex(A) =X VA= 777 . (3.7.31)

Teskodami pasikliovimo intervalo, remiameés tuo, kad a.d. (zr. 1.P.3 lentele)
Y = 2T ~ x*(27).
Gauname pasikliovimo intervala, kai pasikliovimo lygmuo @ = 1 —2a«, rézius

Xoan) 5 xa(n) (3.7.32)

A= oT

3.7.7 pastaba. Parametras n daznai buna zinomas, kai turime eksponentinj
skirstinj (n = 1) arba Erlango skirstinj (n — sveikasis teigiamasis skaiius).
Primename, kad, turint kokiy nors jvykiy (signaly, gedimo momenty ir pan.)
puasoninj srauta, atstumas tarp dviejy gretimy tasky yra eksponentinis a.d., o
atstumas tarp k gretimy tasky (k — nepriklausomy eksponentiniy a.d. suma)
yra Erlango skirstinys, kurio antrasis parametras n = k.
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3.7.8 pastaba. Kartais eksponentinis arba Erlango skirstinys apibréziamas
naudojant parametra 8 = 1/\. Suprantama, kad 6 pasikliovimo intervalas tiesio-
giai gaunamas i§ (3.7.32) formuliy:

1 - 1
==, 0=—. 3.7.33
8= X ( )
Parametro & NMD jvertinys yra
~ T - 62
0=—, V) =—.
n Ui

3.7.9 pavyzdys. Fksponentinio skirstinio parametro taskinis ir intervalinis jvercias.
Atliekant patikimumo bandymus buvo i§bandyta 50 gaminiy ir uZregistruotas jy darbo laikas
iki gedimo:

4,145 0,58; 11,08; 1,13; 1,26; 5,35; 1,84; 0,26; 4,36; 0,65; 11,45; 1,46; 8,58; 3,46; 5,03; 1,51;
1,31; 14,99; 9,29; 3,22; 4,39; 29,70; 4,35; 8,20; 1,77; 5,07; 0,01; 1,17; 13,73; 4,30; 0,53; 2,70;
5,64; 2,78; 1,95; 13,30; 2,49; 2,40; 3,85; 3,12; 12,75; 0,61; 1,57; 6,06; 1,44; 0,32; 3,71; 2,13;
5,37; 8,88.

Tare, kad stebéjimai yra paprastosios imties, gautos stebint a.d. X ~ &(\) turintj
eksponentinj skirstinj, realizacija, rasime parametro A taskinj ir intervalinj (Q = 0, 9) jver¢ius.

Parametro A NMD jvertinys pagal (3.7.31) yra A = (n — 1)/T, T = >, X;. Gauname
jo realizacija A = 49/245,24 = 0, 1998.

Pasikliovimo intervala gauname pagal (3.7.32), pasinaudoje 2 priedo 3.P.3 lentele
XB,075(100) _ 74,222 _ 01515, T — X3,025(100) _ 129,561

2T 490, 48 2T 490, 48

A= =0,2642.

2. Bendresniu atveju abu gama skirstinio parametrai yra nezinomi. Tarkime,
paprastoji imtis X = (Xi,..., X,)7 gauta stebint a.d. X ~ G(\, 1), 0 <
A\, n < co. Parametro & = (\, )T pilnoji ir pakankamoji statistika yra T' =
= (11, To)" = (32, Xi, [[; Xo)"

Momenty metodu gauname jvertinius

. X2

A=

an‘ N‘

Remiantis 2.5.5 teorema Sie jvertiniai asimptotiskai (n — 00) nepaslinktieji ir
normalieji

V(8 —0) % Z ~ Ny(0, ),
dia B = [o45]ax2; 011 = A2(3+20) /1, 092 = 29(1 + 1), 012 = o1 = 2X(1 + 7).
DT metodu taskinius jvertinius randame i§ lygé¢iy sistemos
nﬁ - XTl = 0,
nln A —n(InT'(7)) +InTs = 0.
Sie jvertiniai (remiantis 3.5.3 teorema) asimptotiskai (n — co) efektyvieji ir
normalieji
V(0 —0) LY ~ Ny(0, G); (3.7.35)

tia G = [gijlax2; g11 = aX?/(an — 1), gaa = n/(an—1), g12 = go1 = A/(an — 1),
a= (InT(n))".



3.7. Parametry jvertiniy pavyzdZiai 149

3.7.12. Beta skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)T gauta stebint a.d. X ~ Be(y, 1),
0 < 7v,m < oo. Skirstinys priklauso dviparametriy eksponentiniy skirstiniy
Seimai. Pilnoji ir pakankamoji statistika yra T = (T3, T2)” = ([, Xs, T[,(1 —
X )NT.

Momenty metodu randame parametry taskinius jvertinius (zr. 3.5.2 pavyzdj):

»yx()“lg‘X)1>,ﬁ(1X)<X“;)Q1>. (3.7.36)

S S

DT metodu jvertiniui 0= (7, 77T rasti turime ~ ir n atzvilgiu lygéiy sistema

(M = s, 6731
Dél trumpumo beta funkcija pazyméta B = B(v,n) = Boo(v,n) ir
Brs = Bys(v,m) = o B(y,n), 1,8 =0,1,--- .
oy on®

Pritaike 3.5.3 teorema (Zr. 3.5.9 pavyzdj), gauname, kad jvertinys 0 =
(7, 7)T asimptotiskai efektyvusis ir normalusis, t.y.

V(@ —8) 5 Y ~ Ny(0, i (v, 1)),

o informacinés matricos ¢ = [i;s]ax2 elementai yra

. BogB — B%o _ BgsB — Bgl
m=—"py 2=
. . BB — BioBo;

2 =in=—"—"p3

3.7.13. Ekstremaliyjy reikSmiy skirstiniai

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1,...,X,,)T gauta stebint a.d. X, ku-
rio skirstinys priklauso ekstremaliyjy reik8§miy skirstiniy aibei su parametrais
—00 < p < +00, 0 <o < +oo (zr. 1.P.2 lentelg).

1. Minimaliyjy reiksmiy skirstinys. Egzistuoja tik triviali pakankama statis-
tika, todél sumazinti imties dimensija neprarandant informacijos negalima.

Momenty iSraiskos gana paprastos. A.d. Z = (X —pu)/o pradiniai momentai
yra

ap =EZF = / (Inz)fe ?de =T® (1), k=12 ..,
0

¢ia %) (1) yra gama funkcijos k-oji isvestiné taske 1. Turédami 8iuos momentus,
jais galime igreiksti ir centrinius a.d. Z momentus ju; = E(Z — EZ)k:

po =0z —ai =T@ Q) = TOW)P2, oy =TH (1) =—,
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pz =T (1) = 30@(Mriv (1) + 20 (1)),
1 = TO(1) — 40 (1)DO(1) + 60D (1)(TD(1))2 - 3O (L))",
Apytikslés momenty reiksmés:

7.(.2

a1 ==y~ ~0.5772, = =~ L6449, puz~ —2,4041, pa 14,6114

A.d. X pirmieji momentai yra
2
EX =p—vyo~pu—0,57720, E(X —p)?= 023 ~ 1,64490°.

Randame parametry p ir o jvertinius momenty metodu:

V6

fp=X+v~X—0,57726, 6 =-—5~0,7797s. (3.7.38)
71'
Remdamiesi 2.5.5 teorema, gauname, kad §ie jvertiniai asimptotiskai nepaslink-
tieji ir normalieji.
V(i 6) 5 Y ~ Ny(0, ).

Kovariacinés matricos 3 = [0;]2x2 elementai yra tokie:

32 — 2 6
o1 = o2 Lo + Y (M42 13) _ 7\[/% ~ 1,16802,

272 g /12
2 3(pa — M%) 2

099 — O W ~ ]., lo 5

2
012 = 021 = 0'2 7370}4 MQ) \E/J(} ~ 70,09602.

212 po 21/ 12

Ieskant parametro @ = (u, o)” DT jvertinio 0= (, )T, reikia p ir o
atzvilgiu spresti lygciy sistema

%Zz exp{%} =1,
{ %Z M(1 + exp{%}) =1. (3.7.39)

7 [ea

Ja galima i§spresti iteracijy metodu, pradiniu artiniu pasirinkus, pavyzdziui,
(3.7.38) ivertinius.

DT jvertiniy savybes galime gauti pasinaudoje 3.5.3 teorema. Patikrinsime,
ar tenkinamos Sios teoremos salygos.

1) ir 2) salygos akivaizdZiai tenkinamos.

3) Vieno imties nario tikétinumo funkcijos logaritmas yra

0,(8) = 61 (i, 0) = —Ino + Ky

X - X -
B expf
g (o
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Randame informantes:

. 1 1 X -
by = . + ;exp{ &

2

g

. 1 X — X —
by = —= - =1 —exp{=—1Y),
g g g

- Heo T — T — T —
Bleoxo{*—L) = [ (" e - exp(* ) )da

o0
:/ te~tdt =1,
0

X =iy = /000(1 —t)Inte tdt

=[(2) Tz + Dlpmy = (1 = 2)0(@)]poy = -T(1) = 1.

X_

(1 —exp{

Taigi . .
E(€1M|Mv 0) =0, E(ZIU“/L, 0') =0.

Randame antrasias iSvestines:

1

o
o2

) 1 X—p. . )
b2 = 3 exp{ . ,u}’ i1 = —E({,2) =

y 1 X - X - X - X -
b2 = —(1+2 B expf i Py S}

g g g g g
ing=—E(l1p2) = —— [ (1+2Int—¢t(2Int+1In’¢t))e "dt
0% Jo

! (14 217(1) + (1)),

o2

X - X -
g g

))5

. 1
lipo = ;(1 —exp{
. 1 0
’i12 = —E(flug) = —;/ (1 — t(l + lnt))e_tdt
0

- %(1 +TV(1).

Licka patikrinti, ar E(¢1(7) = —E({,):

: 1 [ 1
E(€1M)2 = ;A (1 — t)2e_tdt = ;,

E((1,)* = % /00(1 +(1—t)Int(2+ (1 —t)Int))e "dt
0

g

- %(1 +2I7(1) +T"(1)),
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B(i1l1,) = /00(1 C (14 (1—t)Int)e—tdt
7= Jo

1
o2

(14+17(1)).

4) Informaciné matrica () = [irs|2x2 teigiamai apibrézta, nes tai ko-
variaciné matrica a. v. (exp{Y'}, Y (1—exp{Y'})), kurio koordinatés néra tiesiskai
susijusios; ¢la Y = (X — u)/o.

5) Visos treciosios eilés funkcijos ¢; i§vestinés yra tokio pavidalo:

1 1
;h(X) = ;(cl + Y +e3Y?) (1 + cqe?);
¢ia ¢;, i = 1,...,4 — konstantos. Parametro 8 funkcija 1/0° tagko 6y aplinkoje
aprézta, o funkcija |h(X)| — integruojama.

Taigi visos 3.5.3 teoremos salygos tenkinamos, o DT jvertinys 6 = (1, o)7
yra asimptotiskai efektyvusis ir normalusis:

V(6 —0) % Z ~ Ny (0, i(0)). (3.7.40)

Pasinaudoje momenty reik§mémis, gauname DT jvertiniy asimptotinés ma-
tricos i71(0) = [Yij]2x2 elementy apytiksles reik§mes:

Y11 ~ 1,1090%, 723 ~ 0,6080%, 412 = 21 ~ —0,2575°.

2. Maksimaliyjy reiksmiy skirstinys
Kadangi sis skirstinys yra pirmiau nagrinéto skirstinio veidrodinis atspindys
(zr. 1.P.2 lentele), tai jvercius randame analogiskai. Momenty metodu gauname
. sV6

p=X+v6,6= : (3.7.41)
™

Pritaike DT metoda, sudarome tokia lygciy sistema:

LY exp{— Xty =1,
{ %Zz %(1 — exp{-%}) -1 (3.7.42)

Asimptotiniy skirstiniy kovariaciniy matricy elementai lieka tokie patys, tik
kovariacijos zenkla reikia pakeisti prieSingu.
3.7.14. Veibulo skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)T gauta stebint a.d. X ~ W (o,v),
kurio tankis

flz, o,v) = %x”*l exp{—(f)”},x >0,0<v,0< o0.
o o

Nagrinékime a.d. Y = In X, kurio tankis

g(y,o,v) =vexp{v(y —Ino) —exp{r(y —lno)}}, y € R
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sutampa su minimaliyjy reiksmiy skirstinio tankiu, parametrus p ir o pakeitus
ilnoir 1/v. Tada i§ (3.7.38) formuliy gauname jvertinius

\/6}, p="_, (3.7.43)

5v/6
¢ia Y ir s? yra empiriniai vidurkio ir dispersijos analogai, gauti pagal imtj Y =
(Yl,v...,Yn)T.

Siuos jvertinius galima panaudoti kaip pradinj artinj, ieskant jvertiniy DT
metodu. DT metodo taikymas Veibulo skirstiniui detaliai iSnagrinétas 3.5.8
pavyzdyje. Buvo gauta, kad DT jvertiniai o, v tenkina lyg¢iy sistema

{ 5= (LY, XD,

& = exp{Y + s

s

X7 1nX; 3.7.44
Ly, -y, A g (3.7.44)

Asimptotiskai DT jvertinys 0= (o, 7)T yra efektyvusis ir normalusis, t.y.

V(0 — 80) 5 Z ~ N2 (0,5 (60)), (3.7.45)
o informacinés matricos ¢ = [i,s]ax2 €lementai yra tokie:

v 1+17(2)

, , , I"(2)
1= 5, 122 = ———5——, 112 = 121 = — .
o v

g

3.7.15. Eksponentinis skirstinys

1. Pirmojo tipo cenzuravimas. Fiksuojame eksperimento laika ¢ ir ste-
bime n objekty. Tegu jy gyvavimo trukmes T, ...,T;, yra absoliuciai tolydus
vienodai pasiskirste n.a.d. su pasiskirstymo funkcija F(¢, A),A € (0,00) ir
tankiu f(t, A). Atsitiktinio dydzio T; reik§mé t; stebima tik tada, kai ¢; < t.
Pazymékime

X; = min(T;, t), 6 = 1(0,4(Th).
Tada turime imtj (X1, 01), ..., (Xn, 0n). Pavyzdyje 3.5.7 gavome §ios imties
tikétinumo funkcija

n

L) =] (X, M= F(X, A0

i=1

Jeigu a.d. T; ~ £(N) turi eksponentinj skirstinj, tai tikétinumo funkcija
L) =APe™5 D=3 "4, 5=> X
i=1 i=1

Gauname D
(N =DInx—\S, (N ==-8
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ir parametro A DT jvertinys yra

«~ D
A=
S

Kadangi informacijos apie parametra A kiekis yra ff()\) = D/)?, tai jvertinio
A dispersija galima jvertinti dydziu A2/D. Gauname parametro 6 apytikslj lyg-
mens 1 — 2« pasikliovimo intervalg

Za ES Za

;§%A=AO+;5

3.7.10 pavyzdys. (3.7.9 pavyzdzio tesinys) Fksponentinio skirstinio parametro taskinis
ir intervalinis gvercias. Tarkime, kad 3.7.9 pavyzdzio salygomis gaminiai buvo stebimi inter-
vale [0, 8], o nesugedusiy Siame intervale gaminiy gedimy momentai nebuvo Zinomi. Rasime
parametro A tagkinj ir intervalinj (Q = 0, 95) jvertius.

Gauname

A=A1- ). (3.7.46)

D=39, S= > X,+(n—D)-8=191,29, A=
X,;<8

e

=0,2039.

Pasikliovimo intervala randame pagal (3.7.46)

A= A1 = 20,025/VD) = 0,1399, X = A(1 + 20,025/VD) = 0,2679.

2. Antrojo tipo cenzuravimas. Tarkime, kad gaminiy stebéjimo trukmé néra
fiksuota. Stebéjimai atliekami tol, kol bus sulaukta r gedimo momenty, t.y.
stebimos variacinés eilutés T(q) < --- < T{;,) pirmosios r poziciniy statistiky
X = (T(l)u T(Q), ceey T(r))T

Ieskosime parametro A ir patikimumo funkcijos

S(l’, )\) = P)\{T > ZE}

pasikliovimo intervaly.
Irodysime, kad statistika

T

T = ZX(k) + (n — ’I’)X(T)
k=1

turi gama skirstinj G(A, r). I8 3.3.4 skyrelio zinome, kad a. v. X = (T(1),T{2), ---,
T(r))" tankis yra

f(xl"“’xr)_(nﬁ!r)! exp{ (le (n—r)x )}

Reikia pazymeéti, kad

T= nT(l)“F(n_].)(T(Q) —T(l))—|—~ . -—l—(n—T—l—l)(T(r)—T(r_l)) =1+ 2o+ -+ 27,
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dia Z; = (n — i+ 1)(Xu) — Xi-1)), Xy = 0. Atliekame kintamuyjy keitima:

zi=m—1i+1)(z; —xi_1),i=1,...,r. Pakeitimo jakobianas
9z | (n—r)!
J= =
0T |, n!

Atsitiktinio vektoriaus Z = (Z1,..., Z,)T tankis yra
s n
9(z1,. . 2) = A" eXp{—/\Zzi} — H)\e#\zz.
i=1 i=1

Taigi a.d. Zi,...,Z, yra vienodai pasiskirste n.a.d. Z; ~ EN), ir T = Z1 +
e Zyp ~ G(A ).

Kadangi 2T\ ~ x?(2r), tai i§ ¢ia gauname parametro A\ pasikliovimo inter-
valo, kai pasikliovimo lygmuo @ = 1 — 2a, rézius:

2 2
lea(QT) N X(x(zr)
= — = . 7.4
A or 0 T Tar (3.7.47)
Patikimumo funkcija S(z; \) = e~®* mazéja pagal A, todél
S(z) = e A S(z) = e ™A, (3.7.48)

3.7.11 pavyzdys. (3.7.9 pavyzdzio tesinys) Fksponentinio skirstinio parametro taskinis
ir intervalinis jvercias. Tarkime, kad 3.7.9 pavyzdzio salygomis gaminiai buvo stebimi tol, kol
suges 40 gaminiy. Rasime parametro X ir S(5) tagkinj ir intervalinj (Q = 0, 95) jver&ius.

Gauname

s
r=40, X0y =858, T=> X+ Xuo(n—r)=197,80, A= I —0,2021.
i=1 T

Pasikliovimo intervalus randame pagal (3.7.47) ir (3.7.48) naudodami 2 priedo 2.P.3 lentele
X% (2r) X%7025(80)

2 (2r 2 80 _
Xi—a(®r) _ Xo075(80) _ 0,1444, X = = = 0,2694:
2T 2-197,89 2T 2197, 89

A=

S(5) = e~ = 10,2600, S(5) =e 2 =0,4858.

3.7.16. Mizeso atsitiktiniy kampy skirstinys

Atsitiktiniy kampy (arba juos atitinkanciy tasky ant apskritimo ar sferos) stebé-
jimy aptinkami daugelyje praktikos sri¢iy. Pavyzdziui, geologijoje tiriant jvairiy
pavir§iy ar linijy orientacija; meteorologijoje aprasant véjo krypéiy pasiskirstyma;
biologijoje tiriant pauks¢iy orientavimasi migracijos metu; geografijoje tiriant
zemés drebéjimo epicentry iSsidéstyma; laiko eilutés ekonomikoje ar medicinoje,
kai stebimas periodinis reiskinys ir Zinomas jo periodas; astronomijoje tiriant
dangaus kiiny iSsidéstyma ir kt.

Gana i§samy §ios svarbios matematinés statistikos srities taikymy aptarima
ir placia bibliografija galima rasti knygoje [14]. (Rekomenduojame naudotis kny-
gos vertimu } rusy kalba, nes, redaguojant vertima (redaktorius L.N.BolSevas),
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istaisytos originalo klaidos ir padaryta daug patobulinimy). Sioje monografijoje
i8déstyti tikimybiniy modeliy, aprasanciy atsitiktinj tasky issidéstyma ant apsk-
ritimo, kurimo pagrindai, taip pat tokiy modeliy statistiné analizeé iliustruojama
konkreciais pavyzdziais. Atsitiktiniy kampy tikimybiniai modeliai ir jy taiky-
mas turi savita specifika, palyginti su tikimybiniais modeliais tieséje. Kampy
traktavimas skaitinémis reik§mémis tieséje priveda prie paradoksy. Pavyzdziui,
jeigu tieséje atidésime mazo kampo ¢° ir kampo (360 — ¢)° reikSmes, tai jy
aritmetinis vidurkis bus 180°. O pasitelkus geometrine interpretacija darosi
akivaizdu, kad aritmetinis vidurkis turéty buti kampas 0°.

Paminésime keletg fakty apie atsitiktiniy kampy tikimybinius modelius. At-
sitiktinio kampo tolydusis skirstinys irgi nusakomas vadinamaja ,tankio funkcija“
f(z), taciau jos apibrézimas i§ esmeés skiriasi nuo tankio apibrézimo tieséje. At-
sitiktinio kampo tankio funkcija neneigiama, f(x) > 0, periodiné su periodu 27,
t.y. f(x+27) = f(x), su visais « € R, ir tenkina salyga

27

f(z)dxz = 1.
0

Charakteristine funkcijg ¢ pakanka apibrézti tik sveikaskaitiniam argumentui
t=20,1,..

2
P(t) = 1hy(t) = Ee''? = / eimf(m)dx = ay + 1S,
0

o = Ecos(ty) = /0 ! cos(tx) f(x)dz, B; = Esin(tp) = /0 ! sin(tz) f(x)dx.

(3.7.49)

Taigi, nagrinéjant skirstinius ant apskritimo, natiralu naudoti trigonomet-

rinius momentus oy, B¢, t = 0,1, 2, ..., kurie, skirtingai nuo skirstiniy ant tiesés,

visada vienareiksmiskai nusako charakteristine funkcija 1 (t). Charakteristine

funkcija () tenkina jprastines charakteristiniy funkcijy savybes: |[i¢(t)] <
1,%(0) = 1; jeigu v fiksuotas kampas, tai

Py (t) = B 0™ = e () = ay(v) + iBi (v),
a:(v) = Ecos[t(p — V)] = a4 cos(tv) + B sin(tv),

Bi(v) = Esinft(p — v)] = —ag sin(tv) + B cos(tv).

Momentai oy (v), 5;(v) vadinami eilés ¢ trigonometriniais momentais krypties
v atzvilgiu. Galioja charakteristinés funkcijos vienaties, tolydumo ir atvertimo
teoremos. Jeigu tankis f(z) turi baigtinj skai¢iy maksimumy ir minimumy bei
baigtinj skai¢iy trukiy, tai atvertimo formulé tankiui yra

f(z) = %{1 +2 Z[at cos(tx) + B sin(tx)]}.

t=1
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Teisingas nepriklausomumo kriterijus: atsitiktiniy kampy vektoriaus (¢1, ...,
©n)T koordinatés nepriklausomos tada ir tik tada, kai jo daugiamaté charakte-
ristiné funkcija lygi koordinaciy skirstiniy charakteristiniy funkcijy sandaugai:

n
Wiprropn) (ts s t) = [T 0, (1)-
j=1

Jeigu kampai @1, ..., ¢, yra nepriklausomi, tai jy sumos ¢ = 1 + ... + ¢y,
charakteristiné funkcija lygi démeny charakteristiniy funkcijy sandaugai

Yo (t) = H Yy, (t). (3.7.50)

Sakome, kad atsitiktinis kampas ¢ turi tolyguyji skirstinj, jeigu jo tankio
funkcija

1
= — R
f(zx) 5 % €
Jo charakteristiné funkcija
1, kai t=0,
() = { 0, kai t#£0. (3.7.51)

Remdamiesi charakteristiniy funkcijy vienaties teorema ir formulémis (3.7.50),
(3.7.51) gauname tokias iSvadas. Jeigu @1, ..., ¢, yra atsitiktiniai nepriklausomi
kampai, turintys tolyguji skirstinj, tai suma ¢ = ¢ + ... + ¢, taip pat turi
tolygyji skirstinj. Jeigu atsitiktiniai kampai @1, @2 yra nepriklausomi ir ¢; turi
tolyguji skirstinj, tai suma @1 + o taip pat turi tolygyji skirstinj. Apskri-
tai kalbant, gana bendromis salygomis nepriklausomy atsitiktiniy kampy suma
turi asimptotinj tolyguji skirstinj. Sios isvados gerokai skiriasi nuo ty, kurias
gautume analogiskomis salygomis nagrinédami skirstinius tieséje.

Vienas i§ dazniausiai naudojamy aprasant atsitiktinj kampa skirstiniy,yra
vadinamasis Mizeso skirstinys M (u, 8), priklausantis nuo dviejy parametry 0 <
@ < 2m,0 > 0. Parametras p tam tikra prasme apibudina skirstinio centra,
o parametras 1/6 — sklaidg (vidurkio ir dispersijos tieséje analogai). Mizeso
skirstinys, nagrinéjant atsitiktinius kampus, vaidina mazdaug ta patj vaidmenj,
kaip normalusis skirstinys nagrinéjant skirstinius tieséje (7r. [14]).

Mizeso skirstinio tankio funkcija

1
0) = —— efcosz—m) g > 2 7.52
f(x|p, 0) 710" , 020, 0<p<2m, (3.7.52)

¢ia normuojanti konstanta
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yra modifikuotoji pirmojo tipo ir nulinés eilés Beselio funkcija (zr.[1]).

Tarkime, @1, ..., ¢, yra paprastoji imtis, gauta stebint atsitiktinj kampa
@ ~ M(u,0). Rasime parametry p ir 6 tagkinius jvertinius. Tikétinumo funkcija

1
[2 To(0) exp{GZCOS W},

o logtikétinumo funkcija
0= —nIn(2r) —nlnIo(0) + 0  cos(p; —

Prilyginame iSvestines nuliui

by = n[ln I (0 +Zcos ) =0, —GZsm =0.

I8 antrosios lygties randame

n n n
Zsin(goj —p) = cosquingoj —sin,chosgoj = Scospu — Csinpy =0,
j= j=1 j=1

kad parametro p DT jvertinys tenkina salygas

Sin/l:§ R=+C?+ 52, ﬂzarctgE

cos ji = 7 ok

Ea
Parametro 6 jvertinys 6 randamas i3 lygties

A(f) = R, A(@):Ié(e) R=+/C?+ 52,

Io(9)’

o C ir S yra empiriniai trigonometriniai momentai
n n
= 1 = 1 )
C=-— E cospj, S=— E sin ;.
n 4 n -
Jj=1 Jj=1

Knygoje [14] pateikiamos funkcijos A~!(z) lentelés. Naudodamiesi tokiomis
lentelémis (arba kompiuteriu) randame jvertinj § = A~1(R).
Kadangi pirmieji trigonometriniai momentai yra

ar(p) = A(f)cosp,  Pr(p) = A(6) sin p,

tai, prilygine juos empiriniams momentams C ir S, matome, kad momenty ir
DT jvertiniai sutampa.

Rasime DT jvertiniy j ir 6 asimptotinius (n — oo) skirstinius remdamiesi
3.5.3 teorema. Patikrinsime, ar tenkinamos teoremos salygos.
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1) ir 2) salygos akivaizdZiai tenkinamos.
Vieno imties nario tikétinumo funkcijos logaritmas

l1(p,0) = —In(2m) —InIy(0) 4 O cos( — p).
Randame informantes
b =Osin(p — ), f1g = —A(0) +cos(p — ), A(8) = I5(60)/1o(6);

. 0
E(élu) 27TI()

Randame antrasias iSvestines

lrlw = —fcos(p —p), i1 = —E(fl,w) = 0A(0);

27
o0 / sin(z — p)ef cs@—mdT — 0 E(l1) = —A() + A(6) = 0.

gluQ = Sin(‘)o - u)a Z'12 = —E(Zma) = 07

lrgg = —A'(0), iz = —E(l199) = A'(0) = 2 ((g; — A%(0).

Pasinaudokime modifikuotyjy Beselio funkcijy ir jy i§vestiniy savybémis.
Modifikuotoji eilés p Beselio funkcija I,(0) uzraSoma eilute (zr. [1])

i 0 2j+p
z:: G ( ) , p=0,1,2, ..
Tiesiogiai jsitikiname, kad
Io(0) = 1(0),  15(0) = I1(0), [011(0)) = 11(0) + 011(6) = 01o(0);

Taigi
S ono) - o)
2T T0L,(0)

Lieka patikrinti, ar E(¢1/7) = —E(/;). Gauname

— A2(0) = 1 — A2(0) — A(0)/6.

E(élu)Q = 0’E sin2(<p —p) = 92 {1 _ ﬁtg((g))}
— 02 |1- W} — 0A(9) = iny;

©)
E(/1,d10) = 0B[sin(p — 1) (—A(6) + cos(p — p))] = 0 = ira;
E(/10)> = B(—A(8) + cos(ip — 1))* = A%(6) — 24%(0) + I{/(6) /To(6) = iz.

4) informaciné matrica teigiamai apibrézta, nes i;o = 491 = 0, 0411 > 0,422 >
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5) visos funkcijos Iy trecios eilés i§vestinés apréztos.

Taigi visos 3.5.3 teoremos salygos igpildytos ir a.v. (fi,0)7 asimptotigkai turi
dvimatj normalyjj skirstinj su nekoreliuotomis koordinatémis:

V(i — ) %Y ~ N(0,1/(9A(6)));

V(= 60) % Z ~ N(0,1/[1 — A2(0) — A(0)/6]).

Remdamiesi Siomis aproksimacijomis ir skyrelyje 3.5.4 apraSyta metodika,
gauname pasikliovimo lygmens () = 1 — 2P aproksimacinius pasikliovimo inter-

valus
(7:70) = (i = 2p/VnbR; ju+2p/VndR) ;

@:0) = (é ~ap/\In(l— R~ RJA); 0+ zp/\fn(l— B2 - R/é)) |

3.7.12 pavyzdys. Mizeso skirstinio parametry jverciai. Lenteléje pateikti ty horizonto
tagky, kuriuos stebétojas uzfiksavo paskutinj karta matydamas paleista antj (prapuolimo kam-
pas), azimutai. Eksperimento metu paleista n = 714 anc¢iy. Eksperimentas atliktas Anglijoje
Gloctesterio grafystéje (7r. [14]).

Kampas | Daznis | Kampas | Daznis | Kampas | DaZnis
10° 40 130° 3 250° 24
30° 22 150° 1 270° 58
50° 20 170° 6 290° 136
70° 9 190° 3 310° 138
90° 6 210° 11 330° 143
110° 23 230° 22 350° 69

Duomenys sugrupuoti j 20° ilgio intervalus. Lenteléje nurodytas vidurinis i-ojo intervalo
kampas @7 ir stebéjimy, patekusiy j i-tajj intervala, daznis n;, i = 1, ...,18. Tare, kad duome-
nis galime traktuoti kaip paprastosios imties, gautos stebint a.d. ¢ ~ M(u,0), realizacija,
rasime parametry p ir 6 tagkinius jvercius ir pasikliovimo lygmens @ = 0,95 aproksimacinius
pasikliovimo intervalus.

Apskai¢iuojame

1

oo

C =

3=

18
_ 1
n;cosp; =0,4998, §=—> n;sing; = —0,5176;
n =1

i=1

R=0,7195, [ =308,89°, 6 =2,077.

Aproksimaciniai pasikliovimo intervalai yra tokie:

(m; &) = (305,35°; 312,33°), (6;0) = (1,964; 2,190).

3.7.17. Aproksimaciniy pasikliovimo intervaly pavyzdziai

Pateiksime keleta iliustracijy, kaip galima sudaryti parametry apytikslius (ap-
roksimacinius) pasikliovimo intervalus remiantis taskiniy jvertiniy asimptotini-
ais skirstiniais.
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1. Normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcijos ir kvantilio pasik-
liovimo intervalai. Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)T gauta stebint
a.d. X ~ N(u, 0?). Iegkosime kritiniy reik§miy

Ip =W+ ozp, zp = @71(1 7P)

ir pasiskirstymo funkcijos

F(2) = F(x;p,0) = 8(—F)

pasikliovimo intervaly.

Parametry p ir o DT jvertiniai yra empirinis vidurkis X ir empiriné dispersija
my (7r. 3.5.2 skyrelj). Remiantis 3.5.3 teorema, asimptotinis jvertinio (X, msy)
skirstinys yra dvimatis normalusis su nekoreliuotomis koordinatémis

V(X —p) 5 Y ~ N(0, 02), Va(ms — 0 5 Z ~ N(0, 20%).  (3.7.53)

Nagrinéjamy charakteristiky DT jvertiniai yra

. _ . z—X
Zp =X + zpy/ma, F(x;,u,a):‘b(\/@).

Pakeite (3.7.49) dispersijas jy jvertiniais ir pazyméje, kad

dzp drp  zp

op 902 20’

gauname jvertinio £ p asimptotinés dispersijos ivertinj

.9 mo zZp 2 2m§ mo z%
O-ip =—+ =—11 + —=].
n 2./mo n n 2

Parametro xzp aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lyg-
muo @ =1 — 2q, yra

Tp — 2a03p, TP+ 2a0ip (3754)

Analogiskai gauname

OF _ 1 (s-wy OF _ aop_ (-
ou s\ o " 902 T 208 P\ o ’
1 r—X r—X
22 _ L 1 2 [T — A
7F n(+2m2)('0 Vmz )

F=F(x)— 2465, F = F(2)+ 246 . (3.7.55)

3.7.13 pavyzdys. Normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcijos, kvantilio, asimetrijos
ir eksceso koeficienty pasikliovimo intervalai. Tarkime, kad pagal didumo n = 100 paprastaja
imtj, gauta stebint a.d. X ~ N(u,02), apskai¢iuotos empiriniy charakteristiky realizacijos:
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X = 1,28; s2 = 4; g1 = —0,25; go = 0,1. Sudarysime parametry z(0,9), F(0),v1,72
pasikliovimo lygmens @ = 0,95 pasikliovimo intervalus.
Parametry «(0,9) ir F(0) taskiniai jverciai yra

#(0,1) = X + 52(0,9) = 3,8432; F(0) = ®(—1,28/2) = 0,2611.
Asimptotiniy dispersijy jverciai

62(0,0) = 4(1 +2%(0,9)/2)/n = 0,0728; &12;(0) = (1+1,282/8)¢%(0,64)/n = 0,00127.

Gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus
Q(O,g) = 53(0, 9) — 20,025&3%(079) = 3, 31447 E(O, 9) = a”:(O, 9) + 20,025[7@(079) = 47 3720;
F(0) = F(0) — 20,0256 gy = 0,1913, F(0) = F(0) + 20,0256 gy = 0, 3309

Statistiky g1 ir g2 pirmyjy momenty isSraiSkos pateiktos 2.27 pratime. Naudodami §ias
iSraiSkas gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

7, =91 — 20,025V Vg1 =—0,7184, 75, = g1+ 20,025/ Vg1 =0,2184;
12 =g — 6/(n+ 1) — 20,025/ ng = —0, 85077 Yo = g2 — 6/(n+ 1) +Z()7()25 1/ VgQ = 0, 9319.
2. Veibulo skirstinio kvantilio pasikliovimo intervalas. Tarkime, kad

paprastosios X = (Xi,..., X,,)T imties elementas X; ~ W (0,v), t.y. X; turi
Veibulo skirstinj, kurio pasiskirstymo funkcija

xT

F(x;@,y):l—exp{— (§>V}, x> 0.

Teskosime §io désnio p kvantilio
t(p) = 6 (~In(1 —p))"/"

pasikliovimo intervalo.
Jei gaminiy fukcionavimo trukmeé pasiskirsciusi pagal Veibulo désnj, tai ¢(p)
yra momentas, iki kurio didelés gaminiy populiacijos dalis p sugenda.

Pazymékime u, = —In(1 — p). Isvestinés
ot(p) 1 ot(p) 0 1
W = UP/M, W = 7ﬁup/ hlup,
taigi
52— 2/0 | f1t _ 9f12 0 1 f22921 2 .
Ti(p) = U, - Eo) nu, + i n-up |

¢ia I yra matricos T , elementai. Pagal 3.5.8 pavyzd] informacinés matricos
I pagristojo jvertinio I,, = [I;;]2x2 elementai

Intervalas
(t(p) — &f(p) Zl—a/2s t(p) + &f(p) Zlfa/g) (3756)
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yra parametro t(p) aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo lyg-
muo @ =1 — 2a.

3.7.14 pavyzdys. Veibulo skirstinio parametry ir kvantilio pasikliovimo intervalai.
Tarkime, kad gaminio darbo laikas aprasomas Veibulo skirstiniu su parametrais 0 ir v. Pagal
paprastajg imtj, gauty ibandzius 100 gaminiy, surastos parametry DT jvertiniy (Zr. lyg¢iy
sistema (3.7.44)) realizacijos 6 = 0,198 ir o = 2, 15. Rasime parametry 0, v ir kvantilio (0, 9)
pasikliovimo lygmens @ = 0,95 pasikliovimo intervalus.

Parametry 6 ir v jvertiniy vidutinius kvadratinius nuokrypius jvertinkime taip:

65 =1/\/IT11 = 0/(0v/n) =0,0092, &5 =1/y/I22 =0/y/n(1+T"(2)) =0,1592.

Gauname asimptotinius pasikliovimo intervalus

SN

0 =0 — 20,0565 = 0,0568, 0 =0+ 20,0256 = 0,3392;

vV=U— 2070255'9 =1,8380, v=0+ Z0’0256',; = 2,4620.

Parametro t(0,9) taskinio jvertinio realizacija yra #(0,9) = é(—an,l)l/f’ = 0,2918.
Vertinant dispersija reikia rasti FiSerio informacinés matricos atvirkstine. Gauname jn =
0,0094/n, I°° = 2,8104/n, I'> = —0,0509/n. Tada Gi(0.0) = 0,0172 ir pasikliovimo inter-
valas

£(0,9) = (0,9) — 20,0256 0,9y = 0,2580, #(0,9) = £(0,9) + 20,0255 ) = 0, 3427.

3. Asimetrijos koeficiento asimptotinis pasikliovimo intervalas. At-
sitiktinio dydzio X asimetrijos koeficientas v, = us3/ ;é/ 2, 0 jo empirinis analo-
gas y1 = g1 = mg/m‘;’/2. Ieskosime g; asimptotinio désnio. Remiantis 2.5.5
teorema,

d
Vn(ms — p3) =V ~ N (0, g — 6piapis — p3 + 93)

3/2 P 3/2

ir my' " = py'”. Taigi

-6 2 9 3
\/ﬁ(gl—yl)iUwN(o,”ﬁ uzu;g n3 + ug).
2

Remdamiesi empiriniais momentais, gauname statistikos g; dispersijos jvertinj

52 _ lmg — 6mamso — m% + 9m‘;’
9 n m3 '

Taigi parametro ~y; aproksimacinis pasikliovimo intervalas, kai pasikliovimo
lygmuo @ =1 — 2a, yra

Y, =91 — 2a0g1s V1 =91+ 2a0g, - (3.7.57)

4. Koreliacijos koeficiento pasikliovimo intervalas. Dviejy a.d. X ir
Y koreliacijos koeficientas

Cov (X, Y) 111
=p(X,Y)= = . 3.7.58
p=rl ) vVXVY v/ 20 02 ( )
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Jo empirinis analogas r pagal didumo n paprastaja imtj (X;,Y;)T, i =
1,2,...,n, gaunamas (3.7.58) israiskoje pakeitus teorinius momentus jy empirini-
ais analogais:

per miy (X - X)(Y; - Y)

VTS KPRV

(3.7.59)

Remiantis 3.5.5 teorema, r asimptotiSkai (n — o0) nepaslinktasis ir turi
normalyjj skirstinj, kurio asimptotiné dispersija randama pagal (3.5.28) formule.
Asimptotinés dispersijos iSraiska pateikta 2.28 pratime.

Reikia pazymeéti, kad r skirstinys nepriklauso nuo vidurkiy EX = a4, EY =
ap1 ir nuo dispersiju VX = pgg, VY = pge. I8 tikryjy, jeigu vietoje X;
ir Y; imsime (X; — a10)/y/f20 it (Y; — ao1)//To2, tai r reikSmé nepasikeis.
Todél 1.P.4 lenteléje asimptotinés dispersijos iSraiska galima suprastinti, jragius
a9 = apr = 0, p2o = po2 = 1. Tada

(3.7.60)

o, ~ — +

. P (Mzz — par(psr + pa3)  pao + froa + 2M22>
n 15 4

Gauname parametro p asimptotinio pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo
lygmuo @ =1 — 2q, rézius:

p =720, D=1+ 2404, (3.7.61)

¢ia &, reigkia, kad (3.7.60) formulés nezinomi parametrai p;; pakeisti jy em-
piriniais analogais m;;, 4,5 =1, ...,4.

Kai skirstinys dvimatis normalusis (primename, kad galima tarti, jog vidur-
kiai lygiis 0, o dispersijos lygios 1), gauname pu1; = p, proz = 1+ 20%, p31 =
t1s = 3p, pao = tosa = 3. Todél (3.7.60) israiska tampa paprastesné

1
02~ =(1—p*? (3.7.62)
n
ir asimptotinio pasikliovimo intervalo réziai yra
1—r? 1—r?
p=r— gl B= 14— (3.7.63)

vn vn o
Jeigu n néra labai didelis, tai §is intervalas gali buti netikslus, ypac jeigu
tikroji parametro p reik§me artima +1. Tokiu atveju statistikos r skirstinys turi
didele asimetrija, o aproksimuojamas simetriniu normaliuoju skirstiniu.
Tikslinga parinkti statistikos r dispersija stabilizuojané¢ia transformacija V =
V' (r) taip, kad funkcijos V' (r) asimptotiné dispersija nuo p nepriklausyty ir bty,
pavyzdziui, 1. Pagal (3.7.62) funkcija V(p) parenkama taip

dp 1. 1+p
V(p) = = _-ln—L
() /1_p2 in 2

Atlikus 8ig transformacija, gaunamas p pasikliovimo intervalas pateiktas 3.7.3
poskyryje.
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3.8. Pratimai

3.1 skyrelis

3.1. Kokio didumo turi bati a.d. X ~ N(u, 4) imtis, kad parametro p jvertinio i = X
absoliucioji paklaida baity ne didesné uz 0,1 su tikimybe, ne mazesne kaip 0,99 7

3.2. Kokio didumo turi bati normaliojo a.d. imtis, kad dispersijos o2 jvertinio §2 = s2
santykinés paklaidos modulis biity ne didesnis uz 0,1 su tikimybe, ne mazesne kaip 0,99 ?

3.3. Kokio didumo turi bati a.d. X ~ G(1/\, 5) imtis, kad parametro X\ jvertinio
X = X /5 santykinés paklaidos modulis bity ne didesnis uz 0,1 su tikimybe, ne maZesne kaip
0,99 ?

3.4. Juros gylis matuojamas prietaisu, kurio sisteminé paklaida 0, o atsitiktiné paklaida
pasiskirs¢iusi pagal normalyjj désnj su vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu o = 25 m. Kiek karty
reikia nepriklausomai matuoti jiros gyli, kad matavimo paklaida biity ne didesné kaip 15 m
su tikimybe, ne mazesne uz 0,99 ?7

3.5. Parametro 0 jvertinio On =T =Th (X1, ..., Xn) poslinkis yra

oo

: 1

ET, - 0= " =0(-), n— .
izln n

Irodykite, kad statistikos T}, = nTn — (n — 1)T, 1 poslinkis yra O(1/n?); statistikos T}/ =
2T, — (n — 1)T"n—1]/[n? — (n — 1)?] poslinkis yra O(1/n3) ir t. t. Cia T},—1 yra aritmetinis
vidurkis statistiky 7, —1, apskai¢iuoty pagal visus didumo n — 1 imties poaibius.
3.6. X = (X1,..., X»)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso Veibulo
skirstiniy geimai P = {f(z|p), 0 < p < oo}; &ia tankio funkcija yra
f(z|p) = ap®z® te= (P 0 < 2 < oo,

o a > 1 — zinoma konstanta. Jrodykite, kad funkcijos v(p) = p” nepaslinktasis jvertinys, kai

n>r/a, yra
n —r/a
N (n—1)!
= X [ A—
! (Z 1 ) Cn—7/a)
3.7. Tegu 6 = A(X) yra nepaslinktasis 6 jvertinys. Trodykite, kad bet kuris nepaslinktasis

0 jvertinys 6 yra tokio pavidalo: 6 = 6 — U(X); ¢ia U(X) tenkina salyga EU(X) = 0.
3.8. Tegu X diskretusis a.d., kurio skirstinys nusakytas tikimybémis:
P{X=-1}=p, P{X=k}=(01-p%" k=012,
¢ia p € (0,1) yra neZinomas parametras.
a) [rodykite, kad statistika U (X)) tenkina salyga EU(X) = 0 tada ir tik tada, kai U(k) = ak

su visais k = —1,0,1,2,... ir tam tikru a.
b) Irodykite, kad parametro 6 = (1 — p)2 NMD jvertinys yra

1, kai X =0,
TO(X)_{ 0, kai X # 0.

c) Irodykite, kad
1, kai X = —1,
h(X) = { 0, kai X # —1

yra nepaslinktasis p jvertinys, o NMD jvertinys neegzistuoja.

3.9. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(0, 6),0 <
6 < oco. Raskite 0 jvertinio cX(,) poslinkj ir dispersija; ¢ia ¢ — Zinoma teigiama konstanta.
Raskite c tokj, kad c¢X(,) bty nepaslinktasis 6 jvertinys.

3.10. Tarkime, X = (X1,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio
skirstinys priklauso Seimai P = {Py, 0 € {61,...,0,}} su fiksuotu nataraliuoju skaiiumi
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k. Tegu T, (X) yra 6 jvertinys, igyjantis reiksmes i§ aibés {601, ...,0x}. Irodykite, kad T5 (X)
yra pagristasis tada ir tik tada, kai Pg(Tn(X) =0) — 1, n — oo.

3.11. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(6 —1/2, 6 +
1/2), & € R yra nezinomas. Irodykite, kad 6 = (X(1y + X(»))/2 yra stipriai pagristas 0
jvertinys, t.y. /n(0 — 0) A3 0, kai n — oco.

3.12. Tegu X = (X1, ..., X»)7T yra paprastoji a. d. X ~ B(1,p) imtis. Tarkime, statistika
T igyja reikSme 0, jei daugiau negu pusé visy X; yra 0; igyja reik8me 1, jeigu daugiau negu
pusé visy X; yra 1; jgyja reikdme 1/2, jeigu lygiai pusé visy X; yra 0. Irodykite, kad statistika
T néra pagrjstasis tikimybés p jvertinys.

3.18. Tegu g1, g2,... yra tokios tolydZziosios, apibréztos intervale (a, b) C R, funkcijos,
kad gn(z) — g(z) tolygiai pagal x bet kuriame intervale, priklausanciame (a, b). Tegu T,
yra pagristasis 6 € (a, b) jvertinys. Irodykite, kad gn(7%) yra pagristasis parametro ¢ = g(6)
jvertinys.

3.14. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio vidurkis
u € R ir dispersija 2 > 0 nezinomi. Be to, g(u) = 0, kai p # 0, ir g(0) = 1. Nurodykite
pagristaji ¥ = g(u) jvertinj.

3.15. 1 skyriaus 1.12 pratimo salygomis jrodykite, kad a.d. Y £ W, =9yl + ... +yn,
kai n — N bet kuriam fiksuotam N. Ar Y isliks pagristasis, kai imtis imama grazinant?

3.16. Tegu X = (X1,..., Xp,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ N(u, a?),
—00 < p < 00, o > 0. [rodykite, kad aritmetinis vidurkis X ir empiriné mediana £(0,5) yra
vidurkio p pagristieji jvertiniai.

3.17. Tarkime, X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ K(u, o),
—o0o0 < p < 0o, o > 0. Irodykite, kad aritmetinis vidurkis X néra pagrjstasis, o empiriné
mediana £(0,5) yra pagrjstasis parametro p jvertinys.

3.18. Tegu X ir Y yra nepaslinktieji atitinkamai parametry 6 ir 2 jvertiniai. Raskite
a.d. X dispersijos V X nepasliktajj jvertinj.

3.19. Tegu X ir Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, vienodai pasiskirste pagal
N(u, 02). Ar |X — Y] ir |X —Y|? yra nepaslinktieji parametry o ir 02 jvertiniai? Raskite iy
jvertiniy poslinkius.

3.20. Tegu X = (X1, ..., X)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(—6, 6), 0 <
6 < oo. I8 kokios konstantos reikia padauginti statistiky T = X(,) — X(1), kad gautume
nepaslinktajj parametro 6 jvertinj? Kokia gautojo jvertinio dispersija?

3.21. Atsitiktinis dydis X turi geometrinj skirstinj su parametru p. Raskite parametro
In p nepaslinktajj jvertinj.

3.22. Tegu nepriklausomi a.d. X ~ P(A1) ir Y ~ P(A2). Raskite salyginj X skirstinj, kai
suma X +Y fiksuota. Remdamiesi gautu rezultatu, sudarykite parametro 6 = A1 /A2 jvertinj.

3.23. Atlikus n = 50 Bernulio eksperimenty, kai A jvykimo tikimybé yra p, jvykis A jvyko

12 karty. Raskite parametry q + p3, pq, p'2¢°8, ¢°°, p*? nepaslinktyjy jvertiniy realizacijas.

3.24. Atliekant Bernulio eksperimentus, A pirmajj karta jivyko per 14 bandyma. Raskite
parametro plnp nepaslinktojo jvertinio realizacija; ¢ia p yra jvykio A pasirodymo tikimybé
per atskirg bandyma.

3.2 — 3.3 skyreliai

3.25. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u, 1),—0o < p < oo.
Irodykite, kad X yra pilnoji ir pakankamoji parametro u statistika.

3.26. Tegu X = (Xi,..., Xn)7 yra paprastoji imtis a.d. X ~ E(\, p), 0 < A <
00, —00 < p1 < oo. [rodykite, kad T = (X (1), X(2) + ... + X(n))T yra pakankamoji parametro
(A, )T statistika.

3.27. [rodykite, kad T' = X1+...+ X, yra pilnoji ir pakankamoji eimos P = {B(1, p), 0 <
p < 1} statistika, kai X = (X1, ..., X» )7 yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
binominiy skirstiniy Seimai P.
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3.28. (3.27 tesinys). Aptarkite klase vy(p) funkcijy, turin¢iy NMD jvertinius. [rodykite,
kad nepaslinktasis funkcijos v(p) = 1/p ivertinys neegzistuoja.

3.29. (3.27 tesinys). Raskite parametry p, pq, p%, CFp*q”~F NMD jvertinius.

3.30. Tegu X = (X1,..., X»n)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
Puasono skirstiniy Seimai P = {P(X),0 < A < oo}. Irodykite, kad T' = X1 + ... + X, yra
pilnoji ir pakankamoji Seimos P statistika.

3.31. (3.30 tesinys). Raskite klase funkcijy v(\), kuriy NMD jvertinys egzistuoja. Rask-
ite parametry A, A2, A(1 — \), e=* NMD jvertinius.

3.32. (3.30 tesinys). Raskite tikimybés v(\) = (cA)™e~*/m! NMD jvertinj; ¢ia 0 < ¢ <
n ir m — sveikasis neneigiamas skai€ius zinomi.

3.33. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u, 02), —co < p <
00, 0 < 0 < oo. Irodykite, kad T = (X, s2)T yra pilnoji ir pakankamoji parametro 8 =
(u, o)7T statistika.

3.34. (8.33 tesinys). Irodykite, kad parametry p ir ¢ NMD jvertiniai yra g = X ir
62 =52,

3.35. (3.33 tesinys). Imkite parametry y ir o2 jvertinius aX ir bs?. Kokie turéty biiti a
ir b, kad tie jvertiniai biity geresni uz nepaslinktuosius X ir s2, kai minimizuojama kvadratiné
nuostoliy funkcija?

3.36. Tegu X = (X1,..., X»n)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
tolygiyjy skirstiniy Seimai: a) P; = {U(0, 0), 0 < 0 < oco}; b) P2 = {U(61, 62), 0 < 61 <
02 < oo}; ¢) Pg = {U(0, 30), 0 < 0 < oo}. Irodykite: a) T1 = X, yra pilnoji ir pakankamoji
geimos Py statistika; b) T2 = (X (1), X(n))T — pilnoji ir pakankamoji Seimos Pa statistika; c)
T2 = (X (1), X(n))T — pakankamoji §eimos Ps statistika, ta¢iau ji néra pilnoji.

3.37. Tegu (X;, Y;)T, i = 1,2,...,n, yra dvimagio normaliojo vektoriaus (X, Y)T ~
Na(p, ) su nekoreliuotomis koordinatémis imtis. Irodykite: a) T = (3, X4, >, Yi, >, X2,
> YA)T yra pilnoji ir pakankamoji parametro 6 statistika, kai 8 = {(u1, p2, o1, o2)7
—00 < p1, p2 <00, 0< 01, o2 <oo}; b) T = (3; X, 3, Vi, 2(X2+Y2)T — pilnoji ir
pakankamoji parametro @ statistika, kai @ = {(u1, 2, o1, 02)T : —co0 < p1, p2 < 0o, 0 <
o1 =03 < ook o) T = (3, Xi, >,Yi >, X2, 3, YT — pakankamoji parametro 6
statistika, kai @ = {(u1, p2, o1, 02)T 1 —c0 < p1 = p2 < 00, 0 < 01, o2 < oo}, tadiau ji
néra pilnoji.

3.38. Tegu X = (X1, ..., X»)7T yra paprastoji imtis a.d. X ~ W(n, ¢),0 <n < oo, 0 <
o < 00, turin¢io Veibulo skirstinj. Jrodykite, kad: a) kal n neZinomas, egzistuoja tik triviali
pakankamoji statistika; b) kai n zinomas, T = >, Xi" yra parametro o pakankamoji statistika.

3.39. Tegu X = (X1,..., X»n)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
geimai P = {f(x; A\, m, p), 0 < A, n < 00, —00 < pu < oo}; Cia tankio funkcija

A1
f(wi >‘7 m, ,LL) = 7xn_le_)\(m_“)7 T 2 K-
I'(n)

Raskite pakankamaja statistika: a) parametro 7, kai p ir A Zinomi; b) parametro X, kai p ir n
Zinomi; ¢) parametry n ir A, kai p Zinomas; d) parametro u, kai A Zinomas, o n = 1.

3.40. Tegu X = (X1,..., X»n)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
Laplaso skirstiniy Seimai, kuriy tankis

A
flz; A) = Eefkm, 0<A< oo, z€R.

Kaip sumodeliuoti imtj, ekvivalenig turimai, kai zinoma statistikos T' = 3, | X;| reikdmé?
3.41. Remiantis geometriSkai pasiskirs¢iusio a.d. X paprastaja imtimi, apskai¢iuota
statistikos T'= 3, X; reikdmé. Nurodykite, kaip sumodeliuoti imtj, ekvivalencig turimai.
3.42. Tegu Yi,..Y, yra n.a.d. ir Y; ~ N(a + Bz;, o2); &a x1,...,x, — Zinomos
konstantos, —oco < a, B < 00, 0 < ¢ < oo — nezinomi parametrai. Irodykite, kad T =
-, Y, X0, Yaxg, >, Yf) yra pilnoji ir pakankamoji parametro 8 = (a, 3, )7 statistika.
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3.43. Tarkime, n karty atliekami kampy matavimai ir k-0jo matavimo metu kampo didu-
mas yra ke, k= 1,2,...,n. Sisteminés matavimy paklaidos lygios 0, o atsitiktinés paklaidos
sumuojamos, t. y. k-ojo matavimo atsitiktiné paklaida yra Z1 + ... + Zy; Cia Z1,..., Zn yra
vienodai pasiskirste nepriklausomi atsitiktiniai dyd#iai ir Z; ~ N(0, o2). Raskite parametry
¢ ir 02 NMD jvertinius.

3.44. Tarkime, kad X;; = p+a;+e;; ir {a;, €5}, i =1,...,1, j=1,...,J yran.a.d. sis-
tema; Ca a; ~ N(O, ,32),eij ~ N(0, 62),—co < p < 00, 0 < 8, 0 < oo yra nezinomi parame-
trai. Jrodykite, kad T = (X.., SSa, SSg)T yra pakankamoji parametro 8 = (u, 3, )7
statistika; ¢ia

I J I J
K= 303 Xy, S84 =303 (X - K2,
1J i=1j=1 i=1j=1
1 J I B B
inj, SSp = (Xi —X.)%
]:1 i=1

3.45. Tegu (X;, Y;)T, i = 1,...,n, yra paprastoji imtis dvimacio a.v. (X, Y)7T, kurio
skirstinys priklauso dvimagiy normaliyjy skirstiniy seimai No(p, X); pu = (1, p2)?T, —oo <
p1, p2 < 0o, = [oi;laxz, 0< 05 =02 < oo, i =1,2,012 = po1o2, |p| < 1. [rodykite, kad

=0 X, 3 Y Do XaYs, 30, X2, 3, YT yra pilnoji ir pakankamoji statistika.

3.46. Atsitiktinio dydzio X skirstinys priklauso Seimai P = {f(x; 0), 0 < 6 < oo}; Cia
tankis f(z; 0) = 2(0 — x)/02, kai 0 < = < 0, ir lygus 0, kai = jgyja kitas reikimes. Raskite
Seimos P netrivialiag pakankamaja statistika pagal a.d. X didumo n paprastaja imtj.

3.47. Tegu X = (X1,...,X,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u, 02), —co < u <
00, 0 < o < oo. Irodykite, kad funkcijos ®((¢c — u)/o), kuri nusako | kaire nuo fiksuotos
konstantos c esancia generalinés visumos dalj, NMD jvertinys yra

(5) - Ml [Ty

Ga T = (c—X)/s.

Raskite minétos tikimybés jvertinj, kai parametras o yra zinomas.

3.48. (3.47 tesinys). Raskite tankio funkcijos reik§meés f(z|u, o) = ¢((x —p)/o)/oc NMD
jvertinj.

3.49. Tegu X yra diskretusis a.d., kurio galimos reik§més yra 0, 1, 2,..., o tikimybés
pr(0) = P{X =r|0}, 6 € © C R. PaZymékime V; imties reik§miy, lygiy r, skai¢iy, o T —
parametro 6 pakankamaja statistika. Irodykite, kad E((V;./n)|T) yra funkcijos p,(0) NMD
jvertinys, ir raskite tikimybés P{X = 0|0} NMD jvertinj, kai yra Puasono ir neigiamasis
binominis skirstinys.

3.50. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
Seimai P = {p(i|0),0 € © C R}; &a p(i|0) = P{X = i|0} = a;0"/f(0), i = ¢, c+1,...
Irodykite: a) T'= X1 +...+ X, yra pilnoji ir pakankamoji Seimos P statistika, o jos skirstinys
yra nusakomas tokio pavidalo tikimybémis P{T = k|0} = b,0%/(f(0))", k = nc, nc + 1, ..;
b) parametro 6" NMD jvertinys yra U,(T) = (bp_,)/br, kai T > nc+ r, ir U-(T) = 0, kai
T < nc+ r; ¢) jvertinio U.(T) dispersijos NMD jvertinys yra (Uy(T))2 — Uz (T).

Taip pasiskirste daugelis diskre¢iyjy a.d., kuriy galimy reik8miy skai¢ius yra begalinis
(Puasono, geometrinis ir pan., jskaitant ir nupjautinius i§ kairés).

3.51. Tegu X = (X1,..., Xp)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ U(0, ), 0 < 6 < oo.
Raskite parametro § NMD jvertinj. Palyginkite jo dispersija su nepaslinktojo jvertinio 6=2X
dispersija.

3.52. Tegu X = (X1,..., X»)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(01, 62),
—o00 < 01 < 62 < co. Raskite parametry 61, 02, (01 + 62)/2, 62 — 61 NMD jvertinius.

3.53. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio tankio
funkcija

f@;0) =0(1+2)~ TV, 2 >0

¢ia € > 0 nezinomas parametras.
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a) Irodykite, kad T =37 ; In (1 + X;) yra pakankamoji 6 statistika.

b) Raskite T vidurkj ir dispersija.

3.54. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ £(\) X > 0,
turin¢io eksponentinj skirstinj su parametru \. Pasirinke ¢ > 0, apibrézkime g(\) = Py {X; >
t}.

a) Irodykite, kad T'= X1 + ... + X, nepriklauso nuo X /7.

b) Raskite parametro g(A) NMD jvertinj.

3.55. [rodykite: jei T yra pakankamoji statistika ir 7= h(S), ¢ia h yra macioji funkcija,
S — kita statistika, tai S taip pat yra pakankamoji statistika.

3.56. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d., kurio skirstinys
priklauso 8eimai P = { Py, 6 € ®}. Raskite parametro 6 pakankamaja statistika, kai Pg yra:

a) Puasono skirstinys P(\), A € (0, 00);

b) neigiamas binominis skirstinys B~ (n, p) su Zinomu n, p € (0, 1);

¢) eksponentinis skirstinys £(0), 6 € (0, 00);

d) gama skirstinys G(\, 1), 87 = (\, 1) € (0,00) x (0, 00);

e) beta skirstinys Be(y,7), 87 = (v,1) € (0, c0) x (0, c0);

f) lognormalusis skirstinys LN (i, o), 87 = (u,0) € R x (0, 00);

g) Veibulo skirstinys W («, 0), kai Zinomas a > 0, 0 6 € (0, 00).

3.57. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ E(a, 0); &ia
a € R, 0 > 0. Raskite parametro (a, )T pakankamaja statistika.

3.58. Tegu X = (X1,...,X,)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio skirstinys
yra Pareto ir tankis

f(zla, 0) = 0a? /2%t 0<a, 0 < 0, a <z < .
Raskite parametro (a, 6)7 pakankamaja statistika.

3.59. Tegu X = (X1,...,X,)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(a, b), 0 <
a < b < oco. [Irodykite, kad X(;) yra pakankamoji statistika, kai b Zinomas, ir X(,) yra
pakankamoji statistika, kai a zinomas.

3.60. Tegu X = (X1,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio skirstinys

priklauso visy absoliu¢iai tolydziyjy skirstiniy Seimai P. [rodykite, kad variaciné eiluté (X(l),

X<n))T yra Seimos P pakankamoji statistika.

3.61. [rodykite, kad P = {Pp : 0 € ®} yra eksponentiné Seima. UZrasykite jos kanoninj
pavidalg ir nattiraliaja parametry erdve, kai Py yra:

a) Puasono skirstinys P(\), A € © = (0, 00);

b) neigiamas binominis skirstinys B~ (n, p) su fiksuotu n ir p € © = (0, 1);

c) eksponentinis skirstinys E(a, 0) su fiksuotu a ir 6 € © = (0, 00);

d) gama skirstinys G(\,7), 87 = (\,n) € ® = (0,0) x (0, 00);

e) beta skirstinys Be(v,n), 87 = (v,n) € © = (0, 1) x (0, 1);

f) Veibulo skirstinys W (a, 0) su fiksuotu o > 0 ir 6 € © = (0, c0).

3.62. [rodykite, kad eksponentiniy skirstiniy Seima £(a, 0) su dviem neZinomais parame-
trais a ir 6 néra eksponentiné Seima.

3.63. Irodykite, kad neigiamy binominiy skirstiniy $eima B~ (n, p) su dviem neZinomais
parametrais p ir n néra eksponentiné Seima.

3.64. [rodykite, kad Kosi skirstiniy 8eima K (u, o) su dviem nezinomais parametrais p ir
o néra eksponentiné Seima.

3.65. [rodykite, kad Veibulo skirstiniy Seima W (a, 0) su dviem neZinomais parametrais
« ir 6 néra eksponentiné Seima.

3.66. Irodykite, kad k-maciy normaliyjy skirstiniy $eima Ny (wp, X) yra eksponentiné
geima. UzraSykite jos kanoninj pavidala.

3.67. Raskite gama skirstinio G(A, ) momenty generuojanciaja funkcija.

3.68. Diskreciojo a.d. X skirstinys nusakomas tikimybémis

k

P{X:k}:y(k)%, k=0,1,2,...;
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Irodykite, kad §ie skirstiniai, kai § > 0, sudaro eksponentine Seima, ir raskite X momenty
generuojanciaja funkcija.

3.69. Tegu X yra a.d., kurio skirstinys priklauso Seimai P = {Pg : 8 € ®} ir fg yra Py
tankio funkcija o-baigtinio mato v atzvilgiu, o A yra jvykis, kurio Pg{A} > 0. Nagrinéjama
nupjautiniy skirstiniy Seima, Pa = {fgl{a}/Pg{A}, 0 € O}. Irodykite, kad:

a) jeigu T'(X) yra pakankamoji Seimos P statistika, tai ji pakankamoji ir Seimos P4
statistika;

b) jeigu T'(X) yra pilnoji ir pakankamoji Seimos P statistika, tai ji pilnoji ir pakankamoji
ir 8eimos P4 statistika.

3.70. Tegu X = (X1,..., X»)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio tankis

f(z]0) = c(0) exp{—0z}, 0 <z <0, 6 >0.

Raskite parametro 6 pilnaja ir pakankamaja statistika.
3.71. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(6, 0+1), 0 <
0 < co. Irodykite, kad pakankamoji statistika (X(y), X(n))T néra pilnoji.
3.72. Tegu 9(z), = € R, yra tokia teigiama Borelio funkcija, kad bet kuriems a ir b,
—o0 < a<b< oo, f: W(z)dr < oo. Tegu 8 = (a, b)T. Apibrézkime tankio funkcija
flzla, b) = f& a<z<b.
[ ¢(x)da

Irodykite, kad (X(l),X(n))T yra Seimos P = {f(x]0), 8 € O} pilnoji ir pakankamoji statis-
tika.

3.73. Tegu X yra diskretusis a.d., kurio skirstinys nusakytas tikimybémis

0, k=0,
P{X:k|9}:{ (1—0)20k=1 k=1,2,...

¢ia 0 € (0, 1). Irodykite, kad X néra pilnoji, tac¢iau yra apréztai pilnoji.

3.74. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ N(u, o2),
0 < pu< oo, 0<o < oo. Vertinamas parametras ¥ = p2. Apskaiciuokite 9 jvertinio X?
poslinkj ir dispersija. Raskite ¥ NMD jvertinj ir palyginkite jo dispersija su jvertinio X2
dispersija.

3.75. Tegu X = (X1,...,X»)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ B(1, p), 0 <
p < 1. Raskite NMD jvertinius parametry:

a) p™, m < mny

b) P{X1+...+ X =k}, 0<k<m<mn;k, m neneigiami sveikieji skai¢iai;

) P{X1+ ...+ Xn_1>Xn}

3.76. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~P()\), 0 < A <
oo. Raskite parametro v = exp(—t\), ¢ > 0, NMD jvertinj.

3.77. Tegu X = (X1,..., Xm)T ir Y = (Y1,..., ¥2,)T yra paprastosios atsitiktinés imtys,
gautos stebint n.a.d. X ~ N(uz,032) ir Y ~ N(uy, o2).

a) Raskite parametry pe — py ir (o0z/oy)”, ¥ > 0 NMD jvertinius, kai us € R, py € R,
oz > 0ir oy > 0.

b) Raskite 02 ir (uz — py)/0e NMD jvertinius, kai uz € R, py € R, 0¢ = ay > 0.

¢) Raskite p; NMD jvertinj, kai pz = py € R, 02 >0, 0 > 0 ir 02 /02 = 7 yra Zinomas.

d) Trodykite, kad pz NMD jvertinys neegzistuoja, kai ps = py € R, 02 > 0, oy > 0.

e) Raskite P{X; < Y1} NMD jvertinj, kai gz = py € R, 0z >0, oy > 0.

f) Atlikite e) punkta, kai oz = oy.

3.78. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(61 — 02, 61 +
02), 0 < 01, 02 < co. Raskite parametry 61, 62 NMD jvertinius.

3.79. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ £(a, 1/6), a €
R, 0<0 <.

a) Raskite a NMD jvertinj, kai 6 Zinomas.

b) Raskite § NMD jvertinj, kai a Zinomas.
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c) Raskite a ir 6 NMD jvertinius.
d) Raskite P{X; > ¢} ir %P{Xl >t} NMD jvertinius, kai 0 Zinomas, o t > a fiksuotas.

3.80. Tegu X = (X1,...,Xm)T ir Y = (Y1,..., Y»,)T yra paprastosios atsitiktinés imtys,
gautos stebint n.a.d. X ~ E(ag,0:) ir Y ~ E(ay, 0y); ¢ia 0z, 0y > 01ir ag, ay € R.

a) Raskite az — ay ir 0,/0, NMD jvertinius.

b) Raskite 0 ir (az — ay)/0, NMD jvertinius, kai 6, = 0, yra neZinomas.

c) Irodykite, kad a; NMD jvertinys neegzistuoja, kai a; = ay yra nezinomas.

3.81. Tegu X yra a.d., turintis neigiama binominj skirstinj B~ (n, p) su nezinomu p €
(0, 1) ir Zinomu n. Raskite NMD jvertinius parametry: a) p™, ¢, m <n; b) VX;c) Inp.

3.82, Tegu X yra a.d., kurio tankio funkcija

0
H=01-60)+—,0 1,0<0<1.
f(z|0) = ( )+2\/5 <z< <0<

Irodykite, kad parametro § NMD jvertinys neegzistuoja.

3.83. Tegu X yra diskretusis a.d., kurio skirstinys nusakytas tikimybémis P{X = —1} =
2p(1—p) ir P{X =k} =p*(1 —p)3 %, k=0,1,2,3,pe (0, 1).

a) Ar egzistuoja parametro p NMD jvertinys?

b) Ar egzistuoja parametro p(1 — p) NMD jvertinys?

3.84. Bernulio eksperimentuose A jvykimo tikimybé lygi p, o jam priefingo jvykio A —
q=1—p. Tegu X yra bandymy skaicius, jei eksperimentai tesiami tol, kol pirma karta gau-
nama seka, susidedanti i§ dviejy vienody raidziy — A arba A. Ar siame modelyje jvertinamas
nezinomas parametras p, 0 < p < 1?7 Raskite parametro § = pq,0 < 6 < 1/4 DT jvertinj.

3.4 skyrelis

3.85. Tarkime, imties X skirstinys priklauso nuo parametro 8 = (61,...,0,)7, k > 1, ir
Figerio informaciné matrica I = [I;;]5x\ neifsigimusi. Pazymékime I~! = [I*7], matricos
T atvirkstine matrica. Irodykite, kad teisinga nelygybé I** > 1/1I;;.

3.86. Tegu X = (X1,...,Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys prik-
lauso binominiy skirstiniy Seimai P = {B(1, p), 0 < p < 1}. Raskite funkcijy p, pg, p?
nepaslinktyjy jvertiniy dispersijy ribas remdamiesi Rao ir Kramerio nelygybe.

3.87. (3.86 tesinys). Raskite tikslesne funkcijos p? nepaslinktojo jvertinio dispersijos
riba, remdamiesi patikslinta Rao ir Kramerio nelygybe.

3.88. (3.86 tesinys). Apskaiciuokite funkcijy p, pg, p?> NMD jvertiniy dispersijas ir
palyginkite jas su gautomis 3.86 ir 3.87 pratimuose ribormis.

3.89. Tegu X = (X1, ..., Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso Pua-
sono skirstiniy seimai P = {P()\), 0 < X < oo}. Raskite funkcijy A, A2, e~* nepaslinktyjy
jvertiniy dispersijy ribas pagal Rao ir Kramerio nelygybe.

3.90. (3.89 tesinys). Raskite tikslesne funkcijos A\? nepaslinktojo jvertinio dispersijos
riba, remdamiesi patikslinta Rao ir Kramerio nelygybe.

3.91. (3.89 tesinys). Apskaitiuokite funkcijy A, A2, e~* NMD jvertiniy dispersijas ir
palyginkite jas su gautomis 3.89 ir 3.90 pratimuose ribomis.

3.92. Tegu X = (X1,..., X»n)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
normaliyjy skirstiniy Seimai P = {N(u, 02), —oo < u < 00, 0 < ¢ < oo}. Uzragykite Rao
ir Kramerio nelygybe vektorinés funkcijos & = (u, o2)T nepaslinktojo jvertinio kovariacijy
matricai.

3.93. (3.92 tesinys). UzraSykite patikslinta Rao ir Kramerio nelygybe vektorinés funkci-
jos @ = (u, o2)T nepaslinktojo jvertinio dispersijai. Parinkite nelygybe taip, kad ji tapty
lygybe, kai jvertinys yra (X, s2)7.

3.94.(3.92 tesinys). Raskite P-osios kritinés reik§més zp = ozp + p NMD jvertinj ir jo
dispersija.

3.95. Atsitiktinio dydzio X skirstinys priklauso ekstremaliyjy skirstiniy Seimai. Tankio

funkcija
f(@10) = exp{—(z — ) — exp{—(z — )}}, —00 < 0 < ox.
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Pagal didumo n paprastaja imtj raskite parametro 6 ir parametro a = exp{—6} FiSerio infor-
macijos kiekj.
3.96. Tarkime, kad Xi,..., Xy, n.a.d. Tegu X; tankio funkcija

1
fi(z; B) = —— exp(—z/(Bt:)), z2>0;
Bt;
¢ia t1,...,ty — Zinomos konstantos.
a) Irodykite, kad

yra nepaslinktasis 8 jvertinys.
b) Apskaifiuokite nepaslinktojo § jvertinio dispersijos ribg Rao ir Kramerio nelygybéje.
Ar jvertinio, nurodyto a) punkte, dispersija pasiekia §ia riba?
3.97. Tegu X skirstinys priklauso Seimai P = {Pg, 6 € ©®}. Raskite Fiserio informacija
1(6) pagal didumo n paprastaja jmtj, kai Py yra:
a) N(u,o?) skirstinys, 0 = p € R;

(b) N(u,0?) skirstinys, § = 02 > 0;

(c) N(u,o?) skirstinys, § = o > 0;

(d) N(o, 02) skirstinys, = o > 0;

(€) N(u,o?) skirstinys, 8 = (u,02)7T;

(f) neigiamas binominis skirstinys B~ (k, p), 8 =p € (0, 1);

(g) gama skirstinys G(a,7), 9T = (a,7) € (0,00) x (0,00);

(h) beta skirstinys B(a, 8), 8* = («, 8) € (0, 00) X (0, 00).

3.98. (3.97 tesinys). Raskite 6 funkcija, kurios informacijos kiekis nepriklauso nuo 6, kai

Py yra:

a) Puasono skirstinys P(6), 6 > 0;

b) binominis skirstinys B(n, p), § =p € (0, 1);

¢) gama skirstinys G(6,~), 6 > 0.

3.99. (3.97 tesinys). Raskite FiSerio informacijos matrica, kai Pg yra:

a) Kosi skirstinys K(pu,0), p € R, o > 0

b) ekstremaliy reik§miy skirstinys, kurio parametrai u € R, 6 > 0;

c) logistinis skirstinys LG(u, o), kurio parametrai u € R, o > 0;

d) Fr-(*£), ¢a F; yra Stjudento skirstinio su zinomu laisvés laipsniy skaiCiumi r pa-
siskirstymo funkcija, p € R, o > 0.

3.100. Tegu X = (X1,...,X,)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(0,6) su
0> 0.

a) [rodykite, kad Rao ir Kramerio teoremos salygos netenkinamos.

b) Irodykite, kad parametro § NMD jvertinio dispersija yra eilés O(1/n2), n — oo (reikia
pazymeéti, kad reguliariu atveju, kai Rao ir Kramerio nelygybé galioja, dispersijos riba Rao ir
Kramerio nelygybéje yra eilés O(1/n)).

3.101. Tegu X yra a.d., turintis ekstremaliy reik&miy skirstinj su parametrais 4 = 0 ir
6 > 0. Raskite nurodyty parametry NMD jvertinius ir kiekvienu atveju nustatykite, ar NMD
jvertinio dispersija pasiekia Rao ir Kramerio nelygybéje nurodyta riba: a) ¥ = 6; b) ¥ = 67,
Gar>1;¢)9=(1+0)"1.

3.102. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ B(1, p), 0 <
p < 1. Irodykite, kad:

a) p(1 — p) NMD jvertinys yra T, = nX(1 — X)/(n — 1);

b) V(T,) nepasiekia Rao ir Kramerio nelygybéje nurodytos ribos;

c) asimptotiskai, kai (n — o0), V'T}, pasiekia Rao ir Kramerio nelygybés riba.

3.103. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ N(u, 02), —co <
@ < 00, 0 — Zinomas.

a) Raskite 9 = et* NMD jvertinj, kai fiksuotuas ¢ # 0.

b) Nustatykite, ar a) punkte rasto jvertinio dispersija pasiekia Rao ir Kramerio nelygybéje
nurodyta riba.
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c) Irodykite, kad asimptotigkai (n — oco) tenkinama Rao ir Kramerio nelygybe.

3.104. Tegu X = (X1,..., X,)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ N(u, 1), p €
R. Tegu ¢ = P{X;1 < ¢}, ¢ia ¢ — fiksuota konstanta. Nagrinéjami tokie ¢ jvertiniai: Th, =
Fp(c), ¢ia Fy, yra empiriné pasiskirstymo funkcija, ir T, = ®(c — X), &ia ® yra standartinio
normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija. Raskite jvertinio 77, ASE Ty, atzvilgiu.

3.105. Tegu X = (X1,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ N(0, o2),
¢ia o > 0 neZinomas. Vertinama ¥ = o. Raskite jvertinio \/7/2> 7 ; |X;|/n ASE jvertinio
(X0, X2/n)1/? atzvilgiu.

3.106. Tegu X = (X1,..., X,)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio EX =y,
VX =1irEX? < co. Tegu Ty, =n~ 1t :-Lzl Xffl ir To, = X2 —n~1! yra ¢ = p? jvertiniai.

a) Raskite ivertinio T, ASE atZvilgiu jvertinio Thy,.

b) Irodykite, kad ASE < 1, jeigu X; — p pasiskirstymo funkcija yra simetriné 0 atZvilgiu.

c¢) Raskite skirstinj, kurio ASE > 1.

3.107. Tegu X = (X1,...,X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ B(1, p),
0 < p < 1. Vertinamas parametras p. Tegu a ir b yra teigiamos konstantos. Raskite jvertinio
(a+nX)/(a+ b+ n) ASE jvertinio X atzvilgiu.

3.108. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ U(0, 6), 0 <
6 < co. Nagrinéjami tokie 0 jverciai: Tin = (n 4 1)X(y)/n ir T2y, = X(5,). Raskite poslinkius
br;, (0), j = 1,2 ir jvertinio T1n, ASE jvertinio Tby atzvilgiu.

3.109. Tegu X = (X1, ..., X»n)7T yra paprastoji atsitiktiné imtisa.d. X ~ K(u, 1), —oco <
p < oo. Ar egzistuoja parametro p nepaslinktasis jvertinys, kad Rao ir Kramerio nelygybé
virsty lygybe?

3.110. Tegu X = (X1, ..., X»)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ N(u, 02), —c0 <
n < oo, o > 0. Raskite informacijos kiekj ir parametro o nepaslinktojo jvertinio dispersijos
ribg Rao ir Kramerio nelygybéje.

3.111. (3.110 tesinys). Dispersijos jvertiniu imkime nX? ir s? (tariame, kad p = 0).
Koks jvertinio nX? efektyvumas jvertinio s2 atzvilgiu.

3.112. Vertinant atsitiktinio dyd#io X ~ N(u, o2) parametra u, gautos trys paprastosios
atsitiktinés nepriklausomos imtys, i§ kuriy gauti jverciai: X1 = 17,24 (didumo ny = 5 imtis);
X2 = 16,81 (didumo no = 10 imtis); X3 = 17,22 (didumo ng = 100 imtis). Raskite parametro
p NMD jvertinio realizacijos reik§me naudodamiesi visais matavimais.

3.5 skyrelis

3.113. Momenty metodu raskite parametry « ir 8 jvertinius pagal didumo n paprastaja
atsitikting imtj a.d. X, kurio skirstinys yra N(0, 1) su tikimybe 8 ir N(«a, 1) su tikimybe
1-p.

3.114. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
geimai P = U(01, 02), —o0 < 01 < 02 < oco}. Raskite parametry p = (61+62)/2ir o = 02—6;
NMD jvertinius. Palyginkite jy dispersijas su momenty metodo jvertiniy dispersijomis.

3.115. Tegu X = (X1,..., X»n)T yra a.d. X paprastoji imtis. Raskite parametry DT
jvertinius ir palyginkite juos su ty paciy parametry NMD jvertiniais, kai a.d. X skirstinys
priklauso a) normaliyjy skirstiniy Seimai P = {N(u, 02), —0o < p < 00, o > 0}; b) gama
skirstiniy Seimai P = {G(A, 7), 0 < A < oo}, n > 0 — Zinoma konstanta; c) tolygiujy
skirstiniy geimai P = {U(0, 6), 0 < 6 < oo}.

3.116. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
geimai P = {p(z|0), 0 < 6 < oo}; Cia
a;0*
HON

Irodykite, kad parametro § DT jvertinys randamas i§ lygties
0F'(0)/£(0) = X,

kuri sutampa su lygtimi, gaunama 6 jvertinio ie§kant momenty metodu.

p(i0) = P{X = i|0} = i=0,1,2....
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3.117. (3.116 tesinys). Uzragykite lygtis, i§ kuriy randami DT parametry jvertiniai,
kai skirstinys yra Puasono, binominis B(1, p), logaritminis, taip pat nupjautinis Puasono
(praleista reik§meé 0).

3.118. (3.116 tesinys). Palyginkite binominio ir Puasono skirstiniy parametry p? ir A2
DT ir NMD jvertiniy kvadratinés rizikos funkcijas.

3.119. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
tolygiyjy skirstiniy Seimai: a) P1 = {U(0, 20), 0 < 6 < oco}; b) P2 = {U(6 — 1/2, 6 +
1/2), —oo < 0 < oo}. Irodykite, kad Seimos P parametro 6 DT jvertinys yra 0 = X(1),
0 Seimos P2 parametro 8 DT jvertinys néra vienareik§mis, — jis gali bati bet kuri statistika,
jgyjanti reik3mes i intervalo (X () —1/2, X1y +1/2).

3.120. (3.119 tesinys). Palyginkite DT jvertiniy dispersijas su jvertiniy, gauty momenty
metodu, dispersijomis.

3.121. Tegu X = (X1,..., X,,)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
Laplaso skirstiniy Seimai P = {f(2]0), —oo < 0 < oo}; &ia f(x|0) = exp{—|z — 0|/2}, —o0 <
x < oo. Jrodykite, kad parametro DT jvertinys yra empiriné mediana Zg 5 ir

V(o —0) % Z ~ N(0, 4), n — co.

3.122. Tegu X = (X14, ..., Xps)T, i = 1, ...,n, yra paprastoji imtis a.v. X = (X1, ..., X3)7,
kurio skirstinys priklauso polinominiy skirstiniy Seimai P = {Py, = (1, m)}; éia 7 = (71, ..., 7x) "
yra k-maciai vektoriai, kuriy 0 < m; < 1, m1 + 72 + ... + mp = 1. Raskite parametry m1, ..., g
DT jvertinius, jy dispersijas ir kovariacijas.

3.123. (3.122 tesinys). Raskite parametro o DT jvertinj, kai k = 3, m1 = (14«)/2, m2 =
w3 = (1 — «) /4, ir jvertinio asimptotinj (n — oo) skirstinj.

3.124. (3.122 tesinys). Dviejy berniuky, dviejy mergai¢iy ir misriy dvynuky, kai pirmasis
gimé berniukas ir pirmoji gimé mergaité, tikimybés atitinkamai yra w1 = p?, 73 = (1 — p)? =
%, 3 = a(l —p? —¢?) ir 14 = (1 — a)(1 — p? — ¢?). Raskite parametry p ir o DT jvertinius.

3.125. Realizuojant n = 8000 karty nepriklausomus eksperimentus, kuriy metu gali
jvykti vienas i§ trijy nesutaikomy jvykiy A, B ir C su tikimybémis 1/2 — 2a, 1/2 + « ir «,
0 < a < 1/4, uzregistruoti §iy jvykiy daZniai: 2 014, 5 012 ir 974. Raskite parametro «
didziausiojo tikétinumo jvertj.

3.126. Tegu (X;, Y;)T, i = 1,...,n, yra imtis a.v. (X, Y)7T, kurio skirstinys priklauso
dvimaciy normaliyjy skirstiniy seimai P = Na(p, X); &a pu = (1, p2)?,—oco < p1, p2 <
0o, X = [oy], 011 = 07, 022 = 05, 012 = 021 = poioz, 0 < o1, 02 < o0, |p| < L
Raskite parametry DT jvertinius. Apskai¢iuokite matricos, atvirkstinés informacinei matricai,
elementus.

3.127. Asimptotigkai (n — oo) palyginkite dispersijas ekstremaliyjy reik§miy skirstinio
parametry jvertiniy, gauty pagal didumo n paprastaja imtj DT ir momenty metodais.

3.128. Asimptotiskai (n — oo) palyginkite dispersijas gama skirstinio parametry jvertiniy,
gauty pagal didumo n paprastaja imtj DT ir momenty metodais.

3.129. Asimptoti§kai (n — oo) palyginkite dispersijas neigiamojo binominio skirstinio
parametry jvertiniy, gauty pagal didumo n paprastaja imtj DT ir momenty metodais.

3.130. Asimptotiskai (n — oo) palyginkite dispersijas Kogi skirstinio parametry jvertiniy,
gauty pagal didumo n paprastajg imtj: a) DT metodu, b) grindziamy statistikomis £0,5, £0,25,
Z0,75-

3.131. Tegu T, yra pagristasis ir asimptotiSkai normalusis parametro 6 jvertinys, t.y.

Vi(Tn — 0) % X ~ N(0, 02(9)), n — oo.
Irodykite, kad jvertinys
T =

n

Ty, kai kai|T,| < n=1/4,
T, kai Ty, > n—1/4,
taip pat asimptotigkai (n — oo) normalusis ir dispersija lygi a202(0), kai 6 = 0, ir 62(6), kai
0 # 0. Taigi jvertinio T}, dispersija gali biiti maZesné uz T}, dispersija, kai 0 = 0, ir lygi T,
dispersijai, kai 6 # 0.
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3.132. [vertinkite imties (Zr. 2 skyriaus 2.1 pratima) vidurkj ir dispersija, tardami, kad
buvo stebimas normalusis a.d.

3.133. Tegu X = (X1,...,X,)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ N(0, o2),
o> 0.

a) Irodykite, kad E(|X;|) = o+/2/7.

b) Naudodamiesi a) punkte gautu rezultatu, momenty metodu raskite o jvertinj 6,. Ras-
kite v/n(6, — o) asimptotinj skirstinj.

c¢) Kitas momenty metodu gautas o jvertinys yra

1 n 1/2
nis
Raskite v/n(6, — o) asimptotinj skirstinj ir palyginkite jj su b) punkto rezultatu.
3.134. Tegu X = (X1,...,X,)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ &(u, 1),
© € R.
a) Irodykite, kad X(;) = min(X1, ..., Xn) yra pakankamoji p statistika.
b) Irodykite, kad X (1) 5 u, kai n—so0.
3.135. Tegu X1,..., X, yranepriklausomi vienodai pasiskirste a. d., kuriy tankio funkcija
. _ a(@l,ez)h(x), kai 01 < x < 09,
fla;01,02) = { 0 kitais atvejais;

&ia h(z) > 0 — Zinoma tolydZzioji funkcija, apibrézta realiyjy skai¢iy tieséje.
a) [rodykite, kad 61 ir 62 DT jvertiniai yra atitinkamai X (1) ir X ().

3.136. Tegu (X1,Y1)7, ..., (Xn, ¥,)T yra nepriklausomos vienodai pasiskirs¢iusios norma-
liyjy a.d. poros; &ia X; ir Y; — nepriklausomi N(u;,02?) a.d.
a) Raskite parametry p1, ..., tn ir 02 DT jvertinius.

b) Irodykite, kad parametro o2 DT jvertinys néra pagrjstasis. Ar &is rezultatas priesta-
rauja teorijai apie DT jvertiniy pagristuma? Kodél?

c) stebimi tik Z1,...,Zn; ¢ia Z; = X; — Y;. Raskite 02 DT jvertinj, gauta naudojant
Z1,...,Zn, ir jrodykite, kad jis yra suderintasis.

3.137. Tegu X1,...,Xn,Y1,...,Y, yra nepriklausomi a. d., turintys eksponentinius skirs-
tinius. Tegu X; tankio funkcija

fi(z) = Nifexp(—Aibzx), x>0,
o Y; tankio funkcija
gi(z) = Aiexp(—Xiz), x> 0;
¢ia A1,..., A\ ir 6 yra nezinomi parametrai.
a) [rodykite, kad parametro § DT jvertinys tenkina lygtj

¢ia Ri = XZ/Y;
b) Irodykite, kad R; tankio funkcija yra
fr(z;0) =0(1+02)7%, 2 >0,
0 0 DT jvertinys, gautas naudojant R1,..., Rn, sutampa su pateikiamu a) punkte.
¢) Tegu 0, yra DT jvertinys, nurodytas b) punkte. Raskite v/n(6, — 0) ribinj skirstinj.
d) Lenteléje pateikiami (X;,Y;), ¢ = 1,...,n duomenys. Apskai¢iuokite & DT jvertj
artutiniu metodu. Parinkite tinkama pradinj artinj ir pagriskite pasirinkima.

Ti Yi T Yi Z; Yi T; Yi
0,7 3,8 | 20,2 | 2,8 | 1,1 2,8 | 15,2 | 8,8
11,3 4,6 0,3 19| 1,9 3,2 0,2 | 7,6
2,1 2,1 09 | 1,4 | 0,5 8,5 0,7 | 1,3
30,7 5,6 0,7 | 0,4 | 0,8 | 14,5 0,4 | 2,2
4,6 | 10,3 23109 | 1,2 | 14,4 2,3 | 4,0
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e) Pateikite DT jvercio, gauto d) punkte, standartinés paklaidos jvert].

3.138. Tegu X1, ..., X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami a. d. ir gedimy
intensyvumo funkcija
_ A1, kai x < xo,
Aw) = { A2, kai x> zo;
¢ia A1 ir A2 yra neZinomi parametrai, o zo — Zinoma konstanta.
a) [rodykite, kad X; tankio funkcija

A1 exp(—A1z), kai = < zo,
A2 exp(—A2(z — x0) — Aizo), kai = > xo.

F( A Aa) = {

b) Raskite parametry A1 ir A2 jvertinius ir jy ribinj bendra skirstinj.

3.139. Tegu X = (X1,..., Xy)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio skirstinys
priklauso Seimai P = {Pg7 6 € ®}. Momenty metodu raskite parametry jvertinius, kai Py
yra:

a) gama skirstinys G(c,v), 8 = (a,7)T, a > 0, v > 0;

(b) eksponentinis skirstinys F(a, ), 8 = (a,7)T, a € R, 6 > 0;

(c) beta skirstinys Be(a, 8), 8 = (o, )T, a > 0, 3 > 0;

(d) lognormalusis skirstinys LN (u, ), 8 = (u,0)T, p € R, o > 0;

(e) tolygusis skirstinys U (6 — %, 0+ %), 0 € R;

(f) neigiamas binominis skirstinys B~ (n, p), 8 = (p,n)T,p€ (0, 1), n=1, 2,..;

(g) logaritminis skirstinys, kurio parametras 6 = p € (0, 1);

(h) chi kvadrato skirstinys x2(k), 0 =k, k=1,2,....

3.140. Tegu X yra imtis i3 skirstinio, kurio tankio funkcija yra fg, o T(X) — pakankamoji
0 statistika. Irodykite: jeigu egzistuoja DT jvertinys, tai jis yra T funkcija.

3.141. Tegu X1,..., X, yranepriklausomi vienodai pasiskirste a. d., kuriy tankio funkcija
yra fg o baigtinio mato v atzvilgiu. Raskite parametro @ DT jvertinj tokiais atvejais:

a) fo(z) =1/0, kai z = 1,2,...,0, 0 yra sveikasis skaiius tarp 1 ir 6o;

b) fo(z) = e (=0 9 <z <00, 0>0;

¢) fo(x) =0(1—2)0"1, 0<z <00, 0>1;

d) fo(z) = %x@e*l)/(l*e), 0<z<oo, 0€ (%, 1);

e) fo(x) =2"te"l#=0 2 c R, 6 > 0;

f) fo(z) =022, 6 < x < oo, 6 > 0;

g) fo(x) yra tankio funkcija skirstinio N(6,62), 6 € R;;

h) fg(z) yra tankio funkcija eksponentinio skirstinio £(u, o), 0T = (u,0) € R x (0,00);

) fg(x) yra tankio funkcija lognormalaus skirstinio LN (u, o), 87 = (u,0) € R x (0, 00);
i) fo(x) =1, 2 € (0, 1), kai 0 = 0, ir fo(x) = (2v/x)~ L, z € (0, 1), kai 6 = 1;

k) fo(z) =B %z, 0<z<B,a>0,8>0;

1) fo(z) = Cgp~(1 -l x=0,1,...,0,0=1,2,...; &a p € (0, 1) yra Zinomas.

3.142. Tegu (Y1,21)7T, ..., (Yn, Zn)T yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.v., kuriy
tankio funkcija

F,2Ix, p) = A"t te v/ e/ 0 <y, 2 < oo,

¢ia A >0ir p > 0.

a) Raskite (\, )T DT jvertinj.

b) Stebima tik X; = min(Y;, Z;) ir A; = 1, kai X; = Y;, ir A; =0, kai X; = Z;. Raskite
(A, 1)T DT jvertinj.

¢) Raskite jvertiniy asimptotinius skirstinius.

3.143. Tegu Xi,...,X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste diskretieji a.d., kuriy
skirstinys nusakytas tikimybémis

P{X;=z2}=[z!(1—e 9] 10% % 2=1,2,..;

¢ia 6 > 0. Irodykite, kad tikétinumo lygtis turi vienintele Saknj, kai z > 1. Ar §i Saknis yra 6
DT jvertinys?
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3.144. Tegu X = (Xq,..

., X,)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ &(a, 6),

parametrai a ir 6 nezinomi. Raskite parametry a ir § DT jvertiniy ASE jy NMD jvertiniy

atzvilgiu.

3.145. Tegu X = (X1, ..

yra Pareto su parametrais a ir 6.
a) Raskite (a,0) DT jvertinj.

b) Raskite parametro a DT jvertinio ASE NMD jvertinio atzvilgiu.
3.146. Tegu Xq,.

., Xn)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, kurio skirstinys

.., Xy yra nepriklausomi vienodai pasiskirste k-maciai a.v., turintys

N (p, X) skirstinj su neZinomais p ir 3. Raskite p ir ¥ DT jvertinius ir jy asimptotinius
skirstinius.

3.147. Tegu X1, ..
kuriy vidurkiy vektorius nulinis, neZzinomos kovariacijy matricos jstriZzainés elementai yra oy

., Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirste dvimaciai normalieji a. v.,

2

ir Jg, o ne jstrizainés elementai yra o1o2p. Tegu 6 = (O‘%, 0%, p)T. Raskite Figerio informacine

matrica I, (0) ir @ DT jvertinio asimptotinj skirstinj.
3.148. Tegu X1, ..

L XpirYa,..

., Yy yra nepriklausomi a. d., turintys atitinkamai N (u, o

2

ir N(u,72) skirstinius su nezinomu 6 = (u,02,72)T. Raskite @ DT jvertinj ir jrodykite, kad
jis asimptotiskai efektyvusis.

3.6 skyrelis

3.149. Bandant sportinj léktuva, gautos $ios jo maksimalaus grei¢io (m/s) reikSmeés:
492.,2; 418,7; 425.6; 420,3; 425,8; 423,1; 431,5; 428,2; 438,3; 434,0; 411,3; 417,2; 413,5; 441,3;
423,0. Tare, kad buvo stebimas normalusis a.d., raskite vidurkio ir vidutinio kvadratinio

nuokrypio taskinius ir intervalinius (Q = 0.95) jvercius.

3.150. Lenteléje pateikti skai¢iai m; tokiy vienodo ploto (0,25 kv. km) pietinés Londono

dalies rajony, j kuriuos Antrojo pasaulinio karo metu pataiké po ¢ léktuvy — sviediniy.

%

0

1

2

3

4

5

2

m;

229

211

93

35

7

1

576

Tare, kad buvo stebimas Puasono a.d., raskite parametro A tagkinj ir intervalinj (Q =
0,95) jvertius.

3.151. Laikas nuo uzsakymo pateikimo iki jo gavimo (pristatymo laikas) yra pasiskirstes
Lenteléje pateikiamos atsitiktinai parinkty uzsakymy pris-

pagal gama skirstinj G(\, 7).

tatymo laikas.
(@ — eilés numeris, X; — laikas).

] X ] @] X ] il X: ] q | Xy
T]10] 6 | 7 | 11|10 |16 7
210 7 |11]12] 6 |17]| 6
31 6 | 8 | 12|13 13| 18] 16
4119 |12]|14] 8 |19] 9
5| 8 [ 10| 6 |15] 12|20 5

1) Raskite parametry X ir 7 jver¢ius.
2) Tare, kad parametro n reik§mé lygi 10, DT metodu raskite parametro A jvertj. Paly-

ginkite jj su NMD jver¢iu. Sudarykite parametro A pasikliovimo intervala (Q = 0,95).

3.152. Kiekvienomis i§ 100 vienody stakliy gaminami I ir IT raSies gaminiai. Tikrinant
produkcijos kokybe, atsitiktinai paimta po 10 gaminiy, pagaminty skirtingomis staklémis, ir
nustatytas II riisies gaminiy skai¢ius. Bandymo rezultatai pateikiami lenteléje (m; — skai¢ius

im¢iy, kuriose rasta po ¢ II rasies gaminiy).

i

1

2

3

4

)y

m;

1

10

27

36

25

1

100

Tare, kad buvo stebimas binominis a.d., raskite parametro p NMD jvertj ir pasikliovimo
intervala (Q = 0,95).

~—
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3.153. Sumodeliuokite didumo n = 100 imtj, gauta stebint normalyjj a.d. X ~ N (0, 4).
Raskite tagkinius ir intervalinius parametry jvercius ir palyginkite juos su tikrosiomis parametry
reik§mémis. Raskite tikimybes, kad tokio pat didumo iméiy jvertiniai skirsis nuo tikryjy
reik§miy daugiau negu gautieji jverciai.

3.154. Bandant kiekviena i§ 10 prietaisy, nebuvo rasta né vieno defektinio prietaiso.
Raskite tikimybés, kad prietaisas yra defektinis, pasikliovimo intervala, kai pasikliovimo lyg-
menys yra 0,8; 0,9; 0,99 ir defektiniy prietaisy skai¢iaus skirstinys yra binominis.

3.155. Nustatant 200 elektros lempuciy degimo laika T, gauti stebiniai, kurie pateikiami
lenteléje.

Nr. Intervalas Daznis | Nr. Intervalas DaZznis
1 0-300 53 7 18002100 9
2 300-600 41 8 2100-2400 7
3 600900 31 9 2400-2700 5
4 900-1200 22 10 2700-3000 3
5 1200-1500 16 11 3000—c0 2
6 1500-1800 12

Tare, kad a.d. T skirstinys yra eksponentinis, raskite parametro A taSkinj ir asimptotinj
intervalinj jvercius (Q = 0,99).

3.156. Raskite parametro A pasikliovimo intervalus, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95,
naudodamiesi 4 imtimis (Zr. 2 skyriaus 2.28 pratima) ir tardami, kad buvo stebimi Puasono
a.d. Ar tikétina, kad tose imtyse parametras A vienodas 7

3.157. Nagrinéjant normaliojo a.d. didumo n = 100 imtj, gauti tokie vidurkio pasik-
liovimo intervalo réziai: u = 1,25, @ = 2,05. Koks to intervalo pasikliovimo lygmuo, jei
02=47

3.158. Kokio didumo turi bati atsitiktinio dydzio X ~ N(u, 1) imtis, kad parametro p
pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lygmuo @ = 0, 95, ilgis biity ne didesnis kaip 0,1 7

3.159. Pataikymo j taikinj vienu Sviu tikimybé lygi p. Taikinys numuSamas pataikius 3
kartus. Raskite tikimybés p pasikliovimo intervala, kurio pasikliovimo lygmuo @ = 0,95, kai
Zinoma, kad taikinj pavyko numusti 12-uoju §aviu.

3.160. To paties kuno 5 nepriklausomi svérimo rezultatai yra tokie: 4,12; 3,92; 4,55; 4,04;

4,35. Nurodykite 6-o0jo nepriklausomo svérimo rezultato prognozés intervala, kai pasikliovimo
lygmuo @ = 0, 95.

3.161. Tegu X1,..., X, yranepriklausomi vienodai pasiskirste a. d., kuriy tankio funkcija
1 1
;)= ——«—.
f(@:6) w1+ (z—0)2

a) Tegu X1,..., X, empiriné mediana yra 0,. Irodykite, kad /7 (0n — 0) % N(0,02).
Raskite o2 reikdme ir panaudoje § rezultata sudarykite parametro 6 asimptotinj pasikliovimo
intervala su pasikliovimo lygmeniu Q.

b) Raskite 0 asimptotinj pasikliovimo intervalg su pasikliovimo lygmeniu @ naudodami
DT jvertinj.

c¢) Kuris i8 8iy pasikliovimo intervaly siauresnis?

3.162. Tegu X = (X1,..., Xp)T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X ~ &(a, 1/6), kai
a € R ir 6 > 0 neZinomi.

a) Naudodamiesi statistika T (X) = 377 (X;—X(1)), sudarykite 6 pasikliovimo intervala,
kai pasikliovimo lygmuo yra @Q = 1 — o, ir raskite vidutinj intervalo ilgj.

b) Naudodamiesi statistikomis 741 (X) ir T2(X) = X(;) sudarykite a pasikliautinajj inter-
vala, kai pasikliovimo lygmuo yra 1 — «, ir raskite vidutinj intervalo ilgj.

¢) Sudarykite parametro 8 = (a, 0)7 pasikliovimo sritj, kai pasikliovimo lygmuo 1 — a.

3.163. Tegu X yra imtis, o statistika 7'(X) turi skirstinj, priklausantj tik nuo poslinkio
parametro 6, 6 € R. Naudodamiesi statistika T'(X), sudarykite 6 pasikliovimo intervala,
kai pasikliovimo lygmuo yra 1 — «, ir raskite vidutinj intervalo ilgj. [rodykite: jeigu T'(X)
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pasiskirstymo funkcija yra tolydi, tai visada galima rasti 6 pasikliovimo intervala, kai pasik-
liovimo lygmuo yra 1 — «a, a € (0, 1).

3.164. Tegu X = (X1,...,X,)7T yra paprastoji atsitiktinég imtis a.d. X ~ P()\), A > 0.

a) Irodykite, kad \/n(X — \)/V/X skirstinys asimptotigkai (n — co) nepriklauso nuo nei-
nomo parametro. Naudodamiesi §iuo faktu, raskite aproksimacinj pasikliovimo intervala, kai
pasikliovimo lygmuo 1 — a.

b) Trodykite, kad /n(X — \)/VX asimptotikai (n — oo) nepriklauso nuo nezinomo
parametro. Naudodamiesi Siuo faktu, sudarykite aproksimacinj pasikliovimo intervala, kai
pasikliovimo lygmuo 1 — a.

3.165. Tegu X;1,...,Xin,, © = 1, 2, yra dvi nepriklausomos imtys nepriklausomy vie-
nodai pasiskirs¢iusiy a.d., kuriy skirstiniai yra N(M,UZ?L i = 1, 2; ¢ia visi parametrai nezi-
nomi. Jrodykite, kad funkcija (X1. —Xo. —p1 +,LL2)/\/TL1_18% + ngls% asimptotiskai (n1, no —
00, ni/n2 — ¢ € (0,00)) nepriklauso nuo nezinomy parametry. Naudodamiesi §iuo faktu,
raskite aproksimacinj parametro 1 — p2 pasikliovimo intervala, kai pasikliovimo lygmuo 1—c.

3.166. Tegu Yi,...,Yn yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d. su baigtiniais py =
EY1, 02 = V(Y1), a3 = EY? ir ay = EY{!. Raskite funkcija, kurios skirstinys asimptotiskai
(n — o0) nepriklausyty nuo nezinomy parametry, ir sudarykite parametro 8 = ([Ly,U,E)T
aproksimacine pasikliovimo sritj.

3.167. Tegu X1, ..., Xn yra paprastoji imtis, gauta stebint a. d. X ~ LN (u,0).

a) Irodykite, kad 6 = EX = exp{u + 02/2}, v = VX = exp{2u + 02}(exp{c?} — 1).

b) Irodykite, kad parametry 6 ir v DT jvertiniai yra

0= exp{}7 + m2/2}, ¥ = eXp{QY + m2}(exp{m2} - 1)’

n

1 n _
SV, ma==>(Y;-Y)?, Yi=lX; i=1..,n
ni:l

1
V=2
ni:l

¢) Irodykite, kad
E0 = 0exp{—(n — 1)o2/(2n)}(n/(n — ¢2))""D/2 =94 O(1/n?), n — oo;

VO = exp{2u+ o /n}[exp{o? /n}(n/(n — 20%))""D/2 — (n/(n - 0%))" "] =
0202 /n + O(1/n?).

3.168. (3.167 pratimo tesinys). Tarkime, pagal didumo n = 100 imt] gauti jverciai
Y = 1,45, my = 4, 21.

a) Apskaitiuokite parametry 6 ir v DT jver¢ius.

b) Raskite parametro 6 asimptotin pasikliovimo intervala (Q = 0, 95).

3.169. Paseéjus kultiirg Petri lékSteléje po tam tikro laiko registruojamas bakterijy skaicius
Y = X1 + Xo + ... + Xpn; ¢ia N — kolonijy skaic¢ius, X; — bakterijy skaicius i-oje koloni-
joje. Tarkime, kad X1, X2, ... yra vienodai pasiskirste n. a. d., turintys Puasono skirstinj su
parametru 6, o N nepriklausantis nuo X1, Xa, ... a. d., turintis Puasono skirstinj su parametru
A. Momenty metodu raskite parametry X ir 6 jvertinius.

3.170. (8.169 pratimo tesinys). Tarkime, pagal didumo n = 20 imtj, gauta stebint a. d.
Y, apskaitiuoti nepaslinktieji vidurkio y = EY ir dispersijos 02 =VY jverfiai =Y =50 ir
02=52=3" (Y;-Y)?/(n—1) = 360.

a) Apskaitiuokite parametry 6 ir A momenty metodo jvercius.

b) Raskite vidurkio p = A0 asimptotinj pasikliovimo intervala naudodami aproksimacija

vl 4 7 N, 1)
S

ir aproksimacija
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¢) Imdami @ = 0,95 raskite punkte b) gauty intervaly realizacijas.

3.171. Pagal tris didumo n; = 20,n2 = 50,n3 = 30 imtis, gautas stebint n.a.d. X ~
N(u1,02), Y ~ N(p2,02), Z ~ N(us,o?), apskai¢iuotos NMD jvertiniy realizacijos fi1 =
X =2,12,52 =2,84, lp =Y =1,09,s2 = 3,91, i3 = Z = 3,14,s2 = 2,53.

a) Raskite parametro o2 NMD jvertj naudodami visus duomenis; raskite parametro o
lygmens @ = 0, 99 pasikliovimo intervala.

b) Raskite parametro 6 = p1 + p2 — p3 NMD jvertj; sudarykite parametro 6 lygmens
Q = 0,95 pasikliovimo intervala.

3.172. Krakmolo kiekis bulvése nustatomas dviem budais. Norint palyginti tuos bidus,
buvo paimta 16 bulviy ir kiekvienos i§ jy krakmolo kiekis nustatytas abiem biadais. Gauti
stebiniai (krakmolingumas procentais) suraSyti lenteléje (X; — krakmolingumas tiriant i-aja
bulve pirmu budu; Y; — antru budu).

X; Y; i X; Y;
21,7 | 21,5 | 9 | 14,0 | 13,9
18,7 18,7 10 17,2 17,0
18,3 | 183 | 11 | 21,7 | 21,4
175 | 17,4 | 12 | 18,6 | 18,6
18,5 | 18,3 | 13 | 17,9 | 18,0
156 | 154 | 14 | 17,7 | 17,6
17,0 16,7 15 18,3 18,5
16,6 | 16,9 | 16 | 15,6 | 15,5

CO~ O Ut W e

Priéme normalumo prielaida, palyginkite §iuos du krakmolingumo nustatymo metodus:
a) raskite parametro 6 = EX — EY lygmens Q = 0,95 pasikliovimo intervala remdamiesi
(3.7.8) formule; b) raskite parametro 6 lygmens @ = 0,95 pasikliovimo intervala remdamiesi
3.7.2 skyrelio formule; ¢) paaiskinkite, kodél gaunami tokie skirtingi rezultatai; d) raskite
koreliacijos koeficiento p taskinj ir intervalin (Q = 0,95) jver&ius.

3.173. Per pirma diena skaitiklis uzregistravo 20 026 puasoninio srauto impulsus, o per
antra — 19 580. Raskite intensyvumy santykio 8 = A1 /A2 pasikliovimo intervalg (Q = 0, 99).

3.174. Dviejose nepriklausomose Bernulio bandymy schemose atlikus n1 = na = 5000
bandymy jvykis A jvyko 2 602 ir 2 398 kartus. Tegu jvykio A pasirodymo tikimybé pirmoje
bandymy schemoje yra pi, o antrojoje — p2. Raskite parametro 6 = p; — p2 asimptotinj
pasikliovimo intervala (Q = 0,99). Ar yra pagrindo teigti, kad jvykio A pasirodymo tikimybés
abiejose schemose yra vienodos?

3.175. Tarkime, kad daugialypis integralas, kurio tikroji reik§mé yra 0,3, buvo skai¢iuoja-
mas Monte — Karlo metodu. Kiek reikia atlikti nepriklausomy modeliavimy N, kad gautosios
reik§més absoliuti santykiné paklaida su tikimybe, ne mazesne uz 0,99, neviryty a) 0,2; b)
0,17

3.176. Lenteléje pateikti prapuolimo kampai 209 pasto balandziy, kai atliekant bandyma
buvo bandoma paveikti jy ,vidinj laikrodj* (zr. [14]).

Kryptis | Daznis | Kryptis | Daznis
0°— 26 180°— 14
30°— 22 210°— 11
60°— 26 240°— 12
90° — 30 270°— 5

120°— 29 300°— 5

150° — 18 330°— 11

Duomenys sugrupuoti j 30° ilgio intervalus. Lenteléje nurodyti kampai ¢;, atitinkantys i-
ojo intervalo pradzia, ir patekusiy  i-ajj intervalg dazniai n;, ¢ = 1,...12. Tardami, kad turimus
duomenis galima traktuoti kaip paprastosios imties, gautos stebint atsitiktinj kampa ¢ ~
M (u, 0), realizacija, raskite parametry p,6 taskinius jvercius ir sudarykite aproksimacinius
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intervalus su pasikliovimo lygmeniu Q = 0, 95.

3.177. Lenteléje pateikti duomenys apie uzregistruotus susirgimo leukemija atvejus An-
glijoje per 1946 — 1960 mety laikotarpj sugrupuoti ménesiniais intervalais (Zr.[14]).

Ménuo Susirgo Meénuo Susirgo Meénuo Susirgo

Sausis 39 Geguzé 38 Rugséjis 37
Vasaris 37 Birzelis 59 Spalis 47

Kovas 29 Liepa 50 Lapkritis 34
Balandis 45 Rugpjutis 54 Gruodis 37

Paverskite duomenis kampy stebéjimais sutapatindami mety intervala su intervalu (0, 27],
t.y. sausis atitinka sektoriy nuo 0° iki 30°; vasaris — sektoriy nuo 30° iki 60° ir t.t. Tar-
dami, kad buvo stebimas atsitiktinis kampas ¢ ~ M (u,0) a) raskite taskinius parametry
(1, 0) jver€ius; b) sudarykite pasikliovimo lygmens Q = 0,95 aproksimacinius pasikliovimo
intervalus.

ATSAKYMAI IR NURODYMAI
3.1 skyrelis

3.1. n > 2654. 3.2. n > 1330. 3.3. n > 133. 3.4. n > 16. 3.6. Nurodymas. Atsitiktinis
dydis X ~ £(p%). 3.9. E(cX(,)) = cnf/(n +1), V(cX()) = c2nd?/[(n + 1)2(n + 2)];
c = (n+1)/n. 3.11. Nurodymas. Atsitiktinio dydzio 6 dispersija V0 = O(1/n?). 3.14.
9 =1, kai | X| < cn, it 9 =0, kai |X| > cn; &a cn = 1/n%, 0 < a < 1/2. 3.15. Neigliks.
3.18. X2 -VY. 3.19. E|X —Y| = 20/y/7, E|X —Y|? = 202. 3.20. Reikia padauginti i§
konstantos (n + 1)/[2(n — 1)]. Gauto jvertinio dispersija yra 40%(n + 1)/[(n — 1)%(n + 2)].
3.21. Parametro Inp NMD jvertinys yra h(X) = —(1+1/2+ ..+ 1/(X — 1)), kai X > 1,
h(X)=0,kai X =1. 3.22. (X|X +Y = N) ~ B(N, p), p= /(A1 + A\2); 6 = X/Y. 3.23.
38/50 + 12 - 11-10/(50 - 49 - 48); 12 38/(49 - 50); 12! 38!/501; 03 0. 3.24. —1/13.

3.2-3.3 skyreliai

3.28. Funkcija v(p) turi buti ne aukstesnio kaip n-ojo laipsnio polinomas p atzvilgiu.
8.29. p=T/n; p*> = T(T —1)/[n(n — 1)]; pg = T(n — T)/[n(n — 1)]; tegu 0 = Chpkq"—F,
tadad=1,kai T =k ir0=0,kai T #k 3.31. \=T/n; X2 =T(T —1)/n2 A(1 = A) =
T(n—T+1)/n% e=* = ((n—1)/n)T. 3.82. 4(A) =0, kai T < m, (\) = C(c/n)™(1 —
c¢/n)T—™ kai T > m. 3.35. Konstanta a neegzistuoja; konstanta b tenkina nelygybes
(TL — 3)/(n — 1) <b< 1. 3.39. a) Z,L In X;; b) Z,L Xis C) (21 In X, Zz Xi); d) X(U
3.40. Nurodymas. A.d. |X;| ~ E(N), 0 a.v. (|X1],...,|Xn|)T salyginis skirstinys, kai T = t,
yra toks pat kaip paprastosios n didumo imties, gautos stebint a.d. Y ~ U(0, t). 3.41.
Nurodymas. Kai T = t yra fiksuotas, a.v. (X1,..., Xn)T salyginis skirstinys nusakomas
tikimybémis P{X1 = m1, .., Xn = mn|X1 + .. + Xn =t} = 1/CIL, ¢ > n, my >
1, i = 1,..,n, m1 + ... + myp, = t. 3.43. Tegu gautoji imtis yra (Xi,..., X»)T. Tada
NMD jvertiniai yra ¢ = Xp/n, 62 = 3% [ (Xs — Xic1 — ¢)2/(n — 1), Xo = 0. Nurody-
mas. X; — X;_1 ~ N(0, 02), i = 1,2,...,n. 3.46. Neegzistuoja. 3.47. Kai o Zinomas, tai
d((c — p)/o) = ®((c — X)/(6y/(n — 1)n)). Nurodymas. Imkite nepaslinktajj jvertinj & = 1,
kai X; < ¢, ir ® =0, kai X; > ¢. Raskite ® vidurkj pakankamosios statistikos (X, s2) arba
X atzvilgiu. 3.48. f(z|p,0) = /n/70((n —1)/2)/((n — DT((n — 2)/2)s"3)[s2 — n(X —
e)2/(n —1)2)n=9/2 kaj |c — X| < (n— 1)s/y/n, it f =0, kai |c — X| > (n — 1)s//n, n>2.
Nurodymas. Remkités tuo, kad (X1,..., X;)T, 1 < r < n salyginis skirstinio tankis, kai fik-
suota pakankamoji statistika, yra a.v. (X1,..., Xn)T tankio nepaslinktasis jvertinys. 3.49.
p0(0) = ((n —1)/n)T, kai skirstinys Puasono; po(0) = 1, kai T = 0, ir po(f) = 0, kai T > 0
ir skirstinys neigiamasis binominis (imties didumas n = 1). 3.50. Nurodymas. [rodydami
statistikos pakankamumg ir pilnumg remkités 3.3.3 teorema. Parametro 6" NMD jvertinys
Ur(T) gaunamas i§ lygties >, Ur(k)bi0%/[f(0)]™ = 07 = 07 3", br—.0%~7/[£(0)]". Iesko-
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dami jvertinio U, (T") dispersijos NMD jvertinio remkités 3.18 pratimu. 3.51. NMD jvertinys
yra 6 = [(n + 1)/n]X (n); jo dispersija VO = 602/[n(n + 2)]. Ivertinio § = 2X dispersija
VO =02/3n. 8.52. 61 = (nX(1) — X(n))/(n—1); 02 = (nX () — X(1))/(n—1); (1 +62)/2 =
X1y + X()/2 (02 — 01 = (n+1)(X(n) — X(1))/(n — 1). 3.58. ET = n/0, VT = n/6>.
3.54. b) g(\) = (T —t)/T)" ", kai T > t, ir §(\) = 0, kai T < t. Nurodymas. Suvidurkinkite
nepaslinktajj jvertinj I )(X1) pakankamosios statistikos atzvilgiu naudodamiesi a) rezul-
tatu. 83.56. a), b),c) T = X1+...+Xn; d) &, Xi, 1, Xo)T; ) (I Xs, TLQA—X3))s f)
C,InX;, 3,2 x)Ts g) (L InX,, 3, X&). 3.57. (X, X)T. 8.58. ([[; Xi, Xa))T.

3.61. Tankio kanoniné forma yra f(z|n) = h(z)exp{nTT(z) — B(n)}. a) h(z) = l/x' n=
In\, T(z) = x, B(n) = e’;—00 < n < o0, ¢ = 0,1,..; b) (x) = Cn+z 1M
In(1 —p), T(x) = &, B(n) = —In(l —e"), —c0o < n < 0, 2 = 0,1,...; c¢) h(z)
Iy, o))y = =0, T(z) =z, B(n) =na—1In(-n), —00o <n <0, 0<z < o0; d) h(z) =
Va, m=(n'm)" = (=X )7, T(z) = (z, m2)", B(n) =InT(n2) —n2ln(-n1), —oo <
m <0, 0<n <oox>0; e)h(z)=1/[z(1—2)], n=(m,m)" = N, T) =
(inz, In(L = )", B() = WC)T0m)/Cn +m)l. 0 < m, m < 0,0 <o <1
hMz) = az®~tn = —1/0%, T(z) = =%, B(n) = In(—1/n), —c0o < < 0, 0 < = < oco.
3.66. Tankio funkcija f(z|p, =) = (V21)~%//|Zexp{(~1/2)(x — )T (x — p)} gal-
ima perrasyti f(z|p, £) = (vV2r) Fexp{(-1/2) 3, Uiix?—ZDj oz +> 0, T 22 pjoti—
—(1/2) 32, 30, wio¥ pj—(1/2) n||}; tia B! = [0"]x ). Gauname (k(k+1)/2)-matj ekspo-
nentinio tipo skirstinj. Kanoninés formos parametrai yra n = (—0%/2, i =1,...,k; —¢%, i >
Jods G =100k 35 o, i=1,.,k)7, T=(22,i=1,.,k z;2;,i > j, 4,5 = 1,...k; x,
i=1,..k)7T, B(n) =(1/2)>; > o+ (1/2) In|X]. 3.67. M(t) = (L —t/A)7", t < A.
3.68. c(e'0)/c(9). 3.70. X1 + ..+ Xp,. Nurodymas. Remkités 3.69 pratimu. 3.71.
Vidurkis Eg(X(,,y — X(1) — (n — 1)/(n + 1)) = 0,0 < 6 < oo, nors i funkcija néra tapatiai
lygi 0. 3.78. Nurodymas. Lygti Eo(¢(X)) = 0, 0 < 6 < 1, galima perraSyti taip:
So((i) — 29(i + 1) + ¥(i + 2))0" = 0, ¥(1) = 0. Statistika X néra pilnoji, nes bet
kurios tiesinés funkcijos ¢.(X) = ¢(X — 1),c¢ € R, vidurkis tapafiai lygus nuliui, nors &i

funkcija, kai ¢ # 0, néra tapaciai lygi nuliui. Jei ¢(1) = 0, tai i§ tapatybés gauname,
kad (k) = —(k — 1)p(0),k = 1,2,.... Jei ¢(0) # 0, tai p(k) neaprézta. Taigi tik tuo
atveju, kai ¢(0) = 0, gauname, kad ¢(k) = 0, k = 0,1,2,.... Statistika X yra apréztai

pilnoji. 3.74. E(X?) = u? + o%/n, V(X?) = (20%2/n)(2u® + 02/n). NMD jvertinys
9 = X252 /n, s2 - nepaslinktasis dispersijos jvertinys. V() = (202 /n)(2u2+02/[n(n—1)]);
VX2 > V(¥). 8.75. Pazymékime T = X1 + ... + Xn. Tada: a) p" = 0, kai T < m, ir
P =T(T-1)..(T—m+1)/[n(n—1)....(n—m+1)],kai T > m; b) vertinamas parametras
6 = Ckp*q™—F*, NMD jvertinys 6= Cj;cf T’fL/CT kai k < T < n—m + k, ir 6= 0, kai
T <k T>n—m+k; c)vertinamas parametras § = 1 — ¢"~ ! — (n — 1)p?q™~2; NMD
jvertinys: 6 = 0, kaiT = 0;6 = (n—1)/n,kaiT =1;6 = (n—2)/n, kai T = 2; 6 = 1, kai T > 2.
3.76. Tegu T = X1 +...4+ Xp. Tada 5 = [(n—t)/n]T. 3.77. Tegu X, Y, s2, s2 — parametry
pa, ty, 02, o2 NMD jvertiniai. Tada: a) X —Y, (sz/sy)r/(E(Ff:/Ql)n ), da Fr1n-1—
a.d., turintis Flserlo skirstinj su m—1ir n—1 laisvés laipsniy; b) 62 = s = [si(m—l)—f—sg(n—

D]/ (m4n—2), 0 = (pa —py) /o2, § = [(X — Y)/S][F(V/Q)/F((V—1)/2)]\/2/% v=m+n=—2;
¢) [mX /7 + nY}/(ern) d) pakankamoji statistika (X, Y, s2, si)T néra pilnoji; e)
0,5, f) 0,5. 3.78. 01A— (X(l) +X(n))/27 92 = (X(n) - X(l))(n:i- 1)/(2(n - 1)) 3.79. a)
a= Xy —0/n; b)) =X —a; c)a= (nX() — X)/(n—1), 0 =n(X — X))/ (n—1);
d) tegu 7 = P{X1 > t} = exp{—(t — a)/0}, tada # = ((n — 1)/n) exp{—(t — X(1))/0}; 7 =
@P{X1 > t}, 5 = —0/0. 3.80. Pazymékime Sp = 32,(X(5) — X)), Sy = £:(Yiey — You))-
Tada: a) 0 = az —ay, 0 = X(l) =Yy — Sz/(m(m — 1)) + Sy/(n(n — 1)); v = 02/0y,
= 82(n—=2)/(Sy(m—1)); b) 0z =(Sa+Sy)/(m+n—2);n=(az—ay)/0z, 1= (X(l) -
Y(1))(m+n—3)/(Sz+Sy) — (n—m)/(mn); c) pakankamoji statistika (X (1), Y(1), Sz, Sy)T
néra pilnoji. 3.81. a) p™ = (n—1)(n—2)...(n—m)/[(n+X—1)(n+)§—2)...(n+X—m)], qn =
X(X-1)..(X—=m+1)/[(n+X -1)(n+X —-2)...(n+ X —m)]; b)VX =X(n+X)/[n(n+1)];
¢)Inp=—3°°_, g /m}. 3.83. Neegzistuoja. 3.84. Tikétinumo funkcija L = (pg)(X—3)/2,
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kai X =2k—1, k=2,3,...,ir L = (pg) X =2/2(1-2pq), kai X = 2k, k = 1,2,.... Ji priklauso
tik nuo parametro 6 = pq. Jeigu nagrinéjame modelj su nezinomu parametru p, tai mode-
lis néra identifikuojamas (zr. 1.3.1 pastaba). Nagrinékime modelj su neZinomu parametru
0 = pq. Parametro 6 DT jvertinys 0 = 1/4, kai X = 2k — 1, ir 0 = (X — 2)/(2X), kai
X =2k, k =1,2... Taciau 8§is jvertinys patenka j parametry kitimo sritj tik tada, kai X < 4.
Kitais_atvejais tikétinumo funkcija parametry kitimo srityje jgyja maksimuma kragtiniame
taske 60 = 1/4.

3.4 skyrelis

3.85. Nurodymas. Pasinaudokite tokiu algebros faktu. Tegu A ir D — kvadratinés
matricos ir |A| # 0. Tada determinantas

A B | =|A||D-CA'B|.
C D

3.86. Vp > pa/n; V(pq) > pa(q — p)*/n; V(p?) > 4p°q/n. 3.87. V(p?) > 4p%q/(n —
1) + 2p%q(q — 2p)/[n(n — 1)]. 8.88. Tegu T = X1 + ... + Xpn. Tada p = T/n, Vp = pq/n;
p? = T(T - 1)/[n(n — )], V(p?) = 4p°q/(n — 1) + 2p*q(q - 2p)/[n(n — 1)]; pg = T(n —
T)/[n(n — 1)], V(pg) = pq(l — 4pq)/(n — 1) — pq(1 — 6pqg)/[n(n — 1)]. 3.89. VA > A/n;
V(X2) > 423/n; Vi(e=>) > Xe~2M/n. 3.90. V(A2) > 4A3/n + 2A2/n2. 3.91. A =
X, VA = Am X2 = X2 — X/n, V(X2) = 433 /n + 202/n2; e X = [(n — 1)/n]"%,
V(e ) = = e\ eMn — 1), 8.92. V((i, 62)T) > I"' = [iF]axs, il = 02/n, 2% =
204 /n, i'? = 3?1 = 0. 3.93. Nurodymas. Raskite Bolsevo nelygybe nepaslinktojo parametro
(u, p?, o, ¢®)7T jvertinio kovariacinei matricai (#r. [4]). I5 gautosios nelygybés Vi >
o2/n = VX; Vo2 > 20%/(n — 1) = Vs2. 8.94. ip = X + 2ps/My_1; V(ip) =
o2/n + 2%0%(1 — M2_,)/M2_,, Mn = /2/(n—1)['(n/2)/T((n — 1)/2). (4r. 2.27 pra-
tima). 3.95. I(0) = n; I(e7%) = ne?®. 3.96. a) E(8) = 8; b) VB = 32/n; kadangi
I(B) = n/B2, tai jvertinio B dispersija. pasiekia Rao-Kramero nelygybéje nurodyta riba.
3.97. a) n/a?; b) n/(20%); c¢) 2n/o?; d) 3n/o?; e) I(0) = [ir]2x2, i11 = n/o?, iaz =
n/(20%),i12 = i21 = 0; ) nk/(qp?); g) #r. 3.7.11 skyrelj; h) 7r. 3.7.12 skyrelj. 3.98.
a) 2V/A; b) arcsin (2p—1); ¢) 7In6. 8.99. a) I(y, o) = [ig]oxe; i11 = d22 = 207
i19 = i1 = 0; b) I(n, 0) = [ig]ox2; i11 = 1/62, i12 = i1 = (14 I'(1))/6%; izp =
(1 +2T7(1) + T7(1))/6%; «¢) i11 = n/(3602), i12 = io1 = —p/(30%), 22 = 1/6% + 2u/6% +
/.L2/(394); C}) 111 = (7‘ + 1)\/7":|—4/(U2(’r‘ + 3)\/;); 199 = (1 +i11/0’2)/0'2, i12 = 9] = i11/0’.
3.101. a) Jd = —X/T'(1); VI = 62T (1) — TV2(1))/T72(1) > I~1(0) = 62(2 + 2I'(1) +
I7(1)); b)d = (=17 X" /T (1); V(D) = 627(PC) (1) — [ (1)]2) /[0 (1)]2) > T71(6") =
022 /(1 4+ 20"(1) + T7(1));  ©) 9 = (1+6)7" = 2 (=1)767; 9 = ¥, X7/T("(1);
VI =30, 30, ()RR D (1) /(T (1T D (1)) — (1460) 72 > T1(9) = 62/((1+6)*[2+
217 (1) +~"'(1)]). 8.102. c¢) VT, skiriasi nuo I~ 1(p?) nariu, kurio eilé O(1/n?), n — oo (¥r.
3.86-3.88 pratimus). 3.103. a) 9 = exp{tX —t202/2n}; VO = exp{2tu}(exp{t2c2/n} —1) >
I71(9) = exp{2tu}o?t? /n; VI—I~1(9) = O(1/n?). 3.104. V(Ti,) = D(c—p)(1—®(c—p)/n;
V(T2n) = [®'(c — @) /n+ O(1/ny/n); ASE = [@'(c — p)]?/(®(c — p)(1 — @(c — p)). 3.105.
ASE = 1/(m—2). 3.106. a) ASE = 4p2 /(4% +pa—1+4usp); b) ASE < 1, kai us = 0; ¢)
pvz., a.d. X tankio funkcija f(x) = kz?I (g, o)(z), a > 0. 3.107. ASE = 1. 3.108. b, =0,
br,, = —0/(n+1); ASE = 1. 3.109. Neegzistuoja. 3.110. I(c) = 2(n — 1)/0?, V& >
02/2(n —1). 3.111. ASE = 2/3. 3.112. 17,185.

3.5 skyrelis

3.113. 6 = (a2 —1)/X, f =1—X?/(az—1). 8.114. NMD jvertiniai yra (X )+ X(n,))/2
ir (n+1)(X(n)—X(1))/(n—1), o jy dispersijos — (62—601)2/(2(n+1)(n+2)) ir 2(92—61)2/((n—
1)(n+2)). Momenty metodu gauti jvertiniai yra X ir 24/3s, o jy dispersijos — (62 —601)?/(12n)
ir (02 — 01)2/(60n) + O(1/n\/n). 3.115. a) DT jvertiniai yra X ir mg, o NMD jvertiniai —
X ir s2; b) DT jvertinys yra nn/S, S = X1 + ... + X, o NMD jvertinys yra (nn — 1)/S;
c) DT jvertinys yra X(,), o NMD jvertinys — (n + 1)X(,)/n. 3.117. A= X;p=X;
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—q/(plnp) = X; A(1 — exp{—A}/(1 — exp{—A}) = X. 3.118. DT jvertiniai yra X2 = X2ir
p?2=X20 ju kvadratinés rizikos funkcijos E(A2—X2)2 = 423 /n+5)X2 /n?2+2/n3; E(p2—p2)? =
4p q/n —p?q(11p — 7)/n? 4 pg(1 — 6pq) /n3. NMD jvertinius ir Jq dispersijas zr. 3.88 ir 3.91
pratimus. 3.120. a) DT jvertinys § = X(1) yra paslinktasis; E(0) = 6(n + 2)/(n + 1); imant
nepaslinktajj jvertinj 6 = X1y(n+1)/(n+2), gauname V6 = n62/(n+2)3; momenty metodo
jvertings § = 2X/3, VO = 02/(27n); b) V((X(n) + X(1))/2) = n62/((n + 1)%(n + 2));
momenty metodo jvertinys § = X ir V§ = 62/(12n). Reikia pazyméti, kad Siame pratime DT
ivertiniai yra eilés O(Vl/nQ), kai n — oo, 0 momenty metodu gauti jvertiniai yra eilées O(1/n).
3.122. Nurodymas. Zr. 3.5.4 pavyzdj. 3.128. 6= (Vi —Va—W3)/m; V; =3, Xj4,5 = 1,2,3;
Vvn(a — a) Ly~ N(0, (1 —a?)). 8.124. & = (V3/(Vz + V4), f) = (2V1 + V3 + V4)/( n).
3.125. 4 = 0,1235. 3.126. i1 = X, iz = ¥; 091 = >,;(X; — X)?/n, 032 = > = Y)2/n,
ol = o031 = >, (X — X)(Yi — Y)/n. Parametro 6 — (,ul, pe, o2, o2, p) informacinés
matricos atvirkitinés I-1(0) = [i¥!]5x5 elementai yra i'! = of/n, i?? = 02/71 i12 =421 =
poioa/n; 33 = 20f/n, i = 205 /n, 3t = %3 = 2020202 /n; 0 = (1 — p2)2/n, i =
i = p(1 — p2)02/nvi45 = 54 = p(l - p2)a§/n; ikt =0, kai k = 1,2, 0 | = 3,4,5.
3.127. Nurodymas. Zr. 3.7.13 skyrelj. 3.128. Nurodymas. Zr. 3.7.11 skyrelj. 3.129.
Nurodymas. Zr. 3.7.8 skyrelj. 3.130. Nurodymas. Zr. 3.7.4 skyrel; 3.132. o= X = 34,75,
02 = s2 = 111,56. 3.133. b) 6 = \/7/2%, |Xi|/n, V(6 —0) 5 Y ~ N(0, (r — 2)02/2);
Q) Ve — o) S Y ~ N0, 02/2). 3.136. a)i; = (X; +Y;)/2, j = 1,2,..,m, 02 =
>.(Xs — Yi)?/(4n); b) E(o2) = 02/2. Parametro dimensija n + 1 priklauso nuo n, todél
teorema apie ribines DT jvertiniy savybes netaikytina; c) o2 = > (X —Y3)?/(2n); o2 B 52
nes E(02) = 02, V(02) = 0%/(2n). 3.137. c) /a(ln —0) % Z ~ N(0, 302); d) 0 = 2,0102;
kadangi E(R;) neegzistuoja, tai pradinj artinj fo galima parinkti, pvz., naudojant empirine
mediang 6y = 1/%0,5; e) 6, = V30/y/n = 0,7785. 3.138. A\ = K/(S1 + (n — K)=zo),
A2 = (n—K)/S2; S1 = Zf{:l Xy, S2 = i g 1(X(G) — 20); K — gedimy, mazesniy uz
0, skaitius; V(A1 — A1) 5 Y ~ N(0, A2(1—p)), V(e — A2) 3 Y ~ N(0, A2/p), p =
exp{ Mzo}; Cov (A1, A2) — 0, kai n — oco. 3.139. a) & = X/ma, § = X2/ma; b)
0=1/yma, a=X+ma; c)a=X1-X(1-X)/m2), B=01-X)1 fX(li X)/ma2);
A p=Y, 6=yma, m=(1/n)>,Y;-Y), Y, =InX;, i =1,.,n; e)6=2X; f)
p=X/ma, & = X2/(ma — X); g) —G/plnp = X; h) k = X. 3.141. a) § = Xy;
kj) 6 = X(l);Ac) 6 = n/Z;jln(lin); d) 0_: n/(n =3, InX;), 1/2 <6 < 1; e
0=1a T1/25 f)ez 1) 9— \/X2+4a2—X)/2; h)ﬂZX(1>7 UZTL/Zi(Xi—X(l));
i) [L =({1/n)>;InX; = Y 6 =10,InX;) - Y)2/n)t/2%; §) =0, kai 27 I, vX; > 1, ir
6 = 1 priesingu atveju; k) ﬁfX(n), afn/(nlnﬁ—zj InX;); 1) é:X(n), n>1. 3.142.
aA)A=Y,a=2; b)A=5/m, p=5/(n—m); S= X1+ ...+ Xn, m — skaicius atvejy, kai
A; = 1; A ir i asimptotiskai nekoreliuoti ir normalieji: /n(x — A) 5 Y ~ N(0, A + ),
Vvn(i — p) i) Z ~ N, u(A+ p)). 3.143. Taip. 3.144. ASE =1. 3.145. & = X(l), 6 =
n/S, S = Ej(lnX lnX(l)) NMD jvertiniai & = X(l)(l —S/n), 6= (n—1)/5; ASE = 1.
3.146. j1 = X ~ N(u, =/n), ¥ = > (X - X)(X; — X)T/n = S/n; pazymékime 0 =
(045, © < j) vektoriy, sudaryta is skirtingy kovariacinés matricos 3 elementy, o 6 DT jvertiniy
(t.y. atitinkamy matricos S/n elementy) vektoriy. Tada /(6 — 6) Lz~ Nie—1)/2(0, T);
¢ia kovariacinés matricos T' = [Vijrs]k(k—1)/2xk(k—1)/2 elementai yra viii; = 202, Yiijj =
201-23-, Viiij = 204055, © # J, Yijrs = (0ir0js + 0is0jr), 1 # j # v # 5. 3.147. Nurodymas.
Zr. 3.126 pratima. 3.148. 02 = > (X - w2 /n, 2 = > - )2 /n, o jvertis i randamas
i8 lygties 4 = [X X0, (Y; — 2)* + Y 32,(X; — )%)/[32;(Y; — )* + 30;(X; — 2)°]; sie jvertiai
asimptotiskai nekoreliuoti ir normalieji: /7 (02 — 02) % Z ~ N(0, 20%), Va(r2 —72) %Y ~
N(0, 27%), V(i — u) 5 V ~ N(0, 0272/(0® +72)).

—



3.8. Pratimai 185

3.6 skyrelis

3.149. 1 = X = 424,933, 6 = s = 8,598 (u, fi) = (420,172; 429,695), (o,; &) =
(6,295; 13,560). 3.150. A = X = 0,9288; (A; A) = (0,850; 1,009). 3.151. 1) Momenty
metodu gauname jvercius X =1,073, 7 = 9,928; 2) DT jvertis A= n/X paslinktasis; NMD
jvertis A = (nn — 1)/(nX) = 1,076; (A; A) = (0,936; 1,236). 3.152. p = 0,277; (p; D) =
(0,2495; 0,3059). 3.154. (p; p) = (0,000; 0,226), (0,000; 0,283), (0,000; 0,445). 3.155.
X =0,00114; (X; X) = (0,00096; 0,00137). 3.156. 1) (A; A) = (0,226; 0,336); 2) (A; A) =
(0,218; 0,291); 3) (A; A) = (0,180; 0,245); 4) (A; A) = (0,241; 0,338). Tikétina. 3.157.
Q = 20(2)—1 ~ 0,9544. 3.158. n > 1537. 3.159.p = 0,182, (p; p) = (0,055; 0,518). 3.160.
(3,428; 4,964). 3.161. (a) 02 = n2/4; (6; ) = (20,5 — 2a/27/(2V/N); £0,5 + 2a/27/(2v/N));
b) DT jvertinys 6, asimptotiskai normalusis: +/n(f, — 6) 4 7~ N(, 2); (6; 0)
(ﬁ075fza/2\/2/7n; @0,5+ZQ/QM); c) antrasis. 3.162. a) (0; 0) = (2T1(X)/Xi/2(2n*2
2T1(X)/x3_ 520 — 2)); B — 6) = 20(n — D[1/x3_ ,(2n — 2) — 1/x%,(2n - 2)]
207/ =T/(n = 1— 22 ,); b) (@ @) = (Ta(X) = Ty (X)Fy_a/2(2,2n — 2)/n(n — 1); Ta(X) -
T1(X)Fo/2(2,2n — 2)/n(n — 1)); E(a — a) = (20/n)(Fi_q/2(2,2n — 2) + Fy/2(2,2n — 2)).
3.163. Tegu T = T(X) pasiskirstymo funkcija F(x + 6) tolydi. Tada (8; 0) = (F~1(a/2) —
T(X); F~1(1—a/2)—T(X)). Intervalo ilgis yra F~'(1—a/2)—F~1(a/2). 3.164. a) (\; \) ~
(X+zi/2/(2n) — \/Xzi/Q/n + Zi/z/(4n4)§ X+ zi/Q/(2n)+ \/Xzi/z/n + zi/Q/(an?)); b)
NN = (X - Za/Qm; X + za/2m). 3.165. Tegu 0 = u; — pe. Tada (9; ) =~
(X1 — Xo — Za /21 /s%/nl + s%/ng; X1 —Xo +za/2‘/s%/n1 + s%/ng). 3.166. C(Y1,...,.Y,) ~
{(1y, 02) = n[(Y — uy)?/s% + (52 — 02)/(ma — s*)] < x2(2)}. 3.168. a) § = 34,988,
4 = 81230,195. b) Naudojant aproksimacija v/n(6 — 0)/(6/mz2) Lz~ N(0. 1), gauname
pasikliovimo intervaly (8;0) = (8/(1 + za/m2/n);0/(1 — za/m2/n), a = (1 — Q)/2; pa-
gal turimus duomenis randame realizacija (0;0) = (24,953; 58,524). 3.169. 0 = (s2 —
Y)YV, A = ¥2/(s2 —Y). 38.170. a) 6 = 6,2, A = 8,0645. b) Pagal pirmaja aproksi-
macijg gauname intervala (u; i) = (i — za8/+/7; i + 2as/+/n), 0 pagal antraja — intervala
(ma) = (p+ (1 +0)22)/(2n) — \/ﬂ(l +0)22/n+ (1+0)2z4/(4n); o + (1 + 022)/(2n) +
\/[L(l +0)22/n+ (1+60)224/(4n), a= (1—Q)/2. c) Pagal turimus duomenis gauname in-
tervalus (41, 685; 58,315), (42,347; 59,036). 8.171. a) 6% = s? = [s3(n1 — 1) + s2(nz — 1) +
s2(n3 —1)]/v, v = n1 +n2 +n3 —3; s2v/0? ~ x?(v). Remdamiesi turimais duomenimis, gau-
name realizacijas s2 = 3,288, (0;5) = (\/521//)(%7005(1/); \/SQV/XaO%(V)) = (1,528;2,217).
b)d=X+Y +Z~N(,02(1/n1 +1/na + 1/n3)). Remdamiesi turimais duomenimis gau-
name realizacijas 6 = 0,070, (8;0) = (—1,087;1,227). 3.172. a) § = 0,075, s2 = 3,9686,
si = 3,8783; (6;0) = (—1,355;1,505). Kadangi nulis yra per vidurj &io intervalo, tai darytina
isvada, kad a. d. X ir Y vidurkiai nesiskiria. b) s2 = >, (X;-Y;—(X—Y))2?/(n—1) = 0,02867;
(8;0) = (—0,015;0,165). Intervalas trumpesnis, o nulis yra §io intervalo kraste. Todél isvada

Q

3

Nl

Q

dél a.d. X ir Y vidurkiy lygybés kelia abejoniy. c) Pagal prasme a.d. X ir Y turéty biati
priklausomi (jei bulvé turi daugiau krakmolo, tai abu metodai turéty duoti didesnes reikdmes
ir, atvirksciai). Todél lentelés duomenis reikéty traktuoti kaip dvimacio a.v. (X,Y)T re-
alizacijas. Taikytina skyrelio 3.7.2 metodika, o formule (3.7.8) taikyti yra nekorektiska. d)
Taskinis koreliacijos koeficiento jvertis p = r = 0,9964. Remdamiesi (3.7.13) gauname pasik-
liovimo intervaly, (p; p) = (0,9894;0,9988). A.d. X ir Y yra stipriai priklausomi. 3.173.
(6;6 = (0,9966;1,0497). 3.174. 6 = 0,0408; (8;6) = (0,0151;0,0665); yra pagrindo tvir-
tinti, kad p1 > p2. 3.175. Taikydami normaliaja aproksimacija gauname: a) N > 388; b)
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N > 1549. 3.176. Randame C = —0,0345, S = 0,3222, R = 0,3240; & = 96,1605°, =
0,6854. Pasikliovimo intervalai: (; 1) = (79,6766°; 112,6444°); (6; é) = (0,4768; 0,8940).
3.177. a) ¢ = —0,0954, § = —0,0316, B = 0,1005; o = 198,34°, § = 0,2021. b)
(; 1) = (163,31°; 233,37°); (6; 0) = (0,0779; 0, 3263).



4 skyrius

Parametriniy hipoteziy
tikrinimas

4.1. Statistiniai kriterijai ir jy klasifikavimas

4.1.1. Kriterijy apibrézimas ir jy klasifikavimas

Siame skyriuje nagrinésime parametriniy statistiniy hipoteziy, t.y. teiginiy apie
statistinio modelio parametry reik§mes, priémimo taisykles (kriterijus).

Tarkime, kad X = (X1, ..., X,,)T yra imtis, kurios skirstinys priklauso Seimai
P={Py, 0 € ®CR™}.

4.1.1 apibrézimas. Teiginys, kad a.v. X skirstinys priklauso Seimai Py =
{Py,0 € Oy}, Oy C O , vadinamas parametrine hipoteze. Trumpai Zymima
H :0 c ©p. Hipotezé H: 0 € ®5 = © \ Oy vadinama alternatyviaja, arba
trumpiau — alternatyva (hipotezei H).

4.1.2 apibréZimas. Jeigu aibei @y arba ®; priklauso vienas taskas,
tai atitinkama hipotezé ar alternatyva vadinama paprastgja, prieSingu atveju
— sudétine.

4.1.1 pavyzdys. Paprastoji ir sudétinés hipotezés, kai yra normalusis skirstinys. Tar-
kime, turime modelj

X;~ N(p,02), 0= (1n,02)T € ® =R x (0,00) C R%

Hipotezé Hy : = 3,02 = 1, kuri uZrafoma H; : 0 € © g, = {(3,1)} C ©, yra paprastoji,
nes aibé @, susideda i§ vieno tagko.

Hipotezé Ho : p = 3, kuri uzragoma Hz : 0 € O, = {6 = (u,02)T : 0 € {3} x (0,00)} C
© yra sudétiné.

Hipotezé H3z : p < 3, kuri uzraSoma H3 : 0 € Oy, = {0 = (u, o2)T .0 € (—o0,3] x
(0,00)} C O, taip pat yra sudétine.

Turint imties realizacija, atsizvelgiant j jos reikSme, priimamas vienas i§
dviejy sprendimy: dg — hipotezé H teisinga ir dg — hipotezé H klaidinga. Svar-

187
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biausias statistinis uzdavinys Sioje situacijoje: parinkti optimalia sprendimo
priémimo taisykle.

4.1.3 apibrézimas. Sprendimo priémimo taisyklé, kai hipotezé atmetama,
imties realizacijai  patekus j imties galimy reik§miy aibés X" poaibj K, o pri-
imama jai patekus j sritj A = X"\ K, vadinama nerandomizuotu statistiniu kri-
terijumi. Poaibis K vadinamas kritine sritimi, A — hipotezés priémimo sritimi,

o funkcija
() = 1, kaix € K,
i) = 0, kaix € A,

vadinama kriterijaus funkcija.

Taigi hipotezé atmetama, kai kriterijaus funkcija jgyja reikSme 1, o pri-
imama, kai jgyja reiksme 0.

4.1.2 pavyzdys. Hipotezé apie binominio skirstinio parametrq. Tarkime, kad n karty
atliekami Bernulio eksperimentai, kuriy metu tikrinama, ar gaminys atitinka kokybés reikala-
vimus. Reikia patikrinti hipoteze, kad defektiniy gaminiy dalis visy gaminiy populiacijoje p
nevirgija 5%, t.y. modelyje X; ~ B(1,p) reikia patikrinti statisting hipoteze¢ H : p < 0,05, kai
alternatyva yra H : p > 0,05. Biity nataralu priimti hipoteze H, jei rasty defektiniy gaminiy
n

skaiCius Y X; maZas, ir ja atmesti, jel tas skaifius didelis. Taigi, tinkamai parinkus skai¢iy
i=1

)T

o

¢ € {1,...,n}, kritiné sritis turéty buti K = {& = (z1,...,2n x; > ¢}, o hipotezés

=1

n
priémimo sritis A = {x : > x; < c¢}. Kriterijaus funkcija
i=1

n
1, kai > x; > ¢,

p(x) = i
0, kai > z; <ec.

=1

Kyla klausimas, ar tokia kritinés srities forma optimali, o jei taip, kaip parinkti skai¢iy c?

Norint iSspresti pavyzdyje minétus uzdavinius, reikia apibendrinti statistinio
kriterijaus savoka. Tariama, kad, turint imties realizacija x, sprendimas apie
hipotezés priémima daromas atlikus randomizavimg, t.y. papildoma eksperi-
menta, kurio metu jvykio pasirodymo tikimybé lygi ¢(x), 0 < ¢(x) < 1. Tada,
jeigu ivykis jvyksta, tai hipotezé H atmetama, prieSingu atveju — priimama.
Paprastai randomizavimas reikalingas tiktai kritinés srities pasienio taskuose.

4.1.4 apibréZimas. Sprendimo priémimo taisyklé, kai iméiai X jgijus
reiksme x hipotezé atmetama su tikimybe ¢(x) ir priimama su tikimybe 1 —
o(x), vadinama randomizuotu statistiniu kriterijumi. Funkcija ¢ vadinama
(randomizuoto) kriterijaus funkcija.

Jeigu funkcija p(x) kiekviename taske x jgyja tik reikSme 1 arba 0, tai krite-
rijus tampa nerandomizuotas.

Nagrinékime jvykj B = {Hipotezé atmetama}. Tada salyginé tikimybeé
Po{B | X = x} = ¢(x), todél pagal pilnosios tikimybés formule gauname,
kad hipotezé atmetama su tikimybe

5(6) = Pa(B)} = | pl@)dFx(2.6) = Bap(X).

Xxn
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4.1.5 apibréZimas. Hipotezés atmetimo tikimybé
B(0) = Eep(X), 6 € O, (4.1.1)
vadinama kriterijaus galios funkcija, arba trumpiau — kriterijaus galia.
Reikia pazymeéti, kad nerandomizuoto kriterijaus galios funkcija
B(60) =Poe{X € K}.
Naudodami statistinj kriterijy galime padaryti tokias klaidas:

1. Galime atmesti hipoteze H : 0 € O tada, kai ji teisinga. Tokia klaida
vadinama pirmosios rusies klaida. Jeigu tikroji parametro reiksmeé yra 6 ir
0 € Oy, tai sios klaidos tikimybeé yra 3(0).

2. Galime pasirinkti hipoteze H : 8 € ®py tada, kai ji klaidinga. Tokia
klaida vadinama antrosios rusies klaida. Jeigu tikroji parametro reik§meé yra 6
ir 8 € O p, tai sios klaidos tikimybé yra 1 — 3(80).

Didinant kritine sritj K pirmosios rasies klaidos tikimybé 5(0) = Pe{X €
K},0 € ©p, didéja, bet tada antrosios risies klaidos tikimybé 1 — 5(0), 0 €
® 57, mazéja. Nerasime srities, kuri minimizuoty abiejy rusiy klaidas. Norint
palyginti jvairius kriterijus, parenkamas artimas nuliui skai¢ius « (paprastai
imama 0,1; 0,05; 0,01 ir pan.) ir nagrinéjami tik tokie kriterijai, kurie tenkina
salyga

sup 5(0) < a.
6Oy

4.1.6 apibréZimas. Kriterijus, tenkinantis salyga

sup B(0) = a, (4.1.2)
0cOy

vadinamas reiksmingumo lygmens « kriterijumi, arba lygmens a kriterijumi.

4.1.7 apibrézimas. ReikSmingumo lygmens « kriterijus ¢ vadinamas toly-
giai galingiausiv (TG), o kai alternatyva paprastoji — tiesiog galingiausiu, jeigu
jis maksimizuoja kriterijaus galia 3(0) su visais 8 € © g reik§mingumo lygmens
« kriterijy aibéje.

Tolygiai galingiausieji kriterijai ne visada egzistuoja.

4.1.8 apibrézimas. ReikSmingumo lygmens « kriterijus ¢, vadinamas
nepaslinktuoju, jeigu

BO)>a, VOcOg. (4.1.3)

4.1.9 apibrézimas. ReikSmingumo lygmens « kriterijus ¢ vadinamas toly-
giai galingiausiv nepaslinktuoju (TGN), jeigu jis maksimizuoja kriterijaus galia
B(0) su visais 6 € © 7 nepaslinktyjy reik§mingumo lygmens « kriterijy aibéje.

4.1.10 apibrézimas. Kriterijus ¢ vadinamas pagristuoju, jeigu su visais
0cOp

B(0) -1, kai n — oo. (4.14)
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4.1.2. P reiksmeé

Remiantis TG ar TGN kriterijy apibrézimais, galima daryti iS§vada, kad j kri-
tine sritj K reikia jtraukti tokias imties X = (X7,..., X,,)T realizacijas = =
(w1, ...,2,)T, kurios, kai hipotezé teisinga, jgyjamos kuo re¢iau, o kai teisinga
alternatyva — kuo dazniau. Paprastai tai atliekama parenkant tokia statistika
T = T(X), kad jos skirstinys,kai hipotezé teisinga, kuo labiau skirtysi nuo
skirstinio, kai alternatyva teisinga.

Jeigu kriterijus grindZiamas vienamate statistika T = T'(X), tai jo kritiné
sritis dazniausiai turi vieng i§ tokiy trijy pavidaly

DK ={x:T(x)>c1}; 2)Ko={z:T(z)<ca};
3) Kz ={x:T(x) >d; arba T(x) < da2}. (4.1.5)

Nagrinéjant reik§mingumo lygmens « hipotezés H : 8 € © g tikrinimo krite-
rijus, konstantos cj, ca,dy, ds turéty tenkinti salygas

Da= sup Po{T'>c1}; 2)a= sup Po{T <}
0cO®gy

6cOgy
3)2 = sup Po{T >di} = sup Po{T < do}. (4.1.6)
2 gcoy 0cOy

Panagrinésime paprasta pavyzdj.

4.1.3 pavyzdys. Tarkime, kad gamyba vyko stabiliai, ir per ilga laikotarpj nustatyta, jog
pagaminty gaminiy aibéje tam tikro parametro X skirstinys gali bfti apraSytas normaliuo-
ju skirstiniu N(po,02). Norint patikrinti, ar technologinis procesas neisiderino, atsitiktinai
atrinkta n gaminiy ir pamatuotos parametro X reik§més z1, ..., z,. Vektoriy € = (z1,...,xn)7
galima interpretuoti kaip paprastosios imties X = (X1, ..., X»)7, gautos stebint a.d. X ~
N(u, 02), realizacija.

Tegu zinoma, kad dispersija o2 nepakito. Tarkime, kad vidurkio p sumazéjimas nepa-
blogina produkcijos kokybés, o jo padidéjimas yra nepageidautinas. Tada nat@ralu tikrinti
hipoteze Hy : pu < o, kai alternatyva yra Hy : u > po (deSininé alternatyva).

Remiantis 3 skyriumi #inoma, kad aritmetinis vidurkis X yra parametro g NMD jvertinys.
Taigi X yra sukaupes visa informacija apie nezinoma parametra . Natfiralu kriterijy hipotezei
H tikrinti gristi statistika X. Jeigu hipotezé H teisinga ir tikroji vidurkio reikdmé yra u < puo,
tai X ~ N(p,02/n). Jeigu teisinga kuri nors alternatyvioji hipotezé H] : p =/, u' > po,
tai X ~ N(u',02/n), t.y. skirstinys bus pasislinkes j desine. Taigi kritiné sritis K7 turéty
biti tokio pavidalo:

Klz{w:i261}.

Remiantis (4.2.1) konstanta ¢y turi buti surasta i§ salygos

X — po

sup Pu{X >et= PHU{X >eat= Puo{\/ﬁ
H<po

>} =a.

Taigi supremumas pasiekiamas krastiniame taSke po. Kai teisinga paprastoji hipotezé Hg :
B = po, statistika Z = \/n(X — po)/o ~ N(0, 1), o kai teisinga alternatyvioji hipotezé H7,
tai Z ~ N(v/n(p' — po)/o, 1), t.y. Z skirstinio vidurkis pasislinkes j deSing (7r. 4.1.1 pav.).
Jeigu kriterijaus reik§mingumo lygmuo yra «, tai konstanta ¢] = zq; ¢ia zo yra standartinio
normaliojo skirstinio lygmens o kritiné reiksmeé.
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p(x) p(v)

P-reik$mé

P-reikimé

‘S z L x
a) Hipotezé atmetama b) Hipotezé neatmetama

4.1.1 pav. Statistikos Z skirstiniai

Gauname kriterijy: hipotezé H atmetama bet kurios alternatyvos H{ naudai, kai teisinga
nelygybé

X —
Z=ynaH s (4.1.7)
o

Kitaip tariant, hipotezé H atmetama, jeigu statistikos Z realizacija z tenkina nelygybe
z > zq (Zr. 4.1.1 pav. a)); hipotezé H neatmetama, kai Z realizacija z tenkina priesinga
nelygybe z < zo (Zr 4.1.1 pav. b)).

Pazymeésime, kad kriterijy galima suformuluoti kitu budu. Apskai¢iuokime tikimybe

pv=P{Z > zlp=po} =1-0(2),

kad statistika Z bus ne maZesné uz gautaja realizacija z, kai hipotezé Hp yra teisinga. Jeigu
pv < a (4.1.1 pav. a), uzbruksniuotas plotas), tai reiskia, kad realizacija z pateko j kritine
sritj, ir hipotezé H atmetama; jeigu pv > « (4.1.1 pav. b), uzbriik§niuotas plotas), tai reigkia,
kad realizacija z nepateko j kritine sritj ir hipotezé H neatmetama.

Kriterijy formuluotés tikimybiy pv (P reik§miy) terminais turi savy pranasumy, ypa¢ skai-
¢iavimus atliekant kompiuteriu. Pirma, nereikia j kompiuterio atmintj jvesti reikSmingumo
lygmens o. Siame pavyzdyje kompiuteris pateikty apskai¢iuotaja statistikos Z realizacija z
ir jai atitinkancia P reik8me pv. Galutinis sprendimas dél hipotezés priémimo ar atmetimo
paliekamas tyréjo nuozitirai. Antra, P reik8més pv didumas suteikia papildomg informacija.
Jeigu pv daug karty mazesné uz «, tai bitume labiau linke atmesti hipoteze H (t.y. hipotezé
bty atmesta ir kai yra kur kas mazesnis reik§mingumo lygmuo). Jeigu pv = «, tai hipotezés
priémimas ar atmetimas kelia abejoniy ir tyréjas gali nuspresti, pavyzdziui, atlikti papildomus
tyrimus.

Jeigu tartume, kad vidurkio p padidéjimas nepablogina produkcijos kokybeés, tai tikrin-
tume hipoteze Hs : p > o, kai alternatyva yra Hs : p < po (kairiné alternatyva). Sampro-
taudami analogiSkai gautume, kad §iuo atveju kriterijus atrodo taip: hipotezé H atmetama,
kai teisinga nelygybé

X —
Z=yvn—H <., (4.1.8)
o
arba P reik8miy terminais, kai
pv=P{Z < zlp=po}=P(2) <a.

Jeigu yra nepageidaujamas ir vidurkio p sumazéjimas, ir jo padidéjimas, tai tikrintume
hipoteze Ho : pu = po, kai alternatyva yra Hs : pu # po (dvipusé alternatyva). Samprotaudami
panagiai gautume, kad §iuo atveju kriterijus atrodo taip: hipotezé H atmetama, kai teisingos
nelygybés

Z < —z2q79, atba Z 2> zy/9, (4.1.9)

arba P reik8miy terminais, kai
pv=2min(P{Z < z|lp = po}, P{Z > z|u = po})

=2min(®(2),1 — P(2)) < a.
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Tolesniuose skyreliuose bus jrodyta, kad kriterijai (4.1.7), (4.1.8) yra tolygiai galingiausieji
(TG), o kriterijus (4.1.9) — tolygiai galingiausias nepaslinktasis (TGN).

Grijztame prie P reikS§més apibrézimo bendru atveju. Tarkime, kad kriterijus
hipotezei H : 8 € Oy tikrinti turi viena i§ triju (4.1.5) pavidaly, o konstantos
1, ¢2,dy, do tenkina (4.1.6) salygas. Pazymékime t = T'(x) statistikos T reali-
zacija, kuri 7Zinoma, jei zZinoma imties X realizacija .

Apibrézkime P reik8mes tokio tipo kritinéms sritims lygybémis:

1)pv= sup Pe{T >t}; 2)pv= sup Pe{T <t};
0cOy 6cOy

3) pv = 2min( sup Pe{T > t}, sup Po{T <t}). (4.1.10)
6€0 60y

4.1.1 pastaba. Dazniausiai

sup Po{T >t} =Py, {T >1t}, sup Po{T <t} =Py {T <t},
6cOy 0cOy

¢ia Oy yra aibiy O ir ® 5 uZdariniy sankirta (zr. 4.1.3 pavyzdj).

4.1.1 teorema. Tarkime, kad kriterijaus kritiné sritis turi vieng i§ trijy (4.1.5)
pavidaly. Eksperimente, kuriame statistika T jgijo reikSme t, hipotezé H at-
metama reikSmingumo lygmens « kriterijumi tada ir tik tada, kai pv < a.

Irodymas. Remdamiesi (4.1.5), (4.1.6) ir pv apibrézimais (4.1.10) gauname

Nt>cp o pv= sup Pe{T >t} < sup Pe{T > c1} = o
0eO®yy CISC)

Dt <caepv= sup Pe{T <t} < sup Po{T <2} =;
0cOy 0cOy

3)t <dy arba t >dy < sup Po{T <t} < sup Po{T <dy1} = /2 arba
0cOy 0cOy

sup Po{T >t} < sup Pg{T > dy} =a/2 &
0Oy 0cOy

pv =2min( sup Pe{T >t}, sup Pe{T <t}) < a.
0cOy 0cOy

4.2. Paprastosios parametrines hipotezés tikrini-
mas

Tarkime, kad sritis @y susideda i§ vienintelio tasko 6, t.y. tikrinama papras-
toji hipotezé H : 6 = 6.
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4.2.1. Paprastosios alternatyvos atvejis

Jeigu ne tik hipotezé H, bet ir alternatyva H yra paprastoji, pavyzdziui, H :
0 = 01, tai visada egzistuoja galingiausias kriterijus hipotezei H, kai alternatyva
yra H, tikrinti. Ji randame naudodamiesi fundamentaligja Neimano ir Pirsono
lema.

4.2.1 teorema. (Neimano ir Pirsono lema). Tarkime, kad turime statistinj
modelj X ~ Py, 6 € {0,1}, apimantj tik du skirstinius Pq ir Py, kuriy tankiai
to paties o-baigtinio mato u atzvilgiu yra fo ir f1. Jei tikrinama hipotezé
H :0 =0, kai alternatyva H : 0 = 1, tai:
1) Su bet kuriuo « € (0,1) egzistuoja galingiausias lygmens « kriterijus,
kuris tenkina salyga
Eop(X) =« (4.2.1)

ir kurio pavidalas yra
1, kai fl(.’B) > Cfo(.’l)),

p(x) =14 7, kai fi(z) = cfo(x), (4.2.2)
0, kai fi(x) < cfo(x);

diac>0, v €[0,1].
2) Jeigu ¢* yra kitas galingiausias « lygmens kriterijus, tai aibéje {x :
fi(x) # cfo(x)} jis beveik visur mato p prasme sutampa su .

Irodymas. 1) Iegkosime tokiy konstanty c ir -, kad (4.2.2) pavidalo krite-
rijus tenkinty (4.2.1) lygybe. Nagrinékime pasiskirstymo funkcija

F(c):Po{fl(X) gc}, c>0.

fo(X)

Atsitiktinis dydis f1(X)/fo(X) beveik visur baigtinis, kai teisinga hipotezé¢ H,
nes Po{ fo(X) > 0} = 1. Pasiskirstymo funkcija F' tolydi i§ desinés, todél (4.2.1)
lygybé teisinga tada ir tik tada, kai

Eop(X) =Po{f1(X) > cfo(X)} + 1Po{[1(X) = cfo(X)} = o (4.2.3)

Jel egzistuoja toks cg, kad F(cp) = 1 — «, tai, paéme ¢ = ¢p, v = 0, i§ (4.2.3)
gauname (4.2.1) lygybe. Priesingu atveju egzistuoja toks co, kad

F(co—0) <1—a< F(c). (4.2.4)
Tada imame ¢ = ¢y, 0 y randame i§ (4.2.1) lygties remdamiesi (4.2.3) israigka:

_ Fleo)—(1-a)
F(co) = F(co —0)

Is (4.2.4) nelygybiy iSplaukia, kad v € [0,1]. Taigi radome (4.2.2) pavidalo
kriterijy, tenkinantj (4.2.1) lygybe.
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Imkime kitg kriterijuy ¢*, tenkinantj salyga Eqe* (X) < a. Tegu ST ir S~ yra
tokios « reik8miy sritys, kuriose p(x) — ¢*(x) > 0 ir p(x) — ¢*(x) < 0. Jeigu
x € ST, tai p(x) > 0, todel ir fi(x) > cfo(x); atvirksciai, jeigu ¢ € S™, tai
p(x) < 1, todél f1(x) < cfo(x). Tada

Jemensi—emn= [ (o=@ —ehinzo

Eip—Ejp" = /(so — ") fidp = C/(so — ") fodp = 0.

Taigi kriterijus ¢ yra ne maziau galingas kaip ¢*.
2) Tarkime, kad ¢* yra kitas galingiausias kriterijus, kurio reik§mingumo
lygmuo yra a. Tegu

S=A{z:p(@) #¢" (), fi(x) # cofo(x))} = (STUST)N{z: fi(z) # cofo(x))}-

Tarkime, kad p(S) > 0. Kadangi aibéje S sandauga (¢ — ¢*)(f1 — cfo) yra
teigiama, a = Egp(X) > Eqp*(X), tai

E1¢p(X) - E1¢"(X) > E19(X) — cEop(X) — E1¢™(X) + cEop™ (X)

= /S(w —©")(f1 — cfo)dp > 0,

t.y. kriterijus ¢ yra galingesnis uz ¢*. Gautoji prieStara rodo, kad p(S) = 0.
Tada
pw{z : p(x) = " (x), fi(z) # cofo(x)}
=p{z: fi(®) # cofo(x)} — p{S} =z : fi(z) # cofo(x)}-

Taigi p(x) = ¢*(x) b.v. aibéje {x : fi(x) # cofo(x)}.
A
4.2.1 i§vada. Tegu 8 = (1) yra galingiausio Neimano—Pirsono kriterijaus,
kai reik§mingumo lygmuo a = 3(0) € (0,1), galia. Tada 8 > «, jei Py # Py.
Irodymas. Kadangi kriterijus ¢(«) = « turi reik§mingumo lygmenj « ir
galia «, tai 8 > «. Tarkime, kad o« = § < 1. Tada kriterijus ¢(x) = « yra
galingiausias (4.2.2) pavidalo ir jis niekur nejgyja reiksmiy 1 ir 0. Taigi
a = Egp(X) = aPo{f1(X) = ¢fo(X)}. Is ¢ia isplaukia lygybe Po{f1(X) =
cfo(X)} = 1, todél p{f1(X) = cfo(X)} = 1. Vadinasi, f; = fo w-b.v. ir
P, = P,.

4.2.1 pastaba. Gautas rezultatas intuityviai akivaizdus. Juk turint imties
realizacija x, tikimybiniy tankiy reik§meés fo(x) ir fi(x) proporcingos tikimy-
béms, kad imtis X jgis reik§me x (diskre¢iuoju atveju) arba reik§me is « aplinkos
(tolydZiuoju atveju), kai teisinga atitinkamai hipotezé H : X ~ fy arba alter-
natyva H : X ~ f;. Taigi hipoteze reikéty atmesti su tomis reikimémis, su
kuriomis santykis fi(x)/fo(x) didelis, ir priimti su tomis reik§mémis, kur jis
mazas.
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4.2.2 pastaba. I3 teoremos i§plaukia, kad galingiausias kriterijus apibré-
Ziamas vienareik8miskai visur, iSskyrus galbut taskus, kuriuose fi(x) = cfo(x).
Siuose kritines srities krasto taskuose kritiné funkeija o gali buti parinkta lygi
konstantai.

4.2.3 pastaba. Jei aibés {z : fi(x) = cfo(x)} turl g mata, lygy 0 su bet
kuriuo ¢ > 0, tai kriterijus nerandomizuotas. Apskritai randomizacija kritinés
srities krasto taskuose reikalinga tik tam, kad kriterijaus reik§mingumo lygmuo
bty tiksliai lygus «. DaZnai tikslingiau jtraukti aibe {x : fi(x) = cfo(x)} |
priémimo sritj, t.y. Siek tiek sumazinti pirmosios rasies ir padidinti antrosios
rusies klaida ir taip apibrézti nerandomizuotg kriterijuy.

4.2.1 pavyzdys. Paprastosios hipotezés apie normaliojo skirstinio vidurkio reikSme
tikrinimas. Tarkime, kad paprastoji imtis X = (X1,..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~
N(u,?). Tegu o yra zinomas, o vidurkis p gali jgyti tik dvi reikimes: pg ir 1 > po. Tikrinant
hipoteze H : p = po, kai alternatyva yra H : p = p1, galingiausias kriterijus ¢ jgis reikSme 1,
kai

AX) () exp{—5m YT (X — m)?}

= > c.
oX) () exp{— 5k S5 (X, — i)}
Si nelygybé yra ekvivalenti nelygybei
X>c.
Konstantg, ¢’ reikia rasti i salygos
_ X _
P,{X>d}=a <= Pu,{V/n Ko >cd'}=a.

g
Atsitiktinis dydis Z = \/n(X — po)/o turi standartinj normalyjj skirstinj, todél konstanta ¢’/
lygi standartinio normaliojo skirstinio kritinei reik§mei z,. Turime galingiausio kriterijaus
kritine sritj:

X —po
ag
Akivaizdu, kad §iame pavyzdyje galingiausias kriterijus yra nerandomizuotas.
Pazymékime z statistikos Z realizacija. Tada kriterijy galime suformuluoti P reikimiy
terminais: hipotezé atmetama reik§mingumo lygmens « kriterijumi, kai

K={X:Z=vn > 2o} (4.2.5)

pu=Pu (2>} =1-9() <.

4.2.2 pavyzdys. Paprastosios hipotezés apie binominio skirstinio tikimybés reiksme
tikrinimas. Tarkime, kad n karty atliekami Bernulio eksperimentai, t.y. X = (X1,---, Xn)7T,
X; ~ B(1,p). Taigi

fXp)=p (1 —p)" %, S=X1+- -+ Xn.
Tikriname hipoteze H : p = po, kai alternatyva yra H: p=rp1, 0<po<pi<l. Santykis

A(X) = fXop1) _ (pl(l,p0)>s (17}71)”.

-~ f(X,po) po(1—p1) 1—po

Galingiausias kriterijus

1, kai A(X) > ¢, 1, kai S > m,
p(X) = v, kai A(X) =¢, = v, kai S = m,
0, kai A(X) < ¢, 0, kai S < m,

nes A\ yra monotoniskai didéjanti pagal S.
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Konstantos m ir v randamos i§ salygos
o =Eop(X) = Py {S > m} +1Ppo{S = m} =

n
= > Chos(1—po)"F +4Cpgt (1 —po)™ ™.
k=m+1
Suma deSinéje puséje yra diskrecioji m atzvilgiu, todél, imant v = 0, daZniausiai neegzis-
tuos toks m, kad §i suma bity lygi a. Matome, kad daugumai « reikSmiy kriterijus bus
randomizuotas. PraktisSkai vietoje tokio kriterijaus naudojamas nerandomizuotas kriterijus,
gaunamas jtraukiant taska S = m | priémimo sritj ir taip truputj sumazinant pirmosios rigies
klaida ir galia.
Tiksliau ieSkome tokio didZiausio skaic¢iaus m, kad

m m—+1
Z Crpk(1 —po)" % < a, Z Ckpk(1 —po)" ™ > a.
k=0 k=0

Tada hipotezé atmetama, kai S > m + 1. Sio kriterijaus reik§mingumo lygmuo
m
o = Z Ckpk(1 —po)" * =L_py(n—m,m+1) <
k=0
Gia I.(vy,7n) yra beta skirstinio su parametrais ~ ir 7 pasiskirstymo funkcijos reik§mé tagke z.
Tegu s yra statistikos S stebinys. Tada P reik8miy terminais kriterijus formuluojamas
taip: hipotezé atmetama, kai teisinga nelygybé

po =Py {S>s}=IL_p,(n—s—1,5) <o

4.2.4 pastaba. Remiantis Neimano ir Pirsono lema, kartais galima tiesio-
giai sudaryti TG kriterijy tikrinant paprastaja hipoteze, kai alternatyva yra
sudétine.

Tarkime, kad tikriname paprastaja hipoteze H : 60 = 0y, kai sudétiné al-
ternatyva yra H :0 € ©g. Parenkame paprastaja alternatyva H':0 =6’ i¥
alternatyvy klasés © 5. Remdamiesi Neimano ir Pirsono lema randame galin-
giausig kriterijy paprastai hipotezei H : 6 = 6y, kai paprastoji alternatyva yra
H':0 =0, tikrinti. Jeigu gautasis kriterijus nepriklauso nuo parinktos alter-
natyvos, t.y. bet kuriai alternatyvai i§ aibés Oy kriterijus yra tas pats, tai
darome i§vada, kad rastasis kriterijus yra TG tikrinant hipoteze H : 68 = 0, kai
alternatyva yra sudétiné H : 0 € O 5.

Pirmajame pavyzdyje (4.2.5) kriterijus nepriklauso nuo alternatyvos pq,
todél §is kriterijus yra TG tikrinant hipoteze H : u = ug, kai alternatyva
H : > po yra sudétiné. Analogiskai antrame pavyzdyje surastas kriterijus yra
TG tikrinant hipoteze H :p = po, kai sudétiné alternatyva yra H : p > po.

Toliau reikés apibendrintosios Neimano ir Pirsono lemos, kurioje konstruo-
jamas kriterijus, maksimizuojantis tam tikra funkcionala, kai yra daugiau negu
vienas apribojimas.

4.2.2 teorema. (Apibendrintoji Neimano ir Pirsono lema). Tegu fi,..., fm,
fm+1 — realiosios funkcijos, apibréztos erdvéje R" ir integruojamos o-baigtinio
mato p atzvilgiu. Tarkime, kad konstantoms as, ..., au,, egzistuoja Borelio funkci-
Jjos ¢, tokios, kad

/gofidu:ai, i=1,...,m. (4.2.6)
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Visy tokiy funkcijy ¢ aibe pazymékime ®.
1. Aibéje ® egristuoja elementas, maksimizuojantis

/ @ fm+1dp. (4.2.7)

2. Jei egzistuoja tokios konstantos cy, ..., ¢y, , kad

1, kai frga(z) > Y0 cifi(z),
wlz) = { 0, Kai fonir () < S0, o fi(x), (428)
tai ¢ maksimizuoja (4.2.7) integralg.
3. Jeigu elementas ¢ € ® tenkina (4.2.8), kai konstantos ci, ..., ¢, > 0, tai jis
maksimizuoja (4.2.7) integralg platesnéje klaséje funkcijy, tenkinanciy salygas

/Lpfidu <a; i=1,...,m. (4.2.9)

4. Tasky su koordinatémis

(/tpﬁdu,---,/s@fmdu), pe€Q,

aibé M yra iskila ir uzdara. Jeigu (aq, ..., ) yra vidinis M taSkas, tai egzis-
tuoja konstantos ci, ..., ¢y, ir kriterijus ¢, tenkinantis (4.2.6) ir (4.2.8) lygybes,
o butina salyga, kad elementas i§ ® maksimizuoty (4.2.7) integrala, yra ta, kad
(4.2.8) lygybé biity teisinga u-beveik visur.

Irodymas. Remiantis Lagranzo neapibréztyjy daugikliy metodu reikia rasti
besalyginj maksimuma funkcionalo

/@fmﬂdu—;@'/@fidﬂ: /@(fmﬂ —Zcifi)duﬁmgx-

i=1

Sis integralas bus maksimalus, jeigu pointegralinis reiskinys bus maksimalus
kiekviename tagke, t.y. jeigu ¢ bus parinktas (4.2.8) pavidalo.

Visa teoremos jrodyma galima rasti knygoje [12].

4.2.2 i§vada. Tegu f1, ..., fin, fma1 yra tankiai mato p atzvilgiu ir 0 <
a < 1. Tada egzistuoja kriterijus ¢ toks, kad E;(¢(X)) = «o,i = 1,...,m, ir
E.t1(¢9(X)) > a, iSskyrus atvejj, kai p-beveik visur fr41 =D v ¢ fi

4.3. Skirstiniai, priklausantys nuo vieno parametro

4.3.1. Vienpusés alternatyvos

Paprastosios hipotezés H, kai alternatyva H yra paprastoji, tikrinimo uzdavinys
yra jdomus teoriniu poziuriu. Praktiniuose uzdaviniuose tenka nagrinéti skirs-
tiniy Seimas, priklausancias nuo vieno ar keleto tolydziy parametry, todél tiek
hipotezés, tiek alternatyvos yra sudétinés.
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I§ pradZziy nagrinésime atvejj, kai tikimybiniy skirstiniy Seima P = {Py, 6 €
O}, © C R, aprasanti imties X = (X1, -, X,,)T skirstinj, priklauso nuo vien-
macio parametro §. Tarkime, tikriname vienpuse sudétine hipoteze Hy : 0 < 6,
kai sudétiné vienpusé alternatyva yra Hy : 6 > 6.

Bendru atveju paprastosios hipotezés H : 8 = 6y, kai parinkta paprastoji al-
ternatyva yra H' : = 6’ > 6, tikrinimo galingiausias kriterijus gali priklausyti
nuo parinktos alternatyvos ¢, todél jis nebus tolygiai galingiausias. Taciau kai
tikimybiniai skirstiniai Py tenkina tam tikras salygas, tai TG kriterijai egzis-
tuoja.

Tarkime, kad egzistuoja imties X tikimybinis tankis f(x,6),6 € © C R,
o-baigtinio mato u atzvilgiu.

4.3.1 apibrézimas. Sakome, kad skirstiniy Seima f(x,6), 6 € © C R turi
monotoning tikétinumy santyky statistikos T : R™ — R atzvilgiu, jei su bet ku-
riomis skirtingomis parametro ¢ reik§mémis 6; # 0 santykis f(x,02)/f(x,61)
yra monotoniné 7T'(x) funkcija.

4.3.1 teorema. Tegu 6 yra vienmatis parametras ir bet kokioms skirtingoms
parametro 6 reikSméms 0, < 0y santykis f(x,02)/f(x,61) yra nemazéjanti T =
T(x) funkcija. Tada

1) Tikrinant hipoteze H; : 6 < 0y, kai alternatyva yra Hy : 0 > 0, egzistuoja
lygmens o TG kriterijus, kurio pavidalas

1, kai T(x) > ¢,
ole)=<( v, kai T(x) = ¢, (4.3.1)
0, kai T'(x) < ¢;
¢ia c ir vy parenkami i§ salygos
B(0o) = Eg, (¢(X)) = a. (4.3.2)

2) Sio kriterijaus galios funkcija

B(0) = Eo(p(X))

yra didéjanti visuose taskuose, kuriuose 0 < 5(6) < 1.
3) Su bet kuriuo ¢’ kriterijus o yra tolygiai galingiausias, kai reik§mingumo
lygmuo o/ = B(0"), hipotezei H| : § < 0', kai alternatyva yra H : 6 > 0', tikrinti.
4) Su visais 0 < 0y (4.3.1) kriterijus minimizuoja 3(0), t.y. pirmos rusies
klaidos tikimybe, visy kriterijy, tenkinanciy (4.3.2) salyga, klaséje.

Irodymas. 1)-2) Nagrinékime paprastaja hipoteze Hy : 6 = 0y ir paprastaja
alternatyva Hp : @ = 6; > 6. Remiantis 4.2.1 teorema, egzistuoja galingiausias
hipotezés Hy tikrinimo kriterijus, kuris tenkina salyga Eg,o(X) = «a ir kurio
pavidalas yra

]-7 kai f(wvel) > C/f(w790)a
QO(X) = Vs kai f(w761) = c/f(w790)7 (433)
0, kai f(z,01) < ' f(z,00).
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I8 monotoninio tikétinumy santykio apibrézimo iSplaukia, kad 8ig kriterijaus
funkcija galima uzrasyti (4.3.1) pavidalu. Gautas kriterijus yra TG hipotezei
Hy : 0 = 6, kai sudétingoji alternatyva yra H : @ > 6y, tikrinti, nes nepriklauso
nuo parinktos 6; reik§més. Norint parodyti, kad kriterijus yra TG ir hipotezei
H : 0 < 6, esant tai paciai alternatyvai, tikrinti, belieka jsitikinti, kad 5(0) < «
su visomis 6 < 6.

Tarkime, kad 6’ < 6”. Pazymékime o = 5(¢’). Irodydami Neimano—Pirsono
teorema, jsitikinome, kad kriterijus, kurio pavidalas yra (4.3.3) ir kuris tenkina
salyga Eg ¢(X) = o/, yra galingiausias hipotezei H' : § = ¢', kai alternatyva
yra H' : 0 = 0" tikrinti. Remiantis 4.2.1 i§vada, 3(0') = o/ < 8/ = B(6"). Taigi
parodéme, kad 2), kartu ir 1), teiginiai teisingi, nes i§ funkcijos 5(f) mono-
toniskumo i8plaukia, kad 5(6) < « su visais 0 < 6.

3) Jau jsitikinome, kad ¢ yra galingiausias hipotezés H' : § = ¢, kai al-
ternatyva yra H’ : § = 0", tikrinimo kriterijus. Bet jrodymo pradzioje kaip
tik parodéme, kad jei (4.3.3) pavidalo kriterijus turi $ig savybe, tai jis yra TG
ir sudétingosios vienpusés hipotezeés, kai alternatyva yra sudétingoji vienpusé,
atveju. Tereikia «, 6y ir 0, pakeisti j o, 6 ir 6.

4) Tvirtinimas i§plaukia i§ to, kad kriterijus, minimizuojantis galig tikrinant
paprastaja hipoteze, kai alternatyva yra paprastoji, gaunamas pakeitus (4.2.2)
formuléje nelygybes prieSingomis.

A

Analogiskai gauname, kad « lygmens TG kriterijus hipotezei Hs : 6 > 6y, kai
alternatyva yra Hs : 0 < 6y, tikrinti yra

1, kai T'(x) < ¢,
p(x) =1 7, kai T(x) = ¢, (4.3.4)
0, kai T'(x) > ¢

b

o konstantos c ir v randamos i3 salygos
Eg, (p(X)) = a. (4.3.5)

4.3.1 pastaba. Jeigu 4.3.1 teoremos salygoje santykis f(x,02)/f(x,61),
kai 61 < 6 yra nedidéjanti T' = T'(x) funkcija, tai formulése (4.3.1) ir (4.3.4)
nelygybes reikia pakeisti prieSingomis.

4.3.2 pastaba. Tarkime, kad imties X = (X1,..., X,,)T skirstinio tankis
o baigtinio mato atzvilgiu priklauso vienparametriy eksponentiniy skirstiniy
Seimai:

f(x,0) = " ONT@)=bO) p () (4.3.6)

¢ia n(f) — yra monotoniné funkcija. Akivaizdu, kad §i Seima turi monotoninj
tikétinumy santykj, todél, remiantis 4.3.1 teorema ir jos i§vada, « lygmens TG
kriterijus hipotezei H; : 0 < 6y, kai alternatyva yra H; : 6 > 0, tikrinti
turi (4.3.1) pavidala, jei funkcija () yra didéjanti. Nelygybes reikia pakeisti
priesingomis, kai () yra mazéjanti.
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Vienparametriams eksponentiniams désniams priklauso, pavyzdziui, binomi-
nis skirstinys B(1, p); neigiamasis binominis skirstinys B~ (1, p); logaritminis
skirstinys; normalusis skirstinys N(u, 02), kai vienas i§ parametry yra Zinomas;
eksponentinis skirstinys £()); gama skirstinys G()\, n), kai vienas i§ parametry
yra Zinomas; beta skirstinys Be(v, 1), kai vienas i§ parametry yra Zinomas, ir
kt.

4.3.3 pastaba. Monotoninj tikétinumy santykj turi ir keletas skirstiniy,
kurie nepriklauso eksponentiniy désniy Seimai. Pavyzdziui, tolygusis skirstinys
U(0, 6); tolygusis skirstinys U (6, 6 + 1); logistinis skirstinys LG (0, c¢), kai ¢
7inomas; hipergeometrinis skirstinys H(N, M, n), kai N ir n Zinomi, ir kt.

Skirstinio, kuris neturi monotoninio tikétinumy santykio, pavyzdys gali buti
Kosi skirstinys K (u, o).

4.3.2. Dvipusés alternatyvos

Hipotezei H : § = 6, tikrinti, kai alternatyva dvipusé H : 6 # 6y, TG kriteri-
jus paprastai neegzistuoja. Pavyzdziui, teoremos 4.3.1 salygomis tikrinant pa-
prastaja hipoteze H : 6 = 6, kai paprastoji alternatyva yra H' : 0 = 6', ' > 6,
galingiausias kriterijus turi (4.3.1) pavidala, o kai alternatyva yra H” : § =
0", 0" < 0, tai galingiausias kriterijus yra (4.3.4) pavidalo. Neegzistuoja
vieno kriterijaus, kuris buty galingiausias su bet kuria paprastaja alternatyva i§
alternatyvy klasés H : § # 0y. Jeigu dvipusés alternatyvos atveju naudotume
kriterijy (4.3.1), tai jo galios funkcija bus maZesné uz « su visais 6 < 6y t.y.
tokios alternatyvos bus atmetamos dar re¢iau negu pati hipotezé. Kitaip ta-
riant, kriterijus (4.3.1) yra paslinktasis. TG kriterijus hipotezei H : 6 = 6, kai
alternatyva yra H : 6 # 6o, tikrinti turéty su visais 6 # 6 jgyti reikimes, ne
mazesnes uZ «, nes jis turi bati ne maziau galingas negu kriterijus p(x) = a.

Kai visy kriterijy klaséje TG neegzistuoja, kriterijy klasé siaurinama, kad i
ja nepatekty tokie kriterijai, kurie esant kai kurioms alternatyvos reik§méms ja
atmeta su mazesne tikimybe negu pacia hipoteze.

Vienas i§ tokiy naturaliy aibés susiaurinimy yra reikalavimas, kad kriterijus
buty nepaslinktasis.

Remiantis 4.1.8 apibrézimu « lygmens kriterijus hipotezei H : 6 = 6y, kai
alternatyva yra H : 0 # 0, tikrinti su galios funkcija 3(6) yra nepaslinktasis, jei

B(0) > a, YO #6b. (4.3.7)
TG kriterijai, jeigu jie egzistuoja, yra nepaslinktieji, nes jy galia negali buti
maZesné uz nepaslinktojo kriterijaus p(x) = o galia.

Jeigu £(0) yra tolydzioji 6 funkcija, tai i§ nepaslinktumo i$plaukia, kad

B(bo) = a. (4.3.8)

4.3.1 lema. Jeigu bet kokio o lygmens kriterijaus hipotezei H : 6 = 0o, kai
alternatyva yra H : 0 # 0y, tikrinti galios funkcija tolydzioji, tai TG kriterijus
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o, tenkinantis sqglygg 5(60) = «, yra ir tolygiai galingiausias nepaslinktasis
(TGN) kriterijus.

Irodymas. Klasei kriterijy, tenkinan¢iy (4.3.7) salyga, priklauso tie, kurie
tenkina (4.3.8) salyga, todéel TG kriterijus g yra tolygiai galingesnis uz bet kurj
nepaslinktaji kriterijy. Kita vertus, jis pats yra nepaslinktasis, nes tolygiai ne
maziau galingas kaip kriterijus ¢(x) = a. A

4.3.2 teorema. Tarkime, kad imties X = (Xy,...,X,,)T skirstinys priklauso
Seimai vienparametriy eksponentinio tipo skirstiniy, kuriy tankis kanonine forma
yra

f(x,0) = T@=BO (), (4.3.9)

Egzistuoja o lygmens TGN kriterijus hipotezei H : 0 = 0y, kai alternatyva yra
H : 0 # 0y, tikrinti, kuris nusakomas lygybémis

1, kai T(x) < ¢ arbaT(x) > cq,
o(x) = i, kai T(x) =¢;, i=1,2, (4.3.10)
0, kaic; < T(x) < co.

Konstantos ¢;, ;, ©= 1,2, randamos i$ salygy
Ey, (¢(X)) = o, (4.3.11)

By, (T(X)p(X)) = o Eg, (T(X)). (4.3.12)

Irodymas. I8 pradziy jrodysime, kad bet kuris nepaslinktasis kriterijus turi
tenkinti (4.3.11) ir (4.3.12) salygas. Prisiminus 3.3.4 pastaba, funkcija

n

5(6) = Bgp(X) = / (@) f (. O)u(dz)

yra diferencijuojama ir diferencijuoti galima po integralo Zenklu. I$ funkcijos
B(0) tolydumo ir kriterijaus nepaslinktumo i§plaukia (4.3.11) lygybé. Kadangi

0o yra funkcijos 5(6) minimumo taskas, tai 5(6y) = 0. Diferencijuodami po
integralo Zenklu, gauname

0=5(00) = [ pl@)f(@ totde) = [ o@)T(@) -~ BEn)f(a.bo)u(de)

= Ey, (T(X)¢(X)) — B(0) Eg, o(X). (4.3.13)

Remiantis 3.3.2 teorema, B(6y) = Eq, (T'(X)), todél i3 (4.3.13) lygybeés isplaukia
(4.3.12) salyga.

Spresdami funkcionalo

By (o) = [ pla)f(a.0)udn), 0 # o,
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) ir (4.3.12) apribojimai,
mae()); ap = Q, f2($) =

maksimizavimo ¢ atZzvilgiu uzdavinj, kai yra (4.3.11
pritaikysime 4.2.2 teorema, kai m = 2, fi(x) = f(
=T(x)f(x,0p), as = aEy,T(X), f3(x) = f(x, ).

Remiantis §ia teorema, egzistuoja konstantos k; ir ko, kad funkcionala mak-
simizuojanti funkcija yra

[ 1 i f(@,8) > (k + kaT(@) f (@, 60),
o) = {0 ki F(@,0') < (k1 + koT (@) f(z, ) (43.14)

o aibéje {x : f(x,0") = (k1 + kxT(x)) f(x,6p)} funkcija ¢(x) parenkama taip,
kad bity tenkinamos (4.3.11) ir (4.3.12) salygos.
Kadangi
f(w, 0)/f(,00) = el 0@,

tai p(x) =1, kai
@ =0T®) 5 k1 4 o T(). (4.3.15)

Rodikliné funkcija exp{ (6’ — )t} ir tiesiné funkcija ki + kot kertasi ne daugiau
kaip dviejuose taskuose. Jei jos kertasi dviejuose taskuose, tai (4.3.15) nelygybeé
ekvivalenti nelygybéms T'(x) < ¢; arba T'(x) > co. Jei jos kertasi viename taske,
tai (4.3.15) nelygybé ekvivalenti kuriai nors vienai i§ nelygybiy T'(x) < ¢ arba
T(x) > c. Bet kriterijy, tenkinanciy (4.3.11) salyga, galios funkcija monotoniné.
Todeél toks kriterijus negali biiti nepaslinktasis. Taigi §is variantas negalimas. Jei
funkcijos nesikerta, tai (4.3.15) nelygybé visada tenkinama. Bet tada ¢(x) =1,
taigi netenkinama (4.3.11) salyga, nes imame « < 1.

Vadinasi, galingiausias kriterijus, tenkinantis (4.3.11) ir (4.3.12) salygas, yra
(4.3.10) pavidalo. Jo iSraiska nepriklauso nuo €’ # 6y.

Palygine su kriterijumi ¢(¢) = «, jsitikiname, kad jis yra nepaslinktasis. Jis
taip pat yra TGN, nes kriterijai, tenkinantys (4.3.11) ir (4.3.12) salygas, apima
visy nepaslinktyjy kriterijuy klase.

A

4.3.4 pastaba. Kriterijaus paieska galima supaprastinti, jeigu T skirstinys,
kai 8 = 6, yra simetrinis kurio nors tasko a atzvilgiu:

Po{T <a—u} =Py, {T >a+u}, ueckR.
Kai kriterijus yra simetrinis tasko a atzvilgiu,
Eg, [T(X)p(X)] = Eg, [(T(X) — a)p(X)] + aBy, (¢(X)) = a o = a Eg, T(X).

Taigi salyga (4.3.12) visada tenkinama. Tuo atveju galima imti 72 = 71, 0 ¢
— simetrinj a atzvilgiu, t.y. c2 = 2a — ¢;. Konstantas c¢; ir v; galima rasti i§
salygos

e’
Eo,0(X)/2 =Pp {T <1} + mPo{T =c1} = 3" (4.3.16)

4.3.1 pavyzdys. Hipotezés apie normaliojo skirstinio vidurkio reiksme, kai alternatyva
dvipusé, tikrinimas. Tarkime, kad imtis X = (X1, ..., X» )T gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?),
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o — #inomas. Sis skirstinys priklauso vienparametriy eksponentinio tipo skirstiniy Seimai su
pakankamaja statistika T' = X ~ N(u, o2 /n). Tikrinant hipoteze H : u = uo, kai alternatyva
yra H : p # po, TGN kriterijaus kritiné sritis nusakoma taip:

K={X:X <c arba X > cs2}.

Kadangi, kai g = po, a.d. X skirstinys yra simetrinis po atzvilgiu, tai konstantos ci ir ca
randamos i§ (4.3.16) salygos. Peréje prie standartinio normaliojo skirstinio, gauname TGN
kriterijaus kritine sritj

pol

K= {X: 2] = yalX sl

¢ia zp — standartinio normaliojo skirstinio P-oji krltlne reik§me.
Tegu z yra statistikos Z realizacija. Tada kriterijy galime suformuluoti P reik§miy termi-
nais: hipotezé atmetama, kai

pv =2min(®(2),1 — ®(2)) =2(1 — &(|2|)) < @

> zaso); (4.3.17)

4.3.2 pavyzdys. Hipotezés apie binominio skirstinio tikimybés reikSme, kai alternatyva
yra dvipusé, tikrinimas. Tarkime, kad imtis X = (X1,..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~
B(1, p). Sis skirstinys priklauso vienparametriy eksponentinio tipo skirstiniy eimai su
pakankamaja statistika T(X) = X1 + - - + Xn ~ B(n, p). Tikrinant hipoteze H : p = po, kai
alternatyva yra H : p # po, TGN kriterijaus kritiné sritis nusakoma taip:

1, kai T(X) < m1 arba T(X) > mao,
p(X) = i, kai T(X) =m;, i =1,2,
0, kai m1 < T(X) < ma.

Konstantas m;,vy;, ¢ = 1,2 randame i§ (4.3.11) ir (4.3.12) salygy. Salyga (4.3.11) galima
uzraSyti taip:

mo—1 2
l—a=Ep(l—p@)= > Chpbay " +> (1—%)Crpgiag~ ™", qo=1-po.
k=m1+1 i=1

(4.3.18)
Pasinaudojus lygybémis
aEp,T(X) = napo,
Epy T(X)p(X) = Epy T(X) — Ep, T(X)(1 — ¢(X)) = npo — Ep, T(X) (1 — 0(X)),
(4.3.12) salyga uZrasoma taip

mo—1
napy = npo — Ep T(X)(1 — (X)) = npo — Z kaqug k
k=mi+1
2
Jerl (1—%)Chripg iqy™ ™.
=1

Dabar, pasinaudoje tapatybe

kCEpEay " = npoClinf ap ",
suvedame j tokj pavidala
mo—1 2
SockTib Tl TR Y - g e T =1 - (4.3.19)
k=mj+1 i=1

Minéjome, kad dazniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gaunami Siek tiek sumazinus
reik§mingumo lygmenj. Tada nereikia spresti lygéiy sistemos (4.3.18), (4.3.19) ir kriterijus
formuluojamas paprasciau.

Tegu my ir mo yra sveikieji skai¢iai, gaunami i§ salygy

k
m1 = max{k : Pp {T(X) < k} < o/2} = max{k : Z Crpetay T < a2},

m=0
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n
my =min{k : Ppo {T(X) > k} < o/2} =min{k: Y _ Cl'pglqy ™™ < a/2}.
m=k

Tada hipotezé H atmetama, kai teisingos nelygybés
T(X) <mi arba T(X) > ma. (4.3.20)

Faktinis tokio kriterijaus reikSmingumo lygmuo

my n
o =D Cpgay T D Crpgtay T = ey (n—ma, mi41)+Ip, (a2, n—ma+1) < a.
m=0

m=msy

Tegu ¢ yra statistikos T stebinys. Tada P reik8miy terminais kriterijus (4.3.20) formulu-
ojamas taip: hipotezé H atmetama, kai

pv =2min(Ppo {T < t},Ppo{T > t}) =2min(l1_py(n — t,t + 1), Ipy (t,n —t + 1)) < a.
(4.3.21)
Jeigu n pakankamai didelis, o po néra artimas O arba 1, tai esant teisingai hipotezei a.d.
(T — npo)//nPoqo skirstinj galima aproksimuoti standartiniu normalivoju skirstiniu. Tada
gauname asimptotinj kriterijy: hipotezé H atmetama, kai

|T () — npo] o
NI

Si kriterijy galime uZraSyti asimptotiniy P reik§miy terminais: hipotezé atmetama, kai

t_
pva:2(1—¢>(w>> <a
v/ Poqo

Kitas kriterijy formulavimo buidas susijes su hipoteziy tikrinimo ir pasikliovimo intervaly

za/2-

sudarymo uzdaviniy sary$iais, kuriuos nagrinésime 4.5 skyrelyje.

4.4. Hipotezés apie daugiaparametriy skirstiniy
parametrus

Yra daug praktiskai svarbiy uzdaviniy, kai tenka tikrinti tokias sudétines hi-
potezes: formuluojami tvirtinimai apie vieng parametra, o pats stebimo a.d.
skirstinys priklauso ir nuo kity parametry. Juos vadiname trukdanciaisiais.
Tokiu atveju kartais egzistuoja TGN kriterijai, kurie sudaromi kaip salyginiai,
kai yra fiksuota pakankamoji statistika. Tada kriterijai gaunami pana$iai kaip
ir vienparametriy skirstiniy Seimoms.

4.4.1. PanaSumas ir pilnumas

Hipotezéms apie daugiaparametriy eksponentiniy skirstiniy Seimy parametrus
tikrinti ieSkosime TG kriterijy panasiyjy kriterijy klaséje, kuri truputj platesné
uz TGN kriterijy klase.

Tarkime, kad tikrinama skirstiniy Seimos P = {Py, 0 € @} hipotezé H : €
Oy, kai alternatyva yra H : @ € O = © \ O. Pazymékime w aibiy O ir
® 7 pasienio tasky aibe, t.y. aibiy @ ir ® 5 uzdariniy sankirta.

4.4.1 apibréZimas. Kriterijai ¢, tenkinantys salyga

B0) = Eop(X) =, VOew,
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vadinami panasiaisiais w atzvilgiu.

Kaip ir 4.3.1 lemoje, jeigu visy TGN kriterijy galios funkcijos 8(0) yra toly-
dZios, tai jie yra panasieji.

Ivesime dar vieng truputj siauresne uz panasiyjy kriterijy klase.

Tegu T yra pakankamoji Seimos P = {Pg,0 € w} statistika ir PT =
{PT,0 € w} yra statistikos T skirstiniy Seima.

4.4.2 apibreézimas. Kriterijai ¢, tenkinantys salyga
Eo(p(X)T)=a bv. Py, VOcuw, (4.4.1)

vadinami Neimano strukturos kriterijais pakankamosios statistikos T" atzvilgiu.
Neimano struktiiros kriterijai yra panasieji, nes

Eo(¢(X)) = Eo[E(¢p(X)|T)] =, V8 €w.

Tarp Neimano struktiiros kriterijy daznai galima rasti TG sprendziant optimiza-
vimo uzdavinj kiekviename pavirSiuje T' = t. Toks kriterijus yra TG tarp
panagiyjy (kartu ir tarp nepaslinktyjy) kriterijy, jeigu jie visi yra Neimano
struktiros.

Neimano struktiiros kriterijy egzistavimas glaudziai susijes su pilnumo sa-
voka.

4.4.1 teorema. Tegu X yra atsitiktiné imtis, kurios skirstinys priklauso Seimai
P ={Pg, 0 € w}, o T yra pakankamoji statistika, kurios skirstinys priklauso
Seimai PT = {Pg, 0 € w}. Visi panasieji kriterijai yra Neimano struktiros
tada ir tik tada, kai $eima PT yra apréztai pilna.

Irodymas. Pakankamumas. Tarkime, kad Seima PT yra apréztai pilna:
jeigu aprézta macioji funkcij h(t) tenkina salyga

Eoh(T) =0, V0 € w,

tai h(t) = 0 beveik visur PZ, V 0 € w atzvilgiu.
Tegu ¢(X) yra panasusis w atzvilgiu kriterijus. Tada

Egp(X)—a=0, VOcuw.

Be to, jeigu ¥(t) = Eg(p(X) | T = t) — «, tai i§ salyginio vidurkio savybiy
isplaukia
Eo(¢(T)) =0, VOcw.

I§ ¢ia gauname, kad ¢(t) = 0 ir Eg(o(X)|T) = a b.v. Py, V 6 € w. Taigi
panagusis kriterijus ¢ yra Neimano strukturos.

Biatinumas. Tarkime, kad visi panasieji kriterijai yra Neimano strukturos,
bet geima P7T néra apréztai pilna. Tada atsiras tokia funkcija f, kad |f| < M,
¢ia M - konstanta, ir E¢(f(T)) = 0, V P € PT, o f(T) # 0 su teigiama
tikimybe bent vienam skirstiniui Pg.
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Pazymékime ¢(T) = ¢f(T) + o, ¢ = min(a, 1 — a)/M. Tada ¢ yra
panagusis kriterijus, nes 0 < p(t) < 1 ir Egp(T) = o, ¥V PZ € PT. Tadiau ¢
néra Neimano strukturos, nes p(T') # « su teigiama tikimybe bent jau vienam
P7 € PT. Taigi, padare prielaida, kad Seima PT néra apréztai pilna, rastume
panadyji kriterijy, kuris néra Neimano struktiros. To negali buti. Prielaida
buvo neteisinga.

A

4.4.2. Daugiaparametriy eksponentinio tipo Seimy TGN
kriterijai
Tarkime, kad imties X skirstinio Pg ¢ tankis o-baigtinio mato p atzvilgiu yra

exp{0U (z) + 9" T(x) — B(h,9)}; (4.4.2)

¢ia @ — vienmatis, 0 ¥ = (91, ..., ;)T — k-matis parametrai, (6, 9) € ©® C R¥*!.
Tokia tikimybiniy skirstiniy Seima vadinama (k + 1)-parametre eksponentinio
tipo skirstiniy Seima.

Nagrinésime hipoteziy H;, kai alternatyvos yra H;, i = 1,2,3, tikrinimo
uzdavinius. Cia

H1:9§00, kai H129>90; Hy:0 >0y kai H220<00;

H3:9:90, kai Hgia#ao.

Tarsime, kad taskas (6, 99) yra parametry (6, ) kitimo srities © (remiantis
3.3.2 teorema, ji yra igkila) vidinis tagkas.

Pakankamoji statistika (U, T') turi (k+1)-parametrj eksponetinio tipo skirstinj,
kurio tankis o-baigtinio mato v atzvigiu yra

exp{fu + 97t — B(0,9)}, (4.4.3)

o salyginis U skirstinys, kai T' = t fiksuotas, yra vienparametris eksponentinio
tipo ir jo tankis o-baigtinio mato v, atzvilgiu yra

exp{fu — g(0)}. (4.4.4)

1. Remiantis 4.2.1 teorema, eksponentinio tipo skirstiniy (4.4.4) Seimai egzis-
tuoja TG lygmens « hipotezés Hi, kai alternatyva yra Hi, tikrinimo kriterijus

1, kai u > ¢o(t),
e1(u, t) =< o(t), kai u = co(t), (4.4.5)
0, kai u < co(t);

Cia su visais t konstantos co(t) ir vo(¢) randamos i§ salygos

Eo, (01(U, T)|T =t) = «. (4.4.6)
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2. Egzistuoja TG lygmens « kriterijus s hipotezei Hs, kai alternatyva
yra Hy, tikrinti, apibréztas (4.4.5) ir (4.4.6) salygomis, kuriose nelygybes reikia
pakeisti prieSingomis.

3. Remiantis 4.2.2 teorema, salyginiam skirstiniui (4.4.4) egzistuoja TGN

lygmens « kriterijus hipotezei Hs, kai alternatyva yra Hg, tikrinti, nusakomas
nelygybémis

1, kai w<c(t) arba u> co(t),
o3(u, t) = ~vi(t), kai u=c¢i(t), i=1, 2, (4.4.7)
0, kai c1(t) <u<cat);

Cia konstantos ¢;(t), v;(t),i = 1,2, randamos i salygy
Eo,(p3(U.T)|T =t) = o, By [Ups(U, T)|T = t] = aEyg, (U|T =t). (4.4.8)

Kriterijai, apibréZziami (4.4.5)—(4.4.8) formulémis, yra salyginiai pavir§iuose
T = t. Interpretuokime juos kaip besalyginius, priklausancius nuo statistikos
(U, T), t.y. kaip kriterijus pradiniuose hipoteziy H;—Hj3 tikrinimo uzdaviniu-
ose.

4.4.2 teorema. Kriterijai (4.4.5)—(4.4.8) hipotezéms H;, kai alternatyvos yra

H;, i=1,2,3, (4.4.4) modelyje tikrinti yra TGN kriterijai toms pac¢ioms hipo-
tezéms (4.4.3) modelyje tikrinti.

Irodymas. Statistika T yra pakankamoji parametro 9 statistika kiekvienam
fiksuotam 6. Todél T yra (4.4.3) skirstiniy Seimos, apibréztos aibéje

wo ={(6,9): (0,9) € ©,0 =6},

pakankamoji statistika.
Su visais (6,1) € wy statistikos T' skirstinys yra k-parametris eksponentinio
tipo, kurio tankis o-baigtinio mato 1 atzvigiu yra

exp{9"t — B(6y,9)}. (4.4.9)

Kadangi © yra iskila (k4 1)-maté aibé, kurios vidinis tagkas yra (6o, o), tai wp
yra i8kila k-maté aibé, kurios vidinis taskas yra 19y. Remiantis 3.3.3 teorema,
statistika T' yra pilnoji (4.4.9) Seimos su parametry erdve wq statistika. Todél
panasieji kriterijai yra Neimano struktiros ir

Eq, (‘p(U’ T)|T = t) =q, (97 ’0) € Wwo-

1. Nagrinékime hipoteze H;. Kriterijaus ¢ yra panaSusis, nes imdami (4.4.6)
lygybeés reiskiniy abiejose pusése vidurkius, turime

Eo, 9p1(U,T) =« suvisais 9.

Jis ir nepaslinktasis. Jei jrodysime, kad ¢; yra visy panaSiyjy wg atzvilgiu
kriterijy klasés TG, tai jis tuo labiau bus nepaslinktyjy kriterijy klasés TG.
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Panagrinékime besalygine kriterijaus o, galia: su visais T
ﬂ(@, ’19) == Eg, 19(,01(U, T) == Eg7 ﬂ(Eg(QDl(U, T) | T) (4410)

Su visomis alternatyvomis 6 > 6y ir su bet kuriuvo T' = t kriterijus ¢; mak-
simizuoja salygine kriterijy, tenkinan¢iy (4.4.6) salyga, galia, todél jis maksimi-
zuoja salygine visy panafiyjy kriterijy klasés galia. Kartu jis maksimizuoja ir
besalygine visy panasiyjy kriterijy klasés galia.

2. Hipotezés H» atveju jrodymas analogiskas.

3. Kriterijaus 3 panasumas iSplaukia i§ pirmosios (4.4.8) lygybés lygiai taip
pat kaip kriterijaus ¢; panaSumas gaunamas i$§ (4.4.6). Suvidurkine reigkinius
abiejose antrosios (4.4.8) lygybés pusése, gauname, kad kriterijus o3 tenkina ir
tokia salyga:

Eg,0(Ups(U,T)) = aEg,U

su visais 9.

Besalyginé kriterijaus galia nagrinéjama lygiai taip pat kaip ¢, atveju, todél
gauname, kad jis su visais 6 # 0y maksimizuoja besalygine visy panasiyjy, kartu
ir nepaslinktyjy kriterijy klasés galia.

Galima parodyti, kad (4.4.5) ir (4.4.7) formulése ¢;(t) ir v;(t) yra Borelio
funkcijos (zr.[12]).

A

4.4.1 pastaba. Kriterijai ¢; ir @9 lieka TGN ir tuo atveju, kai hipotezes
Hy:0<80yir Hy : 0 > 6y pakeiciame hipoteze H : 0 = 6.

4.4.1 pavyzdys. Duiejy Puasono skirstiniy parametry lyqybés hipotezés TGN kriterijus.

Tarkime, kad turime dvi nepriklausomas paprastasias Puasono imtis X = (X71,..., X;)7 ir
Y = (Y1,...,Yn)™, Xi ~ P(A1), Yi ~ P(\2). Reikia patikrinti hipoteze H : k = Ao/ = 1,

kai alternatyva yra H : k # 1. Jungtinés imties tikétinumo funkcija

)\2?;1 X . /\2?51 Y .
LA, do)= =L e MXimiXi 22 —radin Vi
Xl X! Yil...Yn!

Pakankamoji statistika yra dvimaté: (S1,S52);&aS1 => 101 X; ~P(mA1)irSe =37 ¥V~
P(nA2) yra n.a.d. Atsitiktinio vektoriaus (S1,S2) tankis skai¢iuojancio mato atzvilgiu yra
eksponentinio tipo:

ASt A A2 A
. — 1 =X 2 _,—A2s2 _
f(sl,sz,)\l,)\z)— 'e 181 'e 252 —
s1! so!

1
= ——exp{siln A + s2lnXa — nA1 —nA2}.
s1!s9!

Norint pritaikyti teoremos rezultatus, reikia modelj uzrasyti kanonine forma, kad dominancio
parametro k = A2/\1 monotoniné funkcija bty padauginta i§ pakankamosios statistikos kom-
ponentés. Nagrinéjamu atveju tai pavyksta padaryti:

A
' exp{s1In 22 + (s1 4+ s2)In A1 — mA1 — nAa

f(s1,82; A1, A2) = ——
51152 )\1

1
=— exp{fs1 + ¥(s1 + s2) — B(0,9)}.
s1lsa!

Taigi turime dviparametre eksponentinio tipo kanoninés formos skirstiniy Seima su parametru
0 = In(A2/A1), trukdan¢iu parametru © = InA; ir pakankamaja statistika (U,T), U =
Sy, T = S1+ Sa. Hipotezé H : k = 1, kai alternatyva yra H : k # 1, uzraSoma ekvivalenéia
forma: H:0=0ir H:0 #0.
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Statistikos U = S salyginis skirstinys su salyga T' = S1 + S2 yra binominis B(T, p), p =
mA1/(mA1 + nA2). Tada hipotezé ir alternatyva yra

H:p=

H:p+#

m+n’ m+n

Taigi salyginiai kriterijai sudaromi analogiskai vienparametriam eksponentinio tipo skirstiniui
(8iuo atveju binominiam) apie tikimybés p reik§mes. Interpretuodami salyginius kriterijus
kaip besalyginius, gauname hipotezés H : k = A2/A1 = 1 tikrinimo kriterijus.

Sudarant kriterijy, reikia turéti omenyje, kad Bernulio eksperimenty skai¢ius lygus S1+S2,
o teigiamo jvykio jvykimy skai¢ius yra Sj.

4.4.2 pastaba. Pateiktas salyginiy kriterijy sudarymo metodas yra nepato-
gus normaliesiems ir kai kuriems kitiems tolydiesiems skirstiniams. Siuo atveju
naudojamas kitas metodas: jeigu egzistuoja statistika V' = h(U,T'), kurios
skirstinys nepriklauso nuo T, kai # = 6, tai kriterijus hipotezéms Hq, Ho, H3
tikrinti kartais galima suformuluoti tiesiogiai statistikos V' terminais.

4.4.3 teorema. Tegu X skirstinys priklauso (4.4.2) Seimai ir statistikos V =
h(U,T) skirstinys, kai T = t, nepriklauso nuo t, kai § = 6. Tada:
1) Jeigu funkcija v = h(u,t) didéja pagal u, tai

1, kai v > ¢y,
e1(v) =9 "0, kaiv = co, (4.4.11)
0, kaiv < ¢y,

¢ia cg ir 7y nepriklauso nuo t ir randami i$ salygos
Eo,01(V) = a, (4.4.12)

yra o Iygmens TGN kriterijus hipotezei Hy : 0 < 6y, kai alternatyva yra H, :
0 > 0y, tikrinti. Tikrinant hipoteze Hy : 0 > 6y, (4.4.11) nelygybés kei¢iamos
prieSingomis.
2) Jeigu funkcija h yra tiesiné pagal u, t.y. h(u,t) = a(t)u + b(t), a(t) > 0,
tai kriterijus
1, kai v < ¢1, arbav > co,
w3(v) = i, kaiv=1c¢;, i =1, 2, (4.4.13)
0, kai c; < v < co,

¢ia konstantos cy, 71, c2, 2 nepriklauso nuo t ir randamos i$ salygu

Eg,03(V) =, Eg,(Vis(V)) = aEqg, (V), (4.4.14)

yra o lygmens TGN kriterijus hipotezei Hs : 6 = 0y, kai alternatyva Hs : 6 # 6y,
tikrinti.

Irodymas. 1) Salyginio (4.4.5) kriterijaus funkcijos co(t) ir vo(¢t) randamos
i§ (4.4.6) salygos, kuria galima uZrasyti taip

Py, (U > co(t)|T = t} +0(t) Po, {U = co(t)|T =t} = a. (4.4.15)
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Jei T = t, tai nelygybé U > c¢o(t) ekvivalenti nelygybei V. = h(U,T) >
h(co(t),t), kuria galima uzraSyti V > c(t), ¢ia c(t) = h(co(t),t). Taigi (4.4.15)
salyga galima uzrasyti

Py {V > c(®)|T =t} + 70 (t)Pp,{V =c(t)|T =t} = . (4.4.16)

Kadangi V skirstinys nepriklauso nuo T, kai 6 = 6y, tai c¢(t) ir vo(¢) gali-
ma parinkti nepriklausomus nuo ¢, (4.4.6) kriterijy u7rasyti pavidalu (4.4.11)
(vél naudojant pazyméjima ¢, nors argumentas yra kitas), o (4.4.16) lygybe —
(4.4.12) pgavidalu. Taigi 1) pirmas teiginys jrodytas.

2) Analogiskai kaip 1) teiginio atveju jrodoma, kad (4.4.7) kriterijy galima
uzraSyti pavidalu (4.4.13), ¢ia konstantos ¢;(t),7;(t),7 = 1,2 kol kas dar prik-
lauso nuo ¢.

Toliau dvi skirtingas kriterijaus formas zZymésime skirtingai, nes argumentai
skirtingi: ¢%(v), kai kriterijus yra (4.4.13) pavidalo ir ¢3(u,t), kai kriterijus
yra (4.4.7) pavidalo. Kadangi V = h(U,T) = a(T)U + b(T), tai naudodamiesi
salyginio vidurkio savybémis ir pirmaja (4.4.8) lygybe, gauname:

Eg,03(V) = Eg,,005(V) = Eg,,0{Eg, 9{p3(U,T) | T}} = c.

Analogiskai, naudodamiesi salyginio vidurkio savybémis ir (4.4.8) antraja ly-
gybe, gauname

Eg,(V 03(V)) = Eg,.0{Eg,.0{[a(T)U + b(T)lps(U,T) | T}}

= Eg,,01a(T)Ep,,0{Up3(U,T) | T} + b(T)Eg,,0{p3(U,T) | T}}
= Eg,,9{a(T)aEg,o{U [ T} +b(T)a | T}}
= aBg, 9{Eg, s{a(T)U +b(T) | T}} = oEg,V.

Taigi gavome (4.4.14) lygybes. Statistikos V' skirstinys, Zzinant T = ¢, neprik-
lauso nuo ¢, kai 8 = 6y, todél konstantos ¢;(t),7;(t),i = 1, 2, kurios randamos
i§ 8iy lygybiy, taip pat nepriklauso nuo t.
A
4.4.3 pastaba. Statistiky V' = h(U, T') skirstinio, zinant T = ¢, nepriklau-
somumui nuo ¢ tikrinti, kartu funkcijos V- = h(U, T') pavidalui parinkti naudinga
tokia teorema.

4.4.4 teorema. Tegu P yra eksponetinio tipo skirstiniy Seima, gaunama i§
(4.4.2), kai 0 fiksuotas. Tada statistikos V' = h(U, T') skirstinys, Zinant T = t,
nepriklauso nuo t, jeigu V skirstinys nepriklauso nuo 9.

Irodymas. Kadangi V skirstinys nepriklauso nuo 1, tai visoms Borelio
aibéms A tikimybé p = Py(V € A) nepriklauso nuo 9. Statistika T' yra pakan-
kamoji Seimos P statistika, todél

f@#) =Es(1a(V) | T =¢t)} —p
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yra tiktai ¢ funkcija ir nepriklauso nuo . Tada
Eof(T) = Eo{Es(14(V) [T =1)} —p=Epl4(V) —Py(V € A) =0.

I8 geimos pilnumo isplaukia, kad Py(V € A | T =t) —p = Eg(1a(V) | T =
t) —p = 0. Taigi a.d. V salyginis skirstinys, Zinant T" = ¢, nepriklauso nuo ¢.
A

4.4.2 pavyzdys. TGN kriterijai hipotezéms apie normaliojo skirstinio dispersijos reiks-
mes tikrinti. Tegu paprastoji imtis X = (X1,..., X, )T, gauta stebint normalyjj a.d. X ~
N(u,0?). Atsitiktinio vektoriaus X skirstinio tankis

2 1 & ny S
2702)""/2 exp{— .} exp{— — X2+ My 4.4.17
@ro®) 2 expl 5 expl 55 322+ 15 ) (1417
priklauso dviparametriy eksponentinio tipo skirstiniy (4.4.2) Seimai, kai § = —1/202, trukdan-

tysis parametras 9 = nu/o?, U =3 X2, T = X. Todél egzistuoja TGN kriterijai hipotezéms
Hi, Ha, H3 apie parametra 6 arba (tai ekvivalentu) apie parametra o2 tikrinti.

Statistika V = h(U, T) = U —nT? =3 X2 —nX? = Y (X; — X)? yra tiesiné U atzvilgiu,
o jos skirstinys, kai o fiksuotas, nepriklauso nuo . Taigi jis nepriklauso ir nuo 7' = X. Todél
TGN kriterijus galime sudaryti remdamiesi (4.4.11)—(4.4.14) formulémis.

Pavyzd#iui, tikrinant hipotez¢ Hy : 02 < o2 (arba 0% = 02), kai alternatyva yra Hj :
a? > 08, a lygmens TGN kriterijaus kritiné sritis yra

V > co;
¢ia konstanta cg ieSkoma i§ salygos
Poo (V> o) =0

Pasinaudoj¢ tuo, kad a.d. V/o2 = 3,(X; — X)2/02 ~ x%(n — 1), kai 02 = o2, gauname
co = 023x2(n—1); &a x2(v) yra chi kvadrato skirstinio su v laisvés laipsniais « kritiné reik§me.
Taigi TGN kriterijus yra toks: hipotezé H; atmetama, kai

Vv (X — X)?
90 90

Tegu v yra statistikos V stebinys. Tada kriterijy (4.4.18) galima suformuluoti P reik§miy
terminais: hipotezé H; atmetama, kai teisinga nelygybé

14 v v
% 99 90

Analogigkai, tikrinant hipoteze Ha : 02 > 03 (arba 02 = 0(2)), kai alternatyva yra Ha :
0?2 < 02, lygmens a TGN kriterijus nusakomas nelygybe

VoYX - X)?
5 = t 12 <X%7&(n71)7
o o
arba P reik8miy terminais nelygybe
v
pv="P {Xi—1 < *2} <a
90

Tikrinant hipoteze Hs : 02 = 08, kai alternatyva H3 : 02 # 0(2) yra dvipusé, o lygmens
TGN kriterijumi apibréziama hipotezés H3 priémimo sritis yra

c1 <V <ea, (4.4.19)
o konstantos, randamos i§ salygy

Ep20(V) =P2(V<c)+P2(V>c2)=a, BE2(Vp(V)) =aE,V.
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Pazymékime ¢} = ¢;/02. Tada P2 (V<e)=P{H2_, <ci}, E,2V = (n—1ao?,

E2(Ve(V) = E2 (v <o} V) + E2 (Lv s ey V),

, [l o pteel
Eag(l{v<c1}v):”0/ xf(m\n—l)dx:/ T ——g——e€ 2dx
0 0 273 F(an)

[
— (0= 10} [ flaln+ Ddo = (0 - DAFP{G 4 < <)
0

Taigi konstantos c; randamos i§ lyg€iy sistemos

P{ci < XZHI < c%} =1-aq (4.4.20)
P{ci<xjy1 <cs}=1-a
Vadinasi, TGN kriterijumi hipotezé H3 priimama, kai
(Xi - X)?
¢ < M <c3, (4.4.21)
o

0

o konstantos randamos i§ (4.4.20) salygy.

4.4.3 pavyzdys. Simetrinis kriterijus hipotezei apie normaliojo skirstinio dispersijos
reik§me tikrinti. Atkreipsime démesj, kad, uzuot naudojus kriterijy, kurio priémimo sri-
tis nusakoma (4.4.21) formule, daZniau renkamasi paslinktajj, taciau papras¢iau surandama
simetrinj kriterijy, kai konstanty c} ieSkoma tik i§ pirmosios (4.4.20) salygos, ir reikalaujama,
Z(X;;X)Q < ki E(X;;X)z

kad jvykiy > ¢4 tikimybés, kai 0? = o2, sutapty. Tada o

0
lygmens kriterijaus hipotezés priémimo sritis yra
(X - X)?

2 —1) < & T <2 -1 4.4.22
Xi_ay2(n—1) o2 Xa/2(n—1) ( )

arba P reik8miy terminais hipotezé atmetama, kai
P{x2_, <v/o2}<a/2, arba P{x%_, >v/o2} < /2,

¢ia v yra statistikos V stebinys. Isvardintyjy kriterijy galia iSreiskiama chi kvadrato skirstinio
pasiskirstymo funkcija. Pavyzdziui, (4.4.18) kriterijaus galia yra
(X = X)? (X — X)?

2
g,
Blu,0%) = P“*"Z{T >xan—1)}= PH,UQ{T > ;gxi(n -1}
0

2
g,
=P{G-1 > gxaln -1} (4.4.23)

Galios funkcija didéja pagal o intervale (0,00), limy o B(p, 02) =0, B(u, 02) = a,

limy— o0 B(p, 02) = 1. Taigi kuo didesné tikroji o reik§mé, tuo didesne tikimybe atmetama
hipotezé H : 0 < gg. Jei o reik§mé labai artima 0, tai hipotezé beveik niekada neatmetama,
ir, atvirks§€iai, jei ji labai didelé, tai hipotezé beveik visada atmetama. Jei o = oy, tai hipotezé
atmetama su tikimybe a.

4.4.4 pavyzdys. TGN kriterijai hipotezéms apie normaliojo skirstinio vidurkio reikimes
tikrinti. Tarkime, kad turime 4.4.2 pavyzdzio duomenis. Nagrinéta metoda pritaikysime
hipotezéms Hy : p < po, H2 : > po, H3 : p = po apie vidurkio reikS§mes tikrinti. Pereidami
prie atsitiktiniy dydziy X; — po, ¢ = 1, ..., n, nesiaurindami prasmés galime tarti, kad po = 0.
Tankio (4.4.17) formuléje pazymeékime 6 = nu/o?, trukdantjjj parametra imkime ¢ = —1/202,
U=X,T =3 X2 Tada, remiantis 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotezéms
0 <0, >0, 0 =0, kurios ekvivalen¢ios hipotezéms Hy, H2, H3 apie parametra u, tikrinti.
Kai p = 0, statistikos

V=hU, T) =Y T;”_;IIJ)ZU = ‘/ZX ~S(n—1),
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skirstinys (Stjudento skirstinys su n — 1 laisvés laipsniy) nepriklauso nuo ¢ ir monotoninis
pagal U, todél, remiantis 4.4.3 teorema, a lygmens TGN kriterijus hipotezei H1 : p < 0
tikrinti, kai alternatyva yra Hi : p > 0, nusakomas kritine sritimi:

HX)=V = \/% > taln—1), (4.4.24)

Gia to (v) — Stjudento skirstinio su v laisvés laipsniy a kritiné reik§mé.
Analogiskai, tikrinant hipoteze Ha, lygmens a TGN kriterijaus kritiné sritis yra

#H(X) < —ta(n—1). (4.4.25)

Kai u # 0, statistika ¢(X) = v/nX/s turi necentrinj Stjudento skirstinj su n — 1 laisvés
laipsniy ir necentriSskumo parametras § = /nu/o, nes v/nX /o ~ N(4,1), o

s/o = 1/x%_;/(n—1). Todél kriterijaus galios funkcija
Bu,o?) = P, o2{t(X) > ta(n — 1)} = P{tsn_1 > ta(n — 1)}.

Necentrinio Stjudento skirstinio pasiskirstymo funkcija maZzéja nuo 1 iki 0, kai necentriskumo
parametras 0 kinta nuo 0 iki co. Taigi su bet kuriuo fiksuotu o ir n galia didéja nuo 0 iki 1,
kai parametras p perbéga intervala (0, 0), 8(0,02) = a

Jei pu # 0 fiksuotas, tai, didéjant dispersijai o2, galia maZéja ir artéja prie reik§mingumo
lygmens «, kai 0 — oo. Taigi kriterijus neskiria hipotezés nuo alternatyvos. Tai suprantama,
pastebéjus, kad skirstiniai N (0, 02) ir N(u, 0?) praktigkai neatskiriami, jeigu o pakankamai
didelis.

Pereiname prie hipotezés Hs : u = 0, kai alternatyva Hs : u # 0 yra dvipusé, tikrinimo.
Kadangi statistikos

U X ST, (Xi/o)

W= — — -
VT \/fo ny/3, (Xifo)?

skirstinys, kai u = 0, nepriklauso nuo ¥ = o2 ir ji tiesiné U atZvilgiu, tai, remiantis (4.4.13),
TGN kriterijaus hipotezés priémimo sritis yra

c1 < W <eca. (4.4.26)

Kadangi W skirstinys, kai 4 = 0, yra simetrinis 0 atzvilgiu, tai EoW = 0. Todél, naudojantis
(4.4.14) formulémis, konstantos c; ir ¢z randamos i§ salygy:

Po{W <c1} + Po{W > c2} = o, E(){Wl(,oo’ C1)(1/1/) + 1((;2, OO)(W)} =0.

I8 paskutinés salygos isplaukia (Zymime fy (z, 1) a.d. W tankj Lebego mato atZzvilgiu)

[ etw@ode =~ [ afw@0de = [ a0z,

co —o0

todél ¢; = —ca2 = —c, o konstanta c randama i§ salygos

Po(W > c) = g

Vadinasi, TGN kriterijaus kritiné sritis yra |W| > c.
Statistikos W ir ¢(X) susietos lygybe

HX) = Wi Vn(n—1)

1—nW?2

)

i8 kurios matome, kad [¢| yra didéjanti [W| funkcija. Todél a lygmens kriterijaus kritine sritj
[W| > c galima perraSyti taip:
[t(X)] > tq/2(n —1). (4.4.27)
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Kriterijai hipotezéms Hi : p < po, H2 @ p > po, H3 : p = po tikrinti gaunami i§
nagrinéty, a.d. X; pakeitus X; — po, t.y. (4.4.24), (4.4.25) ir (4.4.27) nelygybése imant

(4.4.28)

Tegu t yra statistikos v/n(X — po)/s stebinys. Tada P reikimiy terminais hipotezés
Hi,Ha, H3 atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygybés

pv=1—F(tn—1)<a, pv=F(tn—1)<a pv=21-F(t/|n—1)) <a,

Cia F(tln — 1) yra Stjudento skirstinio su (n — 1) laisvés laipsniu pasiskirstymo funkcija.

4.5. Parametriniy hipoteziy kriterijai ir pasiklio-
vimo sritys

Parametriniy hipoteziy kriterijy ir pasikliovimo sri¢iy ar intervaly radimo uz-
daviniai yra glaudziai susije. Jy klasifikavimas, pateikiamas 3.6.2 ir 4.5.1 skyre-
linose, nusakomas tais paciais terminais. Statistiniy kriterijy ir pasikliovimo
sri¢iy sarysj apibudina tokia teorema.

4.5.1 teorema. Tarkime, kad turime statistinj modelj X ~ Pg,0 € ® C R™.
1. Tegu pg,(x), O € O yra o lygmens kriterijus hipotezei Hg, : 6 = 0y, kai

alternatyva yra H, tikrinti. PaZymékime

A(Bo) = {X : po,(X) # 1}

hipotezés Hg, ,priémimo sritj ( nerandomizuotyjy kriterijy atveju sritis A(60)
yra priémimo sritis). Apibrézkime atsitiktine aibe

CX)={6:Xec A(0)} CO. (4.5.1)

Tada C(X) yra parametro 6 pasikliovimo sritis, kai pasikliovimo lygmuo Q) =
1—oa.

2. Tegu C(X) yra parametro 0 pasikliovimo sritis ir pasikliovimo lygmuo
@ =1 — «. Tada su bet kuriuo fiksuotu 6y € ©

©8, () =1 — 1o(a)(60) (4.5.2)

yra o lygmens kriterijus hipotezei H : 0 = 6 tikrinti. Kai kriterijus neran-
domizuotas, A(6g) = {X : 8y € C(X)} yra 8io kriterijaus hipotezés priémimo
sritis.

3. Jeigu g, () yra nepaslinktasis hipotezés H : @ = 0y tikrinimo kriterijus,
tai C(X) — nepaslinktoji pasikliovimo sritis. Atvirksciai, jei C'(X) yra nepaslink-
toji pasikliovimo sritis, tai kriterijus @g,(X) = 1—14(g,)(X) yra nepaslinktasis.

4. Jeigu tikrinant hipoteze Hg, : @ = 0 kriterijus yg,(x), kurio hipotezés
priémimo sritis C(X), galingesnis uz kriterijy ¢, (x), kurio hipotezés priémimo
sritis C'(X), tai pasikliovimo sritis C(X) yra tikslesné uz pasikliovimo sritj C'(X).
Teisingas ir atvirkscias teiginys.
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Irodymas. 1. Nagrinékime aibe C'(X), apibrézta (4.5.1) lygybe. Su visais
0, O

P90{00 € C<X)} = PGO{X € A(e)} =1- PBO{@GO(X) = 1} =

—1- / 0y (2)Poy (dx) > 1 — Bg,pp,(X) > 1 — a
{2 poq (x)=1}

2. Nagrinékime kriterijy pg,(X), apibrézta (4.5.2) lygybe. Su visais 8 € ©
Eo,00,(X) =1—Pg, {6y € C(X)} < o
3. Reikia jrodyti, kad
Eopo,(X)>a <<= Po{0pcCX)}<1—-a

su visais 8 # 0y. Irodoma analogiskai, tikimybés ir vidurkio indeksuose g
pakeitus 6.
4. Reikia jrodyti, kad

Egpe,(X) > Eog,(X) <= Po{0 € C(X)} <Po{0 € C(X)}

su @ # 6. Tinka ta pati pastaba kaip ir 3 punkte.
A

4.5.1 pastaba. Minéjome, kad praktiSkai randomizacija néra atliekama.
Jeigu neegzistuoja nerandomizuotas « lygmens kriterijus, tai parenkamas neran-
domizuotas kriterijus, kurio reik§mingumo lygmuo o’ < « yra kuo artimesnis a.
Tada, remiantis tokiais kriterijais, sudarytos pasikliovimo srities C(X) pasik-
liovimo lygmuo Q' =1—-a' >Q =1-«a.

4.5.2 pastaba. Jeigu parametras 6 yra vienmatis arba, kai yra daugiamatis
parametras, bet intervalinis jvertinys sudaromas atskirai @ koordinatei (liku-
sios koordinatés yra trukdantieji parametrai), tai pasikliovimo sritys paprastai
tampa vienpusiais arba dvipusiais pasikliovimo intervalais.

4.5.1 pavyzdys. Normaliojo skirstinio dispersijos pasikliovimo intervalas ir hipotezés
apie dispersijos reikime tikrinimo kriterijus. Tikrindami hipoteze H : 02 = O’g pagal didumo
n paprastaja imtj, gauta stebint a.d. X ~ N(u,0?), gavome (4.4.22) kriterijy, kurio reik§min-
gumo lygmuo yra « ir hipotezés priémimo sritis

2 (n—1)s? 2
X17Q/2(7’L — 1) < 0'7(2) < XQ/Q(TL — 1)
Remdamiesi 4.5.1 teorema, i§ &ia randame parametro o2 pasikliovimo intervala,
n—1)s2 n—1)s2
2o (mDR oD
Xa/2("_ 1) lea/2(n_ 1)
kai pasikliovimo lygmuo Q =1 — a.
4.5.2 pavyzdys. Binominio skirstinio parametro pasikliovimo intervalas ir hipotezés

apie io parametro reik¥me tikrinimo kriterijus. Stebint a.d. X ~ B(1,p) pagal didumo n
paprastaja imtj 3.7.6 skyrelyje sudarytas parametro p pasikliovimo intervalas

B:leoc/Q(Tv ’I’L—T+1) <p<Xa/2(T+17 ’I’L—T):ﬁ;
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GaT=X1+ -+ Xn,0 Xa(y,n) yra beta skirstinio su parametrais v ir n lygmens « kritiné
reik§mé. Remdamiesi 4.5.1 teorema, gauname hipotezés H : p = po tikrinimo kriterijy: H
atmetame, kai

po < p arba po > P.

4.6. Parametriniy hipoteziy tikrinimas, kai imtys
dideles

4.6.1. Tikétinumy santykio kriterijaus savoka

I8nagrinéjome TG ir TGN kriterijy sudarymo metodus hipotezéms apie ekspo-
nentinio tipo skirstiniy parametry reik§mes tikrinti. Sie metodai remiasi Nei-
mano ir Pirsono lema ir jos apibendrinimais. TG ir TGN kriterijai gaunami ir
kai kuriy neeksponentinio tipo, pavyzdziui, tolygiyjy skirstiniy atveju. Vis délto
daugumai skirstiniy Seimy tokie kriterijai neegzistuoja. Net kai yra eksponen-
tinio tipo Seimos TG ir TGN kriterijai egzistuoja tik kai kurioms isskirtinéms
hipotezéms.

Kaip ir atliekant parametry vertinima, yra metody, kuriais gaunami tam
tikra prasme optimalas kriterijai asimptotiniu atveju, kai imties didumas n —
oo. Daznai esant ir baigtinéms imtims jais gaunami tie patys kriterijai, kuri-
uos gavome naudodamiesi Neimano ir Pirsono lema. Sie metodai remiasi DT
jvertiniais, §iy jvertiniy ir tikétinumy santykio asimptotinémis savybémis.

Tarkime, kad imties X skirstinio tankis o-baigtinio mato p atzvilgiu yra
f(x,8), 8 € ® C R™ ir jo tikétinumo funkcija
L(0)=Lx(0) = f(X,0). (4.6.1)

Norime patikrinti hipoteze H : 8 € @y, kai alternatyvayra H : 0 € ©,, OgU
©; = 0. Tikétinumy santykis yra
supgeo, L() _ L(6)

A= Soea I(0) ~ 1(d) (4.6.2)

dia 6 — parametro @ didziausiojo tikétinumo jvertinys, o 0 - parametro 6 di-
dziausiojo tikétinumo jvertinys, rastas, kai 8 € Q.

Tikétinumy santykis jgyja reikSmes i§ intervalo [0, 1], nes salyginis maksimu-
mas yra ne didesnis uz globalyjj maksimuma. DT jvertiniy reikSmes susitelkia
apie tikraja parametro reik§me. Kai hipotezé H teisinga, tai abiejy jvertiniy 0
ir 6 reiksmeés susitelkia apie ta pacig reikSme. Todél salyginis ir globalusis mak-
simumai turéty buti artimi. Vadinasi, (4.6.2) trupmenos reik§meés turéty buti
artimos 1. Jeigu hipotezé H neteisinga, tai tikroji parametro reik§mé, arti kurios
ir turéty buti globalusis maksimumas, nepriklauso sriciai ®y. Taigi salyginio
maksimumo reik§mé turéty biiti mazesné. Hipotezés H tikrinimo kriterijaus
kritiné sritis turéty buti

A < ey (4.6.3)
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¢ia ¢, yra didZiausia konstanta (priklausanti nuo reik§mingumo lygmens «),
tenkinanti salyga
co: Po{A<cy}<a, VOeB,. (4.6.4)

4.6.1 apibrézimas. Statistinis « lygmens kriterijus, apibréziamas (4.6.3)
ir (4.6.4) formulémis, vadinamas tikétinumy santykio kriterijumi.

4.6.1 pavyzdys. Tikétinumy santykio kriterijus hipotezer apie normaliojo skirstinio
vidurkio reikime tikrinti. Tegu imtis X = (X1,..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ N(u,o?).

Tikriname hipoteze H : u = po, kai alternatyva yra H : p # po. Taigi aibé ® yra pusploks-
tumé © = {(p, o) : —oo < p < 00, o > 0}, 0 aibé B¢ — pustiesé Og = {p = po, o > 0}.
Tikétinumo funkcija
1

Lin, 02) = (2m0?) ™" exp{—5 5 > (X; - 0},
j=1

o DT jvertiniai yra

=X, &2=-3(X;-X)?= (n—-1) o

n
Besalyginis L maksimumas
L(ji,6%) = (276) "/ exp{~Z}.

Kai hipotezé H teisinga, neZzinomo parametro o2 DT jvertinys ir salyginis maksimumas yra

n

. 1 _ o n
52 = 23X~ ko) Llo,5%) = (276%) "/ expl~ 1},
i=1
Taigi tikétinumy santykis

~21n/2 52 n/2 2/ 1
A= |=— = |- , arba A" = —r0———
[&2} {&2 + (X —mo)? 1+ 2/(n—1)
Ga t = t(X) yra Stjudento (4.4.28) statistika. Kadangi A yra monotonisSkai mazéjanti |¢|
atzvilgiu, tai kritiné (4.6.3) sritis yra ekvivalenti sri¢iai

[t] > to 2(n—1).

Matome, kad Siame pavyzdyje tikétinumy santykio kriterijus sutampa su
TGN kriterijumi, gautu 4.4.2 skyrelyje.

Analogigkai Siam pavyzdziui, kai egzistuoja TG ar TGN kriterijai, tai tike-
tinumy santykio kriterijus dazniausiai sutampa su jais. Tac¢iau ne visada statis-
tikos A skirstinj galima suvesti prie Zinomo ir rasti (4.6.3) kritine sritj. Tokiais
atvejais taikomi apytiksliai kriterijai, gaunami aproksimuojant A skirstinj, kai
imtis pakankamai didelé. Tikétinumy santykio asimptotika nagrinéjome 3.5.4
skyrelyje.

4.6.2. Asimptotiniai tikétinumy santykio, Valdo ir infor-
mantinis kriterijai

1. Paprastoji hipotezé
Nagrinésime paprastaja parametrine hipoteze

H:0= 90, 00 = (9107 ...,amo)T.
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Siuo atveju ®@g = {0} susideda i§ vieno tasko, todél DT funkcijos maksimumo
tagkas aibéje @ yra 6 = 0.
Remiantis 3.5.4 teorema, kai hipotezé H teisinga ir modelis tenkina gana
bendras reguliarumo salygas,
L(6
Rps = Rrg(X,6p) = —2InA(6p) = —21n L((QO; 4 X2, (4.6.5)

n

Taigi asimptotinio tikétinumy santykio kriterijaus, kai reikSmingumo lygmuo «,
kritiné sritis apibréziama lygybe

Krg = {X : RTs(X,ao) > Xi(m)}; (466)

¢ia x2(m) — chi kvadrato skirstinio su m laisvés laipsniy « kritiné reikimé.
Remiantis 3.5.1 i§vada, kai teisinga hipotezé H ir iSpildytos tos pacios saly-
£g0s,
. " . d
Ry = Ry(X,00) = —(0,, — 00)"1(00) (6, — 60) = X7, (4.6.7)

Vietoje —¢(0y) galima rasyti —¢(6,,) arba I(8), I(0,,), nes nuo to ribinis désnis
nepakinta.

Taigi asimptotinio Valdo kriterijaus, kai reik§mingumo lygmuo «, kritiné
sritis apibréziama lygybe

Ky ={X: Ry(X,80) > x2(m)}. (4.6.8)

Remiantis 3.5.2 iSvada, kai teisinga hipotezé H, statistika

Rp = Ri(X,80) = —(" (66){ " (80){(80)  x2, (4.6.9)
Vietoje —(0) galima ragyti —¢(6,,) arba I(6), I(8,,), nes nuo to ribinis désnis
nepakinta.
Taigi asimptotinio informantinio kriterijaus, kai reiksmingumo lygmuo «,
kritiné sritis apibréziama lygybe

K;={X:R;(X,0y) > x2(m)}. (4.6.10)

4.6.1 pastaba. Informantinei (4.6.9) statistikai apskai¢iuoti nereikia paramet-
ro 6@ DT jvertinio 6,,.

4.6.2 pastaba. Galima parodyti, kad, imant alternatyvy seka H, : 6, =
6o + h/+\/n, ribinis visy statistiky désnis yra necentrinis chi kvadrato désnis su
m laisvés laipsniy ir necentriSkumo parametru hTi(OO)h. Tai i8plaukia is to,
kad esant teisingai H,,,

V0, — 0o) = (0, — 0,) + h 5 Ny, (h,i~'(6)).

Fiksuotam 0 pazymékime h = \/n(0 — 0y). Tada, kai n dideli, apytikslé galios
funkcijos turi iSraigka
B(8) = P{x3,m > xa(m)}; (4.6.11)
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6 =hTi(00)h =n(0 — 0y)7i(68,)(0 — 0;).

4.6.2 pavyzdys. Asimptotiniai tikétinumy santykio, Valdo ir informantinis kriterijai
hipotezei apie Ko§i skirstinio padéties parametro reikSme tikrinti. Tarkime, kad paprastoji
imtis X = (X1, ..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ K(u, 1). Tankis ir tikétinumo funkcija yra

f =t PR, | g—
Ty p) = — o B =— —_—.
1+ (z—p)? ot 14+ (X — p)?
Reikia patikrinti hipoteze H : u = o, kai alternatyva yra H : p # po. )
I8 3.5.7 pavyzdzio Zinome, kad parametro p DT jvertinys fi,, tenkina lygtj £(u) = 0, o
funkcijos £(p) = In L(p), £(p) Figerio informacija I(p) yra tokia

n

() = —nlnm — S In(1+ (X; — w)?), () = Z% =2
i=1 i=1 v

Tikétinumy santykio statistika

n
N 1+ (X — po)?
Rrs = —2((uo)) — £ =2 In —————
s = 2(E(u) ~ ) =23
Valdo ir informantiné statistika yra
n,, 2.
Ry = —(jin — po)®,  Rr = =0*(po).
2 n

Kai n dideli, visy ju apytikslieji skirstiniai yra x2(1). Hipotezé atmetama, kai bet kuri i§ iy
statistiky virsija x2(1).
Kriterijaus galia aproksimuojama (zr. (4.6.11))

B(6) ~ P{x3, > xa(1)};

n
6= 2(u— po)?.
2(# po)

2. Sudétinés hipotezés

Nagrinékime sudétine hipoteze
H:0c®) ©y={0:0=pAN),AcG}, GCR™" k<m,
Gia ¢ : G — O yra tolydziai diferencijuojamas atvaizdis.
Jau 3.5.4 skyrelyje suzinojome, kad dauguma hipoteziy, kuriy gali igkilti

praktiniuose uzdaviniuose, gali buti uzrasytos tokiu pavidalu. Pavyzdziui, taip
gali buti uzraSytos hipotezeés:
H1 : (Gjl,...,ij):(Hjlo,...,é‘jko), H2 :le ::ij, (4612)
1< < <jg<m.

Remiantis 3.5.6 teorema, kai hipotezé H teisinga ir modelis tenkina gana
bendras reguliarumo salygas,

sup L(0) L(6,)
0cOg n) d 92
Rrs=—-2ln——F = -2In —— — k). 4.6.13
s o ol e ey

0cO
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Primename, kad 0., yra parametro 6 didziausiojo tikétinumo jvertinys, o 0, yra
parametro @ didziausiojo tikétinumo jvertinys, rastas, kai 6 € ©y.

Taigi tikétinumy santykio kriterijaus, kai reikSmingumo lygmuo «, kritiné
sritis apibréziama taip:

Krs = {X : Rrs(X) > (0} (4.6.14)

Kai yra hipotezé Hy : (0;,,...,0;,) = (0,0, --.,0;.0), sritis G yra (m — k)-maté
(zr. 3.5.4 skyrelj). Tai akivaizdu, nes kai hipotezé teisinga, lieka m — k nezinomy
parametry. Taigi ribinés chi kvadrato statistikos laisves laipsniy skaicius lygus
k. Hipotezés Hy : 85, = --- = 0;, atveju sritis G yra (m — k + 1)-maté, nes
kai hipotezé teisinga, lieka m — k + 1 neZinomy parametry. Taigi ribinés chi
kvadrato statistikos laisvés laipsniy skai¢ius k£ — 1. Hipotezés 6; = 65 atveju
laisves laipsniy skai¢ius lygus 1.

Remdamiesi 3.5.5 i8vada, kai tikrinama hipotezé H; : (0;,,...,6;,.) = (65,0,
...,0j.0), gauname:

5 1 h A 5 d
Ry = (0, — 05,0, -, 05, — 05,0045 (00)(05, — Oj0,- -, 0, — O0)" = X7

¢ia Aj e (én) yra matricos —Z'*I(On) daliné matrica, esanti (ji,...,jkx)-uju
eiluciy ir (j1,...,Jx)-uju stulpeliy sankirtoje. Vietoje —E(én) galima, imti ir
I(6,,), nuo to ribinis désnis nepakinta.

Taigi asimptotinio Valdo kriterijaus, kai reik§mingumo lygmuo «, kritiné
sritis §iai hipotezei tikrinti apibréziama lygybe

Ky = {X: Ry(X) > x2(k)}, (4.6.16)
Remiantis 3.5.6 iSvada, kai hipotezé H teisinga ir i§pidytos tos pacios salygos,
Ry = —07(0,)71(0,)0(0,,) > \2. (4.6.17)
Vietoje —£(8,,) galima imti ir I(8,,), nes nuo to ribinis désnis nepakinta.
Taigi asimptotinio informantinio kriterijaus, kai reikSmingumo lygmuo «,
kritiné sritis apibréziama lygybe
K ={X: Rr(X) > x%(k)}. (4.6.18)

Remiantis 3.5.11 pastaba, kai tikrinama hipotezé Hy : (6;,,...,6;,) = (6,0, -,
0;,0), statistika R; uzraSoma taip:

Ry = (éh (én)v s 7éjk (én))Ah]k (én)(zh (én)a s 7éjlc (én))Ta

¢a f; yra i-oji vektoriaus ¢ komponenté.

4.6.3 pastaba. Visi nurodyti kriterijai yra asimptotiniai ir naudotini tik kai
n dideli. Daugelio konkreciy hipoteziy kriterijus pavyksta modifikuoti, jvedant
papildomg daugiklj taip, kad modifikuotos statistikos konvergavimo greitis j
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ribinj chi kvadrato skirstinj biity didesnis ir iSvados biity tikslesnés. Tai dazniau-
siai padaroma Sitaip: jei pavyksta tikétinumy santykio statistikos vidurkj (kuris,
kai n baigtinis, daZniausiai nesutampa su chi kvadrato su k laisvés laipsniy

vidurkiu k) uZrasyti
a 1
EQORTS :k(1+ﬁ+o(¥))7 n — o9,
Cia a — konstanta, tai, apibrézus W = (1 — a/n)Rrg, gaunama

1
Eg, W =k +0(),

t.y. statistikos W vidurkis maziau skiriasi nuo a.d. Xﬁ vidurkio. Statistikos W
konvergavimo j ribinj désnj greitis paprastai didesnis uz statistikos Rpg-

Galima aproksimuoti dar tiksliau, naudojantis israiska

b 1
Eq, (Rrs) = k(14 = + — +0(=5))

n

ir imant statistika W1 = (Rps — “2)(1 — -%). Tada

1
E90W1 =k + O(E)

4.6.3 pavyzdys. Tikétinumy santykio, Valdo ir Bartleto kriterijai keliy normaliyjy
imciy dispersijy lygybes tikrinti. Tarkime, turime nepriklausomy atitinkamai didumy nq, ..., ng

iméiy,
X = (Xi17'~~7X7ini)T7 i=1,...,k,

gauty stebint nepriklausomus normaliuosius a.d. X; ~ N(uq, 01.2), i =1

stebéjimy skaicius n =ng + - - - + ng.
Tikriname sudétine hipoteze

H:a%:agzu':a%,
kai uzdedama k — 1 apribojimy parametrams Uf = ag = ... = U']% = o2, ¢ia o2
nezinoma dispersijos reik§meé.
Tikétinumo funkcija
1 (Xz m
L(#la"'v#k7a€)""a’[€):—exp _ZZ J
5 -
(2m)n/2 ITi-, ‘7;% i=1j=1

jos logaritmas

,,anlna (n/2) In(27) — ZZ(X”_ i)

., k; bendras

— bendra

1=1j=1
ir informantinio vektoriaus komponentés
1 & n
i ; 2
i =5 2 (X — ) = =5 (Xi — ), L2 = Z(Xm wi)”
9; j=1 a; ! 201 j=1

Parametry jvertiniai be apribojimy

. > 1 . 1 _
=Xy = — ZXij, 67 = — Z(Xij - X%,
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o besalyginis didziausio tikétinumo funkcijos maksimumas

k
N N . - o —n, n
L(f,. ... 6%, 6%) = (2m) "2 T](69) "’/QGXP{—E}-
i=1

Kai hipotezé H teisinga, tikétinumo funkcijoje visi Uf pakei¢iami j 2. Gauname jvertinius

k
fii = fui, 5> = ni6;/n
i=1
ir salyginj didZiausio tikétinumo funkcijos maksimuma
L(fir, - i, 57, 5%) = (2m)"/?(6%) /% exp{~ 7).

Tikétinumy santykis

~ N . /2
A:L(Ml""nu‘kn 27"'702):ﬁ<11'2)n/
L(ﬂ17"'7#k7 % a‘]%) 52

Taigi tikétinumy santykio kriterijaus statistika

k k ~
— _ 52 ns2 = 2
Rrs = —2InA=nlnég —Zmlnai —Zmln&Z2

Jeigu n; dideli, tai hipotezé atmetama apytiksliu reik§mingumo lygmens o kriterijumi, jei

Rrg > x%(k—1).
Rasime informantinio kriterijaus statistika. Gauname

. . n,  — ~
Z#i (,LLZ',O'Q) = ;;(Xl - NZ) =0, (4619)
n n; .
ég?(ﬁiv&Q) = 20_2 4 Z(le - IM)Q . (A12 - 5'2)-
Dauguma funkcijos €(p1, . . ., g, a%, RN az) antrosios eilés misriyjy i¥vestiniy lygios nuliui.
Nenulinés yra tiktai
n n n 1 &
.. _ i . _ i ) - _ 1 . 2
éu? = 7?7 Zﬂigg = 7§(X1 - ;Ufz): E(U?)Q T 9 - F Z(ij - /‘Lz) .
7 3 K] j:l

Informaciné matrica diagonali, nes
Uz o o n;

—-El > = — —Eﬂuia;_z =0, —E€<J;z)2 = 20d
1

Matrica I~ (ji;,52) diagonali, jos jstrizainés elementai yra

52 52 264 254
o g2

IR} ) )

ni nE ni ng

Remiantis (4.6.19), informan&iy vektoriaus pirmosios k komponentés lygios nuliui. Taigi in-
formantinio kriterijaus (4.6.17) statistika (naudojama informaciné matrica, nes ji paprasta)

yra

k
R = 3 (5707 o) e fznz % e

Jeigu n; dideli, tai hipotezé atmetama apytiksliu relksmlngumo lygmens « kriterijumi, jei
Rr > Xa(k — 1).

Modifikuosime statistika Rrg = Zf,l n;In(67/5?), atsizvelgdami j 4.6.3 pastaba. Zi-
nome, kad dispersijos o2 didziausio tikétinumo 1vert1s &2 yra paslinktasis. Nepaslinktajj
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jvertinj s2 gauname jvede pataisa s2 = né2/(n — 1). Todél Bartletas pasifilé i§ dalies mo-
difikuoti statistika Rpg, jraSant joje nepaslinktuosius dispersijy jvertinius ir pakei¢iant n; i
vi=mn; —1l,onjv=n-—k. Taigi

k
Rpg =vins? — E v; lnsf.
i=1

Kai n; — oo ir hipotezé teisinga, statistikos Rrg ir Rpg asimptotiskai turi ta patj chi kvadrato
skirstinj su k — 1 laisveés laipsniu.

Apskaitiuokime statistikos f%Ts vidurkj. Kai hipotezé H teisinga, tai kiekviena statistika
(vis2)/20? turi gama skirstinj G(1, v;/2), o statistika (vs?)/202 — gama skirstinj G(1, v/2).
Jeigu turime a.d. X ~ G(1, p), tai

E(In(aX)) = ﬁ /000 In(az)e 2P~ ldz = Ina + % InT'(p).

Pritaike gama funkcijos logaritmo skleidinj (zr. [1]), turésime

1 1 1
E(In(aX)) =lna+Inp — % 122 O(E)
ir )
- 20 v 1 1 1
ERrs=v{ilh—+In- — - - — +0(—
rs =viln—— +ln o —— 2 (3}
k
202 v;i 1 1 1
—Zyj{lni+ln—]————2+0(—3)}
et vj 2 vj 31/]. %
1 1 o1 1
— {4 L 0O(= 4L O(—
oot (VS)}+;”J{VJ+SVE+ G
1,41 1 1
:k71+§(2ﬁ*§)+0(m1n§).
j=1"J j
Imame statistika
1 1 1
W1 = Rpg(1 — - —
! Ts( 3(k—1) (Z v o 2 )

Kai hipotezé teisinga, tai
1
EW; =k — 14 O(min —3)
Yi

Jei n néra labai didelis, statistikos W7 skirstinys tiksliau aproksimuojamas x2(k—1) skirstiniu.

4.6.3. Asimptotiné kriterijy galia. Asimptotinis santyki-
nis efektyvumas

I8 dviejy kriterijy, kuriy reik§mingumo lygmuo tas pats, tikslesnis tas, kurio
galia tolygiai didesné. Taciau daznai pasitaiko, kad su vienomis alternatyvomis
vieno kriterijaus galia didesné uz kito, o su kitomis alternatyvomis, atvirks¢iai.
Suprantama, kad informacija apie kriterijaus galia reikalinga, kad kiekvienu
konkre¢iu atveju buty galima pasirinkti tinkamesnj kriterijy. Taciau rasti kri-
terijaus galig daznai sudétinga. Todél natturalu ieskoti skaitiniy charakteristiky,
kurios apibudinty kriterijy tinkamumg ir leisty papraséiau juos palyginti tar-
pusavyje. Aigku, tos charakteristikos turéty buti asimptotinés, kai imties didu-
mas auga.
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Kai imties didumas neapréztai auga, pagristojo (praktiskai tik tokie ir taiko-
mi) kriterijaus galia artéja prie 1 kiekvienai alternatyvoje nusakytai parametro
reikSmei. Todél kriterijy negalima apibudinti jy galios riba. Taciau, kad ir kokia
didelé buty imtis, atsiras alternatyviy parametry reik§miy (galbit labai artimy
hipotezéje nusakomoms reik§méms), su kuriomis kriterijaus galia bus maZesné
uz vieneta. Taigi reikéty tirti kriterijaus galios kitima hipotezéje nurodytos
parametro reik§més aplinkoje, t.y. kitima, kai imties didumas n — oo, o
parametro reikSmé artéja prie hipotetinés.

4.6.4 pavyzdys. Empirine mediana ir empiriniu vidurkiu gristy kriterijy hipotezei apie

vidurkio reik§mes tikrinti pagristumas ir asimptotinés galios funkcijos. Tegu paprastoji imtis
X = (X1,..., Xn)T gauta stebint a.d. X ~ N(6, 02). Tikriname hipoteze H : 6 < 69, kai

alternatyva yra H : € > 6g. TG kriterijus nerandomizuotas. Hipotezé atmetama, kai

V(X — o)

S

> ta(n —1).

Kai parametro reiksmé 6 > 6y fiksuota ir n — oo,

VAKX —00) _ Vi(X=0)  VaO=60) 5

S S S

nes s 5 o, /a0 — 8p) — 00, V(X —0)/s % Y ~ N(0,1). Be to, ta(n — 1) — zo. Taigi

kriterijaus galia ~
n(X — 6,
() = Py VX =00

Nagrinékime kita (asimptotinj) kriterijuy, gauta remiantis empirine mediana X. Zinome, kad

>ta(n—1)} — 1.

X -6
VX = 90) 4y N(0,1).
s\/7T/2

Nerandomizuotas asimptotinis reik§mingumo lygmens « kriterijus atmeta hipoteze, jei

V(X = 6o)

—F > Za-

s/m/2

Taske 6p sio kriterijaus galia B(Qo) — «. VisiSkai analogiSkai, kaip ir pirmojo kriterijaus, su
kiekvienu fiksuotu 6 > 0y galia B(0) — 1.

Abu kriterijai pagristi. Kuris i§ jy geresnis? Norint juos palyginti, vietoje fiksuotos
alternatyvos 6 > 6y nagrinékime artéjanciy alternatyvy seka

h
Hp: 0p =00+ —, h>O0.
o+\/ﬁ

Tada

—Y ~ N(h/o,1). (4.6.20)
Kriterijaus galia
B(On) = Po(Y > za) =1—P(20 — h/0).
Antrojo kriterijaus galia
B(ln) = 1—P(za —/2/7h/0o).
Turime lim 3(6,) > lim B(Qn) su visais h > 0. Vadinasi, pirmasis TG kriterijus asimptotiskai

yra tolygiai galingesnis uz antrajj.

Apibendrindami tarkime, kad « lygmens kriterijus hipotezei 8 < 6y, kai
alternatyva yra 6 > 6, sudaromas naudojantis statistika 7, ir kritiné sritis yra

V(Tn — p(6o))

> Choo- 4.6.21
o (60) ’ (4.6.21)
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Tegu H,, : 0 =6, =0y + % yra artéjanciy alternatyvy seka ir
\/ﬁ(Tn - M(en))
o(0n)

Daznai u(9) = E¢T,, 02(0) = VT, bet nebutinai. Ka tik 4.6.4 pavyzdyje
nagrinéto pirmojo kriterijaus atveju imame 7T,, = X /s. Tada i§ (4.6.20) formulés
igplaukia, kad

ﬁ(xenenoo)_\/ﬁ(Xen)giwa(o,l).

LY ~ N(0,1). (4.6.22)

S (o2 S
Siuo atveju u(f) = (0 — 6g) /o, o(6) = 1.

4.6.1 teorema. Tarkime, kad su visais h > 0 teisinga (4.6.22) formulé. Be to,
funkcija p diferencijuojama, o funkcija o tolydi taske 6y. Tada, kai yra artéjanciy
alternatyvy seka, kriterijaus, nusakomo (4.6.21) kritine sritimi, galios funkcijos

riba _
lim B,(0n) =1— @ (za - h“(eo)) .

Irodymas. Ribinis reikSmingumo lygmuo yra «, todél ¢, o — zo. Be to,
Vn(p(0n) = 1(00)) — 1(6o)h. Tada

V(T — p(bo))

)
" a(6,) a(0,) (0,

—~1-® (za—hZEZED

_p, {\/H(Tn — 1)) _ ena0(00)  vn((0n) — 1(09))

A

4.6.4 pastaba. Fiksuotam 6 imkime h = y/n(0—0,). Kai n dideli, apytikslé
galios funkcijos israiska yra

Bu(@) ~1—® <za — /(6 - GO)ZEZED : (4.6.23)

4.6.5 pastaba. Tikétinumy santykio, Valdo ir informantinio asimptotiniy
kriterijy galios funkcijy ribos, kai yra artéjancios alternatyvos, uZraSomos ne
normaliojo, o necentrinio chi kvadrato skirstinio terminais.

Tarkime, kad turime kelis (4.6.21) pavidalo kriterijus. Jy asimptotinj efek-
tyvuma galima gauti, palyginus asimptotines galios funkcijas. Ivesime asimp-
totinio santykinio efektyvumo savoka, kuri taip pat vartojama asimptotiniam
kriterijy efektyvumui palyginti.
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Tarkime, kad turime parametro 6 reik§miy seka 6, | 6y, kai n — oo. Fik-
suokime reik§mingumo lygmenj o € (0,1) ir v € (a, 1). Kiekvienam kriterijui
ieskome tokio maziausio imties didumo n,,, kad kriterijaus galia tenkinty salyga:

B (Bo0) <, B, (0m) > 7. (4.6.24)

Tarkime, kad turime du kriterijus, kuriems Siomis formulémis apibréztos iméiy
didumy sekos yra ni., ir nom,.

4.6.2 apibrézimas. Jei egzistuoja riba

tai ji vadinama pirmojo kriterijaus asimptotiniu santykiniu efektyvumu (ASE)
antrojo atzvilgiu.

Si savoka ypac prasminga, kai riba nepriklauso nuo «,7 ir sekos 6,,, parinkimo.
Tada E;5 parodo dideliy im¢iy didumuy, reikalingy uztikrinti ta paciag lyginamy
kriterijy galia, santykj. Pateiksime gana bendras salygas, kuriomis taip yra.

4.6.2 teorema. Tarkime, kad imties X tankis f(x,0,9) o-baigtinio mato u
atzvilgiu yra toks, kad

/ | F@,0.9) ~ f(w.60,9) | pldw) 0, ai 6160,

su visais n. Statistikos Ty, ir Ty, apibréZia (4.6.21) kritines sritis ir su bet kuria
seka 0, | 0y teisinga (4.6.22) formulé, o funkcijos p;(0) ir 0;(0) tenkina 4.6.1
teoremos salygas ir [1;(6y) # 0. Tada asimptotinis santykinis efektyvumas E1s
nepriklauso nuo «,~y ir sekos 0,, parinkimo ir

Mam _ (u1<9o>/o—1(90>)2
f12(00)/02(00) )
Irodymas. Pirmiausia parodysime, kad n;, — oo, kai m — oco. Kriterijy

galios tenkina (4.6.23) salyga, todél kiekvieno i§ jy galios funkcija 3,,, () (kol
kas indekso ¢ nerasome) tenkina nelygybe

E12 = lim
m—00 nlm

B, (00) +1 =By, (0m) <a+1—vy<1. (4.6.25)
Jei K, yra kritiné sritis, tai

B (00) + 1~ B, () = 1+ / (f (@, 00,9) — [ (@, 00, 9))lde)
K

n

>4 / (F(x00,9) = F(, 0, 9))u(d)
f(@,00,%)—f(2,0,,,9)<0
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F(@.00, ) +£(X,0,,,9)<0
Todél, paéme bet kokj baigtinj ¢ > 0, gauname

min (B, (00) + 1 — Bn,, (0m)) — 1, kai m — cc.

Nnm <c

I5 ¢ia i8plaukia, kad jei (4.6.24) nelygybés tenkinamos su visais 6,,, tai n,, — oo.

Kadangi ribinis kriterijaus statistikos désnis yra normalusis, o n,, apibréziami
kaip minimalds stebéjimy skaiciai, kuriems uztikrinamas reik§mingumo lygmuo
« ir galingumas, ne mazesnis kaip v, tai ¢p o — 2a, 0 Bn,, (0m) — 7. Todél

Viim (T, — 1(6o))

/Bnm (em) = PGm{ 0_(90) ) > Cnm,(x}
_ Vi (T, — 1(0m)) _ Cnpao(B0) VI (p(0m) — (o))
= Po,{ o(0n) s o (0m) }
=Py, { Vi Ty = 10n)) o(1) — v/un (O — 00)t(00) (1+o0(1)} —
U(Qm) U<90)
—v=1-®(2y), kai m — oo.
Tada
m(em - 00)/”'(90)

_ fo) 2
= e — 2y = (O —0 2—>((ZQ,Z”)U()
o (6o) k ( ) (o)
I8 ¢ia gaunamas teoremos teiginys.
A

4.6.5 pavyzdys. FEmpirine mediana gristo kriterijaus asimptotinis santykinis efek-
tyvumas empiriniu vidurkiu gristo kriterijaus atZvilgiu. Nagrinéto 5.6.4 pavyzdzio kriterijy,
grindZiamy empiriniu vidurkiu ir empirine mediana, p1(0) = (6 — 6o)/0, 01(0) = 1, p2(0) =

(9 — 90)/\/71'/20'7 0’2(0) = 1, taigi /l1(00)/0’1(90) = ].7 ﬂz(@o)/o’z(@o) = \/2/71'. Vadinasi,
FEio = (\/7‘(‘/2)2 > 1.

Taigi pirmasis kriterijus efektyvesnis. Kai imtys didelés, vietoje X imant empirine mediang,
X reikés apie /2 & 1,57 karto didesnés imties, kad i§vady tikslumas biity toks pat.

4.6.6 pastaba. Jei pirmosios i§vestinés [(6g) = 0, tai ASE apibrézima
reikia keisti naudojant maziausios eilés nenulines iSvestines.

4.6.7 pastaba. Keleta kitokiy kriterijy palyginimo rodikliy galima rasti
knygoje [15], Ta.7 skyrelyje.

4.7. Parametriniy hipoteziy tikrinimo pavyzdziai

Remdamiesi tuo, kas i§déstyta, pateiksime dazniausiai naudojamy modeliy para-
metriniy hipoteziy tikrinimo pavyzdziy.
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I8 pradziy detaliau aptarsime parametriniy hipoteziy apie normaliojo skirs-
tinio parametry reikSmes tikrinimo kriterijus. Normalusis skirstinys svarbus
ne tik todél, kad juo daznai apraSomi stebimy a.d. skirstiniai, bet ir dél to,
kad daugelio statistiky, kuriais grindziami kriterijai, skirstiniai aproksimuojami
normaliuoju skirstiniu.

4.7.1. Vienmatis normalusis skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X = (X7, ..., X,,)7 gauta stebint normalyjj a.d. X ~
N(u, 0%), —oo < pu < +o0, o > 0.

1. Hipoteziy apie vidurkio reikSmes tikrinimas

a) Dispersijos reiksmé Zinoma. Tegu parametry kitimo sritis yra —oco < u <
+00, 0 = 0p. Tikrinkime hipoteze H; : u = o, kai alternatyva yra Hy : p >
wo- Kadangi skirstinys priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniy
Seimai, T = X yra pakankamoji statistika, tai egzistuoja (4.3.1) pavidalo TG
kriterijus (Zr. 4.2.4 pastaba). ReikSmingumo lygmens « kriterijaus kritiné sritis

K ={X:Z= \/EXU_O”O > 2o} (4.7.1)
Kriterijaus galia
O N e U= AP
=B\ —z4), A=yl HO (4.7.2)

0o
Kriterijaus galios funkcija (1(u), argumentu imant A, pavaizduota 4.7.1
paveiksle (o = 0, 05)
Tarkime, z yra statistikos Z realizacija. Tada P reikSmiy terminais kriterijus
(4.7.1) formuluojamas taip: hipotezé H atmetama lygmens « kriterijumi, kai

pw=P,{Z>z2}=1-2(z2) <a.

4 B0
Wem———m—————— ] ———_——————— e —
0%

08 Al
07
o8 By (u)
05
04
03
02
01

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

S |

4.7.1 pav. Galios funkcijy pavyzdziai
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Kaip ir 4.2.1 pavyzdyje jsitikiname, kad, tikrinant hipotez¢ Ho : pn = po, kai
alternatyva yra Hoy : p < pg, TG kriterijaus kritiné sritis yra

X*#o

Ky={X:Z=vn < —Za}, (4.7.3)

0o
arba P reikSmiy terminais, hipotezé atmetama, kai
pv=®(2) < a.

Sio kriterijaus galia

B2 = PV < o) = 0(A ) (47.4)

o
monotoniskai artéja prie 1, kai g — po — —oo (Zr. 4.7.1 pav.).

Palygine (4.7.2) ir (4.7.4) kriterijy galias, matome, kad funkcija B2 (p) simet-
riné funkcijai 81 (u) tasko u = ug (arba A = 0) atzvilgiu.

Tikrinant hipoteze Hs : u = po, kai alternatyva Hs : pu # po yra dvipuseé,
tolygiai galingiausias kriterijus neegzistuoja. Jeigu $iai alternatyvai taikytume
(4.7.2) kriterijy, tai galios funkcija (1 (u), apibrézta visiems —oo < p < oo ,
buty mazesné uz reik§mingumo lygmenj, kai pu < po (zr. 4.7.1 pav. bruksniné
linija), t.y. kriterijus, kurio kritiné sritis (4.7.1), bty paslinktasis. Apsiribojus
nepaslinktaisiais kriterijais, TGN kriterijus pateiktas 4.3.1 pavyzdyje. Jo kritiné
sritis _

Ky={X:|Z| = \/ﬁ‘XJiO“O' > 2o}, (4.7.5)

o galios funkcija
Ba(p) = @(=A — za/2) + P(A — z0/2) (4.7.6)

artéja prie 1, kai |u — po| = oo (arba |A\| = o0). TGN kriterijaus (4.7.5) galia
Bs3(p), suprantama, yra mazesné uz TG kriterijy galia 51 (u) arba B2(u) srityse,
kuriose §ios funkcijos apibréztos. Tai matyti i§ 4.7.1 paveikslo.

Kriterijus (4.7.5) P reik8miy terminais formuluojamas taip: hipotezé at-
metama, kai

pv =2min(®(z),1 — (2)) = 2(1 — (|2])) < a.

4.7.1 pastaba. Remiantis 4.5.3 skyrelio rezultatais galima tvirtinti, kad
(4.7.1) ir (4.7.3) kriterijai yra TG ir sudétinéms hipotezéms H; : p < po arba
Hy : > po tikrinti, kai alternatyvos atitinkamai yra Hy : 4 > po arba Hs :
< po-

4.7.2 pastaba. Pagal 4.5 skyrelio medziaga, (4.7.1), (4.7.3) ir (4.7.5) krite-
rijus galima perra8yti pasikliovimo intervaly terminais. Butent patekti j kritine
sritj K7 yra ekvivalentu nelygybei pg < p, o patekti i Ko — nelygybei pg >
7i; ¢ia p ir 7@ yra parametro p pasikliovimo intervalo, kai pasikliovimo lygmuo
Q = 1 — 20, virSutinis ir apatinis réziai. Patekti j kritine sritj K3 ekvivalentu
nelygybéms pg < p arba pg > 1, kai intervalo pasikliovimo lygmuo Q =1 — a.
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4.7.1 pavyzdys.Hipotezés apie normaliojo skirstinio vidurkio reik§mes tikrinimas. Tar-
kime, pagal didumo n = 50 paprastaja imtj, gauta stebint a.d. X ~ N(u,4), surasta empirinio
vidurkio realizacija X = 1,51. Reikia patikrinti hipoteze H : p < 1, kai alternatyva yra
Hy : p> 1, o kriterijaus reik§mingumo lygmuo « = 0, 05.

Remdamiesi (4.7.1) randame statistikos Z realizacija

X -1

BT

ir palyginame ja su kritine reik§me 20,05 = 1,645. Kadangi Z realizacija z didesné uz 1,645,
tai hipotezé H atmetama.

Kriteriju galime suformuluoti P reik§miy terminais. Randame P reik§me pv = 1—®(2) =
1— ®(1,803) = 0,0357. Kadangi P reik§mé maZesné uz reik§mingumo lygmenj o = 0, 05, tai
hipotezé atmetama.

Remiantis 4.5 skyreliu, kriterijy galima suformuluoti pasikliovimo intervaly terminais.
Randame parametro p pasikliovimo lygmens Q = 1 — 2a = 0,9 pasikliovimo intervala

= 1,803

(i 1) = (X — za%; X+ za%) = (1,045; 1,975).

Kadangi po =1 < p = 1,045, t.y. pasikliovimo intervalas pasislinkes j deSing nuo hipotetinés

reikSmés puo = 1, tai hipotezé H atmetama.

4.7.3 pastaba. Atkreipkime démesj j (4.7.2), (4.7.4) ir (4.7.6) formules —
galia priklauso ne tik nuo alternatyvios parametro reikSmeés, bet ir nuo imties
didumo n. Jeigu kriterijus pagristasis, tai su kiekviena alternatyvia parametro
reik§me jo galia artéja prie 1, kai n — oo. Kriterijaus (4.7.1) galios priklau-
somybé nuo imties didumo n grafiskai pavaizduota 4.7.2 paveiksle.

=
>

Hy 4 i

4.7.2 pav. Kriterijaus galios priklausomybé nuo imties didumo

Remiantis kriterijaus galios priklausomybe nuo imties didumo, galima taip
planuoti eksperimenta, t.y. parinkti tokj imties diduma n, kad tas kriterijus
turéty reikiama galia. Tuo jsitikinsime panagrinéje tokj pavyzdj.

4.7.2 pavyzdys. Imties didumo parinkimas. Remdamiesi (4.7.1) kriterijumi tikriname
hipoteze H1 : p = po, kai alternatyva yra Hi : p > po. I8 galios pavidalo matome, kad jei
skirtumas p — po yra mazas, tai prireiks labai didelio n, kad neteisinga hipotezé biity atmesta.
PraktiSkai tokio klaidingo sprendimo pasekmeés gali buti nedidelés, palyginti su pasekmémis,
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kai Hp priimama tikrajai p reik§mei daug skiriantis nuo po. Sakykime, reikia parinkti tokj
imties diduma n, kad tikimybé, jog hipotezé H; bus priimta, kai tikroji parametro reiksmé p
yra intervale [u1,00), biity ne didesné uz o’. Tada, ieskant imties didumo, n atZvilgiu reikia
igspresti nelygybe (Zr. 4.7.2 pav., briksniné linija)

Bi(p) = @(\/ﬁ“l%o’“‘“ —za)>1-d.

I§ ¢ia gauname, kad imties didumas n tenkina nelygybe
i 2
n > 5 (2ar + 2a)”. (4.7.7)
(11 — ko)
Matome, kad imties didumas tiesiog proporcingas dispersijai ir atvirk§¢iai proporcingas ats-
tumo p1 — po kvadratui.

4.7.3 pavyzdys. (4.7.1 pavyzdZio tesinys). Imties didumo radimas. Tarkime, kad 4.7.1
pavyzdzio salygomis reikia rasti tokj imties diduma, kad tikimybé atmesti hipoteze H : p < 1
bty ne mazesné uz 0,99, kai tikroji parametro p reik§meé tenkina nelygybe p > 1,5.

Remiantis (4.7.7) imties didumas n turi tenkinti nelygybe

2
90

n> ————
(11 — po)?

4
(Za + Za/)z = W(Z0705 + 20,01)2 = 252,33.

Taigi imties didumas turi bliti ne mazesnis uz 253.

b) Dispersijos o reikimé neZinoma. Siuo atveju stebimo a.d. skirstinys
priklauso dviparametriy eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Tikrinama hipo-
tezé dél vieno parametro reikSmiy, o kitas parametras yra trukdantysis. Todél
reikia remtis 4.5.4 skyrelio medziaga.

Hipoteziy dél vidurkio g reik§miy tikrinimo kriterijy sudarymas detaliai is-
nagrinétas 4.4.4 pavyzdyje.

Tikrinant hipoteze Hy : p = o (arba pu < pg ), kai alternatyva yra H; :
p > po, hipoteze Ho : 1 = po (arba pu > pg), kai alternatyva yra Ho : g1 < o,
hipoteze Hs : ju = o, kai alternatyva Hs : pu # o yra dvipusé, egzistuoja TGN
kriterijai, kuriy kritinés sritys atitinkamai

Ky = (X s (- 1),

Ky ={X: \/ﬁ@ < —to(n—1)}, (4.7.8)

K3 ={X: \/ﬁM > to/2(n— 1)}

s
Jeigu tikroji parametro reik8meé yra p # po, tai a.d.

X _ nX=p 4yt
\/ﬁ MO:\/>(7 \/>,7

S s2
V o2
Z+ A
= 72 = tnfl;)\
EXTL—I
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yra trupmena, kurios skaitiklyje Z + A ~ N (), 1), o vardiklyje poSaknyje ne-
priklausantis nuo skaitiklio a.d. x2_, padalytas i§ savo laisvés laipsniy. Tokio
santykio skirstinys vadinamas necentriniu Stjudento skirstiniu su n — 1 laisvés
laipsniy ir necentriskumo parametru A = /n(u — pg)/o. Taigi (4.7.8) kriterijy
galia i§reiskiama necentrinio Stjudento skirstinio pasiskirstymo funkcija. Kai
1L = po, tai necentriSkumo parametras 0 ir kriterijaus galia lygi «.

Kai A — oo hipotezés H; atveju, A — —oo hipotezés Hs atveju arba |A| — oo
hipotezés Hs atveju, tai kriterijaus galia artéja prie 1.

Pavyzdyje 4.4.4 buvo pastebéta, kad kai n ir p fiksuoti, o dispersija o2 didéja,
kriterijaus galia artéja prie reik§mingumo lygmens, nes necentriSkumo parame-
tras A — 0.

Pazymékime t statistikos T = /n(X — po)/s realizacija ir tegu F(z|v)
yra Stjudento skirstinio su v laisvés laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada
P reik§miy terminais kriterijai (4.7.8) formuluojami taip: hipotezés Hy, Ho, H3
atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygybés

pr=1—-F(tin—-1)<a, pv=F(tln—-1) <q,

pv=2min(l — F(tjn — 1), F(tln — 1)) =2(1 — F(Jt||]n — 1)) < o

4.7.4 pavyzdys.(Hipotezés apie vidurkio reik§me tikrinimas. Imties didumo parinki-
mas) Tarkime, kad 4.7.1 pavyzdyje dispersija o2 nezinoma, o jos NMD jvertis s = 4. a)
Patikrinsime hipoteze H : u < 1, kai alternatyva yra Hy : p > 1, o kriterijaus reikémingumo
lygmuo o = 0,05. b) Rasime tokj imties diduma, kad hipotezé H biity atmesta su tikimybe,
ne mazesne uz 0,99, kai tikroji parametro p reik§mé tenkina nelygybe (u — 1)/0 > 0, 25.

a) Remdamiesi (4.7.8) randame statistikos T realizacija

. \/ﬁX 1
ir palyginame ja su kritine reik8me ¢0,05(49) = 1,6766. Kadangi T realizacija didesné uz
1,6766, tai hipotezé H atmetama. Randame P reik§me pv = 1 — F(1,803]49) = 0,0388.
Kadangi P reik§meé pv = 0,0388 yra mazesné uz reikimingumo lygmenj oo = 0, 05, tai hipotezé
atmetama.

b) Imties didumui rasti turime nelygybe

P{tnfl;)\ >t0¢(n_1)} > 0,99, A:\/E(#_#O)/U:\/E/Zl

Tegu F(z|v;\) = P{t,,x < x} yra necentrinio Stjudento skirstinio su v laisvés laipsniais ir
necentriSkumo parametru A pasiskirstymo funkcija. Tada reikia rasti maziausiajj sveika skaiciy
n, tekinantj nelygybe

= 1,803

1— F(ta(n—1)|n—1;y/n/4) <0,01.
Naudodami SAS arba SPSS paketus randame, kad 1— F(to,05(252)|252; v/253/4) = 0,01015 >
0,01, 0 1 — F(t0,05(253)|253; v/254/4) = 0,00993 < 0,01. Taigi imties didumas n turi tenkinti
nelygybe n > 254.
Kai néra galimybés pasinaudoti kompiuteriu, apytiksliai reikalinga imties diduma galima
rasti naudojant normaligja aproksimacija. Turime

P{t,_1A>ta(n—1)}=P{U>0}, U=Z+A—ta(n—1)/x2_;/(n—1);

t2(n—1)

EU~)\—t -1), VU=1 .
aln—=1) Jr2(n—1)

Apytiksliam imties didumui rasti turime nelygybe

P{U >0}~ 1—®((ta(n—1) — )\)/\/1 +12(n—1)/(2(n — 1)) > 0,99.
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I§ ¢ia gauname, kad imties didumas n tenkina nelygybe

n>16 [to,os(n —1) +too1(n — 1)\/1 +12 05 (n — 1)/(2(n — 1))]2 & 0> 254
Taigi aproksimacija normaliuoju skirstiniu §iame pavyzdyje yra gana tiksli.
2. Hipoteziy apie dispersijos reikSmes tikrinimas
a) Vidurkio p reik§mé yra Zinoma ir lygi po-

Imties X = (X1, ..., X,,)7 skirstinys priklauso vienparametriy eksponentinio
tipo skirstiniy Seimai (4.3.6), o tankis

f(@, 0) = h(z) exp{n(0)T'(x) — b(0)};

1
202

n(9) = T(x)=> (i—m)® bl)=Ino, hx)=(V2r)™"

i
Todél, remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG kriterijus hipotezei H; : 0? =
o2 (arba 02 < 02), kai alternatyva yra Hy : 02 > o2, tikrinti. Jo kritiné sritis

K, ={X: T((:g() > x2(n)}. (4.7.9)

Egzistuoja TG kriterijus hipotezei Hj : 0% = o (arba 02 > 03), kai alter-
natyva yra Hy : 02 < 03, tikrinti. Kritiné sritis

Ky ={X: T()f) <xI_,(n)}. (4.7.10)
90

Pazymékime y statistikos Y = T(X)/o3 realizacija ir tegu F(z|v) yra x?
skirstinio su v laisvés laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reik8miy termi-
nais kriterijai (4.7.9),(4.7.10) formuluojami taip: hipotezés Hy, Ho atmetamos,
kai atitinkamai teisingos nelygybés

pr=1—Fyn—1)<a, pv=Fyn-1) <a.
Tikrinant hipoteze Hj : 0% = 02, kai alternatyva Hj : 02 # o2 yra dvipuse,

TG kriterijus neegzistuoja. Taciau, naudojantis 4.3.2 teorema, galima rasti
TGN kriterijy, kurio kritiné sritis

(X (X
K;={X: (2 ) < c¢; arba (2 ) > ety (4.7.11)
90 90

Cia konstantos ¢ ir co randamos i§ lygéiy sistemos (zr. 4.4.2 pavyzdj)

P{ci <x2<c}=1-aq,
Ploy<x2o<c}=1-oa



234 4 SKYRIUS. PARAMETRINIU HIPOTEZIU TIKRINIMAS

Kriterijy, apibrézty (4.7.9), (4.7.10) ir (4.7.11) formulémis, galios funkcijos
B1(c?), B2(c?) ir Bs(0?) idreiskiamos x? skirstinio pasiskirstymo funkcija

Bi(0%) = Pra{ T2 > X2} = PO > T )
0_2
52(0?) = PUE < D0 (), (1712)

Ba(e?) = 1-P( Doy <12 < B
30>_ {0_261<Xn<0_202}'

4.7.4 pastaba. DaZnai vietoje (4.7.11) kriterijaus taikomas paslinktasis,
ta¢iau papras¢iau randamas simetrinis kriterijus, kurio kritiné sritis

~ (X T(X
K3 ={X: iQ ) < X%_Q/Q(n), arba 22 ) > Xi/g(n)}. (4.7.13)
0 0

P reik8miy terminais kriterijus formuluojamas taip: hipotezé H3 atmetama,
kai teisinga nelygybé

pv=2min(l — F(yln—1),F(yln—1)) <«

Sis kriterijus yra paslinktasis. Kai n dideli (4.7.11) ir (4.7.13) kriterijai mazai
kuo skiriasi. Palyginti 4.7.3 paveiksle pavaizduoti 8iy kriterijy galios funkcijy
B3(c?) ir B3(0?) grafikai, kai imties didumas n = 10 ir n = 30, o argumentu
imamas santykis A = 02 /0?2, reikémingumo lygmuo (« = 0,05).

B
10
09
08
07
06
05
04
03
02
01
0%‘ - ‘ ‘ —

0 1 2 3 4

4.7.3 pav. TGN ir paslinktojo kriterijy galios funkcijos

b) Vidurkio reiksmé neZinoma. Imties skirstinys priklauso dviparametrei
eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Tikrinamos hipotezés dél vieno parametro
reik8miy, o kitas parametras yra trukdantysis.
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TGN kriterijai pateikiami 4.4.2 pavyzdyje. Ju kritinés sritys nuo apibrézty
(4.7.9), (4.7.10), (4.7.11) ir (4.7.13) formulémis skiriasi tik tuo, kad vietoje krite-
rijaus statistikos Y, (X; — p0)? yra >_,(X; — X)?, o imties didumas n pakeistas
n—1.

4.7.5 pavyzdys. Imties didumo radimas. Tarkime, didumo n paprastoji imtis gauta
stebint a.d. X ~ N(u,02). Tikrinama hipotezé H : ¢ < o2, kai alternatyva yra Hi :
a? > 08, o kriterijaus reikSmingumo lygmuo a = 0,05. Reikia rasti tokj imties diduma, kad
hipotezé H biity atmetama su tikimybe, ne mazesne uz 0,9, kai tikroji parametro o2 reiksmeé
tenkina nelygybe o2 > 1,503.

Remdamiesi (4.7.12) formuléje pateikta galios funkcijos iSraiska, imties didumui rasti
turime nelygybe

2
Bi(c®) =P{xp_1 > gxi(n -1)}>0,9 & n>105.

Apytiksliai imties diduma galime rasti naudodami a.d. x2 aproksimavima normaliuoju
skirstiniu. Imties didumui rasti turime nelygybe

25 (n—1)/3—(n—
2(n —1)

1
ﬁl(az)z1<1>( )>>0,9 & n>102,8.

Taigi imties didumas turi bfiti ne maZesnis uz 103. Aproksimacijos paklaida palyginti ne-
didelé.

4.7.2. Dviejy normaliyjy im¢iy parametry palyginimo hipo-
tezés

Tarkime, X = (X1,..,X,)T ir Y = (Y3,...,Y,,)T yra nepriklausomos imtys,
gautos stebint n.a.d. X ~ N(u1,0%) it Y ~ N(ug,03). Jungtinés imties
(X7, YT tankis

oy 1 9 M1 1 2 M2
f(X,Y;6) = Cexp —27%;)9 +;%;Xi—@;¥i +;§;Yi—b<e>}

(4.7.14)
priklauso keturparametriy eksponentinio tipo skirstiniy Seimai, parametras 8 =
= (:ula H2, 01, 02)T7 —00 < 1, p2 < 00, 0 <oy, o9 <00, C= (277)_(7n+n)/2'

1. Vidurkiy palyginimo hipotezés. Sakykime, reikia patikrinti hipotezes
Hy:py —po < Bo (arba py — po = Bo), Ha iy — pa > Bo (arba py — pa = o)

ir Hy : g1 — p2 = Bo, kai alternatyvos atitinkamai yra Hi : u1 — p2 > fo,
Hs: w1 — po < ﬁo ir Hs : M1 — W2 7& 60. Skirsime keletq atveju.

a) Dispersijy o3 ir o5 reik§més yra Zinomos ir lygios atitinkamai o3, ir 03,.
Tada (4.7.14) tankis priklauso tik nuo dviejy parametry p; ir po. Pertvarkykime
ji taip, kad i8siskirty parametras p; — ps — SBo ir tankis jgyty (4.4.2) pavidala:

F(X,Y30,9) = exp{0U (X, Y) + 9T(X,Y) - B(0,0)},

(1 — p2 — Bo)mn 9= nosy(p1 — Bo) +moigpe

9 =
2 2 2 2
moiy + noy, moiy + Nojg

i

U=UX.Y)=X -V, T=T(X,Y)= 2 X+ 2V
) 030
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Kadangi statistikos o
7 (X =Y — Bo)y/mn
\V/mo?, + noi,

skirstinys, kai g1 — po = Bo, yra N(0, 1) ir nepriklauso nuo 9, tai jis nepriklauso
irnuo T (Zr. 4.4.4 teorema). Remiantis 4.4.3 teorema, egzistuoja TGN kriterijai
dél parametro 6 (kartu dél skirtumo pq — po) reikSmiy, kai yra vienpusés ar
dvipusé alternatyvos. Kadangi Z yra monotoniskai didéjanti ir tiesiné pagal U,
tai nagrinéjamy hipoteziy tikrinimo kriterijy kritinés sritys yra

K ={X,Y):Z >z}, K ={XY):Z<~-2}
K3 ={(X,Y):]Z] > za/2}. (4.7.15)

Kriterijy galios funkcijos iSreiskiamos standartinio normaliojo skirstinio pa-
siskirstymo funkcija ®(z) (7r. (4.7.2), (4.7.4) ir (4.7.6) formules).

Pazymeékime z statistikos Z realizacija. Tada P reik§miy terminais kriterijai
(4.7.15) formuluojami taip: hipotezés Hq, Ho, Hs atmetamos, kai atitinkamai
teisingos nelygybés

pr=1-0(z) <a, pv=2(2)<q,
pv =2min(1 — ®(2), &(2)) = 2(1 — &(|2])) < a.

b) Dispersijy reiksmés neZinomos, taciau Zinoma, kad jos vienodos o3 = o3 =
o?. Tankis, apibréziamas (4.7.14) lygybe, priklauso nuo trijy parametry — i1, j2
ir 02. Pertvarkykime (4.7.14) tankj taip, kad igsiskirty dominantis parametras

p1 — p2 — Bo:
f(X, Y; 9, 19) = eXp{HU + 191T1 + 192T2 - 3(9,191,192)},

U=X-Y, Ty=nX+mY, Tp=>» X7+ Y7

g W—pe—Boymn o nlu = Fo) +mps 1
(m+n)o? = (m+n)e> = 7 202

Nagrinékime statistika
X-Y -6 U —Bo

V=VUT,T) =

N SHE S TS SN TS G ER

Funkcija V' yra monotonigkai didéjanti pagal U. Be to, jos skirstinys, kai
6 = 0, nepriklauso nuo parametry p1, po, o (kartu nuo T4, Ts; 7r. 4.4.4 teorema).
Tuo jsitikinti galima pazyméjus, kad V' reik§mé nepakinta, kai X; pakei¢iama j
(X; — p1)/o ir Y; pakei¢iama j (Y; — u2)/o.

Remiantis 4.4.3 teorema, egzistuoja TGN kriterijus hipotezei H; : 6§ < 0
(arba p1 — po < Bo), kai alternatyva yra Hi : 6 > 0, tikrinti. Jo kritiné sritis
yra V > c¢p, arba ekvivalencia forma

T >c, (4.7.16)



4.7. Parametriniy hipoteziy tikrinimo pavyzdZiai 237

T—v mn(m+n—2) X—-Y - B mn(m+n —2)
m+n Vst (n—1) + s2(m —1) m+n 7

¢ia s ir s3 yra nepasliktieji dispersijos o2 jvertiniai, sudaryti pagal imtj X ir
imtj Y. Kadangi statistikos T skirstinys, kai pu1 — pe = Bp, yra Stjudento su
m + n — 2 laisveés laipsniy, tai hipotezés H; TGN kriterijaus kritiné sritis yra

Ki={(X,Y):T>to(m+n—2)} (4.7.17)

Analogiskai tikrinant hipoteze Ha : 11 — p2 > By (arba py1 — pa = o), kai
alternatyva yra Ho : 1 — pa < Bo, TGN kriterijaus kritiné sritis yra

Ky ={(X,Y):T < —to(m+n—2)}. (4.7.18)

Tikrinant hipoteze Hs : 6 = 0 (arba ju; —us = o), kai alternatyva Hsz : 6 # 0
yra dvipuse, tiesiogiai pritaikyti 4.4.3 teoremos negalima, nes V néra tiesiné U
funkcija. Todél, kaip ir 4.4.4 pavyzdyje, imame funkcija,

W X -V -5 _ U

kuri tiesiSkai priklauso nuo U. Kadangi W ir V susieti lygybe
w

B N
N
tai W skirstinys, kai 6§ = 0, taip pat nepriklauso nuo 77, T5. Be to, W skirstinys,

kai & = 0, yra simetrinis tasko 6 = 0 atzvilgiu, todél, remiantis 4.4.3 teorema,
TGN kriterijaus kritiné sritis yra

V:

W] > c.

Funkcija |V| yra monotoniskai didéjanti pagal W. Todél §ia kritine sritj
galima perrasyti |V| (kartu ir |T'|) terminais. Gauname kritine sritj

Ky = {(X,Y):|T| > tos(m +n—2)}. (4.7.19)

Kaip ir 4.7.1 skyrelyje, (4.7.17), (4.7.18) ir (4.7.19) kriterijy galia iSreiskiama
necentrinio Stjudento skirstinio su m + n — 2 laisvés laipsniy ir necentriSkumo
parametru

5= (11 — p2 — Bo)v/mn
oym-—+n

pasiskirstymo funkcija.

Pazymeékime ¢ statistikos T realizacija ir tegu F'(z|v) yra Stjudento skirs-
tinio su v laisvés laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reik8miy terminais
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kriterijai (4.7.17), (4.7.18), (4.7.19) formuluojami taip: hipotezés Hy, Ho, H3
atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygybés

pr=1—Ftm+n—-2)<a, pv=F{t/m+n-2)<q,

pv=2min(l — F(tim+n—2),F{tjm+n—2)) =21 — F(Jt|lm+n—-2)) < a.

c) Dispersijos o2 ir 03 neinomos. Seimos (4.7.14), kai visi keturi parametrai

{1, 2, 01, 02 neZinomi, pakankamoji statistika T = (3, X;, >, Vi, >, X2, 57, Y?)
yra pilnoji. Taciau, jeigu tartume, kad teisinga hipotezé H : pu; — us = Bo,
tai likty trys parametrai o, o3, p = ps = pu1 — Bo, o pakankamoji statistika
buty keturmaté. Gauta tikimybiniy skirstiniy Seima néra pilnoji. Kad tuo
jsitikintume, pakanka imti funkcija X — Y — f3y, kurios vidurkis tapaciai lygus
0, o pati funkcija néra lygi 0. Taigi dviejy nepriklausomy normaliyjy imdciy
vidurkiy palyginimo hipotezéms tikrinti, kai abi dispersijos nezinomos (Berenso
ir Figerio problema), 4.5.4 skyrelio metodika netinka. Irodyta, kad reguliariyjy
funkcijy klaséje neegzistuoja priklausanti nuo X, Y, s?, s2 ir y; — us funkcija, ku-
rios skirstinys nuo nezinomyjuy parametry nepriklausyty. Taigi tikslus vidurkiy
palyginimo hipoteziy tikrinimo kriterijai neegzistuoja. Tenka apsiriboti apytiks-
liais pasikliovimo intervalais arba naudoti kitokia statistika, prarandant dalj
informacijos (7r. 4.7.3 skyrelj).

Jeigu imtys pakankamai didelés, tai apytikslius kriterijus galime sudaryti
remdamiesi tuo, kad asimptotiskai, kai m — oo, n — oo, statistika

(X_Y_*BO)’/mni)ZNN
V/ms? +ns3

Asimptotiniai hipoteziy Hy, Ho, H3 tikrinimo kriterijai formuluojami taip: hipo-
tezés atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygybés

Lpm = (0, 1).

Zmn > Zas Zmn < —Ra |Zmn‘ > Za/2> (4720)

arba, pazymeéjus z,,, statistikos Z,,, realizacija, asimptotiniy P reikSmiy pv,
terminais, kai atitinkamai teisingos nelygybés

Pa =1—=P(zmn) <, pra=P(zmn) <o, Py = 2(1 — @(|2ma])) < .

Kai imtys néra didelés, tai stengiamasi modifikuoti statistiky Z,,,, taip, kad
jos kritiniy reikSmiy priklausomumas nuo nezinomy parametry o; ir oo turéty
maza jtaka iSvady tikslumui. Viena i tokiy modifikacijy yra vadinamasis VelSo
santykis

Zmn ms? 1 1
— C= —F5—>, vy =n-—1, Vo =M — 1.
Ve, vy, 09, ) ms? + nss ! 2
Funkcija V' = V(c,v1, 2, a) parenkama taip, kad visiems teigiamiems o1, 09
galioty apytikslé lygybé

P{Zn > V(c,v1,v2,0a)|01,02} = a.
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Tada, tikrinant hipoteze H : uy — po = Bo, kai yra vienpusés ar dvipusé alter-
natyva, kritinés sritys yra
K, ={X)Y): Zpnn >V(c,v1,10,a)},
Ko ={(X)Y): Zpn < =V(c,v1,19,a)}, (4.7.21)
K; ={(X,Y) : | Zmn| > V(c,v1,v2,0/2)}.

Funkcijos V reiksmiy lenteles galima rasti knygoje [5]. Be to, atliekant skai-
¢iavimus matematineés statistikos programy paketais, tokia statistikos Z,,, mo-
difikacija yra numatyta. Pavyzdziui, atliekant skai¢iavimus su SAS paketu [13],
reikia nurodyti, ar turima informacijos apie dispersijy lygybe. Jeigu nurodoma,
kad dispersijos vienodos, tai naudojami (4.7.17), (4.7.18) ir (4.7.19) kriterijai.

Jeigu nurodoma, kad dispersijos nezinomos, tai naudojamas modifikuotas kri-
terijus.

2. Dispersijy palyginimo hipotezés. Sakykime, reikia patikrinti hi-
potezes Hy : 02 < ko2 (arba 0? = ko3), Hy : 02 > ko2 (arba 0? = ko2),
Hj : 0?2 = ko3, kai alternatyvos atitinkamai yra H; : 03 > ko3, Hy : 03 < ko3,
Hs: 0% # kol.

Skirstiniy (5.7.14) tankj pertvarkykime taip:

f(X, Y0, 19) = eXp{QU + 91 T1 +092To +193T3 — B(Q, 19)},

1 k 1 ny npo
0= —-5+—5, h=—p — Pl 9. —
202 * 2o’ T 202" 7T g2 TP 52

U=>Y? Ti=) X7+kY Y Th=X, T3=Y.
Nagrinékime §iy statistiky funkcija
(m—-1)3,(Xi—X)? _sf _ (m—1)(T1 — kU — nT3)

K=y, —Y)?  ksj  kn—1)(0 -nT)

kuri monotoniné pagal U. Jos skirstinys, kai § = 0 (t.y. o7 = ko3), yra
Figerio skirstinys su m» — 1 ir m — 1 laisvés laipsniy. Taigi F' skirstinys, kai
6 = 0, nepriklauso nuo parametry 91,92, 93, o kartu nuo statistiky 7, To, T3 (Zr.
4.4.4 teorema). Remiantis 4.4.3 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotezéms
Hy : 0 <0ir Hy : 8 > 0 (jos ekvivalen¢ios hipotezéms H; : Jf < ka% ir
Hy : 0?2 > ko3), kai alternatyvos yra vienpusés, tikrinti. Jy kritinés sritys yra

K, ={X,)Y):F>Fy,(n—1,m-1)},
K={X)Y): F<Fi_o(n—=1,m-1} (4.7.22)

¢ia F,(v1, v2) yra Fiserio skirstinio su v ir v laisves laipsniy a kritiné reik§meé.

Pazymeékime f statistikos F' realizacija. Tada P reikSmiy terminais kriter-
ijai (4.7.22) formuluojami taip: hipotezés H;, Ho atmetamos, kai atitinkamai
teisingos nelygybeés

pv = 1- P{anl,mfl 2 f} S «, pv = P{anl,mfl S f} S «.
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Kriterijy (4.7.22) galia iSreiskiama FiSerio skirstinio pasiskirstymo funkcija,
kai jos argumentas priklauso nuo dispersijy santykio A = 0% /03:

k
/81()\) = P{anl,mfl > XFa(n —1,m— 1)}, A>k,

k
Bo(N) = P{Frtm1 < {Fia(n—1m=1}, A<k (4.7.23)

Tikrinant hipoteze Hs : § = 0 (arba Hj : 07 = ko3), kai alternatyva Hs : 0 #
0 yra dvipusé, tiesiogiai pritaikyti 4.4.3 teoremos negalima, nes F' néra tiesiné
U funkcija. Apibrézkime statistikag W lygybe

(n—1)F Ty — kU —nT3
m—1+n-1)F (Ty —nT3 — knT3)’

Statistika W yra tiesiné pagal U. Kadangi ji iSreiskiama per F', tai jos skirstinys,
kai 8 = 0, taip pat nepriklauso nuo 73,75, 75. Remiantis 4.4.3 teorema, hipotezé
Hs atmetama, kai

W <<, arba W >d.

Funkcija W yra monotoniskai didéjanti pagal F, kai 0 < F' < oco. Todél
kritine sritj galime perrasyti statistikos F' terminais:

F <cy, arba F > co. (4.7.24)
Konstantos ¢; ir ¢ randamos i§ salygy
E(p(F)lo} = ko3) =P{Fp1m-1<ci} +P{F_1m1>c}=aq,

E(F(F)|o} = ko3) = aE(F|o] = ka3).

Tada
E(F|U% = ka%) =E(Fh-1,m-1) = —,
m —

1
E(Fo(F)|o; = ko3) = m[P{FnH,mfs <eci}+P{Fui1m-3 > 2}l

Lyg¢iy sistema parametrams c; ir co rasti gali buti uzrasyta taip:

P{Cl < Fn—l,m—l < 62} =1-aq,
P{Cl < Fn+1,m—3 < CQ} =1-a.

4.7.5 pastaba. Praktiskai vietoje (4.7.24) TGN kriterijaus daznai naudoja-
mas paslinktasis, ta¢iau papras¢iau randamas simetrinis kriterijus, kurio kritiné
sritis

K3 ={(X,Y): F<F_opn—1,m—1), atba F > F,5(n—1,m —1)},
(4.7.25)
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P reik8miy terminais kriterijus formuluojamas taip: hipotezé Hz atmetama, kai
teisinga nelygybé

pv = 2m1n(1 - P{anl,mfl < f}7P{Fn71,m71 > f}) <a.

4.7.6 pavyzdys.Dviejy normaliyjy skirstiniy parametry palyginimo hipotezés. Tarkime,
pagal didumo n; = 20 ir ng = 25 nepriklausomas paprastasias imtis, gautas stebint a.d. X ~
N(p1, cf%) ir Y ~ N(uz, U%), apskaitiuotos parametry NMD jvertiniy realizacijos: X = 10, 98;
Y = 9,65; s% = 4, 25; s% = 6,32. Reik8mingumo lygmens a = 0,05 kriterijais patikrinsime
hipotezes a) H : 67 = 03, kai alternatyva yra Hz : 03 # 03; b) H : p1 = p2, kai alternatyva
yra Hy @ p1 > pa.

a) Remiantis (4.7.25) hipotezé H atmetama, kai

2
F =" <Fi_,/5(19, 24) =0,4078, arba F > F,5(19, 24) = 2,3451.

2
52

Kadangi statistika F' jgijo reiksme 4,25/6,32 = 0,6725, tai hipotezé neatmetama.

Kriterijy formuluojant P reik§miy terminais, hipotezé atmetama, kai
pv = 2min(P{F19;24 < 0,6725},1 — P{F19;24 > 0,6725}) = 0, 3808 yra maZesné uz reik¥min-
gumo lygmenj 0,05. Hipotezé neatmetama.

Remiantis 4.5 skyreliu, kriterijy galima suformuluoti pasikliovimo intervaly terminais.
Kadangi intervalas

(51/(55F0)2(19, 24)),57/(s3F1_q /2(19, 24))) = (0,2867, 1,6491)

uzdengia 1, tai hipotezé neatmetama.

b) Kadangi p. a) gavome, kad dispersijy lygybés hipotezé neatmetama, tai toliau tarsime,
kad dispersijos yra vienodos.

Remiantis (4.7.16) hipotezé atmetama, kai teisinga nelygybé

T > tg,05(n1 +n2 —2) =1,68.

Statistika 7" jgijo reik&me 1,907, tai hipotezé dél vidurkiy lygybés atmetama.

Analogiskai p. a) kriterijy galima suformuluoti P reik§miy arba pasikliovimo intervaly
terminais. Randame pv =1 — F(1,907|43) = 0,0316. Kadangi P reik§mé pv yra maZesné uz
reik§mingumo lygmenj o = 0,05, tai hipotezé atmetama.

4.7.3. Dvimatis normalusis skirstinys

Tarkime (X;,Y;)T,i = 1,2,....n, yra paprastoji imtis a.v. (X,Y)T, kurio
skirstinys priklauso dvimaciy normaliyjy skirstiniy Seimai
{No(p, 2), 0 = (ML/JQ)T7—OO < pispe < 003X = [O'ij]2><2a0'11 = U%,Uzz =
03,012 = 031 = po102;0 < 01,09 < 00, —1 < p < 1}.

Kadangi parametry u1, o7 jvertiniai priklauso tik nuo imties X = (X1, ..., X,,)7,
0 pa, o3 — tik nuo imties Y = (Y1, ...,Y,,)T, tai hipoteziy dél ty parametry
reikSmiy tikrinimo kriterijai sutampa su analogiSkais hipoteziy dél vienmacio
normaliojo skirstinio parametry reik§miy tikrinimo kriterijais.

1. Nepriklausomumo hipotezés tikrinimas. Kaip Zinome, normaliojo skirs-
tinio atveju a.d. X ir Y nepriklausomi tada ir tik tada, kai koreliacijos koefi-
cientas p = 0. Taigi a.d. X ir Y nepriklausomumo hipotezé tampa parametrine
hipoteze H : p = 0, kai yra vienpusés ar dvipuseé alternatyva.
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Hipoteziy dél koreliacijos koeficiento reik§miy tikrinimo kriterijai paprastai
grindziami empiriniu koreliacijos koeficientu

. 512 (X - X)(Y-Y)

. _ , (4.7.26)
5152 \/Zi(Xi — X223, (Vi - )2

Statistikos r skirstinys nepriklauso nuo parametry 1, 2, 02, 03, o priklauso tik
nuo p. Tankio funkcija f(z, p) yra tokio pavidalo [zr. [5], arba §io vadovélio IV
dalj]:

on—3 nt n_d — n+j—1Y\ (2rp)?
== _(1-p)"F (112 2 .
Sl o) = gy =T =T ( 2 ) Jl
(4.7.27)
Kai p = 0, tankis yra
1 F(D) n—4
flz,0)=—=—"2"(1-1r") "2 . (4.7.28)
vV D(252)
Cia pasinaudojome zinoma dvigubo argumento gama funkcijos iSraiska
D(@m) = D(m)T(m + )27
m) = m m = —
2 NZ3
Atlikime tokig a.d. r transformacija:
T
U=vn—2——. 4.7.29
V1—r2 ( )
Tada naudodamiesi (4.7.28) tankio formule, gauname a.d. U tankj
1 T(n=l 2
g(u) = ( 2 )(1+ L y-tn-1/2, (4.7.30)

(n—2)x ['(%52) n—2

Isitikiname, kad tai Stjudento a.d. su n — 2 laisvés laipsniy tankis (Zr.
1.P.2 lentele). Taigi, sudarant kriterijus hipotezei H : p = 0, tikrinti galima
pasinaudoti zinomu Stjudento skirstiniu.

Tikrinant hipoteze H; : p < 0 (arba p = 0), kai alternatyva H; : p > 0,
hipoteze Hy : p > 0 (arba p = 0), kai alternatyva Hy : p < 0, hipoteze Hs : p =
0, kai alternatyva Hs : p # 0, kriterijy kritinés sritys atitinkamai yra

Ki={r:U>t,(n—2)}, Ky={r:U<—tq(n—2)},
Ky ={r:|U| >tq2(n—2)}. (4.7.31)

Siq kriterijy galios funkcijos gaunamos integruojant (4.7.27) tankj kritinése
srityse:

Bi(p) = /K f(z,p)dx, i=1,2,3. (4.7.32)
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Pazymeékime u statistikos U realizacija ir tegu S(x|v) yra Stjudento skirstinio
su v laisveés laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reikSmiy terminais kriteri-
jai (4.7.31) formuluojami taip: hipotezés Hq, Ha, H3 atmetamos, kai atitinkamai
teisingos nelygybés

p=1-8Sn—-2)<a, pv==Sitn-2) <a,

pv =2min(l — S(tn — 2),S(tn —2)) =2(1 — S(Jt|jn — 2)) < a.

4.7.7 pavyzdys.Nepriklausomumo hipotezés tikrinimas. Tegu pagal didumo n = 50 pa-
prastajg imtj, gauta stebint dvimatj normalyjj a.v. (X,Y)T, gauta empirinio koreliacijos
koeficiento realizacija 7 = 0,25. Reikia patikrinti hipotez¢ H : p = 0, kai alternatyva yra
Hs : p # 0, o kriterijaus reik§mingumo lygmuo a = 0, 05.

Statistika U i§ (4.7.29) jgijo reiksme u = 1,7891. Kadangi to,025(48) = 2,0106, tai
hipotezé H neatmetama. Randame pv = 2(1—S(1,7891]48)) = 0,0798. Kadangi pv = 0,0798
vir§ija reikSmingumo lygmenj a = 0,05, tai hipotezé neatmetama.

2. Hipoteziy apie koreliacijos koeficiento reiksmes tikrinimas. Tikrinant
hipotezes Hy : p < po, Ho : p > po arba Hz : p = po, kai jy alternatyvos
atitinkamai yra Hy : p > po, Ho : p < po arba Hjz : p # po, tenka naudoti
(4.7.27) tankio iSraiska. Pazymékime F(z|p) = P,{r < x} atsitiktinio dydzio
r pasiskirstymo funkcija, kai koreliacijos koeficientas yra p. Kriterijus galima
suformuluoti, naudojant P reik§mes. Tada hipotezés Hy, Ho, Hj atitinkamai
atmetamos, kai

pv=1=F(r|py) < a, pv = F(r|pg) < a, pv = 2min(F(r|py), 1 — F(r|po)) < a.
(4.7.33)
Siose nelygybése r yra empirinio koreliacijos koeficiento realizacija.
Dazniausiai naudojami apytikslieji kriterijai, kurie grindziami statistikos r
Fiserio transformacija
1+7r
1—r

Z:Z(r):%hl

ir a.d. Z asimptotiniu (n — co) normalumu

1 1+7r 1 14+p0\ 4«
Vilpo) = Vo —3( =1 S Y ~ N0, 1),
(po) = Vn (2n1—r 2“1—,00)_) (0. 1)

kai tikroji parametro reiksmé yra pg. Apytikslieji kriterijai gaunami lyginant
Vi (po) su standartinio normaliojo skirstinio kritinémis reiksmémis. Gauname
tokias apytiksliy kriterijy kritines sritis

Vi(po) > 2as Valpo) < —za,  [Va(po)l > Za)2- (4.7.34)

Pazymékime v statistikos V,,(pg) realizacija. Tada kriterijus (4.7.34) gali-
ma suformuluoti asimptotiniy P reik§miy pv, terminais: hipotezés Hi, Ho, H3
atmetamos, kai atitinkamai teisingos nelygybés

g =1—d(w) <a, pv,=P0W)<a,

pve = 2min(1 — ®(v), (v)) = 2(1 — (Jv])) < a.
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Kriterijy galia apytiksliai isreiskiama standartinio normaliojo skirstinio pasiskirs-
tymo funkcija ®(x).

4.7.8 pavyzdys. (8.7.3 pavyzdZio tesinys). Hipotezés apie koreliacijos koeficiento
reikime tikrinimas. Tariant, kad turima paprastoji didumo n = 25 imtis, gauta stebint
dvimatj normalyjj vektoriy, 3.7.3 pratime buvo apskai¢iuota empirinio koreliacijos koeficiento
realizacija r = 0, 7590. a) Reik§mingumo lygmens o = 0, 05 kriterijumi patikrinsime hipoteze
H: p=0,85, kai alternatyva yra H : p < 0, 85. b) Rasime tokj imties diduma, kad hipoteze
H bity atmetama su tikimybe, ne maZesne uz 0,99, kai tikroji parametro p reik§meé tenkina
nelygybe p <0,8.

a) Remiantis Figerio aproksimacija pagal (4.7.34), hipotezé H atmetama, kai

V(po) < —2a = —1,96.

Kadangi statistikos Vi, (po) igijo reiksme Va5(0,85) = —1,230, tai hipotezé H neatmetama.
Randame pv, = ®(—1,230) = 0,109 > 0,05; hipotezé neatmetama b) Imties didumui rasti
turime nelygybe

P{Vn = 3(Z(r) - Z(p0)) < —zalp = 0,8} =
P{Vn—3(Z(r) — 2(0,8)) < —za + vVn — 3(Z(po) — 2(0,8))|p = 0,8}
B(—za +vVn = 3(Z(po) — Z(0,8))) > 0,99.

Q

I ¢ia gauname

(20,05 + 20,01)?
e+ VR =3(Z(po) — Z(0,8)) > s n>3 : ’ — 60, 96.
za +vVn —3(Z(po) — 2(0,8)) = 20,01 234 70.85) = 2(0,9)

Imties didumas turi bati ne maZesnis uz 61.

3. Vidurkiy palyginimo hipotezés tikrinimas. Sakykime, reikia patikrinti
hipotezes H1 DU — U2 S BO (arba M1 — M2 = ﬂo), H2 DU — M2 Z 60 (:{rba
w1 — pe = Po), Hz : p1 — p2 = Po, kai ju alternatyvos atitinkamai yra H; :
p1 — pg > Bo, Ho o py — po < Bo, Hs @ puy — pa = Bo.

Kartais Sios hipotezés tikrinamos neteisingai taikant jprastinj Stjudento krite-
rijy, apibréziama (4.7.17), (4.7.18), (4.7.19) formulémis, kuris neatsizvelgia i a. d.
X ir Y priklausomybe (7r. 4.45, 4.46 pratimus).

Pazymékime Z; = X; —Y;, i = 1,2,...n. Tada Z = (Z4,...,2Z,)T yra
paprastoji imtis a.d. Z ~ N(u, 02), g = puy — pio, 02> =V Z = 0?2 —2poi09 +

o3, Vietoje hipoteziy Hy, H,, Hj galime tikrinti analogikas hipotezes dél

normaliojo skirstinio vidurkio p reik¥miy naudodamiesi imtimi (Z1,..., Z,)7,
kai dispersija 02 yra nezinoma (7r. 4.7.1 skyrelj).

4.7.9 pavyzdys.(3.7.3 pavyzdzio tesinys). Priklausomy imciy Stjudento kriterijus. 3.7.3
pavyzdZio salygomis tikrinsime hipoteze H : p1 = pa, kad dviejy spinduliy srovés stiprumo
vidurkiai yra vienodi. Tegu alternatyva yra Hs : u1 # pa, o kriterijaus reik§mingumo lygmuo
a = 0,05.

Sudarome skirtumus Z; = X; —Y;, i = 1,...,25. Statistiky Z ir s%, = }_,(Z;—2)?/(n—1)
realizacijos surastos 3.7.3 pavyzdyje, Z = 0,0552, sz = 0,0839. Randame statistikos T'
realizacija: B

= 20 500552y e
Sz 0,0839
Kadangi modulis |¢| vir§ija kriting reikdme t, /o(n — 1) = t0,025(24) = 2,0639, tai hipotezé
atmetama. Naudodami kriterijy P reik§miy terminais, randame pv = 2(1 — F(|t||n — 1));
gia F(z|v) yra Stjudento skirstinio su v laisvés laipsniais pasiskirstymo funkcija. Kadangi
pv = 0,0031 < 0,05, tai hipoteze atmetame.

Jeigu Siame pavyzdyje neatsizvelgdami j imé&iy priklausomumsg biitume naudoje (4.7.19)

kriterijy, tai dispersijy o2 ir o2 NMD jvertiniy realizacijos yra s2 = 0,0120 ir s2 = 0,0162, o
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statistikos 7' i§ (4.7.16) realizacija yra

X-Y 2
T=+vn = 50’055 =1,6435.

/S% +s§ 0,1679

Kadangi realizacija |T'| yra mazesné uz kriting reikdme ¢ /2(2n — 2) = t0,025(48) = 2,0106,
tai hipotezé neatmetama.

Sis pavyzdys rodo, kad, neteisingai taikydami Stjudento kriterijy (neatsizvelgdami j imé&iy
priklausomuma), galime gauti klaidingas i§vadas.

4.7.4. Skirstiniai, susije su normaliuoju skirstiniu

1. Lognormalusis skirstinys. Tarkime, X = (Xy,...,X,,)T yra paprastoji
imtis, gauta stebint a.d. X, turintj lognormalyjs skirsting X ~ LN (u,0), —0o <
n < oo, o>0.

Kadangi Y = (Y1,...Y,)T,Y; = InX;, yra paprastoji imtis a.d. Y ~
N(u,0?), tai tikrinant hipotezes apie parametry y ir o reik§mes, taikomi 4.7.1
skyrelyje idéstyti metodai. Tik i§ pradziy reikia atlikti stebéjimy X, ..., X,
transformacija V; =In X;, i =1,2,...,n.

2. Pusiau normalusis skirstinys. Tegu X = (X1,...,X,,)T yra paprastoji
imtis, gauta stebint pusiau normalyjj a.d. (Zr. 1.P.2 lentele) su parametru
0 < 0 < co. Imties X tankis

f(X,0) = (2/m)""? exp{n(c)T(X) — B(0)},

1
(o) =55 T(X)= ZXE, B(o) =nlno
1
yra (4.3.6) pavidalo. Remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG kriterijai hipote-
zéms Hy : 0 < 0g (arba o = 0¢), Hz : 0 > 09 (arba 0 = 0y), kai alternatyvos
yra Hy : 0 > 09, Hy : 0 < 0y, tikrinti. Kadangi T'(X)/03 ~ x?(n), kai o = o,
tai Siy kriterijy kritinés sritys atitinkamai yra

Ky = (X ng’ S, Ko = {X: Tffg‘) <xiam) (A7)

Pazymeékime y statistikos Y = T(X)/o? realizacija ir tegu F(z|v) yra x?
skirstinio su v laisvés laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada P reikSmiy ter-
minais kriterijai (4.7.35) formuluojami taip: hipotezés Hq, Ho atmetamos, kai
atitinkamai teisingos nelygybés

pv=1=F(yln) <o, pv=_F(yln) <o

Tikrinant hipoteze Hs : 0 = 0, kai yra dvipusé alternatyva Hs : o # oy,
egzistuoja TGN kriterijus, kurio kritiné sritis

T(X (X
Ks={X: (2 ) < ¢1 arba % > et (4.7.36)
90 90
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Cia konstantos ¢ ir co randamos i§ lyg€iy sistemos (plg. 4.7.1 skyrelj)

P{Cl<X%<CQ}:1_OK7
Ploy <xZio<c}=1-oa

4.7.6 pastaba. Minéjome, kad vietoje (4.7.36) kriterijaus dazniau naudoja-
mas paslinktasis, tac¢iau paprasc¢iau apskai¢iuojamas simetrinis kriterijus, kurio
kritiné sritis

K ={X: T(?) < X3_ap(n) arba TS%Q > X5 2(n)}- (4.7.37)

Sis kriterijus P reikS§miy terminais formuluojamas taip: hipotezé Hj at-
metama, kai
pv =2min(1 — F(y|n), F(y[n)) < a.

3. Reléjaus skirstinys. Tegu paprastoji imtis X = (X1,..., X,,)T gauta ste-
bint a.d., turintj Reléjaus skirstinj (Zr. 1.P.2 lentele) su parametru 0 < o < oco.
Imties X tankis

fX, o) = (H Xi) exp{n(c)T(X) — B(o)},

1 2
(o) = =55 T(X)=)_Xi, B(o)=2nno,
1
yra 4.3.6 pavidalo. Kadangi T(X)/0? ~ x%(2n), kai ¢ = 09, tai hipoteziy
Hy, Hy, H3 tikrinimo kriterijai yra apibrézti (4.7.35), (4.7.36) ir (4.7.37) formulé-
mis, tik jose vietoje n reikia jrasyti 2n.

4.7.10 pavyzdys. (3.7.4 pavyzdZio tesinys). Hipotezés apie Reléjaus skirstinio parametro
retk§mes tikrinimas. ReikSmingumo lygmens o = 0,05 kriterijumi 3.7.4 pavyzdZio salygomis
patikrinsime hipoteze H : 02 < 2, kai alternatyva yra Hy : 02 > 2.

Remdamiesi (4.7.35) randame

20
127,1196
> X7 /of = ——— =63,5598.
£ 2
i=1
Kadangi 8i realizacija virsija kriting reik§me x2(2n) = x3 5(40) = 55,758, tai hipotezé at-
metama. Randame pv =1 — F(63,5598|40) = 0,0103. Taigi hipotezé atmetama ir naudojant

kriterijy formuluojamg P reik§miy terminais.

4. Maksvelo skirstinys. Tegu paprastoji imtis X = (X1,..., X,,)7 gauta
stebint a.d., turintj Maksvelo skirstinj (Zr. 1.P.2 lentele) su parametru 0 < o <
oo. Imties X tankis

f(X,0) = (2/7T)"/2(H X7) exp{n(o)T(X) - B(o)},

! 2
n(o) = 952 T(X) = Z,-:X“ B(o) =2nlno,
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yra 4.3.6 pavidalo. Kadangi T'(X)/02 ~ x%(3n), kai 0 = 09, tai hipoteziy
Hlv H27

Hj tikrinimo kriterijai yra apibrézti (4.7.35), (4.7.36) ir (4.7.37) formulémis, tik
jose vietoje n reikia jraSyti 3n.

5. Kodi skirstinys. Tarkime, paprastoji imtis X = (Xi,...,X,,)7 gauta
stebint a.d. X ~ K(u,o) turintj Kosi skirsting su parametrais —oco < pu <
00, 0 < 0 < oo, kurio tankis

1 o

flasp,0) = P AR

Egzistuoja tik triviali §io skirstinio pakankamoji statistika X = (X1,..., X,,)7.
Tankis nepriklauso eksponentiniy skirstiniy §eimai ir neturi monotoninio tikéti-
numo santykio, todél TG ir TGN kriterijy sudarymo metodika, aprasyta 4.5.2—
4.5.4 skyreliuose, nepritaikoma. Tenka apsiriboti apytiksliais asimptotiniais kri-
terijais, tarus, kad imties didumas n — oo. Kadangi vieno stebéjimo informa-
cijos apie parametrus p ir o kiekiai yra i(u) = 1/202, i(o) = 1/20?% (7r. 3.5.7
pavyzdj), tai DT jvertiniai i ir & asimptotiskai (n — oco) yra normalieji:

Un(p) = V(s — 1) 5 Y ~ N(0, 20%),

V(o) = V(6 — o) 3 Y ~ N(0, 202). (4.7.38)
Remdamiesi Siomis aproksimacijomis, galime sudaryti apytikslius kriterijus

hipotezei H : p1 = g, esant alternatyvoms Hy : p > po, Ho @y < po, Hs : 1 #
o, tikrinti. Ju kritinés sritys yra

U, (MO)
V26

Un(NO)
V26
K3 = {X : U\n/%/:f;m > Za/2}-

Pastaroji kritiné sritis sutampa su Valdo asimptotinio kriterijaus kritine
sritimi

K ={X: > za},

Ko ={X: < -z} (4.7.39)

~ Uy (po
Ks={X: 3(2 ) > 2 (D)}
o
Pazyméjus t statistikos U, (u0)/v/26 realizacija, kriterijus (4.7.39) galima
suformuluoti asimptotiniy P reikSmiy pv, terminais: hipotezé H atmetama
alternatyvy H,, Hy, Hs naudai, kai atitinkamai teisingos nelygybés

Pra=1-0() <a, pva=2(t) <a, pva=2(1-2(Jt])) <a.

Analogiskai, (4.7.39) formulése vietoje Uy, (10) irase V;,(00), gauname apytiks-
lius kriterijus hipotezéms dél parametro ¢ reikSmiy tikrinti.
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4.7.11 pavyzdys. (3.7.5 pavyzdZio tesinys). Hipotezés apie Kodi skirstinio parametro
reikimes tikrinimas. Reik§mingumo lygmens a = 0,05 kriterijumi 3.7.5 pavyzdZzio salygomis
patikrinsime hipoteze H : u < 4, kai alternatyva yra Hy : u > 4.

Parametro p DT jvertinio realizacija surasta 3.7.5 pavyzdyje i = 4,7535. Remiantis
(4.7.39) hipotezé atmetama apytiksliu kriterijumi, kai

Un(p0)/V2 = Vn(jt — pi0)/V2 = 1/10,5(4, 7535 — 4) = 2,4416

vir§ija kritine reik§me z0,05 = 1,96. Hipotezé atmetama. Asimptotiné P reikSmé pv, =
1 — ®(2,4416) = 0,0073.

4.7.5. Gama skirstinys

1. I8 pradziy nagrinékime gama skirstinj, priklausantj nuo vieno parametro
A. Tarkime, imties X = (X1, ..., X,,)¥ koordinatés yra n.a.d. ir X; ~ G(\,n;),
1=1,2,...,n, 0 < XA < oco. Parametrai ny, ...,n, yra zinomi, n =n; + -+ + n,.
Imties X tankio funkcija

F(X,A) = exp{n(A)T — B(A) }h(X),
Cia

nA) ==\ T=> X B()=-nl),

yra (4.3.6) pavidalo. Remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG kriterijai hipote-
zéms Hy : A < Ag (arba A = Xg) ir Hy : A > X (arba Hy : A = )g) tikrinti,
esant vienpuséms alternatyvoms H; : A > \g ir Hy : A < A\g. Kadangi statistika
V = 2XT ~ x%(27), kai A = X, tai kritinés sritys yra tokios:

Ky ={X:2XT < x?_,(2n)}, Ko ={X:2XT > x2(2n)}. (4.7.40)

Pazymékime t statistikos T realizacija ir tegu F(z|v) yra x? skirstinio su
v laisvés laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijus (4.7.40) galima su-
formuluoti P reikSmiy terminais: hipotezés Hy, Ho atmetamos, kai atitinkamai
teisingos nelygybeés

pv = F(2\ot|2n) < a, pv=1—F(2\t|2n) < a.

Tikrinant hipoteze Hs : A = )¢, kai alternatyva Hz : A # )\ yra dvipusé,
egzistuoja TGN kriterijus, kurio kritiné sritis

K3 = {X : 2001 < ¢1 arba 2AoT > CQ}, (4741)
¢ia konstantos ¢; ir co randamos i salyguy
E)\o (SD(V)) =, EAO(VQD(V)) = OZE)\O(V)'

Tada
E)\o (V) = E(X%n) = 2777

1 C1 o0
E), (Ve(V)) = 7T () (/0 xx"_le_x/zdx—l—/ XXn_le_X/QdX) =
co
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= 27’(1 - P{Cl < X§7)+2 < 02})'

Taigi salygas konstantoms c¢; ir ¢ rasti galima uzraSyti tokia lygciy sistema:

P{c; <x3,<c}=1-a,
P{ci < X3ypp <2} =1-a.

Kaip ir pirmiau, vietoje (4.7.41) kriterijaus galima taikyti paslinktajj, taciau
papras¢iau randama simetrinj kriterijy, kurio kritiné sritis

Ky ={20T < X7_o/2(27) arba 20T > X2 »(2n)}, (4.7.42)
arba P reik8miy terminais hipotezé H3 atmetama, kai
pv = 2min(F(2X\ot|2n),1 — F(2Xot|27)) < a.

4.7.7 pastaba. Jeigu X = (X1, ..., X,,)” yra paprastoji imtis, gauta stebint
eksponentinj a.d. X ~ £(A), tai gauname atvejj, kai n; = --- = n,, = 1. Taigi
kriterijy (4.7.40), (4.7.41), (4.7.42) formulése tereikéty 7 pakeisti imties didumu
n.

4.7.12 pavyzdys. (3.7.9 pavyzdzio tesinys). Hipotezés apie eksponentinio skirstinio
parametro reik§mes tikrinimas. Reik¥mingumo lygmens o = 0, 05 kriterijumi 3.7.9 pavyzdZzio
salygomis patikrinsime hipoteze H : A > 0, 25, kai alternatyva yra HQAI A <0,25.

Parametro A DT jvertinio realizacija, surasta 3.7.9 pavyzdyje, A = 0,1998. Remiantis
(4.7.40) hipotezé atmetama, kai

22T = 2Xo(n — 1)/A = 20,25 - 49/0, 1998 = 122, 62

virsija kriting reiksme X2 (2n) = x§ 5(100) = 124,342. Hipotezé neatmetama. P reiksmé
pv = P{x2,, > 122,62} = 0,0619.

2. Tarkime, paprastoji imtis X = (Xi,..., X,,)7 gauta stebint a.d. X ~
G(A, 1), kai parametras A yra Zinomas, 0 < 7 < co. Imties tankis

f(X, n) = exp{nT — b(n) }h(X),

T= Zlan‘, B(n) = —nnlnn+nlnl(n)

taip pat priklauso vienparametriy eksponentinio tipo skirstiniy (4.3.6) Seimai.
Todél egzistuoja TG kriterijai hipotezéms dél n reikSmiy, kai yra vienpusés
alternatyvos, ir TGN kriterijai, kai yra dvipusés alternatyvos, tikrinti, isreigkia-
mi statistikos 7' terminais. Taciau statistikos T' skirstinys gana sudétingas, jo
kvantiliy reik3miy skai¢iavimas néra numatytas daugumos matematinés statis-
tikos TPP. Todeél praktiskai tenka naudotis apytiksliais kriterijais, grindzia-
mais parametro 7 ivertinio asimptotiniu normalumu, kai imties didumas n —
0o. Momenty ir DT jvertiniy asimptotinés savybés nagrinétos 3.7.11 skyrelyje.
Naudodamiesi asimptotiniu normalumu, kriterijus suformuluojame analogiskai,
pavyzdziui, (4.7.39) formuléms.
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4.7.6. Beta skirstinys

Tarkime, paprastoji imtis X = (X1, ..., X,,)T gauta stebint a.d. X ~ Be(vy,7),
0<vy,n<oo.

Galima jsitikinti, kad kai Zinomas vienas i§ parametry ~ arba 7, imties X
tankis priklauso vienparametriy eksponentinio tipo skirstiniy (4.3.6) Seimai.
Todél, remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG (vienpuséms alternatyvoms) arba
TGN (dvipuséms alternatyvoms) kriterijai, grindziami pakankamosiomis statis-
tikomis T4 = ), In X; (parametrui ) arba To = ) . In(1 — X;) (parametrui ).
Taciau, kaip ir ankstesniame skyrelyje, statistiky 73 ir T» skirstiniai neisreiski-
ami zinomais skirstiniais. Todél tenka apsiriboti apytiksliais kriterijais, grindzia-
mais jvertiniy 4 ir 7 asimptotiniu (n — oo) normalumu (Zr. 3.7.12 skyrelj).

4.7.7. Puasono skirstinys

Tarkime, X = (X3,...,X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X ~
P(A), 0 < A < oco. Imties tankis (skaitiuojanciojo mato atzvilgiu)

X, A) = exp{n(N)T = B(A)}h(X),

n(AN) =\, T=> X; B\ =n

priklauso vienparametriy eksponentinio tipo skirstiniy (4.3.6) Seimai.

Remiantis 4.3.1 teorema, egzistuoja TG kriterijus hipotezei H; : A < Ao
(arba A = \p), kai alternatyva yra Hy : A > Ag, tikrinti. Kriterijus nusakomas
taip:

1, kai T >k,
o(T) = v, kai T =k,
0, kai T <k,

¢ia konstantos k ir v randamos i3 salygos
Ex (@(T)) = Pa AT > k} +Pr {T =k} = a.

Kadangi statistika T~ P(nlg), kai A = Ag, tai $i salyga reiskia, kad

o A )™ Ao )K

5 )™ —arg o B —are _ (4.7.43)
m! k!

m=k+1

Statistikos T skirstinys yra diskretusis, todél daugumai Ay reik§miy TG
kriterijus bus randomizuotas, t.y. v # 0; 1. Tikimybiy suma nuo k + 1 iki
oo gali buti dar mazesné uz «, tac¢iau jtraukus tikimybe taske k£ jau virfija «.
Todél, norint, kad reik§mingumo lygmuo buty tiksliai lygus «, tekty jtraukti v
dydzio tasko k "dalj" ir taip papildyti reik§mingumo lygmenj iki «.

Minéjome, paprastai nereikalaujama, kad reikSmingumo lygmuo buty tik-
sliai lygus . Todél dazniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gaunami Siek
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tiek sumazinus reik§mingumo lygmenj. Tiksliau, parenkamas toks maziausias
sveikasis skai¢ius k', kad

oo

Py (I > k)= Y

m=k’

(ﬂ)\o)m

' e ™ =1 - P{x3. >2n)\} < a.
m!

Tada kriterijaus kritiné sritis
K, ={X:T>Fk}. (4.7.44)

Pazymékime t statistikos 7' realizacija ir tegu F(z|v) yra x? skirstinio su
v laisvés laipsniais pasiskirstymo funkcija. Tada kriterijus (4.7.44) P reik8miy
terminais formuluojamas taip: hipotezé H; atmetama, kai teisinga nelygybé

pv =P {T >t} =1- F(2nX|2t) < . (4.7.45)

Pagaliau kritine sritj K; galima uZraSyti parametro A pasikliovimo intervalo
terminais:

1
K ={X:\<)A= %xf,a(zT)}; (4.7.46)

¢ia intervalo pasikliovimo lygmuo @ =1 — 2a.

Analogiskai sudarome TG kriterijy hipotezei Ha : A > Ag (arba A = )\p),
kai alternatyva yra Hy : A < )o, tikrinti. AtsiZvelgus j ankstesnes pastabas,
kriterijaus kriting sritj galima uZraSyti trimis ekvivalenciais pavidalais. Tegu &’
— didziausias sveikasis skai¢ius, kuriam

PAO (T S k”) = P{X%k”-‘rQ > QnAO} S .
Tada kriterijaus kritiné sritis

K, ={X:T<K'}ep=F2n\2t+2)<as

- 1
S{X: A >A= %xi(zTJr 2)}; (4.7.47)

¢ia intervalo pasikliovimo lygmuo @ = 1 — 2a.
Jei tikrinama hipotezé Hs : A = Ao, esant dvipusei alternatyvai A # \g, tai,
remiantis 4.3.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijus

1, kai T < c1, arba T > ¢y
o(T) = v, kai T=¢;, i=1, 2, (4.7.48)
0, kai ¢; < T < cs.

Konstantos c;, c2, 71, 72 randamos i§ salyguy
Ex (o(T) =, Ex(T'o(T)) = aEx, (T).
Kadangi

E)\O(T) = n/\07 E)\O(Tl[a’ b] (T)) = ﬂ)\UP,\O{a -1 S T S b— 1},
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tai lygtis konstantoms rasti galime perrasyti taip:

6271 i
Z (TLAO e—n)\o 4 Z HAO) e_n)\o —-1— a,

k! ¢!
k=ci1+1

C2—

(TL)\O —n\ n)\o)l —nX\o __
kzik' °+Z 7_1)!e 0=1—oq.
=c;

Kaip ir vienpusiy alternatyvy atveju, dazniausiai nereikalaujama, kad krite-
rijaus reik§mingumo lygmuo buty tiksliai lygus «. Be to, kaip ir ankstesniuose
skyreliuose, vietoje (4.7.47) TGN kriterijaus daznai naudojamos paslinktasis,
taciau paprasGiau randamas simetrinis kriterijus. Atsizvelge j Sias pastabas, vie-
toje (4.7.47) kriterijaus gauname nerandomizuota kriterijy, kurio kritiné sritis
gali buti uzrasyta trimis ekvivalen¢iais pavidalais, analogiskai (4.7.47) formulei.

Tegu k" ir k' yra tokie didZiausias ir maziausias sveikieji skaiciai, kad

PAT <K} <3S, Pa{T=k}<S
Tada kriterijaus kritiné sritis yra
Ky ={X:T<K'abaT >k} <
< pv =2min(1l — F(2n\|2t), F(2nXo|2t +2)) < a &
S {X:N<A= ! x1 02(2T), Ao > A= %X§/2(2T+ 2)},  (4.7.49)

pastarojo intervalo pas1khov1m0 lygmuo @ =1 — a.

4.7.8 pastaba. Jeigu statistika T jgyja reiksme 0, tai (4.7.45) ir (4.7.46)
formulése reikia imti F(2n\o|0) = 1.

4.7.13 pavyzdys. Hipotezés apie Puasono skirstinio parametro reikSmes tikrinimas.
Tarkime, pagal didumo n = 40 paprastaja imtj, gauty stebint a.d. X ~ P(X), surasta
parametro A NMD jvertinio realizacija A= 2,0. Reik8mingumo lygmens a = 0, 05 kriterijumi
patikrinsime hipoteze H : A\ > 2,5, kai alternatyva yra Ha : X < 2,5.

Kai hipotezé H teisinga ir A = Ao = 2,5, tai a.d. T = >, X; turi Puasono skirstinj su
parametru nio = 100. Kadangi P{T < 83|A = Ao} = 0,0463 < 0,05, 0o P{T < 84|\ = Ao} =
0,0575 > 0,05, tai reikSmingumo lygmens TG kriterijus yra toks: hipotezé H atmetama, kai
T < 83, atmetama su tikimybe v = 0,327, kai T" = 84, ir priimama kitais atvejais. Kadangi
glame pavyzdyje statistikos T realizacija yra T' = An = 80, tai hipotezé H atmetama.

Dazniau naudojami nerandomizuoti kriterijai, gaunami Siek tiek sumazinus reik§mingumo
lygmenj. Siame pavyzdyje nerandomizuotu kriterijumi hipotezé H bty atmetama, kai T <
83. Kriterijaus reik§mingumo lygmuo o’ = 0,0463 < 0, 05.

Kriterijy galima suformuluoti P reik§miy terminais: hipotezé atmetama, kai P reik§mé
pv = P{T < 80|\ = Ao} = 0,0226 yra maZesné uZ reik§mingumo lygmenj o = 0,05. Hipotezé
atmetama.

Pagaliau kriterijy galime suformuluoti pasikliovimo intervalo terminais. Randame para-
metro A pasikliovimo lygmens @ = 1 — 2a = 0,9 pasikliovimo intervalg,

1 1 1
5 M) = (oG @T)s 5xERT +2)) = (5538 .05(160) 1ox2(162)) = (1,6470; 2,4088).

Kadangi X\ < 2,5, t.y. pasikliovimo intervalas pasislinkes j kaire nuo hipotetinés reiksmés
Ao = 2,5, tai hipoteze atmetame.
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4.7.8. Binominis skirstinys

Tarkime, X = (X1, ..., X,,)T yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d.
X ~ B(1,p),0 < p < 1. Imties tankis (skai¢iuojanciojo mato atZvilgiu) yra

f(X, p) = exp{0T(X) — B(0)},

Hzlnlp . T=T(X)=Xi++X,, B(0)=-nln{l—p),

-p

priklauso vienparametrei eksponentinio tipo skirstiniy (4.3.6) Seimai. Todél
egzistuoja TG kriterijai hipotezei dél p reikSmés tikrinti, kai alternatyvos vien-
pusés, ir TGN kriterijus — kai alternatyva dvipuse. giq kriterijy sudarymas
detaliai aptartas 4.2.2 ir 4.3.2 pavyzdZziuose.

Tikrinant hipoteze H; : p < po (arba p = py), kai alternatyva yra H; : p >
po, TG kriterijus yra

1, kai T > m,
o(T)=< v, kai T =m, (4.7.50)
0, kai T < m;

¢ia konstantos m ir v randamos i$ salygos
Z Wb (1= po)" ™+ 0 pg (1= po)" ™™ =«
k=m+1

Analogiskai, tikrinant hipotez¢ Hz : p > po (arba p = po), kai alternatyva
yra Hs : p < pg, TG kriterijus yra

1, kai T < m,
o(T)=1q v kai T=m, (4.7.51)
0, kai T > m;

¢ia konstantos m ir v randamos i8 salygos

,_n

m—
Crp (1= po)"™* +Cpg (1 = po)" ™™ = av.
k=0
Tikrinant hipoteze Hj3 : p = pg, kai alternatyva dvipuseé, egzistuoja TGN
kriterijus (7r. 4.3.2 pavyzdj)

1, kai T < my arba T > mag,
o(T') = Yi, kai T =m;, i=1, 2, (4.7.52)
0, kai m1<T<m2;

Cia konstantos mq, ma, 1, Y2 randamos i§ lygéiy sistemos (qo = 1 — po)

1 _ 2 .
) Znglgl P%qO +ZZ 0( ’Yz)clm“p 1q3 mi=1-q,

m 1 1 P i i
D hemy 11 CniPo 0 +Zl oL =y)C T o gy T ™ =1 — .
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Nereikalaujant, kad reikSmingumo lygmuo biity tiksliai lygus «, t.y. itrau-
kiant taskus T' = m; | priémimo sritj, vietoje (4.7.50) nerandomizuota kriterijy
galima suformuluoti taip. Tegu m’ yra maZziausias sveikasis skaicius, kuriam
P, {T > m’} < a. Nerandomizuotas kriterijus (analogiskai Puasono skirstiniui)
gali biiti uzrasyta tokiais trimis ekvivalenciais pavidalais:

K, ={X:T>m'}ep=Itn-t+1)<as

S{X:ipo<p=Xi_oT, n-T+1)}; (4.7.53)

¢ia intervalo pasikliovimo lygmuo @ = 1 — 2a, o t yra statistikos T realizacija.

Pazyméje m’ didziausiajj sveikajj skai¢iy, kuris tenkina nelygybe P, {T" <
m”} < a, vietoje (4.7.51) kriterijaus gauname nerandomizuota kriterijy, kuris
taip pat gali biiti uzrasytas trimis ekvivalenéiais pavidalais

K ={X:T<m"}ep=1-L,t+l,n—t)<ae

S{X:ipo>p=X1-oT+1, n—T)}; (4.7.54)

¢ia intervalo pasikliovimo lygmuo @ = 1 — 2.
Pazymékime m” didziausia sveikajj skai¢iy, kuriam P, {T < m"} < «a/2,
o m/— maziausiajj sveikaji skaic¢iy, kuriam P, {T" > m’} < «/2. Tada vietoje
(4.7.52) kriterijaus gauname nerandomizuota paslinktajj, tac¢iau lengviau ran-
dama kriterijy:
K;={X:T<m"arbaT >m'} &

< puv=2min(l, (t, n—t+1), I,(t+1, n—t)) <a s

= {X ‘po<p= XI,Q/Q(T, n—"T+ 1) arbapy >p = XQ/Q(T—I— 1, n— T)}7
(4.7.55)
¢ia intervalo pasikliovimo lygmuo @ =1 — a. Siose lygybése X, (v, 1) yra beta
skirstinio su parametrais v ir 7 eilés « kritiné reikSme.

4.7.14 pavyzdys. Atrankinés kontrolés plano parinkimas. Atliekant iSleidziamaja pro-
dukcijos kontrole, i§ pagamintos per viena para produkcijos atsitiktinai atrenkama n gaminiy
ir nustatomas defektiniy gaminiy skaicius X. Jeigu X < d, tai produkcija pateikiama vartoto-
jui uz normalig kaina. Jeigu X > d, tai produkcijos kaina sumazinama. Gamintojas jsitikines,
kad defektiniy gaminiy dalis nevirgija 0,02 (priimtinas defektingumo lygis), ir pageidauja, kad
produkcija bty pateikta uz normalia kaing su tikimybe, ne mazesne uz 0,9, jeigu defektingu-
mas nevirija 0,02. Vartotojas reikalauja, kad produkcijos kaina bty sumaZinta su tikimybe,
ne maZesne uz 0,95, kai defektiniy gaminiy dalis ne maZesné uz 0,06 (nepriimtinas defek-
tingumas ). Reikia pasitlyti atrankinés kontrolés plana, kuris tenkinty gamintojo ir vartotojo
pageidavimus, o tikrinamy gaminiy skai¢ius n bty minimalus.

Tarkime, kad defektiniai gaminiai pasirodo nepriklausomai vienas nuo kito su pastovia
tikimybe p. Tada a.d. X skirstinys yra binominis X ~ B(n, p). Tikrinama hipotezé H; :
p < po = 0,02, kai alternatyva yra Hy : p > 0,02. Kontrolés plano charakteristikos n ir d turi
tenkinti nelygybes

d
P{X <dlp=po} = Y Crpg*(1—po)" ™ =I—py(n—d,d+1) > 0,9,
m=0
d
P{X <dlp=p1 =0,06} = > CI'p*(1 —p1)" "™ =N, (n—d,d+1) <0,05.

m=0
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Kadangi n ir d yra sveikieji skaiciai, tai §ias nelygybes galima i§spresti naudojant kompiuterj
tiesiog perrinkimo bidu. Kad buty sumazinta charakteristiky n ir d kitimo sritis, i§ pradziy
galima rasti juy apytiksles reik§mes naudojant, pavyzdziui, Muavro ir Laplaso CRT. Gauname
nelygybes

d <dnm)> >0,9, @ <clm> <0,05 <
Vv'npo(1 = po) Vnpi(l—p1)
_dzmeo o, AT s
Vnpo(l — po) np1(1l —p1)
I8sprende §ias nelygybes gauname n > 203, d = 6, 6.

Galutinj atsakyma gauname naudodami kompiuterj (pavyzdziui, EXCEL programy sis-
temoje suaktyvine funkcija ,BINOMDIST*). Randame, kad minimalus tikrinamy gaminiy
skai¢ius n = 195, o priémimo skaitius d = 6. Naudojant 3} kontrolés plang P{X < 6|p =
0,02} = 0,9016 > 0,9, P{X > 6|p = 0,06} = 0,9510 > 0,95, t.y. gamintojo ir vartotojo

reikalavimai tenkinami.

4.7.9. Dviejy Puasono skirstiniy parametry palyginimo hi-
potezés

Sakykime, paprastosios imtys X = (X1,...,X,,)T ir Y = (Y1,...,Y,,)T gau-
tos stebint nepriklausomus a.d. X ~ P(A1) ir ¥ ~ P(A2), 0 < A1, A2 < oo.
Jungtinés imties tankis (skai¢iuojanc¢iojo mato atzvilgiu) priklauso dviparametriy
eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Jj galime pertvarkyti taip (zr. 4.4.1
pavyzdj):

F(X,Y, MAg) = exp{0U + 9T — B(0,9)}h(X,Y),

9:1n¥, 9 =1n\, U:Z:XZ—, T:Z:Xﬁ;n

1
B(9, 19) = mA\ + nls.

Remiantis 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotezéms dél 6 (kartu
ir dél santykio As/A1) reik8miy tikrinti. Jie sudaromi kaip salyginiai pavir§iuose
T = t. Kadangi salyginis U skirstinys, kai T'=t, A1/A\a = ¢o, yra binominis
B(t,mco/(mco + n)), tai kriterijus hipotezei H : A1 /A2 = ¢ tikrinti sudarome
kaip ir ankstesniame skyrelyje, kur tikimybés p hipotetine reiksme reikia laikyti
po = mco/(meg+n). Tikrinant hipoteze reikia tarti, kad Bernulio eksperimenty
skaiCius t, o teigiamy jvykiy skai¢ius — U.

4.7.15 pavyzdys. Per pirmaja ir antraja valanda j komutatoriy buvo kreiptasi atitinka-
mai 15 ir 13 karty. Kitg diena per 5 valandas buvo kreiptasi 45 kartus. Tarus, kad ikvietimy
skai¢iai pasiskirste pagal Puasono désnj su parametru A (vidutinis iSkvietimy skaicius per
valanda), reikia patikrinti, ar iskvietimy intensyvumas nepakito (reik§mingumo lygmuo a =
0,05).

Turime dvi n.a.d. X ir Y, pasiskirsCiusiy pagal Puasono désnj su parametrais \; ir Ag,
imtis, kuriy didumai m = 2 ir n = 1. Reikia patikrinti hipoteze Hs : A1/X\2 = 1/5, kai
alternatyva Hs : A1/M2 # 1/5. Vietoje Sios hipotezés tikriname hipotezg H) :p=p =
2/7, kai alternatyva yra H} : p # 2/7, o bandymy skaitius yra a.d. T = X1 + X2 +
Y, jo realizacija t = 73; teigiamo jvykio jvykimy skai¢iaus U = X; + Xg realizacija u =
28. Pritaike (4.7.55) formule, randame tikimybés pasikliovimo intervala, kurio pasikliovimo
lygmuo Q = 0,95. Gauname (p,p) = (0,272, 0,505). Kadangi po = 0,286 patenka j §j
intervaly, tai darome i3vada, kad turimi stebéjimai suformuluotai hipotezei nepriestarauja.
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Naudojant kriterijy P reikimiy terminais, randame pv = 2min(I5,7(45, 29),I5,7(28, 46)) =
2min(0, 9736, 0,0454) = 0,0908 > 0,05. Hipotezé neatmetama.

4.7.10. Dviejy binominiy skirstiniy parametry palyginimo
hipotezés

Sakykime, paprastosios imtys X = (X1,..., Xn)? ir Y = (Y1,...,Y,,)T gautos
stebint nepriklausomus a.d. X ~ B(1, p1) ir Y ~ B(1, p2), 0 < p1, p2 < 1.
Jungtinés imties tankis (skai¢iuojanc¢iojo mato atzvilgiu) priklauso dviparametriy
eksponentinio tipo skirstiniy Seimai. Jj galime pertvarkyti taip:

f(Xv Yv |p17p2) = exp{eU + 9T — B(gv 19)};

91n<p1(1p2)), I=m- v=x, T=Y X+ v,

(1 —p1)p2 1-p2

Remiantis 4.4.2 teorema, egzistuoja TGN kriterijai hipotezéms dél 0 reiksmiy
tikrinti. Jie sudaromi kaip salyginiai pavirsiuose T' = t. Hipotezé H : § = 0 yra
ekvivalenti hipotezei H' : p; = ps. Nesunkiai patikriname, kad kai tikimybés
vienodos p; = p2, a.d. U salyginis skirstinys, kai 7" = ¢, yra hipergeometrinis
H(n+m, n, t).

Vadinasi, hipotezé H; : p; < ps (arba p; = py), kai alternatyva yra H; :
p1 > po, kaip ir ankstesniuose skyreliuose taikant nerandomizuota kriterijy,
yra atmetama, kai U > k’; ¢la k' yra maZziausias sveikasis skaiius, tenkinantis
nelygybe

min(n,t) ~; ~p_;
1—HK —1n+m, n, t)= S <o
i=k' Cn+m

Norint jsitikinti, kad U pateko j kritine sritj, galima apskaic¢iuoti P reik§me,
t.y. hipoteze atmesti, kai

1-Hu—1n+m, n, t) < o (4.7.56)

¢ia u yra statistikos U realizacija.
Analogitkai tikrinant hipoteze Hs : p1 > pa (arba p1 = p2), kai alternatyva
yra Hs : p1 < po, kritiné sritis gali buti uzrasyta taip:

pv = H(uln+m, n, t) <a. (4.7.57)

Hipotezé Hs : p1 = po, kai alternatyva Hs : p; # po yra dvipusé, atmetama,
kai teisinga (4.7.56) arba (4.7.57) nelygybés, kuriose « pakeista j /2.
Asimptotigkai, kai m,n — oo, hipergeometrinj skirstinj galime aproksimuoti
normaliuoju
U —np T
Ly N 1), p=

)
56— n-+m
npqm«#nfl

Z = g=1-p.
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Tada, pavyzdziui, pasirinke hipoteze H, gautume kritine sritj
Ky, ={(X,Y):Z < —z4}. (4.7.58)
Siek tiek tikslesnj kriterijy gautume jvede diskretumo pataisa:

vn+m — 1}
2v/mnpq

4.7.16 pavyzdys. Vienos brigados 20 darbininky buvo paskiepyti nuo gripo, per 6
ménesius i§ jy susirgo 6 darbininkai. Tos pacios brigados 5 darbininkai skiepytis atsisaké, 4
i§ jy susirgo gripu per ta patj 6 ménesiy laikotarpj. Ar galima daryti iSvada apie teigiama
priefgripinio serumo poveikj (Zr. [5])?

Tarkime, py ir p2 yra tikimybés, kad susirgs pirmosios ir antrosios grupeés darbininkai.
Reikia patikrinti hipoteze Hi : p1 = po, kai alternatyva yra H; : p1 < p2. Parinkime
reik§mingumo lygmenj o = 0,05. Tadan+m = 25, t = 6+4 = 10, v = 6, n = 20.
Naudojantis (4.7.56) kriterijumi, hipoteze reikia atmesti, jeigu suma

Ko={X,Y):Z < =24 — (4.7.59)

S CiCm '
pv = H(uln+m, n, t) = Z —— <0,05.
i=max(0,t—m) n+m
Tada (kadangi ¢ — m = 5, tal suma turi tik du démenis)
(o} e e Ner
pv = H(6[25, 10, 20) = —20-5 + =205 — 0,064,
Cas Cas

taigi iSkeltosios hipotezés neatmetame.

Jeigu taikytume apytikslj (4.7.58) kriterijy (to nereikéty daryti, nes m = 5 yra mazas), tai
hipoteze reikéty atmesti, nes Z jgyja reik§me —2, 0 —z0,05 = —1,64. Jeigu taikytume (4.7.59)
kriterijy su diskretumo pataisa, tai gautume ta pacia iSvada, kaip ir taikydami (4.7.57), nes
reiskinys desiniojoje (4.7.59) nelygybés puséje lygus -2,14. Matome, kad Jeitso diskretumo
pataisos jtaka gali buti gana didelé.

4.7.11. Nepriklausomumo tikrinimas pagal 2 x 2 lentele

Tarkime, imtyje yra N objekty, kurie gali turéti A ir B savybes. Stebéjimo
rezultatai suraSyti lenteléje

A A by
B| X X' n
Bl|Y Y’ N —n
X m|N-m N

Cia X yra skaic¢ius objekty, turinéiy savybes A ir B, X’ — turin¢iy savybe
B ir neturinéiy savybes A, n = X + X’ — turiné¢iy savybe B (neatsizZvelgiant j
A)ir t. t.
Atsitiktinio vektoriaus (X, X', Y, Y’)T skirstinys yra polinominis:
Y

N! e o oy
nPaBPABPARP AB

P{X =X =a'¥ =y.Y =y} =

= h(z,2',y,y") exp{OU + 9111 + 91 Ts — B(,91,92)},
Gzln%, ﬂlzln@, 192:111@
PaBPaB PaB bap

)
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U=z, Th=xz+2, Th=x+y.

Matome, kad tikétinumo funkcija yra (4.4.2) pavidalo. Todél, remiantis 4.4.2
teorema, egzistuoja TGN kriterijai tikrinti hipotezéms dél parametro 0 reik§miy.

Sakykime, reikia patikrinti poZymiy A ir B nepriklausomumo hipoteze, t.y.
H :pap = papp. Akivaizdu, kad §i hipotezé ekvivalenti hipotezei H' : § = 0.

Sudarydami hipotezés H' tikrinimo kriterijy, turime nagrinéti X salyginj
skirstinj, kai yra fiksuoti X + X’ =t; ir X +Y = t5, 0 # = 0. Gauname, kad
Sis skirstinys yra hipergeometrinis H (N, t1, t2):

crctee
P{X=z|X+X =t;, X+Y =ty, 9:0}_%. (4.7.60)
N

Taigi nepriklausomumo hipotezes pagal 2 x 2 lentele tikrinimo kriterijai gali
buti sudaryti kaip ir 4.7.10 skyrelyje.

4.7.12. Mizeso atsitiktiniy kampy skirstinys.

Apie atsitiktiniy kampy (arba tasky ant apskritimo) skirstinius zr. 3.7.15 skyrelj.
Atsitiktinio kampo ¢ Mizeso skirstinio M (u, 6) tankio funkcija

1

f($|/,t70) = meecos(xfﬂ)’ 6>0 0 < < 2.

Tegu 1, @2, ..., oy yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. ¢ ~ M(u,0).
Tikétinumo funkcija

L =[271y(6)] " exp{6 Z cos( W)} = [2m1(0)] " exp{nb[C cos pu+ S sin p] },
j—1
l ‘ l
- Ccos pj, - sin

Remdamiesi faktorizacijos kriterijumi darome i§vada, kad vektorius (C,S)T yra
parametro (u,0)T pakankamoji statistika. Skyrelyje 3.7.15 radome parametry
DT jvertinius:

ﬂ:arctgi 0=A"YR), R=+C2+52 A(0) =[Inly0)].

O )
Tikétinumo funkcijos maksimumas

max L = [2n1y(0)] " exp{ndR}.
Hy

1. Skirstinio tolygumo hipotezé. Pirmasis klausimas, kuris kyla nagrinéjant
atsitiktinius kampus: ar stebimasis kampas néra tolygiai pasiskirstes ir tankis
f(z) = 1/2x. Kadangi Mizeso skirstinys artéja j tolyguji skirstinj, kai 6 — 0, tai
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tolygumo hipotezé virsta parametrine Hy : 6 = 0, kai alternatyva yra H; : 6 > 0.
Tikétinumy santykio statistika

A= [L@)e "

yra monotoniskai mazéjanti R atzvilgiu, todél kritiné sritis
A<Ai_,
yra ekvivalenti kritinei sri¢iai (Reléjaus kriterijus)
R >rg; (4.7.61)

¢ia 1, yra statistikos R lygmens o kritiné reikimeé:

P{R > r,|Ho} = a.
Knygoje [14] yra pateikta statistikos R tankio funkcija, kai teisinga hipotezé
ir kai teisinga alternatyva i§ klasés 6 > 0 bei kritiniy reikSmiy r, lentelés.

Statistikos R = n.R tankio funkcija

g(r|0) = [Io(0)] " Io(0r)h,(r), 0<r <n,
hn(r) = T/OOO udo(ru) J§ (u)du;

¢ia Jo(x) yra standartiné nulinés eilés Beselio funkcija:

. N2
()
j=1

Kai 6 = 0, tereikia jrasyti Io(0) = Io(rf) = 1.

Kadangi esant teisingai hipotezei nC' yra suma vienodai pasikirs¢iusiy a. d.
cos g, turinéiy nulinj vidurkj ir dispesija 1/2, o nS yra suma, vienodai pasiskirs-
¢iusiy a.d. sin¢; su tokiais paciais momentais, be to, cos¢; ir sin ¢; nekoreli-
uoti, tai remiantis CRT galima tvirtinti, kad Sios statistikos asimptotiskai nor-
malios. Taigi, statistika 2nR? asimptotiskai turi x? skirstinj su dviem laisvés
laipsniais. Todél prie dideliy n vietoje Reléjaus kriterijaus galime naudoti

paprastesnj asimptotinj kriterijy: hipotezé Hj atmetama, kai teisinga nelygybé

2nR? > x2(2). (4.7.62)

Grupuotieji duomenys. Praktiskai stebint atsitiktinius kampus duomenys
dazniausiai buna sugrupuoti j sektorius. Tarkime j-asis sektorius sudaro inter-
valo [0, 27) dalj 7)o, M0 + ... + Tho = 1. Atsitiktinis vektorius (V4, ..., Vi)7,
Vi + ...+ Vi = n, kuriame V; reiSkia kampy, patekusiy j j-aji sektoriy, skaiciy,
turi polinominj skirstinj Py (n, (71, ..., 7%)); ¢la 7; tikimybé kampui patekti j
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j-aji sektoriy. Vietoje kampuy skirstinio tolygumo hipotezés Hj tikrinkime pa-
prastaja parametrine hipoteze H{, : m = mig,..., Tk = Tko, kad patekimo j
sektorius tikimybés proporcingos jy didumams.

Tikétinumy santykio statistika

i Vi k ) V;
A— 10 ~...-7Tk0 . (7'(']0)
- % Viey Il < :
1 k) ﬂ-]

MaXy, . m (m]" Ty e

Parametry 1, ..., 7, DT jvertiniai surasti 3.5.13 pavyzdyje: &; = V;/n, j=
1,...,k. Remdamiesi 3.5.5 teorema gauname, kad asimptotiskai (n — oo) statis-
tika —2In A turi x? skirstinj su k — 1 laisvés laipsniy (yra k — 1 parametras.)
Taigi parametriné hipotezé H{ atmetama asimptotiniu reiksmingumo lygmens
« kriterijumi, kai

k
v
U=-2mmA=2) V;lIn[—]>x2(k-1). 4.7.63
>y ()= ¢u-n.  are
Arba, pazyméjus u statistikos U realizacija, kriterijus iSreiskiamas asimptotiniy
P reiksmiy terminais: hipotezé atmetama, kai

pvg =P{xi_, >u} < a.
Atmetus hipoteze H{ natiiralu atmesti ir hipoteze Hy.

2. Hipotezés dél parametry p ir 0 reiksmiy. Kriterijus dél parametry reik§miy
galima rasti knygoje [14]. Kadangi jie gana sudétingi, apsiribosime asimpto-
tiniais kriterijais, grindziamais 3.7.15 skyrelyje gautomis DT jvertiniy g ir 6
skirstiniy aproksimacijomis.

Tikrindami hipoteze H : u = pg, kai alternatyvos yra Hy : > po , Hs :
1 < po arba dvipusé Hs : u # g, remsimés tuo, kad, kai teisinga hipotezé H ir
n — oo, statistika

U= \/néR(ﬂ—uo)iZwN(O, 1).

Hipotezé H atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi, kai
yra alternatyvos H;, Hs, H3, jeigu teisingos nelygybés atitinkamai

U>z2q U<—z2a, |U|> 24/ (4.7.64)

Arba, pazyméjus u statistikos U realizacija, kriterijai asimptotiniy P reikSmiy
terminais formuluojami taip: hipotezé atmetama, kai atitinkamai

P =1—0(u) <a, pv,=(u)<a, pv,=2(1-3(ul)) <a.

Tikrindami hipoteze H : 6 = 6, kai alternatyvos yra Hy : 0 > 6y, Hs : 0 < 0q
arba dvipusé Hjz : 6 # 6y, remsimés tuo, kad esant teisingai hipotezei H ir
n — oo, statistika

V =1\/n[l — R2 — R/0)(0 — 60) > Z ~ N(0, 1).
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Hipotezé H atmetama asimptotiniu reikSmingumo lygmens « kriterijumi esant
alternatyvoms Hi, Ho, Hs, kai atitinkamai teisingos nelygybés

V>ze V< =24, |V]>2q (4.7.65)

Arba, pazyméjus v statistikos V realizacija, kriterijai asimptotiniy P reik§miy
terminais formuluojami taip: hipotezé atmetama, kai atitinkamai

U =1—0(W) <, pu,=P(W) <a, pu,=2(1-3(v])) <a.

4.7.17 pavyzdys. (8.7.12 pavyzdZzio tesinys). 3.7.12 pratimo salygomis patikrinkime
hipoteze, kad prapuolimo kampas yra pasiskirstes tolygiai.

Metus pirma zvilgsnj i duomeny lentele, akivaizdu, kad prielaida dél kampo tolygaus
pasiskirstymo turéty buti atmesta. ~

Ta patvirtina ir skai¢iavimai. Statistika 2nR2, kuri esant teisingai hipotezei asimptotigkai
turi x? skirstinj su 2 laisvés laipsniais, jgijo reikdme 739,25, o statistika —21In A, kuri esant
teisingai hipotezei asimptotigkai turi x? skirstinj su 17 laisvés laipsniy, jgijo reikime 909,66.

Taigi Siems duomenims apra8yti turéty buti parinktas kitoks modelis. Ar tokiu modeliu
galéty buti Mizeso skirstinys aptarsime trecioje vadovélio dalyje.

4.8. Pratimai

4.2. skyrelis

4.1. Tegu X = (X1,..., X»)7T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso Seimai
P ={f(x;0),0 = 00,0 = 01}; ia tankio funkcija f(z;0) = 0 exp{—0x},x > 0. Raskite galin-
giausig hipotezés H : @ = 69, kai alternatyva yra H : § = 61, tikrinimo kriterijy (reikimingumo
lygmuo lygus «). Apskai€iuokite rastojo kriterijaus galia.

4.2, Tegu X yra atsitiktinis dydis, kurio skirstinys priklauso Kosi skirstiniy Seimai P =
{f(z;0),0 =0,0 = 1}; ¢ia

1 1

f(fU; 9) = ;m1

—oo <z < 00.
Raskite galingiausia kriterijy hipotezei H : 0 = 0, kai alternatyva H : 6 = 1, tikrinti. Imties
didumas n = 1.

4.3. Raskite galingiausia kriterijy hipotezei H, kad a.d. X yra pasiskirst¢s pagal stan-
dartinj normalyjj skirstinj N (0, 1), esant alternatyvai H, kad a.d. X skirstinys yra:

a) Laplaso, kurio tankis
1
767
2
b) tolygus intervale (—4, §), tikrinti. Imties didumas lygus 1.

4.4. Paprastosios imties realizacija yra -0,260;-0,114; -0,325; 0,196; -0,174. Sudarykite
galingiausiajj kriterijy hipotezei H: stebimo a. d. skirstinys yra normalusis N (0, 0, 025), esant
alternatyvai H : stebimo a.d. skirstinys yra tolygusis U(—0,5, 0,5), tikrinti. Ar atmetama
hipotezé H pagal turima realizacija, jei reik§mingumo lygmuo o« = 0,17

‘x‘, —00 < x < 00;

4.5. Pagal paprastaja didumo n imtj raskite galingiausiajj kriterijy hipotezei H: stebimo
a.d. skirstinys N (0, 1), esant alternatyvai H: stebimo a. d. skirstinys yra N(1, 1), tikrinti.
Koks turéty buti maziausias imties didumas n, kad abiejy rasiy klaidy tikimybés nevir§yty
0,017

4.6. Paprastosios n = 5 didumo atsitiktinio dyd%io X ~ N(u, o?) imties realizacija
yra 3,02; 2,96; 3,06; 3,07; 2,98. Raskite galingiausiajj kriterijy hipotezei H : 02 = 0,0036, kai
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alternatyva yra H : 0? < 0,0036, tikrinti. Ar atmetama hipotezé H pagal turimg imties
realizacija, jeigu kriterijaus reik§mingumo lygmuo a = 0,17

4.7. Yra n = 1 didumo imtis atsitiktinio dydzio X ~ P(X), turin¢io Puasono skirstinj.
Tikrinama hipotezé H : A = Ao, kai alternatyva H : A\ = A\1. Raskite galingiausiojo kriterijaus
gali@, kai )\0 = 0,1,)\1 = 0,2; /\0 = 1,)\1 = 2; )\0 = 10,/\1 = 20; /\0 = 0,1,)\1 = 0,47 o
kriterijaus reikSmingumo lygmuo o = 0, 1.

4.8. Imties X skirstinys priklauso Seimai P = {f(x, 0), 6 = 1, 2}. Tikrinama paprastoji

hipotezé H : 6 = 1, esant paprastajai alternatyvai H : 6 = 2. Tegu 7 igyja reikSme 1, jeigu
priimta hipotezé H, reikS8me 2, jeigu priimta alternatyva H, ir reikS§me 0, jeigu atsisakoma
sprendimo, kuri i§ hipoteziy teisinga. Pazymékime

pi(e)=P{n=ilX==a}, i=1, 2, 0;
0 < wi(x) < 1; p1(x) + w2(z) + vo(x) = 1.
Pirmosios ir antrosios rasies klaidy tikimybés yra
a1z = P{y = 110 = 2} = B(¢1(X)[0 = 2), az1 = P{n = 2/0 = 1} = B(p2(X)[0 = 1).

Raskite kriterijy (t.y. raskite funkcijas ¢;(X), ¢ = 1, 2, 0), tenkinant] salygas
a12 < a, a1 < B ir minimizuojantj tikimybes

a0z = P{n = 0] = 2} = B(wo(X)|6 = 2), ao1 = P{n = 0] = 1} = E(w0(X)|6 = 1).
4.9. (4.8 tesinys). Tegu apriorinés hipoteziy H ir H tikimybés yra w ir wo (w1 +we = 1)
ir B2 ir B12 — aposteriorinés tikimybés:
Q12w2

aowz + (1 — apr — a21)wr’

B21 =P{0=2n=1} =

Q21W1

Prz =P{0=1n=2} agwi + (1 — ap2 — 12wz’

Raskite kriterijy, tenkinantj salygas B21 < b2, Bi12 < by ir minimizuojantj tikimybes
o1, 2.

4.10. Tegu Hp ir Hy yra paprastosios hipotezés ir reik§mingumo lygmuo « € (0, 1).
Be to, ¢« yra tolygiai galingiausias o lygmens kriterijus hipotezei Hp, kai alternatyva yra
Hy, tikrinti, o kriterijaus galia 5 < 1, kai H; teisinga. [rodykite, kad 1 — o« yra tolygiai
galingiausias 1 — 8 lygmens kriterijus hipotezei H1, kai alternatyva yra Ho, tikrinti.

4.11. Tegu X yra vienetiné imtis i3 skirstinio, kurio tankio funkcija lygi fo(x). Raskite
galingiausia lygmens a € (0, 1/2) kriterijy hipotezei Ho : 6 = 6o, kai alternatyva yra Hy : 6 =
01, tikrinti tokiais atvejais:

a) fo(z) =2072(0—x), 0<x <0, 0 < 01;

b) fo(z) =2[0z+ (1-0)(1—2)], 0<2x<1,0<60; <6 <1

¢) fo,(z) = 4zl (g, 1/2)(z) +4(1 — 2)I(1/2,1)(2) it fo, (x) = L (o, 1) (@)

4.12. Tegu Xi,...,X, nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., kuriy tankio funkcija
fo(x). Raskite galingiausia lygmens « kriterijy hipotezei Hp : 6 = 6o, kai alternatyva yra
Hi : 6 = 64, tikrinti tokiais atvejais:

a) fo(x) = e (=0 9 < x < 00, by < b1;

b) fo(z) = 0272, 6 < 2 < oo, Oo # 61.

4.13. Tmtis X = (X1, ..., X»)7T gauta stebint binominj a.d. B(1,p). Sudarykite kriterijy
hipotezei H : p = 0, kai alternatyva yra H : p = 0,01, tikrinti. Raskite maZiausiajj imties
diduma n, kad pirmosios ir antrosios riasies klaidy tikimybés nevir§yty 0,01.

4.3. skyrelis

4.14. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
tolygiyjy skirstiniy Seimai P = {U(0, 6), 0 < 6 < oco}. Raskite TG kriterijus hipotezei
H : 0 = 6y, esant vienpuséms ir dvipusei alternatyvoms, tikrinti.
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4.15. TeguX = (X1,..., X»)7T yra paprastoji imtis a. d. X, kurio skirstinys priklauso
eksponentiniy skirstiniy Seimai P = {f(z, p, 0),—00 < p < 00, 0 < o < oo}; ¢ia tankis

flz; p, o) = oe 7R <z < oo

Raskite TG kriterijy hipotezéms

a) H : 0 = 09, kai p Zinomas;

b) H : = po, kai o Zinomas,
esant vienpuséms alternatyvoms, tikrinti.

4.16. Tegu X = (X1,..., Xn)T yra paprastoji imtis a.d. X, kurio skirstinys priklauso
Bernulio skirstiniy Seimai P = {B(1, p), 0 < p < 1}. Reikia patikrinti hipoteze H : p <
po, kai alternatyva yra H : p > po. Raskite TG kriterijaus galios 8(p) reikimes tagkuose
p = 20,3, 0,4, 0,5, 0,6, kai n = 6, po = 0,25 ir kriterijaus reik§mingumo lygmuo a =
0,05; 0,1; 0,2. Naudodami nerandomizuotg kriterijy raskite minimaly imties diduma n, kad
kriterijaus galia 8(p) tenkinty nelygybe B(p) > 0,9, kai p > p1, ir: a) po = 0,2, p1 = 0,4; b)
po = 0,02, p1 = 0,04, o kriterijaus reik§mingumo lygmuo o =0, 1.

4.17. Eksperimentais nustatyta, kad gamykla pagamina vidutinigkai 5 procentus defektin-
gos produkcijos. 1§ 50 atsitiktinai paimty gaminiy 6 gaminiai buvo su defektais. Patikrinkite
prielaida, kad gaminiy su defektais procentas padidéjo. Kriterijaus reik§mingumo lygmuo
a =0,05.

4.18. Sékly pirkéjas ir pardavéjas susitaré, kad sékly partijos kaing nustatys po bandymo.
1§ partijos buvo paimta 250 sékly ir paséta. Tegu X yra i§ 250 sékly iSaugusiy augaly
turin¢iy tam tikry savybiy skaicius. Jeigu X < 25, tai sékly partijos kaina normali; prieSingu
atveju sékly partijos kaina sumaZinama. Kiek procenty sékly turi turéti minétas savybes, kad
tikimybeé, jog partijos kaina bus normali, bty lygi (apytiksliai) 0,957

4.19. Parduodama elektros lempuciy partija (N = 10000). Pirkéjas reikalauja atrankinés
kontrolés, kurig atliekant lempuciy partija blity atmesta su tikimybe 0,95, jeigu joje lempuciy
su defektais yra 10 procenty. Pardavéjas jsitikines, kad lempuciy su defektais procentas ne
didesnis uz 5. Jis nori, kad kiekvieng karta, kai lempuéiy su defektais yra 5 procentai, partija
bty priimama su tikimybe 0,9. Pasitlykite kriterijy, kuris tenkinty ir pirkéja, ir pardavéja.

4.20. Gaminant tam tikra chemikala, pageidautina, kad vartojamo vandens tirio vienete
bty vidutiniskai ne daugiau kaip mg bakterijy. Nuo per didelés jy koncentracijos apsisaugoma
taip: imama n vienodo tirio V' vandens pavyzdziy, kiekvieno i§ ty pavyzdziy vanduo supilamas
i kolba su maitinamaja terpe. Jeigu pavyzdZio vanduo uZterStas (t.y. jame yra nors viena
bakterija), tai bakterijy kolonija plésis ir buves skaidrus tirpalas susidrums.

Vanduo laikomas pakankamai §variu ir vartojamas gamyboje, jeigu kolby su susidrums-
tusiu vandeniu skai¢ius X ne didesnis uz skaiCiy ¢. Priefingu atveju vanduo valomas.

Tegu:

a)ymo=1, V=1 n=10, t =3;

b)ymo=1,V=2 n=8, t=2.

Suformuluokite uzdavinj hipotezés tikrinimo terminais ir apskaiCiuokite pirmosios rasies
klaidos tikimybe.

Nurodymas. Vandens tirj, i§ kurio imami pavyzdziai, laikykite daug karty didesnj uz
pavyzdzio tturj. Tiksliau kalbant, bakterijy skai¢iaus pasiskirstyma ttryje V aproksimuokite
Puasono skirstiniu.

4.21. Psichologas nori nustatyti, ar pelés atmintis pasikeicia paSalinus tam tikra smegeny
dalj. I8 pradziy jis jpratino 6 peles neklystamai rasti labirinte vienintelj kelig prie maisto.
Paskui paSalino smegeny dalj. Galima tarti, kad neturinti atminties pelé teisinga kelia ras su
tikimybe, lygia 0,2. Psichologas teigia, kad pelé atminties neturi, jei teisinga kelia randa ne
daugiau kaip 2 pelés i§ 6 peliy. Koks 8io kriterijaus reiksmingumo lygmuo? Apskaiciuokite
kriterijaus galia, kai p = 0,4, 0,6, 0,8, 1,0.

4.22. Nustatyta, kad gamyklos produkcijoje vidutiniSkai yra 5 procentai broko. Per
pamaing pagaminama 500 gaminiy. Atliekant kontrole nustatomas per pamaing pagaminty
defektiniy gaminiy skaicius X. Jeigu X jgyja didele reiksme, tai daroma i§vada, kad gamybos
procesas sutriko. a) Nurodykite riba, kurig defektiniy gaminiy skai¢ius virija su tikimybe,
ne didesne uz 0,01, kai defektinio gaminio pagaminimo tikimybé lygi 0,05. Apskaiciuokite
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tikimybe, kad ta riba vir§ys defektiniy gaminiy skai¢ius, kai defektinio gaminio pagaminimo
tikimybé lygi 0,08; 0,105 0,12. b) Nurodykite kontroline riba ir minétas tikimybes, jei tikrinama
tik 50 atsitiktinai paimty gaminiy.

4.23. Tegu X1,...,X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a. d., kuriy tankio funkcija
fo(x), 0 € © C R. Raskite tolygiai galingiausia o lygmens kriterijy hipotezei Ho : 6 < 6, kai
alternatyva yra Hyp : 6 > 6, tikrinti tokiais atvejais:

a) fo(z) =0"1e /% 0<x < o0, >0

b) fo(z) =029~ 0<2 < 1,0 >0

¢) fo yra N(1,0) skirstinio tankio funkcija;

d) fo(z) = 0= ccacle=(x/0° 0 < x < 00, O > 0; &ia ¢ > 0 — Zinomas.

4.24. Tegu Xi,...,X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., turintys tolyguji
skirstinj U(0,6 + 1), 6 € R. Tegu n > 2.

a) Raskite bendra X (1) ir X, skirstinj.

b) Tegu tikrinant hipoteze H : 0 = 0y taikomas toks kriterijus: hipotezé H priimama, kai
X(n) —1 <0 < X(1). Koks 8io kriterijaus reikSmingumo lygmuo?

c) Raskite p. b) pateikto kriterijaus galia, kai 6 > 6o.

d) Raskite imties diduma, kad p. b) apibréZtas kriterijus atmesty hipoteze H su tikimybe,
ne mazesne uz 0,99, jei tikroji parametro 6 reik¥mé tenkina nelygybe 6 > 6o + 0, 1.

4.25. Tegu X = (X1,...,X,)7T yra paprastoji atsitiktiné imtis a.d. X, turin&io diskretyjj
tolyguji skirstinj, sukoncentruota taskuose 0, 1,...,0, kai nezinomas 6 =1, 2, ...

a) Tegu tikrinama hipotezé Hy : 0 < 9, kai alternatyva yra Hi : 0 > 6p. Irodykite, kad

{ 1, X(n) >9(’)7

= (X) - «, X(n) < 60

yra a lygmens T'G kriterijus.
b) Tegu tikrinama hipotezé Hy : 0 = 09, kai alternatyva yra Hi : 0 # 0. Irodykite, kad

(X) = 1, X(n) > 0p arba X(n) < 90041/”,
©» ~ | 0, priesingu atveju

yra a lygmens TG kriterijus.

¢) Irodykite, kad a) ir b) punktai iSlieka teisingi, diskretyjj tolygyjj skirstinj pakeitus
tolygiuoju skirstiniu U(0, 6), 6 > 0.

4.26. Tegu X1,...,Xn yra nepriklausomi vienodai pasiskirste Bernulio a.d. B(1, p).
Raskite a lygmens TGN kriterijy hipotezei Hg : p = po, kai alternatyva yra Hi : p # po,
tikrinti, kai

a)n=10,a =0,1ir pop = 0,2;

b) n =10, a = 0,05 ir pg = 0, 4.

4.27. Tegu X yra a.d., turintis geometrinj skirstinj. Raskite o lygmens TGN kriterijy
hipotezei Hop : p = po, kai alternatyva yra Hip : p # po, tikrinti.

4.28. Jrodykite, kad Sios Seimos turi monotoninj tikétinumo santykj:

a) Laplaso skirstiniy Seima {L(y,0)}, kai 0 Zinomas;

b) paslinktyjy eksponentiniy skirstiniy seima {€(6, ¢)}, kai ¢ Zinomas;

c) logistiniy skirstiniy Seima {LG(0, c)}, kai ¢ Zinomas;

d) tolygiyjuy skirstiniy Seima {U(0,0 + 1)};

e) hipergeometriniy skirstiniy Seima {H(N, M,n)}, kai n ir N zinomi.

4.29. Irodykite, kad Seima {fs : 0 € R}, kal fo(z) = c(0)h(z), a(d) < z < b(0)
turi monotoninj tikétinumo santykj; ¢ia h(z) yra pagal Lebego mata integruojama teigiama
funkcija, a( < b(0) yra nemazéjancios 6 funkcijos.

4.30. Tegu X turi vienparametrj eksponentinio tipo skirstinj. Jrodykite, kad T'G kriteri-
jus, kai alternatyvos dvipusés, neegzistuoja.

4.31. Paprastoji imtis X = (X1,..., Xn)7 gauta stebint a.d. X ~ N(u,ku), p > 0, k
— Zinoma teigiama konstanta. Sudarykite kriterijy hipotezei H : u = po, kai alternatyva yra
H : p > po, tikrinti. Tare, kad n didelis, raskite apytiksles kritinés srities ir galios funkcijos
i8raiskas.
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4.32. (4.31 tesinys.) Tare, kad Zinomas tik vidurkis X, raskite TG kriterijy hipotezei

H : p = po, kai alternatyva yra H : p > po, tikrinti, grindziama statistika X. Raskite
kriterijaus galios funkcija.

4.33. Atsitiktinis dydis X jgyja sveikasias neneigiamas reikSmes ir jo pasiskirstymo
funkcija
Fla)=P{X<z}=1-p%0<8<1,2=0,1,2,..

Raskite kriterijy hipotezei H : 8 = Bo, kai alternatyva yra H : 8 > Bo, tikrinti.
4.4 — 4.5 skyreliai

4.34. Remiantis didumo n imtimi, tikrinama hipotezé H : u = 0 apie normaliojo skirstinio
vidurkio reikdme, esant alternatyvai H; : p > 0 arba alternatyvai Hs : u # 0, kai o neZinomas.
Trodykite, kad kriterijaus galia yra didéjanti u/o funkcija, kai alternatyva yra Hy, ir didéjanti
|u|/o funkcija, kai alternatyva yra Hs.

4.35. (4.34 tesinys). Irodykite, kad kriterijus, kurio reik§mingumo lygmuo yra « ir kurio
galia, esant visoms alternatyvoms {(u, o) : p > p1 > 0}, yra ne maZesné uz 3, 8 > «,
neegzistuoja.

4.36. (4.34 tesinys). Kai alternatyva yra Hi, Stjudento kriterijaus galia palyginkite su
atitinkamo kriterijaus, kai o zinomas, galia, jei n = 5; 10; 15 ir u/o = 0,8; 1,0; 1,2 (kriterijy
reik§mingumo lygmuo a = 0, 05).

4.37. Tegu X1, Xo, ..., X, yra nepriklausomi normalieji atsitiktiniai dydziai
Xi ~ N(pi,02),i =1,..,sir X; ~ N(0, ¢2), i = s+ 1,...,n; &a —co < p; < 00, 1 =
1,...,s8; 0 < 0 < oco. Raskite TGN kriterijus hipotezei H : pu; = p?, esant vienpuséms ir
dvipusei alternatyvoms, tikrinti.

4.38. Tegu X ir X9 yra nepriklausomi a.d., turintys Puasono skirstinius P(\1) ir P(A2).

a) Raskite a lygmens TGN kriterijy hipotezei Ho : A1 > A2, kai alternatyva yra Hi : A1 <
A2, tikrinti.

b) Apskaifiuokite punkte a) gauto kriterijaus galia, kai a = 0,1, (A1,X2) = (0,1, 0,2);
(1, 2); (10, 20); (0,1, 0,4).

4.39. Tegu (X1,..., Xn) yra paprastoji imtis, gauta stebint a.d. X ~ N(u,02). a)
tikrinama hipotezé H : p < po, kai alternatyva yra H : p # po; b) tikrinama hipotezé
H : 0% > 02, kai alternatyva yra H : 02 < 02. Suformuluokite lygmens a TG kriterijus P
reik§miy ir pasikliovimo intervaly terminais.

4.40. Pagal didumo n paprastaja imtj (X1,..., Xn), gauta stebint a.d. X ~ G(A,n),
kai parametras n Zinomas, tikrinama hipotezé H : XA < Ao, kai alternatyva yra H : A > Ao.
Suformuluokite lygmens o TG kriterijus P reik8miy ir pasikliovimo intervaly terminais.

4.41. Tegu X1, ..., X, yranepriklausomi vienodai pasiskirste a. d., turintys gama skirstinj
G(0,~) su nezinomais 6 ir ~.

a) [rodykite, kad tikrinant hipoteze Ho : v < 5o, kai alternatyva yra Hi : v > 70, TGN
kriterijus atmeta Ho, kai []]"; X; > g(X); ¢ia g tam tikra reali funkcija.

b) Irodykite, kad tikrinant hipoteze Ho : 8 < 6o, kai alternatyva yra H; : 6 > 6g, TGN
kriterijus atmeta Ho, kai X > h ([]/~; X;); ¢ia h tam tikra reali funkcija.

4.42. Tegu X; = X11,...,X1n, ir Xo = Xo1,...,X2p, yra dvi nepriklausomos imtys
vienodai pasiskirs¢iusiy n. a.d., turin¢iy atitinkamai gama skirstinius I'(61,~1) ir I'(62,72).

Tegu ~1 ir 2 zinomi. [rodykite, kad, tikrinant hipoteze Hp : 61 < 02, kai alternatyva
yra Hy : 01 > 62, ir hipoteze Ho : 61 = 02, kai alternatyva H; : 01 # 02, egzistuoja TGN
kriterijai, kuriy statistiky skirstiniai i§reiSkiami beta skirstiniais.

4.43. Tegu X; = Po + Bit; + €45 Cia t; yra fiksuotos konstantos (ne visos vienodos), €;
yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., turintys normalyjj skirstinj N (0, 02), 8o, f1 ir o2
yra nezinomi parametrai. Raskite a lygmens TGN kriterijy hipotezéms tikrinti:

a) Ho : Bo < 0o, kai alternatyva Hy : Bo > 6o;

b) Hp : Bo = 6o, kai alternatyva H; : Bo # 0o;
c) Ho : B1 < 6o, kai alternatyva Hi : 81 > 6o;
d) Ho : p1 = 0o, kai alternatyva Hy : 81 # 6.
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4.44. Tegu (X;,Y;)T,i = 1,...,n, yra paprastoji atsitiktiné imtis dvimacio normaliojo
av. (X, )T ~ No(u, =), pp = (1, p2)T, —00 < pi,p2 < 00, B = [o4jlax2,011 =
Jf, agg:ag, 0122021:;}0’102,0<01,02<90, —1<p<l1l. B B

Be t0, S11 = >2,(Xi — X)?, S22 = >2,(Yi = ¥)? ir S12 = 30, (X; — X)(V; - Y).

a) Irodykite, kad TGN kriterijus hipotezei Hg : o2/01 = Ao, kai alternatyva yra Hi :
o2/01 # Ao, tikrinti atmeta Ho, kai

R=|A25), — 522\/\/@3511 + Sna)2 — 4A2852, > c.

b) Raskite R i§ a) punkto skirstinj, kai o2/01 = Ag.
¢) Tegu o1 = o2. Irodykite, kad TGN kriterijus hipotezei Ho : p1 = pe, kai alternatyva
yra Hi : p1 # pa, tikrinti atmeta Hp, kai

V = ‘X27X1|/ S%+S§72S12 > c.

d) Raskite punkto ¢) a.d. V skirstinj, kai pu1 = po.

4.45. Tegu Xi,..., Xy, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., turintys paslinktajj
eksponentinj skirstinj £(a, ) su nezinomais a ir 6.

a) Irodykite, kad tikrinant Ho : @ = 1, kai alternatyva yra Hi : 6 # 1, o lygmens TGN
kriterijus atmeta Ho, kai V < c1 arba V' > cg; &la V =237 1 (X; — X(1))2n(X — X(1)), 0 ¢
apibreézti taip:

c2 c2
f(z]2n — 2)dz = / f(z|2n)dz =1 — «,
c1 c1
f(z|v) yra chi kvadrato skirstinio su v laisvés laipsniy tankio funkcija.

b) Irodykite, kad, tikrinant hipoteze Hp : a = 0, kai alternatyva yra Hi : a # 0, lygmens
a TGN kriterijus atmeta Ho, kai X(;y < 0 arba 2nX(1)/V > ¢(n — 1); ¢ia c randamas i§
lygties

(n—1) /Oc(l +0) "dv=1- .

4.6. skyrelis
4.46. Tegu Xj1,...,Xipn,, © = 1,...,k, n; > 2, yra k paprastyjy nepriklausomy imciy
eksponentiniy a.d. Xi,..., X, kuriy tikimybiniai tankiai yra

x — 0;
0 <x<oo,i=1,..k
aj

1
— exp{—
o

Cla0<o; <oo, —00<0; <400, i=1,.. k.

Rasti tikétinumy santykj, kai tikrinama hipotezé: a) Hy : 61 = 02 = ... = 6; b) Ha :
o1 =..=o0;¢) Hz: 01 = ... = 0, kai visi o; yra lygus.

4.47. Tegu X = (X1,...,X,)T yra paprastoji imtis a.d. X ~ N(u,02), —oco < p <
400, 0 < 0 < +oo. Irodykite, kad: a) tikétinumy santykio kriterijus hipotezei H : p = po
tikrinti yra ekvivalentus Stjudento kriterijui; b) tikétinumy santykio kriterijus hipotezei H :
02 = o3 tikrinti yra ekvivalentus x? kriterijui.

4.48. Tegu (X1i,..., Xpi)T, i = 1,...,n, yra imtis vektoriaus (X1, ..., Xz)7, kurio skirstinys
priklauso polinominiy skirstiniy eimai {Py(1, w)}; ¢ia 7 = (71, ..., )T yra k-matis vekto-
rius, kurio koordinatés tenkina salygas 0 < m; < 1, m1+...+m, = 1. [rodykite, kad tikétinumy
santykis hipotezei H : w1 = 7, ..., = n{ tikrinti yra

=(nE))

Ga; =Vi/n, Vi=Xia+ ...+ Xin, i =1,..., k.
4.49. (4.48 tesinys). Irodykite, kad statistiky —2In A ir 3°,(V; — nn?)2/nn¥ skirstiniai,
kai hipotezé H yra teisinga, silpnai konverguoja j x? skirstinj su k — 1 laisvés laipsniy.

4.50. Tegu X = (X1,..., X,)T ir Y = (Y1, ..., Yn)T yra nepriklausomos paprastosios a.d.
X ~ N(p1,0%) ir Y ~ N(u2,02) imtys. Irodykite, kad: a) tikétinumy santykio kriterijus
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hipotezei H : pu1 = po, kai alternatyva yra H : p1 # po, tikrinti, kai 07 = 032, yra ekvivalentus
Stjudento kriterijui; b) tikétinumy santykio kriterijus hipotezei H : a% = 0’%, kai alternatyva
yra H : 07 # o2, tikrinti ekvivalentus Figerio kriterijui.

4.51. Tegu (X1, ..‘,Xml.)T, i = 1,...,k, yra k paprastyjy nepriklausomy im¢iy, gauty
stebint normaliuosius a.d. X; ~ N(u;, 03). Trodykite, kad tikétinumy santykio kriterijus
hipotezei H : u1 = ... = py, tikrinti, kai of = ... = oy, yra ekvivalentus kriterijui, grindZziamam
statistika B ~

_ (n—k) ¥ ni(Xi — X)?

= = - .
k Zi:l Z?:l(Xij - Xi.)2
kurios skirstinys, kai H teisinga, yra Figerio F(k, n — k), n =n1 + ... + ng,

4.52. Tegu (X1,..., Xn,)T ir (Y1,..., Yny)T yra paprastosios nepriklausomos imtys a.d.
X ~ B(1,p1), 0 < p1 < 1,ir Y ~ B(1,p2), 0 < p2 < 1. Raskite tikétinumy santykj A
hipotezei H : p1 = po tikrinti ir jrodykite, kad —21In A 4 x2(1), kai n1, ng — oo, ir H yra
teisinga.

4.53. Apibendrinkite 4.52 pratima ir jo sprendima tuo atveju, kai iméiy skai¢ius didesnis
uz 2.

4.54. Tegu (X1,..., Xn,)T ir (Y1,..., Yny)T yra paprastosios nepriklausomos imtys a.d.
X ~P(A1), 0< A <00,ir Y ~P(A2), 0 < A2 < oo. Raskite tikétinumy santykj A hipotezei
H : A1 = Ao tikrinti ir jrodykite, kad —2In A A x2(1), kai n1, ng — oo, ir H yra teisinga.

4.55. Apibendrinkite 4.54 pratima tuo atveju, kai imé&iy skai¢ius didesnis uz 2.

4.56. Tegu (X1,..., Xn,)T ir (Y1,..., Yn,)T yra paprastosios nepriklausomos imtys a.d.
X ir Y, turin¢iy eksponentinius skirstinius X ~ £(1/61) ir Y ~ £(1/62), 0 < 01, 02 < oo.
Raskite statistikos X /Y skirstinj. Irodykite, kad tikétinumy santykio hopotezei H : 61 = 02
tikrinti statistikos yra X /Y funkcijos. Raskite kriterijy galia.

4.57. Atlikta 500 nepriklausomy stebéjimy ir jie sugrupuoti i intervalus; m,; stebéjimy,
patekusiy j atitinkama intervala, skaiCius.

Intervalas m;
(=00, —3/2) | 2
[-3/2, —1/2) 78
[-1/2, 1/2) 339

(1/2, o0) 81

Ar neprieStarauja §ie duomenys prielaidai, kad buvo sugrupuota paprastosios atsitiktinio
dydzio X ~ N(0, 1/4) imties realizacija?

4.58. Lenteléje i§ 2 000 atsitiktiniy skaiciy skaitmuo 0 aptinkamas 160 karty, skaitmuo 3
— 247 kartus, skaitmuo 6 — 191 karta, o likusieji skaitmenys — 1 402 kartus. Ar neprieStarauja
gie duomenys prielaidai, kad skaitmenys 0,1,...,9 pasitaiko vienodomis tikimybémis 1/10 ?

4.59. Tarp 2 020 Seimy, turinéiy du vaikus, uzregistruota 527 §eimos, kuriose abu vaikai
berniukai; 476 Seimos, kur abu vaikai mergaités, o likusiose 1 017 Seimy — vienas berniukas
ir viena mergaité. Patikrinkite prielaida apie berniuko ir mergaités gimimo tikimybiy lygybe.
Patikrinkite prielaida, kad berniuky skai¢ius X Seimose, turin¢iose du vaikus, yra binominis
X ~ B(2, p).

4.60. Atlikus 200 nepriklausomy bandymuy, jvykiai A, B ir C pasirodé atitinkamai 49, 93 ir
58 kartus. Patikrinkite hipoteze, pagal kuria P{A} = P{C} =p,P{B} =1-2p, 0 <p < 1/2.

4.61. Atlikus 8 000 nepriklausomy bandymuy, jvykiai A, B ir C jvyko atitinkamai 2 018,
5 012 ir 970 karty. Patikrinkite hipoteze, pagal kuria P{A} = 1/2 — 2p, P{B} = 1/2 + p,
P{C}=p, 0<p<1/4.
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4.7. skyrelis

4.62. Tikrinama hipotezé H : p = 1, kai alternatyva yra H : u # 1, remiantis a.
d. X ~ N(u, 4) paprastaja imtimi. Kokio didumo turi bati imtis, kad hipotezé H bity
atmetama su tikimybe 0,05, kai ji teisinga, ir priimama, kai tikroji parametro reik§mé tenkina
nelygybe | — 1| > 1 su tikimybe, ne didesne kaip 0,017

4.63. Remiantis n = 50 didumo normaliojo skirstinio N (0, ¢2) imtimi, tikrinama hipotezé
H : 02 = 02, kai alternatyva yra H : 02 > o2. Kokia tikimybé, kad ta hipotezé bus atmesta,
jei tikroji parametro reikémé o2 tenkina nelygybe o2 > 1,50(2), o kriterijaus reik§mingumo
lygmuo o = 0,057 Kokio didumo turi bati imtis, kad ta tikimybé bty ne mazesné uz 0,957

4.64. Tegu hipotezei H : 02 = crg, kai alternatyva yra H : 02 # crg, tikrinti taikomas
TGN (4.7.11) kriterijus ir paslinktasis (4.7.13) kriterijus. Raskite, kokio didumo turi bati
imtys, kad kriterijy galios funkcijos biity ne mazesnés uz 0,9, kai o2 > 202 ir 02 < 62/2, 0
kriterijy reik§mingumo lygmuo yra 0,05.

4.65. Lenteléje pateikti duomenys apie dviejose fermose vienodo amziaus kiauliy svorio
prieaugj per tam tikra laika. Pirmoje fermoje pamatuota n1 = 16 kiauliy svorio prieaugis
Xi,i = 1,...,16; antroje fermoje ny = 15 kiauliy svorio prieaugis Y;,7 = 1,...,15. Reikia
patikrinti hipoteze, kad vidutinis svorio priaugis nesiskiria, kai alternatyva yra, jog pirmoje
fermoje vidutinis svorio priaugis yra didesnis.

I ferma II ferma

i X; ) X; 7 Y 7 Y:

1 109,95 9 108,86 1 81,45 9 85,63
2 103,54 | 10 98,69 2 94,63 | 10 90,92
3 104,58 | 11 97,51 3 73,70 | 11 95,58
4 114,43 | 12 | 100,48 4 87,36 | 12 71,52
5 90,92 13 96,76 5 89,12 | 13 | 108,85
6 104,59 | 14 | 102,77 6 96,69 | 14 87,36
7 103,85 | 15 | 100,47 7 83,93 | 15 99,48
8 88,23 16 99,48 8 86,49

Nurodymas. 18 lentelés matyti, kad a.d. skirstiniai asimetrigki. Todél reikéty atlikti stebi-
mojo dydzio transformacija, kad naujo a.d. skirstinys biity patenkinamai apragomas norma-
liuoju skirstiniu, paskui remtis Stjudento kriterijumi. Nesunku jsitikinti, kad nagrinéjamame
pavyzdyje stebéjimy logaritmai tiksliau apraSomi normaliuoju skirstiniu. Kitaip sakant, ste-
bimasis a.d. tiksliau apraSomas lognormaliuoju skirstiniu.

4.66. Uzregistruota 100 mety duomenys apie vidutine liepos ménesio temperatira. Re-
miantis &iais duomenimis, gauta X = 16,482, s = 1,6145. Naudojant Sio laikotarpio 30
pirmyjy mety duomenis, gauti jverdiai X; = 16,893, s; = 1,5904, o pagal paskutiniyjy 30
mety duomenis — jveréiai Xo = 15,963, sz = 1,6531. Patikrinkite hipotezes, kad &iy dviejy
laikotarpiy vidutiné temperatiira nesiskiria nuo vidurinio laikotarpio vidutinés temperatiros,
tare, kad vidutine temperatiirg galima apraSyti normaliuoju skirstiniu.

4.67. Pagal dvi nepriklausomas n1 = ng = 50 imtis, gautas stebint n.a.d. X ~ N(u1, 1)
ir Y ~ N(pu2, 1), gauti jvertiai X =0,103 ir Y = 0,368. Sudarykite TG kriterijy hipotezei
H : p1 = po, kai alternatyva yra H : 1 < po, tikrinti. Ar & hipotezé atmetama pagal turimas
realizacijas, jeigu kriterijaus reik§mingumo lygmuo o = 0,057

4.68. Yra dvi nepriklausomos paprastosios vienodo didumo n imtys, gautos stebint neprik-
lausomus normaliuosius a. d., ir, remiantis Figerio kriterijumi, tikrinama hipotezé H : 02 = 03,
kai alternatyva yra H : 02 /02 > 1. Raskite tokj imties diduma n, kad kriterijaus galia baty
ne mazesné uz 0,9, jei kriterijaus reikmingumo lygmuo yra o = 0,05 ir 02 /03 = 1,5; 2; 3.

4.69. Dviejose laboratorijose buvo matuojamas sieros dyzeliniame kure kiekis pagal iden-
tiskus pavyzdZzius, kuriuose sieros kiekis buvo 0,870. Atlikus 8 nepriklausomus matavimus, pir-
moje laboratorijoje gauti tokie rezultatai: 0,869; 0,874; 0,867; 0,875; 0,870; 0,869; 0,864; 0,872.
Kitoje laboratorijoje atlikus 10 matavimy, gauti tokie rezultatai: 0,865; 0,870; 0,866; 0,871;
0,868; 0,870;0,871; 0,870; 0,869; 0,874. Tare, kad matavimo paklaidos turi normaliu-
osius skirstinius, patikrinkite dispersijy lygybés hipoteze. Tare, kad dispersijos vienodos,
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patikrinkite laboratorijy paklaidy vidurkiy vienodumo hipoteze.

4.70. Tikrinama hipotezé, kad impulso atpaZinimo paklaidos dispersija nepriklauso nuo
jo intensyvumo. Buvo atlikti du nepriklausomi eksperimentai. Impulsas, kurio intensyvumas
10 salyginiy vienety, buvo jvertintas taip: 9, 9, 8, 10, 12, 12, 13, 10, 10; impulsas, kurio
intensyvumas 20 salyginiy vienety, — taip: 15, 16, 17, 23, 22, 20, 21, 24, 27. Ar §ie duomenys
nepriestarauja iSkeltajai hipotezei (tarkite, kad buvo stebimi nepriklausomi normalieji a.d.)?

4.71. (2.19 pratimo tesinys). 2.19 pratimo salygomis priéme¢ normalumo prielaida
patikrinkite hipoteze, kad I ir II tipo juosty kokybés rodiklio vidurkiai nesiskiria.

4.72. (3.171 pratimo tesinys). 3.171 pratimo salygomis a) patikrinkite trijy dispersijy

lygybés hipoteze H : 62 = 05 = 02; b) patikrinkite hipoteze H : 6 = 0.

4.73. Tikrinant keturias didumo n; = 20,n2 = 38,n3 = 25,n4 = 50 lempuciy partijas,
gautos jy darbo laiko iki gedimo vidutinés reikimés 77 = 154,3, To = 165,1, T3 = 159,0,
T4 = 175,5. Tardami, kad i-osios partijos lemputés darbo laikas iki gedimo turi eksponentinj
skirstinj £(1/\), patikrinkite hipoteze H : A1 = A2 = Az = A\4.

4.74. Tiriant specialios séjamosios efektyvuma, 10 sklypeliy buvo séjama paprasta sé-
jamaja ir 10 sklypeliy — specialia séjamaja, paskui buvo lyginamas derlingumas. DvideSimt
vienodo ploto sklypeliy buvo taip sugrupuoti poromis, kad btlity greta vienas kito. Metant
moneta buvo pasirenkama, kuriame i§ dviejy sklypeliy séti specialia séjamaja. Rezultatai
pateikti lenteléje.

Eil. Nr. | Speciali | Paprasta | Eil. Nr. | Speciali | Paprasta
1 8,0 5,6 6 7,7 6,1
2 8,4 7,4 7 7,7 6,6
3 8,0 7,3 8 5,6 6,0
4 6,4 6,4 9 5,6 5,5
5 8.6 7.5 10 6,2 5,5

Patikrinkite hipoteze, kad abiejy séjamyjy efektyvumas vienodas: a) taikydami dviejy
im¢iy Stjudento kriterijy (4.7.15); b) taikydami Stjudento kriterijy atitinkamy sklypeliy derlin-
gumy skirtumams (zr. 4.7.9 pvz.); ¢) paaiskinkite, kodél gaunamos skirtingos i§vados.

4.75. (4.74 tesinys). Ivertinkite koreliacijos koeficientq ir patikrinkite koreliacijos koefi-
ciento lygybés 0 hipoteze.

4.76 (3.172. pratimo tesinys). 3.172 pratimo salygomis patikrinkite prielaida, kad a.d.
X ir Y vidurkiai nesiskiria.

4.77. Lenteléje nurodyta 10 pacienty, vartojusiy migdomuosius vaistus A ir B, papildomo
miego trukmé X ir Y (valandomis).

1| Xy Y; 4 X | Y
T 1,9 | 0,7 | 6 | 44 | 34
2108 | -1,6 | 7 | 55| 27
3| 1,1 -02|816]08
4101 |-12] 9 | 46|00
51-0,1]-0,1 11013420

Patikrinkite hipoteze, kad vaisty poveikis vienodas, tare, kad buvo stebimas normalusis
atsitiktinis vektorius.

4.78. (8.151 pratimo tesinys). 3.151 pratimo salygomis targ, kad parametras n = 10,
patikrinkite hipoteze H : A < 1, kai alternatyva yra H : A > 1.

4.79. (3.155 pratimo tesinys). 3.155 pratimo salygomis tare, kad parametras n = 10
patikrinkite hipoteze H : A = Ao = 0,001, kai alternatyva yra H : A # 0,0001. (o = 0,01).

4.80. (3.150 pratimo tesinys). 3.150 pratimo salygomis reidmingumo lygmens a = 0,05
kriterijumi patikrinkite hipoteze H : A = A9 = 1, kai alternatyva yra H : A # 1.

4.81. Tegu X1, Xo,..., X7 yra firmoje uzregistruoty klienty skambuciy skaic¢iai per 7
savaités dienas. Tare, kad a.d. Xj,..., X7 yra nepriklausomi ir turi Puasono skirstinius
X; ~ P(\i), a) patikrinkite hipoteze H : A1 = ... = A7 remdamiesi a.d. X7, ..., X7 realizacija:
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52; 65; 60; 71; 75; 43; 40. b) Matome, kad savaitgalyje skambudiy skaic¢ius yra maZesnis.
Patikrinkite hipoteze H : A1 = ... = X5, kad skambucdiy intensyvumas darbo dienomis yra
vienodas.

4.82. (2.29 pratimo tesinys). 2.29 pratimo salygomis patikrinkite hipoteze, kad defektiniy
gaminiy dalis nevirgija 0,03.

4.83. (3.152 pratimo tesinys). 3.152 pratimo salygomis patikrinkite hipoteze, kad II
rsies gaminiy dalis nevirgija 0,25.

4.84. (2.30 pratimo tesinys). 2.30 pratimo salygomis tare, kad j-oje bandymy serijoje
stebimas Puasono a.d. X; ~ P();), patikrinkite hipoteze H : A\; = A2 = A3 = A\4.

4.85. Per pirma valanda skaitiklis uzZregistravo 150 tam tikry kosminiy daleliy, per
tolesnes dvi valandas — 250 daleliy. Patikrinkite hipoteze, kad daleliy srauto intensyvumas
nepakito.

4.86. Du nepriklausomi a. d., pasiskirst¢ pagal Puasono désnj, jgijo atitinkamai reikSmes
75 ir 200. Patikrinkite hipoteze H : A1 = A\2/2 , kai alternatyva H : A1 < A2/2.

4.87. Per pirmaja dieng skaitiklis uzregistravo 20 026 puasoninio srauto impulsus, o per
antraja dieng — 19 580 impulsy. Ar yra pagrindo teigti, kad impulsy srauto intensyvumas
sumazéjo?

4.88. Ar galima teigti, kad dviejose nepriklausomose Bernulio bandymy schemose jvykio
A tikimybé vienoda, jeigu atlikus n; = nmg = 5000 bandymy jvykis A jvyko 2 602 ir 2 398
kartus?

4.89. Patikrinus 5 vienodo didumo n = 200 gaminiy partijas, jose buvo surasta atitinka-
mai 15; 10; 6; 12; 4 defektiniai gaminiai. Tegu defektiniy gaminiy skaicius j-oje partijoje turi
binominj skirstinj B(n,p;),% = 1, ..., 5. Patikrinkite hipoteze H : p1 = ... = ps.

4.90. (8.176 pratimo tesinys). 3.176 pratimo salygomis patikrinkite hipoteze, kad pra-
puolimo kampas turi tolygyji pasiskirstyma.

4.91. (3.177 pratimo tesinys). 3.177 pratimo salygomis patikrinkite hipoteze, kad susir-
gimai leukemija tolygiai pasiskirste per metus.

4.92. Lenteléje pateikta smélio grideliy orientacija plokstumoje (Zr. [14]).

Kampas | Kiekis | Kampas | Kiekis | Kampas | Kiekis
0°— 244 60°— 326 120°— 322
10°— 262 70°— 340 130°— 295
20°— 246 80°— 371 140°— 230
30°— 290 90° — 401 150°— 256
40°— 284 100°— 382 160°— 263
50°— 314 110°— 332 170°— 281

Kampai sugrupuoti j ilgio 10° intervalus (nurodoma grupavimo intervalo pradzia). Gre-
timuose stulpeliuose nurodomi smélio grudeliy, kuriy orientacija patenka j atitinkamus inter-
valus, skaiciai.

Padvigubing kampus, perveskite duomenis j intervala [0° — 360°]. Patikrinkite kampy
skirstinio tolygumo hipoteze.

Atsakymai ir nurodymai

4.2 skyrelis

4.1. Jeigu 61 > 6o, tai H atmetama, kai Sp = X1 + ... + Xn < x3_,(2n)/(260);
kriterijaus galia 8(01) = P{x2, < (01/600)x2(2n)}; jeigu 61 < 6o, tai H atmetame, kai
Sn > x2(2n)/(200); kriterijaus galia B(61) = P{x3,, > (61/60)x2(2n)}. 4.2. Tegu kriter-
ijaus reik§mingumo lygmuo « tenkina nelygybe o < 1/2 — arctg(1/2)/m ~ 0,396. Hipotezé
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atmetama, kai 21 < X < z2; 21 = [c—/c— (¢ — 1)2]/(c—1),22 = [c++/c — (¢ — 1)?]/(c—1);
konstanta ¢ randama i3 salygos (arctg(z2) — arctg(z1))/m = a. 4.3. a) Hipotezé atmetama,
kai |X| > 242, jeigu a < 0,0455; hipotezés atmetimo sritis: |X| < x1 arba [X| > zo,
z1 =1—v/1+ ¢,z2 = 14++/1 + ¢; konstanta c randama i3 salygos o = 2[1— P (z2)]+2P(z1) -1,
jeigu a > 0,0455. b) Hipotezé atmetama, kai 6 — ¢ < |X| < §; konstanta ¢ randama
i8 salygos 2[®(6) — ®(6 — ¢)] = «; jeigu toks ¢ < J neegzistuoja, tai H atmetama, kai
|X| < 6. 4.4. Hipotezé atmetama. Nurodymas. Imties X = (X1,..., X5)7T tankis, kai teisinga
hipotezé yra ¢(x) = (1/v2n0)° exp{—(2? + ... + 2)/(202)}; esant teisingai alternatyvai
skirstinys yra tolygus vienetiniame penkiamaciame kube —1/2 < z1,...,z5 < 1/2. Remi-
antis Neimano—Pirsono lema, H priimama, kai max(|X1],...,|Xs|) > 1/2, arba kai a.v. X
patenka j penkiamate sferg su centru koordinaciy pradzioje: Xf + ...+ X52 < r2. Tikimybé
P{max(|X1|,...,|X5]) > 1/2} = 1—(2®(1/0,316)—1)> = 0,0077. 13 salygos P{X7+..+ X2 <
r2} = P{x2 < r2/0,025} = 0,9 — 0,0077 = 0,8923 randame r? = 0,2258, t.y. penkiamaté
sfera patenka j kubo vidy. Kadangi X2 + ... + X2 = 0,2549, tai H atmetama. 4.5. n > 22.
4.6. Neatmetama. 4.7. 0,1856; 0,3306; 0,9117; 0,3333. 4.8. Neatsizvelgiant j randomi-
zacija, kriterijus yra toks: ¢1(x) =1, kai fi(x) > ci1fa(®); @2(x) =1, kai fa(x) > cafi(x);
po(x) =1—¢1(x) — ¢(x). Konstanta c¢; randama i3 salygos a12 = «, o konstanta cp — i¥ sa-
lygos aia1 = B, jeigu sprendiniai c; ir co tenkina salyga cice > 1. PrieSingu atveju sprendinys
neegzistuoja (tokiu atveju galima minimizuoti, pvz., suma ap1 + a10). 4.9. Sprendinys yra
tokio pat pavidalo kaip ir 8 pratime. Konstantos c1, c2 randamos i8 salygy B12 = b1, 21 = ba,
jei tik cica > 1. 4.11. a) Ho atmetame, kai X > 6p(1 — /a); b) Hp atmetame, kai
X < [=(1=00) + /(1 —00)2+ (200 —1)]/(200 — 1) ir 69 # 1/2; atmetama, kai X < a,
jeigu 0o = 1/2; c¢) hipotezé atmetama, kai X < y/a/2 arba kai X > 1 — y/a/2. 4.12. a) Hy
atmetama, kai X (1) > 0o — (Ina)/n;  b) hipotezg atmetame, kai X (1) > foa—1/™ esant al-
ternatyvai 01 > 6o; hipotezg atmetame su tikimybe 1, kai X1y < 6o, ir atmetame su tikimybe
a, kaiX (1) > 6o, esant alternatyvai 61 < 6. 4.13. Remiantis TG kriterijumi H atmetama su
tikimybe 1, kai S = X3 + ... + X, > 1, ir atmetama su tikimybe o = 0,01, kai S = 0. Abiejy
risiy klaidos nevirgija 0,01, kai n > 458.

4.3 skyrelis

4.14. Kiriterijaus funkcija ¢(X) = 1, kai X(,) > 6o, ir (X) = «, kai X(,) < 6o,
esant alternatyvai 6 > 0p;  kriterijaus funkcija ¢(X) = 1, kal X(,,) < Boat/™ ir p(X) =0
kitais atvejais, esant alternatyvai 6 < 6o; kriterijaus funkcija »(X) = 1, kai X,y > 6o
arba X(,) < Boal/™, ir o(X) = 0 kitais atvejais, esant dvipusei alternatyvai. 4.15. a) kai
alternatyva yra H : o > oo, tai H atmetame, kai 7' = >_,(X; — p) < x7_,(2n)/(200); jeigu
alternatyva yra H : 0 < 09, tai H atmetame, kai T > x2(2n); b) Jeigu alternatyva yra
H : > o, tai kriterijaus funkcija ¢(X) = 1, kai X1y = o — (Ina)/(on), ir p(X) = 0 kitais
atvejais; jeigu alternatyva yra p < po, tai kriterijaus funkcija o(X) = 1, kai X(qy < po, ir
¢(X) = a, kai X (1) > po. 4.16. 0,0879; 0,2052; 0,3731; 0,5703, kai o = 0,05; 0,1581; 0,3101;
0,4917; 0,6752, kai « = 0,1; 0,2891; 0,4877; 0,6804; 0,8350, kai o = 0, 2. Imties didumas: a)
n >39; b)n >471. 4.17. Prielaida atmetama. 4.18. p =~ 7,39(%). 4.19. Reikia tikrinti
po n = 251 lempute; partija atmetame, kai defektiniy lempuciy skaic¢ius m > 18. 4.20. a)
Remdamiesi Bernulio schema, tikriname hipoteze H : p = po su alternatyva H : p > po: a)
n = 10, po = e~ !, kritiné sritis apibrézta nelygybe X >4; b)n =8, po = e~ 2, kritiné sritis
- X > 3. b) Reikdmingumo lygmuo: a) 0,5344; b) 0,0820. 4.21. ReikSmingumo lygmuo
0,0989; kriterijaus galia: 0,4557; 0,8208; 0,9830; 1,000. 4.22. a) k = 37; 0,6527; 0,9726;
0,9995; b) k = 6; 0,0906; 0,2207; 0,3922. 4.23. H, atmetame, kai: a) S = X1 + ... + Xn >
oxa(2n)/2; b) S =—(InX1+..+InXn) <x7_,(20)/(200); )3, (X; — 1)* > boxZ,(n);
d) S = X+ ...+ X5 > 05x2(2n)/2. 4.24. a) (X(1), X(n)) ~ f(z, y) = n(n —1)(y —
)2, 0<x<y<60+1.b)0.¢c)BO)=1—(1—(0—00))", kai 6p <0 <6p+1; 36) =1,
kai 0 > 6p + 1. d) n > 44. 4.26. Hp atmetame, kai S = X1 + ... + X10 > 5; atmetame su
tikimybe 1 = 0,4657, kai S = 0; atmetame su tikimybe vo = 0,1954, kai S = 4; b) Hop
atmetame, kai S = 0; 8; 9; 10; atmetame su tikimybe v = 0,4702, kai S = 1; atmetame
su tikimybe vo = 0,2992; kai S = 7. 4.27. Hipoteze Hp atmetame, kai X < k1 arba X > ko;
atmetame su tikimybe ~;, kai X = k;, ¢ = 1, 2; konstantos k1, k2, 71, 72 randamos i§ lygciy
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sistemos: po [lezz:;iJrl q(’)" +(1— 'yl)qo +(1-— 72)(102] =1l—-a,p [Zk k1+1 kq Ty 1-
71)14:1(151_1—&—(1—72)/@2410 } = 1—a. 4.31. TG kriterijus atmeta H, kai az = Y, X2/n > ¢;
konstanta ¢ randama i salygos P{as > cluo} = a. Kadangi E(az|u) = u? + kp ir V(az|u) =
2kp? (k+2u), tai esant dideliems n konstanta ¢ & p2+kpo+poza/2k(k + 2p0)/n;  kriterijaus
galia B(p) = 1 — ®(v/n(c— p? —kp)/(u\/2k(k + 2u)), p > po. 4.32. Tai atskiras 33 pratimo
atvejis, kai imties didumas lygus 1, o vietoje k imama k/n, t.y. 33 pratimo atsakymuose
reikia jragyti X2 vietoje as ir k/n vietoje k. 4.33. H atmetame, kai X > ¢, &ia ¢ yra
maZiausias sveikasis skaitius, tenkinantis nelygybe p = 8§ < «, ir atmetame su tikimybe
v=(a=p)/(B5" (1 = Bo)), kai X =c.

4.4-4.5 skyreliai

4.36. Jeigu o zinoma, tai kriterijaus galia lygi 0,5573; 0,7228; 0,8505, kai n = 5;
0,8119; 0,9354; 0,9842, kai n = 10; 0,9270; 0,9871; 0,9987, kai n = 15. Jeigu o nei-
noma, tai kriterijaus galia lygi 0,5869; 0,7280; 0,8393, kai n = 5; 0,8077; 0,9275; 0,9795, kai
n = 10; 0,9216; 0,9844; 0,9961, kai n = 15. 4.37. Numdymas Santykis (X1 — p1)/ V62
turi Stjudento skirstinj S(n — s), kai H teisinga; ¢ia 62 = 75+1 X /(n—s). 4.38. a)
Hp atmetame, kai X1 < k, ir atmetame su tikimybe ~, kai X1 k ¢ia k — maZiausias
sveikasis skai¢ius, kuriam galioja nelygybeé Zk_l Cu/2N =p < a;v=(a—p)/(Ck/2N),
N=X1+X2, b)B= Zm o CmaN=—m /3N 4 Ok oN=F /3N pirmaisiais trimis atvejais ir

Zk ! CaN=—m /5N 4 701@41\7 k /5N paskutiniu atveju. 4.39. a) Hipotezé atmetama,
kal pv = 2(1 F(\t||n 1)) < a; ¢ia t yra statistikos T' = /n(X —po) /s realizacija, o F(t|v) yra
Stjudento skirstinio su v laisvés laipsniy pasiskirstymo funkcija; pasikliovimo intervaly termi-
nais hipotezé atmetama, kai po < p arba kai po > f; ¢a (u, i) yra parametro p pasikliovimo
intervalas su pasikliovimo lygmeniu Q = 1 — a.. b) Hipotezé atmetama, kai pv = P{xi,1 <
y2} < «; &a y? yra statistikos s2(n — 1)/0(2) realizacija; pasikliovimo intervaly terminais
hipotezé atmetama, kai 02 < o032; ¢ia (g2,02) yra parametro o2 pasikliovimo intervalas su
pasikliovimo lygmeniu @ = 1—2a. 4.40. Hipotezé atmetama, kai pv = P{x%ny < 2Nt} < o
¢ia t yra statistikos T' = X1 + ... + X, realizacija; pasikliovimo intervaly terminais hipotezé
atmetama, kai Ao < ); &a (A, \) yra parametro A pasikliovimo intervalas su pasikliovimo
lygmeniu @Q = 1 — 2a. 4.42. Nurodymas. Pazymékime S; = Z;il Xij, © =1,2. Tikétinumo
funkcija L = h(Xl,Xg)exp{fHSj — 19(31 -+ 52) — B(@,’@)},H = 91 — 92,19 = 92; kadangi
esant teisingai hipotezei H : 01 = 02 (arba 6 = 0), statistika S1/(S1 + S2) ~ Be(niv1,n27y2),
tai TGN kriterijus galime suformuluotl naudoda,rm beta skirstinj. 4.43. Pazymékime Bl =
X Xalti = D/ Syt = D, fo = Xy, 62 = 2 = 3,(X — o — Biti)?/(n —2). Tada:

a) Ho atmetame, kai (8o — 90)/(30) > ta(n — 2), =1/n+t/>,(t — 1% b) Ho at-
metame, kai [Bo — 0o|/(s¢) > toa(n —2); c) Ho atmetame, kai (81 — 00)/(sd) > ta(n — 2),
d? =1/%,(t;—1)?; (d) Ho atmetame, kai |31 —00|/(sd) > t, ja(n— 2) 4.44. a) Nurodymas.
Atlikime transformacija U; = AoX; + Vi, Z; = X; — Yi/Ao,3 = 1,...,n. Tada hipotezé Hy :
o2/01 = Ag yra ekvivalenti hipotezei, kad koreliacijos koeﬁ(:lentas p = p(U;, Z;) = 0. Statis-
tika R yra empirinio koreliacijos koeficiento, apskai¢iuoto pagal imtj (U;, Z;)7,i = 1,...,n,
modulis; b) (n — 2)R2/(1 — R?) ~ F(1,n — 2); c¢) Nurodymas. Atlikime transformacija
U =X, +Y,Z; = X; — Y;,i = 1,..,n. Tada statistika V = |Z|/1/>,(Z; — Z)2; d)
(n—1)V2~ F(l,n—1).

4.6 skyrelis

4.46. Pazymeklme n=ni+..+ nk,XMl) = min(Xil, 7X1n1)a X(l) = min(Xl(l),...,
Xk(l)) Tada: a) Tikétinumy santykis A = Hf 1(6'1'/&1')”1', g; = Z?;l(xm — Xl(l))/n“
Fi= XL (X — Xa)/nss b) A = [T, (6e/0)™, & = Sy mdi/n ) A = (5/3)",
& ="  n;&;/n. 4.51. Tikétinumy santykis A = [1/(1+kF/(n—k))]"/2. 4.52. Tikétinumy
santykis A = pS1(1 — p)"1=51552 (1 — )" =52 /[ (1 — pr)™ 51552 (1 — )2 —52]; 8y =
X1+.. +Xn1, So=Y1+.. +Yn2,pl—Sl/nl,pQ—Sg/’ng,p—(S1+Sg)/(n1+TL2) 4.53.
A= pS(l —p)- S/(Hl 1p (1—]51-)"1'*‘91')7 S=514..4Sk, n=n1+...4ng, p=S/n, p; =
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Si/ni,i=1,2,..,k; —2InA Y X%—l! kai n; — oo, i = 1,2, ..., k, ir hipotezé H : p; = py =
... = pg yra teisinga. 4.54. Tikétinumy santykis A = (5\51+52/(5\fl 5\‘292)) exp{nqu + 1oy —
(n1 +n2)5\}; S1 = X1+ ... +Xn1, So =Y1 + ... +Yn2, ;\1 = Sl/nl, 5\2 = Sz/ng, 5\ =
(S1 + S2)/(n1 + n2). 4.55. A = AS/([[F,35), S =S+ ..+, n=mn+.+
ng, A= S/n, A= Si/ng, i = 1,2,k —2InA % 32 kaing — o0, i = 1,2,...,k,
ir hipotezé H : \1 = A2 = ... = )\ yra teisinga. 4.56. A.d. X/V = (01/62)Fany 2ny;
¢ia Fip,n — a.d., turintis FiSerio skirstinj su m ir n laisvés laipsniy. Tikétinumy santykis
A= (n1'ny?/(n1 +n2)"1t"2)(1+n1 X /(n2Y))"1172(naY)™ / /(n1 X)™1. Tegu alternatyva
yra H : 01 > 62. Tada hipotezé H atmetama, kai X /Y > F,(2n1,2n2), o kriterijaus galia
B(02) = P{Fon, 2n, > (02/01)Fa(2n1,2n2)}, 02 < 01. 4.57. Nurodymas. Pasinaudokime
tuo, kad a.d. V =3, (m; — np?)2/(np?) apytiksliai turi x? skirstinj su 3 laisvés laipsniais;
¢ia p) — tikimybeé, kad a.d. X ~ N(0,1/4) igijo reikime i§ i-ojo intervalo: p§ = 0,00135;p =
0,1573; pd = 0,6827;p] = 0, 15865. Atsitiktinis dydis V jgijo reik§me 2,6578. Asimptotiné P-
reik§meé pv, = P{x% > 2,6578} = 0,4474. Atmesti hipoteze néra pagrindo. 4.58. Analogiskai
kaip ir 4.57 pratime gauname, kad a.d. V, kuris apytiksliai turi x2 skirstinj su 3 laisvés
laipsniais, jgijo reik§me 19,453. Asimptotiné P-reik§mé pv, = P{xg > 19,453} = 0,00022.
Hipoteze atmetame. 4.59. Atsitiktinis dydis V', kuris apytiksliai turi x2 skirstinj su 2 laisvés
laipsniais, jgijo reikime 5,3446. Asimptotiné P-reik§mé pv, = P{x32 > 5,3446} = 0,0691.
Hipoteze atmetame, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo vir§ija 0,0691. Tikrindami hipoteze
H: X ~ B(2,p), apskaitiuojame statistikos V = (mo —np?)2/(np?) + (m1 —n2p§)2/(n2p4G) +
(m2 — ng?)?/(ng?), kuri apytiksliai turi x2 skirstinj su 1 laisvés laipsniu, reik¥me; ¢ia p yra
tikimybés p DT jvertinys. Gauname p = = (1017 + 1054)/4040 = 0, 5126; V = 0,2317.
Asimptotiné P-reiksmé pv, = P{x? > 0,2317} = 0,6303. Atmesti hipotez¢ néra pagrindo.
4.60. Parametro p DT jvertis p = 0,2675. Analogiskai kaip 4.59 pratime statistikos V,
kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi x2 skirstinj su 1 laisvés laipsniu, reik§meé yra
V = 0,757. Asimptotiné P-reikimé pvg = P{Xf > 0,757} = 0,3843. Todél atmesti hipoteze
néra pagrindo. 4.61. Parametro p DT jvertis p = 0,1232. Analogiskai kaip 4.59 pratime
statistikos \7, kuri esant teisingai hipotezei apytiksliai turi x? skirstinj su 1 laisvés laipsniu,
reik§meé lygi 0,444. Todél atmesti hipoteze néra pagrindo.

4.7 skyrelis

4.62. n > 74. 4.63. 0,6737; n > 133. 4.64. Taikant TGN kriterijy n > 45,
taikant simetrinj kriterijy n > 47. 4.65. Pereiname prie logaritmy. Kadangi atmesti
dispersijy lygybés hipoteze néra pagrindo, tai taikome kriterijy (4.7.17). Statistikos T rea-
lizacija t = 4,2745; P reikimé pv = 9,45 x 107°. Hipotezé atmetama. 4.66. Pagal
turimus duomenis randame vidurinio laikotarpio vidurkio ir kvadratinio nuokrypio jvercius
Xo = 16,563,s0 = 1,5362 ir taikome Stjudento dviejy imé&iy kriterijy. Lygindami pirma ir
vidurinj laikotarpius, gauname statistikos 7T realizacija 0,8761, o lyginant vidurinj ir paskutinj
laikotarpius statistikos 71" realizacija yra -1,5652; atitinkamos P reikSmés esant dvipusei alter-
natyvai yra 0,3841 ir 0,1222. Atmesti hipotezes néra pagrindo. 4.67. Neatmetama. 4.68.
n > 211; n > 74; n > 31. 4.69. Dispersijy lygybés hipotezé neatmetama, nes a.d., tu-
rintis FiSerio skirstinj F(7,9), igijo reik§me 1,9584; sisteminiy paklaidy vienodumo hipotezé
neatmetama, nes a.d., turintis Stjudento skirstinj S(16), jgijo reikime 0,4099. 4.70. Tikri-

name hipoteze H : O‘% = 037 kai alternatyva yra H : a% < ag. Statistika F' = s%/s%,
kuri esant teisingai hipotezei turi FiSerio skirstinj v1 = 10,2 = 10 laisvés laipsniy jgijo

reiksme 0,1783. P reik§mé pv = P{Fi0;10 < 0,1783} = 0,0059. Hipoteze atmetame, kai
a > 0,0059. 4.71. Statistika 7', turinti Stjudento skirstinj su 97 laisvés laipsniais, jgijo
reik¥me 5,7568. P reik§mé pv = 2P{|tg7| > 5,7568} = 2 x 10~ 7. Hipotezé atmetama. 4.72.
a) Tikétinumy santykio statistika Rrg (zr. 4.63 pvz.) jgijo reikdme 1,8931; asimptotiné P
reik§mé pv = P{x2 > 1,8931} = 0, 3881; atmesti hipoteze néra pagrindo. b) Hipotezé neat-
metama. 4.73. Tikétinumy santykio statistika jgijo reik¥me 0,3086; atmesti hipoteze néra
pagrindo. 4.74. a) Statistika Z gijo reik§me 1,882. Tegu F(z|v) yra Stjudento skirstinio su
v laisvés laipsniy pasiskirstymo funkcija. Tada P-reik§mé pv = 2[1 — F(1,882|18)] = 0,0761.
Reik$mingumo lygmens a = 0,05 kriterijumi hipotezé neatmetama. b) Statistika T igijo
reik§me 3,2143. P reikdmé pv = 2[1 — F(3,2143|8)] = 0,0106; hipoteze atmetame, kai kri-
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terijaus reik§mingumo lygmuo « virsija 0,0106. c¢) Pagal prasme a.d.X ir Y yra teigiamai
priklausomi (jei gretimy sklypeliy Zemé derlingesné, tai abu a.d. X ir Y turés tendencija
jgyti didesnes reik§mes ir, atvirks¢iai). Todél lentelés duomenis reikia traktuoti kaip 10 dvi-
magcio a.v. (X,Y)7 realizacijy. Reikia taikyti 4.7.3 skyrelio metodika, o kriterijy (4.7.15)
taikyti yra nekorektiska. 4.75. Koreliacijos koeficiento jvertis p = r = 0,7055. Statistika
U i§ (4.7.29) igijo reikéme 2,8157. Jeigu hipotezés H : p = 0 alternatyva yra H : p > 0,
tai P reik§mé pv = 1 — F(2,8157|8) = 0,0113; nepriklausomumo hipotezé H : p = 0 at-
metama, kai kriterijaus reik§mingumo lygmuo o > 0,0113. 4.76. Statistika 7" jgijo reik§me
1,7718. Jeigu alternatyva yra H : 0 >0, tai P reikimé pv = 1 — F(1,7718|15) = 0, 0484.
Hipotezé H : 6 = 0 atmetama, kai kriterijaus reik§mingumo lygmuo a > 0,0484. 4.77.
Tikriname hipoteze dél a.d. X ir Y vidurkiy lygybés. Statistika T jgijo reik8me 4,1212.
Jeigu alternatyva dvipusé, tai P reikémé pv = 2[1 — F(4,1212]9) = 0,0026. Hipotezé
H : 6 = 0 atmetama, kai kriterijaus reik§mingumo lygmuo o > 0,0026. 4.78. Statis-
tika T = X1 + ... + Xn igijo reikime ¢t = 185. P reikimeé pv = P{x3,, < 2t} = 01435.
Hipoteze atmesti néra pagrindo. 4.79. Hipotezé neatmetama. 3.155 pratimo atsakyme suras-
tas pasikliovimo intervalas uzdengia hipotetine reik§me A\og. 4.80. Hipotezé neatmetama.
3.155 pratimo atsakyme surastas pasikliovimo intervalas uZdengia hipotetine reik§me Ao.
4.81. a) Tikétinumy santykio statistika Rpg igijo reiksme 19,3386; asimptotiné P reik§mé
pva = P{x2 > 19,3386} = 0,0036. Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reikimingumo lygmuo
virgija 0,0036. b) Tikétinumy santykio statistika Rpg igijo reiksme 5,1783; asimptotiné P
reik§mé pv, = P{xz > 5,1783} = 0,2695. Hipotezé neatmetama. 4.82. Defektiniy gaminiy
skai¢ius 18; nerandomizuoto kriterijaus P reiksmé pv = P{S > 18}; &ia S ~ B(350;0,03);
randame pv = 0,0201. Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik8mingumo lygmuo vir§ija
0,0201. 4.83. Antros rusies gaminiy skai¢ius 277; nerandomizuoto kriterijaus P reik§mé
pv = P{S > 277}; &a S ~ B(1000;0,25); randame pv = 0,0275. Hipotezé atmetama, jei
kriterijaus reikSmingumo lygmuo virSija 0,0275. 4.84. Tikétinumy santykio statistika Rrg
igijo reikSme 8,7064; asimptotiné P-reikimé pv, = P{x2 > 8,7064} = 0,0335. Hipotezé¢
atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lygmuo virgija 0,0335. 4.85. Tikrinama hipotezé
H : A\ = X2. Jei alternatyva yra H : A\ > Ag, tai P reiksmé pv = P{S > 150}; &ia
S ~ B(400;1/3). Randame pv = 0,0442. Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo
lygmuo virsija 0,0442. 4.86. P reiksmé pv = P{S < 75}; &a S ~ B(275;1/3). Ran-
dame pv = 0,0181. Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reiksmingumo lygmuo virsija 0,0181.
4.87. Tikrinama hipotezé H : Ay = Xo. Jei alternatyva yra H : A\ > A2, tai P reik§mé
pv = P{S > 20026}; ¢ia S ~ B(39606;1/2). Randame pv = 0,0123. Hipotezé atmetama, jei
kriterijaus reiksmingumo lygmuo virgija 0,0123. 4.88. Statistika /n(p1 — p2)/vP1d1 + P24z,
kuri esant teisingai hipotezei asimptotiskai turi standartinj normlyjj skirstinj, jgijo reik§me
4,0834; asimptotiné P reikimé puvg, = 2(1 — ®(4,0834)) = 4,44 x 1075, Hipotezé atmetama.
4.89. Tikétinumy santykio statistika Rrg jgijo reikSme 9,3113; asimptotiné P reik§mé
pPUg = P{X?l > 9,3113} = 0,0538. Hipotezé atmetama, jei kriterijaus reik§mingumo lyg-
muo virija 0,0538. 4.90. Statistika 2nR? jgijo reik¥me 43,888; asimptotiné P reikimé
pva = P{x2 > 43,888} = 2,9 - 10719; statistika —2In A jgijo reikime 55,099; asimptotiné
P reikimé pvg = P{x?, > 55,099} = 7,4-10~8. Hipotezé atmetama. 4.91. Statistika 2nR?
igijo reik§me 10,2248; asimptotiné P reikSmé pv, = P{x% > 10,2248} = 0,006; statistika
—21In A jgijo reik§me 20,0797; asimptotiné P reik§mé pv, = P{x%1 > 20,0797} = 0,0443.
ReikSmingumo lygmens o = 0, 05 kriterijumi hipotezé atmetama. 4.92. Hipotezé atmetama,
nes statistika 2nR? jgijo reikime 112,8, o statistika —21n A jgijo reikéme 137,9.



1 priedas. Pagalbinés lentelés 275

1 priedas. Pagalbinés lentelés

1.P.1 lentelé. Pateikiama pagrindiniy ziniy apie daznai naudojamus diskreciuosius
tikimybinius skirstinius.

1.P.2 lentelé. Pateikiama pagrindiniy ziniy apie daznai naudojamus absoliuéiai tolydzi-
uosius skirstinius.

Naudojami trumpiniai: nat. sk. — nattiralusis skai¢ius; sv. nen. sk. — sveikasis neneigia-
mas skaicius; bruksnys parodo, kad funkcija neturi paprastos israiskos.

1.P.3 lentelé. Pateikiama ziniy apie tikimybiniy skirstiniy sary8ius.



1.P.1 lentelé. Diskretieji tikimybiniai skirstiniai

s . N . . . .. Generuojancioji
Skirstinys Parametrai P{X =k} Vidurkis Dispersija funkcija
ko k _ \n—k
Binominis Onfngtzkl.’ C":Z i107 p? n ’ np np(l —p) (I—p+ps)"
- 1—p)k1
Geometrinis 0<p<1 p](g _ 1]?)27 o % o rrs
. 0<p<1 ol p™(1 —p)* n(1—p) n(1—p) n
’ +k—1 p P p
Paskalio n-nat.sk. " k=0,1,.. P p? (1*%)
.. . C(n+k .
Neigiamasis 0<p<l, k(ﬁi?'n)) n(1—p)*k n(1—p) n(i—p) ( p )"
binominis n>0 k=0,1,.. P P 1=gs
; ; k D(ytm) T (k4T (n—k+n)
Apibendrinta- v, n >0, C’n T ()T (nbyEm) n 1 ’yn(’;+n+n)1 o
binominis n — nat.sk. k=0,1,...,n R (rAm = (rtn+1)
. chieny . (N-n)
Hipergeomet- N, M, n—nat.sk. cn , k < min(n, M) nM np(1 —p) ~=1) -
rinis M<N,n<N max(0, n — N +m) < k N p=M/N
Cn—l CAf—n
P . - ntk—1YN-—n—k
Neigiamasis N, M, n—nat.sk. B A— n(ﬁljlm ar. (2.25) o
hipergeometr. M <N, n<N k=0,1,...N—M
. .« b nbr(b+r+nc)
Pojos b, r,c>0 zr. (2.27) b’f'_r (s Y e _
AR A
Puasono A>0 P 67 1, 2’7 A A e AM1=s)
Sudétingasis t>0, o , , " “At(1—(s))
letingas 2 A (1) A (1) + (1)) e
. .. 1 k In(1—sq)
Logaritminis 0<p<l1 _lnqu7 k=1,2, pﬁ]p —7p2‘11np(1+ h?p) i
) _ n! my m I (1 — 7t
Polinominis 0 < m; <1, n -nat.sk. TR LR o oy = nmi(l —m;), (w181 + ...+
T+ ...+ =1 0<m; <n, mi+..+mp=n 055 = —NMTWj,0 F J + 7k Sk)™
Daugiamatis N, M, ..., M}, n- CXECE: noap oii =np;(1 —p;)(N —n)/(N —1), o
hipergeometr. -nat.sk; >, M; = N N N oij =npip; (N —n)/(N —1), i # j

9.¢

sojoquoy sourqreseq -sepotd T



1.P.2 lentelé.

Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija Charakte{l stine
funkcija
_ 1 _(@-w?
Normalusis 00 < f < 00, V2mo exp{ 202 } m 0.2 exp{iut _ t20'2}
0<o<oo —oo <z <00 2
Pusiau 5 22 2 2 2 _t202
normalusis 0<o<oo Voro P{=g5z} >0 U\/; o*(1=2) 2e” 2 B(ito)}
2
Reléjaus 0<o<oo :ﬁexp{—;?}, x>0 o/ 5 02(2—%) —
2 2 —
Maksvelo 0<o< oo \/g%exp{f;?}, x>0 21/% @ —
2
Lognorma- —00 < p < 00 L oxp{— {220y E 2
lusis 0<o<oo Vemer s e T —1) —
_ 1__ o )
Kosi o0 S p S 00 7 o2 4 (z—p)? neegzistuoja neegzistuoja etnt—olt|
0<o <o —oo < T < 00
. _ 1 n_y .z 1
Chi kvadrato n — nat.sk. P RENCIDK 2 e 2, x>0 n 2n e
Necentrinis n — nat.sk. . exp{itv5—t2/2}
chi kvadrato §>0 7 (3.18) nto 2n +29) (-2i)(n—D/2
Dt/ (14 ﬁ)‘“’zi 0 n_
Stjudento n — nat.sk. Vnrl(n/2) n ’ n—2’ —
—o <z < oo n>1 n > 2
Necentrinis n — nat.sk. 7r. (3.23) uMn, My = \/gx st _
Stjudento —00 < p < 00 %7 n>1 | +p?(Fs — M2), n>2
_ Llmtn)/2) 5% nm 2n®(ntm-2)
Fiserio m - mat.sk. T0m /BT (/2™ 2 12 X n-g m(n-2)2 (1)’ —
n — nat.sk. Xa:%fl(n—‘rm:v)* 2 n > 2 n >4
. +6 25
Necentrinis m, n — nat.sk. ir. (3.27) %, 2n2(<nj”2;rw+ o
o 2(m+4)?2
Figerio 6>0 n>2 +$(73_4))7 n>4

sopojuoy sourqreSe -seporrd |
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1.P.2 lentelés tesinys. Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija Charakte.r.l stine
funkcija
n . . n
Gama A>0, n>0 F)Emz” e >0 g A% (Ajit>
Eksponentinis A>0 Xe A >0 % )\% ﬁ
Paslinktasis A>0, e ME—p) 1 1 iut A
s s W+ by bvi e gy
eksponentinis —00 < p < 00 pn<x< oo v
_ A o= Alz—p|
00 < p < 00 se , 2 itp A
Laplaso 0<\< oo oo <z < 00 K 2 e e
1 _exp{—(z—p)/0} . iut :
Logistinis >0, 6 Trexpl—(2—1)/0] u 022 eI (1 + itf) x
—00 < p < 00 —00 < x < 00 3 xT(1 — itd)
0o’ 0a? 00>
Pareto 0>0, a>0 z9“+1,04<:z:<o<> o, 0>1 M;w79>2 —
Eksponentiniy | 0 < 01, 62 < oo, % exp{—g- }+ p10? + p263+
skirstiniy 0<p1 <1, +§—; exp{ @}7 01p1 + O2p2 +p1p2(01 — 02)2 17171‘;91 + 171;21592
misinys p2=1—p1 0<x < oo
—1
o L(5) % OT(1+1/v)x 02(T(1+2/v)T(1—
Loglogistinis 0>0, v>0 x(1+ (2/60)7)~2 xI(1—1/v) —2/v) —T2(1+1/v)x —
0<z<oo xI?(1—1/v)
n (z)n-1 _(zyn
Veibulo n>0 2(2)" en{-(2)7) T | o (1 - () -
o >0 0<z< oo K K n
Apibendrin- 6> 0, EL 4 (2)MET/M %
tasis Veibulo o >0, x exp{(1 — (1+ Z)m)1/7}, — — —
¥>0 0<a <o
. . . o _T—p
Maksimaliyjy —00 < p < 00, %exp{f ThE —eT e} "w— o, (n0)? -
reikimiy 0<o<oo —00 <z < 00 ~=T"(1) 6
.. .. _ T—p
Minimaliyjy —00 < p < 00, %exp{zﬁ“ —e o } w+ o, (n0)? o
reik§miy 0<o <o —o00 <z < 00 v = 0.5772156... 6
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1.P.2 lentelés tesinys. Tolydieji tikimybiniai skirstiniai

Skirstinys Parametrai Tankis Vidurkis Dispersija Charakteﬁlstlne
funkcija
C(y+n) ~y—1 -1
v > 05 ﬁx’y (1 - 1;)”7 ’ ol yn
Beta n>0 ) (")0 <z<1 y+n (v+m2(y+n+1) o
i 1 m1+po (p1—p0)? elth1 _eitro
Tolygusis 0o < pp < p1 < 00 =g Mo <z < 2 12 it(pu1—po)
_ i — T I S _1 ittt u)—tT=t/2
k-matis 12 (,U‘17 '-'Huk) ’ (V2m) kA /13] eXp{ 3 X " » € s
normalusis X = [oi]kxk x(x—p) TS Ha —p)} t € R¥

sopojuoy sourqreSe -seporrd |
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1 priedas. Pagalbinés lentelés

1.P.3 lentelé Tikimybiniy skirstiniy sarysiai

Atsitiktinis dydis Funkcija Funkcijos skirstinys
X~ N, o%) Y =24 Y ~ N(0, 1)
X~ O, L) Y = X2 Y~ x2(1: Y ~ F(1, 00)

Xi N0 1), i= 1, Y= X7+t X2 Y ~2(m)
Z ~N(0, 1), X; ~N(0, 1) ______z
i=1,‘..l,n VXZ o+ X2)/n Y ~ S(n)
Z; ~N(, 1), i=1,...,m, (Z3+4..122)/m
! ! g St Sl W Y ~F
X; ~N@©, 1), j=1,..n Y= RIroaxn (m, n)
X1~ G m) .
X2 ~ G\, 772)7 = X% Y ~ Be(n, n2)
X~ G m) Y =2)X Y ~ x2(2n)
Xl Nxz(nl)r _ b'e
Xa ~ x%(n2) Y =%7% Y ~ Be(", %2)
X1~ G(Av 771) o b'e
Xo ~ G(A, 772)7 Y =75 Y ~ F(2m1, 2n2)
X ~ F(m, n) - % Y ~ Be(, 1)
X ~ S(n) Y — X2 Y ~ F(1, n)
X~ S Y= it Y ~ Be(}, 3)
Xi~ Nlui, o), Y ~ N(p, 0),
Y=cX X
i=1,..,n c1X1+ ...+ cnXn w=3 cip, 02221‘012‘71'2
X~ X2(Tli); Y ~ XQ(TL),
Y =X o+ X
t=1,...k Lt Ak n=ni+..+ng
Xi ~P(N) Y~ PO,
’ Y=X1+..+X
i=l.un Pt A=A+t
X~ B(’I’Lz‘7 p): Y ~ B(n, p)7
Y=X .+ X
i=1..k Lt A n=ny+..+ng
X; ~ B~ (ni, p), _ B Y ~ B~ (n, p),
i=1,...k Y=X1+..+Xp—k+1 i
i{—Nl g(/\i’ V=Xi+..+Xn Y ~ G(), n),
Xi ~ G()‘v 771')7 Y ~ G()\, 77);
Y=X L+ X
i=1,...,n 1+ + Xn D=1+ ot T
i Bl o0, Y ~ K, o),
. ' Y=X14+..+X
i=1,..,n 1 n uzzm’gzzigi

Pastaba. Bet kurios funkcijos iSraiskoje a. d. laikomi nepriklausomais.
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2 priedas. Matematinés statistikos lentelés

2.P.1 lentelé. Nurodytos funkcijos ®(z) = \/%ffoo exp{fg}dt reik§més, kai z =
0,00 (0,01) 4(0,1)4,9. Dél kompaktiskumo devynetai, esantys po kablelio, neragomi, o tik
nurodomas jy skaidius. PavyzdZiui, ®(3,76) = 0,915 = 0,999915. Kadangi skirstinys N (0, 1)
simetrinis tagko = 0 atzvilgiu, tai ®(—z) =1 — &(z).

2.P.2 lentelé. Pateikiamos standartinio normaliojo skirstinio N(0, 1) P-osios kritinés
reik§més zp (abscisiy adies tagkai, tenkinantys lygti ®(zp) = 1 — P, t.y. zp = ®~1(1 — P)),
kai P = 0,0010(0,0001)0,003(0,001)0,10 (0,01)0,49. Jeigu @ > 0,5, tai i§ pasiskirstymo
simetrijos gauname, kad zg = —21_q.

2.P.3 lentelé. Pateikiamos x2(n) skirstinio P-osios kritinés reikimés x%(n), t.y. abscisiy

aSies taSkai, tenkinantys lygtj
oo

f(z; n)de = P;
x3(n)
Gia f(x; n) — skirstinio x2(n) tikimybinio tankio funkcija. Argumenty reikimés yra &ios:
n =1(1)20(2)40(5)90(10)100; P = 0,0005, 0,0001, 0,01, 0,025, 0,05, 0,10, 0, 20, 0, 80, 0, 90,
0,95, 0,975, 0,99, 0,995, 0,999, 0,9995.

2.P.4 lentelé. Pateikiamos Stjudento skirstinio S(n) P-osios kritinés reik§més tp =
tp(n), t.y. lygties

P{T, >z} = /too Fzln)dz = P

sprendiniai; ¢ia f(z|n) — Stjudento skirstinio su n laisvés laipsniy tikimybinio tankio funkcija.
Argumenty reik§més yra §ios: n =1(1)20(2)30(4)50(10)100(100)500; P = 0,0005, 0,001,
0,0025, 0,005, 0,01, 0,025, 0,05, 0,1, 0,25. Paskutinéje eilutéje (n = oo) yra standartinio
normaliojo skirstinio kritinés reik§més zp. Naudojantis 2.P.4 lentele, reikia prisiminti, kad dél
simetrijos tp(n) = —t1_p(n).

2.P.5 lentelé. Pateikiamos FiSerio skirstinio F'(m, m) P-osios kritinés reik§més, kai

P =0,05,t. y. lygties

oo

/ f(z|m,n)dx = 0,05

Fp(m,n)
sprendiniai; ¢ia f(z|m,n) — Figerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy tikimybinio tankio
funkcija. Argumenty reik§més yra 8ios: m = 1(1)10; 12; 15; 20; 24; 30; 40; 60; 120; oo;
n = 1(1)30(10)80; 100; 150; 200; 500; co. Kai n = oo, tai Fp(m,n) = x%(m)/m, 7r. 2.P.3
lentele. Pasinaudojus lygybe Fp(m, n)F)_p(n, m) =1, i§ 2.P.2 lentelés galima rasti FiSerio
skirstinio kritines reikSmes, kai P = 0, 95.
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2 Priedas. Matematinés statistikos lentelés

2.P.1 lentelé. Standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcijos reik§més

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596  0,5636  0,5675 0,5714  0,5753
0,2 | 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 | 06179 0,6217 06255 0,6293 0,6331 0,6368  0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 06736 0,6772 0,6808 0,6844  0,6879
0,5 | 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123  0,7157 0,7190  0,7224
0,6 | 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389  0,7422 0,7454 0,748 0,7517  0,7549
0,7 | 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673  0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823  0,7852
0,8 | 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106  0,8133
0,9 | 08159 0,818 08212 0,8238 10,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365  0,8389
1,0 | 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599  0,8621
1,1 | 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749  0,8770 0,8790 0,8810  0,8830
1,2 | 0,8849 0,8869 0,8888  0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997  0,9015
1,3 | 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 09131 09147 0,9162 0,9177
1,4 | 0,9192 0,9207 09222 0,9236 0,9251  0,9265 0,9279  0,9292  0,9306  0,9319
1,5 | 0,9332 09345 09357 0,9370  0,9382  0,9394  0,9406 0,9418  0,9429  0,9441
1,6 | 0,9452  0,9463 09474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535  0,9545
1,7 | 0,9554 0,9564 0,9573  0,9582  0,9591  0,9599  0,9608 0,9616  0,9625  0,9633
1,8 | 0,9641 0,9649 09656 0,9664 0,9671  0,9678  0,9686  0,9693  0,9699  0,9706
1,9 | 0,9713  0,9719 09726 0,9732  0,9738  0,9744  0,9750 0,9756  0,9761  0,9767
2,0 | 0,9772 0,9778 0,9783  0,9788  0,9793  0,9798  0,9803 0,9808 0,9812  0,9817
2,1 | 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 09842 0,9846 0,9850 0,9854  0,9857
2,2 | 0,9861 0,984 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884  0,9887  0,9890
2,3 | 0,9893 0,9896  0,9898  0,9901  0.9904  0,9906  0,9909 0,9911  0,9913  0,9916
2,4 | 0,9918 0,9920 0,9922  0,9925 0,9927 09929 0,9931  0,9932 0,9934  0,9936
2,5 | 0,9938  0,9940 0,9941  0,9943  0,9945 09946  0,9948  0,9949  0,9951  0,9952
2,6 | 0,9953 0,9955 0,9956  0,9957 0,9959  0,9960 0,9961  0,9962  0,9963  0,9964
2,7 | 0,9965 0,9966  0,9967  0,9968 0,9969 09970 0,9971  0,9972  0,9973  0,9974
2,8 | 0,9974 0,9975 0,9976  0,9977  0,9977  0,9978  0,9979  0,9979  0,9980  0,9981
2,9 | 0,9981  0,9982  0,9982  0,9983  0,9984  0,9984  0,9985  0,9985  0,9986  0,9986
3,0 | 0,9987 0,9987 0,9987  0,9988  0,9988  0,9989  0,9989  0,9989  0,9990  0,9990
3,1 | 0,9203 0,9%06 0,9310 0,9313 0,9316 0,918 0,9321 0,9324 0,9326 0,9329
32 10,9331 0,9334 0,9336 0,9338 0,9340 0,9%42 10,9344 0,9346 0,9348 0,9350
3,3 ] 0,952 10,9353 0,9355 0,9357 0,9358 0,960 0,9361 0,9%62 0,9%64 0,9%65
34 | 0,9%66 0,9%68 0,9%69 0,9370 0,9371 0,9372 10,9373 0,9374 0,9375 0,9376
3,5 | 0,9377 10,9378 0,9378 0,9379 10,9380 10,9381 10,9381 0,9382 10,9383 0,9383
3,6 | 0,9384 10,9385 0,9385 0,9386 0,986 0,9387 10,9387 10,9388 0,9388 0,9389
3,7 1 0,9389 10,9390 0,9%00 0,9%04 0,9%08 0,9*12 0,9%15 0,9%18 0,9%22 0,9%25
3,8 | 0,9%28 0,9%31 0,9%33 0,9%36 0,9%38 0,9%41 0,9%43 0,9%46 0,9%48 0,9%50
3,9 | 0,9%52 0,9%54 0,9%56 0,9%58 0,9%59 0,9%1 0,9%63 0,9%64 0,9%66 0,967
4,0 | 0,9%68 0,9*79 0,9%*87 10,9515 0,946 0,966 0,979 0,9°87 0,9521 0,9652
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2.P.2 lentelé. Standartinio normaliojo skirstinio P—osios kritinés reik§meés

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,001 3,0002 3,0618 3,0357 3,0115 2,889 2,9677 2,0478 12,9291 20112 2,3943
0,002 2,8782 2,8627 2,8480 2,8338 2,8202 2,8070 2,7943 2,7822 2,7703  2,7589
0,003 2,7478 2,7370 2,7266 2,7164 2,7065 2,6968 2,6874 2,6783 2,6693  2,6606
0,004 2,6521 2,6437 2,6356 2,6276 2,6197 2,6121 2,6045 2,5972 2,5899  2,5828
0,005 2,5758 2,5690 2,5622 2,5556 2,5491 2,5427 25364 2,5302 2,5241 2,5181
0,006 2,5121 2,5063 2,5006 2,4949 2,4893 2,4838 2,4783 24730 2,4677 2,4624
0,007 2,4573 24522 24471 24422 24372 24324 24276 24228 24181 24135
0,008 2,4089 2,4044 12,3999 2,3955 2,3911 2,3867 2,3824 2,3781 2,3739  2,3698
0,009 2,3656 23615 2,3575 2,3535 2,3495 2,3455 2,3416 2,3378 2,3339  2,3301
0,010 2,3263 2,3226 2,3189 2,3152 2,3116  2,3080 2,3044 2,3009 2,2973  2,2938
0,011 2,2904 22869 2,2835 22801 2,2768 22734 2,2701 2,2668 2,2636  2,2603
0,012  2,2571  2,2539 2,2508 2,2476  2,2445 2,2414  2,2383  2,2353  2,2322  2,2292
0,013 2,2262 22232 2,2203 22173 2,2144 22115 2,2086 2,2058 2,2029  2,2001
0,014 2,1973 2,1945 2,1917 2,1890 2,1862 2,1835 2,1808 2,1781 2,1754  2,1727
0,015 2,1701 2,1675 2,1648 2,1622 2,1596 2,1571 2,1545 2,1520 2,1494  2,1469
0,016 2,1444 2,1419 2,1394 2,1370 2,1345 2,1321 2,1297 2,1272 2,1248 2,1225
0,017 2,1201 2,1177 2,1154 2,1130 2,1107 2,1084 2,1061 2,1038 2,1015  2,0992
0,018 2,0969 12,0947 2,0924 2,0902 2,0880 2,0858 2,0836 2,0814 2,0792 2,0770
0,019 2,0749 2,0727 2,0706 2,0684 2,0663 2,0642 2,0621 2,0600 2,0579  2,0558
0,020 2,0537 2,05617 2,0496 2,0476 2,0456 2,0435 2,0415 2,0395 2,0375 2,0355
0,021 2,0335 2,0315 2,0296 2,0276 2,0257 2,0237 2,0218 2,0198 2,0179 2,0160
0,022 2,0141 2,0122 20103 2,0084 2,0065 2,0047 2,0028 2,0009 1,9991 1,9972
0,023 1,9954 11,9936 1,9917 1,9899 1,9881 11,9863 1,9845 11,9827 11,9809 11,9791
0,024 1,9774 1,9756 1,9738 11,9721 1,9703 1,9686 1,9669 1,9651 1,9634 1,9617
0,025 11,9600 1,9583 1,9566 1,9549 1,9532 1,9515 1,9498 1,9481 1,9465  1,9448
0,026 1,9431 1,9415 11,9398 1,9382 11,9366 1,9349 1,9333 1,9317 1,9301  1,9284
0,027 1,9268 1,9252 1,9236 1,9220 11,9205 1,9189 1,9173 11,9157 11,9142 1,9126
0,028 11,9110 1,9095 1,9079 1,9064 1,9048 1,9033 1,9018 1,9003 1,8987 1,8972
0,029 1,8957 1,8942 1,8927 1,8912 11,8897 11,8882 1,8867 1,8852 1,8837 1,8823
0,03 1,8808 1,8663 1,8522 1,8384 1,8250 1,8119 11,7991 11,7866 1,7744 1,7624
0,04 1,7507 1,7392 1,7279 1,7169 1,7060 1,6954 1,6849 1,6747 1,6646 1,6546
0,05  1,6449 1,6352 11,6258 1,6164 1,6072 1,5982 1,5893 1,5805 1,5718 1,5632
0,06 1,5548 1,5464 1,5382 1,5301 11,5220 1,5141 11,5063 1,4985 1,4909 1,4833
0,07  1,4758 1,684 1,4611 14538 1,4466 1,4395 14325 1,4255 14187 11,4118
0,08 1,4051 1,3984 1,3917 1,3852 11,3787 11,3722 11,3658 1,3595 1,3532 11,3469
0,09 1,3408 11,3346 11,3285 11,3225 11,3165 1,3106 11,3047 1,2988 11,2930 11,2873
0,1 1,2816  1,2265 1,1750 11,1264 1,0803 1,0364 0,9945 0,9542 0,9154 0,8779
0,2 0,8416 0,8064 0,7722 0,7388 0,7063 0,6745 0,6433 0,6128 0,5828 0,5534
0,3 0,5224 0,4959 0,4677 0,4399 04125 0,3853 0,3585 0,3319 0,3055 0,2793
0,4 0,2533 0,2275 0,2019 0,1764 0,1510 0,1257 0,1004 0,0753 0,0502 0,0251
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2.P.3 lentelé. Chi kvadrato skirstinio P—osios kritinés reik§meés

n\P  0,9995 0,999 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,80
1 0,08393 0,0°157 0,0%393 0,0%157 0,0°982 0,00393 0,0158 0,0642
2 0,00100 0,00200  0,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211 0,446
30,0153 0,0243 0,0717 0,115 0,216 0,352 0,584 1,005
40,0639 0,0908 0,207 0,297 0,484 0,711 1,064 1,649
5 0,158 0,210 0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 2,343
6 0,299 0,381 0,676 0,872 1,237 1,635 2,204 3,070
7 0,485 0,598 0,989 1,239 1,690 2,167 2,833 3,822
8 0,710 0,857 1,344 1,646 2,180 2,733 3,490 4,594
9 0,972 1,152 1,535 2,088 2,700 3,325 4,168 5,380

10 1,265 1,479 2,156 2,558 3,247 3,940 4,865 6,179
11 1,587 1,834 2,603 3,053 3,816 4,575 5,578 6,989
12 1,934 2,214 3,074 3,571 4,404 5,226 6,304 7,807
13 2,305 2,617 3,565 4,107 5,009 5,892 7,042 8,634
14 2,697 3,041 4,075 4,660 5,629 6,571 7,790 9,467
15 3,108 3,483 4,601 5,229 6,262 7,261 8,547 10,307
16 3,536 3,942 5,142 5,812 6,908 7,962 9,312 11,152
17 3,980 4,416 5,697 6,408 7,564 8,672 10,085 12,002
18 4,439 4,905 6,265 7,015 8,231 9,390 10,865 12,857
19 4,912 5,406 6,844 7,633 8,907 10,117 11,651 13,716
20 5,398 5,921 7,434 8,260 9,591 10,851 12,443 14,578
22 6,404 6,983 8,643 9,542 10,982 12,338 14,041 16,314
24 7,453 8,085 9,886 10,856 12,401 13,848 15,659 18,062
26 8,538 9,222 11,160 12,198 13,844 15,379 17,292 19,820

28 9,656 10,391 12461 13,565 15308 16,928 18,939 21,588
30 10,804 11,588 13,787 14,953 16,791 18,493 20,599 23,364

32 11,979 12,811 15,134 16,362 18,291 20,072 22,271 25,148
34 13,179 14,067 16,501 17,789 19,806 21,664 23,952 26,938
36 14,401 15324 17,887 19,233 21,336 23,269 25,643 28,735
38 15644 16,611 19,289 20,691 22,878 24,884 27,343 30,537
40 16,906 17,916 20,707 22,164 24,433 26,509 29,051 32,345

45 20,137 21,251 24311 25901 28366 30,612 33,350 36,884
50 23461 24,674 27,991 29,707 32,357 34,764 37,689 41,449
55 26,866 28,173 31,735 33,570 36,398 38,958 42,060 46,036
60 30,340 31,738 35534 37,485 40,482 43,188 46,459 50,641
65 33,877 35,362 39,383 41444 44,603 47,450 50,883 55,262

70 37467 39,036 43,275 45442 48,758 51,739 55,329 59,898
75 41,107 42,757 47,206 49,475 52,942 56,054 59,795 64,547
80 44,791 46,520 51,172 53,540 57,153 60,391 64,278 69,207
85 48515 50,320 55,170 57,634 61,389 64,749 68777 73,878
90 52,276 54,155 59,196 61,754 65,647 69,126 73,291 78,558
100 59,806 61,918 67,328 70,065 74,222 77,929 82,358 87,945
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2.P.3 lentelés tesinys. Chi kvadrato skirstinio P—osios kritinés reik§més

0,20 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0006 P/n
1,642 2,706 3,841 5,024 6,635 7,879 10,828 12,116 1
3,219 4,605 5,991 7,378 9,210 10,597 13,816 15,202 2
4,642 6,251 7,815 9,348 11,345 12,838 16,266 17,730 3
5,989 7,779 9,488 11,143 13,277 14,860 18,467 19,997 4
7,289 9,236 11,070 12,833 15,086 16,750 20,515 22,105 5
8,558 10,645 12,592 14,449 16,812 18,548 22,458 24,103 6
9,803 12,017 14,067 16,013 18,475 20,278 24,322 26,018 7
11,030 13,362 15,507 17,535 20,090 21,955 26,124 27,868 8
12,242 14,684 16,919 19,023 21,666 23,589 27,877 29,666 9
13,442 15,987 18,307 20,483 23,209 25,188 29,588 31,420 10
14,631 17,275 19,675 21,920 24,725 26,757 31,264 33,137 11
15,812 18,549 21,026 23,337 26,217 28,300 32,909 34,821 12
16,985 19,812 22,362 24,736 27,688 29,819 34,528 36,478 13
18,151 21,064 23,685 26,119 29,141 31,319 36,123 38,109 14
19,311 22,307 24,996 27,488 30,578 32,801 37,697 39,719 15
20,465 23,542 26,296 28,845 32,000 34,267 39,252 41,308 16
21,615 24,769 27,587 30,191 33,409 35,718 40,790 42,879 17
22,760 25,989 28,869 31,526 34,805 37,156 42,312 44,434 18
23900 27,204 30,144 32,852 36,191 38,582 43,820 45,973 19
25,038 28,412 31,410 34,170 37,566 39,997 45,315 47,498 20
27,301 30,813 33,924 36,781 40,289 42,796 48,268 50,511 22
29,553 33,196 36,415 39,364 42,980 45559 51,179 53,479 24
31,795 35,563 38,885 41,923 45,642 48,290 54,052 56,407 26
34,027 37,916 41,337 44,461 48,278 50,993 56,892 59,300 28
36,250 40,256 43,773 46,979 50,892 53,672 59,703 62,162 30
38,466 42,585 46,194 49,480 53,486 56,328 62,487 64,995 32
40,676 44,903 48,602 51,966 56,061 58,964 65,247 67,803 34
42,879 47,212 50,998 54,437 58,619 61,581 67,985 70,588 36
45,076 49,513 53,384 56,896 61,162 64,181 70,703 73,351 38
47269 51,805 55,758 59,342 63,691 66,766 73,402 76,095 40
52,729 57,505 61,656 65,410 69,957 73,166 80,077 82,876 45
58,164 63,167 67,505 71,420 76,154 79,490 86,661 89,561 50
63,577 68,796 73,311 77,380 82,202 85,749 93,168 96,163 55
68,072 74,397 79,082 83,298 88,379 91,952 99,607 102,695 60
74,351 79,973 84,821 89,177 94,422 98,105 105,988 109,164 65
79,715 85,527 90,531 95,023 100,425 104,215 112,317 115,578 70
85,066 91,061 96,217 100,839 106,393 110,286 118,599 121,942 75
90,405 96,578 101,879 106,629 112,329 116,321 124,839 128,261 80
101,054 107,565 113,145 118,136 124,116 128,299 137,208 140,782 90
106,364 113,038 118,752 123,858 129,973 134,247 143,344 146,990 95
111,667 118,498 124,342 129,561 135,807 140,169 149,449 153,167 100
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2.P.4 lentelé. Stjudento skirstinio P—-osios kritinés reik§més

n~P 0,25 0,10 0,05 0,025 0,01 0,006  0,0025 0,001  0,0005
11,0000 3,0777 6,3138 12,7062 31,8205 63,6567 127,321 318,309 636,619
20,8165 1,8856 2,9200 4,3027  6,9646  9,9248 14,0890 22,3271 31,5991
30,7649 16377 2,3534  3,1824 45407 58409  7,4533 10,2145 12,9240
40,7407 1,5332 2,1318  2,7764  3,7469  4,6041 55976  7,1732  8,6103
50,7267 1,4759 20150 2,5706  3,3649  4,0321  4,7733  5,8934  6,8688

6 0,7176 1,4398 19432 24469  3,1427  3,7074 43168 52076 59588
70,7111 1,4149 11,8946 2,3646 29980  3,4995  4,0293  4,7853 5,079

8 0,7064 1,3968 1,8595 2,3060  2,8965  3,3554  3,8325  4,5008  5,0413

9 07027 11,3830 11,8331 22622 28214 32498  3,6897  4,2968  4,7809
10 0,6998 1,3722 1,8125  2,2281  2,7638  3,1693 35814  4,1437  4,5869
11 0,6974 1,3634 1,7959  2,2010  2,7181  3,1058 3,966  4,0247  4,4370
12 0,6955 1,3562 1,7823  2,1788  2,6810  3,0545 34284  3,9296  4,3178
13 0,6938 1,3502 1,7709 2,1604  2,6503  3,0123  3,3725  3,8520  4,2208
14 0,6924 1,3450 1,7613  2,1448 26245  2,9768  3,3257  3,7874  4,1405
15 0,6912 1,306 1,7531  2,1314  2,6025 29467  3,2860  3,7328  4,0728
16 0,6901 1,3368 1,7459  2,1199  2,5835 29208  3,2520  3,6862  4,0150
17 0,6892 11,3334 1,7396  2,1098  2,5669  2,8982  3,2224 36458  3,9651
18 0,6884 1,3304 1,7341  2,1009 25524  2,8784  3,1966  3,6105  3,9216
19  0,6876 1,3277 1,7291  2,0930  2,5395  2.8609  3,1737 35794  3,8834
20 06870 1,3253 1,7247  2,0860  2,5280  2,8453  3,1534 35518  3,8495
22 06858 1,3212 1,7171  2,0739  2,5083  2,8188  3,1188  3,5050  3,7921
24 0,6848 1,3178 1,7109  2,0639 24922 27969  3,0905 34668  3,7454
26 06840 1,3150 11,7056 2,0555  2,4786  2,7787  3,0669  3,4350  3,7066
28 0,6834 1,3125 1,7011  2,0484 24671  2,7633  3,0469  3,4082  3,6739
30 0,6828 1,3104 11,6973 2,0423 24573  2,7500  3,0298 33852  3,6460
34 0,6818 11,3070 1,6909 2,0322 24411  2,7284  3,0020  3,3479  3,6007
38 0,6810 1,3042 1,6860 2,0244 24286  2,7116  2,9803  3,3190  3,5657
42 06804 1,3020 11,6820 2,0181  2,4185  2,6981  2,9630  3,2960  3,5377
46 0,6799 1,3002 1,6787 20129  2,4102  2,6870  2,9488 32771  3,5150
50 0,6794 1,2987 1,6759  2,0086 24033 26778 29370 32614 34960
60 0,6786 1,2958 1,6706  2,0003  2,3901  2,6603  2,9146  3,2317  3,4602
70 0,6780 1,2938 1,6669  1,9944  2,3808  2,6479  2,8087 32108  3,4350
80 06776 1,2922 11,6641  1,9901  2,3739  2,6387  2,8870  3,1953  3,4163
90 0,6772 11,2910 1,6620 1,9867  2,3685  2,6316  2,8779  3,1833  3,4019
100 06770 1,2901 1,6602  1,9840  2,3642  2,6259  2,8707  3,1737  3,3905
200 0,6757 1,2858 1,6525 1,9719  2,3451  2,6006  2,8385  3,1315  3,3398
300 0,6753 1,2844 1,6499  1,9679  2,3388  2,5923  2,8279  3,1176  3,3233
400 06751 1,2837 1,6487  1,9659 23357  2,5882  2,8227  3,1107  3,3150
500 0,6750 1,2832 1,6479  1,9647  2,3338  2,5857  2,8195  3,1066  3,3101
0o 0,6745 1,2816 1,6449  1,9600  2,3263  2,5758  2,8070  3,0902  3,2905
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2.P.5 lentelé.

Figerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy P-osios kritinés reik§més

nNmn 1 2 3 1 5 6 7 8 9

1 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,88 240,54

2 18,513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371 19,385
310,128 95521 92766 9,1172 90135 8,9406 8,887 88452 88123
47,7086 69443 65914 6,3882 6,2561 6,1631 6,0942 6,0410 5,9988

5 66079 57861 54095 5,1922 50503 4,9503 4,8759 4,8183  4,7725

6 59874 51433 47571  4,5337 4,3874 4,2839  4,2067 4,1468  4,0990

7 55914 47374 4,3468 4,1203 3,9715 3,8660 3,7870 3,7257  3,6767

8 53177 44590 4,0662 3,8379 3,6875 3,5806 3,5005 34381  3,3881

9 5,1174 4,2565 3,8625 3,6331 34817 3,3738 3,2927 32296 3,1789
10 4,9646 4,1028 37083 3,4780 3,3258 3,2172 3,1355 3,0717 3,0204
11 4,8443 3,9823 3,5874 3,3567 3,2039 30946 3,0123 2,9480 2,8962
12 4,7472  3,8853 34903 3,2592 3,1059 2,9961 2,9134 28486  2,7964
13 4,6672 3,8056 3,105 3,1791 3,0254 29153 2,8321 2,7669 2,7144
14 4,6001 3,7389 3,3439 3,1122  2,9582 2,8477 2,7642 26987  2,6458
15 4,5431 3,6823 3,2874 30556 29013 2,7905 2,7066 2,6408 2,5876
16 4,4940 3,6337 32380 30069 28524 27413 26572 25911 2,5377
17 44513  3,5915 3,1968 2,9647 2,8100 2,6987 2,6143 2,5480 2,4943
18 4,4139  3,5546 3,1599  2,9277 2,7729 2,6613 2,5767 2,5102  2,4563
19 4,3807 3,5219 3,1274 2,8951 27401 2,6283 2,5435 24768 2,4227
20 43512 3,4928 3,0984 28661 2,7109 25990 25140 2,4471  2,3928
21 43248 34668 3,0725 2,801 2,6848 25727 24876 2,4205  2,3660
22 4,3009 3,4434 3,0491 2,8167 2,6613 2,5491 24638 23965 23419
23 42793 34221 3,0280 2,7955 2,6400 2,5277 24422 23748  2,3201
24 4,2597  3,4028 3,0088 2,7763  2,6207 2,5082 2,4226  2,3551  2,3002
25 4,2417 3,3852 2,9912 27587 2,6030 2,4904 2,4047 2,3371 2,2821
26 4,2252  3,3690 2,9752 27426 2,5868 2,4741 2,3883  2,3205 2,2655
27 42100 3,3541 2,9604 2,7278 2,5719 24591 23732 2,3053  2,2501
28 4,1960 3,304 2,9467 2,7141 25581 2,4453  2,3593 22913  2,2360
29 4,1830 3,3277 2,9340 2,7014 2,5454 24324 23463 2,2783  2,2229
30 4,1709  3,3158 29223 26896 25336 24205 23343 22662 2,2107
40  4,0847 3,2317 2,8387 2,6060 2,4495 23359 2,2490 2,1802 2,1240
50 4,0343  3,1826 2,7900 2,5572 2,4004 2,2864 2,1992 2,1299 2,0734
60 4,0012 3,1504 27581 2,5252 2,3683 2,2541 2,1665 2,0970  2,0401
70 3,9778  3,1277  2,7355 2,5027 2,3456 2,2312  2,1435 2,0737 2,0166
80 13,9604 3,1108 27188 2,4859 2,3287 2,2142 2,1263 2,0564  1,9991
100 3,9361 3,0873 2,6955 2,4626 2,3053 2,1906 2,1025 2,0323 1,9748
150  3,9042 3,0564 2,6649 2,4320 2,2745 2,1595 2,0711  2,0006 1,9428
200 3,8884 30411 2,6498 24168 2,2592 2,1441 2,0556 1,9849  1,9269
500 3,8601 3,0138 2,6227 2,3898 22320 2,1167 2,0279 1,9569 1,8986
0o 3,8415 29957 2,6049 2,3719 22141 2,0986 2,0096 1,9384  1,8799
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2.P.5 lentelé. Figerio skirstinio su m ir n laisvés laipsniy P—osios kritinés reik§meés

nNm 10 12 15 20 24 30 10 60 120 0

1 241,88 243,91 245,95 248,01 249,05 250,09 251 14 252,20 253,25 254,31

2 19,396 19,413 19,429 19,446 19,454 19,462 19,471 19,479 19,487 19,496

3 87855 87446 8,7029 86602 8,6385 86166 85944 85720 85494 85265

4 59644 59117 58578 58025 57744 57459 57170 56877 56581  5,6281
54,7351 46777 46188 4,5581  4,5272 4,4957 4,4638 4,4314  4,3985  4,3650

6 4,0600 3,9999 39381 3,8742 3,8415 3,8082 3,7743 3,7398 3,7047  3,6689

7 36365 35747 35108 34445 34105 3,3758 3,3404 3,3043 3,2674  3,2208

8 3,3472 13,2839 32184 3,1503 3,152 3,0794 3,0428 3,0053 2,9669  2,9276

9 31373 30729 3,0061 2,9365 2,9005 2,8637 2,8259 27872 27475  2,7067
10 2,9782  2,9130 28450 27740 2,7372 2,6996 26609 2,6211 2,5801  2,5379
11 2,8536 27876 2,7186 26464 2,6090 25705 25309 2,4901 2,4480 2,4045
12 2,7534  2,6866 2,6169 2,5436 2,5055 2,4663 24259 2,3842 23410  2,2962
13 2,6710 2,6037 25331 24589 24202 2,3803 23392 22966 22524  2,2064
14 2,6022 2,5342 24630 2,3879  2,3487 2,3082 22664 2,2230 2,1778  2,1307
15 2,5437 24753 24034 23275 22878 2,2468 22043 2,1601 2,1141  2,0658
16 2,4935 24247 23522 22756 22354 21938 21507 2,1058 2,0589  2,0096
17 2,4499  2,3807 2,3077 2,2304 2,1898 2,1477 2,1040 2,0584 2,0107  1,9604
18 24117 23421 22686 2,1906 2,1497 2,1071 2,0629 2,0166 1,9681 1,9168
19 2,3779  2,3080 22341 2,1555 2,1141 2,0712 2,0264 1,9795 1,9302 1,8780
20 2,3479 22776 2,2033 2,1242  2,0825 2,0391 1,9938 1,9464 1,8963 1,8432
21 23210 22504 21757 2,0960 2,05640 2,0102 1,9645 1,9165 1,8657 1,8117
22 22967 22258 21508 2,0707 2,0283 19842 19380 1,8894 1,8380 11,7831
23 22747 22036 2,1282 2,0476 2,0050 1,9605 1,9139 1,8648 1,8128 1,7570
24 22547  2,1834  2,1077 2,0267 1,9838 1,9390 1,8920 1,8424 1,7896  1,7330
25 2,2365 2,1649 20889 2,0075 1,9643 1,9192 18718 1,8217 11,7684 1,7110
26 2,2197 2,1479 2,0716 1,9898 1,9464 1,9010 1,8533 1,8027 11,7488 1,6906
27 2,2043  2,1323  2,0558 1,9736 1,9299 1,8842 1,8361 1,7851 11,7307 1,6717
28 2,1900 2,1179 2,0411 1,9586 19147 1,8687 1,8203 1,7689 1,7138 1,6541
29  2,1768  2,1045 2,0275 1,9446 1,9005 1,8543 1,8055 11,7537 1,6981 1,6377
30 2,1646 2,0921 20148 19317 18874 1,8409 1,7918 1,7396 1,6835 1,6223
40 2,0772  2,0035 1,9245 1,8389 1,7929 1,7444 1,6928 1,6373 1,5766  1,5089
50 2,0261 19515 18714 1,7841 11,7371 11,6872 11,6337 1,5756 1,5115 1,4383
60 1,9926 1,9174 1,8364 1,7480 11,7001 1,6491 1,5943 1,5343 14673 1,3893
70 1,9689 1,8932 18117 11,7223 1,6738 1,6220 15661 1,5046 14351 1,3529
80 1,9512 1,8753 1,7932 1,7032 11,6542 1,6017 1,5449 14821 1,4107 1,3247
100 1,9267 1,8503 1,7675 1,6764 1,6267 1,5733 1,5151 1,4504 1,3757 1,2832
150 1,8043 1,8172 1,7335 1,6410 1,5902 1,5354 1,4752 1,4074 1,3275  1,2226
200 11,8783 1,8008 11,7166 1,6233 1,5720 1,5164 1,4551 1,3856 1,3024 1,1885
500 1,8496 11,7716 1,6864 1,5916 1,5392 1,4821 1,418 1,3455 1,2551  1,1132
co  1,8307 1,7522 1,6664 1,5705 1,5173 1,591 1,3940 1,3180 1,2214  1,0000
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